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Neka su funkeije ¢ (2) i ¥ (2) jednograne u polju S ogranidenom
nekom konturom C. U tom polju § uzedu ma gdje jednu tatku a
i pretpostavicu da je ta tadka @ ili obidna tadka, ili pol, ili
izolovana esencijalna tadka funkeija 9 (2) 1 ¥ (s). Tadka
@ moZe n. pr. po tome biti obiéna tatka funkecije ¢ (2), a esenci-
jalna tagka funkeije ¢ (2), fli pol funkeije ¢ (2), a esencijalna tatka
funkeije ¥ (2), ili esencijalna tadka obiju funkeija i t. d.

Red funkcije ¢ (2) ¥ (2) bide u sva tri sludaja cio broj.! Taj
broj odreden je ovim integralom:

1 @)
7= " SW)W) de.

k

Taj integral se proteZe na periferiju nekog beskona®no malog
kruga, &ije je sredite tatka a. Jasno je da se taj integral moze
rastvoriti u zbir ovih dvaju integrala:

J= 1 S?‘(z)dz.—k 1 S¢’(z)dz.
k k

T 2x Y o(®) A\ d(2)

To znati da je red proizvoda ma kakvih dviju jedno-
granih funkeija predstavljen zbirom redova tih

! Weterstrass. Zur Theorie der eindeutigen analyt.
Functionen, Werke t. II. p. 77 i moju rasprava Stampanu u 139
knjizi Rada jugoslav. akademije pod natpisom ,O ostacima jedno-

granih funkecija¥, p. 29.
*
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funkeija.! Po toj teoremi vidi se neposredno da funkeije
s o) 1 9(Y(e) imaju isti red u talei a, ako je u toj
tadei red funkeije ¥ (2) nula. Kad se dakle trazi red neke
funkeije u nekoj taei, onda &esto nije potrebno traziti ostatak
logaritamskog izvoda te funkeije, veé ostatke logaritamskih izvoda
mnogo prostijih funkeija.
Neka je na primjer

1
r@=45,

2

Tatka 7 =0 je esencijalna tatka te funkeije, a red njezin je
predstavljen brojem I u tadei ¢ == o0, jer je

r®

=1+ —2"4 ...
f= " ITETAT

1 1

T T e

To se vrlo lako moze potvrditi, kad se ima u vidu malo &s
pomenuto pravilo. Funkeiji

1

I:t2

odevidno tadka # = 0 niti je nula, niti kakav singularitet. Red te
- funkeije je dakle u toj tadei taéno = 0. O toj funkeiji prema tome
u ovaj mah ne éemo voditi raduna. To znadi da de red funkeije
1
f (2) biti isti onakav, kakav je i red funkeije z¢°, ared te funk-
cije je predstavljen brojem 1, jer je u toj tadei red funkeije ¢ (2)=2
1
otevidno = 1, a red funkeije U (2) = ¢ je odevidno = o, posto je

() __

23

1
il
! Kad bi funkeije o (2) i ¥ (2) bile meromorfne u polju S, onda je

to pravilo samo sobom jasno. V. Hoiiel. Calcul infinitésimal, t.
II1. p. 296.
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Neka je sad

9 (2)
Tada je

Fe_9@ _Y(©
O ?(z) BRTOK

pa je s toga 1

1(r@g_ 1(7® 1 (V)
S £z dz S @ dz — omi S . dz

t. j. red koliénika ma kakvih dviju jednogranih
funkcija predstavljen je razlikom redova tih funk-
cija.

Ta teorema moze se primijeniti 1 na tadku u beSkOIldéIlObtl Kad
bi na ime ta¢ka ¢ = @ bila ili obidna tadka, ili pol, ili esencijalna
tatka funkeijd 9 (2) 1 ¥ (2), onda bismo njen red dobili ovako.

Zamijenidemo 2 sa 1

7 1 uzedemo da je
A

=T, )

Tada de red funkeije %% u tadei #==a0 biti predstavljen

ovom razlikom integrala:

1 1 ,
L Er (e ES- e (s

a to de redi ovom razlikom integrala:

1 1 1 . 1 (1 1
i S i< P (/) - 2mi S < ¥ (“Z)d:’

a to smo 1 tvrdili. Ako je dakle red funkeije 9 (2) u tadei 2 =a
predstavljen brojem m, a red funkeije ¥ (2) brojem #, onda de red
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funkeije %i% biti broj m — n, a red funkcije - ?i

Redovi funkcij'a e i m— jesu dakle 1 u esencijalnim tadkama

broj n—m.

jednaki, ali suprotno oznadeni. Tako bi na primjer red funkecije

ro=117
ze"'

u esencijalnoj tadei # = o bio izraZen brojem — 1. Prema tome
smijemo tvrditi ovo: ako je red neke funkeije f(2) u nekoj
obi¢noj ili u nekoj esencijalnoj tadeci njezinoj iz
razen nulom, onda je u toj tadei i red funkeije f;—z)_
takoder = o.

Uzmimo sad opet dvije jednograne funkeije 9 (2) i ¥ (2) i pret-
postavimo da te funkeije u svima tatkama neke povr-

Sine zatvorenec konturom C imaju isti red. Tada ée u
svakoj tadei te povriine biti

1 (v(® 1 (¥
’2&{85@' @ “%TS L) =

t. j. bice

(565~ 45—

Uzmimo sad da je funkeija

e Ve
F& =36 U@

holomorfna u polju, o kome je u ovaj mah rijet; tada de se
ta funkeija u tom polju moéi razviti u red po Taylor-ovu obrascu.
Ako je dakle

_?®
BEIOK
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onda de biti

o —
ili
logu = S f(2) dz.

Podto je funkeija f(2) holomorfna, to de i posljednji integral
predstavljati jednu u polju, ograni®enom konturom C, holomorfnu
funkeiju. Oznadivii tu funkeiju sa ¢ (2), moéi demo prema tome
redi, da ée funkcija g (¢) imati u pomenutom polju karakter jedne
cijele funkeije. Dobili smo dakle ovu teoremu: :

Teorema. Ako funkeije ¢ (2)i ¢ (2) imaju u svima tad-
kama nekog polja & istired, ako je razlika logari-
tamskih izvoda tih funkeija holomorfna, onda de
logaritam kolidnika. tih funkeija biti holomorfna
funkeija a svima tadkama polja S, ma te tadke bile
iesencijalne tadke funkeiji ¢ (2) 1 ¥ (2).

Vratimo se sad funkeiji g (2). Kako je

logn = g (#),
bide
| u=¢el @,

S druge strane je 6pet

(%)
)’

U =

?
¥
a kad se ta dva obraseca uo¥e, onda se vidi da je

FOERTOX A @

Tim obrascem je potvrdena ova teorema:

Teorema. Kad je u dvije jednograne funkeije ¢ (2) i
{ (2), ma one i ne bile meromorfne, u svima tadkama
. nekog polja Srazlika logaritamskih izvoda tih funk-
cija holomorfna, onda se te dvije funkeije razlikuju
samo jednim faktorom ¢/ ®, u kome je sa g (2 ozna-
ena neka u polju § holomorfna funkeija.
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Tom teoremom obuhvadene su dakle ne samo sve jednograne
meromorfne funkeije, veé u opde i sve ostale transcendentne funk-
cije i u tome nju treba smatrati kao generalizaciju jedne osnovne,
u teoriji meromorfnih funkcija poznate teoreme.! Kako de sad
obrazac (1) stajati prema teoriji Weierstrass-ovih ,primarnih fak-
tora“ i prema poznatoj Mittag-Lefflerovoj teoremi, to ¢emo poka-
zati drugom jednom prilikom.

! Weierstrass: Zur Theorie etc. Werke IL. p. 98. i Forsyth:
Theory of fanctions of a complex variable, p. 80—81.
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