
16. Metrika u Poenkareovom disk modelu
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Definicija

Neka su A,B h-taqke i X i Y beskonaqno

daleke taqke prave koja sadr�i taqke A i B,
takve da taqka B pripada h-polupravoj AX .
Rastoja�e u Poenkareovom disk modelu je

dato sa dh�A,B� � ln SAXAY �
BX
BY S.

Slede�e tvr�e�e ostav	amo bez dokaza.

Tvr�e�e

Preslikava�e dh jeste funkcija rastoja�a.

Neka je Çl uopxteni krug ortogonalan na apsolutu. S obzirom

da uopxtena inverzija ψÇl slika h-pravu u h-pravu, quva
h-raspored taqaka i dvorazmeru, direktno sledi i naredno

tvr�e�e.

Tvr�e�e

Neka je I h-izometrija, A i B dve h-taqke i
I�A� � A�,I�B� � B �. Tada je dh�A,B� � dh�A�,B ��.

Primer Neka je A h-taqka qija je kompleksna koordinata

z i O centar apsolute. Neka su X i Y beskonaqno daleke

taqke h-prave OA takve da taqka A pripada polupravoj OY .

Tada je AX � 1 � Sz S, AY � 1 � Sz S, OX � OY � 1. Veza izme�u

hiperboliqkog rastoja�a d i euklidskog Sz S taqaka O i A

data sa d � dh�O,A� � ln 1�Sz S
1�Sz S .



Primer ...Tada je i
Sz S � ed � 1

ed � 1
, (1)

odnosno Sz S � tanh d
2
, tj. d � 2 arctanh Sz S.

Teorema

Neka su z1 i z2 koordinate h-taqaka A i B. Tada je

dh�A,B� � 2 arctanh S z1 � z2
1 � z1z2

S.

Dokaz. Neka je Sl h-refleksija kojom se taqka A slika u

centar apsolute O. Data je formulom Sl�z� � z1
z1

z�z1
z1z�1

, a taqka

Sl�B� � B � ima koordinatu b� � z1
z1

z2�z1
z1z2�1

.

Tada je Sb�S � Sz1�z2S
S1�z1z2S , pa je

dh�A,B� � dh�O,B �� � 2 arctanh Sb�S � 2 arctanh
Sz1 � z2S
S1 � z1z2S

.

Primer Neka jeM x O h-taqka sa kompleksnom koordinatom

z i M1 h-sredixte du�i OM1, sa koordinatom z1. S obzirom

da je tanh�2x� � 2 tanh x
1�tanh2 x

va�i da je Sz S � 2Sz1S
1�Sz1S2 , odnosno Sz1S �

1�

»
1�Sz S2
Sz S .

Ugao paralelnosti.

Neka su p i q dve h-prave me�usobno ortogonalne u centru
apsolute O.
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Tada su i uopxteni krugovi Çp i Çq (euklidski)

prave normalne u O. Neka je P > q h-taqka.
Na�imo h-prave koje sard�e taqku P i

paralelne su p. Neka su X i Y beskonaqno

daleke taqke h-prave p. Ako je h-prava r
paralelna p tako xto X > Çr , tada je Çr ili
prava koja sadr�i O, odnosno r � p ili krug

qiji centar C pripada pravoj kroz X
paralenoj Çq.

S obzirom da P x p, Çr je euklidski krug. Pri tom, taqka C
pripada i simetrali du�i PX , pa postoji jedinstven krug Çr
koji ispu�ava tra�ene uslove.



Kako se h prave p i q h-refleksijom Sq, odnosno euklidskom
refleksijom SÇq slikaju u sebe, a h-poluprava OX u

h-polupravu OY , sledi da postoji i jedinstvena h-prava r1
kroz P paralelna p tako xto je Y �ena beskonaqno daleka

taqka.

Neka su A i a redom h-taqka i h-prava i A� podno�je h-normale
koja sadr�i taqku A na h-pravu a. Kako postoji h-refleksija
Sl kojom se taqka A� slika u centar apsolute O, a osobine kao
kolinearnost, ortogonalnost i paralelnost su invarijantne za

h-refleksije, prave koje sadr�e taqku A i paralelne su a
slikaju se u prave koje sadr�e Sl�A� i paralelne su p.

Tako�e, uoqimo da prave r i r1 odre�uju oxtre uglove sa
pravom q koji su me�usobno h-simetriqni u odnosu na q,
odnosno jednaki i pri tom, na jedinstven naqin odre�eni sa

dh�P,O�. Ova osobina je oquvana h-refleksijom Sl .

Zato va�i slede�a teorema.
Teorema

Neka su A i a h-taqka i h-prava. Ako taqka A ne pripada

pravoj a, onda postoje taqno dve h prave koje sadr�e A i

paralelne su a. Pri tom je simetrala ugla kojeg r i r1
odre�uju, a koji sadr�i pravu a ujedno normalna na a. Ako
taqka A pripada pravoj a, prava a je jedinstvena prava
incidentna sa A i paralelna a.

Definicija

Neka taqka A ne pripada h-pravoj a, i neka su A i r podno�je
normale iz A na a i h-prava koja sadr�i A i paralelna je a.
Oxtar ugao koji odre�uju prave AA� i r naziva se uglom
paralelnosti za rastoja�e d � dh�A,A��. Preslikava�e
Π � R�

� �0, π
2
� kojom se d slika u odgovaraju�i ugao

paralelnosti je funkcija Lobaqevskog.
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Neka je p h-prava kroz centar apsolute sa

beskonaqnom taqkom X , P h-taqka takva da je
h-prava PO normalna na p i C centar

euklidskog kruga Çr takvog da r sadr�i P i

pripada paraboliqkom pramenu sa centrom u

X . Euklidski trougao CPX je jednakokraki.

Neka je ugao pri vrhu jednak 2φ.

On je u krugu Çr centralni nad tetivom PX , pa je ugao �OXP,
kao ugao izme�u tetive i tangente jednak φ. Tangenta u taqki
P na Çr razla�e ugao �OPX na dva ugla. Jedan je ugao izme�u

h-pravih OP i r , oznaqimo ga sa α, a drugi je tako�e ugao

izme�u tetive i tangente kruga Çr , pa je jednak φ. Zato je
2φ � α �

π
2
.



Pri tom, iz pravouglog euklidskog trougla OPX vidimo da

va�i PO � tanφ � tan�π
4
�

α
2
� � 1�tan α

2

1�tan α
2

. Ako je d � dh�O,P�,
tada je OP �

ed�1
ed�1

, odakle je ed tan α
2
� 1. S obzirom da je

α � Π�d� dobijamo da va�i e�d � tan Π�d�
2

, odnosno

Π�d� � 2 arctan�e�d�. (2)

Primedba Uoqimo da za d � 0� va�i Π�d� � π
2

�, ugao par-

alelnosti u hiperboliqkom smislu te�i uglu paralelnosti

u euklidskom smislu. Zato mo�emo smatrati da se u hiper-

boliqkoj ravni na vrlo malim rastoja�ima realizuje euk-

lidska geometrija.

Na osnovu formule (2) direktno sledi tvr�e�e.

Tvr�e�e

Funkcija Lobaqevskog je monotono opadaju�a, odnosno va�i:

d1 A d2� Π�d1� @ Π�d2�.

Definicija

Neka je A h-taqka i X pramen pravih. Ukoliko je X eliptiqki

pramen pretpostav	amo da A nije �egov centar. Skup svih

taqaka osnosimetriqnih taqki A u odnosu na prave pramena X
je epicikl.

Lako sledi da je jedan epicikl odre�en sa:

- tri svoje razliqite taqke,

-(ili) pramenom X i bilo kojom svojom taqkom.



Na�imo epicikle Poenkareovog disk modela prema tipu

pramena.

Krug. Neka je X eliptiqki pramen sa centrom h-taqkom M. U

refleksijama u odnosu na h-prave pramena X taqka M je

invarijantna, te epicikl predstav	a skup taqaka h-ravni X
takvih da je dh�X ,M� � dh�A,M�. �ega nazivamo h-krugom
kh�M,d�, M je centar kruga, a d � dh�A,M� polupreqnik tog
kruga.

Pretpostavimo da je O �M. Tada je X pramen pravih kroz O,
a h-refleksije su restrikcije euklidskih refleksija u odnosu
na euklidske prave kroz O. Zato je h-krug sa centrom u O koji

sadr�i taqku A i euklidski krug sa centrom u O. Ako je r
hiperboliqki polupreqnik kruga, euklidski polupreqnik je
er�1
er�1 .

Pretpostavimo sada da je M x O. Neka je da	e Sl h-refleksija
kojom se taqka M slika u O. S obzirom da je rastoja�e

invarijanta za h-refleksije, h-krug sa centrom u M koji

sadr�i A slika se u h-krug sa centrom u O koji sadr�i

A�
� Sl�A�. Zato je tra�eni h-krug slika euklidskog kruga sa

centrom u O koji sadr�i A� u h-refleksiji Sl .
Uopxtena inverzija ψÇl slika krug koji ne sadr�i centar

inverzije u krug, pa je tra�eni h-krug kh, ujedno i euklidski

krug. Me�utim, kako inverzija ne slika centar kruga u centar

kruga, euklidski centar kruga kh se ne poklapa sa taqkom M.

Oricikl.

Neka je X paraboliqki pramen sa centrom u beskonaqno

dalekoj taqki X . Epicikl odre�en paraboliqkim pramenom

naziva se oricikl.

Neka je M � O, a X beskonaqno daleka taqka sa kompleksnom

koordinatom 1. h-prave pramena sa centrom X su odre�ene

euklidskom pravom OX i euklidskim krugovima qiji centri

pripadaju euklidskoj pravoj x1 � 1. Ako je C centar jednog

takvog kruga Çl sa koordinatom c � 1 � ıb, odgovaraju�a
h-refleksija je data sa Sl�z� � cz�1

z�c , a taqka O �
� Sl�O� ima

koordinatu

x1 � ıx2 �
1

c
�

1

1 � b2
�1 � ıb�.



Zato ako taqka pripada datom oriciklu onda pripada i

euklidskom krugu k1 � �x1 � 1

2
�2 � x2

2
�

1

4
. Krug k1 dodiruje

apsolutu k u taqki X . Obratno, za svaku taqku skupa
�x1, x2� > k1 � �X� postoji b x 0 takvo da je x1 �

1

1�b2
, x2 �

b
1�b2

.

Zato je dati epicikl k1 � �X�. Oznaqimo ovaj oricikl sa χ0.

X

Ako je M x O, postoji h-refleksija kojom se taqka M slika u

O, a centar datog pramena, taqka Y u neku drugu beskonaqno

daleku taqku X1. Da	e, ukoliko je X1 x X , postoji rotacija

hiperboliqke ravni oko taqke O (koja je u ovom sluqaju

restrikcija euklidske rotacije oko O) kojom se taqka X1

slika u X , dok je, naravno, O invarijantna.

Dakle, postoji h-izometrija kojom se tra�eni oricikli slika

u χ0 i obrnuto, tra�eni oricikl je slika χ0 u nekoj
h-izometriji. h-izometrija je restrikcija inverzivnog
preslikava�a koje slika k1 u euklidski krug koji dodiruje

apsolutu.

Dakle, oricikl je skup taqaka euklidskog kruga koji dodiruje

apsolutu u nekoj taqki Y , bez taqke Y . Uoqimo i da smo

pokazali da je svaki oricikl h-izometriqan oriciklu χ0.
Zato va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema

Svaka dva oricikla su me�usobno h-izometriqna.



Ekvidistanta. Epicikl odre�en hiperboliqkim pramenom X
nazivamo ekvidistantom. Ako je l osnovica tog pramena,
tada je l i osnovica ekvidistante. Ako su M i N dve

h-taqke te ekvidistante tada h-simetrala du�i MN pripada

pramenu X. Ako su M0 i N0 h-ortogonalne projekcije taqaka M
i N na l tada je dh�M,M0� � dh�N,N0�. Zato je ekvidistanta
skup taqaka koje se nalaze sa iste strane prave l i koje su pod

jednako uda	ene od l . Visina ekvidistante je d � dh�M,M0�.
Neka je p � x2 � 0 h-prava kroz O i Çl�C , r� krug koji odre�uje

h-pravu l ortogonalnu na p. Tada je OC �

º
1 � r2. Neka je X

pramen hiperparalelnih pravih ortogonalnih na l , a X i Y
beskonaqno daleke taqke prave l . Pored h-prave p ovom

pramenu pripadaju h-prave odre�ene euklidskim krugovima

ortogonalnim na k i Çl .

Krug Çm�C1,R� je ortogonalan na k i Çl ako i samo ako �egov

centar C1, sa koordinatom c , pripada radikalnoj osi za k i Çl ,
odnosno pravoj XY (van du�i XY ) i ako je �egov polupreqnik

R2
� Sc S2 � 1.

Radikalna osa ima jednaqinu x1 �
1º
1�r2

, a taqke X i Y

koordinate � 1º
1�r2

,� rº
1�r2

�, pa centar C1 ima koordinate

� 1º
1�r2

, bº
1�r2

�, gde je SbS A r . Slika taqke O u h-refleksiji u

odnosu na ovim definisanu h-pravu je ima kompleksnu

koordinatu 1

c �

º
1�r2

1�b2
�1 � ib�.

Kako je b � x2~x1 sledi da slike taqke u u h-refleksijama u
odnosu na prave pramena X pripadaju skupu taqaka opisanim

jednaqinom x1 �
x2
1

º
1�r2

x2
1
�x2

2

tj.

�x1 � 1

2

º
1 � r2�2 � x22 �

1

4
�1 � r2�,

odnosno euklidskom krugu k1 sa preqnikom OC , kome pripadaju
i taqke X i Y . Sama ekvidistanta je otvoreni luk XY kruga

k1 koji pripada h-ravni D2. Ako je Çl prava, tada slike taqke O
u h-refleksijama pripadaju h-pravoj l , te je skup taqaka

ekvidistante odre�ene taqkom O i pramenom X presek

euklidskog kruga odre�enog taqkama X , Y i O i h-ravni.

X

Y

O C

l̃



Sliqno kao i u sluqaju oricikla, s obzirom da su h-rotacije i
h-refleksije restrikcije inverzivnih preslikava�a koja
slikaju uopxtene krugove u uopxtene krugove mo�emo

zak	uqiti slede�e. Ako je hiperboliqki pramen odre�en

h-pravom l sa beskonaqno dalekim taqkama X i Y , tada je

ekvidistanta sa osnovicom l koja sadr�i taqku M presek

uopxtenog kruga euklidske ravni koji sadr�i X ,Y ,M i D2.


