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Kurs iz Teorije Realnih i Kompleksnih funkcija (TR-KF, popularno TRiK) sastoji se
okvirno iz prve tri glave MM [Ma 9]i [Ma 9]: Kompleksne funkcije 1 & 2, Beograd,
2006, Kompleksna Analiza, BL 2004 (v. takodje Mitrinovi¢ [Mi] ) i dodatka u
prilogu. Dodatak se odnosi na realnu analizu. Za vise detalja o realnoj analizi
videti npr. u Aljanci¢ [Alj] i Rudin [Ru] (v. takodje Kolmogorov, Fomin [Ko-Fo];
Arsenovié, Dostanié i Jocié¢ [Ar-Do-Jo]). S obzirom da je kurs prvenstveno namenjen
studentima R-smera ”tezi” dokazi i delovi koji izlaze iz osnovnog dela kursa su samo
skicirani i obi¢no oznaceni sa *.

Nadamo se da ¢e dalje dopune i korekcije uzeti u obzir primedbe kolega i studenata.

1. INTEGRACIJA 1

U ovoj sekciji dajemo kratak pregled osnovnih svojstava mere i Lebeg-ovog in-
tegrala (detalje v. u Aljan¢ié [Alj] i Rudin [Ru]).

1.1. mera. Svakom intervalu I = (a,b) na realnoj pravoj odgovara merni broj
m(I) - duzina b — a. Da li i drugim skupovima A C R odgovara odredjen realan
broj-mera skupa m(A) tako da je
1. m(A) duzina intervala kada je A interval
2. m(A) ima karakteristi¢ne osobine duzine intervala:
a. m je nenegativna i
b. (aditivnost) mera unije disjunktnih skupova jednaka je zbiru mera skupova

Ne postoji funkcija navedenih osobina na PR. Interesantno je odrediti "maksi-
malnu” familiju podskupova skupa R (odrediti merljive skupove) na kojoj postoji
funkcija navedenih osobina i specijalno ispitati svojstvo aditivnost.

Pomodéu merljivih skupova definisu se merljive funkcije i uvodi Lebeg-ov integral,
koji uopstava Riemann-ov i ima interesantne (vazne) primene.

Neka je X osnovni skup.

Definicija 1.1. Neprazna familija skupova R C PX je prsten ako iz
A BeER=AUB, A\BeR

Definicija 1.2. Prsten fR ( ? Neprazna familija skupova R C PX) je o-prsten ako
iz

Ap € Rk =1,2,...) = UA; € R;
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o-prsten R se naziva o-algebra ako X € ‘R.

Definicija 1.3. Neka je 2R prsten. Preslikavanje ¢ : R — (—o0, +00] naziva se
funkcija skupa.
Funkcija skupa ¢ je aditivna ako

ANB=0= ¢(AUB) = ¢(A) + #(B),

odnosno o-aditivna ako
AN A =00 #§) = SR AK) = D d(A).
k=1

Da bi izbegli specijalnu situaciju, pretpostavimo da ¢ ne uzima svuda na ‘R
vrednost +oo. Kada je re¢ o o-aditivnosti, tada red Y -, ¢(Ax) konvergira ili
odredjeno divergira ka +o00. Kako ¢(U2, Ay) ne zavisi od poretka u kome skupovi
Ay ulaze u uniju, to ni numericki red Y .-, ¢(Ag) ne zavisi od poretka svojih
clanova. Otuda ako je red S = Y 7, ¢(Ay) konvergentan, onda je i apsolutno
konvergentan. Specijalno, ako je SR o-prsten i ako sa ST oZna¢imo sumu koja
sadrzi pozitivne , a sa S~ negativne brojeve ¢(Ay), tada je —oo < ST <0 i
0 < 8T < +oo. Dakle S~ je konacan broj. ?

Propozicija 1.1. Neka je ¢ aditivna funkcija na prstenu $R. Tada

(1) ¢(0) =0
(2) d(UP_1A) =>"_ 1 #(A,), gde su A, disjunktni skupovi.
(3) Za A, B € R,

$(AUB) + ¢(AN B) = ¢(4) + ¢(B)
(4) ako je A C B i ¢(A) < +oo, tada

¢(B\ A) = ¢(B) — ¢(A)
(5) ako je ¢ >0, tada za A, B € R

$(AU B) < ¢(A) + ¢(B)

ACB=¢(A) <¢(B)
(6) ako je ¢ > 0, niz (A,) disjunktnih skupova iz Ri A = U2 A, € R, tada
je

(1.1) o4) > Y 6(4,).

Dokaz (1)-(5), koji se bazira na jasnoj primeni svojstvu aditivnosti, ostavljamo
za vezbu.
3° Kakosu A\ Bi AN B, odnosno A\ B i B parovi disjunktnih skupova, iz 7?
sledi
Pl(A\B)U(ANB)] = ¢(A\ B) + ¢(AN B),
¢[(A\ B)U B] = ¢(A\ B) + ¢(B),
tj.
¢(A\ B) + ¢(AN B) = ¢(A),
(AU B) = ¢(A\ B) + ¢(B).
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Sabiranjem ove dve nejednakosti sledi tvrdjenje ako je ¢(A\ B) < 4o00. Ako je
¢(A\ B) = 400, tada je prema prethodnim jednacinama ¢(A) = +oo0, ¢(AU B) =
400, pa su obe strane u 3° jednake +oc.

Na osnovu druge nejednacine u (5) i aditivnosti, iz A D U?_; A, za svako n sledi

n

¢<A) > ¢(UIT/L:1AV) = Z¢(AV)

v=1
za svako n i otuda 1.1.
Propozicija 1.2. Neka je ¢ o-aditivna funkcija na prstenu $R. Tada
(1) ako je niz (A,)izR, A=U32,4, € Ri A C Ay C A3 C ..., tada
$(An) — ¢(A)
(2) ako je niz (4,) iz R, A = N2 A, € R, A3 D Ay D A3 D ... i ako je
¢(Ax) < 0o (za neko fiksirano k), tada
P(An) — d(A).

Uputstvo za (1). Definisimo By = A; i B, = A, \ An_1 (n = 2,3,...)).
Skupovi B,, su medjusobno disjunktni i 4, =J'_, B,, A =,., B,. Primeniti
o-aditivnost.

Uputstvo za (2). Pretpostavimo da je k = 1. Definisimo C,, = A; \ 4,,. Tada je
CicCocCcC3C..., Ay \ A=U2,C,. Na osnovu prvog dela,

P(A1\ An) = 6(Cn) — ¢(A1\ A).

Pretpostavka ¢(Ay) < oo je bitna kao $to pokazuje sledeéi primer. Neka je za
A C N, |A| broj elemenata u A ako je A konacan skup i 400 ako je A beskonacan
skup; ova funkcija je o-aditivna na PN. Neka je X,, = {n,n+ 1,n+2,...}; tada
| Xy| = +o00, 1 X =N, X,, = 0. Dakle |X,,| ne tezi | X|.

Definicija 1.4. Nenegativna (sa vrednostima u [0, c0]) o-aditivna funkcija defin-
isana na o-algebri (ili prstenu) PR naziva se pozitivna mera na R. Skupovi iz R
nazivaju se merljivi skupouvi.

1.1.1. Elementarni skupovi. Otvoren interval u R™ je skup
I={z=(xp): 2 € (ag,0k),k=1,2,...,m},

gde su ay i By (ag < B) konaéni realni brojevi. Za m = 1 to je interval na pravoj,
za m = 2 pravougaonik u ravni, za m = 3 kvadar u prostoru, itd. Intervalu I
dodeljujemo merni broj

m
m('[) = H(ﬁk - ak)?
k=1
tj. duzinu za m = 1, povrsinu za m = 2, zapreminu za m = 3.

U nekim situacijima, pogodno je da za otvorene, poluotvorene i zatvorene inter-
vale koristiti zajednicki naziv interval.

Definicija 1.5. A C R™ je elementaran skup u R™ ako je unija kona¢no intervala.

Familiju elementarnih skupova oznacavamo sa .
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Propozicija 1.3. Ako je je A € &, tada postoji jedno razlaganje skupa A na
kona¢no disjunktnih intervala I, (tj. postoji kona¢no disjunktnih intervala I,, tako
daje A=Ul_,1,).

Vezba 1.1. Razmotriti prvo dokaza za 1-dimenzione elementarne skupove.

Uputstvo u slu¢aju ravni. Neka je A unija intervala J, i S skup temena ovih
intervala; a S; i Sy projekcije skupa S respektivno na x i y -ose. Konstruisimo
pomocu Sy i S9 odgovarajuéu mrezu pravougaonika i neka npr. pravougaonici I,
pripadaju skupu A. XX

Vezba 1.2. Generalisati ovaj dokaz za m-dimenzione elementarne skupove za m >
2.

Definicija 1.6. Neka je A € £ i neka je Ul'_,I, jedno razlaganje skupa A na
disjunktne intervale I,,. Definisimo

m(A) =Y m(l,).
v=1

Proveriti da mera m ne zavisi od razlaganja. Neka su I, i J, dva razlicita
razlaganja skupa A na kona¢no disjunktnih intervala. Kako je presek dva intervala
opet interval, nalazimo m(1,) = 3_, m(I,NJ,) za svako v, im(J,) = >, m(I,NJ,)

za svako p. Otuda
> om(L) = m(L,N ) =Y m(J).
v v, K

Propozicija 1.4. Ako A € &, za svako € > 0 postoje otvoren elementaran skup G
i zatvoren elementaran skup F', tako da je F C A C G i
m(A) <m(F)+¢e, m(G) <m(A)+e.

Uputstvo: Ako je A interval za G uzeti dovoljno blizak otvoren interval, a za F’
uzeti dovoljno blizak zatvoren interval. U opstem slucaju koristiti razlaganje dato
Propozicijom 1.3.

Slede¢i primer ilustruje stav: funkcija m je mera na prstenu £.

Primer 1.1. Neka je Iy = [2%, 21?%1) Proveriti da je I = (0,1) = U2 | I;; i da je

ir’“ =1.
k=1

Navesti slican primer za skupove u ravni; J = I, x [0,1], J = I x [0, 1].
Teorema 1.1. Funkcija m je mera na prstenu £.

Prvo pokazimo da je m aditivna. Pretpostavimo A, B € £.

Na osnovu Propozicije 1.3, postoje razlaganja skupova A i B na konac¢no dis-
junktnih intervala I,, i J,, respektivno (tj. postoji konac¢no disjunktnih intervala I,
iJ,takodaje A=U)_I, i B=U}L,J,).

Ako je AN B = 0, tada je unija svih I, i J, jedno razlaganje skupa A U B na
disjunktne intervale. Otuda, na osnovu Definicije 1.6

m(AUB) =Y m(L,) + > _ m(J,) = m(A) + m(B).

v=1 p=1
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Skica dokaza da je m o-aditivna.
Pretpostavimo da su skupovi 4, € £ disjunktniida A =U2 A, € £. Na osnovu
aditivnosi m (preciznije nejednakosti 1.1), sledi

m(A) >y m(4,) =:S.

Interesantno je da je ideja dokaza obrnute nejednacine da se A aproksimira pomoéu
kona¢nog pokrivaca. Dokaz obrnute nejednacine bazira se na Propoziciji 1.4 i
Heine-Borel stavu: iz otvorenog pokrivaca zatvorenog i ograni¢enog skupa moze
se izdvojiti kona¢no pokrivanje (uporediti sa dokazom da je m* o-subaditivna).
Za svako € > 0, na osnovu Propozicije 1.4, postoji zatvoren elementaran skup F'
i postoje otvoreni elementarani skup G, tako da je F C A, A, C G, i
€
277
Kako je {G,} jedno otvoreno pokrivanje skupa F, moze se izdvojiti jedno kona¢no
pokrivanje, tj. postoji prirodan broj p tako da je

Uk G, D F.

m(A) <m(F)+¢e, m(Gyn) <m(4,)+ n>1.

Otuda je

m(A)—E<m(F)§zp:m(Gn)<S+5,

tj. m(A) < S+ 2¢ odnosno m(A) < S, jer € mozemo birati proizvoljno malo. O
Spoljna mera
Spoljna mera m*(A) definise se sa

(1.2) m*(A) = inf Y~ m(Iy),
k=1

gde se infimum uzima preko svih najvise prebrojivih pokrivanja skupa A intervalima
(Iy), U2 I, D A.

Vazno svojstvo spoljne mere je o- subaditivnost, Propozicija 1.5, svojstvo 4° :
ako je A = U2 Ay, tada m*(A4) < Do, m*(Ay).

Propozicija 1.5. Spoljna mera m* ima sledece osobine:

19. Ako je A € &, tada m*(A) = m(A).

20, m*(A) > 0.

30. 1z A C B, sledi m*(A4) < m*(B).

40, Iz A = U2 | Ay, sledi m*(A) < 377, m*(Ay).

5°. ako je m* aditivna na nekom o-prstenu R C PR™, tada je i o-aditivna.

Interesantno je primetiti ako je m* aditivha na nekom o-prstenu R, tada na
osnovu 4° i nejednakosti 1.1, je i o-aditivna. Ponovimo dokaz nejednakosti 1.1.
Neka su (Ay) disjunktni skupovi u R i A = U2 | Ay, tada je m*(Up_; Ax) < m*(A)
iotuda >, _, m*(Ax) < m*(A). Stoga, na osnovu 4., sledi

(1.3) m*(A) = m*(Ag).
k=1

nemerljivi skupovi
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Primer 1.2. Navesti primer disjunktnih skupova Ay, tako da u 4% ne vazi jednakost.
U skupu realnih R brojeva uvedimo relaciju ekvivalencije x ~ y ako i samo ako x—y
racionalan broj. U svakoj klasi ekvivalencije izaberimo po jednog predstavnika iz
intervala (0,1). Oznacimo sa E skup tih predstavnika.
Neka je E, ={z+r:z € E}.
Konstrukcija se bazira na slede¢im tackama.

1° Ako z € (0,1), postoji y € FE, tako da je x ~ y. Definisimo r = z — y. Tada
jex=y+r tj. x € E, za neko r € (0,1).

2° Ako su r i s dva razli¢ita racionalna broja, skupovi F,. i Fs su disjunktni.
Pretpostavimo da E,. i Fs (r # s) nisu disjunktni, tj. da postoji x € E,.NFE. Otuda
postoje tacke y,z € E, takodajex =y+r=z+s. Notadajey—z = s—r #£ 0, tj.
y ~ z1iy # z, §to bi znacilo da F sadrzi dva razlicite tacke iz iste klase ekvivalencije,
suprotno definiciji skupa FE.
Racionalne brojeve razmaka (—1,1) uredimo u niz (r,) i definisimo A, = E,..
Na osnovu 2°, skupovi A4,, su disjunktni. Neka je A = ]2 | A,.
Iz 1° sledi, (0,1) C Aistogal < m*(A). Kako su skupovi A,, dobijeni translacijom
skupa FE, ovi skupovi imaju istu spoljnu meru. Otuda, sobzirom na nejednacini 4°,
sledi m*(A,) = a > 0.
Dakle desna strana u nejednacini 4° jednaka je 400, dok leva, s obzirom na A C
(—1,2), nije veda od 3.

Primer 1.3. Neka je K kruznica duzine 1, na kojoj je uvedena linearna Lebegova
mera; i « iracional broj.
Neka istoj klasi pripadaju one tacke kruznice K, koje mogu biti prevedene jedna
u drugu rotacijom za ugao nam, n ceo broj. Izaberimo iz svake klase jednu tacku
i oznacimo tako dobijen skup sa Y¢; oznac¢imo sa Y, skup dobijen iz T rotacijom
za ugao nam. Skupovi T, su disjunktni i njihova unija je ceo krug K. Proveriti
o0

1= )" m(Ys).

k=—o00
Suma na desnoj strani je 0, ako je m(Tg) = 0 i beskonacno , ako je m(Tg) > 0.

Otuda Yg je nemerljivo.
Neka A, B C R™. DefiniSimo

d(A,B) =m*(AAB).

Kazemo da A, — A ako d(4,,A) — 0.
Definicija 1.7. Skup A iz R™ pripada kolekciji 9 ako postoji niz elementarnih
skupova (A,,) tako da A, — A. Skup A iz R™ pripada kolekciji 9 (Lebeg-ov o
-prsten) ako je najviSe prebrojiva unija skupova iz M.

Pokazati da dopustivi (Zordan merljivi) skupovi pripadaju kolekeiji M k; ponoviti
dopustivi (Zordan merljivi) skupove iz Analize 2.
Teorema 1.2. Svaki neprazan otvoren skup G u R™ (m > 2) je prebrojiva unija

zatvorenih kocki koje nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka i ¢ije su strane par-
alelne koordinatnim ravnima.

dokaz za m = 2; slicno za m > 2. Za fiksirano n(=1,2,...) sistem pravih

I v

:277 $2:27n(/l,1/:07:|:1’j:27”.)

x
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odredjuje u ravni mrezu @, zatvorenih kvadrata koje nemaju zajednickih un-
utrasnjih tacaka.

Neka je: T; kolekcija svih kvadrata mreze )7 koji pripadaju G i G; njihova
unija; T5 kolekcija svih kvadrata mreze Q)2 koji pripadaju G, ai ne pripadaju T
(koji pripadaju G\ G1) i G2 njihova unija ;T3 kolekcija svih kvadrata mreze Qs
koji pripadaju G, a ne pripadaju T3 U T (a ne pripadaju G; U G ); itd. Svaka
kolekcija T), je najvise prebrojiva pa je takva i njihova unija 7' = UT,,. Poredjajmo

sve kvadrate iz T' u niz 51,53, ... Jasno je
G=U;2,5,.

Ako je G ogranicen, onda postoji pravougaonik R tako da G C R; tada je za
svakon > 1

Zm(Sk) <m(R).
k=1

Otuda ry, tezi 0 kada n tezi oo, gde je rp, = Y po,, m(Sk).
Neka je A, = U}_,Sk; tada m*(G \ 4,,) <r,. Dakle 4,, — G i otuda G € M.

Ako A, B € Mg, tada postoje nizovi elementarnih skupova A, i B, tako da
A, — A1i B, — B. Iz aditivnosti m na & sledi

m(Ay) +m(By) = m(A, U B,) +m(A, N By,)
Na osnovu Propozicije 1.5, svojstvo 1%, prelaskom na limes nalazimo
m*(A)+m*(B) =m*(AUB) +m* (AN B).

Na osnovu prethodnog razmatranja dokazuje se (detalji su ostavljeni ¢itaocu) sledeéa
lema.
Lema 1.1. Mg je prsten ¢ m* je aditivna © konacna na Mg .

Otuda sledi da je m* aditivna na Mg (kljuéno svojstvo pomocéu koga se zatim
dokazuje da je m* o-aditivna na 9).

M je o -prsten i m* je o -aditivna funkcija skupa na 9%.

Ako A iz R™ pripada kolekciji M (Lebeg-ov o -prsten) kazemo da je A merljiv u
Lebeg-ovom smislu (kratko merljiv).

Primer 1.4. Pokazati da skup F konstruisan u Primeru 1.2 nije merljiv.
Ako je skup E konstruisan u Primeru 1.2 merljiv, tada su i 4,, = E, merljivi i
onda u 4° vazi jednakost.

Lema 1.2. Svaki skup A iz 9 moZe se prikazati kao najvise prebrojiva unija dis-
junktnih skupova A, iz M. Ako je skup A najvise prebrojiva unija disjunktnih
skupova A, iz Mg, tada je

(L4) m(4) =3 m(4,)

Primetimo da smo veé dokazali 1.4 (? sledi iz 1.3).
Na osnovu definicije 9, postoje skupovi By, k > 1, u Mg tako da je A = Uj—, By.
Definisimo C,, = U}}_; Bk,

A1 = B1 ) An = On \Cnfl, (TL = 2,3,)



8 M. MATELJEVIC
Jednostavno se proverava da skupovi A,, ispunjavaju trazene uslove.

Na osnovu Teoreme 1.2, svaki neprazan otvoren skup G u R™ (m > 2) je prebro-
jiva unija zatvorenih kocki Sk, k > 1, koje nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka
i ¢ije su strane paralelne koordinatnim ravnima. Objasniti zasto je

m(G) = 3521 m(Sk).
Lema 1.3. Ako A€ M im*(A) < +oo, tada A € M.

Na osnovu Leme 1.2 postoje disjunktni skupovi Ay u Mg tako da je A = UA, i
m*(A) = > m*(Ag). Oznacimo U}_, Ay sa B,,. Iz
e}
d(A,B,) = m* (32, 1 Ak) = > m*(Ax) =0
k=n+1
sledi da B, — A. O
Na osnovu Lema 1.1, 1.2 i 1.3, dokazuje se centralni stav u Lebeg-ovoj teoriji
mere

Teorema 1.3 (*). M je o -prsten i m* je o -aditivna funkcija skupa na 9.

Primer 1.5. Neka je I} = (k,k+ 1/k®) x (0,1), J5 = Up_ I i Js == U2, I},
s>0;tada J2 €&, Js ¢¢&;

kako red Y 77, m(I}) konvergira za za s > 1, J, € Mg \ € za s > 1;

kako red Y, m(I}) divergira za za s <1, J, € M\ Mg za s < 1.

Klase merljivih skupova i funkcija
Teorema 1.4. Otvoreni i zatvoreni skupovi u R™ su m-merljivi.

Svaki neprazan otvoren skup u R™ (m > 2) je prebrojiva unija zatvorenih kocki
koje nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka i ¢ije su strane paralelne koordinatnim
ravnima. Zatvoreni skupovi su merljivi kao komplementi otvorenih.

Propozicija 1.6. Ako A € 9M, za svako € > 0 postoje otvoren skup G i zatvoren
skup F,takodaje FC ACGi

m(A\F) <e, m(G\A)<e.
Uputstvo: Za G uzeti dovoljno blisko pokrivanje otvorenim intervalima; izdvojiti
slucéaj m(A) = oo.
Ako je proizvoljan skup m*(A) < 400 (u opstem slucéaju nemerljiv), tada postoji
pokrivanje skupa A otvorenim intervalima I,, tako da je

(1.5) > m* (L) < m*(A) +e.
k=1

Neka je G = Up2,I,.. Tada je G otvoren, A C G i m*(G) < m*(A) +e. Otuda, ako
je A m-merljiv, sledi

m*(G\ A) =m(G\ A) < e.

Vezba 1.3. Objasniti zasto, bez pretpostavke da je A m-merljiv, prethodna ne-
jednakost ne vazi.
Zasto svaki merljiv skup nije najvise prebrojiva unija elementarnih skupova?
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Mada su skupovi G\ A i A disjunktni jednakost: m*(G \ A) +m*(A) = m*(G)
ne vazi ako je A nemerljiv skup. Ako ova jednakost vazi za svaki otvoren skup G
koji sadrzi A, onda kao u dokazu sledec¢e Propozicije, sledi da je A merljiv.

Ova situacija pokazuje da je aditivnost vazno svojstvo kao i klasa merljivih skupova.
O

Borel-ov skup je svaki skup koji se moze dobiti iz otvorenih skupova primenjujuéi
najviSe prebrojivo unija, preseka i komplemenata.

U praksi, dovoljno je raditi sa klasom B Borel-ovih skupova. ‘B je najmanji
o-prsten koji sadrzi sve otvorene skupove.

Propozicija 1.7. Ako A € 9, tada postoje Borelovi skupovi G i F', tako da je
FCACGi
m(A\ F) =0, m(G\ A) =0.
Dakle, svaki m-merljiv skup moze se prikazati kao unija Borelovog skupa i skupa
m-mere 0: A= BU(A\ B).
Uputstvo: Na osnovu Propozicije 1.6, za svako fiksirano n (n = 1,2, ...) postoje
otvoreni skupovi G,, i zatvoreni skupovi F,, tako da je F;,, C AC G, i

m(A\ F,) < 1/n, m(G\ A,) < 1/n.
Definisimo G = N2, Gy, F = U2 F,,. Kako je
m(A\ F) <m(A\ F,) <1/n, m(G\ A) <m(G,\ 4) < 1/n,

kada n — oo dobija se Propozicija 1.7.

Svaki neprazan otvoren skup G u R™ moze se prikazati kao najvise prebrojiva
unija zatvorenih kocki @, koje nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka i ¢ije su
strane paralelne koordinatnim ravnima; pri tome je

m(G) = 3| Qul-

Merljive funkcije
Ponovimo R* = R U {4oc}. Koristi se i oznaka R.

Oznac¢imo supremum odnosno infimum skupa {a,, ant1, ...} kratko sa
a} =:supay odnosno a, =: inf aj.
E>n k>n

Niz a; opada, a,, raste, i
limsup ay, = inf,>; sup;>,, ak, liminf a;, = sup,,> infy>, ak.

Definicija 1.8. Funkcija f : R™ — R* je merljiva ako je {z : f(x) > s} merljiv za
svako realno s. Kompleksna funkcija f = u + ¢ v je merljiva ako su realne funkcije
u 1 v merljive.

Propozicija 1.8. Ako je jedan od skupova {z : f(z) > s}, {z : f(x) > s},
{z: f(z) < s}, {z: f(z) < s} merljiv za svako realno s, takvi su i ostala tri.

>
1
o f) > 5} = o @) > 5 — 1}
Propozicija 1.9. Ako je f merljiva, tada je |f| merljiva.
Ako je (fx) niz realnih merljivih funkcija, tada su
g = sup fx, h =inf fi, limsup fx, liminf fy

merljive funkcije.
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>{z:|f(x)] <s}={z: f(z) <stn{x: f(z) > —s}.

Specijalno, ako je f realna merljiva, funkcije f* = maz{f(z),0}i f~ = maz{—f(x),0}
su merljive. Pomoc¢u f1 i f~, funkcije f i |f| razlazu se na razliku i zbir dve neneg-
ativne funkcije:

f=f = =+ f

Definisimo g = supy~ fx, 4 = {z : g(x) > s}, An = {x : fu(x) > s}, s € R;

kako je g > f,, jasno je A, C A za svako n > 1 i stoga
1A, C A

Ako x € A, tada postoji ng tako da je s < fy,,(z) < F(x); otuda z € A,, tako

da sledi A C U2, A, istoga A =UZ2,A,.

Neka je B = {z : h(z) > s}, B, = {z: fu(z) > s}, s € R; jasno je B C B, za
svako n > 11 stoga B C NS, B,,.
Ako x € N2, B, tada f,(x) > s za svako n > 1 i stoga h(x) > s. Otuda

B =N, B,.

Podvucimo da iz f,(z) > s za svako n > 1 sledi h(z) > s.

Kako je limsup fx(z) = inf,,>1 supy>,, fx(z), iminf fi = sup,,~; infi>, fx, funkcije
limsup fi i liminf fi su merljive. B -

Propozicija 1.10. Neka je f = u + iv kompleksna funkcija merljiva na R™ i ®
neprekidna funkcija na C, tada je funkcija h = ® o f merljiva.

DokAz: Neka je I. = (c,00). Kako je ® neprekidna funkcija skup V = ®71(1,.)
je otvoren skup.
Dovoljno je dokazati da je f~*(V) je merljiv. Ako je R pravougaonik u ravni sa
stranama paralelnim osama tada je R produkt dva segmenta I i I5 i

FHR) =u N (I) N7 (1),

a ovaj skup je merljiv s obzirom da su u i v merljive. Svaki otvoren skup V u ravni
je prebrojiva unija takvih pravougaonika, i kako je

FHV) = FTHUE R) = U fH (R,
F7H(V) je merljiv. O

1.2. Lebeg-ov integral.

1.2.1. Lebeg-ov integral pozitivne funkcije. Jednostavne funkcije Lebeg-ov in-
tegral
Funkcija j, definisana na R™ je jednostavna funkcija ako uzima samo kona¢no
mnogo razli¢itih vrednosti u [0, +o00].

Aproksimacija jednostavnim funkcijama

Teorema 1.5. Neka je f nenegativna merljiva funkcija na R™, i neka je I, ), =
[k_l ’ )’ zan=1,2,3,... 11 <k <n2"

PR
(1.6) B =" Ing) @ Fo = f71([n, 00)),
i sy jednako 5L na E, i in na F,.
Tada

(a)0<s1 <sp<...<f
(b) sn — f(z) za svako x € R™
(c) ako je f ogranicena funkcija, tada niz (s,) konvergira ravnomerno ka f.
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Teorema 1.5 je vazna za razumevanje Lebegovog integrala. Za razliku od suma
u Rimanovom pristupu, koje nastaju pomoc¢u podele na ”z”-osi, ovde ”imamo
podelu” "y”-ose. Skupovi E, j, koji su inverzne slike intervala, mogu biti "kom-
plikovaniji” od intervala i pomoéu njihovih mera definise se Lebegov integral (v.
Primer 1.6, koji sledi). Otuda mera (u sustini, svojstvo o-aditivnosti) i merljivi

skupovi imaju bitnu ulogu u Lebegovog teoriji integrala.

Propozicija 1.11. Pri oznakama uvedenim u Teoremi 1.5, neka je

n2"
k-1
Tn = Z m(En i) +nm(EFy).

27l
k=1

Pokazati da je 7, neopadajuéi niz.

Npr. ako je m = 1, 7, je povrsina koju ogranic¢ava grafik funkcije s,. Uskoro ¢e
biti jasno da je grani¢na vrednost niza 7,, Lebegov integral funkcije f.

beskonacno puta nula u integraciji, 0oo = 0.

Realna linija ima beskona¢nu duzinu. oo se pojavljuje u teoriji integracije.?? 1
ako smo primarno zainteresovani za realne funkcije lim sup ili suma niza pozitivnih
realnih funkcija moze imati vrednost oo u nekim tackama; i teorija gubi elegantnost
ako uvodimo specijalne pretpostavke kada se takva situacija pojavi.

? Definisimo a + 0o =00o4+a =00 ako je 0 < a < 00,1 a-00 =00 -a jednako oo
ako je 0 < a < 00,10 00 =0. Za ovu definiciju vaze komutativni, asocijativni, i
distributivni zakon u [0, o0].

Primetimo da vazi sl. propozicija:

Ako a, i b, nenegativni nizovi, a, — a, b, — b, tada a, - b, — ab.

Pitanje. Akosua, - 0ib, > o0,dalia, b, - 000=07

ODGOVOR: Ne. Konvencija o mnozenju sa co ne primenjuje 7 se na konvergenciju
nizova ? (Objasnitil).

Sa Kp oznacavamo karakteristicnu funkciju skupa F definisanu sa Kg(z) = 1
akox € Ei Kg(r) =0akoxz ¢ E.

Definicija 1.9. Merljiva funkcija j(x), definisana na R™ je jednostavna merljiva
funkcija, ako uzima samo konaéno mnogo razli¢itih vrednosti u [0, 00).

Neka su «a,, medjusobno razli¢ite vrednosti jednostavne merljive funkcije i neka
je A, = {{L‘ : ](x) = au}'
Pravolinijski se proverava

jlx) = ZaVKAV.
v=1
Definicija 1.10. Neka je
(@) = Z Ky,
v=1

jednostavna merljiva funkcija, gde su o, medjusobno razli¢ite vrednosti. Lebeg-ov
integral jednostavne funkcije j na merljivom skupu F definisan je sa

/ jdm = Za,,m(Al, NE).
E v=1

Za jednostavne funkcije umesto j koristi se i oznaka s.
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Definicija 1.11. Neka je £ C R™ merljiv skup i neka je f nenegativna merljiva
funkcija na R™. Lebeg-ov integral funkcije f na merljivom skupu E definisan je sa

/fdmzsup/jdm,
E E

gde se supremum uzima preko svih jednostavnih merljivih funkcija j za koje je
0 <j(z) < f(x) na R™.

Ako je p pozitivna mera na o-algebri 9t na skupu X, analogno se definiSe Lebeg-
ov integral:

Definicija 1.12. Neka je
Jx) = ZQVKAV
v=1

jednostavna merljiva funkcija, gde su «, medjusobno razlicite vrednosti. Lebeg-ov
integral jednostavne funkcije j na merljivom skupu F C X definisan je sa

/Ejd,u: Zal,,u(A,, NE).
v=1

Za jednostavne funkcije umesto j koristi se i oznaka s.

Neka je E C [0, 1] nemerljiv skup. Da li postoji jednostavna merljiva funkcija j
na E tako da je 0 < j(z) < Kg(z) na E 7

Definicija 1.13. Neka je p pozitivha mera na o-algebri 9 na skupu X i neka
je B C X merljiv skup i neka je f nenegativna merljiva funkcija na E. Lebeg-ov
integral funkcije f na merljivom skupu E definisan je sa

/ fdu=sup/ jdu,
E E

gde se supremum uzima preko svih jednostavnih merljivih funkcija j za koje je
0 <j(z) < f(z) na E.

Sledeéa propozicija je neposredna posledica definicije. Pretpostavlja se da su
skupovi i funkcije koje se pojavljuju merljivi.

Propozicija 1.12. (1) ako je 0 < f < g, tada je [, fdm < [, gdm
(2) akoje AC Bif>0,tada [, fdm < [, fdm
(3) ako je f > 01 ¢ konstanta,0 < ¢ < oo, tada

/chdm:c/Efdm

(4) ako je f =0 zasve z € E, tada [, fdm =0
(5) ako je m(E) =0, tada je [, fdm =0
(6) ako je f >0, tada [, fdm = [5,. Kg fdm.
Uputstvo za (3): Ako je s merljiva jednostavna funkcija tako da je 0 < s < f|
tada je cs merljiva jednostavna funkcija, 0 < ¢cs < cf i csdm = c/ sdm.

E E

Otuda prvo, sledi /

cfdmzc/ fdm istoga (3).
E E
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Na osnovu osobine 6°, sledi da se m-integral moze definisati prvo za funkcije defin-
isane na celom R™, a zatim pomoc¢u 6° na podskupovima u R”. Ovu primedbu
mozemo koristiti da iskaze o integralima na celom R™ kao integracionom podrucju
formuliSemo u odgovarajuce iskaze gde integraciono podrucje neki merljiv podskup
u R™.

Primetimo: Ako je f : R™ — [0, 00| nenegativna m-integrabilna funkcija na R™,
tada je f konacna s.s. na R™.

Propozicija 1.13 (jednostavne funkcije definisu meru). Neka su s i ¢ jednostavne
merljive funkcije na R™. Za F € 9, definisimo

(1.7 o(F) = / sdm.
E
Tada je ¢ mera na 91 i

(1.8) /(3—|—t)dm=/ sdm—|—/ tdm.

Neka je s kao u Definiciji 1.12, i ako su Fy, Fo, ... disjunktni merljivi skupovi ¢ija
je unija F/, na osnovu o-aditivnosti Lebegove mere m, sledi

Zaz A OE io&i 3 m(AzﬂEl,):
i=1 v=1

ZZO&Z A NE ) Z¢(EV)

v=11i=1 v=1

Takodje, ¢(@) = 0, tako da ¢ nije identicki oo.
Dalje neka su (31, ..., B, razlicite vrednosti funkcije ¢, i neka je B; = {z : t(z) =
ﬂj}. Ako je Eij = Ai N Bj, tada

/(&Hﬂm:mﬁﬂﬂm&ﬂ
E,

ij

/ sdm + / tdm = o; m(Ey;) + B; m(E;;)
Eij Eij

Dakle (1.8) vazi sa F;; umesto R™. Kako je R™ disjunktna unija skupova E;;,
(1.8) sledi iz prvog dela Propozicije.

Teorema 1.6. * (Beppo-Levi, Lebeg-ov stav o monotonoj kovergenciji)
Neka je {fn} niz merljivih funkcija na R™, i pretpostavimo

())0< fi<fo<..<oo

(b) fn — f(x) za svako x € R™

Tada je f merljiva funkcija, i

(1.9) lim fndm — fdm.
n—oo R™ RrRm
Kako su f,, merljive funkcije i f je merljiva funkcija, ali u opstem slucaju ne
mora biti integrabilna; dakle I = f = J dm postoji ali I je konacan broj ili 4+oc0.
19, Ako je lim,— oo me fn dm konacan tada je f integrabilna na R™.
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Ideja dokaza. Kako je I, = me frn dm monotono neopadajuéi niz brojeva, to I,
konvergira ili odredjeno divergira, tj. I,, — w, kada n — oo, gde je w konacan broj
ili +o0.

Kako je f, < fna R™ ,sledi I, = [p fndm <[5, fdm

i otuda, kada n — oo, dobija se

(1.10) w< fdm.
R’HL

Neka je s jednostavna merljiva funkcija tako da je 0 < s < f, i ¢ konstanta,
0 < ¢ < 1. Definisimo

(1.11) E, ={z: fo(x) > cs(z)}.
Tada je,
RmfndmZC/E sdm,

n

a na osnovu Propozicije 1.13(jednostavne funkcije definisu meru),

/ sdm — sdm.
En R‘"L

Otuda, kada n — oo, sledi
w>e / sdm

za svako ¢, 0 < ¢ < 1; i stoga kada ¢ — 1_g, dobija se

wZ/ sdm

za svaku jednostavnu funkciju s za koju je 0 < s < f na R™. Prema tome,
(1.12) w > fdm.
R'HL

Dakle, ako je w < 400 tada je f integrabilna, odnosno, ako f nije integrabilna
tada w = +o0.
Iz (1.10) i (1.12) sledi (1.9).

Primer 1.6. Pretpostavimo da imamo oznake iz Teoreme 1.5. Tada

/ Sp dm — fdm.
Ovaj primer pokazuje da je u definiciji Lebeg-ovog integrala dovoljno uzeti supre-
mum po specijalnim jednostavnim funkcijama s,,.

Integracija redova sa nenegativnim ¢lanovima

Teorema 1.7 (Integracija redova sa nenegativnim ¢lanovima). Pretpostavimo da
je fn: R™ — [0, 00] niz nenegativnih merljivih funkcija, zan =1,2,3, ..., 1

(1.13) fz) = ka(x) (x e R™).
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Tada

(1.14) _fdm = Z ~ frdm.

Uputstvo. Prvo, postoje nizovi {s}}, {s?} prostih merljivih funkcija tako da
st — f1is? — fa, kao u Teoremi 1.5. Ako je s; = s} + s}, tada s; — f1 + fa, i na
osnovu Stava o monotonoj konvergenciji i Propozicije 1.13, sledi

(1.15) /m(fl—i_fQ)dm: - fidm + - fadm.

Dalje, na niz s,(z) = Y| fx(x), primeniti Stav 0 monotonoj konvergenciji.

Teorema vazi ako umesto mere m razmatramo nenegativnu meru u. Ako je p
mera def 77 na N = {1,2,3,...} kao broj elementa nekog skupa, tada teorema je
tvrdjenje o dvojnim redovima nenegativnih realnih brojeva:

Posledica 1.1. Neka je a;; > 0. Tada je

oo

IS H NN

=1 j=1 j=1q

Primer 1.7. Nadi sumul = Y 7, k¢¥, |¢| < 1. Neka je ay; = ¢* za j = 1,2,...k
iag; =0za j> k. Suma elemenata j-kolone je

iotudaI:Z;ile:%_qZ] 1q = - q)2

Teorema 1.8 (Fatu(Fatou)-ova lema). Neka je (f,) niz nenegativnih merljivih
funkcija na R™ 4

f(z) =liminf f,(z)

Tada je
(1.16) A =: fdm < liminf fndm
R™ n—oo  Jgm
Neka je
(117) i (@) = gula) = Inf f,(0)
Tada je g, < f, 1 otuda
(1.18) Jn ::/ gndm < fndm .
m Rm

Dokazimo da J, — A, kada n tezi +oo.

Funkcije g,, su nenegativne i neopadajuce i otuda je

limy, o0 gn(m) = SUPp>1 gn(x) = SUpPp>1 ianZ'fL fl/(x) = f(.%‘)

Kako su funkcije g,, i nenegativne na osnovu Lebeg-ov stav o monotonoj kover-
genciji, leva strana (1.18) tezi levoj strani (1.16). Niz J,, je neopadajuéi tako da

liminf, o J =lim, o J,; otuda (1.16) sledi iz (1.18).
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Propozicija 1.14. Neka je f nenegativna merljiva funkcija na R™. Za E € 9N,
definisimo

(1.19) w(E) :/ fdm.
E
Tada je p mera na 9 i
(1.20) / fdm= fdm + fdm + ...
E Ey E>

ako su skupovi E, Fs, ... merljivi, medjusobno disjunktni i £ = U2 | Fj.

Iz -
Kp=> Kg,
dobija se 7:1
Kp(@)f(x) =) _ Kg, @)f ()
Integrisuc¢i levu i desnu stranu, nalazi sen(:11.20).

1.2.2. Lebeg-ov integral realnih i kompleksnih funkcija. Neka je f realna m-merljiva
funkcija na m-merljivom skupu £ C R™. Ako bar jedan od integrala [, fTdm,
/ [~ dm ima konac¢nu vrednost, tada se Lebeg-ov integral f na E definise sa

/Efdmzéf+dm—éf_dm

Ako je Lebeg-ov integral funkcije f na E konacan kazemo da je f integrabilna u
Lebeg-ov smislu ili m-integrabilna.
Klasu m-integrabilnih funkcija oznac¢avamo sa L(E) = Lr(E).

Propozicija 1.15. Neka je f realna m-merljiva funkcija na m-merljivom skupu
E C R™. Tada f € L(E) ako i samo ako |f| € L(E)

Ako f € L(E), tada oba integrala [, fTdm, [, f~dm imaju konaénu vrednost,
pa na osnovu specijalnog sluc¢aja Teoreme 1.7 (integracija redova sa nenegativnim
¢lanovima), funkcija |f| = fT + f~ je m-integrabilna.

Obrnuto, koristiti f, f~ < |f].

Interesantno je da funkcija f definisanana [0,1] sa f(z) = 1lzaz € Qi f(z) = —1

za x ¢ @, nije Riman integrabilna na [0,1], a | f| jeste Riman integrabilna na [0, 1].

Definicija 1.14. Neka je E merljiv; L' (E) = L(E) je familija kompleksnih merljivih
funkcija na E za koje

/ |f] dm < +o0.
E
Akoje f=u-+ivi f € LY(F), definisimo

/fdm:/udm—i—i/ vdm
E E E

Propozicija 1.16. Pretpostavimo da je E merljiv skup, fig € LY(E)iaib
kompleksni brojevi. Tada af +bg € L*(E) i

(1.21) /E(af—kbg)dm:a/Efdm—kb/E gdm
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(1.21) sledi iz

(1.22) /E(f—i—g)dm:/Efdm—k/Egdm

i

(1.23) /E (af)dm =a /E Fdm.

Opsti slucaj (1.22), sledi ako dokazemo (1.22) za realne funkcije f i g.
Pretpostavimo ovo, i definiSimo h = f 4 g. Tada je

(1.24) W+ f +g =h™ +fT+g".
Na osnovu Propozicije 1.12, sv.(3), (1.23) vazi ako je a > 0. Koristedi relacije kao
(—u)t = u~, proveriti da (1.23) vazi za a = —1. Slucaj a = 4, jednostavno se

proverava. Ako je f = u + v, tada

/(if)dm:/(iu—v)dm:/(—v)dm—i—i/udm =
—/(v)dm+i/udm:i(/udm—i—i/v)dm:i/f.

Na osnovu idukeije i formule (1.22), sledi:

Propozicija 1.17 (aditivnost integrala za konaé¢ne sume). Pretpostavimo da je E
merljiv skup, fr € LY(E), (k=1,---,n),is, => r_; fr- Tada je

Spdm = / dm
/| > g

Teorema 1.9. Ako je f € L*(E), tada je
(1.25) [ timl < [ |s1dm
E E

Neka je z = [}, fdm. Na osnovu leme o polarnoj formi z = re'?, gde je r = |z[;
otuda je

o= [ e gam= [ Re( i pyam < [ |riam.

U dokazu sl. teoreme koristi¢emo slede’c a svojstva:

1. Ako je ay realan niz tada je liminf(—ay) = — lim sup ay.

Neka je A skup tacaka nagomilavanja niza (ar) i ap najveéi element skupa A.
Tada je —A = {—a : a € A} skup tacaka nagomilavanja niza (—ayx); neka je by
najmanji element element skupa —A; tada je by = —ag.

2. Neka je J, nenegativan niz i limsup,, ., J, < 0. Tada je liminf,, o J, > 01
kako je limsup,,_, . Jn > liminf, . Jn, sledilimsup,,_, ., Jn = liminf, .~ J, = 0.
Otuda je limy, o J, = 0.

Teorema 1.10. (Lebegov stav o dominantnoj konvergenciji)
Pretpostavimo da je { fn} niz kompleksnih merljivih funkcija na R™ i da

(1.26) F(z) = lim f,(x)
postoji za svako x € R™. Ako postoji funkcija g € L*(R™) tako da
(1.27) [fu(z)] < g(z) (n=1,2,3,...;2 € R™),
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tada f € L*(R™),

(1.28) lim |fn — fldm =0,

n—0o0 Jpm
)

(1.29) lim fn(x)dm:/ fdm.

n—oo R™

> Neka je s, = 29 — |fn — [l

Jn:/|fn—f|dm i In:/sndm.
Tada je I, = [ 2gdm — J, i otuda, na osnovu 1. ,

(1.30) liminf I, = /Qg dm — limsup J,.

Kako je, na osnov (1.27), |f] < g, to je |fu — F| < |ful + |f] i stoga |fu — f] < 29,
Sn = 29 — |fn — f| je niz nenegativnih funkcija. Otuda, kako, na osnovu (1.26),
|fr — f| — 01 stoga s, — 2g, primenom Fatu(Fatou)-ve leme, dobija se

/QQdm—limsup Jn 2/ 2g dm.

Kako je [2gdm konacan,
limsup J, <0.

n—oo

Otuda, na osnovu 2., sledi lim,, o, J,, = 0.

Na osnov,| [om fo(@)dm — [, fdm| < Jy, sledi (1.29).

Stavovi o montonoj konvergenciji, dominatnoj konvergenciji i integraciji redova
sa proizvoljnim ¢lanovima ?? pokazuju prednosti Lebegovog integrala nad Ri-
manovim jer se za primenu pod pogodnijim uslovima moze zakljué¢iti da niz in-
tegrala konvergira integralu grani¢ne funkcije.

Propozicija 1.18. Neka je f merljiva funkcija na R™ i f € L(R™). Za E € 9,
definisimo

(1.31) o(E) = / fdm.
E
Tada je ¢ o-aditivna kompleksna funkcija skupa (kompleksna mera) na 9t i
(1.32) / fdm= fdm + fdm + ..
E Ey E>

ako su skupovi Ey, Fy, ... merljivi, medjusobno disjunktni i £ = U72 , F.

Uputstvo: Ako je f realna funkcija, primeniti Propoziciju 1.14 na f+ i f~.
Ovde se, za razliku od Propozicije 1.14, pretpostavlja da je f m-integrabilna funkcija
na R™. Otuda je ¢ ogranic¢ena na I, jer je

16(E)| < /E [fldm < /R (Fldm < +oc

za svako E € M(m).
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Primer 1.8. Neka nenegativna funkcija f € L(R™) i neka je

mn:{ f akof <n

n akof >n

niz tzv. sasecéenih funkcija funkcije f. Jednostavno se proverava da je niz [f],
monoton i da [f], — finpr. ako je f(x) € R tada je [f]n(z) = f(x) za f(z) <ni
ako je f(z) = +oo tada je [f],(z) = n za svako n.

Otuda, na osnovu Stava o monotonoj konvergenciji,

(1.33) lim [f]n(x)dm:/fdm.

n—oo

Primetimo da je [f], < f i da se moze primeniti i Lebeg-ov stav o dominantnoj
konvergenciji.

Propozicija 1.19. (apsolutna neprekidnost m -integrala)
Neka je f € L(R™). Tada za svako £ > 0 postoji broj 6 > 0 tako da za svaki
m-merljiv skup F iz R™

(1.34) m(E) <d§ = |/ fdm| <e.
E

Dovoljno je dokazati za realne funkcije f. Kako je f = f* — f~, mozemo pret-
postaviti da je f > 0. Na osnovu Primera 1.8,

(1.35) lim [ (f = [f]n) dm =0,

n—oo

i otuda postoji prirodan broj ng tako da

(1.36) / 1 = [lngl dm <

€
5

Neka je § = QL; kako je [f]n, < mo, dobija se
no

[ @l dn < nam(E) < noz= =<2
E 2ng
Otuda, kako je

= no no I
S].edi dOkaZ.

1.2.3. Lebeg-ov integral i skupovi mere nula. Kona¢ni i prebrojivi skupovi su
mere nula. Interesantniji primer je Kantorov skup K (videti 1.23), koji je zatvoren,
neprebrojiv i ima meru nula. Ovaj primer pokazuje da je vizuelno tesko opisati
skupove mere nula, koji imaju vaznu ulogu u Lebeg-ovoj teoriji integrala.
Kompaktan skup F' ima meru nula akko ima svojstvo kona¢nog pokrivanja in-
tervalima ¢ija je totalna duzina proizvoljno mala : za svako € > 0 postoji kona¢no
mnogo intervala koji pokrivaju F i ¢ija je totalna duzina manja od €.
Skup @ racionalnih brojeva je prebrojiv i otuda ima meru nula.
Interesantno je da skup @ N [0, 1] nema svojstvo kona¢nog pokrivanja intervalima
cija je totalna duzina proizvoljno mala .
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Neka je P svojstvo koje tacka x ima ili nema.
Neka je E merljiv. P skoro svuda na E (P s. s. na E ) znaéi postoji skup N mere
nula tako da P vazi na E\ N.

Npr. ako su f i g merljive funkcije na R™ i

(1.37) m({z: f(z) # g(x)}) =0

kazemo da je f =g s.s. [m] i piSemo f ~ g.
Podvucimo ako je f ~ g, tada je

(1.38) /Efdm:/Egdm.

za svaki merljiv skup F.

Neka je N = {x € E: f(x) # g(x)} (definisan sa (1.37)); E je unija skupova E\ N
iENN; f=gna E\Nim(ENN)=0; otuda, na osnovu Propozicije 1.18(tj.
jednakosti (1.32) za specijalan slucaj dva skupa), sledi

(1.39) /E (f - g)dm = /E Ut /N (f — g)dm = 0.

Na sli¢an naé¢in, pomoc¢u skupa {z € E : f(x) # g(x)} umesto skupa N, dokazuje
se: Ako je f = g s.s. na merljivom skupu F, tada je

(1.40) /E fdm = /E gdm.

Ovu osobinu integrala mozemo i ovako formulisati: Ako je f =0 s.s. na E, tada je

[ fdm = 0.
Videti Stavove 11, 12,14,15,16 [Alj].
Integracija redova sa proizvoljnim ¢lanovima

Teorema 1.11. Pretpostavimo da je { fn} niz kompleksnih merljivih funkcija defin-
isanih s.s. na R™ ¢ da

(1.41) Z;/Rm | frldm < 400

Tada
(oo}
(1.42) fl@) =" fulx)
1
konvergira za skoro svako x € R™, f € L', i

(1.43) fdm=>""[  fedm
1 JR™

RrRm™

> Neka su funkcije {f,} definisane na skupovima E, i neka je E = N3, Ej.
Proveriti da je m(R™ \ E) = 0.
Definisimo S*(z) = > 77 | fx ()], 1 80 = 1 fx-
Tada |s,| < ST, s,(x) — f(x). Na osnovu pretpostavke (1.41) i Teoreme 1.7
(Integracija redova sa nenegativnim ¢lanovima), ST (z) je integrabilna funkcija na
R™. Otuda ST (z) je konacna funkcija s.s. i stoga red (1.42) konvergira s.s.
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?77Kako s, (z) — f(x) s.s, primenom Lebeg-ovog stava o dominantnoj konvergenciji
na niz funkcija s,,, nalazimo

/ Spdm — fdm
m Rm

kada n — oo.
S druge strane na osnovu Propozicije o aditivnost integrala za kona¢ne sume,

/ Sndm Z fk dm.
m Rm

Otuda sledi (1.43).
Podvucimo sledeée: ako su {f,} definisane za svako € R™, iz (1.41) sledi samo
da red (1.42) konvergira s.s.

Primer 1.9. Neka je ay(z) = %22 i s(z) = > 5o, ax(z). Dokazati da je
1
Proveriti da li je integral fo% s(x)dx = 2m.

Navesti primer reda za koji integracija reda ”¢lan po ¢lan” daje netacan rezultat.

Primer 1.10. Neka je fi(7) = (k+ 1)z* i ar(z) = fu(z) — fri1 ().
Tada je ax(z) = ((k + 1)(1 — ) — )",
fo frlz dx—llotudafo ar(z)dz =0, k>0

s(z) = Y poqar(z) = fi(z) i otuda fo dr = 1. Integracijom reda ”¢lan po
¢lan” dobija se 0.

Primer 1.11. Neka je E m-merljiv skup i neka je f nenegativna m-merljiva
funkcija na E. Tada

/fdsz:f:Os.s.naE.
E

Uputstvo: Neka je E,, = {x € E : f(z) > 1/n}, n > 1. Tada se skup tacaka
A C E, na kojem je f(x) > 0 moze napisati u obliku A = U2 | E,; zaista, F,, C A4;
i ako x € A, tada postoji n tako da je f(z) > 1/n>0,tj. x € E,, n > 1.

Kako je [, fdm > [ fdm >m(E,)/n, sledi m(E,) = 0 i otuda m(A) = 0.

Propozicija 1.20. Neka je f € L(R™) i neka je
(1.44) / fdm =0
E

za svaki m-merljiv skup £ u R™. Tada je f = 0 s.s. na R™.

Uputstvo: Neka je A = {z: f(z) >0} i B={z: f(z) < 0}. Tada je, na osnovu
Primera 1.11, f =0s.s. na Ai B.

Propozicija 1.21. Neka je f € L(R) i neka je

(1.45) / fdm =0

za svako z € R. Tada je f =0 s.s. na R.
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Uputstvo: Dokazimo da
(1.46) / fdm =0
E

za svaki m-merljiv skup F.

Iz (1.45) sledi da (1.46) vazi za svaki otvoren interval u R i otuda za svaki otvoren
skup, jer su otvoreni skupovi u R najvise prebrojiva unija disjunktnih otvorenih
intervala. No tada (1.46) vazi za svaki Borelov skup E, a time na osnovu Stava ??
i za svaki m-merljiv skup F.

1.2.4. Odnos izmedju Lebeg-ovog i Riemann-ovog integrala.

Teorema 1.12. Ako je f R-integrabilna na [a,b], tada je f i Lebeg-integrabilna na
[a, b] i

(1.47) /ab Fdm = /ab fdx

Obrnuto ne vazi kao §to pokazuje sledeéi primer:

Primer 1.12 (Dirihleova funkcija). Neka je f definisano na [0, 1] sa f(z) = 1 kada
je x iracionalan broj i f(x) = 0 kada je x racionalan broj.

Napomena: Ako je f R-integrabilna na [a,b], tada je f ograni¢ena na [a,b].
Otuda, ako je f merljiva sledi da je m-integrabilna. U procesu dokaza teoreme
dokazacemo da je f merljiva i da su Lebegov i Riemann-ov integral jednaki.

Ako je f € Ra,b], tada je f ogranicena (|f| ogranic¢ena funkcija) na [a,b] i stoga
postoji konstanta M tako da je f+ M nenegativna funkcija na [a,b]. Ako jednakst
(1.47) vazi za f + M, tada ff(f + M)dm = f;(f + M)dz i s obzirom da su i
Lebegov i Riemann-ov integrali aditivni, (1.47) vazi i za f.

Dakle, mozemo pretpostaviti da radimo sa nenegativnim funkcijama. Neka je
f > 0 R-integrabilna na [a, b] i neka je podela (P,) zadata tackama z;, = a+ 2= (b—
a), I,gn) = (Tk—1, Tk, mgcn) = inf{f(z) : x € I,gn)} i M,g”) = sup{f(z):z € I,gn)}.
Za fiksirano n definisimo jednostavne funkcije s, i S, na [a,b]: s,(z) = m,(cn) i
Sp(z) = M,in) za T € I,gn) (k =1,2,...,2™). Na osnovu teoreme o karakterizaciji
R-integrala gornja i donja Darbuova suma

b b
(1.48) s(Py) :/ sp(z)dr i S(Py) :/ Sp(x)dx

teze ka Iy = f: fda.
Definisimo
s(z) = lim sp(z) i S(x) = lim S,(z).

n—oo
Jasno je da je s, < f < S, istoga s < f<Snala,b].
Primenom teoreme o monotonoj kovergenciji, sledi da s(P,) i S(P,,) respektivno
teze ka Iy = f; sdm i Iy = f; Sdm. Otuda, pokazati da

s(z) = S(z) = f(x) s.s. nala,b].

Funkcije s i S su merljive kao grani¢ne vrednosti merljivih funkcija, pa je takva i
f; otuda je fab fdx =1y = fab Sdm = fab fdm.
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O
NAPOMENA: Ozna¢imo sa R klasu R-integrabilnih funkcija.

U literaturi se cesto navodi u dokazu ove teoreme: Kako je i Riemann-ov inegral
apsolutno integrabilan, dovoljno je da u nizu implikacija f € R = |f| e R = |f] €
L = f € L dokazemo drugu imlikaciju.
Ako je f merljiva onda je tacna trec¢a implikacija. Da li je ta¢na tre¢a implikacija
u opStem slucaju ?
Npr. neka je 4, [0,1] C A C [—1, 2], nemerljiv skup, razmtran u Sekciji 1 i funkeija
f jednaka —1 na A1i1na[—1,2]\ 4, tada je |f| jednako 1 na [—1, 2], f nije merljiva
funkcija na [—1, 2] i tre¢a implikacija nije tacna.

7?7 Kakoje |f(z)—f(y)| = |f(x)|+]f(y)], ako su f(x) 1 f(y) razli¢itog znaka, sledi
[T ()= fT(y)| < |f(z)—f(y)|iotudaiz f € Rsledi fT € R. Dakle, i na ovaj nacin

dokaz teoreme se svodi na nenegativne funkcije. Naime iz f: frdm = ff frdz i
f: fdm = f; fmdx sledi (1.47).

Teorema 1.13. Ogranicena funkcija f je R-integrabilna na [a,b] ako i samo ako
je neprekidna s.s. na [a,b].

Dokaz se izvodi u kursevima Analizi 1-2.

Pretpostavimo da za funkcija f vazi

a) f nenegativna i Riman integrabilna na [0,1] i fol f(x)dx = 0.

Da li je f razlicita od 0 u konaé¢no tacaka ?

Rimanova funkcija: ako je = m/n redukovan razlomak definisimo f(z) = 1/n
if(z)=0akox ¢ Q.

Proveriti ako « ¢ @Q i xp = my/n;, — x, kada k tezi oo, tada ny, tezi oo i otuda
Rimanova funkcija je neprekidna i specijalno Riman integrabilna na [0, 1] i razlicita
od 0 na beskonac¢nom prebrojivom skupu tacaka.

Da li postoji funkcija razli¢ita od 0 na ne prebrojivom skupu tacaka za koju vazi
a)?

Primer 1.13. Neka je f jenako 1 na Kantorovom supu K i 0 na K¢ =[0,1]\ K.
f je neprekidna na K¢ i stoga Riman integrabilna i fol f(z)dx = 0.
Primetimo da je f razli¢ita od 0 na neprebrojivom skupu tacaka.

Up: Neka je P podela 0 =g < 1 < -y = 1177 & € [, 2541 N K tada
je integrala suma jednaka O.

Primer 1.14. a. Ako je f neprekidna s.s. na [a,b], dokazati da je f merljiva na
[a, b].
b. Pomoé¢u a. i Teoreme 1.13, dokazati Teoremu 1.12.

Dokaz b. Pretpostavimo da je f R-integrabilna. Dakle, na osnovu a. i Teo-
reme 1.13, sledi da je f merljiva na [a, b]; i stoga postoji Lebegov integral f: fdm.
Teorema 1.12 sada sledi iz nejednakosti s(P,) < fab fdm < S(P,). O

Primer 1.15. Neka je f(z) = 22,

a. f ima na (0, 00) nesvojstven Riemann-ov integral.

b. Izrac¢unati I = fooc fdx, metodama kompleksne analize.
c. Pokazati da f nije m-integrabilna na (0, co)
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Uputstvo za a. Na osnovu parcijalne inegracije f fdr = -+ — f 5t ‘
Uputstvo za b. Ponoviti Primere iz Furije-ov tip integrala; neka je g(z) = €**/z i
J = fj;o gdx. Tada je J =mi i 2 = ImJ. Otuda je [ = /2.

Uputstvo za c.

Kako je I, = [ ;ﬂ; dm >

7r(k2+1)’ dobija se

0 [T sinx
| istam ;/ S = oo

O

Primer 1.16. Integral I(a) = [

o T~ “dx konvergira (kao nesvojstven rimanov in-
tegral) za a < 11

I(a) = o
Funkcija f(x) = =% pripada L*(0,1) za a < 1.
Up. Neka je K, karakteristicna funkcija intervala [1/n,1] i f, = K, f; Jednos-
tavno se proverava da f, — f na (0,1] i da

a<l.

1 1
[ ta@ydm= [ fa)am
0 1/n

Otuda, na osnovu Lebeg-ovog stava o monotonoj kovergenciji, funkcija f(z) =
™% pripada L'(0,1) za a < 1.

1—a’

Propozicija 1.22. Neka je I = [a,w[ konac¢an ili beskonacan interval, f funkcija
definisana na I i Rimam-integrabilna na svakom segmentu [a,b] C [a,w[.Ako je f
nenegativna na I i nesvojstveni integral f(;u fdx konvergira, tada je f € L[a,w| i

f: fdx = fow fdm.

Up. Neka jew € Ri K, karakteristi¢cna funkcija intervala [a,w—1/n] 1 f,, = K, f;
Jednostavno se proverava da f,, — f na [a,w[ i da , na osnovu Lebeg-ovog stava o
monotonoj kovergenciji,

w w—1/n w
/ fn(x)dm:/ f(x)dm—>/ f(x)dm, n— oco.
Kako nesvojstveni integral f: fdx konvergira, sledi

JE falwydm = [TV f(@)de — [2 f(z)dz, 0 - oc.
Otuda funkcija f pripada L![a,w|.

Primer 1.17. Za a < 1,

/ dm _/ dzdy B
s2ayrar (L— 22 —y2)e B w2py2<1 (1 — 22 —y?) T l-«

Up: & =rcosp, y = rsing; r, = 1 — 1/n, K,, karakteristicna funkcija kruga 7?7
B,, = B, sa centrom u kordinatnom pocetku radijusa r, i f, = K, f

. . _ sin (2% +y?) -
Primer 1.18. Neka je f(x,y) = e

: 2 2
L= / S (@Y gy
R2 Tty
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Koristeéi smenu « = rcosp, y = rsing 7?7
da li se dobija I, = [, ¥ dpdr, gde je V = {(r,¢) : 0 <1 < 00,0 < ¢ < 27}?
Dali f € LY(R?) ?

Primer 1.19. Gama-funkcija

(o)
F(a):/ e %dy
0

Integral konvergira ako i samo ako je @ > 0. Za a > 0, I'(a + 1) = ol'(«).
Specijalno za o = n € N dobija se
I'(n+1) =nIl'(n) = n(n—1)I'(n—1) = nl, s obzirom da je ['(1) = [~ e *dx = 1.
Dakle
L(n+1) =[5 a"e "dz = nl.

Primer 1.20. Neka je I, = fol fn(x)dm

nS

. /2 L. .
a. ako je fn(x) = {9,752, proveriti da je f,(z) < ﬁ a [0,1].
b. Proveriti da f,, ne konvergira ravnomerno na [0, 1].
c. Izra¢unati lim,, . I,, = 0.

3,.3/4

. /AL -
d. ako je f,(x) = f_‘_flw, izracunati lim,,_, I,, = 0.

UPUTSTVO: a. t =nx, n =t/x,
. 3/2
fa(@) = s(t)g(), gde je s(t) = {17z, 9(=) = i
Ako je 0 < t < 1, tada je s(t) < t3/2 < 1; ako je t > 1, tada je s(t) < t3/2/t2 <
1/V/t < 1. Otuda je s(t) < 11 stoga |f.(2)| < g(x).

b. Jednostavno se proverava i f, — 0 na [0,1], a da je

Sofs

3\*—‘

I

c. fn— 0mna[0,1]. Kako je g € L
nantnoj knvergenciji nalazimo lim,, .

=

) =
(0,1), na osnovu Lebeg-ovog stava o domi-
I, =0.

. 3/2
d. t =t, =n’z,n=Vt/\/z, fo(z) = s(t)g(x), gde je s(t) = ﬁﬁ7 g(x) = $31/4.

Kako je s(t) < 1, | fu(2)| < g(2).

Primer 1.21. Neka je f,(t) = e_“l_t:_t. Za 0 < x < 1in > 1 prirodan broj

dokazati

Feo = n!

k=—

UPUTSTVO: proveriti

(1—e )™ l= EZ‘:& ek t>01 (1—e ) 1=—el(l—et)"t=— Zzool ekt
t < 0. Na osnovu stava o integraciji redova sa nenegativnim ¢lanovima, o =
fo fu(t)dt = ;_1700 A, gdeje A, = — fi)oo tre— (@)t gy

Kako je I‘(n +1) = +°O T"e~Tdr = nl, smenom 7 = (z + v)t, dobija se 7 > 0
zat<0iv < -1, de(:chV)dt i stoga

1 Hoeo F'(n+1) n!
Al/ e n _Td = = .
(z + v)ntt / T T Gyt T (mr ot
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Primer 1.22. Neka je na (0,1) definisan niz m-integrabilnih funkcija

I = { n(n+1) akox e (n-li-177%)

0 u ostalim tackama

Ako je 0 < z < 1 fiksirano, tada postoji ng > 1 prirodan broj tako da je 0 < 1/ng <
x < 1; otuda f,(x) =0 za n > no.

Dakle grani¢na vrednost f ovog niza je 0, a fol fndm=1.
Niz (—f,) pokazuje da se Fatou lema ne prosiruje na negativne funkcije u opsStem
slucaju.

Kantorov skup

Primer 1.23. (Kantorov skup K,) Neka je 0 <s < i ineckaje Gy = (3 —
5,1+ 2) interval duzine s, tj. srednji deo segmenta I=1[0,1] i Fy =[0,1]\ G;.
Skup F} sastoji se od dva segmenta;iz svakog od njih odstranimo srednji deo
duzine s % i tako dobijeni skup oznac¢imo sa Fy. Itd. u n-tom koraku odstranimo
2"~! intervala duzine s 3%1 i neka je G, skup tacaka odstranjenih posle prvih
n koraka i F, = F? skup preostalih tacaka, tj. F, =[0,1]\ G,. Pogodno je
uvesti smenu t = 3s.
Skup K = ] F§ naziva se Kantor-ov skup. Kako je duzina odstranjenih
intervala jednaka

s—i—s% —&-5;—2 + - s(%)”+~--:3s:t,
to Kantor-ov skup K = K; ima pozitivhe mere 1 —3s =1—1¢ > 0 ako je
0<s< %7 tj 0 < t < 1; Kantor-ovog skupa K = K; ima meru 0.

Razmotrimo strukturu Kantor-ovog skupa K = K;.
Kantor-ovom skupu, jasno, pripadaju krajevi izbacenih intervala: 0,1,1/3,2/3,1/9,2/9,7/9,8/9, . ...
Primetimo da na prvi pogled izgleda kao da Kantor-ovom skupu ? K = K; pri-
padaju samo krajevi izbacenih intervala, ali ovaj skup je neprebrojiv i ima komp-
likovanu strukturu i meru 0.
? Dokazati neposredno, da tacka 1/4 pripada K, a ne pripada krajevima izbacenih
intervala.
Zapisimo svako z, 0 < z < 1 u trojnom ( trijadskom) sistemu
ay az

gde brojevi a,, uzimaju vrednosti 0,1 1 2.
Kao i u slucaju decimalnog zapisa neki brojevi dozvoljavaju dva zapisa

1 1 0 0 0o 2 2

3=3tgmt ottt =gttt
Ako se iskljuce zapisi koji po¢ev od nekog mesta imaju samo dvojke, onda je zapi-
sivanje jednoznac¢no.
Jednostavno se proverava da skupu K pripadaju tacke x koje se bar na jedan nacin
mogu zapisati u trojnom ( trijadskom) sistemu pomdéu 0 i 2. Svakom z € K kore-
spondiramo niz

(1.49) A1,02y oy Oy ey
gde je a, 01ili 21
(1.50) bi,b2, . by,
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gde je b, = 0 ako je a,, =0;1b, =1 ako je a,, = 2.
Nizove (1.50) pretstavljaju dijadski zapis segmenta [0, 1]. Takvim postupkom, definise
se preslikavanje K na [0,1] i otuda K ima mo¢ kontinuma.

?? Ponoviti: Nadi sumul = Y7, k¢¥, |q| < 1. Nekaje ay; = ¢ za j=1,2,...k
iag; =0za j> k. Suma elemenata j-kolone je

qj
2 k
[j — =
. 1 q
k=j

iotuda I =370 I; = 11, 5072 ¢/ = s

Primer 1.24 (Inegral na komlementu Cantor-ovog skupa). a) Neka je f nula na
Cantor-ovom skupu K = K7 i f(x) = k na svakom od komplementarnih intervala

duzine 3. Dokazati da je f Lebeg integrabilna na [0,1] i da je [ = fol fdm =3

b) Neka je g nula na Cantor-ovom skupu K = Kj i g(x) = k? na svakom od
komplementarnih intervala duzine 37%. Dokazati da je g Lebeg integrabilna na
[0,1] i izracunati J = fol gdm

Uputstvo a): neka je G,, skup tacaka odstranjenih posle prvih n korakai F,
skup preostalih tacaka iz konstrukcije Kantorovog skupa i f, = Kg, f. Tada je

2k—1

1 n .
I, = fO fndm = Zk:l kgT 1

k

. -1 . .
limy, oo I, — I = 220:1 kzg—k; i otuda na osnovu Lebeg-ov stav o monotonoj

kovergenciji f je integrabilna na [0, 1].
Definisimo

_Oo kjok _ T
g(x)—Za: /3 =35
k=1
Tadajeg’(a:)=ﬁ+ﬁ;g’(2):3is‘coga123.

alt

> T 1
h(x)zzxkzl—le—x_l’ | < 1.
k=1

Tada je h/(z) = ﬁ; R'(2/3) =9 istoga I = $h/(2/3) = 3.

Napomena:Skup prekida funkcije f je Kantorov skup, koji ima meru nula. S
druge strane funkcija f je neograni¢ena u svakoj okolini svake tacke koja pripada
Kantorovom skupu. 7?7 Dakle, za ovu funkciju ne mozemo definisati nesvojstven
Riman-ov integral na [0, 1].

77str. 61-62
Pretpostavimo da prose¢no svaki treé¢i prolaznik pored kioska kupi novine. Neka
je Xk, k= 1,2,... bude broj prolaznika od prodaje k — 1 primerka pa dok se ne
proda k-ti primerak. Ove slu¢ajne promenljive su nezavisne sa istom raspodelom:
PAXp =g} = (V5 = L2

EXp =332, %

Uputstvo b):
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> 1
B (z) = kot = —
2y
i stoga

p(x) = zh'(z) = ; hat = (L

= 1 2z
/ — k2 k—1: .
D B M

Primer 1.25. Izracunati

n

I =: lim (1- E)"e””/zdm

n—oo 0 n

I, =: lim 1+ E)”e_z‘rdm.
n—oo fq n
Up. Neka je K, karakteristicna funkcija intervala [0,n) i f,(x) = K,(z)(1 —
£ynee/2; f, () — e~/2.

Definigimo s(t) = In(1—t), t < 1; tada je s'(t) = —(1—t)~!. Kako je s konkavna
funkeija, to s(t) < —t. Otuda je a,(z) = (1 — £)* = enU=7) < eg7na/n = ¢~ §
stoga fn(z) < e /2,0 <z < n. Kako f,(z) — e */2, na osnovu Lebeg-ovog stava
o dominantnoj konvergenciji, nalazimo I; = fooo e~ 2dg = 2.

alt. -
any1(z)  ( (n+1—xz)n \" n
an () ((n+1><nw>) =

Neka je z fiksirano. Ako je 0 < x < n, Bernulijeva nejednakost daje A, (z) >
(14 £-) = - istoga any1(z) > an(2); ako je n < z, tada je f,(z) = 0.

Napomena: Ako je 0 < n < z, tada je 1 —z/n > 0 i stoga a,(x) < 0 ako je n
neparan broj.Kako je a,(x) > 0 ako je n paran broj, za fiksirano z niz a,(z) nije
monotan po n ako je 0 < n < .

Neka je h,, definisano sa h,(z) = a,(x) za 0 <z < n, hp(z) =1/nzan <z <
n+1ih,(x) =0zax > n+1. Zasvako fiksirano 0 < z postoji ng = no(z) = [z]+1,
tako da za n > mg niz h,(x) je monton po n. ??Zasto primena Lebeg-ov stav o
monotonoj kovergenciji na izracunavanje

lim,, 00 fooo hndm

ne daje korektan rezultat 7

Primer 1.26 (Inegral Puason-ovog jezgra). a. Ponoviti integral Puason-ovog jez-
gra P.. Za z =re', r,t € R,
142 1—1r2

P.(t) = R —
*) elfz 1—2rcost + r2

1+
1—

b. Razviti funkciju $== u Tejlor-ov red oko 0;
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1+2
1—=2

=1+2) 2% |2 <1,.
k=1

Na osnovu b.

c. Proveriti da je I, = 2

o Pr(t)dt =2, 0<r<1
d. Da li se za izracunavanje lim I,, gde je I, = 027T

primeniti Lebeg-ov stav o dominantnoj konvergenciji?

P.(t)dt, kada r tezi 1, moze

Citaoci koji nisu upoznati sa Hilbert-ovim prostorima mogu pogledati sekciju o
Hilbert-ovim prostorima u vezi Primera 1.27.

Primer 1.27 (nekompletnost Ry ). Proveriti
a) vektorski prostor Csa, b] neprekidnih funkcija na [a,b] sa skalarnim proizvodom

b
(f,9) =/ fgdi

nije Hilbert-ov prostor .

b) Csla,b] nije zatvoren potprostor u Rsla, b].

c¢) vektorski prostor Cla,b] neprekidnih funkcija na [a,b] je kompletan u odnosu
na max normu.

d) Rsla,b] nije kompletan.

e) Lsfa,b] je kompletan.

> a)Primer : fo(z) = —1,za —1 <z < -1, fo(z) =nz,za — L <z <L i
fa(z) =1,zal <2 <1; pokazuje da Cs[a,b] nije Hilbert-ov prostor .

d) Neka je 0 < s < %i fn karakteristicna funkcija skupa F, = F?(koristimo
oznake iz Primera 1.23); niz  f, je KoSi-jev niz u Rsla,b]. Pretpostavimo
da f, konvergira nekom f € R5[0,1]. Tada je f s.s. jednako karakteristiénoj
funkciji skupa K = K, iotuda f je prekidna s.s. na K; tako da, na osnovu
Lebeg-ovog kriterijuma , sledi f ¢ R2[0,1]. Dakle ,Rz[a,b] nije kompletan. &

1.3. Dva zadatka radi razonode. Posto je sledeca sekcija naporna predlazemo
¢itaocima da razmotre sledeca tri zadatka radi razonode:

Primer 1.28. Zatvorenici (Studenti)

U 100 éelija nalazi se 100 zatvorenika (studenata) i soba X za ispitivanje. Up-
ravnik (koji je matematicar, profesor verovatnocée) predlaze slede¢u igru:

slu¢ajno bira jednog zatvorenika(studenta) i poziva u sobu X, gde se nalazi taster
koji ima dva polozaja 0 i 1. Pozvani moze da promeni polozaj tastera ili da ostavi
taster u istom polozaju. Upravnik ne menja polozaj tastera.

Kada jedan zatvorenik(student) izjavi svi su prosli kroz sobu X, ako je to tatno
svi zatvorenici (studenti) dobijaju slobodu (polazu ispit), a ako to nije tacno svi
zatvorenici (studenti) bice streljani (pasée na ispitu). Pre pocetka igre zatvorenici
(studenti) se mogu dogovoriti o strategiji.

7?7 Pre pocetka igre taster je u polozaju 0.

Zatvorenici(studenti) odredjuju jednog studenta A koji ée brojati.

Svaki drugi kada udje u sobu X samo jedanput menja polozaj tastera i to kada
nadje tastera u polozaju 0 promeni ga u polozaj 1 (samo prvi put).

Svaki put kada A nadje tastera u polozaju 1 promeni ga u polozaj 0 i doda 1 na
sumu koju pamti; ako tastera u polozaju 0, ne menja polozaj tastera.
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Kada A promeni polozaj tastera 99-ti put, onda ¢e izjaviti svi su prosli kroz sobu
X.

Strategiju koju smo naveli predlozio je jedan student R-smera, koji je pisao
koncept u toku predavanja studentima M-smera.

Zasto studenti M-smera smatraju da je verovatnoéa P ovog dogadjaja (u ovoj
strategiji) jednaka 1, tj. dogadjaj je skoro izvestan.

Studeni nisu uspeli da definisu verovatnoéu P, ali se postavilo pitanje: Da li je
moguce da ovaj proces nije konacan ?

Profesor se zamislio; sledi nastavak.

Da li se ovde moze primeniti Kolmogorov’s theorem about consistent distribu-
tions (see, for example, Borovkov p.261-264).

Primer 1.29. U prodavnici se nalaze 3 bela i 2 crna Sesira. Tri koleginice (matematicarke)
ulaze u prodavnicu i svaka zeli da kupi SeSir.

Prodavac predlaze igru da jedna koleginica dobijue SeSir na poklon. Kaze da
zazmure i stavlja svakoj SesSir a preostala 2 sakriva; onda im kaze da otvore oci
i koja prva pogodi kojie boje ima SeSir dobija poklon. Koleginice ¢ute nekoliko
minuta i onda istovremeno odgovore.

Da li mozemo odrediti boje Sesira ?

Uputstvo: ako dve koleginice imaju crne Sesir, onda trec¢a ima beli i ona bi odma
reagovala.

Ako koleginic A ima crni SeSir, a koleginice B i C' beli onda ako npr koleginica
B ne reaguje odmah, koleginica C' shvata da ima beli Sesir i obrnuto; onda bih
koleginice B i C' shvatile da imaju bele SeSir i reagovale.

Kako koleginice ¢ute nekoliko minuta i onda istovremeno odgovore, zaklju¢ujemo
da sve imaju bele Sesire.

Primer 1.30. O "dokazu” 0 = oo

Pretpostavimo da imamo Zetone numerisane brojevima 1,2,3,4,....

korak 1

A stavi Zetone numerisane brojevima od 1 do 10( napise brojeve od 1 do 10 na
tabli) na sto

B uzme zeton sa brojem 1 ( izbrise broj 1)

korak 2

A stavi zetone numerisane brojevima od 11 do 20 na sto

B uzme Zeton sa brojem 2

itd

Koliko zetona ostane na stolu ?

Posle n koraka na stolu ima 9n zZetona.

Dakle kada n tezi u oo broj zetona na stolu

tezi u oo.

S druge strane B ¢e svaki zetona uzeti sa stola posle kona¢nog broja koraka.

Da li odavde sledi 0 = o0 ?

Oznaéimo sa M,, skup zZetona na stola posle n koraka, a sa M skup Zetona na
stola koji se ”dobije ovim procesom”.

Studenti 2 godine: nije ta¢no 0 = oo jer to dovodi do protivureénosti.

Studenti 3 godine: nije definisano +oo — (400).

MM da li jasno definisan skup M 7

Neka je X,, = {n,n+1,n+2,...}; | X,| = +o0,

M, C X,,
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X =N, X, = 0. Dakle |X,| ne tezi |X|. Ako u n-tom koraku imamo skup
X,,; koji je skup definisan ovim procesom?

Neka je za A C N, |A| broj elemenata u A ako je A konacan skup i +oo ako je
A beskonacan skup; ova funkcija je o-aditivna na PN. Neka je X,, = {n,n+1,n+
2,...}; tada | X, | = +o0, 1 X =N, X,, = 0. Dakle |X,,| ne tezi | X|.

Sa studentima ¢u razresiti raspravu o ”dokazu” 0 = oco.

2. INTEGRACIJA 2

2.1. integracija na R. [Ponoviti Riemann-Stieltjesov integral (Stav 6,7,8,9 i 10
(AL}

O integraciji v. [Alj], glava IIT: Apstraktna mera i integral, Realna mera,Radon-
Nikodimov stav i Lebeg-ovo razlaganje mere, Neprekidnost i diferencijabilnost,
Izvod monotone funkcije i integral njenog izvoda, Diferenciranje i integracija, Neke
osobine Lebeg-ovog integrala na R, Prostor Ly, (a,b).

Navedimo samo neke rezultate.

2.1.1. Riman-Stiltesov integral. Funkcije Ogranicene varijacije

Za funkciju f koja preslikava konacan i zatvoren razmak [a,b] (respektivno
otvoren (a,b) ) u R kazemo da ne opada (monotono raste) ako za svaki par tacaka
x1,2 iz [a,b] ( respektivno iz (a,b) )

r1 < T2 = f(l’l) < f(l’g)

Funkcija f strogo monotono raste ako je pod navedinim uslovima f(z1) < f(x2).
Na simetrican nacin se definiu funkcije koje ne rastu (monotono opadaju) i

strogo monotono opadaju.

Klasa monotonih funkcija satoji se od neopadjucih i nerastucih funkcija.

Podvucimo ako f ne opada na konac¢anom i zatvorenom razmak [a,b], tada je f
ograni¢ena na [a,b] i f([a,b]) C [f(a), f(b)]. Ako funkcija f ima skokove onda je
f([a,b]) # [f(a), f(b)]; navesti neki primer.

Ponoviti sledeéa svojstva monotonih funkcija ( [Ka-Ad ]):

Ako f monotono raste na [a, b, tada postoji f(x+) za svako x € [a,b] 1 postoji
f(z—) za svako x €]a, b] i vazi

fla+) = inf f(t), flz—)= sup f(})

r<t<b a<t<z

Pri tome je

fla=) < f(x) < f(z+) zaa<z <bi
fla) < fla+), f(b—) < f(b),
a za svaki par tacaka z,y, a <z <y < b vazi
flz+) < fly-).

Monotona funkcija moze imati samo prekide prve vrste. Skup prekida prve vrste
je konacan ili prebrojiv.

Neka je {z,} najvise prebrojiv skup tacaka prekida u ]a,b|, ¢, niz pozitivnih
brojeva tako da red > 7, ¢, konvergira. Funkcija
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s(x) = Z Cn

Tp<T

1% monotono raste
29 u tackama x,, ima prekide sa skokovima duzine c,,
3% neprekidna u drugim tackama

dokaz 3°: neka je A= {z, :n>1}ix €la,b\4,iy <z < z.

Za dato € > 0, postoji ng tako da je

Yoo, Ck < € zamn > ng.

Neka je Ag = {z,, : 1 <n < ng} iizaberimo y i z tako da [y, z] N Ag = 0. Tada
je

s(z) —s(y) = Z en < ch<5

c<x,<z k=ng
i otuda s je neprekidna u x.
Siéno se dokazuje 2°. Neka je x,, € A fiksiran ¢lan niza.
Za dato € > 0, postoji ng > m tako da je
Yoo, Ck < € zamn > ng.
Neka je Ag = {x, : 1 < n < ng} iizaberimo y i z tako da y < z,, < 2z 1
[y, 2] N Ag = zp,. Tada je

o0
tm <s(2)—s(y)= D> cn<cmt+ > cn<cmte,

<z, <z k=ng

i otuda kako € > 0 mozemo birati proizvoljno malo s ima skok ¢, u x;,.

Neka f monotono raste na [a,b] i neka je {x,} najvise prebrojiv skup tacaka
prekida u [a, b[. Funkcija sy definisana sa

( )_{ 0,ako z = a
ST flad) — fla) + X, <ol f(@nt) = flza)] + f(z) — flz—) akoa<z <b

je funkcija skoka od f.
Naziv funkcije sy potice otuda sto ona tacno reprodukuje prekide i veli¢inu skoka
funkcije f, kao Sto tvrdi

Propozicija 2.1. Svaka monotono rastu¢a funkcija f moze se napisati u obliku
f = sy+g, gde je sy njena funkcija skoka, g monotono rastuca i neprekidna funkcija.

7?7 Koristi¢emo formulu u nizu:

D f@) = flen—) = f(b) = f(a).
v=1

Za x <y,
(2.1) 9() —g(x) = [f(y) = f(@)] =[5 (y) = s¢(2)] =
(2.2) =[fly=) = fla=)] = > [flant) = flza—)] >0

<, <y

Intuitivno je jasno da je razlika izmedju prirastaja na [z,y) i sume skokova
nenegativna; navodimo sledeé¢i dokaz:
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Neka je {tx} najvise prebrojiv skup tacaka prekida u intervalu (z,y); za svako
n > 1 postoje tacke 1 = z1(n) i

y1 =y1(n) takoda x < x; <y <yity € (x1,y1), k=1,2...,n

Oko tacaka ti, k = 1,2...,n konstruisimo disjunktne intervale [y, zx] u (z1,y1)

Tada je 1 _y f(zx) — f(ur) < flyr) — f(21)

Kada zg, yx — tr dobijamo

Spoi L tt) — fF(te—)] < f(yr) — flz1)

otuda kada n — oo,

S lftet) = fE—)] < fly—) — flz+); ¢
Zw<zn<y[f(xn+) — flan=)] < fly—) — f(x ) Otuda

> <ap<ylf (@nt) = f(@n—)] < [f(y—) — flz—)].

7?7 Dokazaimo da g neprekidna. U tackama z,, funkcije f i sy imaju skokove iste
dwzine. Otuda je g(n+) — g(n—) = f(Ent) - $5(@nt) — [f (tn—) — 57(2n—)] =
flxn+) — flxn—) — [sy(xn+) — sp(xn—)] = 0 ikako je g monotona g je neprekidna
u Ty,

Iz pedagoskih razloga definiS$emo prvo funkcije ogranicene varijacije na konaé¢nom
intervalu, a zatim na celom R.
Neka je realna funkcija f definisana na kona¢nom razmaku [a, b] i neka je P podela
tog razmaka
a=x9g<x1 <..<xHp =0

Definicija 2.1. Ako je
V() =V2(f) =sup Y [f(a) = fl@,-1)],

gde se supremum uzima po svim podelama P razmaka [a, b], konacan broj, kazemo
da je f ogramicene varijacije na [a,b]. V(f) je njena totalna varijacija. Klasu
funkcija ogranicene varijacije oznacavamo sa BV. Na isti na¢in definiSu se ovi
pojmovi i za kompleksnu funkeciju.

Primer 2.1. Ako je f monotona na [a,b], tada je f ogranitene varijacije na [a, b];
LV(f) = 1£ () = f(a)l.

Neka je npr. f neopadajuéa; tada je f(z,) > f(x,—1) istoga |f(x,)— f(zy-1)| =
f(@y) = f(ry-1) i

S O 1f @) = feu-) =D flz) = flze-1) = f(b) — f(a).

Otuda je VY (/) = £(8) ~ f(@)].
Primer 2.2. Funkcija
flz) =2 cosm/2z (0 <z <1), f(0)=0,

je neprekidna na [0, 1], ali nije ogranicene varijacije.

i cos7r/2ac =0 akko z = 29,1 = 2n171'

1 DY
’2n’2n 12

1
2n
Zaista, ako za podeone tacke uzmemo, 0

? cosm/2x = +1 akko x = xq, =
: %7 %7 1, dobijamo

1
Z|f~”€u+1 371,\—1—1—24- +E—>oo(n—>oo).
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Ako su g i h dve monotono neopadajuée funkcije na [a, b], tada je funkcija g — h
ograni¢ene varijacije na [a, b]. Vazi i obrnuto. U tom cilju definisimo dve monotono
neopadajuce funkcije.

Za datu podelu P
a=zg<r1<..<Tp=2,<b

razmaka [a, x] rastavimo
Z |f($,,) - f(l'vfl)‘
v=1

na dve sume ¥ i X7, tako da se u X1 nalaze pozitivne, a u ¥~ negativne diferencije
f(z,) = f(x,—1). Definisimo

p(a) =sup 3 [f(@) = flw,-1)]

n(z) =sup ) ~|f(z,) = flzy-1)|-
Teorema 2.1. * Ako je f ogranicene varijacije na [a,b], tada je
(2.3) f(@) = f(a) = p(z) — n(z)
(2.4) V(2) = pla) + n(x),
gde je V(z) = Ty(x) = Vi (f)-

Za bilo koju podelu razmaka [a, ],

(2.5) f@) = fla) =" Mf(x) = fla-)] =D "If(@) = fas-)l.

Otuda, na osnovu definicije funkcija p i n, sledi prvo

fl@) = fla)+ Y " 1f(@) = flan—1)l =Y TIf (@) = f@,-1)] < plz)

> @) = f@e-)] = f@) + fla) =D 7 (@) = flm-1)| < nlx),
a zatim

f(@) = f(a) + n(z) < p(z)

p(z) = f(z) + f(a) < n(z).
Iz poslednje dve nejednakosti sledi (2.3).

Ako je f kompleksna funkcija definisana na [a, b], tada je f =+ put u C. Duzina
puta - se obi¢tno definiSe kao supremum duzina svih ”upisanih” poligonalnih linija
u v i oznacava sa |y|. Kazemo da + ima kona¢nu duzinu (v je rektificibilno) ako je
duzina || kona¢ana. Jasno je da - ima kona¢nu duzinu akko je ogranicene vari-
jacije i da je Vby = |y].

Funkcije definisane na R.

Funkeiji f : [a,b] — R, pridruzujemo put 7; definisan sa vy(z) = vs(z) =
(2, f(x)), z € [a,b].

f je ogranicene varijacije ako i samo ako je vy.

Mk = ly(xk) ‘Ml/ - Mll71| Z |f(xl/) - f(xufl)| +x, —T,1
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n

Z |M, — M,_41] < Z |f(xy) — fx—1)| + Z(mv —z,-1) < VI(f)+ b—a.
v=1 v=1

v=1

Za kompleksnu funkciju f definisanu na R njena funkcija totalne varijacije Ty
definiSe se sa

Ty (z) = Supz |f(zy) — f(zy—1)], —00 <z < 00,
v=1

gde se supremum uzima po svim podelama P
—0 << <...<ZTp =21
Ako je Ty ogranicena funkcija, tada postoji konacan

(2.6) V()= lim_Ty().

U ovom slucaju kazemo da je f ogranicene varijacije i da je V(f) totalna varijacija
funkcije f. Klasu funkcija ograni¢ene varijacije ozna¢avamo sa BV .
Kazemo da je f € BV normalizovano ako f(x) — 0 kada z — —oo i ako je
f neprekidna sa leve (respektivno sa desne) strane na R. Klasu ovih funkcija
oznacavamo sa N BV (respektivno sa NBV).

A Definigimo

(27) o=@+ ) f= 5T f)

Pokazati ako je f realna funkcija da funkcije f; i fo pripadaju NBV (normalizo-
vane ogranicene varijacije), da su monotono neopadajuée funkeije i da takodje daju
trazeno razlaganje funkcije f u Teoremi 2.1.

Dokazati
(a) Ako f € BV iz < y, tada

|f(y) = (@) < Ty(y) — T(x)

(b) Ako f € BV, tada f(x_) i f(x4) postoje za svako z € R, skup tacaka prekida
je najvise prebrojiv, i postoji jedna konstanta c i jedinstvena funkcija ¢ € NBV
tako da je f(z) = ¢+ g(z) u svim tackama neprekidnosti funkcije f. Takodje,

Vig) < V(f).
(¢) Funkeije

(28) o=@+ ) fo= 5T f)

pripadaju NBV ( 7 normalizovane ogranicene varijacije), su monotono neopadajuée
funkcije i daju takodje razlaganje funkcije f = f1 — fs.

Neka su realne funkcije f i g definisane i ograni¢ene na kona¢nom razmaku [a, b]
i neka je P podela tog razmaka

a=x9g<x1<...<xp =0
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Neka &, pripadaju podrazmacima [z,_1, z,]. Ozna¢imo sa m(P) najveéu od duzina
podrazmaka podele P i definiS§imo

n

a(P)=0(f,9:P) =Y _ f(&)9(x) — g(x,—1)].

Definicija 2.2. Ako postoji broj I(f,g) tako da svakom e > 0 odgovara § > 0,
tako da za svaki izbor tacaka &, u [z,_1,2,] i nezavisno od uocene podele P

m(P) <d = |0(fvgap) _I(fag)‘ <E¢g,
kazemo da je I(f,g) Riman-Stieltjesov integral funkcije f u odnosu na funkciju g

na razmaku [a, b].

Riman-Stieltjesov integral oznacavamo sa

/abfdg.

Primer 2.3. Ako je f neprekidna na [0,a], (0 < a < +00), tada je
Jy f(@)dlal = S5, £ (k).
2.1.2. Fubini-evi stavovi.
Neka je G oblast u ravni ogranicena vertikalnim pravama x = a, x = b i funkci-

jama y = o(x), y = ¢(x).
Povrsina oblasti G data je sa

b
V(G) = / (p(x) — (x))d.

Pri tom je razlika ¢(xg) — ¢ (z) jednaka duzini preseka oblasti G sa vertikalnom
pravom = .
Razmotrimo generalizacije ove formule na viSe dimenzione prostore.

*

Propozicija 2.2. Neka je I CR", I = I, x I, I, n — 1-dimenzuoni segment, I,
segment i E C I Zordan merljiv. Tada za skoro svako yo € I, skup Ey, = {(z,y €
E :y=yo} je Zordan merljiv i

(2.9) \E| = / 1, ldy

Primer 2.4. Pokazati da je zapremina n-dim lopte B, jednakaV,,(r) = ¢,r™.

Up: za & € [—r,r] oznacimo sa B, presek lopte B i hiperravni ortogonane na
[—r,r]; kako je radijus lopte B,, jednak v/72 — 22, to je po indukciji i formuli (??
vid. Dodatak iz analiza 2) (6.11),

T e /2
V, = Cn1(r? — xQ)Tldac =Cp_1 </ cos™ godgo) 7"
-r —m/2

smena x =1 sinp 77 I, = f:{% cos” ; Iy, = mT_llm,g; ILy=n/2,1 =2

(277)k 2k+1 (27T)k 2k (7")”/2
—_— Vor =2 ; Vn =2 "
E S T A TS TTH T(n/2)"
Uvedimo za proizvoljan skup @ C R"*% oznake

Q: ={y: (v,y) € Q},

Vok+1 =2
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Qy={z:(z,y) € Q}.
Neka su r,s > 1 prirodni brojevi, f = f(z,y), v € R"iy € R%; fy(x) = f(z,y) i
f*(y) = f(z,y). Podvucimo za fiksirano y, f, u ovom kontekstu oznacava funkciju
promenljive = (a ne parcijalni izvod !); sli¢no za fiksirano x, f* u ovom kontekstu
oznacava funkciju promenljive y.

Lema 2.1. Neka je Q M, s-merljiv skup. Tada je

(210) mrJrs(Q) = ms(Qm)dmr(x) = mr(Qy)dms(y)
R™ Rs

Dovoljno je dokazati

(.11) meaelQ) = [ vole) dmi (@)

gde je pg(x) = ms(Qy). Pogodno je koristiti i oznaku ¢, (Q) umesto pg(z).

Na osnovu Propozicije 1.7, postoji Borelov skup B tako da je

1. Q@ € B, m(B) =m(Q) i

2. B presek nerastucéeg niza otvorenih skupova B,,.

Kako se otvoren skup B, moze predstaviti kao unija nerastuceg niza B, elemen-
tarnih skupova primenom Teoreme o monotonoj konvergenciji prvo na niz funkcija
vB,, (k=1,2,..), sledi da Lema vazi za skupove B,; i otuda primenom Teoreme
o monotonoj konvergenciji na niz funkcija ¢p, (n =1,2,...), sledi da Lema vazi za
skup B.

Ako je m(Q) = 0, tada je i m(B) = 0. Kako Lema vazi za B, sledi da je pp(z) =0
s.s. na R”. Otuda sledi da je

/(pQ(ac)dmr(x) =0=m(Q).

o
Dakle, formula (2.11) vazi ako je m(Q) = 0.
U opstem sliucaju @ = B\ C, tj. B=QUC, gde je B Borel-ov skup i m(C) =01
tvrdjenje (formula (2.11)) sledi iz aditivnosti mera m,i5 i @z. ? O

Teorema 2.2. Neka je f nenegativna (0 < f < 4o00) M, 1 s-merljiva funkcija.
Tada su funkcije

(2.12) 1) = [ fylaydm, i d@)= [ f()dm,

respektivno Mg, M,.-merljive funkcije, i

(2.13) / dmg fy(x)dm, = / fdm,is = / dm, | f*(y)dms.
s R™ Rr+s T Rs

Uputstvo: Neka je § familija 9, s-merljivih skupova @ tako da jednacina (2.13)
vazi za f = Kq, gde je Kqg karakteristicna funkcija skupa @. Dokazati prvo da je
F =M, s(ovo sledi iz Leme 2.1).

Otuda sledi da Teorema vazi ako je f jednostavna funkcija. Kako je 0 < f < 400,
postoji neopadajuéi niz jednostavnih funkcija s, tako da s, — f(z,y). Ako je I,
asocirano sa s, na isti nacin kao I sa f, dobija se

(2.14) | nan) = [ sudme.
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Primenom Teoreme o monotonoj konvergenciji prvo dobijamo da je I,, neopadajuéi
niz funkcija. Otuda, ponovo primenom Teoreme o monotonoj konvergenciji na dva
integrala u (2.14) dobija se prva jednakost u (2.13). Druga jednakost u (2.13) sledi
ako promenimo uloge z i y.

Teorema 2.3. Ako je f M, ,-merljiva funkcija na R™ 5 i bar jedan od integrala

(215) [oam. [ @am, [ dm, [ 1),

konacan, tada f € L(R"T#).
Upustvo: Primeniti Teoremu 2.2 na funkciju |f].

Teorema 2.4. Neka je f M, s-merljiva funkcija i f € L(R"%). Tada
1. Funkcije I i J definisane su s.s. i I € L(R®), J € L(R") i
2. wazi jednakost (2.13)

Uputstvo: Jasno, dovoljno je dokazati Teoremu ako je f realna funkcija; kom-
pleksan slucaj onda sledi na uobic¢ajen na¢in. Ako je f realna funkcija primeniti
dokazano (Teoremu 2.2) na f*i f~.

Iz Teorema 2.3 i 2.4, sledi da pri uslovima Teoreme 2.3 vazi jednakost (2.13).

Na slican nacin se pokazuje da Fubinijeve teoreme vaze i za o-konacne prostore
sa apstraktnom merom:.

Znacaj Fubinijevih teorema je npr. sto daju dovoljne uslove za izmenu poretka
dva ponovljena integrala.

O primenama Fubinijeve teoreme na konvoluciju v. [Ru].

Primer 2.5. Neka je Q = [-1,1]?

Yy
T,Y) = s

zaz?+y? >01i £(0,0) =0.

Pokazati da su ponovljeni integrali 0, a da Lebegov integral po kvadratu ne postoji.

UPUTSTVO:
1 1 1 o . 1
d
[ [ iseirayz [ [Tl ey [
-1J-1 0 0 r o T
Primer 2.6. Neka je f = (22 — y?)(2? _|_y)2j fo (z,y)dy i I(y) =

fo x,y)dx. Dokazati da je fo Jdxr =7/41 fo Idy = 77r/4
Da li je to u kontradikeiji sa Fubinijevom teoremem 7

UPUTSTVO: Neka je F = y(a? + y?)~!; tada je o F = f i otuda J = arctan;
I = —J = —arctan.
Neka je D = {(x,y) : 0 < 2,y < 1,2% + y* < 1}. Koristeé¢i polarne kordinate
pokazati da integral [}, |f|dzdy = +o0; ?7 divergira; f nije Lebeg integrabilna na
[0,1] x [0,1].
2.1.3. Apstraktna mera. *

Definicija 2.3. Neka je X proizvoljan skup i 91 o-algebra u X.
Par (X,901) naziva se merljiv prostor.
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Elementi skupa 9 nazivaju se merljivi skupovi.
Nenegativna funkcija skupa p koja je definisana na 9, uzima vrednosti u [0, o] i
koja je o-aditivna naziva se mera na 1.
Kompleksna (realna) funkcija skupa p koja je definisana na 91, i koja je o-aditivna
naziva se respektivno kompleksna (realna) mera na 9.

Ova definicija mere se razlikuje od Definicije 1.4, u tome sto je ovde definiciono
podrucje o-algebra. Dalje ¢emo koristiti Definiciju 2.3.

Definicija 2.4. Neka je (X, %) merljiv prostor i neka f preslikava X u R*. Ako
je skup {f < ¢} merljiv za svako realno ¢, kazemo da je f merljiva funkcija na X.

Definicija 2.5. (X, u) naziva se prostor sa merom.

Zamenjujuéi Lebeg-ovu meru m merom u uvesti odgovarajuce definicije i dokazati
odgovarajuce stavove.
Ako je P(X) = u(X) = 1 odgovarajuéa uredjena trojka (obi¢no se koriste oznake
(Q, 3, P)) naziva se prostor verovatnoca.
Slu¢ajna promenljiva £ je merljiva (F-merljiva) finitna(znaci sa vrednostima u R)
funkcija koja ) preslikava u realnu pravu R. Odavde sledi da je, na primer, inverzna
slika poluotvorenog intervala [a, ) takodje u §. Dalje, s obzirom da je § o-polje,
inverzna slika svakog Borel-ovog skupa je element iz §. Dakle u teoriji verovatnoce
obi¢no se koristi oznaka  za okvirni prostor (skup elementarnih dogadjaja).
?? OU konteksu kursa kompleksne analize 2 obiéno oznacéava otvorene skupove!

Primer 2.7. Pretpostavimo da je p pozitivna mera na X, f : X — [0, oo] merljiva
funkcija, fX fdu =c, gde je 0 < ¢ < 00, 1 a pozitivna konstanta. Dokazati da je
lim nin[l + (f/n)"|du

n—oo

oo akoje0<a<l;cakojea=1;0akojel < a < oo.

Uputstvo: Neka je &£(x) = In(1 + ). Ako je a > 1, tada je &'(z) < « i stoga
In(1 + 2%) < aw, > 0; Dakle, nln[l + (f/n)¥] < naf/n) = af i otuda integrand
se majorira sa af. Ako je a < 1, moze se primeniti Fatuova lema. Naime, u
tackama gde f(z) konacno, In[l + (f/n)*] ~ (f/n)“, kada n — +o0, tako da
nin[l + (f/n)%] — +oo, kada n — +o0.

Definicija 2.6. (Lebeg- Stieltjesova mera)
Neka je o € NBV; (NBV neprekidne sa desne strane), tj. « neopadajuéa funkcija
na R neprekidna sa desne strane. Intervalu (a,b), korespondiramo

ma([a,b]) = a(b) — a(a),
ma([a, b)) = a(b-) — ala-),
ma((a,b]) = a(b) — a(a),
mq((a,0)) = a(b_) — ala).
Definisati funkciju m},, koja je analogon spoljne mere m*, i konstrusati o-prsten
M(me)-
Ako je @« € NBV (ponovimo NBV su neprekidne sa leve strane) neopadajuéa

funkcija, moze se postupiti i na sledeé¢i nacin:
Dodelimo svakoj tacki € R skup ®[z]: ako je « neprekidna u z, ®[z] je tacka
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a(x); ako je a(zy) > a(x), tada ®[x] je interval [a(x), a(z4)]. Ako E C R, neka
®[E] oznacava skup svih ®[z], za = € E; i neka je

(2.16) mq(E) = m(P[E])

Otuda

Teorema 2.5. (a) Ako je p kompleksna Borel-ova mera na R i ako je
(2.17) f(z) = p((—o0,2)) (z € R),

tada f € NBV.

(b) Suprotno, svakom f € NBV odgovara jedinstvena kompleksna Borel-ova mera
W tako da vazi (2.17).
(c) Ako vazi (2.17), f je neprekidno taéno u onim tackama z u kojima je p({x}) =0

Vezba 2.1. Ako a € N BV, formulisati analogon prethodne teoreme.
2.1.4. Diferenciranje Monotone funkcije.
Definicija 2.7. Neka f preslikava R u R* i defini§imo

Kada h — 40 svakom fiksiranom = odgovaraju
limsup D(z, h), liminf D(z, h), limsup D(z, k), liminf D(z, h).
h—-+0 h—+0 h——0 h—-0

Nazivamo ih izvodima-gornji desni, donji desni, gornji levi i donji levi funkcije f u
tacki x i ozna¢avamo sa DT f, D, f, D~ f, D_{.
Sa D f oznacavamo bilo kojo od njih.
ako su sva ¢etri izvoda jednaka i konacna, funkcija f ima izvod f’ u tacki x.
*Kompleksna Borelova mera g na R™ ima izvod Dy s.s [m], Dy € L(R™) i razlaze
se na singularni i apsolutno neprekidni deo (na ovom osnovnom stavu baziraju se
dokazi u [Ru]; ovaj pristup je apstraktan). ?
Ponoviti sledeée svojstvo monotonih funkcija ? ( [Ka-Ad ]):

Teorema A. (Neprekidnost monotone funkcije) Monotona funkcija moze imati
samo prekida prve vrste. Skup prekide prve vrste je konacan ili prebrojiv.

Teorema B. (Integrabilnost monotone funkcije) Svaka monotona funkcija na
zatvorenom razmaku [a, b] je merljiva i ogranicena, i stoga, integrabilna.

Doxkaz: Neka je f monotono neopadajuca funkcija. Tada je, na osnovu definicije
monotonosti, f(a) < f(x) < f(b) za x € [a,b].
Za proizvolnu konstatu ¢ skup A, = {z : f(z) < ¢} je ili segment, poluinterval ili
prazan.

Zaista, pretpostavimo da postoji tacka zo u kojoj je f(xzo) < c¢ i neka je d
supremum takvih tacaka. Tada je A, ili razmak [a,d) ili [a, d). O

Sledeéi rezultat, koji tvrdi da monotona funkcija ima konacan izvod s.s, zahteva
slozeniju tehniku u odnosu na dokaze Teoreme A i B. Podvucimo da je to obi¢no
slucaj sa tvrdjenijma koja vaze s.s.

Teorema 2.6 (Lebeg, Monotona funkcija ima konacan izvod s.s.). Monotona
funkcija na [a,b] ima konacan izvod s.s. na [a,b].

Studeti ponekad povezuju (pa i poistoveéuju) ovu teoremu sa Teoremom A.

f ima konacan izvod u tacki zy ako i samo ako
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su svi izvodi funkije f kona¢ni i jednaki. Otuda toremu Lebega mozemo prefor-
mulisati: za monotonu funkciju na [a, b]

—oco<D_f=D f=D,f=D"f<o0
skoro svuda na [a, b].
Primenom Vital-jevih stavova (v. [Alj], klasiéni pristup) moze se dokazati ovaj
osnovni rezultat.
Autoru izgleda pogodno da se primeni kocept nevidljivih tacaka i izbegnu Vital-
ijevi stavovi.

Tacka o naziva se "nevidljiva” sdesna (respektivno sleva) za g, ako postoji &,
xo < & (res. xo > &) tako da je g(xzo) < g(&).

IDEJA DOKAZA: Za dokazivanje stavova ovog tipa pogodno je primeniti kocept
nevidljivih tacaka, koji omogucuje da radimo sa otvorenim skupovima i stoga in-
tervalima.

?7? Pretpostavimo prvo da je f neprekidna neopadajuéa funkcija.

Neka su ¢ i C par racionalnih brojeva, za koje je 0 < ¢ < C < o0 i s = ¢/C.
Oznacimo sa E. ¢ skup tacaka u kojima je D_f(z) < ¢ < C < D f(z).

Za proizvoljni interval (o, 8) C [a, b], dokazimo osnovnu nejednakost:

m(EecN(a,B)) <s(B—a).
Otuda na osnovu Leme 2.3 sledi da je m(E, ¢c) = 0.
Razmotrimo skup E. tacaka z € (o, ), za koje je D_f(x) < ¢. S obzirom na
definiciju D_ f(z), za svako takvo z postoji h < 0 tako da je

D(z,h) = w <e

tj. f(x+h) — f(x) > ch. Neka je t =z + h; tada je f(t) — f(x) > c(t — x); dakle
postoji

t < z tako da je f(t) —ct > f(x) — cx. Otuda x je 7 ”nevidljiva” sleva za funkciju
f(z) — cx i po lemi Risa skup V. takvih x predstavlja se ? kao unija najvise
prebrojive familije disjunktnih intervala (ay, 8;) C (, 3), pri Gemu je

flag) —car > f(Br) — B, tj.
(2.18) f(Br) — flag) < c(Br — ax).

Zatim u svakom od intervala (ay, 8k ) razmotrimo skup Gy, tacaka za koje DT f > C.
Sliéno kao gore, dokazje se da je svaka tacka x € G 7 ”"nevidljiva” sdesna za
funkciju f(z) — Cx. Ponovo, po lemi Risa, skup V,¢ tacaka u intervalu (o, k)
"nevidljiva” sdesna za funkciju f(z) — Cx (preciznije restrikciju ove funkcije na
interval (ay,0k)) se predstavlja kao unija najvse prebrojive familije disjunktnih
intervala (o, Br;); 1

(219) (Brs — ) < Gl (Beg) — Flau)

Otuda, sledi 2, (Brj — ouj) < s(8— ). (za detalje videti nejednakost (2.23)?7)
Jasno je da sistem intervala (ag;,8k;) pokriva skup E.c N (o, ) 1 to dokazuje
osnovnu nejednakost.

Sada dajemo kompletniji dokaz.

Dokaz:Neka je prvo f neprekidna i monotono raste na [a, b].



42 M. MATELJEVIC
Dokaz teoreme Lebega se bazira na:

1°. Skup S tacaka u kojima je DT f(x) = +o0o ima meru nula.
2°. Skup T tacaka u kojima je D" f(x) > D_ f(x) ima meru nula; tj. D_f > Dt f
skoro svuda.

Funkeija f*(z) = — f(—2) monotono raste na [—b, —a]; jednosrtavno se proverava
da DY f* = D™ f,D_f* = D, f u odgovarajuéim tatkama; primenom 2°. na f*
dobija se D_ f*(xz) > D¥ f*(z) i stoga Dy f(z) > D~ f(z) skoro svuda i otuda

DYf<D_f<D f<Dyf <D"f,
Sto znaci
D_f=D,f=D"f= D%f. Dakle postoji izvod f’ skoro svuda.

Neka je g neprekidna funkcija definisana na [a, b].

Lema 2.2 (Risova lema). Za proizvoljnu neprekidnu funkciju g, skup tacaka "nev-
idljiva” sdesna, otvoren je na [a,b] i otuda, unija konacne ili prebrojive familije
intervala (ag,by) (moguée poluintervala koji sadrie tacku a). Na krajevima tih
intervala, vaZi g(ag) < g(by); ako je ar # a, tada je g(ax) = g(by).

Koncept "nevidljivih” tacaka (sdesna i sleva) primenjuje sa na izvode ? mono-
tonih funkcija, preko Risove leme.

Vezba 2.2. Ako je f neprekidna na [«, 3], ima izvod na (a, 8) i f’ < ¢ na intervalu
[a, (], tada je na osnovu Lagranzove teoreme f(3) — f(a) < ¢(8 — «).
Prirodno je ocekivati da se ovo tvrdjenje vazi ako samo pretpostavimo da je f
neprekidna na [o, 3] i D_f(z) < ¢ za x € [o, 3] i da otekujemo da DT f > C na
[, B] povlaci f(B) — f(a) > C(B — «); da li to sledi iz specijalnog slucaja Risove
leme ? Uporediti sa Stavom 6, str. 174 [Alj].
?? Neka je V¢ = UkaC i VcC =V, N VY. Podvucimo da je E.c C VCC. Da li iz
dokaza sledi da je skup V. mere nula ako je ¢ < C.

Neka je VC skup tacaka "nevidljiva” sdesna za funkciju f(z) — Cz i Voo =
V. N VY. Podvucimo da je E.c C Vec idaiz dokaza ne 7?7 sledi da je skup V. ¢
mere nula ako je ¢ < C.

Dokaz 1° (pomoc¢u Risove leme).
DokAZ. Razmotrimo skup E tacaka z € (a,b), za koje je DT f(z) = oo. Neka
xo € E. S obzirom na definiciju D7 f(z¢), za proizvoljno C' > 0 postoji h > 0 tako

da je
B) —

D(x0,h) = f(zo+h) — f(xo) > C,
tji. f(xo+ h)— f(xo) > Ch. Neka je t = z¢ + h; tada je f(t) — f(xo) > C(t — x0);
dakle postoji t > xy tako da je

f(t) = Ct > f(zg) — Cxo. Otuda zg je ? "nevidljiva” sdesna za funkciju g(z) =
f(x)—Cz ipo lemi Risa skup takvih  predstavlja se ? kao unija najvise prebrojive
familije disjunktnih intervala (ax, bx) C (a,b), pri ¢emu je

flag) — Cay, < f(by) — Chy,

tj.

(2.20) f(bk) = flar) = C(be — ax).
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Ovde C mozemo izabrati proizvoljno veliko. Dele¢i sa C' i sumirajuéi dobijenu
nejednakost po svim intervalima (ay, by), dobija se

zk:bk_akfzk:f(bk);f(ak) < f(b);f(a).

Dakle skup E moze se pokriti intervalima ¢ija je suma duzina proizvoljno mala
i stoga m(E) = 0.

Slican postupak povezan sa Risovom lemom pokazuje da je D_f > DY f skoro
svuda; sada se lema primenjuje dva puta.

Dokazimo 2° (pomoc¢u Risove leme).?

Neka su ¢ i C par racionalnih brojeva, za koje je 0 < ¢ < C < 001 s = ¢/C.
Oznacimo sa E. ¢ skup tacaka z u kojima je D_f(z) < ¢ < C < DT f(z).
Ako dokazemo da FE. ¢ ima meru nula, onda otuda sledi, da je D_f > DT f s.s, jer
se skup T'= {x : D" f(x) > D_ f(x)} suma ne vise od prebrojive familije skupova
oblika E. c.

Ustanovimo sada osnovnu nejednakost:
Neka je 0 <c<C <0 i s=c¢/C. Za proizvoljan interval (o, B) C [a, b]

m(Ec,c N (a,ﬂ)) < s(B - a).

Doxkaz. Razmotrimo skup E. tacaka = € (a, ), za koje je D_f(x) < ¢. Za
svako takvo z postoji ¢ < x tako da je f(t) — ¢t > f(z) — cx. Otuda x je ?
"nevidljiva” sleva za funkciju f(x) — cz i po lemi Risa skup takvih 2 predstavlja se
? kao unija najvise prebrojive familije disjunktnih intervala (ay, 8x) C (a, 5), pri
cemu je
(2.21) J(Br) = flaw) < c(Br — ag).

Zatim u svakom od intervala (ay, 8k ) razmotrimo skup Gy, tacaka za koje DT f > C.
Sliéno kao gore, dokazje se da svaka je svaka tacka x € Gy 7 "nevidljiva” sdesna
za funkciju f(xz) — Cz. Ponovo, po lemi Risa, skup tacaka u intervalu (ag, Ok)
"nevidljiva” sdesna za funkciju f(x) —Cx se predstavlja kao unija najvse prebrojive
familije disjunktnih intervala (ou;, Ok;) 1

(222) s = ks < [ (Brg) — e

Jasno je da sistem intervala (ay;, Bx;) pokriva skup E. cN(a, 3), i otuda na osnovu
(2.21) i (2.22), nalazimo

(2.23) Z(ﬂkj — ag;) < %Z[f(ﬁkj) — fla;)] <
k,j

k,j
221) &SI~ Flon)) < S 36k~ on) < 55— a)
k k

i osnovna nejednakost je dokazana. O
Sada je jednostavno dokazati, da je m(E.c = 0).
U dokazu se koristi samo svojstvo skupa E. ¢, koje opisuje osnovna nejednakost.

Lema 2.3. Neka je A merljiv skup na [a,b] tako da za proizvoljan interval (c, 8) C
[a, b], vazi
m(AN (o, B)) < s(8—a), gde je 0 < s < 1. Tada m(A) = 0.



44 M. MATELJEVIC

Dokaz: Neka je 7 = m(A). Za proizvoljno € > 0 postoji otvoren skup G,
koji je unija prebrojive familije disjunktnih intervala (a,,, b,,) tako da je A C G i
Yo (bm — am) < 7+ e. Definisimo 7,,, = m(A N (@, bm)). Jasno je 7 =3 7.
Po uslovu Leme, 7, < 8(bp, — ap,). Otuda, 7 < s> (b — am) < s(7 +€), i kako
je € > 0 proizvoljno, to je 7 < s7. Kako je 0 < s < 1, sledi 7 = 0. O

Isto razmatranje se prenosi i na prekidne monotone funkcije pomocu uopstene
leme Risa za funkcije sa prekidima prve vrste.

Neka funkcija g definisana na [a, b] ima samo prekide prve vrste. Tacka xo naziva
se "nevidljiva” sdesna (respektivno sleva) za g, ako postoji £, xo < & (res. g > &)
tako da je

max[g(zo — 0), g(20), g(xo + 0)] < g(&)-

7?7 Skup tacaka "nevidljiva” sdesna za funkciju g, otvoren je na [a,b] i otuda,
unija konaé¢ne ili prebrojive familije intervala (ag,bx) (moguée poluintervala koji
sadrze tacku a). Na krajevima tih intervala, vazi g(ax) < g(bg); ako je ar # a, tada
je glax) = g(by).

Doxkaz 1° (pomo¢u Vitali-jevog stav): Pretpostavimo da je m*(S) = k > 0.
Tada svakom z € S moze koordinirati niz zatvorenih razmaka ¢ija duzina tezi nuli
tako da

Af > KAz,

gde K moze biti proizvoljno veliko. Nizovi ovih razmaka kada x prolazi skup S,
obrazuju Vitalijevo pokrivanje {I} skupa S, pa je moguée odabrati kona¢no mnogo
disjunktnih intervala totalne duzine veée od k/2. Sumirajuéi diferencije funkcija
preko ovih disjunktnih intervala dobija se

N Af>KY Az> %K

Kako f raste, otuda je f(b) — f(a) > £, §to je nemoguée ako je k > 0 i K dovoljno
veliki broj.

Definicija 2.8. Neka je F C Rineka je {I} kolekcija zatvorenih razmaka pozitivne
duzine. Kolekcija {I} pokriva u Vitalijevorn smislu skup E ako svakom z € E
odgovara niz razmaka iz {I} ¢ije duzine teze nuli i koji sadrze tacku z.

Teorema 2.7 (Vitalijev stav). Neka je m*(E) < +oo i 6 > 0 proizvoljan broj.
Tada se iz svakog Vitalijevog pokrivanja {1} skupa E moZe izdvojiti konacno mnogo
disjunktnih razmaka Iv, Io, ..., I, tako da skup tacaka iz E koje ne pripadaju U},
ima spoljnu meru mangju od 6.

7?7 Umesto, Vitalije teoreme kao $to smo pokazali moze se koristiti Risova lema.

Vezba 2.3. Dokazati 2° pomodéu Vitali-jevog stava.

Teorema 2.8 (Izvod monotone funkcije je integrabilan). Ako f neopada na [a, ],
tada je f' integrabilna na [a,b] i

b
(2.25) / f(z)dz < f(b) — f(a).
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Za f(x) = [2] na [0,1] vazi [} f'(x)de =0 < 1= f(1) - £(0).
Uputstvo: Za x > b definisimo f sa f(b). Neka niz brojeva h,, — 0 kadan — oo
i neka je

hn, ’
Na osnovu Teoreme 2.6, sledi ¢, (z) — f/(z) s.s. na [a, b]. Primenom Fatu-ove leme
na ,, dobija

‘Pn(x) =

n—oo

b
(2.26) / f'(z)dz < liminf J,,

dge je J,, = fab on(z)dz. Kako je

1 b+hy, b
Ip = — / fdx — / fdx
hn ( a+hy, a >
1 ( b+hay, a+hy,
= — / fdx — / fdx) ,
hn b a

sledi J,, = J,,(b)—Jn(a), gde je Jp(b) = ﬁ bb+hn Fde = f(b)iJn(a) = h17 I
Kako f ne opada, Jy(a) > f(a), i stoga

Otuda, na osnovu (2.26), sledi tvrdjenje.

Primer 2.8. (Primer Kantor-ova funkcija) Definisimo Kantorovu funkciju ks na

Katorovom skupu K ( videti Primer 1.23). Neka je ks jednako % na intervalu

izbac¢enom u prvom koraku; respektivno i, % na intervalima izbac¢enim u drugom
n . . . ~ . oo
koraku; 2%, 2%,..., 22;1 na intervalima izbacenim u n-tom koraku. Definisimo

k(0) =01 k(1) = 1, a u tacki = u kojoj k nije definisana prethodnim postupkom
k(z) = sup k(t), gde se supremum uzima po svim tackama ¢ koje su manje od z.
Funkcija ks naziva se Kantor-ova funkcija. Umesto ki piSemo kratko k.

Dokazati

a. ks je monotona i neprekidna funkcija na [0, 1].

b. ¥ (xz) =0 s.s. na [0, 1].

c. Izraziti fol ks dx.

d. Neka je f(z) = %(x) Pokazati da je f strogo monotona i neprekidna funkcija
na [0, 1].
Da li f preslikava skupove pozitivne mere na skupove pozitivne mere?

RESENE ZA d (homeomorfizam f preslikava skup mere 0 na skup pozitvne mere
1):

?? Funkcija f preslikava [0, 1] na sebe.

Neka je E = [0,1]\ K. Skup E se sastoji od "izbacenih” intervala I = (a, 3). Kako
o £(3) — (@) = (B—a)/2 i £(I) = (f(a), £(8)), sledi m(f(I)) = (8- a)/2 i
otuda je prvo m(f(E)) = 1/2 i stoga m(f(K)) = 1/2. Dakle, homeomorfizam f
preslikava skup K mere 0 na skup pozitvne mere !

Put s definisan sa vs(z) = = + iks(x), 0 < x < 1, nazivamo Katorovog put.
Pisemo v umesto ;.
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Primer 2.9 ( duzina Kantorov puta). * Da li je duzina Kantorov puta ~ jednaka
27

a) Dali je v/ =1 s.s na [0, 1].

b) Da li vazi formula za duzinu: |y| = fol | (z)|dx = 17

UpuTsTVOza a) : Neka podela P,, definisana krajevima intervalima izbacenim u
prvih n-tom koraku i P,, odgovarajuca poligonalna linija ”upisana” u Kantorov put
~v. Poligonalna linija se sastoji od 2" podudarnih intervala nagiba 3" /2"; i 2" — 1
horizontalnih intervala.

Kako je k(1/3") = 1/2", duzina nehorizontalnih intervala je

)

Otuda ukupna duzina nehorizontalnih intervala s, = 2", — 1, kada n — oo.

Za dokaz je dovoljno primetiti da je s, > 1.

Stoga, s obzirom da ukupna duzina horizontalnih intervala s? — 1, sledi da |P,| —

2.

S druge strane, duzina proizvoljne poliginonalne linije ”upisane” u « nije ve¢a od

zbira duzina projekcija na koordinatne ose, tj. od 2, i stoga |y| < 2, i otuda |y| = 2.
b) Ne (Objasniti!).

Primer 2.10. * Neka je u : [0,1] — [0, 1] nepadajuéa funkcija i put v definisan sa
v(z) = + iu(z), 0 <z < 1. Dokazati da je

a) 7] <2

b) |v] = 2 akko u(0) = 0, u(1) =1 i u je singularna funkeija.

UpuTsTVO ZA b): Neka je 0 < a < 8 < /2 and ¢p = sina + cosf > 1
i A= Ale,8) = {z : tana < v/(z) < tanf}. Neka je 0 < = < 1, h > 0,
r = |y(z+h)—~(z)|, duzina putayil; = l1(h) = s(x; h) duzina puta koji odgovara
odsecku [z, z + h]. Na osnovu, polarne reprezentacije, v(z + h) — v(z) = re’® i
otuda, na osnovu pretpostavki u tacki b), Il = rcosp + rsinp = qr, gde je
q = cos p + sin .
Neka je A; skup tacaka x tako da vazi

(2.27) s(x;h) > qor

za dovoljno malo h. Dakle, A C A;.

S druge strane za svako € = 1/n postoji § = 4, tako ako je maximum podele P
intervala [0,1] manji od 4, tada je | — I, < 1/n, gde je l, duzina odgovarajuce
poligonalna linije.

Pretpostavimo da je m(A;) =k > 0.

Koristiéemo Vitalijevo pokrivanje skupa A; odgovarajuim intervalima [, duzine
manje od d,, tj. 0 < h < J,; za koje vazi formula (2.27). Iz ovog pokrivanja moze
se izdvojiti kona¢no mnogo disjunktnih razmaka ¢ija je totalna duzina veéa od k/2.
Neka je S, zbir duzina puta koji odgovara ovim razmacima. Tada je prvo S, > k/2
i sumirajaéi po ovim razmacima, na osnovu formule (2.27), dobija se S, = Y sy
@Ry, gde je R, := > 7. Otuda je R, > S, — 1/n i stoga S, = qo Rn
qo(Sn — 1/n) i kada n — +oo sledi m(A;) = 0.

Skup A = {z: 0 < u/(z) < 400} je prebrojiva unija skupova oblika A(«, 3).
Napomena :prvobitna ideja autora za b): koristiti Vitalijevo pokrivanje ili Risovu

>
>
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lemu kao u dokazu teoreme o postojanju izvoda s.s monotone funkcije ! Formula
(2.27) ima vaznu ulogu!

2.1.5. Apsolutna neprekidnost, diferenciranje i integracija. *

Osnovno pravilo Diferencijalnog i Integralnog rac¢una:
(A) Ako je f integrabilna na [a, b], integral

F(z) = / F(t)dt

ima izvod i F/ = f na [a, b].
(B) Ako je G ima izvod G’ = g na [a, b], tada

/mg(t)dt =G(z) —G(a) (a <z <b)

G je primitivna funkcija od g.

? Ako razmtramo Rimanov integral, iskazi (A) i (B) vaZze ako su npr. fig
neprekidne funkcije.

? Ako razmtramo Lebegov integral, iskaz (A) vazi u smislu da je F/ = f s.s. na
[a, b].

? Ako je f integrabilna na [a,b], njen integral F' je kako neprekidna, tako i
funkcija ogranicine varijacije. Da je F' ograni¢ine varijacije na [a, b] sledi neposredno
iz

F@) = [ i [ o
jer, kako je f* >01i f~ > 0, integrali na desnoj strani su neopadujuée funkcije.

Teorema 2.9. (Diferenciranje integrala) Neka je f integrabilna na [a,b] i neka
je F' njen integral. Tada
a. F ima konacan izvod s.s. na |a,b] i F' = f s.s. na [a,b]

> Kako je F ogranicene varijacije, F' ima konacan izvod s.s. na [a,b]. Neka je

F(z+ hy,) — F(x)
hy, ’

on(z) =

C

gde h, — 04 kada n — +o0. Neka je ¢ € [a,b] 1 J, = / on(x)dx.

a

Tada je Jn = 7= [J[F(x + hy) — F(2)lde = Ju(c) — Jn(a) = 7= ffM” F(r)dr —

ath 1 ct+hy 1 a+hy,
e Jo T F(x)da, gde je Ju(c) = h—/ F(x)dz i Ju(a) = —/ F(z)dx.

n
Otuda, kako je F' neprekidna funkcija,c

(2.28) In = /C on(z)dx — F(c) — F(a),

kada n — +o0( proveriti !).
Pretpostavimo prvo da je |f| < M na [a,b].
Kako ¢, () — F'(z) s.s. na [a,b] i
1 x+hy
@l < 5= [ Ir@1de < o,

n
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na osnovu (2.28), primenom Lebegovog stava o dominantnoj konvergenciji, sledi

/C F'(z)dx = F(c) — F(a) = /C f(x)dz.
Dakle .
[ 1@ - s@yds =0

za svako ¢ € [a,b] 1 otuda, na osnovu Propozicije 1.45 ( slede¢e Leme, Stav 5.16,
[Alj]) F" = f s.s. na [a, b].

Lema 2.4. Neka je f integrabilna na R i neka je ffoo fdm =0 za svako z € R.
Tada je f =0 s.s. na R.

? Da bismo opisali funkcije za koje vazi iskaz (B), uvodimo sledeéu definiciju
(apsolutno neprekidne funkcije). ? Ako je G apsolutno neprekidna funkcija vazi
iskaz (B). Drugim re¢ima apsolutno neprekidna funkcija je integral svog izvoda na
kona¢nim intervalima(? mada to nije jasno iz definicije koja sledi).

Definicija 2.9. Neka je f definisana na [a, b] (respektivno R) i neka su [z, x, +h,]
(hy, > 0,v = 1,2,...,n) medjusobno disjunktni razmaci(segmenti) koji pripadaju
[a,b] (respektivno R). Ako svakom e > 0 odgovara broj § > 0 tako da je

EZ:l|f(xy + hl/) - f(xu)| <e

za svaki izbor podsegmenata [x,,x, + h,], ¢ija je totalna duzina X7_,h, < 4,
kazemo da je f apsolutno neprekidna funkcija na [a, b](respektivno R).

U ovom tekstu kada kazemo samo f je apsolutno neprekidna, to se odnosi na
ograniéen zatvoren interval ( segment). Npr. fukcija f(z) = 22 je apsolutne
neprekidne na svakom ograni¢enom intervalu, ali nije R.

Svaka apsolutno neprekidna funkcija je ravnomerno neprekidna i
restrikcija apsolutne neprekidne na ograni¢enim intervalima je funkcija ogranic¢ene
varijacije. Ipak, ako je f(z) = sinx, ili f(z) =z + |2| na R, tada f je apsolutno
neprekidna, ali f ¢ BV.

Ako je f apsolutno neprekidna realna funkcija, tada f preslikava skupove mere
0 u skupove mere 0. Kantorova funkcija ne zadovoljava ovo svojstvo: Kantorova
funkcija preslikava Kantorov skup mere 0 na skup mere 1.

Propozicija 2.3. Restrikcija apsolutne neprekidne funkcije f na ograni¢enim in-
tervalima je funkcija ograniCene varijacije.

Neka je ograniceni interval [a, b]. Ako je data podela P razmaka [a, b], mozemo,
dodajuci eventualno nove podeone tacke, sve podrazmake tako dobivene sukcesivne
podele P’ razvrstati u grupe podrazmaka, tako da je totalna duzina podrazmaka
iz iste grupe jednaka polovini broja ¢ iz Definicije 2.9 (za neko fiksirano ¢ = gg).

2029)) 1 Proveriti da je VA(f) <

Takvih grupa podrazmaka ima najvise ng = [ 5

Np €0-

Propozicija 2.4 (Integral je apsolutno neprekidna funkcija). Neka je f integra-
bilna na [a,b] i neka je F njen integral. Tada

1. F je apsolutno neprekidna funkcija na [a, b].

2. F je ogranicene varijacije i

b
(2.29) V(F) < / ()] dt.
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Apsolutna neprekidnost funkcije F' je neposredna posledica apsolutne neprekid-
nosti Lebeg-ovog integrala.
Dokaz. Ozna¢imo sa E uniju disjunktnih podrazmaka [z,,z, + h,] iz [a,b]. Kako
jesa fi|f| je integrabilna na [a, b], na osnovu Teoreme o apsolutnoj neprekidnosti
m-integrala, izraz

zy,+h,

(2.30) §jwwy+my=an=§]/" f(tyt] <

z,

T, +h,
> [ = [

je proizvolno mali ako je m(E) = > h, dovolno malo. Nejednakost (2.29) sledi iz
nejednakost (2.30) O

Lema 2.5. Ako je f apsolutno neprekidna na [a,b] i f' =0 s.s. na [a,b], tada je
f = konst na [a,b).

UpuTsTvo: ? Neka je E = {z : f/(x) = 0} ie > 0. Kako je f apsolutno
neprekidna, postoji & > 0 tako da

(2.31) dIAf] <e.

Za svako x € E, postoji niz razmaka [z, z + h,], h, — 0 tako da

(2.32) |f(x+ hyp) — f(z)] <ehp.

Kolekcija ovih razmaka, kada = prolazi F, pokriva E u Vitalijjevom smislu. S
obzirom da je mera skupa F jednaka b—a, otuda postoji kona¢no mnogo medjusobno
disjunktnih razmaka {I}, koji pokrivaju E, tako da je ukupna duzina ( zbir duzina)
svih komplementarnih razmaka {J} u [a, b], manja od 9.

Iz (2.31) i (2.32), sledi

1F(0) = F(@)] < D A+ D |Af| <e(b—a) +e.
{1} {7}

Otuda sledi f(b) = f(a) jer € mozemo birati proizvoljno malo. O
Dokaz prethodne teoreme moze se bazirati i na lemi Risa.

Neka xg € E. Tada, na osnovu (2.32), sledi postoji z > x¢ tako da je exg — f(xg) <

ex— f(x); dakle, tacka z¢ je nevidljiva s desna za funkciju g(z) = ex— f(z) i po lemi

Risa skup takvih x predstavlja se kao unija najvise prebrojive familije disjunktnih

intervala (ay, Bk, pri ¢emu je

(2:33) F(Br) = flax) < e(Br — ),

i otuda

(2:34) D (FB) = flaw)) <&y (B —ax) <e(b—a).
k k

Dakle, f(FE) je pokriveno sistemom intervala , ¢ija je suma duzina manja od e.
Kako je e proizvoljno sledi da je m(f(E)) = 0. Neka je Z = [a,b] \ E. Kako je
m(f(E)) =0, i [f(a), f(b)] unija skupova f(E) i f(Z), otuda je duzina razmaka
[f(a), f(b)] jednaka nuli i stoga f(z) = konst.
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Teorema 2.10 (Lebeg, Osnovno svojstvo apsolutno neprekidnih funkcija). Neka
je f apsolutno neprekidna funkcija na [a,b]. Tada
a. f ima s.s. na [a,b] konacan integrabilan izvod

b 7 f(t)dt = f(z) - f(a), (a<a<b).

Uputstvo. f je ogranicene varijacije i otuda razlika dve monotone funkcije. Kako
monotona funkcija ima s.s. kona¢an i integrabilan izvod, sledi f’ € L(a,b). Speci-
jalno, sledi a.

Neka je F(z) = fax f'(t)dt. Kako je f’ integrabilna funkcija, na osnovu Propozi-
cije 2.4 ( Integral je apsolutno neprekidna funkcija), prvo funkcija F' je apsolutno
neprekidna funkcija na [a,b] i stoga

(2.35) @) = 1) - [ "yt

je apsolutno neprekidna funkcija na [a, b], jer je zbir dve takve funkcije. Na osnovu
Teoreme o diferenciranju integrala, prvo sledi F/ = f’ s.s. i stoga s'(z) = f'(x) —
F'(z) = f'(z)— f'(xz) = 0 s.s. na [a, b], a zatim, na osnovu Leme 2.5, s = const. = ¢
na [a, b], tj.

f@) -~ [ £t =c, e lab)
Otuda, za « = a, sledi ¢ = f(a); i na osnovu (2.35) sledi b.

Primer 2.11. Pokazati da f moze imati kona¢an izvod f’ na [a, b], koji nije inte-
grabilan.

Uputstvo. Funkcija f, definisana sa f(z) = #?sinz™2za 0 <z < 1i f(0) =0, ima
izvod na [0,1]: f/(z) = 2zsinz™2 —z tcosz™? za 0 < z < 1, f/(0) = 0; koji nije
integrabilan na [0, 1].

Definicija 2.10. Funkcija f koja je neprekidna i ograni¢ene varijacije na [a,b] i

Ciji je izvod skoro svuda jednak nuli naziva se singularna funkcija.

Primer 2.12 (Kantorove merdevine- djavolje merdevine). Kantorova funkcija k =
k1 je singularna.

Kako je Kantorova funkcija k konstantna na izbaCenim intervalima i ukupna
mera izbacenih intervala 1, to je ¥’ = 0 s.s na [0, 1].
7?7 Ova funkcija ima dodatna interesantna svojstva(koja opravdavaju naziv djavolje
merdevine):
k monotone raste na [0, 1] i preslikava [0, 1] na sebe.
Kantorova funkcija k = ki nije integral svog izvoda i dakle nije apsolutno integra-
bilna.
Kantorova funkcija k = k; prelikava skup mere 1 na preborijiv skup, a Kantorov
skup mere 0 na skup mere 1.

Teorema 2.11. Funkcija f koja je neprekidna i ogranicene varijacije na [a, b] moze
se jednoznacéno predstaviti

(2.36) f=g+h,

gde je g apsolutno neprekidna, g(a) = f(a) i h singularna funkcija ili identicki
jednaka nuli.
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2.1.6. Osobine Lebegovog integrala na R.

Teorema 2.12. Neka je f neprekidna, a g apsolutno neprekidna funkcija na [a,b).
Tada je

(2.37) / g — / "o de.

Neka je f ogranicene varijacije, a g apsolutno neprekidna funkcija na [a,b], tada
takodje vazi (2.37).

Neka je P : a = 29 < 21 < ... < z, = b podela razmaka [a,b] i o odgo-
varajuca suma koja dovodi do Riman-Stiltesovog integrala. Iz apsolutne neprekid-
nosti funkcije g, sledi

(2.38) 9(xy) = g(zy_r) = /x J(2)dz (v =1,2,..,n).

1z ove formule, sledi

(2.39) =

Otuda je

(240)  e=lo— / fo'de| = |Z / ~ f(@)] (@) da].

Kako je ¢’ integrabilna, Iy = fa |¢'|dz < +oo. Neka je (g,d) par iz definicije
uniformne neprekidnosti funkcije f na [a,b]. Ako je podela P takva da je m(P) < ¢,
tada je [f(&) — f(2)| < e zaz,_1 <z <z, 1na osnovu (2.40), sledi

<Y [ 1) - sy )] ds

<Z/ eld' (z \dx<sZ/ x)| dx.

Otuda, sledi € < ely. Kako € mozemo birati proizvoljno malo, sledi da je € = 0, tj.
tvrdjenje.

Teorema 2.13. Ako su f i g apsolutno neprekidne na [a,b], tada vazi formula za
parcijalnu integraciju.

Sledi iz Teoreme 2.12 i formule za parcijalnu integraciju Riman-Stiltesovog inte-
grala. O

2.2. L,-prostori.

Definicija 2.11. Merljiva funkcija f na (a,b) pripada L, = L,(a,b) (p > 1; —c0 <
a,b < +00) ako je

b
11l = ( / FPdm)® < +oo.
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Na ovaj nacin definisana je norma u L,, koja definiSe metriku na uobicajen nacin

d(f.9) = IIf — gllp- B
Skup A je gust u skupu B ako je B C A.

Teorema 2.14. Skup neprekidnih funkcija je gust w Ly(a,b).
Ponovimo

Definicija 2.12. Neka je p pozitivha mera na o-algebri 9 na skupu X i neka
je E C X merljiv skup i neka je f nenegativna merljiva funkcija na E. Lebeg-ov
integral funkcije f na merljivom skupu E definisan je sa

/fdmzsup/jdm,
E E

gde se supremum uzima preko svih jednostavnih merljivih funkcija j za koje je
0 <j(z) < f(z) na E.

Dati analogne definicje zamenjujué¢i Lebegovu meru m pozitivhom merom g i
dokazati odgovarajuce rezultate.
Ako je p pozitivna mera na o-algebri 9t na skupu X, analogno se definise L, (u):
ako je f kompleksna merljiva funkcija na skupu X, definisimo

171l = ([ 17Pduy?
X
i neka se L,(u) sastoji od funkcija f za koje je
£y < +oc.
? Za f,g € Ly(1) definiSe se rastojanje d(f,g) = ||f — glp-
Teorema 2.15. Prostor Ly(a,b) je kompletan.

Teorema 2.18, koja sledi, uopstava ovaj rezultat: ako je u pozitivna mera i
1 < p < o0, tada je prostor L,(u) kompletan.

Definicija 2.13. Realna funkcija ¢ definisana na intervalu (a,b), gde je —oo <
a,b < 0o, naziva se konveksna ako nejednakost

(2.41) (1 =Nz +Ay) < (1 - Ne(z) + Ap(y)
vazi za svako a < x,y < b, i svako 0 < A < 1.

Kazemo da je prava L definisana sa L(s) = ¢(to) + B(s —to) (a < s < b) prava
oslonca za konveksnu funkciju ¢ u tacki A = (o, (o)) ako je ¢(s) > L(s) za
a < s < b. Dakle prava oslonca L "prolazi” kroz tacu A i nema tacaka iznad
grafika funkcije ¢. Npr. za funkciju f(x) = |z|, svaka prava L(z) = kx, gde je
|k| <1, je prava oslonca u tacki A = (0,0).

Teorema 2.16. (Jensen-ova nejednakost) Neka je p pozitivna mera na o-
algebri M u jednom skupu Q, tako da je u(Q) = 1. Ako je f realna funkcija u
prostoru L1(u), a < f(z) < b za sve x € Q, i ako je ¢ konveksna na (a,b), tada je

(2.42) cp(/ﬂfdu) < /Q(Wf) dp.
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Neka je tg = [, f dp. Iz pretpostavke a < f(z) < b zasve x € Q, sledi [, adpu <
Jo f(x)dp < [, bdp. Kako je u(€2) = 1, otuda nalzimo a < to < b. Kako je ¢
konveksna na (a,b), postoji prava oslonca u tacki (tg,p(tp)). Ako sa 8 ozna¢imo
koeficijent pravca te prave, tada je

(2.43) o(s) > @(to) + B(s —to) (a < s <b).

Ako zamenimo s = f(z) u prethodnu nejednakost

(2.44) o(f(x)) = ¢(to) + B(f(x) —to) (a <s<Db).

i integralimo

(2.45) [ etr@nin= [ ettadu+5 [ ()~ t0)dn

Kako je ,u(Q) = 1, dobijamo prvo [, ¢(to)du = ¢(to) u(Q) = ¢(to), [ (f(x) —
to d,u fQ d/L fQ to d,u = to - to =0i stoga (2 42)

Neka je ¢(x) = e*. Tada (2.42) postaje

(2.46) exp(/ fdu) < / el dp.
Q Q
Ako je Q konacan skup, koji se sastoji od tacaka pi,...p, i ako pu{pr} = ag > 0,
f(pr) = ok, yx = €, gde je >y, = 1, dobija se
(2.47) Y ys? - yer < oqyr 4+ oy + .+ QpYn.
Neka su p i g konjugovani eksponenti, 1 < p < oo, 1 a,b > 0. Tada je
(2.48) ab<ptaP 4+ q ' bl

> Neka je a = /P i b = e!/%. Kako je 1/p+1/q = 1, i kako je exp konveksna
funkcija, dobija se

(2.49) /P < pTles 4gTl et

Videti Vezbu 2.4 za geometrijsku interpretaciju ove nejednakosti.
Alternatvni dokaz: Podelom sa b? i uvodjenjem smene x = a?/b%, kako je tada
ab?™! = 2%, gde je a = 1/p, nejednakost (2.54) se svodi na z® < 1+ a(x — 1) za
r>0il0<a<l.
Funkcija y =  konveksna je prema gore za x > 0; ordinate njene tangente u x = 1
nisu manje od odgovarajuéih ordinata funkcije.

Ponoviti Holder-ovu i Minkowski-evu nejednakost:

Teorema 2.17. (Holder-ova i Minkowski-eva nejednakost) Neka su p i g
konjugovani eksponenti, 1 < p < co. Neka je (X, u) prostor sa merom. Neka su f
i g merljive funkcije na X sa vrednostima u [0,00]. Tada je

(2.50) /ngduﬁ{/Xf”du}”p{/xquu}”"

(2.51) { /X (f + 9)P du}/? < { /X £7 duy 4 /X g duyVr.
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Nejednakost (2.50) naziva se Holder-ova; a (2.51) nejednakost Minkowski. Ako
jep=gq=2, (2.50) je poznato kao Schwarz-ova nejednakost.
> Neka su A i B dva faktora na desnoj strani nejednakosti (2.50) i F' = %, G=4%.
Ovo daje [ FPdu= [ Gidp=1.

Integracija nejednakosti F(z)G(z) < p~'F(z)P + ¢ 'G(2)9, (z € X), daje

/ FGdu<pt+q'=1
X

Za dokaz nejednakosti (2.51), primeniti Holder-ovu nejednakost na proizvod f(f +
9Pt ig(f+g)P

. r=1lg P /P . (p=Da g 11/a,
@ [ et a0
Neka je D = [ (f +g)Pdp i C = DY/P. Kako je (p — 1)q = p,

(2.53) / f(f+9)P tdu < A- DY
X
Neka je (2.53’) nejednakost (2.53) sa g umesto f. Sabiranjem (2.53) i (2.53"), sledi
D < (A+ B)-D"Y1,
iotuda C < A+ B.

Vezba 2.4 (Jang-Helderova nejednakost, geometrijska interpretacija). Neka su p i
q konjugovani eksponenti, 1 < p < 0o, i a,b> 0. Tada je

(2.54) ab<ptaP +q¢ b9

Neka je y = f(z) =2P" iz =g(y) =y" . Kakoje (p—1)(¢—1) =1, 9= f~!
inverzna funkcija funkcije f i

a P b q
/fmzi,/g@=?
0 p 0 q

suma povrsina na sl. XX koje odgovaraju ovim integralima nije manja od povrSine
ab pravougaonika XX.

Za uobicajen dokaz videti [Ka-Ad |: Neka je u(z) = ax — z® + 3, x > 0, gde je
0<a<1lif=1-a.Funkcija v ima strogi minimum z = 1, pa je z < ax + (.
Zameniti z = a/b ili x = A/B, gde je A =a? i B = b? u prethodnu nejednakost.

Teorema 2.18 (*). Neka je p pozitivna mera i 1 < p < oco. Prostor Ly(n) je
kompletan.

Neka je {f,} Cauchy-jev niz u L,(u). Tada postoji podniz {f,, } tako da je

(255) ank+1 - fnkH < 27k‘

Definigimo

(2.56) SEY=)" N fner = Fuls ST=D" | fois = Fe-
k=1 k=1

Iz (2.55), primenom nejednakosti Minkowsk-og, sledi ||s;" ||, < 1. Otuda, primenom
Fatou-ove leme na niz {(s;)?}, nalazimo ||ST||, < 1. Specijalno, S*(z) < oo s.s.,
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tako da red
(2.57) F@) = far (@) + D (Fres (@) = fup (@)
k=1

konvergira za skoro svako x € X.
*Otuda, dokazati da f,, (z) konvergira s.s. ka f(z); i stoga, primenom Fatuove
leme na integral

J V= Fulr

pokazati da je f L,- limit niza {f,}.
Slucaj L>°(u) je jednostavniji.
Prethodni dokaz sadrzi sledeéi rezultat.

Teorema 2.19. Ako je 1 < p < oo i niz {fn} konvergira ka f u LP(u) ( t.
konvergira u srednjem), tada {f.} ima podniz koji konvergira s.s. ka f(x).

Teorema 2.20. Neka je A merljiv skup v R™. Jednostavne funkcije (respektivno
neprekidne) su guste u  27LP(A,m) (opstije u LP(u)), 1 < p < oo.

UpuTsTVO: 7 Pretpostavimo da je f > 0. Postoji niz {s,} kao u Bepo-Levi-
jevom stavu (aproksimacija jednostavnim funkcijama). Kakoje 0<s, < f i
otuda |f — sp|? < |f|P, na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji, sledi
lf — snllp — 0 kada n — oo. *Pokazati da se merljivi skupovi aproksimi-
raju elementarnim i otuda da se jednostavne funkcije aproksimiraju (u LP-metrici,
1 < p < o) jednostavnim funkcijama definisanim pomoc¢u intervala. U realnoj
analizi pokazuje se da se jednostavne funkcije definisane pomocu intervala dobro
aproksimiraju neprekidnim funkcijama. Opsti slucaj (f kompleksna) sledi iz ovog.

?? *Pokazati da se merljivi skupovi aproksimiraju elementarnim i otuda da
se jednostavne funkcije aproksimiraju (u LP-metrici, 1 < p < o) jednostavnim
funkcijama definisanim pomoc¢u intervala.

Neka su «a,, medjusobno razli¢ite vrednosti jednostavne merljive funkcije i neka

je A, ={z:j(z) =a,}.
Pravolinijski se proverava

n
= E Ocl,KAV.
v=1

Neka je k € N. Za svako € > 0 postoje elementarni skupovi F, tako da je
m*(E,AA,)) <¢e/k.
Definisimo
x) = Z o, Kg, ,
v=1

B,=E,UA,, r,=a,(Kg, —Ka,)ir=1I-j.
Jednostavno se proverava [, |r,[Pdm < o, [Pm*(E,AA,).

Da li teorema vazi za L™ ? ne
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3. HILBERTOVI PROSTORI
3.1. Osnovne osobine Hilbertovih prostora.

Definicija 3.1. Kompleksan vektorski prostor H je prostor sa skalarnim proizvodom
(ili unitarni prostor) ako je svakom uredjenom paru vektora x i y € H pridruzen
kompleksan broj (z,y) (koristi se i oznaka < x,y >), koji nazivamo skalarni
proizvod vektora z i y tako da vaze sledece osobine:

(a) (y,7) = (2,9).

Sa (d) definisemo ||x||, normu vektora = kao nenegativni koren od (x,z). Dakle
l2l|* = (2, 2).

Kompleksan vektorski prostor sa skalarnim proizvodom u ovom tekstu obi¢no
oznacavamo sa H a skalarni proizvod sa (z,y) ili sa < x,y >. Specijalno u
kontekstu, gde (x,y) oznacava uredjen par, za skalarni proizvod koristi se oznaka
<zT,y>.

O osnovnim svojstvima vektorskih prostora sa skalarnim proizvodom videti npr.
u [Ka-Ad | [Zo],[Alj].

Primer 1. E™ =R", C", Rsz([a,b], C), Cz([a,b],R).

Skup C* n-torki ¢ = (¢1,- -+, Cn), gde su (i, - - -, ¢, kompleksni brojevi, je Hilbert-
ov prostor ako sabiranje i mnozenje skalarom definiSemo po kordinatama, i skalrni
proizvod definis§emo

Jj=1

U vektorski prostor Ro([a,b], C) lokalno integrabilnih funkcija na [a,b]
koje imaju integrabilan kvadrat (u svojstvenom ili nesvojstvenom smislu), skalarni
proizvod se definiSe sa

b
(1) (f.9) :/ fgdr.

Ako razmatramo realne funkcije, u odgovarajuéem prostoru Rs([a,b], R), relacija
(1) se svodi na

b
(2) (f.9) = / fgdr.

Specijalno je interesantan Ra([—m, 7], C).
Sa Cala,b] oznacavamo potprostor Ra([a,b]), koji se sastoji od neprekidnih
funkcija na [a,b] sa skalarnim proizvodom

b
(f.9) =/ fgdt.

U daljem smatramo da je skalarni proizvod funkcija definisan u smislu jednakosti

(1)1 (2).
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Vezba 3.1. Proveriti
(3.1) 2 +ylI> = [lz]I> +2Re (x,y) + [Iy]?,

(3:2) lz +yl” + llz =yl = 2 (l=l* + llyl1*)-

(3.1) nazivamo kosinusna teorema u Hilbertovim prostorima. (3.2) je poznato
kao pravilo paralelograma: ako interpretiramo ||x|| kao duzinu vektora, (3.2) tvrdi
suma kvadrata dijagonala parlelograma jednaka je sumi kvadrata stranica.
Kako je (z,2+y) = (z,7)+(x,y) 1 (y,2+y) = (y,2)+ (y,y), dobijase ? ||z +yl|* =
(@ +y,x+y) = (z,2+y) + (y, 2z +y) = (z,2) + (2,y) + (4, 2) + (y, y) i otuda, kako
je na osnovu svojstvo (a) (iz definicije skalarnog proizvoda) (y,z) = (x,y), sledi
(3.1). Primetimo da (3.1), mozemo pisati i u obliku

(3-3) lz = yl* = ll=]* — 2Re (x,y) + [Iyll*-

Sabiranjem ove verzije sa (3.1), dobija se (3.2).

Vezba 3.2. Dokazati
Az, y) = lz+yl?> = o —yl® +ille + iyl —ille —iyl®.

Vezba 3.3. Za proizvoljne vektore ==Y arxr i y=> 7 Bkyk, vaz

n

(z,y) = Z ay B (zr,y;)-

k,j=1

Schwarz-ova nejednakost
Za svako z iy € H, vazi

@ )| < [l [lyll-
< Neka je w = (z,y). Pretpostavimo da je ||z| = ||y|| = 1. Tada je
A=A(Q) = o= Cyl* =1 =2 Re Cw+ ([

Za ¢ = w, dobija se A(w) =1 — |w|?> > 01 otuda |w| = |(z,y)] < 1. Akosu =z
iy € H proizvoljni vektori primeniti dokazanu nejednakost na vektore a = z/||z|| i

b=y/llyll-
alternativni postupak t>. Neka je ¢ = re’?, w = |w|e!®. Tada je

|z —rey||> =1 — 2r Re elv w + 12,
? Nejednakost trougla. Zax € Hiy € H,
llz + yll < [lzll + [lyl]-
Na osnovu Schwarz nejednakosti,
lz+yl* = ll2l® +2Re (x,) + Iy1* < xlI* + 2/x[ly]] + Iyl = (=[] + [ly]))-

O
Ako je (z,y) =0 kazemo =z je ortogonalan na vy, i ponekad piSemo x.Lly.
Kako (x,y) =0 povlaéi (y,z) =0, relacija L je simetri¢na.

Lema 3.1. (Pitagor-ina teorema). Ako su vektori x i y ortogonalni i
z=x+vy, tada je
121 = llz +ylI* = llzl* + lly]?
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> dokaz sledi iz
Iz +ylI* = [[«]|* +2Re (x,y) + [ly[*.

Neka 21 oznac¢ava skup svih y € H koji su ortogonalni na z; i ako je je M podskup
H, neka je M skup svih y € H koji su ortogonalni na svako x € M.

Proveriti

a) ot je zatvoren

b) M+ je zatvoren

Furi-jeovi koeficijenti

Skup vektora {ey} naziva se ortonormiran ako je (e;,e;) = ; ;;

Neka je {ex} ortonormiran sistem vektora.

Brojevi &y, = (x,ex) nazivajuse Fourier-ovi koeficijenti vektora x u ortonormiranom
sistemu {eg}.

Sa geometrijske tacke gledista Furi-jeov koeficijent Zj vektora x je projekcija vek-
tora na pravac jedini¢nog vektora eg.

U sluéaju prostora E® sa zadanim u njemu ortonormiranim reperom e, eg, €3
Furi -jeovi koeficijenti ¥ = #;, su koordinate x u bazisu ej,es,es u razlaganju
z =zl e + x2eg + x363.

Ako umesto tri vektora ej,es,e3 razmatramo dva ej,es to razlaganje x =
xzle; + 2%e; ne vazi za sve x € E3. Koeficijenti Furi zF = &, k = 1,2,
definisani su i u ovom sluc¢aju i vektor x, = Pz = x'e; + 22e; je ortogonalna
projekcija vektora x na ravan L vektora ej,es. Medju svim vektorima ravni
L vektor z. je najblizi vektoru z u smislu da je |z —y| > ||z — x| za sve
y € L.

Analogno svojstvo za koeficijente Furi vazi i u opStem slucaju.

3.2. Projekcija na potprostor i dalja svojstva. *

3.2.1. Projekcija na potprostor. Kazemo da je skup E u vektorskom prostoru kon-
veksan ako ima sledeée svojstvo: kadgod =z € E, ye€ E i0 <t < 1, tacka
(1—-t)z +ty pripada E.

Ako svaki Kogi-jev niz konvergira u H kazemo da je H Hilbert-ov prostor.
Dakle Hilbert-ov prostor je kompletan.

Teorema 3.1. Svaki neprazan, zatvoren, konveksan skup E u Hilbertovom pros-
toru sadrzi jedinstven element najmangje norme.

Drugim rec¢ima, postoji jedno i samo jedno zp € E tako da je ||zo| < ||z] za
svako z € E.
> Na osnovu relacije paralelograma , za svako z,y € H,

Iz +l* + llz = ylI* = 2(J=l* + lly]1*)

i otuda

T+yY,.9 1 9
1 — — =
M 15202+ £ lle -yl

Neka je d =inf {||z| : z € E}.
Specijalno ako x,y € E, s obzirom da je E konveksan, xTﬂ € E, i na osnovu (1)
i definicije ¢, sledi

(l[I* + lly11*)

N =

(lll* + lly11*)

N

1
5+ 1 e —yl* <
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i otuda
(2) lz = yllI* < 2|2l* + 2|lyl|* - 46°.
Ako je ||z|| = |lyll = ¢ iz (2) sledi = = y; Sto dokazuje jedinstvenost elementa

najmanje norme.

Iz definicije § sledi da postoji {z,} u E takoda |z, — ¢ kada n — oco.
Primenom nejednakosti (2) zax =z, i y =z, pokazujeseda jeniz {z,}
Kosijev i otuda konvergira ka zy € H. Kako z, € E i E je zatvoren, zy € E.
Kako je norma neprekidna funkcija na H, sledi

[zol = lim [z = 6.
n— 00

O
U konacno dimenzionom Hilbertovom prostoru vazi sledeca verzija prethodne teo-
reme (bez pretpostavke da je skup E konveksan).

Vezba 3.4. Svaki neprazan, zatvoren skup E u kona¢no dimenzionom Hilber-
tovom prostoru sadrzi element najmanje norme (nije jedinstven u opstem slucaju).

Da element najmanje norme nije jedinstven u opstem slucaju pokazuje primer:
sfera S = {||z|| = 1} u prostoru R™.
Sledeéi primer pokazuje da u svakom beskona¢no dimenzionom Hilbertovom pros-
toru, postoje zatvoreni skupovi koji ne sadrzi element najmanje norme.

Primer 3.1. Neka je (ey)72, prebrojiv orto-normiran sistem vektora u Hilber-
tovom prostoru H, Ay = 1 + % i E ={)\e1, e, ..., \nen, ...}. Proveriti da je E
zatvoren skup, ali da nema element najmanje norme.

Konkretno neka je H = L(T) i e, = e'**.

Skup A je gust (svuda gust) u B ako je B C A.

Primer 3.2. Skup polinoma P je potprostor prostora Cs[a,b].

Na osnovu Vajerstrasovog stava skup polinoma P je je gust u prostoru neprekidnih
funkcija Cla, b] (sa max normom).

Kako je || f||l2 < max|f], skup polinoma P nije zatvoren u Csla, b].

Za dalje rezulte u vezi ovog primera videti, u daljem tekstu, Teorema 4.1:
Jednostavne funkcije (respektivno neprekidne) su guste u LP, 1 < p < oc.
Ovde napomenimo samo da je kona¢ni dimenzioni potprostor nekog prostora uvek
zatvoren; tako da se pretpostavka da je potpotprostor zatvoren u teoremi koja sledi,
sustinski odnosi na beskona¢no dimenzioni slucaj.

Teorema 3.2. * Neka je M zatvoren potprostor Hilbert-ovog prostora  H. Tada
postoji jedinstven par preslikavanja P i QQ tako da P preslikava H w M,Q
preslikava H u M*, i

(1) = Pr+ Qx

za sve x € H. Owa preslikavanja imaju sledec¢a svojstva :
(2) ako x € M, tada Pr =z, Qr=0;ako € M*, tade Pr=0, Qr==x

(3) o — Pzl = inf{lla —y| : y € M}
ako je x € H.
(4) lz]* = || Pz]|* + [|Qz]|?
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(5) PiQ sulinearna preslikavanja.

Posledica 3.1. Neka je M zatvoren potprostor Hilbert-ovog prostora  H. Tada
postoji vektor z € H, z#0, takodaje z L M.

Posle kratkog razmatranja dajemo skicu dokaza ove teoreme (za kompletan dokaz
Teoreme 3.2 v. Rudin [Ru]).
U ovom tekstu razmatramo separabilne vektorske prostore (sa skalarnim proizvodom),
tj. prostore koji imaju najvise prebrojiv gust skup vektora (Sto je dovoljno za
primene). Pomoc¢u Lema 3.1-3.6 sistematski razvijamo geometrijski pristup. Teo-
rema 3.5- [ Projekcija na prebrojiv ortonorminan sistem| (v. takodje Lema 3.3
(ekstremalno svojstvo) Lema 3.6 zamenjuje Teoremu 3.2; a Posledica 3.3 Teoremu
3.1.
Projekcija na vektor
Iz pedagoskih razloga, razmotrimo prvo specijalne slucajeve Teorema 3.1 i 3.2
(odnosno Leme 3.6).
Neka su z,a € H. Odredimo skalar A tako da je x — Aa ortogonalan na vektor
a. Dobijamo :

9 . (z,a)

(x — Xa,a) = (z,a) — AMa,a) = (x,a) — M|a|]|* =0 iotuda A = Ny = Talz ;
definisimo Px = P,x = Mpa i neka je Qx =z — Pzx. Kako je Qx =z — Px
ortogonalno na a, na osnovu Pitagorine teoreme,

21 = (1Pl + [|Q*.

Otuda je
1) |[Pz]| < [l

Vezba 3.5. (geometrijski dokaz Schwarz-ove nejednakosti)
(a) Proveriti da
|(z, y)|

lyll
(b) Proveriti da iz (1) i (a) sledi Schwarz -ova nejednakost.

1P| = [| Pyl =

71z (1)i(a), sledi (. y) <|Jz|| i otuda Schwarz -ova nejednakost: |(x,y)| <

Iyl
[[[llyl]-

Skicirajmo,sada, dokaz Teoreme 3.2.
Skica dokaza Teoreme 3.2

> Za svako x € H, skup 4+ M ={z+y:y € M} je zatvoren i konveksan;
definis$imo 2z = Qz kao element najmanje norme u z + M. Neka je Pz = Pyz i
h=z—Pz Kako h=z—Piz=(x—Px—P,z) € x+ M, s obzirom na definiciju
z, |zl < ||k|| i Pitagor-inu teoremu ||z||* = || Pyz||* + [|h]|?, sledi P,z =0. ¢
Primer 3.3. Neka je M zatvoren potprostor Hilbert-ovog prostora  H. Tada je
M+ potprostor i M = ML

7?7 Up. Neka z € ML Na osnovu, Teoreme o Projekciji, z = Pz + Qx, gde
Prc MiQxe M*. Otuda < z,Qx >= 0 i stoga < Qz,Qz >= 0, tj. Qz = 0.
Dakle x € M.
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Ako je H = L?(0,1) i M = P skup polinoma. Tada je P gust u H = L?(0,1).
Dali je P = {0} ?

3.2.2. Linearna funkcionela na Hilbertovom prostoru. * Linearna funkcionela
je linearni operator sa vrednostima u R ili C.

Linearna funkcionela A definisana na normiranom vektorskom prostoru V je
ograni¢ena ako postoji nenegativna konstanta M tako da je |A(z)| < M||z|| za
svako z € V.

Dokazati da je linearna funkcionela ogranicena na v.p. V ako i samo ako je
neprekidna V.

Vezba 3.6. Dokazati da je svaka linearna funkcionela na kona¢no dimenzionom
normiranom vektorskom prostoru ogranicena.

Primer 3.4. Vektorski prostor Cy[—1, 1] neprekidnih funkcijana [—1,1] sa skalarnim
proizvodom

1
(f.9) = /jadt

jeste prostor sa skalarnim proizvodom (ili unitarni prostor); ali nije Hilbert-ov pros-
tor.
Linearna funkcionela A definisana na Cy[—1,1], sa A(f) = f(0), nije ogranicena.

Vezba 3.7. Opisati linearne funkcionele na R3.

Neka je A linearna funkcionela na R?® i a;, = A(ex). Tada je A(z) = aj21 +
asxs + azxz i otuda A(x) = (x,n), gde je n = (a1, as,as). Definisimo ravan M =
{z : a1x1 + asxs + asxs = 0}; tada je n ortogonalno na M. Ovo razmatranje daje
motivaciju za dokaz sledeée teoreme.

Teorema 3.3 (Reprezentacija linearne funkc. na Hilbert-ovom prost). Ako je A
ogranicena linearna funkcionela na Hilbert-ovom prostoru H, tada postoji jedin-
stven y € H tako da

(1) Az = (z,y) (z € H).

> Ako je Az =0 za sve x, stavimo y = 0.
Neka je M = {z : Az = 0}.
Na osnovu linearnosti A, sledi M je potprostor, a koristeé¢i neprekidnost A
pokazuje se da je M zatvoren.
Otuda, na osnovu Posledice 1, postoji zp € M+, |z = 1.
Za x € H odredimo «a =, takoda (x— azy) € M; A(x—azy) =0
Az = alzy; a= A\—ZJ
Otuda, kako je zo L M, dobija se (x — azo, 20) =0, tj. (z,20) = @ = .
Kako je Az = alzy = Az (z, 29), sledi da (1) vazi za y = Az zp.
Jedinost se jednostavno dokazuje.

3.2.3. Ekstremalno svojstvo i Beselova nejednakost. Skup vektora e naziva
se ortonormiran ako je (e;,e;) = d; ;.

Definisimo Fourier koeficijent vektora z sa &p = (z,e).

Podvucimo da pretpostavka:
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Neka je skup vektora eq,es, ...,e, ortonormiran u H
u opstem slucaju ne znaci da je skup vektora eq, e, ..., e, kompletan u H.

Lema 3.2. Neka je skup vektora ey, es,...,e, ortonormiran v H, x € H i
Te =Y 1 &xexr. Tada je

a) vektor h = x — x, ortogonalan na ravni vektora ey, eg, ..., €y.

b) el < [l=|-

7?7 b) je Beselova nejednakost i ima geometrijsku interpretaciju ”duzina katete
nije veéa od duzine hipotenuze”.

< Dovoljno je dokazati da je (h,e;) = 0 za proizvoljni vektor e; datog sis-
tema. Na osnovu definicije skalarnog proizvoda, sledi (h,e;) = (2 — z¢,€;) =
(z,€j) = (we,€5) = &5 — (Tes€5) 1 (Te,€5) = o4y @ (ene5) = &5 1 otuda
(h,ej) = 0. Kako je h = x —z. ortogonalan na x., na osnovu Pitagorine teoreme,
sledi [|2]|* = [lz — 2e[|? + [|ze]|* iotuda |z < |=].

Lema 3.3. (ekstremalno svojstvo)
Neka je skup vektora eq,es,...,e, ortonormiran v H. Za proizvoljan vektor
y=> 7 ayey, tada je

(3.4) lz = drer] < llz—yll.
1

Dakle, ako je M podprostor razapet nad vektorima ey, es, ..., e,, nejednakost
(3.4) vazi za svako y € M.
< Kakoje z—y=(x.—y)+h, gde je h ortogonalan na vektor =z, — y, koji
pripada ravni vektora ey, es,...,e,, na osnovu Pitagorine teoreme,

lz = ylI* = llze = yl” + 1R1* = lze = ylI* + [l — @e|® > [|lz — ze]|*.
O

Lema 3.4. a) ako su vektori x1,xa,...,x, uzajamno ortogonalni i x = x1 +
To + ... + x,, tada je

l? = llzall? + lz2ll® + ... + lzal®.
b)ako je sistem vektora e, es,...,e, ortonormiran i x =Y | ayey, tada je
2]* = fe]? + Jazf* + oo + | >

¢) ako je sistem vektora ey, ea, ..., e, ortonormiran, tada je

n n
lz =Y @nenl® = lll* = > ]
1 1
< Prvo tvrdjenje uopstava Pitagor -inu teoremu i sledi iz V 3.

Drugo tvrdjenje sledi iz Vezbe 3.3, ili iz prvog jer je ||ak ex||®> = (ak e, arex) =
oy ag(eg, e) = |ou|?

Kao u dokazu Leme 2 dobija se [|z]|? = ||z — z¢|* + ||z.]|>. Otuda, kako je, na
osnovu b) (drugo tvrdjenje), ||z.[> = Y7 |2x|?, sledi c).
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Iz ¢) sledi Besel-ova nejednakost.

Besel-ova nejednakost
Neka je skup vektora eq,es, ...,e, ortonormiran u H. Tada, za svaki x € H,

n
(3.5) Dol < .
1

Neka je e, €3, ..., €y, ...- konacan ili prebrojiv ortonormiran sistem u H. Tada,
za svaki x € H,

(o9}
> laf* <l
1

Ova nejednakost se dobija na osnovu 3.5 kada n — oo.
Vezba 3.8. Izvesti formulu za rastojanje tacke od ravni u euklidskom prostoru E™.

> Neka je data tacka Xo; i neka je jednacina hiper-ravni L datasa (X, ng) = s,
gde je mng jedinéni vektor normale. Odrediti presek prave X = Xy +tng,t € R
saravni L : (X,ng) = (Xo,n0) +t(ng,no) =s. Otuda je t =1ty =s— (Xo,n0).
Dakle, rastojanje tacke Xo od ravni L je: |to| = |s — (X0, no)]|-
alt Tacka sng pripada ravni L. A = (X, np) je projekcija vektora Xy na vek-
tor mng. Dakle, rastojanje tacke Xy od ravni L je: d = |sng — (Xo,n0)no| =
(s = A) no| = [tol.

Vezba 3.9. Neka data tacka A i glatka povrs S u R.

a) Ako postoji tacka B na povrsi S najbliza tacki A. Dokazati da je AB
ortogonalna na S.

b) Ako je povrs S kompaktna, dokazati da postoji tacka B na povrs S najbliza
tacki A.

U praksi ¢esto se pojavljuju ortogonalni sistemi, koji nisu ortonormirani, ¢y, ¢s, ..., £,,.

Brojevi ((éi’zél)) nazivaju se Fourier koeficijenti vektora x u odnosu na sistem

O, lgy by

Primer 3.5. U Ry([-7,7], C) razmotriti sistem {e'**; k€ Z}
Fourier koeficijenti funkcije f u odnosu na {e*®} izrazava se formulom

1 i ;
= — f(z)et*® da.

T or o

Iz Besel -ove nejednakosti, dobija se

n 1 T
dlel < o | I (w) da.

—T
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3.3. Kompletni sistemi.

Lema 3.5. Lema 5 (o neprekidnosti skalarnog proizvoda)
a) (x,y) — < x,y > (preslikavanje koje uredjen par (x,y) preslikava u skalarni
proizvod < x,y >) je neprekidno
b) ako je x = > " xy, to je <z, y >=>7 < zp,y >
¢) ako je ey, ea,...- ortonormiran sistem u H i x =" aker, y=>3 7y e,
toje <x,y>=> 1" aFyk

> a) Kako je <z,y>— < xp,y0 >=< 2 — 2,y > + < Zg,y — Yo >, Na 0SNovu
Schwarz-ove nejednakosti, sledi

| <@y >— <wo,y0 > | <z —zolllyll + llzoll ¥ — voll-

alternativni postupak: a) sledi iz Schwarz-ove nejednakost

[(z = z0,y —wo)| < llz = zoll ly —oll-

b) Kako je <z,y>= Y7 <xp,y>+ <> o gy >, a suma y o xp — 0
kada n — oo, iz a) sledi b).
¢) sledi uzastopnom primenom b) s obzirom na < z,y >= <y, >. (]
Kompletni sistemi
Skup vektora {z,} je kompletan u odnosu na skup E C H ako se svaki vektor
x € E moze proizvoljno dobro aproksimirati konatnom linearnom kombinacijom
elemenata datog sistema.

Primer 3.6. Akoje H = E®, aej, e e3-bazau E3 tojesistem {e1, e, e3}
kompletan u H, a sistem {ej,es} nije kompletan u H.

Na osnovu Vagjerstras -ove teoreme 1, sledi
Primer 3.7. Niz funkcija 1,2,22,... je kompletan u Csla, b].

Primer 3.8. Neka je T,,(z) = Y| (axcoskz + bysinkz)

a) |1 —-T,| > V2=

b) sistem {coskx, sinkz; k € N} nije kompletan u Ro([—m, 7], C)

Teorema 3.4 (kompletnost ortonormiranog sistema). Neka je ey, ea, ..., ey, ...- konacan
ili prebrojiv ortonormiran sistem u H. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni :

a) sistem {er} je kompletan u odnosu na skup E

b) za svako x € E wvaZi razlagange (Fourier red )

o0
Tr = E ikek
1

¢) za svako x € E wvazi Parsevalova formula

(oo}

2] = |2 f?

1

> a) =b)
Akovazia)zadato x € E 1 >0 postoji y=> 1 ape; takodaje ||[z—y| <e,
gde su e, €3, ...,e, ortonormirani vektori u E. Na osnovu ekstremalnog svojstva
Fourier-ovih  koeficijenata (Lema 3),

n
lz =Y dnell < le =yl <e,
1
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Sto znaci da red Zcfo Ty e konvergira i ima sumu .
b) = ¢)

Sledi iz Leme 5 c).

¢) = a)

Kako je,

n n
lz = @nenl® = lll® = Y 1&l* — 0,
1 1

kada n — o0, iz c) sledi a).
Podvucimo da se, u Teoremi 3.4, ne pretpostavlja da je H Hilbert-ov prostor.

Sistem linearno nezavisnih vektora 1, zs, ..., Zy,... linearnog normiranog prostora
X naziva se bazis prostora X ako se svaki vektor x € X moze predstaviti u

obliku z = Y7 ay zy, gde su oy - koeficijenti iz polja skalara prostora X.

Primer 6. a) Cz[a,b] nije kompletan

b) Niz funkcija 1,z,22,... je kompletan u Cs[a,b] (videti Primer 4) ali nije
njegov bazis.
c) Sistem 1,z,2z2,... nije ortogonalan i ne vazi razlaganje iz Teoreme 4 b).

Lema 3.6 (Lema o projekcija na prebrojiv ortonormiran sistem ). Neka je eq, ea, ..., €p, ...
konacan ili prebrojiv ortonormiran sistem u  Hilbert-ovom prostoru H. Tada

a) Za svako x € H, red Furi vektora z ~ Y " T ex konvergira ka nekom vektoru
T =Pre H

b) Za svako x € H x = x.+ h, gde je h ortogonalan na linearni omotac
vektora sistema.

<a) Zared Furi x~ ) & ey ispunjeni su uslovi Kogi-jevog kriterijuma :

Kako je
n n
1Y drenl® =l
m m

a na osnovu Besel-ove nejednakosti, red

oo
2] = | f?
1

konvergira. Otuda, s obzirom da je H kompletan, sledi da red Y [° & ey
konvergira.

Na osnovu osobina skalarnog proizvoda ( Lema 3.5 b)), za proizvoljni vektor ey
datog sistema dobija se (h,e) = (z,er) — (Te, ) = T, — & = 0. O
Iz dokaza dela a) Leme 3.6, sledi :

Posledica 3.2. Neka je ej,ea,..., ey, ...- konacan ili prebrojiv ortonormiran sistem
u H.
Za svako z € H, niz parcijalnih suma Y | Zpex je Kosi-jev niz .

Teorema 3.5 (Projekcija prebrojiv ortonormiran sistem). Neka je e, ea, ..., €q, ...
konacan ili prebrojiv ortonormiran sistem u Hilbert-ovom prostoru  H i M =L,
gde je L({er}) potprostor razapet nad ey, es,...,en,.... Tada, za svako x € H,
a) red Furi wvektora x ~ z;’o Ty er konvergira ka nekom vektoru x. = Px € M

b) x=uwmz.+h, gdeje h ortogonalan na M = L i specijalno na linearni omotac
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vektora sistema.
¢) vektor x.= Px = Zcfo T er je nagblizi vektor uw M, vektoru x.

<da) Kako s, =Y. &#rep € L i s,, na osnovu Leme 6 a), konvergira ka
nekom elementu z., sledi da z. € M.
b) Neka y € M; jasno je da postoji niz y,, € L tako da y, — y.
Kako je h_ly,, anaosnovu Leme 5 (h,y,) — (h,y), sledi (h,y) =0, tj. h LM.
¢) Neka je ponovo y € M proizvoljan vektor. Kako je ¢ — 2z, = (z —y) + (y — x¢)
i, s obzirom na b, (x —x.)L(y — z.), na osnovu Pitagorine teoreme,

(1) & — x|l < llz —yll.

Posledica 3.3 (najmanja norma-prebojiv sistem ). Neka su ispunjeni uslovi Posledice
3.21ineka je M, = M+ x. Tada u M, postoji vektor h = Qxr = = — Px
najmanje norme.

< Kako je M potprostor, iz nejednakosti (1), sledi ||z — z.|]| < ||z +y| za
svako y € M.
Teorema 5 i Posledica 2 su dovoljna zamena za Teoreme 1 i 2.

Primer 3.9. [Ry nije kompletan; £, je kompletan.] Proveriti
a) vektorski prostor Csa, b] neprekidnih funkcija na [a,b] sa skalarnim proizvodom

b
(f.9) :/ gt

nije Hilbert-ov prostor.

b) Cs[a, b] nije zatvoren potprostor u Ra[a, b].

¢) vektorski prostor Cla,b] neprekidnih funkcija na [a,b] je kompletan u odnosu
na max normu.

d) Rsla,b] nije kompletan.

e) Lsfa,b] je kompletan.

> a)Primer : fu(2) = -1,z —1 <2< -1 f(z)=nz,2a -2 <z<ii
fulz) =1, za% < <1; pokazuje da Csla,b] nije Hilbert-ov prostor.
d) Nekaje 0<s< % ineka je Gy = (% -3 % +3) interval duzine s, tj. srednji
deo segmenta I=1[0,1] 1 F; =[0,1]\G;1. Skup F; sastojise od dva segmenta;iz
svakog od njih odstranimo srednji deo duzine s% i tako dobijeni skup oznac¢imo
sa Fj. Itd. u n-tom koraku odstranimo 2"~! intervala duzine 33,%1 i neka je
G, skup tacaka odstranjenih posle prvih n koraka i F,, skup preostalih tacaka,
tj. Fn=1[0,1]\ G,. Skup K =K, = ;° F) naziva se Kantor-ov skup . Kako je
duzina odstranjenih intervala jednaka

s—i—s% —|—334—2 +- 4 S(g)”—l—'”:i’)s

i 0<s< %, to Kantor-ov skup K =K, ima pozitivne mere 1 —3s > 0. Neka
je fn karakteristicna funkcija skupa F),; niz f, je Kogi-jev niz u Rala,b.
Pretpostavimo da f,, konvergira nekom f € R3[0,1]. Tada je f s.s. jednako
karakteristicnoj funkciji skupa K iotuda f je prekidna s.s. na K; tako da, na
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osnovu Lebeg-ovog kriterijuma , sledi f ¢ R2[0,1]. Dakle , Ro[a,b] nije kompletan.
¢

Primer 3.10. U Cy[—7, 7] i Ro([—, 7], C) razmotritisistem {ey(z)=e'**; k€
7).

Ako feRy\Cy tadau Cy ne postoji najbliza funkcija funkeiji f.
Napomena Ovaj primer pokazuje da je pretpostavka da je prostor Hilbert -ov bitna
u Lemi 3.6 i Teoremi 3.5 ?77?7; ako je f € Ra([—m,7|) prekidna funkcija, tada
ved Furi vektora f ~ 37° fr e, konvergira u Ry([—, 7)), ali ne konvergira u
Col—m, 7.

Propozicija 3.1. Neka je {1} sistem linearno nezavisnih vektora u H.

Da bi sistem {z;} bio kompletan u H

a) neophodno je, da u H ne postoji razli¢it od nule vektor h ortogonalan na
svim vektorima sistema {xy}

b)u slucaju da je H Hilbertov prostor , dovoljno je, da u H ne postoji razli¢it
od nule vektor h ortogonalan na svim vektorima sistema {xj}

< a) Ako je vektor h # 0 ortogonalan na vektorima sistema {xy}, tada je za
proizvoljnu linearnu kombinaciju y = >} ax 2k, na osnovu Pitagorine teoreme,

1h = ylI* = 1RI* + llyl* > [IA]* >0

i, znaci, vektoru h ne moze se pribliziti vise od veli¢ine ||h|| > 0 linearnom
kombinacijom vektora sistema.

b) ortogonalizacijom sistema {x;} dobija se ortonormiran sistem {ey}

Neka je x € H. S obzirom na b) Lema 7, razvijajuéi vektor x u Furi red po
sistemu {ey}, dobijase v = x.+h gdeje == (" Ipex,avektor h ortogonalan
na L{ex}. Iz L{er} = L{xx}, sledi h =0.

Vezba 3.10. Da li b) Propozicija 3.1 vazi za pred-Hilbert-ove prostore ?

> Svaki pred-Hilbert-ov prostor se moze ” kompletirati”. Npr. ” kompleti-
ranjem 7 prostora Czla,b], Rala,b] dobija se La[a,b].{

4. TRIGONOMETRIJSKI REDOVI I INTEGRAL FURI*

4.1. Trigonometrijski redovi. U ovoj pod-sekciji razmatramo prirodna prosirenja
rezultata sa R na C.

U realnoj analizi razmatraju se Fourier-ovi koeficijenti u odnosu na trigonometri-
jski sistem . Analogno, mozemo definisati Fourier-ove koeficijente u odnosu na
sistem {ex(z) = e* }.

Fourier-ovi koeficijenti funkcije f € R([—m,n]) u odnosu na sistem {e(x) =
e'kt. k € 7} izrazavaju se formulom

(1) o= fr=(f.er) = % :r Fl@) e i+ da,

Fourier-ov red funkcije f je

(2) S Fk) e,
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i njegove parcijalne sume su
n
(3) Su(z) = f(k)e'* (n=0,1,2,..).
—n
Definisimo Dirihle-ovo jezgro, preciznije, n -to Dirihle-ovo jezgro D, :

n

sin(n + 3)t

Dn t) = ikt —
®) ; ¢ sin%t
Jednostavno se proverava (u kursevima analize) da je
1 ™
Sh = — t) Dy (x —t)dt.
@=5- [ JOD.—1

Ponovimo da sa T oznacavamo jeini¢nu kruznicu T = {z € C: |z| = 1}.
Ako je F' funkcija definisana na T 1 f definisana na R sa

(4) f(t) =F(e'),

tada je f periodiéna funkcija sa periodom 2 7. Ovo znaci da je f(t) = f(t+2m).
Suprotno, ako je f periodi¢na funkcija sa periodom 2w, tada postoji F' tako
da vazi (4). Dakle, mozemo identifikovati funkcije na T sa 27 -periodiénim
funkcijama na R; i, ponekad,da uprostimo notaciju, pisemo f(t) umesto f(e'?),
cak ako je f definisana na T.

LP(T) je klasa kompleksnih, Lebeg merljivih, 27 - periodi¢nih funkcija na R

=15 [ 1@l an.

—Tr

Umesto LP(T), ponekad, pisemo i kratko LP.
Ponovimo, za f € LY(T), Fourier-ovi koeficijenti funkcije f u odnosu na
{et*® k € Z} definisu se formulama

. 1 [ .
(1) cw=f =5 [ fee s (ke z)
Iz Besel -ove nejednakosti dobija se : ako f € L*(T) , tada

Slal < 5= [ 17P@dr.

—T
Trigonometrijski polinom je konaCna suma oblika

T.(z) =ap + Z(akcoskx + bysinkx).
1

Na osnovu Ojler-ove formule, moze se pokazati da je
n
T, (z) = Z cp et
—n

Definigimo
er(t) = et
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Skalarni proizvod u L?(T) se definige sa :

1 g —
= — t) g(t) dt.
(r9)=5- [ 030
Proveritida {ey; k € Z} ortonormiran skup u L?(T); obiéno se naziva trigonometri-
jski sistem .
Kompletnost trigonometrijskog sistemai*
Skup A je gust (svuda gust) u B ako je B C A.

Teorema 4.1. Jednostavne funkcije (respektivno neprekidne) na T su guste u
LP, 1 <p<oo.

UpuTsTvO: Videti Teoremu 2.20. Pretpostavimo da je f > 0. Postoji niz {s,}
kao u Bepo-Levi-jevom stavu (aproksimacija jednostavnim funkcijama). Kako je
0<s, < fiotuda |f—s,|P < |f|’, na osnovu teoreme o dominantnoj kon-
vergenciji, sledi || f — spllp, — 0 kada n — oco. *Pokazati da se merljivi skupovi
aproksimiraju elementarnim i otuda da se jednostavne funkcije aproksimiraju (u
LP-metrici, 1 < p < 00) jednostavnim funkcijama definisanim pomoé¢u intervala. U
realnoj analizi pokazuje se da se jednostavne funkcije definisane pomocu intervala
dobro aproksimiraju neprekidnim funkcijama. Opsti slucaj (f kompleksna) sledi iz
ovog.

Da li teorema vazi za L™ ? ne

Primer 4.1. Primer oblasti nemerjive u Zordanovom smislu. Neka je, 0 < & < 1 /2,
T, k > 1 niz racionalnih brojeva iz (0, 1) i

Jp = (rg —e27F 1 rp + 2751y n(0,1), Ry = Ji x (0,1), Ry = (0,1) x (0,¢) i
Q=U2 Ry.

Proveriti da je

Yl <X e =¢

i otuda m(Q2) < ¢,

Q=1%00=1*\Q

i otuda 90 ima pozitivnu Lebegovu meru.

7?7 Neka je J = U2, Ji. Proveriti da se karakt funkcija K ; ne moze aproksimirati
u L sa jednostavnim interval funkcijama.

Teorema 4.2. Sistem 4
{ex(t) = ¥ ke 7}
je kompletan v LP, 1 <p < co.

> S obzirom na drugi Vajerstras-ov stav (videti [Ka-Ad ], Teorema 8.3.1), trigonometri-
jski polinomi su gusti u C(T). Otuda teorema sledi iz Teoreme 4.1.
? Ponovimo, za f € LY(T), Fourier-ovi koeficijenti funkcije f u odnosu na
{et*®} izrazavaju se formulama

1) flb) = 5= / f@)e i de (k€ Z).

Dakle, svakom f € LY(T) pridruzuje se funkcija fnaZ.
Fourier-ov red funkcije f je

(2) S Fk) e,



70 M. MATELJEVIC
i njegove parcijalne sume su
(3) Su(x) = f(k)e'*™ (n=0,1,2,..).

Kako L*(T) C LY(T), (1) je definisano za svako f € L(T).
Na osnovu Parseval-ove formule,

(@) (19)= 5= [ 105@a = 3 iw)30

za svako f,g € L*(T); red na desnoj strani formule (4) konvergira apsolutno; i
ako je S, definisano kao u (3), tada

(5) lim |[f — Syll2 = 0

n—00

jer, na osnovu specijalnog slu¢aja formule (4), nalazimo

(6) IF = Sull3 =D 1/l

|k|>n

Podvucimo da, na osnovu formule (5), sledi : svako f € L*(T) je L?-granica par-
cijalnih suma svog Furi reda; tj. Furi red funkcije f konvergira u L? -smislu.
Konvergencija tacka po tacka je tezi problem (v. [Ru], [Zo]).
Primer 9. Akoje A C[0,2n] i A merljiv, tada fA cosnrdr tezi nuli kada n
tezi oo.
Lema Rimana*. Neka je f :]a,b]— R apsolutno integrabilna (bar u nesvo-
jstvenom smislu ) i I(A) = fab f(z)et*®de, A € R. Tada I(A\) tezi nuli kada
A tezi oo, A € R.
Upustvo*. Pomoéu parcijalne integracije dokazati lemu ako je f glatka funkcija. In-
tegrabilne funkcije aproksimirati neprekidnim, a neprekidne polinomima. Za kom-
pletan dokaz v. Zoric [Zo].
Ako je poznato da f € Ra([—m,7]) tada, na osnovu Beselove-ove nejednakosti,
sledi i
flx)e'"*dx —0

—Tr
kada mn — oo, n € Z. Ova diskretna varijanta Leme Rimana je u osnovi
pocetnih ispitivanja klasiénih Furi-jeovi redova.

Vezba 4.1. Da li Lema Rimana vazi ako f € L'(a,b) ?

Teorema Fejera *

Ponovimo parcijalna suma Furi-jeovog reda funkcije f sa Furi-jevim koeficijen-
tima ci definiSe se sa :

Sp(x) = z”: cp €77

Razmotrimo niz aritmetickih sredina parcijalnih suma

_ So(x) + ... + Sp(x)
on(x) = 1 .
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Proveriti
Do(t) + ... + Dp(t)  sin*(n+ )t
fn(t) = = —o1
n+1 (n 4+ 1)sin?5t

o) = % /_ﬂ Flo— 1) Fat) dt.

Funkcije F, nazivaju se Fejer -ovo jezgro. Otuda se dobija

Teorema 4.3. (Teorema Fejera). Ako je f € C(R,C) - 27 - periodicna
funkcija, tada o, (x) ravnomerno konvergira ka  f.

Za dokaz Fejer -ove teoreme videti Zoric [Zo].
Posledica Fejer-ove teoreme je Vajerstrasova teorema (o aproksimaciji trigonometri-
jskim polinomima)
Interesantano je da se Vajerstras-ova teorema moze dokazati, pomocu resenja Dirihle-
ovog zadataka na krugu (videti dodatnu sekciju koja sledi).

4.2. Integral Furi*. Funkcija
1 > —tAx
F)=FIAW =vp 5= [ f@e P edn (eR)

naziva se Furi-jeva transformacija funkcije f:R — C.
Pogodno je uvesti oznaku

oo

(4.1) é(z) = Flc)(z) = v.p. / c(t) et dt

Integral Furi se c}eﬁniée na sledeéi nacin :
Ako je ¢(t) = f(t) - Furi-jeva transformacija funkcije f : R — C. Integral
dodeljen funkciji f

oo

f(@) ~é(x) = vp. / c(t) et dt,

naziva se Furi-jeov integral funkcije f.
Co(R) je potklasa klase C(R) za koju f(z) — 0 kada |z| — oo.
Ako za neko € > 0 apsolutno konvrgiraju integrali

[Aemn ot ,, [ et

U,

kazemo da f zadovoljava Dinijev uslov u tacki x.

Teorema 4.4. (Inverzna Teorema, o predstavljanju funkcije integralom
Furi)
a) Ako fe L' i felL',iakoje

£ = Flfiw) = [ T )Tt dm(t) (@ € R),

tada fo€Co i fo=f s.s.

b) Neka je f:R — C lokalno deo po deo neprekidna i apsolutno integrabilna na
R. Ako f zadovoljava Dini -jev uslov u tacki x tada integral Furi konvergira
u toj tacki ka vrednosti $[f(z_) + f(z4)].
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Za dokaz dela a) ove teoreme videti npr. Rudin [Rul; a za dokaz dela b)
Zoric [Zo].
Dakle, deo a) Teoerme o inverziji tvrdi: ako f € L' i f € L, tada
(4.2) FIFIfl = FIFIf = [ s

Imajuéi u vidu ovu vezu, transformacija definisana sa (4.1) se ¢esto naziva inverzna
transformacija Furi i umesto F pise se F~!, a jednakost (4.2) formula o predstavl-
janju funkcije integralom Furi.

Posledica 4.1. Neka je f : R — C neprekidna, u svakoj tacki x € R ima
levi idesni izvod i apsolutno integrabilna na R. Tada je f predstavljiva svojim
integralom Furi na R.

Vezba 4.2. Akoje f_(z) = f(—x) tadaje F[f_] = (f)_.

Vezba 4.3. Neka je f(z) =e " zaxz>01 f(x)=0 zaxz <0; tada je
A 1 1
1) = 21 a+it’

Vezba 4.4. a) Nekaje f kaou Vezbi 4.3 i ¢(x) = e I*l = f(z)+ f(—2). Tada
je

1 a
Flol(t) = ———.
[l =~
b) Neka je t(x) = f(x) — f(—z) neparno prosirenje funkcije f, 2 > 0, na R. Na
osnovu teoreme o predstavljanju funkcije integralom Furi (Teorema 20), dokazati
da je

1 0o iwt e  akox >0,
f(x)zQ—/ 'tdt: T akox = 0,
T oo @t 0, akox <0,
1 [ aei®t

—eolzl = = dt

o =el =2 [ L
i [ peint e %  akox >0,
w(x) = ; / mdt = 0, akox = 0,

—00

—e®®, akox < 0.
gde je f(0)=1i 4(0)=0.
¢) Proveriti dobijene rezultate pomoéu teoreme o sumi reziduma .

Vezba 4.5. Izdvajajuci u dva poslednja integrala realni i imaginarni deo, izracunati
Laplas-ove integrale

* cosxt T
L = dt = — e—all
(@) /0 a? + t2 2a°

* tsinxt i
Ly(x) = L dt = = sgnze 2l
2( ) A a2 + 2 2 g
Vezba 4.6. a) Razviti cosax u Furi red.
b) Zamenjujuéi x =7 u dobijenom razvoju, otuda izvesti :
1 2ax~ 1
ctgrog — — = —

e T S a?2—n2’

i
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za |z| < 1.

Vezba 4.7. Dokazati da je

2z

1
Ct z = — —_—_—
metgrE =S4 e

za z ¢ 7.
Vezba 4.8. Dokazati da je

sinmz = 7rzH(1 — ﬁ)
1
i da proizvod uniformno konvergira na kompaktnim podskupovima C.

Za Vezbe 4.7- 4.8 v. npr. Conway [Col.

O primenama Furi i Laplas-ove transformacije na resavanje parcijalnih jednacina
(v. npr. Sabat - Lavrentijev [Sa-La])

5. Primena apstraktne mere u verovatnoéi*

U ovoj sekciji samo skiciramo osnovne pojmove i dokaze osnovnih tvrdjenja
teorije verovatnoce (za detalje v. Kolmogorov, Fomin [Ko-Fo|; Ivkovi¢, Uvod u
teoriju verovatnoée, Beograd ?77).

Ponovimo definiciju Apstraktne mere i verovatnoce.

5.1. Osnovna svojstva.

Definicija 5.1. Neka je X proizvoljan skup i 91 o-algebra u X.
Par (X, 90%) naziva se merljiv prostor.
Elementi skupa 971 nazivaju se merljivi skupovi.
Nenegativna funkcija skupa p koja je definisana na 9, uzima vrednosti u [0, oo] i
koja je o-aditivna naziva se mera na 9.

Ova definicija mere se razlikuje od Definicije 2.4 XX, u tome §to je ovde defini-
ciono podrucje o-algebra. Dalje ¢emo korititi Definiciju 5.1.

Definicija 5.2. Neka je (X, %) merljiv prostor i neka f preslikava X u R*. Ako
je skup {f < ¢} merljiv za svako realno ¢, kazemo da je f merljiva funkcija na X.

Definicija 5.3. (X,90, u) naziva se prostor sa merom.

Zamenjudi Lebeg-ovu meru m merom p uvesti odgovarajuce definicije i dokazati
odgovarajuce stavove.
Ako je (X,9M, u) prostor sa merom i p normalizovana mera, tj. u(X) = 1, trojka
(X, 9, ) naziva se prostor verovatnoca.
U teoriji verovatnoce obi¢no se koriste oznaka (2, §, P)) za prostor verovatnoca.
Ponovimo, ako je P(X) = u(X) = 1 odgovarajuca uredjena trojka (obi¢no se
koriste oznake (€, §, P)) naziva se prostor verovatnoca.
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Napomenimo da je u aksiomatskom zasnivanju teorije verovatnoce osnovni po-
jam koji se ne definiSe pojam elementarnog dogadjaja. Elementarne dogadjaje
oznaCavamo sa w, a skup svih elementarnih dogadjaja sa 2.

Dakle u teoriji verovatnoce obi¢no se koristi oznaka 2 za okvirni prostor (skup el-

ementarnih dogadjaja). U kontekstu kursa kompleksne analize 2 obiéno oznacava
otvorene skupove!
Sluc¢ajna promenljiva £ je merljiva (F-merljiva) finitna (uzima samo konacne vred-
nosti) funkcija koja Q preslikava u realnu pravu R. Odavde sledi da je, na primer,
inverzna slika poluotvorenog intervala [a,b) takodje u §. dalje, s obzirom da je §
o-polje, inverzna slika svakog Borel-ovog skupa je element iz §. 77

Za verovatnoéu P zadatu na skupu dogadjaja £ postoji prosirenje na minimalno
o-prsten koji sadrzi £.

Ako je ¢ slucajna promenljiva definiSe se funkcija raspodele F¢ na realnoj osi sa
Fe¢(xz) = P(§ < ) i mera P¢ na realnoj pravoj sa P¢([x,y)) = Fe(y) — Fe(z).

Ako je £ slucajna promenljiva, tada funkcija raspodele F' = Fy € NBV.

Funkcija F je funkcija raspodele slu¢ajne promenljive £ akko je neopadajuca, neprekidna
sa leve strane i F(—o0) =0, F(+00) = 1.

Sluc¢ajna promenljiva £ je apsulutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna
funkcija ¢ tako da je F(z) = ffoo p(t)dt, z € R; funkcija ¢ naziva se gustina
raspodele F'.

Vezba 5.1. Definisati viSedimenzionu slu¢ajnu promenljivu i funkciju raspodele.

Matematicko ocekivanje definiSemo kao Lebeg-ov integral

Be = /Q £(W)dP(w).
Dokazati
Be = / 2dF ().

Karakteristiéna fukcija f slu¢ajne promenljive £ definiSe se
f(t) = Ee'ts = /e”zdF(z), teR,

gde je F' funkcija raspodele slucajne promenljive &.

Niz funkcija raspodele Fi, Fy, ..., slabo konvergira ka neopadajucoj funkciji F,
onaka F,, —° F ako konvergira u svakoj tacki x neprekidnosti funkcije F' ka F(x).
Ako dodatno F,(£o0) — F(+o0) kazemo Fy, Fy, ..., kompletno konvergira ka neopadajucoj
funkciji F', onaka F,, —* F. U slucaju kompletne konvergencije grani¢na funkcija
je funkcija raspodele.

Niz realnih funkcija {f,,} je uniformno ogranicen na R ako postoji M > 0 tako
da je fi(R) C (=M, M) za svako m.

Dijagonalni postupak: Neka je {f;,} niz uniformno ogranic¢enih funkcija na R i
E = {x1,x,,...} svuda gust skup u R.
Kako je { fm (z)} ogranicen za svako z € R, {f,,} ima podniz { f,, 1 } koji konvergira
uzy ka f(x1). Iz {fm 1} moze se izdvojiti jedan podniz { f,, 2} koji konvergira u z,
ka f(x2). Nastavljajuéi na ovaj nacin dobija se nizovi {fp, 1} koji konvergira u xy,
ka f(zx) takvi da je {fm 1} podniz { fim x—1}. ”Dijagonalni niz” {f,, »} konvergira
u svakoj tacki skupa F.
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Ponovimo za detalje o teoriji verovatnoce videti [Iv].

Teorema 5.1. Svaki skup funkcija raspodele je slabo kompaktan, tj. svaki niz
funkcija raspodele Fy, Fy, ..., sadrZi podniz F,, Fn,,..., koji slabo konvergira ka
neopadajucoj funkciji F.

UpuTsTvO :Neka je D = {x1,22,...} svuda gust skup u R, koristeéi poznati
dijagonalni postupak definisati podniz i grani¢nu funkciju F na D. Kako je F
neopdajuc¢a moze se po neprekidnosti sa leve strane dodefinisati na R; proveriti da
jesvako x € R

F(z —0) <liminf F,,(z) < limsup F,(z) < F(z +0).

Ako je F neprekidna u z, sledi F(z — 0) = F(x + 0) i stoga liminf F,(z) =
lim sup F),(x); otuda lim,, o Fy,(z) = F(z). O

Iz slabe konvergencije niza funkcija raspodele sledi da je grani¢na funkcija samo
neopadjuca.

Primer 5.1.
0 ako < -n

F, = 1/2 ako —-n<z<n
1 ako x>n

F,(z) —*® 1/2 kada n — oo; dakle grani¢na funkcija nije funkcija raspodele.

Teorema 5.2 (Lema Helly-Braya). Neka je g neprekidna na [a,b]. Neka niz
funkcija raspodele Fy, slabo konvergira ka neopadajucoj funkciji F i a,b € C(F).

Tada
b b

lim [ g(x) dF,(x) = / o(x) dF (z).

n—oo
a

karakteristi¢ne funkcije 77

5.2. Vrste konvergencije u teorije verovatnoce. U teoriji verovatnoce razma-
traju se uglavnom cetiri vrste konvergencije sluc¢ajnih promenljivih &, ka slu¢ajnoj
promenljivoj &:

u verovatnodi (oznacavamo &,—"¢),

skoro izvesno (oznacavamo &, —*"%¢),

u srednjem kvadratnom (oznacavamo &, —**¢), i

u zakonu raspodele (oznac¢avamo &,—7¢).

A. Niz sluc¢ajnih promenljivih &, konvergira u verovatnoéi ka slu¢ajnoj promenljivoj
¢ ako za svako € > 0, P{|§, —&| > ¢} — 0, kada n — oo.

B. Niz slu¢ajnih promenljivih &, konvergira skoro izvesno (oznacavamo &, —*¢)
ka slu¢ajnoj promenljivoj £ ako je P{¢, — &, kadn — oo} = 1. Sa gledista teorije
mere skoro izvesna konvergencija ekvivalentna je skoro svuda konvergenciji u odnosu
na P -meru.

C. Niz slu¢ajnih promenljivih £, konvergira u srednjem kvadratnom ka sluc¢ajnoj
promenljivoj &, ako

(5.1) EE? <oo,n=1,2,.., i B|¢&, —€]? — 0, kadan — oo.
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D. Niz slucajnih promenljivih &, konvergira u zakonu raspodele ka slucajnoj
promenljivoj £, ako niz odgovarajuéih funkcija raspodele kompletno konvergira ka
funkciji raspodele za £.

Motivaciju za ovu definiciju daje primer: neka je F,, definisano sa F,,(z) = z"
na [0,1], F(x) =1za x> 11 F,(z) =0 za 2 < 0. Grani¢na funkcija je karakter-
isti¢na funkcija intervala [1, 00| i prekidna je sa leve strane u 1, dakle nije funkcija
raspodele.

1 1
Neka je ¢ = sup|&, — £|, S(n, k) = {e} < E}’ S¢(n, k) = {e} > E} 1A, =
k>n

U, S(n, k).
Proveriti
a. Skup tacaka {w: &, (w) — &(w)} moze se predstaviti u obliku A = NP2, Ay.
b. Ako &,—*" ¢, onda (za fiksirano k) P(S(n,k)) — 1 i P(S(n,k)) — 0, kada n
tezi oco.
Ponoviti
1. Ako &,—%" ¢, onda &,—"€.
UpuTsTVO. Neka je n, = £, — €. Uslov skoro izvesne konvergencije ekvivalentan
je P{sup |ni| = e} — 0.
k>n

Dokaz se moze bazirati i na Teoremi Egorova.
Za dato € > 0, postoji podniz n; tako da &, konvergira ravnomerno na skupu
E =nS(ng, k), idaje P(F)<ed
2. Ako &,—*F ¢, onda &,—"¢.
Dokaz sledi neposredno iz nejednakosti Cebiseva

e P{|77n| > 5} < E‘nn|2

3. Ako &,—"¢, onda &,—7¢.

Za svako t € R, €' ¢ | na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konver-
genciji(Ivkovié, str. 52 ??) Ee'sn — E e,

Neka je ¢, = e — ¢ i A, = {|¢,] > €}. Kako je |¢u] < 1, dobija se
|E el — B <P(A,) +e.

4. Ako &,—*" ¢, onda £, —7¢.

5. Ako &,—%c,c = const skoro svuda, onda &,—"c.

k—1 k

,—). Ako se ove funkcije nu-
n

Neka je XZ karakteristicna funkcija intervala |

merisu x1, x%, X3, ..., onda ovaj niz konvergira po m-meri, ali ne konvergira s.s. na
[0,1).

Dodatak za Analizu 2, Memo neki komentari o kursu Analiza 2; u prilogu je
samo skica

6. DODATAK

6.1. Pitanja. osnovni pojmovi: grani¢na vrednost, neprekidnost, ravnomerna kon-
vergencija redova i nesvojstveni integrala, svojstva n-integrala, parcijalni izvodi,
Stepeni redovi, Limes sume reda, Abel-Dirihleov kriterijum, Navesti primer niza
za koji razmena limesa i integrala daje netacan rezultat.
Diferencijabilnost, Teorema o srednjoj vrednosti, Tejlorova formula za f € C3)(D;R),
D C R? oblast, Lokalni ekstremumi,
Implicitne funkcije sa realnim vrednostima, Tangentna ravan i normala povrsi
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Primena n-integrala, zapremine u R?,

Svodjenje n-integrala na n-trostruki integral

Nesvojstveni integral,

Krivolinijski integral prve i druge vrste,

Povrsinski integral prve i druge vrste,

Nezavisnost integrala od puta,

Formula Stoksa i Gausa-Ostrogradskog, Navesti primer krivoinijskog integrala
druge vrste za koji primena Stoksove teoreme daje netacan rezultat.

Navesti primer dif vektorskog polja v = (P, @, R) u okolini proste glatke zatvorene
povrsi tako da primena Teoreme Gausa-Ostrogradskog daje netacan rezultat.

Funkcionalna svojstva parametarskog integrala, I'(y)

Ojlerovi integrali,

Obic¢na konvergencije trigonmetrijskog Furijeovog reda,

Uslovi ravnomerne konvergencije trigonmetrijskog Furijeovog reda

Promena poretka grani¢nih prelaza*, Teorema o inverznoj funkciji*,Implicitne
funkcije sa vektorskim vrednostima i torema o rangu* , Uslovni ekstremum®, Teo-
rema o smeni promenljivih*, Potpunost trigonometrijskog sistema *, Parsevalova
jednakost*, Navesti primer reda za koji integracija reda ”clan po ¢lan” daje netacan
rezultat™®
Navesti primer za svako pitanje.
Sa * su oznacena teza pitanja.

Neka je A = (1,0), B=(0,1), C = (-1,0) i D = (0, —1).

Proveriti da je otvren kvadrat Q = ABCD jedini¢na lopta u d; metrici u R? i
da je 0Q = {x : |z1| + |z2| = 1} jedini¢na sfera.

Neka je A = (1,-1), B = (1,1), C = (-1,1) i D = (—1,—1). Proveriti da je
otvren kvadrat ABCD jediniéna lopta u ds, metrici u R?.

Propozicija 6.1 (Kantorov stav). Ako X kompletam mp, F,, C X, F; D Fy D
...F, D ... 1 d(F,) — 0, tada postoji jedinstveno a € N F,,.

up neka z,, € F),; kako je z,, KoSijev niz, post a € X td z,, — a. Pretpostavimo
suprotno da postoji Fy td a ¢ F; otuda postoji lopta Bla,r) td Bla,r) N F =71
Bla,r) N F, = ? za n > k; stoga z,, ¢ Bla,r); kontradikcija
Naosnovu Prop dokazati

Propozicija 6.2. Segment I = [ay, b1] X [ag,bs] X ... [an,b,] u R™ je kompaktan.
Skup K je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i ogranicen.

Neka je {Gq : a € A} pokrivaé skupa I otv podskupovima prostora R™.

Pretpostavimo suprotno da se ne moze izdvojiti konac¢an potpokrivac.

Podelimo svaki segment [a;, b;] tatkama %Fb: na dva jednaka dela - skup I = I*
na 2" delova. Prema pret bar jedan od tih delova ne moze se pokriti sa konac¢ano
mnogo skupova G- oznac¢imo taj segment sa I2.

Ponavlj ovaj postupak dobijamo niz segmenata

I'>r-... 1 >...

Prema Kantorovom stavu postoji tacka ¢ koja pripada svim segmen-
tima I*. Kako ¢ € I, to £ € G, za neko a € A; u otv skupu G, post kugla B[¢, )
i za dovoljno veliko k, I* C B[¢,r) C G4; kontradikcija
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R'=R"U {oo}-kompaktifikacija R” jednom tackom
refleksija u odnosu na jedini¢nu sferu

(6.1) vt =Jr=a/|lz]* (JO= o0, Joo=0)

Neka je a € R", S = Sla,r) sfera
refleksija u odnosu na sfery
R(z) = Rs(z) =a+7r*J(r —a) = a+r? 22

|z—al?

Secijalno refleksija u odnosu na sferu S[e, +1,1) C R* 1 :

T — €nt1
f@)=enit |z —ent1l?
Ako tacke x = (21,2, ..., x,) identifikujemo sa tackama & = (z1, 2, ..., Ty, 0),
R™ identifikujemo kao podskup Rt .
Neka je
z— €n+1

s(r) =epy1 + ——5 .
() n-+ |x—en+1|2

iS° = S"(eny1/2,1/2), tada je s : R® — S"(e,41/2,1/2) stereografska projek-
cija; moze se identifikovati sa refleksijom u odnosu na sferu S[e,41,1) C R**1.
Sferno rastjanje izmedju tacaka X,Y € R" je

(X, Y) = [s(X) = s(X)].
Ako je X, Y e R"
g(X,Y) = [s(X) = s(Y)| = |X = Y|(1+ [X]})7V/2(1 4 |V[) 712,

g(X,00) = (1 +|X[*)1/2.
g(X,V) <X —Y]ig(X,V) <1

Neka je f(t) = cost +isint i I = [0,27).
f je 1 — 1 neprekidno na I'i f(I) = T jed kruznica. Inverzno presl je prekidno
na T u tacki (1,0).

Ako su i Q* oblasti u R%2 i f : Q@ — Q* neprekidna bijekcija. Da li je f~!
neprekidno na Q* 7

Up 29 € Q, wo = f(20), Blzo,7] C Q, ¢, poz orij gr Blzp,r] iy = foc,

kako je f 1 — 1 i neprekidno, ro = min{|w — wo| : w € v} > 0; kako je Ind
konstantna fun na R? \ v,
f(Blzo,7)) D Blwo,r0); f je otvoreno pres

lin operator

L :R™ — R™ lin operator

L=(L'Y...,L™)

L(h) = L(hie;) = hiL(e;) = h'alé; = alhie; = L (h)e,
LI(h) = alh’
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ai ... a} ht
(6.2) Lh)y=1| ...
al’ ay h"

Li(h) = alh’
L(h)® = (alh')* <Y (al)*[h]?

Otuda
LW = 3712 < Y (@2 Ihp

Ako je A = [a;;] matrica tipa m x n, def lin operator L = L4 : R” — R™ kao u
(6.2). L(R™) je vec potprostor u R™; negova dim je rang matrice A = [a;;].

Funkcija data sa f(0,0) =0 i

F@9) = @+ 9)sin s 7 (@) £ (0,0)

ima u ok (0,0) parcijalne izvode koji su prekidni u (0,0), ali ipak f je dif u (0,0).

91£(0,0) = 92£(0,0) = 0; f(x,y) = £(0,0) = o(y/2* +3?).

Q C R" je oblast ako je otvoren skup i ako za svake tve tacke u € postoji
poligonalna linija u €2 koja ih spaja.

Ako je A prosta zatvorena poligonalna linija u R?, tada A deli R? na dve kom-
ponente. Sa IntA i ExtA oznacavamo respektivno ogranienu i neograni¢enu kom-
ponentu; ovo je tacno i za prost zatvoren put u R2.

prosto povezane oblasti u R? su krug, polu ravan, IntA

probusen krug i prsten su dvostruko povezane oblasti

vp skup skalara je R ili C

ako je skup skalara C kompleksan vp

Primer 6.1. Neka su a, b i c duzine stranica trogla i x , y i z rastojanja tacke M od

ovih stranica respektivno; X = (z,y,2), Xo = (a,b,c) i d = /22 +y? + 22 = |X]|.
Naci minimum funkcije d.

Uputstvo: Ako je P povrsina trougla i tacka M u trouglu, tada je 2P = ax +
by + cz. Otuda je 2P < |X||Xy|; kako se jednakost dostze u preth nejednakosti,
minimum je 2P/|Xy|.

Napomena: jednakost vazi ako i samo ako je X = sXg, s € R, tj.

2P = s(a® + b% + %), s = 2P/| Xo|%; d = s|Xo| = 2P/| Xo|.

6.2. Diferencijalni rac¢un. Diferencijabilnost, Teorema o srednjoj vrednosti, Tejlorova
formula
f/(z) matrica, df (x) lin operator
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Primer 6.2. Neka je f € C®)(D;R), D C R? oblast, 0111 f, Oo11f, Oao1f i Oazaf
postoje i neprekidni su na D i (a,b) € D. Tada

f(a+uvb+v)_f(aab):ualf(avb)+002f(aab)+

% (u2 011 f(a,b) +2uv 091 f(a,b) + v? 0o f(a, b)) +

é (u36111f(a, b) + 3uvda1y f(a,b) + 3uv?daz1 f(a,b) + v3Dana f(a, b) + 0())

6.3. Implicitne funkcije, povrsi. Povr§ina paralelograma razapetog nad vek-
torima uiv.
Neka su u,v € R". Povr§ina paralelograma razapetog nad vektorima ui v

je P = P(u,v) = [ullv|sing = \/[uPVP — [uP[vcosp = /[uP VP — F?,
gde je p € [0, 7] ugao izmedju uiv,a F =<u,v >.
Da li se moze definisati orijentisan ugao izmedju u i v i orijentisana povrsina par-
alelograma razapetog nad vektorima uiwv ?

Vektorsi proizvod se definise sa

€1 €2 €3
uxv=|u us uz |=Ae; + Bey+ Ces
U1 V2 Ug

Proveriti (direktnim rac¢unom) da je

P =P(u,v) = (EG— F?)'/2 = (42 4+ B? + C?*)1/2,
Povrsi
Neka je D C R? oblast i ¢ : D — R3 glatka 2-dim povr§; tg € D, z9 = ¢(to)
o(t) — d(to) = ¢'(to)(t — to) + o(t — to).
Ako x € T'S,,, tada je vektor x — xg je linearna kombinacija vektora oy ¢(tg) i
O29(tp); otuda je

1 1 2 _ 2 3_ .3
T —xg  xF—xy X — @

h¢1(to) O192(to) O13(to) | =0.
02¢1(to) O2¢2(to) O203(to)
Tangentna ravan je
Azt —2}) + B(2? — 23) + C(23 — 23) = 0,
gde je
~ D(¢2,¢2) B D(¢3, ¢1) C— D(¢1, $2)
D(t1,t3) D(ty1,t3)’ D(tq,t2)
u to.

Vektor N = (A, B,C) je ortogonalan na tangetnu ravan; neka je n = N/|N| =
(Ao, Bo, Co)
3-dim zaremina paralepipeda razapetog nad vektorima 01 ¢(tg), O2¢(t9) i n je

A() BO C()
Vz=| 0191(to) O192(to) 01¢3(to) | = AgA+ BoB + CoC =< N,N/|N| >
0201 (to)  Oagpa(to) 0Oadps(to)

Otuda V3 = |N| = (A2 + B2 +C’2)1/2,
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Kako je jediniéni vektor n ortogonalan na 01 ¢(tg) i 929(to), to je

3-dim zaremina paralepipeda razapetog nad vektorima 01 ¢(to), O2¢(to) i n
jednaka

2-dim zaremina paralepipeda razapetog nad vektorima 01 ¢(to) i O2¢(to).
Neka je E =< 81(25, 81¢ > F =< 31¢,32¢ > 1 G=< 82¢,82¢> > utp.

Proveriti

(EG — FY)Y? = (A% + B? + C*)V/2.

skup 22 — y? = 0 nije 1-dim povrs; skup 22 = z2 + 32 nije 2-dim povrs

Ruza sa cetri lista: x = cos2tcost, y = cos2tsint, t € R
rang=1, nije 1-dim povrs

Cetri cilindra: « = cos2tcost, y = cos2tsint, z = s, (f,s) €R
rang=2, nije 2-dimenziona povrs

fH(z,y) = " cosy, f2(z,y) = esiny i f3(z,y) = e**

f11i f? su linearno nezavisne funkcije i

=+ ()2

Neka je V oblast u R" i F' € C(l)(V;R)

specijalno, u sluéaju R3, jed F(z,y, z) = 0 definise 2-dim povrs u okolini nekriti¢ne

tacke (zo, Y0, 20), koja se pri usovu 9s3F(xo,yo,20) # 0 lokalno izrazava u obliku

z= f(z,y).

jednaéina ravni tangentne na grafik ove funkcije u tack (zg, yo, 20),

0 0
= 0= 51 (oo g0)a = 20) + 5 (a0, 0) (0 o).
Na osnovu formule za parcijalne izvode implicitne funkcije,

g(x ):_M ai(x ) =
o 05 Y0 Fz’(manOaZO)’ By 0> Y0

i otuda jednacina tangentne ravni je

_Fé(ﬂfo,yo,zo)
Fz’(fo,yoa ZO)7

F, (w0, Y0, 20)(x — 20) + F, (0, Y0, 20) (¥ — Yo) + FL(x0, Y0, 20)(z — 20).
Npr. F(z,y,2) = 2%/a® + y? /b + 2%/ c?
F = r je prazan za r < 0; tacka pri r = 0; elipsoid
mz/a2+y2/b2—|—22/02 —r

za r > 0. Ako je (x0,yo, 20) tacka na tom elipsoidu

gradF (xo, 30, 20) = (2x0/a?, 2y0/b%, 220/c?)
ortogonalan na elipsoid u tacki (xo, Yo, 20),
tang ravan u toj tacki ima jed zo(x —x9)/a® +yo(y —yo)/b* + 20(2 — 20) /2 =7,
koja se s obzirom da tacka (zg,yo,20) pripada elipsoidu moze napisati u obliku
xx0/0a% + yyo /b + 220/ = 1.
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Méobiusov list

Neka je R = [0,3/4) x [0, 4],

r=r(p,0) =1+ pcos§

i

(p,0) — ¢(p,0) = ((rcosb, rsinb, psin g))

Za fiksirano 6, neka je 1%(p) = ¢(p,0), p € [0,3/4); putevi
19 su intervali. Opisati "kretanje” intervala 1Y kada 6 T3".
Opisati ¢(R) 1 izracunati povrsinu povrsi ¢(R).

Glatka povs S je lokalno grafik funkcije g
Akojex = (xt,...,2P)iy = (y!,...,y?) pogodno je pisati (x,y) = 2, ..., 2P, ', ... y9).
Za d < n kanonski izomorfizam je i : (z',..., 2%) — (2!,...,29,0,...,0). Slicno

)

kanonski izomorfizam je R™ = R% x R*~4,

Akoje g : U — V, U C R¥, V C RP, def grafik funkcije g, 'y = I'y(U) =

{(u, g(u)) : uw € U}. Glatka povs je lokano grafik neke vekt funkcije.

L

tn

(6.

Skup S C R™ naz se k-dim povrs ako za sv xy € S postoji okolina U homemorfna

I*, tj. homemorfizam

p:I* -UCS.
Ako o € CY(I*,R™), ¢ je restrikcija difemorfizma ¢* nekog kuba I” na I*:
postoji € > 0 i difeomrfizam ¢* : I — R"™ segmenta I := {t € R" : |t!| < ¢, i =

...,n} td je ¢* = pna IFNI".

Up: Pretpostavimo da je det[g‘f;](O) #0,i,5=1,...,k;nekajeu = (z1,..., 2%),

v=(zF . 2", y=(t,v) i F:R"™* - R" defsa F(t,z) = F(u,y) = o(t) — x.

Kako je detFé (ug,yo) # 0, na osnovu toreme o implicitnoj funk sa vekt vrednos-

tima (t,v) = f(u) = (f1(u), f2(u)) u okol tacke (t9,z0) = (0,¢(0)). Preslikavanje
P(u,v) = (f1(u),v — fa(u)) je dif neke n-dim ok xy na n-dim ok 0; skalirati; ¢* je
inverzna funk funkcije 1.

Napomena: ZapiSimo x = ¢(t) u obliku z = (u,v) = (p1(t),p2(t). Na osn

toreme o inverznj funkciji, funkcija u = ¢1(¢) ima lokalno inverznu funkciju ¢ =
f1(u); otuda je v = wa(f1(u)) = g(u); dakle S je lokalno grafik funkcije g.

Dakle za glatke povrsi mozemo Korisisti sl. ekvivalentnu def
Skup S C R™ naz se k-dim glatka povrs ako za sv xy € S postoji Blxo,r) i

difeomorfizam v : Blzg,r) — [" gde je [" = {t e R" : [t!| < 1,i=1,...,n}

td ¥(Bgs(xg)) = I*, gde je

Bs(zo = Blzg,7) NS i I* deo k-dim ravni koji lezi u I™, zadat jed t**!1 =0, ...,
=0.

Stepen glatkosti povrsi S meri se pomocu glatkosti difeomorfizma .

Primer 6.3 (povrs zadata sa p- funkcija). Neka je p > 1, F' p- vektorska funkcija
u nekoj okolini V tacke zg € R”,

feCHOV;R)irangF =pnaV, F(zg) =0, k=n — p.
skup

3) S={zxeV:F(z)=0}

je glatka k-dim povrs.
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Proveriti vektori E¥ = gradF"(zg), v = 1,...,p su linearno nezavisni i ortogo-
nalni na T'S,,; kako je rang vrsta jednak rang kolona matrice F’ (v. npr. Dresevié
str. 203), vektori E¥ = gradF"(x¢), v = 1,...,p su linearno nezavisni akko je
rang F' = p.

Neka je NS, C TR} skup vektora koji su ortogonalni na 7'S;,; dim NSy, je
n—k =piotuda B = gradF¥(xg), v =1,...,p su baza prostora N.S,,.

ako je x € T'S;, i h = © — x, tada postoji gladak put v : (=1,1) — S, td
Y(0) =z i7/(0) =h

kako je F oy =0, dobija se F'(xg)h =0

Kako je rang F' = p, skup resenja jed

(6.4) F'(z0)h =0

je k-dim ravan i otuda jednak sa T'Sg,.
Jed (6.4) se moze napisati u obliku
p-jed

<EY.h>=0,v=1,...,p.

Ako je f C' funkcija definisana u nekoj okolini V tacke zg i ima lokalni ek-
stremum na S u xg, tada je gradf(xzg) € NS,,.

Ako je h € TS,,, tada postoji gladak put v : (—=1,1) — S, td v(0) = =z i
Y(0) = h

kako je ¢ = f o+, ima lok ekst u 0, dob ¢'(0) = f'(z¢)h = 0.

Ako je f C' funkcija definisana u nekoj okolini V tacke zo i ima lokalni ek-
stremum na S u g, i gradf(zg) # 0, tada je T'S,, C TM,,, gde je M ={z € V :
f(x) = f(zo)}.

Teorema 6.1. Neka je S povrs u R™ zadata sa (6.3), xg € S, D okolina xg u R™,
i

feCY(D;R).

Ako f ima uslovni ekstrem na S u xg, tada je

xo stacionarna tacka funkcije L(x,\) = f=A, FY, (2, X) = (z1, .. 2™, A1, ..., ),
za neki izbor A, tj.
gradf(xzo) = Aygrad F” (zo).

f(xvy):ya F(m,y):x?’—y:O

na krivoj S zadatoj jed y = 2 veli¢ina y nema ekstrermum u (0,0), mada ta
kriva tangira nivo povrs f(x,y) = y = 0 u toj tacki; primetimo da je gardf(0,0) =
(0,1) # 0 u toj tacki.

Ovaj primer ilustruje razliku izmedju potrebnog i dovoljnog uslova.

Teorema 6.2. Neka je D okolina tacke xg u R™, xg € S, S glatka povrs u R"™,

f e CP(D;R),

xo stacionarna tacka funkcije L(z,\) = f — A\ F" za neki izbor X, .

Pri uslovu definitnosti forme (6.6), L ima uslovni ekstremum na S i T'S; f ima
uslovni ekstremum na S.

Ako je forma (6.6) pozitivno definitna na TSy, , funk f|s ima strogi lok mimimum
u tacki xo; ako je forma (6.6) negativno definitna na T'Sy,, funk f|s ima strogi lok
minimum u tacki xg .
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Tejlorov razvoj L u okolini z,

(65) La) ~ Llao) = gaus(a* — ab)(a? — ) + oz — o),

gde je a5 = awL(l’o)

Postoji glatko preslikavanje, z = x(t), R¥ > t — 2 € R", koje bijektivno pres-
likava neku okolinu 0 € R* na neku okolinu x na S, o = x(0).

Kako je

z(t) — z(0) = 2’ (0)t + o(Jt]),t — 0,

i 2o stacionarna tacka funkcije L(z, A) = L(z), dobija se

L(@) — L(w0) = Lag; 0a(0) 9ya? (0)t% 19 + o{|t[2), ¢ — 0.

Otuda pri uslovu definitnosti forme

(66) Qjj 8al‘i(0) (9ng (O)Ifa tﬁ = Q4j hi hj7

gdeje bt = 0,2%(0)t* i hJ = 927 (0)t?, funkcija L(z(t)) ima za t = 0 eksteremum;
L ima uslovni ekstremum na S i T'S.

Zamena promenljivih !, ... hP, koje se iz sistema (6.4) linearno izrazavaju preko
promenljivih RPT1 ... A", transformige (6.5) u

L(xg+ h) — L(zo) = L(hPTL, ... h™) + o |h|?).

Sferne kordinate

Za x € R" def X, = (21,...,2,,0,...,0) € R"i X} = (21,...,2,) . Neka je
p=pr =Xkl = (aF +--- 217

induktivno = € R¥,

Tr = p(I>(91, N ,9]@,1),

gde je & = ®p_; k-vektorska funkcija k — 1-promenljivih

r € RMU 2 =23 16001 + Xp

neka je 0y ugao iznedju vektora z i egy1

Tpt1 = peosby, | Xi| = psinby

X} =psin6;®(0y,...,0k-1)

Otuda

@(91, ey Gk_l, Gk) = (sin thi’(el, ‘e ,Qk_1), COS Gk)

Grubo, ako su date sferne kordinate u R¥, onda jednacine za 1, ...,x; mnozimo
sa sin 6y, i dodajemo jednacinu xy41 = p cos O.

J=J,=p" 'sinfy...sinf""2

Neka je A = (21,...,2,0) i 7 = |A] 1 Ca(r) = (sinbi)A + r(cosby)ext1,
0 < 0 < m; primetimo da je A =re, gde je e = A/|A|.
C4 je otvorena polukruznica poluprecnika r.
RE ={(zy,...,24,0) : 2, € R, 1 <v <k}
Ako A, B € R¥ i A # B,polukruznice C4 i Cg nemaju zajednickih tacaka;
29
Uaer:Ca

je RE+1 bez 2y, ose.

k-dim zaremina

Neka su &1, ..., & k-vektora u Euklid prost R¥

i J = (&) matrica kord ovih vekt u odnosu na neku ort bazu
€1y...,€L.
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Da li mozemo def k-dim zaremina paralepipeda A = {dD A\, &, : 0 < A, < 1}
razapetog nad vektorima &y, ..., &k sa

V= V(... &) = det(&))

ova formula je poznata za zaremina paralepipeda u R3.

Pokazimo da def ne zavisi od baze.

Neka je G = JJ*, gde J* transponovana matrica.

Tada je G = (gi;), gde je gij =< &, & >,

detG = det(JJ*) = detJ detJ* = (detJ)? i stoga

(*)V = /det < &, & >

Pokazimo induktivno da je def saglasna sa geometriskim intuicijom.

Neka, je ij = L(fl, “e- 75_]‘)

pret da (*) vazi za k vekt i neka je ef,..., e},

ort baza u Vi i §Z+1 = P&y41 proj vektora na &xy1 na Vi i hy = €1 — §/:+1 i
€1 = hi/| Pl

hix = (0,...,0,|hg|) u odnosu na bazu ey, ... e e, 1 Viyr = [hp|Vi

6.4. n-integral. Neka a,b € R"; segment I,, = {x € R" : q; < 2t < b0 =
1,...,n; mera segmenta I, je mI,p =[] (bi — a;).

Neka je P ={I; :i =1,...,k}, podela intervala I C R", ¢ € I

podela sa ist tackama (P, &)

f:I—-R

integralna suma

k
(6.7) o(f.P.&) = f(E)|L
i=1
ako postoji
6.8 li P.
(6.8) s o (f, Pr¢)
naziva se integr i ozn sa J = [} f(z)dx
Darbu-ove sume
k k
(6.9) s(f,P)=>_m;|Ll, S(f,P)=>_ M|
i=1 i=1

Ako su P’ i P” dve podele segmenta I,

s(f, P)) < 5(f,P7)

donji i gornji Darbu-ov integral J = f[ fdx = supps(f,P),J = TI fdx =
infp S(f, P) B

Ako je f integrabilna tada je J = J = J.

Skup A C R™ ima meru nula ako za svako € > 0, postje intervali Iy, I5,...I;, ...
tdje ACUX L iy 2 I <e.

Skup A C R™ ima meru nula u smislu Jordana ako za svako £ > 0, postji kona¢no
intervala I, I, ... I, td je A C Ulefi i Zle I, <e.
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U odnosu na meru nula u smislu Lebega ovde se pojavljuje zahtev konacnosti
pokrivanja koji suzava Lebegovu klasu skupova mere nula.

Skup racionalnih brojeva ima meru nula u smislu Lebega, ali ne u smislu Jordana!

Lebeg-ova teorema: Ogr realna funk def na segmentu I je integrabilna ako i samo
ako je skup tacaka prekida mere nula.

Skup E C R™ naz se dopustiv ako je ogran i 0F mere nula.

Skup E C R™ naz se merljiv u smislu Jordana ako je ogran i 0F mere nula.

Napomwena: Ako je F ogranicen skup, JF je kompaktatan skup; otuda ako je
FE dopstiv sledi da E je merljiv u smislu Jordana.

Unija i presek kona¢nog broja dopstivih skupova je dopstiv skup; razlika dop-
stivih skupova je dopstiv skup.

Klasa skupova merljiv u smislu Jordana jednaka je klasi dopustivih skupova.

Ako je E dopustiv Kg je nep s.s. na R”™.

fKg oznacava funk jednaku f(z) za x € E i nula izvan E.

Neka je f realna funk def na E

/ fdzx = fKgdx,
E IDE
gde je I proizvoljan interval koji sadrzi E.

Merom Jordana skupa E' C R™ nazivamo vrednost
ako integral postoji.

|E| ::/ ldz
E
[5 je lin funkcional na R(E).
ako f € R(D) i f(x) > s>0zasvae D, tadaje 1/f € R(D).
Ako je f € R(E), to je |f| € R(E) i

\ | @] < [ i1l ae

Ako je E-povezan dopustiv skup i f : E — R neprekidna, onda postoji £ € F,
td

/ f(x)dz = f(€)|E].
E

Izracunavanje zapremine

Neka je D C R? regularna oblast, f : D — R* ( z = f(x,y), z > 0 ) glatka
funkcija i ¥ = {(z,y,2) : (z,y) € D,0 < z < f(x,y)}. Tada je zapremina tela ¥

jednaka
v= [ sy
D

dvojni pomocu dvostrukog, Fubini

Neka je f integrabilna na I = [a,b] X [c,d]
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010) [ strteiy= [ (/ fxydy) [ (/abm,ymx)

(z) = f f(x,y)dy neki broj izmedju donjieg I(x) i gornjeg I(z) Darbuov inte-
gral I(z) = I(x) za skoro svako x € [a, b].

Propozicija 6.3. Neka je I C R", I = I, x I, I, n — 1-dimenzuoni segment, I,
segment i ¥ C I Zordan merljiv. Tada za skoro svako yg € I, skup E,, = {(z,y €
E :y=yo} je Zordan merljiv i

(6.11) \B| = / 1, ldy

Primer 6.4. Pokazati da je zapremina n-dim lopte B, jednakaV,,(r) = ¢,r™.
Up: za x € [—r,r] ozn sa B, presek lopte B i hiperravni ortogonane na [—r, r]; kako
je radijus lopte By, jednak v/r2 — 22, to je po indukciji i formuli (6.11),

T e /2
V, = Cn1(r? — (E2)Tld$ =Cp1 (/ cos™ godgo) T

—r —m/2
smena x = r sinp ?? I, = fi/jz cos 5 Iy = ML o Iy =m/2, I; =2
@2m)* o @2m)* o (m)"/?
\% =92~ __p2kt Vor, =2 ;o V=2 "
R Gy T N G T T(n/2)

Zamena promenljivih

Ako je ¢ : Dy — D, dif otv skupa Dy C R™ na otv skup D, C R™, f € R(D,) i
supp f- komaktan u D,,, tada je f o o(t)|det ¢’ (t)] € R(Dy) i

(6.12) flx)dz = fo(t)det ¢ (t)|dt
D, Dy
Pret prvo da je D; interval. Pr podeli P intervala I na
intervale Iy, I, ..., I} odg podela D, na skupove

QD(IZ),Z:L,k

(6.13) / IO /q; L

Ako je f nep na D,, po teoremi o srednjem,

(6.14) [, = pele)

gde & € o(I;). Kako je, f(&) = f(o(ri)), gde je 7; = ¢~ 1(&), to ostaje da se
poveze |o(I;)| sa |I;].
Ako bi ¢ bilo linearno, ¢(I;) bi bio paralepiped, ¢ija je zapremina |det ¢'||I;|.
Ali, dif se lokalno aproksimira sa lin preslikavanjem: |p(I;)| & |det o' (7:)]|1;] (
moze se pokazti da postoji 7; € I; tako da vazi jednakost). Otuda
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k

[, Fde = fetrlaet s GlL

i=1

(6.15) /D Fa)da =

k
1=

Na desnoj strani je integralna suma funkcije f o ¢(t)|det ¢’ (¢)| koja odgovara
podeli P segmenta I sa istak tackama 7; kada A(P) — 0, iz ?? () i (), sledi dobija
se formula. Naz put se moze proéi sa svim detaljima; u literaturi se odustaje od
ovog puta u nameri da se izbegnu tehinicke teskoce.

Def

(6.16) o,)(h) = sup |DJ(P1(€) o Dj‘Pi(n)‘-
|€=n|<h,i,j=1,..,n

Lema 6.1. Neka je kub Q C I, ivice h, P = ¢(Q), tada je

[P = [J(t)|Q| + O(h"w(h)),
gde je tg € Q proizvoljna tacka i konstanta u izrazu O(h"w(h)) ne zavisi od Q C I.

teoreme o srednjoj vrednosti
(6.17) ¢! (1) = ¢'(to) = d(e5) (t — to)
neka je L = ¢'(to), A(t) = ¢(to) + L(t —to)

(618) ()~ ¢i(t) = L'(t — to) = 3 (Dup'(es) — Dug (t0)) (¢ — £5)

(6.19) [¢*(t) — A'(1)] < VAw(hit—tol, lp(t) — A@)] < nw(h)lt—to] < nuw(h)h
Neka je C' = 0A(Q), r = nw(h) hy, R = UgecB(z, ).

proveriti

(6.20) AQ\RCo(@Q) CAQ)UR.

post konstante ¢;, koje ne zavise od Q C I tako da je |L(t—to)| < cih, |C| < coh™™t
i|R| < csw(h)h™ 77

(6.21)

Neka je E C R™ ogranic¢en skup. Funkcija Kg je R-integrabilna na F ako i samo
ako skup OF ima meru nula (ako i samo ako je E merljiv u Zordanovom smislu).

Postoji primer ograni¢ene oblasti nemerjive u Zordanovom smislu; u prvom
Citanju citalac moze uprostiti situaciju i smatrati da u praksi radimo samo sa
skupovima koji su merjivi u Zordanovom smislu!

Umesto podela pomocu intervala mogu se razmatrati podele

pomocu "merljivih” skupova. Postoje izvesne teskocCe u vezi definicije ”"merljivih”
skupova; ilustrujmo to za podskupove R (isto vazi i za R™):

Svakom intervalu I = (a,b) na realnoj pravoj odgovara merni broj m(I) - duzina
b—a. Dali i drugim skupovima A C R odgovara odredjen realan broj-mera skupa
m(A) tako da je

1. m(A) duzina intervala kada je A interval

2. m(A) ima karakteristi¢ne osobine duzine intervala:
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a. m je nenegativna i
b. (aditivnost) mera unije disjunktnih skupova jednaka je zbiru mera skupova

Ne postoji funkcija navedenih osobina na PR. Interesantno je odrediti ”maksi-
malnu” familiju podskupova skupa R (odrediti merljive skupove) na kojoj postoji
funkcija navedenih osobina i specijalno ispitati svojstvo aditivnost.

Pomoc¢u merljivih skupova definisu se merljive funkcije i uvodi Lebeg-ov integral,
koji uopstava Riemann-ov i ima interesantne (vazne) primene. U kursu Analize 2A,
ne uvodimo

Lebeg-ov integral i ”radimo” sa skupovima merljivim u Zordanovom smislu.

Nesvojstveni integral

neka je f : E — R. Ako za sve montone pokrivace Fj skupa FE, koji imaju svj
da je f integrabilna na Ej, postoji limes

lim fdx

k—o0 By

i oval limes ne zavisi od izbora familije E}, nazivamo nesvojstveni integral funkcije
f na skupu E i oznacavamo sa [ g fdr; ako je I} g Jdr konacan broj kazemo da
nesvojstveni integral funkcije f na skupu E konvergira.
Ako je f : E — R nenegativna i bar za jedan monton pokriva¢ Ej skupa F,
postoji konacan limes, to nesvojstveni integral funkcije f na skupu E konvergira.
Proveriti

/ e_(xzﬂ’?)dacdy =7
R2

Da li konvergiraju integrali
Jg sin (z?)dx?
/ sin (22 + y?)dady?
R2

/ dxdy T
z2+4y2<1 (1—$2—y2)a o 11—«

Up: x =rcosp, y =rsinp

Za a <1,

6.5. Razni primeri; Zordanova mera*. Ograni¢en skup £ C R"™ je merljiv u
Zordanovom smislu ako je OF mere nula.

Neka je EE C R™ ogranicen skup. Funkcija Kr je R-integrabilna na E ako i samo
ako je E merljiv u Zordanovom smislu.

Neka je P podela segmenta I koji sadrzi F

wp(E) unija svih podsegmenata podele P koji pripadaju E°, a sa Wp(F) unija
svih podsegmenata koji sadrze bar jednu tacku skupa E; kako je wp(FE) zatvoren
skup, EUJFE C wp(E). Zbir mera svih podsegmenata iz wp(FE) odnosno wp(E)
oznacimo sa |wp(E)|, odnosno |@p(F)].

wi(E) = supp [wp(B)|, we(E) = infp [@p(E)

E merljiv u Zordanovom smislu ako i samo ako je w;(E) = w,(E).
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Neka je R = [a, b] x [c, d] pravouganik u R? i A = R\ Q x Q. Skup Q x Q je mere
nula, w;(R) =0, a w.(R) = (b — a)(d — ¢). Skupovi mere nula uticu na Zordanovu
meru, ali ne na Lebegovu meru.

Propozicija 6.4. Neka je ograni¢en skup M merljiv u Zordanovom smislu. Tada
je M Lebeg merljiv.

Kako su OM i M zatvoreni i otuda Borelovi skupovi i skup My = M° = M\ OM
je Borelov skup; takodje M° je otvoren i otuda Borelov skup.

S obzirom da je M mere nula u Zordanovom smislu, skup My = M N IOM je
mere nula.

Svaka tacka skupa M je unutrasnja ili grani¢na tacka.

Otuda M = M; U Ms i M je Lebeg merljiv.

Neka je A C R™. Skupovi 0A i A zatvoreni i otuda Borelovi skupovi.
A=AU0A
Dalije A= A\ JAiotuda A Lebeg merljiv ?

Primer 6.5. Qo = QN (0,1), Q3 je prebrojiv, Q¢ = I* nije merljiv u Zordanovom
smislu.

U opstem slucaju, prebrojiva unija skupova merjivih u Zordanovom smislu nije
merjiva u Zordanovom smislu.

Primer 6.6. Primer ograni¢ene oblasti nemerjive u Zordanovom smislu. Neka je,
0 <e<1/2, rg, k > 1 niz racionalnih brojeva iz (0,1) i

Jr = (Tk — 62_k_1,7“k + 62_k_1) N (O, 1), Ry = Ji X (O, 1), Ry = (0, 1) X (076) i
Q = U2 Ry.

Proveriti da je

S| <Y e27F =¢

i otuda m(Q) < ¢,

Q=1%00=1?\Q

i otuda 0f2 ima pozitivnu Lebegovu meru.

Svaki neprazan otvoren skup G u R moze se prikazati kao najvise prebrojiva
unija zatvorenih kocki @, koje nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka i ¢ije su
strane paralelne koordinatnim ravnima; pri tome je

m(G) =3 |Qkl-

Teorema 6.3. Neka je E C R™ ogranicen skup merljiv u Zordanovom smislu i f
R-inegrabilna na E, tada je f Lebeg integrabilna na E.

Neka je Ey skup tacaka prekida funkcije f. Na osnovu teoreme o R-inegrabilnosti,

NekajeceRi E°={f>c}N(E\ Ep).

Ako x € E°, s obzirom da je f neprekidna u z, tada postoji otvren skup V., u
odnosu na E \ Ey, tako da je V, C E¢ i
postoji otvoren skup G, u R”, tako da je V, = (E'\ Eg) N G,.

Neka je V = UzegeVy, G = UzepeG,. Tada je E€ = (E \ Ey) N G. Kako je
E \ Ey Lebeg merljiv, E¢ je Lebeg merljiv. Otuda je f merljiva i stoga f Lebeg
integrabilna na F.

Primer 6.7. Neka je f jenako 1 na Kantorovom supu K i 0 na K¢ =[0,1]\ K.
Tada f je neprekidna na K€ i stoga Riman integrabilna i fol f(z)dz = 0.
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Primer 6.8. Navesti primer funkcije f koja je pozitivna na svuda gustom skupu
u R3, za koju je [[[ f(z,y,2)dzdydz = 0.
R3

Up: akoz = (z1, T2, 23) € Q3 iz = my/ng redukovan razlomak i n = max{ny,ns,n3}
definigimo f(z) =1/ni f(z) =0 ako x ¢ Q3.

Primer 6.9. Neka je f = (2% — y?)(a? +y)2 J(z fo z,y)dy i I(y) =

fo x,y)dx. Dokazati da je fo Jdx =7/41 fo Idy = —7r/4
Da li je to u kontradikciji sa Fubinijevom teoremem 7

UPUTSTVO: Neka je F' = y(z? + y?)~!; tada je o F = f i otuda J = arctan;
I = —J = —arctan.
Neka je D = {(x,y) : 0 < x,y < 1,2% + y* < 1}. Koristeé¢i polarne kordinate
pokazati da integral [}, |f|dzdy = +o0; 77 divergira; f nije Lebeg integrabilna na
[0,1] x [0,1].

6.6. Funkcionalni redovi. razmena limesa za niz funkcija.

Neka je ACR, f,: A— Rnizi f, rav kon ka f na A, a ta¢ nag skupa A
za svako n, post lim,_, fn(x) = b,
Tada

lim lim f,(z) = nllrr;o ;IE}I fu(2).

T—a Nn— 00

Navesti primer niza za koji razmena limesa i integrala daje netacan rezultat.

Primer 6.10. Neka je a,(x) = V1+n22200-1 i [, = fol V14 n2x2(n=1) dx.
Proveriti da je lim,,—oo L, =2 1 lim, oo an(z) =12za 0 <z < 1.

Up: neka je fn(x) = 2™ 1 v,(z) = (2, fu(x)), 0 < 2 < 1; L, je duzina puta ~,.
Nekaje0<s< 1. Tadajes+1—s" < L, < 2istogas+1<liminf,, .o L, <2;
otuda kada s — 1_, sledi lim,, .o L,, = 2.

Navesti primer reda za koji integracija reda ”¢lan po ¢lan” daje netacan rezultat.
Primer 6.11. Neka je fx(z) = (k + 1)z* i ap(x) = fr(z) — fri1().
Tada je ai(z) = ((k + 1)(1 —z) —z)a”,
fo fr(x dm—llotudafo ag(z)dz =0, k >0,
s(z) = Ypeqar(z) = fi(z) 1 otuda fo x)dz = 1. Integracijom reda ”¢lan po
¢lan” dobija se 0.
Primer 6.12. Neka je ay(z) = “$£Z i s(z) = > oo, ax(z). Dokazati da je
1

S(m) = Rem .

Proveriti da li je integral fo% s(z)dx = 2m.

Teorema 6.4. Neka su funkcije ay definisane na A i a tacka nagomilavangja skupa

A

red Y p-, ai(x) ravnomerno konvergira na A i
postoji lim, ., ap(z) = Ay za svako k € N.
Tada



92 M. MATELJEVIC
red Y 2o, A konvergira i
o0 o0
lim E ap(x) = E Ag .
r—a
k=1 k=1

Primer 6.13. Neka je r, ograni¢en niz razli¢itih realnih brojeva, A = {r, : v > 1},
B=R\A, g, (x)=|x—r,|1

fla) = 3 2

v=1 i

a) Postoji f'(x) za svako x € B i

b) ne postoji f’'(x) za svako z € A.

Up: [ou (@) = pu(a)| < |z — al

Red

[z eu(z) — pu(a)

6.22 = 2 v
(6.22) s,y = TS §j 1o

rk po x u nekoj ok a

(6.23) Z oule o pu(@) —ovla), -,

Ako a € B, tada S}, (a) = lim,_., Sp(z,a) = > _ sgn(a —1,)27"
Kako S, (z) ravnomerno konvergira ka s(z) kada n — oo, na osnovu teoreme o
razmeni limesa, postoji lim,_,, S(z,a) i jednak je

o0
Z sgn(a —r,)27".
v=1

ne postoji za a € A; a =1y,

Neka je 7?7

g(z) = f(z) — or(x)27F Na osnovu a) post ¢'(a).
Ako postoji f'(a), onda postoji ¢}, (a); kontradikcija.
skracene oznake; neka je

.24 = 2770, (
(6.24) s(z,a) T a Z (z,a)
gde je
\IIV((E,CL) — QDy(x) — (101/(0’)
T —a
i
77

si(z) =Y U, (x,0)27 — Uy(z)27"

Na osnovu teoreme o razmeni limesa i sume reda sledi !
Dokazati direktno Primer 6.13: uputstvo red 6.22 rav kon konvergira.
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6.7. Teorema Stoks i Gausa-Ostrogradskog. Teorema Gausa-Ostrogradskog,
Stoks u vektorskom obliku, zapis pomocé¢u determinante

1-forme na R™ su linearne funkcije po svakoj promenljivoj, antisimetri¢ne (ako
vektori promene mesta forma menja znak).

Ako su Ly,...L; € L(R", R) 1-forme

LiA--- A Ly je k-forma, koja se na fam vektora &,...,& € R™ def

Li(&) - Li(&)

Ll/\/\Lk(€177€k): :det(LJ(@)
Li(&) -0 Le(&)

Neka su u,v € R?

Uy U2

dx AN dy(u,v) = vy

= det(LJ(fz) = U1V2 — V1U2

povrsina parelograma razapetog nad vektorima (uy,us), (v1,v2) € R%.

w = Pdx + Qdy + Rdz, dw = d(Pdx + Qdy + Rdz),

npr.
dP = 9, Pdzx + 0,Pdy + 0,Pdz, d(Pdx) = dP Ndx = (0,Pdy + 0,Pdz) Ndzx =
Oy P dy ANdx + 0,P dz A dz. Otuda

dydz dxdz dzxdy
dw = 6$ 8y 62
P Q R
Teorema Stoksa: Neka je S orjentisana deo po deo glatka kompaktna dvodimen-

ziona povrs sa krajem I' = 95 u oblasti G C R2, u kojoj je zadana glatka 1-forma
w = Pdx + Qdy 4+ Rdz.Tada je [Lw = [ dw.

Neka je u prosto povezanoj oblasti zadato neprekidno vektorsko polje v = (P, Q),
koje ima neprekidne parcijalne izvode; i neka je w = Pdz+Qdy. Potreban i dovoljan
uslov da integral [, w ne zavisi od puta je 9,Q = 9, P.

Dali je
i Y
22 + y2 T2 + y2

Navesti primer krivoinijskog integrala druge vrste za koji primena Stoksove teo-
reme daje netacan rezultat.

grad arctan ¥ (
x

Primer 6.14. Neka je z = x + iy, z,y € R, w = dz/z i v pozitivno orijentisana
jedini¢éna kruznica.
Proveriti da je w = w1 + i ws, gde je

zdr + ydy xdy — ydx
O2) =g = gy S P od
(6.26) P=—y@®+y*)7 Q=2 +y°) 7,
(6.27) 9:Q =0,P = (y* — 2*)(2* + )2
(6.28) /wg =2m.
¥

x = cost, y = sint; xdy — ydx = (cos® t + sin® t)dt = dt.



94 M. MATELJEVIC

Objasniti zasto primena Stoksove teoreme daje neta¢an rezultat; up P i Q su
nep dif na D = R?\ {(0,0}; D nije prosto povezana oblast.

Teorema Gausa: Neka je je S prosta glatka povrs koja ograni¢ava oblast V', n
spoljasnja normala na povrs S i v = (P, @, R) neprekidno vektorsko polje , koje
ima neprekidne parcijalne izvode u V. Tada je

//<U,n>d$’:/// divv dV.
s 1%

Neka je X = (z,9,2) i r = /22 + y2 + 22. Tada je 9,7 = —z/r% i otuda
v =gradr = —(x,y,2)/r®, divv=0za X #0 .

Primer 6.15. Integral Gausa

<7T,n>
o= [ ST
S T

gde je S prosta glatka povrs koja ogranicava oblast V, n spoljasnja normala
na povrs S u tacki X = (&,1,¢), 7 vektor koji spaja tacke M = (x,y,2) i X, i
r=7]
Ako M €V, tada I(M) = 4.
Ako M ¢V, tada I(M) = 0.
up: C%i# =<v,n>, gdejev="7/r3 divv=0zazx # M.

Lucas
Let P be a polynomial. The smallest convex polygon that contains the zeros of P
also contains the zeros of P’.

In particular, if zeros of P are in the unit disc, then also zeros of P’ are in the
unit disc.

P'(z) 1 1
6.29 =
(6:29) P(z) z—a1+ Jrz:—an
(6.30) Pz) _ z=a . Z—an
’ P(z) |z—ai]? |z — an|?

Let P'(a) =0 and A = = + -+ + ;. Then

a1 Qp
aA = Tt
la — aq| la — an|
Hence a belongs to convex hull of a1, ..., ay.

MEMO

grani¢na vrednost funkcija

Stoks u vekt obliku, zapis pomoéu det

*Koleginice Vujici¢ Stasa, Jasna Milovanovié¢, Natasa Djurdjevac i kolegae Bojan
Zivkovié i Ognjen Sobjaji¢ pazljivo su proéitali rukopis i dali korisne sugestije.
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