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0.1 Oznake 1 formule

Kompleksan broj z=xz+iy, w=u+1iv, |z| = /22 + y2,

sfera S = S2;

B =B(a;r) krug sa sredistem u tacki a polupre¢nika 7;

B’ =B'(a;r) probusen krug

K =K(a;r) kruZnica sa sredi$tem u tacki a poluprecnika, r;

K =K, =K,(a) orijentisana kruZnica

C =C, =C,(a) orijentisana polukruznica

T,, U,, specijalno, kruznica (respektvno krug) sa sredistem u koordinatnom pocetku
T jedini¢na kruznica; T, = T\{e'®}; U jedini¢ni krug; sa U, i B, oznaavamo
krugove sa sredistem u a

Er = {z:|z| > R} spoljasnjost kruga; E={z:|z| > 1}

e euklidsko, p sferno rastojanje

H = H* gornja poluravan; H~ donja poluravan;

II* desna poluravan; II~ leva poluravan

Z =p(z) stereografska projekcija

lim,_,, f(2) grani¢na vrednost

/', izvod; df diferencijal, linearni operator

H(2)  klasa holomorfnih funkcija na €,

linearni operator [

h=gof, W =¢(f(2)) f'(2), izvod komporzicije

[z, w] segment

cist = cost + isint = exp(it)

Rt={z:2>0}, R- ={z:2<0},C*=C\ {0}

arg, grana argumenta arg

z =71 cisyp, trigonometrijski oblik kompleksnog broja

I=10,1] interval, I, = (o, + 2 7]

e =exp eksponencijalna funkcija; cos sin trigonometrijske funkcije

z=re'% polarna forma kompleksnog broja

Ay = {pe’®:0< p< +oo} poluprava; O, = C*\ A, oblast
My,={z:a<y<a+2w} pojas;

I, = {z:a+2kr <y < a+2k+17} Jo = (o, +27) interval;
I, = (o, a+27] interval; J, = (o +2k7m, a+2(k+ 1))

Arg v8z funkcija argument, arg grana argumenta

Ln viSezna¢na funkcija logaritam; In  grana logaritma

za fiksirano a € R

Ing, grana logaritma, na O, sa vrednostima u ITy

arg,,, grana argumenta, na O,, sa vrednostima u J;

arg, = ImlIng; lnf€ =7

Ako je 0 < B — a < 27 pogodno je umesto Q = {re’? : 0 < r < +o0,a < ¢ < 3}
pisati kratko Q = {a < ¢ < 8}

I=1I1,=1,f=/ fdz kompleksni integral

kontura: deo po Jeo gladak put, luk: deo po deo neprekidno-diferencijabilan put
uobicajene oznake:
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G konturna oblast; I' pozitivno orijentisana granica; D elementarna oblast
A(Q)  klasa regularno -analitickih funkcija na €,

put ~, trag pluta v, T'=fon .

0f =Df =5k —if), 9f=Df = 5 (b +ify)

KIT’, Kosijeva integralna teorema o izvodu

Grel — Oy, Grinova teorema za elementarne Oy oblasti

OGrT -0, Kompleksna verzija opste Grinove teoreme

OKIT, Opsta Kosijeva integralna teorema za analiticke funkcije
LKJRep A, Lema o reprodukciji

M
lex| < =% Kogijeva nejednakost

TK — Gol Teorema Kogi-Goursa H = A

KIT A Kogijeva integralna teorema za trougao

KITA1 Kosijeva integralna teorema za trougao sa ispustenom tackom
f(z) = Kr[f](2), Opsta Kosijeva integralna formula za konturne oblasti

K (2,¢)
J; J = Ko kompleksna inverzija
1
K, [h|(z) = 5 / K (z,{)h(¢)d¢; ako je h = 1 piSemo K, ili Ind, umesto
i
v
K, 1]
K., z ili Ind, z, Indeks zatvorenog puta v u odnosu na z
nyz ili n = n(y,z) broj obilazaka zatvorenog puta v u odnosu na z,
V=V(a,b;r,R)={z:|z—a|l >r, |z—b <R} prsten; A= A(a;r,R) pravilan
prsten
Fili F primitivnaza f F' = f
1
Za funkciju f uvodimo oznake f(¢) = fx((,a) = rf(() (¢C—a)F 1l o =
T
cely] = ewly, f1 = [, fr(¢) dC
f=F1+ f1, Fi glavni deo Loranovog reda; F = f*=foJ
Res(f,a) rezidum funkcije f wutacki a

Kogijevo jezgro, K,(z) = —— Kosijevo jezgro
z—a

z —

Res(f,a) = c_1
Res(f.a) = 520 e jo £ = /v, ¥/la) 2. )
Ako funkcija f ima pol reda n u tacki a, piSemo ® = (z —a)” f, ¥ = ((f)_ oIk

Res(f,a) = c_1 = ¥(a)
LnRes(f,a) = Res(%, a) Logaritamski rezidum

Res(f,00) rezidum funkcije f utacki oo

Res(f,00) = —c_1

S suma reziduma

ST suma reziduma u H,

N =N, =N(h,G) broj nula funkcije h u oblasti G, P =Py, =P(h,G) broj
polova



S

racionalna funkcija

O. = O(a) Ojlerov integral,
@)

+o0 o1
= 01(a) = V.p./ T dx = wectg (anm) Ojlerov integral druge vrste (u
0 _

smislu glavne vrednosti)
B =B(p,q) Beta funkcija
!

I:I[f]:]v[f]:ﬁ/f?dz, J=Jf] = [f] = / sz Logaritamski
v gl

rezidum u odnosu na konturu

AArg~ promena argumenta duZ puta 7y

A, Arg f  promena argumenta funkcije fduz puta v

N-—-P= QL A ArgD’  Princip argumenta

M e, ]\} kompaktno pripada

D,=C*={-n+a<p<m+a}l, Do=04_7=—-0,

Ako je a = |ale’™ # 0, pogodno je, respektivno, pisati A%, O% i C, = D* umesto
Ay, O, 1 C* = Dy,

Sa f, i go obi¢no oznacavamo, respektivno, glavnu granu korena i logaritma na O,
(odnosno C®).

A(Q) :il—C (A preslikava U na H), B(w) = 2—w7 B=A"1

14+¢ 14w

. 1
Funkcija Zukovskog definisana sa w = Z(z) = i(z +2z71)

Inverzna funkcija je 2 = Z7 1 (w) = w + /(w2 — 1)

Rz =1z, Ri( = —iC

sihn=ZoRjoeoR

Arcsin = R~ oLno Ry o Z~!, Arcsinz = —iLn (iz + V1 — 22)
Arcsin z = —iLn(iz + V1 — 22)

cos=ZoeoR, Arccosz = iln (z + V22 — 1)

tg = Aoceo Ry, Roz = 2iz

i—z

1
Arctgz = —L
B Y g

Inverzija J je data sa J¢ = (71, ctg = J o tg, Arcctg = (Arctg) o J
5 >
By=BolJ=—JoB, Arcctgz = anZ“
i _

i
kruzni analiticki element F = (U, f,), analiticki element F; = (B, f:)
Za konturna oblasti koristi se i naziv deo po deo regularne ( ponekad kratko regu-
larne)

KA (Kompleksna Analiza), RA ( Realna Analiza), PF (Polarna Forma), JTF
(Jedinost Trigonometrijske Forme), JPF (Jedinost Polarene Forme), EPF (Jed-
nakost Polareni Formi), PMM (Princip Maksimuma Modula), KIT (Kosijeva In-
tegralna Teorema), OKIT (Opsta Kosijeva Integralna Teorema), KIF (Kogijeva
Integralna Formula), POOb (Princip o¢uvanja oblasti)




Predgovor

Udzbenik je napisan prema vazeéem programu predmeta Kompleksna analiza Matema-
tickog fakulteta u Beogradu. Glave 1, 2 1 3, deo Glave 5 i deo Sekcije 6.1 sadrze
materijal namenjen studentima N, V i R smera.
UdZzbenik sadrzi standardani materijal:
1. O kompleksnim brojevima 2. Osnovni pojmovi 3. Kompleksni brojevi i
elementarna geometrija 4. Eksponencijalna funkcija, Ln i Arg 5. Integracija i
holomorfne funkcije 6. Izolovani singulariteti 7. Rezidum i primene u integraciji
8. Tipovi Integrala
9. Konformna i bilinearna preslikavanja:

1. Konformno preslikavanje (konf ¢u) 2. Bilinearna preslikavanja
10. Analiticko produZenje, Postojanje grana, Regularne grane i Integrali
11. Geometrijski principi

1. Princip Argumenta 2. Princip o¢uvanja oblasti 3. Princip maksimuma
modula (PMM) i lema Svarca
12. Teorema Rimana*
13. Korespondencija granica i princip simetrije
14. Promena argumenta duz puta i Zordanove teoreme*
15. Harmonijske funkcije
16. Grane, promena argumenta, Indeks i primene

Tekst se sastoji iz sedam glava:

Gl 1 Osnovni pojmovi - holomorfne funkcije, 1.1-1.6;
Gl 2 Integracija i holomorfne funkcije, 2.1-2.5;

Gl 3 Konformna i bilinearna preslikavnja, 3.1-3.3;

Gl 4 Dodatak A, 4.1-4.4;

Gl 5 Analiti¢ko produZenje i regularne grane, 5.1-5.4;
Gl 6 Osnovi geometrijske teorije, 6.1-6.3;

Gl 7 Dodatak B (Holomorfne funkcije 2), 7.1-7.7.

Teorija je ilustrovana primerima i Vezbanjima.
Udzbenik ne zahteva specijalna predznanja. Na primer, trigonometrijske funkcije
se uvode na dva nacina pomoc¢u modela jedini¢nog kruga i eksponencijalne funkcije
i daju se jednostavni dokazi adicionih formula.



Sekcija o exp funkciji, koja je baza za razumevanje kursa, pokazuje da ova
funkcija u vezi sa logaritmom i argumentom ima osnovnu ulogu u Kompleksnoj
analizi.

U odnosu na klasi¢nu literaturu precizirani su, na primer, pojmovi i svojstva grane
argumenta, istaknuta je uloga oblasti O-tipa, promene argumenta i indeksa.

Cesto je u primenama neophodno izra¢unati indeks tacke u odnosu na put (broj
obilazka puta oko tatke) u raznim situacijama i koristiti neke verzije Zordanove
teoreme (koja ima vaznu ulogu u kursu): prosta zatvorena kontura 7 deli C na
tacno dve komponente, unutrasnju Int(7y) i spoljasnju Ext(y), i da je Ind,z = £1
za svako z € Int(7y).

U knjizi se sistematski razvija metod za koji ¢emo koristiti naziv metod argumenta
- indeksa.

Verzija metoda argumenta - indeksa daje stroge dokaze, na primer, Teoreme o
postojonju grana (Sekcija 5.2), Principa argumenta, RuSeove teoreme, homoloske
verzije OKIT, .. .itd.

Razne verzije Kosijeve Integralne Teoreme (KIT), koja je centralni rezultat
klasiéne Kompleksne analize (KA), dokazuju se pomocu:

1. metoda podele i

2. metoda argumenta - indeksa.

U Glavi 2, dokazuje se Kosijeva Integralna Teorema (K IT') za jednostavne oblasi
pomoc¢u metoda podele (sli¢no kao u kursu Analize 2, izvodi se Grinova formula),
a u Glavi 7 pomoc¢u metoda argumenta - indeksa.

Metod podele i metoda argumenta - indeksa mogu se razmatrati kao komple-
mentarni. Na primer, metoda argumenta - indeksa primenjuje se na konture koje
pripadaju oblasti u kojoj je funkcija holomorfna, a pomoc¢u metoda podele dokazuje
se da se svaka deo po deo regularna oblast moze podeliti na konacan broj oblasti
od kojih je svaka elementarna ili u pravcu z-ose ili u pravcu y-ose.

U klasi¢noj literaturi OKIT (Opsta Kosijeva Integralna Teorema) se dokazuje
pomocu postupka koji referiSemo kao metod zaseka.

Na primer, Sabat kombinuje metod zaseka sa osobinama homotopije (intuitivno
neprekidnih deformacija puteva) i izvodi homotopsku verziju OKIT. Ovaj postu-
pak referiSemo kao metod zaseka-homotopije (videti Podsekciju 2.1.13).

Analiza raznih varijacija metod zaseka pokazuje da postoje teSkoce da se ovaj pos-
tupak strogo zasnuje.

Ova ¢injenica, pedagoski razlozi, kao i prirodan nastavak metoda Analize, uticali
su na opredeljenje da se u knjizi prvo dokaze OKIT za jednostavne oblasti bez
pozivanja na metod zaseka.

Po migljenju autora metod homotopije je primenljiv kada dovoljno razvijemo teoriju
tako da moZzemo konstruisati neprekidne deformacije puteva (na primer, pomocéu
Rimanove teoreme).

Ahlfors je verovatno prvi u udzbeniku dokazao OKIT pomocu pojma i osobina
indeksa (homoloska verzija OKIT koristeéi radove Artina). Ovaj pristup je prih-
vac¢en u poslediplomskoj nastavi.
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Iz pedagoskih raloga neke teoreme su dokazane na razne nacine; specijalno,
Ruseova teorema, PMM, POOb, PKOOD,....

U prvom ¢itanju moZe se prouciti samo jedan dokaz. Veoma je bitno napomenuti
da simbol * znaci da se tekst moze izostaviti u prvom ¢itanju, dok simbol ** oz-
nacava da se tekst moze izostaviti u prvom ¢itanju i da se dokazi sastoje od slozenijih
ili apstrakrtnijih elementa.

U prvoj fazi u€enja obratiti paZnju na osnovne definicije i svojstva (holomorfne
funkcije, Kosi-Rimanovi uslovi, eksponencijalna funkcija, argument, logaritam, trigo-
nometrijske funkcije, rezidum, formule za ra¢unanje reziduma, konformna i bilin-
earna preslikavanja), primere, osnovne teoreme (KIT i KIF teorema za jednos-
tavne oblasti, Tejlorova teorema, Loranova teorema, karakterizacija singulariteta
pomocu Loranove teoreme, Kosijevu teoremu o sumi reziduma, teoreme o konform-
nim i bilinearnim preslikavanjima) i eventualno zapamtiti skice dokaza.

U drugoj fazi u€enja pokuSati detaljnije shvatiti teze osnovne pojmove. Na
primer, integraciju pomocu podele na jednostavne oblasti, regularne grane i primene
u integraciji, detaljnije tipove integrale, itd.

Studenti, koji polazu jednosemestralni kurs, mogu u zavr§noj fazi proucavati npr.
pojam i svojstva promene argumenta duz puta, PM M, POOb, itd.

U vezi programa za studente M-smera, teme koje su na granici izmedu redovnih
i poslediplomskih studija: na primer, apstraktni pojmovi kao homotopija, prom-
ena argumenta duZ puta, prosto povezane oblasti (homotopska definicija), razne
definicije analitickog produZenja, argumenta duz puta, itd. mogu se prvo shvatiti
intuitivno i tako objasniti na predavanjima.

Ovo se specijalno odnosi na Glavu 7. Citalac moze razmotriti, recimo, sekciju
7.3, Integracija duz konture, Kogijeva Integralna Teorema i Posledice, u kojoj se
razmatraju i neke veze sa drugim oblastima.

Studenti M-smera (ako se opredele da studiraju veéi deo materijala prezenti-
ranog u knjizi i stignu do zavr$ne faze) mogu razne dokaze (ili skice) Rimanove,
Karateodorijeve, Zordanove teoreme o podeli i sekciju Integracija duz konture, Kosi-
jeva Integralna Teorema i Posledice, koja sadrzi neke najvaznije rezultate kursa i
koja je pisana apstraktnije (i za poslediplomce) studirati detaljnije i uociti razliku
u odnosu na pristup u prethodnim glavama (npr. u Glavi 2).

Glava 7 ukljucuje vazne sekcije: 7.1, Promena argumenta duz puta i Zordanove
teoreme; 7.2 Analiticko produZenje 2. deo; 7.3 Integracija duz puta, Kosijeva Inte-
gralna Teorema (KIT) i Posledice*; 7.5 Podela regularnih oblasti na -elementarne
i dokaz Grinove formule .

U tekstu ima originalnih delova tako da je potrebna vremenska distanca da budu
u potpunosti prihvaceni (ili eventualno korigovani; na primer, Sekcije 7.11 7.5).

Prvu verziju skripte otkucale su studentkinje R - smera Biserka Vulovi¢, Ivana
Stefanovi¢ i Tamara Tom§i¢. Neke delove su otkucali docent Ivan Arandelovic,



diplomirani matematic¢ar Miloljub Albijani¢. Asistent Miljan Knezevi¢ otkucao je
neke delove teksta, a student Milena Vasiljevi¢ otkucala je neke delove za Izborni
predmet. Asistent u Banja Luci Sladana Babi¢, studenti Anja Bankovié¢, Jasna
Blagojevi¢, Ivana Bozi¢, studenti iz Banja Luke SiniSa Bubonja i Slavko Brdar,
Danijela Vasiljevé, Ivan Dimitrijevié, Nevena Golubovié¢, Natasa Purdevac, Tatjana
Jaksi¢, Tijana Kosti¢, Jelena Knezevi¢, Verica Obradovié¢, Marek Svetlik, Milena
Mericka, Ivan Mitrovié, Bogdan Radakovi¢, Ana i Tanja Ravié¢, Radmila Saz-
danovi¢, Tatjana Siméevi¢, Jelena Spasojevi¢, Sonja Telebakovié, Andelija Vukié,
Stasa Vujici¢, Dejan Vesié¢ i Bojan Zivkovi¢ pazljivo su procitali neke delove teksta
i dali niz vrlo korisnih sugestija. Posebno isti¢emo da je Porde Staki¢ procitao ceo
tekst, dao niz vrlo korisnih sugestija i veliki doprinos u tehnickoj obradi. Prof. Do-
brilo Tosi¢ nacrtao je veéinu slika, pazljivo procitao ceo tekst i dao niz vrlo korisnih
sugestija; Petar GliSovi¢ nacrtao je deo slika. Zahvaljujem se pomenutim kolegama
i studentima matematike koji su podsticali autora da napiSe skriptu.

Posebno se zahvaljujemo recenzentima profesorima Stevanu Pilipovi¢u, Mirku Bud-
inCevic¢u i Miroljubu Jevti¢u na korisnim sugestijama. Citaoci mogu na veb strani
autorahttp://www.matf.bg.ac.yu/"miodrag/ naci neobjavljene autorove rukopise
koji se citiraju u ovom udzbeniku. Autor ¢e po moguénosti odgovarati na primedbe
Citalaca i vr8iti odgovarajuce korekcije.

U Beogradu, april 2006,
Miodrag Mateljevic¢



GLAVA 1

Osnovni pojmovi - holomortne
funkcije

1.1 O kompleksnim brojevima
Definicije

U skupu R realnih brojeva nema reSenje tako jednostavna jednacina kao §to
je
2 4+1=0,

te zahtev da se resi ova jednacina dovodi do uvodenja ¢ za koje je

i?=—1. (1.1)

U literaturi (specijalno, u srednjoj $koli) se imaginarna jedinica definiSe i kao
v/—1, mada je koren u realnoj analizi definisan samo za nenegativne brojeve.
Brojevi oblika a + ib, gde su a i b realni brojevi, nazivaju se kompleksni brojevi.
Pojam kompleksnog broja postaje jasniji ako se identifikuje sa uredenim parom
(a,b), tj. ako skup C kompleksnih brojeva identifikujemo sa vektorskim prostorom
R2.

Pokusajmo, u nameri da damo motivaciju za Definiciju 1.1, da definiSemo mnozenje
kompleksnih brojeva tako da je distributivno u odnosu na sabiranje i da vazi (1.1).
Ako su z i y realni brojevi, i

z=x+ 1y,

definisemo

iz =i(x +iy) = iz + i(iy) = iz + i’y = —y + iz = (—y, z).

Dakle,
Z('T’y) = (_y’x)v (1'2)
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tj.
i(z +iy) = —y + ix.

Ponovimo da se u vektorskom prostoru R? defini¥e mnoZenje realnog skalara \
i vektora (x,y) € R? pomoéu

Az, y) = (Az, Ay).
Koristeéi (1.2) moze se definisati mnozenje kompleksnog skalara a +ib (a,b € R) i
vektora
z = (z,y) € R%

(a+ib)z = az+i(bz) = a(z,y) + ib(z,y)
(ax,ay) + i(bx, by)

= (aw,ay) + (—by, bx)

= (az —by,ay + bx)

Dakle,
(a+ib)(z,y) = (ax — by,ay +bx)  (a,b,z,y € R)

1.1.1 Strogo uvodenje kompleksnih brojeva

Ova relacija daje motivaciju da se mnozenje kompleksnih brojeva definige na sledeéi
nadcin:

(a +ib)(x + 1y) = (ax — by) + i(ay + bx) (a,b,z,y € R) (1.3)
Pogodno je da za kompleksne brojeve koristimo oznake
z = (%Z‘/% 21 = (:I;hyl)a s, W= (’LL7’U)7 C = (é-an)7

gde su x, y, 1, y1,.--,U, v, & 1, realni brojevi.

Definicija 1.1 Skup kompleksnih brojeva, u oznaci C, je skup svih uredenih parova
z=(z,y), z,y€R, za koji su jednakost, sabiranje i mnozenje definisani:

Dva kompleksna broja (z,y) i (u,v) su jednaka akko x =u i y = v.

Suma kompleksnih brojeva z i w definisana je

(@,9) + (u,v) = (z + u,y +v).

Proizvod kompleksnih brojeva z i w definisan je

(z,9)(u,v) = (zu — yv, zv + yu).
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Na osnovu definicije moZze se neposredno dokazati da su sabiranje i mnozenje kom-
pleksnih brojeva komutativne i asocijativne operacije, i da je mnozenje distributivno
u odnosu na sabiranje.

1.1.2 Algebarska svojstva

Par (0,0) je neutralan pri sabiranju, jer je

(x7y) + (070) = (x’y)

Par (1,0) je neutralan element pri mnoZenju, jer je

(z,y)(1,0) = (2,9).

Propozicija 1.1 Svaki kompleksan broj z = (z,y) # (0,0) ima inverzni element
w = (u,v) pri mnoZenju

— -1 z Y
o= () .

Dokaz: Zaista, jednakost zw = (1,0) je ekvivalentna sistemu jednac¢ina
zu—yv=1z2zv+yu=0

Cije je reSenje (1.4). m]
Oduzimanje kompleksnih brojeva je operacija inverzna sabiranju.
Koristeéi postojanje inverznog elementa za mnozenje, dokazujemo:

Propozicija 1.2 Ako je zw = 0, tada je nula bar jedan od faktora z ili w.

Dokaz: Zaista, pretpostavimo da je zw = 0 i z # 0. Inverzni element z~! postoji i
na osnovu definicije mnozenja proizvod kompleksnog broja i nule je nula. Otuda:

w=1w=(z""2)w=2""(zw) =2"'0=0.

Deljenje sa kompleksnim brojem defini§emo:
w/z=wz"" (2#0).

Kompleksan broj definisan prethodnom relacijom naziva se koli¢nik kompleksnih
brojeva w i z.

Akojez#£0i1 (= %, tada je (z = w, i ova jednacina ima re§enje po (.
Bijektivna korespondencija x — (z,0),z € R, je izomorfizam R na polje komplek-
snih brojeva oblika (z,0), zbog ¢ega kompleksan broj (z,0) identifikujemo sa real-
nim brojem z, i piemo (x,0) = z; specijalno: (0,0) =01 (1,0) = 1.

Kao i u R, uvodimo stepenovanje: 22 = zz, 2% = 22z, itd.
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Propozicija 1.3 Jednacina 2% +1 = 0 ima dva resenja u skupu C.

Dokaz: Jednagina z2 + 1 = 0 se moZe napisati u obliku

(z,9)(2,y) + (1,0) = (0,0).

Koristeci definiciju mnozenja i oduzimanja, dobijamo:
(1"2 - y27 Q.I‘y) = (_170)

tj. sistem jednacina
2?2 —9y? =1, 20y = 0.

Za y = 0, sistem se svodi na jednacinu 2> = —1, koja nema realnih regenja; a za

x = 0, na jednaginu y? = 1, koja ima dva reSenja y = +1.
Otuda sistem ima dva reSenjaz =0,y=1 1 =0,y =—1; tj. (0,1)1 (0,—1). O
Ova refenja imaju vaznu ulogu u operacijama sa kompleksnim brojevima.

Definicija 1.2 Kompleksni broj (0,1) zovemo imaginarna jedinica i oznacavamo
ga sa i.

Dokazali smo da je i2 = —1i da su %1 refenja jednacine 22 +1 = 0 u C. U sustini,
za svako z u C, 22 +1 = (2 +i)(z — i). Opétije, ako su z i w kompleksni brojevi,
dobijamo:

22+ w? = (2 4 iw)(z — iw).
Teorema 1.1 Svaki kompleksan broj moZe se predstaviti na jedinstven nacin u
obliku x + 1y, koji se zove algebarski oblik kompleksnog broja z.

Dokaz: Kako je

dobijamo

O
Neka je kompleksan broj z = x + iy (z, y € R) dat u algebarskom obliku. Realan
broj x naziva se realni deo kompleksnog broja i oznacava sa Rez. Realan broj y
naziva se imaginarni deo kompleksnog broja z i oznatava sa Im z. Ako je Rez =0,
kaze se da je broj z Cisto imaginaran.
Bez teskocéa dokazuju se jednakosti:

Re(sz> = Y Rezy, Im(zzk> =Y TImz.
k= k=1

k=1 =1 k=1
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1.1.3 Konjugovano kompleksan broj

Broj zZ = = — iy zove se konjugovano kompleksan broj kompleksnog broja z = x+ iy
i oznacava se sa z, tj. Z = x — iy. Iz jednakosti z =z + iy i Z = ¢ — iy dobijamo

1 1
x=§(z+2), y:Z(z—E)

1 1
Rezzﬁ(z—l—i), Imz:%(z—i)

Neposredno se dokazuju jednakosti:

ztw=zZ+tw, ZW=7

gl

(w #0).

SR

-

n n
Zk | = Z Zks
k=1 k=1

1.1.4 Modul kompleksnog broja

Indukcijom se dokazuje

Modul kompleksnog broja z = x + iy je realan, nenegativan broj /z2 + y2 i oz-
nacava se sa |z|.

Proizvod kompleksnog broja z, i njemu
konjugovanog kompleksnog broja z je:

z-Z=12>+ y2
Sto znadi da je g freemenss :z
|| :
|2 =2-% (1.5)
i specijalno, ako je z # 0, tada je IZ| :
Y Y z
1z
z o

Slika 1.1: Modul kompleksnog broja
Iz definicije modula sledi: P & broJ

|z| =0 akko z =0,
—|z| <Rez < |z, —|z|<Imz < |z,
2| = [2].
Koristeéi (1.5) takode dokazujemo
|zw| = |z[[w] (1.6)

EL (4 £ 0) (L7)

z |z
|w]

w
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Da dokazemo (1.6), pisemo:
zw]” = (2w) (zw) = (22) (ww) = |2[*w]?,

i odavde, kako je modul nenegativan, sledi (1.6).

Opstom tehnikom dokazujemo:

Propozicija 1.4 Za svako z,w € C vaZe sledeée formule:

|z +w]? = |2)? + 2Re(2w) + |wl|?, (1.8)
|z — w|* = |2]? — 2Re(2w) + |w|?, (1.9)
|z +w? + |z —w|* = 2(]2]2 + |w|?). (1.10)

Dokaz: Kako je
lz+w?* = (z +w)(z +w) = (2 4+ w)(Z + ),
mnozenjem na desnoj strani dobijamo
|z 4+ w|? = 2Z + (2@ + 20) + wo
Odavde, s obzirom na to da je
(2w + zw) = 2Re(zw),

sledi (1.8). Na slican nacin se dokazuje (1.9). Takode, kako je Re(z(—w)) =
—Re(2w), iz (1.8) sledi (1.9). Sabiranjem (1.8) i (1.9) dobija se (1.10). O
Ponovimo da smo komplek-
sne brojeve identifikovali sa
uredenim parovima u ravni R2.
Kompleksne brojeve sabiramo
kao vektore. Ako su z i w u C,
tacke 0, z, w iz+4w su temena
paralelograma.
U C uvodimo euklidsko rasto-
janje izmedu z 7 w sa

LA 2w

e(z,w)

e(z,w) = |z — w|.

Sada, (1.10) je pravilo par-
alelograma: suma kvadrata
duZina ivica paralelograma jed-
naka je sumi kvadrata duZina dijagonala. Podvucimo da se formule (1.8) i (1.9)
popularno nazivaju kosinusna teorema.

Slika 1.2: Sabiranje, euklidsko rastojanje
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Osnovno svojstvo ovog rastojanja je da zadovoljava nejednakost trougla
|21 — 22| < |21 — 23] + |23 — 22|
Ako zamenimo z = z1 — 23 i w = 23 — 29, jasno je da treba samo da dokaZemo
|z +w| < |2|+ |w)|. (1.11)

Kako je
Re (zw) < |z||w],
na osnovu (1.8), sledi
2+ wl* < o + 2ellw] + |w]?,
tj.
2+ wl® < (2] + w])®.

Kako je modul nenegativan broj, iz ove nejednakosti sledi (1.11). Koristedi (1.11),
neposredno se dokazuje

ol = ul| < 12— wl. (1.12)
Zaista
|2l = 1(z —w) + w| < [z —w| + |w],
tj.
lz| — Jw| < |z —w|. (1.13)

Ovo je nejednakost (1.12), ako je |z| > |w|. Ako je |z| < |w]| treba promeniti uloge
z 1 w u nejednakosti (1.13) tako da se dobije —(|z| — |w]) < |z — w].

1.1.5 Polarna-trigonometrijska-eksponencijalna forma

U nameri da izlaganje povezemo sa kursevima koji obi¢no prethode kursu KA,
skiciramo slededi pristup; precizniji pristup je dat u sekcijama Kompleksan broj i
elementarna geometrija 1.5 i eksponencijalna funkcija 1.6.

Argument kompleksnog broja z # 0 moze se geometrijski interpretirati kao ugao,
meren u radijanima, izmedu pozitivnog dela x-ose i poluprave sa pocetkom u 0 koja
sadrzi z. Prema ovoj definiciji argument ima beskona¢no vrednosti koje se razlikuju
za celobrojne umnozke 27; ozna¢imo skup ovih vrednosti sa Argz i neka je r = |2] i
¢ € Argz. Pogodno je uvesti oznaku cisp = cos ¢ + isinp. U daljem tekstu (posle
uvodenja exp funkcije) dokazuje se Ojlerova formula cist = e*?; do tada je u nekim
situacijama pogodno koristi e'* samo kao oznaku za cist.

Ako se prihvate srednjogkolska geometrijska razmatranja, tada je x = rcosp i
y = rsiny i stoga se dobija polarno-eksponencijalna forma

z = rcisp = re'?.

Forma z = rcisp se naziva polarna reprezentacija kompleksnog broja z.
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Na osnovu definicije tangensa, sledi da je tan¢ = y/x. Ova formula se takode
moZe koristiti da se defini8e argument z, ako se precizra kvadrant u kome se nalazi
kompleksan broj z.

Koristeé¢i polarnu formu jednostavno se mnoze kompleksni brojevi. Neka je
z =rcisp i w = pcisf. Tada koristeéi trigonometrijske identitete za sinus i cosinus
i pravilo za mnozenje, se dobija

zw = rcisppcisd = rpcispcistd
= rp[(cos¢cosf — sin psin b + i(cos @ sin 6 + sin ¢ cos 6)]
= rplcos(p + 0) + isin(p + 0)] = rpcis(p +0).

Otuda, ako je n prirodan broj, specijalno se dobija
2" =r"cisnpi
Moavrova formula cis"p = cisn .

Iz definicije jednakosti dva kompleksna brojeva jasno je da je cisp = cisf ako i
samo ako je cosp = cosf i sinp = sin 6.

Vezba 1.1.1 cisy = cisf ako i samo ako ¢ — 0 = 2wky, gde je ko ceo broj .

Dokaz:Tvrdenje sledi neposredno, na osnovu definicije cis-a pomoc¢u modela je-
dini¢nog kruga, koji je opisan u sekciji Kompleksan broj i elementarna geometrija
1.5.

Ovde ¢emo dokaz bazirati na osnovnim osobinama funkcija cos i sin.

Kako je cosp = cosf ako i samo ako je ¢ — 0 = 27k;, gde je k1 ceo broj, ili
p = —0 4 27ky, gde je ko ceo broj.

Dovoljno je dokazti da iz druge moguénosti sledi da su ¢ i 6 celobrojni multipli od
2.

Ako je ¢ = —0 + 27ks, zamenom ovog izraza u jednafinu sin ¢ = sin 6, dobija
se sin(—#) = sinf. Otuda, kako je sin neparna funkcija, sledi sinf = 0 i stoga
0 = mwks, gde je k3 ceo broj. Sada, kako je ¢ — 0 = —20 + 27k,, sledi da je ¢ — 0
celobrojan multipl od 27. a

Propozicija 1.5 (jednakost polarnih formi) Dva kompleksna broja z = rcisp
i w = pcish data u polarnoj formi su jednaka akko su jednaki moduli r = p i
p — 0 =27kqy, gde je ko ceo broj.

Kako je cis periodi¢na funkcija sa periodom 27 jasno je da je uslov dovoljan.
Pretpostavimo dva kompleksna broja z i w data u polarnoj formi i da je z = w.
Kako je |cisp| = |cisf| = 1, sledi |z| = |w| i otuda prvo cisp = cisf i stoga
p — 0 = 27ky, gde je ko ceo broj; otuda na osnovu Vezbe 1.1.1 sledi da su uslovi
potrebni.

Dakle, dva kompleksna broja z i w data u polarnoj formi su jednaka akko su
jednaki moduli, a argumenti se se razlikuju za celobrojne umnozke 2.

Ponovimo, precizniji pristup je dat u sekcijama Kompleksan broj i elementarna
geometrija 1.5 i eksponencijalna funkcija 1.6 (u kojoj se pokazuje da eksponencijalna
funkcija ima osnovnu ulogu) ; ove sekcije Gitalac moZe ¢Citati uporedo.
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1.2 Osnovni pojmovi

U radu sa kompleksnim brojevima pogodno je da se doda jedan element, koji
nazivamo beskonac¢no daleka tacka i oznacavamo sa oco. Tako dobijen skup naziva
se progirena kompleksna ravan, i oznacava sa C = C U {co}. Zelimo da uvedemo
rastojanje u C u nameri da razmatramo svojstva funkcija koje uzimaju vrednost oo.
Da postignemo ovo, i da dobijemo konkretnu sliku C, predstavimo C kao jedini¢nu
Rimanovu sferu u R3:

S ={(x1,29,23) ER®: 22+ +2f =1}

Neka je N = (0,0,1) severni pol.
Takode, C identifikujemo sa {(x1,z2,0) :
x1,29 € R}. Za svaku tacku z u C prava x3
linija odredena sa z i N preseca sferu
tafno u jednoj tacki Z # N. Preslika-
vanje p definisano sa Z = p(z) naziva se
stereografska projekcija.

Preslikavanje p je bijekcija (1 —1 i na) " To
kompleksne ravni C na S\ {N}. Dakle, ‘ (
identifikujemo C sa Rimanovom sferom
bez severnog pola S\ {N}. Tatka N se £ z
ne razlikuje od drugih tacaka na sferi i
zato izgleda prirodno kompleksnoj ravni
dodati jednu tacku oo = p~1(N), koju Slika 1.3: Stereografska projekcija
nazivamo beskona¢no daleka tacka.

U sfernoj metrici pod rastojanjem izmedu z; i zy podrazumeva se euklidsko
rastojanje izmedu slika p(21) i p(22) u trodimenzionom prostoru R?, tj.

p(21,22) = |p (21) — p(22)],

p(Z1,Z2)=2 |21*22| ’
V14221 + |z

Ova se formula progiruje i na C :

2

p(z,00) = \/TW

Za ovo rastojanje koristi se i naziv tetivno rastojanje na sferi.
Ako je Up = {z : |2| < R}, R > 0, zatvoren krug, tada je

|21 — 2]

27
1+ R2

< p(z1,22) < 2|21 — 22|, =za svako 21,22 € Ug.



18 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI - HOLOMORFNE FUNKCIJE

Vezba 1.2.1 (a) Dokazati da su koordinate tacke p(z) = Z = (x1, x2,x3) date sa:

2x 2y |22 —1
= = = —. 1.14
(b) Dokazati
T+ 1To
== 1.15
Sl (1.15)

(¢) Dokazati formule za tetivno rastojanje na sferi.

Uputstvo za (a) i (b): Prava kroz N i z data je sa {((1 — t)z, (1 — t)y,t) : —o0 <

) . |22 =1
t < +oo}; u tacki preseka t = EEESE
Uputstvo za (¢): Moze se koristiti npr. sli¢nost trouglova ili (a). 0

1.2.1 Definicije

Neka je € > 0; € - okolina tacke a € C je skup tacaka z € C, za koje vazi p(z,a) < ¢;
a Suplja e-okolina je skup tacaka definisan sa 0 < p(z,a) < e.
Za R > 0, pogodno je sa

Er={2€C:|z| >R} i Br= Bgr(x)=ErU{x}
oznaciti respektivno Suplju okolinu, okolinu oco.
Definicija 1.3 Ako je r > 0 i a kompleksan broj,
B(a;r) ={z:|z—a| <r} (1.16)

je otvoren krug (kruzni disk) sa centrom u a, polupreénika r. B(a;r) je zatvorenje
B(a;r) i
B'(a;r)={2:0< |z —a| <r} (1.17)

je probusen krug (disk) sa centrom u a, polupreénika r.

Kazemo da je na skupu M C C zadata funkcija (kompleksna funkcija), ako je zadato
pravilo, tako da svakoj tacki z dodelimo tacno jedan kompleksan broj iz C, i pisemo
f: M — C; u praksi je pogodno pisati w = f(z). Ako je f # co tada

u:M—-R, v:M—R, (1.18)
gde je u=Re f i v=1Im f. Kratko piSemo f = u + iv.

Neka je funkcija f zadata u 3upljoj okolini tacke a € C; kaZemo da je A € C
graniéna vrednost funkcije f kada z teZi a, 1 piSemo

lim f(z) = A,

z—a

ako za proizvoljnu okolinu Uy tacke A, postoji Suplja okolina U, tako da f(U.) C
Uap.
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Neka je funkcija f zadata w okolini tacke a € C; kaZemo da je f neprekidna u tacki
a, ako postoji

lim f(2) = f(a);

ako je f(a) # oo kaZemo da je neprekidna u smislu C; ako je f(a) = oo neprekidna
u smislu C (ili uopsteno neprekidna,).

Primetimo da kad z — oo, tacka p(z) — N, gde je p stereografska projekcija.
Vezba 1.2.2 Neka je f(z) = 1/22. Tada je
lim f(2) =0

jer je
! 0| < € kada |z| > =
- _ gl >
= ¢ kada 7
1
lin%) f(z) =0
jer
1 2
P <—2,oo> = _ 2 — 0, kada |z| — 0.
: TP
Vezba 1.2.3 Neka je f(z) = T jl K Ako definisemo f(oco) = 1, funkcija [ nije
z

neprekidna u oo. _
Proveriti da [f| — 1 kada z — oo. |f| je neprekidna na C i dostiZe maksimum
1=|f(c0)| woo, i f(C)=UU{1}, gde je U otvoren jediniéni krug.

Niz a,, konvergira ka a (piSemo a,, — a) ako za svako € > 0 postoji ng tako da
plan,a) < € zan > ng.

Neka je a,, = a, +i0, ia = a+i0, a € C. Tada a,, — a akko o, — i 3, — 0.

Tacka zy naziva se tacka nagomilavanja skupa M ako svaka Suplja okolina tacke
zo sadrzi bar jednu tacku skupa M. To znaci da postoji niz razli¢itih kompleksnih
brojeva a, iz M tako da a,, — 2p

Skup tacaka nagomilavanja skupa M oznacava se sa M’. Zatvorenje skupa M
je M U M'; oznacava se sa M.

Princip kompaknosti: Svaki beskonacan skup M ima bar jednu tacku nagomi-
lavanja u C.

Skup Z je zatvoren u C, ali nije zatvoren u C (oo je tacka nagomilavanja skupa
7).

Definicija 1.4 (Grani¢na vrednost kroz skup) Neka je funkcija f zadata na
skupu M i neka je a € C tacka nagomilavanja skupa M, kaZemo da je A € C
graniéna vrednost funkcije f kada z tezi a, kroz M, i piSemo
li =A
yhm f(z) =4,
ako za proizvoljnu okolinu U, tacke A, postoji Suplja okolina U!, tako da vaZi
fU.NM)CU,.
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U kompleksnoj analizi automatski se prenose elementarne teoreme o funkcijama,
neprekidnost u tacki (neprekidnost sume, zbira, proizvoda).
Kako je C kompaktan podskup, svaki zatvoren skup u C je kompaktan. Neka je f
neprekidna (u smislu C) na zatvorenom (u smislu C) skupu K. Tada je

a) funkcija |f| ograni¢ena na K,
b) funkcija |f| dostiZe na K maksimum i minimum,

c) funkcija |f]| je ravnomerno neprekidna na K.

Definicije puta, luka i konture

Definicija 1.5 Put u C je neprekidno preslikavanje v kompaktnog intervala [a, §] C
R u C.
Pisemo
v: e, 8] — C.
Trag (slika) puta v je skup

V=) sa<t< B

Put v je Zordanov ako je v 1 —1 preslikavange.

Put 7y je zatvoren ako je v(a) = v(5).

Zatvoren put ~ je zatvoren Zordanov ako je v 1 — 1 na (a, B).

Put vy koji je deo po deo neprekidno diferencijabilan, zove se luk. Preciznije, postoji
konacno mnogo taceka s, o = sg < 51 < -+ < 8, = (3 takvih da restrikcija v na
svaki interval (s, Sk+1] ima neprekidan izvod; ipak u tackama s1,...,8,—1 levi i
desni izvod mogu biti razliciti.

Dakle, put ~y je luk ako je v deo po deo neprekidna funkcija.

Put v je gladak put ako je

1. ~' neprekidna na [a, (],

2. 4'(t) #0, t e,

Ako je v gladak put, onda je v luk. Obrnuto ne vazi.
Kontura je deo po deo gladak put u ravni.

Put v : [a, ] — C se naziva rektificibilnim ako je v funkcija ogranicene varijacije
(videti [Al], [Ka-Ad]) na [a, 5]

Ako je s = s(t) duZina dela puta na intervalu [a, ], gde je « < ¢ < i ako put
~ parametrizujemo pomocu s, tada je |y(s2) — y(s1)| < |s2 — s1].

Dva puta

Y e, 8] = C i ya i ag, fo] = C

nazivaju se ekvivalentnim (y; ~ 73), ako postoji neprekidno, rastuce i na preslika-
vanje

na

T [ahﬁl] — [OZQ,ﬂQ] (119)

tako da je 71 = 12(7(t)) za svako t € a1, 31]. Jednostavno se proverava da ova
relacija zadovoljava aksiome ekvivalentnosti.
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Definicija 1.6 Klasa ekvivalentnih puteva naziva se kriva.

Kako neprekidna i rastu¢a zamena parametra (1.19) moZe prevesti gladak put u
negladak, pojam glatkosti nije invarijantan u odnosu na takve zamene.

Klasa puteva dobijena iz glatkog puta zamenama parametra (1.19), gde je 7
neprekidno diferencijabilna funkcija sa pozitivnim izvodom, naziva se glatka kriva.

Analogno definisemo deo po deo glatke i rektificibilne krive. U prvom sluc¢aju
zahtevamo da je dopustiva zamena parametra neprekidna i izuzev u eventualno
kona¢no tacaka ima neprekidan i pozitivan izvod (a u isklju¢enim tackama ima jed-
nostrane pozitivne izvode!). U drugom slucaju zahtevamo da se dopustiva zamena
parametra ostvaruje strogo rastu¢om neprekidnom funkcijom.

Ponovimo, put v je rektificibilan ako je v ogranicene varijacije.
Obzirom da u odnosu na reparametrizaciju pomocéu duZine s = s(t) funkcija v je
apsolutno neprekidna, moze se uvesti po definiciji da je rektificibilan put zadat
pomocu apsolutno neprekidne parametrizacije (za apsolutno neprekidne funkcije
videti kurseve Analize 3, na primer, [Al] i [Ru]).

U tom slucaju zahtevamo da se dopustiva zamena parametra ostvaruje strogo
rastu¢om apsolutno neprekidnom funkcijom i tada vazi

B
| = / /(1) dt.

Na ovaj nacin izbegavamo parametrizacije pomocu singularnih funkcija, videti
kurseve Analize 3, kao $to je Kantorova funkcija, za koje prethodna formula ne
VaZzi.

Primer 1 Neka su dati putevi: v (t) = t, t € [0,1]; 12(t) = sint, t € [0,7/2];
v3(t) = cost, t € [0,7/2] i v4(t) = sint, t € [0,7]. Sva Cetiri puta imaju isti
trag - segment [0,1]. Medutim samo je vy, ekvivalentno sa v2. Putevi 3 i y4 nisu
ekvivalentni sa prva dva i nisu medusobno ekvivalentni. v1 1 2 su ekvivalentni sa
Vs , kogi se dobija iz y3 promenom orijentacije.

Primer 2 Putevi 1, Y2 i 73 iz prethodnog Primera su Zordanovi putevi, a v4 nije
Zordanov. Kruinica z = €', t € [0,27], je zatvoren Zordanov put (gladak); ruza
sa Cetiri lista z = (cos 2t) ', t € [0,27], je zatvoren gladak put koji nije Zordanov;
polukubna parabola z = t*(t +1), t € [—1,1], je Zordanov i neprekidno diferencija-

1 11 .
bilan put. Put z = t(l + ¢sin ;), te [ - —, f}, je Zordanov nerektificibilan put.
T

Polukubna parabola moZe se reparametrizovati tako da je deo po deo glatka (videti
Primer 3).

Primer 3 (Polukubna parabola) Naéi parametrizaciju kubne parabole u kojoj
je deo po deo glatka.

Resenje: Kako je za polukubnu parabolu +/(t) = 3t? + 2ti i specijalno 7/(0) = 0,
ovaj put u ovoj parametrizaciji nije deo po deo gladak put.
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Slika 1.4: Tragovi puteva iz prethodnih primera

Reparametrizacije 7 = 7(t) = t> za t € [0,1],i 7 = 7(t) = —t?> za t € [-1,0];
definigu v, (1) = (V7)3 +itza 1T € [0,1] i n1(7) = —(vV—7)% —it za T € [-1,0].

3
Otuda je v1(1) = sgn7 (\/|7])2 +ilr| za 7 € [-1,1] i 7i(7) = 5\/7_'4—1' za
7 € [0, 1] i specijalno 1 (7) # 0. Dakle ovaj deo luka 7, je gladak u parametrizaciji
sa 7. Sli¢no se pokazuje da je deo luka parametrizovan sa 7 € [—1, 0]. a

Holomorfne funkcije

Slovo 2 od sada oznacava otvorene skupove u ravni.
Neka je f kompleksna funkcija definisana na . Ako zg € 2, i ako postoji kona¢na
grani¢na vrednost,

L 1) = f(z0)

1.20
zZ—20 z — ZO ( )

kaZzemo da funkcija f ima izvod (kompleksan izvod) u zg, i ozna¢avamo ovu grani¢nu
vrednost sa f(29). Ako f’(29) postoji za svako zg € Q, kaZemo da je f holomorfna
(u literaturi se koristi i naziv analiticke ) na Q. Klasu funkcija holomorfnih na 2
oznacavamo sa H ().

Kazemo da je funkcija f holomorfna u tacki z € C ako f ima izvod u nekoj okolini

1

tacke z. Funkcija f je holomorfna u co ako je funkcija g(z) = f (—) holomorfna u
z

tacki z = 0; podvucimo da je g(0) = f(o0).

Kazemo da je funkcija f holomorfna na A C C ako je holomorfna u svakoj tacki
skupa A, tj. ako postoji otvoren skup Q2 D A tako da je f holomorfna na €

Pogodno je definisati kompleksnu inverziju. Funkcija J (kompleksna inverzija)
definiSe se sa

z=J(¢) = = (1.21)

Kako je J(0) = oo, J preslikava okolinu tacke 0 u okolinu beskona¢no daleke tacke;
preciznije, J preslikava U, = {¢ : |¢| < r} na Eg U {00}, gde je R = 1/r i U] na
FEr. Otuda sledi da je J neprekidna u uopstenom smislu u 0.
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Pogodno je koristiti notaciju F' = f o J; funkcija f je holomorfna u co ako je
funkcija F' holomorfna u tacki z = 0.

Veizba 1.2.4 Ako f ima izvod, proveriti da postoje parcijalni izvodi i da vazi ' =
fa = —ify. Obrnuta implikacija nije tacna.

Uputstvo: Zameniti z — zg = hy, h; € R u formuli (1.20). Kada h; tezi nuli dobija
se f'(z0) = fz(20). Sli¢no, zamenom z — zg = iha, ha € R kada hs teZi nuli dobija
se f'(z0) = —ify(20). Otuda f, = —if,. Ova jednacina naziva se Kogi-Rimanova
jednacgina (Kosi-Rimanovi uslovi) u kompleksnoj formi. Citalac moze videti vise
detalja u podsekciji 1.2.3 u vezi sa Kosi-Rimanovim uslovima.

U kompleksnoj analizi (KA) za 1 — 1 preslikavanje koristi se i naziv jednolisno.

1.2.2 Definicija oblasti

Ako su z 1 w u C, oznafimo segment od z do w sa

[z,w] ={tw+ (1 —-t)z: 0 <t <1}

Poligon (poligonalna linija) iz a u b je skup P = U [z, 2k+1]), gde je z1 = a,
k=1
Zn+1 = b.

22 b:Zn+1

z3

Slika 1.5: Poligon

Poligonalna linija koja se sastoji od horizontalnih i vertikalnih intervala naziva se
specijalna poligonalna linija.
Za otvorene skupove povezanost se moZe jednostavno iskazati.

Definicija 1.7 (poligonalna) Otvoren skup ) je povezan ako za svake dve tacke
a, b u Q postoji poligon iz a u b, koji pripada €.

Definicija 1.8 (topoloska definicija) Skup X je nepovezan ako postoji njegov
poskup A tako da su A i X \ A neprazni i zatvoreni (u odnosu na X). U ovoj
situacigi skupovi A i X \ A su takode otvoreni u odnosu na topologiju skupa X .
Skup je povezan ako nije nepovezan
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Povezanost je komplementaran pojam u odnosu na nepovezanost. Ponovimo, skup
je povezan ako nije nepovezan.

Npr. interval je povezan skup.

Citalac moze proveriti da je za otvorene skupove topoloska definicija povezanosti
saglasna sa poligonalnom definicijom povezanosti.

Definicija 1.9 Oblast je otvoren i povezan skup u C.

Skup A je otvoren (respektivno, zatvoren) u odnosu na X, ako je A presek otvorenih
(zatvorenih) skupova sa X C C.

Npr. interval (—1,1) je zatvoren skup u odnosu na otvoren jedini¢ni krug U.

Iz definicije povezanosti sledi, topolosko svojstvo povezanosti:

Ako je skup X neprazan i povezan i ako je A C X meprazan zatvoreno-otvoren
skup v odnosu na X, tada je A jednako X.

Specijalno, ovo svojstvo ¢emo primenjivati ako je X oblast ili interval.
Maksimalan povezan podskup skupa M C C naziva se povezana komponenta skupa
M. Dokazuje se da je svaki skup unija (kona¢nog ili beskonanog broja) kompo-
nenti.

Definicija 1.10 Oblast Q C C je prosto povezana ako je OQ povezan u C (definicija
prosto povezane oblasti pomoéu granice).

U prvom delu korsa pogodno je koristiti i poligonalnu definiciju prosto povezanosti:
oblast D u C je prosto povezana (poligonalno) ako za svaku specijalnu zatvorenu
prostu poligonalnu liniju A, koja pripada oblasti D, poligon koji ogranicava A, u
oznaci IntA, pripada D.

Skup koji se sastoji od izolovanih tafaka (tj. nema tacaka nagomilavanja) naziva
se diskretan. Svaka tacka ovog skupa je povezana komponenta.
Ako je M neki skup u ravni, funkcija f : M — Z se naziva celobrojna funkcija.

Propozicija 1.6 Ako je f neprekidna funkcija na nepraznom povezanom skupu M
i f(M) diskretan, tada je f = ¢, gde je ¢ konstanta. Specijalno, ako je f neprekidna
i celobrojna funkcija na povezanom skupu M, tada je f = ko, gde je ko ceo broj.

Uputstvo: Kako je f neprekidna funkcija na povezanom skupu M, f(M) je povezan
skup. Neka je ¢ € f(M). Kako je {c} komponenta, f(M) = {c}.

Definicija 1.11 M kompaktno pripada oblasti Q@ ako M C Q (u smislu C); kom-
paktnu pripadnost oznacavamo sa M € .

Ako Q € C, tj. ako je Q kompaktan skup u C kratko kazemo da je 2 kompaktna
oblast.
1.2.3 Linearni operator

U ovom paragrafu samo su skicirana osnovna svojstva koja se odnose na diferenci-
jabilnost.

Funkcija [ : C — C naziva se, respektivno, R-linearna (C-linearna) ako
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(a) U(z1 4+ 22) = 1(21) + (22), za svako z1, 29 € C,
(b) I(Az) = Al(z), za svako z € Ci A € R,

ili, respektivno,
(c) I(Az) = Al(z) zasvako z € Ci A € C.

Dakle, funkcija [ je R-linearna ako zadovoljava svojstva (a) i (b); a C-linearna ako
zadovoljava svojstva (a) i (¢); primetimo da iz (c) sledi (a) i (b) (objasniti!).
1. Svaka R — linearna funkcija ima oblik

(z) =az+ bz,
gde su a i b proizvoljne kompleksne konstante.

Uputstvo: I(z) = l(x +iy) = l(z) + 1(iy) = Uz - 1) + yl(3) = =l(1) + yl(i). O

Ako je I C — linearna funkcija, tada je I(z) = I(z- 1) = 2I(1). Otuda nalazimo
2. Svaka C — linearna funkcija ima oblik

l(z) =az,

gde je a = I(1) proizvoljna kompleksna konstanta.
Prvo dajemo motivaciju za definiciju diferencijala.
Za zp € C tangetni prostor T, moZe se opisati kao skup vektora sa pocetkom u
tacki 20-

Pretpostavimo da f preslikava Q C C u R?, zy € Q, i da f ima parcijalne izvode
u tacki zg. Kao u analizi, preslikavanju f pridruzujemo linearni operator

I = df = df(z0)-

Ako f ima izvod u zg tada
1(h) = f'(z0)h.

Opstije, ako samo pretpostavimo da f ima parcijalne izvode u tacki zg, pis§emo

odakle, formalno, koristeéi formule dx = y=1 , nalazimo da je

dz—;—diid dz —dz
= df = 0fd=+ Dfdz,
gde je
0f =Df = J(fu—ify), 3f =Df =3 (f+ify)

Preciznije

I(h) = df(h) = Of h+ Of h,
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gde h € T,, i T,, oznacava tangentni prostor (za detalje videti izvodenje formule
(1.25)).

Definiciju diferencijala i Ko§i-Rimanovi uslovi.
Fiksirajmo tacku zp i neku njenu okolinu U; funkcija f : U — C naziva se R-
diferencijabilna (C-diferencijabilna) u tacki zq, ako je
f(z0 +h) = f(z0) +1(h) +o(h), h—0,
) ) ) .. o(h) )
gde je I R — linearna (C — linearna) funkcija, a - 0 kada h — 05 tj. o(h) =
e(h)h, gde e(h) — 0 kada h — 0.

Uvodenje linearnog operatora (linearnog dela) I = df, funkcije f, ¢itaocu moZe
izgledati apstraktno, ali je to pogodno za neke dokaze i neke osobine preslikavanja
koje zavise samo od linearnog dela (videti na primer dokaze Teoreme 1.3, Teoreme
konformno ¢uva uglove, itd.).

0
Za parcijalni izvod po z, koristimo oznake 8_f = fr; ako je f = u+iv, definiSemo
x

fm = Uz + 1 Vg

Ponovimo

Definicija 1.12 Neka je data tacka z € C i njena okolina U; funkcija f : U — C
naziva se R-diferencijabilna (respektivno C-diferencijabilna) u tacka z ako se moze
predstaviti u obliku

f(z+h)=f(z) +1(h)+o(h), h—D0, (1.22)

gde je | R-linearno (respektivno C-linearna).
Funkcija | naziva se diferencijal funkcije f u tacki z i oznacava sa df .

Ako zamenimo h = hj + ihs, u slu¢aju R-diferencijabilnosti, I[(h) = hyl(1) 4+ he I(3).
Zamenom h = h; u (1.22), podelom obe strane sa h; i prelaskom na grani¢nu
vrednost kada hy — 0, kako je z + hy = (z + h1,y), dobija se

F+h) = f(z)of

1)= 1 = .
i) = lim h 02

Sli¢no, zamenom h = i hy, kako je z + the = (z,y + h2), dobija se

Ny LB ihe) — f(2) _ Of
W= T Ty

Dakle, diferencijal R-diferencijabilne funkcije je

d f(h) = fohi + fyho. (1.23)
1 — 1 _
Zamenom hy = §(h +h), hy = 2—(h — h) i uvodenjem oznaka
i

OF = 3o —ify), BF = 5(fu +if,): (1.24
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tada se iz (1.23) dobija
df(h) = 0f h+ Of h. (1.25)

Propozicija 1.7 Predstavljanje diferencijala R-diferencijabilne funkcije u obliku
(1.25) je jedinstveno, tj. ako je df(h) = ah+bh, tada je a = 0f, b= 0f.

Dokaz: Zamenom u jednacinu df (h) = a h + bh, respektivno, h = 1i h = i, dobija
1
se df(1) = fo = a+0, df(i) = fy, = i(a —b). Otuda je a = §(fz —ify) = Df,

1 —
b= i(fx +1if,) = Df. Specijalno, ako je f C-diferencijabilna, tada je df (h) = ah,
gde je a = Df; podvucimo da je u ovom slu¢aju b = Df = 0. m]

Otuda sledi

Teorema 1.2 R-diferencijabilna u tacki z funkcija f je C-diferencijabilng u tacki
z ako i samo ako

df(z) =0. (1.26)

Ponovimo, ako je f R-diferencijabilna u tacki z i df(z) = 0 tada je na osnovu
formule (1.25) df (h) = 0fh, a to znadi da je f C-diferencijabilna u tacki z
Ako je f = u + iv, tada je na osnovu formule (1.24) 9f(z) = 0 ako i samo ako
fy =1 fz. Otuda se kompleksna jednacina (1.26) moze napisati pomocu dve realne
jednacine
Uy = Uy, Uy = —Vg. (1.27)

U ovom obliku uslovi kompleksne diferencijabilnosti pojavili su se u radovima
Dalambera-Qjlera i kasnije (u jasnijoj formi) u radovima Kogi-Rimana.

Jednadine (1.27) obi¢no se nazivaju Kosi-Rimanove jednaéine (C-R uslovi).
Jednatina (1.26) obi¢no se naziva Kogi-Rimanova jednacina (uslov) u kompleksnoj
formi. Da iz C-diferencijabilnosti slede Kosi-Rimanovi uslovi moze se zakljuditi i
na sledeci nac¢in: ako je f C-diferencijabilna u tacki z, tada je | = df C-linearan
i otuda f, = l(i) = I(i1) = il(1) = if,; geometrijska interpretacija data je na
slici 1.6; rotacijom vektora 1 € T, u pozitivnom smeru za 7/2 dobija se vektor
i € T.; a rotacijom vektora f,(z) € T\, u pozitivnom smeru za 7 /2 dobija se vektor
fy(2) € Tyy.

Konstrukcija funkcije
neprekidne nigde difer- st
encijabilne u realnom fy(2) f=(2)
smislu izvodi se sa izves-
nim teskoc¢ama.

Nigde diferencijabilne /2
u kompleksnom smislu
su vrlo jednostavne funkcije. - J w

Na primer, f(z) =
x + 2ty je nigde C-

Slika 1.6: C-dif ijabilnost
diferencijabilna: v, = 1, ' Herenclabinos
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uy = 2 1 uslovi (1.27)
nisu ispunjeni. _
Neka je f R-diferencijabilna u z, a = 9f(z) i b = 9f(z). Ponovimo

Af = f(z+ 1)~ [(2) = ape® + bpe™ + o(p),

gde je h = pe?.
Izvod f u tacki z po pravcu 6:

. Af —2i6
Oof(2) = ,1)13%) ei? =a-+be . (1.28)
Akoje b= 0f(z) # 0, izvod 0y f(z) zavisi od pravca 6 i samo u sluc¢aju b = 0f(z) =
0, tj. u slucaju C-diferencijabilnosti funkcije f u tacki z, izvodi po svim pravcima
su jednaki.
Jasno je da u tom i samo tom slu¢aju postoji izvod funkcije f u tacki z, po definiciji

jednak
f'(z) = lim ﬂ, (1.29)

gde se limes uzima u smislu topologije C. Jasno je takode ako f’(z) postoji, da je
f'(2) = a=0f(2).
Iz prethodnog izlaganja sledi:

Propozicija 1.8 Neka je f R-diferencijabilna w tacki zo. Tada f ima izvod u tack:
zo ako i samo ako 0f(z9) = 0.

Iz ove Propozicije i Teoreme 1.2, neposredno sledi:

Teorema 1.3 Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) [ ima izvod u tacki z,

(b) funkcija f je C-diferencijabilna u tacki z,
(c) f je R-diferencijabilna u tacki z i Of(z) = 0.

Navedimo direktan dokaz da je (a) ekvivalentno (b) koji ne zavisi of formule (1.28).
= (uslov je potreban): Ako postoji f/(z), to je po definiciji

% = f'(z) +¢e(h), gde e(h)—0 kada h— 0.

Otuda je Af = f'(2)h + o(h), gde je o(h) = e(h)h. Dakle, (a) = (b).

Dodatno nalazimo, na osnovu Proporzicije 1.7, f' = Df i Df = 0; dakle (a) =
(¢)-

< (uslov je dovoljan): Ako je C-diferencijabilna, tada je Af = ah + o(h), gde
je o(h) = e(h)h ie(h) — 0 kada h — 0. Otuda postoji

lim af a=f(z),
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tj. postoji izvod funkcije f u tacki z. Dakle, (b) = (a). O

Ponovimo (varijacijom prethodnog razmatranja) samo da iz (a) sledi (¢). Kako
izvod funkcije f = u + iv, ako postoji ne zavisi od pravca, moze se izracunati u
praveu z-ose: f'(z) = fi = uy + iv,. Sliéno f/(z) = —if, i otuda df = Df = 0.

Dakle, ako postoji izvod funkcije f = w + iv, izvod ne zavisi od pravca, i moze
se izracunati u pravcu x-ose:

F(2) = fo = up + iv,. (1.30)
Vezba 1.2.5 Neka je f(z) = |z|?. Ispitati C-diferencijabilnost funkcije f.

Resenje: Komponentne funkcije su u(z,y) = 22 +y?iv(z,y) = 0. Otuda je u, = 2z
ivy =0; uy = 2yiv, =0. Kako su C'— R jednacine zadovoljene samo za x = y = 0,
izvod f'(z) ne postoji ako je z # 0. Kako je f R—diferencijabilna u 0, na osnovu
Teoreme 1.2, postoji izvod f/(0) i na osnovu formule (1.30) sledi f/(0) = 0. O

Vezba 1.2.6 Neka je f(2) = 2°/|z|* i £(0) = 0. Proveriti da f zadovoljava CR-
uslove, ali da nema izvod u 0.
Da li to znaci da f nije R-diferencijabilna u 0%

Vezba 1.2.7 Neka je f(z) = 23 +i(1 —y)3. Pokazati da je ispravno pisati f'(z) =
ug(z,y) +ive(z,y) = 322 samo u tacki z = 1.

Uputstvo: u = z?, v = (1 —y)3; kako je u, = 322, v, = —3(1 —y)?, na osnovu Kosi-
Rimanovih uslova, 322 = —3(1 —y)? & 2 =0, y = 1. Otuda f je diferencijabilna u
tacki z = 1. O

1.3 Osnovne osobine holomorfnih funkcija
Propozicija 1.9 Ako f,g € H(Q), tada f+g € H(Q) i fg € H(Q).

Teorema 1.4 (Izvod kompozicije) Ako je f € H(Q), f(?) C Q1,9 € H() i@
h=gof, tada je h € H(QY), i

W(z) =g (f(2)f'(2). (1.31)
Dokaz: Neka je fiksirano zp € Q i wy = f(20). Tada je
f(2) = f(z0) = (f'(20) + €(2)) (z — 20), (1.32)
gde e(z) — 0 kada z — zp; 1
g9(w) — g(wo) = (g'(wo) + n(w)) (w — wo), (1.33)

gde je w = f(z) i n(w) — 0 kada w — wp; zamenimo (1.32) u (1.33): ako je
Z 7& 20,
h(z) = h(z0)

zZ— 20

= (/7o) + (D) (1'(z0) + (2) ) (1.34)
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Kako f ima izvod u zg, f je neprekidna u zp. Odavde iz (1.34) sledi (1.31). O

Dokaz sledec¢e Leme je slican dokazu Teoreme o izvodu kompozicije i ostavlja se za
vezbu.

Lema 1.1 Neka je v : [a, ] — Q diferencijabilno preslikavanje (diferencijabilan
put) u Q, f € H(Q) i = fo~. Tada je T diferencijabilan put i vaezi I'(t) =
F @) (@) zat € o, 4.
Teorema 1.5 (Izvod inverzne funkcije) Pretpostavimo
(a) f je homeomorfizam oblasti 2 na oblast Q, g inverzna funkcija funkcije f,
(b) g je holomorfna na 1,
(c) ¢'(w) # 0 za svako w € Q.

Tada je f holomorfna na Q) i

f(z) = . (1.35)
Dokaz: Fiksirajmo zp € Q i neka je wg = f(z0). Tada je

f(z) = f(20) w — Wo

= ) 1.36
z — 2 g(w) — g(wo) (136)
Kako g ima izvod u wy, razli¢it od nule,
— 1
lim — o0 . (1.37)

w—wo g(w) — g(wo) g/(wo)

Preciznije, s obzirom na to da je g homeomorfizam vazi teorema o smeni promenljive
za grani¢nu vrednost (limes) u formuli (1.36); objasniti!.
Odavde, s obzirom na (1.36) i (1.37), sledi da f ima izvod u 2o, i da je f'(z0) =

1
g'(wo)

Kako je zy proizvoljna tacka, f je holomorfna u €, i sledi (1.35). a
Teorema 1.5 je dovoljna za primene u teoriji holomorfnih funkcija. Sledeéa vezba
daje jedno uopstenje ove teoreme. Podvucimo da se u Glavi 6 dokazuje, ako je
funkcija g holomorfna u nekoj okolini tacke wp i g'(wo) # 0, tada je g jednolisna u
nekoj okolini tacke wy.

Vezba 1.3.1 Pretpostavimo g je jednolisna u nekoj okolini V' tacke wqy, postoji
g (wg) # 0, skup W = g(V) sadr#i neki krug sa sredistem u zo = g(wp) i da je
funkcija f = g1, definisana na W = g(V), neprekidna u zo = g(wy).

Tada je f'(z0) = 7 (we)’
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w — Wo
g(w) — g(wo)’
,za z # zo. Tada, je g* o f = f i funkcije g* i g* o f su neprekidne

Uputstvo: Neka je ¢g"(w) =
fz) = f(z0)

zZ— 20
respektivno u wq i zg.

za w # wo i g% (wo) = Sk, 1 f(2) =

Vezba 1.3.2 * Pretpostavimo da je g jednolisna u nekoj okolini V' tacke wq i da
postoji g’ (wg) # 0.
Objasniti zaSto nije korektno sledeée razmatrange.
Kako g ima izvod u wy, g je neprekidna u wo; tako da z — zg kada w — wq 1 stoga
1
/

20) = ——
f( 0) g/(wo)
Uputstvo: Ne; videti slede¢u vezbu (1.3.3).

Vezba 1.3.3 Neka je f jednolisna u okolini 0, f(0) = 0; postoji f'(0) =1 i f
preslikava okolinu 0 na okolinu 0.
Da li inverzna funkcija ima izvod u 0%

. Da li iz pretpostavki ove vezbe sledi da postoji f'(z0)?

Uputstvo: Konstrukcija 1. Neka je ap = ==, by, = ap_1, cx = “’“'ZH”“, I, = (ag, ar—1],

Ay = (eg,bi], Jx = Ix+1 = (arp+1,bp+1), k > 1. Konstruisimo deo po deo linearnu
funkciju ¢ na [0,2], koja preslikava I na Ag, k > 1; defini§imo ¢ (z) = x¢(x),
p(0)=01

¢(x) = x+9(z) na [0, 1].
Tada ¢ preslikava Ij, na I}} = o

(97 (ar), o(br)], gde ¢ (ax) /
oznacava desnu grani¢nu
vrednost; produzimo ¥ prvo : ' '
na [0,2] tako da se inter- ¢ /
vali Ji linerano preslikavaju : /
ha (¢(ak)a¢+(ak)]ak > 1 a i
zatim na [—2,2] tako da je
neparna funkcija. Prover-
iti da ¢ preslikava inter-
val [—2, 2] uzajamno jednoz-
nacno na sebe,
6(0) = 0, #(0) = 1i da
¢(x) — 0, kada z — 0 i
r — 11 stoga
inverzna funkcija je prekidna u 0.

Razmotriti funkciju f(z) = ¢(x) + iy; f je jednolisna u okolini 0, f/(0) = 1. Da
li inverzna funkcija ima izvod u 0?7
Konstrukcija 2. Neka je dp = ax(1 + %ﬂ), By = (dy,ar_1); neka je x deo po deo
linearna funkcija na [0, 2], koja preslikava I, na By, a Ji = I +1 na (ag, dy], k > 1;
prosirimo x na [—2, 2] tako da je neparna funkcija; neka je g(z) = x(z) +iy. O

no

D%

B= 0o—
X
\

1 o 1 1
3 2

l—
[STES

Slika 1.7:

Primer 4 Zan =0,1,2,..., z" je holomorfna u celoj ravni, odakle su polinomi

1
po z holomorfni; proveriti da je (2") = nz"~'. Jednostavno se proverava da je —
z
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holomorfna w C* = C\ {0}. Odavde, primenjujuéi Teoremu 1.4 (formula (1.31))
na funkciju g(w) = o sledi: ako su f1 i fo uw H(Q) i Qo otvoren podskup 2, na
[

kome f» nema nula, tada je — € H(Qo).

f2

Sa H obi¢no oznatavamo gornju poluravan.

Vezba 1.3.4 Funkcijo w = f(2) = 22 se moZe predstaviti u H u polarnim koordi-
natama. Koristeéi polarne forme z = re' (0 < ¢ < ) i w = pe'¥, preslikavanje
se moZe zapisati u sledeéem obliku

p=r? =2

Otuda se polukrug {r = r9,0 < ¢ < 7} preslikava u krug bez jedne tacke {p =
ré,0 <9 < 27}, a zrak {0 < r < 400, = o} uw zrak {0 < p < +00,9 = 20 }.
Gornja poluravan se preslikava u ravan bez pozitivne poluose.

Napomena: Ako je € neka oblast i v put u €, za skup Q \ v* koristi se naziv {2
sa zasekom duz . U tom smislu u situaciji opisanoj prethodnom vezbom moze se
re¢i: Gornja poluravan se preslikava u ravan sa zasekom duZ pozitivne poluose.

Vezba 1.3.5 Neka je f(z) = z°. Ako je yo # 0, slika prave Ly, = {z :y =1yo} je
parabola L': u= 41}22 — Y.

Neka jZQZmO ={z: 2 = xo}. Ako je xg # 0, slika prave l,, je parabola I': u =
rl — m.

Ako je zg # 0, objasniti da iz C — R uslova sledi da se putevi L' i I’ , seku” pod

pravim uglom.
Razmotriti slucaj zg = 0.

Uputstvo: Iz 22 = 22 — y% + 2ixy, dobija
se u = 2 — y2, v = 2zy. Pravci tangenti
u tacki preseka puteva L' i I’ odredeni su
respektivno vektorima f,(zo) i fz(20). Iz
CR- uslova, fy(z0) =i fz(20) za 20 # 0.
O

Vezba 1.3.6 Neka je f(z) = 2% i neka
su ly, = {2z w(z) = uwol, Ly, =
{z : v(2) = vo} nivo linije komponentnih
funkcija. Ortogonalnost ove dve familije
prikazana je na slict 1.8 © dokazuje se po-
mocéu C-R uslova. Objasniti zasto krive [
i Lo koje se seku u koordinatnom pocetku

nisu ortogonalne. Slika 1.8: Mreza za z°
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1.4 Stepeni redovi

“+oo
Red Y zi je konvergentan ako njegov niz

k=0
n

parcijalnih suma s, = ) z; ima kona¢nu grani¢nu vrednost s; ta grani¢na vrednost
k=0
zove se suma reda.

Neka je z, = x, + 1y, i neka je dat red

“+ o0
k=0
+oo +oo +oo
Propozicija 1.10 Red ) zj konvergira akko konvergiraju redovi > xy i > Y.
k=0 k=0 k=0
. 400 +oo +oo
Stavise, ako je o0 = Y. xp i T =Y, Yk, tada je > zp =0 +iT.
k=0 k=0 k=0

—+o0 —+oo
Red ) z apsolutno konvergira ako red > |zj| konvergira.
k=0 k=0

“+o0
Iz nejednakosti ||, [yn| < |2n| < |Zn| + |ynl, sledi red > zj apsolutno konvergira
k=0

+o00 +oo
ako konvergiraju redovi > |zx| 1 D |yk|, tj. ako apsolutno konvergiraju redovi
k=0 k=0

“+o0 . “+ o0
> Tkl ) Yk
k=0 k=0
i oo 1 ™
Vezba 1.4.1 Neka je z, = . Dokazati Y 2z, = —5 In2 —HZ.
k=1

Primenjujuéi Kogijev kriterijum za nizove dobijamo opsti kriterujem konvergencije
redova:

+oo
Red > z konvergira akko

k=0
n+p
za svako € > 0 postoji ng tako da | > 2| <ezan>ngip>1.
k=n

Za p = 1 dobijamo neophodan uslov konvergencije: |z,| — 0; harmonijski red

+oo
>~ 1/k pokazuje da ovaj uslov nije dovoljan (mada niz 1/k — 0, harmonijski red
k=1

divergira).
“+o00 “+o00
Propozicija 1.11 Ako konvergiraju redovi > zr = a i Y. wg = b, tada konver-
k=0 k=0
“+ o0
gira i red Y (2 £ wy) = a£b. Pri dodatnom uslovu apsolutne konvergencije ovih
k=0

—+oo n
redova konvergira i red Y ¢y, gde je ¢, = Y zpwWn_k i sSuma ovog reda je a - b.
k=0 k=0
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“+o0 “+o0 n
Uputstvo: Neka je > |zx] =01 > |lwg| =71 Cp = > |zk]|wn—k|- Iz RA, red
k=0 k=0 k=0
+00 L0
> C, konvergira ka o - 7; |e,| < Ch = > |2k||wn—k|- O
k=0 k=0
+oo
Funkcionalni red Y fx(z), gde su funkcije f; definisane na nekom skupu M,
k=0

nazivamo ravnomerno konvergentnim na M, ako za svako € > 0 postoji ng = ng(e)
tako da

oo
> fr(2)

k=n+1

<e€

za svako n > ng i svako z € M. Jednostavno se proverava da iz ravnomerne kon-
vergencije reda na skupu M sledi da red konvergira za svako z € M i u obi¢nom
smislu. Kao i u realnoj analizi, dokazujemo

Vajerstrasov test

Neka je M, niz nenegativnih brojeva, funkcije fi definisane na nekom skupu E, i
neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

(a) |fn(2)| < M, za svako z € E,

—+oo
(b) > M, konvergira.
n=0
“+oo
Tada red Y, fr(z) ravnomerno konvergira na E.
k=0

Propozicija 1.12 (neprekidnost sume reda) Neka je M podskup C i neka su
su ispunjeni sledeci uslovi:
(a) fr su neprekidne na M,

+oo
b) > fx(2) ravnomerno konvergira na M.
k=0
+oo
Tada je funkcija f definisana sa f(z) = Y. fr(z) neprekidna na M.
k=0
dokaz kao u RA.

+oo
Primer 5 Geometrijski red > z* konvergira za |z| < 1 i njegova suma je
k=0

Na osnovu identiteta

(1—2)s,(2) =1 —2) Q424224+ - F2") =1- 2",
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sledsi _
1—-=2
n = , 1.
$n(2) T, #
Sledi:
(a) ako je |z| > 1, red divergira,
1—zntt 1
(b) ako je |z| < 1, sp(2) = ———— konvergira ka s(z) =

1—=2
Red oblika

“+o0
Zak(z —a)" (1.39)
k=0

zove se stepeni red oko tacke a.

Teorema 1.6 (Abelova teorema) Ako stepenired (1.39) konvergira u nekoj tacki
20, tada konvergira i na krugu B = {z : |z—a| < |z0—al}, i na svakom kompaktnom
podskupu skupa B konvergira apsolutno i ravnomerno.

z—a
Uputstvo: Neka z € B i neka je ¢ = ——; tada je |¢| < 1 i ax(z — a)* =
zZo —a

ar(z0—a)*q*, k > 0. Kako red konvergira u tacki zq, niz {ay(z0 —a)*} je ogranicen,
i moze se primeniti VajerStrasov test.

Posledica 1.1 Ako je funkcija [ zadata stepenim redom (1.89) u B'(a;r) =
{z:0< |z—a| <r}, za neko r > 0, tada se funkcija f moZe dodefinisati u tacki a,
tako da je mova funkcija neprekidna u tacki a.

Teorema 1.7 (Kosi-Adamara, K-Ad) Neka je

_ 1
A= lim {/|a,| @ R:X.

n—+oc

Tada
(a) ako je A =400 (tj. R=0), red (1.39) konvergira samo u tacki a.
(b) ako je A =0 (tj. R = +00), red (1.39) konvergira za svako z € C.

(c) ako je 0 < A < oo, red (1.39) apsolutno konvergira na B(a; R); a ako je
|z — a|] > R, divergira.

R se zove radijus konvergencije stepenog reda.

KaZemo da se funkcija f definisana u 2 moze predstaviti stepenim redovima u §2,
ako za svaki krug B(a;r) C 2 postoji stepeni red oko a, koji konvergira za svako
z € B(a;r) ka f(2).



36 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI - HOLOMORFNE FUNKCIJE

Teorema 1.8 (Teorema o holomorfnosti sume stepenog reda) Ako se f mo-
Ze predstaviti stepenim redovima u Q, tada f € H(Q) i f’ se moZe predstaviti ste-
penim redovima u ). Preciznije: ako je

+oo
fz) =) ar(z—a)* (1.40)
k=0
za z € B(a;r), tada je za ove z takode

+oo
F1(z) = kag(z —a)* . (1.41)
k=1

Sledi da f ima izvode svih redova, i da vazi sledece:

Posledica 1.2 Ako je funkcija [ zadata stepenim redom (1.40) u B'(a;r) = {2 :
0 < |z—al <r}, za nekor > 0, tada se funkcija f moZe dodefinisati u tacki a sa
f(a) = ag, tako da je nova funkcija holomorfna u tacki a.

Posledica 1.8 Ako vazi (1.40), tada vaZi
400
L f™M(2)= Y k(k—=1)---(k—n+ Dap(z — a)*".
k=n

Odavde, specijalno:
2. f™M(a)=nla, (n=0,1,2,...).

Dokaz Teoreme 1.8: Neka je f(z) = Z:i% en(z —a)", z € B(a;r). Formalnim
diferenciranjem stepenog reda, ¢lan-po-¢lan, dobija se g(z) = :er nen(z—a)*h
Na osnovu Kosi-Adamarovog testa, nalazimo da je funkcija g definisana na krugu
B(a;r). Pretpostavimo najpre, bez gubitka opstosti, da je a = 0. Fiksirajmo tacku
w € B(a;r) iizberimo p, tako da je |w| < p < r. Ako je z # w, tada je

&) -5, (Z2 ). (1.42)
n=0

Ostavljamo ¢itaocu da dokaze da je izraz u zagradi jednak 0, za n =1, 1
n—1
(z —w) Z kwh=1zn=k=1 (1.43)
k=1

ako je n > 2 (videti Vezbu 1.4.3). Sa druge strane, ako je |z| < p, apsolutna
vrednost sume manja je od

nln =D gz, (1.44)
tako da je
+o00
TEZIW) )] <1z - ul 3 lenls 2. (1.45)
n=2

Kako je p < r, red konvergira i otuda leva strana (1.45) tezi 0, kada z — w. O
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Vezba 1.4.2 Neka je |z|, |w| < p i

Tada vazi

n(n—1 _
palzow)] < 2w " 2, (1.46)

Primetimo da je prethodna nejednakost kljucna uw dokazu prethodne teoreme.

Resenje: Neka je

n—1 n—1
Pz, w) = Z(zkwnfkfl —w" ) = Zw"ik*l(zk —wh). (1.47)
k=0 k=1
k—1
Kako je zF — w* = (2 — w) Z ZwFI71, dobija se da je
3=0
|2 —w"| < |(z —w)| kp*
i otuda
n—1
pn(z,w)| <z —w| > p"F Tk pF
k=1

n—1
Vezba 1.4.3 Dokazati da je p,(z,w) =0 zan =11 (z —w) > kwb~1zn=k=1 4
k=1

n > 2.

1.5 Kompleksni brojevi i elementarna geometrija

1.5.1 Funkcije cos, sin, cis

Jedini¢na kruZnica u kompleksnoj ravni definiSe se sa
T={w:|w =1}

Neka tacke a, b pripadaju kruznici T. Tacke a, b dele kruZznicu na dva luka; ozna¢imo
sa 5 pozitivno orijentisan luk i za z € T neka je £, = ¢1, i neka je s = s(z) duzina
luka /..
Broj 7 definisimo tako da je duZina jedini¢ne kruZznice 2.

Ako je s duzina luka £, definisu se funkcije kos-
inus i sinus sa

coss=x 1 sins=y.

Funkcije kosinus i sinus produzuju se periodi¢no na ¥
R, sa periodom 27.

Slika 1.9:
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Pogodno je uvesti funkciju cis definisanu sa
cist = cost + isint.
Dakle, svakoj tacki z € T dodeljujemo ,,duzinu”
s = s(z) i s preslikava T na [0,27); definiSemo
funkciju cis sa ciss = z. Jasno je da je funkcija cis inverzna funkcija funkcije s
i da cis preslikava uzajamno jednoznac¢no [0,27) na 7. Ova €injenica igra vaZnu
ulogu u izgradnji teorije i zato je izdvajamo kao posebno tvrdenje (nazivamo je
Teorema o jedinstvenosti polarne forme (JPF)).

Sada objasnimo detaljnije prethodno razmatranje.

Parametrizacija lukova ¢,

Pogodno je definisati gornju i donju polukruznicu
T, ={2€T:Imz>0}, T-={z€T:Imz <0}

Ponovimo da koristimo oznaku z = x +iy. Ako z € T, tada je 2 + y? = 1 i stoga
y = £v1 — 22; specijalno ako z € Ty, tada je y = v/1 — 22.
Otuda, svako z € Ty jedinstveno se predstavlja u obliku z = x +1iv 1 — 22, a svako
z € T_ jedinstveno se predstavlja u obliku z =z — v/ 1 — x2.

Za z € Ty, neka je v, kruzni luk definisan sa v,(t) =t +iv1—t2, 2 <t < L.
Tada je £, = v .

Duzina s = s(z) = s(z) luka £, definiSe se kao supremum duZina ,upisanih”
poligonalnih linija. Na osnovu poznate formule, koja ne zavisi od uvodenja trigono-
metrijskih funkcija, za duzinu luka nalazi se

1 1
1

Ako je dodatno x > 0, kruzni luk v, moZe se parametrizovati i na slede¢i nacin:
v.(t) =t+iv1—1t2, 0<t<y. Otuda je

Yy Yy
1
=|0,] = T (t dt:/ dt. 1.49
5=t O/|vz<>| b= (1.49)

Specijalno luk ¢_; oznafavamo sa KT i nazivamo orijentisana gornja polukruzni-
ca.

Definicija 1.13 (broj m) Broj 7 se definise kao duZina polukruznice K.

Dakle,

1
1
= dt. 1.50
. / — (1.50)
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Podvucimo da je broj 7 definisan pomocu nesvojstvenog integrala.

NAPOMENA: Moze se pokazati da funkcija cos preslikava [0, 7] uzajamno jednoz-
na¢no na [—1, 1]; ozna¢imo sa arccos inverznu funkciju ove funkcije, koja preslikava
[-1,1] na [0,7]. Iz x = coss, sledi da je s = arccosz, —1 < z < 1, tako da je
integral na desnoj strani jednacine (1.48) jednak arccos x.

Citalac moze pokusati da definiSe arccos pomocu integrala na desnoj strani jed-
nacine (1.48), a cos kao inverznu funkciju ove funkcije i da otuda izvede svojstva
funkcije cos.

Ako je z € T_\ {1}, neka je £, = 7, = 7, deo kruznog luka definisan sa

7$(t):t_z\/1_t2a —IStS$7

i neka je £, deo kruznog luka koji se sastoji od K i 7.
Ako je z € T_\ {1},

[
s=s(z)=m +_/1 ir dt. (1.51)

Za z # 0 definig§imo funkciju arg z = s(2), gde je 2 = z/|z|; u daljem tekstu pokazuje
se da je arg glavna vrednost argumenta.
Ako sa sT(1) i s7(1) oznacimo grani¢ne vrednosti kada 2 — 1, respektivno, kroz
Ty iT-, jasno je daje sT(1) =01is (1) = 2m. Ako se grani¢ne vrednosti definisu u
odnosu na H* (gornja poluravan) i H~ (donja poluravan), nalazimo da je arg™ (¢) =
0iarg™(t) =2m, t > 0 (videti podsekciju 1.6.5 za definicije i detalje).

Ponovimo, ako je s duZina luka ¢, defini§imo funkcije kosinus i sinus sa cos s = x
i sins = y. Funkcije kosinus i sinus produzuju se periodi¢no na R, sa periodom 2.
Pogodno je uvesti funkciju cis definisanu sa cist = cost + isint.

KaZemo da su ovde navedene definicije funkcija cos, sin i cis-a date pomocu
modela jedini¢nog kruga.

Funkcija cis preslikava interval I = [0, 27) uzajamno jednozna¢no na T i otuda
kako je cis periodi¢na funkcija sa periodom 2, cis preslikava interval I = (—, 7]
uzajamno jednoznacno na T'. Iz prethodnog izlaganja sledi:

Teorema 1.9 (cis preslikava R na 7T'; Teorema o cis —u) VaZe sledeéa tvrdenja:
(a) cis preslikava R na T
(b) cis preslikava interval I = (—7, 7| uzajamno jednoznacéno na T.

(b) tvrdi da za svako z € T postoji jedinstveno t € (—m, 7] tako da je z = cist. Ova
Teorema daje parametrizaciju jedini¢ne kruznice (pomocu duzine luka) i omoguéava
da se jednostavno definise ugao i merni broj ugla.

Posledica 1.4 (Trigonometrijska-polarna forma kompleksnog broja) Svako
z € C* moZe se predstaviti u obliku

z =r(cosp + isin ), (1.52)
gde jer =|z| i ¢ €R.
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Dokaz: Ako z € C*, tada —

B € T i na osnovu Teoreme 1.9 (a)(o cis-u), sledi
z

|Z—|:cis<p,tj. z=r(cosp+isiny), gdejer =|z|ip €R. O
z

Izdvajajuéi realni i imaginarni deo formule (1.52), dobija se:

T = T1COS P,
{y = rsinp. (1.53)
Jednacina (1.53) definiSe polarne koordinate (r,y) kompleksnog broja z = (x,y).
Polarni ugao ¢ naziva se argument ili amplituda kompleksnog broja i oznacava se
sa Arg z (za precizniju definiciju videti sekciju Argument).

U sledecoj sekciji uvodimo eksponencijalnu funkciju i dokazujemo Ojlerovu for-
mulu cist = e i stoga umesto trigonometrijska forma kaze se i polarna-ekspo-
nencijalna forma, (ovde koristimo e samo kao oznaku za cist).

Kako je cist = €', t € R, iz Teoreme 1.9, sledi:

Lema 1.2 (Trigonometrijsko-Eksponencijalna Forma, L. Tr F) Svako z € C
moZe se predstaviti u obliku z = |z|e'?, v € R.

Dokaz: Sledi iz prethodne posledice. a

Ponovimo da je C* = C\ {0}. Za o € R neka je I, = [, + 27). Kako,
na osnovu Teoreme 1.9 (b)(o cis-u) i periodi¢nosti funkcije cis sa periodom 27, cis
injektivno preslikava I, na T, dobija se

Teorema 1.10 (Jedinstvenost trigonometrijske forme, JTF) Neka je o €
R. Svako z € C* moZe se jedinstveno predstaviti u obliku

z=|zlcisp, ¢ €l,.

Kasnije, kada pokazemo da je cisp = €', ovu Teoremu ¢emo nazivati Jedinstvenost
trigonometrijske-polarne forme i koristiti skra¢enicu JPF.
Podvucimo da na osnovu Teoreme 1.10 (u sustini iz Teoreme 1.9 (b)(o cis-u)), sledi

Posledica 1.5 Neka je a € R. Funkcija cis injektivno preslikava J, = (o, o+ 27)
naT, =T\ {e“}.

Vezba 1.5.1 Kompleksan broj 1 —1i pripada cetvrtom kvadrantu i moZe se napisati
u formi

1—i=+2cis(—7/4).

Umesto —m/4 moZe se koristiti svaka od vrednosti ¢ = —w/4 + 2nw, gde je n
prirodan broj. Na primer

1 —i=+/2cis (7r/4).
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1.5.2 Adicione formule za trigonometrijske funkcije

Dokaz adicione formule za trigonometrijske funkcije pokusajmo da prilagodimo nas-
tavi u srednjoj Skoli pomocu sledec¢ih tacaka.

1. Skalarni proizvod vektora a i b definiSe se sa (a,b) = Re(ab) (proveriti).

2. Rotacija R, za ugao 7 je izometrija.
U nastavi, u srednjoj 8koli, obi¢no ne definiSemo kompleksnu eksponencijalnu
funkciju. Ipak, za 7 € R moZemo definisati R,z = (cis 7)z. Moze se pokazati
da je preslikavanje R, rotacija za ugao 7. Specijalno, nije tesko proveriti da
je R; izometrija.

Iz |cis 7| = 1, sledi

R;zR;¢ = (cisT) z(cisT) ¢ = (cisT) zcis 7S = 25

i otuda
(R‘rza RTg) = (Zv §)

i specijalno
[Rrz — Rec| = [(cisT) (2 — <) = [z — <.

Preslikavanje R, naziva se rotacija za ugao 7 (pogodno je pridruZiti ovom
pojmu mentalnu geometrijsku sliku). R, se, takode, moZe predstaviti i u
slede¢em obliku:

Iz
(cisT)z = (cosT +isinT)(x + iy) = xcosT — ysinT + i(zsinT + y cos 7)

sledi
R;z=xcosT —ysinT + i(zsin7 + ycos)

i otuda
R,z = (xcosT —ysinT,xsinT + ycosT).

3. Definicija ugla

Uglom nazivamo deo ravni ograni¢en dvema polupravama OA i OB sa za-
jednic¢kim pocetkom O. Poluprave OA i OB nazivamo kracima ugla; njihov
zajednicki pocetak je teme ugla. Neka su a,b € T i a = cisa. Tada postoji
jedinstveno 8 € I, = [a, o + 27) tako da je b = cis §; oznafimo sa £y luk
definisan sa

Lap(t) = cist, a <t < . (1.54)

Za a € C* oznafimo sa A, = {pa : 0 < p < 4+o0}. Jasno je, ako je a = |a| cis«
tada su A, = {pe'® : 0 < p < 400} poluprave sa pofetkom u koordinatnom
pocetku koje ,zaklapaju” ugao « sa x osom.
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Ugao kao konveksan skup

U srednjoskolskoj nastavi moze se postupiti na sledeéi nacin: ako b ¢ A_,,
ugao aOb moze se definisati i kao najmanji konveksan skup koji sadrzi tacku 0
i poluprave A, i Ay; ako b € A_, (tj. tacke A, O i B pripadaju pravoj), ugao
aOb definise se kao poluravan, koja sadrzi luk ¢,p,. Ako luk £,., pripada
uglu, merni broj ugla aOb je duzina ovog luka (luka koji je presek ugla sa
jedini¢nom kruznicom T'); ako luk £,.p, ne pripada uglu merni broj ugla aOb
je negativan, duzina ovog luka sa znakom minus.

4. Dokaz adicione formule za trigonometrijske funkcije
cis(a + ) = cisacis 8

Dokaz: Kako je cis periodi¢na funkcija sa
periodom 27, moZe se pretpostaviti da o, 3 €
[0,27). Neka je a = cisa, b = cis8 i neka
je ¢ = Rab. Tada su respektivno duZzine
lukova #1, i £1p, a i 3; kako je R, izometrija,
R,1 = a i Ryb = ¢, duzine lukova f1; i f4e
su jednake i otuda duzina luka ¢,. je 0, pa
je duzina luka nastalog nadovezivanjem lukova
l1q 1 loe jednaka o + S (tj. duZzina luka ¢4, je
(o + B)(mod 27) ); preciznije duZina luka £;. je
a+ 0 —2m, ako je a+ 3 > 2w, a duZzina luka ¢;,
je a+ 3, ako je o + B < 2m. Dakle, s obzirom
na definiciju cis,

lika 1.10:
¢ = cis(a + 3), Slika 1.10

i kako je
c= R,b=cisacis 3,

otuda dobijamo adicione formule za trigonometrijske funkcije

cis(a + () = cisacis (.

Podvucimo da se dokaz adicione formule bazira na
(a) R, je izometrija,
(b) Duzina luka je aditivna funkcija.

Vezba 1.5.2 (Moavrova formula (A. de Moivre)) Primenom principa mate-
maticke indukcije, dokazati formulu:

(cisp)™ = cisny, n € N,
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Ova formula daje ekstremno jednostavan nacin da se izraze cosny i sin ny pomocdu
cos ¢ i sin . Naime,

_ ERE LA AR n—2k . 2k
cosnf = Z (-1) < o )cos 0 sin*" 6.
0<2k<n

Uputstvo: Za a = cosfib = sin 6, na osnovu Moavrove i binomne formule, nalazimo
da je

cosnf + i sinnf = (a +ib)" = Z < Z ) a™F(ib)*.
k=0

1.5.3 Binomna jednacina

Na osnovu Vezbe 1.5.2 dobija se da je n —ti stepen broja z = rcis ¢ dat sa

2" =r"cisnep. (1.55)
Za r = 1 ovaj rezultat se svodi na Moavrovu formulu (A. de Moivre)

(cisp)™ = cisnep. (1.56)

Definicija 1.14 n-ti koren ko mpleksnog broja a je skup reSenja jednacine
2" =a. (1.57)
Pretpostavimo da je a = rcisa i z = pcis . Tada jednac¢inu (1.57) pisemo u obliku
2" = p"cisng = reisa. (1.58)

Ako je p™ = r i ng = «, tada jasno vazi (1.58). U sustini, (1.58) vazi ako se
ny razlikuje od « za celobrojni umnozak punog ugla. Ako se uglovi izrazavaju u
radijanima, pun ugao je 27 i na osnovu Propozicije 1.5 o jednakosti polarnih formi,
(1.58) vazi akko p = ¥/ i

o  2kmw
p=24 2T (1.59)
n n
gde je k ceo broj. Ipak, samo vrednosti £k = 0,1,...,n — 1 daju razli¢ite vrednosti
z = pcisp. Otuda
2k 2k
zk:Wcisu:Wcis (g—i——W), k=0,1,...,n— 1.
n n n

Svaki kompleksan broj razli¢it od nule ima n n-tih korena. Geometrijski, n-ti koreni
su temena pravilnog n-tougla.

Uvedimo jo§ oznaku e = cis (.

Dakle, ako je a = r cisa = re'® # 0 dat u polarnoj formi i n prirodan broj, {/a
je skup reenja jednacine z" = a po z, tj. skup

{Zk:%eiWk I]{iZO,l,...,TL—l}, (160)
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gde je
a+ 2kt « 2k_7r

o= =
n n n

mada se u literaturi sa {/a ponekad oznacava i neki od n-tih korena iz a.
Sluc¢aj a = 1 je posebno interesantan. Koreni jednacine z” = 1 nazivaju se n-ti
koreni jedinice i ako se uvede oznaka

27
w = cis —, (1.61)
n
sal, w,w?, ..., w" ! su dati svi n-ti koreni jedinice. Takode je jasno da ako je zg
neki n-ti koren iz a, tj. 20 € {/a, tada je a={wk2:k=0,1,....,n—1}.
Skup vrednosti z'/"— {20, 21, .., Zn—1} su temena odgovarajuceg pravilnog n-

tougla.
Vezba 1.5.83 Ako su zg,z1,...,2n_1 n-ti koreni broja z € C, dokazati

n—1

S =3z =0. (1.62)

k=0
Ako je ¢ =27 /n, da li formula Scisd = S ima jasnu geometrijsku interpretaciju?
Uputstvo: 241 = €2, k=0,...,n — 1, gde je z, = 2. O

U nameri da ilustrujemo formulu (1.60) nadimo vrednosti (—8i)'/%. Kako je
. ,om
—8i = 8exp (z(—§ + Qk’ﬂ')) ,

1/3
)

vrednosti tre¢eg korena —8i, (—8i) su

T 2km

Zk = 2€Xp (l(—g + T)) s k= 0,172.

Otuda, 20 = V3 —1i, 21 =2i i29=—V3—1.

Vezba 1.5.4 a) Pokazati da je z* +4 = (22 + 22 +2)(2% — 22+ 2).
b) Na osnovu a), resiti jednacinu z* + 4 = 0.
¢) Odrediti v/—4 i na osnovu toga proveriti rezultate dobijene u tacki b).

1.5.4 Skalarni proizvod

Propozicija 1.13 Neka a,b € T i neka je v oznaka mernog broja ugla aOb. Tada
je (a,b) = cos~.

Dokaz: Neka je a = cisa i z = R_,b. Kako je R_,, izometrijai 1l = R_,a, R_,
preslikava ugao aOb na ugao 10z i

z=(z,1) = (b,a).

Otuda je cosy = = = (a,b) = Re(ab). O
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Propozicija 1.14 Neka a,b € C i neka je v oznaka mernog broja ugla aOb. Tada

je
(a,b) = |al||b| cos~. (1.63)

Dokaz: Ako je a ili b nula jasno je da su obe strane (1.63) jednake nuli; ako a,b € C*
iag=a/laliby=0>/|b|, tada (1.63) sledi primenom Propozicije 1.13 na ag i by. O
Dokaz adicione formule (pomoéu vektora)

U nastavi, u srednjoj 8koli, pojavljuje se i dokaz adicione formule pomoc¢u vektora.
Prvo, razmotrimo jos jednom definiciju ugla i mernog broja ugla. Postoji vise
mogucénosti da se definiSe orijentisan ugao. Navedimo definiciju, koja ukljucuje i
konkavne uglove (za definiciju koja ukljuCuje konveksne uglove videti podsekciju
1.5.2).

Na primer, neka su a,b € T i a = cisa. Tada postoji jedinstveno 5 € I, =
[a, a + 27) tako da b = cis 3. Definisimo ugao aOb = {pcisp : p > 0,a < p < S}
merni broj ugla aOb je v = # — « i merni broj oznacavamo sa aOb. Ako a,b € C*,
ap = afla| i by = b/|b|, definisemo ugao aOb pomocu ugla agOby.

Vezba 1.5.5 Objasniti razlike izmedu dve definicije ugla i mernog broja ugla.

Vratimo se dokazu Adicione formule.
Dokaz: Neka a,b € T' i neka je v oznaka mernog broja ugla aOb. Tada je

(a,b) = cosn. (1.64)
S druge strane,
(a,b) = Re(ab) = Re(cis acis(—3)) = Re((cos a + i sin a)(cos 3 — i sin 3))

i otuda
(a,b) = cosacos f + sinasin 5. (1.65)

Kako je, s obzirom na gornju notaciju, vy = 6 — «, iz (1.64) i (1.65) sledi

cos(a — ) = cosacos 3 + sin asin 3.

Vezba 1.5.6 Ispisati vektorsku verziju prethodnog dokaza.

Sledeca propozicija daje predstavljanje proizvoljnog kompleksnog broja (vek-
tora) u odnosu na ortonormirani sistem ag i iag (aog je jedini¢ni vektor); interesantno
je da se dokaz adicione formule moze izvesti pomoc¢u posledice ove propozicije.

Propozicija 1.15 Neka je ag € T i b kompleksan broj. Tada je
b = Aag + Asiag, (166)

gde je A1 = (b,ag) i A2 = (b,iap)-
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Dokaz: Neka je ag = cisaw i 2z = R_4(b). Tada je z = = + iy, gde je z = (2,1) i
y = (z,1). Kako je R, izometrija i Ry (1) = ag, Ry (i) = iag, sledi (1.66). O

Posledica 1.6 Neka je ag € T, b kompleksan broj razlicit od nule i neka je v merni
broj ugla agOb. Tada je

b = |b|((cosy)ag + (siny)iag) (1.67)

Vezba 1.5.7 Izvesti dokaz adicione formule pomocéu ove posledice.

1.5.5 Kosinusna teorema

Propozicija 1.16 Neka su z i w kompleksni brojevi i v mera orijentisanog ugla
z0w. Tada je
|2 — wf2 = |22 — 2|zw] cos ¥ + .

Dokaz sledi na osnovu Proprzicije 1.14 i relacije (1.9) (Propozicija 1.4).

Propozicija 1.17 Neka su a, b i ¢ kompleksni brojevi i v mera orijentisanog ugla
bac. Tada je

|b—c|* =|b—al* —2|b—allc — a|cosy + |c — al*.

Kako je preslikavanje T, definisano sa T,(s) = ¢ — a, izometrija dokaz sledi pri-
menom prethodne Propozicije na vektore z =b—aiw=c—a.

1.5.6 Argument

Preslikavanje F' : M — PC naziva se viSeznac¢na funkcija (v8z). Podvucimo, svakom
z € M v3z. funkcija F dodeljuje F(z) = F., podskup kompleksne ravni.
Ako je f : M — C neprekidno preslikavanje tako da je f(z) € F., z € M, f
nazivamo grana viSeznacne funkcije F'. Podvucimo da za razliku od v§z F, grana
f je jednoznacna funkcija (funkcija); dakle, svakom 2 € M dodeljuje tatno jedan
kompleksan broj iz skupa F,.

U sledeéoj sekciji uvodimo i dokazujemo Ojlerovu formulu cist = e
sekciji koristimo e samo kao oznaku umesto cist.

Za z € C* definisemo

t. :
; U OVOj

Argz={p R : z=|z|cisp} = {p ER : z = |z[e?*}.
Podvucimo da je Arg viSeznac¢na funkcija.

Propozicija 1.18 Ako je z,w € C* i Argz = Argw, tada je z = sw, gde je s >0
(tj. tacke z i w pripadaju polupravoj sa pocetkom wu 0).

Dokaz: Izaberimo ¢ € Argz, tada i ¢ € Argw; otuda, s obzirom na definiciju Arg,
dobija se z/|z| = ¢*? i w/|w| = €'?. Otuda je z/|z| = w/|w]| i tvrdenje sledi. O
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Propozicija 1.19 cisy = cis§ akko 0 = ¢ + 2k, gde je k € 7Z.

Dokaz: Kako je cis periodi¢na sa periodom 27 iz 6 = ¢ + 2k7 sledi cis p = cis#6.
Vazi i obrnuto: neka je cis ¢ = cis 0; tada postoji k € Z tako da 0 —2kn € [p, o+ 2m)
i otuda, kako je cis preslikavanje 1 — 1 na intervalu [p, ¢ + 27), sledi 6 — 2k7 = ¢,
tj. 0 = ¢ + 2km. |

Specijalno, ako ¢g € Argz tada je Argz = {po + 2kw : k € Z}. Na osnovu
prethodnih razmatranja, jednostavno se dokazuje slede¢a, korisna lema.

Lema 1.3 (Jednakost trigonometrijskih-polarnih formi, EPF) Neka su
w,z € C*. Tada

(a) w =z akko |w| = |z| i Argw = Arg 2.
Ako je w = pe'® zadato w PF tada je

(b)) w=zakkop=|z| 10 € Argz.

Dokaz (b): Na primer, neka je p = |2| i & € Argz. Tada je z = |z]e”? i otuda
i
z=pe? =w.

Propozicija 1.20 Ako z,w € C*, tada
(a) Arg(zw) = Argz + Argw (osnovno pravilo) .

Pravilo (a) daje duboko i neo¢ekivano opravdanje geometrijske reprezentacije kom-
pleksnog broja.

Dokaz: (a) Neka ¢ € Argz i 60 € Argw. Iz definicije viSezna¢ne funkcije Arg
dobija se z = |z]e’?, w = |w|e??. Otuda prvo sledi zw = |z||w|e?**?) i stoga
(p+0) € Arg (zw). O

Postoji grana argumenta na O,.

Ako je realna funkcija ¢ neprekidna na oblasti Q C C* i ako je z = |z|cis p(z) =
|z|e(*) (tj. @(z) € Argz) za svako z € ©Q, ¢ se naziva grana viseznacne funkcije
Arg (kratko grane argumenta) na 2 i obi¢no oznafava sa arg. Za primere grana
argumenta videti Posledici 1.7 i razmatranja koja slede posle ove posledice.

Za v € R oznatimo sa A, = {pcisy = pe" : 0 < p < +oo} poluprave sa
pocetkom u koordinatnom podetku koje ,zaklapaju” ugao v sa x osom. Neka je
a €RiO, =C*\ A, Ako je a = |a|e’® pogodno je koristiti i oznake A% i O%
respektivno umesto A, i O,.

Definicija 1.15 (C*, C,) Za « € R definiSemo C* =D, ={a—7 < p < a+7}.
Ako je a = |ale’™ # 0, pogodno je, respektivno, pisati A,, O i C, = D* umesto
Ay, Oy i C* = D,,.
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D,=C=D'=C,

Slika 1.11:

U prvom c¢itanju oznake iz prethodne definicije mogu dovesti do konfuzije. Na
primer C; = C, /5 i ovi skupovi su jednaki C \ R™; a kako je i = ¢™/? onda vazi
C™/? = C; i ovi skupovi su jednaki C*\ A~".

Citalac moze izabrati da u vezi sa oznakama D, =C% = D* = C, koristi samo
donje indekse tj. oznake D, i C,.

Podvucimo, ako je a = |ale’® # 0 zadato u polarnoj formi, da je D, = Og_r,
C, =C*\A* C, = -0% a€C,i—a€ O, Primetimo da su skupovi C*
i C, jednaki, ali kada koristimo oznaku C® obi¢no podrazumevamo da je grana
argumenta na ovoj oblasti odredena sa vrednostima u (o — 7, a+7), koju nazivamo
glavna grana argumenta na C?.

Na osnovu razmatranja u paragrafu o cis-u (specijalno Teorema 1.10) dokazuje
se sledeca neposredna posledica Teoreme 1.10.

Posledica 1.7 (Po P-F) Neka je o € R. Svako z € O, moZe se jedinstveno
predstaviti u obliku z = |z|cis p = |2]e!?, ¢ € (o, + 27) ).

On = {pcisp =pe¥:0< p< +oo, a < ¢ < a+27}.

Dokaz: Neka je T,, = T \ {e'*}. Tada z € O, ako i samo ako z/|z| € T,. Otuda
tvrdenje sledi iz Posledice 1.5. a

Ponovimo, na osnovu Teoreme 1.10, svako z € O, moze se jedinstveno pred-
staviti u obliku

2= |z|cisp = |2]€™, ¢ € Jo = (o, + 27).

Na ovaj nafin svakom z € O, jednoznacno je ,dodeljeno” ¢ = ¢(z) u intervalu J,,
tj. definisana je funkcija ¢ : O, — J, koja je grana viSeznacne funkcije Arg (grana
argumenta) na O,. Ako Zelimo da podvucemo da je ¢ grana Arg onda umesto ¢
koristimo oznake arg ili arg,.
Ako je
Jip = Ji(a) = (a+ 2km,a+2(k+ 1)7), k€ Z

postoji grana argumenta ¢y, : O, — Ji. Koristi se i oznaka arg, umesto .
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Definicija 1.16 Sa arg oznacavamo neku granu argumenta; obicno granu sa vred-
nostima u (0,27) ili (—7,7) nazivamo glavna granae; ako Zelimo da razlikujemo
ove dve grane onda izbor argumenta sa vrednostima u [0, 27) nazivamo prva glavna
vrednost argumenta, a sa vrednostima u (—m, 7] naezivamo druga glavna vrednost
argumenta.

Podvucimo da je glavna vrednost argumenta definisana na skupu C*, a da je prva
glavna grana argumenta na C \ R¥.

Ponovimo, ako sa s(1) i s~ (1) ozna¢imo grani¢ne vrednosti kada z — 1, re-
spektivno, kroz Ty i T_, jasno je da je sT(1) = 01 s (1) = 27. Ako se granitne
vrednosti defini§u u odnosu na H* (gornja poluravan) i H~ (donja poluravan),
nalazimo da za prvu glavna vrednost argumenta vazi: arg™(t) = 0 i arg™(t) = 2,
t > 0 (videti podsekciju 1.6.5 za definicije i detalje).

Propozicija 1.21 1. Neka su 1 @ p2 grane arqumenta na oblasti 0, tada po —
p1 = 27k, gde je ko ceo broj.
2. Ne postoji grana argumenta na C*.

Y2 — Q1

Uputstvo: 1. Funkcija neprekidna i celobrojna funkcija na povezanom

skupu 2.

2. Suprotno pretpostavimo da postoji grana argumenta ¢ na C* i neka je g prva
glavna grana argumenta na C_1, tada je ¢ — g = 27wkg na C_1, gde je kg ceo broj.
Otuda je ¢ prekidna funkcija na R™, §to je kontradikcija sa pretpostavkom da je ¢
neprekidna na C*.

Primer 6 Pokazati da nije tacno arg(zw) = arg z + arg w.

Resenje: Neka je, na primer, arg grana argumenta na Oy = C*\ Ag, sa vrednostima
u (0,27) i z = w = —i. Tada je

; 3m
arg z = argw = arg(—i) = -

Otuda je
arg z + argw = 3.

Vezba 1.5.8 Objasniti razliku izmedu Propozicije 1.20 i Primera 6.

Primer 7 Neka je £ = (0,4+00i) = A;, O = C*\ £ i neka je grana argumenta arg
na O odredena sa

(a) arg(1) = 0,
(b) arg(l) = 2.

3
Da li je u sluéaju (a) grana arg odredena sa vrednostima u (—771-, g) i
arg(—i) = —7/2, a u sluéaju (b) arg(—i) = 37/2?
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5
(¢) Da li postoje grane Arg sa vrednostima u (g + 2km, g + 2k7r> na O7?

Uputstvo: Primetimo da i = ¢"™/2 i da je O = O, s. O

1.5.7 Exp i cis
Ojlerova formula

Sa D oznacavamo izvod funkcije jedne promenljive; Df = f'.

Iz adicione teoreme, izvodi se D cos = —sin i D sin = cos (za diskusiju i razne
dokaze ove formule videti slede¢u podsekciju). Zatim nalazimo prvo izvode ovih
funkcija u nuli, i otuda Tejlorove razvoje

+oo 2n
n T
cosx = E (-1 G (1.68)
n=0 :
+oo 2n+1
. n L
n=0

U realnoj analizi takode vaznu ulogu ima eksponencijalna funkcija, koja se oz-
nacava sa exp ili e. Na primer, eksponencijalna funkcija moze da se definige kao
reSenje diferencijalne jednacine f'(x) = f(x) sa po¢etnim uslovom f(0) = 1. Otuda,
iz Tejlorove formule sledi

+oo  n
exp (z) = Z g (1.70)
n=0
Podvucimo da je exp monotono rastuca funkcija na R i da izgleda potpuno
razli¢ito od trigonometrijskih funkcija cos i sin. Zamenjujuéi realnu promenljivu x
sa kompleksnom promenljivom z u (1.70) definise se

00 o
exp (z) = Z PRl eC. (1.71)
n=0
Osoba koja proucava kalkulus s tacke gledista realnih brojeva ne ocekuje vezu
izmedu exp i trigonometriskih funkcija. Zaista, izgleda da su ove funkcije izvedene
iz potpuno razli¢itih izvora. Citalac moze uociti slicnost izmedu Tejlorovih razvoja
ovih funkcija i ako zeli da koristi imaginarni argument moze izvesti Ojlerovu formulu
e = cosx +isinz, (1.72)
kao formalni identitet.
Iz (1.71) sledi:
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Kako je (ix)? = i2kz?k = (—1)ka2k i (jz)?k 1 = 2k+ 12k 1 — j(—1)k2k+1 nalazi
se

) too 220 too p2n+l
e an:%(—l) WH,;(_U s = cosx + isinz.

Gaus je shvatio dubinu Ojlerove formule (v. npr. [Ah]). U sledecoj sek-
ciji skicira¢emo pristup koji objasnjava Gausovu ideju i npr. direktno daje ne-
geometrijsku definiciju argumenta (mernog broja ugla): sa (1.71) definiSemo ek-
sponencijalnu funkciju i pokazujemo da je jedini¢na kruZznica parametrizovana sa
z = et € [0,27), bez razmatranja pojma i osobina duZzine luka; trigonometri-
jske funkcije moZemo jednostavno definisati pomocu eksponencijalne funkcije; a
logaritamsku funkciju (Ln) kao inverznu funkciju eksponencijalne i Arg kao Im Ln.

1.5.8 Izvod cis*

Citalac je u kursevima analiza do sada radio sa izvodima funkcija cos i sin. Skici-
ra¢emo precizan dokaz sledeée propozicije (formule za izvode cos i sin).

Propozicija 1.22 1. Dcis = icis
2. Dsin = cos, D cos= —sin.

Dokaz se bazira na sledecoj vezbi:
Vezba 1.5.9 Dokazati da je Dcis(0) = i.
Uputstvo: Neka je 0 < s < w/2,i 7(z) =z — 1+1ivV1 — 22, Kako je

ciss —1 ﬂ
— = (@) (1.73)

i7'(2)/s'(x) = —V/1 — 2241z, na osnovu Lopitalovog pravila D cis(0) = i, gde D
oznadava desni izvod. Ako je s < 0, tada je cis(—s) = ciss, i otuda D_cis(0) = 1,
gde D_ oznacava levi izvod. m]
Na osnovu Vezbe 1.5.9 i adicione formule sledi Propozicija 1.22; tj. Dcis = i cis.
Sada ¢emo skicirati uobi¢ajen dokaz Propozicije 1.22 iz kurseva RA i pokuSati
da objasnimo zagto u dokazu Propozicije 1.22 nismo koristili uobi¢ajen postupak.

Vezba 1.5.10 Dokazati

a) povrsina kruga poluprecnika r jednaka je P = mwr?.
b) Ako je z = rcist, povrsina kruznog isecka r0z, polupreénika r, jednaka je P, =
r7/2.

T
Uputstvo: P = 2/ V12 — 22dx; koristiti smenu x = rsint i formulu D sin = cos.
—r
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U kursevima RA, dokaz Propozicije 1.22 zasniva se na

. sinx
lim

xr—0 X

=1, (1.74)

a dokaz formule (1.74) bazira se na nejednakosti x < tgz, 0 < = < 7/2, koja sledi na
osnovu formule za povrSinu kruznog isecka. Popularno receno ,,vrtimo se u krug”.
O

Vezba 1.5.11 Da li se dokaz formula

a) za povrinu kruznog isecka i

b) x <tgr,0 <z <m/2

moZe izvesti bez pozivanja na formulu D sin = cos?

Uputstvo za b): Neka je A = z = 1 + 1y,
y>0, B=1iA*=w= Pz=z/|z|; duz A
AB podelimo ta¢kama z; na n podudarnih
duzi. Neka je wp = Pz, = zp/|z|; tada
je, na osnovu Vezbe 1.5.12, |wy — wg41| <

|z — zk4+1]- Otuda, kada n — 400, sledi da * Ze
. : S A

je o = |lw| < |A-B| =y =tgp, gde je A

lw pozitivno orijentisanog kruznog luka koji N,
spaja tacke 11 w. O : ‘

Alternativni dokaz da je D sin = cos: Funkcija
sin je rastuca na [—7/2,7/2] i otuda ima in-
verznu funkciju, koju obi¢no oznac¢avamo sa
arcsin. Iz formule (1.49) za duzinu luka (pod-
sekcija 1.5.1), sledi

. 1
arcsinz = /0 ﬁdt Slika 1.12:

1
i otuda prvo (arcsinz) = ———, a zatim
V1—a?

na osnovu teoreme o izvodu inverzne funkcije D sin = cos.

Vezba 1.5.12 Neka kompleksni brojevi a = |a|e’® i b = |b|e’® ne pripadaju otvorenom
jedinicnom krugu.

Dokazati da je |a — b| > |e*® — e'f].

UpuTSTVO: Neka je v = 8 — a. Na osnovu kosinusne teoreme, |a — b|? = |a|? +

]2 — 2|a| |b] cosy > 2|al|b] (1 — cosvy) > 2(1 — cosy) = | — P|2.

1.6 Eksponencijalna funkcija, Ln, Arg, z* i primene
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Definicija 1.17 Eksponencijalna funkcija definise se za kompleksni broj z na sledeci
nacin:
+o0 on
exp(z) = Z% o (1.75)

MnoZenjem stepenih redova dobijamo osnovnu adicionu formulu

e?eb = eath (1.76)

)

koja va7i za svaka dva kompleksna broja a i b. Formulu (1.76) nazivamo Adicionom
formulom za eksponencijalnu funkciju i kratko oznacavamo sa adexp. O raznim
dokazima ove formule i osnovnim svojstvima eksponencijalne funkcije videti u Do-
datku A (Glava 4).

Na primer, ¢italac bez veé¢ih teskoé¢a moze dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 1.11 Za eksponencijalnu funkciju vaZe sledeéa osnovna svojstva:

(a) e® # 0,
(0) () = ¢,
(c) restrikcija exp na realnu osu je rastuéa funkcija, e* — +o0o, r — 400;
e’ =0, x — —o0,
_ 1
(d) e’ = 6_2’
e exp(z) =expz
(e) p(z) =expz,
(f) za realno t left| =1,
(9) ] = €.

Dokaz: Kako je e*e % = ¢’ = 1 slede (a) i (d). Diferenciranjem stepenog reda
zaklju¢ujemo da vazi (b). Koristeéi (1.75), zaklju¢ujemo da je exp monotono rastuca
na pozitivnom delu realne ose i da je e* — +o0, © — +00. Drugi deo tvrdenja (c)
je posledica jednakosti e*e™® = 1.

Konjugovanjem stepenog reda eksponencijalne funkcije (preciznije, konjugovanjem
n

k
njegove parcijalne sume) dobijamo (e). Detaljnije: Neka je S, (z) = Z % Iz
k=0

definicije eksponencijalne funkcije sledi S,(z) — ¢* i S,(Z) — €7, kada n — +oo.
Otuda S,(z) — €% i kako je S,(z) = Sn(%Z) (kona¢ne sume), dobija se (e). Na
osnovu (e) dobija se

G = T = gt it = 0 1, (1.77)

z|2 — 2oz z L2 eQRez’ (1.78)

a otuda i (g). Primetimo da umesto (1.78) moZemo primeniti adicione formule, tj.
e = e” e", da bismo dokazali (g). a
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1.6.1 Eksponencijalna - polarna forma kompleksnog broja

Kurs KA moZe da po¢ne sa uvodenjem exp funkcije i izvodenjem osnovnih svojstava
ove funkcije (v. komentar u paragrafu o Ojlerovoj formi). Mogu se detaljno izvesti
svojstva razmatrana u paragrafima o cis-u i argumentu. Oznaka ' u tvrdenjima
koja slede oznatava da su ta tvrdenja ve¢ bila formulisana u paragrafima o cis-u i
argumentu (pomocu cis-a).

Pokazimo da je geometrijska definicija funkcije cis saglasna sa Ojlerovom formulom:
cisT = €', bez pozivanja na Tejlorove razvoje za funkcije sin i cos.

Propozicija 1.23 (Ojlerova formula) Za 7 € R, vaZi cisT = €'".

Dokaz: Neka je 0 < 7 < 27 i ¢, luk definisan sa c,(t) = e'f, 0 < t < 7. Koristeci
definiciju eksponencijalne funkije pomocu stepenog reda moze se pokazati da je
¢, prosta kriva sa pocetkom u tacki 1 i tragom na jedini¢noj kruznici. Kako je
De't = je't nalazimo |c.(t)| = 1 i stoga duZina luka c, je

|CT|:/ |C'T(t)|dt:/ ldt=r.
0 0

Dakle, ako je z = cisT, lukovi 4, i ¢, imaju iste duzine, zajednicku pocetnu tacku
1 i trag na jedini¢noj kruznici. Kako ovi putevi imaju ,saglasnu” orijentaciju (ob-
jasniti pomoc¢u Vezbe 1.6.1), nalazimo da imaju zajedni¢ku krajnju tacku. Otuda,
s obzirom na to da je ¢, (7) = €'7, sledi z = cisT = €' 7. a

VeZba 1.6.1 Neka je ei(t) = Ree'® i ex(t) = Ime't, t € R. Koristeéi defini-
ciju eksponencijalne funkcije pomoéu stepenog reda (1.75), izvesti osnovne osobine
eksponencijalne funkcije i skicirati grafik funkcija ey i es.

1 e, 1 e
0 /2 n 3n/2 2n 0 /2 b 3n/2 27
-1 -1
Slika 1.13:

Uputstvo: Grafici funkcija e; i es prikazani su na slici 1.13; uobic¢ajene oznake
za ove funkcije su respektivno cos i sin. O osobinama eksponencijalne funkije videti
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npr. u [Ru] i [Ma 3]; videti takode Propozicija 4.1, Dodatku A, Glavi 4 .

Analiticki dokaz prethodne Propozicije, ako se pozivamo na Tejlorove razvoje
funkcija cos i sin moZze se izvesti kao u Podsekciji 1.5.7.

Za t € R defini§imo cost i sint da budu realni i imaginarni deo €' i cist = e,
Koristeci osobine funkcija cost i sint dokazujemo da funkcija cist preslikava R na
jedini¢énu kruznicu T' = {w : |w| = 1} i otuda:

Lema 1.4 (LPF’) Svako z € C* moZe se predstaviti u obliku
z = |z|e"?, peR

Podvucimo da Lema vazi i za z = 0. Ponovimo da je C* = C\{0}. Za o € R neka
je I, = [a, a4 2m). Kako cist injektivno preslikava I, na T dobijamo:

Teorema 1.12 (Jedinstvenost eksponencijalno-polarne forme, JPF’) Svako
z € C* moZe se jedinstveno predstaviti u obliku

z = |z|e"?, p € l,.

Postoji grana argumenta na O, i eksponencijalna forma

Za z € C* definiSimo .
Argz={peR | z=|ze"}.

Podvucimo da je Arg viSeznatna funkcija.

Ako je realna funkcija ¢ neprekidna na oblasti Q@ C C* i ako je z = |z]e*?(®) (tj.
p(z) € Argz) za svako z € Q, ¢ se naziva grana viseznacne funkcije Arg na Q i
obi¢no oznacava sa arg.

Ponovimo (videti paragraf o Argumentu):

Za v € R oznacimo sa A, = {pe”? | 0 < p < +oc} poluprave sa pofetkom
u koordinatnom pocetku, koje ,zaklapaju” ugao v sa = osom. Neka je € R i
O, = C*\A,. Na osnovu Teoreme o jedinstvenosti polarne-eksponecijalne forme
(Teorema 1.12) svako z € O, moze se jedinstveno predstaviti u obliku

z = |z|e*?, v € Jy = (a,a+2m).

Na ovaj na¢in svakom z € O,, jednoznacno je ,dodeljeno” ¢ = ¢(z) u intervalu J,,
tj. definisana je funkcija ¢ : O, — J,, koja je grana visezna¢ne funkcije Arg (grana
argumenta) na O,. Ako Zelimo da podvucemo da je ¢ grana Arg, onda umesto ¢
koristimo oznake arg ili arg,,.
Ako je
Ji = Jg(a) = (a + 2km, o + 2(k + 1)7), keZ,

postoji grana argumenta ¢y, : O, — Ji. Koristi se i oznaka arg; umesto @y.
Korisno je za vezbu razmotriti:
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Primer 8 Neka je £ = [0, —oc0i) = A_; i O = C*\¢; i neka je grana argumenta arg
na O odredena sa:

(a) arg(~1) = m;

(b) arg(—1) = 3.

Da li je u slucaju (a) arg(i) = w/2, arg(l) = 0; a u slucaju (b) arg(i) = 57/2,
arg(l) =2n?

Lema 1.5 (Jednakost polarnih formi, EPF’) Neka su w,z € C*. Tada
(a) w =z akko |w| = |z] i Argw = Arg 2.

Ako je w = pe'® zadato u PF tada je

(b) w=z akko p=z] i 0 € Argz.

Koristiéemo slede¢u neposrednu posledicu Teoreme 1.12:

Posledica 1.8 (PPF’) Neka je o € R. Svako z € On moZe se jedinstveno pred-
staviti u obliku z = |z|e'?, ¢ € (o, a0+ 27), t.

Oq = {pe® | 0< p< 400, a< @< a+2r).

Lema 1.6 (Eksponencijalna-logaritamska forma, ExpLogF) Svako z € C*
moZe se predstaviti u obliku

z=eRlEHe e Argz.
Uputstvo: Dokaz se bazira na polarnoj formi z = |z|e’®, ¢ € Arg z, formuli iz RA
|z| = e™I?l] i adicionoj teoremi za eksponencijalnu funkeiju. ]
1.6.2 Logaritam
Lema 1.7 (Log) Neka je z € C*. Tada je
ev' =z (1.79)

akko
w = In|z| + iy, p € Argz. (1.80)

Dokaz: Koristeé¢i oznaku w = u + iv i adicionu formulu za exp, (1.79) moZemo
napisati u obliku

Otuda, s obzirom na Lemu 1.5, (1.79) je ekvivalentno sa
e'=|z| i veArgz. (1.81)

Na osnovu realne analize, e* = |z| akko u = In|z| i, otuda, ako je z = 0,
jednac¢ina (1.79) nema reSenje, a ako z € C*, jedna¢ina (1.79) ima beskonacno
mnogo reSenja datih sa (1.80). Skup ovih resenja oznacimo sa Ln z.

Dakle,

Inz={w|e” =2} ={ln|z| +ip | p € Argz}.
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O

Otuda, Lema 1.6 je neposredna posledica Leme 1.7: Svako z € C* moze da se
predstavi u formi z = e 121+ o € Arg 2.

1.6.3 Primene polarne forme

Neka je f: M — C. U praksi, pogodno je predstaviti funkciju f u polarnoj formi.
Ako je f # 0, tada se f moZe predstaviti pomoc¢u dve realne funkcije p i ¥ na
slededi nacin: p(z) = |f(2)| 1 ¥(z) € Arg f(2), 2 € M. Funkciju p nazivamo modul
funkcije f; ako je 1) neprekidna onda je nazivamo granom vz funkcije Arg f.

Vezba 1.6.2 Ako je z # 1, dokazati

1 — zntl
S:S@):1+z+¢2+“.+z":—T———, (1.82)
-z
S1(0) = 14cos+cos(20)+ -+ cos(nb) (1.83)
1 sin ( n+1/2) 0)
= - 6 € (0, 2m).
2t T osme/2) 2sin(6/2) € (0,2m)
. 0 1-— el("+1) .
Uputstvo: S1(6) = Re S(e??), S(e”) = T o . Kako je 1—e%2® = —2i(sin a)e’®,
—e
) 1 — ein+1)e
nalazi se S(e') = 6'—.9 e~10/2, a
—2isin 3

2
Vezba 1.6.3 Neka je 11~ leva poluravan, S = {z : y > x} i f(z) = 2%. Pokazati
da je

(a) f(II7) =C\R™

() f(5)=C:.

Uputstvo za (a): z = re'?; p = 12, 1) = 2 ¢; polukruznica C,. definisana sa z = re’?,
7/2 < ¢ < 37m/2 preslikava se na luk Y, definisan sa w = pe'¥ = r2e2%; ako
%) Ti%Q, tada 1 127, Otuda trag luka Y, je kruznica bez jedne tacke: K2\ {—72}.

Vezba 1.6.4 Neka je f(z) = 2°. Pokazati da f nije jednolisno na H i da je
F(H) = C*.
Uputstvo: z =re'?; p =17, 1) = 3; ako ¢ 17, tada ¢ 157 O

Vezba 1.6.5 Neka je
lim f(z) = A. (1.84)
z—a

Ako je A # 0,00, tada je formula (1.84) ekivalenina sa
lim |f(z)| =|A] ¢ limargof(z)=argA, (1.85)

gde je arg odgovarajuéa grana argumenta.
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Uputstvo: Ako je A poluprava sa pocetkom u koordinatnom pocetku, koja sadrzi
—A, tada na C\ A postoji grana argumenta. a
Neka je z = re*® zadato u polarnoj formi u nekoj okolini tacke zo # 0.
Pretpostavimo da f ima izvod u tacki zg # 0. Tada je, na osnovu teoreme o izvodu
kompozicije, f, = f'e'? i fo = f'ir €', gde se izvodi rac¢unaju u tacki zp # 0. Otuda
je
irf, = fo. (1.86)

Jednafina (1.86) je alternativna forma C' — R uslova (C' — R jednatina u polarnoj
formi).

Pretpostavimo da je f R-diferencijabilna u tacki zyp # 0 i da vazi jednacina (1.86).
Tada je df = fodf + frdr = f, (irdd + dr). Kako je dz = edr + rie?dd =
e'?(irdf + dr), otuda prvo sledi df = e~" f, dz i stoga

Ty A— (1.87)
20
gde se izvodi racunaju u tacki zy # 0.
U vezi sa izvodenjem ove formule videti takode Zadatak 4.05 [Je-Ma)].
Vezba 1.6.6 Neka je f(z) = 1/z. Naéi izvod funkcije f.

Uputstvo: Uobicajeno se pise u = (cos)/r, v = —(sinf)/r. Na osnovu jednacine
(1.87),za z#0

i cosf  sind 1
f/(Z) = e 4 <_7"—2 +ZT—2) = —

Kompaktnije je koristiti neposredno kompleksnu formu bez izdvajanja funkcija w i

22

v: fr = ——— i otuda
r r2eif

) ) 1 1 1
/ __—1if _ —160 _ _
f(z)=e"fr=—e 126 (rei®)2 | 2

Za vezbu videti sekciju 4 (specijalno 4.05-4.07, 4.15-4.20) [Je-Mal].

1.6.4 Grane Log i Exp

Sledec¢a propozicija je korisna za razumevanje koncepta i osobina grana v§z funkcija.

Propozicija 1.24 Neka je f: Q2 — Qq, g: Q1 — C, Qo= f() igo f=1d na Q.
Tada je f 1—1naQ igl—1 na .

Definicija 1.18 Ako je Q oblast v C i f : Q — C neprekidna funkcija tako da je
ef3) =2 za svako z € Q,

kazemo da je f grana logaritma (grana viseznaéne funkcije Ln) na Q; grana loga-
ritma obiéno se oznacava sa In.
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Vezba 1.6.7 Neka je kompleksna funkcija g definisana na nekoj oblasti 2 i 2y =
g(Q). Ako postoji grana fo v$z funkcije f = g=* na Q C Q4, tada je fo 1 — 1 na
Qs igjel—1mnaQs = fo(Q2). Specijalno, razmotriti kada je g eksponencijalna
funkcija.

Uputstvo: Koristiti da je g(fo(z)) = z, z € Qa. Otuda iz fo(z1) = fo(z2) sledi
z1 = 295 iz fogog =1d na Q3, sledi g je 1 — 1 na Q3. m]

Vezba 1.6.8 Ako je kompleksna funkcija g definisana na nekoj oblasti 2, 1 —1 i
neprekidna, tada je Qy = g(Q) oblast; funkcija f = g~ je 1 — 1 i neprekidna na

Sledec¢a vezba pokazuje da ako () nije oblast tada tvrdenje iskazano u prethodnoj
vezbi nije ta¢no u opstem slucaju.

Vezba 1.6.9 Neka je II = {x +iy: 2 € R,0 <y < 27} i g = exp. Proveriti da je
g(Il) = C*. Dokazati da je funkcija f = g~ 1 —1 i da nije neprekidna na C*.

Uputstvo: Restrikcija funkcije f = ¢! je 1 — 1 i neprekidna na O; = C* \ R*, ali

se ne moze neprekidno produZiti na RT. O
Jednostavno se proverava da je exp 1 —1 na D = f(Q2) ako je f grana logaritma

na 2 (primeniti Vezbu 1.6.7 na funkciju g = exp). Otuda u nameri da konstruisemo

oblasti na kojima postoji grana logaritma razmotrimo oblasti na kojima je exp 1—1.
Neka je

Iy={w=u+iw|ueR, a<v<a+2r}, aeR

i oznacimo sa
L,=4; ={w|Imw=~}, veR

prave linije paralelne sa v osom.
Iz Leme 1.5 sledi

Posledica 1.9 (jednolisnost) Neka je o € R. exp je 1-1 na Il,.

Propozicija 1.25 Neka je o € R. exp preslikava jednolisno (1-1) 11, na oblast
Oy

Dokaz: Na osnovu Leme 1.5, e¥ = e%e'™’ € A, akko v = a + 2k7; otuda exp(Il,) C
O. Na osnovu Leme 1.6, svako z € O, moze se predstaviti u obliku z = e", gde
jew=1In|z|+ip, p € Ju, tj. w e Il,. ]

Navedimo jos jedan dokaz Propozicije 1.25, koji se moze pratititi pomoéu odgo-
varajuéih geometrijskih slika. Dokaz se bazira na slede¢oj propoziciji.

Propozicija 1.26 Neka je v € R. exp preslikava L, na poluprave A .
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Dokaz: Jasno je da w € L, ako i samo ako w = x + i, T € R. Otuda, na osnovu
et = ¢%e", sledi prvo da exp preslikava L., na {e"e¢”? : x € R} i stoga, s obzirom
na to da exp preslikava R na Ay = (0, 00), sledi da exp preslikava L., na poluprave

A,

Dokaz: Propozicije 1.25: Funkcija exp preslikava L. na poluprave
Ay ={pe" | 0 < p < 400}
i otuda je

exp(Hoz) = U eXp(L’Y) = U A’y = Qa,
YEJ o YEJa

gde je ,
Qo ={pe” |0<p< 400, a<y<a+2r}

Kako je na osnovu Teoreme 1.12 (JPF)

Qa:Oa:C*\Aou

otuda sledi Propozicija 1.25. O
i( 4 27)

Slika 1.14: exp preslikava II, na oblast O,

Ostavljamo ¢itaocu da proveri da neposredno iz Leme 1.7 (Log) sledi da exp
preslikava I, na A
Qo ={pe"” |0 <p < +oo, 7€ Ju},

i da je Q, = C*\A, na osnovu Teoreme 1.12 (JPF).

Dakle, na O, postoji inverzna funkcija f eksponencijalne funkcije, takva da je
f(O,) = 11,, i stoga je f grana logaritma na O, (oznafimo f sa In). Korisno je
skicirati razne ,varijacije” ovog dokaza i podvuéi veze sa Teoremom 1.12 i Lemom
1.6 (ExpF).

Na primer, neposredno iz Leme 1.7 (Log) sledi da je Q. = exp(Il,). Takode, ovo
se moze direktno dokazati. Ako je z € Qq, tj. z = pe'?, 0 < p < 400, v € Jo, i ako
je w =Inp+ iy, tada w € I, i, na osnovu adicione formule za exp, kratko adezp,

eV = elnp+1fy _ pez'y = 2.
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Neposredno se proverava da je funkcija In na O, definisana i na sledeé¢i nacin:
Svako z € O, jedinstveno se predstavlja u obliku z = 7e'?, gde je r = |z| i
¢ € J,. Na ovaj nagin definisana je funkcija ¢ : O, — J, (koju oznacavamo sa
arg) i funkcija In sa
Inz =In|z| +iargz, z € Og.

Podvucimo da je Im In = arg na O,,.

Definicija 1.19 Sa ln oznacdavamo neku granu logaritma; obicno granu odredenu
sa Inz = 1In|z| + iarg z, sa vrednostima argumenta w (0,27) ili (—m, ), nazivamo
glavna grana logaritma; ako Zelimo da razlikujemo ove dve grane onda vrednost
odredenu sa vrednostima argumenta u [0,27) nazivamo prva glavna vrednost loga-
ritma, a sa vrednostima uw (—m, | nazivamo druga glavna vrednost logaritma. Npr.
funkcija In definisana na Oy sa

Inz=1In|z| +iargz, z € O,
gde je 0 < arg z < 27 naziva se prva glavna grana logaritma.

Podvucimo da je prva glavna grana definisana na Oy, a prva glavna vrednost defini-
sana na C*; npr. glavna vrednost je In1 = 0.

Propozicija 1.27 (Broj grana logaritma) Ako je F proizvoljna grana log na
O, tada postoji k € Z, tako da je F = Ing, gde je Ing funkcija definisana sa
Ing z =Inz+ 2kwi, z € O,.

F(z) -

1
Uputstvo: Funkcija k definisana sa k(z) = - ne je neprekidna i celobrojna

na O,. Uporediti ovu propoziciju sa Propozicijom 1.21. O
Neka je P =y (k) ={w | a + 2kr <v < o+ 2(k + 1)}, ke Z.

Propozicija 1.28 Neka je a € R. Tada

(a) exp preslikava uzajamno jednoznacno Py na O, i lny je inverzno preslikavangje
restrikcije exp na Py.

1
(b) Iny, je holomorfna funkcija na O, i (Ing z) = pt

Dokaz: Na osnovu prethodnog izlaganja sledi tacka (a). Neka je z € Oy, w = Ing 2z
i stoga e = z. Na osnovu osnovnog svojstva exp funkcije, Teorema 1.11 formula
(b), nalazimo (")’ = €“. Otuda na osnovu teoreme o izvodu inverzne funkcije, Ing
je holomorfna funkcija na O,, i stoga na osnovu formule za izvod inverzne funkcije
dobija se:

1
1 /: = — = —,
(Ing 2) ;

Za uopstenje tacke (b) videti Propoziciju 1.30.
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1.6.5 Grane funkcije z“

Ako je z = r€?, dokazano je

2k
27 =t/ exp (ZW> . (1.88)
n

Kako je Lnz = Inr + iy, otuda je

1
2" = exp (— an) . (1.89)
n
Otuda, na osnovu adicione formule za exp, dobija se
2™/ = exp (T an) . (1.90)
n
Ako je a € C, definiSemo viSezna¢nu funkciju
2% = exp (aln z), zeC. (1.91)
Formula (1.91) daje doslednu definiciju z* u smislu da je formula (1.91) tatna za
a=m/n.
Motivacija za definiciju (1.91) takode dolazi iz realne analize i ideje analitickog
produZenja. U RA dokazuje se * = exp (alnz), x > 0, a € R. S obzirom na

ideju analitickog produZenja (koja je bliska pojmu grane logaritma) formula (1.91)
je prirodno progirenje ove formule.

Definicija 1.20 (gr z%) KaZemo da je f grana viseznacne funkcije z° na oblasti
Q C C* ako je funkcija [ neprekidna na Q i ako je f(z) € 2% za svako z € (.

Kako je Lnz = In |z| 4+ iy, ¢ € Arg z, otuda je
2% = {|2|%€" | p € Argz}.
Jasno je da ako je arg grana argumenta na €, tada je funkcija f definisana sa
f(z) = |z|%et2r8 2, z €}
grana viSeznacne funkcije z* na €.
Vezba 1.6.10 Proveriti da je i~ = exp ((4k + 1)7r), k € Z, i da je prva glavna
vrednost od (—i)" = exp(—2F).

Uputstvo: Lni = {i(§ + 2k7) : k € Z}; glavna vrednost In(—i) = i3]; glavna

vrednost od (—i)’ je jednaka exp(iln (—i)) = exp(—2F). O

Obi¢no sa HY = H, H~ oznatavamo gornju, respektivno donju poluravan.



1.6. EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA, LN, ARG, Z# I PRIMENE 63

Definicija 1.21 Neka je V okolina nekog intervala L C R, V! =V \ L i funkcija
f definisana na V'. Ako, za t € L, postoje granicne vrednosti

lim f(z), lim f(z)

H>z—t H-2z—t
respektivno se oznacavaju sa fr(t) i f=(¢).
Ovu definiciju ¢emo specijalno koristiti pri izrac¢unavanju integrala, Tipovi 5-10.

Vezba 1.6.11 Neka je S = S1 = {0 < ¢ < 2n/n} i g(w) = w™. Proveriti da g
preslikava S jednolisno na O1. Oznacdimo sa f inverzno preslikavanje. Proveriti da
jo fH(x) = Y3, i f~(x) = 2/ fH(z) = @5/ T 203> 0.

Specijalni slucaj: Neka je Q = Q1 = {z:x,y >0} i g(w) = w*. Proveriti da
g preslikava Q jednolisno na O1. Oznacimo sa f inverzno preslikavanje. Proveriti

da je za x>0, ft(z)= Yz, i f~(z) =ifT(z) = iYx.

Uputstvo: Koristeéi polarne koordinate w = re’® i osnovnu osobinu stepene
funkcije nalazimo g(w) = w™ = (re’¥)" = r"e™?, Otuda, preslikavanje g mozemo
napisati u obliku p = ", 1 = np. Podvucimo da to znaéi da se tacka w = re'?
preslikava u tatku pe’ = z = g(w). Neka je v, = 7,(t) = pe, 0 < t < 27/n. g
preslikava 7, na krug poluprecnika p", ali bez tacke p". ]

Primer 9 Neka je ¢ = [0,—oc0i) = {iy : y < 0} 4 O = C\L. Dokazati da postoji
grana [ viSeznacne funkcije &/ na O odredena sa

1 3

(a) f(_]-) = 20, gde je 20 = 5 +Z§’
. 1 V3

(b) f(_l) =z, gde Je z1 = 5 _Z\/T_'

Dokaz: (a) Kako je £ = A_, /5 U {0}, postoji grana argumenta arg koja preslikava
O = O0_yuJ = (-7m/2,37/2). Kako je arg(—1) = 7 i 20 = "/3, funkcija
definisana sa f(z) = |2|*/3 exp (i(arg 2)/3), z € O, je trazeno preslikavanje. O

Primer 10 Neka je f grana viseznacne funkcije 3/, n > 1, na oblasti Q. Dokazati

da je f'(z) = %, z€Q.

Primer 11 Neka je g = In grana vieznacne funkcije Ln, na oblasti Og = C\ RT.
Dokazati da je g™ (z) =Inz, g~ (z) = lnx + 27, > 0.

Uputstvo: Inz =1In|z| +iarg z, z € Op; arg™ (x) =0, arg™ (z) =27, x > 0. m
Vezba 1.6.12 Dokazati da ne postoji grana logaritma i argumenta na C*.

Uputstvo : Ako je g grana logaritma na C*, tada je Img grana argumenta na C*.
Za dokaz da ne postoji grana argumenta na C* videti Propoziciju 1.21 i takode
Dodatak A.

Za tacke (a) i (c) sledec¢e Proporzicije videti paragraf o argumentu.
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Propozicija 1.29 Ako je z,w € C*, tada je:
(a) Arg(zw) = Argz + Argw;
(b) Ln (z2w) =Lnz + Lnw.

Primerom pokazati da nije tacno:
(¢) arg(zw) = arg z + argw.

Uputstvo za (b): Neka z; € Lnz i w; € Lnw; tada e** = 2z 1 e** = w i otuda
€7l eWl = 21T = »qp,

Prema formuli (1.91), eksponencijalna funkcija sa bazom a, gde je a proizvoljan
kompleksan broj razli¢it od nule,

a® = exp (zLna). (1.92)

Podvucimo da je e viz funkcija prema formuli (1.92); uobicajena interpretacija e*
se dobija ako umesto Ln piSemo glavnu determinaciju (koristi se i naziv granu, kao
sinonim) logaritma In. Kako je Ine =1, exp(zlne) = e*.

Ako je a > 0, onda je Cesto pogodno sa a* oznacavati exp (z1na), gde je Ina glavna
vrednost logaritma (odredena sa vrednostima argumenta u [0, 27)).

Za a # 0, vrednost a®* = exp (z1n a) se naziva glavna vrednost (koristi se i izraz
determinacija) viseznac¢ne funkcije a?.

Vezba 1.6.13 Neka su arg i In glavne grane (determinacije) argumenta i loga-
ritma, 1 g = exp (aln), a € R. _
Dokazati g*(t) — g~ () = —2isin(na)t®e™, ¢ > 0.

Uputstvo: Prema pretpostavci ¢ > 0. Tada je, na osnovu Primera 11, g7 (t) =
exp(a Intt) = exp(alnt) = t* i g~ (t) = exp(aIn” t) = exp(alnt + a2mi) =
t@e27@ Otuda je g7 (t) — g~ (t) = —2isin(ma)t*e™. 0

Vezba 1.6.14 Objasniti smisao formula

Dot/ = Lom-r amym 1(1 - 1) - (l — ke 1)21/”*’6. (1.93)
n n\n n

Uputstvo: Videti formulu (1.94). O
Napomena: Pogodno je koristiti sledeé¢u notaciju: C* = D, = {a—7 < ¢ < a+7};
= arg,, glavna determinacija argumenta odredena sa vrednostima u (o—m, a+7);
go glavna determinacija logaritma odredena sa Img, = arg, na C* i;
fo = expo(ga/n) glavna grana n—tog korena.
Ako su oznake g, i f, zauzete, onda umesto njih koristitimo oznake g% i f<.
Proveriti da su skupovi D,, i —O,, jednaki, Dy = Oq—r, kao i da je fI! =9~ =1d.

Propozicija 1.30 (Izvod grane korena i logaritma) (a) Funkcije g, i fo su
holomorfne na D“.
(b) gh(z) =1/e® =1/z, z € D,.
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Uputstvo: Neka je w = g (z). Kako je e« =1d, tj. z =¢e*,na D,,i De® =e* = z,
primenom Teoreme o izvodu inverzne funkcije sledi da je g, holomorfna na D, i
specijalno ¢/, (z) = 1/e” = 1/z. Otuda, kako je fo, = expo(ga/n), fa je holomorfna

na D, i fé(z) = % fQEZ)’ tj- Dfa = %foz Jii
(fa)®)(2) = %(% . 1) (% k4t 1) f";(,f). (1.94)

Vezba 1.6.15 Neka je f glavna determinacija treceq korena na Q2 = O,. Da li je
f(i) = exp(i(5 +2m)/3)?

Vezba 1.6.16 Ako je In glavna determinacija sa vrednostima argumenta u (—m, ),
proveriti

1. 1n(—ez’):1—gi, ln(l—i)z%an—%i
2. Lne =1+ 2nmi, Lni= 2n+ })mi, n€Z
3. Ln(—1+V3i)=In2+2(n+ 4)ri, neZ
4. Ako je Rezy > 0 i Rezo > 0, tada je

In(z122) = In(z1) + In(z2).

Objasniti zasSto je u prvoj formuli koja sledi znak jednakosti, a u drugoj nije:
In(144)? =2In(1 +14), In(—144)? #2In(—1+1).

Uputstvo: Preciznije, na primer, Lne = {1 4 2nwi : n € Z}.

3
Vezba 1.6.17 Ako je In determinacija sa vrednostima argumenta u (— g, g),

proveriti Inxz = In|z| +ir za x < 0; In(—1++/3i) =In2+ 2mi.

Vezba 1.6.18 Neka je R = R(a, f5a,0) ={z:a<zx <b a<y<f}, Ry ={z:
a<zx<ba+2kr<y<fB+2kn}, 0<8—a<2m, k ceo broj.
exp preslikava Ry, na S = S(a, B;a,b) = {re'¥ :a < p < 3, e® <r < e’}

Vezba 1.6.19 Neka je arg glavna determinacija argumenta odredena sa vrednos-
tima u (0,27) i In glavnom determinacijom logaritma odredena sa arg; i S, =
S(0,a;5a,b) i So = S(—a,0;a,b).

Proveriti da In preslikava S1 i So na pravougaonike;

na disjunktne pravougaonike ako je 0 < a < .
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1.6.6 Primene Kosi-Rimanovih uslova

Podvucimo da tvrdenja slede¢e dve vezbe slede neposredno iz Principa o¢uvanja
oblasti, ali da iz pedagogkih razloga dajemo sledeée dokaze.

Vezba 1.6.20 Neka je funkcija f holomorfna i uw = Re f konstanta na oblasti €.
Tada je [ konstanta na oblasti €.

Uputstvo: Na osnovu Kosi-Rimanovih uslova, v, = v, = 0 na oblasti €. a

Vezba 1.6.21 Neka je f holomorfna i |f| = Ry konstanta na oblasti Q). Tada je
f konstanta na oblasti 2.

Uputstvo: Ako je Ry =0, tada je u = v = 0. Ako je Ry > 0, nalazeéi odgovarajuce
parcijalne izvode u jednacini u? + v? = R,?, na osnovu Kogi-Rimanovih uslova
UgU — Uyv = 0, uyu + uzv = 0 na oblasti . Kako je determinata homogenog
sistema po u; i u, razlic¢ita od nule, u, = u, = v, = vy = 0 na oblasti €.
Drugi nacin: Neka je zg € Q, wo = f(20) i In grana logaritma na B = B(wg; |wp]|).
Funkcija In f = U + 4V je holomorfna i U = Reln f = In|f]| je konstanta na
odgovarajucoj okolini W tacke zy. Na osnovu Vezbe 1.6.20, V' je konstanta na
okolini W. a
Na osnovu Vezbe 1.6.21 i Teoreme o srednjoj vrednosti integrala moze se dokazati
PMM (videti Glavu 6).

1.6.7 Trigonometrijske funkcije

1z Ojlerove formule €® = cosz +isinz, x € R, sledi

eiw + efiw eiw _ efiz
cosr = —— 1 sing = —. 1.95
2 21 ( )

Ove formule su motivacija da definisemo holomorfno produzenje

eiz + efiz eiz _ efiz
cosz = —— 1 sinzg = —. 1.96
2 21 ( )

Sva svojstva ovih funkcija proizilaze iz ove definicije i odgovarajuéih svojstava ek-
sponencijalne funkcije. Obe su periodi¢ne sa osnovnim periodom 27. Za te funkcije
vaze formule diferenciranja

(cosz) =i — =~ sin z, (1.97)
i analogno vaZzi (sin z)’ = cos z. Takode vaZe trigonometrijske relacije

sin? 2z +cos®z =1, cosz =sin (z + g), (1.98)

i adicione formule.
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Iz Adicione teoreme za exp sledi
eFileitze) _ Fin iz (1.99)
i otuda, s obzirom na Ojlerovu formulu, dobijamo
cos(z1 + z2) £ isin(z1 + 22) = (coszy £ isin z1)(cos z2 & i sin z9). (1.100)

Jasno je da iz formule (1.100) slede adicione formule za trigonometrijske funkcije.

Definisemo )
tg = %, ctg = ﬁ. (1.101)
cos sin
Hiperbolicke funkcije se definigu sa
ef—e % ef+e’*
hz=——7+— chz=—"7—. 1.102
sh z 5 chz 5 ( )
Proveriti
ch?z —sh?z = 1. (1.103)
Proveriti
sinz =sinxchy +icoszshy, cosz=coszxchy—isinxshy. (1.104)

Specijalno, vazi sin(iy) = ishy, cos(iy) = chy.

|sin 2|2 = sin? z 4 sh?y, | cosz|> = cos® z + sh’y 1.105

sinz =0 akko z =nmw

cosz =0 akko z = (n—l—l)w 107

(1.105)
(1.106)
5 (1.107)
(1.108)

tg(z+m) =tgz 108

Vezba 1.6.22 Dokazati da je cos(z) = 0 akko je z = 2, = g +kn, ke€Z.

eiz + e—iz ) ) ) )
Uputstvo: cosz = — = 0 akko e = —e%%, tj. €?* = —1 = €™, Otuda je

2z = 7 + 2km. O

Vezba 1.6.23 Pretpostavimo da je tgz = +i. Tada je

tgz +tgw 1+ tgw
t = = =
gz +w) 1—-tgztgw 1—itgw

Da li otuda sledi da je tg konstantna funkcija? Objasniti kontradikciju.
Vezba je motivisana komunikacijom sa prof. Dobrilom Togi¢em.
Vezba 1.6.24 Da li jednacina tgz = +i ima reSenje u C?

Uputstvo: Razmotriti jednacinu tg z = =+i; npr. tgz = ¢ akko sin z = i cos z akko
e? — e = —(e'* 4 e7%*) akko e** = 0; kontradikcija.
Alterativno reSenje se moZe dobiti primenom formule za Arctg. |
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1.6.8 Promena argumenta

Definicija Promene argumenta
Definiciju i svojstva promene argumenta koristi¢emo npr. pri definiciji orijentacije
granice oblasti, u dokazu Principa argumenta i u sekciji Promena argumenta i
Zordanove teoreme (za detalje videti sekciju 7.1 Promena argumenta duZz puta i
Zordanove teoreme).

Neka je v neprekidno preslikavanje
intervala I = [0, 1] u C*. Ugao rotacije
vektora v(t), kada t 1}, intuitivno se
naziva promena argumenta duz puta
7; npr. ugao rotacije na slici 1.15 je
/2.

Pokusajmo da preciziramo ovaj
pojam. Ako je (0) jedna (proiz-
voljno izabrana) vrednost argumenta
tacke v(0) (tj. ¢(0) € Argy(0)), tada
postoji takav izbor po jedne vred-
nosti (t) argumenta tacke ~y(t) (tj.

o T
o(t) € Argy(t)) za svako ¢t € [0,1], K b
tako da je funkcija ¢ neprekidna na
[0,1]. Funkcija ¢ naziva se grana ar-
gumenta duz puta.

Definicija 1.22 Promena argumenta Slika 1.15: Ugao rotacije vektora

duz puta v (oznacava se sa AArg~y)
moZe se definisati na sledeéi nacin:

AArgy = ¢(1) — ¢(0).

Za promenu argumenta duZ puta < koristi se i oznake VarArg~y, VarArg,. Pre
nego $to dokazemo da postoji grana argumenta duz puta daéemo neke napomene i
primere.

KazZemo da je oblast specijalnog O-tipa ako pripada ravni bez zraka iz kordinatnog
pocetka.

Primer 12 Neka jen € Z i v,(t) = ™2™ 0 <t < 1. Odrediti promenu argu-
menta duZ puta vy.

Svi putevi v, imaju isti trag 7', jedini¢nu kruZnicu. Funkcija ¢ ovde se moze
definisati sa ¢(t) = @, (t) = 2ant. Kako je ¢,(1) — ¢,(0) = 27n, promena argu-
menta duz puta -, je 2mn. Specijalno, za n = —1, v_; je negativno orijentisana
jedini¢na kruznica i promena argumenta duz puta y_; jednaka je —27. Podvucimo
da u ovim primerima ne postoji grana argumenta u okolini traga T, ali postoji
grana argumenta duZ puta. Ideja dokaza da postoji grana duz puta je da se put
podeli na delove koji pripadaju oblastima specijalnog O-tipa.
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1 . 15
Primer 13 (a) Nacrtati grafik (trag) puta y(t) = t—i——lem’ g <t < ?ﬂ- i
proveriti da je AArg~y = Tm/2 (videti sliku 1.16)
(b) Neka jen € Z i
1 . 1 . T T
gnt:_wﬂﬂ't <t<1: nt:_znt < D
() t+16 ,077, ’Y() t+1€ ,4774

3
Dokazati da je AArgl,(t) = 2mn, AArg~,(t) = 711 . Nacrtati tragove puteva s,
Y2, €3 @3-

Neka je v put u oblasti O - ravan bez
zraka iz koordinatnog pocetka, zadat na
parametarskom intervalu [, 5]. Kako na
O postoji grana arg, mozemo definisati
promenu funkcije arg duz 7, u oznaci:

AArgy = argy(3) — argy(a).

Neka je v put sa parametarskim in-
tervalom I = [0,1] 1 0 = 59 < $1 <
- < 8y, =1, z = y(sg) 1 neka je put
vk restrikcija puta v na Iy = [sk, Sk+1),
0 < k < n-—1. Kratko kazemo da je 0 T
put v ,podeljen” tackama zg, 21,...,2n
na puteve .

Ako je v put u C*, postoji ,,podela”
opisanog tipa takva da svaki trag i pri-
pada oblasti OF- ravan bez zraka iz koor- Slika 1.16: Promena argumenta
dinatnog pocetka. Dakle, mozemo defin-
isati promenu argumenta duz konture v, tj.

n—1
AArgy = > AArgy.
k=0

Ostavljamo ¢itaocu da proveri da je ova definicija saglasna sa Definicijom 1.22.
Odaberimo grane ¢, = arg,, viseznaéne funkcije Arg na OF tako da je

or(zk) = pry1(zr), k=0,1,2,...,n—1.

Definisimo ¢ na I, tako da je ¢ jednako @i oy na [sg, sg+1),0 < k <n — 1. Jasno
je da je funkcija ¢ neprekidna na [ i da vazi:

1(t) = (@), tel (1.109)

Funkcija ¢ naziva se (neprekidna) grana argumenta duZ puta -y, a formula (1.109)
polarna reprezentacija puta y. Dakle, dokazali smo sledeéi rezultat:
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Propozicija 1.31 Neka je v : I — C* put. Tada postoji neprekidna funkcija
p: I — R tako da je

DL e e
1 da je
AArgy = ¢(1) — ¢(0).
Funkcija ¢ naziva se neprekidna grana argumenta duZ puta +.

Vezba 1.6.25 Proveriti da definicija AArgy = ¢(1) — »(0) ne zavisi od grane
argumenta .

Uputstvo: Neka su ¢ i 1 grane argumenta duz puta 7. Proveriti da je funkcija
(¢ — ¢1)/27 neprekidna i celobrojna. O

Geometrijska Definicija Indeksa i Orjentacije

Za kompleksnu funkciju f i kompleksan broj a € C definisimo funkciju f, (translacija

za vektor a) pomocu f,(z) = f(z) — a. Sli¢no za put pisemo v,(t) = y(t) — a.
Neka je v zatvoren put i neka w ne pripada v*. Ako je funkcija ¢ = ¢¥

neprekidna grana argumenta duZz puta -,,, definiSemo ,broj obilazaka puta” v oko

(1) — ¢"(0)

0
i stoga (1) — ¢(0) = 2k, gde je k € Z. Otuda je Ind,, celobrojna funkcija.
Neka je v put i f neprekidna i razli¢ita od nule na v* i I' = f o~. Promena
argumenta funkcije f duz puta « definiSe se

A Arg f = AArgT.

tacke w kao Ind,w = . Ako je v zatvoren put tada je e*?(0) = ¢iv(1)

Ako je 7y zatvoren put i w ne pripada v*, primetimo da se Ind, moze izraziti i
na sledeéi nacin:

1 1
Indyw = %AArg Y = %AtgArg (v(t) — w).

Teorema 1.13 (Teorema o indeksu Zordanovog puta) Ako je vy zatvoren Zor-
danov (prost) put, tada je:

1. Indyw =1 za svako w € Int(vy) ili

2. Indyw = —1 za svako w € Int(y).

Definicija 1.23 (Definicija o orijentaciji Zordanovog puta) Ako vaZi 1. (re-
spektivno, 2.), kaZemo da je put v pozitivno (respektivno, negativno) orijentisana.

Dokaz ove Teoreme za zatvorene Zordanove (proste) konturue daje se u Glavi 7.
Ovaj slucaj je dovoljan za primene.
Umesto oznake Ind,w, pogodno je koristiti oznaku n = n(y,w).

Primer 14 Neka je v put zadat jednacinom z = y(p) = 1/24+e%, n/4 < ¢ < T /4,
f(z) =22 iT = fo~. Nacrtati grafike puteva vy i I'. Da li je AArgT = 67 —37/27



GLAVA 2

Integracija 1 holomortne
funkcije

2.1 KoSijeve teoreme i posledice

Integracija

Ako je f = w + iv kompleksna funkcija definisana na [«, 3], tada definisemo
ff(t)dt = fu(t)dt +1 fv(t)dt.

: Pretpos%avimo, sadg, da je «y luk i funkcija f neprekidna na tragu ~v*.

Definicija 2.1 (Definicija integrala) Integral funkcije f duZ luka v definise se
kao integral duZ parametarskog intervala o, §] puta ~:

8
[f()dz = [f(y()y' (t)dt. (2.1)

Integral ne zavisi od parametrizacije puta.

Pretpostavimo da je ¢ : [a1, 51] — [« B8] neprekidno diferencijabilno 1 — 1 preslika-
vanje tako da je ¢(a1) = a, ¢(B1) = [. Definigimo v, = o . Na osnovu teoreme
o izvodu kompozicije sledi

() =7'((t)¢'(t)
odakle, s obzirom na definiciju integrala nalazimo

B1 61
L= [f(2)dz = [ f(n(@)i@)dt = [ f(r(e)Y (e(t)e' () dt. (2.2)

Sa druge strane, koriste¢i definiciju integrala duz luka -y i teoremu o smeni promenljive
za integrale, nalazimo

8 5
Iy = [f(2)dz = [f(v())y (T)dr = [ fF(v(p()Y ((t)¢'(t) dt. (2.3)

71
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Iz (2.2) i (2.3) sledi formula
[ fdz= [fdz, (2.4)
g

7

gde je 7 = p(t) dopustiva promena parametra.

* Integral se moZe definisati i kao grani¢na vrednost integralnih suma: neka
je a = 5y < 81 < -+ < 8, = ( jedna podela intervala [, 3] 1 neka su
2z = Y(Sk), Azk = 2p+1 — 2k, Sk = Y(Tk), gde su 7 € [k, Sk+1] proizvoljne

n—1
tacke, i neka je § = max|Azg|, 0<k<nio= ). f(s)Az.
k=0

Ako postoji kona¢na grani¢na vrednost [ = %iné o, tada I nazivamo integralom

funkcije f duz luka v i oznacavamo sa ffdz.

5
Koristi¢emo prvu definiciju i ne¢emo dokazivati da su definicije ekvivalentne.

Ako je v luk, tada je
B
[fdz= [F((£) (¢) dt.
¥ [eY

Ako je v rektificibilan i neprekidan put, f neprekidna na ~v*, tada se, kao u Analizi
3, pokazuje da je I Riman-Stiltjesov integral:

[fdz = fﬁf(v(t))dv(t)-

Ako se krajnja tacka luka v, poklapa sa poc¢etnom tackom luka 2, mozemo izabrati
njihove parametarske intervale tako da su 1 i v spojeni da formiraju jedan luk -,
i da vazi
[fdz= [fdz+ [ fdz (2.5)
Y 71 2
za svaku funkciju f koja je neprekidna na tragu v* =~f U~; .

Definicija 2.2 (Suprotno orijentisan put) Neka je v put definisan na para-
metarskom intervalu [0,1] i v1(t) = v(1 —t). Tada se put 1 zove suprotno orijen-
tisan od puta vy i obi¢no oznacava sa Yy~ .

Pokazimo da je

[ fdz=—[fd=. (2.6)
Y Y
Na osnovu definicije integrala duz luka ~; i formule 1 (¢) = —/(1 — ¢), nalazimo

1

I= [ fds = Oflf(% OOt = —[Fr(L— /(L — . (27)

0
Sada, koriste¢i smenu 7 =1 —t (dr = —dt), sledi
0 1
I = lff(W(T))W'(T)dT = —Off(W(T))A/(T)dT- (2.8)

Iz (2.8), s obzirom na definiciju integrala duz luka ~, sledi (2.6).
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2.1.1 Nejednakost za apsolutnu vrednost integrala

Lema 2.1 Neka je v luk, || f |lco= IE;E(BU( ~(@®)| (maksimum |f| na v*) i

lv| = f |7/ (t)|dt duzina luka ~. Tada je

| raz
vy

< S Hloo ] (2.9)

Dokaz: Neka je I = [ fdz. Tada je I = |I|e?, tj. |I| = e~"I. Otuda se dobija
v

, Ly
[l = eI = [e7 f(3(t))'(t)dt
i stoga
B )
] = [Re (e £(3(D)y (1)) dt. (2.10)

Koristedi (2.10), na osnovu elementarne nejednakosti Re z < |z|, sledi

\I\<f|f )\dt<||fHoof|7 )|dt.

Otuda, s obzirom na definiciju duZine luka =, sledi (2.9). ad

Specijalni sluéajevi
(a) Ako je a € C kompleksan broj i » > 0, put definisan sa
~(¢) =a+ret, 0<t<2m,

zove se pozitivno orijentisana kruZnica sa centrom u a poluprecnika r. Iz
(€)= ie® sledi, prvo, 7/(t) = ire’ i otuda se dobija

271— . .
[fdz=ir [ f(a+re)e’dt. (2.11)
¥ 0
Kako je 4/(t) = ire', to je |¥'(t)| = |ire’*| = r, odakle dobijamo formulu za

duzinu kruZznice

ly| = f 1Y (t)|dt = 2mr. (2.12)

Ponovimo da je a srediste kruZnice v. Iz formule (2.11) sledi

Z_az—z/f (a+re' (2.13)

Y
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(b) Neka su a, b € C. Put definisan sa
y#t)=a+tlb—a), 0<t <1, (2.14)

naziva se orijentisan interval [a,b]. Iz definicije integrala sledi

1

[ fdz=(b—a)[fla+td—a))dt.

[a,b] 0

U praksi se javlja potreba za promenom parametarskog intervala.
t—
Preslikavanje 7, definisano sa 7(t) = 7o preslikava [a, 8] uzajamno jed-
-«
nozna¢no na [0, 1].
Neka je orijentisan interval [a, b] parametrizovan sa (2.14) i neka je v; = yor.

Tada je

(2.15)

Il
2
—~

\]
—~
~
=
=
|
S
_|_
\]
—
~
N~—
—
S
|
Q
Nl

71 (t)

Il
Q
+

—

S

\
Q

~—

08—«

Citalac lako proverava da je v1(a) = a iy (B) = b, a odavde se moze izvesti
jos jedan dokaz da (2.15) daje parametrizaciju orijentisanog intervala [a, b].

(c) Neka je {a,b,c} uredena trojka kompleksnih brojeva, i A = A(a, b, ¢) trougao
sa temenima u tackama a,b i ¢ (najmanji konveksan skup koji sadrzi tacke
a,bic). Za neprekidnu funkciju f na granici A definiS§emo

afAfdz: f]fder [ fdz+ [ fdz. (2.16)

[a,b [b,c] [e,a]

Jednakost (2.16) mozemo razmatrati kao definiciju leve strane. Takode, moze
se smatrati da je kontura A nastala spajanjem orijentisanih intervala [a, b], [b, c]
ilc,a]. U tom slucaju, koriste¢i definiciju integrala, jednostavno je pokazati
da vazi (2.16).

Ako se a,b i ¢ permutuju cikli¢no, vrednost integrala se ne menja. Ako se
(a,b,c) zameni sa (a,c,b), integral menja znak.

2.1.2 Kosijeva Integralna Teorema o izvodu (KIT?)

Kao u Realnoj analizi dokazuje se slede¢a lema.

Lema 2.2 Ako je f : [o, 8] — C neprekidno diferencijabilno, tada je
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Teorema 2.1 (Kosijeva Integralna Teorema o izvodu, KIT?) Pretpostavimo
da je F € H(Q) i da je F' neprekidna u Q. Ako je v zatvorena kontura (opstije
luk) u Q, tada je

[F'(z)dz = 0.

¥

Dokaz: Neka je [a, 5] parametarski interval krive v i h = F o .
Neka je prvo 7 neprekidno-diferencijabilan luk. Tada je, na osnovu Leme 1.1,
B (t) = F'(v()7' (1), tako da je

I¢] <]
= [F(2)dz = [F'(x®) ()dt = [1(t)dt

Otuda, koriste¢i Lemu 2.2 (Njutn-
Lajbnicovu formulu) i ¢injenicu (o) = (), - ~
dobijamo I = h(8) — h(a) = F(v(B)) — g \
F(y(a)) =0. / A
U opsStem slucaju, v moze se podeliti /
na konacan broj neprekidno-diferencijabilnih ! |
puteva Yi : [Sk,Sp+1] — C (so = a < 81 <
S9 < o0 < 8y = ). m /

Posledica 2.1 Kako je 2™ izvod funkcije N s //
n+1 N

“ za sve cele brojeve n # —1, sledi -~ _ -
n+1

[ 2"dz = 0, za svaki zatvoren luk v ako je
5
n=20,1,2,..., ¢ za svaki zatvoren luk ~v za

koji 0 ¢ v* ako jen = —2,—-3,—4,.... Slucaj
n = —1 se razmatra pomoéu pojma indeksa
puta u odnosu na tacku (videti Glavu 7).

Slika 2.1: KIT’

Teorema 2.2 (Zordanova teorema) Svaki Zordanov zatvoreni put -y u kompleks-
noj ravni C deli kompleksnu ravan na dve oblasti tako da je v* granica svake od
njih.

Sa Int(v) oznacava se ogranicena oblast, a sa Ext(vy) neogranicena oblast.

Definicija 2.3 (Zordanova oblast, konturna oblast) Ako je v zatvorena Zor-
danova put, tada se G = Int(:y) naziva Zordanova oblast; specijalno ako je
kontura, G = Int(v) naziva se Zordanova konturna oblast.

Definicija 2.4 (Konturna oblast i kanonski orijentisana granica) Neka su
Gy, G1,...,Gy, Zordanove konturne oblasti, i neka su ispunjeni uslovi:

(a) G,CGy, v=12,...,n,
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b) GNG;=0 i#j, i,j>1

i neka je G = Go\ U G,.

Oblast G definisana nVa 1ovaj nacin zove se deo po deo reqularna oblast, ili krace
konturna oblast.

Ako su tragovi 0G,, orijentisani pomocéu deo po deo glatkih puteva 7, , tako da je o
pozitivno orijentisana kontura, a y1,7%2, ..., Vn

negativno orijentisane konture, tada se konaéna familija zatvorenih puteva (cikl)
T = {v0,71,-.-,Vn} naziva pozitivno orijentisana granica ili kanonski ori-

jentisana granica oblasti G. Takode se pise iT' = Y ~,.
v=0

Cesto se u literaturi kaze da je granica
oblasti pozitivno orijentisana ako je ori-
jentacija takva da oblast ostaje sa leve
strane. Definicija 2.4 precizira ovaj intu-
itivni pristup.

Napomena: Za deo po deo regularnu
oblast kazemo kratko regularna, tako da
u kursu pojmovi regularna i konturna

L o . Slika 2.2: Konturna oblast
oblast imaju ista znacenja.

2.1.3 Grin-Stoksova (Gr-St) i
Kosijeva Integralna Teorema (KIT)

U kursu Realne analize dokazuje se Grin-Stoksova teorema za jednostavne oblasti.
Skicirajmo dokaz kompleksne verzije (O-verzije) ove teoreme.

Definicija 2.5 (Elementarna i jednostavna oblast) KaZemo da je oblast D
elementarna u odnosu na osu Oy (el-Oy) ako je ogranicena sa dve prave paralelne
sa y-osom 1 dve funkcije (promenljive x) koje su deo po deo glatke (videti sliku 2.3).

Oblast D je elementarna u odnosu na
osu Oz (el-Ozx) ako je oblast Dy =iD el- + !

\
Oy. j_l/\l
Oblast D je elementarna ako je el-Ozx i A*: ' Bt
\
Y

el-Oy. :
Oblast G je jednostavna u odnosu na |

osu Oy (jed-Oy) ako se moze ,podeliti” |
pravama paralelnim y-osi na konacan lB
broj el-Oy oblasti. |
Oblast G je jednostavna ako su oblasti G o « |3

i G = {iz : z € G} jed-Oy oblasti, tj. |

ako je jednastavna u odnosu na obe ose.

Neka su uj, up realne funkcije defini- Slika 2.3: Elementarna oblast Oy

A

Uy
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sane na intervalu [o, 8], o < f, koje
imaju deo-po-deo neprekidne izvode, i neka je uj(z) < us(x) za svako z € («, ).
Oblast D

D ={(z,y) :ui(z) <y <uzx), a <z <f}
naziva se elementarna u odnosu na osu Oy (el-Oy); neka su v; i v2 putevi definisani
sa

T(x) = (x7u1(a:)), '72('73‘) = (.%',’LLQ(.T)), T € [O‘HB]'

Pozitivno orijentisana granica y oblasti D sastoji se od kontura:
Y1, [B7B+]7 7277 [A+7A]a

gde je A=i(a), B=m(B), A* = (a), BT =7(p).
Kako se jednostavna oblast G u odnosu na osu Oy (jed-Oy) moZe ,podeliti”
pravama paralelnim y-osi na konacan broj el-Oy oblasti, orijentisana granica oblasti

G se moze definisati pomocu ,sabiranja’” orijentisanih granica elementarnih oblasti.
O

T T
®
|
g =l
=
< 15| y
: A
— o N
Slika 2.4.a Slika 2.4.b

Slika 2.4: Jednostavne oblasti

Na slici 2.4.a data je podela oblasti na el — Oy oblasti; a na slici 2.4.b nacrtan
je deo podele neke oblasti na el — Oy oblasti.
Podvucimo da su elementarne oblasti na primer pravougaonik, pravilan osmougao,
krug, konveksne figure.
Na osnovu razmatranja u Glavi 7 moze se pokazati da je definicija orijentacije u
ovoj podsekciji saglasna sa Definicijom 1.23.

U ovoj sekciji pretpostavljamo, osim ako se tvrdi drugacije, da je:

(a) G jednostavna oblast.
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(b) kompleksna funkcija f zajedno sa svojim parcijalnim izvodima f; i f, neprekid-
na na G.

Pozitivno orijentisanu granicu oblasti G oznacavamo sa I'. Specijalno, elementarne
oblasti (el-ob) oznadavamo sa D, a njihove pozitivne orijentisane granice sa vy = 7.
Primenom Fubinijeve Teoreme, izvodi se (videti [Pi]):

Teorema 2.3 (Grinova Teorema za elementarne Oy oblasti, Gr el-Oy.)
Ako je D elementarna oblast u odnosu na Oy osu, f i f, neprekidne na D, tada
vazi

[ fdz = —£ffy dzdy. (2.17)

~+

Dokaz: Dvojni integral za kompleksne funkcije definige se pomocu realnih integrala:
Jf=JJutiffv.

Koristi¢emo oznake sa slike 2.3. Na osnovu Fubinijeve teoreme nalazi se

B
J = £ffydxdy = [J(z)dx, (2.18)

gde je
us ()
J(x)= [ fydy.
uy(z)
Kako je, na osnovu Njutn-Lajbnicove formule, J(x) = f(z,uz(x)) — f(z,u1(x)),
otuda
J=— [ f(z,y)da. (2.19)
~t+

a

Teorema 2.4 (Kompleksna verzija opste Grinove Teoreme, O Gr T-0.)
Ako je G jednostavna oblast, i kompleksna funkcija f zajedno sa parcijalnim izvodima
fa 1 fy neprekidna na G, tada vaZi

[fdz=2i[[0f dxdy. (2.20)
T G

Dokaz: Kako je G specijalno jed-Oy oblast, G se moZe ,podeliti” na konacan broj
el-Oy oblasti Dy, 1 < k < m.
Primenom Gr el-Oy na Dy, dobija se

Iy = [ fdx = — [[ f,dzdy, (2.21)
on D

gde je v,j pozitivno orijentisana granica oblasti Dj.
Ako oblasti D; i D; imaju npr. interval, definisan tackama a i b, kao zajednicki deo
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granice, i ako je npr. Ima < Imb i oblast D; ,levo” u odnosu na oblast D; (videti
sliku 2.4.b), tada je orijentisan interval [a,b] deo granice ’ylf" , a orijentisan interval
[b, a] deo granice Ay;-r.
Kako je
J fdz+ [ fdz =0,

la,b] [b,a]

sumiranjem integrala I dobija se
I=% 1= [fdz,
k=1 r
zbog Cega, s obzirom na (2.21) sledi
[fdz = —[[ f, dzdy. (2.22)
r G

Kako se oblast G moze podeliti na konacan broj el-Ox oblasti, postupajuéi na slican
nacin kao u dokazu formule (2.22), moze se dokazati formula

Jfdy =[] fo dzdy. (2.23)
T G

Ova formula se moze dobiti i primenom (2.21) na oblast D; = iD i funkciju fi(z) =
f(—iz). Na osnovu (2.22) i (2.23) vazi

1Ifdz :!fdx—l—irffdy: gf(_fy +if,) dxdy
i kako je
Of = L (foti 1),
otuda sledi (2.20). O

Definicija 2.6 (Regularno analiti¢ka funkcija, reg-ana.) Ako je kompleksna
funkcija neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu 2, kaZemo da je reqularno
analiticka (C*- holomorfna, ili kratko reg-ana). Klasu regularno analitickih funkcija
na Q oznacavamo sa A(Q).

Dakle f € A(Q) ako postoji f'(z) za svako z € Qi ako je f’ neprekidna funkcija
na €.

Ponovimo f Eiél(@) znadi da postoji oblast Q O G tako da je f € A(R).

Ako je f € A(G), tada je f.(2) = f'(2) 1 fy(z) = if'(z), 2 € G, odakle su f; i f,
neprekidne na G i df identicki jednako nuli na G.

Primenom Teoreme 2.4 (O Gr T-9) dobija se

Teorema 2.5 (Opsta Kosijeva Teorema, OKIT,) Ako je G jednostavna ob-
last i f € A(G), tada je

[fdz=0,

r

gde je I pozitivno orijentisana granica oblasti G.
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Definicija 2.7 Funkcija K definisana sa K(z,¢) =

jezgro.

naziva se Kosijevo

Teorema 2.6 (Opsta KoSijeva Integralna Formula, OKIF,) Neka je G
jednostavna oblast, T' pozitivno orijentisana granica oblasti G i f € A(G). Tada je

f(z) = QLM /K(Z,g)f(g)dg, z€Q@.
T

Dokaz: Neka z € GG i izaberimo
p dovoljno malo tako da zatvoren
disk B, = B(z;p) C G.

Definigimo G, = G \ B, i
h(s) = gf(__gl Kako je G, jed- O@ Q
nostavna oblast (dokazati!), pri-
menom OKIT, na G, dobija se G
Jhds = [ hds =1,
r K,

gde je K, pozitivno orijentisana
kruznica sa sredistem u tacki z.
Primenom formule za integral duz
kruznice, dobija se

Slika 2.5: Opsta Kosijeva integralna formula

27
I, :i/ f(z + petdt.
0

Neka je ¢, = max |f(z + pett) — f(z)|. Tada je, prvo,

2m
I~ 2mif(2) =i [ (f(e+ pe) ~ ),
0
i na osnovu nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala
I, — 2mif(2)| < 2me,,.

Kako je f neprekidna funkcija u tacki z, prvo sledi da e, — 0 i stoga I, — 2mif(z)
kada p — 0. Takode, moze se koristiti i Zordanova lema. a

2.1.4 KIT za prsten*

Specijalno iz O KIF, dobijamo KIF za krug (O KIF, za krug). S obzirom na to
da KIF, za krug ima vaznu ulogu u Kompleksnoj analizi, i da smo ¢itaocu ostavili
neke tehnicke detalje u dokazima O KIF, i O KIT,, razmotrimo detaljnije KIF, za
krug.

Pregledajuéi dokaz O KIF, za jednostavne oblasti, zaklju¢ujemo:
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1. Ako je specijalno G = D disk, onda je G, = D\B,, prsten.

2. Glavni rezultat, u slucéaju da je G = D disk, na kojem se dokaz KIF bazira,
je KIT za prsten.

Ostale detalje ¢italac moze dopuniti bez teskoca.
Prvo pokazimo da je prsten jednostavna oblast.

NekajeaeC, beC, R>0, [b—a|<Ri0<r<R-—|b—al|l Kruiniprsten
je skup

(1) V=V(a,Rb,r)={z€C:|lz—a| <R, |z—0b] >r}.

Specijalno, ako je a = b, kruzni prsten nazivamo pravilan kruzni prsten, i oz-
nacavamo sa

(2) A=A(a;m,R)={2€C:r<|z—a|<R}.
Propozicija 2.1 Kruzni prsten V je jednostavna oblast.

Dokaz: Pretpostavi-
mo da je V dato sa (1).
Citalac moze da proveri
da prave l; : Rez =
Reb—rily : Rez =
Reb + r dele V na cetiri
el-Oy oblasti Vi (videti
sliku 2.6), i da prave Ly :
Imz=Im(b—ir)iLsy:
Imz = Im (b + ir) dele
V na Cetiri el-Ox oblasti.
Sledi da su V'

iV jed-Oy, tj. V je jed- Slika 2.6: KruZni prsten
nostavna oblast. |

Na osnovu Propozicije 2.1, i Teoreme 2.5 (OKIT,) zaklju¢ujemo specijalno da
KIT vazi za prsten. Podsetimo se da OKIT, izvodimo na osnovu Teoreme 2.4 (O
Gr T-0), a da se dokaz Teoreme 2.4 bazira na (2.22).

Korisno je da ¢italac izvede formulu (2.22) za prsten V (ispisujuéi sve detalje, koji
su samo skicirani u opstem konceptu).

Propozicija 2.2 Neka su Kr = Kg(a) i K, = K,.(b) pozitivno orijentisane kruZnice,
¢ kompleksna funkcija f zajedno sa parcijalnim izvodom f, neprekidna na V', gde
jeV=V(a,R;b,r)={2€C:|z—a| <R, |z—0b| >r}. Tada je

[ fdx — [ fdx=—[[f, dady. (2.24)
Kr Ky %

Dokaz: Pogodno je da koristimo sliku. Neka je prsten V' podeljen na cetiri el-Oy
oblasti Vi, 1 < k < 4, (kao na slici 2.6) i neka je 7y, pozitivno orijentisana granica
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oblasti V. - o
Neka je Kpr podeljena na lukove AB, BC, CD i DA, a K, na lukove EF i FE
(videti sliku 2.6).

Na primer, oblast Vo = {2 € V : Reb—r < Rez < Reb+r, Imz < Imb}; 72 se
sastoji od lukova 1@, [B, F], EF-i [E, Al

Primenom Teoreme 2.3 (Gr el-Oy) na oblasti Vi, k = 1,2, 3,4, i sabiranjem odgo-
varajucih jednacina dobija se formula (2.24) i time je zavrSen dokaz Propozicije. O

Teorema 2.7 (KIT za prsten) Neka su K = Kgr(a) i K, = K. (b) pozitivno
orijentisane kruznice, i f € A(V), gde je V. =V(a,R;b,7) = {z € C: |z —a| <
R, |z—b| >r}. Tada je
[ fdz= [ fd= (2.25)
Kr Ky

Dokaz: Kako se oblast V' moZe podeliti na ¢etiri el-Ox oblasti, postupajudi na sli¢an
nacin kao u dokazu Propozicije 2.2, moze se dokazati formula

[ fdy— [ fdy = [[ fodzdy. (2.26)
Kr Kr 14

Ova formula se moZe dobiti i primenom Propozicije 2.2 na oblast V; = ¢V i funkciju
f1(z) = f(—iz). Odavde, koristeéi (2.24), nalazimo

[fdz = 2i [[Ofdxdy (2.27)
% 1%

gde je v pozitivno orijentisana granica prstena V.
Kako je f € A(V), sledi 9f = 0na V, odakle se s obzirom na (2.27), dobija (2.25).0

Ako je luk v podeljen na lukove g, tada je
[fdz= [fdz+ [ fdz+---+ [ fdz.
vy Y2 Tn

71

Kako desna strana ima smisla za npr. kona¢nu kolekciju lukova, razmotrimo for-
malnu sumu lukova v1 + 2 + - - - + 5, koja ne mora biti luk. Takve formalne sume
zovu se lanci.

Kao sto se luk moze podeliti na lukove na razne nacine, jasno je da razlicite for-
malne sume mogu reprezentovati isti lanac. Princip je da dva lanca smatramo
identi¢nim ako daju iste integrale za sve funkcije f. Ako se ovaj princip analizira,
zakljuujemo da sledece operacije ne menjaju identitet lanca:

1. permutacija dva luka,
2. podela luka na lukove,
3. nadovezivanje dva luka,

4. reparametrizacija jednog luka,
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5. poniStavanje suprotnih lukova.

Na ovoj bazi nije tesko formulisati relaciju ekvivalencije (logi¢nu) koja definise for-
malno identitet dva lanca.
Lanac je cikl ako se moze predstaviti kao suma zatvorenih puteva.

2.1.5 Kosijevo jezgro reprodukuje analiticke funkcije

Definicija 2.8 Funkcija K definisana sa K(z,¢) =

naziva se Kosijevo jez-

c—
gro. Neka je v kontura, Q = C\~* i h neprekidna funkcija na v*. Na Q definisemo
Kosijevu transformaciju funkcije h u odnosu na 7y sa

Ko l(:) = 5 [ Kb, zen

Ako je jasno na koju konturu se odnosi integral, pisemo kratko K[h]; i ako je h =1
na y* pisemo K.

Na primer, iz Principa argumenta (videti sekciju 6.1.1), sledi da je K (z) jednako
Ind, z (za detalje videti formulu (6.12) i takode objasnjenje u Glavi 7, sekcija 7.2,
Teorema 7.10).

U daljem izlaganju pogodno je koristiti slede¢e oznake:

() = fils, @) = 576 — ) * 7,

cr = cr(y) = er(fi7) = [ frds.
Y

Vezba 2.1.1 Neka je v = ~y, pozitivno orijentisana granica kruge B = B(a;r), f
neprekidna na kruznici K = K(a,r) i ¢y = cx(f;7). Tada je

M
|Ck|§r—kr7 kEZ,

gde je M, = max{[f(C)| : ( € K7}.

Lema 2.3 (Lema o reprodukciji, LKJ Rep A) Neka je v = ~, pozitivno ori-
jentisana granica kruga B = B(a;r), [ neprekidna na K = K(a,r), ¢k = cx(f;7)
i ® = K,[f]. Tada je

“+ o0

(@) B(z) = 3 ex(z— a)f, |z —al <1,
k=0

(@) ()=~ 5 ex(z—a), |z—a| >

k=—o00
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(b) @ je analiticka na oblasti D = C\ K.

Dokaz: Ako z € B,i¢ € K, na osnovu formule za sumu beskona¢nog geometrijskog
reda, nalazimo

1 =

= d(z—a)*(c—a) " (2.28)

c—a—(z—a

K(ng) =

n=0

Ako pomnozimo ovaj red sa f(s), dobija se red koji na osnovu VajerStrasovog testa
ravnomerno konvergira po ¢ na K. Sada integracijom ¢lan po ¢lan sledi (a).
Sli¢no se dokazuje (a1). Ako je |z —a| > r i ¢ € K, na osnovu (2.28),

+oo
K(z,6) = —K(,2) ==Y («—a)f(z—a)*"".
k=0
1z (a) i (a1) sledi da je ® analiticka funkcija na oblasti D = C\ K. O

Napomena: Podvucimo da red u slu¢aju (a) (respektivno (a;)) ravnomerno konver-
gira na kompaktnim podskupovima skupa {|z —a| < r} (respektivno {|z—a| > r}).

2.1.6 Tejlorova Teorema

Teorema 2.8 (Tejlorova Teorema) Ako je f € A(B), B = B(a; R), tada je

+oo

f(z)= Y eu(z—a)k, zeB, (2.29)
k=0
gde je
ek = ck(p) = ex(f37) (2.30)

i 7y, pozitivno orijentisana kruZnica sa sredistem u tacki a, 0 < p < R.

Dokaz: Pogodno je koristiti oznaku ®, =
K., [f]. Neka z € B. Tada postoji r tako
da|z—a|l <r<R.

Na osnovu KIF-a za disk,

ez

f(z) = @r(2)
a odavde se primenom LKJ Reprodukuje a ¢
AF dobija

+o0 &

f(z) = > cr(z —a)", (2.31)

k=0

gde je Slika 2.7: Tejlorova teorema

¢k = cip(Vr)- (2.32)
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Mada je r izabrano u zavisnosti od z (|]z —a| < r), koeficijenti ¢ zadati sa (2.32)
ne zavise od z. Neka je npr. 0 < p < r. Funkcija f; je regularno analiticka na
prstenu A = A(a;p,r) (reg-ana na zatvorenom prstenu ograni¢enom kruznicama
Yp 1 7r) 1 na osnovu KIT za prsten, sledi

cr = [ feds = [ frds.
Yr Yo

Dakle, dokazali smo da za proizvoljnu tacku z € B vazi (2.29), gde je ¢ dato sa
(2.30). m]
Na osnovu Propozicije o diferenciranju stepenih redova, iz (2.29) sledi

o = 1) () k!
i odavde

Teorema 2.9 (Tejlorova Teorema 2.) Ako je f regularno analiticka na B, tada

je
fz) = +Zojock(z —a)*, z€B, (2.33)
k=0
gde je
ek = f®(a)/k! . (2.34)

Kosijeva nejednakost

Neka je f analiticka na B = B(a; R) i M, = max{|f(¢)] : ¢ € K,}, 0 < p < R,
<

gde je K, kruznica sa sredistem u tacki a. Kako je, za ¢ € K, |fi(s)| = Q‘f(k?s-‘l
T
M
—2L i |K,| = 2np, iz formule za Tejlorove koeficijente c; i nejednakosti za
27T,0k+1
apsolutnu vrednost integrala, dobijamo Kosijevu nejednakost
M, 1 M, M,
‘Ck‘_2 pk+1 | p|_2_pk+1 27Tp:p—k, kZO (235)
Specijalno za k =0, |f(a)| < M,.
Iz nejednakosti (2.35) i formule (2.34) sledi
kM,
‘ F®(a) ‘ - (2.36)
p
Specijalno, kada je kK = 1 dobijamo
M,
[f'(a)] < = 5 (2.37)

Definicija 2.9 Funkcija koja je holomorfna na celoj kompleksnoj ravni C naziva
se cela funkcija.
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U Podsekciji 2.1.7 dokazuje se Teorema Kosi-Gursa koja tvrdi da su holomorfne
funkcije regularno analitcke.
Pomocu (2.35) (ili (2.37)) i Teorema Kogi-Gursa, izvodi se

Teorema 2.10 (Liuvilova Teorema) Svaka cela, ogranidena po modulu funkcija
f je konstanta.

Dokaz: Kako je funkcija | f| ograni¢ena, postoji M > 0 tako da |f(z)| < M za svako
z € C. Neka je a € C i p > 0 proizvoljan broj. Na osnovu (2.37)

Py < e <2 (2.38)

P

Iz ove nejednakosti, kad p — 400 dobijamo f’(a) = 0. Kako je a proizvoljna tacka,
sledi da je f’ = 0 na C. Otuda prvo sledi da je f”/ = 0 na C i na osnovu indukcije
sledi da je f(*) =0, na C, k > 1, a zatim na osnovu Tejlorove teoreme (razvoj oko
tacke 0) da je f konstantna. O
NaAPOMENA: U dokazu umesto ocene |f’(a)|, modula izvoda funkcije f, moze se
koristiti KoSijeva nejednakost za koeficijente ¢;. Fiksirajmo a € C; moZe se uzeti

+oo M, M
npr. a = 0. Neka je f(z) = 3 cx(z—a)¥. Na osnovu (2.35), || < L <=, k>
k=0 Pk~ p

0. Iz ove nejednakosti, kad p — +oo dobijamo |cx| =0, k > 1 i otuda f = ¢y na C.

Vezba 2.1.2 Neka je f holomorfna funkcija na oblasti ) i neka je f' jednako 0 na
Q. Dokazati da je f konstantna na €.

2.1.7 Opsta Kosijeva Teorema (OKIT) i Formula (OKIF) za
Holomorfne funkcije

Teorema 2.11 (Kosijeva Integralna Teorema za trougao, KITA) Pretpos-
tavimo da je A zatvoren trougao u otvorenom skupu Q i f € H(Q). Tada je

J = [ f(z)dz=0. (2.39)
oA

Dokaz*: Neka su a, b i c temena A ineka su a1, by 1 ¢1 sredista [b, ¢, [¢,a] i [a, D],
respektivno, i razmotrimo Cetiri trougla A7 formirana pomocu uredenih trojki

{G,Cl,bl}, {b7a17cl}7 {c7b17a1}7 {a17b1701}~ (240)

C

Ako je J vrednost integrala (2.39),
) A
J=Y [ f(2)d=. (2.41) by a1
J=10Ai V
Apsolutna vrednost bar jednog integrala i \ i \

na desnoj strani jednakosti (2.41) je stoga

171
o

najmanje Oznacimo odgovarajuci

Slika 2.8: KIT za trougao
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trougao sa A; i ponovimo postupak sa A

umesto A, itd. Na ovaj nacin dobijamo

niz trouglova A,, tako

da A D Ay D Ay D ...1i da je obim

(duzina) 0A,, jednaka 27", gde je I duZina granice A, i tako da je

1J| < 4an . on=12.... (2.42)

[ f(2)d=
OA,

Kako je A kompaktan, a A,, n > 1, zatvoreni skupovi, postoji (jedinstvena)
tacka zo koja pripada svim A,. Dakle, zg € A, i otuda zy € Q tako da je f
diferencijabilna u z.

Neka je € > 0 dato. Tada postoji 7 > 0 tako da vazi

£ (2) = f(20) = f'(20)(z = 20)| < €]z — 20

za |z — zg| < r 1 postoji n tako da A,, C B(zg;r). Za ove n takode imamo |z — zp| <
27" za z € A,,. Otuda je

If(2) = f(20) = ['(20)(z — 20)| <elz— 20| <e27™1, z€A,, (2.43)
i stoga
M, :=max{|f(z) — f(z0) — f'(20)(z — 20)| : 2 € A, } <e27"1. (2.44)

Na osnovu Posledice 2.1 (posledice KIT’), obzirom da su f(zo) i f'(20) konstante,
sledi prvo

f (f(zo) + f'(20)(z — zo)) dz =0,

oA,
i otuda
Lo = [ f()dz= [ (F(2) = f(z0) = /(202 — 20))dz. (2.45)
oA, A,
Kako je |0A,| = 27", na osnovu nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala i

formule (2.44), dobija se
L] = | [ (f(2) = fz0) = f'(20)(2 = 20))dz| < My [0A,]| < e27"1[0A],
0A,

tako da je
I, <e2™)?=¢cl*4™",

Sada iz (2.42) zakljuc¢ujemo
|J| <4™|L,| <4"e 1> 47" = el (2.46)

Otuda
J=0.
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a
Ponovimo, kompleksna funkcija f je holomorfna na otvorenom skupu 2 ako postoji
konacan izvod f’(z) za svako z € Q. Klasu holomorfnih funkcija na 2 oznacavamo

sa H(Q).
Na osnovu KIT A dokazuje se da su holomorfne funkcije regularno analiticke.

Teorema Kosi-Gursa

Teorema 2.12 (Kos§i-Gursa, H jednako A, T K-Go 1.) Ako je Q otvoren skup,
tada je

Dokaz T K-Go bazira se na Teoremi o postojanju primitivne funkcije.

Teorema 2.13 (Postoji primitivna na krugu-Verzija 1.) Ako je f holomorfna
na B = B(a;7r) tada f ima primitivnu funkciju F' na B.

Dokaz koji navodimo moze se primeniti i na zvezdaste oblasti. U glavi 7 dokazuje
se da ova teorema vaZzi i za prosto-povezane oblasti.
Dokaz: Neka je F' na B definisana sa

F(z)= [ fd¢, z€B. (2.47)

[a,2]

Na osnovu KIT A pokazuje se da je F' = f na B.
Fiksirajmo proizvoljnu tacku z € B iizaberimo |h| dovoljno malo tako da z+h € B.
Tada trougao A sa temenima a, z i z + h kompaktno pripada B, i na osnovu KIT
A,
J faC+ [ fd¢+ [ fdC=0.

la,z] [z,2+h] [z+h,a]
Prvi sabirak je F'(z), tre¢i sabirak - integral po intervalu [a, z+ h] sa znakom minus,
tj. =F(z + h), i otuda

F(z+h)—F(2)= [ fd. (2.48)
[z,2+h]

S druge strane, kako je z dato, integracijom konstantne funkcije f(z) duz segmenta
[z, z 4+ h] dobija se

i otuda, s obzirom na (2.48),

Flz+h) ~F(z) (F(C) = F(=))d. (249)
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Sada koristimo neprekidnost funkcije f : za svako e postoji § tako da pri |h| < §
imamo | f(¢) — f(2)] < € za svako ¢ € [z, z + h]. Otuda, iz (2.49) sledi

F(z+h)— F(z) 1 B
) 1) < relhl =e.
a to znadi da postoji F'(z) = f(z). O

Dokaz T K-Go 1:

Jasno je da je dovoljno dokazati teoremu u sluc¢aju da je €2 disk. Zato pretpostavimo
da je f holomorfna na disku B. Na osnovu Teoreme o postojanju primitivne na
krugu, f ima primitivnu funkciju F.

Kako je F’ = f, F ima neprekidan izvod, i otuda F € A(B). Iz Tejlorove Teoreme
sledi da je F predstavljiva stepenim redom na B, i otuda je F’ = f takode pred-
stavljiva stepenim redom na B; i stoga specijalno da f € A(B). O

Za funkciju f kaZzemo da zadovoljava svojstvo (C): u nekoj okolini V tacke a, ako
je [ neprekidna na 'V i integral te funkcije po granici svakog trougla koji kompaktno
pripada V je jednak nuli. Obi¢no, funkciju koja zadovoljava svojstvo (C) nazivamo
holomorfnom u smislu Kogija.

Dokaz sledeée propozicije je slican dokazu Teoreme 2.13 o postojanju primitivne na
krugu.

Propozicija 2.3 (Postoji primitivna na krugu-Verzija (C)) Ako f zadovo-
ljava svojstvo (C) na nekom krugu B tada f ima primitivnu funkciju F na B.

Teorema 2.14 (KIT lokalna verzija na krugu) Ako je f holomorfna na B =
B(a;r) i~y zatvoren luk u B, tada

I:=[fdz=0.
v

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.13 (0 postojanju primitivne na krugu) f ima prim-
itivnu funkciju F na B. Kako je F' = fna B, I = [fdz = [F'dz. Otuda je, na

¥ ¥
osnovu KIT’, I =0. O

Iz TKGo sledi da OKIT i OKIF vaze i za holomorfne funkcije.
Teorema 2.15 (Opsta KoSijeva Integralna Teorema, O KIT) Ako je G jed-

nostavna oblast i f € H(G), tada je

[fdz=0.

T

Teorema 2.16 (Opsta Kosijeva Integralna Formula, OKIF) Ako je G jed-

nostavna oblast i f € H(G), tada je

f(z) = Kr[fl(z), z€G.
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Teorema 2.17 (Morerina teorema) Neka je funkcija [ neprekidna u oblasti Q
i

[ f(z)dz=0
YN
za proizvoljni trougao A € Q. Tada je f holomorfna u €.

S obzirom da se u literaturi trougao definise i kao otvoren skup, u pretpostavkama
teoreme zahtevali smo da A € Q. Prema definiciji koju smo uveli (trougao je
zatvoren skup), uslov se moze zapisati, jednostavno, A C Q.

Dokaz: Neka je a € Qi B(a;r) C . Kao u dokazu Teoreme 2.13 funkcija

F(z)= [ fd¢(,z€ B

[a,2]
je analiticka u B i F'(z) = f(z) u svakoj tacki z € B i stoga je f analiticka u Q. O

Teorema 2.18 Sledeca tri svojstva su ekvivalentna:

(R) Funkcija f je C - diferencijabilna u nekoj okolini V' tacke a.

(C) Funkcija f je neprekidna u nekoj okolini V' tacke a i integral te funkcije po
granici svakog trougla koji kompaktno pripada V' je jednak nuli.

(W) Funkcija f se razlaZe u stepeni red koji konvergira u nekoj okolini V' tacke
a.

Ova tri svojstva predstavljaju tri koncepta u razvoju teorije holomorfnih funkcija.
Obicno, funkciju koja zadovoljava svojstvo (R) nazivamo holomorfnom u smislu
Rimana, svojstvo (C) holomorfnom u smislu Kosija i svojstvo (W) holomorfnom u
smislu Vajerstrasa. Implikacija (R) = (C) je dokazana u Teoremi Kosija (KITA),
(C) = (W) u Teoremi Tejlora (na osnovu Propozicije 2.3 o postojanju primitivne
na krugu, verzija (C)) i (W) = (R) u Teoremi 1.8 o holomorfnosti sume stepenog
reda.

2.1.8 Teorema jedinosti

Definicija 2.10 Konacna familija krugova C = {By,...,Bn}, Bx = B(zk;7k),
naziva se specijalni lanac krugova ako

By 3 zk11, k=0,...,n—1.

Ako je zg = a i z, = b kaZemo da je C lanac iz a u b.
n

Ako |J By pripada skupu Q2 kaZemo da je C Q-lanac.
k=0

Lema 2.4 (Topoloska Lema, L Top 1) Ako je Q oblast, a i b proizvoljne tacke
iz (1, tada postoji specijalan ) - lanac krugova w 2, koji spaja a i b.
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Slika 2.9: Specijalni lanac krugova

Dokaz: Neka je Qg skup tacaka w € Q za koje postoji specijalni lanac u 2 koji spaja
tacke a i w. Jasno, za sve w € g postoji krug B = B(w,r) C Q, gde je r > 0, i
otuda B C Qg (objasniti!). Sli¢no se pokazuje da je 2\ Qg otvoren; a kako je g
neprazan, i {2 oblast, na osnovu topoloskog svojstva povezanosti, sledi 2o = Q. O

Lema 2.5 (Ponasanje analiti¢ke funkcije u okolini nule) Neka je
f € H(B), B=B(a;r), f(a) =0 i f nije identicki nula na B. Tada je

f(z) = (z=a)"¢(2), (2.50)

gde je n > 1 prirodan broj, ¢ holomorfna funkcija na B, i razlicita od nule na
nekom krugu B, sa sredistem u tacki a. Specijalno, f nema nula uw B* \ {a}.

Dokaz: Na osnovu Tejlorove teoreme, funkciju f razlozimo u stepeni red na B.
Oznatimo sa ¢ koeficijente u tacki a. Kako je f(a) = 0, sledi ¢g = 0; ali svi
koeficijenti ne mogu biti jednaki nuli, jer bi tada bilo f = 0 na B. Otuda postoji
najmanje n tako da ¢, # 0, za koje razlaganje ima oblik

+oo
f(z)= Y ex(z—a)*, zeB.
k=n
+oo
Ozna¢imo sa ¢(z) = Y. cx(z —a)*™™, 2z € B. Kako je ¢ holomorfna funkcija na
k=n
B, sledi (2.50) i kako je p(a) = ¢, # 0, ¢ je razli¢ito od nule u nekom krugu B?,
sa centrom u tacki a i otuda f nema nula u B!\ {a}. o

Dakle, iz Leme 2.5 sledi da je, pri pretpostavkama Leme 2.5, a izolovana nula
funkcije f i otuda se dobija:

Lema 2.6 (Lema Jedinosti, L Jed.) Ako je f holomorfna na krugu
B = B(a;r), i a tacka nagomilavanja skupa € = {z € B : f(z) = 0}, tada je f
identicki jednako nuli na B.

DoKkAZ: Suprotno, pretpostavimo da f nije identicki jednako nuli na B. Na osnovu
prethodne leme, postoji krug B* tako da je f razlicito od nule u B* \ {a}, §to je u
kontradikciji sa pretpostavkom da je a tacka nagomilavanja skupa £.

Iz pretpostavki Leme jednostavno se izvodi da je f(a) = 0.
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Teorema 2.19 (Teorema jedinosti, T Jed.) Ako su f i g holomorfne funkcije
u nekoj oblasti ), i ako je f = g na skupu &, koji ima tacku nagomilavanja a u 2,
tada f(z) = g(z) za sve z € Q.

Dokaz: Na osnovu pretpostavki funkcija h = f — ¢ je holomorfna u €2, i a je tacka
nagomilavanja skupa & = {z € Q : h(z) = 0}. Neka je, dalje, b proizvoljna tacka
u Q. Na osnovu Leme 2.4 (o specijalnom lancu), postoji specijalan lanac krugova
C ={By,...,B,} u, koji spaja a i b. Kako je a tacka nagomilavanja skupa &,
h(z) =0 za z € By.

Ponovnom primenom Leme 2.6 (L Jed), sledi h = 0 na B;. Otuda, sukcesivnom
primenom Leme 2.6 dobijamo h = 0 na B,, i specijalno h(b) = 0. O

2.1.9 Loranova Teorema

Teorema 2.20 (Loranova Teorema, T Lor.) Neka je A = A(a;r, R) prsten, i
f holomorfna na A. Tada je

—+oo

)= % alz-a) (2.51)

k=—o00

gde je ci = ci(V,) = cu(f;vp) & Y, pozitivno orijentisana kruZnica sa sredistem u
tacki a, gde je r < p < R. Specijalno, c_1 = ﬁ f% f(¢d¢.

Red ravnomerno konvergira na kompaktnim podskupovima prstena A.

Dokaz: Ponovimo da je pogodno koristiti oznaku ¢, = K, [f].

Neka z € A. Tada postoje r1 i R; tako da je r <1 < |z —a| < Ry < R.

Neka je A1 = A(a;r1, R1). Kako se pozitivno orijentisana granica prstena A; sastoji
od Vg, i7,,, primenom KIF na prsten A; = A(a;71, R;) dobijamo

1 1
f@) =5 [ KEOHOLC - 5~ (2.52)
YRy
Otuda je
F(2) = f) +RAGk), @53 7
\
gde je ,/ \
|
fl=®p i Fi=—®,. (254 b

Otuda, na osnovu Leme o reprodukciji,
sledi

“+o0
f1(z) = > en(z — a)k7 (2.55)
k=0

Slika 2.10: Loranova teorema
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gde je

e = exlmy) = / fuds  (2.56)

YRy

— OO0

Fi(2) = kzZ_lck(z —a)F, (2.57)

gde je
ek = ck(yr) = /fkdg. (2.58)

Yry
. . 1 —k—

Ponovimo da je fi(s) = fr(a,s) = %f(g)(q —a)~ kL

Kao u dokazu Tejlorove Teoreme sledi i da formule (2.56) i (2.58) vaZe ako kruZznice

YR, 1 7Y, Zamenimo proizvoljnim kruznicama v,, r < p < R.

Dakle, koeficijenti ¢ u formulama (2.55) i (2.57) ne zavise od z i otuda sledi (2.51).

Ravnomerna konvergencija reda sledi na osnovu Napomene u vezi Leme o repro-

dukciji. O

Propozicija 2.4 Neka je B = {|z—1| < 1} i g grana logaritma na oblasti C; tada
je
+oo
n— (Z — 1)n
g(z) = g(1) + Y ()" '—", z€B,

n
n=1

gde je g(1) = 2km .

Dokaz: Na osnovu Propozicije 1.30 (o izvodu korena i logaritma), sledi prvo ¢'(z) =
1/z. Otuda je ¢"(2) = —272, ¢""(2) = (1) - (=2) - z=3. Indukcijom se dokazuje

- 1!
g(”)(z) = (1! (n = ) . 2eB.
3 g™ (1) nal , y
Otuda specijalno a,, = = (=1)"7" —, i na osnovu Tejlorove teoreme, dobija
n! n

se

+oo

z—1)"
o) =g+ Y (- B e,

n=1

gde je g(1) = 2km . ad

Vezba 2.1.3 Dokazati prethodnu propoziciju pomocéu Tejlorovog razvoja funkcije
1/z na krugu U.
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DokAz: Neka je In grana logaritma na oblasti C; i f(z) = In(1 + 2). Ova funkcija
je holomorfna na jedini¢nom disku. Direktno iz prethodne propozicije sledi

+oo n
FE) = FO)+ > (-)m <, (2.59)

n

gde je f(0) = 2kmi. Za vezbu, kao u prethodnoj propoziciji, moze se pokazati
P = (1 2) 0 f7(2) = —(1 4 2) 2, .oy f(2) = (—1) (= D1+ 2) ",
Otuda je f(0) = 1, f"(0) = —1, ..., f™(0) = (—=1)"*(n — 1), i na osnovu
Tejlorove teoreme, dobija se (2.59). O

Teorema 2.21 (Parsevalova formula za holomorfne funkcije*) Ako je
+oo
f(Z) = Z Ck(z - a)ka z € B(CL, R)a (260)
k=0

i ako je 0 <r < R, tada je
L/‘f(a—l—re”)‘gdt = f\ck\%‘% (2.61)
27 P ' '

Dokaz: Kako stepeni red (2.60) konvergira na B(a; R), to ravnomerno konvergira
na B(a;r) 1 stoga specijalno red

. +too .
fla+relt)y = 3 cprheitt (2.62)
k=0
ravnomerno konvergira na [—m, 7.

Otuda, s obzirom da je I = [ e™'dt =0, k # 0,1 Iy = 2 (videti Primer 17,
o ortogonalnosti polinoma u daljem tekstu), sledi

1 K . )
7 / fla+ret)e ™ ™dt =c,r™ n=0,1,2,... . (2.63)
™
Kako i red
2 iF X kT ikt
fF=flatre®) f = Yer® fe' (2.64)
k=0
ravnomerno konvergira na [—m, 7], integracijom reda ¢lan po ¢lan, dobija se
/|f(a+re”)| dt = chrk / f et at. (2.65)
-7 k=0 -7
Kako je na osnovu (2.63),
U [ ikt — &
o fla+ret) e dt =c, r", k=0,1,2,... |, (2.66)
v

iz (2.65) sledi (2.61). O
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Teorema 2.22 (Princip Maksimuma Modula, P M M.) Neka je Q oblast i
feH), i B(a;r) C Q. Tada je

F(@)] < M = max|f(a -+ re’)]. (2.67)

Jednakost vazi u (2.67) ako i samo ako je f konstantna funkcija u Q.

Dokaz: Ako je M < |f(a)|, tada je |f(a + re)| < |f(a)| za svako t i, na osnovu

formule (2.61),

+o0o

>l < |f (@) = feol”.

k=0
Otuda ¢y = c3 = ¢c3 =--- =0, istoga f(z) = f(a) u B(a;r). Kako je Q povezan,
na osnovu Teoreme jedinosti, sledi da je f konstantna funkcija na €.
Dakle, ako je M < |f(a)]|, tada je f konstantna funkcija na ; ako f nije konstantna
funkcija, tada u nejednakosti (2.67) vaZi stroga nejednakost. a
Napomena: Nejednakost (2.67) moZe se dokazati i na osnovu (2.61). Videti,
takode, nejednakosti (2.35) i (2.70). Podvucimo da PMM sledi i iz Principa ocu-
vanja oblasti.

2.1.10 Posledice Kosijeve nejednakosti*
Kosijeva nejednakost

Pretpostavimo da je

a. f holomorfna na B, gde je B = B(a;r); i ozna¢imo M, = max{|f({)| : ¢ €
K,}, 0 < p<r,gde je K, kruznica sa sredistem u tacki a. Iz formule za Tejlorove
koeficijente ¢ i nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala dobijamo Kogijevu
nejednakost

M
lek| < ——;7 k>0, 0<p<r (2.68)
p

P
on Rl 2mp

Iz nejednakosti (2.68) i poznate formule klcy = f*)(a), sledi

k- M
F® @)l < == (2.69)
Oznacimo M,, kratko, sa M. Specijalno, kada je £ = 0, dobijamo
|f(a)| < M. (2.70)

Lema 2.7 (L Minl Ako dodatno pretpostavimo da
b. f nema nula na B i ako uvedemo oznaku m = m, = min{ |f({)| : ¢ € K.}, tada
je

|f(a)| = m. (2.71)

Dokaz: Primeniti nejednakost (2.70) na funkciju g = 1/f. a
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Teorema 2.23 (Osnovni Stav Algebre) Ako je n pozitivan ceo broj i P(z) =
2"y 12" 4 a1z +ag, gde suag, ..., a,—1 kompleksni brojevi, tada P ima
tacno n nula v kompleksnoj ravni.

Dokaz: Neka je m = m, = min{ |P(¢)| : ¢ € T,}, gde je T, kruznica sa srediStem
u koordinatnom pocetku 0. Kao u realnoj analizi, pokazuje se da m, — +o0, kada
T — +00:

Jednostavno se proverava da je P(z) = 2"¢(z), gde je p(z) =1+ 0(1), z — oo,
i stoga postoji rg > 0 tako da je |p(z)| > 1/2 za |z| > ro. Otuda, s obzirom da
je [P(2)] = |27][¢(2)] = r™lp(2)], sledi da je [P()] > 1"/2 7a |2] > ro, i stoga
P(z) — oo kada z — oc.

Dokazimo prvo da P ima bar jednu nulu:

Suprotno, pretpostavimo da P nema nula. Primenom L Min na krug B,., nalazimo
|ap| > m, za svako r > 0. Otuda, s obzirom na to da m, — +oo, kada r — +o0;
dolazimo do kontradikcije. Dakle, P(z1) = 0 za neko z; i stoga postoji polinom @
stepena n — 1 tako da P(z) = (z — 21)Q(z). Indukcijom po n dokazuje se teorema.
O

Vezba 2.1.4 Dokazati Osnovni Stav Algebre pomoéu Liuvilove teoreme.

Uputstvo: Suprotno, pretpostavimo da P nema nula. Tada je funkcija 1/P cela i
ogranicena. O

NAPOMENA: Osnovni stav algebre moze se dokazati i na osnovu Teoreme RuSea
(videti Podsekciju 6.1.1, Princip argumenta).

Kosijeva nejednakost za Loranove koeficijente

Pretpostavimo da je

c. f holomorfna na B\ {a}, gde je B = B(a;r); i ozna¢imo M, = max{|f(¢)] :
¢ € Ky}, 0< p<r,gdeje K, kruznica sa sredistem u tacki a. Iz formule za
Loranove koeficijente ¢i i nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala dobijamo
Kosijevu nejednakost

1 M, M
‘Ck| < - 27TP:7;:7 k€Z7 O<P§T (272)

o phH1
Vezba 2.1.5 Ako jer > 1+ 2|ag| + |a1| + -+ + |an—1|. Dokazati da je
[P(re')| = |P(0)], 0<¢ <2

Teorema 2.24 (Princip ofuvanja oblasti, P O Ob**) Neka je f nekonstanina
holomorfna funkcija u oblasti Q. Tada je Q* = f(Q) oblast.

Dokaz: Kako je oblast otvoren i povezan skup treba da dokazemo
1. Q* je povezan

2. 0 je otvoren
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1. Neka wy,ws € Q*. Tada postoje tacke 21,29 € Q tako da je wy = f(z1) i
we = f(z2). Kako je 2 povezan, postoji poligonalna linija P u iz z; u z3. Tada
je fo P put uQ* iz wy u we; otuda Q* je povezan.

2. Neka wg € Q*. Tada postoji zg € € tako da je wg = f(z9). Na osnovu Teoreme
jedinosti, postoji > 0 tako da B C Q, gde je B = B(zo;7),1 f(2) # wo za z € 0B;
neka je

p= g min{[7(Q) —wnl € € Ky}

i neka je By = B(wo;p).
Rutinski se pokazuje da je
u > 0. Dokazimo By C Q*.
Pretpostavimo suprotno, da
postoji w € By \ Q* i neka je
ho=f oo ti h(z) = £(2) -
w. Tada je h(z) # 0 za
z € B, h(z) = f(2) ~w =
wo — w, tj. [h(z0)] < p.

S druge strane, na os-
novu nejednakosti trougla
Ih(2)| = |f(2) —w| = [f(z) -
wo—(w—wo)| = [f(2)—wo|—
lw —wo| > 2u —p = p za
z € 0B. Otuda, na osnovu
L Min, sledi |h(20)| = |f(z0) — w| > p; 8to je u kontradikciji sa |h(zo)| < p (tj. sa
pretpostavkom w € By \ Q*). Ostavljamo ¢itaocu da, na osnovu P O O, dokaze P
M M 1 — 2 i otuda P Min (videti paragraf 6.1.3). O
NAPOMENA: Na osnovu Teoreme RuSea pokazuje se u Glavi 6 da B(wg;2u) C Q.

Slika 2.11: Princip o¢uvanja oblasti

Vezba 2.1.6 Izvesti PMM pomoéu POOD.

Vezba 2.1.7 Ako je [ cela funkcija i

: M,
lim sup — <400, n 2 0,

r—+oco T

tada je f polinom stepena ne veceg od n.

M,

Uputstvo: Za k > n imamo |cg| < —nr — 0, kada r — oco. Otuda ¢ =0, za k > n.
T

O

Vezba 2.1.8 Ako je f cela funkcija i |f(2)| < A|z| + B, tada je f(z) = az+b.

Uputstvo: Na osnovu nejednakosti M, < Ar + B i Vezbe 2.1.7 dobijamo tvrdenje.
O
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2.1.11 Opsta KoSijeva Integralna Teorema
za konturne oblasti

Dokaz O KIT za konturne oblasti moze se bazirati na slede¢oj Topoloskoj Lemi

Lema 2.8 (Topoloska Lema, L Top 2.) Svaka regularna (konturna) oblast mo-
Ze se ,podeliti” na

(a) konacan broj reqularnih (konturnih) prosto povezanih oblasti Gy, proizvoljno
malog dijametra,

(b) dve prosto povezane regularne (konturne) oblasti.

Kompletan dokaz L Top 2 zahteva dosta tehnickih detalja, i nije glavna tema
ovog kursa. U glavi 7 dokazuje se Teorema o podeli na elementarne oblasti (Teorema
7.22) iz koje specijalno sledi L Top 2.

U kursevima realne analize samo se pomene da se konturna oblast moze ,podeliti
pravama paralelnim sa koordinatnim osama na elementarne oblasti. Mada, intu-
itivno, ovo tvrdenje izgleda jasno (prihvatljivo), Primer 15 (videti sliku 2.12 i takode
Glavu 7, Dodatak B) pokazuje da postoje oblasti koje su konturne, a nisu jednos-
tavne. Ponovimo da za konturne oblasti koristimo i naziv deo-po-deo regularne
(nekada kratko: regularne). Ako se granica konturne oblasti sastoji od glatkih
kontura, onda kazemo da je oblast sa glatkom granicom.

2

1
Primer 15 (Var$avski krug 1) Neka je f(z) = 2° sin; i v(z) =z +if(x),

1
—— < x < —. Kontura v moZe se dopuniti kruznim lukom tako da dobijemo
7r T

zatvorenu Zordanovu glatku konturu T. Neka je G = Int(T"). Proveriti da je G
oblast sa glatkom granicom, ali da nije jednostavna. Podvucimo, kako je f'(0) =0,
to je '(0) = 1.

S obzirom na ovaj primer, iz Teoreme
O KIT za jednostavne oblasti ne sledi
Teorema O KIT
za konturne oblasti, jer konturne oblasti
nisu podfamilija jednostavnih oblasti.

Sada skicirajmo dokaz O KIT za kon-
turne oblasti pomoc¢u L Top 2. Jo§ jedan
dokaz O KIT pomocu zaseka navodi se u

rukopisu [Ma 3|. Slika 2.12: Vargavski krug 1

Teorema 2.25 (Opsta KoS$ijeva Integralna Teorema za konturne oblasti)
Ako je G konturna oblast, T’ pozitivno ori-
jentisana granica oblasti G i f € H(G), tada je

I‘/falz:O.
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Dokaz: Kako je f € H(G), postoji otvoren skup Q D G tako da je f € H(Q2). Otuda
postoji € > 0 tako da za svaki z € G krug B = B(z;2¢) C .

Na osnovu L Top 2, G se moze podeliti na konac¢an broj disjunktnih konturnih
prosto povezanih oblasti Gy, k = 0,1,2,...,m, tako da je dijametar svake oblasti
G, manji od €. Oznacimo sa 'y, pozitivno orijentisanu granicu oblasti G. Kako
svaka G}, pripada nekom disku By C €, na osnovu lokalne verzije KIT, sledi

/fdz: , (2.73)
Iy
1 stoga
> /fdz =0. (2.74)
k=1 Iy
Kako je
/ fdz = / fdz = 0 (objasniti!), (2.75)
T k=11,
iz (2.74), sledi (2.75). O

Kao i u slucaju jednostavne oblasti iz Teoreme 2.25 sledi Opsta Kogijeva Integralna
Formula za konturne oblasti.

Teorema 2.26 (Opsta Kosijeva Integralna Formula za konturne oblasti)

Ako je G konturna oblast, T' pozitivno orijentisana granica oblasti G i f € H(G),
tada je

f(z) = Kr[fl(2), z € G.

2.1.12 Direktan dokaz KIT za krug**

Navodimo direktan dokaz KIT za krug koji se ne zasniva na Kosijevoj Integralnoj
teoremi za prsten. U tom cilju nam je potrebna slede¢a Lema koja je specijalan
slucaj KIF za krug.

Lema 2.9 (Indeks kruZnice, L Ind.) Neka je v pozitivno orijentisana kruZnica
sa centrom u a poluprecnika r. Tada je

1, |z—al<r
Kv(z)_{m o alor (2.76)

Dokaz: Na osnovu Kosijeve Integralne Teoreme za izvod KIT’

) = [(C—a)yFdc = 0, k0,

2 1
y
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a na osnovu formule za integral duz kruznice

L 1
= —a) "d¢ = 1
() = 5= [(C—a)
¥
Otuda iz Leme o reprodukciji sledi Lema 2.9 (o Indeksu KruZnice). O
Nije tesko izvesti dokaz KIF za krug pomocu Leme 2.9, i slede¢e Teoreme (videti

Integraciju duz konture).

Teorema 2.27 (Kosijeva Integralna Teorema za trougao, KIT A 1.)
Pretpostavimo da je A zatvoren trougao u otvorenom skupu  C C ip € Q. Ako je
[ neprekidna v Q i f € H(Q\{p}), tada je

/ F(z)dz = 0. (2.77)
OA

Iz pretpostavki ove teoreme sledi da je f € H(Q2), tj. da izuzeta tacka nije stvarno
izuzeta (videti Teoremu 2.33). Ipak, gornja formulacija moZe se koristiti za dokaz
Kogijeve formule, ako Zelimo da izbegnemo geometrijska razmatranja (verziju Gri-
nove teoreme za prsten, koja se bazira na podeli prstena na elementarne domene).
Na osnovu KIT A, jednostavno se dokazuje KIT A 1 (videti Integraciju duz konture
u Glavi 7). Ako p ¢ A, relacija (2.77) sledi iz KIT A.

Pretpostavimo da je p jedno teme A, npr. p = a. Ako su a, b i ¢ kolinearni,
tada je jasno da (2.77) vaZi za bilo koju neprekidnu funkciju f.
Izaberimo z € [a,b] i w € [a, ] i primetimo da je integral od f po A suma inte-
grala po granicama trouglova {a, z,w}, {z,b,w} i {b, c,w}. Poslednja dva integrala
su nula, jer ovi trouglovi ne sadrze p. Otuda integral po JA je suma integrala po
[a, 2], [z,w] 1 [w,a], i kako ovi intervali mogu biti proizvoljno male duZine, i kako je
funkcija | f| ograni¢ena, ponovo dobijamo (2.77).
Ako je p proizvoljna tatka u A, primeniti prethodni rezultat na {a,b, p}, {b,¢c,p} i
{c,a,p}.
Interesantno je podvuéi sledeée. Ako ¢italac koristi elementarnu geometriju (podelu
prstena na elementarne oblasti), moZe se izvesti jednostavan dokaz Leme 2.9 (dokaz
na osnovu KIT za prsten).
Dokaz: Neka je B = B(a,r) i z € B. Tada postoji p > 0 tako da By C B, gde
je By = B(z;p). Neka je V.= B\By i 79 = 7, pozitivno orijentisana kruznica sa
srediStem u z poluprecnika p.
Na osnovu KIT za prsten,

1 1
d¢ = [ —— d{ = 2. 2.78
e R (279)
Y Yo
Podvucimo da se integral duZ 7y u formuli (2.78) ra¢una jednostavno pomocéu
parametrizacije kruznice ~p. a

Koriste¢i KIT Al umesto KIT A sledec¢a teorema se dokazuje kao Teorema o
postojanju primitivne-Verzija 1, Teorema 2.13.
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Teorema 2.28 (Postoji primitivna-Verzija 2.) Pretpostavimo da je @ C C
konveksan, otvoren skup, p € Q, f neprekidna u Q, i f € H(Q\{p}). Tada je
f=F' za neko F € H().

Kao i u slu¢aju Teorema o postojanju primitivne-Verzija 1, dokaz se moze primeniti
i na zvezdaste oblast.

Koristeéi ovu verziju Teoreme o postojanju primitivne i kompleksnu verziju Njutn-
Lajbnicove formule dokazuje se:

Teorema 2.29 (Kosijeva teorema za konveksne skupove) Pretpostavimo da
je Q2 C C konveksan, otvoren skup, p € ), f neprekidna v, i f € H(Q\{p}). Tada

Jje

/f(Z)dz = 0, (2.79)

za svaki zatvoren put u ).

Kada hoé¢emo da naglasimo da se ova teorema odnosi na ispustenu tacku, onda je
nazivamo KoSijeva teorema za konveksne skupove sa ispustenom tackom.

Teorema 2.30 (Kosijeva Formula za konveksne skupove) Pretpostavimo da
je v zatvoren luk u konveksnom otvorenom skupu Q, i f € H(Q). Ako z € Q i
z & ~*, tada

1

£ Koo = 5 [

cf (fl dc. (2.80)

211

Najinteresantniji slu¢aj je, naravno, kada je K, (z) = 1, i specijalno kada je ~ prost
luk.

Dokaz: Dokaz se zasniva na primeni Kosijeve teoreme za konveksne skupove na
funkciju h, definisanu sa:

no=TZTE  ceavis) 1 O =16) @ =2

Podvucimo da je h neprekidna na Q i holomorfna na Q \ {z}. Otuda, na os-
novu Kogijeve teoreme za konveksne skupove (verzija sa ispustenom tackom), sledi
fv h(¢)d¢ = 0 i stoga sledi formula (2.80). O
Napomena: Ovaj dokaz izbegava geometrijska razmatranja tj. podelu oblasti na el-
ementarne oblasti i izmedu ostalog bazira se na pojmu indeksa K., luka v u odnosu
na tacku. Indeks igra vaznu ulogu u daljem razvoju teorije: na primer u strogim
dokazima Kogijeve integralne formule za regularne oblasti (videti glavu 7). Pod-
vucimo da se dokaz Opste Kogijeve integralne teoreme za regularne oblasti (u ovoj
glavi) bazira na primeni Leme 2.8 (LTop2), koja ¢e biti dokazana u glavi 7.
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2.1.13 Napomene o KIT za oblasti sa neprekidnom grani-
com™*

U ovoj podsekciji skiciramo dokaze verzija KIT za oblasti ¢ija se granica sastoji od
kona¢nog broja neprekidnih krivih; S obzirom da se na Matematickom Fakultetu
u Beogradu koristi udzbenik od Sabata [Sa] pokusacemo da skiciramo kako autor
vidi pristup iz [éa]; za precizniji pristup videti glavu 7.

Pojam integrala moze se definisati i duz puta (videti glavu 7, Definicija 7.5);
slede¢a teorema daje motivaciju.

Teorema 2.31 (Kosijeva Integralna Teorema za primitivou, KIT’2) Pret-
postavimo da je f € H(Q) i da [ ima primitivnu F u Q. Ako je v kontura (opStije
luk) u Q, tada je
[f(z)dz = F(b) — F(a), (2.81)
¥

gde su a i b respektivno pocetna i krajnja tacka kontura (opstije luk) ~ .

Na osnovu teoreme o postojanju primitivne na krugu - Verzija 1, ova teorema
specijalno vazi ako je €2 krug.

Dokaz: Neka je [a, 0] parametarski interval krive v i h = F o 7.

Neka je prvo 7 neprekidno-diferencijabilan luk. Tada je, na osnovu Leme 1.1,
W (t) = F'(3(t))'(¢), tako da je

i
I=[f(2)dz = [F'(2)dz = [F'(y(t))y' (t)dt = [I'(t)dL.

Otuda, koristeé¢i Lemu 2.2 (Njutn-Lajbnicovu formulu), dobijamo I = h(5)—h(a) =
F(y(8))—F(y(a)) = F(b) — F(a). U opstem slu¢aju moze se podeliti v na konacan
broj neprekidno-diferencijabilnih puteva v : [k, Sk+1] — C (so = @ < 81 < 82 <
-+ < 8, = f3)). Prema dokazanom,

Iy = [ f(z)dz = h(sgs1) — h(sk),

i sabiranjem dobija se (2.81). O
Neka su u oblasti Q zadati funkcija f i put v : I — Q; neka je a = v(0) i
b=~(1).
Ako funkcija f ima primitivnu funkciju u Q definisimo I = [ fdz = F(b)—F(a).

5
Teorema 2.31 pokazuje da je ova definicija saglasna sa definicijom integrala u Glavi
2.

Pretpostavimo da je f holomorfna na . Podelimo put -« na puteve 7, tako da
trag svakog puta 5 pripada nekom krugu By C 2. Kako funkcija f ima primitivnu
funkciju na By, moze se definisati I = [ fdz. Defini§imo I = [ fdz =" I.

Tk Yy

Vezba 2.1.9 Pokazati da prethodna definicija ne zavisi od podele puta vy, i da se
moZe preneti i na krive.
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Integral se moze definisati, na sli¢an nacin, i pomo¢u pojma primitivne funkcije
za funkciju f duZz puta (za definiciju i dokaz sledecée teoreme videti glavu 7).

Definicija A. [Definicija7.3] Neka su u oblasti 2 zadati funkcija f iput y: 1 — Q.
Funkcija ¢ naziva se primitivna funkcija za funkciju f duz puta v ako:

1. ¢ je neprekidna na I,

2. za svaku tacku ¢y € I postoji otvoren krug B, sa sredistem u tacki zo = v(to),
na kome f ima primitivnu funkciju Fg, tako da ¢(t) = Fp(y(t))
za svako t u nekoj okolini Iy, tacke %o.

Teorema A. [Postoji primitivna funkcija duz puta, Teorema 7.8] Neka je f holomor-
fna u oblasti Q i neka je v : I — Q put. Tada postoji primitivna funkcija ¢ za f
duz ~ i odredena je do na konstantu.

Definicija B. [Integral duZz puta, Definicija 7.5] Neka je zadat put -y, funkcija f
neprekidna na tragu v* i neka f ima primitivou funkciju ® duz . Definisimo
integral funkcije f duZ puta 7 kao prirastaj primitivne funkcije duz -, tj.

(1) I = [ fdz= (1) — B(0).

Podvucimo da je put opstiji pojam od luka. Npr. postoji put koji nema izvod ni
u jednoj tacki; ili npr. (Peanov put ) put &iji je trag kvadrat I? = [0,1] x [0, 1].
Dakle, u ostem slucaju ako je v put Defincija 2.1, Glava 2, nema smisla jer zahteva
integrablilnost funkcije f o~y~'.

Definicija B se bazira na priragtaju primitivne funkcije. Na primer, u Definicija
B, koja se bazira na Teoremi 2.31, integral zavisi od pocetne i krajnje tacke puta i ne
zavisi od toga da li je put diferencijabilan (opstije rektificibilan) ili vrlo komplikovan
skup. U opstem slucaju ako put nije prostopovezan integral zavisi od homotopske
klase.

KIT- Homotopija
Put 7o je homotopan putu 1 u oblasti €2, ako postoji neprekidna ,,deformacija”’ u
Q, koja put v prevodi u put ;. Za strogu definiciju homotopije videti glavu 7 ili
npr. [Ka-Ad] i [Zo].

Definicija C. [Definicija 7.2] Dva puta vy i 71 sa zajednickom pocetnom tackom a i
krajnjom tackom b nazivaju se homotopni v X ako postoji neprekidno preslikavange
H iz I? uw X tako da

H(0,t) =a, H(1,t) =b, t € I;

Yo0(s) = H(s,0) i y1(s) = H(s,1), s € I.

Dva zatvorena puta g i 71 nazivamo homotopnim u X ako postoji neprekidno
preslikavanje H iz I? u X tako da je vo(s) = H(s,0) i y1(s) = H(s,1), s € I.

U klasi zatvorenih puteva izdvaja se klasa homotopnih nuli. Ako je u prethod-
noj definiciji v = g i 71 = const kaze se da je zatvoren put v homotopan nuli u X
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(to znadi da se v neprekidno deformise u X u tacku).

Ako promenljivu ¢ shvatimo kao vreme, saglasno definiciji, u svakom momentu ¢
imamo put H(s,t) = ;. Promena puta u vremenu je takva da se u momentu ¢t = 0
poklapa sa putem -y, a momentu ¢ = 1 poklapa sa putem ~;.

Ako su putevi 79 i 11 sa zajednickom pocetnom tackom a i krajnjom tackom b,
familiju puteva v, 0 < ¢t < 1, nazivamo jednoparametarska familija puteva koja
spaja tacka a i bu X.

Ako su g i y1 zatvoreni putevi, familiju puteva v, 0 < ¢ < 1, nazivamo jednoparam-
etarska familija puteva koja "deformiSe" zatvoren put 7 u zatvoren put ~;.

U izlaganjima KIT, koja slede klasi¢nu liniju ne spominje se indeks, tj. broj
obilazaka puta oko tacke, i vezi sa tim homologija, niti se pojam indeksa eksplicitno
koristi. U literaturi se pojavljuju razli¢ite definicije prosto povezane oblasti (za
detalje videti Glavu 7). Navodimo neke:

1. oblast Q je prosto-povezana ako je 9 povezan u C (pomocu granice)
2. Q je prosto-povezana ako je C\Q povezan (pomoc¢u komplementa)

3. oblast Q je prosto-povezana u C ako je svaka zatvorena putanja u Q homo-
topna tacki u  (homotopska).

Teorema B. Prethodne definicije prostopovezane oblasti 1, 2 i 3 su ekvivalentne.

Prve dve definicije navode se npr. u udzbenicima Sabat [Sa] i Ahlfors [Ah]|respe-
ktivno; dokaz da su ove definicije ekvivalentne dat je u Glavi 7 ( obi¢no se navodi
u poslediplomskim kursevima [Ab], [Be-G], [Ru], [Co]).

Za dokaz KIT za prosto povezane oblasti pogodna je treca definicija, ali je prva
definicija operativnija, zapravo pogodnije je nju koristiti prilikom proveravanja da
li je neka oblast prosto povezana.

Oblasti U, C, C, H, II'*, pojasevi Il,, C,, Varsavski krug i oblast na slici 2.15
su prosto povezane oblasti. Ako je «y prost (koji nije zatvoren) Zordanov put, oblast
C\ v* je prosto povezana oblast; a ako je dodatno « prost zatvoren put, Int(v) je
prosto-povezana oblast.

Oblasti U’, C* i prsten su dvostruko povezane oblasti.

Dokaz sledece teoreme se moze izvesti kao u Analizi 2 dokaz odgovarajuéeg stava
da krivolinijski integral ne zavisi od puta.

Teorema C [Teorema 7.9]. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi

(a) f je holomorfna na oblasti Q

(b) putevi vo i 71 su homotopni u Q kao putevi sa zajednickim krajevima ili kao
zatvoreni putevi.

Tada je
(1) [ fdz= [ fdz.
71

Yo
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i [’ i+1

Uputstvo: Videti Vezbu 7.2.1. Ponovimo
I? = [0,1] x [0,1]. Neka je homo- [Qf !
topija definisana pomoc¢u preslikavanja
H :I? — Q. Neka je Q, mreza kvadrata
na I? tako da svako Q} = H(Q, ) pripada
nekom krugu u 2. Oznacimo sa [, poz-
itivno orijentisanu granicu kvadrata @,,
a sa 0 i /! respektivno orijentisane seg-
mente
[0,1]i [1+4,i] inekaje T, = Hol,.
Tada je [ fdz =0;ikakojeyo=Hol iy = Ho/l sledi YT, =+~ i

v

0 I 1

Slika 2.13: Integral - Homotopija

stoga

0= [ fdz= [ fdz+ [ fd. 0
r, Yo v

Teorema D (KIT za prosto povezane oblasti, Teorema 7.15). Neka je

prosto povezana oblast w C, f € H(Q) i v zatvoren put u Q. Tada je

I:/fdz:().
5

Dokaz KIT za prosto povezane oblasti moze se izvesti pomoc¢u (na primer, videti

[Sal):

1. trece navedene definicije (kako je oblast Q prosto povezana, v je homotopna
tacki u Q)

2. Teoreme C: ako je funkcija holomorfna u oblasti €2, pri homotopnoj deforma-
ciji konture integrala se ne menja.

Preciznije, neka je I; = [ fdz. Kako je oblast € prosto povezana, v je homotopna

t
tacka, npr. zg, u €. DaLle, postoji jednoparametarska familija zatvorenih puteva,
Y, 0 <t <1, uf,takodajey=r9iv(t)=2z20,t€IL
Kako je Q, postoji krug B sa sredistem u zg koji pripada Q i otuda f ima
primitivnu funkciju na B. Kako za t dovoljno blizu 1 putevi ~; pripadaju B, sledi
da je I; = 0. Otuda, na osnovu Teoreme C, I = Iy = I; = 0. O

t M

Slika 2.14: Topoloski cesalj
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NapoMeNA: Citalac moze proveriti da je I; = 0 (objasniti !) i otuda, na osnovu
Teoreme C, direktno zakljuciti da je [ = Iy = I; = 0.

Neka je I, = [1, 2] n > 1,1 A = (Uf21,) U[0,1]. Ako je trag puta y
neprekidna slika skupa A, put v nazivamo topoloski cesalj (videti sliku 2.14).

Na slici 2.15 prikazane su dve prosto povezane oblasti ¢ija je granica topologki

¢esalj; i stoga to su oblasti sa neprekidnom granicom.

e

T LIS

Slika 2.15: Oblast ¢ija je granica topoloski ¢esalj

Teorema 2.32 (KIT za oblasti sa neprekidnom granicom) Neka je ) oblast
uw C 1 neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

1. fe HQ)
2. oblast G kompaktno pripada oblasti Q) i granica oblasti G sastoji se od kon-
acnog broja neprekidnih krivih. Tada je
fdz=0,
oG

gde je OG pozitivno orjentisana granica oblasti G.

Slika 2.16: Oblasti sa neprekidnom granicom

Postoje jasne teSkoce da su u kursu (koji nije poslediplomskog karaktera) pre-
cizno definiSe pozitivno orijentisana granica oblasti G u prethodnoj teoremi i zatim
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da se dokaze da je [, fdz = 0. Na primer, OG je skup (videti sliku 2.16) i potrebno
je jasno opisati parametrizaciju skupa 0G, kao traga nekog puta (opstije, cikla).
Moze se uvesti sledeca definicija.

Kazemo da je cikl T granica oblasti G akko n(T,a) = Indr(a) jednako je 1 za sve
tacke a € G i 0 za sve tacke koje ne pripadaju G.

Citalac moze pokusati da razjasni ovu definiciju i dokaze odgovarajuce rezultate.
Ideja dokaza: Pretpostavimo da se ,pozitivno orijentisana” granica oblasti G sas-
toji od dve konture v9 i 1. Moze se pokazati da postoje tacke a i b tako da
je la — b = dist(7§,~5) 1 da interval [ = [a,b] pripada oblasti G, sem krajeva.
Konture g, I, 71 i [~ mogu se tako nadovezati da formiraju zatvorenu konturu .
Granica oblasti G; = G\[a, b] je povezana, pa je G; prosto povezana (u smislu prve
definicije) i dokaz sledi na osnovu Teoreme D (KIT za prosto povezane oblasti) ako
se pozovemo na Teoremu A (koja tvrdi da su prva i tre¢a definicije ekvivalentne).

Napomena: U [Sa] u vezi dokaza prethodne teoreme pise: ,O¢igledno je da je v
homotopno nuli u €, tj. da su 7y i 73 homotopne u Q i da se dokaz moze progir-
iti za viSestruko povezane oblast pomocu indukcije po broju komponenti, mada bi
formalan dokaz ovog tvrdenja bio glomazan”.

Interesantno je da dokaz pomocéu homotopije privlac¢i studente i predavace, mada
postoje jasne teskoce da se postavi na stroge osnove.

Na primer, neprekidna granica se moze sastojati od ,¢esljeva”, varsavskih krugova,
itd. i onda je tesko kontstrusati neprekidnu ,,deformaciju” u §2. Predlazemo neke
ideje da se ovaj postupak stavi na jasne osnove.

Na primer, ako put v pripada oblasti u kojoj je funkcija holomorfna, moze se za-
meniti sa specijalnom poligonalnom linijom, koja je homotopnim sa ~, ali onda
je, po migljenu autora, jednostavnije koristiti mrezu pravougaonika i u vezi sa tim
indeks (videti homolosku verziju u glavi 7).

Napomenimo da se strog dokaz opstijeg rezultata, da su g i 71 homotopne u
G, moze bazirati na primeni Rimanove (za dokaz Rimanove teoreme videti glavu 6,
kao i [AL], [Be-G], [Ru] i [Ma]) i Karateodorijeve teoreme (za dokaze ove teoreme
videti sekciju 7.4.1), koje se mogu izloZiti na poslediplomskom kursu. Preciznije:

Propozicija 2.5 Neka se granica ogranicene 2-struko povezane oblasti G sastoji
od dve neprekidne zatvorene krive yo @ v1. Tada se krive yo @ y1 mogu orjentisati
tako da su homotopne u G; preciznije kriva vo je homotopna sa v1 ili v; v G.

Uputstvo: Na osnovu Rimanove teoreme postoji 0 < r < 1 i konformno preslikavanje
¢ prstena A = A(r,1) = {z : 7 < |2 < 1} na oblast G; na osnovu Karateodorijeve
teoreme ¢ se neprekidno progiruje na A.

2.2 Izolovani singulariteti

U ovoj sekciji pocinjemo izu¢avanje tacaka u kojima funkcija nije holomorfna. Raz-
motrimo prvo jednostavan tip takvih tacaka.
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Definicija 2.11 Tacka a € C naziva se izolovana singularna tacka funkcije f ako
postoji probusena okolina tacke a (tj. skup B'(a;r), ako je a konaéna; ili skup Eg,
ako a = o0) u kojoj je funkcija f holomorfna.

Ponovimo, a € C (konafan broj) je izolovana singularna tacka funkcije f ako
postoji probusena okolina (degenerisani prsten) V = B’(a;r) = {0 < |z — a| < r}
tako da f € H(V); a = oo je izolovana singularna tacka funkcije f ako postoji
probuSena okolina co, Vi = Er = {z : R < |z| < 400} tako da f € H(V}) (tj. ako
je funkcija f holomorfna u probusenoj okolini beskona¢no daleke tacke).

U zavisnosti od ponaSanja f(z) kada z te7i singularnoj tacki a razlikujemo tri
tipa singularnih tacaka.

Definicija 2.12 Izolovana singularna tacka a funkcije f naziva se

(a) otklongiv singularitet, ako postoji konacan lim f(z) = A € C
zZ—a

(b) pol, ako je lim f(z) = oo

zZ—a
(c) esencijalni singularitet, ako nije ni (a) ni (b).
Primeri:

sin z

a. Funkcija f(z) =

, z # 0 ima otklonjiv singularitet u 0.

Resenje: Na osnovu definicije otklonjivog singulariteta dovoljno je proveriti
sin z

da lir% = 1. Ovo je jednostavno pokazati koriste¢i Loranov razvoj f oko
z— VA
0, koji je stepeni red. Iz Tejlorovog razvoja funkcije sin oko 0 sledi prvo:

. 22 20
smz:z—a—l—a—~-~, z € C, (2.82)
tj.
; 2 4
sin z z z
S P AT ()
z 3! + 51 7
i otuda, po$to je suma stepenog reda neprekidna funkcija (tj. popularno
sin z
receno limes moze da ,,ude” pod sumu), sledi lin}) — =1 a
z— z

b. Funkcija f(z) =1/z", gde je n ceo pozitivan broj, ima pol u tacki 0.

c. Neka je J(z) = 1. Funkcija e o J ima esencijalni singularitet u 0.

Resenje: Kada z = x tezi nuli po realnoj osi desna grani¢na vrednost je +oo,
a leva nula; ako z = 4y tezi nuli po imaginarnoj osi grani¢na vrednost ne
postoji. a

Mada, sledec¢a propozicija sledi iz Teoreme o otklonjivom singularitetu, navodimo
direktan dokaz, koji je neposredna posledica Teoreme o postojanju primitivne
funkcije-Verzija 2.
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Propozicija 2.6 (Otklonjiv singularitet**) Ako je tacka a otklonjiv singulari-
tet funkcije f, tada je f holomorfna u a(preciznije, funkcija f se moze dodefinisati
u a tako da je holomorfna u a) .

Dokaz: Pretpostavimo da funkcija f ima otklonjiv singularitet u tacki a. Tada

postoji 7 > 0 tako da je funkcija f holomorfna u probusenom disku B’ = {0 <

|z — a| < r}, sa srediStem u tacki a, i postoji lim f(z) = A. Defini§imo funkciju f
zZ—a

(dodefinisati f u tacki a) sa

o= {4 5T

Funkcija f je neprekidna u a i otuda f je neprekidna na krugu B(a,r). Kako je f
holomorfna na B(a,r)\ {a}, na osnovu Teoreme 2.28 o primitivnoj funkeciji- Verzija
2, postoji funkcija F' koja je primitivna za f na B(a,r), tj. postoji F takvo da je
F' = f na B(a,r). Ovo znadi da je F € H(B(a,r)), a otuda, iz lokalne teorije,
sledi da je F' = f takode holomorfna na B(a,r); teoreme koje se odnose na teoriju
holomorfnih funkcija na krugu pripadaju lokalnoj teoriji. |

Teorema 2.33 (Otklonjiv singularitet, Otk Sing.) Neka je f € H(Q\ {a}) i
neka je |f| ogranicena na B’ = B'(a;r), za neko r > 0. Tada [ ima otklonjiv
singularitet u a.

Dokaz: Defini§imo h(a) = 0 i h(z) = (2 — a)®f(2). Iz pretpostavke da je |f]|
ograniCena jednostavno sledi h’'(a) = 0. Kako je h jasno diferencijabilna u drugim
tatkama 2, nalazimo h € H(Q2), tako da

h(z) = gck(z —a)*, z2e€B=DB(ar).

“+oo

Ako definiSemo f(a) = ¢z, dobijamo Zeljeno progirenje, f(z) = 3. cri2(z — a)¥,
k=0

z € B = B(a,r). O

Navedimo jo§ jedan dokaz prethodne teoreme koji obi¢no nalazimo u literaturi.
Dokaz prethodne Teoreme pomoc¢u Kosijeve nejednakosti:

Dokaz: Neka je |f| ograni¢ena na B’ = B’(a;r) sa M i neka su ¢, koeficijenti
Loranovog razvoja funkcije f oko a. Za proizvoljno p, 0 < p < r, na osnovu Kosijeve
nejednakosti,

lex] < M/p* (k= 0,41,42,...). Ako je k < 0, desna strana tezi nuli kada
p — 0, aleva strana ne zavisi od p. Otuda, ¢, = 0 za k < 0, i glavni deo Loranovog
reda identicki je jednak nuli. O

Ako je funkcija F' definisana i R—diferencijabilna u nekoj Supljoj okolini tacke

a i ako postoji konafna grani¢na vrednost lim F' = A i ako se definise F'(a) =
z—a

A, funkcija F' je neprekidna, ali u opstem slucaju nije diferencijabilna u a. Za
funkcije f holomorfue u B’(a;r) iz pretpostvke da su samo ogranitene u nekoj
Supljoj okolini a sledi da postoji kona¢na grani¢na vrednost lim f = A i ako se

zZ—a
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definise f(a) = A dobija se diferencijabilna (analiti¢ka) funkcija u a. Ovo opravdava
naziv ,otklonjiv singularitet”. U daljem smatramo takve tacke regularnim, a ne
singularnim tackama.

Iz dokazane teoreme sledi da je a singularna tacka f (holomorfne u nekoj $upljoj
okolini a) ako i samo ako je f neogranic¢ena u svakoj okolini a.

Postoji karakterizacija singularnih tac¢aka pomocu Loranovog reda. Pretpostavi-
mo da je a € C (konacna tacka) i funkcija f ima izolovan singularitet u a. Dakle,
f € H(B'), gde je B = {0 < |z — a| < r}, degenerisan prsten. Tada se na osnovu
Loranove teoreme funkcija f moze razviti po stepenima od (z — a).

f(z)= JFZO:O cn(z—a)", z€B. (2.83)

n=—oo
Deo reda sa negativnim stepenima naziva se glavni deo

—1

Fi(z)= Y cu(z—a)", (2.84)

n=-—oo
a deo sa nenegativnim stepenima
+oo
f1(z) = S en(z—a)™, (2.85)
n=0

naziva se regularni deo Loranovog reda; pogodno je da se definie

+oo
fo(w) =3 c_pwh; tada je Fi(z) = fof L ), tj. F1 = fa0 K,.
k=1

z—a

Teorema 2.34 [O karakterizaciji izolovanih singulariteta] Neka funkcija f ima u
a tzolovan singularitet. Tada vaZe sledeéa tvrdenja

1. Singularna tacke a je otklonjiv singularitet akko Loranov razvoj f u okolini
tacke a ne sadrzi glavni deo.

2. Izolovana singularna tacka a je pol akko glavni deo Loramovog razvoja f oko
tacke a ima konacan (pozitivan) broj razlicitih od nule élanova (konacna
suma,)

3. a je esencijalni singularitet akko glavni deo Loranovog razvoja u okolini tacke
a 1ma beskonacno clanova.

Dokaz:

1. =: Pretpostavimo da f € H(B’'(a;7)) i ima otklonjiv singularitet u tacki a.
Na osnovu Propozicije 2.6 (otk sing), f se moZe dodefinisati u a tako da
f € H(B(a;r)) (koristimo istu oznaku za dodefinisanu funkciju) i otuda f se
moze razviti u Tejlorov red, pa Loranov razvoj nema glavni deo.
«<: Neka je u 8upljoj okolini tacke a funkcija f predstavljena Loranovim
razvojem (2.83), bez glavnog dela. Dakle, (2.83) je stepeni red i otuda na
osnovu Posledice Abelove teoreme postoji konacan

lim f(z) = co.
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2. =: Ako je a pol, tada lim f(z) = co. Otuda postoji B’, Suplja okolina tacke
a, u kojoj je f holomorfna i razli¢ita od nule. Defini§imo funkciju g:

g(z):{ 1/f(z), zeB

0, z=a

Kako je lim g(z) = 0 tacka a je otklonjiv singularitet, g je holomorfna na B pa
z—a

razvijajuci funkciju g u Tejlorov red dobijamo tvrdenje;

Na osnovu Leme o lokalnom ponaSanju u okolini nule postoji prirodan broj m
tako da g(z) = (z — a)™9(z), gde je ¥ holomorfna i razli¢ita od nule na B; otuda
je

o(2)
= , 2.86
f) = o (2:36)
gde je ¢ = 1/1 holomorfna i razli¢ita od nule na B; Kako je ¢ holomorfna na B,
sledi

+oo
o(z)= Y ap(z—a)f, z2eB (2.87)
k=0
gde je ag # 0.
+o0
Zamenom (2.87) u (2.86), dobija se f(z) = > ax(z —a)*~™ ; otuda smenom
n=k—mic,=antm, nz—m,—m—l—l,...,O,._.. , nalazi se
+oo
fz)= > cen(z—a)" 1)
n=—m

400
C_m Com+1 C-1 n
_ W(z—a)", z€B  (2.88
f(z) Goam T e T +Z_a+7;)c (z—a)", z € (2.88)

Kako je c_,, = ag # 0 glavni deo sadrzi konacan (pozitivan) broj ¢lanova.
<: Neka je funkcija f u Supljoj okolini B’ tacke predstavljena Loranovim razlaga-
njem (2.88), c_,, #0, m > 1;ineka je p(z) = (z —a)™f(z). Tada je ¢ holomorfna
na B’
o(z)=c.m+c_mii(z—a)+...,z€ B, m>1. (2.89)

Iz (2.89) sledi da postoji konacan lim ¢(z) = c_,,, # 0. Ali tada funkcija f(z) =
p(2)

( B tezi beskonac¢nosti kada z — a, tj. a je pol funkcije f.
z—a

3. Dokaz tacke 3. je u suStini sadrzan u 1.1 2. m|

Propozicija 2.7 Funkcija f ima pol w a ako i samo ako funkcija g =1/f, g 20,
holomorfna u a i g(a) = 0.

Dokaz: 1z dokaza Teoreme 2.34 sledi da je uslov neophodan. DokaZzimo da je uslov
dovoljan. Ako je g holomorfna u a i g(a) = 0, na osnovu Teoreme jedinosti, postoji
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Suplja okolina tacke a u kojoj je g # 0. U toj okolini f = 1/g je holomorfna i otuda
a je izolovana singularna tacka funkcije f. Ali kako je zhn}l f(z)=00,ajepol f. O
Red pola funkcije f u a naziva se red nule analiticke funkcije g, koja je jednaka
1/f u nekoj supljoj okolini a. Ako je a prosta nula funkcije 1/f (nula reda 1), a se
naziva prost pol.
Iz dokaza Teoreme 2.34 (deo 2.) jasno je da je red pola broj m u razvoju (2.88).

Propozicija 2.8 Neka je f = ¢/, gde su ¢ i ¥ analiticke funkcije u a i imaju u
a nule respektivno reda m i n. Tada

a. ako je m > n funkcija f je reqularna u a i ima nulu reda m —n,
b. ako je m < n funkcija f ima pol reda n —m u a.

Teorema 2.35 (Sohockog-Vajerstrasa) Neka funkcija f ima esencijalni singu-
laritet w tacki a. Tada za proizvoljan kompleksan broj A € C postoji niz (z,,), koji
konvegira ka a, tako da f(z,) konvergira ka A.

Primer 16 Za A € C* odrediti reienja jednacine e'/* = A po z.

Resenje: Jednacina je ekvivalentna sa 1/z =Ln A, tj. z=1/ILn A i kako je Ln A =
In A + 2kmi, k € Z, gde je In A = In|A| + iarg A, reSenja jednaline su z = z, =
1/(In A + 2kmi), k € Z. Dakle, ako je A € C* i f(z) = e'/* tada postoji niz
(zn) tako da f(z,) = A, n > 1. Analogno tvrdenje vaZzi i u opStem slucaju:
ako je a esencijalni singularitet funkcije f, tada za proizvoljan kompleksan broj
A, izuzev moZda jedne vrednosti A = Ay, postoji beskonacan niz (z,) razlicitih
reSenja jednacine f(z,) = A, koji konvergira ka a; ovo svojstvo se dokazuje pomocu
tvrdenja: ako f ima izolovani singularitet u a i izostavlja dve vrednosti u nekoj
okolini a tada je a otklonjiv singularitet ili pol funkcije f; tj. f preslikava proizvoljnu
Suplju okolinu B tacke a na C sa izostavljanjem najviSe jedne tatke A = Agy;
Ovo se zove ,velika Pikarova teorema” i znacajno je pojacanje teoreme Sohockog-
VajerStrasa. Za funkciju e o J izuzeta vrednost je 0, a funkcija sin oJ nema izuzete
vrednosti u odnosu na singularnu tacku 0. O
Primeri

1. Funkcija (z — @), u a ima nulu treéeg reda; otuda funkcija f, definisana sa
f(2) =1/(z — a)3, ima pol treceg reda u a.

Za funkciju f(z) = z/(sin® 2) tacka 0 je pol drugog reda.
Funkcija f(z) = tgz ima u 2 = (2k + 1)7/2, k € Z, proste polove.

Funkcija f(z) = (cosz — 1)/2* ima u 0 pol drugog reda.

AT

Razviti funkciju cos oko 7/2.
Uputstvo: cos z = —sin(z — m/2). O

&

a. Ponovimo, funkcije holomorfne u C nazivaju se cele funkcije; cele funkcije
koje nisu polinomi nazivaju se cele trascendentne funkcije (takve su npr.
exp, sin, cos).
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b. Napisati Tejlorove razvoje funkcija e?, sin, cos.
Resenje: Npr. ponovimo da funkciju e* ima razvoj

+oo

2 z
e :ZE’ zeC. (2.90)

n=0

c. Napisati Loranov razvoj funkcija exp oJ, sin oJ i cos oJ oko 0; i pokazati
da ove funkcije imaju esencijalni singularitet u 0.
Resenje: Pomocu inverzije J : z = J(w) = 1/w dobija se Loranov razvo]
funkcije e o J u okolini nule; Zamenom z = J(w) = 1/w u (2.90), nalazi

se
+oo _p

ezzel/“’zz%, w # 0.
n=0
Ovo je Loranov razvoj oko 0. Posto glavni deo ima beskonac¢no ¢lanova
sledi da je 0 esencijalni singularitet za funkciju exp oJ, tj. e'/®. Sli¢no se
dobijaju Loranovi razvoji funkcija sin(1/z), cos(1/z) oko 0. Na primer,
iz Teoreme o karakterizaciji izolovanih singulariteta, tacka 3, sledi da
funkcije exp oJ, sinoJ i cosoJ imaju esencijalni singularitet u 0. O

7. Loranov red
1 1 1 1 z 2"

ima beskonac¢no ¢lanova sa negativnom stepenima z. Red je suma dve progre-
+oo —+oo

sije Y. 27% 1 Y (2F/2FH1); prvi konvergira na E i predstavlja funkciju Kj,
k=1 k=0

drugi konvergira na U, i predstavlja funkcju —K5. Otuda oblast konvergen-
cije datog reda je prsten A = A(1,2); suma reda u prstenu je K (z)— Ks(z) =
1 1 —

+ = , tj. funkcija za koju je 0 regularna tacka i koja
z—1 2—z 22-3z+2
od singularnih tacaka ima jedino dva prosta pola u tackama 1 i 2.
8. Neka je f definisana sa f(z) = exp(—1/z%), 2 # 0, i f(0) = 0. Dokazati
lir% f(z)=0.

a.
b. f ima esencijalni singularitet u 0.

o

Parcijalni izvodi funkcije f u nuli jednaki su nula.

d. Kosi-Rimanovi uslovi vaze u svim tackama kompleksne ravni.
Resenje: f je holomorfna na C* i otuda Kosi-Rimanovi uslovi vaze na C*
i s obzirom na c. vaze u 0. O

9. Razviti funkciju f(z) u Loranov red oko oo, gde je
(a) f(z) = 1122 (b) f(2) = 2 izt 2
Uputstvo za (b): 22 +iz+2 = (z —i)(z + 2i); f = i(K_o — K;)/3. a
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Razviti funkciju f(z) ! Loranov red oko 4
. ZV1T1l NKC1L = 5 ran I .
viti funkciju f(z L u v i
1
Uputstvo: f(z) = ————— 0

(z+1)%(z —4)*

. Neka je In grana logaritma odredena sa vrednostima argumenta u (—m, 7).
Dokazati da je In(z/w) =Inz — Inw za z,w € IIT.

—a
u Loranov red oko oo.

. Razviti funkciju f(z) =In z

Uputstvo: Neka je A(z) = %. A preslikava [a,b] na (—oo,0]. Neka je
2 —

In grana logaritma odredena sa vrednostima argumenta u (—m,7) i pret-

postavimo da je |b| > |al.

Postoji viSe reSenja:

I. Pretpostavimo prvo da su a i b realni brojevi i da je a < b. Tada je za
T —a

;= In(x —a)—In(x—b) = In(l—a/z) —In(l—b/z). Otuda prvo

sledi da slede¢a formula vazi za x > b, a zatim, na osnovu teoreme jedinosti,

izalz| > b

x >b,1n
o —

1+ 1k k

b —a

f(z) = ThaF
k=1

za |z| > |b|.
Sli¢no, ako su su a i b kompleksni brojevi za z dovoljno veliko (1 —a/z) i (1—

—a 1—a/z
In =0/ =In(l1—a/z)—In(1-0b/z).

b/z) su okolini 1, i otuda je In z — =

II. Na osnovu Teoreme o izvodu kompozicije funkcija,

too k& k
, 1 1 a®—b
= — = > |b|. 2.91
PO =g o= e (291)
Otuda je,
+o0 1k k
b —a
f(z) = f(oo) = TRk
k=1
za |z| > |b].

Ako je In grana logaritma odredena In 1 = 2mng, tada je f(co0) =1In1l = 2mny.
O
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2.2.1 Singulariteti u oo

Ako je funkcija f holomorfna u oblasti Er = {z : |z| > R}, R > 0 (kazemo da
funkcija f ima singularitet u oo, beskona¢no dalekoj tacki), tada je

“+oo
f(z)= Y apz®, z€Eg. (2.92)

k=—o00

Ispitivanje singulariteta u co svodi se na ispitivanje singulariteta u kona¢noj tacki
na sledeci nacin.
Ponovimo, funkcija J (inverzija) definie se sa

2= J(C) = 1/cC. (2.93)

Kako je J(0) = oo, J preslikava okolinu tacke 0 u okolinu beskona¢no daleke tacke;
preciznije, J preslikava B, na Er U {0}, gde je R = 1/r i B]. na Er. Ako se resi
jednagina (2.93) po ¢ dobijase ( =1/z = J~!(z) , tako da je J = J~!. Ako f ima
singularitet u co (beskona¢no dalekoj tacki) uvodimo pomoénu funkciju F' = fo J,
koja ima singularitet u 0. Sada je nova funkcija F' holomorfna u Supljoj okolini
nule, B’ = {0 < |¢| < r}, r = 1/R, i moZe se razviti u Loranov red u okolini nule.
Ponovimo, ponasanje funkcije f u okolini co mozemo proucavati preko ponasanja
funkcije F' u okolini 0. U zavisnosti da 1li je tacka 0 regularna, pol reda m ili
esencijalna singularna tacka za F, kazemo da je tacka oo regularna, pol reda m ili
esencijalna singularna tacka za f. U navedenim slucajevima F' ima u Supljoj okolini
B’ = {0 < |{| < r} tagke ¢ = 0 Loranovo razlaganje, respektivno sledeéeg oblika
(tri mogucnosti):

F(C):a0+a—1<+a_242+~~~+a_kck+...7

“+o0
FQ) =g+ b g+ ) ot an 0,1 (2.94)
k=0
+oo
F(C):k_z_: ar¢F

Zamenimo ¢ sa ¢ = 1/z u prethodnim razvojima, dobija se Loranovo razlaganje
f na Eg:

f(2)=F(1/2) =ao+a_1z" +aoz 2+ a2z "4,

—+oo
f(2)=F(1/2) =amz™+-4arz+ S a_pz " an #0,i (2.95)
k=0

+oo
f(z2)=F1/z)= Y apzt.

k=—o0

Ponovimo, f ima u co (beskonatno dalekoj tacki), respektivno otklonjiv singu-
laritet, pol, esencijalni singularitet ako i samo ako F' = foJ ima u tacki 0 otklonjiv
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singularitet, pol, esencijalni singularitet. Na taj nacin veza izmedu karaktera sin-
gulariteta u co i odgovarajuceg razvoja u Loranov red analogna je slu¢aju konacne
tacke samo ¢lanovi sa pozitivhom i negativnim stepenima menjaju uloge. Dakle,
ako je funkcija f holomorfna u Supljoj okolini co (beskonaéno daleke tacke) f se
moze razviti u Loranov red

f=F+f,
gde je
F(z):fczk:cz+022+~~ filz) = iczk:c +E+C;2+~o
1 2 k 1 2 , N 2 k 0+ — 2 .

Funkcija F; naziva se glavni deo oko oo; funkcija f; regularni deo oko co. Neka
funkcija f ima singularitet u co tada su ta¢ni slededi iskazi:

(a) f ima u tacki oo otklonjiv singularitet ako i samo ako se Loranov razvoj
svodi na regularni deo.

(b) f ima u tacki co pol ako i samo ako je glavni deo prisutan i sastoji se od
konacno ¢lanova, tj. glavni deo je polinom koji nije konstanta.

(¢) f utacki co ima esencijalni singularitet ako i samo ako glavni deo ima beskon-
afno Clanova razlic¢itih od nule.

Dokaz sledi iz teoreme za konacan slucaj koristeé¢i prethodnu transformaciju iz
(2.94) u (2.95).
Funkcija holomorfna u C naziva se cela.
Primeri
1. Ako je f(z) = 1/2%, funkcija f ima otklonjiv singularitet u oo; kako je
lim (1/2?) = 0, funkcija f moZe se dodefinisati sa f(cc) = 0 tako da je
Z— 00

holomorfna u co.

2. a. Polinom P,(z) =ag+ a1z + -+ anz™, an, # 0, n > 1, ima pol u tacki
00.
b. Racionalna funkcija R = P,,/P,, ima pol u co ako je m > n; i otklonjiv
singularitet ako je n > m.
Dakle, polinomi su holomorfne funkcije u C, ali ako su razli¢iti od kon-
stante imaju pol u tacki oco.

3. Sve trascendentne cele funkcije (cele funkcije, koje nisu polinomi), imaju es-
encijalni singularitet u oo; na primer,

€?, sin z, cos z.

Kako ne postoji ‘ ‘lim e” sledi da exp ima esencijalni singularitet u co; ovo
z|——+o0

se moze zakljuciti i na osnovu Loranovog reda exp u okolini co. Ponovimo da
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je
+oo Zk
BZZZF, z € C.
k=0

Dakle, ovaj red je istovremeno Tejlorov razvoj oko 0 i Loranov razvoj oko oo;
glavni deo oko oo ima beskona¢no mnogo ¢lanova; funkcija exp ima esencijalni
singularitet u oco.

1 1
4. Neka je f(z) = 15 Kako je lim f(z) = lim T— = 0, tada funkcija f
—z —z

Z— 00 zZ— 00

ima otklonjiv singularitet u oco.

2.2.2 Cele i meromorfne funkcije

Ponovimo, funkcija holomorfna na C naziva se cela. Dakle, a = oo je izolovana
singularna tacka cele funkcije f. Postoje tri moguénosti:

a. a = oo je otklonjiv singularitet. U ovom slucaju, saglasno teoremi Liuvila,
f = const.

b. a = oo je pol. Tada je glavni deo Loranovog razvoja f oko oo polinom P;
funkcija f — P ima otklonjiv singularitet u oo i otuda f — P = const; tj. f je
polinom.

c. a = 0o je esencijalni singularitet. Cela funkcija koja ima esencijalni singular-
itet u oo naziva se cela transcendentna funkcija.

Na primer, funkcije exp, sin, cos, ... su transcendentne cele funkcije.
Funkcija f, koja u C nema drugih singulariteta izuzev polova, naziva se mero-
morfna.

Teorema 2.36 (O obliku meromorfne f-je sa konaénim br. polova u C)
Ako meromorfna funkcija f ima otklonjiv singularitet ili pol u oo, tada je f racionalna
funkcija.

Dokaz: Neka su ax, £ = 1,..., n, konac¢ni polovi funkcije f i oznac¢imo sa g

glavni deo Loranovog razvoja oko aj; i sa P glavni deo Loranovog razvoja oko

oo; ako f ima otklonjiv singularitet u co definisimo P = 0. Razmotrimo funkciju
n J—

o =f—P— 3 gx; jasno je da su sve tacke z € C regularne tacke funkcije ¢ i

k=1
otuda, po teoremi Liuvila, ¢ = ¢y. Dakle,

n
f:CO+P+ nga
k=1

tj. f je racionalna funkcija. O
Formula predstavlja razlaganje racionalne funkcije na polinom i proste razlomke.
Podvucimo da prethodno razmatranje daje jednostavan dokaz postojanja takvog
razlaganja. Upotrebljavacemo termin meromorfna u op§tijem smislu. Funkcija f
je meromorfna u oblasti W ako nema u W drugih singulariteta osim polova.
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Vezba 2.2.1 Dokazati da ako je f meromorfna w oblasti W, tada f ima najvise
prebrojivo polova u W.

Dokazanu Teoremu 2.36 moZzemo sada iskazati na sledeéi na¢in: proizvoljna funkcija,
meromorfna u zatvorenoj ravni C, je racionalna funkcija.

2.3 Rezidumi i primene u integraciji

Mada zvuci paradoksalno za proucavanje holomorfnih funkcija najinteresantnije su
tacke u kojima funkcija nije holomorfna(singularne tacke).

Neka je Q oblast u C ravni (moZe biti i viSestruko povezana), A C € skup
izolovanih tacaka, funkcija f € H(Q2\A) (eventualni singulariteti su u A) i neka je
G regularna oblast takva da je G C Qi I' pozitivno orijentisana granica oblasti
G. Pretpostavimo jo§ da I'* ne sadrZi singularne tacke, tj. ANT* = 0, i da je
ANG ={ay,...,a,}. Izaberimo r > 0, dovoljno malo tako da su zatvoreni krugovi
B,, B, = B(ay,;r), v =1,...,n, medusobno disjunktni i da pripadaju oblasti G.

n
Oznag¢imo sa G, oblast G\ |J B,. G, je regularna oblast i pozitivno orijentisana
v=1
granica I, oblasti G, se sastoji od I' i kruznica v; ,75 ,...,7, , gde je v, pozitivno
orijentisana kruznica sa sredi§tem u a,, polupreé¢nika r (preciznije v, = a, +re', 0 <
t < 27). Otuda, na osnovu Opste Kosijeve Integralne Teoreme 2.25 (za regularne

oblasti), s obzirom na to da je f € H(G,), dobija se
/fdz+Z/fdz:O, (2.96)
r i
i otuda, na osnovu elementarnih svojstava integrala, sledi
/fdz = Z / fdz. (2.97)
T V:l,yu

Iz ove formule sledi da se izra¢unavanje integrala holomorfne funkcije po granici
oblasti svodi na izracunavnje integrala po kruZnicama sa centrima u singularnim
tackama.

Integral funkcije f po dovoljno maloj kruznici sa centrom u izolovanoj singularnoj
tacki a te funkcije, podeljen sa 27, naziva se rezidum te funkcije u tacki a i oznacava
sa Res(f,a) ili Res, f.

Definicija 2.13 Neka f ima singularitet (izolovani) u tacki a; rezidum funkcije f
u tacki a je
1
Res,f = Res(f,a) = — /fdz, (2.98)
2m
Fr

gde je v, pozitivno orijentisana kruznica sa sredistem u tacki a dovoljno malog
polupreénika r > 0.
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Dokazimo da ova definicija ne zavisi od 7.
Dokaz: Pretpostavimo da je f € H(B'), B’ = {z : 0 < |z —a|] < ro} i neka je
0 <7 <rg <rp. Naosnovu OKIT (za regularne oblasti) zakljucuje se da je

/deZ/fdz.

Yry Tro

Interesantno je podvuéi da ova formula nije direktna posledica lokalne verzije Kosi-
jeve teoreme. O

Teorema 2.37 (Kosijeva teorema o rezidumima) Neka je A C Q skup izo-
lovanih tacaka i funkcija f € H(Q\ A) (eventualni singulariteti su uw A) i neka je
G regularna oblast takva da je G C Q i I' pozitivno orijentisana granica oblasti G
i neka T ne sadrzi singularne tacke, tj. ANT* = (. Pretpostavimo, jos, da je
ANG={ay,...,an}. Tada

/fdz = 2mi Z Res(f,a,). (2.99)
v=1

r

Dokaz: Na osnovu definicije reziduma (formula (2.98)), [ fdz = 2miRes,, [ i
Tv

otuda, s obzirom na (2.97), sledi (2.99).

Ova teorema je posledica KIT za regularne oblasti, ali ima veliki principi-
jelni znacaj jer svodi globalnu vrednost, kakav je integral holomorfne funkcije po
granici oblasti, na izra¢unavanje lokalnih vrednosti-reziduma funkcije u singularnim

tackama i ima velike primene. O
Primeri:
1. Neka je f(z) = 5 Z. 5= 21 = T/4 1 zp = —7 /4. Dokazati:
= —sin“ z

2

a. f je holomorfna na U \ {21, 22} i ima proste polove u tackama z; = /4

i Z9 = —7T/4.
b. [ fdz= —im?, gde je v pozitivno orijentisana jedini¢na kruznica.
¥
e—Z

a. Razviti f u Loranov red oko tacke z = 1.

b. Dokazati [ fdz = —2mi/e, gde je 2 pozitivno orijentisana kruznica
Y2
poluprecnika 2.

Uputstvo: (a.) e™* = e~ le—(z—1) °
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2.3.1 Rezidum u oo

Definicija 2.14 Neka je f € H(ER,), Fr, = {|2] > Ro}; Rezidum u oo je

1
VR

gde je vy megativno orijentisana kruZnica sa centrom u nuli i R > Ry; na osnovu
elementarnih svojstava integrala,

1
21

/fdz = —Resw f; (2.101)
TR

tako da se Reso f moZe definisati i pomoéu formule (2.101).

Napomenimo da definicija ne zavisi od R; dokaz je analogan kao za kona¢nu tacku.

Teorema 2.38 (O sumi reziduma) Neka je f holomorfna u kompleksnoj ravni
C, osim u konaéno mnogo tacaka ay, as, .. .,a, € C (konacne tacke), tj. f € H(G),
G = C\ {a1,a2,...,a,}. Tada je suma reziduma u svim konacénim tackama i
reziduma u beskonacnosti jednaka nuli:

n
> Resq, f + Reseof =0. (2.102)
v=1
Napomena: Ne pretpostavlja se da f € H(oo) tj. da je f holomorfna u co.
Dokaz: Izaberimo R > Jmax |a,| i neka je yr pozitivno orijentisana kruznica sa
vrsmn

sredistem u koordinatnom p_o(:etku poluprec¢nika R. Na osnovu Kogijeve teoreme o

rezidumu,
/fdz = 271 Z Res,, f,
TR v=1
tj.
1 n
7 / fdz= ;Res% f. (2.103)
TR -

Na osnovu Definicije 2.14 reziduma u oo, leva strana formule (2.103) jednaka je
—Res f, tj-
1

or; [ Fd2 = Rese.

2mi
TR
i otuda sledi tvrdenje. a

Podvucimo da teorema vazi i ako funkcija ima singularitet u oo.
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2.3.2 Postupak rac¢unanja reziduma
1. Resf =c_4

Teorema 2.39 Neka funkcija f ima izolovani singularitet uw konacnoj tacki a i
neka je Loranov razvoj funkcije oko tacke a jednak

+oo
f)= 3 al(z—a) (2.104)
k=—oc0
Tada je
Res,f =c_1. (2.105)
Dokaz:

fEH(B), B ={0<|z—al <o}, r0 > 0.

Neka je 0 < r < rg i neka je 7, pozitivno orijentisana kruznica sa sredistem u
a, polupre¢nika r. Sada, na osnovu Loranove teoreme, red (2.104) ravnomerno
konvergira na skupu v, pa se moze integraliti ¢lan po ¢lan, tj. vazi

/fdz: io ck/(zfa)kdz. (2.106)

Otuda, s obzirom na ortogonalnost stepena (videti Primer ortogonalnost stepena,
koji sledi)

/fdz = 2mic_y, (2.107)
Yr

i na osnovu definicije reziduma, nalazimo (2.105). a
Podvucimo da je formula (2.107) specijalan slu¢aj formule za koeficijente Lora-
novog razvoja i da dokaz ponavljamo iz pedagoskih razloga.

Primer 17 (Ortogonalnost stepena) Neka je v(t) = a + ret, 0 < t < 2m,
p = pn funkcija definisana sa p(z) = (z —a)" i I, = [pdz. Tada je I, = 0, za
¥

n#—114l_1=2mi.
Resenje: Pretpostavimo da je a = 0. Kako je

PR !
(k—l—l) :zk, k# -1,

funkcija 2*, k # —1, ima primitivnu i otuda na osnovu KIT’, sledi da je I, =
fzk dz=0zak # —1. Ako je k = —1, p_1 = J, gde je funkcija J definisana sa
5

J(2) = 271 = 1/2; Na osnovu formule za integraciju duz kruznice (videti specijalne
slucajeve) sledi I_; = [ 2~ Ydz = 2mi. Otuda je RespJ = 1. Analogno se razmatra

¥
slu¢aj a # 0. Podvucimo, funkcija J nema primitivnu u okolini 0. |
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2. Rezidum za pol prvog reda

Pretpostavimo da funkcija f u tacki a ima pol prvog reda; to znac¢i da Loranov
razvoj u nekoj Supljoj okolini B’(a) tacke a, ima oblik

f(z) = Cila teotea(z—a)+elz—a)’ -, e #0, .

Cc_1 3

_ C- Nk

f(z)= P +ch(z a)”.
k=0

Otuda sledi prvo
“+o0
(z—a)f(z) =c_1 + ch(z —a)"t,
k=0
i zatim
c—1 = lim(z —a)f(2). (2.108)

zZ—a

2.a. Slucaj f = ¢/1.
Neka su ¢, € H(B(a)) i neka ¢(a) # 0, ¥(a) =0, ¢'(a) # 0; tada

e(a)
V' (a)

Resenje: Kako je ¢(a) # 0 i imenilac (funkcija ¢) ima prostu nulu u tacki a,
funkcija f ima pol prvog reda u tacki a. Otuda, po formuli (2.108),

Res,f =c_1 =

: : p(2) . ¢(2)
c_1=lim(z—a)f(z) =lim(z—a = lim ,
! z—>a( )f( ) z—>a( )1/1(2) - 1/)(0,) z—a 1/)(2) — w(a)
zZ—a
i stoga
p(a)
R =Cc_1=—-=. 2.109
ST (2109
Podvucimo da ova formula vazi i ako je ¢(a) = 0 (tada f ima otklonjiv singularitet
u a); i tada je Res,f = 0. O
3. Rezidum za pol n-tog reda
Propozicija 2.9 Neka [ ima u tacki a pol n-tog reda. Tada je
c_1 =Res,f = lim ((z — a)" f(2))" Y. (2.110)

(n—1)!2—a
Dokaz: Kako f ima u a pol n-tog reda, tada je, u nekoj okolini tacke a,

f(z):ﬁ+...+(zc_;la)+co+cl(2—a)+"‘, C_n#o'
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Defini§imo funkciju ® sa
B(2) = (2—a)"f(2) = c_p+(2—a)c_pi1+ - Fc1(z—a)"  Hco(z—a)"+---, 2 £ a

i ®(a) = c_,. Funkcija ® je analiticka funkcija i koeficijent c_; se izraGunava
diferenciranjem te funkcije n — 1 puta. Prelaskom na grani¢nu vrednost dobija se

Pn—1)
c_1 = (—1()6:) (za obrazlozenje videti sekciju 1.4 o stepenim redovima) i otuda
n—1)!
Resaf = ——— lim ((= — a)" f(2)) "2, (2.111)
(n—1)!2—a
O

Ako f ima u tacki a pol reda n, pogodno je koristiti slede¢u notaciju:

(n-1)(,
D(z)=(z—a)"f(z) 1 ¥(z) = (I)(nil()')

U tom slucaju formula (2.111) se moZe zapisati u skra¢enom obliku c¢_; = ¥(a).
Zaizracunavanje reziduma u slucaju esencijalnog singulariteta ne postoje analogne
formule i rezidum se ra¢una pomoc¢u Loranovog razvoja.
Primeri:

a. Funkcija shz/z% ima pol treéeg reda u 0, sa rezidumom 1/6.

b. Funkcija e o J ima esencijalni singularitet u 0, sa rezidumom 1.

4. Rezidum u tacki co
Resoo f = —c_4

Propozicija 2.10 Neka je funkcija f € H(ER,), Er, = {2z : |2| > Ro}, Ro >0 i

neka je
—+oo

fz)= 3 e2®, (2.112)

k=—o00

Loranov razvoj funkcije f u oblasti Eg,.
Tada je
Resoo f = —c_1.

Dokaz: Neka je R > Ry, g pozitivno orijentisana kruznica sa sredistem u 0
poluprecnika R. Po definiciji,

1
Resoof:f%/fdz
TR

Loranov red (2.112) ravnomerno konvergira na v}, i moZe se integraliti ¢lan po ¢lan
i, kao u slucaju konac¢nog singulariteta, dobija se Resqo f = —c_1. |
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Ponovimo, ako je funkcija f holomorfna u $upljoj okolini tacke oo, tada se f
moze razviti u Loranov red

f=Fr+f,
gde je
+oo
Fi(z) = chzk =c1z+ o2 4 -
k=1

0
_ k_ 1, G2,
filz) = chz =co+ . +22+ .
k=—o00
Funkcija F; naziva se glavni deo Loranovog reda oko tacke oo, dok se funkcija f;
naziva regularni deo Loranovog reda oko tacke co. Vazi sledeéa formula

c_1 = zlingo 2(f1(2) — co);

i specijalno ako je f holomorfna u tacki oo, c_; = lim 2(f(z) — ¢o).

zZ—00

Primeri:

1. Neka je data funkcija f(z) = 1/(1 + 2%)? i neka je v pozitivno orijentisana
kruznica sa sredistem u koordinatnom poéetku polupre¢nika 2, tj. y(t) = 2¢,
0<t< 27

a. Odrediti singularitete funkcije f.

b. Izracunati I = [ fdz.
v

Uputstvo: a. Neka je p(z) = (1 + 2%)?; jednacina p(z) = 0 ekvivalentna je
k

sa (14 2%)2 =0, tj. sa 2® = —11 ima 8 refenja z, = exp (z(g + Zﬂ)),

k=0,1,...,7; u ovim tackama f ima polove drugog reda.

b. Kako su ova resenja na jedini¢noj kruznici i jedini su singulariteti funkcije
f, funkcija f je holomorfna u oblasti E = {z : |z| > 1} i kako v* C FE, na
osnovu Definicije 2.14 (formula (2.101)), sledi

I:/fdz: —2mi Resso f -
¥

Iz f(o0) = 0 sledi, prvo, c_1 = lim zf(z) =0, a zatim Res,f = —c_; = 0.

Z—00

Otuda je I = 0. a
2. Nekajel={iy: y>0}iD=C\I.

a. Dokazati da postoji grana In viSeznacne funkcije Ln na D, odredena sa
In1l = 2mi.
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|
b. Ako je funkcija f definisana sa f(z) = 12—22, izrac¢unati rezidum te
z
funkcije u tacki —i.

Resenje: Kako i = e'™/2 €, to je D = Oy /5. Otuda, na D postoji grana arg
vigezna¢ne funkcije Arg sa vrednostima u Ji. Iz uslova (Inl = 274), sledi

k = 0, tako da je grana arg = arg, sa vrednostima u Jy = (%, T + 277). Iz

2
3m 3m Inz 3T
—i) == iln(—i) =i—i = = O
arg(—1i) 5 sledi In(—4) = ¢ 5 i otuda Res_; f 5y | 1
eitz “+o00
3. Neka je t € R, f = f; definisana sa f(z) = 522 iot) = [ filz)de.
z —00

Dokazati:

a. Res(f,i) =et/(2i).
b. Ako jet > 0, tada zf(z) tezi 0, kada H 3 z — oo.

c. Ako je t > 01 C, polukruznica u gornjoj poluravni polupre¢nika r, tada

[ fdz — 0, kada r — +oo.
Cr

d. p(t) =me I,

2.4 Tipovi integrala

2.4.1 Zordanove leme

Nekajea € C, a < f, B—a<2m, r>0, R>0,5 =8S.(o,3) = {a+ pe' :
0<p<ra<t<p} S =Sr(a,p) ={a+pe’:p>Ra<t<fl Neka
je 7, kruzni luk definisan sa 7,(t) = a + pe®, a <t < 3, tj. 7, je deo pozitivno
orijentisane kruZnice sa centrom u a poluprec¢nika p i

1, = fdz.
Yo

Lema 2.10 (Zordanova lema 1, LJol) Neka je funkcija f neprekidna na Sy i

Zliina (z—a)f(z) = A, (2.113)

z €51

v, deo kruznice definisan sa ,(t) = a + pe', a <t < B, tj. v, je deo pozitivno
orijentisane kruznice sa centrom u a poluprecnika p, sadrzan u S1. Tada je

lim / fdz=i A0 — ),
Yo

p—0

tj. I, = iA(B — ) kada p — 0.
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Lema 2.11 (Zordanova lema 2, LJo2) Neka je funkcija f neprekidna na Sy i
lim (z—a)f(z) = A. (2.114)

z — 00
z €S2

Tada je:
lim / fdz =iA(B — ),
Yo

p——+o0
tj. I, — iA(B — ) kada p — +o0.

Dokaz: Neka je funkcija € = e(z) definisana sa (z — a)f(z) = A + €(z) i neka je

M, = max{|e(z)| : z € v, }. Ponovimo da koriste¢i parametrizaciju puta nalazimo:

s ,
Ip:i/ (A+ela+pe™)) dt=i(B—a)A+e,,

B ,
gde je g, =i [ e(a+ pe™) dt.

e}
Na osnovu nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala, |e,| < (8 — a)M,.
Kako iz uslova (2.113) (respektivno, (2.114)) kada p — 04 (respektivno, p — +00)
sledi M, — 0, zakljuc¢ujemo da ¢, — 0. a

Lema 2.12 Neka je funkcija f holomorfna v B’ = B'(a,r) i ima prost pol u a.
Neka je vy, deo kruznog luka (kao u LJol), tj. v,(t) = a + pet, a <t < 3. Tada
je:

lim / f dz=1i(8 — a)Res(f,a), (2.115)
Yo

p—04
tj. I, — i(8 — a)Res(f,a), kada p — 0.

Dokaz: Ako je a prost pol, tada je Res(f,a) = lim(z — a)f(2) i na osnovu LJol

z—a

dobija se (2.115). O

Zordanova nejednakost

/2 _ s .
Neka je J3 = [ e Bt gt (R >0)iJg = [e st di. Tada je:
0 0

0 i
— ; 2.11
By< g (R>0) (2.116)
™
Jn < 3 (2.117)

Dokaz: Neka je y1 =sint i ys = 2t/m, 0 <t < 7/2. Kako je funkcija y; konkavna
na [0,7/2], sledi y1 > y2, odnosno sint > 2t/7, 0 < ¢ < 7/2. Otuda, ako je R > 0,

najpre sledi
efRsmt < 672Rt/7r’
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a zatim

w/2 /2
Jo :/ e—Rsint dt < / 6—2Rt/7r dt = l(l _ e—R) < 17
B 0 2R 2R

. (2.116).

Kako je Jgp = J%+ J4, gde je J}, integral du? intervala [r/2, 7], koriste¢i smenu
7 = m —t, dokazuje se da je J}, = J% i stoga Jr = 2J%. Otuda, na osnovu (2.116),
dobija se (2.117). a

Lema 2.13 (Zordanova lema 3, LJo3) Neka je f funkcija neprekidna na H =
{z € C : Imz > 0}, koja tezi nuli kada |z| — 400 kroz H. Neka je C, polukruznica
sa centrom u O polupreénika p v H 1 neka je

I, :/ e f(2) dz.

Cp

Tada, za fiksirano A > 0, I, — 0 kada p — +o0.

Dokaz: Neka je polukruznica C, parametrizovana sa C,, : pe'’, 0 < ¢ < 7. Tada je:
™
Ip — / f(peit)ei)\p(cos t+isin t)ipe“ dt.
0

Neka je ¢, maksimum funkcije |f| na C}. Kako je |eiAp(costtising)) — o=Apsint pg
osnovu nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala,

1< [ 1F(pet)e 5 dt < pe,
0
gde je Jgr Zordanov integral i R = Ap. Otuda, na osnovu Zordanove nejednakosti

(2.117), sledi

1
ol < pepr— = EEP
PA A

i kako na osnovu pretpostavki e, — 0, kada p — oo, sledi LJo3. O
Vezba 2.4.1 (a) Neka je p(R,t) = Re~ "t Proveriti da za0 < t < 7, p(R,t) —

0 kada R — +oo0.
(b) Dokazati da RJr = [ (R, t)dt ne te#i 0, kada R — +oo.

Uputstvo za (b): sint < ¢, t > 0. Napomenimo da se za dokaz (b) ne moZe primeniti
Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji. |
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2.4.2 Tipovi integrala

1. Integral racionalne funkcije
P,
Neka je f = —- racionalna funkcija

koja nema polova nn; R, n <m—2. Vazi
lim zf(z) = 01iodatle Rlim J fdz=
—>OOCR

|z|—+o0 ‘

0, gde je C'r polukruznica u gornjoj polu-
ravni. a1
Prelaskom na limes u slede¢em identitetu,

koji vaZi za dovoljno veliko R, _R

Slika 2.17: 1. ti
fdz+/ fdz=2mi Z Res, f e P
Cr [-R,+R]

Ima>0

dobija se
+oo
I :/ f(z) doe = 2mi Z Res, f, (2.118)
- Ima>0
gde se suma uzima po svim polovima funkcije f u gornjoj poluravni.
Pogodno je koristiti oznaku ST = > Res,f, tako da kratko pisemo: [ =

Ima>0
2miST =2mi > Res,f.
Ima>0
Na primer, na osnovu (2.118) dobija se:

(@) /+°° z? dz _ 1/‘”'00 z? dz T
B (22 4+9)(22+4)2 2 ) o (@2+9)(z2+4)2 200

+oo p
() Nekaje[(p,n):/ lfﬁdx, 0 <p<2n—2. Tada je
x

—00
I(p,n) =0, ako je p neparno,

nsin((p + 1)7/2n)

I(p,n) = , ako je p parno.

Resenje: Ako je p neparno, integrand je neparna funcija, pa I(p,n) = 0. Pretpostavimo
da je p = 2m i uvedimo oznake P = 2P, Q = 1+ 22" i f = P/Q. Refenja

, ) k
jednagine 22" = —1 = €' su 2, = €%+, gde je ¢, = 21 + 5 Odatle je
n n
1 . 1 ., .
wi, = Res(f,zx) = —5=(z1)?"". Neka je g = (p+ D)o, o = —5—€' i
2n ) 2n
. n— . .n
q=e @™/ Tadaje wp = qog" i ST = 3 wp, tj. ST =qo 1 7 Kako
k=0 -
2q0

je ¢" = &'®PtO™ i = 2m, dobija se najpre ¢" = —1, a zatim ST = -
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Sada iz ¢ — 1 = €% — 1 = ¢¥%2{sin O sledi I = 27iS™T =

129

™

nsinfg

Alternativni postupak: Ako je p parno, tada je I(p,n) = 2J(p,n), gde je

+o00 7P
J = J = _
(p7 n) A 1 +I’2n

1
gdeJ'e,OL:p+

2.4.3).
. z
(¢) Neka je R(z) = SaE o(z) = cos(
Proveriti
ST =Res(f;i) = 1coshl.
2 2

1
dz. Smenom t = z?" dobija se J = —O(a),

2n

(videti Primer 19 kod 6. tipa integrala i vezbu 3 u podsekciji

O

1 00
) f = RoiT = [T flaydr.

Da li su ta¢ne formule I = 27iS™*; I + 7w = 2miS™?

2. Trigonometrijski integrali

Neka je R(u,v) racionalna funkcija dve promenljive, koja je neprekidna na u?+v? =

11 neka je

2m
I:/ R(cosf,sinf) db.
0

Uvodedi promenljivu z = €*?, dobija se

1 1
0=5(=+2):
coSs 5 z—l—Z

orijentisana jedini¢na kruznica. Odatle je

1 1
ing = —( ——).
Sin % z >

1 1\ 1 1
Tada je I = fo dz, gde je f(z) = ;R( z+ ;),Z(z— ;)) i K pozitivno

I=2mi Y Res,f. (2.119)

la]<1

Na primer,
2
cos mb (=)™
do = N.
(a)/o 5+ 3cos 3. gm0 M€
2w
do 2w

b) . = 0< 1. 2.120
®) /0 1—2rcosf+7r2 1—1r2’ =TS ( )

3. Furijeovi integrali

Integral oblika

+oo )
I :/ flx)e'* dx, >0
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naziva se Furijeov, gde je f funkcija holomorfnana H\ A, H = {z € C : Imz > 0}
i A konac¢an skup tacaka u H (to znaci da je ANR = (). Takode, pretpostavlja se
da je

lim  |f(2)] =0.

|z] — oo
zeH
Podvucimo da ove pretpostavke znace da je A C H, i da je A konacan skup ili

najvise prebrojiv skup. Ako je prebrojiv, onda je njegova jedina tatka nagomila-
vanja oo. Ne pretpostavlja se da je f holomorfna u co.

+r )
Kako je po definiciji I = lim f f(x)e™® dzx, integraleéi duz konture na slici
r—oo 7.

2.17, na osnovu Leme 2.13 (LJ03) sledi
I = lim f(z)e'™* dx = 2mi Z Resq(f(2)e"*?). (2.121)

T—00

-r acA

Na primer,
400 o0 i
cos 1 e 7
——dr = -R ——dzr | = —.
W)A 1+227 7 2 e(/m L+ﬁ:0 %

(b) I(t) = /Ho fj; de =me "l t e R.
(¢) Nekaje f(z) = (2°

2% 4 b*)72. Tzracunati integral
+oo
I=1Ia)= / f(z) cos(ax)dz, b > 0.
0

+oo
Definisimo g(z) = f(2)e'** i J = / f(z)e*®dz, b > 0. Tada je
I=J2. -
Definisimo ®(2) = (2 — ib)?g(2) = €*“*(z + ib)~2. Nalazimo ¥(z) = ®/(z) =

) b+1
e *(jaz — ab — 2)(z +ib) 73, ST = W(ib) = 0[42,2_3 e~*". Otuda, za o > 0,
. ab+1 __ . ab+1 __ ., .
J =2miSt = LT b i itoga I=nr TERAE Kako je I(a) parna
.. .. ab + —|a|b
funkcija, dobija se I = LTe lofb

4. Glavna vrednost Furijeovog integrala

Vrednost integrala je ista kao u 3., izuzev §to f moze imati konacan broj prostih
polova, a; < ag < --- < ap na R.
Neka je

ap—e; g —€a ap—ep r ‘
I(T,€17...,6p):/ —|—/ ++/ +/ (f'(x)ezaw) d.’E,
-r a1+€1 ap—1t+€p—_1 aptep
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gde je r > 0 dovoljno veliko, a € > 0

dovoljno malo. el
Glavna vrednost Furijeovog inte- L N
grala definige se kao L . N
I'= lim I(re,...,€). / * * \x C,
r — 400 i \
€; — 0 Cgl ng Cap
i i
Primenom teoreme o sumi reziduma 7%»—/&\—7;
na funkciju f(z)e’®* i konturu na slici ! : :
2.18, a zatim primenom Leme 2.13 ) )
(LJ03) i Leme 2.12, dobija se Slika 2.18: 4. tip
I=irn (ZResaj (f(z)e"**) + 23 Resa(f(z)eio‘z)> . (2.122)
a€A
Na primer,
+oo o 1 +oo iz
/ Smxdac:—, C =T
0 z 2 J_o T 2
Ponovimo:

Definicija A (Definicija 1.21) Neka je V okolina nekog intervala L C R, V/ = V\ L
i funkcija f definisana na V’. Ako, za t € L, postoje grani¢ne vrednosti

lim f(z), lim f(z)

H>z—t H=>z—t

respektivno se oznacavaju sa fT(t) i f(t).
Notacija f* i f~ se primenjuje specijalno ako se funkcija f ne moze neprekidno
produziti na L.

5. Integral tipa f0+oo R(z)dx

Pretpostavimo da je racionalna funkcija
R =P,/Qm, n < m—21da R nema
polove na R+.
Ako je R parna funkcija, ovaj tip se svodi
na tip 1.

U opstem sluc¢aju (R racionalna, ali Ih
nije parna), ideja je da se primeni Teo-
rema o sumi reziduma (TRes) na po-
mo¢nu funkciju f(z) = R(z)Inz, mero-
morfnu u 2 = Oy = C\ [0,00), gde je
Im(lnz) = argz € (0,27). Jedini singu-
lariteti funkcije f su polovi i pripadaju
skupu nula polinoma Q.

Slika 2.19: 5, 6, 7, 9. i 10. tip
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Za e, h > 0 male i r > 0 veliko (videti
sliku 2.19), nalazi se

/ fdz=2mi Z Res,R(z)In z.
N

e, h Q(a):()
Za e,r > 0 fiksirane vaZzi

ff(z)= lim R(z)lnz=R(z)lnx
h — 0+
Imz >0

f7(x)= lim R(z)lnz= R(z)(lnz + 27i)
h—0
Im z <+(]
ravnomerno po z € [e, ], gde je z = x + ih.
Oznacimo sa v, pozitivno orijentisane kruznice sa centrom u 0 poluprecnika p.
Kako je f™(z) — f~(x) = —2miR(z), dobija se

/ fdz— | fdz— 27ri/ R(x) dx = 2mi ZResaR(z) In z.
. Ve e a

Kako je

lir% zR(z)lnz=0 i lim zR(z)Inz =0,

prva dva integrala zadovoljavaju, respektivno, hipoteze Leme 2.10 (LJol) i Leme
2.11 (LJo2) u sektoru S = {z € C* : 0 < argz < 27}. Otuda,

I= o R(z) de=—-S=— ZResa(R(z) In 2). (2.123)
0 a

Primer 18 Ako jep,q € Z, 0 <p < q— 2, tada je

+o00 p
z T
I(p,q) = dx = .
(p,q) /o 14 g4 qsin($ﬁ)

Resenje: Neka je P = 2P, Q =1+ 29, R = P/Q i f = Rln. Redenja jednacine
1
m. Kako je Q'(2) = q(2)" " =

29 = —1 = '™ su 2z, = €'+, gde je ), =
—q(zr) 7, sledi

1
Tie = Res(f, 21) = = - () Hipe = =i ;i2<zk>p“<2k +1)

1 otuda
q—1
I=->T;.
k=0
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Neka je a = (20)Pt'. Kako je (z)Pt! = e tD¢k gledi (2;,)P+! = a®**! i otuda

,..

q—
_ . 2k+1
=1 2/€—|—1 .

k=0

Q

q—1 _ .2q
I S(z) = 22kl = 1 - 5 diferenciranjem se dobija
—2z

k=0

-1

Si(z) =S (2K + 1)22 (ﬁ)/

_Q

= 1— 22
t.
S)(2) = (1—22)(1 — (2q + 1)229) + 222(1 — 229)
ne (1—22)2 '
1—(2 —2 ;
Kako je a®? = 1, dobija se S1(a) = 1< qi— D _ =1 q2 i odatle I = %aSl(a),
—a —a q
™ 2at
g [ =—- .
J qg a?-1
Neka je 0y = (p+ 1)po. Tada je a = €%, pa je I = _7T .
qsin 0y

Alternativna resenja:

(1) Neka je oo = m/q, 20 = €99, lg : 2 = pe’??°, 0 < p < R, i yg kruzni luk
definisan sa yg(t) = Re', 0 <t < 2pq. Tada je

1 .
/ R dz — / R dz +/ R dz = 2mi Res(R, z0); Res(R, z9) = —= e'%,
[0,R) q

lr YR

gde je 0 = (p+ 1)po. Kako je e??$09 =1, za z € Ip dobija se

. P .
R(2)dz = % 'O—dp, / R dz = %% R dz.
L+ pd In 0,R]

™

Otuda je I =

gsinfy’

1 1
(2) Smenom t = 27, odnosno x = t%, do = —ta~! dobija se I(p,q) = —0O(a), gde
q q

1
jea= b i O(a) je Ojlerov integral.

6. Integral tipa I, = +OO R(x)z=* dz, 0<a<1
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U integralu R = P,/Q,, je racionalna funkcija bez polova na RT = [0, +o0].
Proveriti da integral I, konvergira akko n < m — 1.

Podvucimo da je
lim zR(z)=0
|z|—+o00
akkon <m — 2.
Oznagimo sa go granu funkcije 2% na Ogy. Proveriti da

li R =0
plim 2R(z)g0(2)

akojen <m—1.
Ako je n < m — 1, kako je |z7%| = |z|7%, dobija se

lim [zR(z)z~% = 0.

Integrali se funkcija f(z) = R(z)/g(z) duz konture date na slici 2.19, gde je

g(z) = 2% = e*!"* ga izborom In kao u tipu 5. Integraleéi duz ., kada h — 0,
kao u 5., dobija se
/R 27 %dz— | R(2)z7*dz+(1 —Qm/R T dr =
Ve
= 27i Z Res,R(z)z™ .
Q(a)=0

Kako je lim zf(z) =0, dobija se

Z— 00

T e—27rzo¢

_ [R@), 2 —a
Iai/o dzx = T ZResa z)z" % (2.124)

Nekaje S= > Res(f,a)= > Res,R(z)z~* Kako je
Q(a)=0 Q(a)=0

1 e‘n’ia

1— e 2mia 9 sin(mar)’

iz formule (2.124) sledi
T .
I = mes. 2.125
sin(ra) ¢ ( )

Specijalno, ako je R realna i parna funkcija na R, moZe se izratunati integral
I, pomocu sume reziduma funkcije f po singularitetima u gornjoj poluravni H.

Ponovimo, g = e~ Kako je g(z) = e @!*% = |z[7® ™™ 73 z < 0, inte-
gralec¢i po konturi sa slike, dobija se

I cos? ag = —7Im ST, (2.126)

gde je ST suma reziduma funkcije f po singularitetima u gornjoj poluravni H.
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Primer 19 (Ojlerov integral) Pokazati

too dx ™
"= S L 0<a<l. 2.127
© /0 (14 z)z>  sin(ma) “ ( )

Uputstvo: 1 —e~ 27 = 2je~ ™ gin(ra); neka je gg grana z® definisana sa go(z) =
p g

r®el®? 0 < ¢ < 27 (proveriti da je go = e, gde je In grana definisana u tipu 5!).
. . 1
Tada je p(—1) = m, go(—1) = 1%'*™ = 7 i otuda Res(f,—1) = 50 =T) =
o(—
e~ Stoga, na osnovu formule (2.125), sledi formula (2.127). |
—+o0
7. Integral tipa I = [ R(z)lnz dx
0
Neka je R racionalna funkcija bez polovana RT = [0, 400), i neka je lim zR(z) =
Z—00

0 (tj. n <m —2).

Postupajuéi kao u 5. i 6. (slika 2.19), sa f(z) = R(z)(Inz)?, dobija se

—+oo

+oo
/R(x)lnzxdx - /R(m)(111x+27ri)2dx = 2mi ZResaf.
0 a

0

Otuda
+00 +o0
-2 /R(x)lnxdx — 2mi /R(x) de = ZResa (R(z) (In2)?).
0 0 @
+00

Moze se koristiti 5. da se izrauna [ R(z)dz i otuda I.

0
Specijalno, ako je R(z) realno za x € R, dobija se

+oo
I= /R(m) Inzdr = —%Re <Z Res, (R(z)(lnz)2)> (2.128)
0 a
i .
/ R(x) dz = —%Im <Z Res, (R(z)(lnz)2)> . (2.129)
0 a

Na isti nac¢in mozemo dobiti, na primer:

“+oo

Inx 1
L = ——dx = — .
o /(1+:r)3x
0

2
Uputstvo: Neka je f(z) = R(z)(Inz)? , R(z) = (1 +2)731i ®(z) = (1 +
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2)3 f(2) = (Inz)%. Tada je ® = 2JIlnziotuda & = 2(J-J — 2z ?Inz);
kako je In(—1) = im i Res(f,—1) = 1 — 4w, na osnovu (2.128) i (2.129),
+o0o

1 1
nalazi se [y = —3 i I = /(1 + ) 3de = 3 (proveriti direktno). O

0
Specijalno, ako je u tipu 7. R parna, realna funkcija na realnoj osi, dobija se

+oo
/ R(z)lnzdx = —7rIm (Z Res, (R(z)(In z))) ) (2.130)
0 acH
gde je H gornja poluravan. Na primer, izrac¢unati

“+ o0

I(a) = ”of R(z)Inzdz, gde je R(z) =

———ia>0.
22 4+ a?

1 1
Uputstvo: f = R In, Res(f,ia) = E‘ , ImRes(f,ia) = 7% i otuda,
ia a

2z
1
na osnovu (2.130), I(a) = —7 ImRes(f,i) = 7 %, |
a

—+oo

8. Primena prethodnog metodana [ = [ R(z)lnzdz

0

Pretpostavimo da R ima prost pol u
z = 1. Neka je f(z) = R(2)In®z, gde
je In z definisan sa ImIn z = arg z €
(0,2r) na G = 0Oy = C\R"; i
neka je 7, deo kruznog luka definisan sa
Yr(t) =1 +re’t, © <t < 2w Kako je

Zliinl (z=1)R(2)(In2)* = (Res; R) (27i)?,

Imz <0

na osnovu Leme LJol, lin%ff(z)dz =
T— Y

(Res1 R) (27i)? mi. Otuda, ako je R re-

alno na R, koriste¢i Zordanove leme kao

u 7. i modifikujuéi prethodnu konturu

kao na slici 2.20, dobija se

1
I = 7 Res; R— 3 ReZResa (R(z)(Inz)?).

a#1
(2.131)

Primer 20
—+oo

Inx
I =
/ 2 -1

0

Slika 2.20: 8. tip
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1
Uputstvo: Res(R,1) = =; f ima prost pol u —1 i kako je In(—=1) = ir i lim (z +

2 z——1
In(—1))2 2 2
1)f(z) = (11(72)) = %, tj. Res(f,—1) = %, na osnovu (2.131) sledi navedeni

rezultat.

Alternativni postupak: Neka je In
In 2
22 -1
Moze se pokazati da funkcija g ima otk-
lonjiv singularitet u tacki 1, tako da se na
slici moze izostaviti polu-kruzi¢ sa cen-
trom u tacki 1. Kako je In(—1) = irn

grana Ln na O_;/, i g(z) =

i stoga Res(g,—1) = f%r, integraleéi
po konturi kao na slici 2.21, dobija se
. , (T
2l +im- Iy = miRes(g,—1) = 7”(_ ?) = Slika 2.21: Alternativni postupak
2
™
. sdes
1 , gde Je
) d
x
I = v.p. —.
1=V.p / 22— 1

2
Otuda je I = % i I; = 0. Objasniti da g ima otklonjiv singularitet u 1, i da je

0

dx
v.p. / ] =0,

— 0o

gde v.p. (od franc. ,valeur principale”) predstavlja glavnu vrednost integrala.

+oo
9. Integral oblika I, = [ R(z)(Inz)™dx, m €N
0

Jedan metod za izracunavanje ovog integrala
zasniva se na integraciji funkcije R(z)(Inz)™*!
integraleéi po konturi na slici 2.19, ako R nema
polove na RT.

Specijalno ako je R parna, realna funkcija
na realnoj osi, koja nema polove na R, moze se
koristiti kontura na slici 2.22.

Primeri: .
. Izracunati I,,, ako je R(z) = .
a. Izra¢unati I,,, ako je R(z) 1
b. Dokazati indukcijom da je I, = 0 ako je Slika 2.22: 9. tip

m neparno.
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Uputstvo: Neka je g = In grana Ln na O_ 5 i
fm = Rg™. Tada je

g(i) = z% . Wm = Res (fim, i) = (Ini)™Res (R, i) =

1 m m 2.132
:—_(iz> : J+:2mwm:w(ﬂ) . (2.132)
20\ 2 2
Otuda je
( 1)p(”)2p 2
m(— ), m=2p, paran,
Re J" = Re(2miwy,) = 2

2p+1
Re(w(—l)”i(%) ) =0, m=2p+1, neparan.
Otuda sledi prvo da je Iy = 0, i kako je za z < 0, g(z) = In |z| + i,
g(xz)? = (In|z))? + 2im In|z| — =2
g(z)® = (In|z|)® + 3irln®|z| — 372In|z| — i,

dobija se respektivno

. LT . 2 T 2
211 + inly = m§ , 2l + 2imly — w°ly = —71'(5) ,
2 m\3
2 + imly — 3n°h — in'ly = —mi()
iO'EllCla[Q:ﬂ'/Q7 =0, 12:(77/2)3i[3:0_ O
Za izraCunavanje integrala u tacki (b) moZe se koristiti smena x = J(t).
1
c. IzraCunati Im ako je R(Z) = W
Uputstvo: Funkcija R ima u i pol drugog reda; neka je @ = (z —i)%f, ® =
(z+4)"2 g™ Tadajeg = J, ® = g™ l(z+ z')_Q(E —2(z4+1i)7! g) i
z
Res (f,i) = ®'(i). O
400 1
d. Izracunati I = Iy,(a) = R(x)In™z dzx , gde je R = ——
zratunati (a) of (2)In™ z dzx , gde je R(z) il
a>0.
+o00

10. Integral oblika J = J(a,p) = [ 2*R(z)(Inz)? dz, p € N.
0

Neka je —1 < a < 0 i neka je R racionalna funkcija pri ¢emu R(z) — 0 kada
z — 00. Pretpostavimo dodatno da racionalna funkcija R nema polova na RT.
Jedan metod za izracunavanje ovog integrala zasniva se na diferenciranju integrala

+oo

[=1I(a)= / 2 R(z) da.

0
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Neka je g(z,a) = 2°R(x) = e*"*R(z). Kako je go(z,a) = Inz e*m?R(x) =
2*R(z) ln z, diferenciranjem prethodnog integrala po parametru « dobija se
+oo
I'a) =J = J(a) = /xo‘R(a:) Inz dz.
0

Posle p diferenciranja dobija se integral J(«, p).

Drugi metod se bazira na integraciji funkcije f = T R(In)?, gde je T = e®!n,
duz konture na slici 2.19.

Kako je, za x > 0, Y+ (z) = 2%, T~ (z) = 2" Y+ (x) = €*?"2* InT z = Inx i
In™ z = Inx + 27, dobija se
THx) Intz — T (2) In" 2z = TH(x) Inz — 2" YT (z) (Inz 4 i27). Otuda je
TH(x) InT oz — T (2) In~ z = (1 — %) YTH(z) Inz — 27 '™ YT (2), i stoga
fHx)— f(z) = (1 —e*?) R(z) Y (z) Inz — i27 '*?™ R(x) T+ (), tj.

(@) — f(z) = (1 —e*") R(z) 2 Inz — i27 '**™ R(x) 2*.

+oo
Otuda, na primer, za izraunavanje integrala J = J(a) = [ 2*R(z) Inz dz,
0
dobija se _ _
(1—e*™*)J — 2mie*™ ] = 2mi S, (2.133)

“+o0
gde je I = I(a) = [ 2 R(x)dxz. Specijalno, ako je R parna, realna funkcija na
0
realnoj osi onda se integraleé¢i f duz kontura na slici 2.22 moze izvesti
(1—e™)J — mie™ ] = 2mi ST, (2.134)

gde je ST suma reziduma f u gornjoj poluravni.
Na primer,

1
a. zaq=—g i R(z)=(2+1)"2 izracunati I i J.

1
b. zaa= —3 i R(z)=(22+1)"2 izracunati I i J.

Uputstvo za a:
1
Neka je T = e"™/2i & = TIn; kako je &' = —5 T I+, In(-1) = ir i

Y(—1) = —i, dobija se Res(f,—1) = ®'(—1) = g—l—i, i na osnovu (2.133), J = —,
™
2

2.4.3 Neki poznati integrali

1. Ojler-Fresnelovi integrali
“+o0 +o0
F = / cosz?dr, F, = / sin 22 dz.
0 0
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Resenje: Neka je f(z) = ¢, g = [0,R e™/4] iqyp:2=Re®, 0< ¢ <
Tada je

T
/fdz + / fdz = / fdz. (2.135)
(0.R] R In

Kakojelp:z=pe™* 0<p<R,i

otuda z? = p? €™/ = ip?, dobija se
i N\
/f(z) dz = e™/* /e_"zdp. (2.136) eiv/4 S Ur \
lr 0 ‘\
> (
Dokazimo & L

RLITOO /fdz = 0. (2.137)
TR

Slika 2.23: Ojler-Fresn. int.

Koristeéi smenu

w=2 (dw=2zdz, z=+w=+/|w| eiaggw, 0<argw < %)

1 eiw
I = = - _— .
R /fdz 2 /\/ad‘*’
YRr2

TR

1 -
Kako — — 0, kada |w| — 400, na osnovu Zordanove Leme (LJo3)
w

dobija se (2.137).
Kada R — +o00, na osnovu (2.135), (2.136) i (2.137), sledi

+oo

“+oo
fdx =e™/4 e d ,
P
0

0

+oo
2 1 1
i otuda, kako je / e " dp= 5\/E, dobija se Fy = Fp = 5 g
0 O
+oo
2. Dokazati da je P = /e‘“”z dr = ?

0
Dokaz: Na osnovu Fubinijeve teoreme sledi

+oo +oo +oo

+oo 5
P2:/ / e_mz_dea:dy: //e_pzpdpdﬁzg/e_pzpdp:g
0 0 0

0 0
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NZ3

iotuda P = —.
2

141

a—1
3. (Ojlerov integral) Neka je I = O(a) = / ¢ dt i J = 0O1(a) =
0

1+t
+oo
/ wa—l p
v.p. .
P 1—2z
0
Dokazati da integrali konvergiraju za 0 < a < 1idaje I = — T
sin(a)

I cos (am) = mwctg(am) u tom slucaju.

Dokaz: Neka je grana funkcije 24! na H = {z : y > 0} definisana sa

g(z) =€ VM2 ns —In|z| +iargz, 0<argz <m.

Dakle,

g(z) — e(a—1)1n|z|ei(a—1)argz — |Z|a—1€i(a—1)argz.

Kako je za x < 0, argx = 7, dobijamo

a—1)m _ —e

wam |x|a—1.

g(x) =[] e

Neka je f(z) = lg(_z)z S obzirom na

todazaz € H, z f(z) — 0, kada z — 0,
ili |z| = 4o0,ida (z—1) f(2) = —g(2) —
—1, kada z — 1, na osnovu Zordanove
leme, dobija se

+oo

v.p. / fdx=—mi.

— 00

Slika 2.24: Ojlerov integral

Na osnovu (2.138)

0
|x|a71

J1 = / fdx = —etam —dx.
1—=x
oo a—1
Otuda, ako je I = / dt, sledi
1+1¢
0

oo a—1
, ta— , ,
le—e“”/l_i_tdt:—e“”r[, i ="+ J=—7i;
0

,adJ =

(2.138)
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izdvajanjem realnog i imaginarnog dela, dobija se

—I cos(am)+J = 0
—I sin(ar) = —n

i otuda

J = 1T cos(am) = m ctg(am).

1
4. Beta funkcija je  B(p,q) = /tp’l 1—-t)7tdt, pq >0.
0

Dokazati

™
B(p,1-p) = Snpr 0<p<l.

—+oo

L By = / (1+2)7771 ()7 do i

Dokaz: Na osnovu smene t = ——,
rz+1

0
otuda na osnovu Primera 1 (tip 6, formula (2.127)), sledi

B(p,1—p) = il 0<p<l.

sin pr’
O
oo at
5. Neka je I(a) =v.p. / T dt, 0 < a < 1. Dokazati da je

I(a) = wctg (an)

Dokaz: Smenom x = e! (dx = eldt, dt = x~'dz), i na osnovu Primera 3, dobija

se
—+oo
xa—l
I(a) = v.p. / T dx = wetg(an).
0
a
6. Ojlerov integral
+OO ax
Os(a) = / 13_@'1? dr, 0<a<l
Na osnovu smene ¢t = €” i Primera 1 (tip 6, formula (2.127)), dobija se
+oot 1
a- s
@) = dt = 0<a<l
2(a) / 1+t¢ sin(am) “

0
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—R+2m R+ 2m

Alternativni postupak: Inte- |

az I

graliti funkciju f(z) = ¢ ;
78

14 e? i
duz granice pravougaonika sa
temenima —R, R, R+27i, —R+
271, O R 0 R

7. Funkcija P.(6) =
1—7? . Slika 2.25: Ojlerov integral
——— nazivase Pua-
1—2rcosf + r?

SONOVO jezgro.
Dokazati

1—72 1+z
=— — —Re .
1—2rcosf +r? 1—=z2

a. P.(0)

+oo )
b. P.(8) = Zrlkl e® o< r<1.

c. Puasonov integral:

2m

do 2T
1. = = , 0<r<1.
/1—2rcos€+r2 1— 72 =T

0

+oo
1
Uputstvo: Tacka b. sledi iz tE_ 1+2 Z 2"
k=1

1—-2
Integraleéi ¢lan po €lan red u tacki b., dobija se c. (videti tip 2, formula
(2.120)). O
8. Dokazati
+oo 2t
sin 77
I = dt = —. 2.139
= d (2130)
0
1 sin?e 1 — cos2t
Dokaz: Kako je I = 3 / 81?2 dt, sin®t = % i cos2t = Ree'®, sledi
— 0o
+oo
11— 2ix 11— 25z
I =Re / f(z)dx, gde je f(x) = 1 T:' Definisimo f(z) = 2 226 . Kako

(2iz2)?
2!
1. .
Res(f,0) = —5 b Otuda je

je 1 — €% = — <2iz + + - ~>, funkcija f ima u 0 prost pol (prvog reda) i

“+oo
I =Re / f(z)dx = Re(miResof) = g
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a
9. Izvesti alternativni dokaz Zordanove nejednakosti (videti Lemu 2.13 (LJo3)).
Ako je A > 0, dokazati da postoji apsolutna konstanta M, tako da je

/2
4 M
Jp = “ARsinG gg = R > 0.
R /e AR
0

T T
372

) 3
na drugom sint > 5 O

T 1
Uputstvo: Podeliti integraciju na [O, g} i { }; u prvom intervalu cost > 2 a

2.4.4 Vezbe

+oo 9
L a /”f_dle
' ) 14 24 V2
+oo 1
b. J(a,b) = ———d 0,b>0 N.
(a,b) /(a+b:172)" r, a>0,b>0,nc¢

Uputstvo: J(a,b) = a™" y/a/b I,, gde je I = I, = J(1,1). Neka
je f(z) = (1 + 2%)~". Funkcija f ima jedini singularitet u tacki 4, pol

_ p(n=1)
reda n, u gornjoj poluravni H. Neka je ® = (z 4+4) "1 ¥ = CED
n—1)!
2n — 2)!
I & V(z) = (—1)" % (2 + )72 sledi S* = T(i) =

(_1)n—1an(2i)—2n+1, gde je ap = n(n + 1) e (2n — 2)

(n—1)!
Otuda na osnovu formule (2.118), tip 1, dobija se I = 2miST = 74,
gde je A, = 22?17"_2. Kako je 2" 1(n — 1)! = (2n — 2)!!, nalazi se A, =
(2n —3)N (2n — 3)N

2n—2)l ~_ an—i(p_pr =20

Alternativno resenje: Pomocu parcijalne integracije (u(t) = (1 +t2)~",
v(t) = t), pokazati da je 2nl,+1 = (2n — 1)I,,. Otuda je, na primer,

Ilzﬂ'ilgzﬂ'/2. O
[
2. a./ = T ,a> 1.
a+ cosf a2 —1
/2
df
b./ — = T -, a>0.
a +sin” 0 2(ala+1))2
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+oo
cos ax m(la] + 1)e~lal
3. . P E—— = —F—.
a / EESIE dz 1
0
+oo
b, / % dr = %(1—1—%)6_‘”’, a>0,b>0.
0
+o0 3 .
c. / %dm = me “cosa, a > 0.
x
400
L[,
x
0
Uputstvo: Svesti na Primer 8 (videti formulu (2.139)), ili izracunati direktno
integrale¢i funkciju f(z) = € 2_ duz konture kao u Primeru 8. sekcije
z
2.4.3. |

Da li se moze koristiti formula (2.122) iz tipa 47

T
b. b/ a _:_/;4)3 dx
Uputstvo: b. Koristiti granicu sektora 0 < argz < g; 20 = €7/4
g=ez" &= ((22+14) (+ + zo))_3 g, Res(f, z0) = ®®)(z)/2!. O
. b x° . (1—a)m
c. Neka je I(a) = / CESIE dx . Dokazati da je I(a) = Teos(an/2)’
0

1
zaa#1,—-1<a<3,ilI(1) =5

Uputstvo: Neka je g = e*'", gde je In grana Ln na Oy, ® = (2 —i)? f i

wo = an/2;

kakoje ® = (z+41i)2g, ¢ =agJ i @ :g(z+i)_2(%—2 (z—i—i)_l),
sledi Res(f,i) = ®'(i) = ia; ! el

sli¢cno se dobija Res(f, —i) = ®'(—i) = 2= L e3%0 i otuda S =
a1 €210 sin .

Alternativni postupak:
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Na osnovu formule (2.125) (preciznije (2.126)), tip 6, nalazi se I cos? ag

= —7Im S¥, i otuda, kako je Im S* = Im ®'(i) = cos (ag), dobija
se C. O

—
+ |5
28
[\v)
jsW
|
o

In? 2 16 73

1+xz+ a2 dz 81 /3

Uputstvo Proveriti a. i ¢. pomoc¢u smene z = J(t), a zatim b. pomoc¢u
formule (2.128), tip 7. Videti, takode, Primer c. (tip 9). a

7. Direktno izrac¢unati Ojlerov integral

Uputstvo: Integraliti funkciju f(z) =

400
e s
0] = dr = , 0<a<1.
2(a) / 1+ e sin (an) “

az

duz granice pravougaonika sa

14 ev®
temenima —R, R, R + 27i, —R + 2mi. a
+o0 Y
8. Dokazati / e~ cos (2bz) dx = ib )
R+1b
0
s
VT b , b>0. !
Uputstvo: , Integraliti  funkciju
f(z) =e™* po konturi na slici 2.26 -
+oo o} - R z
i koristiti P — / e gy = VT .
2 Slika 2.26:

O

0
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2.5 Mitag-Leflerova teorema

Definicija 2.15 Red meromorfnih funkcija naziva se konvergentan (resp. rav-
nomerno konvergentan) na skupu M ako samo konacno ¢lanova reda ima polove na
M i ako posle udaljavanja tih élanova red konvergira (resp. ravnomerno konvergira)
na skupu M.

Neka je {a,} niz razli¢itih kompleksnih brojeva takvih da a, — oo kada n —

+00. Za svako n > 1 neka su dati kompleksni brojevi AT, A3, ..., A7, ineka je
My An
Sn(z) = ——k
-3t

Teorema 2.40 (Mitag-Leflerova teorema) Postoji meromorfna funkcija f koja
ima polove u svim tackama a, i samo tim tackama, pri cemu glavni (singularni)
deo f u ay, je Sy.

Uputstvo: Bez gubitka op§tosti moze se pretpostaviti da je a,, # 0 i da su a, nu-
merisani u poretku neopadajué¢ih modula: |a,| < |ap+1| (n=1,2,...). Fiksirajmo
q, 0 < ¢ <1,ioznactimo K, = Uy |q,| 1 Bn = Ulq,-

S, se moze ravnomerno na K, pribliZiti polinomom P, stepena p, tako da je za

sve z € K,
1
[Sn = Pl < 57 (n=1,2,...).

Proveriti da red

f:h+§(sk—Pk)

ravnomerno konvergira na svakom kompaktu K iz C u smislu Definicije 2.15. O
Meromorfna funkcija f moZe se predstaviti u obliku reda

=1

koji ravnomerno konvergira na svakom kompaktu, gde je h cela funkcija, Sy glavni
deo i Py neki polinomi.

Veizba 2.5.1 Dokazati

Vezba 2.5.2 Dokazati

+ o0
1 1 1
t L / ( _>
e z Z z—kmw + km
k=—o00

U ovoj sumi’ oznacava da suma ne ukljucuje k = 0.



148 GLAVA 2. INTEGRACIJA I HOLOMORFNE FUNKCIJE

Vezba 2.5.3 a) Odrediti singularitete funkcije f(z) = 272 i izracunati rezidu-

me u njima.

b)Neka je r = r,, = (2n+ )7, i K,, pozitivno orijentisana kruznica poluprecnika r,,
sa sredistem u kordinatnom pocetku;

Dokazati [, [(z)dz tezi nuli kada n — oo.

¢) Izrac¢unati
oo
1
s = E —.
2
n
n=1

a) Kako je e* =1 ako i samo ako z = z,, = 2nmi, n € Z; zan # 0 f ima proste
—2 -2

eZ_

polove u tackama z,; neka je ¥U(z) = ﬁ = Ze—z; tada s, = Res(f;z,) =
2 -\ —2
U(z,) = (:2% i stoga
Res(fi 21) = o= . n#O
= M = = — n .
on on (27m)? 4dm2n?’

Zan =0, f ima pol treceg reda u tacki zy = 0; koristicemo razvoj f u Loran-ov

red da proverimo da je so = Res(f;0) = %; Neka je

O(z) = Pf(z) = ——.
() = 25f(5) =
Tada je

d(z) = (1+z/2+22/6+0(22))71 = 1—2/2—22/6+22/4+0(22) = lfz/2+22/12+0(22);

i stoga, kako je
1

= -2 = _3(b
J@) =272 =2770(2),
1 1
i =273 - 2 2 = -3 _ _ “e
sledi f(2) =277(1 —2/24 2°/12 4+ 0(27)) = 2 szt T

1
Dakle c_; = 12 = 5.
b) ponovimo r = r,, = (2n+ 1)7; neka je T,, = {|z| = r,}; proveriti da je |e* — 1| >

1—etzazeT,.
Neka je M, = maz{|zf(z)| : z € T,}. Proveriti, da M, — 0 i otuda iz Zordan
leme sledi b).

c)Na osnovu Kogijeve teoreme o rezidumima,

/Kn f(z)dz =2mi (k_z_:nsk - 1—12> .

Otuda, na osnovu b), dobija se prvo (2>"7_; si — %) — 0; i zatim, primenom a),

S
— [ — (-
P 472k2 12 '

i stoga s = 72/6.



GLAVA 3

Konformna 1 bilinearna
preslikavanja

3.1 Konformno preslikavanje
Konformno preslikavanje ¢uva uglove
Definicija 3.1 Funkcija (preslikavange) f je konformna u tacki z € C ako ima

izvod u toj tacki i ako je f'(z) # 0; f je konformna u oblasti 2 ako je 1 —1 na Q i
konformna u svakoj tacki oblasti ().

Teorema 3.1 Pretpostavimo da vazi:

(1) T'(s) = f'(2)7'(s), odnosno
(2) T'=ps.
Ako dodatno pretpostavimo:
(e) p # 0 i~ ima tangentu w tacki z = ~(s), tj. ¥ #0,

tada T ima tangentu v w = T'(s) = f(v(s)) i vazi (1).

149
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Neka je | = df u tacki z. Ponovimo, kako je f(z 4+ h) = f(z) + f'(2)h + o(h),
kada h — 0, to je I(h) = ph, gde je p = f'(z), h € T, i T, tangentni prostor u tacki
z; otuda (2) moZemo napisati u obliku

(3) T'=1(9).
Neka put vy ispunjava uslove (b), (c)i(e) prethodne teoreme. Specijalno, neka je
z = 7o(s), odnosno, neka putevi v i vy prolaze kroz fiksiranu tacku z. Uvedimo
slede¢u definiciju.

Definicija 3.2 Merni broj 0 orijentisanog ugla izmedu puteva v i vy je merni broj
orijentisanog ugla izmedu vektora v i ~y.

Pl

Wo

Slika 3.1: Konformno preslikavanje ¢uva uglove

Teorema 3.2 (Konformno preslikavanje ¢uva uglove, Konf &u) Pretpostavi-
mo da funkcija f, putevi v i Yo ispunjavaju gornje uslove i neka je
Iy = forvy. Tada je merni broj 6 orijentisanog ugla izmedu v i g jednak mernom
broju 6 orijentisanog ugla izmedu " 1 Iy, videti sliku 3.1.

Dokaz: Skicirajmo dokaz: Neka je I = df u tacki z. Ponovimo da je I[(h) = ph, gde
jep = f'(z), h € T, i T, tangentni prostor u tacki z. Neka je p = |p|e® zadato
u eksponencijalno-polarnoj formi. Na osnovu formule (3), kako je | kompozicija
homotetije sa koeficijentom |p| iyrotacije za ugao « (objasniti!), to ! ¢uva uglove. O

Preslikavanje f(z) = I

2% nije konformno u q
tacki 0. Svojstvo P
oCuvanja uglova ne 2a

vazi: ugao izmedu
polupravih sa pocetkom 0O z o
u 0 pri ovom pres-

likavanju je dva puta Slika 3.2: Preslikavanje koje ne ¢uva uglove
vedi, videti sliku 3.2.

e
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3.2 Bilinearna preslikavanja

3.2.1 Invarijantnost
Ako su a, b, ¢i d kompleksni brojevi takvi da je ad — be # 0, preslikavanje

az+b
cz+d

w=L(z)= (3.1)
nazivamo bilinearno (linearna frakciona transformacija). Pogodno je da razma-
tramo (3.1) kao preslikavanje C u C sa ociglednom konvencijom u co. Na primer,
—d/c se preslikava u 0o i oo se preslikava u a/c ako je ¢ # 0.

Jednostavno se proverava da bilinearno preslikavanje jednolisno preslikava C na
C. Staviée, svako bilinearno preslikavanje je kompozicija slede¢ih preslikavanja:
(a) Translacija T'(z) = T, (2) = z + w.
(b) Rotacija R(2) = Ra(2) = €'z, « € R (tj. Ru(2) = az, |a] = 1).
(c) Homotetija H(z) = sz, s > 0.
(d) Inverzija J(z) = 1/z.

Ako je ¢ = 0 u (3.1), tvrdenje je ocigledno. Ako je ¢ # 0, tvrdenje sledi iz
identiteta:

az+b a A bc — ad

E—— \ = . 3.2
cz+d c+cz+d’ c (3.2)

Jednostavno se proverava da prva tri tipa preslikavaju prave linije na prave
linije i kruznice na kruznice. Ovo nije tacno za inverziju. Ali, ako uslovno kruzni-
com na C nazovemo proizvoljnu kruznicu ili pravu na C, tada J ,éuva” kruznice na
C i otuda svako bilinearno preslikavanje ,éuva” kruznice u C. Dokaz je jednostavan.

_ Iz elementarne analiticke geometrije poznato je da je opSta jednacina kruznice
uC

EZ+Fz+Fz+G=0, (3.3)

gde su F i G realne konstante, F' kompleksan broj i |F|? > EG. Ako je E # 0 u
(3.3), ona definiSe kruZnicu, a ako je E = 0, definiSe pravu liniju. Iz pedagoskih
razloga dokazimo ovu ¢injenicu.

Kako je |z — a|*> = (z — a)(z —a) = |z|> — @z — aZ + |a|? jednacina kruZnice
|z — a| = r moZe se napisati u obliku |2|?> — @z — aZ + |a|*> — 7? = 0. U nameri da
ova jednacina obuhvata i prave linije mnoZi se sa realnom konstantom E. Otuda
se dobija opsta jednacina kruznice u C: E2Z+ Fz + Fz+ G =0, gde je za E # 0,
F=—-FaiG = E(|a]* — r?) realan broj.

U vezi jednacine (3.3), razlikujemo dva slucaja:
1. Ako je E # 0, tada je r? = (|F|?> — EG)/E? i otuda |F|?> > EG. U ovom slu¢aju
(3.3) je jednacina euklidske kruznice u C.



152 GLAVA 3. KONFORMNA I BILINEARNA PRESLIKAVANJA

2. Ako je E' = 0, jednacina (3.3) se svodi na (2, F) = —G/2; jednacinu prave linije
ortogonalne na vektor F'.
w(z) = J(z) = 1/z je slika z pri inverziji J akko
1

= = _, 4
z=Jw " (3.4)

Ako z zadovoljava (3.3), zamenom z i Z respektivno sa 1/w i 1/w, (3.3) se trans-
formise u B
E+ Fw+ Fw+ Guw = 0,

a ovo je jedna¢ina kruZznice.

Teorema 3.3 (Igruino svojstvo) Bilinearno preslikavanje preslikava kruznice iz
C na kruznice u C.

Definicija 3.3 (Simetri¢ne tacke) Tacke z i z* nazivaju se simetricnim u odnosu
na kruznicu K = K(20; R) ako pripadaju zraku (polupravoj) sa pocetkom u centru zq

kruznice K i ako je proizvod njihovih rastojanja do centra kruznice jednak kvadratu

poluprecnika; tj. ako je

(a) Arg (z* — z9) = Arg(z — 20) @

(b) |2* — 20||2 — 20| = R2.

Ako je 2* — zp = |2* — 20|e??, tada je, na osnovu (a), z — 2o = |z — zo|e®.
Dalje je, na osnovu (b),

R? ) R?
= — W=
|z — 20| |z — zole—%®
i otuda )
R
2 — 20 = . (3.5)
(z — 20)

Na slici 3.3 je data konstrukcija.
Ako z € Int(K), konstruiSe se nor-
mala na zrak zpz do preseka sa K
u tacki ¢, a iz ¢ tangenta na K do
preseka sa zrakom u tacki z*. Ako
z € Ext(K), konstrukcija se izvodi
u obrnutom poretku (dokaz sledi iz
slicnosti pravouglih trouglova zpz( i

20(z").

Koristeéi elementarnu geometriju do-

bija se sledece svojstvo koje karakterise
simetriéne tacke: Slika 3.3: Simetri¢ne tacke

Propozicija 3.1 (Geometrijske karakteristike simetri¢ne tacke) B
Tacke z i z* su simetriéne u odnosu na kruznicu K akko je svaka kruznica v u C
koja sadrzi z i z* ortogonalna na K.
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Dokaz: Neka su z i z* simetri¢ne
u odnosu na K i neka je  proizvoljna
kruznica koja sadrzi ove tacke. Neka je
¢ € v tacka takva da je prava odredena
tackama zo i ¢ tangenta kruZnice -~.
Na osnovu teoreme o potenciji tacke u
odnosu na kruznicu je |zo — ¢|? = |20 —
z||z0 —2z*| i otuda |20 — (| = R, tj. ( € K.
Dakle, tangenta zo( na 7 iz 2o je radijus
kruznice K, pa su kruZnice ortogonalne
(ako je ~ prava, tada v ,prolazi” kroz z Slika 3.4: Geom. karakteristike
i stoga je ortogonalna na K).

Suprotno, ako je proizvoljna kruZnica ~ koja sadrzi z i z* (i, specijalno, prava
zz*) ortogonalna na K, to tacke z i z* pripadaju zraku sa pocetkom u z( i proizvod
njihovih odstojanja do zy jednak je R?. Otuda su z i z* simetri¢ne tacke u odnosu
na K. O

Teorema 3.4 (Invarijantnost simetri¢nih taéaka, Inv sim t) Proizvoljno bi-
linerano preslikavanje L preslikava tacke z i z*, simetricne u odnosu na kruZnicu
K u C, u tacke w = L(2) i w* = L(z*), simetricne u odnosu na sliku K| = L(K)
te kruznice.

Dokaz: Neka je I' proizvoljna kruZnica koja sadrzi w i w*. Tada je na osnovu
kruznog svojstva v = L~1(T") kruznica koja sadr7i z i z* i stoga je ortogonalna na
K. Otuda, kako je L konformno, kruznica I' = L(7) je ortogonalna na K; = L(K),
pa su tacke w i w* simetri¢ne u odnosu na K.

Skicirajmo jo§ jedan dokaz Teoreme 3.4 bez pozivanja na Propoziciju 3.1. Oz-
nacimo sa S i S, respektivno, simetrije u odnosu na K i K1 = L(K). Ako je
z € K, tada je Sz = z i stoga Sy o Lo S(z) = Sy 0 L(2). Kako je sada L(z) € K;,
dobija se Sy o L(z) = L(z). Dakle, bilinearna preslikavanja S; o Lo.S (videti Vezbu
3.2.1) i L jednaka su na K i, otuda, na C. O

Vezba 3.2.1 Dokazati da je S1 0 Lo S bilinearno preslikavanje.

Vezba 3.2.2 Proveriti direktno da funkcija ¢ definisana sa
z—1
z+1

¥(2) =
preslikava H na U i da je (Z)* = ¢(z).

Vezba 3.2.3 Neka je bilinearno preslikavanje L definisano sa

b
w:L(z):%, ad —be # 0.

dw—b
(a) Dokazati da je w = L(z) akko z = o

a—cw
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(b) Koristeéi (a) pokazati da je L jednolisno preslikavanje C na C i
L(z) = dz—b
Ca—cz
Vezba 3.2.4 Neka su z1 i 2o dva razlicita kompleksna broja. Dokazati da je opsti
oblik bilinearnog preslikavanja L, koje preslikava z1 i zo respektivno u 0 i 0o, dat sa

z— Z1

L(z)=k

z— 29
gde je k € C.

Lema 3.1 (Jed bilin) Ako je L bilinearno preslikavanje za koje su tacke 0, co i
1 nepokretne, tada je L identiteta.

Dokaz: 1z uslova L(c0) = oo zaklju¢ujemo da je L cela linearna funkcija,

L(z) = Az+ B.

Ali, iz uslova L(0) = 0 dobija se B =10, aiz L(1) =1 da je A =1. Dakle, L(z) = z.
O

Teorema 3.5 Za bilo koje tri razlicite tacke z1, zo, z3 € C i tri razli¢ite tacke
wy, we, w3 postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje L takvo da je L(z) = wy,
k=1,2,3.

Dokaz: Konstrui§imo bilinearna preslikavanja L1 i Lo koja preslikavaju z1, 2o, 23 i
w1, wa, ws, respektivno, u tacke 0, co i 1.

(=Ii(n=—2.22

Z2—29 23—21

w—w; w3 — w2

w—wy W3 — Wy

Trazeno preslikavanje je L = Ly o Ly, tj. w = Ly " o Ly(2).
Dakle, Lo(w) = L1(2), tj.

Z— 21 23— 22 w—w; W3 — W2

Z— 29 23— 21 w — Way ’LU3*’LU1.

Dokazimo jedinost ovog preslikavanja. Neka je A bilinearno preslikavanje takvo
daje A(zr) = wi (k =1,2,3). Kako su tacke 0, co i 1 nepokretne tacke bilinearnog
preslikavanja B = Ly o Ao Lfl, na osnovu Leme 3.1 vazi B = F, gde E oznacava
identicko preslikavanje. Otuda, koristeéi zakone grupe, dobijamo A = L;l oLy, tj.
A=1L. a
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3.2.2 Bilinearni izomorfizmi i automorfizmi

Definicija A. [Definicija 6.5] Konformno 1 — 1 preslikavanje f oblasti ; na oblast
Q5 nazivamo konformni izomorfizam, a oblasti koje takvo preslikavanje dopustaju
su izomorfne ili konformno ekvivalentne. Izomorfizam oblasti na sebe naziva se
konformni automorfizam.

Ponovimo da sa U ozna¢avamo jediniéni krug, a sa H gornju poluravan.

Teorema 3.6 (Bilin izo H na U) Suvi bilinearni izomorfizmi gornje poluravni
H na jediniéni krug U zadaju se formulom:

> — @

w=1L(z)=e ) (3.6)

zZ—a
gde je a proizvoljna tacka w H, a 0 proizvoljan realan broj.

Dokaz: Ako je L izomorfizam H na U, tada postoji tactka a € H tako da je L(a) = 0.
Na osnovu Teoreme 3.4, kako je L(R) = T (proveriti!), tacka a, simetri¢na tacki a
u odnosu na realnu osu, preslikava se u tacku oo, simetri¢nu tacki 0 u odnosu na
kruznicu T, tj. L(a) = co. Tacke koje se preslikavaju u 0 i oo odreduju L do na
konstantni mnozitelj (v. Vezbu 3.2.4):

L(z)=k

(3.7)

z—a
Za realne tacke, z = z, vaZi |z —a| = |z —a| i otuda, s obzirom na to da je L(R) =T
, dobija se |k| = 1, tj. k = ¢, Dakle, L je zadato formulom (3.6). O

Propozicija 3.2 Preslikavanja zadata sa (3.6) preslikavaju H na U.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da preslikavanje A zadato sa

sz(z)zZ_C_l, ac H
z—a

preslikava H na U.
Neka je a = a+if3, § > 0. Kakoje A(z) = 1—(2i8)/(2—a), toje A = TyoHoRoJoT,
gde je T(z) = z — a translacija, J inverzija, R(z) = ze~*™/? rotacija, H(z) = 23z
homotetija i T1(z) = z + 1 translacija. Jednostavno se proverava da je T(H) =
—i 1 -1 1

I — Hyidaje J(H :B(—;—):B,RB :B(—;—):B,

{Imz > B} = Hp i da je J(Hp) 53 28 1, R(B1) 53 25 2
Skicirajmo jo§ dva dokaza Propozicije 3.2:

1. Akoje z € H, tadaje |z—al|* = (z—a)?’+ (y—B)?i|z—a|* = (r—a)?+ (y+5)>.

Kako je (y — )% < (y + B)?, to je |z —a|] < |z —a|]. Otuda je A(H) C U. Kako
je A(R) C 9U, na osnovu Teoreme 3.3 (kruzno svojstvo), dobija se A(R) = 9U i
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otuda A~1(9U) = R.

Iz A71(0) = a € H sadasledi A=}(U) C H. Otuda je A(H) =U. O
2. Drugi nacin:
r=Alw= 2" aw
1—w’

Kako je A jednolisno, dobija se
A(R) Cc U = A(H)NoU =1,

a kako je jos A(a) = 0, vazi:
A(H) CU;

AT'OU)=R= A" U)Cc H= A(H) =U.

zZ—aQa

Definicija 3.4 Za tacku a € U definisemo @q(z) = 5.
—az

Vezba 3.2.5 Neka je a € U fiksirana tacka. Tada @, jednolisno preslikava T na
T,U naU ia u0. Inverzno preslikavange preslikavanja v, je p_,.

Resenje: Na osnovu Vezbe 3.2.3 (b), je ¢, ! = ¢_,. Kako je za realno t

ezt_a elt_a

1 — aett

‘ =1 (3.8)

e~ —g

(z 1 Z imaju iste apsolutne vrednosti), ¢, preslikava T'u T'. Isto vaZi za ¢_,. Otuda
je wo(T) = T. Kako je ¢, 1—1,to je po(U)NT = 0 i kako je p,(0) = —a € U,
zaklju¢ujemo da je ¢, (U) C U. O

Veizba 3.2.6 Ako je L bilinearno preslikavanje takvo da su tacke 0 i oo nepokretne,
tada postoji konstanta \ € C takva da ja L(z) = Az.

Propozicija 3.3 Pretpostavimo da je L bilinearni automorfizam jediniénog diska
U (na sebe), a € U i L(a) = 0. Tada postoji konstanta A\, |\| =1, tako da je

L(z) = Xpa(2), zeU. (3.9)

Dokaz: Preslikavanje A = L o ¢p_, je bilinearni automorfizam jedini¢nog diska U i
A(0) = 0. Tacka oo simetri¢na tacki 0 u odnosu na jedini¢nu kruznicu 7', na osnovu
Teoreme 3.4, preslikava se u tacku co. Otuda (v. Vezbu 3.2.6) postoji A, || =1,
takvo da je

L(p_q(w)) =Aw (weU).
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Zamenom w = ¢,(z) u prethodnu jedna¢inu dobijamo tvrdenje.

Navedimo dokaz Propozicije 3.3 bez pozivanja na Vezbu 3.2.6 (¢, preslikava U
na U).
Tacka a* = 1/a, simetri¢na tacki a u odnosu na jedini¢nu kruznicu 7', na osnovu
Teoreme 3.4 (Inv sim t), preslikava se u tacku co. Otuda je (v. Vezbu 3.2.4)

z—a z—a
L(z)=k =\
(2) z—% 1—az’

gde su k i A neke konstante. Kako se tacka 1 preslikava u tacku na jedini¢noj
= =1 0

Teorema 3.7 (Bilin aut U) Svi bilinearni automorfizmi jedinicnog diska U zadaju
se formulom

w=L(z) = e, (2),

gde je a proizvoljna tacka jediniénog diska U, a 6 proizvoljan realan broj.

Definicija 3.5 Neka je ¢ homeomorfizam domena D na domen G i = o1,
KazZemo da su preslikavanja f : D — D i g : G — G konjugovana (pomocu cp) ako
je

g=pofop t=gpofoy,

. f=1ogop.

Slika 3.5:

Pogodno je da sa R oznacimo refleksiju u odnosu na realnu osu R; ponovimo
daje R(z) =z

Neka je B = B(xzo; p) disk, ¢ € R, ¢ konformno (jednolisno) preslikava B na
domen G, I = (zg — p,x0+p) 1 £ = p(I).

Preslikavanje S : G — G konjugovano sa refleksijom R (pomocu ) naziva se
simetrija u odnosu na £. Analogna definicija se primenjuje ako se umesto diska B
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razmatra domen D simetri¢an u odnosu na R.

Dakle, 5(z) = p(4:(2)).

Ponovimo da pozitivno orijentisanu kruznicu sa sredistem u tacki a poluprecnika
r oznafavamo sa 7,(a). Ako je a = 0 ili ako je jasno iz konteksta §ta je a, piSemo
jednostavno +,, odnosno v ako je r = 1.

K, = K,(a) oznacava granicu diska B, = B(r;a).

Specijalno, koristimo oznake U = By, T' = K;.

w—1
Preslikavanje z = o(w) = ot preslikava gornju poluravan H na jedini¢ni
w+1i

disk U. Inverzno preslikavanje je

W)= ) =i
Kako je .
06 =i = u(1/2),

dobijamo da je simetrija S u odnosu na jedini¢nu kruznicu 7T zadata sa

2 =852 =p((2)) = p(v(1/2) = 1/z.

Linearno preslikavanje ( = Az = zg + Rz preslikava jedini¢ni disk U na disk
D = B(zp;R). Kako je z = A7'( = (¢ — 2z)/R, simetrija S u odnosu na K =

KT‘(ZO) je: )
SC= A((A'¢)") = A(R/C—20) = =0 + ZR_ |

— 2p

Dakle, simetrija S je antikonformno preslikavanje i kruznica K je ,nepokretna”
pri ovom preslikavanju. Koristeéi formule ,konjugovanja”, simetriju izrazavamo po-
mocu refleksije. a

U drugom delu kursa dokazujemo:

Teorema 3.8 (Reflleksije, Lema Princip Simetrije) Neka je funkcija f ana-
liticka na domenu D, koji je simetriéan u odnosu na x osu (i stoga sadrzi interval
I CR). Ako je f(x) realno za x € I, tada je

f(2) = f(2).
Dokaz: Funkcija h(z) = f(z) — f(2) je analiticka na D i nula na I. Otuda, na
osnovu Teoreme Jedinosti (Teorema 2.19), vidimo da je h = 0 na D. g

Vezba 3.2.7 Formulisati i dokazati princip refleksije za domene simetriéne u odnosu
na kruzni luk.

Teorema o invarijantnosti simetri¢nih tacaka za bilinearna preslikavanja sledi iz
principa refleksije. Primenom Svarcove leme, mozemo dokazati:

Ako je A konformni automorfizam diska U i A(0) = 0, tada je A rotacija, tj.
(30 € R)(A(z) = €¥2).
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Vezba 3.2.8 Nekaje V ={z:|z| <1,]z—1/4|>1/4} i Vg ={w: R < |w| < 1}.
Odrediti bilinearno preslikavanje A domena V na prsten Vg.
Resenje: Ako su z i z* tatke simetri¢ne u odnosuna T'i K = {z: |z — 1/4| = 1/4},

1
—————. Otudaje 22 —4z+1 = 0, tj. =2£V3.
=14y O T =00 s =2

Nekajez1 =2—V3 i20=2+31i

1
tadaje z* =1/ziz2" = Z—'_

A=\ 2

zZ— Z2

3.3 Funkcija Zukovskog

Definicija 3.6 Racionalna funkcija

1 1
w=Z7Z(z) = 5(24——) (3.10)
naziva se funkcija Zukovskog.

Resavajuci po z jednacinu (3.10) dobija se 22 2wz +1=0,tj. z=w+Vw? — 1.
Dakle, inverzna funkcija funkcije Zukovskog je viseznacna funkcija v definisana sa

Y(w) =w+ Vw? — 1.

Zamenom z = pe'? i w = u + iv, predstavimo (3.10) u obliku

u= %(p—i—%) cos ), v= %(p—%) sin 6. (3.11)

Otuda, pozitivno orijentisane kruznice K, (r > 0 fiksirano, 7 # 1): z = re®t,
0 <t < 27, preslikavaju se na elipse E,
1

1 1 1
w:—(r+—>cost+i —(r——)sint, 0<t< 2,
2 r 2 r

1 1 1 1

sa poluosama a = 3 (r + —) ib= 5‘ r— —’. Elipse E, su pozitivno orijentisane
r r

ako je r > 1, a negativno orijentisane ako je 0 < r < 1.

Jedini¢na kruznica K = K; se preslikava na [—1, 1] i to tako §to se orijentisana
polukruznica CT : z = €%, 0 < # < 7 preslikava na orijentisani segment [1, —1],
a orijentisana polukruznica C~ : z = €, 7 < § < 27 preslikava na orijentisani
segment [—1,1].

Poluprave I, : 2z = pe!®, 0 < p < +o0, (« fiksirano) preslikavaju se na delove
hiperbole, H, :

1 1 1 1y .
uz—(p—&-—)cosa, v:—(p——) sin v, 0 < p < +o0. (3.12)
2 p 2 p
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~
=y

Slika 3.6: Funkcija Zukovskog

Krive H, i H_, imaju iste tragove (slike), ali su suprotno orijentisane:

H_,=H.

Ako je o # kn/2, k € Z, eliminacijom parametra p iz (3.12) dobijamo

u? v?

=1

ofa wla , (3.13)
tj. jednadinu hiperbole sa ZiZama u tackama 11 —1 i asimptotama v = t+tgau. Ako
je0 < a<m/2, H, je desna, a H,_, leva grana hiperbole (3.13).
Ponovimo da sa v* oznacavamo trag puta .

Napomena: Krive H, i H_,, imaju iste slike (tragove), ali su suprotno orijen-
tisane, tj. H_, = H. Ako zamenimo o = 0 u (3.12), dobija se

1 1
uz—(p—l——), v =0, 0<p< o0,
2 p

odakle zaklju¢ujemo da se pozitivni deo realne ose preslikava na

Hy={u:1<u<+oc0},

i to tako 8to se orijentisani poluinterval (0, 1] preslikava na orijentisani poluinterval
(400, 1], a orijentisani poluinterval [1,4+00) na sebe.

Zamenom o = 7/2 i a = —m/2 u (3.12) dobija se da se I/, (pozitivan deo
imaginarne ose) preslikava na imaginarnu osu ,,u smeru od —ooi ka +00i”, dok se
negativni deo imaginarne ose, I_, o (tj. orijentisan interval (0, —ooi)) preslikava na
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imaginarnu osu u suprotnom smeru.
i T , _ . o
Kada o — 04 (respektivno, a — 5 —), hiperbole H,, ,teze” (tj. degenerisu

se) u polupravu [1,+00) (respektivno, u imaginarnu osu).

Veizba 3.3.1 Funkcijom Zukovskog preslikati oblasti:
(a) Q={z=a+1iy:x,y >0}
(b) H={z:Imz > 0}.

Resenje: Kako je

= U .

0<a<m/2
dobija se
r@= U =
0<a<m/2
f(Q) ={w:Rew > 0}\[1, +00).
Otuda je f(H) = C\((—o0, —1] U [1, +00)). O

Za vige detalja u vezi sa vezbama koje slede videti sekcije 5.2, 5.3 1 5.4.

Vezba 3.3.2 Proveriti da je inverzna funkcija funkcije Zukovskog dvoznacéna funkcija
Y data sa

Y(w) =w+ Vw? — 1.
Vezba 3.3.3 Dokazati da tg preslikava oblast D = {z : —w/4 < Rez < w/4} na
jedinicni krug U, slika 3.7.
1—
Uputstvo: Neka je A(¢) = il +<
Aoeo Ry, Roz = 2iz. O

i sa e oznac¢imo eksponencijalnu funkciju; tg =

Veizba 3.3.4 Dokazati da sin preslikava oblast D = {z : —7/2 < x < w/2,y > 0}
na gornju poluravan H, slika 3.8.

Uputstvo: Rz = iz, B¢ = —i( isin = Zo Ry oeo R, gde Z oznacava funkciju
Zukovskog. a

—_a\? 2
Vezba 3.3.5 Preslikati elipsu (ili pogodne delove elipse) <:c2aa) + (%) =1 sa
f(z) =2

z z
——— 1 F(2) =,/ ——————. Dokazati d
(2_1)(2_2)2 (2) CEEE) okazati da
u oblasti A = {1 < |z| < 2} postoji regularna grana funkcije F, a da ne postoji u
oblasti E = {|z| > 2}.

Vezba 3.3.6 Neka je R =
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A

A
=y
~
Y

Slika 3.7: Tangens

Uputstvo: Pretpostavimo da je f regularna grana funkcije F' u F i neka je
7 = 7, pozitivno orijentisana kruznica polupre¢nika r > 2. Tada je f2 = Ru E

i na osnovu Principa Argumenta, 2—A7ArgR =n—-—p=1-2= —1. Kako je
7r

1 1
2—AA,A1rgf2 =2—A Arg f = 2Indr0 = 2k, gde je I' = f o, sledi —1 = 2k;
T 71'
kontradikcija. Za strog dokaz videti sekcije 5.2 i 5.3. a

yﬂ

\e]=]

(S]]
=V

N 4

Slika 3.8: Sinus



GLAVA 4

Dodatak A

4.1 Eksponencijalna funkcija

U sekcijama glave 1 formalno je izvedena Ojlerova formula i uvedena kompleksna
eksponencijalna funkcija. U ovoj sekciji eksponencijalna funkcija ima glavnu ulogu;
npr. daje se jednostavan dokaz adicione formule za eksponencijalnu funkciju. Moze
se pokazati da se trigonometrijske funkcije, logaritam i argument mogu definisati
pomocu eksponencijalne i izvesti njihova svojstva, itd. (videti [Ma 3]).

Interesantno je objasniti zagto ovaj pristup daje jednostavne dokaze u porede-
nju sa dokazima iz geometrije i npr. uporediti pristup u sekcijama glave 1 sa razma-
tranjima u ovoj sekciji, koja se baziraju na uvodenju kompleksne eksponencijalne
funkcije i u vezi sa tim razmotriti znacaj Ojlerove formule.

Ponovimo da se za kompleksni broj z definige

+o0 ps
exp(z) = » — (4.1)
n=0
MnoZenjem stepenih redova dobijamo osnovnu adicionu formulu
e el = et (4.2)

koja vazi za svaka dva kompleksna broja a i b.
Dacemo jo§ jedan interesantan dokaz adicione formule (4.2) na sledeéi nacin.
Nadimo analiticku funkciju koja je jednaka svom izvodu. Neka je

= (z-af
U(z) =TU(z;a) = Z Ch (4.3)
k=0

neki element te funkcije, gde niz ¢;, = ck(a) zavisi od tacke a. Po uslovu red

Ic

ch Z_a ch+1 Z_a (44)

163
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jednak je redu (4.3). Za to je neophodno i dovoljno da je cx+1 = ¢k, za k =
0,1, 2,...,tj. da su svi koeficijenti jednaki nekom broju ¢ = ¢(a). Otuda je

L N (z-a)f
U(zia)=c ) o (4.5)
k=0 ’

Kako je ovaj red konvergentan, on definise celu transcendentnu funkciju.
Izaberimo mnozitelj ¢(0) = 1, tako da je element, koji odgovara tacki a = 0,

oblika

22 28

z

Lttty (4.6)
Dakle, posle normalizacije ¢(0) = 1, funkcija ¥(z) je zadata redom 4.6. Tako
definisanu funkciju ozna¢imo sa exp(z) ili e®. Svakoj tacki a, po formuli (4.5),

odgovara neko ¢ koje zavisi od a. To znaci da se ¢ moze odrediti iz

= (z —a)*
exp(2) = cla) Y B (4.7)
k=0
koji moZemo napisati u obliku exp(z) = c(a) exp(z — a) i otuda exp(z + a) =
c(a) exp(z). Kako je exp(0) = 1, zamenom z = 0 u prethodnoj relaciji, nalazimo
c(a) = exp(a).
Dakle, funkcija exp(z) zadovoljava
exp(z +a) =exp a exp z. (4.8)

Adiciona formula se moZe dokazati i pomocu slede¢ih vezbanja.

Vezba 4.1.1 Neka je h(z) = e* e *. Dokazati da je h'(z) = 0, i otuda izvesti
adicionu formulu.

Vezba 4.1.2 Objasniti formulu (4.7) pomoéu Tejlorove formule i na osnovu toga
dokazati adicionu formulu.

RESENJE: Kako je n-ti izvod exp-funkcije u tacki a jednak exp(a), na osnovu
Tejlorovog razvoja exp-funkcije oko tacke a, sledi

+
8

(z—a)*

exp(z) = exp(a) L

=~
I
=

i otuda exp(z) = exp(a) exp(z — a).
Citalac bez veéih teskoéa moze dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 4.1 Za eksponencijalnu funkciju vaZe sledeéa osnovna svojstva:

(a) e® # 0,
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(0) (€)' = ¢,

(¢) restrikcija exp na realnu osu je rastuéa funkcija, e* — +o0o, r — 4o00;
e — 0, x — —o0.

1
(d) € - ez’
(e) exp(z) = exp 2z
(f) za realno t left| =1
(9) |e”] = e”.

Dokaz: Kako je e*e™* = ¢” = 1 slede (a) i (d). Diferenciranjem stepenog reda
zaklju¢ujemo da vazi (b). Koristeéi (4.1), zaklju¢ujemo da je exp monotono rastuca
na pozitivnom delu realne ose i da je e* — +o00, © — +00. Drugi deo tvrdenja (c)
je posledica jednakosti ePe™® = 1.

Konjugovanjem stepenog reda eksponencijalne funkcije (preciznije, konjugovanjem

ok
njegove parcijalne sume) dobijamo (e). Detaljnije: Neka je S,(z) = Z % Iz
k=0

definicije eksponencijalne funkcije sledi S,,(2) — €* i S,(Z) — €7, kada n — +oo0.
Otuda S,(z) — €7 i kako je S,(z) = Sp(Z) (kona¢ne sume), dobija se (e). Na
osnovu (e) dobija se

]2 = et eit = et e =0 = 1. (4.9)
Kako je modul nenegativan iz (4.9) sledi (f). Na osnovu (e), sledi
2 = e*eF = e* 7 = 27 (4.10)

le

a otuda i (g). Primetimo da umesto (4.10) moZemo primeniti adicione formule, tj.
e = e” e", da bismo dokazali (g). a

Vezba 4.1.3 Dokazati na osnovu (4.1), da je
(a) e —1=h+o(h), kada h — 0
(b) Primenjujuéi adicionu formulu i (a) dokazati da je (e*) = e*.

4.1.1 Osnovna uloga exp

U ovoj sekciji ¢emo definisati trigonometrijske funkcije pomocu eksponencijalne i u
narednih nekoliko tacaka da¢emo skicu nekih osnovnih osobina ovih funkcija.

(1) Za t € R, funkcije cos t i sin ¢ definisemo, respektivno, kao realni i imagi-
narni deo kompleksnog broja e®, tj. pomoéu formule

e =cost+isint, t€R. (4.11)
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(2) Ako diferenciramo obe strane formule (4.11) (koja je ekvivalentna Ojle-
rovom indentitetu) dobijamo

Dcost+iDsint = ie" = —sin t +icos t, (4.12)
otuda, izdvajajuéi realni i imaginarni deo, sledi
Dcost = —sint, Dsint = cost. (4.13)

(3) (Definicija broja ) Iz formule (4.11) sledi

+oo 2n
cost = Z(q)"(;n)! (4.14)
n=0

i otuda cos 2 < —1/3 (Dokazati!). Kako je cos 0 = 1 i kako je funkcija f(¢) = cos ¢
neprekidna na R, to postoji najmanji pozitivan broj ¢y takav da je cos tg = 0.
Definisimo
T = 2¢. (4.15)

Koristedi osobine broja 7 ¢italac moze bez teskoca dokazati tacke (4) i (5).

(4) (a) eiTr/Q _ i, elim — Z‘2 _ 71, eQﬂ'i _ (71)2 _ 1,

(b) €2™" = 1, za svaki ceo broj n.

Iz (a) i Adicione teoreme za exp sledi

(5) ez+27ri = e* 627”' = e*.

(6) Funkciju cis definiSemo sa cist = e, t € R. Koristec¢i osobine funkcija cos ¢
i sin ¢t moZe se dokazati da funkcija cis preslikava R na jedini¢nu kruznicu T' = {w :
|w| = 1} i otuda izvesti Lema o polarnoj formi (LPF, polarni oblik kompleksnog
broja) i Teorema o jedinstvenosti polarne forme (TunPF). Ovi rezultati imaju vaznu
ulogu u kompleksnoj analizi i njihovi dokazi baziraju se na slede¢oj propoziciji:

Propozicija 4.1 (a) Preslikavanje cis : R — T je ,na”.
(b) Preslikavanje f = cis|(_x ] je uzajamno jednoznacno preslikavanje intervala
(=, 7| na krugnicu T.

Dokaz: (a) Neka je w = u +iv € T, tj. neka je u? + v?> = 1. Razlikova¢emo tri
slucaja:
(1) u > 0, v > 0: Kako je 0 < u < 1, to na osnovu osobina funkcije cos postoji
jedinstveno ¢ € [0, 5] tako da je u = cos t. Kako je, sada, sint > 0, t € [0, 5],
i kako je sin?t = 1 — cos?t = 1 — u? = v?, zakljut¢ujemo da je v = sin t. Dakle,
w = cist, t € [0, 5.
(2) v <0, v > 0: Tada, je —iw = —i(u+iv) =v+i(—u)iv >0, —u > 0. Na
osnovu slucaja (1) postoji t; € [0, 5], tako da —iw = cist;. Dakle, w = icist; =
cis (t1 + §) = cist, t € [§, 7.
(3) v < 0: Tada, je —w = —(u+ iv) = —u+i(—v) i —v > 0. Na osnovu slucajeva
(1) i (2) postoji te € (0, ), tako da —w = ciste. Dakle, w = —ciste = cis (ta—7) =
cist, t € (—m,0).

(b) Tvrdenje sledi na osnovu paZzljive analize dokaza slucaja (a). O
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4.1.2 ExpiLog

Lema 4.1 (Eksponencijalna-logaritamska forma, ExpLogF) Svako z € C*
moZe se predstaviti u obliku
z=emlFY e Arg s, (4.16)
Dokaz: Na osnovu tacke (6) (videti podsekciju 4.1.1) svako z € C* moze se pred-
staviti u obliku z = re, r > 0, ¢ € Argz. Podvucimo da prethodna relacija
predstavlja Lemu o polarnoj formi (LPF). Otuda, kako je r = " sledi, prvo,

z = el e i stoga, na osnovu Adicione teoreme za eksponencijalnu funkciju, do-
bija se (4.16). ad

Lema 4.2 (Jednakost eksponencijalnih formi) Dokazati da vaZi:
(a) e#=1 akko z2=2kmi, k€l
(b) e =e* akko 21 — 29 = 2kmi, k € Z.

Dokaz: Neka je
e = 1. (4.17)

Kako je e* = e® e%, otuda, prvo, dobijamo e* = 1 i stoga x = 0. Sada, zamenom
x = 0 u jednagini (4.17) nalazimo

e =1 (4.18)
i otuda sledi, prvo,
cosy = 1, (4.19)
a zatim
y = 2km, keZ. (4.20)

Dakle, z = 2kmi, k € Z. S obrzirom na (4b) ovo su sva reSenja jednacine (4.17) i
otuda sledi (a).

MnozZenjem jednacdine e*@ = e*2 sa e~ *2, ona postaje ekvivalentna jednacini
e*17*2 = 1. Sada (b) sledi iz (a). a

Sledece dve leme i dalja svojstva eksponencijalne funkcije navedeni su i u Glavi

Lema 4.3 (Log) Neka je z € C*. Tada je
ev' =z (4.21)

akko
w=In|z| +ip, p € Arg z. (4.22)
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Dokaz: Koristeci oznaku w = u + iv i (exp), (4.21) mozemo napisati u obliku

Otuda, s obzirom na Lemu 1.5 (EPF), (4.21) je ekvivalentno sa
€' =lz|iveArgz. (4.23)

Na osnovu realne analize, e* = |z| akko u = In|z| i, otuda, ako je z = 0,
jednac¢ina (4.21) nema reSenje, a ako z € C*, jednafina (4.21) ima beskonacno
mnogo reSenja datih sa (4.22). Skup ovih resenja oznacimo sa Ln z.

Dakle,

Inz={{w | e =z} ={ln|z|+ip | ¢ € Argz}.

Lema 4.1 je takode neposredna posledica Leme Log.
Iz Leme 4.2 sledi

Posledica 4.1 (jednolisnost) Neka je o € R. Exp je 1-1 na II,.
Propozicija 4.2 Neka je a € R. exp preslikava I, na oblasti O,,.

Dokaz: Na osnovu Leme 1.5 (EPF), ¥ = e“e™ € A, akko v = a + 2km; otuda
exp(Il,) € O,. Na osnovu Leme 4.1, svako z € O, moze se predstaviti u obliku
z==eY gdejew =1Inr+ip, ¢ € Jy, tj. w € Il,. U glavi 1, dat je jo§ jedan
dokaz Propozicije 4.2, koji se moze pratititi pomocéu odgovarajué¢ih geometrijskih
slika. Dokaz se bazira na slede¢oj propoziciji. a

Propozicija 4.3 Neka je v € R. exp preslikava L, na poluprave A, .

Dokaz: Jasno je da w € L, ako i samo ako w = x + iy, € R. Otuda, na osnovu
et = e%e", sledi prvo da exp preslikava L., na {e"e¢"” : x € R} i stoga, s obzirom
na to da exp preslikava R na Ag = (0, +00), sledi da exp preslikava L, na poluprave
A a

=~

Propozicija 4.4 Ne postoje grane argumenta, logaritma i n—tog korena na C*.

Uputstvo: Videti Propoziciju 1.21; Pretpostavimo suprotno, postoji grana argu-
menta ¢ na C* i neka je arg grana argumenta na Oy = C*\ Ag, gde je Ay = (0, +00).

p(z) —arg z

Funkcija k definisana sa k(z) = je neprekidna i celobrojna na Oy.

Otuda postoji kg tako da k(z) = ko za z € Oy, 1 stoga ¢(z) = arg z + 2kom za
z € Oy. Dakle, ¢ je prekidna na Ayg.

Pretpostavimo suprotno, postoji grana n—tog korena f na C* i neka je fy glavna
grana n—tog korena na Og. Tada postoji k € Z takvo da je % = ¢ na Oy, gde je

2wik

¢, = e n . Dakle, f je prekidna na Ag (videti takode sekciju 5.2). O
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4.2 Diferencijabilnost

4.2.1 Diferencijal i geometrijska interpretacija*

Ponovimo: Neka je f : Q — f(Q) Cl-difeomorfizam i zg € Q (dovoljno je pret-
postaviti da je f R-diferencijabilno u tacki zg € Q); 1 z = x + iy koordinata na € i
w = u + v koordinata na f(Q); tj. w =wu+iv = f(z). Tada

du = ugdx + uydy, dv = vpdx + vydy, [z = ug + vy, fyy = uy + ivy (4.24)

i otuda
dw =df = f,dz + fzdz, (4.25)

gde o fo = 3 (fo —ify). fo= 3 (fo i)

Neka je wg = f(20). Pogodno je da koristimo notacijup = f., g = fz, A = df(z0)
i h=pe? €T,. Tada A(h) = ph + qh, t.j. A(pe’?) = (pe'? + qe™¥)p.

KaZemo da R-linearna funkcija ¢uva orijenaciju ako ,¢uva’ pravac obilaska
vrhova trouglova.

Neka je f R-diferencijabilno (u literaturi se ponekad pretpostavlja da je f jed-
nolisno) preslikavanje na oblasti 2. KaZemo da f ¢uva orijentaciju ako df ¢uva
orijentaciju u svakoj tacki oblasti 2.

Vezba 4.2.1 Neka je preslikavanje A definisano sa A(z) = az + bzZ.

1. ako je |a| # |b|, preslikavangje A je jednolisno; preslikava prave na prave, paralelne
prave na paralelne prave, a kvadrate na pravougaonike.

Dokazati da preslikavanje A preslikava

2. krugove na elipse ako je |a| # |b|.

3. ako je |a| > |b|, pozitivno orijentisane krugove K, poluprecnka r sa sredistem
u koordinatnom pocetku na pozitivno orijentisane elipse E, sa velikom poluosom
duzine L, = ar i malom poluosom duzine 1, = pr, gde je « = (|la| + |b]) i 8 =

(laf = 11)-
Uputstvo za 2 i 3: Neka je a = |ale’®, b = |ble?® i z = pe’?. Tada je A(z) =

lale?® pet® +|blet? pe= i = (|a|e’(@t®) 1 |b|etF~¥)) p. Neka jey = a—;— iy =2 ; ﬁ.
Otuda je A(z) = (|ale’0+®) 4 |ble=t(0F%)) pet7, Neka je u+iv = Ag(z) = (Jale’? +
|ble~*)p. Otuda je u = (|a] + |b])pcosp i v = (|a] — |b])psin ¢ (za fiksirano p ovo
su parametarske jednacine elipse). Preslikavanje A je kompozicija dve rotacije i Ag.
Preslikavanje Ay preslikava pozitivno orijentisane krugove na pozitivno orijentisane
elipse ako je |a| > |b| i otuda sledi 3. a

*Pretpostavimo da je f R-diferencijabilno u tacki zg i da ¢uva orijentaciju, tj.
lp| > lal-

Otuda je A = df (z) je linearno preslikavanje, i na osnovu Vezbe 4.2.1 preslikava
krug D, na oblast ogranic¢enu elipsom E,. sa velikom osom duZine L, = (|p| + |g|)r
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i malom osom duZine 1. = (|p| — |q|)r. Definisimo a = (|p| + |q|) i 8 = (|p| — |q|)-
Povrsina kruga D,. je 772, a povr§ina A(D,.) je maBr?, tako da je jakobijan

i otuda J¢(20) = a3 = |p|? — |q|*.

*Ponovimo da je pogodno da koristimo notaciju A = df(29), h = pe'¥ € T.,.
Tada A(h) = ph + qh, tj. A(pe’?) = (pe'? + qe™ %) p. Maksimum izraza |pe’® +
ge~*| (u odnosu na ¢) dostiZe se kada je

qe _“0 _ 9 20 (4.26)
per? p

pozitivno, minimum kad je negativno. Uvedimo kompleksnu dilataciju

q
W= = 4.27
= (4.27)
idp = |pgl.
. argp . . . T
Maksimum odgovara pravcu ¢ = o = i minimum odgovara pravcu a + 5
Pravac velike ose je 8 = ﬁzy, gde je
2= ()
vi===(—) py. (4.28)
= \pl)

Veli¢ina vy naziva se druga kompleksna dilatacija. Primetimo da je §—«a = arg p.*

Veizba 4.2.2 Da li je formula J; = |fz|2 — \f;\Q saglasna sa definicijom jakobijana
u Analizi 2:

Uy Uy
Uy Uy

Uputstvo: Proveriti da je J; = —Re(if, fr) = Im fo f, = usvy, —vzu,. Geometrijska
interpretacija pomoc¢u povrsine parelograma definisanog vektorima a = f,(zq) i
b= fy(z0) data je u Vezbi 4.2.3. O

Vezba 4.2.3 Proveriti ako su z i w kompleksni brojevi (vektori) tada je (z,w) =
Re(zw); povrsina parelograma definisanog vektorima z i w je + vrednost izraza
(iz,w) = Re(izw0) = —Im 2w = zv — yu.

Oznacimo a = fy(z0) @ b= fy(20); povrsina paralelograma definisanog vektorima a
i b je £ vrednost izraza Jp = uzvy — vgUy.

Vezba 4.2.4 * Neka je f difeomorfizam u okolini U tacke zy. Tada f ¢uva ori-
jentaciju w U akko Jy(z9) > 0.
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4.2.2 Geometrijska interpretacija*

Diferencijal R-diferencijabilnog preslikavanja i, respektivno C-diferencijabilnog u
tacki z je oblika
df = 0fdz+ ofdz, df = f'(2)dz. (4.29)

Kako je Jakobijan preslikavanja definisan pomocu njegovog diferencijala, dobija se
J(2) = 0fP = 10f1%, Jr = |f'(2)]*. (4.30)

Pretpostavimo da je f R-diferencijabilno u okolini U tacke z i da je z nesingularna
tacka f (tj. J¢(z) # 0). Ako dodatno pretpostavimo da je f nesingularno u U, na
osnovu teoreme o implicitnoj funkciji iz realne analize, otuda sledi da je f lokalni
homeomorfizam, tj. postoji okolina V tacke z, koju f uzajamno jednoznacno i
uzajamno neprekidno preslikava na okolinu f(z).

Jasno je, na osnovu formule (4.30), da u opstem slucaju jakobijan Jy ima proizvoljan
znak, tj. f moze kako Cuvati, tako i menjati orijentaciju. Za C-diferencijabilna
preslikavanja singularne tacke se poklapaju sa tackama u kojima je izvod 0, a u
nesingularnim tatkama preslikavanje ¢uva orijentaciju: J; = |f/(2)[* > 0.

Definicija 4.1 R-diferencijabilno u tacki z preslikavanje f naziva se konformnim
ako je z mesingularna tacka f (tj. Jg(z) # 0) i ako je diferencijal | = df(z)
kompozicija rotacije i homotetije.

Propozicija 4.5 Dokazati da je f konformno u tacki z ako i samo ako postoji

f'(2) #0.

Dokaz: Jasno je da je uslov dovoljan.

Dokaz da je uslov neophodan.

Oznagimo sa [ = df diferencijal preslikavanja f u tacki z. Ponovimo da je tada

I(h) = Ofh + dfh. Diferencijal I preslikava vektore h =11 h =i u (1) = df(1) =

Of + 0f i 1(i) = df(i) = i(0f — Of), respektivno. Iz konformnosti sledi da se

df (i) takode dobija iz df (1) rotacijom za prav ugao u smeru suprotnom od kretanja

kazaljki na ¢asovniku; dakle, (i) = il(1) i otuda Of(z) = 0. ]
Preslikavanje f je konformno u oblasti €2 ako i samo ako je konformno u svakoj

tacki oblasti €2

Otuda, na osnovu Propozicije 4.5, sledi

Propozicija 4.6 Preslikavanje f je konformno u oblasti 2 ako i samo ako je
1. f holomorfno u Q)
2. f'(2) £ 0 za svako z € Q

Podvucimo da se u definiciji konformnog preslikavanja u oblasti {2 ne zahteva da
je preslikavanje jednolisno (1 — 1) na oblasti . Tako je npr. exp konformno
preslikavanje na C.



172 GLAVA 4. DODATAK A

4.3 Konformno preslikavanje ¢uva uglove*

Definicija ugla

U literaturi se Cesto pojavljuju nepreciznosti u vezi sa definicijom ugla, mernog
broja ugla i formula za argument proizvoda kompleksnih brojeva. U ovom poglavlju
¢emo skicirati precizne dokaze teoreme da konformno preslikavanje ¢uva uglove i
ukazati na neke nepreciznosti u literaturi.

Neka put v ima izvod u ¢y. Tada je v(t) = v(to) + v (to)(t — to) + o(t — o),
t — t9. Ako je dodatno k = +/(tg) # 0 prava z = y(tg) + k(t — to), t € R naziva se
tangenta puta «y u tacki zo = y(to).

Vezba 4.3.1 Neka je put v definisan sa y(t) = t> +i|t|>, t € R. Da li put v ima
tangentu u tacki 09

Definicija 4.2 Ako a,b € C* i a = |a|e’®, tada postoji jedinstveno 3 € [a, o + 27)
tako da je b = |ble’’. Ugao Za0b (kratko a0b) definisemo sa aOb = {pcisp : p >
0, < ¢ < B} i merni broj a0b ugla a0b sa v = 8 — . Ako sa arg oznacimo granu
argumenta sa vrednostima u [0, 27), tada je v = arg(ba).

Dva ugla nazivamo susednim ako imaju isto teme i jedan zajednicki krak, a nalaze
se sa raznih strana tog kraka. Ako imamo dva susedna konveksna ugla, njihov zbir
definisemo kao uniju. Sabiranjem dva proizvoljna ugla, ako smo prethodno osencili
njihove oblasti, moZe se pojaviti deo koji je dvostruko osencen.

Za sabiranje mernih brojeva uglova vazi Salova formula

a0b + b0c = a0c (mod 27). (4.31)

Dokaz Salove formule: Ako su a,b,c € C* i a = |ale’ postoje jedinstveni

B € [a,a+2m) iy €[B, 0+ 2r) tako da je b = |ble” i ¢ = |c|e?””. Tada, na osnovu
definicije 4.2,

alb+b0c=B—a+vy—B=7v—c. (4.32)

Medutim, postoji jedinstveno 7o € [, 4 27) tako da je ¢ = [c[e"° i o —a = alc.
Kako je ¢ = |c|]e" = |c|e°, sledi v — vo = 2kn, gde je k = 0,1. Otuda, na osnovu
relacije (4.32), dobijamo

a0b + b0c = v — a = alc + 2k, (4.33)

gde je k =0,1. Iz relacije (4.33) vazi (4.31). O
Ako za merni broj orijentisanog ugla a0b uzmemo izraz v+ 2k, k € 7Z, ili preciznije,
odgovarajucu klasu ekvivalencije {4+ 2k : k € Z} (videti sledec¢u definiciju), onda
Salovu formulu mozemo pisati u obliku

a0b + b0c = alc.
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Primer 21 Neka je a = €'“. Prema definiciji 4.2, kada o — 27, a < 2w, merni
broj ugla Z10a teZi ka 2w. Medutim, tada a — 1, a merni broj ugla £101 je 0.
Drugim re¢ima, funkcija arg je prekidna na RT.

Prethodno razmatranje nas motivise da uvedemo slede¢u definiciju.

Definicija 4.3 Neka su a,b € C*. Mera (merni broj) orijentisanog ugla a0b
definige se i kao visSeznacna funkcija (do na 2km, k € Z)

Argb — Arga = Arg (ba). (4.34)

Definicija 4.4 Ako b # 0 i b ¢ A_,, ugao a0b moZe se definisati i kao najmanji
konveksan skup koji sadrzi poluprave A, i Ay. Merni broj orijentisanog ugla aQb je
~v = arg(ba), gde je arg grana argumenta sa vrednostima u (—m, 7].

Vezba 4.3.2 Objasniti razliku izmedu tri gore navedene definicije.

Konformno preslikavanje ¢uva uglove

Ponovimo da je funkcija f konformna u tacki z € C ako ona ima izvod u toj tacki
i ako je f'(z) # 0.
Teorema 4.2 Pretpostavimo da je:

(a) f definisana u nekoj okolini W tacke z, postoji p = f'(2) i neka je w = f(2);
() v:(—€,¢) = W put u W i neka je z =(s), s € (—¢,¢€);
(c) postoji 5 = +'(s);

(d) T'=fon.

Tada je:
(1) T'(s) = f'(2)7'(s), odnosno
(2) I'=pj.

Ako dodatno pretpostavimo:

(e) p # 0 i~ ima tangentu u tacki z = ~(s), tj. ¥ #0,
tada T ima tangentu v w =T'(s) = f(v(s)) i vazi (1).

Neka put o ispunjava uslove (b), (¢) i (e) prethodne teoreme. Specijalno, neka je
z = 70(s), odnosno, neka putevi v i vy prolaze kroz fiksiranu tacku z. Uvedimo
slede¢u definiciju.

Definicija 4.5 Merni broj 0 orijentisanog ugla izmedu puteva v i g je merni broj
orijentisanog ugla izmedu vektora 7y i ~p-
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Lema 4.4 Ako je h € C* i k > 0, tada je arg(kh) = arg h.

v i Dokaz sada

Dokaz: Neka je w = kh. Tada je |w| = |kh| = k|h| i otuda o] 7]

sledi iz definicije argumenta.

Primetimo da je arg(—h) # arg h.

Teorema 4.3 (Konformno preslikavanje ¢uva uglove, Konf (ju) Pretpostavimo da
funkcija f, putevi vy i vy ispunjavaju gornje uslove i neka je I'g = f oyg. Tada je
merni broj 0 orijentisanog ugla izmedu vy i o jednak mernom broju 6 orijentisanog
ugla izmedu I" 1 T'g.

Dokaz: Skicirajmo nekoliko dokaza:

1. Neka je | = df u tacki z. Ponovimo da je I(h) = ph, gde je h € T, i
T, tangentni prostor u tacki z. Kako je | kompozicija homotetije i rotacije
(objasniti!), to I ¢uva uglove.

2. 1z (2) sledi Tyl = |p|2y07 i odatle, na osnovu Leme 4.4, arg(Tol") = arg(+o7).

3. Na osnovu (2), vazi:

(3) Argl = Argp + Arg#;
(4) Arg Ty = Argp + Argo.

Neka je 6 merni broj ugla izmedu I' i Ty i @ merni broj ugla izmedu 4 i ~o.
Oduzimanjem relacija (4) i (3), s obzirom na definiciju 4.3, nalazimo

(5) 6 = ArgTy — Argl’ = Arg~y — Argy = 0. O

Cesto se u literaturi ne pravi jasna razlika izmedu arg i Arg. Ponovimo da sa Arg
oznaCavamo viSeznacnu funkciju definisanu na C*, a sa arg njenu granu; sa arg,
oznafavamo granu definisanu na O,, sa vrednostima u J, = (o, a + 27).

Dodatna razmatranja i VeZbanja:

a. Pokazati da relacije (3) i (4) u opStem slucaju nisu ta¢ne ako Arg zamenimo
sa arg, mada se to ¢esto Cini u literaturi.

Primer 22 Neka jep =i =¢e'"/?, a = |ale’®, a € [0,2n) i arg = arg,,. Tada

jeargp =7/2 i arga = a. Otuda argpa = argp + arga + 2kn, gde je k =0

ako je o < 3w/2 i k = —1 ako je o > 3m/2.

U tackama 1. i 2. skicirali smo dokaze teoreme a da u sustini nismo koristili
formulu za argument proizvoda, koja privla¢i studente i autore udzbenika.
Podvucimo da se formule (3) i (4) mogu zapisati u slede¢em obliku

(6) arg I' = arg % + arg p + 2k,
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(7) arg T'o = arg 5o + arg p + 2kor,

gde su k i kg u opStem slucaju razliciti celi brojevi.
Cesto se pojavljuju razne varijacije prethodnog razmatranja u kojima je k =
ko 1 otuda, oduzimanjem relacija (7) i (6), dobijamo

(8) arg I' — arg Ty = arg % — arg 7o = 6.

b. Objasniti u kom smislu moZzemo smatrati da su relacije (5), (6) i (7) tacne.
Primerom pokazati da relacija (8) (videti Primer 22) nije tatna u opStem
slucaju.

U literaturi se pri dokazu teoreme RuSea koristi formula za promenu argu-
menta proizvoda duz nekog luka bez adekvatnog obrazlozenja. Da li je to
korektno s obzirom na prethodno razmatranje?

c. Akoje p = |ple’, da li je arg,, I' = a + argy 47

4.4 Harmonijske funkcije i Dirihleov zadatak

O osnovnim svojstvima harmonijskih funkcija i Dirihleovom zadataku v. npr. [sa],
[Co], [Ru] i [Sa-La].
Harmonijske funkcije - osnovna svojstva
Realna funkcija u klase C? naziva se harmonijska u Q ako

%u  0%u
1 Ay=— +— =0.
(1) T a2 + Oy?

Diferencijalni operator na levoj strani jednacine (1) naziva se Laplasov operator i
oznacava simbolom A; jednostavno se proverava da je

2
(2) A= (%—i%)(%ﬂ%) :4%;

tj. u kompaktnijoj formi _
A=4000.

Veza izmedu harmonijskih i holomorfnih funkcija izrazava se pomocu sledec¢e dve
teoreme.

Teorema 4.4 Realni i imaginarni deo holomorfne funkcije f u Q su harmonijske
funkcije u €.

F+7) aoau:%a(w):o -

| =

Uputstvo: u = Ref =
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Teorema 4.5 Za proizvoljnu harmonijsku funkciju u u oblasti ), lokalno, u okolini
svake tacke postoji holomorfna f tako da je u = Ref.

Uputstvo: Neka je U = B(a;7) C €; s obzirom na (1) forma w = — u, do + u, dy je
zatvorena u U. Otuda integral od w ne zavisi od puta u U i definiSe funkciju

3) o(z) = / o,
Kao u realnoj analizi dokazuje se da je v R-diferencijabilna u U i da
(4) Vp = —Uy, Uy = Ug.

Ali, ovo su uslovi C-diferencijabilnosti funkcije f = u 4 iv, a u = Ref. a
Sledeéi primer pokazuje da, u opstem slucaju, za proizvoljnu harmonijsku funkciju
u u oblasti 2, globalno ne postoji holomorfna funkcija f tako da je u = Ref na
Q.

Primer 23 Proveriti da je u = In|z| harmonijska v U' = U \ {0}; a da je grana
funkcije v = Arg definisana samo lokalno na U’.

Uputstvo: Preciznije, neka je In grana def u C \ RT sa Imln € (0,27). Pret-
postavimo da postoji holomorfna funkcija f u U’ tako da je u = Ref. Pokazati da
je f =In+cu U, gde je ¢ € C konstanta; i otuda da je f prekidna na (0,1). a

Lema 4.5 Neka je u harmonijska funkcija na disku B = B(a;r) i neka postoji disk
By, C B tako da je u =0 na By, tada je u =0 na B.

Dokaz: Po Teoremi 4.5, postoji holomorfna funkcija f tako da je u = Ref na B.
Kako je u = 0 na Bj, na osnovu Kosi-Rimanovih uslova, dobija se v = s na By, gde
je s € R konstanta. Otuda je prvo f =is na Bj i, na osnovu teoreme jedinosti, na
B;istogau=0naB. a

1. Beskonacna diferencijabilnost

Neka je u proizvoljna harmonijska funkcija u oblasti 2. Tada u ima u svakoj
tacki oblasti € parcijalne izvode svih redova, koji su takode harmonijske funkcije u
Q.

Dokaz: Neka je z proizvoljna tacka oblasti 2 i U krug sa sredi§tem u z, koji pripada
oblasti 2. Po Teoremi 4.5, postoji holomorfna funkcija f tako da je u = Ref,
uy = Ref’, uy = —Imf’. Po Teoremi 4.4 ovi parcijalni izvodi su harmonijske
funkcije u U. Primenjuju¢i na njih ve¢ dokazano, dobija se postojanje i har-
moni¢nost drugih parcijalnih izvoda, itd. a
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2.  Teorema o srednjoj vrednosti

Ako je u harmonijska funkcija u krugu B = B(a; R), tada je zar < R

1

T on

2T
(5) u(a) / u(a +re't)dt.
0
Dokaz: Postoji holomorfna funkcija f u krugu B tako da je u = Ref. Na osnovu
Teoreme o srednjoj vrednosti za holomorfne funkcije, dobija se

1 27

fla) = — fla+ret)dt

:27T 0

Izdvajanjem realnih delova, dobija se (5). O
3. Teorema jedinosti za harmonijske funkcije

Ako su dve funkcije uq i ug harmonijske u 2 jednake na skupu &, koji ima bar
jednu unutragnju tacku, tada je u; = us.

Dokaz: Neka je u = u; — us i neka £° oznacava unutra$njost skupa €.

Dokazimo da je £° zatvoren u relativnoj topologiji na Q. Dokaz sledi iz Leme 4.5.
Iz pedagogkih razloga korisno je ponoviti detalje iz dokaza Leme 4.5.

Neka je a € Q tacka nagomilavanja £° i neka je B = B(a;r) C Qi f = u+iv
holomorfna u B. Postoji b € BNE® i otuda postoji krug V = B(b;r1) C B tako da
je u=0mna V. Na osnovu Kogi-Rimanovih uslova, f = i¢, ¢ € R, na V i na osnovu
Teoreme jedinosti (za holomorfne funkcije) f = ic na B. Otuda je u = 0 na B i,
stoga, a pripada unutrasnjosti skupa £. Dakle, £° je otvoreno -zatvoren u 2 i na
osnovu topologkog svojsta povezanosti £° = () m]

4.  Princip ekstremuma

Neka je u harmonijska funkcija u oblasti . Ako u dostize (lokalni) maksimum
ili minimum u nekoj tacki a, tada je u konstanta u €.
Dokaz: u = Ref; ako u dostize maksimum u a i modul holomorfne funkcije ef
dostize maksimum u a; otuda je f, a stoga i u, konstanta na U. Prema Teoremi
jedinosti u je konstanta na . Slufaj minimuma svodi se na slu¢aj maksimuma,
ako se umesto u razmatra —u. EI

5. Teorema Liuvila

Ako je funkcija v harmonijska u C i ogranicena bar sa jedne strane npr. u(z) <
M za sve z € C, tada je u = const.
Dokaz: postoji cela funkcija f tako da u = Ref. Neka je IIjy = {w : Rew < M}
i neka je A bilinearno preslikavanje ove poluravni na jedini¢ni krug U. Kako f
preslikava C na IIp;,to je Ao f cela ograniGena funkcija, tj. konstanta. Otuda,
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sledi da je f = const, a stoga i u = const. a
6. Invarijantnost u odnosu na konformna preslikavanja

Ako e ¢ konformno (opstije holomorfno) preslikavanje oblasti Q u Q* i u har-
monijska funkcija na Q*, tada je u o ¢ harmonijska funkcija na €.
Dokaz: Neka je a € Q proizvoljna tacka i b = ¢(a) 1 U C Q*, krug sa srediStem
u tacki b = ¢(a). Konstruig§imo holomorfnu funkciju f u U tako da je u = Ref;
tada je u oo = Re(f o p) i, kako je f o ¢ holomorfna u okolini a, sledi, u o ¢ je
harmonijska funkcija u toj okolini. a

Dirihleov zadatak

Dirihleov zadatak. Neka je D C C Zordanova oblast i neka je u neprekidna
funkcija na 0D. Odrediti harmonijsko pro§irenje u u D; tj. konstruisati funkciju
u* koja je neprekidna u D, harmonijska u D i jednaka sa u na 9D.
a) Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva reSenja uy i ug. Tada je u = u; —us
harmoniijska u D, neprekidna na D i jednaka nuli na 0D. Ako u dostize maksimum
ili minimum na D, to je prema principu ekstremuma u = const na D i s obzirom
na neprekidnost i u D; kako je v = 0 na 0D, to je u ovom slucaju u = 0 na D.
Ako u dostize i maksimum i minimum na 9D, to su oni jednaki 0 i opet u = 0 na
D.
b) Redukcija na krug. Pretpostavimo da je Dirihleov zadatak resiv za jedini¢ni
krug U i dokazimo da je zadatak resiv za proizvoljnu Zordanovu (prosto povezanu)
oblast D.
Na osnovu teoreme Rimana (videti Glavu 6) postoji konformno preslikavanje ¢ :
D — U, koje se po principu korespondencije granica (videti Glavu 7) neprekidno
produzava na D. Neka je na 0D zadata neprekidna funkcija u i neka je v = uop =1 i
oznac¢imo sa v* harmonijsko produZenje te funkcije u U. Tada je funkcija u* = v*o¢p
harmonijska u D, neprekidna u D, a na D jednaka u oo™ o = u, tj. daje resenje
Dirihleov zadataka za D.
¢) Regenge za krug.
Neka je U = Ug krug i K = 9U granici kruga. Ponovimo sa K(z,{) = K.(¢) =
1

oznacavamo Kosijevo jezgro.

—z

Neka je Dirihleov zadatak reSen za krug U sa zadatom funkcijom u na granici
kruga K = 0U. Konstruisimo holomorfnu funkciju f u U tako da je Ref reSenje
Dirihleovog zadatka. Pretpostavimo jos da se f produzava neprekidno na U. Tada

za z € U, na osnovu Kosijeve formule, sledi

1 2m
1) 1) = 35 | KGO R = [ R0 f@)an
gde je ¢ = Re't i K(2,¢) = % ng Transformisimo desnu stranu (1) tako da

njen realni deo sadrZzi samo vrednosti Ref = u na dU. Stoga, izaberimo tacku
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R2

z* = — simetri¢nu sa z u odnosu na dU i, pozivajuéi se na Kogijevu formulu, po
z
kojoj je,
2w ~
(2) 0= K(z",¢) f(Q)dt,
0
oduzmimo (2) od (1). Otuda je
2w
3 f6) = [ PO,
0

gde je

Kako je, za ( € K,

-, -~ 1 zZC - 1 zC 7i z
K(z%,¢) WA R 2z _(C 2wmz_¢
Otuda je
1R2_ 2

Izdvajajuci realne delove iz (3), s obzirom na (4), dobija se

(5) ue) = | " P QulQ) d.
Za f=1,
(6) o P(z,¢)dt = 1.

0

Primetimo da se Puasonovo jezgro moze predstaviti u obliku

(7) P(z,():%Regtj

Neka je K = U, ¢, Co € Ki ¢ # Co. 1z (7), sledi

lim P(z,{) =0,

z2—Co
pri ¢emu je konvergencija ravnomerna po ¢ na svakom luku [ C K koji ne sadrzi
neku okolinu tacke (p.
Prethodna razmatranja daju motivaciju za slede¢u teoremu, koja daje resenje Dirih-
leovog zadatka za krug.
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Teorema 4.6 Neka je u: K — R neprekidna, neka je

27

(®) u*(z) = Pluj(z) = P(z,¢) u(C) dt

i Hu definisana na zatvorenom krugu U sa: Hu(z) = Plu)(z) za z € U i Hu(z) =
u(z) za z € K. Tada vaZi

a) Hu je harmonijska u U.

b) Hu je neprekidna na U.

Dokaz: a) S obzirom na (7), Hu je realni deo funkcije

1 T Rett 4z

2 it
om | Re”—zu(Re )dt (2 €U),

9) flz) =
holomorfne u U i otuda, harmonijska u U.

b) Neka je (y = Re''o i

27 27
(10) A= | P(z, Q) u(C)dt —u(Co) = ; P(2,€) (u(C) —ulCo))dt
Za fiksirano € > 0, postoji ¢ > 0 tako da |u(¢) — u(p)| < € za |t — to| < 24.
NekajeIy ={t: |t —to] <20} iy = [0,27]\ I;. Otuda je,

27

P(2,¢) (u(¢) —u(Co)) dt( < P(z,()dt = ¢

0

w

Neka je z = 7 e'¥; postoji 0 < p < R tako da je
P(z,¢) <e

za svako t € Iy i svako z za koje je |¢ —tg] < §, R —p < r < R, tj. za svako
2€G=G,={re"%:|p—to| <5 R—p<r <R} Otudazasve z € G, imamo

27
(12) ‘/ ¢) — ul(Co) dt’ < 2M/ ()dt < 2Me2T,
I>

gde je M = max{|u(¢)| : ¢ € K}.
Iz (11) i (12), sledi da je |A| < (1+47 M) e za svako z € G, §to je i trebalo dokazati.
O

Jedini¢ni krug
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U slucaju jedinicnog kruga pogodno je za Puasonovo jezgro koristiti oznaku
1—z2

Pr(0) =27P(z,1) = Tk
Otuda, sledi da je P,.(t) > 0, P.(t) = P.(—t),

gde je z = re'?.

Po(t) < Pr(6) (0<8 < Jt| <),

ida je
lirr% Pr(6)=0 (0<d<m).

1z (7), za 0 < r < 1, sledi da se Puasonovo jezgro P.(f) moZe predstaviti u obliku
+o0 )
(1) Pr(0) =Y rlFletko.

Sa L' oznagavamo familiju Lebeg integrabilnih funkcija (videti [Ru], [Al]).
Ako f e LY(T) i

, Y
2) ey =g [ feNPO-t)dt,

T 2n o

funkcija, f* definisana na U naziva se Puasonov integral funkcije f; ponekad kratko
piSemo relaciju (2) kao:

fr=PIf].
Iz Teoreme 4.6, primenjene na slu¢aj jedini¢nog kruga, slede tacke a) i ¢) sledece
teoreme; a tacka b) iz (1).

Teorema 4.7 Neka je f: T — C neprekidna, neka je

(3) rrd®y =2 " et po -

T or o
i Hf definisana na zatvorenom krugu U sa: Hf(z) = P[f](z) za 2 € U i Hf(z) =
f(2) 2a z € T. Tada je

a) Hf je neprekidna na U

b) Za0<r<1

“+o0
() ) =3 fi e,

gde je

fe= | fleh)e ™ at

Furijeov koeficient funkcije f.
¢) u=Ref je harmonijska funkcija v U.
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Mada sledeca teorema sledi iz dokaza dela a) Teoreme 4.6 (videti formulu (7) koja se
nalazi neposredno pre ove teoreme) i jedinosti reSenja Dirihleovog zadatka, pogodno
je iskazati je kao posebno tvrdenje.

Teorema 4.8 Pretpostavimo da je u realna, neprekidna na zatvorenom krugu U i
harmonigska funkcija v U. Tada (u U) u je Puasonov integral njene restrikcije na
T, i u je realni deo holomorfne funkcije

1 (T etz o,
(5) f(z)—ﬂ/ﬂr S e d (2 e ).
Dokaz: Re f = H f je harmonijska funkcija na U i u je jednako H f na T. Otuda,
na osnovu Teoreme jedinosti, u = H f na U i stoga Re f = u na U. a

Napomena: Jasno je da se dokaz ove teoreme moze bazirati i na delu a) Teoreme
4.7, koji je specijalni slu¢aj Teoreme 4.6.

Definicija 4.6 KazZemo da neprekidna funkcija u na otvorenom skupu Q zadovo-
ljava svojstvo srednje vrednosti, ako za svako z €  postoji niz {r,} tako da r, > 0,
rn, — 0 kada n — 400, i

u(z)

Drugim re¢ima, u(z) je srednja vrednost funkcije w na kruznicama poluprec¢nika r,,
sa srediStem u z.

Puasonova formula pokazuje da (4.35) vazi za svaku harmonijsku funkciju i
svako r za koje B = B(a;r) C Q. Dakle, harmonijske funkcije zadovoljavaju mnogo
jace svojstvo srednje vrednosti od upravo definisanog. Otuda se sledeca teorema
moze razmatrati kao iznenadenje.

1

T o

2m
/ u(z +rpe’)dt (n=1,2,3,...). (4.35)
0

Teorema 4.9 Ako neprekidna funkcija u zadovoljava svojstvo srednje vrednosti na
otvorenom skupu §2, tada je u harmonijska funkcija.

Dokaz: Dovoljno je dokazati za realnu funkciju u. Fiksirajmo B = B(a; R) C €.
Puasonov integral daje neprekidnu h na B, koja je harmonijska na B i poklapa se
sa u na granici B. Defini§imo v = u — h i m = sup{v(z) : z € B}. Pretpostavimo
da je m > 0 i neka E oznacava skup tacaka iz B za koje je v(z) = m. Postoji
20 € E tako da je |z —a| > |z —a| za sve z € E. Za dovoljno male r bar pola kruga
sa srediStem u zg i poluprecnika r ne pripada F, tako da su odgovarajuée srednje
vrednosti v manje od m. Kako v zadovoljava svojstvo srednje vrednosti, dobijamo
kontradikciju. Dakle m = 0, tako da je v < 0. Isti postupak se primenjuje na —v.
Otuda v =01 stoga u = h u B, i kako je B proizvoljan disk u €2, u je harmonijska
u . |
Definisimo f,.(z) = f(r z).

Teorema 4.10 (Vajerstrasova teorema 2*) Ako je f € C(T) i e > 0, postoji
trigonometrijski polinom P tako da je

|f(t) = P(t)] <e

za svako realno t.
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Dokaz: a) Za dato € > 0 postoji 0 <r < 1takoda |f— f| <e/2na T
b) Kako red (4) ravnomerno konvergira po 6 € [—7, 7] postoji n tako da |f— S, | <
€/2 na T, gde je

n
S, = ka LIkl iko
Otuda je |f — Sp| <ena T. O

Dirihleov zadatak i Puasonovo jezgro na H

1—z2 1+z
BT e

Lema 4.6 Neka je P,(t)
7 =A((). Proveriti

a) 1 —|z]2 =20 |Bw|, |z —e't]? = |Bw||B'T| |w— 7|?
b) ako je P,(t)dt = P}(7)dr, tada je

,B=A"1 ¢ =e¢lti

_ =2 !
Py(r) = —i2v|B'u| ||“’ U

Bw|[B'1| Br’
c)
21 2 B'w 21
B/ = — Bl = M = —
v (w—l—i)?" 7l (12 +1) Bw w2 +1’
d) ako je w = u+ iv, tada je
2v
P =—.
w(T) |w_7_|2

Teorema 4.11 *Neka je P(z) = P*(z) = %, f: R — R ogranicena neprekidna
T Y

funkcija i funkcija v : H — R definisana sa

+oo
u(z) = 1 / f@&)P(z — t)dt.

— 00

Tada je

a) u ogranicena, neprekidna funkcija na gornjoj poluravni H
b) u harmonijska funkcija na gornjoj poluravni H

¢) za svako 7 u R

lim u(z) = f(1).

H>z—7

Uputstvo: Kako je 2P(z —t) = PJ(t), pomocu Leme 4.6, dokaz ove teoreme svodi
se na dokaz Teoreme 4.6 (o Dirihleovom problemu) na krugu. |
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Vezba 4.4.1 Neka je P(z) = PT(z) = {z : Rez = 0} — R ogranicena

x
2 + y2’ f '
neprekidna funkcija i funkcijo u : IIT — R definisana sa

+oo

u(z):—/ FGH)P(= —it)dt.

— 00

Pokazati da je u ogranicena neprekidna funkcija na desnoj poluravni tako da za
svako T u R
lim u(z) = f(ir).

2—1T

Uputstvo: Sledi neposredno iz Teoreme 4.11. a

Vezba 4.4.2 (*) Neka je u nenegativna, neprekidna w H, harmonijska na H i
jednaka nuli na R.
Dokazati da je u = ay, gde je o nenegativna konstanta.

Resenje: Neka je v(z) = —v(Z) za z € H~. Na osnovu Teoreme 4.9, v je harmonijska
u C. Postoji holomorfna funkcija f na C tako da je Imf = v. Obzirom da je

v nenegativna na H i nula na R, sledi f(H) C H i f(R) C R. Ponovimo da

i—w
sa B oznacavamo bilinearno preslikavanje definisano sa B(w) = 0 Kako je
i+ w

B(c0) = —1, funkcija B o f je ograni¢ena u okolini oo i otuda prvo sledi da B o f
ima otklonjiv singularitet oo, i stoga f = P je polinom. Ako je C, polukruznica u
gornjoj poluravni i I' = P o C,, tada je AArgl’ = nw + o(1), kada p — +o0, gde je
n stepen polinoma. Iz uslova f(H) C H, sledi n < 1. Otuda je f(z) = az + 3, gde
jea>0ipeRistogav=ay. a

Vezba 4.4.3 (*) Neka je f' € L'[—n,7]. Da li je tada

Ck(fl) = ikck(f), kelZ?



GLAVA 5

Analiticko produzenje 1
regularne grane

5.1 Analiticko produZenje

Jednacina w? = z pri fiksiranom z # 0 ima dva refenja razli¢itog znaka. Sa \/z
oznafavamo skup tih regenja. Dakle, razmatramo /z kao visezna¢nu funkciju (jer
je funkcija, u uobi¢ajenom smislu, po definiciji jednozna¢na). Pokusaj da se odus-
tane od uslova jednoznac¢nosti u definiciji funkcije vodi ka teSko¢ama. Npr. kakav
je smisao sume /z + +/z ako svaki sabirak ima dve vrednosti. Pomoé¢u pojma anal-
itickog produzenja mogu se resiti ove teskoce.

Poéinjemo izucavanje pojma analitickog produzenja ostajuéi u okvirima teorije jed-
nozna¢nih holomorfnih funkcija. Sa te tacke gledista pod analitickim produZenjem
funkcije fo zadate na M C C podrazumevamo funkciju f koja je holomorfna u
nekoj oblasti D M, tako da je njena restrikcija na M jednaka fo:

flave = fo.
Ovaj se zadatak moze re§iti na razne nacine.
1—cosz
L folz) = ——5— def na C*; na osnovu Tejlorovog razvoja funkcije cos po
z
stepenima z, dobija se
1 22
fA=g-gta

i pomocu ovog reda prosirujemo ovu funkciju na celu ravan C.

2. (a) Suma reda
fo(z) =14+z+22+---
je definisana i holomorfna samo na krugu U, jer za |z| > 1 red divergira. Suma ove

1
geometrijske progresije fo(z) = T % € U, daje analiticko produZenje f(z) =
—z

185
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1
——, holomorfno u oblasti C\ {1}.

—z
(b) Za dato ¢ # 1, ponovnom primenom formule za sumu geometrijske progresije,
dobija se

= Z—Ck
f(z)zz((—) 2= <|1—d,

1 —c)kt1’
= (19
i specijalno

= (z—d)*
f(z)zkz_‘6 a e |z —i| < V2.
Kako je f = —K; mogu se dve prethodne formule izvesti i pomocéu formula za
razvoj KoSijevog jezgra.

3. Ojlerova gama funkcija

Ojlerova gama funkcija definiSe se, za Re z > 0, integralom po pozitivnoj poluosi

+oo
I'(z) = / e t* 1 dt, (5.1)
0
gde pod t*~! za t >0 podrazumevamo e(*~1) 0t
Kako je tz—l — e(z—l)ln t e(m—l)ln teiy In t7 sledi da, je |tz—1| — e(a:—l)lnt — tm—l
za t > 0 i otuda nalazimo da integral (5.1) apsolutno konvergira za Re z > 0. Stoga
odgovarajuéi realni integral konvergira za x > 0.

Kako je d(—) = t*~! (diferenciranje po t), na osnovu parcijalne integracije, dobija
z
se
I(z+1) =2z T(2). (5.2)
Primetimo da se meromorfno progirenje gama funkcije u levu poluravan moze dobiti
pomocu funkcionalne jednacine (5.2). Ovu jednacina se moze napisati u obliku
I'(z+1)

()= ———, (5.3)

a zatim primetiti da je desna strana ove jednafine definisana za Rez > —1, z # 0.
Primenom respektivno (5.2) i (5.3), dobija se

INz4+n)=z(z+1)---(z4+n—1)T(2), (5.4)
B I'(z+n)
F(Z)iz(z—i—l)n-(z—l—n—l)' (5:5)

Pomocu (5.5) definise se gama funkcija za proizvoljno z # 0, —1,—2,. ...
I' ima proste polove u z =0, —1, —2,.... Rezidum se ra¢una po formuli

Res (T, —n) = Zlirzln(z +n) I'(2).
Iz (5.4) (ili (5.5)), sledi

B P(z+n+1)
(z+n)T(2) = 2(z4+1)--(z4+n—-1)"
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Otuda, kada z tezi —n, dobija se

(=D"

Res(I', —n) = o

n > 0. (5.6)
4. Neka je

+oo
f(Z)ZZz2k:z+z2+z4+zs+--~
k=0

(a) Funkcija f je holomorfna u Ui f(22) = f(z) — 2z na U.
(b) f se ne moZe analiticki prosiriti u neku oblast koja sadrzi U kao pravi podskup.

U glavi 2 razmatrali smo grane argumenta i logaritma. Ponovimo neke osnovne
¢injenice:

Ako je 0 < 3 — a < 27 pogodno je umesto Q = {re'%: 0 <r < +oo, a < p < 3}
pisati kratko Q = {a < ¢ < 8};

Pogodno je smatrati da je na ovaj nacin definisana grana argumenta, koju obi¢no
oznacavamo sa ¢ = arg (ili ¢, = arg;,) na Q;

Pod granom respektivno logaritma i n-tog korena podrazumevaju se respektivno
funkcije g i f definisane na 2 sa

g(z)=Inr+ip, z€9Q, (5.7)
i .
f(z) = /ret?/", zeq. (5.8)

Dakle, ako ne tvrdimo drugadije, smatramo da grana argumenta definige respektivno
grane logaritma i n-tog korena pomocu formula (5.7) i (5.8); pricemu je f = e9/",
a g i f su holomorfne funkcije na €.

Koristec¢i poznate osobine elementarnih funkcija (stepena i korena) jednostavno se
proveravaju sledece tacke (takode videti podsekciju elementarne funkcije).

5. (a) Neka je Dg = {—-7m <o <m7}i

fo(z) = Vret®/2. (5.9)

Funkcija fo uzajamno jednozna¢no preslikava Dy na desnu poluravan D = {—7/2 <
P < mw/2}.

(b) Razmotrimo sektor S = {m < ¢ < m+ §}, gde je 0 < § < 7. Funkcija fy se
neposredno, formulom (5.9), produzava u taj sektor i konformno preslikava S na
St ={r/2<¢ < (7 +0)/2}.

(¢) produzenu funkciju

f(2) =Vre?? n <o <1+, (5.10)

ne mozemo razmatrati kao analiticko produZenje fy iz Dy u oblast Dy U S, jer
nije jednozna¢na funkcija na S; fy je definisano na S, pomocéu grane argumenta
wo € (—m,—m+0); a f je definisano na S, pomoc¢u grane argumenta ¢ € (7,7~ 9).
Kako je ¢ = ¢g + 2, s obzirom na (5.8), dobija se f = —fy na S.
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(d) ako razmatramo fy samo u
gornjoj poluravni funkcija

f2)=re®? 0<p <+,
(5.11)
je analiticko produzenje fo.
(e) Neka je U = {0 < |z| <
ro} Suplja okolina 0. Tada ne
postoji grana korena ./ na U’
(videti primer 25 u daljem tek-
stu).

Slika 5.1:

Imajuéi u vidu primere iz tacaka 5.(a) i 5.(b), nastaje potreba da se uopsti
pojam analitickog produzenja tako da sadrzi i produzenje fy iz Dy u oblast Dy U S.
Primetimo da se jednoznac¢nost produzenja narusSava kada proSirena oblast pocne
yhalezati” na sebe, pokrivajuéi jo§ jedanput neki svoj deo (npr. u prethodnoj
tacki 5.(b) sektor S pokriva deo oblasti Dy). Iz toga je proizasla ideja (Riman i
Vajerstras) da se nove vrednosti funkcije defini§u na novoj oblasti, koja natkriva

staru.

Analiti¢ki lanac

Definicija 5.1 Analiticki element (kratko element) je par F = (Q, f), gde je 2 C C
oblast © f holomorfna funkcija u oblasti §2.
Ako je Q = U krug, element F = (U, f) se naziva kruzni element.

Definicija 5.2 Dva elementa F1 = (1, f1) i
Fo = (Qa, f2) su neposredno analiticko pro-
duZenje jedan drugog ako je Q1 N Qo neprazan
1

L=/

na nekoj komponenti Oy N Qo; u ovom slucaju
pisemo Fi ~ Fo.

Motivacija za ove definicije moZe se dati po-
mocu razmatranja npr. elementarnih funkcija.
Pogodno je koristiti oznaku:

Slika 5.2:

ft = (Qta ft)
za analiticke elemente.

Definicija 5.3 (analititko produZenje preko lanca oblasti) Analiticki lanac
je konacan niz elemenata C, = {Fo, F1,...,Fn}
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tako da je F, ~ Fry1 za k = 0,...,n — 1; u ovoj situaciji piSemo F, ~ Fo
1 kaZemo da je element F, analiticko produZenje elementa Fy duZ odgovarajuceg
lanca oblasti C = {Qo, 1, ..., Qn}; ili kratko da su elementi Fo i F,, ekvivalentni
(posredno, preko lanca oblasti).

/'

Slika (b)

Slika 5.3:

Primer 24 (slika 5.3 (b)) Neka su elementi Fo = (D, fo) ¢ F1 = (D1, f1) respek-
tivno definisani odgovarajuéim granama korena (pomocéu formule (5.8), za n = 2,
tj. formule (5.18)) na oblastima D =Cy = {-nm <o <7} iD; =1II" = {n/2 <
p < 3m/2} (leva poluravan).

Tada je f1 = fo na drugom kvadrantu A = {n/2 < p < 7}, a f1 = —fo na tredem
kvadrantu A" = {m < ¢ < 37/2}. Dakle ovi elementi su analiticko produZenje
jedan drugog kroz drugi kvadrant, ali ne kroz treéi kvadrant.

Primeri i motivacija; grane logaritma i korena

Primer 25 Neka je U' = {0 < |z| < ro} Suplja okolina 0. Tada ne postoji grana
korena v/ na U'.

Resenje: Ako postoji grana korena Y na U’, tada je nula otklonjiv singularitet za
T i stoga za Y'; specijalno Y’ je ograni¢ena funkcija u okolini 0. Iz Y? = Id na U’,

1
sledi 2Y Y/ = 1i stoga |Y'(2)| = ——— na U’; dakle, Y’ nije ograni¢ena funkcija u
2/

okolini 0; kontradikcija.

Ponovimo, ako je 0 < 3 — a < 27 pogodno je umesto Q = {re'? : 0 < r <
+00, a < p < 3} pisati kratko Q = {a < ¢ < 8};
pod granom respektivno logaritma i n-tog korena podrazumevati respektivno funkcije
g i f definisane na € sa
g(z)=Inr+ip, z€Q, (5.12)
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f(z) = re?/", zeq. (5.13)

U sekciji 1.6.5 pokazano je da je f holomorfna funkcija u Q i stoga (9, f) je
analiticki element.

Primer 26 Neka su elementi F = (H, f), F1 = (1, f1), Fa = (Qa, f2) i1 G =
(H, f3) definisani odgovarajuéim granama korena (pomoéu formule (5.13), za n =
2) na oblastma H= {0 <o < 7}, U1 = {0<p <27}, o= {r<p<37}i
H= {27 < ¢ < 37}

F i G su analiticko produZenje jedan drugog.

Motivacija za ovu definiciju (analititko produzenje preko lanca oblasti) moze se
dati pomoc¢u razmatranja npr. elementarnih funkcija.

Elementarne funkcije

Ponovimo oznake. Sa D, = C* oznacavamo {—7 + a < ¢ < m + a}. Dakle, D,, je
pogodna oznaka za Oy .

Ako je a = |ale’® € C*, ponekad je pogodno pisati C, umesto C*. Podvucimo
daa € C,.
Mada sustinski nema razlike izmedu D, i O,; D, = C* = —0,, u radu sa anali-
tickim elementima pogodno je koristiti oznaku C,.

1. Logaritam

a. Nekaje a € R, Dy ={-n+a<p<m+a}iGy=(Da,ga) gdeje
ga(z) =Inr+ip, z€ D,.
U sekciji 1.6.4 (Grane Log i Exp) pokazano je da su g, regularne grane logaritma
na D,. Otuda G, = (Da, 9a), @ € R, su analiticki elementi.
b. Funkcija Ln moze se definisati i pomoc¢u kanonskog elementa. Za pocetni ele-

ment moze se izabrati npr. krug B = {|z — 1| < 1} i neka je ¢ grana logaritma na
tom krugu U. Kako je zan > 1,

n n—1\1 — 1)!
) =y T e,
1
i otuda specijalno a, = g(”)(l)/n! = (=1)""'=, na osnovu Tejlorove teoreme,
n
dobija se
S (z—1)"
o) =g+ (-1 E Len,
n=1

gde je g(1) = 2kmi.
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Otuda, specijalno sledi za k = 0,

= (z—1)"

Inz= Z(—l)"ilT, z € B,

n=1

gde je In druga glavna determinacija (ponovimo odredena sa vrednostima argu-
menta u (—m, 7)) i B = B(1;1);1

+o00 n
In(1 +z) = Z(—l)"‘l%, z€U,

n=1

gde je U= B(0;1).

Vezba 5.1.1 Nekaje p(z) =1+z+22+23 i F=Lno¢.
Dokazati da postoji reqularna grana vsz funkcije F na jediniénom krugu U.
Granu g odredenu sa g(0) = 2kw i, gde je k ceo broj razviti u Tejlorov red na U.

Uputstvo : Neka je ¢ = 1), gde je je o(2) = 1+ z, ¥(2) = 1+ 22 i In druga glavna
detrminacija logaritma. Kako funkcije ¢ i 9 preslikavaju U u B = B(1;1) c IIT,
funkcije g1 = Inog i go = In oy su analiticke na Uj; i funkcija In op 4 Inot) je grana
v§z funkcije F'. Proveriti da je ¢ = g1 + go + 2kmwi i

“+oo

0 =Y (- (514
:‘; Z2n

92(2) = Z(—l)"*?- (5.15)
n=1

2. Koren

Pod n-tim korenom (n prirodan broj) podrazumevamo analiticku funkeiju w = {/z
definisanu na sledeci nacin. U ravni C sa iseCenom negativnom poluosom Dy =
Cy; = C\ R~ definisimo funkciju

folz) = Vet

Par Fy = (Do, fo) je analiticki element. Analiti¢ka funkcija koja se dobija pri
analitickom produZenju ovog elementa naziva se n-ti koren. Tako produZenje se
moze opisati pocu parova F.

Za a€R,nekaje D, ={-r1+a<p<mt+ali
fa(z) = WeiW/n-

Kada je oznaka f, zauzeta koristimo i oznaku T = Y, umesto f,.
Ponovimo, u sekciji 1.6.4 (Grane Log i Exp) pokazano je da su g, regularne grane
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//\
// :\
w
wa ,—--t\l yd Dy, \
,"“QZO /, \/\/ \ \
’ ’ h // N D(*) \
, N\ , P LX) \
D::O:::i::i’:::::::: ‘ ' \ L
L L
! s /' |\ X ! I
Cx pad / \ \\\(/ /
N AY
P N -7 z N \\ /
27 ~--- S /)/ ~ /W= 7\7/5
« S-rT T Wp-1 \\\/
Slika 5.4:

logaritma na D,, ( videti takode pasus Elementarne funkcije (o logaritmu)). Kako
je fo = €9/™ na D,, sledi da su f, holomorfne funkcije na D,; otuda, na osnovu
definicije produzenja, sledi da su
Fo = (Da, fa), @ € R, elementi, i da su produZenja elementa Fo (pri |o| < 7
neposredna).
Pogodno je ovo dokazati (preciznije da su (D, f,) analiticki elementi) pomocu
razmatranja stepene funkcije (i interesantno, s pedagoske tacke gledista).

Koren i Stepena funkcija

z=g(w) =w", (5.16)

gde je n prirodan broj holomorfna je u C. Kako je izvod ¢'(w) = nw" ™!, zan > 1,
razli¢it od nule za w # 0, sledi da je (5.16) konformno na C*.

U polarnim koordinatama z = re’?, w = pe'¥ (5.16) se moze napisati u obliku:
r=p", ©=n. (5.17)

Otuda, sledi da je preslikavanje (5.16) jednolisno u sektoru

Dy ={(=m+a)/n <y <(7+a)/n}, g(D)=Da

i da je f = f, inverzno preslikavanje restrikcije preslikavanja (5.16) na DZ.
Na osnovu teoreme o izvodu inverzne funkcije

1
/ —
f - nfn—l
na D,, iotuda, F, = (Dg, fa), @ € R, su analiticki elementi. a

Svakoj tacki zg € Dy analiticka funkcija {/z dodeljuje ta¢no n-vrednosti. Zaista,
sve vrednosti holomorfnih funkcija koje pripadaju elementima F,, (grane analitcke
funkcije {/z) odredene su po formuli

po+2km

w= Yrge' ", (5.18)

gde je 7o = |20]|, o jedna vrednost Argzg, a k proizvoljan ceo broj. Ako defininigimo
wy = YUTo ei%, iz formule je jasno, da se druge vrednosti w razlikuju od wy za
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multipl e %, a ti multipli (mnozitelji) (n-ti koreni iz 1) dobijaju se iz vektora 1

rotacijom za multipl od 27”, tj. imaju n razli¢itih vrednosti.

Na taj na¢in, medu vrednostima datim formulom (5.18) ima samo n razli¢itih,
wg, W1, . .., Wy_1, Koje se dobijaju zamenom u (5.18) £ =0,1,...,n — 1. Te vred-
nosti su temena pravilnog n-tougla sa centrom u w = 0, a jedno od temena ovog
n-tougla je tacka wy (videti sl. 5.4).

U zakljutku recimo nesto o granama funkcije /z, tj. holomorfnim funkcijama koje
pripadaju njenim elementima (ne samo iz familije 7).

Po Teoremi o monodromiji (videti u tekstu koji sledi) postoji grana funkcije
{/z u proizvoljnoj prosto-povezanoj oblasti D koja ne sadrzi tacke z = 01 2 = oo
(za ¥/z videti sliku 5.5). Primer takve oblasti je kompleksna ravan sa proizvoljnim
zasekom koji spaja tacke 0 i co (granica oblasti mora biti povezana). Na slici 5.5
data je jedna takva oblast D i njena slika D* pri preslikavanju jednom od grana
¥/z; dve druge grane preslikavaju D respektivno na oblasti e2™/3D* { eAmi/3D*,
dobijene iz D* rotacijom za uglove 27 /3 i 47/3.

020

Slika 5.5:

Uopste, granu mozemo izdvojiti u svakoj oblasti 2 C C, koja zadovoljava sl.
uslov
(*) ne sadrzi zatvoren put, koji okruzuje 0
pri obilazku takvih puteva veli¢ina arg menja se za multipl 27 i analiticko pro-
duzenje duz takvih puteva moze dovesti do drugog elementa.

U oblastima koje zadovoljavaju (x) moze se izdvojiti n-razli¢itih grana funkcije
Yz

Svaka grana razlikuje se od druge mnoZenjem sa e £ { odredena je sa domenom
i vrednosti u jednoj tacki; na primer moze se govoriti o grani &z koja je definisana

u C; ijednaka 1 za z = 1; druge dve grane /z u toj oblasti pri z = 1 odredene su
; =27

. j2n . cAm
vrednostima e* 3 ie'3 =¢e' 3 .

Specijalno, korektno je definisan izvod
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koji je takode anliticka funkcija.

Oblast Q C C zadovoljava uslov (x) ako
ne sadrzi prostu zatvorenu specijalnu poligonalnu liniju, koja okruzuje 0;
tj. ako i samo ako
(**) za svaku prostu zatvorenu specijalnu poligonalnu liniju A koja pripada €, sledi
0 € ExtA;
tj. 0 pripada neograni¢enoj komponenti skupa C \ Q.

Grubo, vizuelno re¢eno, tada (x) zna¢i da 0 ¢ € i 0 ne pripada nekoj ogranic¢enoj
»rupi” u €; preciznije, ako je g unija ogranicenih ,rupa” (ograni¢enih komponenti
skupa Q°) 1 Q* unija Qi Qo, tada (*) znadi da 0 ¢ Q*. Drugim re¢ima, ako ©
ima ogranicene ,rupe”’ €, (ograni¢ene komponente skupa Q°¢) i ako je Qy = Uy,
tada (%) znaci da 0 ¢ Q10 ¢ Qp; podvucimo da je u ovoj situaciji Q U Qp prosto
povezana oblast koja ne sadrzi O.

Definicija 5.4 KaZemo da je oblast Q) specijalnog O — tipa ako 2 C O, za neko
aeR.

KaZemo da je oblast 2, O —tipa ako 2 C D, gde je D prosto-povezanoj oblasti koja
ne sadrzi tacke z =0 i z = oco.

Moze se pokazati da oblast Q C C zadovoljavaju uslov (x) ako i samo ako je O —tipa.
Dakle, primeri oblasti, koje zadovoljavaju uslov (*) su oblasti O-tipa: (specijalno
0,1 C,), prsten V.= V(a : r,R), ako je R < |a| (tj. 0 ¢ V), gornja poluravan,
pojas koji ne sadrzi koordinatni pocetak 0, varSavski krug itd.
Ako je K kompaktan skup u C, tada oblast 2 = C\ K ne zadovoljava uslov (x);
specijalno C’, U, prsten V(a : 7, R), ako je |a|] < R (tj. 0 € V) ne zadovoljavaju
uslov ().
Neka je + spirala y(r) = re!”, 0 < r < 400, tj. beskona¢na spirala r = 6, 0 <
6 < 4o00; oblast G = C\ v* je prosto povezana i zadovoljava uslov (k);
ako neki zatvoren krug B C G, tada jasno oblast G \ B zadovoljava uslov (%), ali
nije prosto povezana.
U oblastima koje zadovoljavaju () moze se izdvojiti grana argumenta, logaritma,
P/, itd. (za strog dokaz videti sekciju postojanje grana 5.2).

5.1.1 Analiticko produzenje duz puta-kruzni elementi
Potpuna analiti¢ka funkcija

Do pojma analiticke funkcije dolazimo ako razmatramo familiju elemenata F, =
(Qas fa), gde je « € A'i A proizvoljni skup indeksa, pri ¢emu se pretpostavlja da
je svaki od ovih elemenata dobijen iz proizvoljnog drugog analitickim produzenjem.
Holomorfne funkcije f,, o € A, koje pripadaju elementima, nazivaju se grane raz-
matrane analiticke funkcije.



5.1. ANALITICKO PRODUZENJE 195

Radi udobnosti konkretizujemo ovaj pojam; zamenimo proizvoljne elemente kanon-
skim i produzenje - produzenjem duz puta.

Kanonski element sa centrom u a € C naziva se F, = (Ug, f4), gde je f, suma
stepenog reda sa centrom u a i U, = B, krug konvergencije tog stepenog reda.
Naziva¢emo U, krugom konvergencije elementa F, i oznatavac¢emo sa R, radijus
tog kruga ako je a # o0, ili radijus njegovog komplementa, ako je a = co. Preciznije:

Definicija 5.5 Analiticki element (kratko element) je par F = (Q, f), gde je Q C C
oblast © f holomorfna funkcija u oblasti 2.

Ako je Q = U krug, element F = (U, f) se naziva kruzni element. Kanonski element
sa centrom u tacki a € C naziva se F, = (U, fa), gde je f, suma stepenog reda
sa centrom u a 1 U, krug konvergencije tog reda; U, nazivamo krug konvergencije
elementa Fy; oznacimo sa R, radijus tog kruga ako je a # oo, ili radijus njegovog
komplementa ako je a = co.

Ako je a € C, krug konvergencije elementa F, ima oblik U, = {z : |z — a|] < R},
gde je R, < 00, a funkcija

+oo
fa(z) = Z en(z—a)"
n=0

a ako je a = oo, to je U, = {z: |z| > R,}, gde je R, >0, a funkcija

00 con
fa(z) = Z—n .

n=0
Ako je funkcija f holomorfna na krugu B = B(a,r), funkcija f se moze razviti u
stepeni red oko tacke a. U opstem slucaju radijus konvergencije stepenog reda R
je veéi od r; oznafimo sa f; funkciju definisanu ovim stepenim redom i sa B; krug
B(a; R). Par (Bi, f1) je kanonski element, a par (B, f) kruzni element.

Ako je kanonski element F, = (Uy, fp) neposredno analiti¢ko produZenje ele-

menta F, = (U,, fa) 1, sem toga, b € U,, to se produzenje jednostavno svodi na
razlaganje f, po stepenima z — b:

Primetimo da krugovi U, i U, ne
mogu kompaktno pripadati jedan dru-
gom; ako npr. U, € U,, to je fi, holo-
morfna u vecem krugu, nego Uy, sa cen-
trom u b, i stoga Up nije krug konvergen-
cije. Otuda 90U, i U, imaju zajednicku
tacku ¢, i iz nejednakosti trougla, prvo

Slika 5.6:
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sledi ||a — ¢| — |b = ¢]| < |a — b], i kako je
R, =la—c|iRy=|b— |, dobija se

IRy — Ry| < |a—b|. (5.19)

Definicija 5.6 (Analiticko produZenje duz puta-kruzni elementi) Neka je v :
I — C put. KaZemo da je kruzni element Fo = (Bo, fo), sa centrom u v(0), pro-
duziv duZ puta vy, ako postoji familija kruznih elemenata

j:‘r = (BT7fT)7 (520)

T € I, sa centrima u (1) tako da

(a) za svako T € 1 postoji 6 > 0 tako da |t — 7| < & povlaci

~(t) € B; i F; je neposredno analiticko prosirenje elementa F.

U ovoj situaciji kaZemo F1 analiticko produZenje Fo duZ puta ~y; ili F1 je dobijen
12 Fo analitickim produZenjem duZ puta .

U ovoj situacifi takode kazemo da je Fr = (B:, f7), T € I, kruzni-analiticki lanac
duZ v (sa centrima na 7).

Lema 5.1 Radijusi p(t) elemenata F; iz familije (5.20) koja ostvaruje analiticko
produzenje duZ puta v su neprekidne funkcije od t na I, ako su konacni.

Dokaz: Ako je p(t) = oo za neko t
onda je f; cela funkcija i p(t) = oo za sve
tel.

@ 4
Za proizvoljno ty postoji interval [ " "

tako da element F; je neposredno anal-

iticko produzenje elementa F;,. Iz nejed-
nakosti (5.19) sledi

b

|p(t) - p(t0)| < |’7(t) - 7(t0)|' ty th tht1 t;c+1
Iz ove nejednakosti sledi neprekidnost u AT Pl (Lt 1] |
. : P N |
0- a=t; t) tr % B=t,
Teorema 5.1 Ako su elementi F i G
analiticko produZenje duZ puta vy, to su i .
Slika 5.7:

analiticko produZenje preko lanca oblasti.

Dokaz: Neka je Fy, t € I, familija elemenata, koja ostvaruje analiticko produZenje
duz puta . Na osnovu Leme 5.1 radijusi su neprekidne funkcije na I, i stoga,
postoji € > 0 tako da p(t) > € za sve t € I. Kako je v neprekidna funkcija na I
moZzemo izabrati konac¢an broj tacaka t,: 0 =ty < t; < --- < t, = 1 tako da tacke
zy = (t,), zadovoljavaju |z, — z,_1| < ezav=1,--- n.

Po Definiciji 5.2, sledi da je ¥ = F;, neposredno analiticko produZenje ele-
menta F* ' =F, ,v=1---,n Kakoje F' = Fi F" = G, to je G analiticko
produZenje F preko lanca oblasti. |
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Primer 27 Razmotriti u krugu B = {|z — 1| < 1} funkciju
fz) =vre'?/?,

— ety _ T il

z=rer, 2 << 5
Neka je 7o put definisan sa vo(t) = €, 0 < t < 7 (gornja polukruznica). Na
osnovu Teoreme 5.1 i Teoreme B (Teorema 7.5, Nezavisnost produZenja od puta;
koja sledi), da bi dobili analiticko produZenje F duZ puta 7o dovoljno je razmotriti

lanac krugova B, B’iV,gdeje B ' ={|z—i| <1} iV ={|]z+ 1| < 1}.

Takvo analiticko produzenje duz puta moZe se opisati neposredno po formuli
(5.13) sireéi oblast definisanosti parametra ¢ u toj formuli: za B’- na segment

3
[0, 7] i za V- na segment {z, ;} . Jasno je da je par F = (B, f) kanonski element.

2
Kao rezultat analitickog produzenja, u krugu V', dobijamo holomorfnu funkciju
; ; 3
gO(z) :\/Fe“p/2> Z:reupv g <p< ?’n—v

i par G° = (V, go), koji je analititko produZenje F duZ puta 7. Specijalno, na
negativnom dijametru kruga V', nalazimo ¢ = 7, i stoga

go(z) =vV—ze ™ =iv=z,

gde je —x = |z| > 0.

Analogno, pomoc¢u lanca krugova B,
B", V, gde je B = {2 +i < 1},
ostvaruje se analiticko produzenje F duz
puta v1(t) = €, 0 > ¢t > —7m. Anali-
ticko produzenje duz puta moze se opisati
neposredno po formuli (5.13) sireéi oblast o
definisanosti parametra ¢ u toj formuli:
za B’- na segment [—m,0] i za V- na

B/

segment [fg, fg] Kao rezultat anal- \, N
itickog produzenja, u krugu V', dobijamo P '
holomorfnu funkciju ' "o

. . 3 S~o_L.-”
91(2) :\/7_«61@/27 ereup’ _771- <<P<_g7

Slika 5.8:
i par G = (V, 1), koji je analiticko pro-
duzenje F duz puta ~;. Specijalno, na
negativnom dijametru kruga V', nalazimo ¢ = —, i stoga

90(z) =V—we '/ = —iy/—x,

gde je —z = |z| > 0. Jednostavno je proveriti da je g1 = —go na V, i stoga da su
elementi G° i G! razliciti. O
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Neka je dat put 4. Ako radimo sa proizvoljnim elementima F; = (S, f)
pogodno je da se uvede sledeca definicija.
Pretpostavimo da je y(t) € Q; za svako ¢ € I. Za t € I oznafimo sa B; krug u £,
sa srediStem u v(¢) maksimalnog polupre¢nika p;.

Definicija 5.7 (analiti¢ki lanac duz v) * Neka je v: 1 — C i Fy = (4, f2),
t € I, familija elemenata tako da:

(d) v(t) € U za svako t € T

(¢) Ff = (By, fr), t € I, kruzni-analiticki lanac duZ v (sa centrima na vy),

gde za t € I, sa By oznacimo krug maksimalnog poluprecnika p; u 4, sa sredistem
u ().

U ovoj situaciji kaZemo da je Fr = (Qr, f7), 7 € I, analiticki lanac duz .

Takode kazemo da je F1 analiticko produZenje Fo duZ puta v (pomnoéu analitickih
lanaca); ili F1 je dobijen iz Fo analitickim produZenjem duZ puta -y pomoéu anali-
tickih lanaca.

Pogodno je razmotriti primer 27 koristec¢i definicije analitickog proguzenja duz puta,
pomocu lanca. Naime, neka je F; = (D¢, T4), gde je T grana korena na D;, defin-
isana pomocu formule (5.13); F; i F_, su analiticko produZenje Fy, respektivno,
duz vo i v1.

Primer 28 Neka je I = [f Z,%+27r} iy(t) = p(t)e't, 72 <t< % +27,ip
pozitivna neprekidna funkcija nal tako da je p(0) = p(27) = 1; Tada su oblasti Dy
i Do, jednake, a elementi fo i for su razli¢iti, mada je for analiticko produZenje
fo duz restrikcije v na 0 <t < 2.

S obzirom na Primer 24, pogodno je razmatrati kruzne elemente (ili samo
kanonske). Dakle, pogodno je pretpostaviti da su ovoj definiciji sve oblasti ; = Uy,
t € I, krugovi. Ako radimo sa kruznim elementima F, = (U, f;) onda uslov (c)
znadi:

(¢') za svako 7 € I postoji o > 0 tako da
’}/(t) EUT i ftﬁfr (tJ ft:fT IlaUthT)
za |t —7| <o.

Analiti¢ko produZenje duZ puta - pomocéu klice
Definicije potpune analiticke funkcije
Analiticka funkcija (potpuna) je familija kanonskih elementa, koji se dobijaju iz

nekog elementa F = (B, f) analitickim produZenjem duZ svih puteva, sa poetkom
u centru a, elementa F duz kojih je produzenje moguce.

Dva elementa F = (Q, f) i G = (G, g) ¢ije oblasti sadrze tacku a € C nazivaju se
ekvivalentni u a ako postoji okolina te tacke u kojoj je f = g.
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Neka a € Q. Familija elemenata ekvivalentnih u tacki a elementu F = (€2, f) naziva
se klica analiticke funkcije i oznacava sa [f] .

Kazemo da su dve klice [f], i [g], ekvivalentne posredno, preko nekog lanca oblasti,
(kratko ekvivalentne), ako postoje elementi F € [f], i G € [g], tako da je F ~ G;
pisemo [f], ~ [g],-

a

Ako je [f], klica analiticke funkcije, potpuna analiticka funkcija dobijena iz [f],
je familija F* svih klica [g], koje su posredno (preko nekog lanca oblasti) ekviva-
lentne sa [f] .

Vezba 5.1.2 Proveriti da su navedene definicije potpune analiticke funkcije ekvi-
valentne.

Sabiranje analitickih funkcija nije definisano u opStem sluc¢aju.

Razmotrimo npr. sabiranje analitickih funkcija, 7* i G*. Pretpostavimo da postoje
elementi (£, f) i (2, g) tih funkcija sa zajednickom oblasti 2. Holomorfne funkcije
f 1 g moZemo sabrati i dobiti element (€, f 4+ ¢). Familija elemenata koji se dobija
iz elementa (2, f 4+ g) obrazuje novu analiticku funkciju, koju je prirodno smatrati
sumom F* i G*. Da bi definicija bila korektna treba da ne zavisi od izbora pocetnih
elemenata; a to nije uvek ispunjeno. Proveriti za vezbu sledece tacke

1. v/z + /7 nije korektno definisan

2.

(vzy =L, ;20

nz

3. ,Prirodna” jednakost
Inz+Inz= 2Lnz, z#0,

nije korektna.
4.

(Lnz) = %, z #0.

Analiticko produzenje duz puta-pomocu klice

Definicija 5.8 (Analititko produZenje duz puta-pomoéu klice*) Neka je v :
1 — C put i pretpostavimo da za svako T € 1 postoji element F, = (Qr, f) tako da:
(a1) (1) € Q7;

(b1) za svako T €1 postoji o > 0 tako da

A1) € 0 i [filyey = ey 7a It — 7] < o

Tada je F1 analiticko produZenje Fy duz puta v; ili F1 je dobijen iz Fo analitickim
produzenjem duZ puta .

Ponovimo, za t € I oznagimo sa By krug u €, sa srediStem u y(¢) maksimalnog
poluprecnika p;.

Podvucimo da tada, iz (b1), s obzirom na definiciju klice, neposredno sledi
fi(2) = f+(2) za z € By N B;, kada je |t — 7| < . MoZe se pokazati da su Definicije
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5.71 5.8 ekvivalentne. Ponovimo, u definiciji uslov (b;) moZemo zameniti sa:

(b2) za svako 7 € I postoji § > 0 tako da

y(t) € Qi fr(2)=fr(2) zaz € ByNBi|t— 7] <4.

Ako radimo sa kruznim elementima F.. = (U, f.) onda uslov (b;) je jednostavniji:
(b2) za svako 7 € I postoji o > 0 tako da

yt) e Ui Fy = Frzalt—7| <o.

S obzirom na Primer 24, pogodno je razmatrati kruzne elemente (ili samo kanon-
ske). Dakle, pogodno je pretpostaviti da su ovoj definiciji sve oblasti €, = U, t € 1,
krugovi.

5.1.2 Nezavisnost produZenja od puta

Sledece tri teoreme ¢e biti dokazane u sekciji 7.2.

Teorema A|[Teorema 7.4, Jedinost produZenja duz puta] Ako je (B, f) element
i v put sa pocetnom tackom u centru B, tada (B, f) dopuSta najvise jedno anali-
ticko produZenje duz -y.

Pre nego §to formuliSemo narednu teoremu, potrebno je da uvedemo sledeéu defini-
ciju.

Definicija A [Definicija 7.2| Pretpostavimo da su tacke a i b u topoloskom prostoru
X i H neprekidno preslikavanje I? uw X tako da je H(0,t) = a i H(1,t) = b za svako
t € 1. Za puteve v; definisane sa

v(s)=H(s,t) (sel,tel) (5.21)
kaze se da formiraju jedno-parametarsku familiju puteva {v;} iza u b u X.

Teorema B [Teorema 7.5, Nezavisnost produZenja od puta] Neka je {v:} jedno-
parametarska familija puteva iz a u b, B krug sa sredistem u a i neka element (B, f)
ima analiticko produZenje duz svakog puta v;. Ako je fo analiticko produZenje duz
puta vo @ f1 duZ v1, tada je fo = f1.

Teorema C [Teorema 7.7, Monodromija] Pretpostavimo da je Q prosto povezana
oblast, (B, f) element, B C Q, i da se (B, f) moZe produZiti duz svakog puta v u Q
sa pocetnom tackom u centru kruga B. Tada postoji g € H(Q) tako da g(2) = f(z)
za svako z € B.

Neka je fo druga glavna grana korena i B = B(1;1). KruZni element (B, fy) je
analiticki produziv duz svakog puta u C*. Na osnovu primera 27 ne postoji funkcija
f € H(C*) tako da f(z) = fo(z) za svako z € B. Dakle, u ovoj situaciji ne vazi
Teorema 0 monodromiji jer C* nije prosto povezana oblast.

Propozicija 5.1 Neka je Q # C prosto povezana oblast. Tada postoji konformno
preslikavanje ¢ oblasti Q u jedinicni krug U.
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Dokaz: Neka je ¢ ¢ Qi Ug krug u Q. Tada, na U, postoji grana ¢g korena /2 — c.
Jasno je da

1) Element (Uy, ¢, ) moZe se analiticki produziti duz svakog puta v u €2, sa po¢etnom
tackom u centru Uy (objasniti!).

2) Neka je funkcija E. definisana sa E.(z) = z — ¢. Kako je Q prosto povezana, na
osnovu tacke 1) i Teoreme o monodromiji (objasniti!), postoji ¢ € H () tako da je
©? = E, tj. ¢*(2) =2z —cu Q.

Kako je ¢ otvoreno preslikavanje, ¢(§2) sadrzi krug U = U(a;7), gde je 0 < r < |al.
Ako w € ¢(2), tada je w = p(2) za z € Qistoga w? = p*(2) = z2—c¢, tj. 2 = w?+ec.
Otuda sledi da —w ¢ Qi stoga krug U(—a; r) ne sece (). Otuda je |¢(z)+a| > r
za z € (1 stoga preslikavanje 1) = ﬁ preslikava oblast €2 u jedini¢ni krug U. O

Propozicija 5.1 je ,korak” u dokazu Rimanove teoreme; za opstije rezultate videti
sekciju 5.2 (Postojanje grana), u kojoj se ne pozivamo na Teoremu o Monodromiji.
Za veZbu izvesti ovaj rezultat pomocu Teoreme C (Teorema 7.7); uputstvo: ako je
A zatvorena prosta poligonalna linija u €2, tada tacka c ne pripada IntA, tj. A ne
»obilazi” oko c i stoga je Indyc = 0.

5.2 Postojanje grana

Definicija 5.9 Poligonalna linija koja se sastoji od horizontalnih i vertikalnih in-
tervala naziva se specijalna poligonalna linija.

Oblast Fr = {|z| > R} nije prosto povezana; na oblast Fr U {oo} direktno se
ne primenjuje prethodna definicija, mada je oblast Er U {co} slika kruga U% pri
kompleksnoj inverziji. U nameri da obuhvatimo i ovakve sucajeve, definicija se
moze prosiriti:

Neka je Q otvoren skup u C koji sadrzi tacku co. Pretpostavimo da je Q # C, C.
Tada postoji tacka ¢ € C\ Q. Neka je p(z) = ~—. Skup Q* = ¢({2) je otvoren u

C. Ako je Q* poligonalno prosto povezan, kaZzemo da je €2 prosto povezan.

U ovoj sekciji pogodnio je koristi poligonalnu definiciju prosto povezane oblasti.

Definicija 5.10 (Prosto povezana oblast) Oblast D u C je prosto povezana
(poligonalno) ako IntA pripada D za svaku specijalnu zatvorenu prostu poligonalnu
liniju A, koja pripada oblasti D.

U posekciji 7.3.4 dokazuje se : ako je oblast prosto povezana u smislu definicije
pomocu granice, tada je poligonalno prosto povezana.
U ovoj sekciji dokazujemo teoreme o postojanju regularnih grana korena i logaritma.

U sledec¢em pasusu navedena su osnovna svojsta grana argumenta na koja ¢emo
se Cesto pozivati u ovom odeljku. Citalac moZe naéi vise detalja o svojstvima grana
argumenta npr. u [Ma 1] i [Ma 3].
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Grane Argumenta

Definicija 5.11 Neka je F viseznacna funkcija u oblasti Q i ~v : I — Q put.
Funkcija ® naziva se grana F duZ v, ako je

a. P neprekidna na I,

b. ®(t) € F(v(t)) zat e 1.

Lema 5.2 (Postoji grana korena, lokalno) Neka je f holomorfna na oblasti 2,
Q1 = f(2) oblast specijalnog O —tipa i n > 2 prirodan broj. Tada postoji g € H(Q)
tako da je g" = f na Q.

Uputstvo: 1. Na 1 = f(Q) postoji grana In viSeznacne funkcije (v§z) Ln; defini§imo
h=lnof ig=exp(h/n).

2. Na Q; = f(Q) postoji grana g, viSeznacne funkcije (v8z) y/; izabrati g = g1 0 f.
O

Teorema 5.2 Neka je v :1 — Q puti f:Q — C* neprekidno preslikavangje.
Tada postoji grana funkcije Arg f duz .
Ako su @1 i po dve grane Arg f duZ v, tada je 1 — po = const na I.

Uputstvo: Dokaz je slican dokazu teoreme o postojanju primitivne duz puta. a

Teorema 5.3 Neka je v : I — Q put i f,g : Q@ — C* neprekidna preslikavanja.
Tada je
Ay Arg (fg) = A, Arg f + Ay Argg

Uputstvo: Ako su 7 i o respektivno grane Arg f i Arg g duz v, tada je ¢ = o142
grana Arg (fg) duz . O

Teorema 5.4 Neka je v : I — Q put i f : Q — C* neprekidno preslikavange i
n > 1 prirodan broj.
Tada postoje grane Argf i Arg/f duZ ;i

1
A, Arg ¥/ f = ~AyArgf.

Uputstvo: Ako je ¢ grana Argf duZ v, tada je » = p/n grana Arg{/f duz v. O

Teorema 5.5 (postoji grana korena) Neka je 2 oblast. Pretpostavimo

a. f:Q — C* holomorfna funkcija

b. postoji prirodan broj n > 2 tako da je ApArgf jednako 2mn ili 0 za svaku
zatvorenu pozitivno orijentisanu Zordanovu poligonalnu liniju A u .

Tada postoji g € H(QY) tako da je g™ = f na Q.

Teorema vazi ako se uslov b. zameni uslovom

c. postoji prirodan broj n > 2 tako da je ApyArgf jednako 2wm, gde je m deljivo
sa n ili 0, za svaku zatvorenu pozitivno orijentisanu Zordanovu poligonalnu liniju
A u Q. Ova verzija Teoreme 5.5 Cesto se koristi u primenama. Videti Primer 31,
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koji sledi; takode podvucimo da m u ovom primeru zavisi od konture A.

Uputstvo: Neka je zg € Q i neka je pg € Argf(2o); neka je z € 2 proizvoljna tacka
i A proizvoljna poligonalna linija koja ,spaja” tacke zg i z u Q, ¢ = o + ApArgf
i 9 = ¢/n. Definisimo g(z) = V/|f(2)]e’¥(*).

Moze se pokazati, razlaganjem specijalne zatvorene poligonalne linije na proste, da
iz b. sledi da g(z) ne zavisi od izbora puta A. Jednostavno se proverava da je g" = f
na ).

Neka je a € Q proizvoljna tatka i r = |f(a)| i A = B(f(a);r); kako je f(a) # 0,
sledi A je oblast O-tipa i kako je f neprekidna u tacki a postoji krug B sa srediStem
u a tako da f(B) C A. Otuda, na osnovu Leme 5.2, postoji holomorfna funkcija G

tako da G™ = f na B. Kako je ¢" = f na Q otuda je (é)n = 1 na B. Neka je

wi = exp(i2kw/n). Kako je é neprekidna funkcija na B, otuda je ¢ = ¢G na B,

gde je ¢ = wy, zaneko k € {0,1,...,n—1}. Otuda, kako je a € Q proizvoljna tacka,
g je holomorfna na €. m|

Teorema 5.6 (Postoji grana In) Neka je 2 oblast. Pretpostavimo

a. f:Q — C* holomorfna funkcija,

b. AxArg f =0 za svaku zatvorenu Zordanovu poligonalnu liniju A u .
Tada postoji g € H(Q) tako da je e9 = f na Q.

Uputstvo: Definigimo g(z) = In|f(2)| + ip, gde je ¢ definisano kao u uputstvu za
dokaz prethodne teoreme. O

Pretpostavimo da vaZzi uslov a. prethodne teoreme i da je () prosto povezana oblast.
Neka je A zatvorena specijalna Zordanovu poligonalna liniju u €. Int(A) se moze
podeliti na konafan broj pravougaonika Ry tako da je svaka oblast f(Ry) speci-
jalnog O — tipa. Neka je ~; pozitivno orjentisana granica pravougaonika Ry i
I'y = foy, Tada je AArgl'y, = A, Argf = 0. Otuda, sabiranjem, dobija se
ApArg f = > A, Argf = 0. Dakle iz uslov a. sledi uslov b. i otuda se dobija
slede¢i rezultat:

Teorema 5.7 (Postoji grana In na prosto povezanoj oblasti) Neka je
prosto povezana oblast i f : Q — C* neprekidna (respektivno holomorfna) funkcija
na €.

Tada postoji g neprekidna (respektivno holomorfna) funkcija na Q tako da je e = f
na €.

Funkcija h = ed/m je neprekidna (respektivno holomorfna) na Q) i zadovoljava jed-
nacinu h" = f.

Ponovimo da ne postoji grana logaritma, korena na C* i na kruznom prstenu
A= A(0;r, R), gde je 0 < r < R; mada je funkcija f(z) = z razli¢ita od 0 u ovim
oblastima. Dakle, prethodna teorema ne vazi u opStem slu¢aju bez pretpostavke
da je oblast ) prosto povezana.
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Primer 29 Neka polinom P nema nula na U i neka je F = Lno P.
Dokazati da postoji regularna grana vsz funkcije F' na jedinicnom krugu U.

Uputstvo: Primeniti Teoremu o postojanju neprekidne grane logaritma. a

Primer 30 Neka je f(z) = 1 — 2. Dokazati

a. z = exp(i2kn/3) su redenja jednacne f(z) =0

b. ako jely = [0,2x], l = loUl1Uly i D = C\1, tada funkcija /f dopusta izdvajanje
regularne grane na D.

Uputstvo: Primeniti Teoremu 5.5. Neka je A specijalna zatvorena poligonalna linija
u oblasti D i G = Int(A). Kako je G povezan skup tada postoje dve moguénosti
a. 1 CInt(A),

b. 1 C Ext(A).

Kako je 23 — 1 = (2 — 20)(2 — 21)(2 — 22), nalazi se

2 2
ApArg f = ZAAArg (z—z2p) =27 ZIndA (zk).
k=0 k=0

Otuda, na osnovu Teoreme o indeksu za prostu zatvorenu konturu (Teorema 1.13),
sledi da je u slucaju a. : ApArg f = 3(27), a u slucaju b. : ApArg f =0. a

Primer 31 Neka je f(z) = 1 — z*. Dokazati

a. z, = exp(i2kw/4) su resenja jednacne f(z) =0,

b. ako je ly = [—i,1], lo = [-1,i] il =11 Uly i D = C\, tada funkcija /f dopusta
izdvajanje reqularne grane na D.

c. ne postoji reqularna grana funkcije \/f na D.

Uputstvo: Primeniti Teoremu 5.5. Neka
je A specijalna prosta zatvorena poligo-
nalna linjja u oblasti D i G = Int(A).
Kako je G povezan skup tada postoje Ce-
tiri moguénosti

a. | CInt(A),

b. {=i,1} ¢ Imt(A) 1 {-1,4} C
Ext(A),

c. {-1,i} C Int(A) 1 {—4,1} C
Ext(A),

Slika 5.9:

d. 1 CExt(A).

Kako je f(z) = —(2 — 21)(z — 22)(2 — 23)(2 — 24), nalazi se
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3 3
ApArg f = ZAAArg (z—2p) =27 ZIndA (zk).
k=0 k=0

Otuda, na osnovu Teoreme o indeksu za prostu zatvorenu konturu, sledi da je
u slucaju a. : ApArg f = 4(27); usluCajevima b. 1 c. : AyArgf =2(27);au
slucaju d. : ApArg f =0.

Podvucimo da se Ap Arg f moZe izrac¢unatii pomoc¢u Principa argumenta. Naime
ApArg f = 27n, gde je n broj nula funkcije f u oblasti G = Int(A). Iz Principa
indeksa sledi Indr0 = n, gde je I' = f o A.

U vezi sa ovim primerom videti Zadatak 4.25 [Je-Mal. O

Propozicija 5.2 Pretpostavimo da je D prosto povezana oblast u C, f holomorfna
funkcija na D i da funkcija f u oblasti D ima konacno nula z1, 29, ..., 2y. Neka
je ukupan broj nula, racunajuéi i visSestrukost, jednak n > m, ~ prost Zordanov
put (opStije povezan skup) ¢iji trag sadrZi ove tacke i pripada oblasti D i neka je
G = D\ ~v*. Dokazati da postoji holomorfna grana funkcije /f u oblasti G.

Uputstvo: Neka je A specijalna prosta zatvorena poligonalna linija u oblasti G.
Pretpostavimo da je v* C Int A i neka je I' = f o A. Na osnovu Principa indeksa
Indr(0) = n. Ako je v* C Ext A, s obzirom na to da je D prosto povezana oblast,
sledi da je Indr(0) = 0 (objasniti). ad

Definicija 5.12 Neka je J = [a,b] orijentisan segment, V okolina segmenta J i
funkcija g definisana na V\J. Tada postoji linearno preslikavanje X\ tako da su \(a)
i A(b) realni brojevi i A(a) < A(b). Neka je | inverzno preslikavange preslikavanja
AN IIF=1HY): II-=I1(H).
Ako c € [a,b] i ako postoji graniéna vrednost
I

i 9)
oznacavamo je sa g+ (c); sliéno se definise g~ (c); ako je J = Ji, onda pisemo g (c)
umesto g7 (c).

Propozicija 5.3 Neka je a < b. Postoji grana h viz H(z) = (z — a)®(z — b)” na
D =C\ [a,b] ako i samo ako je o+ B ceo broj.

Uputstvo: Neka je a+ 5 =k, Az = %, G(z) = (Az)*1 D =C\ [a,b]. Tada je

H(z) = G(2)(z — b)* i A preslikava D na O_, \ {1}.

Kako na oblasti O_,, postoji grana In (definisana sa vrednostima u (—m, 7)) viez-

nacne funkcije Ln, funkcija g = exp (o InoA) je grana G.

Neka je h = g(z — b)*. a
Pretpostavimo da su a, 3,a,b € R.

Kako je Ala,b) = R~, H- = A(HT), Ht = A(H™), Intt =In|t| +iriln"t =

In|t| —im za t <0, sledi

(InoA)*(x) = (In~ 0A)(x) = In|A(x)| —ir i
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(InoA)~(z) = (In" 0A)(x) = In|A(z)| + in.
a. Otuda, ako je a < x < b, sledi

g+($) _ ea(lnoA)+(m) — ea(ln\A(z)|7i7r) — @ 1n|A(a:)|6fai7r — efiom |g(m)|’

i slitno g~ () = €™ |g(x)[; i stoga

B (z) = €07 [n(2)], B (2) = 0 [h(a)].

Na osnovu  A(R\ (a,b]) = R, nalazi se

b. ako z ¢ [a,b], tada je g(z) > 0 i otuda

h(z) = (=1)*|h(z)| zax <a i h(z)> 0 za x>b. 0

Pogodno je sumirati prethodno razmatranje:
Propozicija 5.4 Pretpostavimo da su o, 3,a,b € R. Neka je k = a+ 8 ceo broj,
z—a

H(z) = (z —a)?(z — b)?, Az = po—

respektivno viseznacénih funkcija G i H na D = C\ [a,b] tako da:
a. ako je a < x < b, tada

g* (@) = e g(@)], g~ (x) = T |g()],
W (x) = 7 |h(@)], b~ (2) = e [h(x)];
b. ako x & [a,b], tada je g(x) >0 i
h(z) = (=1)F|n(x)| za x < a,
h(z) > 0za x> b.

i G(z) = (Az)*. Tada postoje grane g i h

Pomocu ove Posledice izvode se formule (5.23) i (5.25) u sledecoj sekciji 5.3.
Vezba 5.2.1 Neka je p(z) = 2% — 22 + 2.
Dokazati da postoji grana f vsz funkcije \/p u oblasti B = {z : |z—1| < 1}, odredena

sa f(0) = /2.

Funkciju

F(z) = 14z iz_—ll)f(z)

razviti w Loranov red u oblast B' = {0 < |z — 1| < 1}.

Uputstvo: Koreni polinoma p su z; = —1 4171 29 = —1 —i. Neka je A specijalna
prosta zatvorena poligonalna linija u B’. Kako A ne ,obilazi” oko tacaka z; i z5 i
kako je p(z) = (2 — z1)(z — 22), dobija se AyArgp = ApArg (z — 2z1) + ApArg(z —
29) = naz1 +naze = 0. Otuda, postoji grana f v8z funkcije \/p u oblasti B.
Kako je p(z) =22 =22 +2=1+ (2 — 1),

+oo
=% () -1
k=0
Zameniti 22 =1 +2(z — 1) + (2 — 1)? u formuli

1 2 f(2)
z—1+z +z—1'

F(z) =
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5.3 Regularne grane i integrali

z

1. Neka je F definisana sa F'(z) = Ln .
z —
Dokazati da F' dopusta izdvajanje regularne grane u oblasti £ = {z : |z| > 1}.

Uputstvo: Neka je w = Az = P K jedini¢na kruZnica i [ prava definisana sa
z

l={z:Rez=1/2}. Kako je A(—1) = 1/2, A preslikava K na ! i otuda kako je
A(o0) =1, A preslikava E na E, = A(E) = {w: Rew > 1/2} \ {1}.

U oblasti E.,, postoji regularna grana ¢ = arg sa vrednostima u (7, g) i postoje

grane 9, = Iny definisane sa

Ing(w) = In|w| + i(arg w + 2km),
gde je k ceo broj. Dakle, funkcije fr = 1 o A su regularne grane funkcije F. O
2. Alternativni dokaz Propozicije 5.3

Uputstvo: Neka je H(z) = (z — a)®(z — b)? viSeznac¢na funkcija i D = C \ [a, b].
Neka je v specijalna prosta poligonalna linija u D = C\ [a, ] i ¢q, pp respektivno
grane argumenta z —a i z — b duz 7. Tada je ¢ = ap, + B grana argumenta
‘H duz v; specijalno ako je vy zatvorena ¢ = A ArgH = o2 K, (a) + 527 K, (b),
gde je ponovimo K., = Ind, (funkcija indeks puta 7). Otuda je

1. ¢ = 2(a + B) 7 ako je a, b € Int(7).

2. ¢ = 0 ako je a, b € Ext(7).

Dakle, ako je o + 3 ceo broj, tada postoji grana viSeznane funkcije H(z) =
(z—a)*(z—b)’ na D =C\ [a,b]. O

3. Neka su ¢, @p respektivno grane argumenta (z —a) i (z —b) na D = C\ {a, b}
sa vrednostima u (—, 7] i neka je funkcija H definisana kao u dokazu Propozicije
5.3.

Dokazati

1. Funkcije ¢, i p su prekidne na I = (—o0, a),

2. ako je a + (3 ceo broj funkcija €'# je neprekidna na | = (—o0, a),

3. funkcija h = |H|e* je holomorfna na D.

Primer 32 Neka je p(z) = 1 — 2", n > 2. Dokazati

a. ar = exp(i2kmw/n) su reSenja jednacne p(z) =0

b. ako je Iy, = [0,ar], | = UZ;& Iy i D= C\I, funkcija {/p dopusta izdvajanje
regularne grane g na D

c. ako je f =1/g, dokazati da je ay, f; (par) = fo (p) 2 0 < p < 1.

Uputstvo: Neka je ¢ = 2knw/n i neka je C = Cp kruzni luk definisan sa C(t) =
rexp(it), or <t < i1, r < 1. Tada je ' = p o C kruznica sa sredistem u tacki
110 € Ext(I"). Otuda je AcArgp~ /" = 0. o
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Ako je v = v, negativno orijetisana kruznica sa sredistem ay polupre¢nika e,
tada je I' = p o y prosta zatvorena negativno orijentisana kontura oko 0 ako je ¢
dovoljno malo. Otuda je AWArgp’l/" = 1.

Za vezbu videti npr. [Je-Ma]: Zadaci 4.21-4.25, 7.29-7.31.

Integrali

Teorema 5.8 Ako je o, f € (—1,400), o + 8 = k ceo broj, R racionalna funkcija
koja nema polove na [a,b], a,b € R i

b
I= / (x —a)*(b — 2)°R(z)dz, (5.22)

gde (x — a)®(b — x)” oznaka za nenegativnu funkciju (iz realne analize) na [a,b].
Tada je

sin(Br) I =7 (ZRes(f, z) + Res(f, oo))7 (5.23)
gde je f = h R i h funkcija, definisana u dokazu Propozicije 5.4.

Uputstvo: Neka je h regularna grana
u oblasti D, koja je definisana u
Propozicije 5.4 (videti razmatranje posle
Propozicije 5.3). Integraliti funkciju
f = hR duz konture na sl. 5.10.
Neka je r dovoljno veliko tako da
kruznica K, sadrzi sve singularitete

racionalne funkcije R. Kako je h™(x) —
h=(z) = 2isin(Bn)|h(z)| i |h(z)] =
(z — a)*b —2)’ (@ < = < b),

primenom Kogijeve teoreme o rezidu-
mima, dobija se (5.23) (objasniti de-
taljel).

Pomocu smene 5 = k—a, (5.22) se moze
napisati u obliku \ Slika 5.10:

I= /a (i:;) R(z)dx, (5.24)
gde je R racionalna funkcija koja nema polove na (a, b] i ima najvie prost pol u a.
Kako je (5.24) specijalni slucaj (5.22), gde je § = —a, i stoga sin(anr) = —sin(G7),
iz (5.23), sledi

sin(fam) I = -7 (ZRes(f, z) + Res(f, oo)), (5.25)

gde je f = g R i g definisana u Posledici 5.4. a
NAPOMENA: Pri izra¢unavanju integrala zadatog jednac¢inom (5.22), u literaturi se
¢esto funkcija h definise tako da je

ht(z) = (x —a)®(b—2)", zaa <z <b.
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U tom slucaju je
h=(x) = e *?>"ht(z) a<z<b.

1. Izracunati I = P(a,b) \/xfa b—x)dx.

Uputstvo: a. Primenom formule (5.23) zaa=[= 1/2 kako je c1=—(b—a)?/8,
dobija se I = 7(b — a)?/8. Primetimo da je P(— f V1 — 22 dx povrsina

jedini¢nog polukruga.

b. Alternativno reSenje: Kako je y = /(z —a)(b—x), a < x < b, jednac¢ina
polukruznice sa sredistem u ¢ = (a + b)/2, poluprecnika r = (b — a)/2, integral
P(a,b) jednak je povrsini polukruga 772 /2. O

2. Izratunati I = I(a,b) /

v(x—a)b—1x)
Uputstvo: a. Primenom formule (5.23) za a =0 = -1/2, kako je c_1 = 1, dobija
se I = 7. Primetimo da za a = —1, b = 1, integral I se moze iterpretitati i kao
duzina jedini¢ne polukruznice.

b. Alternativno resenje: Na osnovu formule za duZinu krive, duZina polukruZnice,
definisane u b. (Zadatak 1), jednaka je l = rI. Kakol =nr,sledil =nr=rI1i
otuda I = 7. |

3. IzraCunati

b
1
I= dr (a < b < o).

a T—=C/(x—a)(b—x)
Uputstvo: Primenom formule (5.23) za o« = 8 = —1/2, kako je Res(f,c) = h(c)

S , dobija se I = —7h(c). O
(c—a)(c—=10)

4. Akoje a,f € (-1,0), a+8=-11

b
I:/ (x — a)*(b—xz)Pdax,

i
tada je [ = ————.
L)
Specijalno,
b
. B(p,1—1p) = —a)?" b — 2) " Pdx = 1).
0. Bp1=p) = [ @=ap ) Tie = s 0<p<)

N
U
8

1 1
izraziti pomoc¢u Ojlerove beta funkcije: I, = —B(p,1 —p), gde je p = —
n n’
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1 &
5. Izracunati I */ (1-2) dx
14 x)3
Uputstvo: Neka je R(z ) (1+2)73, f = hR i h grana definisana kao u Propoziciji
5.4. Kako je h* = z(z — 1)3, otuda sledi
4h3N = (2 —1)3 4+ 32(2 — 1)?,
4(3R2(W)2 + h3W") =3(2 — 1)2 + 3((2 — 1)? + 22(2 — 1)).
Primenom Propozicije 5.4 (a = 1/4, § = 3/4 i k = 1), nalazimo da je h(—1) =
3/4

2 1
—23/4 p/(-1)=3-=— i S =Res(f, —1) = 5h”(—1). Kako je c_; = 0 primenom

64
formule (5.23) za g = 3 dOlea se I sin Z = 7S iotudasledi I = 2—1\4/5 O
1 3/.5(1 _
6. Izracunati I = / 2(1 —2)
1422
2
Uputstvo: Neka je a = 3 Az = z—jl’ G(2) = (A2)*, g grana G definisana u
s z(1-2) .
Posled 4, R(z) = =gR.
osledici 5.4, R(z) T2 if=gy 1
a. Pomocu smene z = Jw pokazuje se da je Res (f,00) = —=.

b. Kako je Ai = exp(—im/4) i otuda g(i) = |g(¢)| exp(—ian/4) = exp(—in/6), do-

1 2
bija se Res(f,4) = 5(1 — 1) exp ( —z%) = % exp(— z%)

Otuda, s obzirom na to da je,
Res(f,—i) = Res(f,4), na osnovu for-

2 /1
mule (5.25), nalazi se I = — (— —
( ) \/g 3 a
2172 gin — T ) O
12
7. Neka je n > 2 prirodan broj. Po- ao

mocu funkcije f definisane u Primeru 32
i konture na ShCl 5. 11 izracunati integral

I=1I(n

az
N
Uputstvo Neka je ar = exp(i2km/n)
i g = 27r/n. Kako je fk_(pak) =
exp (ivo) fif (par), ax fif (par) = fo ( )
za 0 < p <1, dobljaseprvofl fE=ri
otuda

Slika 5.11: n=3

I = z = fo =@ —explive) | fif = (1 —exp(ivo))l, (5.26)

lk lk:
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gde jek =0, 1,..., n-1. Kako je 1 — exp(ipp) = —2isin (%) exp (%), iz (5.26),
sledi
I = —2isin (ﬂ) exp (@) T, (5.27)
2 2
gde je, ponovimo, @ = 27/n.
Na osnovu Kogijeve teoreme o rezidumima (Teorema 2.37), nalazi se

nillk = 2mi Res(f, 00). (5.28)
k=0

1\—-1/n
Proveriti da je za x > 1, f(x) = exp (i6p) ™' (1 — —) , gde je 0y = T ida je
" n

otuda Res (f,00) = —exp (i 6y).
Otuda, kako je % =6, s obzirom na (5.27) i (5.28), dobija se n1 sin 6y = 7. O

Za vezbu videti npr. [Je-Ma]: IZRACUNAVANJE NEKIH REALNIH INTE-
GRALA, Zadaci 8.17-8.37,1 RAZNI ZADACI 10.57-10.77.

5.4 Inverzne funkcije - zadaci

1. Neka su bilinearne funkcije A i B definisane sa

1
AQ) =i

Dokazati:

—¢ iB(w):ZJ:Z.

(a) A preslikava U na H
(b) B=A"1.

. 1
Ponovimo da je funkcija Zukovskog definisana sa w = Z(z) = §(z +271).

2. Inverzna funkcija je z = Z71(w) = w + Vw? — 1.
3. Neka je Rz =iz i R1( = —i(. Dokazati:

(a) sin=ZoRjoeoR

(b) Arcsin=R 'oLnoR;'oZ 1,

Arcsinz = —iLn(iz + V1 — 22).

4. Dokazati:

(a) cos=ZoeoR

(b) Arccosz =iLn(z + V22 —1).
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Uputstvo: Resavanjem jednacine cosw = z, ili % = 2, ili konacno,
¥ —2ize™ +1=0
kao kvadratne jednacine u odnosu na e*“, dobija se
e =z 4+ /22— 1.
Otuda sledi (b). Primetimo da ispred logaritma pisemo 4, a ne 1/i kako bi
trebalo jer, s obzirom na relaciju
1

—— =z — V22 -1

z+Vz22 -1
promena znaka ispred logaritma svodi se na promenu znaka ispred korena, a
koren u kompleksnoj analizi, ionako po definiciji ima dve vrednosti. a

5. Dokazati:

(a) tg=Aoceo Ry, gdeje Roz = 2iz
1=z
i+z

1
(b) Arctgz = 5 Ln

6. Neka je J inverzija, tj. J¢ = (~'. Dokazati:

(a) ctg = J o tg, Arcctg = (Arctg) o J
(b) Bp=BoJ=—-JoB
z+1

zZ—1

1
Arcctgz = — L
(¢) Arcctgz 5; Ln

Oznacimo sa U’ jedini¢ni disk bez 0.

7. Dokazati da viSezna¢na funkcija Ln ne dopusta izdvajanje regularne grane na

U'.
Resenje: Pretpostavimo suprotno da je f regularna grana Ln na U’. Tada je
f'(2) =1/z na U’ i, na osnovu KIT (o izvodu) fw f(2)dz=0

za svaku zatvorenu konturu v u U’; videti takode Vezbu 1.6.12 a

. Dokazati da vigezna¢na funkcija Ln(iz ++/1 — 22) ne dopusta izdvajanje reg-

ularnih grana na oblasti D = C\ [, gde je I = [—1,1].

Resenje: Pretpostavimo suprotno da postoji regularna grana g na D. Tada
je e9 regularna grana na D i otuda funkcija Z~! dopusta izdvajanje regu-
larne grane ¥ na D. Kako ¥(D) nema zajednickih tacaka sa T', sledi (D) C
U ili (D) C E. Neka je na primer (D) C U. Tada je ¥(D) = U’ i
otuda, viSezna¢na funkcija Ln dopusta izdvajanje regularne grane na U’; §to
je kontradikcija sa 7. a
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9. Dokazati da postoji regularna grana Arcctg na oblasti D1 = C\ Iy, gde je

I = [—i,i].

Resenje: Bj preslikava D; na O,. Na O, postoji regularna grana Ln. |

10. Uraditi za vezbu:

11.

12.

(a) Neka je ly = (—o0,—1] U [1,400) 1 D3 =
C\ 3. Dokazati da Z(H) = D3 i da otuda
postoji regularna grana Z, ' viSeznacne
funkcije Z~! na Ds.

(b) Neka je In grana viseznacne funkcije Ln na
II~. Dokazati da je fo = RiolnoRo Zy ™!

regularna grana viSeznafne funkcije
Arcsin na Ds. --- --

Resenje: Z,;'(D3) =H i R(H)=1". O

(¢) Neka je IIy = {w : |Rew| < w/2}.
Dokazati da je fo(D3) = 5.

Resenje: In preslikava II™ na II; i

Ry(Ih) = M. Slika 5.12: Reg. gr. korena

(d) SiIl(HQ) = D3.

Neka je D = C\ I, gde je I = [—i,4]. Dokazati da postoji regularna grana f
vigeznac¢ne funkcije F', definisane sa F'(z) = v/1+ 22, na D.

Resiti jednacinu sin z + cos z = 2.

_ e—iz o eiz + e—iz )
. T, COS 2z = T 1
smenu w = e'* transformiSemo polaznu jednacdinu u kvadratnu jednacinu po
w. Posle toga koristimo z = —iLn(w).

2. nadin: (sin z+cos 2)? = (sin 2)2+2sin 2 cos z+(cos 2)? = 4, zatim na osnovu
identiteta (sinz)? + (cosz)? = 1 i adicione formule 2sinzcosz = sin(2z)
sledi sin(2z) = 3. Zatim se koristi formula Arcsinw = —iLn(iw + v1 — w?).
Dalje je 2z = Arcsin3, Arcsinw = —iLnY(w), gde je T(w) = iw + V1 — w?,
Y(3) =i3++v-8=3i+ 8 = (34+V8)i = w,, Lnwy = In|(3 + V)i| +
i(r/2 +2km) =1/2In17 + i(7/2 + 2km). I na kraju z = z = 1/2 Arcsin3 =
w/4+kr—i/41nl7, k € Z.

ReSenje: 1. nacin: Koriste¢i formule sin z =
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GLAVA 6

Osnovi geometrijske teorije

6.1 Geometrijski principi

6.1.1 Princip argumenta
Logaritamski rezidum
Neka je funkcija f holomorfna u $upljoj okolini B’ = {0 < |z — a| < r} tactke a € C

i nema nula u B’.

Definicija 6.1 Logaritamski rezidum funkcije f u tacki a € C je rezidum logarita-
mskog izvoda
f'()

Fo = ) (6.1

funkcije f u tacki a.

Za logaritamski rezidum funkcije f u tacki a koristi¢emo oznaku Log Res, f. Dakle,

!

LogRes(f,a) = LogRes,f = Resaf?.

Osim u izolovanim singularnim tackama (jednozna¢nog karaktera), funkcija f moze
imati logaritamski rezidum razli¢it od nule i u svojim nulama.

Ponovimo, neka je funkcija f holomorfna u nekoj $upljoj okolini B’ = {0 < |z—a| <
r} tacke a € C i nema nula u B’. Dodatno pretpostavimo da je

1. funkcija f je holomorfna u tacki a i f(a) =0 ili

2. f ima pol u tacki a.

1. Neka je, dalje, a € C nula reda n funkcije f. Tada u nekoj okolini V =V,
imamo f(z) = (z — a)"¢(2), gde je ¢ holomorfna i nema nula u V,. Kako je

Fl(z) =n(z —a)"o(2) + (2 — a)"¢' (),

215



216 GLAVA 6. OSNOVI GEOMETRIJSKE TEORIJE

otuda prvo dobijamo

f n_ ¢

= = —. 6.2

T ioa o (6.2)
Iz ovog izraza zakljucujemo da u nuli reda n logaritamski izvod funkcije ima pol
prvog reda sa rezidumom n, tj. logaritamski rezidum u nuli jednak je redu te nule.

2. Ako je a pol funkcije f reda m > 1, tada u nekoj okolini V' tatke a imamo

f(z) = (z — a)™™Y(z), gde je ¥ holomorfna i nema nula u V. Kao u slu¢aju nule,
dobijamo

/ - ’
[ mm v
foz—a 9
i otuda
LogRes,f = —m.

Logaritamski rezidum u polu jednak je redu pola sa znakom minus.
Pogodno je da se saglasimo da iskazi ,funkcija f ima pol reda n > 1 u tacki a” i
yfunkcija f ima nulu (u uop$tenom smislu) reda —n u tacki ¢” imaju isto znacenje.

Lema 6.1 (Log Res) Ako funkcija f ima nulu reda n € Z u tacki a € C, tada je

/
LogRes, f = Resaf7 =n. (6.3)
Saglasimo se da se od sada svaka nula i pol ra¢unaju onoliko puta koliki je njihov
red.

Definicija 6.2 Funkcija koja u oblasti Q nema drugih singulariteta osim polova
naziva se meromorfna funkcija na 2.

Teorema 6.1 (T ) Log Res) (Logaritamski rezidum u odnosu na konturu, broj
nula i polova) Neka je G regularna oblast, f meromorfna funkcija na G i neka OG
ne sadrzi ni nule ni polove funkcije f. Ako su N i P, respektivno, ukupan broj nula
i polova funkcije f u G, tada je
1 !/
I:Ifz—,/idzzN—P, (6.4)
2mi ), f
gde je v pozitivno orijentisana granica oblasti G.
Dokaz: Kako f ima u G samo kona¢no mnogo nula, aq,...,a, i kona¢no mnogo
polova, by, ..., by, a OG ne sadrZi ni nule ni polove, funkcija g = 1'/f je holo-
morfna u oblasti G\{a1,...,an,b1,...,bn}. Otuda, na osnovu Osnovne Teoreme
o Rezidumima,

1 f, n m
i : 7dz = jz::l Resq,; 9 + ; Resy, g. (6.5)

Na osnovu Leme 6.1 je

Resq; 9 = nj, Resy, 9 = —pj, (6.6)
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gde su n; i pj;, respektivno, red nule a; i pola b;. Zamenjujuéi (6.6) u (6.5) i
koriste¢i dogovor o rac¢unanju nula i polova (po kome je N = > n; i P =Y p;)
dobijamo (6.4).

Ako koristimo pojam nule (u opstem smislu), ovaj dokaz dobija kompaktniji
oblik. Tada funkcija f ima konafno mnogo nula (u uop$tenom smislu), c1,...,c;s.
Na osnovu Leme 6.1 (Log Res), Res, g = k;, gde je k; red nule ¢;. Otuda primenom
osnovne Teoreme o rezidumu dobijamo

1 f! °

- dz = Res¢; g = k,
2mi ), f ;
gde je k = Z k; ukupan broj nula (u op$tem smislu). m|
j=1
Teorema RusSea
Pogodno je uvesti oznake:
1 n
Iy =I,(h)=— [ —d
o= 1) = 5 [ G

kada integral postoji. Ako je h meromorfna funkcija na oblasti G, sa N, = N(h,G)
i P, = P(h,G) oznacavamo broj nula i polova funkcije h na G.

Teorema 6.2 (Ruse) Pretpostavimo da je G regularna oblast i oznacimo sa vy
pozitivno orijentisanu granicu oblasti G. Neka su ispunjeni slede¢i uslovi:

(a) f i g su holomorfne na G,

®) l9(:) < |f(2)l, = €.

Ako je h = f + g, tada h i f imaju jednak broj nula v G, tj. Nj = Ny.

Dokaz: Iz (b) sledi da funkcije f i h nemaju nula na G (|h(z)| > |f(2)| — lg(=)],
z € 0G). Kako je h = f(l + %), pogodno je uvesti oznake: ¢ = %, p=14+9¢i

predstaviti b u obliku h = fo. 1z (f¢) = f'¢ + f¢' dobijamo I}, = I, =I5 + I,
gde se integrali racunaju u odnosu na =, i otuda, s obzirom na Teoremu 6.1 (Log
Res) u odnosu na konturu i broj nula, sledi N, = Ny + I,. Sada dokaz teoreme
sledi na osnovu sledece leme (videti takode Posledicu 6.2 Leme 6.3):

Lema 6.2

Dokaz: Iz pretpostavke (b) sledi prvo

lo(z) — 1] = [¥(2)] < 1, 2 € 0G
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i stoga ¢ preslikava OG u B = B(1;1) C IIT. Kako na II™ postoji grana In
/

viSezna¢ne funkcije Ln, funkcija In ¢ je primitivna za funkciju ﬁ, u nekoj okolini
¥

konture . Otuda, na osnovu KIT’, sledi

1
I,=— [ (I "dz = 0.
Y 2w ’y(ntp) :

O
Podvucimo da se Lema 6.3, Propozicija 6.1, Posledica 6.2 i Teorema 6.3 (koje
dokazujemo u daljem tekstu) mogu razmatrati kao uopstenja ove Leme.
Na osnovu Teoreme 6.1 iz Leme 6.2 sledi da je n, = p,. U slede¢em primeru,
koji se odnosi na jedini¢ni disk A, funkcija ¢ ima sledeca svojstva:
L o(T) C II*,
2. ¢ ima Cetiri nule i Cetiri pola u A.

Primer 33 Odrediti broj nula funkcije
h(z) =2 —62* +32—1
u A.

Resenje: Neka je f(2) = =621 g(2) =2°+32z—1. Tadaje h=f +g, |f(2)] =6
(z
(

>

|g(2)| <5, z € T. Na osnovu Teoreme Rugea h ima 4 nule u A. Dakle, p(z) =
je meromorfnau A, N, =4, P, =4il,= N, - P, =0.

~

o

NAPOMENA: Teorema RuSea se primenjuje i na viSestruko povezane oblasti; za
ilustraciju videti Podsekciju 6.3.3 (Ruseov stav i Lema Mihajlova, Zadatak 3).

Vezba 6.1.1 U dokazu Teoreme 6.2 (Ruse) ustanovljeno je da ¢(0G) C IIT.
a. Ako je ¢ holomorfna funkcija na G dokazati da je p(G) C TIT.
b. Dalije ¢(G) CIIt u opstem slucaju?

Resenje: Ne u opStem slucaju; preciznije b. vazi ako i samo ako je ¢ holomorfna
funkcija na G. a

Vezba 6.1.2 (Osnovni Stav Algebre) Ako jen pozitivan ceo broj i P(z) = 2"+
12" 14+ daiz+ag, gde suag, ..., an_1 kompleksni brojevi, tada P ima tacno
n nula v kompleksnoj ravni.

UPUTSTVO: Neka je p1(2) = ap_12" "1+ +ai1z+ag. Tadaje P(z) = 2" +p1(2) i
postoji R tako da je |z|" > |P1(#)| na kruznici Tr. Funkcija f(z) = 2™ ima u tacki
0 nulu n-tog reda i otuda na osnovu RuSeovog stava polinom P ima ta¢no n nula
u krugu Ug.
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Princip argumenta

Lema 6.3 (Int Logj,.) (Integral logaritamskog izvoda) Neka su ispunjeni sledeci
uslovi:

(a) f je holomorfna u oblasti Q2 i nema nula na konturi v koja pripada oblasti §2;

(b) trag konture T = fo~ pripada oblasti O -ravan bez zraka iz koordinatnog pocetka.
Tada je

!
J= / f7dz —In f(b) — In f(a), (6.7)
v
gde je a = v(0), b =~(1) i In grana logaritma na O.

Posledica 6.1 Ako su ispunjeni uslovi Leme 6.3 i ako je kontura ~y zatvorena, tada

je:
J=0.

Dokaz leme 6.3: Ponovimo da na O postoje grane arg i In takve da arg = ImIn.
!

Kako je (In f) = T na v*, dobijamo:

J:‘/Wf%dz:[/(lnf)’dz,

i otuda, s obzirom na kompleksnu verziju Njutn-Lajbnicove formule (osnovne Teo-
reme integralnog ratuna),

J=Inf|" =lnf(b) - In f(a).

Ponovimo da sa A,Argf ozna¢avamo prirastaj funkcije f duZ konture v, tj. vred-
nost izraza arg f(b) — arg f(a). Sada (6.7) moZemo napisati u obliku:

J=In|f(b)| —In|f(a)| +iA,Argf. (6.8)

O

Pokazimo da formula (6.8) vazi i kada uslov (b) Leme 6.3 nije ispunjen.

Propozicija 6.1 (Integral logaritamskog izvoda i promena argumenta)
Ako vazi uslov (a) Leme 6.3, tada je

J= /Wf?zz — I [f(5)] — In|f(a)| + iA, Argf (6.9)

Dokaz: Podelimo konturu ~ tackama zg = a, 21, . . . , 2, = b na konac¢an broj kontura
Yis---:7n tako da svaka kontura I'y, = f o 5, pripada nekoj oblasti OF -ravan bez
zraka iz koordinatnog pocetka (k = 1,...,n). Primenom Leme 6.3 na svaku konturu
v (k=1,...,n) dobijamo:

Jg = [m f7/dz =In f(zx) —In f(zr-1),
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tj.
Ji = |f(z0)] = In| f(z11)| + 2, Argf.

Sabirajuci ove jednacine (ponovimo da je A Argf = > A, Argf) dobijamo (6.9).
k=1
O

Definicija 6.3 Ako je f = E identicko preslikavanje, umesto A,Argf pisemo
AArgry.

Napomena: U klasi¢noj literaturi nalazimo varijacije sledeé¢eg postupka. Neka
je f holomorfna na zatvorenoj konturi + i razli¢ita od nule na v* (0 € f(v*)). Tada
jer

b [ Lty o s

Kako je v zatvoren put, to je a = v(0) = v(1) = biotuda J = iA, Argf. Sledeci
primer (videti takode Primer 35) pokazuje da ovaj postupak ima izvesne nepre-
ciznosti.

Primer 34 Neka je Ky pozitivno orijentisana kruznica, v = K1 i f(z) = z.
Dokazali smo da ne postoji grana Lnz na C*. Na isti nacin dokazuje se da ne
postogi grana Ln u okolini V' kruznice K.

Ipak, prethodno razmatranje ima smisla ako podelimo Ky na gornju polukruznicu
7o 1 donju polukruznicu +; (ideja primenjena u Propoziciji 6.1). Ostavljamo detalje
¢itaocu. Ako je u prethodnom Primeru f(z) = 22 onda se kruznica K; moze podeliti
na Cetiri kruzna luka ¢iji tragovi respektivno pripadaju I, II, IIT i IV kvadrantu.

Posledica 6.2 (Log Res u odnosu na zatvorenu konturu i A Arg) Neka je
funkcija f holomorfna na nekoj okolini V' zatvorene konture vy i razlicita od nule
na v*. Tada je

J/WJ;dziAﬂ,Argf.

Mada slede¢i rezultat neposredno sledi iz Posledice 6.2, formuliSemo ga kao
teoremu imajuéi u vidu primene.

Teorema 6.3 (Log Res u odnosu na cikl i promena argumenta) Neka su is-
punjeni sledeéi uslovi:

(a) G je regularna oblast i f meromorfna na G,

(b) OG ne sadrzi ni nule ni polove funkcije f.

Ako je v pozitivno orijentisana granica oblasti G, tada je

1 [ 1
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Dokaz: 1z (a) i (b) sledi da je funkcija f holomorfna u nekoj okolini G. Neka se
cikl v sastoji od spoljasnje pozitivno orijentisane konture vy i unutrasnjih negativno
orijentisanih kontura ~v1,...,7,. Na osnovu Posledice 6.2 (Integral Log Res je
jednak iA Arg),

!
Jk:/ f?dz:iA%Argf, k=0,1,...,n.
Yk

Sabirajuéi ove jednacine i uvodeci ,prirodnu definiciju” A Arg f = >° A, Arg f,
dobijamo (6.10). O

Slededi rezultat je direktna posledica Teoreme 6.1 i Teoreme 6.3.

Slika 6.1:

Teorema 6.4 (Princip Argumenta, PArg) Pri uslovima Teoreme 6.3, razlika
izmedu broja nula n i broja polova p funkcije f u oblasti G jednaka je prirastaju
argumenta te funkcije duZ pozitivno orijentisane granice v oblasti G podeljenom sa
2, 1.

1
N-—-P= %AvArg f-

Dokaz: Na osnovu Teoreme 6.1 logaritamski rezidum u odnosu na cikl v je I =

1
N — P, a na osnovu Teoreme 6.3 sledi I = Q—AWArg I a
w

Primer 35 Neka je U =U(1/2;3/2), K pozitivno orijentisana granica oblasti U i
flz) = 2"

a) Nacrtati trag puta I’ = f o K.

b) Za dato w odrediti broj resenja jednacine f(z) =w u U.
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(0] 2] x 0] 1 4 U
—
Slika 6.2: Preslikavanje kruga pomocu 2>
Uputstvo: Videti sliku 6.2. |

U nameri da damo jasniju geometrijsku interpretaciju Teoreme 6.4, pretpostavimo
da se 7y sastoji od jedne konture i neka je I' = fo~y. Iz definicije promene argumenta
i razmatranja koja se pojavljuju na nekoliko mesta (npr. kod dokaza RuSeove teo-
reme koji sledi, spec. Proporzicije 6.3; Principa korespondencije oblasti (Sekcija
6.3), itd.) intuitivno zakljucujemo da A,Argf/2m geometrijski predstavlja ,,broj
obilazaka” oko tatke w = 0 vektora w = f(z) kada z ,prolazi” v* (preciznije, vek-
tora w = I'(t) = f(v(t)) pri ,kretanju” ¢t € I ,od 0 do 1”). Taj broj nazivamo
indeksom puta I' u odnosu na tacku w = 0 i oznac¢avamo simbolom Indr0. Kako je

A Arg f = AArgrl, (6.11)

1
formalno mozemo definisati Indr0 = — AArgl'. Kako je, na osnovu Teoreme 6.3,
Y8

Log Res identickog preslikavanja E u odnosu na konturu I'

1 d 1 1
- aw _ 2 ArArg E = —AArgl,
2mi Jr w 2m 2m

dobija se:

1 dw
Indr0 = — [ 22, 6.12
Y= ori Jr w (6.12)
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U udZbenicima koji izbegavaju geometrijski pristup formula (6.12) uzima se za
definiciju Indr0. Sada PArg moZemo zapisati kao

N-—-P= iA,YArgf = Indr0.
27

Umesto nula funkcije f mozemo razmatrati njene a—tacke, tj. reSenja jednacine
f(2) = a. Zato je dovoljno u na§im razmatranjima zameniti funkciju f funkcijom
fa (definisanom sa f,(z) = f(z) —a). Ako OG ne sadr7i a-tacke (i, prema pret-
postavkama teoreme 6.3, polove) funkcije f, na osnovu PArg,

1 1
N,—P= %AWArg(f(z) —a)= %AWArg fas (6.13)

gde je n, ukupan broj a-tacaka funkcije f u oblasti G. Smena promenljive w = f(z)
u formuli (6.13) daje motivaciju da se definie indeks I u odnosu na a,

1 1
Indra = %ApArg(w —a) = %AArgFa,

gde T, oznacava konturu definisanu sa T',(¢t) = T'(t) — a. Za detalje u vezi sa
definicijom indeksa videti sekciju Promena argumenta duz puta u Glavi 7. Otuda
(6.13) mozemo zapisati u obliku:

N, — P = Indra. (6.14)
Dakle, dokazali smo:

Teorema 6.5 (Princip Indeksa, PInd) Neka su ispunjeni uslovi:

(a) G je regularna oblast i f meromorfna na G;

(b) OG ne sadrzi ni a-tacke ni polove funkcije f.

Ako su ng i p, respektivno, ukupan broj a-tacaka i polova funkcije f u G, tada je

N, — P = Indra,
gde je I' = f oy i 7 pozitivno orijentisana granica oblasti G.

Skicirajmo jo§ jedan dokaz Ru8eove teoreme pomocu PArg.

Dokaz RuSeove teoreme pomoéu promene argumenta

Koristiéemo oznake iz dokaza Teoreme Rusea. Ponovimo, ¢ = g ip=1+4+1¢%. U

klasi¢noj literaturi nalazimo varijaciju sledeceg razmatranja. Pri izboru odgovara-
juéih vrednosti argumenta imamo

1° AyArgh = A Arg (fo) = A Arg f + A Arg .

9(z)
f(2)

vektor p(z) = 14+1(z) ,ne moze obi¢i” oko tacke 0 kada z ,,prolazi” duz ~* i, stoga,
vazi

Tacka (z) = Jne izlazi” iz jedini¢nog kruga kada z ,prolazi” duz v*. Otuda
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2° A Argp =0.
Iz 1° i 2° dobijamo
3° AyArgh = A Arg f
i otuda, na osnovu PArg,
Ny = Ny.

Prethodno razmatranje je prozra¢no vizuelno i privla¢i studente na osnovnom
kursu. Za ¢itaoca koji ima potrebu da razjasni pojam i svojstva promene argu-
menta dodajemo sledeée razmatranje.

Uputstvo (za 1°): Podelimo konturu - na konacan broj kontura 71, . .., ,, tako
da konture f o+, pripadaju poluravnima II*, pri ¢emu 0 ¢ IT*, k = 1,...,n. Za
dokaz svojstva 1° videti, takode, Propoziciju 6.4.

Na osnovu Leme 6.2 i Propozicije 6.1 vazi A,Arge = 0, tj. 2°. Smatramo da
je korisno dati direktan dokaz 2° (videti Propoziciju 6.2).

Definicija 6.4 KazZemo da je oblast Q2 tipa - O ako Q2 C O, za neko a € R.

Propozicija 6.2 Ako je v pozitivno orijentisana zatvorena kruznica, f neprekidna
na v* i I' = f o~ pripada oblasti ) tipa - O, tada je

A Arg f = AArgl’ = 0.

Dokaz: Na oblasti ) postoji grana argumenta arg. Otuda, s obzirom da je I’
zatvorena kontura, tj. T'(0) = T'(1), sledi:

A Arg f = AArgT’ = argI'(1) — argI'(0) = 0.

Propozicija 6.3 (Polarna reprezentacija puta) Neka je~: I — C* put. Doka-
zati da postoji neprekidna funkcija ¢ : I — R tako da

(@) (i (®) tel

[v(@)] ’
i da je
AArgy = ¢(1) — ¢(0).

Funkcija ¢ se naziva neprekidna grana argumenta duZ puta 7.

Podvucimo ¢ je neprekidna grana argumenta duz puta v ako je ¢ : I — R
neprekidna funkcija i v(t) = |y(t)[e’¥®, t € I. Otuda je specijalno ¢(t) €
Argn(t), tel.

Propozicija 6.4 Ako je v put, f,g : v* — C* neprekidne funkcije i 'y = f o,
'y = g o~y dokazati:

AyArg(fg) = AyArg f + A, Argg.
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Dokaz: Neka su ¢ i @9, respektivno, neprekidne grane argumenta duz I'; i T's.
Funkcija

Y =1+ P2
je neprekidna grana argumenta duz puta I' = h o, gde je h = fg. O

6.1.2 Princip o¢uvanja oblasti
Lokalno ponasSanje analiti¢kih funkcija

Prvo, dokazujemo lemu koja je jednostavna posledica Teoreme Jedinosti (Teorema
2.19).

Lema 6.4 (lok) Pretpostavimo da je [ nekonstantna holomorfna funkcija u nekoj
oblasti Q, zo € Q i da je wyg = f(z20). Tada postoji krug B = {|]z — z9| <1}, r >0,
tako da u njemu sem centra nema drugih wo-taceka, niti nula funkcije f'.

Dokaz: Pokazimo prvo da postoji krug B1 = {|z — 29| < 1} tako da u njemu
sem centra nema drugih nula funkcije f/. Ako pretostavimo suprotno, onda postoji
niz razlic¢itih tacaka z, € Q tako da z, — 29 1 f/(2,) = 0. Na osnovu Teoreme
Jedinosti (Teorema 2.19) f' = 0 na Q i otuda f = const na Q; $to je kontradikcija
sa pretpostavkom da je f nekonstantna funkcija u €2. Sli¢no, ponovnom primenom
Teoreme Jedinosti, pokazujemo da postoji krug B = {|z — 29| < 7}, 0 < r < 7y,
tako da u njemu sem centra nema drugih wy-tac¢aka. Otuda, u probusenom krugu
B ={0< |z — 20| < r} nema wy-tadaka, i nema nula funkcije f’. ad

Lema 6.5 (m-list lok) Pretpostavimo da je f nekonstantna holomorfna funkcija
u nekoj oblasti Q, zo € Q i da je wy = f(20). Ako je m red nule funkcije f — wq
u 20, tada postoji p > 0 i disk B = B(zg,7) C Q tako da za proizvoljno wi,
0 < |wy — wo| < p, jednacina f —wy ima taéno m razlicitih resenja u B.

Dokaz: Na osnovu Teoreme Jedinosti (Teorema 2.19) (preciznije Leme 6.4) izaber-
imo krug B = {|z — 29| < r} tako da u njemu sem centra nema drugih wo-tacaka,
niti nula funkcije f’. Ozna¢imo sa K = {|z — zo| = r} granicu ovog kruga i neka je

p=min|f(z) — wol. (6.15)

Jasno je da je p > 0. Modul neprekidne funkcije f — wg dostize na K minimalnu
vrednost i kada bi bilo ;4 = 0 onda bi na K postojale wo-tacke funkcije f suprotno
konstrukciji kruga B. Neka je |w; — wo| < p. Imamo

f(z) —w1 = f(z) —wo + (wo — wy),

pri ¢emu na K, s obzirom na (6.15), | f(2) — wo| > p. Kako je w1 —wp| < p i stoga
|f(2) —wo| > Jwy —wpl, na osnovu teoreme RuSea zakljutujemo da funkcija f —w;
ima unutar K isti broj nula kao i funkcija f — wq, tj. m. Kako je jos f'(z) # 0 pri
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0 < |z — 20| < r, to funkcija f —w; za proizvoljnu vrednost wy, 0 < |wy; — wp| < w,
ima samo proste nule u B’ = {z : 0 < |z — 20| < r} (videti Vezbu 6.1.3). Otuda
funkcija f dobija vrednost w; u tatno m razli¢itih tacaka kruga B. Podvucimo da
odavde specijalno sledi relacija

B* = Blwo; 1) C f(92).

a

Vezba 6.1.3 Neka je f holomorfna u nekom krugu B = B(z,r) i f(z0) = wo.
Ako je zg nula reda s > 2 funkcije f — wo, tada je f'(z9) = 0.

Uputstvo: f(z) = (2—20)%p(z), gde je o holomorfnau B; f'(2) = s (2—20)° " Lp(2)+
(z = 20)¢'(2). O

Navedimo nekoliko vaznih posledica Leme 6.5 (m-list lok).

Princip oéuvanja oblasti

Teorema 6.6 [Princip ocuvanja oblasti, POOb] Ako je f nekonstantna holomorfna
funkcija u oblasti Q, tada je Q* = f(Q) oblast.

Uputstvo:

1. Ostavlja se ¢itaocu da proveri da je 2* povezan skup.

2. Neka je wo € Q* inekaje zo € f~"{wo};i B = B(z,7) C Q. Akoje f(™(z) =0
za m > 1, primenom Tejlorove teoreme na krug B, sledi da je f = f(z0) na B'i
otuda, na osnovu Teoreme Jedinosti (Teorema 2.19), da je da je f = f(z¢) na €
§to je kontradikcija sa pretpostavkom da je f nekonstantna funkcija u Q. Dakle
postoji prirodni broj m tako da je f(™)(z) # 0 i stoga postoji najmanji prirodni
broj m tako da je

£ (z0) # 0.
Otuda i iz Leme 6.5 (m-list lok) sledi da postoji u > 0 tako da je

B(’wo, ,u) Q QF.
a

Primer 36 Primer f(z) = 22 +iy pokazuje da POOb ne vaZi za beskonacno difer-
encijabilna preslikavanja.

Uputstvo: Neka je B, = {z : |z| < r}, r > 0. Proveriti da je f(B,) = B,",
gdeje B,* = {w :0 < u < r?—2%} idaskup B, nije otvoren. Neka je
w=u+iv =% +iy. Otudaje u =2%iv =y. Kako z € B, akko 2% + y? < r?,
sledi u +v? <72 1iu > 0;tj. f(B;) C B,”. S druge strane ako je w € B," i ako je
xr =+/u, y = v, tada je f(z) = w. 0
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Teorema 6.7 (Lokalna Jednolisnost, Lok 1-1**) Neka je ¢ € H(S2), 2o € Q
i ¢'(20) #0. Tada Q sadrzi okolinu V tacke zo tako da:

(a) ¢ je 1-1 na 'V,

(b) W = @(V) je otvoren skup

(c) Ako je b : W — V definisano sa ¥(p(z)) = z, tada je p € H(W).

Tacke (a) i (b) ove teoreme slede na osnovu Teoreme o implicitnoj funkciji (videti
Vezbu 6.1.5). Dokaz koji navodimo bazira se na Leme 6.5.
Dokaz: Neka je wg = ¢(zp). S obzirom da je ¢" neprekidna funkcija i ¢'(zg) # 0,
postoji krug By = B(zg,71) C €2, tako da ¢’ nema nula u Bj.
Iz uslova teoreme zaklju¢ujemo da je zy nula prvog reda funkcije ¢ — wy. Otuda,
primenom Leme 6.5 (m-list lok) na By, zaklju¢ujemo da postoje krugovi B C By i
B*, respektivno, sa centrima u zg i wo tako da za svaki w; € B* jednacina ¢ = w;
ima ta¢no jedno refenje u B i da ¢’ nema nula na B.

Kako je ¢ neprekidna funkcija u zg, postoji V. = B(zo;p) C B, tako da je
»(V) C B*; Otuda ¢ je 1-1 na V i na osnovu POOb, W je otvoren skup.

Da bismo dokazali (c) fiksirajmo wy; € W. Tada je ¢(z1) = w; za jedinstveno
z1 €V. Ako je w € Wip(w) =2z €V, tada je

Y(w) —Pp(wy)  z—z

w — wy o(z) = p(z1)

Kako je ¢ neprekidno (dokazati!) z — z; kada w — w;. Otuda, kako je ¢’ # 0 na
B, dobijamo

Y (wr) =

¢ (21)

O

Sledeca teorema je sustinski sadrzana u Lemi 6.5 (m-list lok), ali izgleda korisno
izdvojiti je kao poseban rezultat.

Teorema 6.8 (jednolisno = konformno**) Pretpostavimo da je Q oblast, f €
H(Q) i f jednolisno na Q. Tada je f'(z) # 0 za svako z € Q) i inverzno preslikavanje
£~ je holomorfna funkcija.

Dokaz: Ako bi f’(zp) bilo 0 za neko z € 2, hipoteze Leme 6.5 (m-list lok) (videti
takode Teoremu 6.9) vaZile bi za neko m > 1, tako da bi f bilo m-valentno u nekoj
Supljoj okolini tacke zp, §to je kontradikcija sa pretpostavkom da je f jednolisna na
Q.

Na osnovu dela (¢) Teoreme 6.7 (Lok 1 — 1) sledi da je f~! holomorfna funkcija. O

Sledeca teorema, koja se moZze razmatrati kao analiticka forma Leme 6.5 (m-list
lok), daje formulu za lokalno predstavljanje holomorfne funkcije pomocu jednolisne
holomorfne funkcije.

Teorema 6.9 (Lok ponaSanje holo) Pretpostavimo da je f holomorfna nekon-
stantna funkcija v nekoj oblasti 0, zo € Q, i da je f(z0) = wo. Neka je m red nule
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funkcije f —wo u z9. Tada postoji okolina V tacke zo, V C Q, i postoji o € H(V)
tako da je:

(a) f(2) =wo+ (¢(2)" 2a sve z € V;
(b) ¢’ nema nule u'V i ¢ je invertibilno preslikavanje okoline V na disk B(0;r).

Dokaz: Bez gubitka op§tosti mozemo pretpostaviti da je 2 dovoljno mala kruzna
okolina tacke zy tako da je f(z) # wo za z € Q\{z}. Tada

f(z)=wo=(2—20)"g(2) (z € Q), (6.16)

gde je g € H(2) i nema nula na Q. Na osnovu teoreme o postojanju neprekidne
grane logaritma, g = exp(h) za neko h € H(2). Definis§imo

¢(z) = (2 — 20) exp % (z € Q).

Tada (a) vazi za svako z € Q. Takode, p(29) = 01 ¢'(20) # 0. Postojanje okoline
V takve da vazi (b) sledi iz Teoreme 6.7 (Lok 1 —1). O

Skicirajmo jos jedan dokaz Teoreme 6.7 (Lok 1 — 1), koji se bazira na Principu
Korespondencija oblasti (PKOb, Sekcija 6.3).

TEOREMA A[Teorema 6.7, Lokalna Jednolisnost, Lok 1-1**] Neka je ¢ €
H(Q), 20 € Qi ¢'(20) #0. Tada Q sadrzi okolinu V tacke 2y tako da vazi:

(a) pjel—1naV;

(b) W = (V) otvoren skup i

(c) ako je vy : W — V definisano sa (p(z)) = z tada je v € H(W).

Uputstvo: Pokazati da Q sadrzi disk B = B(zg;7) tako da

1 —
p(z1) = e(z2)] 2 51" o)l — 2, 21,22 € B (6.17)

Za dokaz nejednakosti (6.17), moze se koristiti i Lema 7.3.

Dakle, (a) vazi ako izaberemo V = B. Neka su I, konture f o K., gde su K,
pozitivno orijentisane kruznice poluprecnika r sa sredi§tem u zy. Iz PKOD sledi da
je f(B) = Int(T,.). a
Napomena: Ideja dokaza prethodne teoreme moze se iskoristiti za dokaz jedne verz-
ije teoreme o implicitnoj funkciji. Dokaz u Sabatu [Sa] baziran je na RuSeovom
stavu, a u Rudinu [Ru] na PMM.

Vezba 6.1.4 Dokazati nejednakost (6.17), bez pozivanja na Lema 7.5.

Vezba 6.1.5 Dokazati delove (a) i (b) Teoreme 6.7 (Teorema A) pomocu teoreme
o implicitnoj funkciji.
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Uputstvo: Kako je J,(2) = |¢(2)]?, to je jakobijan J,, razli¢it od nule u nekoj
okolini tatke zy. Dakle, jakobijan preslikavanja (z,y) — (u,v) je razli¢it od nule u
nekoj okolini tacke zg, gde je ¢ = u+iv . O

Vezba 6.1.6 Neka je f(z) = x + iy®. Pokazati da je f R-beskonacno diferencija-
bilna funkcija, 1-1 na C i da je Jakobijan funkcije f jednak O na x -osi.

Napomena: Teorema 6.7, se ne moze primeniti, jer f nije holomorfna funkcija.

6.1.3 Princip maksimuma modula; Svarcova lema
Princip maksimuma modula (PMM)

Teorema 6.10 (PMM1) Ako je funkcija f holomorfna u oblasti Q i |f| dostize
lokalni maksimum u nekoj tacki zg € 2, tada je f konstantna.

Dokaz: Neka je wo = f(z0). Iz uslova teoreme sledi da postoji disk B = B(zg;r),
tako da |f| dostize maksimum |wg| = |f(20)| na B. Ako je f konstanta na
tvrdenje je dokazano.

Ostaje da se razmotri slu¢aj f # const na €.

Ako je f # const na 2, onda je na osnovu teoreme jedinosti f # const i na B.
Na osnovu POOb postoji disk B* = {w | |lw — wy| < p}, B* C f(B). U disku B*

postoji tacka wy (wq = swp, 1 < s <1+ L, za wo # 0,1 |wy| < p za we = 0)

|wol
tako da |wq| > |wg|. Vrednost wy funkcija f dobija u nekoj tacki z; € B suprotno
pretpostavci da |f| dostize na B maksimum u zy. O

Teorema 6.11 (PMM2) Ako je funkcija f holomorfna u oblasti Q) i neprekidna
na Q, tada |f| dostize maksimum na 0.

Dokaz: Neka je f = const na €. S obzirom na to da je f neprekidna na Q, f = const
na € i, otuda, tvrdenje je jasno. Ako je f # const, tada, na osnovu PMM1, |f| ne
moze dosti¢i maksimum u tacki oblasti Q. Kako, zbog neprekidnosti funkcije | f|
na €, |f| dostize maksimum u nekoj tacki zy € Q, zaklju¢ujemo da zy € 9. O

Analogno tvrdenje za minimum modula, u opStem sluc¢aju, nije ta¢no. Npr.
modul funkcije f(z) = z na krugu U = {z : |2| < 1} dostize minimum u tacki
z = 0. Medutim, vazi:

Teorema 6.12 (Princip minimuma modula) Ako je funkcija f holomorfna u
oblasti Q i nema nula u Q, tada |f| dostiZe lokalni minimum u zg € Q samo ako je
f = const na Q.

Dokaz: Kako je f holomorfna i nema nula na Q, funkcija ¢ = 1/f je holomorfna
na Q. Ako |f| dostize lokalni minimum u nekoj tacki zg, tada |g| dostize lokalni
maksimum u zg i, na osnovu PMM1, g je konstanta na €2 i, otuda, f je konstanta
na ). |
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Povrs modula holomorfne funkcije

Dobijeni rezultati (princip maksimuma i minimuma modula) pokazuju da povr§
modula holomorfne funkcije (koristi se i naziv reljef funkcije f), tj. povrs u prostoru
(x,y, p) sa jedna¢inom p = | f(z)| (videti sliku 6.3) ima neke strukturne osobenosti.
Pretpostavimo da je f holomorfna
nekonstantna funkcija; tada ona nema
lokalni maksimum (tacke a na slici 6.3);
i nema lokalni minimum izuzev ako se
lokalni minimum ne nalazi na jednacini
p = 0 (preciznije, ako |f| ima minimum
u zp, tada je f(z9) = 0); (tacka b na slici
6.3).
Tangetna ravan na tu povrs je horizon-
talna u tim i samo tim tackama u kojima
se anuliraju parcijalni izvodi | fl, i | f|, ili
ekvivalentno oba izvoda D|f| i D|f]| (sta-
cionarne tacke).

Jednostavno se izvodi formula_(6.18 ;X
iz |ﬂ2 = ff, sledi 2[f[D[f| = ff i
2[f|D|f| = f' f i otuda

Slika 6.3: Povrs modula funkcije

J J
2|1 2|1

Na prvi pogled, stacionarne tacke funkcije | f| mogu biti ili njene nule (minimum
|| na nivo liniji p = 0 (¢ na sl. 6.3), ili nule njenog izvoda (sedlasta tacka povrsi
modula, d na sl. 6.3); ipak treba dati preciznije tumadcenje formule (6.18) u tackama
u kojima se f anulira.

Npr. funkcija p(z) = |z| (koja definiSe konusnu povrs) nema paricjalne izvode u
(0,0) i stoga treba precizirati znacenje formule (6.18) u tackama z u kojima se f
anulira, tj. f(z) =0.

Dokazimo: ako je f(z0) =01 f'(20) # 0, tada ne postoje parcijalni izvodi funkcije
p u 2o (tj- ne postoji tangetna ravan u (zp,0)).

Bez gubitka opstosti pretostavimo da je zo = 0 i neka je A = |f'(z0)]; tada je
p(z) = A|z| + 0(2), z — 05 i otuda je desni parcijalni izvod u (0, 0) jednak A, a levi
=

Dakle, stacionarne tacke funkcije |f| su tatno samo nule njenog izvoda.

Neka je f(2) = ¢+ 23 + 3z. Kako je f'(z) = 3(22 + 1), stacionarne tatke povrsi
modula funkcije f su 4.

Princip Maksimuma Modula ima vazne primene u teoriji funkcija. Na primer,
pomoc¢u ovog principa jednostavno je objasniti da Rungeova teorema ne vazi u
viSestruko povezanim oblastima (videti tacku 4).

Prvo, formuli§imo Rungeovu teoremu.

DIf| = 57 f'(2), DIfl= 55 F(2). (6.18)
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Teorema 6.13 (Rungeova teorema) Neka je f holomorfna funkcija u prosto
povezanoj oblasti D i K proizvoljan kompaktan podskup oblasti D. Tada za svako
€ > 0 postoji polinom P tako da je || f — P||x = max{|f(z) — P(z)|: z € K} <e.

1. Ako je f holomorfna u prstenu A(r,R), 0 < r < 1 < R, i postoji niz polinoma
P,,, koji ravnomerno konvergira ka f na 7', tada se f holomorfno prosiruje na U.
Uputstvo: 1z ||P, — fllr = max{|P,(z) — f(2)| : z € T} — 0, na osnovu Principa
Maksimuma Modula, sledi da je P, Kogijev niz na U. Stoga, niz P, ravnomerno
konvergira ka holomorfnoj funkciji fo na U.

2. Primer J(z) = 1/z pokazuje da Rungeova teorema ne vazi za ovu funkciju na
oblasti U’.

3. Ako je f holomorfna u U, neprekidna na U i |f| = 1 na T, tada je f racionalna
funkcija.

Za vezbu videti npr. [Sa]: gl. IV, Zadaci 6, 9-17, 22.

Lema Svarca*

Lema 6.6 (Lema Svarca (Schwarz), LS) Neka je f holomorfna u krugu
U={z|l|z| <1}, |f(2)| <1 za svaki z € U i f(0) =0. Tada je

(1) fR)I <[l (z€U),

(2) I (0) < 1.
Ako jednakost vazi u (1) za neko z € U\{0}, ili jednakost vazi u (2), tada je

fz) = ez,
gde je o realna konstanta.
Dokaz: Na osnovu Tejlorove teoreme je
f(2)=co+ciz+caz® +---, ze U

Kako je f(0) = 0, dobijamo ¢y = 0. Otuda, funkcija

f(2)

80(2):7201+022+'~'

ima otklonjiv singularitet u tacki 0, pa je holomorfna na U.

Ponovimo da sa U, = {|z| < r} oznacavamo krug i sa T, = {|z| = r} njegovu
granicu.

Neka je 0 < r < 1. Prema PMM2 funkcija |¢| na U, dostize maksimum na 7.
Kako je |¢| < 1/r na Ty, jer je po uslovu |f| < 1, otuda je

o(2) < 2 (6.19)

=
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na celom U,..
Fiksirajmo zg € U i neka r tezi 1. Tada je ro = |20| < 11 za svako rg < r < 1, sledi
2o € U, 1 stoga, na osnovu (6.19), da vazi

lp(z0)| < 1/

Otuda, prelaskom na grani¢nu
vrednost, kada r tezi 1, do-
bijamo da je |p(z0)] < 1, tj.
|f(z0)| < |20]- Stoga kako je zo
proizvoljno izabrana tacka iz U,
sledi

lp(2)] <1, (2 €U), (6.20)

ti. |f(2)] < |z| za svaki z €
U.

) . f(2) Slika 6.4: Svarcova lema

Kako je ¢(0) = ll_r% =
1(0), iz (6.20) dobijamo obe nejednakosti (1) i (2).

Ako jednakost vazi u (1) za neko z € U\{0}, ili vazi u (2), s obzirom na nejed-
nakost (6.20) zaklju¢ujemo da |p| dostize lokalni maksimum u nekoj tacki kruga
U. Otuda na osnovu PMMI1, ¢ je konstantna funkcija, ¢iji je modul jednak 1 tj.
f(z) = etz

Iz Leme 6.6 sledi da pri holomorfnom preslikavanju kruga U u sebe, koje pres-
likava centar u centar, proizvoljna kruznica K, = {|z| = r}, 0 < r < 1, se preslikava
u krug U, = {|z| < r} ili je f rotacija oko tacke 0. 0

Lema 6.7 (Lema Subordinacije, Lem Sub) Neka je ¢ konformni izomorfizam
oblasti D na U, zo € D i (29) =0. Ako je F': D — U holomorfno preslikavange,
tada je

|F'(20)] < [ (20)]-

Uputstvo: Ako je F(zp) = 0, primeniti Svarcovu lemu na funkciju F o o~ 1. Ako
je wo = F(zp) # 0 umesto funkcije F' razmatrati ., o F. O
Dakle, ako je data oblast D, zg € D i ako postoji konformni izomorfizam ¢ oblasti
D na U tako da je ¢(20) = 0 tada u klasi F holomorfnih funkcija koje preslikavaju
oblast D u U najvece istezanje u zo € D ima konformni izomorfizam .

Ova lema daje motivaciju za dokaz Rimanove teoreme.

Za a € U definige se pseudohiperbolitko rastojanje d(z, a) = |4 (2)].

Na osnovu Svarcove leme dokazuje se:

Ako je F' : U — U holomorfno preslikavanje,tada je

0(F(z), F(a)) < d(z,a)

za svako z,a € U.
Otuda sledi da holomorfna preslikavanja F' : U — U ne povec¢avaju neeuklidsko
rastojanje na U (videti [Ma 3]).
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Dokaz PMM pomoéu Teoreme o srednjoj vrednosti

Teorema 6.14 (Teorema o srednjoj vrednosti) Neka je B = B(a;r) krug i
feH(B). Tada je

2m
fla) = % fla+re't)dt. (6.21)
0
Dokaz: Na osnovu KIF za krug,
1
fla) = T g,

_% KTC_G’

gde je IC, pozitivno orijentisana kruznica sa srediS§tem u tacki a poluprecnika r.
Koriste¢i parametarsku jednacinu kruznice, K, : ¢ = a +ret, 0 < t < 27, na
osnovu formule za integraciju duz kruznice dobijamo (6.21).

Posledica 6.3 Neka su ispunjeni uslovi Teoreme o srednjoj vrednosti i neka je
u=Ref. Tada je
1

T or

u(a) /027r u(a + re't)dt.

Teorema 6.15 (PMM1) Neka je B = B(a;r). Ako je f € H(B) i |f| ima mak-
simum u a, tada je f konstanta na B.

Dokaz: Neka je b = f(a). -
1° Ako je b =0, tada je |f| = 0 na B iotuda f =0 na B.
2° Ako je b # 0, tada je b = [ble’?. Neka je fi = e P f, fo = fi(a)— fi iu =Re f.
Tada je u > 0 na B i u(a) = 0. Na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti za svaki
p, 0< p<rje:

1 (7 ,

0=u(a) = —/ u(a + pet)dt.

™ —T
Kako je u > 0, sledi da je u = 0 na K, = {|z —a| = p} i otuda na B. Pomoc¢u C-R
uslova dobijamo da je f> konstanta na B, a otuda sledi da je f konstantno na B.
O

6.2 Rimanova teorema

6.2.1 Konformni izomorfizmi i automorfizmi

Definicija 6.5 Konformno 1 —1 preslikavanje f oblasti Q21 na oblast Qs nazivamo
konformni izomorfizam, a oblasti koje takvo preslikavanje dopustaju su izomorfne
ili konformno ekvivalentne.
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Izomorfizam oblasti na sebe naziva se konformni automorfizam.
Moze se dokazati da familija automorfizama proizvoljne oblasti {2 obrazuje
grupu koja se naziva grupa automorfizama te oblasti i oznacava simbolom Aut 2.

Teorema 6.16 Ako je fo : Qy — Qo bilo koji fiksiran izomorfizam, tada se svaki
izomorfizam f : Q1 — Qo moZe predstaviti u obliku:

f=¢ofo, € Aut Q. (6.22)

Dokaz: Ako je ¢ € Aut €25 bilo koji automorfizam oblasti 5, kompozicija ¢ o fy je
konformno preslikavanje €1 na Q9. S druge strane, neka je f proizvoljan izomor-
fizam. Tada je ¢ = fo fi ! konformno preslikavanje Q5 na sebe tj. automorfizam
Q3. Otuda vazi (6.22).

U daljem izlaganju razmatramo kanonske oblasti C, C i U = {|z| < 1}.

Veizba 6.2.1 Dokazati da dve razlidite kanonske oblasti nisu medusobno izomorfne.
Uputstvo: Primeniti Teoremu Liuvila.

Teorema 6.17 Svaki konformni automorfizam kanonske oblasti je bilinearna funk-
cija.

Dokaz: Neka je ¢ proizvoljni automorfizam C. Postoji jedinstvena tacka zy € C
koja se preslikava u beskona¢no daleku tacku, ¢(z9) = 00, i otuda je ¢ holomorfno
u C\{20}, a u tacki zy ima pol. U okolini pola reda n > 2 funkcija je nejednolisna
(dokazati!) i otuda ¢ ima u zg pol prvog reda. Po Teoremi o obliku meromorfne
funkcije koja ima konacan broj polova u C (Teorema 2.36), ¢ ima oblik:

A

p(z) = + B, ako zg # o
Z— 20

ili p(z) = Az + B, ako zp = 0o (A i B su konstante). Otuda, ¢ je bilinearno.
Slucaj otvorene ravni C razmatra se analogno. Dovoljno je dokazati da ¢(z) —
oo kada z — co. Suprotno, postoji niz z, takav da |z,| — +o00, a w, = ©(z,) —
wo € C. Neka je zo = ¢~ H(wp) itd.
Razmotrimo sada sluc¢aj otvorenog jedini¢nog diska U. Ponovimo da smo za
a € C definisali preslikavanje

zZ—aQa

#a(2) = 1—az

Neka je ¢ proizvoljni automorfizam U. Uvedimo oznaku ¢(0) = a i razmotrimo
kompoziciju f = ¢4 0 ¢, koja je automorfizam U, pri ¢emu je f(0) = 0. Kako je
|f(2)] < 1 za svako z € U, to primenom Svarcove Leme iz prethodnog paragrafa,
dobijamo: |f(2)| < || zasvako z € U. No, kako i inverzno preslikavanje z = f~!(w)
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zadovoljava uslove iste leme, to je | f ~1(w)| < |w| za sve w € U. Otuda, zamenjujuéi
w = f(z), dobijamo:
|z] < |f(2)| za sve z € U.

Na taj nadin nalazimo da je |f(z)| = |z| za sve z € U i otuda, po Lemi Svarca,
zaklju¢ujemo da vazi f(z) = e*“z. Ali, tada je ¢ = ¢ ' o f = p_,(e'*z) bilinearno
preslikavanje. O

Za opisivanje automorfizama ¢ pogodnije je razmatrati tacku a za koju je
p(a) = 01 funkciju f = ¢ o p_,. Slitno se dokazuje sledeéi rezultat:

Propozicija 6.5 Ako je ¢ € AutU i p(a) =0 za neko a € U, tada je
0 = e, za neko o € R.

Dokaz: Funkcija f = ¢ o p_, je automorfizam U i f(0) = 0. Kao u prethodnom
razmatranju, zaklju¢ujemo da je f = e'*E, gde je E identicko preslikavanje. Otuda
je e *E = pop_ g, tj. o =e*Eop, =ep,. 0

Poboljsavajudi rezultate paragrafa o Bilinearnim preslikavanjima potpuno opisu-
jemo sve (konformne) automorfizme kanonskih oblasti:
(1) Zatvorena ravan:

az+b
cz+d

Aut (C) = {z — : ad — be # 0}.

(2) Otvorena ravan:
Aut (C)={z—az+b: a+#0}

(3) Jedini¢ni krug:

Aut (U) = {z — €@

z—a
: <1 R}.
=l <LacR)

Vezba 6.2.2 Proveriti da je:
Pa(z) = (1~ o)1 —az)~?
i otuda:
0u(0)=1~1a]*, @i(a)=(1~]a*)7"
6.2.2 Princip kompaktnosti

Definicija 6.6 Familija F = {f} funkcija definisanih u oblasti Q naziva se ravnom-
erno ogranicena unutar  ako za proizvoljan skup K € Q postoji konstanta M =
M(K) tako da vaZzi:

[f(z)] <M

za sve z € K i sve f € F.
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Definicija 6.7 Familija funkcija F definisanih u oblasti Q naziva se kompaktnom
u Q ako se iz svakog niza { f,} C F moZe izdvojiti podniz f,, koji ravnomerno kon-
vergira na proizvoljnom K € Q (kaZemo: ravnomerno konvergira na kompaktima,).

Teorema 6.18 (Montel, TM) Ako je familija F funkcija holomorfnih u oblasti
Q ravnomerno ogranicena unutar (), tada je F kompaktna u 2.

Za dokaz ove Teoreme videti [Ru], [Sa] i [Ah].

Definicija 6.8 Neka je F neka familija funkcija koje su definisane w oblasti €.
Funkcionalom na F naziva se preslikavange

J: F—-C
(to znaci da je dat postupak koji svakom f € F dodeljuje kompleksan broj J(f)).

Funkcional J naziva se neprekidnim ako za proizvoljan niz {f,} € F, koji
ravnomerno konvergira ka fy € F na proizvoljnom K € €, vazi:

Primer 37 Neka je H(Q) familija svih funkcija f koje su holomorfne u Q i a
proizvoljna tacka u Q. Ako je

9
K

J(f) = ex(f) k=0,

tada je J neprekidan funkcional na H(Q).
Dokaz: Ako f, — f ravnomerno na svakom K &€ ), to uzimajuéi za K kruznicu
K.={lz—a|=r} €Q,

za proizvoljno € > 0 postoji N tako da |f,(z) — f(2)| < € za svakon > N i za svako
z € K,. Otuda iz Kogijeve nejednakosti dobijamo da je za n > N

ex(fa) = ex(F)] < 5.

a to znafi neprekidnost funkcionala cg(f). O

Definicija 6.9 Kompaktna familija funkcija F naziva se kompaktna u sebi, ako
granica fo proizvoljnog niza {f,} C F, koji ravnomerno konvergira na svakom
K € Q, pripada F, tj. fo € F.

Teorema 6.19 Svaki funkcional J neprekidan na kompakinoj u sebi familiji F
dostize supremum na F, tj. postoji fo € F, tako da je za svako f € F

[T (fo)l = |T(f)].
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Dokaz: Neka je A = sup{|J(f)| : f € F}. Po definiciji supremuma postoji niz
fn € Fyn €N, tako da |J(fn)] — A, kad n — +oo0. Kako je F kompaktna u
sebi, postoji podniz f,,, kK € N, koji ravnomerno konvergira na svakom K € {2
ka nekoj funkciji fo € F. S obzirom na neprekidnost funkcionala J nalazimo da
je |J(fo)| = limgs 400 |[J(fn,)] = A. Otuda, prvo, sledi da je A < +o0 i, drugo,
[J(fo)l = |J(f)| za svako f € F. a

Teorema 6.20 (VajerStrasova teorema) Ako niz funkcija f,, holomorfnih u obla-
sti Q ravnomerno na kompaktima konvergira ka funkciji f, tada je f holomorfna u

Q.

Dokaz: Kao u realnoj analizi dokazuje se da je f neprekidna. Neka je A trougao koji

kompaktno pripada Q. Kako je [ f,dz = 0, na osnovu uniformne konvergencije,
OA
sledi f fdz =0 i, otuda, na osnovu Morerine teoreme, f je holomorfna u Q. O
A

Teorema 6.21 (Hurvicova teorema) Neka niz funkcija f,, holomorfnih w oblasti
Q ravnomerno na kompaktima konvergira ka funkciji f # const i neka je f(z9) =0,
za neko zg € Q. Tada za proizvoljan krug B = B, = {|z — zo| < r} C Q postoji ng
tako da se funkcije f, anuliraju u B za n > nyg.

Dokaz: Po teoremi Vajerstrasa, f je holomorfna u 2 i, po teoremi jedinosti, postoji
Bj, = {0 < |z — 20| < p} € Q na kome je f # 0 (moZe se smatrati da je p < r).
Oznacimo sa K, = {|z — 20| = p} i p = min{|f(2)| : z € K,}. Vazi: p > 0. Kako
fn — f na K,, postoji N tako da je |fn(z) — f(2)| < p za svako z € K, i svako
n > N. Zatakve n, |f,(2) — f(2)] < p < |f(2)| za svako z € K, i otuda po teoremi
Rusea, funkcija f, = f + (f» — f) ima unutar K, isti broj nula kao i f, a to znaéi
tafno jednu nulu u B, i stoga bar jednu nulu B,. O

Primer 38 Niz f,(z) = exp(iz/n) ravnomerno konvergira nuli na kompaktima u
H, mada se funkcije f,(z) ne anuliraju na H.

Posledica 6.4 Ako niz funkcija f, holomorfnih i jednolisnih u oblasti Q) konvergira
ravnomerno na svakom K € ), tada je granicna funkcija f tog niza ili jednolisna
ili konstanta.

Dokaz: Neka je f(z1) = f(22) za z1 # 22 (21,22 € Q) 1 f # const. Razmotrimo niz
funkcija gn(2) = fn(2) — fn(22) u krugu B = {|z — z1| < r}, gde je r < |21 — 23].
Grani¢na funkcija g(z) = f(z) — f(22) nije identicki jednaka konstanti na B, anulira
se u tacki z1, a otuda se (po teoremi Hurvica) i sve funkcije g,, poCev od nekog
indeksa anuliraju u tom krugu. To, pak, protivreci jednolisnosti funkcije f,. O

Primer 39 Niz jednolisnih funkcija f,(z) = % konvergira na C ka funkciji f
nz
koja uzima samo dve vrednosti 0 i 1, ¢j. f(C) ={0,1}.
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6.2.3 Rimanova teorema

Ponovimo (videti sekciju 5.2) da poligonalna linija koja se sastoji od horizontalnih
i vertikalnih intervala se naziva specijalna poligonalna linija. Takode, oblast D C C
je prosto povezana (poligonalno) ako IntA pripada D za svaku specijalnu zatvorenu
prostu poligonalnu liniju A, koja pripada oblasti D.

U literaturi se pojavljuju razlic¢ite definicije prosto povezane oblasti. Navodimo
neke od njih:

1. Oblast Q je prosto-povezana ako je 9Q povezan u C (pomoéu granice).
2. Q C C je prosto-povezana ako je C \ € povezan (pomoé¢u komplementa).

3. Q C C je prosto-povezana ako je svaka zatvorena putanja u £ homotopna
tacki u , tj. moze se neprekidno ,deformisati” u tacku (homotopska).

Ponovimo, da je definicija pomocu granice navedena, na primer, u [Sa], a definicija
pomocu komplementa u [Ah].

Da su gornje definicije ekvivalentne pokazuje se obi¢no u poslediplomskim kur-
sevima (videti npr. Glavu 7 i takode [Ma 3]).

Podvucimo da 011, nije povezan skup u C, ali da je povezan u C. Ovaj primer
pokazuje da je u definiciji u tacki 2. bitno da se povezanost razmatra u odnosu na
C.

Oblasti U, C, C, H, I, pojasevi II,, C% = D, i Varsavski krug su prosto-
povezane oblasti. Ako je v prost (koji nije zatvoren) Zordanov put, oblast C \ v*
je prosto-povezana oblast; a ako je dodatno «y prost zatvoren put, Int(y) je prosto-
povezana oblast.

Oblasti U’, C* i prsten su dvostruko povezane oblasti.

Vezba 6.2.3 Dokazati:

(a) Oblasti U, H, TI'", pojasevi 11, C,, i Varsavski krug su prosto-povezane oblasti
i konformno izomorfne.

(b) Oblasti C i C nisu medusobno konformno izomorfne i nisu konformno izomorfne
sa oblastima iz tacke (a).

Uputstvo: Konstruisati eksplicitno konformne izomorfizme koji pokazuju da su
oblasti U, H, II", pojasevi I1, i C, konformno izomorfne. Da je Varsavski krug
konformno izomorfan sa ovim oblastima sledi iz Rimanove teoreme. a

Vezba 6.2.4 Neka je D C C prosto povezana oblast. Proveriti da granica oblasti
D, u smislu topologije w C, sadrzi bar jednu tacku akko je D # C.

NAPOMENA: Neka je D C C prosto povezana oblast. Pretpostavimo da granica
oblasti D, u smislu topologije u C, sadrzi vise od jedne tacke. Koristeéi bilinearna
preslikavanja mozemo pretpostaviti da granica oblasti D sadrzi bar dve tacke oo i
a € C. Tada granica oblasti D sece svaku kruznicu sa sredistem u tacki a i granica
0D je povezan skup. Obi¢no u primerima koje razmatramo postoji put v tako da
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je njegov trag jednak dD. Ipak, primer VarSavskog kruga pokazuje da to nije tacno
u opStem slucaju.

U dokazu Rimanove teoreme koristi se Vezba 6.2.6, tj. ¢injenica da se u prosto
povezanoj oblasti, koja ne sadrzi nulu, moze izdvojiti grana korena. Otuda, za
dokaz Rimanove teoreme pogodno je koristiti poligonalnu ili homotopsku definiciju
prosto povezane oblasti.

Teorema 6.22 (Rimanova teorema) Proizvoljna prosto povezana oblast D u C,

¢ija granica sadrzi visSe od jedne tacke, konformno je ekvivalentna jedinicnom disku
U.

Ideja dokaza Rimanove teoreme: Neka je S familija svih holomorfnih i jednolis-
nih funkcija u D, po modulu ogranicenih sa 1. Fiksirajmo tacku zg € D. Koristeci
neprekidnost funkcionala J(f) = f/(z9) pokazujemo da postoji funkcija fo s mak-
simalnim istezanjem |f{)(z0)| u zo. Na kraju pokazujemo da f; preslikava D na U.
Dokaz Rimanove teoreme:**

(a) S#£0
Ovo je dokazano u sekciji Analiticko produzenje. Sa pedagoske tacke gledista
interesantan je dokaz koji sledi i dokaz pomocéu Vezbe 6.2.7.
zZ—«
z—p
ima analiticko produZenje duz proizvoljnog puta u D i kako je D prosto
povezana, to po teoremi o monodromiji ova analiticka funkcija dopusta izd-
vajanje jednoznacnih regularnih grana ¢ i @9, razli¢itog znaka, o = —¢;.
Grane @1 1 g2 su jednolisne u D, jer iz p;(z1) = ¢;j(22) (j = 1ili j = 2) sledi:

Po pretpostavci teoreme, 0D sadrzi dve razli¢ite tacke o i 3. Koren

2—a  m-a

2—=0 =m-pF

a otuda, s obzirom na to da su bilinearne funkcije jednolisne, z; = 2z5. Ove

grane preslikavaju D na oblast Df = ¢1(D) i D = ¢3(D), koje nemaju
zajednickih tacaka, jer u protivnom postoje z1, z2 € D tako da je

(6.23)

¢1(21) = p2(22).
Iz poslednje jednakosti ponovo dobijamo (6.23), a iz (6.23) z1 = 22 = a, tj.
e1(a) = p2(a) = —p1(a).
Otuda je
p1(a) = —¢1(a), tj. ¢1(a) = 0.

Dakle, dobijamo protivre¢nost, jer ¢; # 0 u D.
Oblast D3 sadrzi neki krug B, = {|w — wo| < p}.

Kako ¢1 ne uzima u D vrednosti iz kruga B,, funkcija
fiz) = —L— (6.24)

pripada S.
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Deo &; familije S, koji se sastoji iz svih funkcija f € S za koje je

[f'(z0)] = |f1(20)| >0, (6.25)

kompaktan je u sebi. Prema Teoremi Montela, S je kompaktna familija,
pa je takva i §;. Prema posledici Teoreme Hurvica, granica niza funkcija
{fn} C 81, koji ravnomerno konvergira na svakom K € D, je jednolisna
(tada pripada Sy) ili konstanta, §to je nemoguce s obzirom na 6.25.
Razmotrimo funkcional J(f) = |f’(z0)|. Prema dokazanom u prethodnom
paragrafu, J je neprekidan i postoji fy € S1, koji realizuje njegov maksimum,
tj.

1/ (z0)] < 1f5(z0)] (6.26)

za svako f € 8.

fo(20) =0

Pretpostavimo suprotno,

w—wp

wo = fo(z0) # 0, pu,(w) = T wow 19 =¢u, ° fo
Kako je (szO (Y,U()) = W’ to je
1

19" (20)| = T w2 [fo(20)| > 15(20)]

]_ —
§to je suprotno relaciji (6.26), pa je pretpostavka pogresna.

Pokazimo, na kraju, da je fo(D) = U. Ovo se dokazuje na dva nacina (videti
(d1) i (d2) koji slede).
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a € U\f(D). Kako je oblast V =
©vaq © fo(D) C U prosto povezana u 0 € V. Tada, po teoremi o monodromiji,
postoji jednoznacna grana v funkcije /w definisana za w € V. Neka je
b=1(—a)i

h= $p © ¢ © Pq-

Slika 6.5: Rimanova teorema, deo ,na”
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(d1) Funkcija h je holomorfna na W = fo(D) C U i |[W(0)| > 1. Iz |W(0)] =
o}, (b) 0 ¥’ (—a) o ¢),(0)], kako je

/ _ 1 o 1 e o 1 /
|50b(b)| - 1— |b|2 - 1— |CL|, W( a)‘ - 2\/@7 900,(0)

=1—lal?

dobijamo:
1 1

" 1-lal2/]d]

Sada koristeéi d; dokazujemo d.

1 (0) (1~ Jaf?) = 12% -1

Neka je A = ho fo. Tada X € S. Kako je [N (z0)| = [(0)]f5(z0)| > |f(z0)] i
A € S dobijamo da fy nije ekstremalna.

Interesantno je da se pomocu Svarcove leme moZe dokazati da je |h/(0)| > 1.
(d2) Uvodedi notaciju s(w) = w? dobijamo da je h~! jednako

F=¢_ ,o0sop_ na h(U).

Kako je I holomorfna na U, F(U) C U, F(0) = 01i F nije jednolisno, na osnovu
Svarcove leme zaklju¢ujemo da je |F'(0)| < 1. S obzirom na to da je

otuda se dobija da je |R/(0)| > 1. O

Vezba 6.2.5 Neka je kompleksna funkcija g definisana na nekoj oblasti 2 i 2, =
9(Q).

Svaka grana vsz funkcije F = g~ je 1 — 1.

Ako je g holomorfna na oblasti Q) i ako na oblasti Qg C 1 postoje neprekidne grane
f1 1 fo funkcije F tada su

funkcije f1 i fo jednake na Qq ili

su skupovi f1(Qo) i f2(Qo) disjunkini.

Uputstvo: Neka je z = ¢({), 20 € Qo
i ¢ = fi(z0). Tada je g jednolisna u
nekoj okolini Vg tacke (p. Defini§imo
Wy = g(Vo). Tada je f1 = g_1 na Wpy;
i ako je f1(z0) = fa(20), sledi da su f; i
f2 jednake na Wy. Otuda na osnovu teo-
reme jedinosti, fi i fo jednake su na €.

Ako skupovi f1(£20) 1 f2(Q0) nisu dis-
junktni, postoje tacke z1 i zo u o, tako
da je f1(z1) = fa(z2). Kako je g funkcija,
iz f1(2z1) = fa(22), sledi z; = 2z5. Otuda funkcije f1 i fo su jednake na . O

Slika 6.6:
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Vezba 6.2.6 (a) Neka je G prosto povezana oblast uw C i 0 € 0G. Tada postoji
grana korena na G.

(b) Ako je Y grana korena na G, tada su Y1 =Y i To = =Y jedine grane korena
na G.

Funkcije T1 =7 i Yo = =T sul—1 na G. Skupovi T1(G) i To(G) su disjunktni.

Uputstvo: Neka je A prosta zatvorena specijalna poligonalna linija u G. Kako
je G prosto povezana Int(A) C G i stoga 0 € Ext(A). Otuda je Indpy0 = 0, tj.
AArgA = 0. Stoga, na osnovu Teoreme o postojanju grane korena i logaritma
(sekcije 5.2 1 5.3), postoje regularne grane v§z funkcija Ln i ¢/, n > 1, na oblasti
G. O

Vezba 6.2.7 Na osnovu prethodne dve vezbe dokazati da je S # ).

Uputstvo: Neka je ¢(z) = ——

i p(D) = D*. Na osnovu prethodne vezbe, postoji

grana s korena na oblasti D*. Razmotriti funkciju ¢ = s o ¢. O

6.3 Korespondencija oblasti, granica i princip simetrije

6.3.1 Korespondencija granica
Kriva v naziva se analitickom ako je zadata putem z = (), t € [«, 3], gde je:

(1) ~ analiticka funkcija promenljive t € [a, (];

(2) ¥'(t) #0, t € [a, B].

(1) znadi da se v moze predstaviti stepenim redom po stepenima t—¢, u nekoj okolini
svake tacke ty € [, f]. 1z teoreme HB (Hajne-Borela) sledi da se « produzava do
holomorfne funkcije kompleksne promenljive ¢ u nekoj okolini V' = [, 8] x (=4, 9),
0 > 0, intervala [a, §]. Dakle, analiticka kriva je holomorfno glatko preslikavanje
segmenta [«, I].

Zatvorena analiticka kriva je holomorfno preslikavanje kruznice T' = {|¢t| = 1} u
ravni parametra ¢, pri Cemu je +'(t) # 0 za t € T. Ako je preslikavanje z = ~(¢) jo§
i uzajamno jednoznatno (1 — 1), kaze se da je v analiticka Zordanova (zatvorena)
kriva.

Sledecu teoremu dokazacemo u Glavi 7.

Teorema 6.23 (Karateodori, TKa) Neka su oblasti D i D* ogranicene Zor-
danovim krivim 0D i 0D*. Tada se konformno preslikavanje f : D — D*, koje je
1 —1 i na, moZe produZiti na granicu oblasti D do homeomorfizma D na D*.

Ova teorema se naziva Princip Korespondencije Granica (kratko PKG).
Sledecu teoremu dokazacemo u specijalnom slu¢aju ako je kodomem krug (videti
Teoremu 6.27).
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Teorema 6.24 (Svarc, TS) Neka su ispunjene pretpostavke Karateodorijeve teo-
reme i neka su 0D i 0D* analiticke Zordanove krive (u smislu Kompleksne analize).
Tada se [ produzava do holomorfne funkcije na D.

Princip korespondencije oblasti

Skicira¢emo jedan dokaz Principa korespondencije oblasti. Precizniji dokaz bice
izlozen u sekciji o Korespondenciji granica.

Ponovimo, M kompaktno pripada oblasti  ako M C Q; kompaktnu pripadnost
oznacavamo sa M € (). Za definiciju homotopije videti podsekciju 2.1.13 i glavu 7.

Teorema 6.25 (PKOb) Neka oblasti D i D, sa Zordanovim granicama vy i v
kompaktno pripadaju C. Ako je funkcija f, koja je holomorfna w D, neprekidna u
D i ustanovljava uzajamno jednoznacno preslikavanje v na ., tada je preslikavanje
f: D — D, konformni izomorfizam oblasti D na D.,.

Napomena: Teorema vazi ako je D proizvoljna Zordanova oblast u C, a D, kom-
paktno pripada C.
Dokaz: Neka je wg-proizvoljna tacka u D,. Kako je, na osnovu uslova teoreme,
fovy =, toje f # wy na v is obzirom na to da je f neprekidna u D, postoji
Zordanova kriva 5 u D, koja ograni¢ava neku oblast D C D tako da je f # wo u
G = D\D. Veli¢ina

N = %AWArg (f(2) — wo) (6.27)

(gde, grubo govoreci, Arg oznacava neprekidnu granu argumenta duz puta v i A,
prirastaj te grane duz ) neprekidno se menja pri homotopskoj deformaciji puta u
G (za preciznu definiciju homotopije videti Glavu 7). Kako veli¢ina (6.27) dobija
samo cele vrednosti, to ona ostaje konstantna pri takvim deformacijama. Po uslovu
teoreme preslikavanje f : v — 7, je homeomorfno, i stoga,

1
N = %A%Arg (w—wp) =1,

jer ako tatka z jednom obide krivu v, vektor w — wq (gde je w = f(z)) napravi
jednu rotaciju oko tacke wy (tacka w jedanput obide krivu 7. u pozitivnom smeru).
S obzirom na gornje razmatranje, zaklju¢ujemo da je

1
N = %A,—YArg (f(z) —wo) = 1.

Na oblast D € D, koja je ograni¢ena krivom 7, moze se primeniti princip argu-
menta, po kome jednacina f(z) = wy ima u D (a znagi, iu D, jer u pojasu G nema
wo-tacaka) tacno jedan koren.

Na isti na¢in, dokazujemo da je za proizvoljnu tacku w; ¢ D* broj nula funkcije
f(2) —w; u oblasti D jednak

1
N, = Py A, Arg (w — wy).
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Kada tacka w obilazi krivu ., vektor w — w; ne pravi nijedan ceo obrt oko tacke
wy 1 otuda sledi da je N7y = 0. Iz principa o¢uvanja oblasti sledi da f(D) nema
zajednickih tafaka sa tragom puta ~., jer u suprotnom slu¢aju f(D) ima neprazan
presek sa komplementom skupa D, . ]

6.3.2 Princip simetrije

Lema 6.8 (Neprekidnog ProduZenja, LNP) Pretpostavimo da su oblasti D,
i Do disjunktne, da je otvoren segment 7y zajednicki deo njihove granice i da je
D = Dy U~ U Dy oblast. Neka su funkcije f1 i fo, respektivno, holomorfne w D1 i
Dy i neprekidne na Dy U~y i Do U~ (sl. 6.8). Tada, ako je f1(z) = fa(2) za svako
z € 7, funkcija f definisana sa

| fi(s), zeDiUxy
f(Z) B { fQ(Z), z € D2

je holomorfna u D.

Primer 40 (Varsavski krug 2) Neka je
1 1
Dy = {(xay)|0 <y< =, —l<z< |sin—|}.
n Y

Ovu oblast nazivamo VarSavski krug (videti sliku 6.7).

Primer 41 (*) Neka je Dy = {Z|z € D} oblast simetricna sa D1 u odnosu na
realnu osu. Otvoreni interval L = (0,1) pripada zajednickoj granici oblasti Dy i
Do, ali D1 U LU Dy nije oblast. Ako je ¢ konformno (jednolisno) preslikavanje D1
na jedinicni disk, mozZe se pokazati da se ¢ neprekidno prosiruje na Dy UL tako da
je p(2) = e za svako z € [0,1], gde je o meki realan broj.

Uputstvo: Koristiti Karateodorijevu teoremu. O

U Kklasi¢noj literaturi LNP for-
mulise bez uslova da je D = D; U
v U Dy oblast. Prethodni primer
pokazuje da takav iskaz nije korek-
tan.

Dokaz LN P zasniva se na KITA2 i
KITn-tougao, koje se dokazuju na kraju
sekcije.

Dokaz LN P: Iz uslova za ~ jasno je
da je f neprekidna na D. Za dokaz holo-
morfnosti f na D prema Teoremi 2.17
(Morerina teorema) dovoljno je proveriti
da je integral f po granici proizvoljnog Slika 6.7: Varsavski krug 2
trougla A € D nula. Ako A kompaktno
pripada D, ili Ds, to sledi iz KITA.

Ostaje da razmotrimo slucaj kada je A N~ # (). Tada postoje dve moguénosti:




6.3. KORESPONDENCIJA OBLASTI, GRANICA I PRINCIP SIMETRIJE 245

(1) presek A i+ je samo teme ili ivica;
(2) ~v deli A na dva dela: trougao A; i ¢etvorougao Q.
U slucaju (1) dokaz sledi iz KITA,, a u sluc¢aju (2) tvrdenje se dobija iz KITn-

tougao (zan =31in=4). O

Ostavljamo ¢itaocu da tacku
(2) dokaZe elementarnije, koristeci

podelu ¢etvorougla @ na trouglove. S
Tada se, kao na slici 6.8, Cetvor-

ougao @ moze podeliti na trou- D/\\
glove Ay i Az. Na osnovu svojs- ==

tava integrala i KITA2 (videti Teo-
remu 6.28), dobijamo:

fdz = fdz+ fdz=0
aQ Y dAs
(6.28)
i, stoga,
dz = / dz+/ dz = 0. : .
IR N Y, Stk 6.5
(6.29)

Lema 6.9 (Simetri¢na funkcija holomorfna, L*-holo)
Neka je funkcija f holomorfna na oblasti G, G* = {z|z € G}. Ako je funkcija f*
definisana na G* sa f*(z) = f(2), tada je f* holomorfna na G*.

Dokaz: Neka zy € G* proizvoljna tacka. Pokazimo da postoji konacan izvod
(f*) (20). Imamo da je

oy fE R~ f(z) _ . (f(F +h) — f(Z)
() (o) = Jim S = i (SR ),
tj.
- f@ D) - @)\
*\/ _ — f7

(1) (z0) = ( Jim - ) =T
Dokaz se moze izvesti i koristec¢i Tejlorov razvoj funkcije f oko %y ili pomocu
formula za 0 (videti vezbu 6.3.1). O

Teorema 6.26 (gvarcov Princip, Sv P) Pretpostavimo da je
(a) L segment na R, G* oblast u H' i

(b) svako t € L je centar otvorenog kruga B, takvog da By N H™ pripada G™.
Neka je G~ refleksija oblasti GT u odnosu na realnu osu, tj.

G~ ={z|ze Gt} (6.30)



246 GLAVA 6. OSNOVI GEOMETRIJSKE TEORIJE

Pretpostavimo da je f holomorfna na G, neprekidna na Gt UL i da je f(x) realno
za svako x € L. Tada postoji funkcija F, holomorfna v G = GT UL UG™, takva
da je F(2) = f(2) za z € GT. Ova funkcija zadovoljava relaciju:

F(2) = f(2), zeG.

Dokaz: Definisimo F(z) = f(2) za z € G~ i F(z) = f(2) za z € Gt U L. Kada
tatka 2 € G~ tezi ka x € L, tada z — z i F(2) = f(2) — f(z) = f(z). Otuda, F
je neprekidna na G. Iz Leme 6.9 sledi da je F holomorfna na GT UG~ i stoga, na
osnovu LNP, zaklju¢ujemo da je F' holomorfna na G. a

U Primeru 40 (Varsavski krug) segment L = [0, 1] je deo granice oblasti G = D;.
Proveriti da oblast D; = G ne ispunjava uslov (b) na L. S obzirom na to da uslov (b)
sizgleda” apstraktno, s pedagoske tacke gledista, moze se zameniti ekvivalentnim
uslovom
(b') Postoji oblast G simetri¢na u odnosu na R tako da GN HT = G* (tj. Gt U

L UG je oblast).

Lema 6.10 (Lema Princip Simetrije, LPS) Neka je G oblast simetricna u
odnosu na realnu osu i neka otvoren segment L = («, ) na realnoj osi pripada
oblasti G. Ako je f holomorfna na G i realna na L, tada je f(Z) = f(z).

Dokaz: Na osnovu Leme 6.9, funkcija f, definisana sa f(z) = f(z) — f(2), je
holomorfna na G. Za x € L = (a,[3), prema pretpostavci, f(z) je realno, pa je
f(z) = f(=x) i, stoga, f(z) = f(z)— f(z) = 0. Otuda, na osnovu Teoreme Jedinosti,
zaklju¢ujemo da je f =0 na G, tj. f(Z) = f(2) za z € G. O

Primer 42 Funkcije z™,sin, cos, exp, tg, sh su realne na realnoj osi i simetricne su
u odnosu na realnu osu, tj. simetricne tacke u odnosu na realnu osu preslikavaju u
simetricne tacke.

Neka je f(2) = e¢*. Tada je f(R) = T. Proveriti da ova funkcija zadovoljava
relaciju f(Z) = f(2)*.

Teorema 6.27 (ProduZenje kroz analiti¢ki luk) Ako granica oblasti D sadrzi
analiticki luk v, konformno preslikavnje ¢ oblasti na jediniéni krug U moZe se
analiticki produZiti kroz .

Dokaz: Za proizvoljno ty € [a, 5] postoji krug B = B(tg;r) u kome se v produzava
kao holomorfna funkcija. S obzirom na uslov 7/(tg) # 0, moZe se pretpostaviti da
jev 1—1na B. Oznac¢imo sa A dijametar kruga B, koji se sastoji od ta¢aka realne
ose, i sa BT onaj od polukrugova B\ A koji v preslikava u D. Funkcija ¢ = @ o~y
ispunjava uslove Principa simetrije (preslikava A na kruzni luk) i otuda se analiticki
produzava u B. Kako je po ()~ = ¢, funkcija ¢ se analiticki produzava kroz luk
Yo = v(A), tj. u oblast y(B). O
Teorema 6.28 (KITA2) Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom trouglu A

i holomorfna na unutrasnjosti A. Tada je

I= f(z)dz =0.
OA
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Dokaz: Bez umanjenja op§tosti, mozemo
pretpostaviti da je 0 unutrasnja tacka
trougla A. Neka je 0 < p < 1i A, =
{pz|z € A}. Kako je f holomorfna na
A,, vazi da je % faA,, f(w)dw = 0. Koris-
tedl smenu w = ¢(z) = pz, nalazimo da
je [y f(pz)dz =01, otuda,

1= [ G =i 631

Neka je € > 0 proizvoljan broj. Kako
je f ravnomerno neprekidna na A, postoji
po takav da je |f(z) — f(pz)] < € za z € OA i pg < p < 1. Otuda, na osnovu
nejednakosti za apsolutnu vrednost integrala, dobijamo sledeé¢u ocenu:

1] < /6 @) = flp2)ld= < <loa

Slika 6.9:

i, kako za € moZemo izabrati proizvoljno mali pozitivan broj, zaklju¢ujemo da je
I1=0. m|

Teorema 6.29 (KITn-tougao) Neka je A zatvorena prosta poligonalna linija u
kompleksnoj ravni C i P = Int(A). Ako je funkcija f neprekidna na P i holomorfna

na P, tada je:
/ fdz=0.
A

Dokaz: Ako je skup P zvezdast u
odnosu na neku tacku zy € P, bez uman-
jenja op§tosti mozemo pretpostaviti da je
zp = 0 i postupiti kao u dokazu KITA2.

U opstem slucaju moze se n-tougao P

podeliti na trouglove kao na slici 6.10 i
primeniti KITA2.
Uputstvo: Dokazati da postoje dva ne-
susedna temena A i B poligona A, takva
da je [A, B] C P idaduz [A, B] deli P na
dve oblasti, P; i Ps, ograniene poligo-
nima.

Nastavljajuéi ovaj postupak, pokazati
da postoje trougloviA; CP,i=1,...,n,
takvi da vazi: Slika 6.10: KIT n-tougao

A=Y 0A,,
=1

pri ¢emu 0A;, i = 1,...,n i A imaju, na primer, pozitivnu orijentaciju. o
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Vezba 6.3.1 Dokazati Lemu 6.9 pomocu formule za 0.
Dokaz: Neka je g(z) = £(2) = f(w, —y) i h = g, gde je §(¢) = 9(C). Kako je
92(2) = fo(2) 1 g9y(2) = = [ (2),

9:(2) = gz(2) 1 gy(z) = gy<z)’
Jdf =0 na G (jer je f holomorfna na @), nalazimo da je:

1 1

Oh(2) = 09(2) = 5(92(2) +1 gy(2)) = 5(g0(2) +1 9y (2))

= O i R = RO R =05 =0 (€67,

a

Vezba 6.3.2 Formulisati i dokazati verziju LPS ako se interval zameni delom
kruznog luka, a refleksija w odnosu na realnu osu simetrijom w odnosu na kruznicu.

1
Uputstvo: f(z*) = f(2)*, gde je z* = =. a
z
Vezba 6.3.3 Pomocu vezbe 6.5.2 pokazati da bilinearno preslikavange ,,¢uva” simet-
riju taceka u odnosu na pravw i krug. (Videti odgovarajuéi rezultat u sekciji Bilin-
earna preslikavanja.)

Vezba 6.3.4 Neka je D = C\([-1,1] U [—4,i]). Naéi konformno preslikavanje
oblasti D na spoljasnost jedinicnog diska.

Resenje: Neka je D; = H \ [0,14]. Funkcija 22
preslikava oblast Dy na C\[—1, +00). Ozna¢imo
sa fp granu korena definisanu na oblasti C; = i
{0 < ¢ < 27}. Funkcija ¢ definisana sa ¢(z) =
22 + 1 preslikava D, na C; i otuda f; = foov Dy
preslikava D; na H. Neka je | = (—o0,1) U ---4 - - - -
(1,400) i [ = (—00,v2) U (V2,+0). fi se -1 1
neprekidno produzuje na Dy Ul i preslikava [ na
l. Otuda, na osnovu principa simetrije, sledi da
se f1 (zadrzali smo istu oznaku za produZenje) D3
analiticki produzuje na oblast T LI Z 7777 A - - -
D; UlU Dy, gde je D7 oblast simetri¢na oblasti (w)
D1 u odnosu na realnu osu, i preslikava D na
Dy =C\ [-Vv2,v2]. Neka je T = (v2)"1Z71,
gde je Z~! inverzna grana funkije Zukovskog Slika 6.11:
odredena sa Z~!(co0) = oo. Funkcija Yo f; pres-
likava D na C\ U. ]

Vezba 6.3.5 Neka je G = {|[Rez| < w/2}\[0,7/2]. Konstruisati konformno pres-
likavange oblasti G na gornju poluravan.
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6.3.3 Razni zadaci

1. Princip maksimuma modula, PMM
Princip Maksimuma Modula 2 vazi i za neogranicene oblasti u slede¢em smislu:

Neka je Q oblast u C, f : Q — C neprekidno preslikavanje i f holomorfno na
Q. Tada |f| dostize maksimum na 9S2. B
Ovde se () definige u C. Dakle ako je 2 neograni¢ena oblast, tada co € €.

1. Neka je B(z) = Z_T_—Z Dokazati:
itz

a. B je neprekidna funkcija na C\ {—i}. B
b. |B| =1 na 0H = RU {oc}, tako da |B| dostize maksimum na H, u svakoj tacki
OH =R U {cc}.

2. Neka je f(z) = exp(exp z), g(z) = exp(—exp 2), h(z) = g(z)

p=foiT <y}
a. Dokazati da je cela funkcija f ogranifena na granici oblasti D (ovde se granica
definise u odnosu na C), ali neogranic¢ena na D;

b. sup{|g(z)|: 2z € D} =1

c. h je neprekidna na D i |h| dostize maksimum na D u tacki gz : max{ |h(2)| :
z€D}=2/x

Uputstvo: Na osnovu adicione formule, dobijamo exp (z =+ T i) = xie”. Otuda, za

z € 0D, sledi prvo f(z) = exp(£ie”)istoga |f| =1 na dD. Ali, f(x) — oo vrlo
brzo kada x — 400 duZz pozitivnog dela x—ose.

U vezi sa primenom Principa Maksimuma Modula podvucimo:
d. f nije neprekidna na D ako se zatvorenje definiSe u odnosu na C.
e. Oblast D ograniiena je paralenim linijama l; = {z:y=—7/2}ilo ={z:y =
w/2}.
Granica oblasti D u C je [ =11 Uls, unija ove dve linije, i f je neprekidna na [.
f. h je neprekidna na D ako se D razmatra kao okvirni prostor; oo € D (ovde se
zatvorenje definife u odnosu na C), ali h nije neprekidna u oc.

3. Ako je f holomorfna funkcija u nekoj okolini tacke a, koja je stacionarna tacka
funkcije |f|, tada je f(a) =01ili f'(a) =0.
1 f

Uputstvo: |f|> = f f, Of = 5 mf/’ of =

2. Geometrijska teorija

Es

kA

N | =

1. Neknje D=H={z : Imz> 0}, D, =H ={z : Imz > 0} i f(z) = 23
Dokazati
a. f uzajamno jednoznac¢no preslikava granicu 9D = R oblasti D na 9D, =R
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b. f nije jednozna¢no na Hi f(H) = C*

1 —
2. Neka je A(z) :iH—Z, B=A"1, f(z)= 2% g =Bofodi
z
D, = C\ {—1,1}. Dokazati
a. A je konformni izomorfizam U na H.
b. Blw) = — 2
i
c. g preslikava jedini¢nu kruznicu uzajamno jednoznacno na sebe.
d. Odrediti singularitete funkcije g u C; da li g ima singularitet na U?
e. g(U) = D,
Uputstvo: B ima prost pol u —i; funkcija g ima prost pol u 0; dakle nisu ispunjene
pretpostavke PKOb.

3. Neka je 0 <k < 1, p(¢) = (1 = ¢*)(1 = k%¢?), £(¢) =1/v/p(¢), i
I =[1,1/k], L=1U(-I;)iD=C\L.
Dokazati
a. postoji regularna grana 1 viSeznacne funkcije f na D, koja je pozitivna na
I=10,1).
b. ako je ¢(z) = [ ¥d(, ¢ preslikava H na pravougaonik.
0
Uputstvo: Videti podsekciju 5.2 (Postojanje grana).

4. Nekaje0 < a <1,L =[a,1]iD = U\ L.

Dokazati

a. postoji regularna grana ) = 1, viSeznacne funkcije {/ na p,(D),

b. da li postoji konformni automorfizam ¢ kruga tako da je |h'(0)| > 1, gde je
h=powop,.

c. Nacrtati oblasti D1 = ¢, (D), Do = ¥(D1), D3 = ¢(D>).

Uputstvo: Koristiti tacku (d) iz dokaza Rimanove teoreme; ¢ = @3, gde je b =

b(—a).

Slika 6.12: Spec. slu¢aj Rimanove teoreme
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2z —1
Primer 43 Neka je U = |z| <1 f(z) =2 22

. Dokazati da je

() = 2, |w| <1,
MEITV 0w >,

gde je n(w) broj reSenja jednacine f(z) —w =0 u oblasti U.

O Schwarz-Christofel transformacijama videti npr. [Ch-Br].
Za vezbu videti npr. [Je-Ma]: KONFORMNA PRESLIKAVANJA zadaci 5.08,
5.11, 5.14, 5.21, 5.23-24, 5.27-28, 5.31-33, 5.36-38, 5.41, 5.44-45, 5.54-55; PRIN-
CIP SIMETRIJE 5.56- 5.61; RAZNI ZADACT 10.01, 10.13-14, 10.18-21, 10.28-29,
10.43-48.

Podvucimo, Primer 43, 5.27 i 8.40 (iz [Je-Mal) su isti zadatak, ali su reSenja ra-
zli¢ita.

3. Ruseov stav i Lema Mihajlova

Lema Mihajlova

Neka je P = agz™ + - -+ + ay, ag # 0, polinom stepena n, koji nema nule na imagi-

narnoj osi, i v kontura definisana sa y(y) = P(iy), —oo0 < y < +00.
Ako su nt i n~ respektivno broj nula u desnoj i u levoj poluravni, tada je

+_n_ 1
(1) nt =g - 5-AArgy,
n~ —n't 1
2 e~ — AArgn.
(2) 5 5 AArgy

Uputstvo: Neka je Bf = {z:]2| < R,Rez >0}, R>0;lgr:2=it,-R<t < Ri
Kr=K}f:z2=Re", —7/2 <t <m/2. Neka je p=aoz" i P =ph.
Za dovoljno veliko R, primenom P Arg, nalazi se

1 1
(3) n+:%A,CRArgP—§AZRArgP.

Na osnovu Propozicije 6.4, dobija se Ax, ArgP = Ax, Argp+ Ak, Argh. Otuda,
kako je Ay, Argp = nmikako h tezi ka 1, kada R tezi ka +oo0, sledi da Ax,, Arg P
tezi ka nm kada R tezi ka +oo (objasniti !). Stoga, primenom (3) (ponovimo P
Arg), nalazi se (1).

Kako je n =nt +n~, iz (1), sledi (2).

1. Odrediti broj reSenja jednacine z° — 6z* + 32z — 1 = 0 u jedini¢nom disku
U.
Uputstvo: Neka je f(z) = —62%1i g(z) = 2° +32 — 1.
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Kako je |f| =6, [¢g| <5naT,

sledi |g| < |f|za z € T.

Na osnovu Ruseovog stava funkcije h = f+¢ i f imaju jednak broj nula u U. Kako
funkcija f = —6z% ima Getiri nule u U, to i funkcuja h = f + ¢ ima &etiri nule u U.
Dakle, polinom P(z) = 2% — 62% + 32 — 1 ima Cetiri nule u U.

2. Dokazati da polinom P(z) = z!! 4+ 225 + 1 ima bar jednu nulu u jedini¢nom
disku U.

Uputstvo: Kako je P(1) =41i P(—1) = —2, P ima bar jednu realnu nulu.
alternativno refenje: neka je f(z) = 22° i g(z) = z'! + 1; pokazati da postoji
r € (0,1) tako da je 2p° > 1+ p!! za p € (r,1); Na osnovu Rueovog stava, polinom
P ima pet nula u U, = {|z| < p} za svako p € (r,1) i otuda pet nula u U.
Proveriti da polinom P ima pet nula u U.

3. Odrediti broj nula polinoma P(z) = 2% + 122% + 322 + 20z + 3 u prstenu
A=A1,2)={z:1<|z| < 2}.

Uputstvo: Neka je f(z) =20z i g(z) = 25 + 1223 + 322 + 3.

Kako je |f| = 20, |g| <19 na T, P ima jednu nulu u U.

Neka je Uy = {|z| < 2}, To = OUs, f(2) = 1223 i g(2) = 25 + 322 + 202 + 3. Kako
je |fl =96, |g| <87 na Ty, P ima tri nule u Us i otuda dve nule u A.

Alternativno reSenje: Neka je f(z) = 1223 + 20z i P = f + g. Tada je |f| > |g| na
0A i f ima dve nule u A. Otuda primenom RuSeovog stava na A, sledi da P ima
dve nule u A.

4. Odrediti broj nula funkcije h(z) = €* — 1 + 222 u jedini¢nom disku U.
Uputstvo: f(z) =222, g(z) = e* — 1.
lg(z)]<e—1<2zazeT;dvenuleul.

5. Dokazati da jednacina z + e * = k, k > 1, ima jedan i samo jedan realan
koren u desnoj poluravni ITT.

Uputstvo: Neka je f(2) =k—z, g(z) = —e™*, B, = {z: |2 < R, Rez > 0}, R > 0;
lp={z=it : —R<t<R}iKj ={z:|2] =R,z >0}

Kako je

lg| <1zaRez>0,

|[f(2)] > kzazelp;i

lf(z)) >R—k>1lzaze KfiR>k+1,

sledi |g| < |f| za z € OB}.

Na osnovu Ruseovog stava funkcije h = f + g i f imaju jednak broj nula u BE.
Kako funkcija f = k — z ima jednu nulu z = k u BE, to i funkcuja h = f + g ima
ima jednu nulu u BE.

Proveriti da h ima jednu pozitivnu nulu.

6. Koliko refenja ima jednacina z? = ae® u jedini¢nom disku U ako je
0<a<lle.
Uputstvo: f(z2) = 22, g(z) = —ae®.
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1
lg(2)| < |ale* < —e=1zaz€T;dve nule u U.
e

7. Neka je 0 < r < m/2. Pokazati da za dovoljno veliko n polinom F,(z) =

2,2 2n

n
I TR (2n)!
Uputstvo: F),(z) su parcijalne sume Tejlorovog reda funkcije cos. Kako Tejlorov red
funkcije cos ravnomerno konvergira na B, a cos nema nula na B, sledi na osnovu
Ruseovog stava (objasniti !), da za dovoljno veliko n polinom F,,(z) nema nula u
disku B.
DeTALINIE: Kako je cosz = 0 akko z = z, = /2 + km, k € Z, funkcija cos nema
nula u B. Otuda je y = min{|cos z| : z € B} > 0. Kako niz F,, ravnomerno konvr-
gira ka cos na B, postoji ng tako da jezan > ngiz € B, vazi |cos z— F,,(2)| < /2.
Otuda, na osnovu RuSeovog stava, ako je n > ng, sledi da funkcije cos i F;, imaju
jednak broj nula u B.

nema nula u disku B, gde je B = B(0;7).

8. Neka je P(z) = 23 — 322 + 42 — 3 i v kontura definisana sa v(y) = P(iy),
—00 <y < +00.

(a) Skicirati trag konture ~.

(b) Dokazati da je A Argy = —3.

(c) Dokazati da sve nule polinoma P pripadaju desnoj poluravni.

Uputstvo: Trag konture v moze se skicirati pomoc¢u parametarskih jednacina ove
konture: u = 3(y? — 1), v = y(4 — y?).

Neka su 74, 70 i 7— respektivno restrikcije v na (—oo, —2], [-2,2] i [2,00). 7o je

zatvorena negativno orijentisana kontura oko 0 i otuda A Arg~yy = —2.
Kako je
lim M = +o00, lim M = -0,
y——o0 u(y) v—oe u(y)

dobija se (b).
(c) sledi, na osnovu Leme Mihajlova.

Za vezbu videti npr. [Je-Mal: Princip Argumenta, 8.37 — 8.45, 10.01.
Zadatak 7 je slican Zadatku 8.39, a Zadatak 8.38 (iz [Je-Mal), koji sledi, moze se
reSiti pomoc¢u Leme Mihajlova.

9. Odrediti broj nula polinoma P(z) = 2" + 42?"~! + 1 u desnoj poluravni 1.

Uputstvo: Parametarska jednacina konture v je: u = (=1)"¢y*" + 1, v =
4(=1)"Fly?n=l o0 < y < +00. Otuda ako je npr. n neparno, nalazi se

v\ . 2n .
uzl—(—),—oo<v<+oo,gdejes= > 1. Kako je
4 2n —1
TIIC)
v=eo u(y)

sledi A Arg~y = 27 i, na osnovu formule (1), n™ =n — 1.



254 GLAVA 6. OSNOVI GEOMETRIJSKE TEORIJE

1) 1 0/1

Slika 6.13: Nule polinoma

Sli¢no, ako je n parno dobija se A Argy = 0 i, na osnovu formule (1), n* = n.
Rezultat: n — 1 ako je n neparno; n ako je n parno.

10. Neka je A > 2, P(z) = 2% — 2 + X i g(2) = e *(2z + 2). Dokazati

a. |g| < |P| na IT*.

b. jedna¢ina P = g ima dva refenja u desnoj poluravni II*

Uputstvo: Neka su z, nule polinoma P. Kako je P(0) = A i P(—o0) = —o0,
P ima negativanu nulu npr. z;. Iz 2z + 29 + 23 = 0, kako je zo = Z3, sledi
Rez3 =Rezp = —21 > 0.

11.* Nekasu P=2"+---+a, i Q = z™+-- -+ b, polinomi respektivno stepena
n,m>11iY = P~Y(T). Dokazati da je max{|Q(2)|: z € T} > 1.

12. Neka je f holomorfna na U i neprekidna na U.

a. Ako je f:U — U, tada f ima nepokretnu tacku u U.

b. Navesti primer preslikavnja, ¢ije sve nepokretne tacke, pripadaju granici kruga
U.

Resenje: a. Neka je r,, =1 —1/n, f,(z) = rpf(rnz) 1 oznacimo sa E identicko
preslikavanje. Kako je |f,| < |F| na T, funkcije E i F,, — F imaju jednak broj nula
u U. Otuda, obzirom da F ima jednu prostu nulu u U, sledi da F,, — F ima jednu
nulu u U, tj. postoji z, € U tako da je f,(z,) = z,. Kako z, € U, postoji podniz
koji konvergira ka nekoj tacki zp € U i, otuda, prelaskom na grani¢nu vrednost,
sledi f(zo) = z0.

B
definisano sa p(w) = ky¢(z), gde je k > 0. Preciznije, w = ¢~ (kp(2)).

b. Neka su « i 8 realni brojevi i neka je ¢(z) = z Trazeno preslikavanje je
z



GLAVA 7

Dodatak B (Holomorfne
funkcije 2)**

7.1 Promena argumenta duz puta i Zordanove teo-
reme**

7.1.1 Definicije

Ako je realna funkcija ¢ neprekidna na oblasti Q@ C C* i ako je z = |z]e™*(*) (tj.
p(z) € Argz) za svako z € §, p se naziva grana viSeznac¢ne funkcije Arg na Q i
obi¢no se oznacava sa arg.

Za v € R oznatimo sa A, = {pei”|0 < p < +oo} poluprave sa pocetkom
u koordinatnom pocetku koje ,zaklapaju” ugao v sa x—osom. Neka je a € R i
O, =C*\ A,

Na osnovu Teoreme 1.10 (JPF), svako z € O, mozZe sa jedinstveno predstaviti
u obliku

z=|2|e",p € Jo = (o, a + 27).

Na ovaj nacin svakom z € O,, jednoznac¢no je dodeljeno ¢ = ¢(z) u intervalu J,, tj.
definisana je funkcija ¢ : O, — J,, koja je grana viSeznacne funkcije Arg (grana
argumenta) na O,. Ako Zelimo da podvucemo da je ¢ grana Arg, onda umesto ¢
koristimo oznake arg ili arg,,.
Ako je
T = Ti(@) = (a+ 2km,a+2(k+ 1)7), k € Z,

postoji grana argumenta ¢y, : O, — Jj. Koristi se i oznaka arg; umesto ¢y.

Sa arg oznacavamo neku granu argumenta, obi¢no sa vrednostima u (0, 27) ili
(=m, ).
Ponovimo
Definicija A[Definicija 5.4] KaZemo da je oblast Q specijalnog O —tipa ako Q C O,
za neko o € R.

255
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KaZemo da je oblast 2, O — tipa ako 2 C D, gde je D prosto-povezana oblast koja
ne sadrzi tacke z =01z = 00

Na oblastima O—tipa postoji grana argumenta. Ova ¢injenica ima vaznu ulogu u
naSem pristupu: u definiciji promene argumenta duZ puta, pomoc¢u koje definiSemo
broj obilazaka (indeks) puta u odnosu na neku tacku.

Slededi primer je vazan za razumevanje definicije i osobina pojma promene ar-
gumenta duz puta.

Primer 44 (a) Pokazati da nije tacno da je arg (zw) = arg z + arg w.
(b) Pokazati da je Arg (zw) = Argz + Argw (z,w € C*).
Objasniti razliku izmedu tacaka (a) i (D).

7.1.2 Definicija promene argumenta

Neka je v put u oblasti O - ravan bez zraka iz koordinatnog pocetka. Kako na O
postoji grana arg mozemo definisati promenu funkcije arg duz -, u oznaci:

AArgy = arg ¥(1) — arg v(0).

Neka je v put sa parametarskim intervalom I = [0,1]i0=s9 < 51 < ... < 85, =
1,2 = v(sg) 1 neka je put v restrikcija puta v na Iy = [sg, s5+1],0 <k <n —1.
Kratko kazemo da je put v podeljen tackama zg, 21, . . ., 2, na puteve 7.

Ako je v put u C*, postoji ,podela” opisanog tipa, takva da svaki put 7, pripada
oblasti O - ravan bez zraka iz koordinatnog pocetka. Dakle, mozemo definisati
promenu argumenta duz puta 7, tj.

AArg~y = Z AArg .
k=1

Neka je v put i f neprekidna i razli¢ita od nule na v* i I' = f o. Promena
argumenta funkcije f duz puta - definiSe se kao

AyArg f = AArgT.
Za kompleksnu funkciju f i kompleksan broj a € C definisemo funkciju f,
(translacija za vektor a) pomocu f,(z) = f(z) — a.

Ako je « zatvoren put i w ne pripada v*, definiS§emo broj obilazaka puta v oko
tacke w kao

1 1
nyw = n(y,w) = %AArg Y = %AteIArg (v(t) —w).

U literaturi se za broj obilazaka puta -y oko tacke w Cesto koristi i oznaka Ind.w.
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7.1.3 Polarna reprezentacija puta i teorema o indeksu

Ako je v put u C*, ponovimo da postoji ,podela” puta v, 0 = s9 < 51 < ... <
sp = 1,2p = 7(s3) takva da svaki put ~; pripada oblasti OF - ravan bez zraka iz
koordinatnog pocetka, gde je vj restrikcija puta v na I, = [sg, Sg+1],0 < k <n-—1.
Odaberimo grane ¢, = arg, viSezna¢ne funkcije Arg na O tako da je

@k(zk+1):¢k+1(zk+1)7 kioalaza"'anfl'

Definisimo ¢ na I, tako da je ¢ jednako @i oy na [sg, sg+1),0 < k <n — 1. Jasno
je da je funkcija ¢ neprekidna na I i da vazi:

v(t) = |y(t)|e*®, tel (7.1)

Funkcija ¢ naziva se grana argumenta duZ v, a formula (7.1) polarna reprezentacija
puta . Dakle, dokazali smo sledeéi rezultat:

Propozicija 7.1 Neka je v : I — C* put. Tada postoji neprekidna funkcija ¢ :
I — R tako da je
A _ e 4o
[y (8)]
1 da je
AArgy = ¢(1) — ¢(0).
Funkcija ¢ naziva se neprekidna grana argumenta duZ puta +.

Definicija 7.1 (Geometriiska definicija indeksa) Neka je v zatvoren put i neka
w ne pripada v*. Ako je funkcija ¢ = ¥ neprekidna grana argumenta duZ puta
Y (translacijo za w), definiSemo broj obilazaka puta v oko tacke w kao Ind,w =
e*(1) — ¢"(0)

21
Ako Zelimo da istaknemo je ovo geometrijska definicija onda koristimo oznaku
ny(w) = n(y,w).
Propozicija 7.2 Ako je v pozitivno orijentisan zatvoren put, [ funkcija nepre-
kidna na v* 1 I' = f o~ pripada oblasti 2, koja je O—tipa, tada je:

A Arg f = AArgl' = 0.

Dokaz: Na oblasti 2 postoji grana argumenta Arg. Odatle, s obzirom na to da je
I" zatvorena kontura, tj. I'(0) = I'(1), vazi:

A Arg f = AArgT = ArgT'(1) — ArgI'(0) = 0.

O

Podvucimo da slede¢u propoziciju koristimo u dokazu RuSeovog stava pomocu
Principa argumenta. U klasi¢noj literaturi koristi se formula (7.2) bez obrazloZenja.
Ovde treba podvuéi da je Arg(zw) = Argz + Argw, ali u smislu vigezna¢nih
funkcija.
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Propozicija 7.3 Ako je v put i f,g : v* — C* neprekidne funkcije i Ty = f oy,
'y = g o, dokazati:

AyArg(fg) = AyArg f + Ay Argg. (7.2)

Dokaz: Neka su @71 i (3, respektivno, neprekidne grane argumenta duz I'; i T's.
Funkcija ¢ = ¢1 4+ @2 je neprekidna grana argumenta duz puta I' = h o v, gde je
h=fg. O

Teorema 7.1 (O indeksu) Neka je v zatvoren put u C i Q = C\ v*. Tada je:
(a) ny celobrojna funkcija na §2;
(b) ny konstanta na svakoj oblasti odredenoj sa .
Dokaz:
(a) Neka je a € Q i neka je ¢ = @, grana argumenta duz ~,. Tada ¢(0) €
Argv,(0) i ¢(1) € Argv,(1). Odatle, s obzirom na to da je v,(0) = v4(1)
(put v je zatvoren), sledi da je ¢(1) — p(0) = 2kw, k € Z. Dakle,
_ P —¢(0) _
\ = = k.
2w
(b) Neka je a € Q fiksirana tacka, b € 2 i neka su ¢, i ¢y, respektivno, grane
argumenta duZ v, i 75 Neka je r > 0 izabrano tako da B = B(a;r) C Q.
(T ol
Kako je funkcija ®(z,t) = =) _ yalt)

B =] al®)]
B x Ii®(a,t) =0, za svako € > 0 postoji ¢ tako da iz |a — b| < ¢ sledi

Va(t) _ 'Yb(t)

o] [ (D)
Neka je, na primer, ¢ = v/2. Neka je zzrs; grana argumenta na IIT sa vred-

. T T . Yol

nostima u ( 5 2) i R(t) = arg D)
R neprekidna funkcija kao kompozicija neprekidnih funkcija, sledi ¢p(t) —
va(t) = R(t)+ 2k(t)w, gde je |R(t)| < 7/2 1 k neprekidna celobrojna funkcija.
Na uobiajen nacin dokazuje se da je k = ko, ko € Z i stoga (1) — ¢p(0) =
©va(l) — ¢a(0) + R(1) — R(0). Odatle, na osnovu Teoreme 7.1 (a), kako je
|R(1) — R(0)| < m, sledi R(1) = R(0), pa je n,(b) = ny(a). Dakle, n, je
lokalno konstantna funkcija, pa je konstanta na svakoj oblasti odredenoj sa v
(tj- na svakoj komponenti oblasti ).

‘ ravnomerno neprekidna na skupu

‘ <e tel (7.3)

Odatle, s obzirom na to da je

Napomena: ,Varijacijom” prethodnog dokaza moze se izbeéi pozivanje na celo-
brojnu funkciju k, koju smo koristili u dokazu.

Ako je a € Q1 ¢, grana argumenta duz v, i ako je b €  izabrano tako da vazi
(7.3), gde je e = V2, moze se pokazati da je funkcija ¢, + R grana argumenta duz
Vo- 0
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7.1.4 Prosta zatvorena kontura deli ravan na dve oblasti

Za put (trag puta) kazemo da je specijalni elementarni grafik (u odnosu na koor-
dinatne ose) ako je zadat pomocu jednacine y = f(z) ili z = g(y), gde su fig
neprekidno-diferencijabilne funkcije na odgovarajuéem intervalu.

KaZemo da je tacka ¢ (odnosno 7(t)) regularna za konturu (luk) -, ako postoji
izvod 7/(t) i ako je razli¢it od nule. Tacku u kojoj postoje levi i desni izvod ali su
razli¢iti nazivamo tacka preloma.

Teorema 7.2 (Zordan) Svaka prosta zatvorena kontura~ deli ravan na tacno dve
komponente i v je granica svake od ovih komponents.

AVRINES

Slika 7.1: Lokalni kvadrati

Dokaz: Dokaz navodimo pomocu sledeéih tacaka (ostavljamo ¢itaocu da dopuni
neke detalje za vezbu):

Ozna&imo sa Q) = Q(z;¢€) kvadrat sa sredi§tem u z, ¢ije su stranice duZine e
paralelne sa koordinatnim osama. Uvedimo notaciju z = y(t) = z(t) + iy(t).

1. Neka je tacka ¢ regularna (tj. 7/(¢) # 0) i z = y(¢). Tada je 2/(¢) # 0 ili
y'(t) # 0.
Pogodno je prvo razmotriti slucaj z'(t) # 01 y'(¢t) # 0. Ovaj slucaj je
jednostavniji i ostavljamo ga za vezbu.

Vezba 7.1.1 Ako je z'(t) # 0 iy'(t) # 0 pokazati da je tada lokalno u okolini
tacke z = ~y(t) kontura v elementarni grafik u odnosu na obe koordinatne ose.

Razmotrimo preostala dva slucaja:

(a) Neka je 2'(t) # 01 y/(t) = 0. Tada postoji ¢ i interval I5 = [t — §,¢ + J]
tako da je funkcija z (x = x(t)) 1—1na I; = I5. Zato na odgovaraju¢em
intervalu Iy = x(Is) postoji inverzna funkcija ¢ = r~! (pigemo kratko
t = p(z)). Ako uvedemo oznaku f = yo ¢, tada je sa y = f(z), x € I,
zadat deo konture  (elementarni grafik). Oznac¢imo sa 9 restrikciju v
na interval [0, 1]\ 5 i izaberimo ¢ dovoljno malo tako da kontura v° nema
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zajednickih tacaka sa kvadratom Q(z;¢€) i da lokalni grafik prvo presece
vertikalnu ivicu kvadrata Q(z; €). Podvucimo da je tada v*N@Q povezan
skup. Neka je interval J = J. = {7 € [0,1] : 7v(7) € Q(z;¢)}. tj. inverzna
slika kvadrata Q(z;e€) pri preslikavanju +. Oznafimo sa ~. restrikciju
konture v na J = J¢; 7. nazivamo lokalni luk, a J = J. lokalni interval
definisan tackom ¢ (odnosno, z = v(t), u odnosu na konturu ~). Neka je
I¢ = x(J). Nije tesko pokazati da skupovi {(z,y) : x € I¢,y > f(z)} i
{(z,y) : x € I,y < f(x)} dele kvadrat na dve komponente, na primer
At i Bt.

(b) Neka je y'(t) # 01 a'(t) = 0. Sli¢no kao u slucaju (a), pokazuje se da je
deo konture v zadat pomocu jednacine x = g(y). Zato moZemo izabrati
e dovoljno malo, tako da je presek konture ~ i kvadrata Q(z;¢) zadat
pomocu jednacine z = g(y).

Dakle, u oba slu¢aja moZemo izabrati € dovoljno malo, tako da je presek
konture « i kvadrata Q(z;€) zadat pomocu jednacine y = f(z) ili z = g(y)
(kaZemo: pomocu specijalnog elementarnog grafika) i da kontura deli kvadrat
na dve komponente, na primer A; i B;.

2. Sli¢no kao u tacki 1, u tacki ,preloma” moZzemo izabrati € dovoljno malo,
tako da je presek konture v i kvadrata Q(z;€) zadat pomocu dva specijalna
elementarna grafika, koji imaju samo jednu zajednicku tacku i da kontura deli
kvadrat na dve komponente, na primer A; i B;.

U ovoj situaciji kazemo da su A = A; i B = By lokalne komponente, a
Q = Q¢ = Q(z;€) lokalni kvadrat definisan tackom ¢ (odnosno, z = (t), u
odnosu na konturu «); sli¢no se definiSe lokalni pravougaonik.

Pridruzimo svakoj tacki lokalni kvadrat i odgovarajuce lokalne komponente. Dokazimo:

3. A; i B; pripadaju razli¢itim komponentama skupa 2 = C\ v* za svako t.
Pretpostavimo suprotno: da za neko ¢ € [0,1] 3. nije tatno. Tada postoje
tacke a i b na 9Q), tako da, na primer, a € A, b € B, [a,b] ima samo jednu
zajednicku tacku ¢ = ~(s) sa v* i postoji specijalna poligonalna linija Ag u
Q\ @, koja spaja tacke a i b. Neka je A specijalna poligonalna linija koja se
sastoji od Ag i intervala [a,b] i P = Int (A). Tada postoji dovoljno malo §
tako da, na primer, y(t) € Pza s <t < s+ (slutajy(t) e Pzras—3d <t <s
razmatra se sli¢no). Odatle, najpre sledi v(t) € P za s < t < 1, pa stoga
kontura v nije zatvorena, Sto je kontradikcija.

4. Neka je to proizvoljna tackai Ay, jedna od dve komponente koje pridruzujemo
tacki tg. Neka je E skup tacaka t takav da postoji poligonalna linija koja sa -y
nema presecnih tacaka i koja spaja A, sa jednom od dve lokalne komponente
(oznagimo je sa A;) koje su pridruzene tacki ¢.

Dokazimo da je skup E otvoreno-zatvoren i stoga da je E = [0, 1].
Neka je t € [0, 1] proizvoljna tacka i neka 7 pripada lokalnom intervalu Iy, tj.
~(7) pripada lokalnom kvadratu @; pridruZzenom tacki ¢.
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(©)

(d)

Dokazimo prvo da je skup F otvoren.

Dovoljno je dokazati da I; C E za svako t € E.

Neka t € E. Tada postoji poligonalna linija koja sa 7 nema prese¢nih
tacaka i koja spaja A;, sa jednom od dve lokalne komponente definisane
tackom ¢ (ponovimo da tu komponentu oznacavamo sa A;). Neka je 7
proizvoljna tacka koja pripada lokalnom intervalu I;. Kako je Q,NQ; #
@, jedna lokalna komponenta definisana sa 7 (oznafimo je trenutno sa
C;) preseca A;. Jednostavno je pokazati da postoji poligonalna linija
koja sa v nema presecnih tacaka i koja spaja A; sa C,.. Otuda, kako
t € F, sledi da postoji poligonalna linija koja sa v nema prese¢nih tacaka
i koja spaja A, sa Cr = A;, paje T € Eistoga I; C E. Dakle, E je
otvoren.

ako t ¢ E, tada, slicno kao u tacki (c), sledi da je 7 ¢ E; dakle, E° je
otvoren skup, tj. E zatvoren.

Iz 4. nalazimo:

5. Skup Vo = Up<;<; At pripada jednoj komponenti skupa € = C\ v*.

6. Neka je Vi = (Jy<;<y Bt i neka je r dovoljno veliko tako da krug U, sadrzi
konturu «y. Oznac¢imo sa 7T, granicu kruga U, i sa Ext (7y) komponentu skupa
Q koja sadrzi kruznicu T,.. Granica skupa Ext (y) pripada v* i zato skup
Ext (y) ima presek sa Vp ili V5. Neka skup Ext () ima presek sa, na primer,
V1. Odatle je Vi C Ext (). Oznac¢imo sa Int (y) komponentu skupa Q2 koja
sadrzi Vj.
Kako granica svake komponente skupa  pripada ~*, sledi da se ta kompo-
nenta poklapa sa Int () ili Ext (y). Dakle, skupovi Int (7) i Ext () su jedine
komponente skupa 2. Kako je jasno da su skupovi Int () i Ext () disjunktni,
odatle sledi Zordanova teorema. |

Vezba 7.1.2 Neka je z = ~(t) regularna tacka i Q = Q; lokalni kvadrat. Ako je
lokalni elementarni grafik zadat pomocu y = f(x) i ¢ preslikavanje definisano sa
o(z,y) = (z,y — f(x)), dokazati da preslikavanje ¢ lokalno ,ispravija” konturu -y.

Vezba 7.1.3 Dokazati da u okolini tacke preloma postoji glatko preslikavange, koje
lokalnu konturu preslikava uw konturu koja se sastoji od horizontalnog i vertikalnog

intervala.

Za ovu vezbu videti [Be-G]. Preciznije, ako je v kontura i p € v*, tada vazi:

(A) postoji okolina U, i difeomorfizam ¢ = ¢, koji preslikava U, na (—1,1) x

(=1,

(a)
(b)
(©)

1), tako da je p(p) =0, J(p) > 01 vazi jedan od sledecih:
e(Up NQ) = (-1,0] x (—1,1);

QD(UP ﬂﬁ) = (ilaO] X (7170}§

o(U,NQ) = (-1,1) x (=1,1)\ (0,1) x (0,1).
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Na primer, u [Be-G] uvode definiciju: oblast 2 je deo po deo regularna ako
za svaku tacku p € 0N vazi (A).

Ako je p regularna tacka, tada vazi (a), a ako je p singularna tacka, tada
vazi (b) ili (¢). Koristimo preslikavanje ¢ iz Vezbe 7.1.2 i preslikavanje oblika

a a a
T
L b~ a b -a; -+
\ v i
Y i c L B A | ¥ I3
a; a/ / b
L T, r,

Slika 7.2: Indeks pomocu lokalnih kvadrata

7. Ideja dokaza sledeée Teoreme o indeksu Zordanovog puta je da se dokaz svede

na lokalni kvadrat. Pretpostavimo da vaze sve do sad uvedene oznake. Oz-
nacimo sa ap i by presec¢ne tacke QQ = Q; sa v*, tako da restrikcija ~y; konture
v koja pripada @ spaja a; i b;. Neka je v kontura koja spaja by i a1 i ima
sa @ samo krajnje tacke zajednicke, tj. vo = v — 1.

Neka, na primer, b € Ext () i neka a2 € (a,c¢) i by € (b, ¢). Tacke a; i by dele
konturu 0@ na dve konture, I'; i 'y, koje se mogu oznagciti tako da I'y spaja
a1 i by preko b, a I's spaja a; i by preko a. Proverimo:

(1) broj obilazaka konture C = v, + I'] oko tacke as jednak je nuli;
(2) broj obilazaka konture C¢ = v2 + I'y oko tacke as jednak je nuli;

(3) broj obilazaka konture 9Q oko tacke as jednak je 1, gde Q) oznalava
pozitivno orijentisanu granicu kvadrata Q.

Veizba 7.1.4 Dokazati (3).

Oznagimo d = as. Postoji poluprava A4 koje ne preseca C i otuda sledi (1).
Sli¢éno se dokazuje:

(4) broj obilazaka konture v; + I'; oko tacke b jednak je nuli.

Kako [b, d] ne preseca C¢, sledi

(5) AArgCy = AArgCy.

Kako je b € Ext (v), sledi

(6) AArg~y, = 0 (objasniti!).

Iz (4), (5) i (6), sledi (2).

Iz (1) i (2), ,sabiranjem” (objasniti !) sledi broj obilazaka konture C + C¢ =
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v1 +TI7 + 72 + I's oko tacke d jednak je 0, tj. brojevi obilazaka kontura
vy=m+v7 i1+ = £0Q oko tacke d su jednaki. Odatle, ako je na
primer, I'; orijentisana saglasno sa 0Q, na osnovu (3), sledi n(vy;a2) = 1.
Dakle, u opstem slucaju, n(y;a2) = +1, pa na osnovu Teoreme o indeksu,
n(y;z) = £1 za z € Int (7).

Dakle, dokazali smo Teorema o indeksu Zordanovog puta, Teorema 1.13 u slucaju
konture.

Teorema 7.3 (Indeks Zordanove konture) Ako je vy zatvorena prosta kontura,
tada je:

1. Indy w =1 za svako w € Int (v);
ili
2. Ind, w = —1 za svako w € Int (7).

Ponovimo Definiciju 1.23 (u slucaju konture): Ako vazi 1. (respektivno 2.), kaZemo
da je kontura v pozitivno (respektivno negativno) orijentisana.

7.2 Analiticko produZenje, primitivna funkcija, in-
tegracija duz puta i primene **

Kruzni element je ureden par F = (f, B), gde je B otvoren krug i f € H(DB).

Dva elementa F;y i F; su neposredno analiticko produZenje jedan drugog ako
dva uslova vaze:

BynN By #0,1i fo(z) = f1(2) za sve z € By N B;. U ovom slucaju piSemo

Fo~ F (7.4)

Analiti¢ki lanac je konafan niz kruznih elemenata C, = {Fy, F1, ..., Fn} tako
da je Fp ~ Fry12ak=0,...,n—1.

Lanac je kona¢an niz C' krugova, na primer, C = { By, By, ..., B,}, tako da je
By NBii1 #0zak=0,....,n—1. Ako je dato Fy i ako postoji kruzni element
Fi tako da je Fr_1 ~ Fr za k = 1,...,n, tada se element F,, naziva analiticko
produzenje elementa Fy duz lanca krugova C.

Ako je elment F,, analiticko produZenje elementa Fy duz C'i ako je B, NBg # 0,
ne sledi da je F,, ~ Fy. Drugim re¢ima relacija ~ nije tranzitivna.

Primer 45 Neka su By, B1, By krugovi sa sredistem u jedinici w i w?, gde je w
= e2™/3; izaberimo fi, € H(By) tako da sz(z) = z i da je (fo,Bo) ~ (f1,B1),
(f17Bl) ~ (fQ,Bg). Tada je fg = —f() 7é f() na Bo n Bg.

Ipak restriktivna forma tranzitivnosti vazi i na njoj se bazira dokaz Teoreme o
jedinosti analitickog produzenja duz puta.
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Propozicija 7.4 Pretpostavimo da je Bo N\ By N By # 0, (fo, Bo) ~ (f1,B1) i@
(f1,B1) ~ (f2, B2). Tada je (fo, Bo) ~ (f2, B2).

Dokaz: fo = fi na BoN By i f; = fo na By N By. Otuda fy = f3 na nepraznom
otvorenom skupu By N By N By. Kako su fy i fo holomorfne na By N By i By N By

povezan, na osnovu Teoreme jedinosti, sledi fy = f2 na By N Bs. a
Kazemo da je put v podeljen na puteve 7 ako postoji podela 0 = sg < 51 <
... < 8p = 1 intervala I tako da je ~ restrikcija v na Iy = [s, Sp+1], k =0,...,n—

1. U ovoj situaciji kazemo da je podela {y;} indukovana podelom intervala {I}},
k=0,...,n—1.

KaZzemo da je lanac krugova C = {By, By, ..., B, } pokriva¢ puta v ako postoji
podela puta v na puteve {7}, k =0,...,n — 1, tako da

1. v (0) je centar By i~ (1) je centar By,
2. trag puta <y pripada Bg, k=0,...,n— 1.

U ovoj situaciji kazemo da su lanac krugova C' i podela puta 7y, odnosno intervala

1, saglasni.
Neka je dat put 7. Ako za kruzni element Fy postoji analiticki lanac C, =
{Fo, ..., Fn} tako da odgovarajuéi lanac krugova C = {By,..., B,} pokriva put

v, onda kazemo da je kruzni element F, analiticko produZenje kruznog elementa
Fo duz . Takode, kazemo da Fy dopusta analiticko produzenje duz ~ i da je C,
analiticki lanac duz ~.

Teorema 7.4 (Jedinstvenost produZenja duz puta) Ako je (f, B) element i
~ put sa pocetnom tackom u centru B, tada (f, B) dopusta najvise jedno analiticko
produZenje duZ ~y.

Preciznije, teorema tvrdi: Neka su C! = {(go, Ao), (91, 41), (92, 42), -, (Gm, Am)}
i C2 = {(ho, Bo), (h1,B1), (ha, Ba), ..., (hn, B,)} dva analiticka lanca duz v, gde
je (g()aAO) = (h07BO) = (f7B) Tada je g = hy na Ay N By,
Dokaz: Neka su Cl = {Ao, Al, AQ, ey Am}
i Co = {By, By, Bs, ..., B,} odgovara-
juéi kruzni lanci saglasni sa podelama
0=s50<51<...<8pn=1=5p411
O=00< 01 < ...<o0p=1=0pny1,
respektivno. Dokazimo da ako je 0 <
i <m,0<j<niako [s;,s;+1] preseca
[Jj’0j+1]7 tada (gi»Ai) ~ (hijj)'
Pretpostavimo suprotno, da postoji
par (i,7) za koji ovo nije ta¢no. Izmedu
ovih parova postoji jedan za koji je ¢ + j
minimalno. Jasno je da je tada i+ j > 0.
Pretpostavimo da je s; > o;. Tada je
1> 1 i kako [5i75i+1] preseca [O'j,O'j+1], S, O S, Gpr S.,

i

Slika 7.3: Jedinost analitickog produZenja
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sledi

")/(51) € Ai—l n Al n Bj.

S obzirom na to da je ¢ + j minimalno,

nalazimo (gifl,Aifl) ~ (hj,BJ) i kako

je (gi—1,Ai—1) ~ (gi, Ai), iz Propozicije 7.4, nalazimo (g;, 4;) ~ (hj, B;). Ovo je
kontradikcija. |

Definicija 7.2 (jednoparametarska familija i homotopija) Pretpostavimo da
su tacke a i b u topoloskom prostoru X i H neprekidno preslikavanje I? uw X tako
da je H(0,t) =a 1t H(1,t) = b za svako t € 1. Za puteve v, definisane sa

v(s) =H(s,t) (sel,tel) (7.5)

kaze se da formiraju jedno-parametarsku familiju puteva {v:} iza ub u X.

U ovoj situaciji kaZemo da su o © y1 homotopni u X kao putevi sa zajednickim
krajevima a i b.
Dva zatvorena puta o © y1 nezivaju se homotopni u X ako postoji neprekidno pres-
likavanje H iz I? uw X tako da yo(s) = H(s,0) i y1(s) = H(s,1), s € I.

Slika 7.4:

U klasi zatvorenih puteva izdvaja se klasa homotopnih nuli. Ako je u prethodnoj
definiciji v = 79 1 11 = const kaZe se da je zatvoren put v homotopan nuli (to znaci
da se v neprekidno deformiSe u X u tacku).

Npr. jedini¢na kruZnica nije homotopna nuli u C* i prstenu A(ry, R1), gde je
1 < r; < Ry; Svaki zatvoren put je homotopna nuli u konveksnoj oblasti (specijalno
u C, krugu, pojasu, itd.) i C.

Na slici 7.3.a putevi 7y i 71 su homotopni, a v nije homotopan sa njima. Na
slici 7.3.b putevi 7 i1 71 su homotopni kao zatvoreni putevi, a v nije homotopan sa
njima.

Teorema 7.5 (Nezavisnost produZenja od puta) Neka je {v:} jednoparametarska
familija puteva iz a u b, B krug sa sredistem u a i neka element (f, B) ima analiticko
produzenje (fr, B) duZ svakog puta v¢. Tada je fo = f1.
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Dokaz: Fiksirajmo ¢t € I. Tada postoji lanac C = {Ag, A1, As,..., An}, koji
pokriva 7, tako da Ay = B i da je (f;, By) analiticko produZenje elementa (f, B)
duz C. Neka je podela 0 < sp < §1 < ... < Sy = 1 = S;,,41 saglasna sa C' i
E; = v([8i,8i+1]) C A; (i =0,1,...,m —1). Tada postoji € > 0, koje je manje od
rastojanja bilo kog kompakta F; do komplementa odgovarajuceg kruga A;. Neka je
jednoparametarska familija puteva {7;} definisana pomocu preslikavanja H. Kako
je H ravnomerno neprekidno na I2, postoji § > 0 tako da

[7:(s) — vu(s)| <€ akoje se€l,uel,|u—t|<d. (7.6)

Pretpostavimo da u zadovoljava ove uslove. Tada, iz (7.6), sledi prvo da je C pokri-
vaé puta 7y, i otuda, na osnovu Teoreme 7.4, zaklju¢ujemo da su f; i f, analiticka
produzenja duz istog lanca C. Otuda f, = f;. Dakle, svako t € I je pokriveno
intervalom J; tako da je f, = fi za sve u € INJ;. Kako je I kompakt, I je pokriven
sa kona¢no mnogo intervala J;; i kako je I povezan, sledi da je f1 = fo- a
Prostor X je homotopski prosto povezan ako je svaki zatvoren put u X homotopan
tacki u X.

Sledece tvrdenje nije tesko izvesti iz homotopske definicije prosto povezanog pros-
tora.

Teorema 7.6 Pretpostavimo da su T'g i Iy dva puta u topoloskom prostoru X, sa
zajednickom pocetnom tackom a i krajnjom tackom b. Ako je X prosto povezan
prostor tada postoji jednoparametarska familija {v} puteva iz a u b u X, tako da
j670=F0 i’yl :Fl.

U ovom tekstu, pozivamo se samo na specijalni slucaj teoreme kada je topologki

prostor X oblast u C.
Iz prethodnih razmatranja, u sustini, sledi slede¢a vazna teoremas:

Teorema 7.7 (Monodromija) Pretpostavimo da je Q prosto povezana oblast,
(f,B) element, B C , i da (f,B) moZe biti produZeno duZ svakog puta v u
sa pocetnom tackom u centru B. Tada postoji g € H(Y) tako da g(z) = f(2) za
svako z € B.

Definicija 7.3 Neka su u oblasti ) zadati funkcija f i put v : I — Q. Funkcija ¢
naziva se primitivna funkcija za funkciju f duz puta v ako:

1. ¢ je neprekidna na I,

2. za svaku tacku ty € I postoji otvoren krug B, sa sredistem u tacki zo = (o),
na kome f ima primitivnu funkciju Fg, tako da ¢(t) = Fp(y(t))
za svako t u nekoj okolini I, tacke to.

Definicija 7.4 Neka su u oblasti Q zadati funkcija f i put v : I — Q. Funkcija ¢
naeziva se primitivna funkcija funkcije f duZ puta v ako:

1. postogi analiticki lanac {Fo, F1, ..., Fun}, Fr = (Fk, Br), k = 0,1,...,n,
tako da lanac krugova C = {By, By, ..., B,} pokriva put v,
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2. F,=fnaBy, k=0,1,...,n,

3. p=Froymnaly, k=0,1,...,n—1, gde je {I;} podela intervala I saglasna
sa lancem krugova C.

Lema 7.1 (ProduZenje primitivne funkcije) Neka su Q1 i Qo oblasti, Qy =
Q1 N Qs oblast i neka su ispunjeni sledeéi uslovi

a) f1 i fo su respektivno holomorfne na Q1 i Qo,
b) f1=f2 na Q1 NQo,
¢) f1 ima primitivnu funkciju Fy na Qq,
d) fo ima primitivnu funkciju ®o na Qs.
Tada, postoji holomorfna funkcija Fo na Qo tako da
1. Fy = F1 na Qp = Q1 Ny,
2. Fy je primitivna funkcija funkcije fo na Q.

Dokaz: Kako su @5 i F respektivno primitivne za fo i f1 na Q¢ = 21NQs, s obzirom
na b) postoji konstanta ¢ tako da je Fy = ®3 — ¢ na Qp = Q3 N Q. Funkcija Fy
definisana sa ®5 — ¢ ispunjava uslove 1. i 2. m|

Posledica 7.1 (ProduZenje primitivne funkcije) Neka je (f1,B1) ~ (f2, B2)
i neka je Fy primitivna za fi na Bi. Tada postoji holomorfna funkcija Fy na Bs
tako da je

1. F5 primitivna za fy na Bs,
2. (F1,By) ~ (Fy, Bs).

Lema 7.2 (Postoji primitivan lanac) Neka je {(fo, Bo), ..., (fn, Bn)} analiticki
lanac. Tada postoji analiticki lanac {Fy,...,F,}, Fx = (Fk,Bk), tako da je Fy
primitivna funkcija za fi na By, tj. F) = fi na By, k=0,1,...,n.

Dokaz: Neka je Fj primitivna za fy na By i Fy = (fo, Bo). Na osnovu Posledice
7.1, postoji primitivna funkcija Fy za f; na By, tako da je Fy = (f1,B1) ~ Fo.
Uzastopnom primenom Posledice 7.1 kona¢no puta dokazuje se Lema. O

Posledica 7.2 Neka je f holomorfna u oblasti ) i neka je v : I — Q put. Tada
postoji analiticki lanac Cy = {Fo, ..., F,}, Fr, = (fx,Bk), k=0,1,...,n, tako da

1. Q-lanac krugova C = {By, By, ..., By} pokriva v,
2. f. = f na By.

Dokaz: Postoji lanac krugova C' = {By, By,...,Bn} u Q koji pokriva v. Pri-
meniti Lemu 7.2 na analiticki lanac (f, Bg), k =0,1,...,n. a
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Teorema 7.8 (Postoji primitivna funkcija duz puta) Neka je f holomorfna
u oblasti Q) i neka je v : I — Q put. Tada postoji primitivna funkcija ® za f duz v
1 odredena je do na konstantu.

Dokaz: Na osnovu Posledice 7.2 (Leme o postojanju primitivnog lanca) postoji
analiticki lanac C, = {Fy, F1,..., Fn}, Fx = (fx,Bk), k = 0,1,...,n, duz v tako
da

1. Q-lanac krugova C,
2. F} = f na By,

Neka je {I;} podela intervala I saglasna sa C. Otuda, funkcija ® definisana na
Isa®=Fy,oynalg k=0,1,...,n — 1, je korektno definisana i, s obzirom na
Definiciju 7.4, funkcija ® je primitivna za funkciju f duz ~. O

Definicija 7.5 (Integral duZ puta) Neka je zadat put vy, funkcija f neprekidna
na tragu v* i neka f ima primitivnu funkciju ® duz . Definisimo integral funkcije
f duZ puta v kao prirastaj primitivne funkcije duz -y, tj.

(1) I = [ fdz=d(1) — d(0).

Neka je f holomorfna u oblasti 21 : I — Q put, By krug u €2, sa sredi§tem u
a = v(0) i Fy primitivna za f na By. Na osnovu Teoreme 7.8 (postoji primitivna
funkcija duz puta), postoji primitivna funkcija ® duZ puta v i postoji analiti¢ko
produzenje (F, B) elementa (Fy, By) duz 7, tako da je ®(0) = Fy(a) i ®(1) = F(b),
gde je b = v(1). Otuda, s obzirom na Definiciju 7.5,

(2) 1= [ fdz=(1)— 8(0) = F(b) - Fy(a).

Teorema 7.9 (KIT homotopija) Neka su ispunjeni sledeéi uslovi
(a) f je holomorfna na oblasti Q

(b) putevi vy i 71 su homotopni u Q kao putevi sa zajednickim krajevima ili kao
zatvoreni putevi.

Tada je
(1) [ fdz= [ fd=.
o

7

Dokaz: Neka je {75}, 0 < s < 1, jednoparametarska familija puteva iz a u b, koja
ostvaruje homotopiju izmedu ~y i 71, neka je B krug u 2 sa srediStem u a i F
primitivna za f na B. Na osnovu Posledice 7.2 element (F, B) dopusta analiticko
produZenje duz svakog s, 0 < s < 1, ka elementu (Fy, B;), gde je By krug sa
sredi§tem u tacki b, i F primitivna za f na B,. Otuda, iz Teoreme 7.5 (nezavisnost
produZenja od puta), dobija se
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(2) Fy = Fy.
S obzirom na Definiciju 7.5 integrala (preciznije formulu (2)), nalazimo

(3) In= [ fdz = Fo(b) — F(a)

(4) I = [ fdz = Fy(b) — F(a).

Iz (2), (3) i (4) sledi (1). 0

Vezba 7.2.1 Izvesti Teoremu 7.9 primenjujuéi KIT lokalno na ,krivolinijsku mrezu”
u ).

Uputstvo: Ponovimo I? = [0,1] x [0,1]. Neka je homotopija definisana pomocu

preslikavanja H : I? — Q. Neka je @, mreZa kvadrata na I? tako da svako H(Q,)

pripada nekom krugu u 2. Ozna¢imo sa [, pozitivno orijentisanu granicu kvadrata

Q,, asa f%i (' respektivno orjentisane segmente [0, 1] i [1+4,4] i nekaje I', = Hol,.

Tada je [ fdz =0;ikakojeyo=Hol i~y = Hol! sledi > T, =+ i
Ty

stoga

0=3 [ fdz= [ fdz+ [ fd=. 0
ry Yo =

71

Teorema 7.10 (Saglasnost analiti¢ke i geometrijske def. indeksa) Neka je

L:1—Cputi0g¢gD*. Ako je g(w) = J(w) = %, tada
(a) Funkcija g = J ima primitivnu funkciju ® duz T.
(b) o =Im® je grana argumenta duZ T.

(c) Ako je T zatvoren put tada je

1 dw 1
— | — = — A Argl. .
21 w 2T '8 (7.7)
r

Dokaz: Na osnovu Posledice 7.2, postoji analiticki lanac C, = {(hg, Ax) : k =
1
0,...,n} duz v tako da je hj(w) = — na Ay, k = 0,1,...,n. Dakle hy = Iny
w
i ¢r = Imln, = arg, su respektivno grane logaritma i argumenta na Ay, k =
0,1,...,n. Otuda, kako je, ®(t) = Ing I'(¢), t € Ix, gde {I;} podela saglasna sa
lancem krugova C = {A,, ..., A,}, dobija se p(t) = ImIn, I'(t) = arg, ['(¢), t € I,
k=0,1,...,n—1.
Dakle ¢ je grana argumenta duz I'. Na osnovu definicija integrala i promene

argumenta, nalazimo
d
I= ;w = ®(1) — (0), (7.8)
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AArgD = (1) — ¢(0). (7.9)
Ako je T zatvoren put, tada je I'(0) = T'(1) = a i stoga

®(1) — ®(0) = In, T(1) — Ing T'(0) (7.10)
= In, [T'(1)[ +iarg, I'(1) — Ing [T'(0)| — i arg, I'(0)
= i(arg, I'(1) — argo I'(0)) = i(¢(1) — ¢(0))

Kombinujuéi (7.8), (7.9) i (7.10) dobija se (7.7). O

Podvucimo da iz (¢) sledi Princip Argumenta.
Vezba 7.2.2 Izvesti Princip Argumenta iz (c).

Uputstvo: Neka je G regularna oblast, v pozitivno orijentisana granica oblasti G,
fEH(G)iT = for. Tada je

1 1 dw 1 1!

—NArgl'=— | — = — [ =dz. 7.11

wm = T on ) w Tom ) 7 (7.11)

r Y

Teorema 7.11 (Postojanje neprekidnog logaritma) Neka je D prosto
povezana oblast i f : D — C* neprekidna (respektivno holomorfna) funkcija na
D. Tada postoji neprekidna (respektivno holomorfna) funkcija g na D tako da je
ed = f na D.

Dokaz: Neka je a fiksirana tacka u oblasti D i zy proizvoljna tacka u D; v i 71
dva puta u D koji ,spajaju” tacke a i zg. Kako je D prosto povezana postoji
jednoparametarska funkcija puteva 75, 0 < s < 1, u D koja ostvaruje homotopiju
izmedu 7 i 1. Definigimo I'y = fo~,, 0 < s < 1, i neka je a1 = f(a), By =
B(ay;r), gde je 7 = |a1| 1 oznagimo sa hg = Ing granu logaritma na By i sa
Fy = (ho, By). Kako funkcija J(w) = 1/w ima primitivnu duz svakog puta I'; i
kako je ho primitivna za J na By element Fy ima analiti¢cko produZenje (hs, As)
duz T, gde je A; krug sa centrom u wg = f(29). Otuda, na osnovu Teoreme
7.5, analiticko produZenje elementa Fy duz I'g i T'; daje isti element (h, A), gde su
A = Ay, krug sa srediStem u wy = f(z0) 1 h = In grana logaritma na A. Otuda je
definicija

9(z0) = h(f(zo))

korektna.
Neka je B = B,, C D krug sa srediStem u zg tako da je f(B) C A. Tada je

9(2) = h(f(2)), z € B.

Otuda ako je f holomorfna na B sledi da je i g holomorfna na B i stoga holomorfna
na D. Kako je h = In grana logaritma zaklju¢ujemo prvo da je e = f na B i stoga
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na D. O
Skicira¢emo jo§ dva nacina za dokaz Teoreme 7.11 (o postojanju neprekidnog log-
aritma).

1. Teorema 7.11 (o postojanju neprekidnog logaritma) dokazana je na drugi nacin
u sekciji 5.2 (Postojanje grana), u kojoj se ne pozivamo na Teoremu o monodromiji.
Za vezbu izvesti dokaz ove teoreme pomocu homotopskog pristupa; uputstvo: neka
je je A zatvorena prosta poligonalna linija u D, tada je A homotopna 0 u D i otuda
f o A homotopna 0 u C* i stoga AyArgf = 0, tj. f o A ne ,obilazi” oko 0, tj.
IIldfoAO =0.

2. Na osnovu Teoreme o sumi indeksa, u ¢lanku [Ma 3], takode sledi Ind o7 0 = 0.
Podvucimo da se Teorema o sumi indeksa dokazuje pomocu podele oblasti na mrezu
i autoru to izgleda prihvatljivije od homotopije.

7.3 Integracija duz konture, KoSijeva Integralna Teo-
rema, i Posledice**

U prvom ¢itanju ¢italac moZe preskociti dokaze nekih teoreme iz ove sekcije (Teo-
reme o Indeksu za proste puteve, Teoreme o Indeksu, Kosijeva Formule za cikl).
Radi pogodnosti za ¢itaoca i kompletnosti neki delovi se ponavljaju iz prethodnih
glava, a neki rezultati dokazuju drugim metodama.

Obratiti paznju:

1. Metod dokaza koji se bazira na gemetrijsko-topoloskim razmatranjima kao
§to su: razne triangulacije, podele oblasti na jednostavnije delove, itd...; kratko
nazivamo ,metod podele-triangulacije”

U glavi 2, ovog teksta (videti takode [Ma 2]), skiciran je dokaz Grinove teoreme za
jednostavne oblasti pomoc¢u ,,metoda podele-triangulacije”.

2. Dokaz KIT-kont moZze se bazirati na neelementarnoj verziji ,metoda podele-
triangulacije”; ¢injenici da oblast G dopusta koherentnu triangulaciju (Lema Top
2) i na primeni KIT-konv -lokalna verzija.

Lema Top 2 [o podeli regularne oblasti]

Regularna oblast se moze razloziti na konc¢an broj koherentno orjentisanih regu-
larnih oblasti proizvoljno malog dijametra.

U glavi 2, ovog teksta (videti takode [Ma 2]), pomoéu Lema Top 2 (koja se dokazuje
u ovoj glavi, videti Sekciju 7.5), izveden je dokaz KIT za regularne oblasti.

3. U Sekciji 7.5, pomo¢u metoda podele, data je skica dokaza Leme Top i
dokaz Grinove formule za regularne oblasti (videti takode [Ma 3|, gde se koristi i
razbijanja jedinice).

* Npr. u [Be-G]) (videti takode [Zo]), pomoé¢u razbijanja jedinice, dokazuje se
Grinova formula za deo po deo glatke mnogostrukosti sa krajem.

Podvucimo jo§ jedanput da dokaz Grinove teoreme za regularne oblasti zahteva
dodatna razmatranja (videti Sekciju 7.5).
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4. Smatramo da je, dokaz KIT, koji navodimo u ovoj sekciji, ,,¢isto analiticki”
u smislu da se bazira na pojmu i osobinama indeksa i ne bazira na ,metod podele-
triangulacije”.
Interesantno je da se koriste¢i pojam i osobine indeksa (metod indeksa) moze
dokazati KIT za regularne oblasti (kao posledica KITcikl) i tako izbe¢i pozivanje
na Lemu Top 2 ili na Grinov-e teoreme za regularne oblasti. Ovo je znacajno jer
dokazi Leme Top 2 i Grinove teoreme za regularne oblasti nisu jednostavani.

Pomoé¢u metoda indeksa i primitivne funkcije duz puta moZe se dokazati da
KIFcikl vazi i za cikl koji se sastoji od puteva (dakle glatkost nije bitna); ovo je
vazno jer je glatkost bitna za metod podele.

U Sekciji 7.4.1* dat je dokaz Karateodorijeve (Caratheodory) teoreme.

7.3.1 Lokalna teorija

Prvo, ponovimo kratko pristup iz glave 2; posto, smatramo da je korisno za ¢itaoca
da ponovimo neke definicije i rezultate, onda ih ne¢emo ponovo numerisati na
dosadasnji nacin. Citalac moze takode paralelno razmotriti i pod sekciju Kogijeva
integralna Teorema o konturama 7.3.3.

Definicija 1. Putu C je neprekidno preslikavanje v kompaktnog intervala [ «, 5]C
R (o < ) u C. Mi nazivamo interval | o, §] parametarskim intervalom puta + i
sa v* oznacavamo sliku puta ~.

Luk je deo-po-deo neprekidno-diferencijabilan put u ravni. Kontura je deo-po-
deo gladak put u ravni.

Pretpostavimo da je v lukida je f neprekidna funkcija na v*. Itegral funkcije
f duZ puta v definiSe se kao integral duz parametarskog intervala [ a, 8] puta ~:

B
[1@d = [ saon o

Ako je a € C, kompleksan broj, i r > 0, put definisan sa
y(t)=a + ret, 0 <t <2,

naziva se pozitivno orijentisana kruZznica sa centrom u a poluprecnika r.
Ako su a i b kompleksni brojevi, put definisan sa

y#t)=a+ (b—a)t, 0 <t <1,

naziva se orijentisan interval [a, b].
Neka je {a,b,c} uredena trojka kompleksnih brojeva i neka je A trougao
sa temenima a,b i ¢ (najmanji konveksan skup koji sadrzi tatke a,b i ¢). Za
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neprekidnu funkciju f na granici A, trougla A, defini§emo
/ fdz:/ fdz+/ fdz+/ fdz.
A [a,b] [b,c] [e,a]

Lokalna Kos$ijeva Teorema

Postoji nekoliko formi Kogijeve teoreme. Mi ¢emo prvo izvesti lokalnu verziju
koja je dovoljna za veéinu primena. OpSta verzija te teoreme ¢e biti ustanovljena
kasnije.

Od sada, pa na dalje, Q ¢e nam oznatavati otvoren skup u C a sa H(2) éemo
oznacavati familiju holomorfnih funkcija u €.

TEOREMA 1. Pretpostavimo da je F € H(QY) i da je F' neprekidna u Q. Ako
je v zatvorena kontura u ), tada je

/VFI(Z) dz = 0.

Dokaz. Ako je [, ] parametarski interval krive ~, tada, koriste¢i Njutn-
Lajbnic-ovu formulu i ¢nenicu v(«) = v(3), dobijamo

163
/ F/(z)dz = / F/(y(t))y'(t) dt = F(2(8)) — F(1(a)) = 0.

PosLEDICA 1. Kako je 2" izvod funkcije 2-— za n € Z \ {—1}, zaklju€ujemo

n+1
/ Z"dz =0,
y
za svaku zatvorenu konturu v ako je n =0,1,2,..., i za svaku zatvorenu konturu

~v za koju 0 € v* ako je n=—-2,-3,—4,....

KOS1JEVA TEOREMA ZA TROUGLOVE. Pretpostavimo da je A zatvoreni trougao
u otvorenom skupu QL C C i p € Q. Ako je [ neprekidna u Q i f € H(Q —{p}),
tada je

f(z)dz = 0.
A

Dokaz. Dokaza¢emo kasnije da naSe pretpostavke povlace da je f € H(Q),
tj., da izuzeta tacka p nije stvarno izuzeta. Ipak, gornja formulacija teoreme bice
korisna u dokazu Kosgijeve formule.

Ako p € A dokaz je standardan.
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Pretpostavimo sada da je p vrh trougla A, na primer p = a. Ako su a,b i
¢ kolinearne tacke tada je lako proveriti da je f aa J dz = 0, za svaku neprekidnu
funkciju f na granici A, trougla A.

Ako to nije ispunjeno izaberimo tacku z € [a,b] i y € [a,c], obe blizu tacke
a, 1 primetimo da je integral funkcije f duz OA, trougla A, suma integrala po
granicama trouglova {a,z,y}, {z,b,y} i {b,c,y}.

Druga dva od ovih integrala su nula, jer trougao ne sadrzi tacku p. Otuda

1= fdz= fdz+ fdz+ fdz,
oA [a,x] [z,y] [y,al
i kako je funkcija f ogranic¢ena ovi integrali mogu biti u¢injeni proizvoljno mali,
tako da ponovo dobijamo
fdz=0.
A

Na kraju, ako je p proizvoljna tacka u trouglu A, primenom prethodnih rezul-
tata na trouglove {a,b,p}, {b,c,p} i {c,a,p} dobijamo kompletan dokaz.

KOSIJEVA TEOREMA ZA KONVEKSNE SKUPOVE. Pretpostavimo da je €
konveksan otvoren skup, p € Q, [ neprekidna u Q i f € H(Q — {p}). Tada vazi
(a) f ima primitivnu funkciju F € H(Q)
(b) ako je ~ zatvorena kontura u Q tada je

L f(z)dz = 0.

Dokaz. (a) Fiksirajmo a € Q. Kako je Q konveksan skup, Q sadrZi pravolinijski
interval [a, z] za svako z € 1, tako da moZemo definisati

F(z) = : ]f(C)dC, z € Q.

Za svako z, zy € ) trougao sa vrhovima u a, zg i z pripada €2, pa na osnovu
Kosijeve teoreme za trouglove dobijamo

/ ot / et / f=0,
[a,z] [2,20] [20,a]

i otuda F(2) — F(z) = f[m,z] () dc¢.
Sada prerpostavimo da je zy fiksirano. Za z # zg dobijamo

PE-FPl) _py o [ @ = st ac

Z— 20 Z— 20

Za dato € > 0, kako je f neprekidna u tacki zp, zaklju¢ujemo da postoji § > 0
tako da je |f(¢) — f(z0)] <€, ¢ € [20,2], ako je |z — 20| < 0. Otuda zaklju¢ujemo
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da ako je |z — 29| < 9, tada je apsolutna vrednost leve strane manja od e. Ovo
dokazuje da je F’ = f. Specijalno F' € H(2). Sada (b) sledi iz Teoreme 1.

Verzija teoreme o Indeksu za zatvorene puteve, koja sledi, ima osnovnu ulogu
u raznim delovima matematike (Toplogiji, Kompleksnoj Analizi, diferencijalnoj
geometriji,itd...). Dokaz ove teoreme, pomoc¢u metoda argumenta (geometrijski
pristup), dat je u Sekciji 7.1 (videti takode [Ma 2]). Ovde navodimo analiticki
dokaz.

TEOREMA 2 (TEOREMA O INDEKSU).* Neka je v zatvorena kontura u C, Q
komplement od ~* i definisimo

1 d
Ind,(z) = 2—7”/ C—CZ’ z €. (7.12)
8!

Tada je Ind, celobrojna funkcija na ), neprekidna na svakoj komponenti od § i
jednaka nuli na neogranicenoj komponenti.
Definiciju indeksa pom¢u formule (7.12) nazivamo analiticka definicija indeksa ili

definicija indeksa pomocu integrala.
U [Ma 2] koristi se i oznaka K, umesto Ind,.
Dokaz: Neka je [«, 3] parametarski interval konture ~y. Za fiksirano z € Q

L7 A ()
Ind = — ————dr. 7.13
nd,(2) 2mi Jo, (1) — 2 g (7.13)
Kako je 5 ceo broj akko e" = 1, to je prvo tvrdenje teoreme ekvivalentno
tvrdenju da je ¢(8) =1, gde je
t /
V' (7)
wt:exp/idT,agtSB. 7.14
() =exp (| 25T ar) (7.14)

Diferencirajuéi relaciju (3) dobijamo

= (7.15)

tj. @' () (v(t)—2) = v/ (t)p(t), izuzev mozda na konaénom skupu tacaka S, na kome
preslikavanje v nije diferencijabilno. Otuda funkcija ¢ = . je neprekidna na
v—z

[0, 8], i kako je ¢/(t) = £ (t)(V(Z(t)ZE ;)Z (D)

jednak nuli [a, 8]\ S . Kako je skup S konacan, funkcija ¢ = . je konstanta
N =z

a [a, 8]\ S, izvod funkcije ¢

na [a, (] i kako je p(a) =1, dobijamo

_a) -2
o(t) = o) =z OS5t B. (7.16)



276 GLAVA 7. DODATAK B (HOLOMORFNE FUNKCIJE 2)**

Sada, koriste¢i pretpostavku da je kontura 7 zatvorena, tj., da je v(8) = v(a),
dobijamo, iz relacije 7.16, da je () = 1, i ovo, kako je primeceno gore, dokazuje
da je Ind,(2) ceo broj.

Dalje se rutinski proverava da je Ind, neprekidna funkcija na ). Medutim,
neprekidna funkcija preslikava povezane skupove na povezane skupove i kako je
Ind, celobrojna funkcija, tada je ona konstanta na svakoj komponenti skupa €.
Koristec¢i 7.13, sledi da je |Ind,(z)| < 1 ako je |z| dovoljno veliko. Ovo pokazuje
da je Ind,(z) = 0 na neogranicenoj komponenti povezanosti skupa €. a

U kursevima diferencijalne geometrije dokazuje se Jordan-ova Teorema: Svaka
prosta zatvorena kontura v u C, deli C na dve oblasti i v* je granica svake od
ovih oblasti.

Ogranicenu komponentu C\~* oznatavamo sa Int(~y) a neograni¢enu sa Ext(7y).

Za konturu v defini§emo
dg

py(p)= | —— P&
K o’ C -p
Podvucimo da se u ovoj definiciji ne pretpostavlja da je kontura ~ zatvorena.

Ako je v zatvorena kontura tada je

pir(p) = 2miInd, (p), p & 7"

Teorema 7.10 pokazuje da je definicija indeksa pomocu integrala saglasna sa
geometriiskom definicijom indeksa, Definicijom 7.1.

Ponovimo, put ~ definisan sa v = v(t) = a + re’’, 0 < t < 27 naziva se
pozitivno orijentisana kruZnica sa centrom u tacki a € C poluprecnika r. Sledec¢a
Proporzicija pokazuje je ova definicija saglasna sa Definicijom 1.23.

Propozicija 7.5 Ako je v pozitivno orijentisana kruZnica sa centrom u tacki a €
C i poluprecnika r, tada

1, |z—al<r
Ind'Y(Z):{ 0, Iz—a} >

Dokaz: Neka je v = y(t) = a +re®*, 0 < t < 27, Na osnovu Teoreme 2 dovoljno je
izratunati Ind,(a). Tada dobijamo

1 d EL ,
7/ f =L (re)"te dt = 1.
2 Jyz—a 27 )

a

Vezba 7.3.1 Proveriti da je put v definisan sa v =~(t) =a+re”™, 0 <t < 2,
negativno orijentisana kruznica sa centrom u tacki a € C poluprecnika r; tj. da
ova parametrizacija daje negativnu orijentaciju u smislu Definicije 1.23.

Dokazati
1, |z—a|<r

Ind, (2) = { _O, |z —a|>r
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Uputstvo: 1z v(t) —a = re~%, sledi da je funkcija ¢(t) = —t, 0 < t < 27, neprekidna,
grana argumenta duZ ~v; ¢(27) — ¢(0) = —2 7. a
Teorema o Indeksu za Zordanove puteve.
Teorema o Indeksu za Zordanove puteve, koja sledi, ima osnovnu ulogu u
Kompleksnoj Analizi. Dokaz za puteve koji su konture, pomoc¢u metoda lokalnih
kvadrata, dat je u Sekciji 7.1, kao i u [Ma 2].

TEOREMA O INDEKSU. (za proste konture (opStije put)) *Neka je ~ prosta
zatvorena kontura (opstije put) i neka je p € Int(y). Tada je

Ind, (p) = +1.

Dokaz: Neka je apb interval na horizontalnoj liniji kroz tacku p koja ima samo
krajnje tacke zajednicke sa +* i neka je a desni kraj apb.

Neka je K kruznica sa centrom u tacki p
takva da K* C Int(y), C = K*Nap, D = K*N
bp inekasu E i F' unutra3nje tacke respektivno
na gornjoj i donjoj polukruznici kruznice K.

Neka su G i H tacke na lukovima krive
v koji spajaju tacke a i b tako da p €
Ext(y1), Ext(y2), gde su 1 1 ~2 proste
zatvorene konture v; = aC + CED + Db+ bGa
iv=aC + CFD + Db+ bHa (videti Vezbu
7.3.2). Kako je i, (p) = v, (p) = 0, dobijamo

HaGb = MaC + HLCED + Db,

WbHa = oD + UDFC + HCa,

gde se p ra¢una u odnosu na tacku p. Sabiranjem se dobija Slika 7.5:
Myt = g+ = 2,
gde je vt = aGbHa.
Sliéno dobijamo
Hy- = HKg- = _27”.7
gde je v~ = aHbGa. m]

Vezba 7.3.2 Skicirati dokaz da postoje tacke G i H na lukovima krive ~ koji
spajaju tacke a i b tako da p € Ext(v1), Ext(v2), gde su 1 i 2 proste zatvorene
konture v; = aC + CED + Db + bGa i v =aC + CFD + Db + bHa.

DEFINICLIA 2.[Definicija 1.23] Za prostu zatvorenu konturu v u C kaZemo da
je pozitivno (respektivno negativno) orijentisana ako je Ind,(p) =1 (respektivno
Ind, (p) = —1) za p € Int(y).
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Primetimo da iz prethodne definicije neposredno sledi da je za pozitivno ori-
jentisanu prostu zatvorenu konturu 7 : I — C, gde je I = [0,1], kontura ~~,
definisana sa v~ (t) = v(1 —¢), t € [0, 1], negativno orijentisana kontura.

Ko0S1JEvA FORMULA ZA KONVEKSNE SKUPOVE, (LOKALNA VERZIJA).

Pretpostavimo da je v pozitivno orijentisana zatvorena prosta kontura uw konvek-
snom otvorenom skupu 2 i f € H(Q). Ako je z € Int(y), tada je

_ 1 [ f©)
1) = 5 | Fo%c
Dokaz: Fiksirajmo tactku z € Int(vy). Funkcija g definisana sa

FO-f(2)
_ [ 1952, cean )
o) { fe) (=2

ispunjava uslove Kosijeve teoreme za konveksne skupove. Otuda imamo

1 _
_/ f(Q) = f(2) de =0,
2mi ), (-2
Koriste¢i da je 1 = Ind,(2) = ﬁf’y CdTCZ i poslednju jednakost dobijamo
tvrdenje. a

Specijalno KIF vazi za disk (lokalna verzija). Kao posledicu, dobijamo Tejlorovu
teoremu o razvoju u stepeni red:

TEOREMA 3(Tejlorova Teorema). Neka je Q C C otvoren skup i neka je [ €
H(Q). Tada uw svakom disku B(a, R) C Q funkcija f se moZe predstaviti w obliku
stepenog reda.

PosLEDICA 1. Ako je f € H(Q) tada je f' € H(Q).

7.3.2 Kosijeva Integralna Teorema za cikl (KIFcikl)

Ako zatvoren put nije prost i ako ,obilazi” oko tacke z viSe puta, onda se u KIF
pojavljuje indeks (tj. broj obilazaka konture oko tacke z); o tome govori Teorema
7.12. Pre dokaza ove teoreme uvodimo definicije homologije i navodimo dva primera
koji daje motivaciju za razmatranje Kosijeva Formula za cikl. Podvucimo da je cikl
definisan u glavi 2.

Definicija 7.6 Pretpostavimo da je T' cikl u otvorenom skupu Q i f € H(Q?). Ako

je
Indr(w) =0, za svako w koje ne pripada §,

kaZemo da je cikl T' homologan nuli u 2.
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Ako su ¢itaocu pojmovi cikl i homologija apsraktni, onda moze umesto cikla raz-
matrati zatvorene konture; kontura I" je homologana nuli u €, ako ne ,obilazi”
nijednu tacku u Q°.

Primer 46 Neka je By = Us, By = B(3;1), B, = B(-3;1), F = BiUBy i
Q=Us\ F; v(t)=6e2™ v(t) =3+ 2™ i yp(t) = —3+2e27% 0<t < 1.
Putevi vo, v1 1 v2 nisu homologni nuli u Q2; Cikl koji se sastoji od puteva vy , 1 @
Yo jeste homologan nuli u €.

Primer 47 Neka T' kontura definisana w Primeru 35 i f holomorfna funkcija u
krugu U, poluprecnika r > 9.
Konturu ' podeliti na dve proste zatvorene konture i primenom KIF, za proste
konture, proveriti da vazi formula

1 f(©)

f(z) - Indr(z) = i )i C?d(, za svako z € U, \ T'*,

pri ¢emu Indr(z) uzima vrednosti 0,1, 2.

Analiti¢ki dokaz KoS§ijeve Formule za cikl

Pretpostavimo da su I'g i T’y cikli u 2. KaZzemo da su cikli T'g i I'1 homologni u €2
ako je
Indp, (w) = Indr, (w)

za svako w koje ne pripada €.
Smatramo da je dokaz koji sledi ,¢isto analiticki”, u smislu da se ne bazira na
gemetrijsko-topoloskim razmatranjima, kao §to su razne triangulacije, podele obla-
sti na jednostavnije delove, itd..., koje kratko nazivamo ,,metod podele-triangulacije”.

Interesantno je da se koristeéi pojam i osobine indeksa moze dokazati KIT za
regularne oblasti i tako izbeéi pozivanje na Lemu Top 2. Ovo je znacajno jer dokaz
Leme Top 2 nije jednostavan.

Teorema 7.12 (Kosijeva Formula za cikl) Pretpostavimo da je T' cikl u otvore-
nom skupu Q i f € H(Q). Ako je

Indr(w) =0, za svako w koje ne pripada $2, (7.17)

tj. cikl T' homologan nuli u 2, tada je

f(2) - Indr(z) = Kr[f](z) = ! / EiO) d¢, za svako z € Q\ T, (7.18)

TM FC_Z

/F F(Q)d¢ = 0. (7.19)
Ako su T i T'y homologni cikli u ) tada je

F(Qd¢ = [ f(Q)dC.
To r
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* dokaz koji sledi nazivamo ,analiticki”; iz (7.18) [KIFcikl, Kosijeve integralne
formule za cikl] izvodi se (7.19) [KITcikl, Kosijeve integralne teorema za cikl], a
otuda, pomoc¢u Leme [ideks granice regularne oblasti], KIT za regularne oblasti.
Prvo dokazujemo slede¢u Lemu.

Lema 7.3 Neka je f € H(QQ). Funkcija g definisana na Q x Q sa

f(w)—f(2)
S w#Ez

je neprekidna na € x €.

Uputsvo: Jasno je da je g neprekidna u tackama z # w.

Fiksirajmo a € . Fiksirajmo ¢ > 0. Tada postoji B = B(a;r) C 2 tako da je
|f(¢) — f'(a)] < € zasvako ¢ € B. Akosu ziw u Biakoje ((t) =(1—1t)z+tw,
tada je

1
o) — g(a, a) = / () — f(a)] de.

apsolutna vrednost integranda je manja od € za 0 < t < 1. Dakle |g(z, w)—g(a, a)| <
e. Ovo dokazuje da je g neprekidna u (a, a). O

Kako je funkcija g, na osnovu Leme 7.3, definisana na €2 x € i neprekidna na
Q x Q, moze se definisati funkcija

1
Comi

h(z) /g(z,w) dw, z € Q.
r
Za z € Q\ I, Kogijeva Formula za cikl (7.18) je jasno ekvivalentna tvrdenju da je
h(z) = 0.
Neka je €3 skup kompleksnih brojeva z za koje je Indprz = 0. Defini§imo
funkciju

mee) = g [ L dw, ze o
2 Jpw — 2

Podvucimo da je h definisana i holomorfna na €2 i specijalno na I'*.
Na osnovu Morerine teoreme, moze se dokazati

Lema 7.4 Funkcije h i hy su respektivno analiticke u 0 i Q.

Dokaz: Na prvi pogled izgleda da se h; ne moze holomorfno produziti na I'*; ali
iz. pretpostavke (7.17), sledi da je h(z) = hi(2), z € QN Qy, i da Q; sadrzi
komplement oblasti 2, tj. da je QU Q; = C; staviSe pokazuje se da je hy = 0 na
Q. O

DokAz TEOREME: Iz definicije oblasti §2; zaklju€ujemo da je h(z) = hi(z),
z € QN Qq. Otuda, na osnovu Leme 7.4, postoji funkcija ¢ € H(QU Q1) tako
daje ¢y =h na Qi ¢ =hy na Q. Iz definicije oblasti Q; i pretpostavke (7.17),
sledi da €2y sadrzi komplement oblasti (2 i specijalno da je QU €; = C. Dakle, ¢
je cela funkcija.
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Kako je
lim ¢(z) = lim hy(z) =0,

na osnovu Liuvilove Teoreme zaklju¢ujemo da je (z) =0, za svako z € C.
Da izvedemo (7.19) iz (7.18) izaberimo ¢ € Q\ I'* i definisimo F(z) = (z — a) f(z).
Tada je

1 1 F() . _ B
Q—M/Ff(g) d¢ = 2_7”/1" —a d¢ = F(a) - Indr(a) =0, (7.20)
§to je trebalo dokazati. m]

NaroMENA: KIFcikl vazi i za cikl koji se sastoji od puteva (dakle glatkost nije
bitna).
Ideja dokaza: Integral se defini§e pomocu primitivne duZ puta.
Fiksirajmo z ¢ I'*. Funkcija g, definisana sa g, (¢) = g(z, ¢) ima primitivnu funkciju
g duz cikla T.

I = fr 9-(€)d( se definise kao prirastaj funkcije § duz cikla I'; npr. ako se I'
sastoji od jednog puta definisanog na [0, 1], tada je I = g(1) — g(0).
Otuda, postoji specijalna poligonalna linija A ,upisana’ u I', koja pripada oblasti
Q\ {z}, tako da je I = fp 9-(Q)d¢ = fA 9-(Q)dc.

Vezba 7.3.3 Da li iz dokaza KIF za cikl sledi da je hy =0 na ;

Funkcija hy je restrikcija fukcije Kr[f], koja je je definisana na C\ I'*; objasnisti
za8to u opStem slucaju Kr[f] nije analiticko produZenje funkcije hy i specijalno nije
identicki jednako nuli.

Konvej (Conway) [Co] u vezi primene indeksa za dokaz Kogieve tereme citira radove
Artina (Artin) -a i Diksona (Dixon-a).

Ponovimo, iz prethodne teoreme (koja se dokazuje pomocu ,analitickog metoda”)
i Teoreme o ideksu granice regularne oblasti, sledi KoSieva teorema za regularne
oblasti.

Dokaz KIT cikl pomoéu mreZe pravougaonika

Umesto Ind- (a) pogodno je koristiti i oznaku n = n(v, a).

Ponovimo, za cikl T', koji pripada oblasti €2, kazemo da je homologan nuli u €2
ako je n(T',a) = 0 za svako a € C\Q.

Teorema 7.13 (KIT homoloska verzija) Neka je Q2 oblast u C, v cikl homolo-
gan nuli w Qi f € H(Q). Tada je

Af(z)dz =0
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Dokaz: Na osnovu lokalne verzije KIT, postoji specijalna zatvorena poligonalna
linijja A homologna nuli u €2, tako da

I:Lf(z)dz:/j\f(z)dz. (7.21)

Neka je A formirana pomocu orijentisanih intervala I i neka su {o; } i {3;} dva
rastuc¢a niza realnih brojeva gde {a;} sadrzi sve projekcije krajeva I na x-osu, a
{6;} na y-osu. Ozna¢imo sa R;; pravougaonike [a;, 2;+1] X [8;, Bj+1]. Pogodno
je prenumerisati pravougaonike tako da formiraju konac¢nu familiju Ry. Izaberimo
tacke ay u interioru Ry i defini§imo

Ao = an ORy,

gde je ng = n(A,a) i ORy pozitivno orijentisana granica pravougaonika Ry.

NAPOMENA: Ostavljamo ¢i-
taocu da proveri da vaze sledeéa
svojstva (homoloska verzija se de-
taljno izucava na posle diplomskim
kursevima, videti npr.  Ahlfors

[Ah])

e a. Akojen(A,ar) #0tada
R, CQ

e b. A=Ap

Otuda je

A=) n0Ry, (7.22)

gde je ni, = n(A,ax) i Ry C Q.
Iz (7.21) i (7.22) sledi Slika 7.6: KIT cikl

I= /Af(z)dz = an /é)Rk f(z)dz.
(

7.23)
Na osnovu lokalne verzije KIT

f(z)dz =0,
8Rk
i otuda s obzirom na (7.23), sledi da je I = 0. O
NAPOMENA: Na slici 7.6 —1,0,1 i 2 oznaavaju Inda ( broj obilazaka puta A
oko tacaka) u odgovaraju¢im komponentama.

Vezba 7.3.4 Dokazati da se pri ,transverzalnom” presecanju zatvorene konture -y
indeks menja za 1.
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Uputstvo: Neka ¢ prpada v* i neka je Q. lokalni kvadrat (moZe se razmatrati i
lokalni krug B = B(a;r)). Koriste¢emo oznake i pretpostaviti situaciju kao na slici
7.2. Broj obilazaka konture C¢ oko tataka as i by jednak je. Neka je C! =, + T .
Kako je broj obilazaka konture C' oko tacake as jednak 1, a oko tacake by jednak
0, dobijamo da je n,(az) = n(b2) + 1.

7.3.3 Kosijeva integralna Teorema o konturama

pristup iz glave 2

Prvo ponovimo kratko pristup iz glave 2; posto, smatramo da je korisno za ¢itaoca
da se ponovi pristup iz glave 2; samo nove rezultate i definicije ¢emo numerisati u
skaladu sa dosadasnjom numeracijom.

Ako zelimo da damo kratak i pregledan uvod u CA (Complex Analysis) mozemo
postupiti na sledeé¢i nac¢in. Smatramo da je prirodno i korisno, npr. bar iz pedagosko-
metodoloskih razloga, prvo razmotriti dokaze Kosijeve integralne Teorema, pomocu
,metoda-podele” i Grinove formule.

Definicija 3. KaZemo da je funkcija f analiticka (regularno-analiticka) u Q ako
ima konac¢an i neprekidan izvod u 2. Klasu analitickih funkcija u  ozna¢avamo

sa A(Q).

DEerFINICIIA 4. Konac¢na familija I' zatvorenih kontura (d.p.d. glatkih krivih)
{71, .-, Yn} naziva se cikl. Definig§imo Indr sa

Indr(z) = Zlnd% (2), z ¢ T™.
v=1

DEFINICIJA 5. Neka su 79, 71,..., ¥n proste zatvorene konture u C i neka je
G, = Int(y,), v=0,1,...,n. Pretpostavimo da vazi
(a) G, C Gy, v=1,2,....n
(b) GinGj=0zai#j,i,j>1.
Neka je G = Go —U"_,G,,.
Oblast G definisana na ovaj na¢in naziva se regularna oblast (n+1-struko povezana
oblast). Konturu vy nazivamo spoljagnjom konturom regularne oblasti G.
Pretpostavimo da su konture g, v1,---, 7n, koje se gore spominju, pozitivno
orijentisane. Pozitivno orijentisana granica I' oblastiG je cikl koji se sastoji od
kontura o, V1 sy Vrp -
Iz gore navedenih definicija i teoreme o indeksu za proste konture sledi

LEMA o INDEKSU. (za granicu regularne oblasti) Neka je G regularna oblast i
I’ pozitivno orijentisana granica oblasti G. Tada je

Indr(z) =0, z ¢ G.



284 GLAVA 7. DODATAK B (HOLOMORFNE FUNKCIJE 2)**

DokAz: z € G akko z € Gy, = Int(y) (k= 1,2,---, n) ili z € Ext(yg). Npr. ako
z € Gy, zaneko 1 < m < n, tada

[ 1 akoke{0,m}
Ind’Yk(z)_{ 0 zk2k¢{0a m} '

Ko0S1JEVA TEOREMA O KONTURAMA. (KITKont) Neka je G regularna oblast

i T' pozitivno orijentisana granica oblasti G. Ako je f € H(G), tada je

/Ff(z)dz = 0.

Dokaz. Primenom Grinove teoreme dobijamo,

= /Ff(z)dz - Qi//Géf(z)d:cdy.

Kako je f analitickau G toje f =0 na G iotuda I =0.
U Glavi 2, skiciran je dokaz Grinove (Green-ove) teoreme za jednostavne oblasti.
U Sekciji 7.5, pomoc¢u Teoreme o podeli na elementarne oblasti, dat je dokaz
Grinove formule za regularne oblasti.
Na primer, u [Be-G]) (videti takode [Zo]), pomo¢u razbijanja jedinice, dokazuje
se Grinova formula za deo po deo glatke mnogostrukosti sa krajem.
Dokaz KITKont moze se bazirati na ¢injenici da oblast G dopusta koherentnu
triangulaciju (Lema Top 2) i na primeni KITKonv -lokalna verzija.
Lema Top 2 [o podeli regularne oblasti]
Regularna oblast se moze razloziti na kon¢an broj koherentno orijentisanih regu-
larnih oblasti proizvoljno malog dijametra.
U Glavi 2, pomo¢u Lema Top 2 (koja nije dokazana), izveden je dokaz KIT za
regularne oblasti.
Podvucimo jo§ jedanput da dokaz Grinove teoreme za regularne oblasti zahteva
dodatna razmatranja (videti Sekciju 7.5).

Ako je G regularna 1-struko povezana oblast u C tada se Kosijeva Teorema o
konturama svodi na teoremu Kogi- Gursa (Cauchy -Goursat-a).

TEOREMA KO0SI-GURSA 2- VERZIJA ZA PROSTU ZATVORENU KONTUI:EJ.
Neka je v prosta zatvorena kontura u C i neka je G = Int(vy). Ako je f € H(G),

tada je
/f(z) dz = 0.
.

Ponovimo, u sekciji 7.3.2 dat je dokaz pomocu indeksa, bez pozivanja na Grinovu
teoremu, opste verzije KITKont (* u drugom delu kursa razmaraju se razlicite
verzije KIT).
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Koriste¢i KITKont moZzemo izvesti nekoliko vaznih teorema.

KOSIJEVA FORMULA ZA KONTURNE OBLASTI. (KIFKont) Neka je G regu-

larna oblast u C, T pozitivno orijentisana granica oblasti G i f € H(G). Ako je
z € G, tada je

1) o) = L [ Q)

_% FC_Z

dc.

Dokaz. Izaberimo p > 0 dovoljno malo tako da disk B, = B(z,p) kompaktno
pripada oblasti G. Neka je G, = G— B, i v = v, pozitivno orijentisana kruznica
definisana jednacinom:

Y(t) =2z + pe't, 0 <t < 2m.

Definigimo funkciju g sa ¢g(¢) = £©) (€ G,

=

Kako je g analiticka u G, primenom KITKont dobijamo

(2) /ngg = /ngg.

Koristeéi smenu promenljive ¢ = «(t), nalazimo da je

2m

Izumz/moﬂziof@+m%w

Otuda, I(p) — 2mif(z), kada p — 0, §to zajedno sa relacijom (2) daje (1). O

Dokaz Kosijeve integralne formule za regularne oblasti pomocéu KIFcikl
i Leme o Indeksu.

*Iz Kogijeve integralne formule- teoreme za cikl (homoloska verzija, koja je dokazana
pomocu ,analitickog metoda”) i Leme o indeksu za granicu regularne oblasti, nepo-
sredno sledi Kosieva teorema za regularne oblasti.
Kako je f € H(G), postoji oblast  koja sadrzi G tako da je f € H(Q). Na
osnovu Leme o indeksu za granicu regularne oblasti, I' je homologan 0 u Q. Otuda,
sledi da su Kogijeve integralna formula i teorema za regularne oblasti specijalni
slucajevi KIFcikl i KITcikl.

Smatramo da je korisno, npr. iz pedagoskih razloga, ponoviti deo razmatranja
iz dokaza Kosijeve integralne formule za cikl.
Kako je f € H(G), postoji oblast Q koja sadrzi G tako da je f € H(S).

Na osnovu Leme 7.3, funkcija g definisana na Q x {2 sa
fw) =1z ., £ 2

e ={ TG WL
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je neprekidna na € x €.
Otuda moZzemo definisati funkciju

h(z) L/Fg(z,w) dw, z € Q.

= omi

Neka je G; = C\ G. Definigimo funkciju

hl(z):L/de, z € Gy.
21 Jpw — 2

Iz Leme 7.4, sledi da su funkcije i i h; analiticke respektivno u oblastima 2 i
G1. Na osnovu Leme o indeksu za granicu regularne oblasti, zaklju¢ujemo da je
h(z) = h1(2), z € QNG;. Otuda postoji funkcija ¢ € H(QU G1) takodaje ¢ = h
na € i ¢ = hy na Gy. Iz definicije oblasti Gy sledi da Gp sadrzi komplement
oblasti Q. Dakle, ¢ je cela funkcija.

Kako je

| 1|im o(z) = | l‘im hi(z) =0,

na osnovu Liuvilove Teoreme zaklju¢ujemo da je ¢(z) =0 za svako z € C.
Konvej [Co] u vezi primene indeksa za dokaz Kosi tereme citira radove Artina i
Diksona.

KIT o Rezidumima

KoS1JEva TEOREMA O REzIDUMIMA. (KTRez) Pretpostavimo
(a) f je analiticka u oblasti D izuzev izolovanog skupa singularnih tacaka
(b) G je regularna oblast koja kompaktno pripada D i OG ne sadrzi singularne
tacke funkcije f.
Ako su ay, as,..., a, singularne tacke funkcije f u G i T' pozitivno orijentisana
granica oblasti G, tada je

/ f(z)dz = 2mi i resq, f.
r v=1

Dokaz. Konstruisimo kruznice v, = {z :| z—a, |=r} dovoljno malog polupre¢nika

tako da su zatvoreni diskovi B,, koji su ograni¢eni kruznicama ~,, disjunktni i da
pripadaju oblasti G.

Neka je G, = G —U"_, B, ineka je ', pozitivno orijentisana granica oblasti G..
Kako je oblast G, regularna i f analiticka funkcija u G, na osnovu KITKont,

dobijamo da je
/ fdz = 0.
r,
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Otuda, kako se kontura G, sastoji od pozitivno orijentisane granice I' oblasti G i
negativno orijentisanih kruznica v, , v =1,2,...,n, na osnovu svojstava integrala,

dobijamo
/ fdz = E /
r v=1

Dakle, izra¢unavanje integrala analiticke funkcije, duz orijentisane granice oblasti,
svodi se na izracunavanje integrala po kruznicama, dovoljno malog poluprec¢nika,
sa centrima u singularnim tackama. ]

fdz= 2mi Z resa, f-
v=1

v

TEOREMA O SuMl REZIDUMA. (TXRez) Neka je f analiticka funkcija u
C— A, gde je A=1{ay,as,...,a,} C C. Tada je suma reziduma u svim konacnim
singularnim tackama i reziduma funkcije f uw oo jednaka nuli, tj.,

Zresa”f + reseof = 0.

v=1

7.3.4 Kosijeva Integralna Teorema za prosto-povezane oblasti

Prtosto-povezane oblasti

U vezi sa diskusijom u ovoj sekciji videti takode [Ma 3].
Razne definicije prosto-povezanih oblasti naveli smo u glavi 6. Ponovimo jednu od
definicija, kaZzemo da je oblast G C C prosto-povezana (definicija pomoc¢u granice)

ako je 9G (u C) povezan skup u C.
Primer 48 Neka je put v definisan sa
() = te', 0<t < o0,

i neka je G = C\ ~v*. Kako je granica, 0G, oblasti G, trag ~v*, krive =, i kako
je skup v* povezan (kao neprekidna slika povezanog skupa), zakljucujemo da je G
prosto-povezana oblast.

Koristeéi Rimanovu teoremu moze se pokazati da je oblast
G prosto-povezana akko je homotopski prosto povezana, tj.
akko je svaka zatvorena kontura u G homotopski ekviva-
lentna tacki. Mozemo primetiti da je tesko u prethodnom
primeru pokazati da je svaka zatvorena kontura u G homo-
topski trivijalna (homotopna tacki).
Definicija prosto-povezanosti, koju smo naveli u ovoj sek-
ciji, nije opste prihvacena i ne moze biti koriSéena za dimen- Slika 7.7: Spirala
zije n > 3.
Izbor ove definicije ima prednost u odnosu na ostale jer daje veoma brzo rezul-
tate vezane za kompleksnu integraciju.
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Primer 49 Jednostavno se proverava da su kruzni disk, poluravan i paralelni pojas
prosto-povezane oblasti. Na primer, paralelni pojas V ={z € C:0 < Imy < 1} je
prosto-povezana oblast. Ovaj primer nam pokazuje da je bitno da se granica OV
uzima u C

oV =1 UlQU{OO}7 UC,

gdeje ly ={x:x €R} ilo={x+i:xz€R}. Primetimo da granica 1l Uly, u C,
oblasti V, nije povezan skup.

Prema definiciji, spoljagnost zatvorenog jedini¢nog kruga U = {z € C : |z| >
1} nije prosto-povezana oblast, jer se njena granica, u C, sastoji od kruznice i
{0} B

Definicija se moze primeniti i na oblasti u C. Uglavnom, izuzev ako to eksplic-
itno ne navedemo, razmatramo oblasti u C.

Skicirajmo dokaz da ako je G C C prosto-povezana oblast (definicija pomocu
granice), tada je G poligonalno prosto-povezana oblast, Lema 7.6. U prvom ¢itanju
moze se izostaviti dokaz, koji se bazira na sledecoj lemi.

Lema 7.5 Ako je V povezan skup w C, W C C skup takav da je VOW #£ 0 i
oW NV =0, tada je VC W.

Uputstvo: ako a € VNW i ako svaki krug B(a;¢) ima neprazan presek sa W€, tada
a € OW sto je kontradikcija sa OW NV = (J; otuda skup VN W je otvoren u V.
Ako je VNW<e #£(, skupovi VNW i VNI su neprazni otvoreno-zatvoreni u V.

Sada dokazimo ako je G C C prosto-povezana oblast, tada je G poligonalno
prosto-povezana oblast.

Lema 7.6 Pretpostavimo da je v prosta zatvorena poligonalna linija uw prosto-
povezanoj (definicija pomocéu granice) oblasti G C C. Tada Int(v) C G.

Kako je 0GN~y* =0 ikako je skup G povezan, ako G ima neku tacku u Int(7y),
tada, na osnovu Leme 7.5 (primenom na V = 0G i W = Int(y)), sledi da dG ne
moze da yizade” iz Int(y); tj.
a) OG ograniCen;
U ovoj situaciji, sli¢no se pokazuje da G° pripada Int(y); otuda G je neograni¢ena
oblast i stoga co € 9@, §to dovodi do kontradikcije sa zakljuckom a) da je G
ogranicen.
Navedimo neke varijacije ovog razmatranja.

Dokaz: Kako je G N~* = i kako je skup G povezan, na osnovu Leme 7.5,
postoje dve moguénosti:

1° 9G C Int(y)
U ovom sluc¢aju G N Ext(y) = (), primenom Leme 7.5 (na V = Ext(y) i W =
@) zakljutujemo da je Ext(vy) C G. Medutim, tada bi co € IG, §to dovodi do
kontradikcije sa 1°.

2° 0G C Ext(vy)
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Sli¢no, dobijamo OG N Int(y) = 0, odakle na osnovu Leme 7.5 nalazimo da je
Int(y) C G, §to je i trebalo pokazati.

Navodimo alternativni dokaz, koji se takode bazira na uzastopnim primenama
Leme 7.5, pomocu sledecée vezbe.

Vezba 7.3.5 Pretpostavimo da postoji tacka z € G°NInt(y). Neka je G1 kompo-
nenta skupa G° koja sadrzi z; slicno kao u prethodnom pasusu zakljucujemo: kako
je G specialno povezan skup i ,,ne preseca” v*, G1 ne moze da ,izade” iz Int(y) i
stoga pripada Int(vy). Tada postoje dve moguénosti

1° 0Gy je neprazan.
Prvo proverimo da 0G1 C OG; suprotno, postoji zo € 0G1 \ OG i stoga krug
B = B(zp) tako da B C G°\0G; dakle G1UB je povezan i stoga G1 nije maksimalan
povezan u G°; kotradikcija.
Kako je 0Gy C OG, sledi OG ima tacaka uw Int(vy) i otuda zakljucujemo da OG C
Int(y) @ OG NExt(y) je prazan. Otuda Ext(y) C G i stoga oo € IG; $to dovodi
do kontradikcije.

2 0G; je prazan. Tada Int(vy) C G1 C G°. Medutim, kako svaka tacka z € +*
ima okolinu koja je cela sadrZana v G i u kojoj postoje tacke iz skupa Int(v), dolazi
se do kontradikcije.

Neka je ® konac¢na kolekcija orijentisanih intervala u ravni. Za svako p, neka je
my(p) [mge(p)] broj ¢lanova ® &ija je pocetna [krajnja] tacka p. Ako je my(p) =
mpg(p) za svako p, kazemo da je ® uravnoteZena.

Vezba 7.3.6 Uravnotezena familija © orijentisanih intervala formira cikl T'.

Lema 7.7 Neka je K kompaktan podskup otvorenog skupa 2 C C. Tada postoji
cikl T u Q\ K tako da

1 akoze K
IndF(Z):{ 0 akoz¢Q

Uputstvo: Postoji n > 0 tako da je rastojanje izmedu svake tacke u K i svake
tacke izvan 2 bar 27. Konstrusati mrezu horizontalnih i vertikalnih linija tako da
je rastojanje izmedu dve susedne horizontalne linije 7 i sliéno za vertikalne linije.
Neka su @1, . . . @, zatvoreni kvadrati ove mreze koji seku K. Pozitivno orijen-
tisana granica svakog kvadrata sastoji se od Cetri pozitivno orijentisana odsecka.
Oznacimo sa ¥ kolekciju svih orjentisanih intervala koji se dobijaju na ovaj nacin.
Odstranimo intervale iz 3. za koje i suprotno orjentisani intervali pripadaju . Neka
je @ kolekcija preostalih odse¢aka. Familija ® je uravnoteZena i formira cikl I'. Ako
z € K, tada z ¢ T'* i z pripada nekom @, . Indeks je konstantna funkcija u svakoj
komponenti komplementa I'*.

Neka je p € K. Tada postoji specijalna prosta zatvorena orijentisana poligo-
nalna linija A u \ K tako da je Ind(p) = 1.
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Lema 7.8 Neka je Q ogranicena oblast u ravni. Ako je ) je prosto povezano u
smislu definicije pomocéu granice, tada je Q0 je prosto povezano u smislu definicije
pomoéu komplementa.

Uputstvo: Tvrdenje je ekvivalentno sa: ako je A = 02 nepovezan skup, tada  nije
homotopski prosto povezano.
Neka je p € Aineka je K komponenta skupa A koja sadrzi pinekaje g € B = A\K.
Tada postoji otvoren skup 7, koji nema zajednickih tacaka sa B tako da je
K C Q, istoga, na osnovu Leme , postoji specijalna prosta zatvorena orijentisana
poligonalna linija A u Q; \ K tako da je Inda(p) = 1. Otuda, kako je K povezan,
sledi K C Int(A). Kako u svakoj okolini p i ¢ ima tacaka iz €2, sledi obzirom da je
Q povezan da Q i A imaju zajednickih tacaka. Otuda obzirom da je A povezan i
ne ,sefe” granicu od €2, sledi da A pripada 2 i, stoga, A nije hopotopno 0 u €.

Vezba 7.3.7 Ako Q prosto povezana u smislu poligonalne definicije (ili u smislu
definicije pomoéu granice), tada je homotopski prosto povezana.

Uputstvo: Primeniti Rimanovu teoremu.

Na osnovu prethodnog razmatranja moze se dokazati sledeéa teorema.

Teorema 7.14 (Karakterizacija prosto-povezanih oblasti) Neka je Q oblast
u ravni. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) 9 je homeomorfno otvorenom jedinicnom krugu U

(b) Q je poligonalno prosto-povezano

(¢) Q je homotopski prosto-povezano

(d) 9 je prosto-povezano uw smislu definicije pornoéu granice

(e) Q je prosto-povezano u smislu definicije pomoéu komplementa

(f) Ako je f:Q — C* holomorfno, tada postoji g € H(QY) tako da je f = g°.

Kosijeva Teorema za prosto-povezane oblasti

Slede¢a teorema dokazana je u Podsekciji 2.1.13, Torema D, pomoc¢u homotopske
definicije prosto povezanih oblasti.

Teorema 7.15 (Kosijeva Teorema za prosto-povezane oblasti) Neka je G
prosto-povezana oblast, f € H(G) i v zatvorena kontura (opstije put) v G. Tada

je
L F(2)dz = 0.

Za ovu teoremu koristi se i naziv teorema Kosi- Gursa za prosto povezane oblasti.

Smatramo da je dokaz, koji sledi elementarniji nego dokaz skiciran u Napomeni,
i da se bazira na poligonalnoj definiciji prosto-povezane oblasti.

Dokaz: Koristeéi lokalnu verziju Kosijeve integralne teoreme moze se pokazati
da postoji zatvorena specijalna poligonalna linija A, u oblasti G, takva da je

Af(z)dz _ /Af(z)dz.
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U slutaju da je A prosta zatvorena specijalna poligonalna linija, Int(A) se
moze podeliti na konacan broj disjunktnih otvorenih pravougaonika Ry tako da
je svaki zatvoren pravougaonik R, C G. Neka je ~; pozitivno orjentisana granica
pravougaonika Ry. Otuda je f% f(z)dz = 0ikakoje A = > v (ako pretpostavimo
da je A pozitivno orijentisana), nalazimo da je [, f(z)dz = 0.

Ovo se moze dokazati i na osnovu Kogijeve teoreme za regularne oblasti (Teorema
Kogi-Gursa 2- verzija za prostu zatvorenu konturu).

Ako poligonalna linijja A ima tactke samopresecanja, tada se ona moze ,podeliti”
na proste poligone. Medutim, sada se tvrdenje svodi na prethodni slu¢aj (proste
zatvorene poligonalne linije).

NAPOMENA: Ako je G prosto-povezana oblast i « zatvorena kontura u G,
tada je v homologna 0 u G (dokazati !).

Ako je dodatno f € H(G), tada je na osnovu KIT-cikl

Lf(z) dz = 0.

Jasne modifikacije dokaza pokazuju da Kosijeva Teorema za prosto-povezane oblasti
vazi i ako je v zatvoren put.

Teorema o postojanju primitivne u prosto-povezanoj oblasti

Teorema 7.16 (o postojanju primitivne u prosto-povezanoj oblasti) Neka
je Q C C prosto-povezana oblast i neka je f € H(Q), tada funkcija f ima primi-
tivnu funkciju F u oblasti €.

Dokaz: Pokazimo prvo da integral funkcije f ne zavisi od izbora puta i da je
potpuno odreden pocetnom i krajnjom tackom toga puta.

Neka su 77 i 72 dva puta u oblasti 2 koji spajaju tacke a i b. Bez gubitka
opstosti moZemo pretpostaviti da je [a, (1] parametarski interval za put v, i da
je [B1, 0] parametarski interval za put v (o < B < f3).

Ako sa v oznacdimo ,uniju” puteva y; i 79, tada na osnovu teoreme Kosi-Gursa
dobijamo

fdz— fdz:/fdz:o.
71 Y2 Y

Fiksirajmo a € i neka je z € Q proizvoljna tacka. Ako sa az oznafimo put
u Q koji spaja tacke a i z, tada integral funkcije f po tom putu, tj.,

Fe) = [ o d,

je funkcija tacke z € €.

Ponavljajuéi tacno razmatranje kao u dokazu Kosijeve teoreme za konveksne
skupove dokazujemo da je F holomorfna funkcijau Q idaje F' = f u Q, tj., da
je F primitivna funkcija od f. |
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1
Primer 50 Primer funkcije f definisane sa f(z) = u oblasti R ={z€C:0<

|z| < 2} pokazuje da je uslov, u prethodnoj teoremi, da je oblast prosto-povezana
veoma bitan.

Pokazaéemo da funkcija f w datoj oblasti Q nema primitivnu funkciju, U
suprotnom, ako sa vy oznacimo kruznicu u Q, definisanu sa y(t) = ', 0 <t < 2,
tada, na osnovu Teoreme KIT’ (da li se moZe primeniti Teorema 7.15%), dobijamo

/7 F(=)dz = 0.

Medutim, na osnovu definicije integrala lako nalazimo da je

I= Lf(z) dz = /0% Yy/((f)) dt

Kako je +'(t) = ie't, 0 <t < 27, dobijamo I = 2mi, §to dovodi do kontradikcije.

Teorema o postojanju neprekidnog logaritma

U sekciji 5.2 dat je jedan dokaz pomocu promene agumenta; ovde se koristi drugi
metod baziran na Teoremi o postojanju primitivne u prosto-povezanoj oblasti.

Teorema 7.17 (postojanje neprekidnog logaritma) Pretpostavimo da je €
prosto-povezana oblast i f € H(Y). Ako je f(2) # 0, z € Q, tada postoji funkcija
g € H(Q) tako da je e93) = f(2), z € Q.

/
Dokaz: Funkcija h = = je holomorfna u  pa na osnovu prethodne teoreme ima

primitivou funkciju g1 u Q. Kako je ¢1(z) = h(z), z € Q, tada jednostavnim
rac¢unom nalazimo da je

(691>' B eglgflf_e!hf/ 0

f f?

tj. f = cie9r u Q. Stavljajuéi ¢; = e¢ dobijamo da je g(z) = ¢+ ¢1(2), z € Q,
trazena funkcija.

7.4 Korespondencija granica 2**

7.4.1 Karateodorijeva teorema

Kazemo da je skup A lokalno povezan u tacki zg € A ako za svaku okolinu U tacke
2o postoji okolina V' C U tacke zp tako da je V N A povezan. Jednostavno se
proverava da je skup A lokalno povezan u tacki zp € A ako za svaki niz {z,} C A
koji konvergira ka zy postoji, za dovoljno veliko n, povezan skup L,, C A koji sadrzi
20 1 2z, tako da diam(L,) — 0. Skup je lokalo povezan ako je lokalno povezan u
svakoj tacki.

Ponovimo da se sa U oznacava jedini¢ni disk u C.
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Primer 51 1. Prost put je lokalo povezan; krst” 1l = [—1,1] U [—4,4] je lokalo
povezan

2. Varsavski krug 1 je lokalo povezan, a VarsSavski krug 2 nije lokalo povezan u
kordinatnom pocetku.

3. Neka je A lokalno povezan u tacki zo € A iV, = AN B(zp;1/n). Da li je V,
povezan skup za dovoljno veliko n ?

odgovor ne; razmotriti primere slicne Varsavskom krugu 1.

Definicija 7.7 (Rimanovo presikavanje) Ako je D prosto povezan domen u C
¢ija granica ima bar dve tacke, tada postoji konformno preslikavanje ¢ : U — D.
Ovo preslikavanje se naziva Rimanovo presikavange.

Teorema 7.18 (Karateodori 1, Caratheodory 1) Neka je D prosto povezan
domen u C ¢ija granica ima bar dve tacke. Tada OD je lokalno povezan akko se
Rimanovo preslikavanje ¥ : U — D neprekidno prosiruje na zatvoren krug U .

Dokaz: Prvo pretpostavimo da je 1 neprekidno na U. Neka je {z,} niz u 9D
koji konvergira ka z i ¢, € ¥ ~!(z,). Izdvajajuéi podniz moZe se pretpostaviti da
¢n — ¢. Kako je 9 neprekidno u ¢ sledi ¥(¢) = z. Luk v, = ¥([¢n, (]) je povezan
podskup 9D koji sadrzi zg i z,. Kako je ¢ neprekidno u ¢, diam(L,,) — 0. Otuda
0D je lokalno povezan.

Za dokaz drugog smera, pretpostavimo da je 9D lokalno povezan i da oo = 9(0).
Fiksirajmo (y. Neka je 7, deo kruznog luka ¢iji je trag {¢ € U : |¢ — (| = p}-
Definigimo

L(p) = / WONC)

Iz Kogi-Svarcove nejednakosti, sledi

O'L 2
/ ﬂdp<+oo.
0 P

Otuda postoji niz p, — 0 tako da L(p,) — 0. Kriva I', = ¢ o7, ima krajnje
tacke a,, b, € 0D i |a,, — b,| — 0. Izdvajajuéi podniz moze se pretpostaviti da a,,
b, teze ka wg € 0D .

Kako je 0D lokalno povezan, postoje povezani podskupovi L, C 9D tako da
wo, Ay, by, € Ly, 1 dijametar L, tezi nuli.

Definigimo U,, = {C € U : |( — (| < pn} 1 Dy, = 0(Uy,) .

Neka je w proizvoljna tacka u D,,. Tada

A) svaka poluprava A sa pocetkom u w preseca skup T'y, U L.

Suprotno, jednostavno se konstruiSe prost luk iz co u w koji ,preseca” I';, ta¢no u
jednoj tacki i formira sa A prostu zatvorenu krivu u C\ L,, koja razdvaja a,, i b,;
§to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je L,, povezan.

Iz A) sledi da diam(D,,) — 0 i otuda da je 1 neprekidna u (p. o

Na osnovu prethodne teoreme, kako je VarSavski krug 1 lokalo povezan, a
Vargavski krug 2 nije lokalo povezan u kordinatnom pocetku, sledi:
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Rimanovo preslikavanje A na VarSavski krug 1 se neprekidno prosiruje na zatvoren
krug A;

Rimanovo preslikavanje A na VarSavski krug 2 nema neprekidno progiruje na zatvo-
ren krug A.

Teorema 7.19 (Karateodori 2, Caratheodory 2) . Neka je D Zordanova oblast
uwCiye:D — U Rimanovo preslikavanje. Tada ¢ ima neprekidno prosirenje na
D.

Ideja: Pretpostavimo suprotno da postoji wy € D i nizovi wl,w? € D tako da
wyy, wy = wo 5 Gy = p(wy) = G0 = p(wy) — G i G # G

Otuda postoji niz {w,} u D tako da (! = p(wa,) — ¢, 2 = o(wany1) — (o i
G #C-

Neka je I" put u D sa krajem u wy koja prolazi kroz tacke w,, v = =iy = ().
Jedan od dva luka J €ija je unija T {(1,(2} ima osobinu da svaki radijus U, ¢iji
kraj pripada J, ,preseca’ trag v po skupu koji ima tacku nagomilavanja na T.
Otuda, kako je na osnovu Caratheodory 1, 1 neprekidna na U, sledi da je v jednako
wp na J .

Primenom Svarcovog principa refleksije u odnosu na J i Teoreme jedinosti dobija
se ¥y =wo na U.

Na osnovu Caratheodory 1 i Cararatheodory 2, dokazuje se

1

Teorema 7.20 (Karateodori 3, Caratheodory 3) Neka su D i D, Zordanovi
domeni w C i f : D — D, konformno preslikavanje. Tada se f prosiruje do
homeomorfizma izmedu D na D,.

Ova verzija Karateodorijeve teoreme dokazana je u uglednom udzbeniku mono-
grafiji Barenstein-Gay [Be-G], koja se koristi u poslediplomskoj nastavi na ugled-
nim univerzitetima.

U toku kursa na poslediplomskim studijima i Seminara u Beogradu (2000) dokaz
naveden u [Be-G] je razmotren; ostalo je da se neki delovi dokaza razjasne i autor
je predlozio verziju dokaza koja je skicirana u gornjem tekstu.

7.4.2 Princip Korespondencije Oblasti (Inverz PKG)

Iz Karateodorijeve i Rimanove teoreme sledi:

Lema 7.9 (L Ka_—R) Ako je D Zordanov domen, tada postoji homeomorfizam
zatvorenog kruga U na D.

Ova lema se koristi u verziji strogog dokaza Principa korespondencije oblasti,
PKODb, koju sada navodimo.

Princip Korespondencije Oblasti naziva se i inverz Principa Korespondencije
Granica.
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=0

Slika 7.8: Princip korespondencije oblasti

Teorema 7.21 (Princip Korespondencije Oblasti, PKOb**) Neka je v zat-
vorena Zordanova kontura i G = Int(7y). Pretpostavimo da je funkcija f : G — C
neprekidna, holomorfna u G i jednolisna na v*. Tada je f homeomorfizam G na
Int(T") ¢ konformno (jednolisno) preslikavanje G na Int(T), gde je T kontura f o-~y.

Dokaz:** Ako je funkcija f holomorfna na G, dokaz sledi iz Principa indeksa, PInd.
Na osnovu Principa ofuvanja oblasti, POO, zaklju¢ujemo da je 2 = f(G) oblast.
Neka w; € Int(T") i neka je n broj reSenja jednacine f(z) = w; u G. Na osnovu
Principa indeksa, PInd,

n = Indp,wy, (7.24)

gde je I'; kontura konstruisana na sledeéi nacin: B -
Na osnovu LKa — R postoji homeomorfizam ¢ zatvorenog diska B(0,1) na G.
Definigimo

Y(0) = (™), w(0) = p(te™?),  (0<O<1).

Kako je f~!({w;}) kompaktan podskup oblasti G, postoji vrednost to € (0,1) tako
da za ty < t < 1 konture ~y; ,ne seku” skup f~!({w;}). T'; su konture f o~; za
svako tp < ¢t < 1. Kako su I'' i I'; homotopne u C\{w }, na osnovu (7.24) dobijamo:

n = Indr(wy) = 1.

Otuda, za svako w; € Int(I") postoji jedinstveno z; € G tako da je f(z1) = w;.
Specijalno, © 2 Int(T).

Neka je sada we € Ext(I'). Kako je Indpws = 0, prethodno razmatranje
pokazuje da je Q N Ext(T') = (. Vaz, takode, I* N Q = 0. Ovo je posledica
Cinjenice da je f otvoreno preslikavanje. Ako bi w € I'* bilo jednako f(z) za neko
z € G, onda bi postojala okolina V' tactke z takva da V' C Int(v) i da je f(V) C Q
okolina w. Otuda bismo zakljucili da je f(V) NExt(T) # @, $to je nemoguce, jer je
fvyce.

Dakle, f(G) = Q = Int(T"), f je konformno (jednolisno) na G i homomorfizam
G na Int(T). O
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7.5 Podela regularnih oblasti na *-elementarne oblasti
i dokaz Grinove formule**

Lema Top 2 je navedena u glavi 2 bez dokaza (videti takode [Ma 3]); u ovoj sekciji
dokazuje se Teorema o podeli deo po deo glatke oblasti (Teorema 7.22) iz koje
specijalno sledi Lema Top 2.

Postoje primeri koji pokazuje da Zordanove (i specijalno glatke) oblasti mogu
imati komplikovanu strukturu i da Teorema 7.22 (o podeli) ima smisla.

Lema 7.10 (Lema Top 2, o podeli regularne oblasti) Regularna oblast se
moZe razloZiti na koncan broj koherentno orijentisanih reqularnih oblasti proizvolino
malog dijametra.

Ako se granica regularne oblasti sastoji od specijalnih poligonalnih linija nazi-
vamo je poligonalna oblast.

* R je lokalni pravougaonik za put « ako je presek pravougaonika i puta v zadat
pomocu elementarnog grafika .

Skica dokaza o podeli regularnih oblasti na *-elementarne oblasti i Leme Top:
a. Koristeéi mrezu pravougaonika dokazati Lemu Top ako se granica regularne
oblasti sastoji od specijalnih poligonalnih linija.

Neka je v put i tacke a i b na tragu v. Kazemo da lanac lokalnih pravougaonika
(kvadrata) {Qx} spaja tacke a i b duz v ako postoji podela {v;}, k = 1,2,---n
dela puta v koji spaja tacke a i b, tako da pravougaonici (kvadrati) {Qy} nemaju
zajednickih unutrainjih tacaka i da je Qx NY* =7}, a € Q1 i b € Qn. U ovoj
situaciju koristimo naziv specijalni lanac pravougaonika (kvadrata). Ako su a i b
krajnje tacke puta v (i specijalno ako je put zatvoren) kazemo da specijalni lanac
pravougaonika (kvadrata) ,pokriva” .

b. Ako je v kontura postoji specijalni lanac pravougaonika (kvadrata) koji
»pokriva” ~y.

Intuitivno je jasno da se specijalnom lancu pravougaonika (kvadrata) koji nije
,pokrio” put moZe dodati jo$ jedan specijalni pravougaonik (kvadrat) i da se proces
nastavlja dok se ne ,pokrije” put. Ova situacija sugerira slede¢i dokaz:

Neka je E skup tacaka t za koji postoji specijalan lanac pravougaonika (kvadrata)
koji spaja a i ~y(t).
c. Dokazati da je E otvoreno-zatvoren skup.

Dakle, na osnovu topoloskog svojstva povezanosti, vazi slede¢a propozicija.

Propozicija 7.6 Ako je v kontura postoji specijalni lanac pravougaonika (kvadrata)
koji ,,pokriva” .
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Specijalni lanac se moZe izabrati tako da svaka (eventualna) tacka preloma konture
~ pripada granici nekog specijalnog praougaonika.

d. Neka je Qf specijalni lanac pravougaonika (kvadrata) koji ,pokriva” granicu
I' regularne oblasti G i neka svaki @J; ” preseca’ samo jednu komponentu 9G.
Definisimo 4, = QNG i A = G\ UAy. Specijalni lanac pravougaonika ( kvadrata)
moze se izabrati tako da su proizvoljno malog dijametra. Otuda, kako je A poligo-
nalna oblast, specijalno, sledi Lema Top.

Ponovimo da iz ove leme jednostavno sledi OKIT za regularne oblasti.

U savremenim udZbenicima dokaz Grinove formule za regularne oblasti (pre-
ciznije regularne mnogostrukosti sa krajem) izvodi se pomocu razbijanja jedinice
(videti npr. [Zo], [Be-G]; komentari Zorich [Zo] str. 239 do 241, Zadatak 2, str.
249 su relevantni).

Ponovimo da VarSavski krug (videti i Primere 52, 53; M-krug 1 i 2) pokazuje
da postoje regularne oblasti koje nisu jednostavne.

Skicirajmo pristup (dokaz Grinove formule za regularne oblasti) koji se ne poziva
na ,razbijanje jedinice”.

Definicija 7.8 KazZemo da je oblast x-elementarna ako je elementarna u pravcu
bar jedne ose (tj. tipa O, ili O,); oblast je elementarna ako je elementarna u
pravcu, obe kordinatne ose.

Iz dokaza tacke d sledi:

Teorema 7.22 (o podeli na elementarne) Regularna oblast se moZe razloZiti
na konéan broj koherentno orijentisanih glatka *-elementarnih oblasti (regularnih
oblasti) proizvoljno malog dijametra.

Ponovimo da Varsavski krug pokazuje da postoje regularne oblasti koje nisu jed-
nostavne; izgleda da se ovaj primer moze modifikovati tako da ne postoji kordinatni
sistem u odnosu na koji je M-krug (modifikovan Vargavski krug) jednostavna oblast.
Dakle u opstem slucaju regularna oblast se ne moze razloziti na konc¢an broj koher-
entno orijentisanih glatkih elementarnih oblasti; ovu teskocu prevazilazimo pomocu
«-elementarnih oblasti (Teoreme 7.22).

Ispravljanje elementarne oblasti: Neka je D = {(x,y) :a <z < [, u1(z) <y <
ui(x)} elementarna O, oblast i v (z) = (z,u1(x)), v2(x) = (z, ua(x)); preslikavanje
, definisano sa p(z,y) = (z, (1 —y)us +yus), preslikava pravougaonik R = («, ) X
(0,1) na elementarnu oblast D (tipa O,); specijalno, ¢ preslikava « i x4+ na v (z)
i v2(x), a segment I, = [x,x + i] linearno na segment [y (), y2(x)]. Preslikavanje
Y = ! preslikava D na pravougaonik.
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Slika 7.9: Ispravljanje elementarne oblasti

Propozicija 7.7 (specijalne lokalne karte) Ako je D glatka elementarna oblast
u pravcu jedne ose, tada postoje € > 0 i 1,01 tako da je an < a < B < (1 @
difeomorfizam @1 pravougaonika Ry = (a1, 1) X (—&,1+¢) tako da je p1 = ¢ na
R=(a,0) x(0,1).

Uputstvo : Grafike funkcija uy 1 ug glatko produziti na [a;, (1] pomocu tangenti u
krajnjim tackama.

Karte ¢ = <p1_1 nazivamo specijalne lokalne karte; za oblast D kazemo da je u
oblasti specijalne lokalne karte ¢ = <p1_1.

Kazemo da je f glatka (C') funkcije na G, ako postoji otvoren skup Q@ > G
tako da je f C'-funkcije na Q.

Teorema 7.23 (Grinova formula; prva verzija) Neka je G regularna oblast,
P i Q glatke funkcije na G i w = Pdr + Qdy; w se naziva se 1-forma. Tada

je
/dw:/w,
G r

gde je I' pozitivno orijentisana granica oblasti G i dw = (Qy — Py)dx A dy.

NAPOMENA: Ako ¢italac nije upoznat sa notacijom dx A dy moZe pisati dw =

Dokaz Grinove formule bazira se na slede¢oj lemi.

Lema 7.11 Pruva verzija Grinove formule vazi ako je G glatka *-elementarna oblast.

Dokaz:Pretpostavimo oznake iz Propozicije 7.7. Kako na pravougaoniku R vazi Gri-
nova formula, na osnovu Propozicije 7.7, definicije krivolinijskog integrala i Teoreme
o smeni promenljive, sledi da vazi i na glatkoj x-elementarnoj G. a
Dokaz Grinove formule: Neka je R, k= 1,---,m, specijalan lanac pravougaonik
koji pokriva 0G, Vi, = Ry,NG,V = Ui~ , Vi 1 P = G\V; P je specijalna poligonalna
oblast i stoga se moze podeliti na konacan broj pravougaonika Rj, k=1,---,n.
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Slika 7.10: Podela regularnih oblasti

Ponovimo, Vi, = Ry NG. Kako na glatkim *-elementarnih oblastima Vj (na osnovu
Posledice 7.11) i pravougaonicima Rj, vazi Grinova formula, otuda ” sabiranjem” se
dobija da vazi na regularnoj oblasti G.

Slede¢i primer pokazuje da Jordanove (i specijalno glatke ) oblasti mogu imati
komplikovanu strukturu i da Teorema 7.22 (o podeli) ima smisla.

1 1 1
Primer 52 (M-krug 1) Neka je C,(t) = o (t+imsin i —— ) I/nr<t<1/m
n nm
il, = 1/2™ +C, ako je n parno; £, = 1/2™ + iC,, ako je n neparno. Putevi
Lo, n > 1, mogu se nadovezati pomoéu glatkih puteva I, tako da formiraju prost
zatvoren (gladak izuzev u kordinatnom pocetku) put ¢, koji nazivamo M-kruZnica ili
modifikovani varSavska kruznica; oblast B = Int({) nazivamo M-krug.

Uputstvo: Skicirati grafik puta ~,,(t) = t-+iw sin %, 1/nm < t<1/miCy;puty=r,
1
preseca x-osu u n tataka; grafik puta C, se nalazi u kvadratu [0, W] x [0, W]
Neka je An(0) = {1/2" + et : t > 0} i 6(n) broj preseka poluprave A,,(6) sa £,.
Citalac moze proveriti da da 8(2n) — oo ako je § € [—-nw/4,7/4];10(2n+1) — o0
ako je 0 € [—7/2,7/2] \ [-7/4,7/4]; i otuda da ne postoji kordinatni sistem u
odnosu na koji je M-krug jednostavna oblast.
Sledeéi primer izgleda tehnicki komplikovaniji.

Primer 53 (M-krug 2) Neka je C(t) =t +it3sinl/t, t > 0 i C(0) = 0; B, =
B(1/2™;47"=YY i ry, niz svih racionalnih brojeva iz [0,1], C,, = 1/2" + €™ C, £,
deo puta C, koji je u krugu B,. Putevi {,, n > 1, mogu se nadovezati pomocéu
glatkih puteva l,, tako da formiraju prost zatvoren (gladak izuzev u kordinatnom
pocetku) put £, koji nazivamo M-kruznica ili modifikovani varSavska kruznica; oblast
B = Int(¢) nazivamo M-krug (npr. beogradski ?).

Da li se glatkih puteva [,, mogu izabrati postoji tako da je ¢ gladak i u kordinatnom
pocetku?
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Citalac moze proveriti da poluprava A, = {1/2™ + e™™nt . t > 0} preseca {,
u prebrojivom skupu tacaka; A, (0) = {1/2" + €t : t > 0} i n(0) broj preseka
poluprave A, (6) sa ¢,. Ako je § € [0,7) postoji poduniz r,, niza r, tako da
T T — 0.

Da li tada ng(f) — oo i da li otuda sledi da ne postoji kordinatni sistem u odnosu
na koji je M-krug jednostavna oblast?

7.6 Razni problemi

7.6.1 Bergmanov prostor**

U vezi ove kratke podsekcije videti Teoremu 2.21 (Parsevalova formula za holo-
morfne funkcije) i podsekciju Posledice Kogijeve nejednakosti u Glavi 2.

Lema 7.12 Neka je f analiticka funkcija u krugu B = B(a;r).
Dokazati da je

1

mr2

(1) ) < /B £ deedy.

Uputstvo: Nekaje I, = [ f(a+pe'?)df. Na osnovu Teoreme o srednjoj vrednosti,
A 1

[ f(z)dady = [ I,pdp =nr? f(a). Otuda je | f(a)| < — / |f(2)| dzdy ina

B 0 B

osnovu Svarcove nejednakosti sledi (1). O

Teorema 7.24 Neka je B2 Bergmanov prostor analitickih funkcija f u jedinicnom
krugu U za koje je

&) e = ([ 1R dwdy)" < 4o

Tada je
a) {pr(2) = 2, k € NU{0}} kompletan ortogonalan sistem u B2.

+oo
b) Ako je f(z) = 3. ¢ 2%, onda je
k=0

+oo 2
2 |ck|
3) I8 = = 3 4

¢) B? je Hilbertov prostor.
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1 ™

Uputstvo: b) | fll# = [rJ.dr, gdeje J, = [ |f(re'?)|*dt; a na osnovu Parse-
0 -7

valove formule

—+o0
Jr=2m Z ) ? 2P,
k=0

¢) Neka je K kompaktan podskup U. Tada postoji ro < 1 tako da K C U,,; neka
je s =1—r7gineka je {fr} Kogijev nizu B?; primeniti nejednakost (1) na funkciju
fm — fn, dobija se

\/ES |fm(2> - fn(Z)| < Hfm - fn||2

za svako z € K. O

7.6.2 Kulsonova [Coulson] formula

Pre nego §to izvedemo Kulsonovu formulu podsetimo ¢itaoca na neke poznate Ci-
1

z—a

Neka je v prosta, zatvorena, deo-po-deo neprekidno diferencijabilna kriva (krace,

prosta zatvorena kriva ili prosta zatvorena kontura) i G = Int(y). Ako je f holo-

morfna funkcija na G, tada je

flz)= ! /&dg, z €G.

S 2mi ), (-2

Specijalno, fv K,(z)dz je jednak 27i, ako a € Int(7), odnosno, f7 K.(z)dz je
jednak 0, ako a € Ext(y). Dakle,

B | 2mi,  a€Int(y)
Cla) = [YKG dz = { 0, a € Ext(v)

njenice; ponovimo da je definisano K,(z) =

Lema 7.13 (Zordanova lema) a) Ako je f neprekidna funkcija na It i ako
2f(2) — A, kada IT 3 2z — oo, tada je

lim /CT f(z)dz =i A.

r—-+4o00

b) Specijalno, ako je f holomorfna u nekoj okolini tacke oo i ako u toj tacki ima
nulu reda barem 2, tada

lim /CT f(z)dz=0.

r——400

Primetimo da moZemo koristiti tacku b) da bismo dokazali Kulsonovu (Coulson-
ovu) formulu, ako je s = 0.

O interpretaciji Kulsonove (Coulson-ove) formule u hemijskoj teoriji grafova videti
[GM].
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Kulsonova (Coulson-ova) formula

/

P
Neka je P polinom stepena n, ®(z) = i It ={2:Rez >0} il = {z:
Rez < 0}.
1

zZ—a,

. Ako su sve nule

Neka je, dalje, {a,} skup nula polinoma P i K,(z) =

polinoma, P proste, tada je

D(z) = Z - iVaV — Zal, K, (z).

Oznacimo sa s, odnosno sa st i s, sumu nula polinoma P u C, odnosno u IT*
i IT7, respektivno, rac¢unajuéi visestrukost.
Ako je n, red nule a,, tada je s=> n,a, i

O(z) = n, - fvay =Y K, (2).

A. Neka je arg grana argumenta sa vrednostima u (0, 27) i neka je YT(z) = In(z—
a) odgovarajuca grana logaritma definisana sa In(z — a) = In |z — a| + i arg(z — a).
Kako je, T(4+00i) — T(—o0i) = im/2 — i37/2 = —ir, nalazimo da je

1. Ako je a = a, € IIT, tada je v.p. fi:: K, (y)dy = —.

Sli¢no, koristeéi granu arg sa vrednostima u (—m, +7) i odgovarajuéu granu
logaritma, nalazimo da je

2. Ako je a = a, € II™, tada je v.p. fj;o K, (iy) dy = .

“+o0
1
Primetimo da je v.p./ —dy = 0. Analogno,
-~ Y
3. Ako je a = a, ¢isto imaginaran broj, tada je v.p. fj;oo K, (iy) dy = 0.
1 s N
Definigimo K,(z) = i K(a) =v.p. fjoo K, (1y)idy.
z—a
Tada je
—im, a€llt
K(a)=14 0, a je Cisto imaginaran
im, aell™
Neka je sT, respektivno s, suma nula polinoma P u I, respektivno I1~, racu-
Hoo I J
najudéi visestrukost, J = v.p./ O(iy)dy, I=iJ 1 In=— = —.
o 2w 21

Kako je ® = Y n, a, K,, koristeci 1., 2. i 3., dobijamo modifikovanu Kulsonovu
formulu

I = —inst4+inms™ i
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+

J = w5 —mst=(s" —s)m, tj.
J = (s—2s")m, iotuda
1 +oeo s n
= — (v.p. d(1 =—- —s".
Iy 5 (Vp /_ N (iy) dy) 5 8

B. Alternativni pristup
Definisimo krivu C = C;. sa C.(0) =re'? (—7/2 <0 <7/2).
Kako je z®(z) — s kad z — oo, tada, na osnovu Zordanove leme, dobijamo da je

lim O(z)dz =1ims.
r—-+00 c,

Konacno, koriste¢i Kogijevu teoremu o ostacima, nalazimo da je I = i (s—2s™).
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tet, Beograd, 1998, stampana je biografija koju ovde prenosimo u celini. Ona se
odnosi na aktivnosti do 1998:

Roden je 1949. godine u Valjevu. Diplomirao je na Matematickoj grupi PMF
u Beogradu 1973. godine. Magistrirao je 1976. godine, a doktorirao 1979. godine
na PMF u Beogradu sa temom ,,Ocene normi i ekstremalni problemi u H'”. U
zimskom semestru 1981. bio je pocasni gost na univerzitetu Winsconsin-Madison.
Za asistenta na PMF biran je 1973. godine, za docenta 1983, za vanrednog profesora
1989, a za redovnog profesora 1995. godine. U toku zimskog semestra 1988. godine
bio je vanredni profesor na University of Pittsburgh, a u toku skolske 1988/89. -
vanredni profesor na Wayne State University, Detroit.

Do sada je objavio 32 nauc¢na rada. Ucestvovao je na 15 medunarodnih konfer-
encija gde je drzao i uvodna predavanja po pozivu (Poljska i Bugarska akademija
nauka, na IWWA u SAD, na Nevannlina Colloquium u Svajcarskoj), kao i na bro-
jnim domacim konferencijama. Predavao je Matematiku I iII, Analizu Ii II, Teoriju
realnih i kompleksnih funkcija, a na poslediplomskim studijama drZzao je niz kur-
seva: Analiza na mnogostrukostima (SAD), Kompleksna analiza (SAD), Konformne
invarijante, Kvazikonformna preslikavanja, Kompleksna dinamika, itd. Sef je kat-
edre za Kompleksnu analizu od 1995. godine. Osnivac je i rukovodilac seminara
za Kompleksnu analizu od 1991. Rukovodilac projekta ,,Matematika, Mehanika i
Racunarstvo” od 1995. i prodekan na Matematickom fakultetu 1995. godine.

Dopuna biografije Miodraga Mateljeviéa za period od 1998.

A. Plenarna predavanja po pozivu na Medunarodnim Konferencijama odrzana od
1998 do 2003:

1. International Conference on Complex Analysis and Related Topics, The VIIT
th Romanian-Finish Seminar, lassy, 23-27 Avg 1999.

2. Funktionetheorie, Mathematisches Forschungsinsitut Oberwolfach, 11-17 Feb
2001. organized by Astala, Kuhnau and Bergweiler

3. International Conference on Complex Analysis and Related Topics, The IX
th Romanian-Finish Seminar, Brasov, 27-31 Avg 2001.

4. International Conference on Geometric Theory dedicated Herbet Grotzsch,
Halle, May 27 - June 1, 2002.
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5. 5th Congress of Romanian mathematicians, Pitesti, Romania 22-28 June,
2003.

6. The X-th Romanian-Finnish Seminar, avgusta 14-19, 2005, Cluj-Napoca,
Rumunija

7. Third Workshop on Planar Harmonic Mappings, Technion University, Haifa,
Izrael, January 8-12, 2006 (dva plenarna predavanja).

Do sada je objavio preko 50 naucnih radova i ucéestvovao na vise od 20 Medu-
narodnih konferencija na kojima je drzao plenarna predavanja po pozivu.

B. Po pozivu posetio je slede¢e ustanove i odrzao nekoliko predavanja na nji-
hovim Seminarima

1. The Chinese University of Hong Kong, Hong Kong, 3-16 Oct, 2001. (3
predavanja na Seminaru za Analizu)

2. Warwick, 30 Nov - 30 Dec, 2003. (2 predavanja na Seminaru Hiperbolitka
geometrija); Warwick, 5 Dec - 20 Dec, 2004. (2 predavanja na Seminaru za Analizu)

3. Na osnovu odluke Specijalnog komiteta (The SNBS Scientific Commetee,
sbsb@imar.ro) odrZzao je u toku Skolske 2004. specijalni kurs: M. Mateljevi¢ Quasi-
conformal mapping and Teichmuller spaces na Scola Normala Superioara, Buchurest

4. Helsinki,oktobra 2005; niz plenarnih predavanja na Helsinki-Turku Seminaru,
oktobra 2005.

C. Udzbenici i monografije

1. M. Mateljevi¢, Dirichlet’s principle, uniqueness of harmonic maps and ex-
tremal qc mappings, Zbornik radova 10(18), Two topics in mathematics, p. 41-91,
editor B. Stankovi¢, Matematicki institut SANU, 2004; ISBN 86-80593-36-2

2. Udzbenik - monografija Kompleksna Analiza, Posebna izdanja - 1(2004),
redakcija agnus@blic.net, urednik Prof. Danijel A. Romano, PMF Banja Luka,
ISSN 0354-6969

3. M. Mateljevié¢, Dirichlet’s principle, distortion and related problems for har-
monic mappings, Publication I’Inst Math-Belgrade, nouvelle serie 75(89), p. 147-
171, 2004, (special number Quasiconformal and Harmonic mappings, special guest
editor M. Mateljevi¢); ISSN 0350-1302

3. R. Daci¢, M. Mateljevi¢, DR MILOS RADOJCIC (1903-1975) Zivotopis,
Zivot i delo srpskih nauénika, knjiga 9, Srpska akademija nauka i umetnosti (SANU),
Beograd, 2003.

D. M. Mateljevi¢ je editor specijalnog broja (special guest editor) Publication
Inst Math-Belgrade: Kvazikonformna i Harmonijska preslikavanja (Quasiconformal
and Harmonic mappings), Publications de 'Institut Mathématique, nouvele série
75(89), 2004, YU ISSN 0350-1302.

E. Rukovodilac projekta 1863, 2002-2004: Harmonijska preslikavanja, Funkcijski
prostori i Operatori na njima

F. Bio je Mentor za doktorske disertacije: V. Markovié¢, S. Stevi¢, D. Kalaj,...
i magistraturu: V. Markovi¢, D.Kalaj, I. Ani¢, M. Laudanovi¢, D. Sari¢, N. Laki¢,
I. Strugar, M. Knezevi¢.

G. Neka vaznija citiranja:

1. E Reich, Extremal Quasiconformal Mappings of the Disk, Handbook of
Complex Analysis: Geometric Function Theory, Volume 1, edited by Kuhnau, 2002
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Elsevier Science B.V. U ovoj monografiji nalaze se rezultati (sa dokazima) E 2.3.1,
E 5.3.1, T 2.3, T 3.1, T 4.1, iz zajedni¢log rada [BLMM]: Bozin, Laki¢, Markovi¢ i
Mateljevié, citirana su 4 rada M. Mateljevica.

2. U monografiji Laki¢ - Gardiner [GaLa], Quasiconformal Teichmuller theory,
AMS, Math Surveys and Monographes series, Vol 76, Amer. Math. Soc., Provi-
dence, RI, 2000, xix + 372 pp., ISBN 0-8218-1983-6, glava (Chapter 9) predstavlja
zajednicki rad [BLMM]: Bozin, Laki¢, Markovi¢ i Mateljevi¢, J. Analyse Math. 75
(1988), 229-338; MR, 2000a; 30045

3. R. P. Boas, Invitation to Complex Analysis, The Random House / Birkhauster
Mathematicals Series, New York, skicirao je dokaz Izoperimetrijske nejednakosti iz
rada Mateljevi¢, Lec. Notes Math.798,1980,364-369, i zajednickog rada Mateljevié-
Pavlovi¢, J. Math. Anal. Appl. 98, 1984, 25-30.

4. P. Wojtaszyk, Banach Spaces for Analyst, Cambridges Series in Andvanced
Math., 25, Cambridge U. Press, 1991, spominje da su druge baze konstruisane
u zajednickom radu Mateljevié-Pavlovié, Studia Math 1983, i u daljim radovima
koristio je rezultate iz zajednickog rada Mateljevi¢-Pavlovié.

5. I. Kra, BAMS 38(2), 255-265, April 2001 (review of the book [GaLa], citira
[BLMM)])

6. Na Nevanlina Colloquim 1997 Switzerland, K. Strebel je govorio o radu
[BLMM]

7. M. Mateljevié, Mat. Vesnik 12 (1975), 285-286, je resio Gehring-ov problem
postavljen na Konferenciji u Centenbery, England (videti takode, Hayman, BLMS;
preciznije Barth K.F., Branan D.A, Hayman W.K., Research problems in complex
analysis, Bull. London Math. Soc. 16 (1984), 490-517).

H. Rukovodilac Seminara za Analizu (trenutno izlaZze o temi: Teichmuller qua-
siconformal theory and harmonic mappings) M. Mateljevié¢ rukovodi seminarom za
Analizu od 1980. Od 1980. do 1989. god. na seminaru se razmatraju pitanja
uglavnom iz klasi¢ne analize. Od ’92. godine seminar je uspeo da okupi mlade
matematic¢are i poteo posredno da igra vaznu ulogu (kroz dodatne aktivnosti) u
obrazovanju naSih matematicara i formiranju odredenog pogleda na matematiku.
Rad seminara, posredno ili neposredno, uticao je da se dobije niz interesantnih
rezultata. Spomenimo samo da je reSeno nekoliko poznatih Teichmuller-ovih prob-
lema, na kojima su radili istaknuti matematicari. U raznim fazama seminara ak-
tivno su ucestvovali V. Markovi¢, I. Ani¢, M. Knezevi¢, M. Laudanovié¢, M. Jevti¢,
M. Pavlovi¢, N. Bokan, N. Blazi¢, M. Arsenovi¢, V. Bozin, D. Kaljaj, N. Laki¢, A.
Bulatovié, I. Petrovié¢, D. Sarié, N. seéum, M. Blanusa, . Mili¢evi¢, ... i drugi nasi
matematicari.

Nekoliko otvorenih problema je reseno (videti citiranja u tacki G.). Markovic,
Laki¢ i Mateljevi¢ odrzali su preko 20 plenarnih predavanja u periodu 1996 - 2003
(Nevannlina Colloquim, Ahlfors -Bers Colloquim, Meetings AMS,...) U periodu
2000 - 2003 seminar je radio sa pauzama. Trenutno se na seminaru razmatra tema:
kvazikonformna i harmonijska preslikavanja (veze sa kompleksnom dinamikom, Te-
icmuller kvazikonformna teorija i hiperboli¢ke 3-mnogostrukosti). Poseta M. Matel-
jevica, Warwicku, 30. Nov - 30. Dec 2003., 5. Dec - 20. Dec 2004., i Helsinki,
Oktobra 2005 (i specijalno komunikacija sa D. Epstein, C. Series, M. Micallef i V.
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Markovié¢, M. Vuorinen) uticala je da se predlozi ova tema, na kojoj se susre¢u
Kompleksna analiza, Hiperboli¢ka geometrija i Topologija 3-mnogostrukosti.

Veliki broj citiranja:

Reich, Extremal Quasiconformal Mapping of the Disk, 75- 7

Handbook of Complex Analysis : Geometric function Theory, Volume 1, (2002),
Edited by R. Kiihnau (ISBN: 0-444-82845-1), Elsevier.

Handbook of Complex Analysis: Geometric function Theory, Volume 2, (2005),
99-129, Edited by R. Kiithnau (ISBN: 0-444-51547-X), Elsevier.

Misljenje o udzbeniku

Udzbenik ,, Kompleksne funkcije” dr Miodraga Mateljevica, profesora Beogradskog
univerziteta, je nastao kao rezultat dugogodi$njih predavanja autora istoimenog
predmeta na studijama matematike na Matemackom fakultetu u Beogradu. Profe-
sor Mateljevi¢ je jedan od nasih najboljih nau¢nika u oblasti kompleksne analize a
posebno je poznat po ¢injenici da nekoliko studenata profesora Mateljevi¢a danas se
nalazi u grupi najkvalitetnijih nau¢nika na najpoznatijim svetskim univerzitetima.
Sve to govori da su predavanja pa zatim i nacin izlaganja u knjizi prof. Mateljevica
veoma prilagodeni studentima koji Zele da sustinski shvate pojmove kompleksne
analize i holomorfnih funkcija. Originalni pristup odredenim temama predstavlja i
najvedi kvalitet udzbenika.
Prof. dr Stevan Pilipovi¢, Prof. dr Mirko Budincevié

Teme su obradene tako da se udzbenik moze koristiti na razli¢itim nivoima
izucavanja Kompleksne analize. Mogu ga koristiti studenti koji kompleksnu anal-
izu izucavaju jedan ili dva semestra, ali se udzbenik moze koristiti i kao uvod u
kompleksnu analizu na poslediplomskim studijama.

Siroki spektar obradenih tema (udzbenik sadrZi sedam glava i napisan je na 320
stranica), kao i originalan pristup nekima od njih su garancija da ¢e knjiga biti od
interesa za veliki broj ¢italaca.

Prof. dr Miroljub Jevtié¢
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orijentisan interval, 74
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suma reda, 33, 108, 110, 113
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Tejlorov, 108, 110, 111, 113, 117,
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Kogijeva formula za konveksne skupove,
101
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