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�

��� ������ 	 
�����

��������	
 ��� z = x + i y� w = u + i v� |z| =
√

x2 + y2�
����	 S = S2�
B = B(a; r) ���� �	 ��������� � �	��� a ��������
��	 r�
B′ = B′(a; r) �������
 ����
K = K(a; r) ����
��	 �	 ��������� � �	��� a ��������
��	 r�
K = Kr = Kr(a) ����
���	
	 ����
��	
C = Cr = Cr(a) ����
���	
	 ��������
��	
Tr� Ur� �����	�
�� ����
��	 ���������
� ����� �	 ��������� � ������
	�
�� �������
T ���
��
	 ����
��	� Tα = T\{ei α}� U ���
��
� ����� �	 Ua � Ba ��
	�	�	��
������� �	 ��������� � a
ER = {z : |z| > R} ����	�
��� ����	� E = {z : |z| > 1}
e ���������� ρ ����
� �	���	
�
H = H+ ���
	 �����	�	
� H− ��
	 �����	�	
�
Π+ ���
	 �����	�	
� Π− ���	 �����	�	

Z = p(z) ��������	���	 �������	
limz→a f(z) ��	
��
	 ����
���
f ′� ������ df ������
��	�� ��
�	�
� ����	���
H(Ω) ��	�	 ��������
�� ��
���	 
	 Ω�
��
�	�
� ����	��� l
h = g ◦ f � h′ = g′(f(z)) f ′(z)� ����� ����������
[z, w] �����
�
cis t = cos t + i sin t = exp(it)
R+ = {x : x > 0}� R− = {x : x < 0}� C∗ = C \ {0}
arg� ��	
	 	�����
�	 arg
z = r cis ϕ� �����
��������� ����� ��������
�� ���	
I = [0, 1] �
����	�� Iα = (α, α + 2π]
e = exp �����
�
��	�
	 ��
���	� cos sin �����
��������� ��
����
z = r ei ϕ ���	�
	 ����	 ��������
�� ���	
Λα = {ρei α : 0 < ρ < +∞} ������	�	� Oα = C∗ \ Λα ���	��
Πα = {z : α < y < α + 2π} ��	��
Πk = {z : α + 2 k π < y < α + 2 (k + 1)π}� Jα = (α, α + 2π) �
����	��
Iα = (α, α + 2π] �
����	�� Jk = (α + 2 k π, α + 2 (k + 1)π)
Arg ��� ��
���	 	�����
�� arg ��	
	 	�����
�	
Ln �����
	�
	 ��
���	 ���	���	�� ln ��	
	 ���	����	
�	 �����	
� α ∈ R

lnk� ��	
	 ���	����	� 
	 Oα� �	 ����
�����	 � Πk

argk� ��	
	 	�����
�	� 
	 Oα� �	 ����
�����	 � Jk�
argk = Im lnk� ln′

k = J
 �� � 0 < β − α ≤ 2π �����
� � ������ Ω = {reiϕ : 0 < r < +∞, α < ϕ < β}
���	�� ��	��� Ω = {α < ϕ < β}
I = Iγ = Iγf =

∫
γ

f dz ��������
� �
����	�
��
���	! ��� �� ��� ��	�	� ���� ���! ��� �� ��� 
�������
�"������
��	���	
 ���
�����	�
� ��
	��!



���� ������ 	 
����� #

G ��
���
	 ���	��� Γ �������
� ����
���	
	 ��	
��	� D �����
�	�
	 ���	��
A(Ω) ��	�	 �����	�
� "	
	�������� ��
���	 
	 Ω�
��� γ� ��	� ���	 γ∗� Γ = f ◦ γ

∂ f = Df =
1
2

(fx − i fy)� ∂ f = Df =
1
2

(fx + i fy)

KIT′� ������	 �
����	�
	 ������	 � ������
Gr el − Oy� $��
��	 ������	 �	 �����
�	�
� Oy ���	���
O Gr T − ∂� ��������
	 �����	 ����� $��
��� �������
O KITa %���	 ������	 �
����	�
	 ������	 �	 	
	������� ��
����
LKJ RepA� &��	 � �����������
|ck| ≤ Mρ

ρk
������	 
���
	����

TK − Go1 '�����	 ����"$����	 H = A
KIT ∆ ������	 �
����	�
	 ������	 �	 �����	�
KIT ∆ 1 ������	 �
����	�
	 ������	 �	 �����	� �	 �������
�� �	����
f(z) = KΓ[f ](z)� %���	 ������	 �
����	�
	 ������	 �	 ��
���
� ���	���

K (z, ζ) =
1

z − ζ
������� ������ Ka(z) =

1
z − a

������� �����

J � J = K0 ��������
	 �
�����	

Kγ [h](z) =
1

2π i

∫
γ

K (z, ζ)h(ζ) dζ� 	�� � h ≡ 1 ������ Kγ ��� Indγ ������

Kγ [h]
Kγ z ��� Indγ z� (
���� �	�����
�� ���	 γ � ��
��� 
	 z
nγz ��� n = n(γ, z) ��� ����	�	�	 �	�����
�� ���	 γ � ��
��� 
	 z�
V = V(a,b; r,R) = {z : |z−a| > r, |z− b| < R} �����
� A = A(a; r,R) ��	���	

�����

F ��� F ��������
	 �	 f F ′ = f

)	 ��
���� f ������� ��
	�� fk(ζ) = fk(ζ, a) =
1

2π i
f(ζ) (ζ − a)−k−1� ck =

ck[γ] = ck[γ, f ] =
∫

γ
fk(ζ) dζ

f = F1 + f1� F1 ��	�
� ��� &��	
���� ���	� F = f∗ = f ◦ J
Res(f, a) ������� ��
���� f � �	��� a
Res(f, a) = c−1

Res(f, a) =
ϕ(a)
ψ′(a)

� ��� � f = ϕ/ψ� ψ′(a) �= 0*

 �� ��
���	 f ��	 ��� ���	 n � �	��� a� ������ Φ = (z − a)n f � Ψ =
(Φ)n−1

(n − 1)!
�

Res(f, a) = c−1 = Ψ(a)

Ln Res(f, a) = Res
( f

f ′ , a
)

&��	���	���� �������

Res(f,∞) ������� ��
���� f � �	��� ∞
Res(f,∞) = −c−1

S ���	 �������	
S+ ���	 �������	 � H�
N = Nh = N(h,G) ��� 
��	 ��
���� h � ���	��� G� P = Ph = P(h,G) ���
�����	



+

R =
P
Q �	���
	�
	 ��
���	

Oα = O(α) %����� �
����	��

O∗
α = O1(α) = v.p.

∫ +∞

0

xα−1

1 − x
dx = π ctg (α π) %����� �
����	� ����� ����� ��

������ ��	�
� ����
�����
B = B(p, q) ,��	 ��
���	

I = I[f ] = Iγ [f ] =
1

2π i

∫
γ

f ′

f
dz� J = J [f ] = Jγ [f ] =

∫
γ

f ′

f
dz &��	���	����

������� � ��
��� 
	 ��
����
∆Arg γ �����
	 	�����
�	 ��� ���	 γ
∆γArg f �����
	 	�����
�	 ��
���� f ��� ���	 γ

N − P =
1

2π
∆ Arg Γ -��
��� ���������

M � Ω� M ����	��
� ����	�	 Ω
Dα = Cα = {−π + α < ϕ < π + α}� Dα = Oα−π = −Oα

 �� � a = |a|eiα �= 0� �����
� �� ���������
�� ���	�� Λa� Oa � Ca = Da ������
Λα� Oα � Cα = Dα*
.	 fα � gα ����
� ��
	�	�	��� ���������
�� ��	�
� ��	
� ����
	 � ���	����	 
	 Oα

���
��
� Cα�*

A(ζ) = i
1 − ζ

1 + ζ
�A �������	�	 U 
	 H�� B(ω) =

i − ω

i + ω
� B = A−1

/�
���	 0�������� ���
��	
	 �	 w = Z(z) =
1
2
(z + z−1)

(
����
	 ��
���	 � z = Z−1(w) = w +
√

(w2 − 1)
Rz = iz� R1ζ = −iζ
sin = Z ◦ R1 ◦ e ◦ R
Arcsin = R−1 ◦ Ln ◦ R−1

1 ◦ Z−1� Arcsin z = −iLn (iz +
√

1 − z2)
Arcsin z = −iLn(iz +

√
1 − z2)

cos = Z ◦ e ◦ R� Arccos z = iLn (z +
√

z2 − 1)
tg = A ◦ e ◦ R2� R2z = 2iz

Arctg z =
1
2i

Ln
i − z

i + z
(
�����	 J � �	�	 �	 Jζ = ζ−1� ctg = J ◦ tg� Arcctg = (Arctg) ◦ J

B1 = B ◦ J = −J ◦ B� Arcctg z =
1
2i

Ln
z + i

z − i
����
� 	
	������� �����
� F = (Ua, fa)� 	
	������� �����
� Ft = (Bt, ft)
)	 ��
���
	 ���	��� ������� �� � 
	��� ��� �� ��� �����	�
� � ��
��	� ��	��� ����"
�	�
��

� ���������
	  
	���	�� 1 � 1�	�
	  
	���	�� -/ �-��	�
	 /���	�� 2'/
�2���
��� '����
��������� /������ 2-/ �2���
��� -��	��
� /������ 3-/ �2��"

	���� -��	��
� /������ -44 �-��
��� 4	������	 4����	�� �(' �������	 (
"
����	�
	 '�����	�� %�(' �%���	 ������	 (
����	�
	 '�����	�� �(/ �������	
(
����	�
	 /�����	�� -%%� �-��
��� ����	
	 ���	����



���������

5����
�� � 
	���	
 ����	 �	��6�� �����	�� �������	 ��������
	 	
	���	 4	���	"
������ �	������	 � ,����	��* $�	�� 7� � � #� ��� $�	�� 8 � ��� .����� 6.1 �	����
�	����	� 
	��
�
 �����
���	 9� : � 1 ����	*
5����
�� �	���� ��	
�	��	
� �	����	�!
7* % ��������
�� �������	 �* %�
��
� ������ #* ��������
� ������ �
�����
�	�
	 ��������	 +* 3����
�
��	�
	 ��
���	� Ln � Arg 8* (
����	��	 �
��������
� ��
���� ;* (�����	
� ��
���	������ <* 1������ � �����
� � �
����	���
=* '����� (
����	�	
>* ��
����
	 � ����
�	�
	 �������	�	
	!

7* ��
����
� �������	�	
� ���
� ��� �* ,���
�	�
	 �������	�	
	
7?*  
	������� �������
�� -����	
� ��	
	� 1����	�
� ��	
� � (
����	��
77* $���������� ���
����

7* -��
���  �����
�	 �* -��
��� ����	
	 ���	��� #* -��
��� �	������	
�����	 �-44� � ���	 @�	��	
7�* '�����	 1��	
	A
7#* �������
��
��	 ��	
��	 � ���
��� ��������
7+* -����
	 	�����
�	 ��� ���	 � 0���	
��� �������A
78* B	���
���� ��
����
7;* $�	
�� �����
	 	�����
�	� (
���� � �����
�

'���� �� �	���� �� ���	� ��	�	!

$� 7 ������� ������� 	 
�������� �������� 7*7"7*;�
$� � ����������� � 
�������� �������� �*7"�*8�
$� # �������� � ���������� ������������� #*7"#*#�
$� + ������� �� +*7"+*+�
$� 8 ���������� ���������� � ��������� ������ 8*7"8*+�
$� ; ������ ������������ �������� ;*7";*#�
$� < ������� � ���������� �������  !� <*7"<*<*

'����	 � ��������	
	 ��������	 � :���	
��	*
5����
�� 
� �	����	 �����	�
	 �����
	
	* 9	 ������� �����
��������� ��
����
�� ����� 
	 ��	 
	��
	 ����6� �����	 ���
��
�� ����	 � �����
�
��	�
� ��
����
� �	� �� ��
���	�
� ���	�� 	�����
�� ������	*

8



;

.����	 � �C� ��
����� ��	 � �	�	 �	 �	�����	
� ����	� ���	��� �	 ��	
��
���	 � ���� �	 ���	������ � 	�����
��� ��	 ��
��
� ����� � ��������
�
	
	����*
5 ��
��� 
	 ��	���
� �����	���� ��������	
� ��� 
	 ������� ������ � ������	 ��	
�
	�����
�	� ���	�
��	 � ����	 ���	��� %"���	� �����
� 	�����
�	 � �
����	*
D���� � � �����
	�	 
������
� ���	��
	�� �
���� �	��� � ��
��� 
	 ��� ����
����	��	 ���	 ��� �	���� � �	�
�� ����	��	�	 � ��������� 
��� ������ 0���	
���
������� ���	 ��	 �	�
� ����� � ������! �����	 �	�����
	 ��
���	 γ ���� C 
	
�	�
� ��� �����
�
��� �
���	�
� Int(γ) � ����	�
� Ext(γ�� � �	 � Indγz = ±1
�	 ��	�� z ∈ Int(γ)*
5 �
��� �� ������	���� �	���	 ����� �	 ��� 6��� ��������� 
	��� ����� ���������
� 	�
����*
:����	 �����	 ��������� � 	�
���� �	� ������ ���	��� 
	 ������� '������ �
������
� ��	
	 �.����	 8*��� -��
���	 	�����
�	� 1������ �������� ��������
����	�� ����� * * * ���*

1	�
� ������ ������� (
����	�
� '������ �KIT �� ��	 � ��
��	�
� ������	�
��	���
� ��������
� 	
	���� �� �� ���	��� �� ����6�!

7* �����	 ������ �
�* �����	 ��������� � 	�
����*
5 $�	�� �� ���	��� �� ������	 (
����	�
	 '�����	 �KIT � �	 ��
���	�
� ���	��

����6� �����	 ������ �����
� �	� � �����  
	���� �� ������ �� $��
��	 ������	��
	 � $�	�� < ����6� �����	 ��������� � 	�
����*

4���� ������ � �����	 ��������� � 	�
���� ���� �� �	��	��	�� �	� ������"
��
�	�
�* 9	 ������� �����	 ��������� � 	�
���� �����
�� �� 
	 ��
���� ���
����	�	� ���	��� � ��� � ��
���	 ��������
	� 	 ����6� �����	 ������ ���	���
�� �	 �� ��	�	 ��� �� ��� �����	�
	 ���	�� ���� �������� 
	 ��
	�	
 ��� ���	���
�� ���� � ��	�	 �����
�	�
	 ��� � ��	��� x"��� ��� � ��	��� y"���*

5 ��	���
� �����	���� ���� �%���	 ������	 (
����	�
	 '�����	� �� ���	���
����6� �������	 ��� ���������� �	� ����
 ������*
9	 ������� @	�	� �����
�� ����
 ������ �	 �����
	�	 ������	�� ��
������
�

�������
�� ������	��	 �����	� � ������ ��������� ����	�� ����* %�	 �����"
�	� ���������� �	� ����
 �������������	�� ������� -�������� �*7*7#�*
 
	���	 �	�
�� �	��	��	 ����
 ������ ���	��� �	 ������ �����6� �	 �� ��	 ���"
���	� ������ �	�
��*
%�	 ��
�
��	� ���	����� �	������ �	� � ������	
 
	��	�	� �����	  
	����� ����	��
�� 
	 ��������
� �	 �� � �
��� ���� ���	�� ���� �	 ��
���	�
� ���	��� ���
�����	
	 
	 ����
 ������*
-� �����
� 	����	 ����� ��������� � �����
��� �	�	 �����
� �	������ ������
�	�� �	 ������ ��
������	�� 
�������
� ������	��� �����	 �
	 ������� ����6�
1��	
��� ��������*
 ������ � �����	�
� ���� � �����
��� ���	�	� ���� ����6� ���	 � �����
	
�
����	 ��������� ����	�� ���� �������6� �	����  ���
	�* %�	 ������� � ����"
�	6�
 � �������������� 
	��	��*



���� ������ 	 
����� <

(� ���	������ �	���	 
��� ������� �� ���	�	
� 
	 �	�
� 
	��
�� �����	�
��
1�����	 ������	� ���� ����� ����� * * * *

5 ����� ���	
� ���� �� �������� �	�� ��	
 ���	�* :���	 � ���
� 
	����
���
�	 ������ ∗ �
	�� �	 �� ����� ���� �����	���� � ����� ���	
�� ��� ������ ∗∗ ��"

	�	�	 �	 �� ����� ���� �����	���� � ����� ���	
� � �	 �� ���	�� �	���� �� �����
���
��� 	����	���
��� �����
�	*

5 ���� �	�� ���
	 ���	���� �	�
� 
	 ��
��
� ���
���� � ������	 ���������
�
��
����� ����"1��	
��� ������� �����
�
��	�
	 ��
���	� 	�����
�� ���	���	�� �����"

��������� ��
����� �������� ������� �	 �	��
	
� �������	� ��
����
	 � ����
"
�	�
	 �������	�	
	�� �������� ��
��
� ������� �KIT � KIF ������	 �	 ��
��"
�	�
� ���	���� '������	 ������	� &��	
��	 ������	� �	�	������	��	 ��
���	�����	
����6� &��	
��� �������� ������� ������� � ���� �������	� ������� � ��
����"

�� � ����
�	�
�� �������	�	
��	� � ���
��	�
� �	�	����� ����� ���	�	*

5 ����� �	�� ���
	 �����	�� ���	�
�� ���	���� ���� ��
��
� ������* 9	
������� �
����	��� ����6� ������ 
	 ��
���	�
� ���	���� �����	�
� ��	
� � �����
�
� �
����	���� ���	�
�� ������ �
����	��� ���*
.����
��� ��� ���	�� ��
��������	�
� ����� ���� � �	���
� �	�� �����	�	�� 
��*
��	� � ������	 �����
� 	�����
�	 ��� ���	� PMM � POOb� ���*

5 ���� �����	�	 �	 �����
�� 4"����	� ���� ��� �� 
	 ��	
��� ����E� �����
��
� ��������������� �����	! 
	 ������� 	����	��
� ������ �	� ��������	� ����"
�
	 	�����
�	 ��� ���	� ������ �����	
� ���	��� ����������	 ���
���	�� �	�
�
���
���� 	
	�������� �������
	� 	�����
�	 ��� ���	� ���* ���� �� ���� ���	����
�
������
� � �	�� ��	�
��� 
	 ����	�	
��	*
%�� �� �����	�
� ��
��� 
	 $�	�� <* D��	�	� ���� �	��������� ������� ������
<*#� (
����	��	 ��� ��
����� ������	 (
����	�
	 '�����	 � -��������� � ��� ��
�	��	��	� � 
��� ���� �	 ������ ���	����	*

.����
�� 4"����	 �	�� �� �������� �	 ������	� ��6� ��� �	����	�	 �����
��"
�	
�� � �
��� � ����
� �� �	���
� �	��� ���� �	�
� ���	�� ���� ������ 1��	
����
�	�	����������� 0���	
��� ������� � ������ � ������ (
����	��	 ��� ��
����� ����"
��	 (
����	�
	 '�����	 � -��������� ��	 �	���� 
��� 
	�	�
�� ������	�� ����	 �
��	 � ���	
	 	����	��
�� �� �	 �������������� ������	�� ���	�
�� � ������ �	�����
� ��
��� 
	 ������� � �������
�� ��	�	�	 �
��* � $�	�� ��*

$�	�	 < ������� �	�
� ������! <*7� -����
	 	�����
�	 ��� ���	 � 0���	
���
�������� <*�  
	������� �������
� �* ���� <*# (
����	��	 ��� ���	� ������	 (
��"
��	�
	 '�����	 ��('� � -��������A� <*8 -����	 �����	�
�� ���	��� 
	 ∗"�����
�	�
�
� ���	� $��
��� ������� *

5 ������ ��	 �����
	�
�� �����	 �	�� �	 � ������
	 �����
��	 ����	
�	 �	 ����
� �����
���� �����	6�
� ���� ���
��	�
� �������	
�� 
	 ������� .����� <*7 � <*8�*

-��� ������ ������� �����	�� �� �����
���
� 1 " ����	 ,�����	 :�����6� (�	
	
.���	
���6 � '	�	�	 '����6* 9��� ������ �� �����	�� ����
� (�	
  �	
E�����6�



=

��������	
� �	���	���	� 4������  ���	
�6*  �����
� 4��	
 �
�����6 �����	� �

��� ������ �����	� 	 �����
� 4���
	 :	������6 �����	�	 � 
��� ������ �	 (����
�
�������*  �����
� � ,	
	 &��� .�	E	
	 ,	��6� �����
��  
	 ,	
����6� 2	�
	
,�	�����6� (�	
	 ,���6� �����
�� �� ,	
	 &��� .�
��	 ,���
	 � .�	��� ,��	��
F	
���	 :	�����6� (�	
 F���������6� 9���
	 $�������6� 9	�	�	 G��E��	�� '	�	
	
2	���6� '�	
	 �����6� 2���
	 �
�����6� :����	 %��	����6� 4	��� .������� 4���
	
4�����	� (�	
 4������6� ,���	
 1	�	����6�  
	 � '	
	 1	��6� 1	����	 .	�"
�	
���6� '	�	
	 .������6� 2���
	 .�	�����6� .�
	 '����	����6�  
E���	 :���6�
.�	�	 :����6� F�	
 :���6 � ,�	
 0������6 �	����� �� ������	�� 
��� ������ �����	
� �	�� 
�� ���� �����
�� �������	* -����
� �������� �	 � G��E� .�	��6 ������	� ���
������ �	� 
�� ���� �����
�� �������	 � ������ �����
�� � ���
���� ���	��* -���* F�"
����� '���6 
	���	� � ��6�
� ����	� �	����� ������	� ��� ����� � �	� 
�� ���� �����
��
�������	� -��	� $������6 
	���	� � ��� ����	* )	��	���� �� ����
���� �����	�	
� �����
���	 �	���	���� ��� �� �������	�� 	����	 �	 
	���� �������*
-����
� �� �	��	����� ����
��
���	 ����������	 .���	
� -�������6�� 4���� ,��"
�
����6� � 4������� 2����6� 
	 �����
�� �������	�	* D��	��� ���� 
	 ��� ���	
�
	����	 ��������������	�
���������������� 
	6� 
���	���
� 	������� ��������
��� �� �����	� � ���� �����
���*  ���� 6� �� ����6
���� �����	�	�� 
	 ��������
���	�	�	 � ������ �����	�	�6� ��������*

5 ,����	��� 	���� �??;�
4����	� 4	������6



����� �

��	��	
 �����
 � �������	�
��	��
��

��� � ��������	 ������	�

��"������

5 ����� R ��	�
�� �����	 
��	 ����
� �	�� ��
���	�
	 ��
	��
	 �	� ���
�

z2 + 1 = 0,

�� �	���� �	 �� ���� ��	 ��
	��
	 ������ �� ���E�
	 	 �	 ��� �

i2 = −1. �7*7�

5 �����	���� ������	�
�� � ����
� ������ �� ��	��
	�
	 ���
��	 ���
��� � �	�√−1� �	�	 � ����
 � ��	�
� 	
	���� ���
��	
 �	�� �	 
�
��	���
� ������*
,����� �����	 a + ib� ��� �� a � b ��	�
� ������� 
	���	� �� ��������
� ������*
-�	� ��������
�� ���	 ����	� 	�
�� 	�� �� ���
������ �	 ���E�
�� �	���
(a, b)� �* 	�� ���� C ��������
�� �����	 ���
�������� �	 ���������� ���������
R2*
-����	��� � 
	���� �	 �	�� �����	��� �	 F��
���� 7*7� �	 ���
����� �
���
�
��������
�� �����	 �	�� �	 � �����������
� � ��
��� 
	 �	���	
� � �	 �	�� �7*7�*
 �� �� x � y ��	�
� ������� �

z = x + iy,

���
�����

iz = i(x + iy) = ix + i(iy) = ix + i2y = −y + ix = (−y, x).

F	����
i(x, y) = (−y, x), �7*��

>



7? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

�*
i(x + iy) = −y + ix.

-�
����� �	 �� � ���������� �������� R2 ���
��� �
���
� ��	�
�� ��	�	�	 λ
� ������	 (x, y) ∈ R2 ����6�

λ(x, y) = (λx, λy).

�������6� �7*�� ���� �� ���
��	�� �
���
� ��������
�� ��	�	�	 a + ib (a, b ∈ R) �
������	

z = (x, y) ∈ R2.

(a + ib)z = az + i(bz) = a(x, y) + ib(x, y)
= (ax, ay) + i(bx, by)
= (ax, ay) + (−by, bx)
= (ax − by, ay + bx)

F	����

(a + ib)(x, y) = (ax − by, ay + bx) (a, b, x, y ∈ R)

����� ������ ���	
��
 ����
���� ����
��

%�	 ���	��	 �	� �����	��� �	 �� �
���
� ��������
�� �����	 ���
��� 
	 �����6�

	��
!

(a + ib)(x + iy) = (ax − by) + i(ay + bx) (a, b, x, y ∈ R) �7*#�

-����
� � �	 �	 ��������
� ������ ��������� ��
	��

z = (x, y), z1 = (x1, y1), . . . , w = (u, v), ζ = (ξ, η),

��� �� x, y, x1, y1, . . . , u, v, ξ, η, ��	�
� ������*

��"������ #$# ���� ���������	 �������� � �����	 C� �� ���� ��	 ������	 ������
z = (x, y)� x, y ∈ R� �� ���	 �� ��
������� ���	����� 	 ��� ���� 
�!�	���	"
#�� ���������� ����� (x, y) 	 (u, v) �� ��
���� ���� x = u 	 y = v.
���� ���������	 ������� � 	 $ 
�!�	���� ��

(x, y) + (u, v) = (x + u, y + v).

���	���
 ���������	 ������� � 	 $ 
�!�	��� ��

(x, y)(u, v) = (xu − yv, xv + yu).
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9	 ��
��� ���
���� ���� �� 
�������
� ���	�	�� �	 �� �	���	
� � �
���
� ���"
�����
�� �����	 �����	���
� � 	����	���
� ����	���� � �	 � �
���
� �����������
�
� ��
��� 
	 �	���	
�*

����� ���
����� ��������

-	� (0, 0) � 
����	�	
 ��� �	���	
�� �� �

(x, y) + (0, 0) = (x, y).

-	� (1, 0) � 
����	�	
 �����
� ��� �
���
�� �� �

(x, y)(1, 0) = (x, y).

%����&����� #$# ����	 ���������� ���� z = (x, y) �= (0, 0) 	�� 	������	 �������
w = (u, v) ��	 ��� ����

w = z−1 =
(

x

x2 + y2
,

−y

x2 + y2

)
. �7*+�

������ )	���	� ��
	���� zw = (1, 0) � �����	��
�
	 ������� ��
	��
	

xu − yv = 1, xv + yu = 0

��� � ����
� �7*+�* �

%�����	
� ��������
�� �����	 � ����	��	 �
����
	 �	���	
�*
�������6� �����	
� �
����
�� �����
�	 �	 �
���
�� ���	�����!

%����&����� #$ %�� �� zw = 0� ��
� �� ���� ��� ��
�� �
 &������ z 	�	 w'

������ )	���	� ��������	���� �	 � zw = 0 � z �= 0. (
����
� �����
� z−1 ������ �

	 ��
��� ���
���� �
���
	 �������� ��������
�� ���	 � 
��� � 
��	* %���	!

w = 1w = (z−1z)w = z−1(zw) = z−10 = 0.

�

F���
� �	 ��������
�� ����� ���
�����!

w/z = wz−1 (z �= 0).

��������	
 ��� ���
��	
 �������
�� ���	���� 
	���	 �� �����
�� ��������
��
�����	 w � z*
 �� � z �= 0 � ζ =

w

z
� �	�	 � ζz = w� � ��	 ��
	��
	 ��	 ����
� �� ζ*

,������
	 �������
��
��	 x → (x, 0), x ∈ R� � ��������	� R 
	 ���� �������"
�
�� �����	 �����	 (x, 0)� ���� ���	 ��������	
 ��� (x, 0) ���
�������� �	 ��	�"

�� ����� x� � ������ (x, 0) = x� �����	�
�! (0, 0) = 0 � (1, 0) = 1*
�	� � � R� ������� �����
��	
�! z2 = zz, z3 = z2z� ���*



7� ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

%����&����� #$' (�
��)	�� z2 + 1 = 0 	�� 
�� ������� � ����� C'

������ 2��
	��
	 z2 + 1 = 0 �� ���� 
	���	�� � ������

(x, y)(x, y) + (1, 0) = (0, 0).

�������6� ���
���� �
���
	 � ������	
	� ����	��!

(x2 − y2, 2xy) = (−1, 0)

�* ������ ��
	��
	
x2 − y2 = −1, 2xy = 0.

)	 y = 0� ������ �� ����� 
	 ��
	��
� x2 = −1� ��	 
��	 ��	�
�� ����
	� 	 �	
x = 0� 
	 ��
	��
� y2 = 1� ��	 ��	 ��	 ����
	 y = ±1*
%���	 ������ ��	 ��	 ����
	 x = 0, y = 1 � x = 0, y = −1; �* (0, 1) � (0,−1)* �
%�	 ����
	 ��	� �	�
� ����� � ����	��	�	 �	 ��������
�� �������	*

��"������ #$ ���������	 ���� (0, 1) ������ 	���	����� ��
	�	�� 	 ����)�����
�� �� i'

F��	�	�� ��� �	 � i2 = −1 � �	 �� ± i ����
	 ��
	��
� z2 + 1 = 0 � C* 5 �����
��
�	 ��	�� z � C� z2 + 1 = (z + i)(z − i)* %������ 	�� �� z � w ��������
� �������
����	��!

z2 + w2 = (z + iw)(z − iw).

(������ #$# ����	 ���������� ���� �� � �� ���
����	�	 �� ��
	������ ��)	� �
���	�� x + iy� ���	 �� ���� ���������	 ���	� ����������� ����� z'

������ �	�� �

i · y = (0, 1) · (y, 0) = (0 · y − 1 · 0, 0 · 0 + 1 · y) = (0, y),

����	��
(x, y) = (x, 0) + (0, y) = x + iy.

�

9��	 � ��������	
 ��� z = x + iy �x, y ∈ R� �	� � 	����	����� ������* 1�	�	

��� x 
	���	 �� �����	 
�� ����������� ����� � ��
	�	�	 �	 Re z* 1�	�	
 ��� y

	���	 �� 	���	����	 
�� ����������� ����� z � ��
	�	�	 �	 Im z*  �� � Re z = 0�
�	�� �� �	 � ��� z ����� ��	��
	�	
*
,�� �����6	 ���	��� �� ��
	�����!

Re
(

n∑
k=1

zk

)
=

n∑
k=1

Re zk, Im
(

n∑
k=1

zk

)
=

n∑
k=1

Im zk.



���� � ���������	� ������	�� 7#

����� ����������� ����
��� ����

,�� z = x− iy ���� �� ��
����	
� ��������	
 ��� ��������
�� ���	 z = x+ iy
� ��
	�	�	 �� �	 z� �* z = x − iy* (� ��
	����� z = x + iy � z = x − iy ����	��

x =
1
2

(z + z) , y =
1
2i

(z − z)

Re z =
1
2

(z + z) , Im z =
1
2i

(z − z)

9�������
� �� ���	��� ��
	�����!

z ± w = z ± w, zw = z w,
( z

w

)
=

z

w
(w �= 0).

(
������� �� ���	��� (
n∑

k=1

zk

)
=

n∑
k=1

zk,

����� ����� ����
���� �����

4���� ��������
�� ���	 z = x + iy � ��	�	
� 
�
��	���	
 ���
√

x2 + y2 � ��"

	�	�	 �� �	 |z|*

�

�

��
��

��

������

�

��������
�������
������

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �y

−y

x

|z|

|z|

z

z

����� 7*7! ����� ��	
������ �����

-������� ��������
�� ���	 z� � 
���
��
����	
�� ��������
�� ���	 z �!

z · z = x2 + y2

��� �
	�� �	 �

|z|2 = z · z �7*8�

� �����	�
�� 	�� � z �= 0� �	�	 �

1
z

=
z

|z|2 .

(� ���
���� �����	 �����!

|z| = 0 	��� z = 0,

−|z| ≤ Re z ≤ |z|, −|z| ≤ Im z ≤ |z|,
|z| = |z|.

�������6� �7*8� �	��E� ���	�����

|zw| = |z||w| �7*;�∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z|
|w| (w �= 0) �7*<�



7+ ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

F	 ���	���� �7*;�� ������!

|zw|2 = (zw)(zw) = (zz)(ww) = |z|2|w|2,

� ��	���� �	�� � ����� 
�
��	���	
� ����� �7*;�*

%����� ���
���� ���	�����!

%����&����� #$) *� ����� z, w ∈ C �� � ���
�+� &������"

|z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw) + |w|2, �7*=�

|z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw) + |w|2, �7*>�

|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2). �7*7?�

������ �	�� �

|z + w|2 = (z + w)(z + w) = (z + w)(z + w),

�
���
�� 
	 ���
� ���	
� ����	��

|z + w|2 = zz + (zw + zw) + ww

%�	���� � ������� 
	 �� �	 �

(zw + zw) = 2Re(zw),

����� �7*=�* 9	 ����	
 
	��
 �� ���	��� �7*>�* '	��E�� �	�� � Re(z(−w)) =
−Re(zw)� �� �7*=� ����� �7*>�* .	���	
�� �7*=� � �7*>� ����	 �� �7*7?�* �

�

�

��
��

��

�
�
�
�
�
�

�
�

�
��

O

z

w

e(z, w)
�

�
��

��
���

�
�
�
�
�
��

	
	
	
	
	
	
	
		
� � � � � � � � � � � � �

� � � � � � �

�������
�������
������

O

w

z

z + w

����� 7*�! ��������� ��������� ���������

-�
����� �	 ��� �������"
�
� ������ ���
������	�� �	
���E�
�� �	�����	 � �	�
� R2*
��������
� ������ �	���	��
�	� �������*  �� �� z i w � C�
�	��� 0, z, w � z+w �� ����
	
�	�	������	�	*
5 C ������� ��������� �	���"
	
� ����E� z i w �	

e(z, w) = |z − w|.

.	�	� �7*7?� � ��	���� �	�"
	������	�	! ���	 ��	��	�	
����
	 ����	 �	�	������	�	 ��"

	�	 � ���� ��	��	�	 ����
	 ��	��
	�	* -�������� �	 �� ������� �7*=� � �7*>�
�����	�
� 
	���	� ����
��
	 ������	*
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%�
��
� ������� ���� �	���	
	 � �	 �	�����	�	 
���
	���� ������	

|z1 − z2| ≤ |z1 − z3| + |z3 − z2|.
 �� �	��
��� z = z1 − z3 � w = z3 − z2� 	�
� � �	 ����	 �	�� �	 ���	����

|z + w| ≤ |z| + |w|. �7*77�

�	�� �
Re (zw) ≤ |z||w|,


	 ��
��� �7*=�� �����

|z + w|2 ≤ |z|2 + 2|z||w| + |w|2,
�*

|z + w|2 ≤ (|z| + |w|)2.
�	�� � ����� 
�
��	���	
 ���� �� ��� 
���
	����� ����� �7*77�* �������6� �7*77��

�������
� �� ���	��� ∣∣∣|z| − |w|

∣∣∣ ≤ |z − w|. �7*7��

)	���	
|z| = |(z − w) + w| ≤ |z − w| + |w|,

�*
|z| − |w| ≤ |z − w|. �7*7#�

%�� � 
���
	���� �7*7��� 	�� � |z| ≥ |w|*  �� � |z| ≤ |w| ����	 �����
��� �����
z � w � 
���
	����� �7*7#� �	�� �	 �� ����� −(|z| − |w|) ≤ |z − w|.

����� ����������������
�������
����
� ������ !����

5 
	���� �	 ���	�	
� �������� �	 ��������	 ��� ����
� �������� ����� � �
������	�� �����6� �������� ������
�� ������� � �	� � �����	�	 ��������	
 ��� �
�����
�	�
	 ��������	 7*8 � �����
�
��	�
	 ��
���	 7*;*

%������� ��������
�� ���	 z �= 0���� �� ����������� �
���������	�� �	� ��	��
����
 � �	��	
��	� ����E� �������
�� ���	 x"��� � ������	�� �	 �������� � 0 ��	
�	���� z* -���	 ��� ���
���� 	�����
� ��	 �����
	�
� ����
���� ��� �� �	������
�	 �������
� ��
���� 2π� ��
	���� ���� ���� ����
���� �	 Argz � 
��	 � r = |z| �
ϕ ∈ Argz* -����
� � ������ ��
	�� cisϕ = cos ϕ + i sin ϕ* 5 �	��� ������ ������
���E�
	 �C� ��
����� ���	��� �� %�����	 ������	 cist = ei t� �� �	�	 � � 
����
����	��	�	 �����
� ������� ei t �	�� �	� ��
	�� �	 cist*

 �� �� �����	�� ����
�������	 ����������	 �	��	��	
	� �	�	 � x = r cos ϕ �
y = r sin ϕ � ����	 �� ����	 ���	�
�"�����
�
��	�
	 ����	

z = rcisϕ = rei ϕ.

/���	 z = rcisϕ �� 
	���	 ���	�
	 �������
�	��	 ��������
�� ���	 z*



7; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

9	 ��
��� ���
���� �	
��
�	� ����� �	 � tan ϕ = y/x* %�	 ������	 �� �	��E�
���� ��������� �	 �� ���
��� 	�����
� z� 	�� �� �������	 ��	��	
� � ���� �� 
	�	��
��������	
 ��� z*

�������6� ���	�
� ����� ��
���	�
� �� �
��� ��������
� ������* 9��	 �
z = rcisϕ � w = ρcisθ* '	�	 �������6� �����
��������� ���
������ �	 ��
�� � ����
��
� ��	���� �	 �
���
�� �� ����	

zw = r cisϕ ρ cisθ = rρcisϕcisθ

= rρ [(cos ϕ cos θ − sinϕ sin θ + i(cos ϕ sin θ + sin ϕ cos θ)]
= rρ[cos(ϕ + θ) + i sin(ϕ + θ)] = rρcis(ϕ + θ) .

%���	� 	�� � n ������	
 ���� �����	�
� �� ����	
zn = rncis nϕ �
4�	����	 ������	 cisnϕ = cis nϕ*

(� ���
���� ��
	����� ��	 ��������
	 �����	 	�
� � �	 � cisϕ = cisθ 	�� �
�	�� 	�� � cos ϕ = cos θ � sin ϕ = sin θ*

*���� #$#$# cis ϕ = cis θ ��� 	 ���� ��� ϕ − θ = 2πk0� �
� �� k0 ��� ���� '

������'��E�
� ����� 
�������
�� 
	 ��
��� ���
���� cis"	 ����6� �����	 �"
��
��
�� ����	� ��� � ����	
 � ������ ��������	
 ��� � �����
�	�
	 ��������	
7*8*
%��� 6��� ���	� �	���	�� 
	 ��
��
�� �����
	�	 ��
���	 cos � sin*
�	�� � cos ϕ = cos θ 	�� � �	�� 	�� � ϕ − θ = 2πk1� ��� � k1 ��� ���� ���
ϕ = −θ + 2πk2� ��� � k2 ��� ���*
F����
� � ���	��� �	 �� ����� ����6
���� ����� �	 �� ϕ � θ �������
� �������� ��
2π*

 �� � ϕ = −θ + 2πk2� �	��
�� ���� ���	�	 � ��
	��
� sinϕ = sin θ� ����	
�� sin(−θ) = sin θ* %���	� �	�� � sin 
��	�
	 ��
���	� ����� sin θ = 0 � ����	
θ = πk3� ��� � k3 ��� ���* .	�	� �	�� � ϕ − θ = −2 θ + 2πk2� ����� �	 � ϕ − θ
�������	
 ������� �� 2π* �

%����&����� #$+ ���������� �������
 ����! #�� ���������� ����� z = rcisϕ
	 w = ρcisθ 
��� � �������� &���	 �� ��
���� ���� �� ��
���	 ��
��	 r = ρ 	
ϕ − θ ≡ 2πk0� �
� �� k0 ��� ����'

�	�� � cis ��������
	 ��
���	 �	 �������� 2π 	�
� � �	 � ����� �����	
*
-�������	���� ��	 ��������
	 ���	 z � w �	�	 � ���	�
� ����� � �	 � z = w*
�	�� � |cisϕ| = |cisθ| = 1� ����� |z| = |w| � ����	 ���� cisϕ = cisθ � ����	
ϕ − θ ≡ 2πk0� ��� � k0 ��� ���� ����	 
	 ��
��� :���� 7*7*7 ����� �	 �� ������
������
�*

F	���� ��	 ��������
	 ���	 z � w �	�	 � ���	�
� ����� �� ��
	�	 	��� ��
��
	�� ������� 	 	�����
�� �� �� �	������ �	 �������
� ��
���� 2π*

-�
������ ������
�� ������� � �	� � �����	�	 ��������	
 ��� � �����
�	�
	
��������	 7*8 � �����
�
��	�
	 ��
���	 7*; �� ��� �� ���	��� �	 �����
�
��	�
	
��
���	 ��	 ��
��
� ������ � ��� ������ ���	�	� ���� ���	�� �������*



���� ������	 ������	 7<

��� ������	 �����	

5 �	�� �	 ��������
�� �������	 �����
� � �	 �� ���	 ��	
 �����
�� ���

	���	�� �����
	�
� �	���	 �	��	 � ��
	�	�	�� �	 ∞* '	�� �����
 ���� 
	���	
�� �������
	 ��������
	 �	�	
� � ��
	�	�	 �	 C = C ∪ {∞}* 0����� �	 �������
�	���	
� � C � 
	���� �	 �	��	��	�� ������	 ��
���	 ��� ����	� ����
���∞*
F	 ������
��� ���� � �	 ������� ��
����
� ����� C� ������	���� C �	� ���
��
�
1��	
��� ����� � R3!

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 = 1}.

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇
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z
x1

x3

x2

����� 7*#! ������������� 
���������

9��	 � N = (0, 0, 1) �����
� ���*
'	��E�� C ���
�������� �	 {(x1, x2, 0) :
x1, x2 ∈ R}* )	 ��	�� �	��� z � C ��	�	
��
�	 ����E�
	 �	 z � N ������	 �����
�	�
� � ��
� �	��� Z �= N * -������	"
�	
� p ���
��	
� �	 Z = p(z) 
	���	 ��
��������	���	 �������	*

-������	�	
� p � ������	 �1−1 � 
	�
��������
� �	�
� C 
	 S \ {N}* F	����
���
�������� C �	 1��	
���� ������
��� �����
�� ���	 S \ {N}* '	��	 N ��

� �	������ �� ������ �	�	�	 
	 ����� �
�	�� ������	 ������
� ��������
� �	�
�
���	�� ��
� �	��� ∞ = p−1(N)� ���

	���	�� �����
	�
� �	���	 �	��	*

5 ����
� ������� ��� �	���	
�� ����E� z1 � z2 ����	�����	 �� ���������
�	���	
� ����E� ����	 p(z1) � p(z2) � �������
���
�� �������� R3� �*

ρ(z1, z2) = |p (z1) − p (z2)| ,

ρ(z1, z2) = 2
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
,

%�	 �� ������	 �������� � 
	 C !

ρ(z,∞) =
2√

1 + |z|2
.

)	 ��� �	���	
� ������� �� � 
	��� �����
� �	���	
� 
	 �����*
 �� � UR = {z : |z| ≤ R}, R > 0, �	�����
 ����� �	�	 �

2
|z1 − z2|
1 + R2

≤ ρ(z1, z2) ≤ 2|z1 − z2|, �	 ��	�� z1, z2 ∈ UR.



7= ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

*���� #$ $# (a) #������	 
� �� ����
	���� ��)�� p(z) = Z = (x1, x2, x3) 
��� ��"

x1 =
2x

1 + |z|2 , x2 =
2y

1 + |z|2 , x3 =
|z|2 − 1
|z|2 + 1

. �7*7+�

(b) #������	

z =
x1 + ix2

1 − x3
. �7*78�

(c) #������	 &������ �� ���	��� ���������� �� �&��	'

���	
	�� �� (a) � (b)! -�	�	 ���� N � z �	�	 � �	 {((1 − t)x, (1 − t)y, t
)

: −∞ <

t < +∞}� � �	��� ������	 t =
|z|2 − 1
|z|2 + 1

*

���	
	�� �� (c)! 4��� �� ��������� 
��* ����
��� ��������	 ��� (a)* �

����� "
#�� ��


9��	 � ε > 0� ε " �����
	 �	��� a ∈ C � ���� �	�	�	 z ∈ C� �	 ��� �	�� ρ(z, a) < ε�
	 ����	 ε"�����
	 � ���� �	�	�	 ���
��	
 �	 0 < ρ(z, a) < ε*
)	 R > 0� �����
� � �	

ER = {z ∈ C : |z| > R} � BR = BR(∞) = ER ∪ {∞}
��
	���� ���������
� ����� �����
�� �����
� ∞*
��"������ #$' %�� �� r > 0 	 a ���������� �����

B(a; r) = {z : |z − a| < r} �7*7;�

�� ������� ���� ,��� �	 
	��- �� ������� � a� �������)�	�� r' B(a; r) �� ����������
B(a; r) 	

B′(a; r) = {z : 0 < |z − a| < r} �7*7<�

�� �������� ���� ,
	��- �� ������� � a� �������)�	�� r'
�� ��� 
� �� �� ����� M ⊂ C ��
��� &����	�� ,���������� &����	��-� ��� �� ��
���
����	��� ���� 
� ������ ��)�	 z 
�
��	�� ��)�� ��
�� ���������� ���� 	� C� 	 �	����
f : M → C. � �����	 �� ����
�� �	���	 w = f(z)' %�� �� f �= ∞ ��
�

u : M → R, v : M → R, �7*7=�

�
� �� u = Re f 	 v = Im f ' ������ �	���� f = u + iv'
/��� �� &����	�� f ��
��� � ������� ����	�	 ��)�� a ∈ C. �� ��� 
� �� A ∈ C

����	)�� ���
���� &����	�� f ��
� z �� 	 a� 	 �	����

lim
z→a

f(z) = A,

��� �� ���	������� ����	�� UA ��)�� %� ������	 ������ ����	�� U ′
a� ���� 
� f(U ′

a) ⊂
UA'



���� ������	 ������	 7>

/��� �� &����	�� f ��
��� � ����	�	 ��)�� a ∈ C. �� ��� 
� �� f ������	
�� � ��)�	
a� ��� ������	

lim
z→a

f(z) = f(a);

��� �� f(a) �= ∞ �� ��� 
� �� ������	
�� � ��	��� C. ��� �� f(a) = ∞ ������	
��
� ��	��� C ,	�	 �������� ������	
��-'

-�������� �	 �	� z → ∞� �	��	 p(z) → N � ��� � p ��������	���	 �������	*

*���� #$ $ /��� �� f(z) = 1/z2' ��
� ��

lim
z→∞ f(z) = 0

��� �� ∣∣∣∣ 1
z2

− 0
∣∣∣∣ < ε kada |z| >

1√
ε
,

	
lim
z→0

f(z) = ∞
���

ρ

(
1
z2

,∞
)

=
2|z|√

1 + |z|2 → 0, kada |z| → 0.

*���� #$ $' /��� �� f(z) =
z

1 + |z| ' %�� 
�!�	���� f(∞) = 1� &����	�� f �	��

������	
�� � ∞'
������	�	 
� |f | → 1 ��
� z → ∞' |f | �� ������	
�� �� C 	 
���	 � ����	���
1 = |f(∞)| � ∞� 	 f(C) = U ∪ {1}� �
� �� U ������� ��
	�	)�	 ����'

9�� an ��
������	 �	 a ������� an → a� 	�� �	 ��	�� ε > 0 ������ n0 �	�� �	
ρ(an, a) < ε �	 n ≥ n0*

9��	 � an = αn +iβn � a = α+iβ� a ∈ C* '	�	 an → a 	��� αn → α � βn → β*
'	��	 z0 
	���	 �� �	��	 
	�����	�	
	 ����	 M 	�� ��	�	 ����	 �����
	 �	���

z0 �	���� �	� ��
� �	��� ����	 M * '� �
	�� �	 ������ 
�� �	�������� ��������
��
�����	 an �� M �	�� �	 an → z0

.��� �	�	�	 
	�����	�	
	 ����	 M ��
	�	�	 �� �	 M ′* )	�����
� ����	 M
� M ∪ M ′� ��
	�	�	 �� �	 M *

��	��	� ����������	! .�	�� �����
	�	
 ���� M ��	 �	� ��
� �	��� 
	����"
�	�	
	 � C*

.��� Z � �	�����
 � C� 	�� 
�� �	�����
 � C �∞ � �	��	 
	�����	�	
	 ����	
Z�*

��"������ #$) �,������� �������� ���& ����! /��� �� &����	�� f ��
��� ��
����� M 	 ���� �� a ∈ C ��)�� �����	������� ����� M � �� ��� 
� �� A ∈ C

����	)�� ���
���� &����	�� f ��
� z �� 	 a� ���� M � 	 �	����

lim
M�z→a

f(z) = A,

��� �� ���	������� ����	�� UA ��)�� %� ������	 ������ ����	�� U ′
a� ���� 
� �� 	

f(U ′
a ∩ M) ⊂ UA'



�? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

5 ��������
� 	
	���� 	����	���� �� ���
��� �����
�	�
� ������� � ��
���	�	�

�������
��� � �	��� �
�������
��� ����� ����	� ��������	�*
�	�� � C ����	��	
 �������� ��	�� �	�����
 ���� � C � ����	��	
* 9��	 � f

�������
	 �� ������ C� 
	 �	�����
�� �� ������ C� ����� K* '	�	 �

	� ��
���	 |f | ���	
���
	 
	 K�

�� ��
���	 |f | ������� 
	 K �	������ � ��
�����

�� ��
���	 |f | � �	�
����
� 
�������
	 
	 K*

��"������ ����- ���� � �������

��"������ #$+ ��� � C �� ������	
�� �����	������� γ ���������� 	�������� [α, β] ⊂
R � C'
�	����

γ : [α, β] → C.

���� ,��	��- ���� γ �� ����

γ∗ = {γ(t) : α ≤ t ≤ β}.
��� γ �� 0��
���� ��� �� γ 1 − 1 �����	�������'
��� γ �� �������� ��� �� γ(α) = γ(β)'
*������� ��� γ �� �������� 0��
���� ��� �� γ 1 − 1 �� (α, β)'
��� γ ���	 �� 
�� �� 
�� ������	
�� 
	&�����	���	���� ���� �� ���' ����	��	��� ������	
����)�� ����� ��)��� sk, α = s0 < s1 < · · · < sn = β ����	 
� �����	��	�� γ ��
����	 	������� [sk, sk+1] 	�� ������	
�� 	���
. 	��� � ��)���� s1, . . . , sn−1 ���	 	

���	 	���
 ���� �	�	 ����	)	�	'
#����� ��� γ �� ��� ��� �� γ′ 
�� �� 
�� ������	
�� &����	��'
��� γ �� ������ ��� ��� ��

1' γ′ ������	
�� �� [α, β]�

2' γ′(t) �= 0, t ∈ [α, β]'

%�� �� γ ���
�� ���� ��
� �� γ ���' ������� �� �� 	'
	
����� �� 
�� �� 
�� ���
�� ��� � ����	'

-�� γ : [α, β] → C �� 
	���	 ����	!�	�	��	� 	�� � γ ��
���	 �����	)��� ���	���	��
������� H �I� H�	" �I� 
	 [α, β]*

 �� � s = s(t) ����
	 ���	 ���	 
	 �
����	�� [α, t]� ��� � α ≤ t ≤ β � 	�� ���
γ �	�	���������� ����6� s� �	�	 � |γ(s2) − γ(s1)| ≤ |s2 − s1|*

F�	 ���	
γ1 : [α1, β1] → C i γ2 : [α2, β2] → C


	���	� �� �����	��
�
�� �γ1 ∼ γ2�� 	�� ������ 
�������
�� �	���6� � �� �������	"
�	
�

τ : [α1, β1]
na−→ [α2, β2] �7*7>�

�	�� �	 � γ1 = γ2

(
τ(t)

)
�	 ��	�� t ∈ [α1, β1]* 2��
���	�
� �� ������	�	 �	 ��	

���	��	 �	�����	�	 	������ �����	��
�
����*



���� ������	 ������	 �7

��"������ #$. ����� ���	�������	 ������ ���	�� �� ��	��'

�	�� 
�������
	 � �	���6	 �	��
	 �	�	����	 �7*7>� ���� �������� ��	�	� ��� �

���	�	�� ��	� ��	������ 
�� �
�	��	
�	
 � ��
��� 
	 �	��� �	��
�*

��	�	 �����	 �����
	 �� ��	���� ���	 �	��
	�	 �	�	����	 �7*7>�� ��� � τ

�������
� ������
��	���
	 ��
���	 �	 �������
�� �������� 
	���	 �� ��	��	 ����	*

 
	���
� ���
����� ��� �� ��� ��	��� � �����������
� �����* 5 ����� ����	�
�	����	�� �	 � ��������	 �	��
	 �	�	����	 
�������
	 � ������ � ���
��	�
�
��
	�
� �	�	�	 ��	 
�������	
 � �������	
 ����� �	 � �������
�� �	��	�	 ��	 ��"

����	
� �������
� ������J�* 5 ������ ����	� �	����	�� �	 �� ��������	 �	��
	
�	�	����	 ����	��� ������ �	���6�� 
�������
�� ��
�����*

-�
������ ��� γ � �����������	
 	�� � γ ���	
���
� �	��	���*
%������ �	 � ��
��� 
	 ���	�	������	��� ����6� ����
� s = s(t) ��
���	 γ �
	������
� 
�������
	� ���� �� ������ �� ���
���� �	 � �����������	
 ��� �	�	�
����6� 	������
� 
�������
� �	�	������	��� ��	 	������
� 
�������
� ��
����
������ �������  
	���� #� 
	 ������� H �I � H1�I�*

5 ��� ����	� �	����	�� �	 �� ��������	 �	��
	 �	�	����	 ����	��� ������
�	���6�� 	������
� 
�������
�� ��
����� � �	�	 �	��

|γ| =
∫ β

α

|γ′(t)|dt.

9	 ��	 
	��
 �����	�	�� �	�	������	��� ����6� ��
���	�
�� ��
���	� ������
�������  
	���� #� �	� ��� � �	
�����	 ��
���	� �	 ��� �������
	 ������	 
�
�	��*

%����� # /��� �� 
��	 �����	" γ1(t) = t� t ∈ [0, 1]. γ2(t) = sin t� t ∈ [0, π/2].
γ3(t) = cos t� t ∈ [0, π/2] 	 γ4(t) = sin t� t ∈ [0, π]' ��� )��	�	 ���� 	���� 	��	
���� � ������� [0, 1]' �����	� ���� �� γ1 ���	�������� �� γ2' �����	 γ3 	 γ4 �	��
���	�������	 �� ���� 
�� 	 �	�� ��������� ���	�������	' γ1 	 γ2 �� ���	�������	 ��
γ−
3 � ���	 �� 
��	�� 	� γ3 �������� ��	������	��'

%�����  �����	 γ1� γ2 	 γ3 	� �����
��� ��	���� �� 0��
����	 �����	� � γ4 �	��
0��
����' ��� �	�� z = eit� t ∈ [0, 2π]� �� �������� 0��
���� ��� ,���
��-. �� �
�� )��	�	 �	��� z = (cos 2t) eit� t ∈ [0, 2π]� �� �������� ���
�� ��� ���	 �	�� 0��
����.
��������� �������� z = t2(t + i)� t ∈ [−1, 1]� �� 0��
���� 	 ������	
�� 
	&�����	���

�	��� ���' ��� z = t
(
1 + i sin

1
t

)
� t ∈

[
− 1

π
,
1
π

]
� �� 0��
���� ������	!�	�	��� ���'

��������� �������� �� � �� ����������	�����	 ���� 
� �� 
�� �� 
�� ������ ,�	
��	
��	��� 3-'

%����� ' �%�������� ��������! /�+	 ��������	���	�� ����� �������� � �����
�� 
�� �� 
�� ������'

������� �	�� � �	 �������
� �	�	���� γ′(t) = 3t2 + 2t i � �����	�
� γ′(0) = 0,
��	 ��� � ��� �	�	������	��� 
�� ��� �� ��� ��	�	� ���*



�� ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

x

y

x

y

y

x

����� 7*+! ������� 
����� �� 
�������� 
��	���

1��	�	������	��� τ = τ(t) = t2 �	 t ∈ [0, 1], � τ = τ(t) = −t2 �	 t ∈ [−1, 0];
���
��� γ1(τ) = (

√
τ)3 + iτ �	 τ ∈ [0, 1] � γ1(τ) = −(

√−τ)3 − iτ �	 τ ∈ [−1, 0].

%���	 � γ1(τ) = ��
 τ (
√|τ |)3 + i|τ | �	 τ ∈ [−1, 1] � γ′

1(τ) =
3
2
√

τ + i �	

τ ∈ [0, 1] � �����	�
� γ′
1(τ) �= 0. F	��� ��	 ��� ���	 γ1 � ��	�	� � �	�	������	���

�	 τ * .���
� �� ���	��� �	 � ��� ���	 �	�	��������	
 �	 τ ∈ [−1, 0]* �

��������� �������

.���� Ω �� �	�	 ��
	�	�	 ������
� ������� � �	�
�*
9��	 � f ��������
	 ��
���	 ���
��	
	 
	 Ω*  �� z0 ∈ Ω� � 	�� ������ ��
	�
	
��	
��
	 ����
����

lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

�7*�?�

�	���� �	 ��
���	 f ��	 ����� ���������	
 ������ � z0� � ��
	�	�	�� ��� ��	
��
�
����
��� �	 f ′(z0)*  �� f ′(z0) ������ �	 ��	�� z0 ∈ Ω� �	���� �	 � f ������&��
�� �����	���� �� ������� � 
	��� ����	�	)�� � 
	 Ω* ��	�� ��
���	 ��������
�� 
	 Ω
��
	�	�	�� �	 H(Ω)*
�	���� �	 � ��
���	 f ��������
	 � �	��� z ∈ C 	�� f ��	 ����� � 
��� �����
�

�	��� z* /�
���	 f � ��������
	 � ∞ 	�� � ��
���	 g(z) = f

(
1
z

)
��������
	 �

�	��� z = 0� ��������� �	 � g(0) = f(∞)*

�	���� �	 � ��
���	 f ��������
	 
	 A ⊆ C 	�� � ��������
	 � ��	�� �	���
����	 A� �* 	�� ������ ������
 ���� Ω ⊇ A �	�� �	 � f ��������
	 
	 Ω

-����
� � ���
��	�� ���������� 	�����	��* /�
���	 J ���������
	 �
�����	�
���
��� �� �	

z = J(ζ) =
1
ζ
. �7*�7�

�	�� � J(0) = ∞� J �������	�	 �����
� �	��� 0 � �����
� �����
	�
� �	���� �	����
������
��� J �������	�	 Ur = {ζ : |ζ| < r} 
	 ER ∪ {∞}� ��� � R = 1/r � U ′

r 
	
ER* %���	 ����� �	 � J 
�������
	 � ������
�� ������ � 0*



���� ������	 ������	 �#

-����
� � ��������� 
��	��� F = f ◦ J � ��
���	 f � ��������
	 � ∞ 	�� �
��
���	 F ��������
	 � �	��� z = 0*

*���� #$ $) %�� f 	�� 	���
� ������	�	 
� ������� ����	����	 	���
	 	 
� �� 	 f ′ =
fx = −ify' ������� 	���	���	�� �	�� ��)��'

���	
	��� )	��
��� z − z0 = h1� h1 ∈ R � ������� �7*�?�* �	�	 h1 ���� 
��� ����	
�� f ′(z0) = fx(z0)* .���
�� �	��
�� z − z0 = ih2� h2 ∈ R �	�	 h2 ���� 
��� ����	
�� f ′(z0) = −ify(z0)* %���	 fx = −ify* %�	 ��
	��
	 
	���	 �� ����"1��	
��	
��
	��
	 �����"1��	
��� ������� � ��������
� �����* D��	�	� ���� ������ ����
���	�	 � ��������� 7*�*# � ���� �	 ����"1��	
���� �������	*

5 ��������
� 	
	���� �� � �	 1 − 1 �������	�	
� ������� �� � 
	��� ��
����
�*

����� "
#�� ��� �������

 �� �� z � w � C� ��
	���� �����
� �� z �� w �	

[z, w] = {tw + (1 − t)z : 0 ≤ t ≤ 1}.

-�����
 �������
	�
	 ��
�	� �� a � b � ���� P =
n⋃

k=1

[zk, zk+1]� ��� � z1 = a�

zn+1 = b*

�
�
�
���

�
�
���

�
��

�
�
���

�
�
�
�
��

�
���

��
��


�

�
�
���

�
�
�
���
�
�
���

�
�

�
�

�
�

�
��

�
��

�
a=z1

z2

z3

b=zn+1

����� 7*8! ������

-�����
	�
	 ��
�	 ��	 �� �	���� �� ������
�	�
�� � ������	�
�� �
����	�	 
	���	 ��
����	����� ���	������� �	�	��*
)	 ������
� ������� �����	
��� �� ���� ��
���	�
� ���	�	��*

��"������ #$/ ������������! ������� ���� Ω �� ������� ��� �� ����� 
�� ��)��
a� b � Ω ������	 ���	��� 	� a � b� ���	 ��	��
� Ω'

��"������ #$0 �������1�� ��"������! ���� X �� ��������� ��� ������	 ������
������ A ���� 
� �� A 	 X \ A �������	 	 ��������	 ,� �
���� �� X-' 4 ����
�	����	�	 ������	 A 	 X \ A �� ������ �������	 � �
���� �� �������	�� ����� X'
���� �� ������� ��� �	�� ���������



�+ ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

-����	
��� � ��������
�	�	
 ��	� � ��
��� 
	 
������	
���* -�
������ ����
� �����	
 	�� 
�� 
������	
*
9��* �
����	� � �����	
 ����*
D��	�	� ���� ��������� �	 � �	 ������
� ������� ��������	 ���
���	 �����	
����
�	��	�
	 �	 ������
	�
�� ���
����� �����	
����*

��"������ #$2 ������ �� ������� 	 ������� ���� � C'

.��� A � ������
 ����������
�� �	�����
� � ��
��� 
	X� 	�� � A ������ ������
��
��	�����
��� ������	 �	 X ⊂ C*
9��* �
����	� (−1, 1) � �	�����
 ���� � ��
��� 
	 ������
 ���
��
� ���� U*
(� ���
���� �����	
���� ������ ��������� ������� �����	
����!

%�� �� ���� X �������� 	 ������� 	 ��� �� A ⊂ X �������� �����������������
���� � �
���� �� X� ��
� �� A ��
���� X'

.����	�
�� ��� ������� 6��� �����
��	�� 	�� � X ���	�� ��� �
����	�*
4	����	�	
 �����	
 ������� ����	 M ⊂ C 
	���	 �� �������� ���������� ����	
M * F��	��� �� �	 � ��	�� ���� �
�	 ���
	�
�� ��� �����
	�
�� ���	� �����"

�
��*

��"������ #$#3 ������ Ω ⊂ C �� ������ �������� ��� �� ∂Ω ������� � C ,
�!�	�	��
������ �������� ������	 ����+� ����	��-'

5 ����� ���� ����	 �����
� � ��������� � ������
	�
� ���
���� ������ �����	
����!
���	�� D � C � ������ �����	
	 �������
	�
�� 	�� �	 ��	�� �����	�
� �	�����
�
������ ������
	�
� ��
�� Λ� ��	 ����	�	 ���	��� D� ������
 ��� ���	
��	�	 Λ� �
��
	�� IntΛ� ����	�	 D*
.��� ��� �� �	���� �� ������	
�� �	�	�	 ��* 
��	 �	�	�	 
	�����	�	
	� 
	���	
�� 
	�������* .�	�	 �	��	 ���� ����	 � �����	
	 �����
�
�	*
 �� � M 
��� ���� � �	�
�� ��
���	 f : M → Z �� 
	���	 �������
	 ��
���	*

%����&����� #$. %�� �� f ������	
�� &����	�� �� ��������� ��������� ����� M
	 f(M) 
	�������� ��
� �� f ≡ c� �
� �� c ���������' ����	������ ��� �� f ������	
��
	 ���������� &����	�� �� ��������� ����� M � ��
� �� f ≡ k0� �
� �� k0 ��� ����'

���	
	��� �	�� � f 
�������
	 ��
���	 
	 �����	
�� ����� M � f(M) � �����	

����* 9��	 � c ∈ f(M)* �	�� � {c} �����
�
�	� f(M) = {c}*
��"������ #$## M ��������� ��	��
� ������	 Ω ��� M ⊂ Ω ,� ��	��� C-. ����
������ ��	��
���� ����)����� �� M � Ω'

 �� Ω � C� �* 	�� � Ω ����	��	
 ���� � C ��	��� �	���� �	 � Ω ����	��
	
���	��*

����� $��
���� ��
�����

5 ���� �	�	��	�� �	�� �� ������	
	 ��
��
	 ������	 ��	 �� ��
��� 
	 ������
��"
	���
���*

/�
���	 l : C → C 
	���	 ��� ���������
�� R"��
�	�
	 �C"��
�	�
	� 	��



���� ������	 ������	 �8

�	� l(z1 + z2) = l(z1) + l(z2)� �	 ��	�� z1, z2 ∈ C�

��� l(λz) = λl(z)� �	 ��	�� z ∈ C � λ ∈ R�

���� ���������
��

��� l(λz) = λl(z) �	 ��	�� z ∈ C � λ ∈ C*

F	���� ��
���	 l � R"��
�	�
	 	�� �	�����	�	 ������	 (a) � (b)� 	 C"��
�	�
	 	��
�	�����	�	 ������	 (a) � (c)� ��������� �	 �� (c) ����� (a) � (b) ���	�
���J�*
1. .�	�	 R − linearna ��
���	 ��	 �����

l(z) = az + bz,

��� �� a � b ��������
� ��������
� ��
��	
��*
���	
	��� l(z) = l(x + iy) = l(x) + l(iy) = l(x · 1) + yl(i) = xl(1) + yl(i)* �

 �� � l C − linearna ��
���	� �	�	 � l(z) = l(z · 1) = zl(1)* %���	 
	�	����
2. .�	�	 C − linearna ��
���	 ��	 �����

l(z) = az,

��� � a = l(1) ��������
	 ��������
	 ��
��	
�	*
-��� �	��� �����	��� �	 ���
���� ������
��	�	*
)	 z0 ∈ C �	
���
� ������� Tz0 ���� �� ����	�� �	� ���� ������	 �	 �������� �
�	��� z0*

-�������	���� �	 f �������	�	 Ω ⊂ C � R2� z0 ∈ Ω� � �	 f ��	 �	���	�
� ������
� �	��� z0* �	� � 	
	����� �������	�	
� f ����������� ��
�	�
� ����	���

l = df = df(z0).

 �� f ��	 ����� � z0 �	�	
l(h) = f ′(z0)h.

%������ 	�� �	�� ��������	���� �	 f ��	 �	���	�
� ������ � �	��� z0� ������

df = fxdx + fydy,

��	���� ����	�
�� �������6� ������� dx =
dz + dz̄

2
� dy = i

dz̄ − dz

2
� 
	�	���� �	 �

l = df = ∂fdz + ∂fdz,

��� �

∂f = Df =
1
2
(fx − ify), ∂f = Df =

1
2
(fx + ify).

-�����
��
l(h) = df(h) = ∂f h + ∂f h,



�; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

��� h ∈ Tz0 � Tz0 ��
	�	�	 �	
��
�
� ������� ��	 ���	�� ������ ����E�
� �������
�7*�8��*

��"������ ������������ � ��1�	4������� ������*
/�����	�� �	��� z0 � 
��� 
�
� �����
� U � ��
���	 f : U → C 
	���	 �� R"
������
��	���
	 �C"������
��	���
	� � �	��� z0� 	�� �

f(z0 + h) = f(z0) + l(h) + o(h), h → 0,

��� � l R − linearna (C − linearna) ��
���	� 	
o(h)
h

→ 0 �	�	 h → 0� �* o(h) =

ε(h)h� ��� ε(h) → 0 �	�	 h → 0*
5��E�
� ��
�	�
�� ����	���	 ���
�	�
�� ���	� l = df � ��
���� f � ���	��� ����

������	�� 	����	��
�� 	�� � �� �����
� �	 
��� ���	�� � 
��� �����
� �������	�	
	
��� �	���� �	�� �� ��
�	�
�� ���	 ������� 
	 ������ ���	�� '������ 7*#� '������
��
����
� ���	 ������� ���*�*

)	 �	���	�
� ����� �� x� ��������� ��
	��
∂f

∂x
= fx� 	�� � f = u+iv� ���
�����

fx = ux + i vx*
-�
�����

��"������ #$# /��� �� 
��� ��)�� z ∈ C 	 ����� ����	�� U ; &����	�� f : U → C

���	�� �� R�
	&�����	���	��� ,�������	��� C�
	&�����	���	���- � ��)�� z ��� �� �� �
���
����	�	 � ���	��

f(z + h) = f(z) + l(h) + o(h), h → 0, �7*���

�
� �� l R��	������ ,�������	��� C��	������-'
5����	�� l ���	�� �� 
	&�����	��� &����	�� f � ��)�	 z 	 ����)��� �� df '

 �� �	��
��� h = h1 + ih2� � ����	� R"������
��	���
����� l(h) = h1l(1)+h2 l(i)*
)	��
�� h = h1 � �7*���� ������� ��� ���	
� �	 h1 � ����	���� 
	 ��	
��
�
����
��� �	�	 h1 → 0� �	�� � z + h1 = (x + h1, y)� ����	 ��

l(1) = lim
h1→0

f(z + h1) − f(z)
h1

=
∂f

∂x
.

.���
�� �	��
�� h = i h2� �	�� � z + ih2 = (x, y + h2)� ����	 ��

l(i) = lim
h2→0

f(z + i h2) − f(z)
h2

=
∂f

∂y
.

F	���� ������
��	� R"������
��	���
� ��
���� �

d f(h) = fxh1 + fyh2. �7*�#�

)	��
�� h1 =
1
2
(h + h)� h2 =

1
2 i

(h − h) � ���E�
�� ��
	�	

∂f =
1
2
(fx − ify), ∂f =

1
2
(fx + ify); �7*�+�



���� ������	 ������	 �<

�	�	 �� �� �7*�#� ����	
df(h) = ∂f h + ∂f h. �7*�8�

%����&����� #$/ ���
���������� 
	&�����	���� R�
	&�����	���	��� &����	�� � ���	��
,1'26- �� ��
	�������� ��' ��� �� df(h) = a h + b h� ��
� �� a = ∂f � b = ∂f '

������ )	��
�� � ��
	��
� df(h) = a h + b h� ���������
�� h = 1 � h = i� ����	

�� df(1) = fx = a + b� df(i) = fy = i(a − b)* %���	 � a =
1
2
(fx − ify) = Df �

b =
1
2
(fx + ify) = Df * .����	�
�� 	�� � f C"������
��	���
	� �	�	 � df(h) = ah�

��� � a = Df � ��������� �	 � � ���� ����	� b = Df = 0. �

%���	 �����

(������ #$ R�
	&�����	���	��� � ��)�	 z &����	�� f �� C�
	&�����	���	��� � ��)�	
z ��� 	 ���� ���

∂f(z) = 0. �7*�;�

-�
������ 	�� � f R"������
��	���
	 � �	��� z � ∂f(z) = 0 �	�	 � 
	 ��
���
������� �7*�8� df(h) = ∂fh, 	 �� �
	�� �	 � f C"������
��	���
	 � �	��� z

 �� � f = u + iv� �	�	 � 
	 ��
��� ������� �7*�+� ∂f(z) = 0 	�� � �	�� 	��
fy = i fx* %���	 �� ��������
	 ��
	��
	 �7*�;� ���� 
	���	�� ����6� ��� ��	�
�
��
	��
�

ux = vy, uy = −vx. �7*�<�

5 ���� ������ ������ ��������
� ������
��	���
���� ��	���� �� �� � �	�����	
F	�	����	"%���	 � �	�
�� �� 	�
�� ������ � �	�����	 ����"1��	
	*

2��
	��
� �7*�<� ����
� �� 
	���	� ��1�	4������� ��������� �K"1 �������*
2��
	��
	 �7*�;� ����
� �� 
	���	 ����"1��	
��	 ��
	��
	 ������� � ��������
�
�����* F	 �� C"������
��	���
���� ����� ����"1��	
��� ������ ���� �� �	������� �

	 �����6� 
	��
! 	�� � f C"������
��	���
	 � �	��� z� �	�	 � l = df C"��
�	�	

� ����	 fy = l(i) = l(i 1) = il(1) = ifx� ����������	 �
�������	��	 �	�	 � 
	
����� 7*;� ���	���� ������	 1 ∈ Tz � �������
�� ����� �	 π/2 ����	 �� ������
i ∈ Tz� 	 ���	���� ������	 fx(z) ∈ Tw � �������
�� ����� �	 π/2 ����	 �� ������
fy(z) ∈ Tw*

�

�

�
�
�
�
�
�


�
�

�
�

�
��

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇� �
z wz + 1

z + i
fx(z)fy(z)

π/2

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙�

����� 7*;! C�����������������

��
�������	 ��
����

�������
� 
���� �����"
�
��	���
� � ��	�
��
������ ������ �� �	 �����"

�� �����6	�	*

9���� ������
��	���
�
� ��������
�� ������
�� ���� ��
���	�
� ��
����*
9	 ������� f(z) =
x + 2iy � 
���� C"
������
��	���
	! vx = 1�



�= ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

uy = 2 � ������ �7*�<�

��� ����
�
�*

9��	 � f R"������
��	���
	 � z� a = ∂f(z) � b = ∂f(z)* -�
�����

∆f = f(z + h) − f(z) = aρeiθ + bρe−iθ + o(ρ),

��� � h = ρeiθ*
(���� f � �	��� z �� ��	��� θ!

∂θf(z) = lim
ρ→0

∆f

ρeiθ
= a + be−2iθ. �7*�=�

 �� � b = ∂f(z) �= 0� ����� ∂θf(z) �	���� �� ��	��	 θ � �	�� � ����	� b = ∂f(z) =
0� �* � ����	� C"������
��	���
���� ��
���� f � �	��� z� ������ �� ���� ��	����	
�� ��
	��*
2	�
� � �	 � ��� � �	�� ��� ����	� ������ ����� ��
���� f � �	��� z� �� ���
����
��
	�

f ′(z) = lim
h→0

∆f

h
, �7*�>�

��� �� ����� ����	 � ������ ��������� C* 2	�
� � �	��E� 	�� f ′(z) ������� �	 �
f ′(z) = a = ∂f(z)*

(� �������
�� ���	�	
	 �����!

%����&����� #$0 /��� �� f R�
	&�����	���	��� � ��)�	 z0' ��
� f 	�� 	���
 � ��)�	
z0 ��� 	 ���� ��� ∂f(z0) = 0'

(� ��� -��������� � '������ 7*�� 
�������
� �����!

(������ #$' ���
�+	 �����	 �� ���	�������	"
,�- f 	�� 	���
 � ��)�	 z�
,�- &����	�� f �� C�
	&�����	���	��� � ��)�	 z�
,�- f �� R�
	&�����	���	��� � ��)�	 z 	 ∂f(z) = 0'

9	������ ������	
 ���	� �	 � (a) �����	��
�
� (b) ��� 
� �	���� �� ������� �7*�=�*
⇒ ������ � ������	
�!  �� ������ f ′(z)� �� � �� ���
����

∆f

h
= f ′(z) + ε(h), gde ε(h) → 0 kada h → 0.

%���	 � ∆f = f ′(z)h + o(h)� ��� � o(h) = ε(h)h* F	���� (a) ⇒ (b)*
F��	�
� 
	�	����� 
	 ��
��� -��������� 7*<� f ′ = Df � Df = 0; �	��� (a) ⇒

(c)*
⇐ ������ � �����	
�!  �� � C"������
��	���
	� �	�	 � ∆f = ah + o(h)� ���

� o(h) = ε(h)h � ε(h) → 0 �	�	 h → 0* %���	 ������

lim
h→0

∆f

h
= a = f ′(z),



���� ������� ����	�� �������
�	� 
���	�� �>

�* ������ ����� ��
���� f � �	��� z* F	���� (b) ⇒ (a). �

-�
����� ��	��	���� �������
�� �	��	��	
	� �	�� �	 �� (a) ����� (c)* �	��
����� ��
���� f = u + iv� 	�� ������ 
� �	���� �� ��	��	� ���� �� ���	��
	�� �
��	��� x"���! f ′(z) = fx = ux + ivx* .���
� f ′(z) = −ify � ����	 ∂f = Df = 0*

F	���� 	�� ������ ����� ��
���� f = u + iv� ����� 
� �	���� �� ��	��	� � ����
�� ���	��
	�� � ��	��� x"���!

f ′(z) = fx = ux + ivx. �7*#?�

*���� #$ $+ /��� �� f(z) = |z|2' ���	���	 C�
	&�����	���	����� &����	�� f '

������� �����
�
�
� ��
���� �� u(x, y) = x2+y2 � v(x, y) = 0* %���	 � ux = 2x
� vy = 0� uy = 2y � vx = 0* �	�� �� C−R ��
	��
� �	������
� �	�� �	 x = y = 0,
����� f ′(z) 
� ������ 	�� � z �= 0* �	�� � f R−������
��	���
	 � 0, 
	 ��
���
'������ 7*�� ������ ����� f ′(0) � 
	 ��
��� ������� �7*#?� ����� f ′(0) = 0. �

*���� #$ $. /��� �� f(z) = z5/|z|4 	 f(0) = 0' ������	�	 
� f ��
�������� CR�
������� ��	 
� ���� 	���
 � 0'
#� �	 �� ���)	 
� f �	�� R�
	&�����	���	��� � 07

*���� #$ $/ /��� �� f(z) = x3 + i(1− y)3' �������	 
� �� 	������� �	���	 f ′(z) =
ux(x, y) + ivx(x, y) = 3x2 ���� � ��)�	 z = i'

���	
	��� u = x3, v = (1−y)3; �	�� � ux = 3x2, vy = −3(1−y)2, 
	 ��
��� ����"
1��	
���� �����	� 3x2 = −3(1− y)2 ⇔ x = 0, y = 1. %���	 f � ������
��	���
	 �
�	��� z = i* �

��� ������� ����	�� ������
�	� 
����	��

%����&����� #$2 %�� f, g ∈ H(Ω)� ��
� f + g ∈ H(Ω) 	 fg ∈ H(Ω)'

(������ #$) ��&��� �����&�����! %�� �� f ∈ H(Ω), f(Ω) ⊂ Ω1, g ∈ H(Ω1) 	
h = g ◦ f � ��
� �� h ∈ H(Ω)� 	

h′(z) = g′(f(z))f ′(z). �7*#7�

������ 9��	 � �����	
� z0 ∈ Ω � w0 = f(z0). '	�	 �

f(z) − f(z0) = (f ′(z0) + ε(z)) (z − z0), �7*#��

��� ε(z) → 0 �	�	 z → z0� �

g(w) − g(w0) = (g′(w0) + η(w)) (w − w0), �7*##�

��� � w = f(z) � η(w) → 0 �	�	 w → w0� �	��
��� �7*#�� � �7*##�! 	�� �
z �= z0,

h(z) − h(z0)
z − z0

=
(
g′(f(z0)) + η(f(z))

)(
f ′(z0) + ε(z)

)
. �7*#+�



#? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

�	�� f ��	 ����� � z0� f � 
�������
	 � z0* %�	��� �� �7*#+� ����� �7*#7�* �

F��	� �����6� &��� � ����	
 ���	�� '������ � ������ ���������� � ���	��	 �� �	
�����*

5��� #$# /��� �� γ : [α, β] → Ω 
	&�����	���	��� �����	������� ,
	&�����	���	���
���- � Ω� f ∈ H(Ω) 	 Γ = f ◦ γ' ��
� �� Γ 
	&�����	���	��� ��� 	 �� 	 Γ′(t) =
f ′(γ(t))γ′(t) �� t ∈ [α, β]'

(������ #$+ ��&��� �����&�� �������! ����������	��

,�- f �� �������!��� ������	 Ω �� ������ Ω1� g 	������� &����	�� &����	�� f �

,�- g �� ������&�� �� Ω1�

,�- g′(w) �= 0 �� ����� w ∈ Ω1'

��
� �� f ������&�� �� Ω 	

f ′(z) =
1

g′(f(z))
. �7*#8�

������ /�����	�� z0 ∈ Ω � 
��	 � w0 = f(z0). '	�	 �

f(z) − f(z0)
z − z0

=
w − w0

g(w) − g(w0)
. �7*#;�

�	�� g ��	 ����� � w0� �	������ �� 
����

lim
w→w0

w − w0

g(w) − g(w0)
=

1
g′(w0)

. �7*#<�

-�����
��� � ������� 
	 �� �	 � g ����������	� �	�� ������	 � ���
� �����
����
�	 ��	
��
� ����
��� ������� � ������� �7*#;�� ��	�
���J*
%�	���� � ������� 
	 �7*#;� � �7*#<�� ����� �	 f ��	 ����� � z0� � �	 � f ′(z0) =

1
g′(w0)

*

�	�� � z0 ��������
	 �	��	� f � ��������
	 � Ω� � ����� �7*#8�* �

'�����	 7*8 � �����
	 �	 �����
� � ������ ��������
�� ��
���	* .����6	 ����	
�	� ��
� ������
� ��� �������* -�������� �	 �� � $�	�� ; ���	���� 	�� �
��
���	 g ��������
	 � 
��� �����
� �	��� w0 � g′(w0) �= 0� �	�	 � g ��
����
	 �

��� �����
� �	��� w0*

*���� #$'$# ����������	�� g �� ��
���	��� � ����� ����	�	 V ��)�� w0� ������	
g′(w0) �= 0� ���� W = g(V ) ��
� 	 ���	 ���� �� ���
	���� � z0 = g(w0) 	 
� ��
&����	�� f = g−1� 
�!�	���� �� W = g(V )� ������	
�� � z0 = g(w0)'

��
� �� f ′(z0) =
1

g′(w0)
'
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�	� 
���	�� #7

���	
	��� 9��	 � g∗(w) =
w − w0

g(w) − g(w0)
� �	 w �= w0 � g∗(w0) = 1

g′(w0)
� � f̃(z) =

f(z) − f(z0)
z − z0

� �	 z �= z0* '	�	� � g∗ ◦ f = f̃ � ��
���� g∗ � g∗ ◦ f �� 
�������
�

���������
� � w0 � z0*

*���� #$'$ ∗ ����������	�� 
� �� g ��
���	��� � ����� ����	�	 V ��)�� w0 	 
�
������	 g′(w0) �= 0'
������	�	 ����� �	�� �������� ���
�+� �����������'
���� g 	�� 	���
 � w0� g �� ������	
�� � w0. ���� 
� z → z0 ��
� w → w0 	 �����

f ′(z0) =
1

g′(w0)
' #� �	 	� �����������	 ��� �� �� ���
	 
� ������	 f ′(z0)7

���	
	��� 9�� ������ �����6� ����� �7*#*#�*

*���� #$'$' /��� �� f ��
���	��� � ����	�	 0� f(0) = 0. ������	 f ′(0) = 1 	 f
�����	���� ����	�� 0 �� ����	�� 0'
#� �	 	������� &����	�� 	�� 	���
 � 07

���	
	��� ��
�������	 7* 9��	 � ak = 1
2k � bk = ak−1� ck = ak+bk

2 � Ik = (ak, ak−1]�
Ak = (ck, bk]� Jk = Ik+1 = (ak+1, bk+1)� k ≥ 1* ��
��������� ��� �� ��� ��
�	�
�
��
���� ϕ 
	 [0, 2]� ��	 �������	�	 Ik 
	 Ak� k ≥ 1� ���
����� ψ(x) = xϕ(x)�
ϕ(0) = 0 �

�

� ���
�

��
�

�

��
�

��
�

� � ���
�

�
�
�

�

����� 7*<!

φ(x) = x+ψ(x) 
	 [0, 1]*
'	�	 φ �������	�	 Ik 
	 I∗k =
(φ+(ak), φ(bk)]� ��� φ+(ak)
��
	�	�	 ���
� ��	
��
�
����
���� ��������� ψ ����

	 [0, 2] �	�� �	 �� �
���"
�	�� Jk ��
��	
� �������	�	�

	 (φ(ak), φ+(ak)]�k ≥ 1� 	
�	��� 
	 [−2, 2] �	�� �	 �

��	�
	 ��
���	* -�����"
��� �	 φ �������	�	 �
���"
�	� [−2, 2] ��		�
� ��
��"

	�
� 
	 �����
φ(0) = 0� φ′(0) = 1 � �	
φ(x) → 0� �	�	 x → 0 �
x → 1 � ����	
�
����
	 ��
���	 � ������
	 � 0*

1	�������� ��
���� f(z) = φ(x) + iy� f � ��
����
	 � �����
� 0� f ′(0) = 1* F	
�� �
����
	 ��
���	 ��	 ����� � 0L
��
�������	 �* 9��	 � dk = ak(1 + 1

k+1 )� Bk = (dk, ak−1)� 
��	 � χ ��� �� ���
��
�	�
	 ��
���	 
	 [0, 2]� ��	 �������	�	 Ik 
	 Bk� 	 Jk = Ik +1 
	 (ak, dk]� k ≥ 1�
��������� χ 
	 [−2, 2] �	�� �	 � 
��	�
	 ��
���	� 
��	 � g(z) = χ(x) + i y* �

%����� ) *� n = 0, 1, 2, . . . , zn �� ������&�� � ����� ����	� �
���� �� ���	���	

�� z ������&�	. ������	�	 
� �� (zn)′ = nzn−1. (�
�������� �� ��������� 
� ��
1
z
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�� 
���	��

������&�� � C∗ = C \ {0}' �
��
�� ��	�������+	 ������� 1'8 ,&������ ,1'31--

�� &����	�� g(w) =
1
w

� ���
	" ��� �� f1 	 f2 � H(Ω) 	 Ω0 ������� ��
���� Ω� ��

���� f2 ���� ����� ��
� ��
f1

f2
∈ H(Ω0)'

.	 H ����
� ��
	�	�	�� ���
� �����	�	
*

*���� #$'$) 5����	�� w = f(z) = z2 �� �� � ���
����	�	 � H � ������	� ����
	�
������' ���	���+	 ������� &���� z = reiϕ (0 < ϕ < π) 	 w = ρeiψ� �����	�������
�� �� � ���	���	 � ���
�+�� ���	��

ρ = r2, ψ = 2ϕ

���
� �� �������� {r = r0, 0 < ϕ < π} �����	���� � ���� ��� ��
�� ��)�� {ρ =
r 2
0 , 0 < ψ < 2π}� � ���� {0 < r < +∞, ϕ = ϕ0} � ���� {0 < ρ < +∞, ψ = 2ϕ0}'

9����� ��������� �� �����	���� � ����� ��� ���	�	��� �������'

���������  �� � Ω 
��	 ���	�� � γ ��� � Ω� �	 ���� Ω \ γ∗ ������� �� 
	��� Ω
�	 �	����� ��� γ* 5 ��� ������ � ����	��� ����	
� �������
�� ������ ���� ��
��6�! $��
	 �����	�	
 �� �������	�	 � �	�	
 �	 �	����� ��� �������
� �������*

*���� #$'$+ /��� �� f(z) = z2' %�� �� y0 �= 0� ��	�� ����� Ly0 = {z : y = y0} ��

�������� L′" u =
v2

4y 2
0

− y 2
0 '

/��� �� lx0 = {z : x = x0}' %�� �� x0 �= 0� ��	�� ����� lx0 �� �������� l′" u =

x 2
0 − v2

4x 2
0

'

%�� �� z0 �= 0� ������	�	 
� 	� C − R ������ ���
	 
� �� �����	 L′ 	 l′ ������: ��

����	� �����'
;������	�	 ���)�� z0 = 0'
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����� 7*=! ����� �� z2

���	
	��� (� z2 = x2 − y2 + 2ixy� ����	
�� u = x2 − y2, v = 2xy* -�	��� �	
��
��
� �	��� ������	 �����	 L′ � l′ ����E�
� ��
���������
� ��������	 fy(z0) � fx(z0)* (�
CR" �����	� fy(z0) = i fx(z0) �	 z0 �= 0*
�

*���� #$'$. /��� �� f(z) = z2 	 ����
�� lu0 = {z : u(z) = u0}� Lv0 =
{z : v(z) = v0} �	�� �	�	�� ����������	
&����	��' ������������� ��� 
�� &��	�	��
��	������ �� �� ��	�	 1'< 	 
������� �� ���
��+� =�; ������' ������	�	 ����� ��	�� l0
	 L0 ���� �� ���� � ����
	������ ��)����
�	�� �����������'



���� ������	 �����	 ##

��� ������	 �����	

1��
+∞∑
k=0

zk � ��
�����
�	
 	�� 
���� 
��

�	���	�
�� ���	 sn =
n∑

k=0

zk ��	 ��
	�
� ��	
��
� ����
��� s� �	 ��	
��
	 ����
���

���� �� ���	 ���	*
9��	 � zn = xn + iyn � 
��	 � �	� ���

+∞∑
k=0

zk. �7*#=�

%����&����� #$#3 ;�

+∞∑
k=0

zk �������	�� ���� �������	���� ��
��	
+∞∑
k=0

xk 	
+∞∑
k=0

yk'

>���	��� ��� �� σ =
+∞∑
k=0

xk 	 τ =
+∞∑
k=0

yk� ��
� ��
+∞∑
k=0

zk = σ + iτ '

1��
+∞∑
k=0

zk 	������
� ��
������	 	�� ���
+∞∑
k=0

|zk| ��
������	*

(� 
���
	����� |xn|, |yn| ≤ |zn| ≤ |xn| + |yn|� ����� ���
+∞∑
k=0

zk 	������
� ��
������	

	�� ��
������	� ������
+∞∑
k=0

|xk| �
+∞∑
k=0

|yk|� �* 	�� 	������
� ��
������	� ������
+∞∑
k=0

xk �
+∞∑
k=0

yk*

*���� #$)$# /��� �� zk =
ik

k
' #������	

+∞∑
k=1

zk = −1
2

ln 2 + i
π

4
'

-����
��6� ������ ��������� �	 
����� ����	�� ����� ��������� ��
�����
���
�����	!

1��
+∞∑
k=0

zk ��
������	 	���

�	 ��	�� ε > 0 ������ n0 �	�� �	
∣∣∣∣n+p∑
k=n

zk

∣∣∣∣ < ε �	 n ≥ n0 � p ≥ 1*

)	 p = 1 ����	�� 
������	
 ����� ��
�����
���! |zn| → 0� �	���
���� ���
+∞∑
k=1

1/k ���	��� �	 ��	 ����� 
�� �����	
 ��	�	 
�� 1/k → 0� �	���
���� ���

��������	�*

%����&����� #$## %�� �������	���� ��
��	
+∞∑
k=0

zk = a 	
+∞∑
k=0

wk = b� ��
� �������

�	�� 	 ��

+∞∑
k=0

(zk ± wk) = a ± b' ��	 
�
����� ������ ��������� ����������	�� ��	

��
��� �������	�� 	 ��

+∞∑
k=0

cn� �
� �� cn =
n∑

k=0

zkwn−k 	 ���� ���� ��
� �� a · b'



#+ ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

���	
	��� 9��	 �
+∞∑
k=0

|zk| = σ �
+∞∑
k=0

|wk| = τ � Cn =
n∑

k=0

|zk||wn−k|* (� 1 � ���
+∞∑
k=0

Cn ��
������	 �	 σ · τ � |cn| ≤ Cn =
n∑

k=0

|zk||wn−k|* �

/�
����
	�
� ���
+∞∑
k=0

fk(z)� ��� �� ��
���� fk ���
��	
� 
	 
���� ����� M �


	���	�� �	�
����
� ��
�����
�
�� 
	 M � 	�� �	 ��	�� ε > 0 ������ n0 = n0(ε)
�	�� �	 ∣∣∣∣∣ +∞∑

k=n+1

fk(z)

∣∣∣∣∣ < ε

�	 ��	�� n > n0 � ��	�� z ∈ M * 2��
���	�
� �� ������	�	 �	 �� �	�
����
� ��
"
�����
��� ���	 
	 ����� M ����� �	 ��� ��
������	 �	 ��	�� z ∈ M � � ����
��
������* �	� � � ��	�
� 	
	����� ���	�����

*����1������ ����

/��� �� Mn �	� �������	��	 �������� &����	�� fk 
�!�	���� �� ����� ����� E� 	
���� �� 	�������	 ���
�+	 �����	"

,�- |fn(z)| ≤ Mn �� ����� z ∈ E�

,�-
+∞∑
n=0

Mn �������	��'

��
� ��

+∞∑
k=0

fk(z) ���������� �������	�� �� ?'

%����&����� #$# ������������� ���� ����! /��� �� M ��
���� C 	 ���� ��
�� 	�������	 ���
�+	 �����	"
(a) fk �� ������	
�� �� M �

(b)
+∞∑
k=0

fk(z) ���������� �������	�� �� M '

��
� �� &����	�� f 
�!�	���� �� f(z) =
+∞∑
k=0

fk(z) ������	
�� �� M '

���	� �	� � 1 *

%����� + 9������	���	 ��

+∞∑
k=0

zk �������	�� �� |z| < 1 	 ������� ���� ��

s(z) =
1

1 − z
.

/� ������ 	
���	����

(1 − z)sn(z) = (1 − z)(1 + z + z2 + · · · + zn) = 1 − zn+1,



���� ������	 �����	 #8

���
	

sn(z) =
1 − zn+1

1 − z
, z �= 1.

���
	"

,�- ��� �� |z| ≥ 1� ��
 
	����	���

,�- ��� �� |z| < 1� sn(z) =
1 − zn+1

1 − z
�������	�� �� s(z) =

1
1 − z

.

1�� �����	
+∞∑
k=0

ak(z − a)k �7*#>�

���� �� ������	 ��
 ��� �	��� a*

(������ #$. �������� �������! %�� ������	 ��
 ,1'3@- �������	�� � ����� ��)�	
z0� ��
� �������	�� 	 �� ����� B = {z : |z−a| < |z0−a|}� 	 �� ������ ����������
��
����� ����� B �������	�� ��������� 	 ����������'

���	
	��� 9��	 z ∈ B � 
��	 � q =
z − a

z0 − a
� �	�	 � |q| < 1 � ak(z − a)k =

ak(z0−a)kqk� k ≥ 0* �	�� ��� ��
������	 � �	��� z0� 
�� {ak(z0−a)k} � ���	
���
�
� ���� �� �����
��� :	�����	��� ����*

%�������� #$# %�� �� &����	�� f ��
��� ������	� ��
�� ,1'3@- � B′(a; r) =
{z : 0 < |z − a| < r}� �� ���� r > 0� ��
� �� &����	�� f �� � 
�
�!�	���	 � ��)�	 a�
���� 
� �� ���� &����	�� ������	
�� � ��)�	 a'

(������ #$/ ���1�	�������- �	��! /��� ��

Λ = lim
n→+∞

n
√

|an| i R =
1
Λ

.

��
�

,�- ��� �� Λ = +∞ (tj. R = 0)� ��
 ,1'3@- �������	�� ���� � ��)�	 a'

,�- ��� �� Λ = 0 (tj. R = +∞)� ��
 ,1'3@- �������	�� �� ����� z ∈ C'

,�- ��� �� 0 < Λ < ∞� ��
 ,1'3@- ��������� �������	�� �� B(a;R). � ��� ��
|z − a| > R� 
	����	��'

R �� ���� ��
	��� ����������	�� �������� ��
�'

�	���� �	 �� ��
���	 f ���
��	
	 � Ω ���� ������	���� �����
�� �������	 � Ω�
	�� �	 ��	�� ���� B(a; r) ⊂ Ω ������ �����
� ��� ��� a� ��� ��
������	 �	 ��	��
z ∈ B(a; r) �	 f(z)*



#; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

(������ #$0 �(������ � 
����������� ���� �������� ����! %�� �� f ���
 � ���
����	�	 ������	� ��
��	�� � Ω� ��
� f ∈ H(Ω) 	 f ′ �� �� � ���
����	�	 ����
���	� ��
��	�� � Ω' ����	��	��" ��� ��

f(z) =
+∞∑
k=0

ak(z − a)k �7*+?�

�� z ∈ B(a; r)� ��
� �� �� ��� z ������

f ′(z) =
+∞∑
k=1

kak(z − a)k−1. �7*+7�

.���� �	 f ��	 ������ ���� �����	� � �	 �	�� �����6�!

%�������� #$ %�� �� &����	�� f ��
��� ������	� ��
�� ,1'8A- � B′(a; r) = {z :
0 < |z − a| < r}� �� ���� r > 0� ��
� �� &����	�� f �� � 
�
�!�	���	 � ��)�	 a ��
f(a) = a0� ���� 
� �� ���� &����	�� ������&�� � ��)�	 a'

%�������� #$' %�� �� 	 ,1'8A-� ��
� �� 	

1' f (n)(z) =
+∞∑
k=n

k(k − 1) · · · (k − n + 1)ak(z − a)k−n'

�
��
�� ����	�����"

2' f (n)(a) = n! an (n = 0, 1, 2, . . .).

����� ������� ���� 9��	 � f(z) =
∑+∞

n=0 cn(z − a)n� z ∈ B(a; r)* /���	�
��
������
���	
�� �����
�� ���	� ��	
"��"��	
� ����	 �� g(z) =

∑+∞
n=1 n cn(z−a)n−1*

9	 ��
��� ����" �	�	����� ����	� 
	�	���� �	 � ��
���	 g ���
��	
	 
	 �����
B(a; r)* -�������	���� 
	���� ��� ������	 ��������� �	 � a = 0* /�����	�� �	���
w ∈ B(a; r) � �������� ρ� �	�� �	 � |w| < ρ < r*  �� � z �= w� �	�	 �

f(z) − f(w)
z − w

− g(w) =
+∞∑
n=0

cn

(
zn − wn

z − w
− nwn−1

)
. �7*+��

%��	��	�� ���	��� �	 ���	�� �	 � ���	� � �	��	�� ��
	� 0� �	 n = 1� �

(z − w)
n−1∑
k=1

kwk−1zn−k−1 �7*+#�

	�� � n ≥ 2 ������� :���� 7*+*#�* .	 ����� ���	
�� 	�� � |z| < ρ� 	������
	
����
��� ���� �	
	 � ��

n(n − 1)
2

ρn−2, �7*++�

�	�� �	 � ∣∣∣∣f(z) − f(w)
z − w

− g(w)
∣∣∣∣ ≤ |z − w|

+∞∑
n=2

n2|cn|ρn−2 . �7*+8�

�	�� � ρ < r� ��� ��
������	 � ����	 ���	 ���	
	 �7*+8� ���� 0� �	�	 z → w* �



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� #<

*���� #$)$ /��� �� |z|, |w| < ρ 	

pn(z, w) =
zn − wn

z − w
− nwn−1.

��
� �� 	

|pn(z, w)| ≤ |z − w| n(n − 1)
2

ρn−2. �7*+;�

��	���	�� 
� �� �����
�� ����
������ ����)�� � 
����� �����
�� �������'

������� 9��	 �

pn(z, w) =
n−1∑
k=0

(zkwn−k−1 − wn−1) =
n−1∑
k=1

wn−k−1(zk − wk). �7*+<�

�	�� � zk − wk = (z − w)
k−1∑
j=0

zjwk−j−1� ����	 �� �	 �

|zk − wk| ≤ |(z − w)| k ρk−1

� ����	

|pn(z, w)| ≤ |z − w|
n−1∑
k=1

ρn−k−1 k ρk−1.

*���� #$)$' #������	 
� �� pn(z, w) = 0 �� n = 1 	 (z − w)
n−1∑
k=1

kwk−1zn−k−1 ��

n ≥ 2'

��� ��������	 ������	 	 ���������� ������	��

����� %�� ��
  ��& ���&  ��

2���
��
	 ����
��	 � ��������
� �	�
� ���
��� �� �	

T = {w : |w| = 1}.
9��	 �	��� a� b ����	�	� ����
��� T * '	��� a� b ���� ����
��� 
	 ��	 ���	� ��
	����
�	 �ab �������
� ����
���	
 ��� � �	 z ∈ T 
��	 � �z = �1z � 
��	 � s = s(z) ����
	
���	 �z*
,�� π ���
����� �	�� �	 � ����
	 ���
��
� ����
��� 2π*

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

�

�

�������
�������
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�
�
�
�
��

�
�
O

y

x

z

s

y=sin s

x=cos s

����� 7*>!

 �� � s ����
	 ���	 �z� ���
��� �� ��
���� ���"
�
�� � ��
�� �	

cos s = x i sin s = y.

/�
���� ����
�� � ��
�� �������� �� ��������
� 
	
R� �	 �������� 2π*



#= ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

-����
� � ������ ��
���� cis ���
��	
� �	
cis t = cos t + i sin t*
F	���� ��	�� �	��� z ∈ T ��������� ������
�M
s = s(z) � s �������	�	 T 
	 [0, 2π)� ���
�����
��
���� cis �	 cis s = z* 2	�
� � �	 � ��
���	 cis �
����
	 ��
���	 ��
���� s
� �	 cis �������	�	 ��		�
� ��
��
	�
� [0, 2π) 
	 T * %�	 ��
�
��	 ���	 �	�
�
����� � ����	�
� ������ � �	�� � ����		�� �	� �����
� ���E�
� �
	���	�� �
'�����	 � ���
����
���� ���	�
� ����� �2-/��*

.	�	 ��	�
��� ���	�
�� �������
� �	��	��	
�*

%��������&����� ������ �z

-����
� � ���
��	�� ���
� � ��
� ��������
���

T+ = {z ∈ T : Im z ≥ 0}, T− = {z ∈ T : Im z ≤ 0}.

-�
����� �	 ��������� ��
	�� z = x + iy*  �� z ∈ T � �	�	 � x2 + y2 = 1 � ����	
y = ±√

1 − x2� �����	�
� 	�� z ∈ T+� �	�	 � y =
√

1 − x2*
%���	� ��	�� z ∈ T+ ���
����
� �� ������	��	 � ������ z = x+ i

√
1 − x2� 	 ��	��

z ∈ T− ���
����
� �� ������	��	 � ������ z = x − i
√

1 − x2*
)	 z ∈ T+� 
��	 � γz ����
� ��� ���
��	
 �	 γz(t) = t + i

√
1 − t2� x ≤ t ≤ 1*

'	�	 � �z = γ−
z *

F���
	 s = s(z) = s(x) ���	 �z ���
��� �� �	� �������� ����
	 ������	
��M
������
	�
�� ��
�	* 9	 ��
��� ���
	�� �������� ��	 
� �	���� �� ���E�
	 �����
�"
��������� ��
���	� �	 ����
� ���	 
	�	�� ��

s = |�z| =

1∫
x

|γ′
z(t)| dt =

1∫
x

1√
1 − t2

dt. �7*+=�

 �� � ���	�
� x ≥ 0� ����
� ��� γz ���� �� �	�	��������	�� � 
	 �����6� 
	��
!
γz(t) = t + i

√
1 − t2� 0 ≤ t ≤ y* %���	 �

s = |�z| =

y∫
0

|γ′
z(t)| dt =

y∫
0

1√
1 − t2

dt. �7*+>�

.����	�
� ��� �−1 ��
	�	�	�� �	K+ � 
	���	�� ����
���	
	 ���
	 ��������
�"
�	*

��"������ #$#' ����� π! B��� π �� 
�!�	�� ��� 
� 	�� ������� �	�� K+'

F	����

π =

1∫
−1

1√
1 − t2

dt. �7*8?�



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� #>

-�������� �	 � ��� π ���
��	
 ����6� 
��������
�� �
����	�	*

��������� 4��� �� ���	�	�� �	 ��
���	 cos �������	�	 [0, π] ��		�
� ��
��"

	�
� 
	 [−1, 1]� ��
	���� �	 arccos �
����
� ��
���� ��� ��
����� ��	 �������	�	
[−1, 1] 
	 [0, π]* (� x = cos s� ����� �	 � s = arccos x� −1 ≤ x ≤ 1� �	�� �	 �
�
����	� 
	 ���
� ���	
� ��
	��
� �7*+=� ��
	� arccos x*
D��	�	� ���� �����	�� �	 ���
��� arccos ����6� �
����	�	 
	 ���
� ���	
� ��"

	��
� �7*+=�� 	 cos �	� �
����
� ��
���� ��� ��
���� � �	 ����	 ������ ������	
��
���� cos*

 �� � z ∈ T− \ {1}� 
��	 � �̃z = γ̃z = γ̃x ��� ����
�� ���	 ���
��	
 �	

γ̃x(t) = t − i
√

1 − t2, −1 ≤ t ≤ x,

� 
��	 � �z ��� ����
�� ���	 ��� �� �	���� �� K+ � γ̃x*
 �� � z ∈ T− \ {1}�

s = s(z) = π +

x∫
−1

1√
1 − t2

dt. �7*87�

)	 z �= 0 ���
����� ��
���� arg z = s(ẑ)� ��� � ẑ = z/|z|� � �	��� ������ ���	���
�� �	 � 	�� ��	�
	 ����
��� 	�����
�	*
 �� �	 s+(1) � s−(1) ��
	���� ��	
��
� ����
���� �	�	 z → 1� ���������
�� ����
T+ � T−� 	�
� � �	 � s+(1) = 0 � s−(1) = 2π*  �� �� ��	
��
� ����
���� ���
��� �
��
��� 
	H+ ����
	 �����	�	
� �H− ���
	 �����	�	
�� 
	�	���� �	 � arg+(t) =
0 � arg−(t) = 2π� t > 0 ������� ��������� 7*;*8 �	 ���
���� � ���	���*

-�
������ 	�� � s ����
	 ���	 �z ���
����� ��
���� ����
�� � ��
�� �	 cos s = x
� sin s = y. /�
���� ����
�� � ��
�� �������� �� ��������
� 
	 R� �	 �������� 2π*
-����
� � ������ ��
���� cis ���
��	
� �	 cis t = cos t + i sin t*

�	���� �	 �� ���� 
	����
� ���
���� ��
���	 cos� sin � cis"	 �	�� ����6�
�����	 ���
��
�� ����	*

/�
���	 cis �������	�	 �
����	� I = [0, 2π) ��		�
� ��
��
	�
� 
	 T � ����	
�	�� � cis ��������
	 ��
���	 �	 �������� 2π� cis �������	�	 �
����	� I = (−π, π]
��		�
� ��
��
	�
� 
	 T * (� �������
�� ���	�	
	 �����!

(������ #$2 �cis ���������� R �� T 6 (������ � cis−�! C� � ���
�+� ��������"

(a) cis �����	���� R �� T

(b) cis �����	���� 	������� I = (−π, π] �������� ��
�����)�� �� T '

(b) ����� �	 �	 ��	�� z ∈ T ������ ���
����
� t ∈ (−π, π] �	�� �	 � z = cis t* %�	
'�����	 �	� �	�	������	��� ���
��
� ����
��� �����6� ����
� ���	� � �����6	�	
�	 �� ��
���	�
� ���
��� ���� � ����	 ���� ����*

%�������� #$) �(���������������	������� ���� ����������� �����! �����
z ∈ C∗ �� � �� ���
����	�	 � ���	��

z = r(cos ϕ + i sin ϕ), �7*8��

�
� �� r = |z| 	 ϕ ∈ R'



+? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

������  �� z ∈ C∗� �	�	
z

|z| ∈ T � 
	 ��
��� '������ 1.9 (a)�� cis"��� �����
z

|z| = cis ϕ� �* z = r(cos ϕ + i sin ϕ)� ��� � r = |z| � ϕ ∈ R* �

(���		�6� ��	�
� � ��	��
	�
� ��� ������� �7*8��� ����	 ��!{x = r cos ϕ,
y = r sin ϕ. �7*8#�

2��
	��
	 �7*8#� ���
��� ������� ����
	���� (r, ϕ) ��������
�� ���	 z = (x, y).
-��	�
� ��	� ϕ 
	���	 �� �������� ��� ����	��
� ��������
�� ���	 � ��
	�	�	 ��
�	 Arg z ��	 ������
�� ���
���� ������ ������  �����
��*

5 �����6� ������ ������� �����
�
��	�
� ��
���� � ���	����� �������� &���
���� cis t = eit � ����	 ������ �����
��������	 ����	 �	�� �� � ���	�
	"�����"

�
��	�
	 ����	 ����� ��������� eit �	�� �	� ��
	�� �	 cis t�*

�	�� � cis t = eit� t ∈ R� �� '������ 1.9� �����!

5��� #$ �(���������������	7�������������� 8����- 5 (� 8! ����� z ∈ C

�� � �� ���
����	�	 � ���	�� z = |z|eiϕ� ϕ ∈ R'

������ .���� �� �������
� ���������* �

-�
����� �	 � C∗ = C \ {0}* )	 α ∈ R 
��	 � Iα = [α, α + 2π)* �	���

	 ��
��� '������ 1.9 (b)�� cis"�� � ��������
���� ��
���� cis �	 �������� 2π� cis
�
�����
� �������	�	 Iα 
	 T � ����	 ��

(������ #$#3 �9������������ ���������������� ����- 9(8! /��� �� α ∈
R' ����� z ∈ C∗ �� � �� ��
	������� ���
����	�	 � ���	��

z = |z|cis ϕ, ϕ ∈ Iα.

�	�
��� �	�	 ���	���� �	 � cisϕ = eiϕ� ��� '������ 6��� 
	���	�� 2���
����
���
�����
���������"���	�
� ����� � ��������� ���	6�
��� 2-/*
-�������� �	 
	 ��
��� '������ 7*7? �� �����
� �� '������ 1.9 (b)�� cis"���� �����

%�������� #$+ /��� �� α ∈ R' 5����	�� cis 	�����	��� �����	���� Jα = (α, α+2π)
�� Tα = T \ {eiα}'

*���� #$+$# ���������� ���� 1− i ��	��
� )������� ���
����� 	 �� � �� ���	���	
� &���	

1 − i =
√

2 cis (−π/4).

4����� −π/4 �� � �� ���	��	�	 ����� �
 ���
����	 ϕ = −π/4 + 2nπ� �
� �� n
��	��
�� ����' /� ��	���

1 − i =
√

2 cis (7π/4).
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F��	� 	�����
� ������� �	 �����
��������� ��
���� �����	�� �	 ����	������ 
	�"
�	�� � ����
� ����� ����6� �����6�� �	�	�	*

1. �������	 ���	���
 ������	 a � b ���
��� �� �	 (a, b) = Re(a b) �����������*

2. 1��	��	 Rτ �	 ��	� τ � ��������	*
5 
	��	��� � ����
� ������ ����
� 
� ���
����� ��������
� �����
�
��	�
�
��
����* (�	�� �	 τ ∈ R ������ ���
��	�� Rτz = (cis τ)z* 4��� �� ���	�	��
�	 � �������	�	
� Rτ ���	��	 �	 ��	� τ * .����	�
�� 
�� ����� ��������� �	
� Rτ ��������	*

(� |cis τ | = 1� �����

RτzRτ ς = (cis τ) z (cis τ) ς = (cis τ) z cis τ ς = zς

� ����	
(Rτz,Rτ ς) = (z, ς)

� �����	�
�
|Rτz − Rτ ς| = |(cis τ)(z − ς)| = |z − ς|.

-������	�	
� Rτ 
	���	 �� ���	��	 �	 ��	� τ ������
� � ���������� ����
���� ��
�	�
� ����������� ������* Rτ ��� �	��E�� ���� ������	���� � �
�����6�� ������!

(�

(cis τ)z = (cos τ + i sin τ)(x + iy) = x cos τ − y sin τ + i(x sin τ + y cos τ)

�����
Rτz = x cos τ − y sin τ + i(x sin τ + y cos τ)

� ����	
Rτz = (x cos τ − y sin τ, x sin τ + y cos τ).

3. F��
���	 ���	

5���� 
	���	�� ��� �	�
� ���	
���
 ����	 ������	�	�	 OA � OB �	 �	"
��
����� �������� O* -�����	�� OA � OB 
	���	�� ��	���	 ���	� 
����
�	��
���� �����	� � ���� ���	* 9��	 �� a, b ∈ T � a = cis α* '	�	 ������
���
����
� β ∈ Iα = [α, α + 2π) �	�� �	 � b = cis β� ��
	���� �	 �ab ���
���
��	
 �	

�ab(t) = cis t, α ≤ t ≤ β. �7*8+�

)	 a ∈ C∗ ��
	���� �	 Λa = {ρa : 0 < ρ < +∞}* 2	�
� �� 	�� � a = |a| cis α
�	�	 �� Λα = {ρ eiα : 0 < ρ < +∞} ������	�� �	 �������� � ������
	�
��
������� ��� ���	��	�	�M ��	� α �	 x ����*



+� ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

:��� ��� ��������� ����

5 ����
�������� 
	��	�� ���� �� ��������� 
	 �����6� 
	��
! 	�� b /∈ Λ−a�
��	� aOb ���� �� ���
��	�� � �	� 
	�	
� ��
����	
 ���� ��� �	���� �	��� 0
� ������	�� Λa � Λb� 	�� b ∈ Λ−a ��* �	��� A� O � B ����	�	� ��	���� ��	�
aOb ���
��� �� �	� �����	�	
� ��	 �	���� ��� �a0b0 *  �� ��� �a0b0 ����	�	
����� ����	 ���� ���	 aOb � ����
	 ���� ���	 ����	 ��� � ������ ���	 �	
���
��
�� ����
���� T �� 	�� ��� �a0b0 
� ����	�	 ���� ���
� ��� ���	 aOb
� 
��	���	
� ����
	 ���� ���	 �	 �
	��� ��
��*

4. F��	� 	�����
� ������� �	 �����
��������� ��
����

cis(α + β) = cis α cis β

a

b

c

� �
���

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇�
α

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇�

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇

β

�α

O
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

����� 7*7?!

������ �	�� � cis ��������
	 ��
���	 �	
�������� 2π� ���� �� ��������	���� �	 α, β ∈
[0, 2π)* 9��	 � a = cis α� b = cis β � 
��	
� c = Rαb* '	�	 �� ���������
� ����
�
�����	 �1a � �1b� α � β� �	�� � Rα ��������	�
Rα1 = a � Rαb = c� ����
� �����	 �1b � �ac

�� ��
	�� � ����	 ����
	 ���	 �ac � β� �	
� ����
	 ���	 
	��	��� 
	�������	
�� �����	
�1a � �ac ��
	�	 α + β ��* ����
	 ���	 �1c �
(α + β)���� 2π� �� ������
�� ����
	 ���	 �1c �
α+β − 2π, 	�� � α+β ≥ 2π� 	 ����
	 ���	 �1c

� α + β� 	�� � α + β < 2π* F	���� � �������

	 ���
���� cis�

c = cis(α + β),

� �	�� �
c = Rαb = cis α cis β,

����	 ����	�� 	�����
� ������� �	 �����
��������� ��
����

cis(α + β) = cis α cis β.

�

-�������� �	 �� ���	� 	�����
� ������� �	���	 
	

�	� Rα � ��������	�

��� F���
	 ���	 � 	�����
	 ��
���	*

*���� #$+$ �;������� ������ ��$ �� ;�����!! ��	����� ��	��	�� �����
���	)�� 	�
���	��� 
������	 &������"

(cis ϕ)n = cis nϕ, n ∈ N.



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� +#

%�	 ������	 �	� �������
� ��
���	�	
 
	��
 �	 �� ���	�� cos nϕ � sinnϕ ����6�
cos ϕ � sin ϕ* 9	����

cos nθ =
∑

0≤2k≤n

(−1)k

(
n
2k

)
cosn−2k θ sin2k θ.

���	
	��� )	 a = cos θ � b = sin θ� 
	 ��
��� 4�	����� � ��
��
� �������� 
	�	����
�	 �

cos nθ + i sin nθ = (a + ib)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
an−k(ib)k.

����� (������ �
���)���

9	 ��
��� :���� 7*8*� ����	 �� �	 � n− �� �����
 ���	 z = r cis ϕ �	� �	

zn = rn cis nϕ. �7*88�

)	 r = 1 ��	 ������	� �� ����� 
	 �������� &������ � * �� 4������

(cis ϕ)n = cis nϕ. �7*8;�

��"������ #$#) n��	 ����� �� ��������� ����� a �� ���� ������� ��
��)	��

zn = a. �7*8<�

-�������	���� �	 � a = r cis α � z = ρ cis ϕ* '	�	 ��
	��
� �7*8<� ������ � ������

zn = ρn cis nϕ = r cis α. �7*8=�

 �� � ρn = r � nϕ = α� �	�	 	�
� �	�� �7*8=�* 5 �����
�� �7*8=� �	�� 	�� ��
nϕ �	������ �� α �	 �������
� ��
��	� ��
�� ���	*  �� �� ������ ���	�	�	� �
�	��	
��	� ��
 ��	� � 2π � 
	 ��
��� -��������� 7*8 � ��
	����� ���	�
�� ������
�7*8=� �	�� 	��� ρ = n

√
r �

ϕ =
α

n
+

2kπ

n
, �7*8>�

��� � k ��� ���* (�	�� �	�� ����
���� k = 0, 1, . . . , n − 1 �	� �	������� ����
����
z = ρ cis ϕ* %���	

zk = n
√

r cis
α + 2kπ

n
= n

√
r cis

(
α

n
+

2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

.�	�� ��������	
 ��� �	������ �� 
��� ��	 n n"��� ����
	* $����������� n"�� ����
�
�� ����
	 ��	���
�� n"�����	*

5������ �� ��
	�� eiϕ = cis ϕ*
F	���� 	�� � a = r cis α = reiα �= 0 �	� � ���	�
� ����� � n ������	
 ���� n

√
a

� ���� ����
	 ��
	��
� zn = a �� z� �* ����

{zk = n
√

r eiϕk : k = 0, 1, . . . , n − 1 }, �7*;?�



++ ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

��� �

ϕk =
α + 2kπ

n
=

α

n
+

2kπ

n
,

�	�	 �� � �����	���� �	 n
√

a ��
��	� ��
	�	�	 � 
��� �� n"��� ����
	 �� a*
.���	 a = 1 � �����
� �
�����	
�	
* ����
� ��
	��
� zn = 1 
	���	� �� n��	

�����	 ��
	�	�� � 	�� �� ����� ��
	�	

ω = cis
2π

n
, �7*;7�

�	 1� ω� ω2� * * * � ωn−1 �� �	�� ��� n"�� ����
� ���
���* '	��E� � 	�
� �	 	�� � z0


��� n"�� ����
 �� a� �* z0 ∈ n
√

a� �	�	 � n
√

a = {ωk z0 : k = 0, 1, . . . , n − 1 }*
.��� ����
���� z1/nN {z0, z1, ..., zn−1} �� ����
	 �����	�	�6�� ��	���
�� n"

�����	*

*���� #$+$' %�� �� z0, z1, . . . , zn−1 n��	 �����	 ����� z ∈ C� 
������	

S =
n−1∑
k=0

zk = 0. �7*;��

%�� �� φ = 2π/n� 
� �	 &������ S cis φ = S 	�� ����� �������	���� 	����������	��7

���	
	��� zk+1 = eiφzk� k = 0, . . . , n − 1� ��� � zn = z0* �

5 
	���� �	 ���������� ������� �7*;?� 
	E��� ����
���� (−8i)1/3* �	�� �

−8i = 8 exp
(
i(−π

2
+ 2kπ)

)
,

����
���� ���6�� ����
	 −8i� (−8i)1/3� ��

zk = 2 exp
(

i(−π

6
+

2kπ

3
)
)

, k = 0, 1, 2.

%���	� z0 =
√

3 − i� z1 = 2 i � z2 = −√
3 − i*

*���� #$+$) a) �������	 
� �� z4 + 4 = (z2 + 2z + 2)(z2 − 2z + 2)'
b) /� ������ a)� ���	�	 ��
��)	�� z4 + 4 = 0'
c) �
��
	�	 4

√−4 	 �� ������ ���� ������	�	 ��������� 
��	���� � ��)�	 b)'

����� ������� ����'���

%����&����� #$#' /��� a, b ∈ T 	 ���� �� γ ������ ������ ����� ���� aOb' ��
�
�� (a, b) = cos γ'

������ 9��	 � a = cis α � z = R−αb* �	�� � R−α ��������	 � 1 = R−αa� R−α

�������	�	 ��	� aOb 
	 ��	� 1Oz �

x = (z, 1) = (b, a).

%���	 � cos γ = x = (a, b) = Re(ab). �



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� +8

%����&����� #$#) /��� a, b ∈ C 	 ���� �� γ ������ ������ ����� ���� aOb' ��
�
��

(a, b) = |a||b| cos γ. �7*;#�

������  �� � a ��� b 
��	 	�
� � �	 �� ��� ���	
� �7*;#� ��
	�� 
���� 	�� a, b ∈ C∗

� a0 = a/|a| � b0 = b/|b|� �	�	 �7*;#� ����� �����
�� -��������� 7*7# 
	 a0 � b0* �

����& �������� ������ �����<� �������!

5 
	��	��� � ����
� ������ ��	���� �� � ���	� 	�����
� ������� ����6� ������	*
-���� �	�������� �� ��
�� ���
���� ���	 � ���
�� ���	 ���	* -����� ����
����6
���� �	 �� ���
��� ����
���	
 ��	�* 9	������ ���
����� ��	 ������� �
��
�	�
� ������ ��	 ���
���� ��	 ������� ��
����
� ������ ������ ���������
7*8*��*

9	 ������� 
��	 �� a, b ∈ T � a = cis α* '	�	 ������ ���
����
� β ∈ Iα =
[α, α + 2π) �	�� �	 b = cis β* F��
����� ��	� aOb = {ρcis ϕ : ρ > 0, α ≤ ϕ ≤ β}�
���
� ��� ���	 aOb � γ = β − α � ���
� ��� ��
	�	�	�� �	 aOb*  �� a, b ∈ C∗�
a0 = a/|a| � b0 = b/|b|� ���
����� ��	� aOb ����6� ���	 a0Ob0*

*���� #$+$+ ������	�	 ����	�� 	����� 
�� 
�!�	�	�� ���� 	 ������ ����� ����'

:�	���� �� ���	�� %
	�	��� &������*
������ 9��	 a, b ∈ T � 
��	 � γ ��
	�	 ���
�� ���	 ���	 aOb* '	�	 �

(a, b) = cos γ. �7*;+�

. ����� ���	
��

(a, b) = Re(ab) = Re(cis α cis(−β)) = Re((cos α + i sin α)(cos β − i sin β))

� ����	
(a, b) = cos α cos β + sin α sinβ. �7*;8�

�	�� �� � ������� 
	 ���
� 
��	���� γ = β − α� �� �7*;+� � �7*;8� �����

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sinβ.

�

*���� #$+$. ���	���	 ��������� ����	�� �����
��� 
�����'

.����6	 ���������	 �	� ������	��	
� ��������
�� ��������
�� ���	 ����"
���	� � ��
��� 
	 ����
�����	
� ������ a0 � ia0 �a0 � ���
��
� �������� �
�����	
�
�
� �	 �� ���	� 	�����
� ������� ���� ������� ����6� ��������� ��� ����������*

%����&����� #$#+ /��� �� a0 ∈ T 	 b ���������� ����' ��
� ��

b = λ1a0 + λ2ia0, �7*;;�

�
� �� λ1 = (b, a0) 	 λ2 = (b, ia0)'



+; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

������ 9��	 � a0 = cis α � z = R−α(b)* '	�	 � z = x + iy� ��� � x = (z, 1) �
y = (z, i)* �	�� � Rα ��������	 � Rα(1) = a0� Rα(i) = ia0� ����� �7*;;�* �

%�������� #$. /��� �� a0 ∈ T � b ���������� ���� ����	)	� �
 ���� 	 ���� �� γ ����	
���� ���� a0Ob' ��
� ��

b = |b|((cos γ)a0 + (sin γ)ia0) �7*;<�

*���� #$+$/ ������	 
���� �
	�	��� &������ ����+� ��� �����
	��'

����� ��������� �
��
��

%����&����� #$#. /��� �� z 	 w ���������	 ������	 	 γ ���� ��	����	����� ����
zOw' ��
� ��

|z − w|2 = |z|2 − 2|z||w| cos γ + |w|2.

F��	� ����� 
	 ��
��� -�������� 1.14 � ���	��� �7*>� �-��������	 7*+�*

%����&����� #$#/ /��� �� a� b 	 c ���������	 ������	 	 γ ���� ��	����	����� ����
bac' ��
� ��

|b − c|2 = |b − a|2 − 2|b − a||c − a| cos γ + |c − a|2.

�	�� � �������	�	
� Ta� ���
��	
� �	 Ta(ς) = ς − a� ��������	 ���	� ����� ���"
��
�� �������
� -��������� 
	 ������� z = b − a � w = c − a*

����* �����
��

-������	�	
� F : M → PC 
	���	 �� �����
	�
	 ��
���	 �����* -��������� ��	���
z ∈ M ���* ��
���	 F ������� F (z) = Fz� ������� ��������
� �	�
�*
 �� � f : M → C 
�������
� �������	�	
� �	�� �	 � f(z) ∈ Fz� z ∈ M � f

	���	�� ��	
	 �����
	�
� ��
���� F * -�������� �	 �	 �	����� �� ��� F � ��	
	
f � ��
��
	�
	 ��
���	 ���
���	�� �	���� ��	��� z ∈ M ������� �	�
� ��	

��������	
 ��� �� ����	 Fz*

5 �����6� ������ ������� � ���	����� �������� &������ cis t = eit� � ���
������ ��������� eit �	�� �	� ��
	�� ������ cis t*

)	 z ∈ C∗ ���
�����

Arg z = {ϕ ∈ R : z = |z|cis ϕ} = {ϕ ∈ R : z = |z|eiϕ}.

-�������� �	 � Arg �����
	�
	 ��
���	*

%����&����� #$#0 %�� �� z, w ∈ C∗ 	 Arg z = Arg w� ��
� �� z = sw� �
� �� s > 0
���' ��)�� z 	 w ��	��
��� ���������� �� ��)����� � 0�'

������ (�	������ ϕ ∈ Arg z� �	�	 � ϕ ∈ Arg w� ����	� � ������� 
	 ���
���� Arg�
����	 �� z/|z| = eiϕ � w/|w| = eiϕ* %���	 � z/|z| = w/|w| � ���E�
� �����* �



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� +<

%����&����� #$#2 cis ϕ = cis θ ���� θ = ϕ + 2kπ� �
� �� k ∈ Z'

������ �	�� � cis ��������
	 �	 �������� 2π �� θ = ϕ + 2kπ ����� cis ϕ = cis θ*
:	�� � ���
���! 
��	 � cis ϕ = cis θ� �	�	 ������ k ∈ Z �	�� �	 θ−2kπ ∈ [ϕ,ϕ+2π)
� ����	� �	�� � cis �������	�	
� 1 − 1 
	 �
����	�� [ϕ,ϕ + 2π)� ����� θ − 2kπ = ϕ�
�* θ = ϕ + 2kπ* �

.����	�
�� 	�� ϕ0 ∈ Arg z �	�	 � Arg z = {ϕ0 + 2kπ : k ∈ Z}* 9	 ��
���
�������
�� �	��	��	
	� ��
���	�
� �� ���	��� �����6	� �����
	 ���	*

5��� #$' �9�������� ����������������
	�������
 ����- 7%8! /��� ��
w, z ∈ C∗' ��
�

(a) w = z akko |w| = |z| 	 Arg w = Arg z'

%�� �� w = ρeiθ ��
��� � PF ��
� ��

(b) w = z akko ρ = |z| 	 θ ∈ Arg z'

����� ���� 9	 ������� 
��	 � ρ = |z| � θ ∈ Arg z* '	�	 � z = |z|eiθ � ����	
z = ρ eiθ = w*

%����&����� #$ 3 %�� z, w ∈ C∗� ��
�

(a) Arg (zw) = Arg z + Arg w ,������� ����	��- '

-�	���� (a) �	� ������ � 
�������	
� ���	��	
� ����������� �������
�	��� ���"
�����
�� ���	*
������ (a) 9��	 ϕ ∈ Arg z � θ ∈ Arg w* (� ���
���� �����
	�
� ��
���� Arg
����	 �� z = |z|eiϕ, w = |w|eiθ. %���	 ���� ����� zw = |z||w|ei(ϕ+θ), � ����	
(ϕ + θ) ∈ Arg (zw). �

%������ ����� ��������� �� Oα*

 �� � ��	�
	 ��
���	 ϕ 
�������
	 
	 ���	��� Ω ⊆ C∗ � 	�� � z = |z|cis ϕ(z) =
|z|eiϕ(z) ��* ϕ(z) ∈ Arg z� �	 ��	�� z ∈ Ω� ϕ �� 
	���	 ��	
	 �����
	�
� ��
����
Arg ���	��� ��	
� 	�����
�	� 
	 Ω � ����
� ��
	�	�	 �	 arg* )	 ������� ��	
	
	�����
�	 ������ -�������� 7*< � �	��	��	
	 ��	 ����� ����� ��� ���������*

)	 γ ∈ R ��
	���� �	 Λγ = {ρ cis γ = ρeiγ : 0 < ρ < +∞} ������	�� �	
�������� � ������
	�
�� ������� ��� ���	��	�	�M ��	� γ �	 x ����* 9��	 �
α ∈ R � Oα = C∗ \ Λα*  �� � a = |a|eiα �����
� � ��������� � ��
	�� Λa � Oa

���������
� ������ Λα � Oα*

��"������ #$#+ �Cα, Ca! *� α ∈ R 
�!�	���� Cα = Dα = {α−π < ϕ < α+π}'
%�� �� a = |a|eiα �= 0� ����
�� ��� �������	���� �	���	 Λa� Oa 	 Ca = Da ������
Λα� Oα 	 Cα = Dα'



+= ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

O

a

e

= O
a

i

�

�

0

a

e i�

aCD�=
�

=D = C
a

0

����� 7*77!

5 ����� ���	
� ��
	�� �� �������
� ���
���� ���� ������� �� ��
�����* 9	
������ C1 = Cπ/2 � ��� ������� �� ��
	�� C \ R−� 	 �	�� � i = eiπ/2 �
�	 �	��
Cπ/2 = Ci � ��� ������� �� ��
	�� C∗ \ Λ−i*

D��	�	� ���� ��	��	�� �	 � ���� �	 ��
	�	�	 Dα = Cα = Da = Ca ������� �	��
��
� �
����� �* ��
	�� Dα � Ca*

-��������� 	�� � a = |a|eiα �= 0 �	�	�� � ���	�
� ������ �	 � Dα = Oα−π�
Ca = C∗ \ Λ−a� Ca = −Oa� a ∈ Ca � −a ∈ Oa* -�������� �	 �� ������� Cα

� Ca ��
	��� 	�� �	�	 ��������� ��
	�� Cα ����
� ����	�����	�� �	 � ��	
	
	�����
�	 
	 ��� ���	��� ����E�
	 �	 ����
�����	 � (α−π, α+π)� ��� 
	���	��
��	�
	 ��	
	 	�����
�	 
	 Cα*

9	 ��
��� �	��	��	
	 � �	�	��	�� � cis"� ������	�
� '�����	 7*7?� ���	���
�� �����6	 
�������
	 ��������	 '������ 7*7?*

%�������� #$/ �%� %	8! /��� �� α ∈ R' ����� z ∈ Oα �� � �� ��
	�������
���
����	�	 � ���	�� z = |z|cis ϕ = |z|eiϕ� ϕ ∈ (α, α + 2π) ��'

Oα = {ρ cis ϕ = ρeiϕ : 0 < ρ < +∞, α < ϕ < α + 2π}.
������ 9��	 � Tα = T \ {eiα}* '	�	 z ∈ Oα 	�� � �	�� 	�� z/|z| ∈ Tα* %���	
���E�
� ����� �� -�������� 7*8* �

-�
������ 
	 ��
��� '������ 7*7?� ��	�� z ∈ Oα ���� �� ���
����
� ����"
��	���� � ������

z = |z|cis ϕ = |z|eiϕ, ϕ ∈ Jα = (α, α + 2π).

9	 ��	 
	��
 ��	��� z ∈ Oα ��
��
	�
� � ��������
�M ϕ = ϕ(z) � �
����	�� Jα�
�* ���
��	
	 � ��
���	 ϕ : Oα → Jα ��	 � ��	
	 �����
	�
� ��
���� Arg ���	
	
	�����
�	� 
	 Oα*  �� ������ �	 ��������� �	 � ϕ ��	
	 Arg �
�	 ������ ϕ
��������� ��
	�� arg ��� argα*

 �� �
Jk = Jk(α) = (α + 2kπ, α + 2(k + 1)π), k ∈ Z

������ ��	
	 	�����
�	 ϕk : Oα → Jk. ������� �� � ��
	�	 argk ������ ϕk*



���� ���������	 ������	 	 ����������� �������	�� +>

��"������ #$#. �� arg ����)����� ���� ����� ���������. ��	)�� ����� �� ���
�
����	�� � (0, 2π) 	�	 (−π, π) ���	���� ������ �����. ���  ��	�� 
� ����	������
��� 
�� ����� ��
� 	���� ��������� �� ���
����	�� � [0, 2π) ���	���� ���� ������
���
���� ���������� � �� ���
����	�� � (−π, π] ���	���� 
���� ������ ���
����
���������'

-�������� �	 � ��	�
	 ����
��� 	�����
�	 ���
��	
	 
	 ����� C∗� 	 �	 � ���	
��	�
	 ��	
	 	�����
�	 
	 C \ R+*

-�
������ 	�� �	 s+(1) � s−(1) ��
	���� ��	
��
� ����
���� �	�	 z → 1� ��"
�������
�� ���� T+ � T−� 	�
� � �	 � s+(1) = 0 � s−(1) = 2π*  �� �� ��	
��
�
����
���� ���
��� � ��
��� 
	 H+ ����
	 �����	�	
� � H− ���
	 �����	�	
��

	�	���� �	 �	 ���� ��	�
	 ����
��� 	�����
�	 �	��! arg+(t) = 0 � arg−(t) = 2π�
t > 0 ������� ��������� 7*;*8 �	 ���
���� � ���	���*

%����&����� #$ # 1' /��� �� ϕ1 	 ϕ2 ����� ��������� �� ������	 Ω� ��
� ϕ2 −
ϕ1 ≡ 2πk0� �
� �� k0 ��� ����'
2' /� ������	 ����� ��������� �� C∗'

���	
	��� 7* /�
���	
ϕ2 − ϕ1

2π

�������
	 � �������
	 ��
���	 
	 �����	
��

����� Ω*
�* .�����
� ��������	���� �	 ������ ��	
	 	�����
�	 ϕ 
	 C∗ � 
��	 � ϕ0 ���	
��	�
	 ��	
	 	�����
�	 
	 C−1� �	�	 � ϕ−ϕ0 ≡ 2πk0 
	 C−1� ��� � k0 ��� ���*
%���	 � ϕ ������
	 ��
���	 
	 R+� ��� � ��
��	�����	 �	 ��������	���� �	 � ϕ

�������
	 
	 C∗*

%����� . �������	 
� �	�� ��)�� arg(zw) = arg z + arg w'

������� 9��	 �� 
	 ������� arg ��	
	 	�����
�	 
	 O0 = C∗ \Λ0� �	 ����
�����	
� (0, 2π) � z = w = −i* '	�	 �

arg z = arg w = arg(−i) =
3π

2
.

%���	 �
arg z + arg w = 3π.

�

*���� #$+$0 ������	�	 ����	�� 	����� ������	�	�� 1'2A 	 ��	���� D'

%����� / /��� �� � = (0,+∞i) = Λi� O = C∗ \ � 	 ���� �� ����� ��������� arg
�� O �
������ ��

(a) arg(1) = 0,

(b) arg(1) = 2π.

#� �	 �� � ���)��� (a) ����� arg �
������ �� ���
����	�� �
(
−3π

2
,
π

2

)
	

arg(−i) = −π/2� � � ���)��� (b) arg(−i) = 3π/27



8? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

(c) #� �	 ������� ����� Arg �� ���
����	�� �
(

π

2
+ 2kπ,

5π

2
+ 2kπ

)
�� O7

���	
	��� -�������� �	 i = eiπ/2 � �	 � O = Oπ/2* �

����+ ,-� �  ��

�������� ������

.	 D ��
	�	�	�� ����� ��
���� ��
� �����
����� Df = f ′*
(� 	�����
� �������� ������ �� D cos = − sin � D sin = cos ��	 �������� � �	�
�
���	�� ��� ������� ������ �����6� ����������* )	��� 
	�	���� ���� ������ ����
��
���	 � 
���� � ����	 '������� �	����

cos x =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, �7*;=�

sinx =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
. �7*;>�

5 ��	�
� 	
	���� �	��E� �	�
� ����� ��	 ���������	����� ��
���	� ��	 �� ��"

	�	�	 �	 exp ��� e* 9	 ������� �����
�
��	�
	 ��
���	 ���� �	 �� ���
��� �	�
����
� ������
��	�
� ��
	��
� f ′(x) = f(x) �	 �����
�� ������� f(0) = 1* %���	�
�� '������� ������� �����

exp (x) =
+∞∑
n=0

xn

n!
. �7*<?�

-�������� �	 � exp ��
���
� �	���6	 ��
���	 
	 R � �	 ������	 �����
�
�	������� �� �����
���������� ��
���	 cos � sin* )	��
��6� ��	�
� �����
���� x
�	 ��������
�� �����
����� z � �7*<?� ���
��� ��

exp (z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C. �7*<7�

%���	 ��	 �����	�	 �	������ � �	��� �������	 ��	�
�� �����	 
� ������ ����
����E� exp � ��	��������	���	 ��
���	* )	���	� ������	 �	 �� ��� ��
���� ������
�
�� �����
� �	�������� �����	* D��	�	� ���� ������ ����
��� ����E� ��������	 �	���	
���� ��
���	 � 	�� ���� �	 ������� ��	��
	�
� 	�����
� ���� ������� �������� &������

eix = cos x + i sin x, �7*<��

�	� ����	�
� ���
�����*
(� �7*<7� �����!

exp (ix) =
+∞∑
n=0

(ix)n

n!
.
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�	�� � (ix)2k = i2kx2k = (−1)kx2k � (ix)2k+1 = i2k+1x2k+1 = i(−1)kx2k+1� 
	�	��
��

eix =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
+ i

+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
= cos x + i sin x.

$	�� � ���	��� ����
� %������ ������� ��* 
��* H �I�* 5 �����6� ���"
��� ������	6��� ������� ��� ��	�
	�	 $	����� ���� � 
��* ������
� �	� 
�"
����������� ���
���� 	�����
�	 ����
�� ���	 ���	�! �	 �7*<7� ���
����� ��"
���
�
��	�
� ��
���� � ���	����� �	 � ���
��
	 ����
��	 �	�	��������	
	 �	
z = eit, t ∈ [0, 2π)� ��� �	��	��	
	 ���	 � �����
	 ����
� ���	� �����
������"
��� ��
���� ������ ��
���	�
� ���
��	�� ����6� �����
�
��	�
� ��
����� 	
���	���	���� ��
���� �Ln� �	� �
����
� ��
���� �����
�
��	�
� � Arg �	� Im Ln*

����. /'���  ��0

D��	�	� � � ��������	 	
	���	 �� �	�	 �	��� �	 �������	 ��
���	 cos � sin* .����"
�	6��� ������	
 ���	� �����6� ���������� �������� �	 ������ cos � sin�*

%����&����� #$  1. Dcis = i cis
2. D sin = cos� D cos = − sin'

F��	� �� �	���	 
	 �����6� �����!

*���� #$+$2 #������	 
� �� Dcis(0) = i'

���	
	��� 9��	 � 0 < s < π/2� � τ(x) = x − 1 + i
√

1 − x2* �	�� �

cis s − 1
s

=
τ(x)
s(x)

�7*<#�

� τ ′(x)/s′(x) = −√
1 − x2+ix� 
	 ��
��� &����	����� ��	���	D+cis(0) = i, ��� D+

��
	�	�	 ���
� �����*  �� � s < 0� �	�	 � cis(−s) = cis s� � ����	 D−cis(0) = i,
��� D− ��
	�	�	 ���� �����* �

9	 ��
��� :���� 7*8*> � 	�����
� ������� ����� -��������	 7*��� �* Dcis = i cis*
.	�	 6��� ������	�� �����	�
 ���	� -��������� 7*�� �� ������	 1 � �����	��

�	 ��	�
��� �	��� � ���	�� -��������� 7*�� 
���� ��������� �����	�
 ������	�*

*���� #$+$#3 #������	
a) �����	�� ����� �������)�	�� r ��
���� �� P = πr2'
b) %�� �� z = r cisτ � �����	�� ��� ��� 	��)�� r0z� �������)�	�� r� ��
���� �� Pτ =
rτ/2'

���	
	��� P = 2

r∫
−r

√
r2 − x2dx� ��������� ���
� x = r sin t � ������� D sin = cos*



8� ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

5 ��������	 1 � ���	� -��������� 7*�� �	�
��	 �� 
	

lim
x→0

sin x

x
= 1, �7*<+�

	 ���	� ������� �7*<+� �	���	 �� 
	 
���
	����� x ≤ tgx� 0 < x < π/2� ��	 ����� 
	
��
��� ������� �	 ������
� ����
�� �����	* -����	�
� ����
� �������� �� � ����M*
�

*���� #$+$## #� �	 �� 
���� &������
a) �� �����	�� ��� ��� 	��)�� 	
b) x ≤ tgx� 0 < x < π/2
�� � 	�����	 ��� ���	����� �� &������ D sin = cos7

0 B=1

A*

w

w

z

z

A

k+1

k

k

k+1

����� 7*7�!

���	
	�� �� b)� 9��	 � A = z = 1 + iy�
y > 0� B = 1 � A∗ = w = Pz = z/|z|� ���
AB �������� �	��	�	 zk 
	 n �����	�
��
����* 9��	 � wk = Pzk = zk/|zk|� �	�	
�� 
	 ��
��� :���� 7*8*7�� |wk − wk+1| ≤
|zk − zk+1|* %���	� �	�	 n → +∞, ����� �	
� ϕ = |lw| ≤ |A − B| = y = tg ϕ� ��� �
lw �������
� ����
���	
�� ����
�� ���	 ���
��		 �	��� 1 � w* �

��	����	���� ����� �� �� D sin = cos� /�
���	
sin � �	���6	 
	 [−π/2, π/2] � ����	 ��	 �
"
����
� ��
����� ��� ����
� ��
	�	�	�� �	
arcsin* (� ������� �7*+>� �	 ����
� ���	 ����"
�����	 7*8*7�� �����

arcsin x =
∫ x

0

1√
1 − t2

dt

� ����	 ���� (arcsin x)′ =
1√

1 − x2
� 	 �	���


	 ��
��� ������� � ������ �
����
� ��
���� D sin = cos*

*���� #$+$# /��� ���������	 ������	 a = |a|eiα 	 b = |b|eiβ �� ��	��
��� ���������
��
	�	)��� �����'
#������	 
� �� |a − b| ≥ |eiα − eiβ |'
��	
�
��� 9��	 � γ = β − α* 9	 ��
��� ����
��
� �������� |a − b|2 = |a|2 +
|b|2 − 2|a| |b| cos γ ≥ 2|a||b| (1 − cos γ) ≥ 2 (1 − cos γ) = |eiα − eiβ |2*

�� !��������	����� 
����	��" #�" $��" za 	 ��	���



���� ���������	����� 
���	��� ��� ���� ZA 	 ��	���� 8#

��"������ #$#/ ?��������	����� &����	�� 
�!�	�� �� �� ���������	 ���� z �� ���
�+	
��)	�"

exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
. �7*<8�

4
���
�� �����
�� �����	 ����	�� ��
��
� 	�����
� �������

ea eb = ea+b, �7*<;�

��	 �	�� �	 ��	�	 ��	 ��������
	 ���	 a � b* /������ �7*<;� 
	���	��  �����
��
�������� �	 �����
�
��	�
� ��
���� � ��	��� ��
	�	�	�� �	 �
�E�* % �	�
��
���	���	 ��� ������� � ��
��
�� ��������	 �����
�
��	�
� ��
���� ������ � F�"
�	���  �$�	�	 +�*
9	 ������� ���	�	� ��� ��6�� �����6	 ���� ���	�	�� �����6� ������	�*

(������ #$## *� ���������	����� &����	�� �� � ���
�+� ������� ��������"

(a) ez �= 0,

(b) (ez)′ = ez,

(c) �����	��	�� exp �� ������ ��� �� �����+� &����	��� ex → +∞� x → +∞.
ex → 0� x → −∞,

(d) e−z =
1
ez

,

(e) exp(z̄) = exp z,

(f) �� ������ t |eit| = 1,

(g) |ez| = ex.

������ �	�� � eze−z = e0 = 1 ����� (a) � (d)* F�����
���	
�� �����
�� ���	
�	�������� �	 �	�� (b)* �������6� �7*<8�� �	�������� �	 � exp��
���
� �	���6	

	 �������
�� ���� ��	�
� ��� � �	 � ex → +∞� x → +∞* F���� ��� ���E�
	 (c)
� ��������	 ��
	����� exe−x = 1*
��
����	
�� �����
�� ���	 �����
�
��	�
� ��
���� �������
��� ��
����	
��


����� �	���	�
� ����� ����	�� (e)* F��	�
��! 9��	 � Sn(z) =
n∑

k=0

zk

k!
* (�

���
���� �����
�
��	�
� ��
���� ����� Sn(z) → ez � Sn(z) → ez� �	�	 n → +∞*
%���	 Sn(z) → ez � �	�� � Sn(z) = Sn(z) ���
	�
� ������ ����	 �� (e)* 9	
��
��� (e) ����	 ��

|eit|2 = eit eit = eit e−it = e0 = 1. �7*<<�

�	�� � ����� 
�
��	���	
 �� �7*<<� ����� (f)* 9	 ��
��� (e)� �����

|ez|2 = ez ez = ez ez̄ = e2Rez, �7*<=�

	 ����	 � (g)* -�������� �	 ������ �7*<=� ������ �����
��� 	�����
� �������� �*
ez = ex eiy� �	 ����� ���	�	�� (g)* �



8+ ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

��*�� ,����
� ������ � ������� !���� ����
���� �����

���� � ���� �	 ���
� �	 ���E�
�� �C� ��
���� � ����E�
�� ��
��
�� �����	�	
��� ��
���� ��* ����
�	� � �	�	��	�� � %������ ������* 4��� �� ���	�
� �������
������	 �	��	��	
	 � �	�	��	��	 � cis"� � 	�����
��* %�
	�	 ′ � ���E�
��	
��	 ����� ��
	�	�	 �	 �� �	 ���E�
	 ��6 ���	 ��������	
	 � �	�	��	��	 � cis"� �
	�����
�� �����6� cis"	�*
-��	���� �	 � ����������	 ���
���	 ��
���� cis �	��	�
	 �	 %������� ��������!
cis τ = ei τ � ��� �����	
	 
	 '������� �	���� �	 ��
���� sin � cos*

%����&����� #$ ' ��������� ������! *� τ ∈ R� �� 	 cis τ = ei τ '

������ 9��	 � 0 ≤ τ < 2π � cτ ��� ���
��	
 �	 cτ (t) = ei t� 0 ≤ t ≤ τ * �������6�
���
���� �����
�
��	�
� ��
��� ����6� �����
�� ���	 ���� �� ���	�	�� �	 �
cτ �����	 ����	 �	 �������� � �	��� 1 � ��	��� 
	 ���
��
� ����
���* �	�� �
Dei t = iei t� 
	�	���� |c′τ (t)| = 1 � ����	 ����
	 ���	 cτ �

|cτ | =
∫ τ

0

|c′τ (t)| dt =
∫ τ

0

1 dt = τ.

F	���� 	�� � z = cis τ � ������ �z � cτ ��	� ���� ����
�� �	��
���� �����
� �	���
1 � ��	� 
	 ���
��
� ����
���* �	�� ��� ������ ��	� ���	��	�
�M ����
�	��� ���"
	�
��� ����6� :���� 7*;*7�� 
	�	���� �	 ��	� �	��
���� ��	
� �	���* %���	�
� ������� 
	 �� �	 � cτ (τ) = ei τ � ����� z = cis τ = ei τ * �

*���� #$.$# /��� �� e1(t) = Re ei t 	 e2(t) = Im ei t� t ∈ R' ���	���+	 
�!�	�
�	�� ���������	����� &����	�� ����+� �������� ��
� ,1'F6-� 	�����	 ������� ����	��
���������	����� &����	�� 	 ��	�	���	 ���!� &����	�� e1 	 e2'

1

0

-1

	
� 	 �	
� �	

1

0

-1

	
� 	 �	
� �	

ee1 2

����� 7*7#!

���	
	��! $�	��� ��
���	 e1 � e2 ����	�	
� �� 
	 ����� 7*7#� �����	�
� ��
	��
�	 ��� ��
���� �� ���������
� cos � sin* % �����
	�	 �����
�
��	�
� ��
��� ������
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��* � H1�I � H4	 #I� ������ �	��E� -��������	 +*7� F��	���  � $�	�� + *

 
	������� ���	� �������
� -���������� 	�� �� �����	�� 
	 '������� �	����
��
���	 cos � sin ���� �� ������� �	� � -�������� 7*8*<*

)	 t ∈ R ���
����� cos t � sin t �	 ���� ��	�
� � ��	��
	�
� ��� eit � cis t = eit*
�������6� �����
� ��
���	 cos t � sin t ���	����� �	 ��
���	 cis t �������	�	 R 
	
���
��
� ����
��� T = {w : |w| = 1} � ����	!
5��� #$) �5%8=! ����� z ∈ C∗ �� � �� ���
����	�	 � ���	��

z = |z|eiϕ, ϕ ∈ R.

-�������� �	 &��	 �	�� � �	 z = 0* -�
����� �	 � C∗ = C\{0}* )	 α ∈ R 
��	
� Iα = [α, α + 2π)* �	�� cis t �
�����
� �������	�	 Iα 
	 T ����	��!

(������ #$# �9������������ ���������������	������� ����- 9%8=! �����
z ∈ C∗ �� � �� ��
	������� ���
����	�	 � ���	��

z = |z|eiϕ, ϕ ∈ Iα.

%������ ����� ��������� �� Oα � ��������������� ����

)	 z ∈ C∗ ���
�����
Arg z = {ϕ ∈ R | z = |z|eiϕ}.

-�������� �	 � Arg �����
	�
	 ��
���	*
 �� � ��	�
	 ��
���	 ϕ 
�������
	 
	 ���	��� Ω ⊆ C∗ � 	�� � z = |z|eiϕ(z) ��*

ϕ(z) ∈ Arg z� �	 ��	�� z ∈ Ω� ϕ �� 
	���	 ����� �	�����)�� &����	�� Arg 
	 Ω �
����
� ��
	�	�	 �	 arg*

-�
����� ������� �	�	��	� �  �����
���!
)	 γ ∈ R ��
	���� �	 Λγ = {ρeiγ | 0 < ρ < +∞} ������	�� �	 ��������

� ������
	�
�� �������� ��� ���	��	�	�M ��	� γ �	 x ����* 9��	 � α ∈ R �
Oα = C∗\Λα* 9	 ��
��� '������ � ���
����
���� ���	�
�"�����
���	�
� �����
�'�����	 7*7�� ��	�� z ∈ Oα ���� �� ���
����
� ������	���� � ������

z = |z|eiϕ, ϕ ∈ Jα = (α, α + 2π).

9	 ��	 
	��
 ��	��� z ∈ Oα ��
��
	�
� � ��������
�M ϕ = ϕ(z) � �
����	�� Jα�
�* ���
��	
	 � ��
���	 ϕ : Oα → Jα� ��	 � ��	
	 �����
	�
� ��
���� Arg ���	
	
	�����
�	� 
	 Oα*  �� ������ �	 ��������� �	 � ϕ ��	
	 Arg� �
�	 ������ ϕ
��������� ��
	�� arg ��� argα*

 �� �
Jk = Jk(α) = (α + 2kπ, α + 2(k + 1)π), k ∈ Z,

������ ��	
	 	�����
�	 ϕk : Oα → Jk* ������� �� � ��
	�	 argk ������ ϕk*
�����
� � �	 ����� �	��������!



8; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

%����� 0 /��� �� � = [0,−∞i) = Λ−i 	 O = C∗\�. 	 ���� �� ����� ��������� arg
�� O �
������ ��"
(a) arg(−1) = π;
(b) arg(−1) = 3π.
#� �	 �� � ���)��� (a) arg(i) = π/2� arg(1) = 0. � � ���)��� (b) arg(i) = 5π/2�
arg(1) = 2π7

5��� #$+ �9�������� �������
 ����- 7%8=! /��� �� w, z ∈ C∗' ��
�
(a) w = z ���� |w| = |z| 	 Arg w = Arg z.
%�� �� w = ρeiθ ��
��� � PF ��
� ��
(b) w = z ���� ρ = |z| 	 θ ∈ Arg z.

�������6��� �����6� 
�������
� ��������� '������ 7*7�!

%�������� #$0 �%%8=! /��� �� α ∈ R' ����� z ∈ Oα �� � �� ��
	������� ���
�
����	�	 � ���	�� z = |z|eiϕ, ϕ ∈ (α, α + 2π)� ��'

Oα = {ρeiϕ | 0 < ρ < +∞, α < ϕ < α + 2π}.
5��� #$. �7��������������	������������ ����- 7>�5��8! ����� z ∈ C∗

�� � �� ���
����	�	 � ���	��

z = eln |z|+iφ, φ ∈ Arg z.

���	
	��� F��	� �� �	���	 
	 ���	�
� ����� z = |z|eiφ, φ ∈ Arg z� ������� �� 1 
|z| = eln |z|� � 	�����
� ������� �	 �����
�
��	�
� ��
����* �

��*�� $��������

5��� #$/ �5��! /��� �� z ∈ C∗' ��
� ��

ew = z �7*<>�

����
w = ln |z| + iϕ, ϕ ∈ Arg z. �7*=?�

������ �������6� ��
	�� w = u + iv � 	�����
� ������� �	 exp� �7*<>� ������

	���	�� � ������

eueiv = z.

%���	� � ������� 
	 &��� 7*8� �7*<>� � �����	��
�
� �	

eu = |z| � v ∈ Arg z. �7*=7�

9	 ��
��� ��	�
� 	
	����� eu = |z| 	��� u = ln |z| �� ����	� 	�� � z = 0�
��
	��
	 �7*<>� 
��	 ����
�� 	 	�� z ∈ C∗� ��
	��
	 �7*<>� ��	 �����
	�
�
�
��� ����
	 �	��� �	 �7*=?�* .��� ���� ����
	 ��
	���� �	 Ln z*

F	����
Ln z = {w | ew = z} = { ln |z| + iϕ | ϕ ∈ Arg z}.
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�

%���	� &��	 7*; � 
�������
	 ��������	 &��� 7*<! .�	�� z ∈ C∗ ���� �	 ��
������	�� � ����� z = eln |z|+iϕ, ϕ ∈ Arg z*

��*�� ����
�
 ������
 !���


9��	 � f : M → C* 5 ��	���� �����
� � ������	���� ��
���� f � ���	�
� �����*
 �� � f �= 0� �	�	 �� f ���� ������	���� ����6� ��� ��	�
� ��
���� ρ � ψ 
	
�����6� 
	��
! ρ(z) = |f(z)| � ψ(z) ∈ Arg f(z)� z ∈ M * /�
���� ρ 
	���	�� �����
��
���� f � 	�� � ψ 
�������
	 �
�	 � 
	���	�� ��	
�� ��� ��
���� Arg f *

*���� #$.$ %�� �� z �= 1� 
������	

S = S(z) = 1 + z + z2 + . . . + zn =
1 − zn+1

1 − z
, �7*=��

S1(θ) = 1 + cos θ + cos(2 θ) + · · · + cos(n θ) �7*=#�

=
1
2

+
sin
(
(n + 1/2)θ

)
2 sin(θ/2)

, θ ∈ (0, 2π).

���	
	��� S1(θ) = Re S(eiθ), S(eiθ) =
1 − ei(n+1)θ

1 − eiθ
.�	�� � 1−ei2α = −2i(sin α)eiα�


	�	�� �� S(eiθ) =
1 − ei(n+1)θ

−2i sin θ
2

e−iθ/2. �

*���� #$.$' /��� �� Π− ���� ���������� S = {z : y > x} 	 f(z) = z2' �������	

� ��
(a) f(Π−) = C \ R− 	
(b) f(S) = C−i'

���	
	�� �� (a)� z = rei ϕ� ρ = r2� ψ = 2ϕ� ��������
��	 Cr ���
��	
	 �	 z = rei ϕ,
π/2 < ϕ < 3π/2 �������	�	 �� 
	 ��� Υr ���
��	
 �	 w = ρei ψ = r2ei2 ϕ� 	��
ϕ ↑3π/2

π/2 � �	�	 ψ ↑3π
π * %���	 ��	� ���	 Υr � ����
��	 ��� ��
� �	���! Kr2 \ {−r2}*

�

*���� #$.$) /��� �� f(z) = z3' �������	 
� f �	�� ��
���	��� �� H 	 
� ��
f(H) = C∗'

���	
	��� z = rei ϕ� ρ = r3� ψ = 3ϕ� 	�� ϕ ↑π
0 � �	�	 ψ ↑3π

0 * �

*���� #$.$+ /��� ��
lim
z→a

f(z) = A. �7*=+�

%�� �� A �= 0,∞� ��
� �� &������ ,1'<8- ��	�������� ��

lim
z→a

|f(z)| = |A| 	 lim
z→a

arg ◦f(z) = arg A, �7*=8�

�
� �� arg �
��������+� ����� ���������'



8= ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

���	
	���  �� � Λ ������	�	 �	 �������� � ������
	�
�� �������� ��	 �	����
−A� �	�	 
	 C \ Λ ������ ��	
	 	�����
�	* �

9��	 � z = reiθ �	�	�� � ���	�
� ����� � 
��� �����
� �	��� z0 �= 0*
-�������	���� �	 f ��	 ����� � �	��� z0 �= 0* '	�	 �� 
	 ��
��� ������� � ������
����������� fr = f ′eiθ � fθ = f ′ir eiθ� ��� �� ������ �	��
	� � �	��� z0 �= 0* %���	
�

irfr = fθ. �7*=;�

2��
	��
	 �7*=;� � 	����
	���
	 ����	 C − R �����	 �C − R ��
	��
	 � ���	�
�
������*
-�������	���� �	 � f R"������
��	���
	 � �	��� z0 �= 0 � �	 �	�� ��
	��
	 �7*=;�*
'	�	 � df = fθdθ + frdr = fr (irdθ + dr)* �	�� � dz = eiθdr + rieiθdθ =
eiθ(irdθ + dr)� ����	 ���� ����� df = e−iθfr dz � ����	

f ′ = e−iθfr =
−i

z0
fθ, �7*=<�

��� �� ������ �	��
	� � �	��� z0 �= 0*
5 ���� �	 ����E�
�� ��� ������� ������ �	��E� )	�	�	� 4.05 H2�"4	I*

*���� #$.$. /��� �� f(z) = 1/z' /�+	 	���
 &����	�� f '

���	
	��� 5����	�
� �� ���� u = (cos θ)/r� v = −(sin θ)/r. 9	 ��
��� ��
	��
�
�7*=<�� �	 z �= 0

f ′(z) = e−iθ

(
−cos θ

r2
+ i

sin θ

r2

)
= − 1

z2
.

����	��
�� � ��������� 
�������
� ��������
� ����� ��� ����		
	 ��
���	 u �

v! fr = − 1
r2eiθ

� ����	

f ′(z) = e−iθ fr = −e−iθ 1
r2eiθ

= − 1
(reiθ)2

= − 1
z2

.

)	 ����� ������ ������ + ������	�
� +*?8"+*?<� +*78"+*�?� H2�"4	I*

��*�� 1���
 $�� � ,-�

.����6	 ���������	 � �����
	 �	 �	�����	
� ��
����	 � �����
	 ��	
	 ��� ��
���	*

%����&����� #$ ) /��� �� f : Ω → Ω1� g : Ω1 → C� Ω0 = f(Ω) 	 g ◦ f = Id �� Ω'
��
� �� f 1 − 1 �� Ω 	 g 1 − 1 �� Ω0'

��"������ #$#0 %�� �� Ω ������ � C 	 f : Ω → C ������	
�� &����	�� ���� 
� ��

ef(z) = z, �� ����� z ∈ Ω,

�� ��� 
� �� f ����� �����	��� (����� �	�����)�� &����	�� Ln) �� Ω; ����� �����
�	��� ��	)�� �� ����)��� �� ln'
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*���� #$.$/ /��� �� ���������� &����	�� g 
�!�	���� �� ����� ������	 Ω 	 Ω1 =
g(Ω)' %�� ������	 ����� f0 ��� &����	�� f = g−1 �� Ω2 ⊂ Ω1� ��
� �� f0 1 − 1 ��
Ω2 	 g �� 1 − 1 �� Ω3 = f0(Ω2)' ����	������ �������	�	 ��
� �� g ���������	�����
&����	��'

���	
	��� ��������� �	 � g(f0(z)) = z� z ∈ Ω2* %���	 �� f0(z1) = f0(z2) �����
z1 = z2� �� f0 ◦ g = Id 
	 Ω3� ����� g � 1 − 1 
	 Ω3* �

*���� #$.$0 %�� �� ���������� &����	�� g 
�!�	���� �� ����� ������	 Ω� 1 − 1 	
������	
��� ��
� �� Ω1 = g(Ω) ������. &����	�� f = g−1 �� 1 − 1 	 ������	
�� ��
Ω1 = g(Ω)'

.����6	 ����	 ���	��� �	 	�� Ω 
�� ���	�� �	�	 ���E�
� ���	�	
� � �������
�
����� 
�� �	�
� � ������ ����	�*

*���� #$.$2 /��� �� Π = {x + iy : x ∈ R, 0 ≤ y < 2π} 	 g = exp' ������	�	 
� ��
g(Π) = C∗' #������	 
� �� &����	�� f = g−1 1 − 1 	 
� �	�� ������	
�� �� C∗'

���	
	��� 1��������	 ��
���� f = g−1 � 1 − 1 � 
�������
	 
	 O1 = C∗ \ R+� 	��
�� 
� ���� 
�������
� ��������� 
	 R+* �

2��
���	�
� �� ������	�	 �	 � exp 1−1 
	 D = f(Ω) 	�� � f ��	
	 ���	����	

	 Ω ������
��� :���� 7*;*< 
	 ��
���� g = exp�* %���	 � 
	���� �	 ��
���������
���	��� 
	 ����	 ������ ��	
	 ���	����	 �	�������� ���	��� 
	 ����	 � exp 1−1*

9��	 �

Πα = {w = u + iv | u ∈ R, α < v < α + 2π}, α ∈ R

� ��
	���� �	
Lγ = �iγ = {w | Im w = γ}, γ ∈ R

��	�� ��
�� �	�	���
� �	 u ����*
(� &��� 7*8 �����

%�������� #$2 �������������! /��� �� α ∈ R' exp �� 1�1 �� Πα'

%����&����� #$ + /��� �� α ∈ R' exp �����	���� ��
���	��� ,1�1- Πα �� ������
Oα'

������ 9	 ��
��� &��� 7*8� ew = eueiv ∈ Λα 	��� v = α + 2kπ� ����	 exp(Πα) ⊂
Oα* 9	 ��
��� &��� 7*;� ��	�� z ∈ Oα ���� �� ������	���� � ������ z = ew� ���
� w = ln |z| + iϕ� ϕ ∈ Jα� �* w ∈ Πα* �

9	������ �� ��	
 ���	� -��������� 7*�8� ��� �� ���� ��	������ ����6� ����"
�	�	�6�� ������������ ����	* F��	� �� �	���	 
	 �����6� ����������*

%����&����� #$ . /��� �� γ ∈ R' exp �����	���� Lγ �� ��������� Λγ '



;? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

������ 2	�
� � �	 w ∈ Lγ 	�� � �	�� 	�� w = x + iγ� x ∈ R* %���	� 
	 ��
���
ex+iγ = exeiγ � ����� ���� �	 exp �������	�	 Lγ 
	 {exeiγ : x ∈ R} � ����	� � �������

	 �� �	 exp �������	�	 R 
	 Λ0 = (0,∞)� ����� �	 exp �������	�	 Lγ 
	 ������	��
Λγ *

������ -��������� 7*�8! /�
���	 exp �������	�	 Lγ 
	 ������	��

Λγ = {ρeiγ | 0 < ρ < +∞}

� ����	 �
exp(Πα) =

⋃
γ∈Jα

exp(Lγ) =
⋃

γ∈Jα

Λγ = Ωα,

��� �
Ωα = {ρeiγ | 0 < ρ < +∞, α < γ < α + 2π}.

�	�� � 
	 ��
��� '������ 7*7� �2-/�

Ωα = Oα = C∗ \ Λα,

����	 ����� -��������	 7*�8* �
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˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇

������
�
���
���˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇�
�

�
��

�
�

�
�
�
�
�
�

O

eiα���


i(α + 2π)

Πα

iα

v

uO

����� 7*7+! ��
 
��������� Πα � ������ Oα

%��	��	�� ���	��� �	 ������� �	 
�������
� �� &��� 7*< �&��� ����� �	 exp
�������	�	 Πα 
	

Ωα = {ρeiγ | 0 < ρ < +∞, γ ∈ Jα},
� �	 � Ωα = C∗\Λα 
	 ��
��� '������ 7*7� �2-/�*

F	���� 
	 Oα ������ �
����
	 ��
���	 f �����
�
��	�
� ��
����� �	��	 �	 �
f(Oα) = Πα� � ����	 � f ��	
	 ���	����	 
	 Oα ���
	���� f �	 ln�* �����
� �
������	�� �	�
� ���	��	���M ���� ���	�	 � �����6� ���� �	 '������� 7*7� � &����
7*; �3C�/�*
9	 ������� 
�������
� �� &��� 7*< �&��� ����� �	 � Ωα = exp(Πα)* '	��E�� ���
�� ���� ������
� ���	�	��*  �� � z ∈ Ωα� �* z = ρeiγ � 0 < ρ < +∞� γ ∈ Jα� � 	��
� w = ln ρ + iγ� �	�	 w ∈ Πα� �� 
	 ��
��� �
	�	��� &������ �� �E�� ��	��� �
�E��

ew = eln ρ+iγ = ρeiγ = z.
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9�������
� �� ������	�	 �	 � ��
���	 ln 
	 Oα ���
��	
	 � 
	 �����6� 
	��
!
.�	�� z ∈ Oα ���
����
� �� ������	��	 � ������ z = reiϕ� ��� � r = |z| �

ϕ ∈ Jα* 9	 ��	 
	��
 ���
��	
	 � ��
���	 ϕ : Oα → Jα ���� ��
	�	�	�� �	
arg� � ��
���	 ln �	

ln z = ln |z| + i arg z, z ∈ Oα.

-�������� �	 � Im ln = arg 
	 Oα*

��"������ #$#2 �� ln ����)����� ���� ����� �����	���. ��	)�� ����� �
������
�� ln z = ln |z| + i arg z� �� ���
����	�� ��������� � (0, 2π) 	�	 (−π, π)� ���	����
������ ����� �����	���. ���  ��	�� 
� ����	������ ��� 
�� ����� ��
� ���
����
�
������ �� ���
����	�� ��������� � [0, 2π) ���	���� ���� ������ ���
���� �����
�	���� � �� ���
����	�� � (−π, π] ���	���� 
���� ������ ���
���� �����	���' /��'
&����	�� ln 
�!�	���� �� O0 ��

ln z = ln |z| + i arg z, z ∈ O0,

�
� �� 0 < arg z < 2π ���	�� �� ���� ������ ����� �����	���'

-�������� �	 � ���	 ��	�
	 ��	
	 ���
��	
	 
	 O0� 	 ���	 ��	�
	 ����
��� ���
�"
�	
	 
	 C∗� 
��* ��	�
	 ����
��� � ln 1 = 0*

%����&����� #$ / ����� ����� ���������! %�� �� F ���	������� ����� log ��
Oα� ��
� ������	 k ∈ Z� ���� 
� �� F = lnk� �
� �� lnk &����	�� 
�!�	���� ��
lnk z = ln z + 2kπi� z ∈ Oα'

���	
	��� /�
���	 k ���
��	
	 �	 k(z) =
F (z) − ln z

2πi
� 
�������
	 � �������
	


	 Oα* 5�������� ��� ���������� �	 -���������� 7*�7* �

9��	 � Pk = Πα(k) = {w | α + 2kπ < v < α + 2(k + 1)π}, k ∈ Z.

%����&����� #$ 0 /��� �� α ∈ R' ��
�

(a) exp �����	���� �������� ��
�����)�� Pk �� Oα 	 lnk �� 	������� �����	�������
�����	��	�� exp �� Pk'

(b) lnk �� ������&�� &����	�� �� Oα 	 (lnk z)′ =
1
z
.

������ 9	 ��
��� �������
�� ���	�	
	 ����� �	��	 (a)* 9��	 � z ∈ Oα� w = lnk z
� ����	 ew = z* 9	 ��
��� ��
��
�� ������	 �C� ��
����� '�����	 7*77 ������	
���� 
	�	���� (ew)′ = ew* %���	 
	 ��
��� ������� � ������ �
����
� ��
����� lnk

� ��������
	 ��
���	 
	 Oα � ����	 
	 ��
��� ������� �	 ����� �
����
� ��
����
����	 ��!

(lnk z)′ =
1

(ew)′
=

1
ew

=
1
z
.

�

)	 ������
� �	��� (b) ������ -��������� 7*#?*
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��*�� 1���
 !�� ��
 za

 �� � z = r eiϕ� ���	�	
� �

z1/n = r1/n exp
(

i
ϕ + 2kπ

n

)
. �7*==�

�	�� � Ln z = ln r + iϕ� ����	 �

z1/n = exp
(

1
n

Ln z

)
. �7*=>�

%���	� 
	 ��
��� 	�����
� ������� �	 exp� ����	 ��

zm/n = exp
(m

n
Ln z

)
. �7*>?�

 �� � a ∈ C� ���
����� �����
	�
� ��
����

za = exp (aLn z), z ∈ C∗. �7*>7�

/�����	 �7*>7� �	� ������
� ���
���� za � ������ �	 � ������	 �7*>7� �	�
	 �	
a = m/n*
4����	��	 �	 ���
���� �7*>7� �	��E� ���	�� �� ��	�
� 	
	���� � ���� 	
	��������
�������
	* 5 1 ���	��� �� xa = exp (a ln x)� x > 0, a ∈ R* . ������� 
	
���� 	
	�������� �������
	 ���	 � �����	 ���� ��	
� ���	����	� ������	 �7*>7�
� ������
� �������
� ��� �������*

��"������ #$ 3 ��� za! �� ��� 
� �� f ����� �	�����)�� &����	�� za �� ������	
Ω ⊆ C∗ ��� �� &����	�� f ������	
�� �� Ω 	 ��� �� f(z) ∈ za �� ����� z ∈ Ω'

�	�� � Ln z = ln |z| + iϕ� ϕ ∈ Arg z� ����	 �

za = { |z|aeiaϕ | ϕ ∈ Arg z}.

2	�
� � �	 	�� � arg ��	
	 	�����
�	 
	 Ω� �	�	 � ��
���	 f ���
��	
	 �	

f(z) = |z|aeia arg z, z ∈ Ω

��	
	 �����
	�
� ��
���� za 
	 Ω*

*���� #$.$#3 ������	�	 
� �� i−2i = exp
(
(4k + 1)π

)
� k ∈ Z� 	 
� �� ���� ������

���
���� �
 (−i)i = exp(− 3π
2 )'

���	
	��� Ln i = {i(π
2 + 2kπ) : k ∈ Z}� ��	�
	 ����
��� ln (−i) = i3π

2 � ��	�
	
����
��� �� (−i)i � ��
	�	 exp(i ln (−i)) = exp(− 3π

2 )* �

%���
� �	 H+ = H� H− ��
	�	�	�� ���
�� ���������
� ��
� �����	�	
*
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��"������ #$ # /��� �� V ����	�� ����� 	�������� L ⊂ R� V ′ = V \ L 	 &����	��
f 
�!�	���� �� V ′' %��� �� t ∈ L� ������� ����	)�� ���
����	

lim
H�z→t

f(z), lim
H−�z→t

f(z)

�������	��� �� ����)����� �� f+(t) 	 f−(t)'

%�� ���
���� 6��� �����	�
� ��������� ��� ���	��
	�	
� �
����	�	� '����� 8"7?*

*���� #$.$## /��� �� S = S1 = {0 < ϕ < 2π/n} 	 g(w) = wn' ������	�	 
� g
�����	���� S ��
���	��� �� O1' ����)	�� �� f 	������� �����	�������' ������	�	 
�
�� f+(x) = n

√
x� 	 f−(x) = ei2π/nf+(x) = ei2π/n n

√
x �� x > 0'

��������� ������� /��� �� Q = Q1 = {z : x, y > 0} 	 g(w) = w4' ������	�	 
�
g �����	���� Q ��
���	��� �� O1' ����)	�� �� f 	������� �����	�������' ������	�	

� �� �� x > 0� f+(x) = 4

√
x� 	 f−(x) = if+(x) = i 4

√
x'

���	
	��� �������6� ���	�
� ������
	�� w = reiϕ � ��
��
� �����
� �����
�
��
���� 
	�	���� g(w) = wn = (reiϕ)n = rneinϕ* %���	� �������	�	
� g ������

	���	�� � ������ ρ = rn� ψ = nϕ* -�������� �	 �� �
	�� �	 �� �	��	 w = reiϕ

�������	�	 � �	��� ρeiψ = z = g(w)* 9��	 � γρ = γρ(t) = ρeit� 0 < t < 2π/n* g
�������	�	 γρ 
	 ���� ��������
��	 ρn� 	�� ��� �	��� ρn* �

%����� 2 /��� �� � = [0,−∞i) = {iy : y ≤ 0} 	 O = C\�' #������	 
� ������	
����� f �	�����)�� &����	�� 3

√
�� O �
������ ��

,�- f(−1) = z0� �
� �� z0 =
1
2

+ i

√
3

2
�

,�- f(−1) = z1� �
� �� z1 =
1
2
− i

√
3

2
'

������ �	� �	�� � � = Λ−π/2 ∪ {0}� ������ ��	
	 	�����
�	 arg ��	 �������	�	
O = O−π/2 � J = (−π/2, 3π/2)* �	�� � arg(−1) = π � z0 = eiπ/3� ��
���	
���
��	
	 �	 f(z) = |z|1/3 exp (i(arg z)/3)� z ∈ O� � ��	��
� �������	�	
�* �

%����� #3 /��� �� f ����� �	�����)�� &����	�� n
√

� n ≥ 1� �� ������	 Ω' #������	


� �� f ′(z) =
f(z)
nz

� z ∈ Ω'

%����� ## /��� �� g = ln ����� �	�����)�� &����	�� Ln� �� ������	 O0 = C \ R+'
#������	 
� �� g+(x) = lnx� g−(x) = lnx + i2π� x > 0'

���	
	��� ln z = ln |z| + i arg z, z ∈ O0; arg+(x) = 0, arg−(x) = 2π, x > 0. �

*���� #$.$# #������	 
� �� ������	 ����� �����	��� 	 ��������� �� C∗'

���	
	�� !  �� � g ��	
	 ���	����	 
	 C∗� �	�	 � Img ��	
	 	�����
�	 
	 C∗*
)	 ���	� �	 
� ������ ��	
	 	�����
�	 
	 C∗ ������ -��������� 7*�7 � �	��E�
F��	�	�  *
)	 �	��� (a) � (c) �����6� -��������� ������ �	�	��	� � 	�����
��*
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%����&����� #$ 2 %�� �� z, w ∈ C∗� ��
� ��"

(a) Arg (zw) = Arg z + Arg w;

(b) Ln (zw) = Ln z + Lnw.

��	����� �������	 
� �	�� ��)��"

(c) arg(zw) = arg z + arg w.

���	
	�� �� (b)! 9��	 z1 ∈ Ln z � w1 ∈ Lnw� �	�	 ez1 = z � ew1 = w � ����	
ez1 ew1 = ez1+w1 = z w*

-���	 ������� �7*>7�� ���������	����� &����	�� �� ����� a� ��� � a ��������	

��������	
 ��� �	������ �� 
����

az = exp (zLn a). �7*>��

-�������� �	 � ez ��� ��
���	 ����	 ������� �7*>��� �����	�
	 �
�������	��	 ez

�� ����	 	�� ������ Ln ������ ��	�
� �������
	��� �������� �� � 
	��� ��	
�� �	�
��
�
��� ���	����	 ln* �	�� � ln e = 1� exp(z ln e) = ez*
 �� � a > 0� �
�	 � ����� �����
� �	 az ��
	�	�	�� exp (z ln a)� ��� � ln a ��	�
	
����
��� ���	����	 �����E�
	 �	 ����
�����	 	�����
�	 � [0, 2π)�*
)	 a �= 0� ����
��� az = exp (z ln a) �� 
	���	 ��	�
	 ����
��� �������� �� � ���	�
�������
	��	� �����
	�
� ��
���� az*

*���� #$.$#' /��� �� arg 	 ln ������ ����� ,
�����	���	��- ��������� 	 �����
�	���� 	 g = exp (α ln)� α ∈ R'
#������	 g+(t) − g−(t) = −2i sin(πα)tαeiπα, t > 0'

���	
	��� -���	 ��������	��� t > 0* '	�	 �� 
	 ��
��� -�����	 77� g+(t) =
exp(α ln+ t) = exp(α ln t) = tα � g−(t) = exp(α ln− t) = exp(α ln t + α 2πi) =
tαei2πα* %���	 � g+(t) − g−(t) = −2i sin(πα)tαeiπα* �

*���� #$.$#) ������	�	 ��	��� &������

Dz1/n =
1
n

z1/n−1, (z1/n)(k) =
1
n

( 1
n
− 1
)
· · ·
( 1

n
− k + 1

)
z1/n−k. �7*>#�

���	
	��� :����� ������� �7*>+�* �

��������� -����
� � ��������� �����6� 
��	���! Cα = Dα = {α−π < ϕ < α+π}�
ϕ = argα ��	�
	 �������
	��	 	�����
�	 ����E�
	 �	 ����
�����	 � (α−π, α+π)�
gα ��	�
	 �������
	��	 ���	����	 ����E�
	 �	 Imgα = argα 
	 Cα ��
fα = exp ◦ (gα/n) ��	�
	 ��	
	 n−��� ����
	*
 �� �� ��
	�� gα � fα �	������ �
�	 ������ 
�� ����������� ��
	�� gα � fα*
-�������� �	 �� ������� Dα � −Oα ��
	��� Dα = Oα−π� �	� � �	 � fn

α = egα = Id*

%����&����� #$'3 ��&��� ����� ������ � ���������! (a) 5����	�� gα 	 fα ��
������&�� �� Dα'
(b) g′α(z) = 1/ew = 1/z� z ∈ Dα'
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���	
	��� 9��	 � w = gα(z)* �	�� � egα = Id� �* z = ew� 
	 Dα� � Dew = ew = z�
�����
�� '������ � ������ �
����
� ��
���� ����� �	 � gα ��������
	 
	 Dα �
�����	�
� g′α(z) = 1/ew = 1/z* %���	� �	�� � fα = exp ◦ (gα/n)� fα � ��������
	


	 Dα � f ′
α(z) =

1
n

fα(z)
z

� �* Dfα =
1
n

fα J � �

(fα)(k)(z) =
1
n

( 1
n
− 1
)
· · ·
( 1

n
− k + 1

)fα(z)
zk

. �7*>+�

*���� #$.$#+ /��� �� f ������ 
�����	���	�� ���+�� ������ �� Ω = Oπ' #� �	 ��
f(i) = exp(i(π

2 + 2π)/3)7

*���� #$.$#. %�� �� ln ������ 
�����	���	�� �� ���
����	�� ��������� � (−π, π),
������	�	

1' ln(−e i) = 1 − π

2
i, ln(1 − i) =

1
2

ln 2 − π

4
i

2' Lne = 1 + 2nπi, Lni = (2n + 1
2 )πi� n ∈ Z

3' Ln(−1 +
√

3i) = ln 2 + 2(n + 1
3 )π i� n ∈ Z

8' %�� �� Rez1 > 0 	 Rez2 > 0, ��
� ��

ln(z1z2) = ln(z1) + ln(z2).

������	�	 ����� �� � ����� &�����	 ���� ���
	 ���� ��
������	� � � 
����� �	��"

ln(1 + i)2 = 2 ln(1 + i), ln(−1 + i)2 �= 2 ln(−1 + i).

���	
	��� -�����
��� 
	 ������� Ln e = {1 + 2nπi : n ∈ Z}*

*���� #$.$#/ %�� �� ln 
�����	���	�� �� ���
����	�� ��������� �
(
− π

2
,
3π

2

)
,

������	�	 ln x = ln |x| + iπ �� x < 0; ln(−1 +
√

3i) = ln 2 + 2
3π i'

*���� #$.$#0 /��� �� R = R(α, β; a, b) = {z : a < x < b, α < y < β}� Rk = {z :
a < x < b, α + 2k π < y < β + 2k π}, 0 ≤ β − α ≤ 2π, k ��� ����'
exp �����	���� Rk �� S = S(α, β; a, b) = {rei ϕ : α < ϕ < β, ea < r < eb}.

*���� #$.$#2 /��� �� arg ������ 
�����	���	�� ��������� �
������ �� ���
����
�	�� � (0, 2π) 	 ln ������� 
�����	���	��� �����	��� �
������ �� arg. 	 S1 =
S(0, α; a, b) 	 S2 = S(−α, 0; a, b)'
������	�	 
� ln �����	���� S1 	 S2 �� ����������	��.
�� 
	�������� ����������	�� ��� �� 0 ≤ α ≤ π.



;; ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

��*�* ����
�
 ��2��3�������� ������

-�������� �	 ���E�
	 �����6� ��� ����� ����� 
�������
� �� -��
���	 ����	
	
���	���� 	�� �	 �� ���	������ �	����	 �	��� �����6� ���	��*

*���� #$.$ 3 /��� �� &����	�� f ������&�� 	 u = Re f ��������� �� ������	 Ω'
��
� �� f ��������� �� ������	 Ω'

���	
	��� 9	 ��
��� ����"1��	
���� �����	� vx = vy = 0 
	 ���	��� Ω* �

*���� #$.$ # /��� �� f ������&�� 	 |f | = R0 ��������� �� ������	 Ω' ��
� ��
f ��������� �� ������	 Ω'

���	
	���  �� � R0 = 0� �	�	 � u = v = 0*  �� � R0 > 0� 
	�	��6� �����	�	�6�
�	���	�
� ������ � ��
	��
� u2 + v2 = R 2

0 � 
	 ��
��� ����"1��	
���� �����	
uxu − uyv = 0, uyu + uxv = 0 
	 ���	��� Ω* �	�� � �������
	�	 ������
��
������	 �� ux � uy �	������	 �� 
���� ux = uy = vx = vy = 0 
	 ���	��� Ω*
����� �� ��� 9��	 � z0 ∈ Ω� w0 = f(z0) � ln ��	
	 ���	����	 
	 B = B(w0; |w0|)*
/�
���	 ln f = U + iV � ��������
	 � U = Re ln f = ln |f | � ��
��	
�	 
	
�����	�	�6� �����
� W �	��� z0* 9	 ��
��� :���� 7*;*�?� V � ��
��	
�	 
	
�����
� W * �

9	 ��
��� :���� 7*;*�7 � '������ � ����
� ����
���� �
����	�	 ���� �� ���	�	��
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(� %������ ������� eix = cos x + i sin x� x ∈ R� �����

cos x =
eix + e−ix

2
i sin x =

eix − e−ix

2i
. �7*>8�

%�� ������� �� �����	��	 �	 ���
����� ������&�� ���
� ����

cos z =
eiz + e−iz

2
i sin z =

eiz − e−iz

2i
. �7*>;�

.�	 ������	 ���� ��
���	 �������	�� �� ��� ���
���� � �����	�	�6�� �����	�	 ��"
���
�
��	�
� ��
����* %�� �� ��������
� �	 ��
��
�� �������� 2π* )	 �� ��
����
�	�� ������� ������
���	
	

(cos z)′ = i
eiz − e−iz

2
= − sin z, �7*><�

� 	
	���
� �	�� (sin z)′ = cos z* '	��E� �	�� �����
��������� ���	���

sin2 z + cos2 z = 1, cos z = sin
(
z +

π

2

)
, �7*>=�

� 	�����
� �������*



���� ���������	����� 
���	��� ��� ���� ZA 	 ��	���� ;<

(�  �����
� ������� �	 exp �����

e±i(z1+z2) = e±iz1 e±iz2 , �7*>>�

� ����	� � ������� 
	 %������ �������� ����	��

cos(z1 + z2) ± i sin(z1 + z2) = (cos z1 ± i sin z1)(cos z2 ± i sin z2). �7*7??�

2	�
� � �	 �� ������� �7*7??� ����� 	�����
� ������� �	 �����
��������� ��
����*
F��
�����

tg =
sin
cos

, ctg =
cos
sin

. �7*7?7�

B����������� ��
���� �� ���
��� �	

sh z =
ez − e−z

2
, ch z =

ez + e−z

2
. �7*7?��

-��������
ch2z − sh2z = 1. �7*7?#�

-��������

sin z = sinx ch y + i cos x sh y, cos z = cos x ch y − i sin x sh y. �7*7?+�

.����	�
�� �	�� sin(i y) = i sh y, cos(i y) = ch y*

| sin z|2 = sin2 x + sh2y, | cos z|2 = cos2 x + sh2y �7*7?8�

sin z = 0 	��� z = nπ �7*7?;�

cos z = 0 	��� z =
(
n +

1
2

)
π �7*7?<�

tg(z + π) = tg z �7*7?=�

*���� #$.$  #������	 
� �� cos(z) = 0 ���� �� z = zk =
π

2
+ kπ, k ∈ Z'

���	
	��� cos z =
eiz + e−iz

2
= 0 	��� eiz = −e−iz� �* e2iz = −1 = eiπ* %���	 �

2z = π + 2kπ* �

*���� #$.$ ' ����������	�� 
� �� tg z = ±i' ��
� ��

tg(z + ω) =
tg z + tg ω

1 − tg ztg ω
=

i + tg ω

1 − i tg ω
= i.

#� �	 ���
� ���
	 
� �� tg ���������� &����	��7 ������	�	 ������
	��	��'

:���	 � �������	
	 ����
��	���� �	 ����* F������� '���6��*

*���� #$.$ ) #� �	 ��
��)	�� tg z = ±i 	�� ������� � C7

���	
	��� 1	�������� ��
	��
� tg z = ±i� 
��* tg z = i 	��� sin z = i cos z 	���
eiz − e−iz = −(eiz + e−iz) 	��� eiz = 0� ��
��	�����	*
 ����	���
� ����
� �� ���� ������ �����
�� ������� �	 Arctg* �
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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�	�� �	 � ��
���	 ϕ 
�������
	 
	
[0, 1]* /�
���	 ϕ 
	���	 �� ��	
	 	�"
����
�	 ��� ���	*

��"������ #$  ������� ���������

� ���� γ ,����)��� �� �� ∆Arg γ-
�� � �� 
�!�	���	 �� ���
�+	 ��)	�"

∆Arg γ = ϕ(1) − ϕ(0).

)	 �����
� 	�����
�	 ��� ���	 γ ������� �� � ��
	�� :	�Arg γ, :	�Argγ * -��

��� ��� ���	���� �	 ������ ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 �	6��� 
��� 
	����
� �
�������*

�� ��� 
� �� ������ ����	������ O��	�� ��� ��	��
� ����	 ��� ����� 	� ���
	������
��)����*

%����� # /��� �� n ∈ Z 	 γn(t) = ein2πt, 0 ≤ t ≤ 1' �
��
	�	 ������� �����
����� 
� ���� γn'

.�� ������ γn ��	� ���� ��	� T � ���
��
� ����
���* /�
���	 ϕ ���� �� ����
���
��	�� �	 ϕ(t) = ϕn(t) = 2πnt* �	�� � ϕn(1) − ϕn(0) = 2πn� �����
	 	���"
��
�	 ��� ���	 γn � 2πn* .����	�
�� �	 n = −1� γ−1 � 
��	���
� ����
���	
	
���
��
	 ����
��	 � �����
	 	�����
�	 ��� ���	 γ−1 ��
	�	 � −2π* -��������
�	 � ���� ��������	 
� ������ ��	
	 	�����
�	 � �����
� ��	�	 T � 	�� ������
��	
	 	�����
�	 ��� ���	* (��	 ���	�	 �	 ������ ��	
	 ��� ���	 � �	 �� ���
������ 
	 ������ ��� ����	�	� ���	����	 �����	�
�� O"���	*



���� ���������	����� 
���	��� ��� ���� ZA 	 ��	���� ;>

%����� #' (a) /������	 ���!� ,����- ���� γ(t) =
1

t + 1
ei2t,

π

8
≤ t ≤ 15π

8
	

������	�	 
� �� ∆Arg γ = 7π/2 ,�	
��	 ��	�� 1'1D-
(b) /��� �� n ∈ Z 	

�n(t) =
1

t + 1
ein2πt, 0 ≤ t ≤ 1; γn(t) =

1
t + 1

eint,
π

4
≤ t ≤ 7π

4
.

#������	 
� �� ∆Arg �n(t) = 2πn, ∆Arg γn(t) =
3n

2
π' /������	 ������� ������ �2�

γ2� �3 	 γ3'

�

�

x

y

0

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
��

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇

����� 7*7;! ���	�� ����	���

9��	 � γ ��� � ���	��� O " �	�	
 ���
��	�	 �� ������
	�
�� ������	� �	�	� 
	
�	�	���	����� �
����	�� [α, β]* �	�� 
	
O ������ ��	
	 arg� ������ ���
��	��
�����
� ��
���� arg ��� γ� � ��
	��!

∆Arg γ = arg γ(β) − arg γ(α).

9��	 � γ ��� �	 �	�	���	����� �
"
����	��� I = [0, 1] � 0 = s0 < s1 <
· · · < sn = 1� zk = γ(sk) � 
��	 � ���
γk ���������	 ���	 γ 
	 Ik = [sk, sk+1]�
0 ≤ k ≤ n − 1* ��	��� �	���� �	 �
��� γ ��������
M �	��	�	 z0� z1, . . . , zn


	 ������ γk*
 �� � γ ��� � C∗� ������ �������	M

����	
�� ���	 �	��	 �	 ��	�� ��	� γk ���"
�	�	 ���	��� Ok" �	�	
 ��� ��	�	 �� ����"
��
	�
�� ������	* F	���� ������ ���
"
��	�� �����
� 	�����
�	 ��� ��
���� γ� �*

∆Arg γ =
n−1∑
k=0

∆Arg γk.

%��	��	�� ���	��� �	 ������� �	 � ��	 ���
���	 �	��	�
	 �	 F��
����� 7*��*
%�	������ ��	
� ϕk = argk �����
	�
� ��
���� Arg 
	 Ok �	�� �	 �

ϕk(zk) = ϕk+1(zk), k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

F��
����� ϕ 
	 I� �	�� �	 � ϕ ��
	�� ϕk ◦ γ 
	 [sk, sk+1), 0 ≤ k ≤ n − 1* 2	�
�
� �	 � ��
���	 ϕ 
�������
	 
	 I � �	 �	��!

γ(t) = |γ(t)|eiϕ(t), t ∈ I. �7*7?>�

/�
���	 ϕ 
	���	 �� �
�������
	� ����� ��������� 
� ���� γ� 	 ������	 (1.109)
���	�
	 �������
�	��	 ���	 γ* F	���� ���	�	�� ��� �����6� ������	�!



<? ����� �� ������	 ������	 � �������
�� 
���	��

%����&����� #$'# /��� �� γ : I → C∗ ���' ��
� ������	 ������	
�� &����	��
ϕ : I → R ���� 
� ��

γ(t)
|γ(t)| = eiϕ(t), t ∈ I

	 
� ��
∆Arg γ = ϕ(1) − ϕ(0).

/�
���	 ϕ 
	���	 �� 
�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 γ*

*���� #$.$ + ������	�	 
� 
�!�	�	�� ∆Arg γ = ϕ(1) − ϕ(0) �� ���	�	 �
 �����
��������� ϕ'

���	
	��� 9��	 �� ϕ � ϕ1 ��	
� 	�����
�	 ��� ���	 γ* -�������� �	 � ��
���	
(ϕ − ϕ1)/2π 
�������
	 � �������
	* �

,����������� ��"������ ������� � �����������

)	 ��������
� ��
���� f � ��������	
 ��� a ∈ C ���
����� ��
���� fa ���	
��	��	
�	 ������ a� ����6� fa(z) = f(z) − a* .���
� �	 ��� ������ γa(t) = γ(t) − a*

9��	 � γ �	�����
 ��� � 
��	 w 
� ����	�	 γ∗*  �� � ��
���	 ϕ = ϕw


�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 γw� ���
����� ����� ����	�	�	 ���	M γ ���

�	��� w �	� Indγw =
ϕw(1) − ϕw(0)

2π
*  �� � γ �	�����
 ��� �	�	 � eiϕ(0) = eiϕ(1)

� ����	 ϕ(1) − ϕ(0) = 2kπ� ��� � k ∈ Z* %���	 � Indγ �������
	 ��
���	*
9��	 � γ ��� � f 
�������
	 � �	������	 �� 
��� 
	 γ∗ � Γ = f ◦ γ* -����
	

	�����
�	 ��
���� f ��� ���	 γ ���
��� ��

∆γArg f = ∆Arg Γ.

 �� � γ �	�����
 ��� � w 
� ����	�	 γ∗� ��������� �	 �� Indγ ���� ���	���� �

	 �����6� 
	��
!

Indγw =
1
2π

∆Arg γw =
1
2π

∆t∈IArg (γ(t) − w).

(������ #$#' �(������ � ������� ?��������� ����! %�� �� γ �������� 0���

���� ,�����- ���� ��
� ��"
1. Indγw = 1 �� ����� w ∈ Int(γ) 	�	
2. Indγw = −1 �� ����� w ∈ Int(γ)'

��"������ #$ ' ���"������ � ������������ ?��������� ����! %�� �� 	 1. ,���
�����	���� 2.-� �� ��� 
� �� ��� γ ���	�	��� ,�������	���� �����	���- ��	����	����'

F��	� ��� '������ �	 �	�����
� 0���	
��� �������� ��
����� �	� �� � $�	�� <*
%�	 ����	 � �����	
 �	 �����
�*

5����� ��
	�� Indγw� �����
� � ��������� ��
	�� n = n(γ,w)*

%����� #) /��� �� γ ��� ��
�� ��
��)	��� z = γ(ϕ) = 1/2+eiϕ� π/4 ≤ ϕ ≤ 7π/4�
f(z) = z3 	 Γ = f ◦γ' /������	 ���!�� ������ γ 	 Γ' #� �	 �� ∆Arg Γ = 6π− 3π/27



����� �

�	������
�� 
 �������	�
��	��
��

��� ��%	���� ������ 	 ������	��

�����������

 �� � f = u + iv ��������
	 ��
���	 ���
��	
	 
	 [α, β]� �	�	 ���
�����
β∫
α

f(t)dt =
β∫
α

u(t)dt + i
β∫
α

v(t)dt*

-�������	����� �	�	� �	 � γ ��� � ��
���	 f 
�������
	 
	 ��	�� γ∗*

��"������  $# ���"������ ���������! �������� &����	�� f 
� ���� γ 
�!�	�� ��
��� 	������� 
� ������������� 	�������� [α, β] ���� γ"∫

γ

f(z)dz =
β∫
α

f(γ(t))γ′(t)dt. ��*7�

�������� �� ���	�	 �
 ��������	���	�� ����'

-�������	���� �	 � ϕ : [α1, β1] → [α, β] 
�������
� ������
��	���
� 1− 1 �������	"
�	
� �	�� �	 � ϕ(α1) = α, ϕ(β1) = β* F��
����� γ1 = γ ◦ϕ* 9	 ��
��� �������
� ������ ���������� �����

γ′
1(t) = γ′(ϕ(t))ϕ′(t)

��	���� � ������� 
	 ���
���� �
����	�	 
	�	����

I1 =
∫
γ1

f(z)dz =
β1∫
α1

f(γ1(t))γ′
1(t)dt =

β1∫
α1

f(γ(ϕ(t)))γ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt. ��*��

.	 ����� ���	
�� �������6� ���
���� �
����	�	 ��� ���	 γ � ������� � ���
� �����
����
�	 �
����	��� 
	�	����

I2 =
∫
γ

f(z)dz =
β∫
α

f(γ(τ))γ′(τ)dτ =
β1∫
α1

f(γ(ϕ(t)))γ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt. ��*#�

<7



<� ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

(� ��*�� � ��*#� ����� ������	 ∫
γ1

fdz =
∫
γ

fdz, ��*+�

��� � τ = ϕ(t) ��������	 �����
	 �	�	����	*

A (
����	� �� ���� ���
��	�� � �	� ��	
��
	 ����
��� �
����	�
�� ���	! 
��	
� α = s0 < s1 < · · · < sn = β ��
	 �����	 �
����	�	 [α, β] � 
��	 ��
zk = γ(sk), ∆zk = zk+1 − zk, ςk = γ(τk)� ��� �� τk ∈ [sk, sk+1] ��������
�

�	���� � 
��	 � δ = max |∆zk| , 0 ≤ k < n � σ =
n−1∑
k=0

f(ςk)∆zk.

 �� ������ ��
	�
	 ��	
��
	 ����
��� I = lim
δ→0

σ� �	�	 I 
	���	�� �
����	���

��
���� f ��� ���	 γ � ��
	�	�	�� �	
∫
γ

fdz*

�������6��� ���� ���
���� � 
�6��� ���	���	�� �	 �� ���
���� �����	��
�
�*
 �� � γ ���� �	�	 � ∫

γ

fdz =
β∫
α

f(γ(t))γ′(t) dt.

 �� � γ �����������	
 � 
�������	
 ���� f 
�������
	 
	 γ∗� �	�	 ��� �	� �  
	����
#� ���	��� �	 � I ;	������	������� 	�������!∫

γ

fdz =
β∫
α

f(γ(t))dγ(t).

 �� �� ��	
	 �	��	 ���	 γ1 ����	�	 �	 �����
�� �	���� ���	 γ2� ������ ��	��	��

����� �	�	���	���� �
����	�� �	�� �	 �� γ1 � γ2 ����
� �	 ������	� ��	
 ��� γ�
� �	 �	�� ∫

γ

fdz =
∫
γ1

fdz +
∫
γ2

fdz ��*8�

�	 ��	�� ��
���� f ��	 � 
�������
	 
	 ��	�� γ∗ = γ∗
1 ∪ γ∗

2 *

��"������  $ �@������� ����������� ���! /��� �� γ ��� 
�!�	��� �� �����
��������� 	�������� [0, 1] 	 γ1(t) = γ(1 − t)' ��
� �� ��� γ1 ���� �������� ��	����
�	��� �
 ���� γ 	 ��	)�� ����)��� �� γ−'

-��	���� �	 � ∫
γ−

fdz = −∫
γ

fdz. ��*;�

9	 ��
��� ���
���� �
����	�	 ��� ���	 γ1 � ������� γ′
1(t) = −γ′(1 − t)� 
	�	����

I1 =
∫
γ1

fdz =
1∫
0

f(γ1(t))γ′
1(t)dt = −

1∫
0

f(γ(1 − t))γ′(1 − t)dt. ��*<�

.	�	� �������6� ���
� τ = 1 − t (dτ = −dt)� �����

I1 =
0∫
1

f(γ(τ))γ′(τ)dτ = −
1∫
0

f(γ(τ))γ′(τ)dτ. ��*=�

(� ��*=�� � ������� 
	 ���
���� �
����	�	 ��� ���	 γ� ����� ��*;�*



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� <#

����� 5
�
������ '� ��������� ��
����� ���
�����

5���  $# /��� �� γ ���� ‖ f ‖∞= max
α≤t≤β

|f(γ(t))| ,����	��� |f | �� γ∗- 	

|γ| =
β∫
α

|γ′(t)|dt 
� 	�� ���� γ' ��
� ��

∣∣∣ ∫
γ

fdz
∣∣∣ ≤ ‖ f ‖∞ |γ|. ��*>�

������ 9��	 � I =
∫
γ

fdz* '	�	 � I = |I|eiθ� �* |I| = e−iθI* %���	 �� ����	

|I| = e−iθI =
β∫
α

e−iθf(γ(t))γ′(t)dt

� ����	

|I| =
β∫
α

Re (e−iθf(γ(t))γ′(t)) dt. ��*7?�

�������6� ��*7?�� 
	 ��
��� �����
�	�
� 
���
	����� Re z ≤ |z|� �����

|I| ≤
β∫
α

|f(γ(t))γ′(t)|dt ≤ ‖ f ‖∞
β∫
α

|γ′(t)|dt.

%���	� � ������� 
	 ���
���� ����
� ���	 γ� ����� ��*>�* �

@��������� ���������

�	�  �� � a ∈ C ��������	
 ��� � r > 0� ��� ���
��	
 �	

γ(t) = a + reit , 0 ≤ t ≤ 2π,

���� �� ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �	 ��
���� � a ��������
��	 r* (�(
eit
)′ = ieit ������ ����� γ′(t) = ireit � ����	 �� ����	

∫
γ

fdz = ir
2π∫
0

f
(
a + reit

)
eitdt. ��*77�

�	�� � γ′(t) = ireit� �� � |γ′(t)| = |ireit| = r� ��	��� ����	�� ������� �	
����
� ����
���

|γ| =
2π∫
0

|γ′(t)|dt = 2πr. ��*7��

-�
����� �	 � a �������� ����
��� γ* (� ������� ��*77� �����

∫
γ

f(z)
z − a

dz = i

2π∫
0

f
(
a + reit

)
dt. ��*7#�



<+ ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

��� 9��	 �� a, b ∈ C* -�� ���
��	
 �	

γ(t) = a + t(b − a) , 0 ≤ t ≤ 1, ��*7+�


	���	 �� ��	����	��� 	������� [a, b]* (� ���
���� �
����	�	 �����

∫
[a,b]

fdz = (b − a)
1∫
0

f(a + t(b − a))dt.

5 ��	��� �� 	��	 ������	 �	 �����
�� �	�	���	����� �
����	�	*

-������	�	
� τ � ���
��	
� �	 τ(t) =
t − α

β − α
� �������	�	 [α, β] ��		�
� ��"


��
	�
� 
	 [0, 1].
9��	 � ����
���	
 �
����	� [a, b] �	�	��������	
 �	 ��*7+� � 
��	 � γ1 = γ ◦τ.
'	�	 �

γ1(t) = γ(τ(t)) = a + τ(t)(b − a) ��*78�

= a +
t − α

β − α
(b − a)

=
a(β − t) + b(t − α)

β − α
.

D��	�	� �	�� ������	�	 �	 � γ1(α) = a � γ1(β) = b� 	 ��	��� �� ���� �������
�� ��	
 ���	� �	 ��*78� �	� �	�	������	��� ����
���	
�� �
����	�	 [a, b]*

��� 9��	 � {a, b, c} ���E�
	 ����	 ��������
�� �����	� � ∆ = ∆(a, b, c) �����	�
�	 ����
��	 � �	��	�	 a, b � c �
	�	
� ��
����	
 ���� ��� �	���� �	���
a, b � c�* )	 
�������
� ��
���� f 
	 ��	
��� ∂∆ ���
�����∫

∂∆

fdz =
∫

[a,b]

fdz +
∫

[b,c]

fdz +
∫

[c,a]

fdz. ��*7;�

2��
	���� ��*7;� ������ �	��	��	�� �	� ���
���� ���� ���	
�* '	��E�� ����
�� ��	��	�� �	 � ��
���	 ∂∆ 
	��	�	 ��		
�� ����
���	
�� �
����	�	 [a, b], [b, c]
� [c, a]* 5 ��� ����	�� �������6� ���
���� �
����	�	� ��
���	�
� � ���	�	��
�	 �	�� ��*7;�*
 �� �� a, b � c �������� ������
�� ����
��� �
����	�	 �� 
� ��
	*  �� ��
(a, b, c) �	��
� �	 (a, c, b)� �
����	� ��
	 �
	�*

����� ��2��
�� /��
������ 4
��
�� � �'���� 6�/478

�	� � 1�	�
� 	
	���� ���	��� �� �����6	 ���	*

5���  $ %�� �� f : [α, β] → C ������	
�� 
	&�����	���	���� ��
� ��

β∫
α

f ′(t)dt = f(β) − f(α).



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� <8

(������  $# ���1����� ���������� (������ � �&����- ��(=! ����������	��

� �� F ∈ H(Ω) 	 
� �� F ′ ������	
�� � Ω' %�� �� γ ��������� ������� ,����	��
���- � Ω� ��
� �� ∫

γ

F ′(z)dz = 0.

������ 9��	 � [α, β] �	�	���	���� �
����	� ����� γ � h = F ◦ γ*
9��	 � ���� γ 
�������
�"������
��	���	
 ���* '	�	 �� 
	 ��
��� &��� 7*7�
h′(t) = F ′(γ(t))γ′(t)� �	�� �	 �

I =
∫
γ

F ′(z)dz =
β∫
α

F ′(γ(t))γ′(t)dt =
β∫
α

h′(t)dt.

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇�

˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇�

��
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�

�
�
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" �

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

����� �*7! � �!

%���	� �������6� &��� �*� �9��
"
&	�
����� �������� � ��
�
��� γ(α) = γ(β)�
����	�� I = h(β) − h(α) = F (γ(β)) −
F (γ(α)) = 0*
5 ������ ����	�� γ ���� �� ��������

	 ��
	�	
 ��� 
�������
�"������
��	���
��
�����	 γk : [sk, sk+1] → C (s0 = α < s1 <
s2 < · · · < sn = β))* �

%��������  $# ���� �� zn 	���
 &����	��
zn+1

n + 1
�� ��� ���� ������� n �= −1� ���
	∫

γ

zndz = 0� �� ����	 �������� ��� γ ��� ��

n = 0, 1, 2, . . . , 	 �� ����	 �������� ��� γ ��
���	 0 /∈ γ∗ ��� �� n = −2,−3,−4, . . .' ���)��
n = −1 �� �������� ����+� ����� 	�
����
���� � �
���� �� ��)�� ,�	
��	 9���� F-'

(������  $ �?�������� �������! ����	 0��
���� ��������	 ��� γ � ���������
��� ����	 C 
��	 ���������� ����� �� 
�� ������	 ���� 
� �� γ∗ ����	�� ����� �

��	'
�� Int(γ) ����)��� �� �����	)��� ������� � �� Ext(γ) �������	)��� ������'

��"������  $' �?�������� ������- �������� ������! %�� �� γ ��������� 0���

����� ���� ��
� �� G = Int(γ) ���	�� 0��
����� ������. ����	����� ��� �� γ
�������� G = Int(γ) ���	�� �� 0��
����� �������� ������'

��"������  $) ��������� ������ � �������� ������������ �������! /��� ��
G0, G1, . . . , Gn 0��
����� �������� ������	� 	 ���� �� 	�������	 �����	"

,�- Gν ⊂ G0, ν = 1, 2, . . . , n�



<; ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

,�- Gi ∩ Gj = ∅ i �= j, i, j ≥ 1

	 ���� �� G = G0\
n⋃

ν=1
Gν .

������ G 
�!�	���� �� ���� ��)	� ���� �� 
�� �� 
�� ��������� ������� 	�	 ���+�
�
������ 
�����'
%�� �� ������	 ∂Gν ��	����	���	 ����+� 
�� �� 
�� �����	 ������ γν � ���� 
� �� γ0

���	�	��� ��	����	���� �������� � γ1, γ2, . . . , γn

�����	��� ��	����	���� �������� ��
� �� ����)�� &��	�	�� ��������	 ������ ,����-
Γ = {γ0, γ1, . . . , γn} ���	�� �
������
 
����������� ������� 	�	 ���
���� 
���

��������� ������� 
������ G' ������ �� �	�� 	 Γ =
n∑

ν=0
γν '
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���	��� �������
� ����
���	
	 	�� � ���"
�
�	��	 �	��	 �	 ���	�� ���	� �	 ����
���	
�* F��
���	 �*+ ��������	 ��	 �
��"
����
� �������*

��������! )	 ��� �� ��� �����	�
�
���	�� �	���� ��	��� �����	�
	� �	�� �	
� ����� ������ �����	�
	 � ��
���
	
���	�� ��	� ���	 �
	��
	*

����� 1����������� 61����8 �
��2��
�� /��
������ 4
��
�� 6�/48

5 ����� 1�	�
� 	
	���� ���	��� �� $��
".������	 ������	 �	 ��
���	�
� ���	���*
.�����	�� ���	� ��������
� ������ �∂"������� ��� �������*

��"������  $+ �7���������� � ����������� ������! �� ��� 
� �� ������ D
����������� � �
���� �� ��� Oy ,���Oy- ��� �� �����	)��� �� 
�� ����� ���������
�� y����� 	 
�� &����	�� ,��������	�� x- ���� �� 
�� �� 
�� ������ ,�	
��	 ��	�� 2'3-'

�

�
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O α β

A+ B+

A

B

γ

γ+

u1

u2

%

%

����� �*#! "��	����� ������ Oy

%��	�� D � �����
�	�
	 � ��
��� 
	
��� Ox ���"Ox� 	�� � ���	�� D1 = iD ��"
Oy*
%��	�� D � �����
�	�
	 	�� � ��"Ox �
��"Oy*
%��	�� G � ��
���	�
	 � ��
��� 
	
��� Oy ���"Oy� 	�� �� ���� ����������M
��	�	�	 �	�	���
�� y"��� 
	 ��
	�	

��� ��"Oy ���	���*
%��	�� G � ��
���	�
	 	�� �� ���	��� G
� iG = {iz : z ∈ G} ��"Oy ���	���� �*
	�� � ��
	��	�
	 � ��
��� 
	 ��� ���*

9��	 �� u1, u2 ��	�
� ��
���� ���
�"



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� <<

�	
� 
	 �
����	�� [α, β]� α < β� ���
��	� ���"��"��� 
�������
� ������� � 
��	 � u1(x) < u2(x) �	 ��	�� x ∈ (α, β)*
%��	�� D

D = {(x, y) : u1(x) < y < u2(x), α < x < β}

	���	 �� �����
�	�
	 � ��
��� 
	 ��� Oy ���"Oy�� 
��	 �� γ1 � γ2 ������ ���
��	
�
�	

γ1(x) = (x, u1(x)), γ2(x) = (x, u2(x)), x ∈ [α, β].

-������
� ����
���	
	 ��	
��	 γ ���	��� D �	���� �� �� ��
���	!

γ1, [B,B+], γ−
2 , [A+, A],

��� � A = γ1(α), B = γ1(β), A+ = γ2(α), B+ = γ2(β)*
�	�� �� ��
���	�
	 ���	�� G � ��
��� 
	 ��� Oy ���"%O� ���� ����������M

��	�	�	 �	�	���
�� y"��� 
	 ��
	�	
 ��� ��"Oy ���	���� ����
���	
	 ��	
��	 ���	���
G �� ���� ���
��	�� ����6� ���	���	
	M ����
���	
�� ��	
��	 �����
�	�
�� ���	���*
�

j

b

a

Di

D

����� 2.4.a ����� 2.4.b

����� �*+! #�������� �������

9	 ����� 2.4.a �	�	 � �����	 ���	��� 
	 el − Oy ���	���� 	 
	 ����� 2.4.b 
	���	

� ��� ������ 
��� ���	��� 
	 el − Oy ���	���*
-�������� �	 �� �����
�	�
� ���	��� 
	 ������ ��	����	�
��� ��	���	
 ������	��
����� ��
����
� �����*
9	 ��
��� �	��	��	
	 � $�	�� < ���� �� ���	�	�� �	 � ���
���	 ����
�	��� �
��� ��������� �	��	�
	 �	 F��
����� 7*�#*

5 ��� ������ ��������	��	��� ���� 	�� �� ����� ����	���� �	 �!

�	� G ��
���	�
	 ���	��*



<= ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

��� ��������
	 ��
���	 f �	��
� �	 ����� �	���	�
�� �������	 fx � fy 
�������"

	 
	 G*

-������
� ����
���	
� ��	
��� ���	��� G ��
	�	�	�� �	 Γ* .����	�
�� �����
�	�
�
���	��� ���"��� ��
	�	�	�� �	 D� 	 
����� �������
� ����
���	
� ��	
��� �	 γ = γ+*
-����
�� /���
���� '������� ������ �� ������� H-�I�!

(������  $' �,������ (������ &� ����������� �A �������- ,� ��	Oy$!
%�� �� D ����������� ������ � �
���� �� Oy ���� f 	 fy ������	
�� �� D� ��
�
�� 	 ∫

γ+

fdx = −∫∫
D

fy dxdy. ��*7<�

������ F��
� �
����	� �	 ��������
� ��
���� ���
��� �� ����6� ��	�
�� �
����	�	!∫∫
f =

∫∫
u + i

∫∫
v.

�������6��� ��
	�� �	 ����� �*#* 9	 ��
��� /���
���� ������� 
	�	�� ��

J =
∫∫
D

fydxdy =
β∫
α

J(x) dx, ��*7=�

��� �

J(x) =
u2(x)∫
u1(x)

fy dy.

�	�� �� 
	 ��
��� 9��
"&	�
����� �������� J(x) = f(x, u2(x)) − f(x, u1(x))�
����	

J = − ∫
γ+

f(x, y) dx. ��*7>�

�

(������  $) ����������� ���&��� ��1�� ,������ (������- � ,� (	∂$!
%�� �� G ��
�������� ������� 	 ���������� &����	�� f ����
�� �� ����	����	� 	���
	��
fx 	 fy ������	
�� �� G� ��
� �� 	∫

Γ

fdz = 2i
∫∫
G

∂f dxdy. ��*�?�

������ �	�� � G �����	�
� ��"Oy ���	��� G �� ���� ����������M 
	 ��
	�	
 ���
��"Oy ���	��� Dk� 1 ≤ k ≤ m*
-����
�� $� ��"Oy 
	 Dk� ����	 ��

Ik :=
∫

γ+
k

fdx = − ∫∫
Dk

fy dxdy, ��*�7�

��� � γ+
k �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ���	��� Dk*

 �� ���	��� Di � Dj ��	� 
��* �
����	�� ���
��	
 �	��	�	 a � b� �	� �	��
���� ���



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� <>

��	
���� � 	�� � 
��* Im a < Im b � ���	�� Di ������M � ��
��� 
	 ���	�� Dj �������
����� 2.4.b�� �	�	 � ����
���	
 �
����	� [a, b] ��� ��	
��� γ+

i � 	 ����
���	
 �
����	�
[b, a] ��� ��	
��� γ+

j *
�	�� � ∫

[a,b]

fdx +
∫

[b,a]

fdx = 0,

�����	
�� �
����	�	 Ik ����	 ��

I =
m∑

k=1

Ik =
∫
Γ

fdx,

���� ���	� � ������� 
	 ��*�7� �����∫
Γ

fdx = −∫∫
G

fy dxdy. ��*���

�	�� �� ���	�� G���� �������� 
	 ��
	�	
 ��� ��"Ox ���	���� ������	�6� 
	 ����	


	��
 �	� � ���	�� ������� ��*���� ���� �� ���	�	�� ������	∫

Γ

fdy =
∫∫
G

fx dxdy. ��*�#�

%�	 ������	 �� ���� ������ � �����
�� ��*�7� 
	 ���	�� D1 = iD � ��
���� f1(z) =
f(−iz)* 9	 ��
��� ��*��� � ��*�#� �	��∫

Γ

fdz =
∫
Γ

fdx + i
∫
Γ

fdy =
∫∫
G

(−fy + ifx) dxdy

� �	�� �

∂f =
1
2
(fx + i fy),

����	 ����� ��*�?�* �

��"������  $. �4�������� ���������� �������- ���	���$! %�� �� ����������
&����	�� ������	
�� 
	&�����	���	��� �� ��������� ����� Ω� �� ��� 
� �� ���������
����	�	)�� ,C1� ������&��� 	�	 ������ �������-' ����� ��������� ����	�	)�	 &����	��
�� Ω ����)����� �� A(Ω)'

F	��� f ∈ A(Ω) 	�� ������ f ′(z) �	 ��	�� z ∈ Ω � 	�� � f ′ 
�������
	 ��
���	

	 Ω*
-�
����� f ∈ A(G) �
	�� �	 ������ ���	�� Ω ⊃ G �	�� �	 � f ∈ A(Ω)*
 �� � f ∈ A(G)� �	�	 � fx(z) = f ′(z) � fy(z) = if ′(z)� z ∈ G� ��	��� �� fx � fy


�������
� 
	 G � ∂f ���
����� ��
	�� 
��� 
	 G*
-����
�� '������ �*+ �% $� '"∂� ����	 ��

(������  $+ ���1�� ��1����� (������- OKITa! %�� �� G ��
�������� ���
���� 	 f ∈ A(G)� ��
� �� ∫

Γ

fdz = 0,

�
� �� Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G'



=? ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

��"������  $/ 5����	�� K 
�!�	���� �� K(z, ς) =
1

ς − z
���	�� �� 	
�����


�����
'

(������  $. ���1�� ��1����� ���������� 8������- OKIFa! /��� �� G
��
�������� ������� Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G 	 f ∈ A(G)' ��
� ��

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

K(z, ς)f(ς)dς, z ∈ G.
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������ 9��	 z ∈ G � ��	������
ρ �����
� �	�� �	�� �	 �	�����

���� Bρ = B(z; ρ) ⊂ G*
F��
����� Gρ = G \ Bρ �

h(ς) =
f(ς)
ς − z

. �	�� � Gρ ��"


���	�
	 ���	�� ����	�	��J�� ���"
��
�� OKITa 
	 Gρ ����	 ��∫

Γ

hdς =
∫
Kρ

hdς = Iρ,

��� � Kρ �������
� ����
���	
	
����
��	 �	 ��������� � �	��� z*
-����
�� ������� �	 �
����	� ���
����
���� ����	 ��

Iρ = i

∫ 2π

0

f(z + ρeit)dt.

9��	 � ερ = max
t

|f(z + ρeit) − f(z)|* '	�	 �� �����

Iρ − 2π if(z) = i

∫ 2π

0

(f(z + ρeit) − f(z))dt,

� 
	 ��
��� 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	

|Iρ − 2π if(z)| ≤ 2περ.

�	�� � f 
�������
	 ��
���	 � �	��� z� ���� ����� �	 ερ → 0 � ����	 Iρ → 2πif(z)
�	�	 ρ → 0+* '	��E�� ���� �� ��������� � 0���	
��	 ���	* �

����� �/4 '� ����
�∗

.����	�
� �� % �(/a ����	�� �(/ �	 ���� �% �(/a �	 �����* . ������� 
	 ��
�	 �(/a �	 ���� ��	 �	�
� ����� � ��������
� 	
	����� � �	 ��� ���	��� ���	����

��� ���
���� ���	�� � ���	���	 % �(/a � % �('a� �	�������� ���	�
�� �(/a �	
����*
-������	�6� ���	� % �(/a �	 ��
���	�
� ���	���� �	��������!



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� =7

7*  �� � �����	�
� G = D ����� �
�	 � Gρ = D\Bρ �����
*

�* $�	�
� ������	�� � ����	� �	 � G = D ����� 
	 ���� �� ���	� �(/ �	���	�
� �(' �	 �����
*

%��	�� ���	�� ���	�	� ���� ����
��� ��� �����6	*
-��� ���	���� �	 � �����
 ��
���	�
	 ���	��*

9��	 � a ∈ C, b ∈ C, R > 0, |b− a| < R � 0 < r < R − |b− a|* ��� �	 ������
� ����

�7� V = V (a,R; b, r) = {z ∈ C : |z − a| < R, |z − b| > r} .

.����	�
�� 	�� � a = b� ����
� �����
 
	���	�� ����	��� ����
� �����
� � ��"

	�	�	�� �	

��� A = A(a; r,R) = {z ∈ C : r < |z − a| < R} .

%����&�����  $# ��� �	 ������ V �� ��
�������� ������'
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������ -�������	��"
�� �	 � V �	�� �	 �7�*
D��	�	� ���� �	 �������
�	 ��	�� l1 : Re z =
Re b − r � l2 : Re z =
Re b + r ���� V 
	 ������
��"Oy ���	��� Vk �������
����� �*;�� � �	 ��	�� L1 :
Im z = Im (b − ir) � L2 :
Im z = Im (b + ir) ����
V 
	 ������ ��"Ox ���	���*
.���� �	 �� V
� iV ��"Oy� �* V � ��"

���	�
	 ���	��* �

9	 ��
��� -��������� �*7� � '������ �*8 �OKITa� �	�������� �����	�
� �	
�(' �	�� �	 �����
* -�������� �� �	 OKITa �������� 
	 ��
��� '������ �*+ �%
$� '"∂�� 	 �	 �� ���	� '������ �*+ �	���	 
	 ��*���*
�����
� � �	 ���	�	� ������ ������� ��*��� �	 �����
 V ��������6� ��� ���	��� ���
�� �	�� ������	
� � ������ ��
������*

%����&�����  $ /��� �� KR = KR(a) 	 Kr = Kr(b) ���	�	��� ��	����	���� ��� �	���
	 ���������� &����	�� f ����
�� �� ����	����	� 	���
�� fy ������	
�� �� V � �
�
�� V = V (a,R; b, r) = {z ∈ C : |z − a| < R, |z − b| > r}' ��
� ��∫

KR

fdx − ∫
Kr

fdx = −∫∫
V

fy dxdy. ��*�+�

������ -����
� � �	 ��������� �����* 9��	 � �����
 V ������
 
	 ������ ��"Oy
���	��� Vk� 1 ≤ k ≤ 4� ��	� 
	 ����� �*;� � 
��	 � γk �������
� ����
���	
	 ��	
��	



=� ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

���	��� Vk*
9��	 � KR ������
	 
	 ������ ÂB� B̂C� ĈD � D̂A� 	 Kr 
	 ������ ÊF � F̂E
������� ����� �*;�*
9	 ������� ���	�� V2 = {z ∈ V : Re b − r < Re z < Re b + r, Im z < Im b}� γ2 ��
�	���� �� �����	 ÂB, [B,F ], ÊF− � [E,A]*
-����
�� '������ �*# �$� ��"Oy� 
	 ���	��� Vk� k = 1, 2, 3, 4� � �	���	
�� ����"
�	�	�6�� ��
	��
	 ����	 �� ������	 ��*�+� � ���� � �	����
 ���	� -���������* �

(������  $/ ���( &� ������! /��� �� KR = KR(a) 	 Kr = Kr(b) ���	�	���
��	����	���� ��� �	��� 	 f ∈ A(V )� �
� �� V = V (a,R; b, r) = {z ∈ C : |z − a| <
R, |z − b| > r}' ��
� �� ∫

KR

fdz =
∫
Kr

fdz ��*�8�

������ �	�� �� ���	�� V ���� �������� 
	 ������ ��"Ox ���	���� ������	�6� 
	 ����	


	��
 �	� � ���	�� -��������� �*�� ���� �� ���	�	�� ������	∫

KR

fdy − ∫
Kr

fdy =
∫∫
V

fxdxdy. ��*�;�

%�	 ������	 �� ���� ������ � �����
�� -��������� �*� 
	 ���	�� V1 = iV � ��
����
f1(z) = f(−iz)* %�	���� �������6� ��*�+�� 
	�	����∫

γ

fdz = 2i
∫∫
V

∂fdxdy ��*�<�

��� � γ �������
� ����
���	
	 ��	
��	 �����
	 V *
�	�� � f ∈ A(V )� ����� ∂f = 0 
	 V � ��	��� �� � ������� 
	 ��*�<�� ����	 ��*�8�*�

 �� � ��� γ ������
 
	 ������ γk� �	�	 �∫
γ

fdz =
∫
γ1

fdz +
∫
γ2

fdz + · · · + ∫
γn

fdz.

�	�� ���
	 ���	
	 ��	 �����	 �	 
��* ��
	�
� �������� �����	� �	�������� ���"
�	�
� ���� �����	 γ1 + γ2 + · · ·+ γn� ��	 
� ���	 ���� ���* '	��� ����	�
� ����
���� �� ����	*
�	� ��� �� ��� ���� �������� 
	 ������ 
	 �	�
� 
	��
�� 	�
� � �	 �	������� ���"
�	�
� ���� ���� �������
���	�� ���� �	
	�* -��
��� � �	 ��	 �	
�	 ��	��	��
���
���
�� 	�� �	� ���� �
����	�� �	 ��� ��
���� f *  �� �� ��	 ���
��� 	
	�����	�
�	�������� �	 �����6� ����	��� 
� ��
	� ���
����� �	
�	!

7* ������	��	 ��	 ���	�

�* �����	 ���	 
	 �������

#* 
	�������	
� ��	 ���	�

+* ���	�	������	��	 ��
�� ���	�



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� =#

8* ��
���	�	
� ������
�� �����	*

9	 ��� �	�� 
�� ����� ��������	�� ���	��� �����	��
��� ������
�� ��	 ���
��� ���"
�	�
� ���
����� ��	 �	
�	*
&	
	� � �	�� 	�� �� ���� ������	���� �	� ���	 �	�����
�� �����	*

����� ��2��
�� �
'��� �
�������
 �������)
 !�� ��


��"������  $0 5����	�� K 
�!�	���� �� K(z, ς) =
1

ς − z
���	�� �� ���	���� ����

���' /��� �� γ �������� Ω = C\γ∗ 	 h ������	
�� &����	�� �� γ∗' /� Ω 
�!�	����
���	���� �����&�����	�� &����	�� h � �
���� �� γ ��

Kγ [h](z) =
1

2πi

∫
γ

K(z, ς)h(ς)dς, z ∈ Ω.

%�� �� ����� �� ���� ������� �� �
���	 	�������� �	���� ������ K[h]. 	 ��� �� h = 1
�� γ∗ �	���� Kγ '

9	 ������� �� ��	��	�� ��������� ������� ������ ;*7*7�� ����� �	 �Kγ(z) ��
	��
Indγz ��	 ���	�� ������ ������� �;*7�� � �	��E� ��	�
�
� � $�	�� <� �����	 <*��
'�����	 <*7?�*
5 �	��� ���	�	
� �����
� � ��������� �����6� ��
	��!

fk(ς) = fk(ς, a) =
1

2πi
f(ς)(ς − a)−k−1,

ck = ck(γ) = ck(f ; γ) =
∫
γ

fkdς.

*����  $#$# /��� �� γ = γr ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ����� B = B(a; r)� f
������	
�� �� ��� �	�	 K = K(a, r) 	 ck = ck(f ; γ)' ��
� ��

|ck| ≤ Mr

rk
, k ∈ Z,

�
� �� Mr = max{|f(ζ)| : ζ ∈ K}'

5���  $' �5��� � ������������- 5�9 4�� A! /��� �� γ = γr ���	�	��� ��	�
����	���� ����	�� ����� B = B(a; r)� f ������	
�� �� K = K(a, r)� ck = ck(f ; γ)
	 Φ = Kγ [f ]' ��
� ��

(a) Φ(z) =
+∞∑
k=0

ck(z − a)k, |z − a| < r,

(a1) Φ(z) = −
−1∑

k=−∞
ck(z − a)k, |z − a| > r,
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���	��

(b) Φ �� ����	�	)�� �� ������	 D = C \ K.

������  �� z ∈ B� � ς ∈ K� 
	 ��
��� ������� �	 ���� �����
	�
�� ������������
���	� 
	�	����

K(z, ς) =
1

ς − a − (z − a)
=

+∞∑
n=0

(z − a)n(ς − a)−n−1. ��*�=�

 �� ���
����� ��	 ��� �	 f(ς)� ����	 �� ��� ��� 
	 ��
��� :	�����	����� ����	
�	�
����
� ��
������	 �� ς 
	 K* .	�	 �
����	���� ��	
 �� ��	
 ����� (a)*
.���
� �� ���	��� (a1)*  �� � |z − a| > r � ς ∈ K� 
	 ��
��� ��*�=��

K(z, ς) = −K(ς, z) = −
+∞∑
k=0

(ς − a)k(z − a)−k−1 .

(� (a) � (a1) ����� �	 � Φ 	
	������	 ��
���	 
	 ���	��� D = C \ K. �

/�������! -�������� �	 ��� � ����	� (a) ����������
� (a1)� �	�
����
� ��
���"
���	 
	 ����	��
�� �����������	 ����	 {|z−a| < r} ����������
� {|z−a| > r}�*

����* 4
������� 4
��
��

(������  $0 �(�������� (������! %�� �� f ∈ A(B)� B = B(a;R)� ��
� ��

f(z) =
+∞∑
k=0

ck(z − a)k, z ∈ B, ��*�>�

�
� ��
ck = ck(γρ) = ck(f ; γρ) ��*#?�

	 γρ ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ���
	���� � ��)�	 a� 0 < ρ < R'

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

�
�

�
a

ζ

z

����� �*<! ��������� �����	�

������ -����
� � ��������� ��
	�� Φρ =
Kγρ

[f ]* 9��	 z ∈ B* '	�	 ������ r �	��
�	 |z − a| < r < R*
9	 ��
��� �(/"	 �	 �����

f(z) = Φr(z)

	 ��	��� �� �����
�� &�2 1���������
 / ����	

f(z) =
+∞∑
k=0

ck(z − a)k, ��*#7�

��� �
ck = ck(γr). ��*#��



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� =8

4	�	 � r ��	��	
� � �	���
���� �� z (|z−a| < r)� �������
�� ck �	�	�� �	 ��*#��

� �	���� �� z* 9��	 � 
��* 0 < ρ < r* /�
���	 fk � �����	�
� 	
	������	 
	
�����
� A = A(a; ρ, r) ����"	
	 
	 �	�����
�� �����
� ���	
���
�� ����
��	�	
γρ � γr� � 
	 ��
��� �(' �	 �����
� �����

ck =
∫
γr

fkdς =
∫
γρ

fkdς.

F	���� ���	�	�� ��� �	 �	 ��������
� �	��� z ∈ B �	�� ��*�>�� ��� � ck �	�� �	
��*#?�* �

9	 ��
��� -��������� � ������
���	
� �����
�� �����	� �� ��*�>� �����

ck = f (k)(a)/k!

� ��	���

(������  $2 �(�������� (������  $! %�� �� f ��������� ����	�	)�� �� B� ��
�
��

f(z) =
+∞∑
k=0

ck(z − a)k, z ∈ B, ��*##�

�
� ��
ck = f (k)(a)/k! . ��*#+�

��1����� �����������

9��	 � f 	
	������	 
	 B = B(a;R) � Mρ = max{|f(ς)| : ς ∈ Kρ} , 0 < ρ < R�

��� � Kρ ����
��	 �	 ��������� � �	��� a* �	�� �� �	 ς ∈ Kρ� |fk(ς)| =
|f(ς)|

2πρk+1
≤

Mρ

2πρk+1
� |Kρ| = 2πρ� �� ������� �	 '������� �������
�� ck � 
���
	����� �	

	������
� ����
��� �
����	�	� ����	�� ������� 
���
	����

|ck| ≤ 1
2π

Mρ

ρk+1
|Kρ| =

1
2π

Mρ

ρk+1
2πρ =

Mρ

ρk
, k ≥ 0 . ��*#8�

.����	�
� �	 k = 0� |f(a)| ≤ Mρ*
(� 
���
	����� ��*#8� � ������� ��*#+� �����∣∣∣f (k)(a)

∣∣∣ ≤ k!Mρ

ρk
. ��*#;�

.����	�
�� �	�	 � k = 1 ����	��

|f ′(a)| ≤ Mρ

ρ
. ��*#<�

��"������  $2 5����	�� ���� �� ������&�� �� ����� ����������� ����	 C ���	��
�� ���� &����	��'
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5 -�������� �*7*< ���	��� �� '�����	 ����"$���	 ��	 ����� �	 �� ��������
�
��
���� �����	�
� 	
	������*

-���6� ��*#8� ���� ��*#<� � � '�����	 ����"$���	� ������ ��

(������  $#3 �5�������� (������! ����� ����� �����	)��� �� ��
��� &����	��
f �� ���������'

������ �	�� � ��
���	 |f | ���	
���
	� ������ M ≥ 0 �	�� �	 |f(z)| ≤ M �	 ��	��
z ∈ C* 9��	 � a ∈ C � ρ > 0 ��������	
 ���* 9	 ��
��� ��*#<�

|f ′(a)| ≤ Mρ

ρ
≤ M

ρ
. ��*#=�

(� ��� 
���
	������ �	� ρ → +∞ ����	�� f ′(a) = 0* �	�� � a ��������
	 �	��	�
����� �	 � f ′ ≡ 0 
	 C* %���	 ���� ����� �	 � f ′′ ≡ 0 
	 C � 
	 ��
��� �
������
����� �	 � f (k) ≡ 0� 
	 C� k ≥ 1� 	 �	��� 
	 ��
��� '������� ������� ��	��� ���
�	��� 0� �	 � f ��
��	
�
	* �

��������� 5 ���	�� ������ ���
� |f ′(a)|, �����	 �����	 ��
���� f, ���� ��
��������� ������	 
���
	���� �	 �������
�� ck* /�����	�� a ∈ C� ���� �� �����


��* a = 0* 9��	 � f(z) =
+∞∑
k=0

ck(z−a)k* 9	 ��
��� ��*#8�� |ck| ≤ Mρ

ρk
≤ M

ρk
, k ≥

0 . (� ��� 
���
	������ �	� ρ → +∞ ����	�� |ck| = 0, k ≥ 1 � ����	 f ≡ c0 
	 C*

*����  $#$ /��� �� f ������&�� &����	�� �� ������	 Ω 	 ���� �� f ′ ��
���� 0 ��
Ω' #������	 
� �� f ���������� �� Ω'

����+ 9�2�� ��2��
�� 4
��
�� 69�/48 � %������ 69�/%8 '�
:������!�
 !�� ��


(������  $## ���1����� ���������� (������ &� �������- ��(∆! ��������
���	�� 
� �� ∆ �������� ������� � ��������� ����� Ω 	 f ∈ H(Ω)' ��
� ��

J =
∫

∂∆

f(z)dz = 0. ��*#>�

�����!� 9��	 �� a� b � c ����
	 ∆ � 
��	 �� a1� b1 � c1 �������	 [b, c]� [c, a] � [a, b]�
���������
�� � �	�������� ������ ������	 ∆j ������	
	 ����6� ���E�
�� �����

{a, c1, b1}, {b, a1, c1}, {c, b1, a1}, {a1, b1, c1}. ��*+?�

� �
�

�
�
��

�
�
��

�
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�
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�
��� ��(

� �
�

�
�
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�
�
��

�
��� ��(
�

��
��"

a c1 b

b1 a1

c

����� �*=! � � �� �������

 �� � J ����
��� �
����	�	 ��*#>��

J =
4∑

j=1

∫
∂∆j

f(z)dz. ��*+7�

 ������
	 ����
��� �	� ��
�� �
����	�	

	 ���
� ���	
� ��
	����� ��*+7� � ����	


	�	
�
|J |
4
* %�
	���� �����	�	�6�



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� =<

�����	� �	∆1 � ��
����� ������	� �	∆1

������ ∆� ���* 9	 ��	 
	��
 ����	��

�� ��������	 ∆n �	��
�	 ∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ . . . � �	 � ����
�����
	� ∂∆n ��
	�	 2−nl� ��� � l ����
	 ��	
��� ∆� � �	�� �	 �

|J | ≤ 4n

∣∣∣∣∣ ∫∂∆n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ , n = 1, 2, . . . . ��*+��

�	�� � ∆ ����	��	
� 	 ∆n� n ≥ 1� �	�����
� �������� ������ ����
����
	�
�	��	 z0 ��	 ����	�	 ���� ∆n* F	���� z0 ∈ ∆� � ����	 z0 ∈ Ω �	�� �	 � f
������
��	���
	 � z0*

9��	 � ε > 0 �	��* '	�	 ������ r > 0 �	�� �	 �	��

|f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)| ≤ ε|z − z0|
�	 |z−z0| < r � ������ n �	�� �	 ∆n ⊂ B(z0; r)* )	 ��� n �	��E� ��	�� |z−z0| ≤
2−n l �	 z ∈ ∆n* %���	 �

|f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)| ≤ ε|z − z0| ≤ ε2−n l, z ∈ ∆n, ��*+#�

� ����	

Mn := max{|f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)| : z ∈ ∆n} ≤ ε2−n l. ��*++�

9	 ��
��� -�������� �*7 ���������� �('P�� ������� �	 �� f(z0) � f ′(z0) ��
��	
���
����� ���� ∫

∂∆n

(
f(z0) + f ′(z0)(z − z0)

)
dz = 0,

� ����	
In =

∫
∂∆n

f(z)dz =
∫

∂∆n

(
f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)

)
dz. ��*+8�

�	�� � |∂∆n| = 2−nl� 
	 ��
��� 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	 �
������� ��*++�� ����	 ��

|In | =

∣∣∣∣∣ ∫∂∆n

(
f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)

)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ Mn |∂∆n| ≤ ε 2−nl |∂∆n|,

�	�� �	 �
|In| ≤ ε(2−n l)2 = ε l2 4−n.

.	�	 �� ��*+�� �	��������

|J | ≤ 4n |In | ≤ 4nε l2 4−n = εl2. ��*+;�

%���	
J = 0.



== ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

�

-�
������ ��������
	 ��
���	 f � ��������
	 
	 ������
�� ����� Ω 	�� ������
��
	�	
 ����� f ′(z) �	 ��	�� z ∈ Ω* ��	�� ��������
�� ��
���	 
	 Ω ��
	�	�	��
�	 H(Ω)*
9	 ��
��� �(' ∆ ���	��� �� �	 �� ��������
� ��
���� �����	�
� 	
	�������*

(������ ��1�	,����

(������  $# ���1�	,����- � ������� �- ( �	,� #$! %�� �� Ω ������� �����
��
� ��

H(Ω) = A(Ω) .

F��	� ' �"$� �	���	 �� 
	 '������ � �����	
� ��������
� ��
����*

(������  $#' �%������ ���������� �� �����	*��&��� #$! %�� �� f ������&��
�� B = B(a; r) ��
� f 	�� ��	�	�	��� &����	�� F �� B'

F��	� ��� 
	������ ���� �� �����
��� � 
	 �����	��� ���	���* 5 ��	�� < ���	���
�� �	 ��	 ������	 �	�� � �	 ������"�����	
� ���	���*
������ 9��	 � F 
	 B ���
��	
	 �	

F (z) =
∫

[a,z]

f dζ, z ∈ B. ��*+<�

9	 ��
��� �(' ∆ ���	��� �� �	 � F ′ = f 
	 B*
/�����	�� ��������
� �	��� z ∈ B � ��	������ |h| �����
� �	�� �	�� �	 z+h ∈ B*
'	�	 �����	� ∆ �	 ����
��	 a� z � z + h ����	��
� ����	�	 B� � 
	 ��
��� �('
∆� ∫

[a,z]

fdζ +
∫

[z,z+h]

fdζ +
∫

[z+h,a]

fdζ = 0 .

-��� �	���	� � F (z)� ���6� �	���	� " �
����	� �� �
����	�� [a, z+h] �	 �
	��� ��
���
�* −F (z + h)� � ����	

F (z + h) − F (z) =
∫

[z,z+h]

fdζ. ��*+=�

. ����� ���	
�� �	�� � z �	��� �
����	���� ��
��	
�
� ��
���� f(z) ��� �����
�	
[z, z + h] ����	 ��

f(z) =
1
h

∫
[z,z+h]

f(z) dζ

� ����	� � ������� 
	 ��*+=��

F (z + h) − F (z)
h

− f(z) =
1
h

∫
[z,z+h]

(f(ζ) − f(z))dζ. ��*+>�



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� =>

.	�	 ��������� 
�������
��� ��
���� f : �	 ��	�� ε ������ δ �	�� �	 ��� |h| < δ
��	�� |f(ζ) − f(z)| < ε �	 ��	�� ζ ∈ [z, z + h]* %���	� �� ��*+>� �����∣∣∣∣F (z + h) − F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ <
1
|h|ε|h| = ε,

	 �� �
	�� �	 ������ F ′(z) = f(z). �

����� � "#$� ��
2	�
� � �	 � �����
� ���	�	�� ������� � ����	� �	 � Ω ����* )	�� ��������	����
�	 � f ��������
	 
	 ����� B* 9	 ��
��� '������ � �����	
� ��������
� 
	
������ f ��	 ��������
� ��
���� F *
�	�� � F ′ = f � F ��	 
�������	
 ������ � ����	 F ∈ A(B)* (� '������� '������
����� �	 � F ������	����	 �����
�� ����� 
	 B� � ����	 � F ′ = f �	��E� ����"
��	����	 �����
�� ����� 
	 B� � ����	 �����	�
� �	 f ∈ A(B)* �

)	 ��
���� f �	���� �	 �	�����	�	 �������� �B!! � ����� ����	�	 V ��)�� a� ���
�� f ������	
�� �� V 	 	������� �� &����	�� �� ����	�	 ������ ������� ���	 ���������
��	��
� V �� ��
��� ���	' %���
�� ��
���� ��	 �	�����	�	 ������� �K� 
	���	��
��������
�� � ������ ����	*

F��	� �����6� ���������� � ����	
 ���	�� '������ �*7# � �����	
� ��������
� 
	
�����*

%����&�����  $' �%������ ���������� �� �����	*��&��� �B!! %�� f ��
����
����� �������� ,=- �� ����� ����� B ��
� f 	�� ��	�	�	��� &����	�� F �� B'

(������  $#) ���( ������� ���&��� �� �����! %�� �� f ������&�� �� B =
B(a; r) 	 γ �������� ��� � B� ��
�

I :=
∫
γ

fdz = 0.

������ 9	 ��
��� '������ �*7# �� �����	
� ��������
� 
	 ������ f ��	 ����"
����
� ��
���� F 
	 B* �	�� � F ′ = f 
	 B� I =

∫
γ

fdz =
∫
γ

F ′dz. %���	 �� 
	

��
��� �('P� I = 0* �

(� '�$� ����� �	 %�(' � %�(/ �	�� � �	 ��������
� ��
����*

(������  $#+ ���1�� ��1����� ���������� (������- � ��(! %�� �� G ��
�
�������� ������ 	 f ∈ H(G)� ��
� �� ∫

Γ

fdz = 0.

(������  $#. ���1�� ��1����� ���������� 8������- ���8! %�� �� G ��
�
�������� ������ 	 f ∈ H(G)� ��
� ��

f(z) = KΓ[f ](z), z ∈ G.



>? ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

(������  $#/ �;������� �������! /��� �� &����	�� f ������	
�� � ������	 Ω
	 ∫

∂∆

f(z)dz = 0

�� ���	������	 ������� ∆ � Ω' ��
� �� f ������&�� � Ω'

. ������� �	 �� � �����	���� �����	� ���
��� � �	� ������
 ����� � ��������	��	�	
������� �	����	�� ��� �	 ∆ � Ω* -���	 ���
���� ��� ��� ����� ������	� �
�	�����
 ������ ����� �� ���� �	���	��� ��
���	�
�� ∆ ⊂ Ω*

������ 9��	 � a ∈ Ω � B(a; r) ⊂ Ω* �	� � ���	�� '������ �*7# ��
���	

F (z) =
∫

[a,z]

f dζ, z ∈ B

� 	
	������	 � B � F ′(z) = f(z) � ��	�� �	��� z ∈ B � ����	 � f 	
	������	 � Ω* �

(������  $#0 ���
�+� ��	 �������� �� ���	��������"
,;- 5����	�� f �� C � 
	&�����	���	��� � ����� ����	�	 V ��)�� a'
,=- 5����	�� f �� ������	
�� � ����� ����	�	 V ��)�� a 	 	������� �� &����	�� ��

����	�	 ������ ������� ���	 ��������� ��	��
� V �� ��
��� ���	'
,G- 5����	�� f �� ��� �� � � ������	 ��
 ���	 �������	�� � ����� ����	�	 V ��)��

a'

%�	 ��� ������	 ������	��	� ��� ��
����	 � �	���� ������ ��������
�� ��
���	*
%���
�� ��
���� ��	 �	�����	�	 ������� �1� 
	���	�� ��������
�� � ������
1��	
	� ������� �K� ��������
�� � ������ ����	 � ������� �Q� ��������
�� �
������ :	�����	�	* (�����	��	 (R) ⇒ (C) � ���	�	
	 � '������ ����	 ��('∆��
(C) ⇒ (W ) � '������ '����	 �
	 ��
��� -��������� �*# � �����	
� ��������
�

	 ������ �����	 �K�� � (W ) ⇒ (R) � '������ 7*= � ��������
���� ���� �����
��
���	*

����. 4
��
�� �
�������

��"������  $#3 ����)�� &��	�	�� ������� C = {B0, . . . , Bn}� Bk = B(zk; rk)�
���	�� �� ����	����	 ����� ������� ���

Bk � zk+1, k = 0, . . . , n − 1.

%�� �� z0 = a 	 zn = b �� ��� 
� �� C ����� 	� a � b'

%��
n⋃

k=0

Bk ��	��
� ����� Ω �� ��� 
� �� C Ω������'

5���  $) �(�����1�� 5���- 5 (�� #! %�� �� Ω ������� a 	 b ���	������� ��)��
	� Ω� ��
� ������	 ����	����� Ω � ����� ������� � Ω� ���	 ����� a 	 b'



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� >7

a
k

k+1B b
z zk+1

Bk

�

����� �*>! �
������� ���� �������

������ 9��	 � Ω0 ���� �	�	�	 ω ∈ Ω �	 ��� ������ �����	�
� �	
	� � Ω ��� ��		
�	��� a � ω* 2	�
�� �	 ��� ω ∈ Ω0 ������ ���� B = B(ω, r) ⊂ Ω� ��� � r > 0� �
����	 B ⊂ Ω0 ���	�
���J�* .���
� �� ���	��� �	 � Ω \ Ω0 ������
� 	 �	�� � Ω0


���	�	
� � Ω ���	��� 
	 ��
��� ���������� ������	 �����	
����� ����� Ω0 = Ω. �

5���  $+ �%���1���� ���������� ������� � ������� ����! /��� ��
f ∈ H(B)� B = B(a; r), f(a) = 0 	 f �	�� 	
���	)�	 ���� �� B' ��
� ��

f(z) = (z − a)nϕ(z), ��*8?�

�
� �� n ≥ 1 ��	��
�� ����� ϕ ������&�� &����	�� �� B� 	 ����	)	�� �
 ���� ��
����� ����� B1� �� ���
	���� � ��)�	 a' ����	������ f ���� ���� � B1 \ {a}'
������ 9	 ��
��� '������� �������� ��
���� f �	������� � �����
� ��� 
	 B*
%�
	���� �	 ck �������
�� � �	��� a* �	�� � f(a) = 0� ����� c0 = 0� 	�� ���
�������
�� 
� ���� ���� ��
	�� 
���� �� �� �	�	 ���� f ≡ 0 
	 B* %���	 ������

	�	
� n �	�� �	 cn �= 0� �	 ��� �	��	�	
� ��	 �����

f(z) =
+∞∑
k=n

ck(z − a)k, z ∈ B.

%�
	���� �	 ϕ(z) =
+∞∑
k=n

ck(z − a)k−n, z ∈ B* �	�� � ϕ ��������
	 ��
���	 
	

B� ����� ��*8?� � �	�� � ϕ(a) = cn �= 0� ϕ � �	������� �� 
��� � 
���� ����� B1�
�	 ��
���� � �	��� a � ����	 f 
��	 
��	 � B1 \ {a}* �

F	���� �� &��� �*8 ����� �	 �� ��� ��������	��	�	 &��� �*8� a 	�������� ����
��
���� f � ����	 �� ����	!

5���  $. �5��� 9��������- 5 9��$! %�� �� f ������&�� �� �����
B = B(a; r)� 	 a ��)�� �����	������� ����� E = {z ∈ B : f(z) = 0}� ��
� �� f
	
���	)�	 ��
���� ���	 �� B'

����� .�����
�� ��������	���� �	 f 
�� ���
����� ��
	�� 
��� 
	 B* 9	 ��
���
�������
� ����� ������ ���� B1 �	�� �	 � f �	������� �� 
��� � B1 \ {a}� ��� � �
��
��	������ �	 ��������	���� �	 � a �	��	 
	�����	�	
	 ����	 E *

(� ��������	��� &��� ��
���	�
� �� ������ �	 � f(a) = 0*



>� ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

(������  $#2 �(������ ���������- ( 9��$! %�� �� f 	 g ������&�� &����	��
� ����� ������	 Ω� 	 ��� �� f = g �� ����� E� ���	 	�� ��)�� �����	������� a � Ω�
��
� f(z) = g(z) �� ��� z ∈ Ω'

������ 9	 ��
��� ��������	��� ��
���	 h = f − g � ��������
	 � Ω� � a � �	��	

	�����	�	
	 ����	 E = {z ∈ Ω : h(z) = 0}* 9��	 �� �	��� b ��������
	 �	��	
� Ω* 9	 ��
��� &��� �*+ �� �����	�
�� �	
���� ������ �����	�	
 �	
	� ������	
C = {B0, . . . , Bn} � Ω� ��� ��		 a � b* �	�� � a �	��	 
	�����	�	
	 ����	 E �
h(z) = 0 �	 z ∈ B0*
-�
��
�� �����
�� &��� �*; �& 2���� ����� h = 0 
	 B1* %���	� ��������
��
�����
�� &��� �*; ����	�� h = 0 
	 Bn� � �����	�
� h(b) = 0. �

����; $������� 4
��
��

(������  $ 3 �5������� (������- ( 5��$! /��� �� A = A(a; r,R) ������� 	
f ������&�� �� A' ��
� ��

f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − a)k ��*87�

�
� �� ck = ck(γρ) = ck(f ; γρ) 	 γρ ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ���
	���� �
��)�	 a� �
� �� r < ρ < R' ����	������ c−1 = 1

2πi

∫
γρ

f(ζ) dζ'
;�
 ���������� �������	�� �� ��������	� ��
������	�� ������� A'

������ -�
����� �	 � �����
� ��������� ��
	�� Φρ = Kγρ
[f ]*

9��	 z ∈ A* '	�	 ������ r1 � R1 �	�� �	 � r < r1 < |z − a| < R1 < R*
9��	 � A1 = A(a; r1, R1)* �	�� �� �������
� ����
���	
	 ��	
��	 �����
	A1 �	����
�� γR1 � γ−

r1
� �����
�� �(/ 
	 �����
 A1 = A(a; r1, R1) ����	��

f(z) =
1

2πi

∫
γR1

K(z, ζ)f(ζ) dζ − 1
2πi

∫
γr1

K(z, ζ)f(ζ) dζ. ��*8��
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˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇
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π∫

−π

∣∣f(a + reit)
∣∣2 dt =

+∞∑
k=0

ckrk

π∫
−π

f eikt dt. ��*;8�

�	�� � 
	 ��
��� ��*;#��

1
2π

π∫
−π

f(a + reit) eikt dt = ck rk, k = 0, 1, 2, . . . , ��*;;�

�� ��*;8� ����� ��*;7�* �
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(������  $  �%������ ;�������� ;�����- % ; ;$! /��� �� Ω ������ 	
f ∈ H(Ω)� 	 B(a; r) ⊂ Ω' ��
� ��

|f(a)| ≤ M = max
t

|f(a + reit)|. ��*;<�

(�
������ �� 	 � ��*;<� ��� 	 ���� ��� �� f ���������� &����	�� � Ω'

������  �� � M ≤ |f(a)|� �	�	 � |f(a + reit)| ≤ |f(a)| �	 ��	�� t �� 
	 ��
���
������� ��*;7��

+∞∑
k=0

|ck|2 r2k ≤ |f(a)|2 = |c0|2.

%���	 c1 = c2 = c3 = · · · = 0� � ����	 f(z) = f(a) � B(a; r)* �	�� � Ω �����	
�

	 ��
��� '������ ���
����� ����� �	 � f ��
��	
�
	 ��
���	 
	 Ω*
F	���� 	�� �M ≤ |f(a)|� �	�	 � f ��
��	
�
	 ��
���	 
	 Ω� 	�� f 
�� ��
��	
�
	
��
���	� �	�	 � 
���
	����� ��*;<� �	�� �����	 
���
	����* �

D�������E 9���
	���� ��*;<� ���� �� ���	�	�� � 
	 ��
��� ��*;7�* :������
�	��E�� 
���
	����� ��*#8� � ��*<?�* -�������� �	 -44 ����� � �� -��
���	 ���"
�	
	 ���	���*

�����< ����
�� 
 ��2��
�
 �
�
�������0

��1����� �����������

-�������	���� �	 �
a. f ��������
	 
	 B� ��� � B = B(a; r)� � ��
	���� Mρ = max{ |f(ζ)| : ζ ∈

Kρ}� 0 < ρ ≤ r� ��� � Kρ ����
��	 �	 ��������� � �	��� a* (� ������� �	 '�������
�������
�� ck � 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	 ����	�� �������

���
	����

|ck| ≤ 1
2π

· Mρ

ρk+1
2πρ =

Mρ

ρk
, k ≥ 0, 0 < ρ ≤ r. ��*;=�

(� 
���
	����� ��*;=� � ���
	�� ������� k!ck = f (k)(a)� �����

|f (k)(a)| ≤ k! · Mρ

ρk
. ��*;>�

%�
	���� Mρ� ��	���� �	 M * .����	�
�� �	�	 � k = 0� ����	��

|f(a)| ≤ M. ��*<?�

5���  $/ �5 ;��! %�� 
�
���� ����������	�� 
�
b. f ���� ���� �� B 	 ��� ���
��� ������ m = mr = min{ |f(ζ)| : ζ ∈ Kr}� ��
�
��

|f(a)| ≥ m. ��*<7�

������ -����
��� 
���
	���� ��*<?� 
	 ��
���� g = 1/f * �
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���	��

(������  $ ' �������� @��� �������! %�� �� n ���	�	��� ��� ���� 	 P (z) =
zn +an−1z

n−1 + · · ·+a1z +a0� �
� �� a0, . . . , an−1 ���������	 ������	� ��
� P 	��
��)�� n ���� � ����������� ����	'

������ 9��	 � m = mr = min{ |P (ζ)| : ζ ∈ Tr}� ��� � Tr ����
��	 �	 ���������
� ������
	�
�� ������� 0* �	� � ��	�
� 	
	����� ���	��� �� �	 mr → +∞� �	�	
r → +∞!
2��
���	�
� �� ������	�	 �	 � P (z) = znϕ(z)� ��� � ϕ(z) = 1 + o(1)� z → ∞�
� ����	 ������ r0 > 0 �	�� �	 � |ϕ(z)| ≥ 1/2 �	 |z| ≥ r0* %���	� � ������� �	
� |P (z)| = |zn||ϕ(z)| = rn|ϕ(z)|� ����� �	 � |P (z)| ≥ rn/2 �	 |z| ≥ r0� � ����	
P (z) → ∞ �	�	 z → ∞*
F��	���� ���� �	 P ��	 �	� ��
� 
���!
.�����
�� ��������	���� �	 P 
��	 
��	* -����
�� & 4�
 
	 ���� Br� 
	�	����
|a0| ≥ mr �	 ��	�� r > 0* %���	� � ������� 
	 �� �	 mr → +∞� �	�	 r → +∞�
���	���� �� ��
��	������* F	���� P (z1) = 0 �	 
��� z1 � ����	 ������ ����
�� Q
�����
	 n− 1 �	�� �	 P (z) = (z − z1)Q(z)* (
������� �� n ���	��� �� ������	*
�

*����  $#$) #������	 ������	 ���� %������ ����+� H	��	���� �������'

���	
	��� .�����
�� ��������	���� �	 P 
��	 
��	* '	�	 � ��
���	 1/P ���	 �
���	
���
	* �

��������� %�
��
� ��	� 	������ ���� �� ���	�	�� � 
	 ��
��� '������ 1���	
������� -�������� ;*7*7� -��
��� 	�����
�	�*

��1����� ����������� &� 5������� ���"�������

-�������	���� �	 �
c. f ��������
	 
	 B \ {a}� ��� � B = B(a; r)� � ��
	���� Mρ = max{ |f(ζ)| :

ζ ∈ Kρ}� 0 < ρ ≤ r� ��� � Kρ ����
��	 �	 ��������� � �	��� a* (� ������� �	
&��	
��� �������
�� ck � 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	 ����	��
������� 
���
	����

|ck| ≤ 1
2π

· Mρ

ρk+1
2πρ =

Mρ

ρk
, k ∈ Z, 0 < ρ ≤ r. ��*<��

*����  $#$+ %�� �� r > 1 + 2|a0| + |a1| + · · · + |an−1|' #������	 
� ��

|P (reiϕ)| ≥ |P (0)|, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

(������  $ ) �%������ �������� �������- % � ��CC! /��� �� f ������������
������&�� &����	�� � ������	 Ω' ��
� �� Ω∗ = f(Ω) ������'

������ �	�� � ���	�� ������
 � �����	
 ���� ����	 �	 ���	����

1. Ω∗ � �����	


2. Ω∗ � ������




���� �� 	���� ������� 	 ������	�� ><

1. 9��	 w1, w2 ∈ Ω∗* '	�	 ������ �	��� z1, z2 ∈ Ω �	�� �	 � w1 = f(z1) �
w2 = f(z2)* �	�� � Ω �����	
� ������ ������
	�
	 ��
�	 P � Ω �� z1 � z2* '	�	
� f ◦ P ��� � Ω∗ �� w1 � w2� ����	 Ω∗ � �����	
*
2. 9��	 w0 ∈ Ω∗* '	�	 ������ z0 ∈ Ω �	�� �	 � w0 = f(z0)* 9	 ��
��� '������
���
����� ������ r > 0 �	�� �	 B ⊂ Ω� ��� � B = B(z0; r)� � f(z) �= w0 �	 z ∈ ∂B�

��	 �

µ =
1
2

min{ |f(ζ) − wo| : ζ ∈ Kr}

�



B

f

�z0

�
�� 0w

f( )

����� �*77! �����
 �'����� �������

� 
��	 � B1 = B(w0;µ)*
1���
��� �� ���	��� �	 �
µ > 0* F��	���� B1 ⊂ Ω∗*
-�������	���� ������
�� �	
������ ω ∈ B1 \Ω∗ � 
��	 �
h = f−ω� �* h(z) = f(z) −
ω* '	�	 � h(z) �= 0 �	
z ∈ B� h(z0) = f(z0) − ω =
w0 − ω� �* |h(z0)| < µ*

. ����� ���	
�� 
	 ��"

��� 
���
	����� ������	
|h(z)| = |f(z)−ω| = |f(z)−
w0−(ω−w0)| ≥ |f(z)−w0|−
|ω − w0| ≥ 2µ − µ = µ �	
z ∈ ∂B* %���	� 
	 ��
���
& 4�
� ����� |h(z0)| = |f(z0) − ω| ≥ µ� ��� � � ��
��	������ �	 |h(z0)| < µ ��* �	
��������	���� ω ∈ B1 \ Ω∗�* %��	��	�� ���	��� �	� 
	 ��
��� - % %� ���	�� -
4 4 1 − 2 � ����	 - 4�
 ������� �	�	��	� ;*7*#�* �

��������� 9	 ��
��� '������ 1���	 ���	��� �� � $�	�� ; �	 B(w0; 2µ) ⊂ Ω∗*

*����  $#$. ������	 -44 ����+� -%%�'

*����  $#$/ %�� �� f ���� &����	�� 	

lim sup
r→+∞

Mr

rn
< +∞, n ≥ 0,

��
� �� f ���	��� ������� �� ��+�� �
 n'

���	
	��� )	 k > n ��	�� |ck| ≤ Mr

rn
→ 0� �	�	 r → ∞* %���	 ck = 0� �	 k > n*

�

*����  $#$0 %�� �� f ���� &����	�� 	 |f(z)| ≤ A|z| + B� ��
� �� f(z) = az + b'

���	
	��� 9	 ��
��� 
���
	����� Mr ≤ Ar + B � :���� �*7*< ����	�� ���E�
�*
�
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 �������

F��	� % �(' �	 ��
���
� ���	��� ���� �� �	���	�� 
	 �����6� '�������� &���

5���  $0 �(�����1�� 5���- 5 (��  $! ����� ��������� ,��������- ������ ���
 � �� ����
��	�	: ��

,�- ����)�� ���� ��������	 ,�������	- ������ �������	 ������	 Gk� ���	�������
����� 
	��������

,�- 
�� ������ �������� ��������� ,��������- ������	'

�������	
 ���	� & '�� � �	����	 ����	 ���
����� ���	�	� � 
�� ��	�
	 ���	
���� ����	* 5 ��	�� < ���	��� �� '�����	 � ������ 
	 �����
�	�
� ���	��� �'�����	
<*��� �� ��� �����	�
� ����� & '�� �*

5 ��������	 ��	�
� 	
	���� �	�� �� ����
� �	 �� ��
���
	 ���	�� ���� ����������M
��	�	�	 �	�	���
�� �	 ������
	�
�� ��	�	 
	 �����
�	�
� ���	���* 4	�	� �
��"
����
�� ��� ���E�
� ������	 	�
� ������	������� -����� 78 ������� ����� �*7� � �	��E�
$�	�� <� F��	�	� ,� ���	��� �	 ������ ���	��� ��� �� ��
���
�� 	 
��� ��
��"
�	�
�* -�
����� �	 �	 ��
���
� ���	��� ��������� � 
	��� ���"��"��� �����	�
�
�
��	�	 ��	���! �����	�
��*  �� �� ��	
��	 ��
���
� ���	��� �	���� �� ��	����
��
���	� �
�	 �	���� �	 � ���	�� �	 ��	���� ��	
����*

%����� #+ �*��1����� ���� #! /��� �� f(x) = x3 sin
1
x

	 γ(x) = x + if(x)�

− 1
π

≤ x ≤ 1
π
' ������� γ �� � �� 
����	�	 ��� �	� ����� ���� 
� 
��	����

��������� 0��
����� ������ ������� Γ' /��� �� G = Int(Γ)' ������	�	 
� �� G
������ �� ������� ����	���� ��	 
� �	�� ��
��������' ��
���	��� ���� �� f ′(0) = 0�
�� �� γ′(0) = 1'
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����� �*7�! (��%����� ���� )

. ������� 
	 ��	 ������� �� '������
% �(' �	 ��
���	�
� ���	��� 
� �����
'�����	 % �('
�	 ��
���
� ���	���� �� ��
���
� ���	���

��� ����	����	 ��
���	�
�� ���	���*

.	�	 ������	�� ���	� % �(' �	 ��
"
���
� ���	��� ����6� & '�� �* 2�� ��	

���	� % �(' ����6� �	���	 
	���� �� �
�������� H4	 #I*

(������  $ + ���1�� ��1����� ���������� (������ &� �������� �������!
%�� �� G �������� ������� Γ ���	�	��� ��	�
����	���� ����	�� ������	 G 	 f ∈ H(G)� ��
� ��∫

Γ

fdz = 0.



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� >>

������ �	�� � f ∈ H(G)� ������ ������
 ���� Ω ⊃ G �	�� �	 � f ∈ H(Ω)* %���	
������ ε > 0 �	�� �	 �	 ��	�� z ∈ G ���� B = B(z; 2ε) ⊂ Ω*
9	 ��
��� & '�� �� G �� ���� �������� 
	 ��
	�	
 ��� ����
��
�� ��
���
��
������ �����	
�� ���	��� Gk� k = 0, 1, 2, . . . ,m� �	�� �	 � ��	���	� ��	�� ���	���
Gk �	
� �� ε* %�
	���� �	 Γk �������
� ����
���	
� ��	
��� ���	��� Gk* �	��
��	�	 Gk ����	�	 
���� ����� Bk ⊂ Ω� 
	 ��
��� ���	�
� ������ �('� �����∫

Γk

fdz = 0, ��*<#�

� ����	
m∑

k=1

∫
Γk

fdz = 0. ��*<+�

�	�� � ∫
Γ

fdz =
m∑

k=1

∫
Γk

fdz = 0 (objasniti!), ��*<8�

�� ��*<+�� ����� ��*<8�* �

�	� � � ����	� ��
���	�
� ���	��� �� '������ �*�8 ����� %���	 ������	 (
����	�
	
/�����	 �	 ��
���
� ���	���*

(������  $ . ���1�� ��1����� ���������� 8������ &� �������� �������!
%�� �� G �������� ������� Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G 	 f ∈ H(G)�
��
� ��

f(z) = KΓ[f ](z), z ∈ G.

������ "��
��� ���' �/4 '� ���00

9	������ ������	
 ���	� �(' �	 ���� ��� �� 
� �	�
��	 
	 ������� (
����	�
�
������� �	 �����
* 5 ��� ���� 
	� � ������
	 �����6	 &��	 ��	 � �����	�	

����	 �(/ �	 ����*

5���  $2 ������� ��������- 5 ���$! /��� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ��� �	��
�� ������� � a �������)�	�� r' ��
� ��

Kγ(z) =
{

1 , |z − a| < r
0 , |z − a| > r

��*<;�

������ 9	 ��
��� ������� (
����	�
� '������ �	 ����� �('P

ck(γ) =
1

2π i

∫
γ

(ζ − a)−k−1dζ = 0, k �= 0,



7?? ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

	 
	 ��
��� ������� �	 �
����	� ��� ����
���

c0(γ) =
1

2π i

∫
γ

(ζ − a)−1dζ = 1.

%���	 �� &��� � ����������� ����� &��	 �*> �� (
����� ����
����* �

9�� ����� ������� ���	� �(/ �	 ���� ����6� &��� �*>� � �����6� '������ �������
(
����	��� ��� ��
�����*

(������  $ / ���1����� ���������� (������ &� �������- ��( ∆ #$!
����������	�� 
� �� ∆ �������� ������� � ��������� ����� Ω ⊂ C 	 p ∈ Ω' %�� ��
f ������	
�� � Ω 	 f ∈ H(Ω\{p})� ��
� ��∫

∂∆

f(z) dz = 0. ��*<<�

(� ��������	��� ��� ������� ����� �	 � f ∈ H(Ω)� �* �	 ������	 �	��	 
�� ���	�
�
������	 ������� '������ �*##�* (�	�� ���
	 ������	��	 ���� �� ��������� �	 ���	�
������� �������� 	�� ������ �	 �����
��� ����������	 �	��	��	
	 ������� $��"

��� ������� �	 �����
� ��	 �� �	���	 
	 ������ �����
	 
	 �����
�	�
� ����
��*
9	 ��
��� �('∆� ��
���	�
� �� ���	��� �('∆ 7 ������� (
����	��� ��� ��
����
� $�	�� <�*  �� p /∈ ∆� ���	��	 ��*<<� ����� �� �(' ∆*

-�������	���� �	 � p ��
� ���� ∆� 
��* p = a*  �� �� a� b � c ����
�	�
��
�	�	 � 	�
� �	 ��*<<� �	�� �	 ���� ��� 
�������
� ��
���� f *
(�	������ z ∈ [a, b] � ω ∈ [a, c] � ��������� �	 � �
����	� �� f �� ∂∆ ���	 �
��"
��	�	 �� ��	
��	�	 ��������	 {a, z, ω}� {z, b, ω} � {b, c, ω}* -�����
	 ��	 �
����	�	
�� 
��	� �� ��� ��������� 
� �	���� p* %���	 �
����	� �� ∂∆ � ���	 �
����	�	 ��
[a, z], [z, ω] � [ω, a]� � �	�� ��� �
����	�� ���� ���� ��������
� �	�� ����
�� � �	�� �
��
���	 |f | ���	
���
	� ��
��� ����	�� ��*<<�*
 �� � p ��������
	 �	��	 � ∆� �����
��� �������
� ������	� 
	 {a, b, p}, {b, c, p} �
{c, a, p}*
(
�����	
�
� � �����6� �����6�*  �� ���	�	� ������� �����
�	�
� ��������� �������
�����
	 
	 �����
�	�
� ���	����� ���� �� ������� ��
���	�	
 ���	� &��� �*> ����	�

	 ��
��� �(' �	 �����
�*
������ 9��	 � B = B(a, r) � z ∈ B* '	�	 ������ ρ > 0 �	�� �	 B0 ⊂ B� ���
� B0 = B(z; ρ)* 9��	 � V = B\B0 � γ0 = γρ �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	
��������� � z ��������
��	 ρ*
9	 ��
��� �(' �	 �����
�∫

γ

1
ζ − z

dζ =
∫
γ0

1
ζ − z

dζ = 2πi. ��*<=�

-�������� �	 �� �
����	� ��� γ0 � ������� ��*<=� �	��
	 ��
���	�
� ����6�
�	�	������	��� ����
��� γ0. �

�������6� �(' ∆1 ������ �(' ∆ �����6	 ������	 �� ���	��� �	� '�����	 �
�����	
� ��������
�":����	 7� '�����	 �*7#*
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(������  $ 0 �%������ ����������	*��&���  $! ����������	�� 
� �� Ω ⊂ C

���������� ������� ����� p ∈ Ω� f ������	
�� � Ω� 	 f ∈ H(Ω\{p})' ��
� ��
f = F ′ �� ���� F ∈ H(Ω)'

�	� � � ����	� '�����	 � �����	
� ��������
�":����	 7� ���	� �� ���� �����
���
� 
	 �����	��� ���	��*
�������6� ��� ������ '������ � �����	
� ��������
� � ��������
� ������ 9��
"
&	�
����� ������� ���	��� ��!

(������  $ 2 ���1����� ������� &� ��������� �������! ����������	�� 
�
�� Ω ⊂ C ���������� ������� ����� p ∈ Ω� f ������	
�� � Ω� 	 f ∈ H(Ω\{p})' ��
�
�� ∫

γ

f(z)dz = 0, ��*<>�

�� ����	 �������� ��� � Ω'

�	�	 ��6��� �	 
	��	���� �	 �� ��	 ������	 ��
��� 
	 �������
� �	���� �
�	 �

	���	�� ������	 ������	 �	 ��
����
� ������� �	 �������
�� �	����*

(������  $'3 ���1����� 8������ &� ��������� �������! ����������	�� 
�
�� γ �������� ��� � ���������� ��������� ����� Ω� 	 f ∈ H(Ω)' %�� z ∈ Ω 	
z /∈ γ∗� ��
�

f(z) · Kγ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ. ��*=?�

9	�
�����	
�
�� ����	 �� 
	�	�
�� �	�	 � Kγ(z) = 1� � �����	�
� �	�	 � γ �����
���*
������ F��	� �� �	�
��	 
	 �����
� ������� ������� �	 ��
����
� ������� 
	
��
���� h� ���
��	
� �	!

h(ζ) =
f(ζ) − f(z)

ζ − z
�	 ζ ∈ Ω\{z} � h(ζ) = f ′(z) �	 ζ = z.

-�������� �	 � h 
�������
	 
	 Ω � ��������
	 
	 Ω \ {z}* %���	� 
	 ��"

��� ������� ������� �	 ��
����
� ������� ������	 �	 �������
�� �	������ �����∫

γ
h(ζ)dζ = 0 � ����	 ����� ������	 ��*=?�* �

��������� %�	 ���	� �����	�	 ����������	 �	��	��	
	 �* ������ ���	��� 
	 ��"
���
�	�
� ���	��� � ����E� ���	��� �	���	 �� 
	 ���� �
����	 Kγ ���	 γ � ��
���

	 �	���* (
���� ���	 �	�
� ����� � �	��� �	���� ������! 
	 ������ � �������
���	���	 ������� �
����	�
� ������� �	 �����	�
� ���	��� ������� ��	�� <�* -��"
������ �	 �� ���	� %���� ������� �
����	�
� ������� �	 �����	�
� ���	��� �� ���
��	��� �	���	 
	 �����
� &��� �*= �&'����� ��	 6� ���� ���	�	
	 � ��	�� <*
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������ 5����
�
 � �/4 '� ������� �� �
��
����� ������
 ��00

5 ��� ��������� ������	�� ���	�� �����	 �(' �	 ���	��� ��	 �� ��	
��	 �	���� ��
��
	�
�� ���	 
�������
�� ������� . ������� �	 �� 
	 4	���	������ /	�������
� ,����	�� ������� �����
�� �� @	�	�	 H@	I �����	6��� �	 ������	�� �	�� 	����
���� ������� �� H@	I� �	 ������
�� ������� ������ ��	�� <*

-�	� �
����	�	 ���� �� ���
��	�� � ��� ���	 ������� ��	�� <� F��
���	 <*8��
�����6	 ������	 �	� �����	���*

(������  $'# ���1����� ���������� (������ &� ����������- ��(= ! �����
������	�� 
� �� f ∈ H(Ω) 	 
� f 	�� ��	�	�	��� F � Ω' %�� �� γ ������� ,����	��
���- � Ω� ��
� �� ∫

γ

f(z)dz = F (b) − F (a), ��*=7�

�
� �� a 	 b �������	��� ��)���� 	 ������� ��)�� ������� ,����	�� ���- γ '

9	 ��
��� ������� � �����	
� ��������
� 
	 ����� " :����	 7� ��	 ������	
�����	�
� �	�� 	�� � Ω ����*
������ 9��	 � [α, β] �	�	���	���� �
����	� ����� γ � h = F ◦ γ*
9��	 � ���� γ 
�������
�"������
��	���	
 ���* '	�	 �� 
	 ��
��� &��� 7*7�
h′(t) = F ′(γ(t))γ′(t)� �	�� �	 �

I =
∫
γ

f(z)dz =
∫
γ

F ′(z)dz =
β∫
α

F ′(γ(t))γ′(t)dt =
β∫
α

h′(t)dt.

%���	� �������6� &��� �*� �9��
"&	�
����� ��������� ����	�� I = h(β)−h(α) =
F (γ(β))−F (γ(α)) = F (b)−F (a)* 5 ������ ����	� ���� �� �������� γ 
	 ��
	�	

��� 
�������
�"������
��	���
�� �����	 γk : [sk, sk+1] → C (s0 = α < s1 < s2 <
· · · < sn = β))* -���	 ���	�	
���

Ik =
∫
γk

f(z)dz = h(sk+1) − h(sk),

� �	���	
�� ����	 �� ��*=7�* �

9��	 �� � ���	��� Ω �	�	�� ��
���	 f � ��� γ : I → Ω� 
��	 � a = γ(0) �
b = γ(1)*

 �� ��
���	 f ��	 ��������
� ��
���� � Ω ���
����� I =
∫
γ

f dz = F (b)−F (a)*

'�����	 �*#7 ���	��� �	 � ��	 ���
���	 �	��	�
	 �	 ���
����� �
����	�	 � $�	��
�*

-�������	���� �	 � f ��������
	 
	 Ω* -������� ��� γ 
	 ������ γk �	�� �	
��	� ��	��� ���	 γk ����	�	 
���� ����� Bk ⊂ Ω* �	�� ��
���	 f ��	 ��������
�
��
���� 
	 Bk ���� �� ���
��	�� Ik =

∫
γk

f dz* F��
����� I =
∫
γ

f dz =
∑

Ik*

*����  $#$2 �������	 
� �����
�� 
�!�	�	�� �� ���	�	 �
 ��
��� ���� γ� 	 
� ��
�� � ������	 	 �� ��	��'



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� 7?#

(
����	� �� ���� ���
��	��� 
	 ����	
 
	��
� � ����6� ���	 ��������
� ��
����
�	 ��
���� f ��� ���	 ��	 ���
���� � ���	� �����6� ������� ������ ��	�� <�*

��"������ �$ HF��
���	<*#I 9��	 �� � ���	��� Ω �	�	�� ��
���	 f � ��� γ : I → Ω*
/�
���	 φ 
	���	 �� ��������
	 ��
���	 �	 ��
���� f ��� ���	 γ 	��!

1. φ � 
�������
	 
	 I,

2. �	 ��	�� �	��� t0 ∈ I ������ ������
 ���� B� �	 ��������� � �	��� z0 = γ(t0)�

	 ���� f ��	 ��������
� ��
���� FB � �	�� �	 φ(t) = FB(γ(t))
�	 ��	�� t � 
��� �����
� It0 �	��� t0*

(������ �$ H-����� ��������
	 ��
���	 ��� ���	� '�����	 <*=I 9��	 � f �������"
�
	 � ���	��� Ω � 
��	 � γ : I → Ω ���* '	�	 ������ ��������
	 ��
���	 Φ �	 f
��� γ � ����E�
	 � �� 
	 ��
��	
��*

��"������ �$ H(
����	� ��� ���	� F��
���	 <*8I 9��	 � �	�	� ��� γ� ��
���	 f

�������
	 
	 ��	�� γ∗ � 
��	 f ��	 ��������
� ��
���� Φ ��� γ* F��
�����
�
����	� ��
���� f ��� ���	 γ �	� ����	��	 ��������
� ��
���� ��� γ� �*

�7� I =
∫
γ

f dz = Φ(1) − Φ(0)*

-�������� �	 � ��� ������ ��	� �� ���	* 9��* ������ ��� ��� 
��	 ����� 
�
� ��
� �	���� ��� 
��* ������� ��� � ��� ��� � ��	� ��	��	� I2 = [0, 1] × [0, 1]*
F	���� � ����� ����	� 	�� � γ ��� F��
��	 �*7� $�	�	 �� 
��	 �����	 �� �	����	
�
����	����
��� ��
���� f ◦ γ γ′*

F��
���	 , �� �	���	 
	 ����	��	� ��������
� ��
����* 9	 ������� � F��
���	
,� ��	 �� �	���	 
	 '������ �*#7� �
����	� �	���� �� �����
� � ��	
� �	��� ���	 � 
�
�	���� �� ���	 �	 �� � ��� ������
��	���	
 ������� �����������	
� ��� ���� ���������	

����* 5 ������ ����	� 	�� ��� 
�� �����������	
 �
����	� �	���� �� ����������
��	��*

��(	 ����������
-�� γ0 � �������	
 ���� γ1 � ���	��� Ω� 	�� ������ 
�������
	 ��������	��	M �
Ω� ��	 ��� γ0 ������� � ��� γ1* )	 ������ ���
���� ��������� ������ ��	�� < ���

��* H�	" �I � H)�I*

��"������ B$ HF��
���	 <*�I #�� ���� γ0 	 γ1 �� ����
�	)��� ��)����� ��)��� a 	
�������� ��)��� b ���	���� �� �������	 � X ��� ������	 ������	
�� �����	�������
H 	� I2 � X ���� 
�
H(0, t) = a, H(1, t) = b, t ∈ I;
γ0(s) = H(s, 0) 	 γ1(s) = H(s, 1), s ∈ I*
F�	 �	�����
	 ���	 γ0 � γ1 
	���	�� �������
�� � X 	�� ������ 
�������
�
�������	�	
� H �� I2 � X �	�� �	 � γ0(s) = H(s, 0) � γ1(s) = H(s, 1)� s ∈ I*

5 ��	�� �	�����
�� �����	 ����		 �� ��	�	 �������
�� 
���*  �� � � �������"

� ���
���� γ = γ0 � γ1 = const �	�� �� �	 � �	�����
 ��� γ �������	
 
��� � X



7?+ ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

��� �
	�� �	 �� γ 
�������
� ��������� � X � �	����*
 �� �����
���� t ���	���� �	� ������ �	��	�
� ���
����� � ��	��� ����
�� t
��	�� ��� H(s, t) = γt* -����
	 ���	 � �����
� � �	��	 �	 �� � ����
�� t = 0
����	�	 �	 ����� γ0� 	 ����
�� t = 1 ����	�	 �	 ����� γ1*
 �� �� ������ γ0 � γ1 �	 �	��
����� �����
�� �	���� a � ��	
�� �	���� b�
�	����� �����	 γt� 0 ≤ t ≤ 1� 
	���	�� ��
��	�	���	���	 �	����	 �����	 ��	
��		 �	��	 a � b � X*
 �� �� γ0 � γ1 �	�����
� ������� �	����� �����	 γt� 0 ≤ t ≤ 1� 
	���	�� ��
��	�	�"
��	���	 �	����	 �����	 ��	 R���������R �	�����
 ��� γ0 � �	�����
 ��� γ1*

5 ���	�	
��	 �('� ��	 ����� ��	���
� ��
�� 
� �����
� �� �
����� �* ���
����	�	�	 ���	 ��� �	���� � ���� �	 ��� ��������	� 
��� �� ��	� �
����	 ���������
�
�������* 5 �����	���� �� ��	���� �	������� ���
���� ������ �����	
� ���	��� ��	
���	�� ������ $�	�� <�* 9	������ 
���!

7* ���	�� Ω � ������"�����	
	 	�� � ∂Ω �����	
 � C �����6� ��	
����

�* Ω � ������"�����	
	 	�� � C\Ω �����	
 �����6� ��������
�	�

#* ���	�� Ω � ������"�����	
	 � C 	�� � ��	�	 �	�����
	 ���	
	 � Ω ����"
���
	 �	��� � Ω ����������	�*

(������ �* �����
�� 
�!�	�	�� �������������� ������	 1� 2 	 3 �� ���	��������*

-��� ��� ���
���� 
	���� �� 
��* � �����
����	 @	�	� H@	I �  ������ H �I �����"
����
�� ���	� �	 �� ��� ���
���� �����	��
�
� �	� � � $�	�� < � ����
� �� 
	����
� ��������������� ��������	 H �I� H,�"$I� H1�I� HK�I�*
)	 ���	� �(' �	 ������ �����	
� ���	��� �����
	 � ���6	 ���
���	� 	�� � ���	
���
���	 ����	���
�	� �	��	�� �����
�� � 
� ��������� �������� ������	�	
	 �	
�� � 
��	 ���	�� ������ �����	
	*

%��	��� U � C� C� H� Π+� ��	���� Πα, Cα, :	��	���� ���� � ���	�� 
	 ����� �*78
�� ������ �����	
� ���	���*  �� � γ ����� ���� 
�� �	�����
� 0���	
�� ���� ���	��
C \ γ∗ � ������ �����	
	 ���	��� 	 	�� � ���	�
� γ ����� �	�����
 ���� Int(γ) �
������"�����	
	 ���	��*

%��	��� U ′� C∗ � �����
 �� ��������� �����	
� ���	���*
F��	� �����6� ������� �� ���� ������� �	� �  
	���� � ���	� �����	�	�6�� ��	�	

�	 �������
���� �
����	� 
� �	���� �� ���	*

(������ B H'�����	 <*>I* /��� �� 	�������	 ���
�+	 �����	

,�- f �� ������&�� �� ������	 Ω

,�- �����	 γ0 	 γ1 �� �������	 � Ω ��� �����	 �� ����
�	)�	� ������	�� 	�	 ���
��������	 �����	'

��
� ��

,1-
∫
γ0

f dz =
∫
γ1

f dz'



���� �� 	���� ������� 	 ������	�� 7?8

0 1

i i+1l 0

l 1

�
�

�
�

-

a

b

Q� Q �
*

����� �*7#!  ������ � *�	���
���

���	
	��� :����� :���� <*�*7* -�
�����
I2 = [0, 1] × [0, 1]* 9��	 � ����"
����	 ���
��	
	 ����6� �������	�	
	
H : I2 → Ω* 9��	 � Qν ����	 ��	��	�	

	 I2 �	�� �	 ��	�� Q∗

ν = H(Qν) ����	�	

���� ����� � Ω* %�
	���� �	 lν ���"
����
� ����
���	
� ��	
��� ��	��	�	 Qν �
	 �	 �0 � �1 ���������
� ����
���	
� ���"
��
��
[0, 1] � [1 + i, i] � 
��	 � Γν = H ◦ lν *
'	�	 �

∫
Γν

fdz = 0� � �	�� � γ0 = H ◦ �0 � γ−
1 = H ◦ �1� �����

∑
Γν = γ0 + γ−

1 �

����	
0 =

∑ ∫
Γν

fdz =
∫
γ0

fdz +
∫

γ−
1

fdz* �

(������ � ���( &� ������ ����&��� �������- (������ /$#+!* /��� �� Ω
������ �������� ������ � C� f ∈ H(Ω) 	 γ �������� ��� � Ω' ��
� ��

I =
∫

γ

fdz = 0.

F��	� �(' �	 ������ �����	
� ���	��� ���� �� ������� ����6� �
	 ������� ������
H@	I�!

7* ���6� 
	����
� ���
���� ��	�� � ���	�� Ω ������ �����	
	� γ � �������
	
�	��� � Ω�

�* '������ K! 	�� � ��
���	 ��������
	 � ���	��� Ω� ��� �������
� ������	"
��� ��
���� �
����	�	 �� 
� ��
	*

-�����
��� 
��	 � It =
∫
γt

f dz* �	�� � ���	�� Ω ������ �����	
	� γ � �������
	

�	��	� 
��* z0� � Ω* F	���� ������ ��
��	�	���	���	 �	����	 �	�����
�� �����	�
γt� 0 ≤ t ≤ 1� � Ω� �	�� �	 � γ = γ0 � γ1(t) = z0� t ∈ I*

�	�� � Ω� ������ ���� B �	 ��������� � z0 ��� ����	�	 Ω � ����	 f ��	
��������
� ��
���� 
	 B* �	�� �	 t �����
� ����� 1 ������ γt ����	�	� B� �����
�	 � It = 0* %���	� 
	 ��
��� '������ K� I = I0 = It = 0* �

����� �*7+! '�������� ���	�



7?; ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

��������� D��	�	� ���� ��������� �	 � I1 = 0 ���	�
��� J� � ����	� 
	 ��
���
'������ K� ������
� �	������� �	 � I = I0 = I1 = 0*

9��	 � ln = [ 1
n , 1+i

n ]� n ≥ 1� � A = (∪+∞
n=1ln) ∪ [0, 1]*  �� � ��	� ���	 γ


�������
	 ����	 ����	 A� ��� γ 
	���	�� ��������	 )����� ������� ����� �*7+�*
9	 ����� �*78 ����	�	
� �� ��� ������ �����	
� ���	��� ��	 � ��	
��	 ���������

���	�� � ����	 �� �� ���	��� �	 
�������
�� ��	
����*

����� �*78! %��	�� ��	 � ��	
��	 ��������� ���	�

(������  $' ���( &� ������� �� ����������� ��������! /��� �� Ω ������
� C 	 ���� �� 	�������	 ���
�+	 �����	"

1' f ∈ H(Ω)

2' ������ G ��������� ��	��
� ������	 Ω 	 ����	�� ������	 G ������	 �� �
 ����
�)��� ����� ������	
�	 ��	�	' ��
� ��∫

∂G

fdz = 0,

�
� �� ∂G ���	�	��� ������	���� ����	�� ������	 G'

�
�

�
�

�
n-1

G

1

n-1

G

l
l

�

����� �*7;! %��	��� �	 
�������
�� ��	
����

-����� 	�
� �����6� �	 �� � ����� ���� 
�� ��������������� �	�	����	� ���"
���
� ���
��� �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ���	��� G � �������
� ������� � �	���



���� 	�������	 �	�����	���	 7?<

�	 �� ���	�� �	 �
∫

∂G
fdz = 0* 9	 ������� ∂G � ���� ������� ����� �*7;� � ������
�

� 	�
� ����	�� �	�	������	��� ����	 ∂G� �	� ��	�	 
���� ���	 �������� ����	�*
4��� �� ������ �����6	 ���
���	*
�� ��� 
� �� �	�� Γ ����	�� ������	 G ���� n(Γ, a) = IndΓ(a) ��
���� �� 1 �� ���
��)�� a ∈ G 	 0 �� ��� ��)�� ���� �� ��	��
��� G*
D��	�	� ���� �����	�� �	 �	�	�
� ��� ���
���� � ���	�� �����	�	�6� ������	��*
%���� ������� -�������	���� �	 �� ���������
� ����
���	
	M ��	
��	 ���	��� G �	�"
��� �� ��� ��
���� γ0 � γ1* 4��� �� ���	�	�� �	 ������ �	��� a � b �	�� �	
� |a − b| = dist(γ∗

0 , γ∗
1 ) � �	 �
����	� l = [a, b] ����	�	 ���	��� G� ��� ��	��	*

��
���� γ0, l, γ1 � l− ���� �� �	�� 
	�����	�� �	 ������	� �	�����
� ��
���� γ*
$�	
��	 ���	��� G1 = G\[a, b] � �����	
	� �	 � G1 ������ �����	
	 �� ������ ����
���
����� � ���	� ����� 
	 ��
��� '������ F ��(' �	 ������ �����	
� ���	���� 	��
�� �������� 
	 '������  ���	 ����� �	 �� ���	 � ���6	 ���
���� �����	��
�
��*

��������� 5 H@	I � ���� ���	�	 �������
� ������� ����! ��%������
� � �	 � γ
�������
� 
��� � Ω� �* �	 �� γ0 � γ1 �������
� � Ω � �	 �� ���	� ���� ������"
��� �	 ���������� �����	
� ���	�� ����6� �
������ �� ���� �����
�
��� �	�	 ��
����	�	
 ���	� ���� ���E�
	 ��� ����	�	
M*
(
�����	
�
� � �	 ���	� ����6� ��������� �����	�� �����
�� � ����	�	��� �	�	
������ 	�
� �����6� �	 �� ����	�� 
	 ������ ��
���*
9	 ������� 
�������
	 ��	
��	 �� ���� �	���	�� �� ��������	M� �	��	����� ������	�
���* � �
�	 � ����� ��
������	�� 
�������
� ��������	���M � Ω* -����	���� 
���
���� �	 �� ��	 ������	� ��	�� 
	 	�
� ��
���*
9	 ������� 	�� ��� γ ����	�	 ���	��� � ��� � ��
���	 ��������
	� ���� �� �	"
��
��� �	 �����	�
�� ������
	�
�� ��
���� ��	 � �������
�� �	 γ� 	�� �
�	
�� �� �����
� 	����	� ��
���	�
�� ��������� ����� ��	����	�
��	 � � ���� �	 ���
�
���� ������� ��������� ������ � ��	�� <�*

9	����
��� �	 �� ����� ���	� ������� ������	�	� �	 �� γ0 � γ1 �������
� �
Ḡ� ���� �	���	�� 
	 �����
� 1��	
��� ��	 ���	� 1��	
��� ������� ������ ��	�� ;�
�	� � H �I� H,�"$I� H1�I � H4	I� � �	�	���������� ������� ��	 ���	�� ��� �������
������ ������ <*+*7�� ��� �� ���� �������� 
	 ��������������� �����* -�����
��!

%����&�����  $+ /��� �� ����	�� �����	)��� 2������� �������� ������	 G ������	
�
 
�� ������	
�� ��������� ��	�� γ0 	 γ1' ��
� �� ��	�� γ0 	 γ1 ���� ������	���	
���� 
� �� �������� � Ḡ. ����	��	�� ��	�� γ0 �� �������� �� γ1 	�	 γ−

1 � Ḡ'

���	
	��� 9	 ��
��� 1��	
��� ������� ������ 0 < r < 1 � ��
����
� �������	�	
�
φ �����
	 A = A(r, 1) = {z : r < |z| < 1} 
	 ���	�� G� 
	 ��
��� �	�	����������
������� φ �� 
�������
� �������� 
	 A*

��� &�������	 �	������	���	

5 ��� ������ ����
��� ����	�	
� �	�	�	 � ����	 ��
���	 
�� ��������
	* 1	�"
������� ���� ��
���	�	
 ��� �	���� �	�	�	*
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�� 
���	��

��"������  $## ��)�� a ∈ C ���	�� �� 	�������� �	�������� ��)�� &����	�� f ���
������	 ��������� ����	�� ��)�� a ,��' ���� B′(a; r)� ��� �� a ����)��. 	�	 ���� ER�
��� a = ∞- � ����� �� &����	�� f ������&��'

-�
������ a ∈ C ���
	�	
 ���� � ������	
	 ��
���	�
	 �	��	 ��
���� f 	��
������ �������
	 �����
	 �����
����	
� �����
� V = B′(a; r) = {0 < |z − a| < r}
�	�� �	 f ∈ H(V )� a = ∞ � ������	
	 ��
���	�
	 �	��	 ��
���� f 	�� ������
�������
	 �����
	 ∞� V1 = ER = {z : R < |z| < +∞} �	�� �	 f ∈ H(V1) ��* 	��
� ��
���	 f ��������
	 � �������
� �����
� �����
	�
� �	���� �	����*

5 �	���
���� �� ��
	�	
	 f(z) �	�	 z ���� ��
���	�
� �	��� a �	�������� ���
���	 ��
���	�
�� �	�	�	*

��"������  $# ��������� �	�������� ��)�� a &����	�� f ���	�� ��

(a) �������	� �	������	���� ��� ������	 ����)�� lim
z→a

f(z) = A ∈ C

(b) ���� ��� �� lim
z→a

f(z) = ∞

(c) �����	����	 �	������	���� ��� �	�� �	 (a) �	 (b)'

%������E

a. /�
���	 f(z) =
sin z

z
� z �= 0 ��	 �����
�� ��
���	����� � 0*

������� 9	 ��
��� ���
���� �����
���� ��
���	�����	 �����
� � ���������

�	 lim
z→0

sin z

z
= 1* %�� � ��
���	�
� ���	�	�� �������6� &��	
�� �	��� f ���

0� ��� � �����
� ���* (� '�������� �	���	 ��
���� sin ��� 0 ����� ����!

sin z = z − z3

3 !
+

z5

5 !
− · · · , z ∈ C, ��*=��

�*
sin z

z
= 1 − z2

3 !
+

z4

5 !
− · · · , z �= 0

� ����	� ����� � ���	 �����
�� ���	 
�������
	 ��
���	 ��* �����	�
�

����
� ����� ���� �	 ���E�M ��� ������ ����� lim
z→0

sin z

z
= 1* �

b. /�
���	 f(z) = 1/zn� ��� � n ��� �������	
 ���� ��	 ��� � �	��� 0*

c. 9��	 � J(z) = 1
z * /�
���	 e ◦ J ��	 ���
��	�
� ��
���	����� � 0*

������� �	�	 z = x ���� 
��� �� ��	�
� ��� ���
	 ��	
��
	 ����
��� � +∞�
	 ���	 
��	� 	�� z = iy ���� 
��� �� ��	��
	�
� ��� ��	
��
	 ����
��� 
�
������* �

4	�	� �����6	 ���������	 ����� �� '������ � �����
���� ��
���	������� 
	������
������	
 ���	�� ��� � 
�������
	 ��������	 '������ � �����	
� ��������
�
��
����":����	 �*
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%����&�����  $. ���������� ������������CC! %�� �� ��)�� a �������	� �	������	�
��� &����	�� f, ��
� �� f ������&�� � a,����	��	��� &����	�� f �� �� � 
�
�!�	���	
� a ���� 
� �� ������&�� � a- '

������ -�������	���� �	 ��
���	 f ��	 �����
�� ��
���	����� � �	��� a* '	�	
������ r > 0 �	�� �	 � ��
���	 f ��������
	 � �������
�� ����� B′ = {0 <
|z − a| < r}� �	 ��������� � �	��� a� � ������ lim

z→a
f(z) = A* F��
����� ��
���� f̃

������
��	�� f � �	��� a� �	

f̃(z) =
{

f(z), z ∈ B′,
A, z = a*

/�
���	 f̃ � 
�������
	 � a � ����	 f̃ � 
�������
	 
	 ����� B(a, r)* �	�� � f
��������
	 
	 B(a, r) \ {a}� 
	 ��
��� '������ �*�= � ��������
� ��
����":����	
�� ������ ��
���	 F ��	 � ��������
	 �	 f̃ 
	 B(a, r)� �* ������ F �	��� �	 �
F ′ = f̃ 
	 B(a, r)* %�� �
	�� �	 � F ∈ H(B(a, r))� 	 ����	� �� ���	�
� �������
����� �	 � F ′ = f̃ �	��E� ��������
	 
	 B(a, r)� ������� ��� �� ��
��� 
	 ������
��������
�� ��
���	 
	 ����� ����	�	� ���	�
� ������* �

(������  $'' ���������� ������������- ��� @���$! /��� �� f ∈ H(Ω \ {a}) 	
���� �� |f | �����	)��� �� B′ = B′(a; r)� �� ���� r > 0' ��
� f 	�� �������	�
�	������	��� � a'

������ F��
����� h(a) = 0 � h(z) = (z − a)2f(z)* (� ��������	��� �	 � |f |
���	
���
	 ��
���	�
� ����� h′(a) = 0* �	�� � h 	�
� ������
��	���
	 � ������
�	��	�	 Ω� 
	�	���� h ∈ H(Ω)� �	�� �	

h(z) =
+∞∑
k=2

ck(z − a)k, z ∈ B = B(a; r).

 �� ���
����� f(a) = c2� ����	�� ����
� �������
�� f(z) =
+∞∑
k=0

ck+2(z − a)k�

z ∈ B = B(a, r). �

9	������ �� ��	
 ���	� �������
� ������� ��� ����
� 
	�	���� � �����	����*
F��	� �������
� '������ ����6� ������� 
���
	�����!

������ 9��	 � |f | ���	
���
	 
	 B′ = B′(a; r) �	 M � 
��	 �� ck �������
��
&��	
���� �	���	 ��
���� f ��� a* )	 ��������
� ρ� 0 < ρ < r� 
	 ��
��� �������

���
	������

|ck| ≤ M/ρk (k = 0,±1,±2, . . .)*  �� � k < 0� ���
	 ���	
	 ���� 
��� �	�	
ρ → 0� 	 ���	 ���	
	 
� �	���� �� ρ* %���	� ck = 0 �	 k < 0� � ��	�
� ��� &��	
����
���	 ���
����� � ��
	� 
���* �

 �� � ��
���	 F ���
��	
	 � R−������
��	���
	 � 
��� ����� �����
� �	���
a � 	�� ������ ��
	�
	 ��	
��
	 ����
��� lim

z→a
F = A � 	�� �� ���
��� F (a) =

A� ��
���	 F � 
�������
	� 	�� � ������ ����	� 
�� ������
��	���
	 � a* )	
��
���� f ��������
� � B′(a; r) �� ����������� �	 �� �	�� ���	
���
� � 
���
����� �����
� a ����� �	 ������ ��
	�
	 ��	
��
	 ����
��� lim

z→a
f = A � 	�� ��
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���	��

���
��� f(a) = A ����	 �� ������
��	���
	 �	
	������	� ��
���	 � a* %�� ���	��	�	

	��� �������
�� ��
���	�����M* 5 �	��� ��	��	�� �	��� �	��� ��������	�� 	 
�
��
���	�
�� �	��	�	*

(� ���	�	
� ������� ����� �	 � a ��
���	�
	 �	��	 f ���������
� � 
��� �����
�����
� a� 	�� � �	�� 	�� � f 
����	
���
	 � ��	�� �����
� a*

-����� �	�	������	��	 ��
���	�
�� �	�	�	 ����6� &��	
���� ���	* -�������	��"
�� �	 � a ∈ C ���
	�
	 �	��	� � ��
���	 f ��	 ������	
 ��
���	����� � a* F	����
f ∈ H(B′)� ��� � B′ = {0 < |z − a| < r}� ����
����	
 �����
* '	�	 �� 
	 ��
���
&��	
��� ������� ��
���	 f ���� �	����� �� �����
��	 �� (z − a)*

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, z ∈ B′. ��*=#�

F�� ���	 �	 
��	���
�� �����
��	 
	���	 �� ��	�
� ���

F1(z) =
−1∑

n=−∞
cn(z − a)n, ��*=+�

	 ��� �	 
�
��	���
�� �����
��	

f1(z) =
+∞∑
n=0

cn(z − a)n, ��*=8�


	���	 �� �����	�
� ��� &��	
���� ���	� �����
� � �	 �� ���
���

f2(w) =
+∞∑
k=1

c−kwk� �	�	 � F1(z) = f2( 1
z−a )� �* F1 = f2 ◦ Ka*

(������  $') I� ��������	���	�	 	�������	 �	������	����J /��� &����	�� f 	�� �
a 	������� �	������	���' ��
� �� � ���
�+� ��������

1. �	�������� ��)�� a �� �������	� �	������	��� ���� H������ ������ f � ����	�	
��)�� a �� ��
� 	 �����	 
��'

2. ��������� �	�������� ��)�� a �� ��� ���� �����	 
�� H�������� ������� f ���
��)�� a 	�� ����)�� ,���	�	���- ���� ����	)	�	 �
 ���� )������ ,����)��
����-

3. a �� �����	����	 �	������	��� ���� �����	 
�� H�������� ������� � ����	�	 ��)��
a 	�� �������)�� )������'

������

1. ⇒! -�������	���� �	 f ∈ H(B′(a; r)) � ��	 �����
�� ��
���	����� � �	��� a*
9	 ��
��� -��������� �*; ���� ��
��� f �� ���� �����
��	�� � a �	�� �	
f ∈ H(B(a; r)) ���������� ���� ��
	�� �	 �����
��	
� ��
����� � ����	 f ��
���� �	����� � '������ ���� �	 &��	
�� �	��� 
��	 ��	�
� ���*
⇐! 9��	 � � ����� �����
� �	��� a ��
���	 f ������	���
	 &��	
����
�	����� ��*=#�� ��� ��	�
�� ���	* F	���� ��*=#� � �����
� ��� � ����	 
	
��
��� -��������  ������ ������� ������ ��
	�	


lim
z→a

f(z) = c0.
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2. ⇒!  �� � a ���� �	�	 lim
z→a

f(z) = ∞* %���	 ������ B′� ����	 �����
	 �	���
a� � ��� � f ��������
	 � �	������	 �� 
���* F��
����� ��
���� g!

g(z) =
{

1/f(z) , z ∈ B′

0 , z = a

�	�� � lim
z→a

g(z) = 0 �	��	 a � �����
�� ��
���	������ g � ��������
	 
	 B �	
�	���	�6� ��
���� g � '������ ��� ����	�� ���E�
��

9	 ��
��� &��� � ���	�
�� ��
	�	
� � �����
� 
��� ������ ������	
 ��� m
�	�� �	 g(z) = (z − a)mψ(z)� ��� � ψ ��������
	 � �	������	 �� 
��� 
	 B� ����	
�

f(z) =
ϕ(z)

(z − a)m
, ��*=;�

��� � ϕ = 1/ψ ��������
	 � �	������	 �� 
��� 
	 B� �	�� � ϕ ��������
	 
	 B�
�����

ϕ(z) =
+∞∑
k=0

ak(z − a)k, z ∈ B ��*=<�

��� � a0 �= 0*

)	��
�� ��*=<� � ��*=;�� ����	 �� f(z) =
+∞∑
k=0

ak(z − a)k−m � ����	 ���
��

n = k − m � cn = an+m� n = −m,−m + 1, . . . , 0, . . . � 
	�	�� ��

f(z) =
+∞∑

n=−m
cn(z − a)n � �*

f(z) =
c−m

(z − a)m
+

c−m+1

(z − a)m−1
+ · · · + c−1

z − a
+

+∞∑
n=0

cn(z − a)n, z ∈ B ��*==�

�	�� � c−m = a0 �= 0 ��	�
� ��� �	���� ��
	�	
 ��������	
� ��� ��	
��	*
⇐! 9��	 � ��
���	 f � ����� �����
� B′ �	��� ������	���
	 &��	
���� �	��	�	"

�� ��*==�� c−m �= 0� m ≥ 1� � 
��	 � ϕ(z) = (z−a)mf(z)* '	�	 � ϕ ��������
	

	 B′

ϕ(z) = c−m + c−m+1(z − a) + . . . , z ∈ B′, m ≥ 1. ��*=>�

(� ��*=>� ����� �	 ������ ��
	�	
 lim
z→a

ϕ(z) = c−m �= 0*  �� �	�	 ��
���	 f(z) =

ϕ(z)
(z − a)m

���� �����
	�
���� �	�	 z → a� �* a � ��� ��
���� f *

3. F��	� �	��� 3. � � �����
� �	���	
 � 1. � 2. �

%����&�����  $/ 5����	�� f 	�� ��� � a ��� 	 ���� ��� &����	�� g = 1/f � g �≡ 0�
������&�� � a 	 g(a) = 0'

������ (� ���	�	 '������ �*#+ ����� �	 � ����� 
������	
* F��	���� �	 � �����
�����	
*  �� � g ��������
	 � a � g(a) = 0� 
	 ��
��� '������ ���
����� ������
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���	��

����	 �����
	 �	��� a � ��� � g �= 0* 5 �� �����
� f = 1/g � ��������
	 � ����	
a � ������	
	 ��
���	�
	 �	��	 ��
���� f *  �� �	�� � lim

z→a
f(z) = ∞� a � ��� f * �

1�� ���	 ��
���� f � a 
	���	 �� ��� 
��� 	
	������� ��
���� g� ��	 � ��
	�	
1/f � 
��� ����� �����
� a*  �� � a �����	 
��	 ��
���� 1/f �
��	 ���	 1�� a ��

	���	 ����� ���*

(� ���	�	 '������ �*#+ ���� �*� 	�
� � �	 � ��� ���	 ��� m � �	���� ��*==�*

%����&�����  $0 /��� �� f = ϕ/ψ� �
� �� ϕ 	 ψ ����	�	)�� &����	�� � a 	 	���� �
a ���� �������	��� ��
� m 	 n' ��
�

a. ��� �� m ≥ n &����	�� f �� ��������� � a 	 	�� ���� ��
� m − n�

b. ��� �� m < n &����	�� f 	�� ��� ��
� n − m � a'

(������  $'+ �@�
�����	*����1�����! /��� &����	�� f 	�� �����	����	 �	����
���	��� � ��)�	 a' ��
� �� ���	������� ���������� ���� A ∈ C ������	 �	� (zn)� ���	
������	�� �� a� ���� 
� f(zn) �������	�� �� A'

%����� #. *� A ∈ C∗ �
��
	�	 ������� ��
��)	�� e1/z = A �� z'

������� 2��
	��
	 � �����	��
�
	 �	 1/z = Ln A� �* z = 1/Ln A � �	�� � LnA =
ln A + 2kπi� k ∈ Z� ��� � ln A = ln |A| + i arg A� ����
	 ��
	��
� �� z = zk =
1/(ln A + 2kπi)� k ∈ Z* F	���� 	�� � A ∈ C∗ � f(z) = e1/z �	�	 ������ 
��
(zn) �	�� �	 f(zn) = A� n ≥ 1*  
	���
� ���E�
� �	�� � � ������ ����	�!
	�� � a ���
��	�
� ��
���	����� ��
���� f � �	�	 �	 ��������	
 ��������	
 ���
A� ������ ����	 ��
� ����
���� A = A0� ������ �����
	�	
 
�� (zn) �	��������
����
	 ��
	��
� f(zn) = A� ��� ��
������	 �	 a� ��� ������� �� ���	��� ����6�
���E�
	! 	�� f ��	 ������	
� ��
���	����� � a � �����	��	 ��� ����
���� � 
���
�����
� a �	�	 � a �����
�� ��
���	����� ��� ��� ��
���� f � �* f �������	�	 ��������
�
����� �����
� B �	��� a 
	 C �	 �����	��	
�� 
	���� ��
� �	��� A = A0�
%�� �� ���� �������	 -��	���	 ������	M � �
	�	
� � ��	�	
� ������� .�������"
:	�����	�	* )	 ��
���� e ◦ J ������	 ����
��� � 0� 	 ��
���	 sin ◦J 
��	 �������
����
���� � ��
��� 
	 ��
���	�
� �	��� 0* �

%������

1. /�
���	 (z − a)3� � a ��	 
��� ���6�� ���	� ����	 ��
���	 f � ���
��	
	 �	
f(z) = 1/(z − a)3� ��	 ��� ���6�� ���	 � a*

2. )	 ��
���� f(z) = z/(sin3 z) �	��	 0 � ��� ������ ���	*

3. /�
���	 f(z) = tg z ��	 � zk = (2k + 1)π/2� k ∈ Z� ������ ������*

4. /�
���	 f(z) = (cos z − 1)/z4 ��	 � 0 ��� ������ ���	*

5. 1	����� ��
���� cos ��� π/2*
���	
	��� cos z = − sin(z − π/2)* �

6. a. -�
������ ��
���� ��������
� � C 
	���	� �� ���� ��
����� ���� ��
����
��� 
��� ����
��� 
	���	� �� ���� ��	���
��
�
� ��
���� ��	��� �� 
��*
exp� sin� cos�*
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b. 9	���	�� '������� �	���� ��
���	 ez� sin� cos*
������� 9��* ��
����� �	 ��
���� ez ��	 �	���

ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C. ��*>?�

c. 9	���	�� &��	
�� �	��� ��
���	 exp ◦J � sin ◦J � cos ◦J ��� 0� � ���	�	��
�	 ��� ��
���� ��	� ���
��	�
� ��
���	����� � 0*
������� -���6� �
������ J : z = J(w) = 1/w ����	 �� &��	
�� �	���
��
���� e ◦ J � �����
� 
���� )	��
�� z = J(w) = 1/w � ��*>?�� 
	�	��
��

ez = e1/w =
+∞∑
n=0

w−n

n!
, w �= 0.

%�� � &��	
�� �	��� ��� 0* -���� ��	�
� ��� ��	 �����
	�
� ��	
��	
����� �	 � 0 ���
��	�
� ��
���	����� �	 ��
���� exp ◦J � �* e1/w* .���
� ��
����	� &��	
��� �	���� ��
���	 sin(1/z)� cos(1/z) ��� 0* 9	 �������
�� '������ � �	�	������	��� ������	
�� ��
���	�����	� �	��	 #� ����� �	
��
���� exp ◦J � sin ◦J � cos ◦J ��	� ���
��	�
� ��
���	����� � 0* �

7. &��	
�� ���

· · · + 1
zn

+
1

zn−1
+ · · · + 1

z
+

1
2

+
z

22
+ · · · + zn

2n+1
+ · · ·

��	 �����
	�
� ��	
��	 �	 
��	���
�� �����
��	 z* 1�� � ���	 ��� ������"

���
+∞∑
k=1

z−k �
+∞∑
k=0

(zk/2k+1)� ���� ��
������	 
	 E � ������	��	 ��
���� K1�

����� ��
������	 
	 U2 � ������	��	 ��
��� −K2* %���	 ���	�� ��
�����
"
��� �	��� ���	 � �����
 A = A(1, 2)� ���	 ���	 � �����
� � K1(z)−K2(z) =

1
z − 1

+
1

2 − z
=

−1
z2 − 3z + 2

� �* ��
���	 �	 ��� � 0 �����	�
	 �	��	 � ��	

�� ��
���	�
�� �	�	�	 ��	 ���
� ��	 �����	 ���	 � �	��	�	 1 � 2*

8. 9��	 � f ���
��	
	 �	 f(z) = exp(−1/z4)� z �= 0� � f(0) = 0* F��	�	��

a. lim
x→0

f(x) = 0.

b. f ��	 ���
��	�
� ��
���	����� � 0.

c. -	���	�
� ������ ��
���� f � 
��� ��
	�� �� 
��	*

d. ����"1��	
��� ������ �	�� � ���� �	��	�	 ��������
� �	�
�*
������� f � ��������
	 
	 C∗ � ����	 ����"1��	
��� ������ �	�� 
	 C∗

� � ������� 
	 c. �	�� � 0* �

9. 1	����� ��
���� f(z) � &��	
�� ��� ��� ∞� ��� �
�	� f(z) =

1
4 + z2

� ��� f(z) =
1

z2 − iz + 2
*

���	
	�� �� (b)! z2 + iz + 2 = (z − i)(z + 2i)� f = i(K−2i − Ki)/3* �
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10. 1	����� ��
���� f(z) =
1

(1 + z2)2
� &��	
�� ��� ��� i*

���	
	��� f(z) =
1

(z + i)2(z − i)2
* �

11. 9��	 � ln ��	
	 ���	����	 ����E�
	 �	 ����
�����	 	�����
�	 � (−π, π)*
F��	�	�� �	 � ln(z/ω) = ln z − ln ω �	 z, ω ∈ Π+*

12. 1	����� ��
���� f(z) = ln
z − a

z − b
� &��	
�� ��� ��� ∞*

���	
	��� 9��	 � A(z) =
z − a

z − b
* A �������	�	 [a, b] 
	 (−∞, 0]* 9��	 �

ln ��	
	 ���	����	 ����E�
	 �	 ����
�����	 	�����
�	 � (−π, π) � ����"
����	���� �	 � |b| ≥ |a|*
-����� ���� ����
	!
(* -�������	���� ���� �	 �� a � b ��	�
� ������ � �	 � a < b* '	�	 � �	

x > b� ln
x − a

x − b
= ln(x−a)− ln(x−b) = ln(1−a/x)− ln(1−b/x)* %���	 ����

����� �	 �����6	 ������	 �	�� �	 x > b� 	 �	���� 
	 ��
��� ������� ���
�����
� �	 |z| > |b|!

f(z) =
+∞∑
k=1

bk − ak

kzk

�	 |z| > |b|*
.���
�� 	�� �� �� a � b ��������
� ������ �	 z �����
� ������ (1−a/z) � (1−
b/z) �� �����
� 1� � ����	 � ln

z − a

z − b
= ln

1 − a/z

1 − b/z
= ln(1−a/z)− ln(1− b/z)*

((* 9	 ��
��� '������ � ������ ���������� ��
���	�

f ′(z) =
1

z − a
− 1

z − b
=

+∞∑
k=1

ak − bk

zk+1
, |z| > |b|. ��*>7�

%���	 ��

f(z) − f(∞) =
+∞∑
k=1

bk − ak

kzk

�	 |z| > |b|*
 �� � ln ��	
	 ���	����	 ����E�
	 ln 1 = 2πn0� �	�	 � f(∞) = ln 1 = 2πn0*
�
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����� ����������
�� � ∞
 �� � ��
���	 f ��������
	 � ���	��� ER = {z : |z| > R}� R > 0 ��	���� �	
��
���	 f ��	 ��
���	����� � ∞� �����
	�
� �	���� �	����� �	�	 �

f(z) =
+∞∑

k=−∞
akzk, z ∈ ER. ��*>��

(������	
� ��
���	�����	 � ∞ ����� �� 
	 �������	
� ��
���	�����	 � ��
	�
� �	���

	 �����6� 
	��
*

-�
������ ��
���	 J ��
�����	� ���
��� �� �	

z = J(ζ) = 1/ζ. ��*>#�

�	�� � J(0) = ∞� J �������	�	 �����
� �	��� 0 � �����
� �����
	�
� �	���� �	����
������
��� J �������	�	 Br 
	 ER ∪ {∞}� ��� � R = 1/r � B′

r 
	 ER*  �� �� ����
��
	��
	 �2.93� �� ζ ����	 �� ζ = 1/z = J−1(z) � �	�� �	 � J = J−1*  �� f ��	
��
���	����� � ∞ ������
	�
� �	���� �	���� ������� ����6
� ��
���� F = f ◦J �
��	 ��	 ��
���	����� � 0* .	�	 � 
��	 ��
���	 F ��������
	 � ����� �����
�

���� B′ = {0 < |ζ| < r}� r = 1/R� � ���� �� �	����� � &��	
�� ��� � �����
� 
���*
-�
������ ��
	�	
� ��
���� f � �����
� ∞ ������ �����	�	�� ����� ��
	�	
	
��
���� F � �����
� 0* 5 �	���
���� �	 �� � �	��	 0 �����	�
	� ��� ���	 m ���
���
��	�
	 ��
���	�
	 �	��	 �	 F � �	���� �	 � �	��	 ∞ �����	�
	� ��� ���	 m ���
���
��	�
	 ��
���	�
	 �	��	 �	 f * 5 
	����
�� ����	����	 F ��	 � ����� �����
�
B′ = {0 < |ζ| < r} �	��� ζ = 0 &��	
��� �	��	�	
�� ���������
� �����6�� �����	
���� ����6
�����!

F (ζ) = a0 + a−1ζ + a−2ζ
2 + · · · + a−kζk + · · · ,

F (ζ) =
am

ζm
+ · · · + a1

ζ
+

+∞∑
k=0

a−k ζk, am �= 0, i ��*>+�

F (ζ) =
+∞∑

k=−∞
akζ−k.

)	��
��� ζ �	 ζ = 1/z � �������
�� �	�����	� ����	 �� &��	
��� �	��	�	
�
f 
	 ER!

f(z) = F (1/z) = a0 + a−1z
−1 + a−2z

−2 + · · · + a−kz−k + · · · ,

f(z) = F (1/z) = amzm + · · · + a1z +
+∞∑
k=0

a−kz−k, am �= 0, i ��*>8�

f(z) = F (1/z) =
+∞∑

k=−∞
akzk.

-�
������ f ��	 � ∞ ������
	�
� �	���� �	����� ���������
� �����
�� ��
��"
�	������ ���� ���
��	�
� ��
���	����� 	�� � �	�� 	�� F = f ◦J ��	 � �	��� 0 �����
��
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��
���	������ ���� ���
��	�
� ��
���	�����* 9	 �	 
	��
 ���	 ����E� �	�	����	 ��
"
���	�����	 � ∞ � �����	�	�6�� �	���	 � &��	
�� ��� 	
	���
	 � ����	� ��
	�
�
�	��� �	�� ��	
��� �	 �������
�� � 
��	���
�� �����
��	 ��
	� �����* F	����
	�� � ��
���	 f ��������
	 � ����� �����
� ∞ ������
	�
� �	���� �	���� f ��
���� �	����� � &��	
�� ���

f = F1 + f1,

��� �

F1(z) =
+∞∑
k=1

ckzk = c1z + c2z
2 + · · · , f1(z) =

0∑
k=−∞

ckzk = c0 +
c−1

z
+

c−2

z2
+ · · · .

/�
���	 F1 
	���	 �� ��	�
� ��� ��� ∞� ��
���	 f1 �����	�
� ��� ��� ∞* 9��	
��
���	 f ��	 ��
���	����� � ∞ �	�	 �� �	�
� �����6� ���	��!

(a) f ��	 � �	��� ∞ �����
�� ��
���	����� 	�� � �	�� 	�� �� &��	
�� �	���
����� 
	 �����	�
� ���*

(b) f ��	 � �	��� ∞ ��� 	�� � �	�� 	�� � ��	�
� ��� ������	
 � �	���� �� ��
��
	�
� ��	
��	� �* ��	�
� ��� � ����
�� ��� 
�� ��
��	
�	*

(c) f � �	���∞ ��	 ���
��	�
� ��
���	����� 	�� � �	�� 	�� ��	�
� ��� ��	 �����
"
	�
� ��	
��	 �	�������� �� 
���*

F��	� ����� �� ������� �	 ��
	�	
 ����	 �������6� �������
� ��	
�����	��� ��
��*>+� � ��*>8�*

/�
���	 ��������
	 � C 
	���	 �� ����*
%������

1.  �� � f(z) = 1/z2� ��
���	 f ��	 �����
�� ��
���	����� � ∞� �	�� �
lim

z→∞(1/z2) = 0� ��
���	 f ���� �� �����
��	�� �	 f(∞) = 0 �	�� �	 �
��������
	 � ∞*

2. a. -���
�� Pn(z) = a0 + a1z + · · · + anzn� an �= 0� n ≥ 1� ��	 ��� � �	���
∞*

b. 1	���
	�
	 ��
���	 R = Pm/Pn ��	 ��� � ∞ 	�� � m > n� � �����
��
��
���	����� 	�� � n ≥ m*
F	���� ����
��� �� ��������
� ��
���� � C� 	�� 	�� �� �	������� �� ��
"
��	
�� ��	� ��� � �	��� ∞*

3. .�� ��	���
��
�
� ���� ��
���� ����� ��
����� ��� 
��� ����
����� ��	� ��"
�
��	�
� ��
���	����� � ∞� 
	 �������

ez, sin z, cos z.

�	�� 
� ������ lim
|z|→+∞

ez ����� �	 exp ��	 ���
��	�
� ��
���	����� � ∞� ���
�� ���� �	������� � 
	 ��
��� &��	
���� ���	 exp � �����
�∞* -�
����� �	
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�

ez =
+∞∑
k=0

zk

k!
, z ∈ C.

F	���� ��	 ��� � ���������
� '������ �	��� ��� 0 � &��	
�� �	��� ���∞�
��	�
� ��� ���∞ ��	 �����
	�
� �
��� ��	
��	� ��
���	 exp ��	 ���
��	�
�
��
���	����� � ∞*

4. 9��	 � f(z) =
1

1 − z
* �	�� � lim

z→∞ f(z) = lim
z→∞

1
1 − z

= 0� �	�	 ��
���	 f

��	 �����
�� ��
���	����� � ∞*

����� =
�
 � �
�����!�
 !�� ��


-�
������ ��
���	 ��������
	 
	 C 
	���	 �� ���	* F	���� a = ∞ � ������	
	
��
���	�
	 �	��	 ���� ��
���� f * -����� ��� ����6
����!

a. a = ∞ � �����
�� ��
���	�����* 5 ���� ����	�� �	��	�
� ������� &�����	�
f ≡ ��
��*

b. a = ∞ � ���* '	�	 � ��	�
� ��� &��	
���� �	���	 f ��� ∞ ����
�� P �
��
���	 f − P ��	 �����
�� ��
���	����� � ∞ � ����	 f − P ≡ ��
��� �* f �
����
��*

c. a = ∞ � ���
��	�
� ��
���	�����* K��	 ��
���	 ��	 ��	 ���
��	�
� ��
���	�"
���� � ∞ 
	���	 �� ���	 ��	
���
��
�
	 ��
���	*

9	 ������� ��
���� exp� sin� cos� . . . �� ��	
���
��
�
� ���� ��
����*
/�
���	 f � ��	 � C 
��	 ������ ��
���	�����	 ������ �����	� 
	���	 �� �����
���&��*

(������  $'. �� ������ ��������� 	�� �� �������� ��$ ������ � C!
%�� �������&�� &����	�� f 	�� �������	� �	������	��� 	�	 ��� � ∞� ��
� �� f ���	������
&����	��'

������ 9��	 �� ak� k = 1, . . . , n� ��
	�
� ������ ��
���� f � ��
	���� �	 gk

��	�
� ��� &��	
���� �	���	 ��� ak� � �	 P ��	�
� ��� &��	
���� �	���	 ���
∞� 	�� f ��	 �����
�� ��
���	����� � ∞ ���
����� P ≡ 0* 1	�������� ��
����

ϕ = f − P −
n∑

k=1

gk� 	�
� � �	 �� ��� �	��� z ∈ C �����	�
� �	��� ��
���� ϕ �

����	� �� ������� &�����	� ϕ ≡ c0* F	����

f = c0 + P +
n∑

k=1

gk,

�* f � �	���
	�
	 ��
���	* �

/�����	 ������	��	 �	��	�	
� �	���
	�
� ��
���� 
	 ����
�� � ������ �	������*
-�������� �	 �������
� �	��	��	
� �	� ��
���	�	
 ���	� �����	
	 �	����
�	��	�	
	* 5�������	�	6��� �����
 ��������
	 � ������� ������* /�
���	 f
� ��������
	 � ���	��� W 	�� 
��	 � W ������ ��
���	�����	 ���� �����	*
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*����  $ $# #������	 
� ��� �� f �������&�� � ������	 W � ��
� f 	�� ����	��
�������	�� ������ � W '

F��	�	
� '������ �*#; ������ �	�	 ���	�	�� 
	 �����6� 
	��
! ��������
	 ��
���	�
��������
	 � �	�����
� �	�
� C� � �	���
	�
	 ��
���	*

��� '��	��	 	 ��	��� � 	�������	�	

4	�	 ����� �	�	����	�
� �	 �����	�	
� ��������
�� ��
���	 
	�
�����	
�
�� ��
�	��� � ����	 ��
���	 
�� ��������
	���
���	�
� �	����*

9��	 � Ω ���	�� � C �	�
� ����� ���� � ���������� �����	
	�� A ⊂ Ω ����
������	
�� �	�	�	� ��
���	 f ∈ H(Ω\A) ����
��	�
� ��
���	������ �� � A� � 
��	 �
G �����	�
	 ���	�� �	��	 �	 � G ⊂ Ω � Γ �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ���	���
G* -�������	���� �� �	 Γ∗ 
� �	���� ��
���	�
� �	���� �* A ∩ Γ∗ = ∅� � �	 �
A∩G = {a1, . . . , an}* (�	������ r > 0� �����
� �	�� �	�� �	 �� �	�����
� �������
Bν � Bν = B(aν ; r)� ν = 1, . . . , n� ��E����
� ����
��
� � �	 ����	�	� ���	��� G*

%�
	���� �	Gr ���	��G\
n⋃

ν=1
Bν * Gr � �����	�
	 ���	�� � �������
� ����
���	
	

��	
��	 Γr ���	��� Gr �� �	���� �� Γ � ����
��	 γ−
1 , γ−

2 , . . . , γ−
n � ��� � γν �������
�

����
���	
	 ����
��	 �	 ��������� � aν ��������
��	 r �������
�� γν = aν+reit� 0 ≤
t ≤ 2π�* %���	� 
	 ��
��� %���� ������� (
����	�
� '������ �*�8 ��	 �����	�
�
���	����� � ������� 
	 �� �	 � f ∈ H(Gr)� ����	 ��∫

Γ

f dz +
n∑

ν=1

∫
γ−

ν

f dz = 0, ��*>;�

� ����	� 
	 ��
��� �����
�	�
�� �����	�	 �
����	�	� �����∫
Γ

f dz =
n∑

ν=1

∫
γν

f dz. ��*><�

(� ��� ������� ����� �	 �� ���	��
	�	
� �
����	�	 ��������
� ��
���� �� ��	
���
���	��� ����� 
	 ���	��
	�
� �
����	�	 �� ����
��	�	 �	 ��
����	 � ��
���	�
��
�	��	�	*
(
����	� ��
���� f �� �����
� �	�� ����
��� �	 ��
���� � ������	
� ��
���	�
�
�	��� a �� ��
����� ������
 �	 2πi� 
	���	 �� ������� �� ��
���� � �	��� a � ��
	�	�	
�	 Res(f, a) ��� Resaf *

��"������  $#' /��� f 	�� �	������	��� ,	�������	- � ��)�	 a. ���	
�� &����	�� f
� ��)�	 a ��

Resaf = Res(f, a) =
1

2πi

∫
γr

f dz, ��*>=�

�
� �� γr ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ���
	���� � ��)�	 a 
������� �����
�������)�	�� r > 0'
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F��	���� �	 ��	 ���
���	 
� �	���� �� r*
������ -�������	���� �	 � f ∈ H(B′)� B′ = {z : 0 < |z − a| < r0} � 
��	 �
0 < r1 < r2 < r0* 9	 ��
��� %�(' ��	 �����	�
� ���	���� �	������ �� �	 �∫

γr1

f dz =
∫

γr2

f dz.

(
�����	
�
� � �����6� �	 ��	 ������	 
�� ������
	 ��������	 ���	�
� ������ ����"
��� �������* �

(������  $'/ ���1����� ������� � ��&�������! /��� �� A ⊂ Ω ���� 	���
�����	 ��)��� 	 &����	�� f ∈ H(Ω \ A) ,���������	 �	������	���	 �� � A- 	 ���� ��
G ��������� ������ ����� 
� �� G ⊂ Ω 	 Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G
	 ���� Γ∗ �� ��
� 	 �	�������� ��)��� ��' A ∩ Γ∗ = ∅' ����������	��� ���� 
� ��
A ∩ G = {a1, . . . , an}' ��
�∫

Γ

f dz = 2πi

n∑
ν=1

Res(f, aν). ��*>>�

������ 9	 ��
��� ���
���� �������	 �������	 ��*>=���
∫
γν

f dz = 2πiResaν
f �

����	� � ������� 
	 ��*><�� ����� ��*>>�*
%�	 ������	 � ��������	 �(' �	 �����	�
� ���	���� 	�� ��	 ������ ���
����"

��
� �
	�	 �� ����� ����	�
� ����
���� �	�	� � �
����	� ��������
� ��
���� ��
��	
��� ���	���� 
	 ���	��
	�	
� ���	�
�� ����
����"�������	 ��
���� � ��
���	�
��
�	��	�	 � ��	 ������ �����
�* �

%������E

1. 9��	 � f(z) =
z

1
2 − sin2 z

� z1 = π/4 � z2 = −π/4* F��	�	��!

a. f � ��������
	 
	 U \ {z1, z2} � ��	 ������ ������ � �	��	�	 z1 = π/4
� z2 = −π/4*

b.
∫
γ

f dz = −iπ2� ��� � γ �������
� ����
���	
	 ���
��
	 ����
��	*

2. 9��	 � f(z) =
e−z

(z − 1)2
*

a. 1	����� f � &��	
�� ��� ��� �	��� z = 1*

b. F��	�	��
∫
γ2

f dz = −2πi/e� ��� � γ2 �������
� ����
���	
	 ����
��	

��������
��	 2*

���	
	��� �a.� e−z = e−1e−(z−1)* �
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����� 3
'���� � ∞
��"������  $#) /��� �� f ∈ H(ER0)� ER0 = {|z| > R0}. ;��	
�� � ∞ ��

Res∞f =
1

2πi

∫
γ−

R

f dz, ��*7??�

�
� �� γ−
R �����	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ������� � ���	 	 R > R0. �� ������

����������	 ��������� 	���������

1
2πi

∫
γR

f dz = −Res∞f ; ��*7?7�

���� 
� �� Res∞f �� � 
�!�	���	 	 ����+� &������ ,2'1A1-'

9	����
��� �	 ���
���	 
� �	���� �� R� ���	� � 	
	���	
 �	� �	 ��
	�
� �	���*

(������  $'0 �� ���� ��&�����! /��� �� f ������&�� � ����������� ����	
C� ��	� � ����)�� ����� ��)��� a1, a2, . . . , an ∈ C ,����)�� ��)��-� ��' f ∈ H(G)�
G = C \ {a1, a2, . . . , an}' ��
� �� ���� ���	
��� � ��	� ����)�	� ��)���� 	
���	
��� � �������)����	 ��
���� ���	"

n∑
v=1

Resav
f + Res∞f = 0. ��*7?��

���
����� /� ������������� �� 
� f ∈ H(∞) ��' 
� �� f ������&�� � ∞'

������ (�	������ R > max
1≤ν≤n

|aν | � 
��	 � γR �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	

��������� � ������
	�
�� ������� ��������
��	 R* 9	 ��
��� ������� ������� �
��������� ∫

γR

f dz = 2πi
n∑

ν=1

Resaν
f,

�*
1

2πi

∫
γR

f dz =
n∑

ν=1

Resaν
f. ��*7?#�

9	 ��
��� F��
���� 2.14 �������	 � ∞� ���	 ���	
	 ������� ��*7?#� ��
	�	 �
−Res∞f � �*

1
2πi

∫
γR

f dz = −Res∞f,

� ����	 ����� ���E�
�* �

-�������� �	 ������	 �	�� � 	�� ��
���	 ��	 ��
���	����� � ∞*
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����� ������� ��)������ �
'�����

#$ Resf = c−1

(������  $'2 /��� &����	�� f 	�� 	�������	 �	������	��� � ����)��� ��)�	 � 	
���� �� H������ ������ &����	�� ��� ��)�� a ��
���

f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − a)k. ��*7?+�

��
� ��
Resaf = c−1. ��*7?8�

������
f ∈ H(B′), B′ = {0 < |z − a| < r0}, r0 > 0.

9��	 � 0 < r < r0 � 
��	 � γr �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	 ��������� �
a� ��������
��	 r* .	�	� 
	 ��
��� &��	
��� �������� ��� ��*7?+� �	�
����
�
��
������	 
	 ����� γ∗

r �	 �� ���� �
����	���� ��	
 �� ��	
� �* �	��∫
γr

f dz =
+∞∑

k=−∞
ck

∫
γr

(z − a)k dz. ��*7?;�

%���	� � ������� 
	 ������
	�
��� �����
	 ������� -����� ������
	�
��� �����
	�
��� ������ ∫

γr

f dz = 2πi c−1, ��*7?<�

� 
	 ��
��� ���
���� �������	� 
	�	���� ��*7?8�* �

-�������� �	 � ������	 ��*7?<� �����	�	
 ����	 ������� �	 �������
�� &��	"

���� �	���	 � �	 ���	� ��
	��	�� �� ���	������ �	����	*

%����� #/ �������������� �������! /��� �� γ(t) = a + reit� 0 ≤ t ≤ 2π�
p = pn &����	�� 
�!�	���� �� p(z) = (z − a)n 	 In =

∫
γ

p dz' ��
� �� In = 0� ��

n �= −1 	 I−1 = 2πi'

������� -�������	���� �	 � a = 0* �	�� �(
zk+1

k + 1

)′
= zk, k �= −1,

��
���	 zk� k �= −1� ��	 ��������
� � ����	 
	 ��
��� �('P� ����� �	 � Ik =∫
γ

zk dz = 0 �	 k �= −1*  �� � k = −1� p−1 = J � ��� � ��
���	 J ���
��	
	 �	

J (z) = z−1 = 1/z� 9	 ��
��� ������� �	 �
����	��� ��� ����
��� ������� �����	�
�
����	���� ����� I−1 =

∫
γ

z−1 dz = 2πi* %���	 � Res0J = 1*  
	���
� �� �	��	��	

����	 a �= 0* -��������� ��
���	 J 
��	 ��������
� � �����
� 0* �
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 $ 4�&���� &� ��� ����� ����

-�������	���� �	 ��
���	 f � �	��� a ��	 ��� ����� ���	� �� �
	�� �	 &��	
��
�	��� � 
��� ����� �����
� B′(a) �	��� a� ��	 �����

f(z) =
c−1

z − a
+ c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · · , c−1 �= 0, �*

f(z) =
c−1

z − a
+

+∞∑
k=0

ck(z − a)k.

%���	 ����� ����

(z − a)f(z) = c−1 +
+∞∑
k=0

ck(z − a)k+1,

� �	���
c−1 = lim

z→a
(z − a)f(z). ��*7?=�

2.a. .���	 f = ϕ/ψ*
9��	 �� ϕ� ψ∈ H(B(a)) � 
��	 ϕ(a) �= 0� ψ(a) = 0� ψ′(a) �= 0� �	�	

Resaf = c−1 =
ϕ(a)
ψ′(a)

.

������� �	�� � ϕ(a) �= 0 � ���
��	� ���
���	 ψ� ��	 ������ 
��� � �	��� a�
��
���	 f ��	 ��� ����� ���	 � �	��� a* %���	� �� ������� ��*7?=��

c−1 = lim
z→a

(z − a)f(z) = lim
z→a

(z − a)
ϕ(z)

ψ(z) − ψ(a)
= lim

z→a

ϕ(z)
ψ(z) − ψ(a)

z − a

,

� ����	

Resaf = c−1 =
ϕ(a)
ψ′(a)

. ��*7?>�

-�������� �	 ��	 ������	 �	�� � 	�� � ϕ(a) = 0 ��	�	 f ��	 �����
�� ��
���	�����
� a�� � �	�	 � Resaf = 0* �

'$ 4�&���� &� ��� n	��� ����

%����&�����  $2 /��� f 	�� � ��)�	 a ��� n���� ��
�' ��
� ��

c−1 = Resaf =
1

(n − 1) !
lim
z→a

((z − a)nf(z))(n−1). ��*77?�

������ �	�� f ��	 � a ��� n"��� ���	� �	�	 �� � 
��� �����
� �	��� a�

f(z) =
c−n

(z − a)n
+ · · · + c−1

(z − a)
+ c0 + c1(z − a) + · · · , c−n �= 0.
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F��
����� ��
���� Φ �	

Φ(z) = (z−a)nf(z) = c−n+(z−a)c−n+1+· · ·+c−1(z−a)n−1+c0(z−a)n+· · · , z �= a

� Φ(a) = c−n* /�
���	 Φ � 	
	������	 ��
���	 � �������
� c−1 �� ���	��
	�	
������
���	
�� �� ��
���� n − 1 ���	* -���	���� 
	 ��	
��
� ����
��� ����	 ��

c−1 =
Φ(n−1)(a)
(n − 1)!

��	 ���	�����
� ������ ������ 7*+ � �����
�� �������	� � ����	

Resaf =
1

(n − 1) !
lim
z→a

(
(z − a)nf(z)

)(n−1)
. ��*777�

�

 �� f ��	 � �	��� a ��� ���	 n� �����
� � ��������� �����6� 
��	���!

Φ(z) = (z − a)nf(z) i Ψ(z) =
Φ(n−1)(z)
(n − 1)!

.

5 ��� ����	� ������	 ��*777� �� ���� �	���	�� � ���	6�
�� ������ c−1 = Ψ(a)*
)	 ���	��
	�	
� �������	 � ����	� ���
��	�
�� ��
���	�����	 
� ������ 	
	���
�

������� � ������� �� �	��
	 ����6� &��	
���� �	���	*
%������E

a. /�
���	 shz/z4 ��	 ��� ���6�� ���	 � 0� �	 ��������� 1/6*

b. /�
���	 e ◦ J ��	 ���
��	�
� ��
���	����� � 0� �	 ��������� 1*

)$ 4�&���� � ����� ∞
Res∞f = −c−1

%����&�����  $#3 /��� �� &����	�� f ∈ H(ER0)� ER0 = {z : |z| > R0}� R0 > 0 	
���� ��

f(z) =
+∞∑

k=−∞
ckzk, ��*77��

H������ ������ &����	�� f � ������	 ER0 '
��
� ��

Res∞f = −c−1.

������ 9��	 � R > R0� γR �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	 ��������� � 0
��������
��	 R* -� ���
�����

Res∞f = − 1
2πi

∫
γR

f dz.

&��	
�� ��� ��*77�� �	�
����
� ��
������	 
	 γ∗
R � ���� �� �
����	���� ��	
 �� ��	


�� �	� � ����	� ��
	�
�� ��
���	�����	� ����	 �� Res∞f = −c−1. �
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-�
������ 	�� � ��
���	 f ��������
	 � ����� �����
� �	��� ∞� �	�	 �� f
���� �	����� � &��	
�� ���

f = F1 + f1,

��� �

F1(z) =
+∞∑
k=1

ckzk = c1z + c2z
2 + · · ·

�

f1(z) =
0∑

k=−∞
ckzk = c0 +

c−1

z
+

c−2

z2
+ · · · .

/�
���	 F1 
	���	 �� ��	�
� ��� &��	
���� ���	 ��� �	��� ∞� ��� �� ��
���	 f1


	���	 �����	�
� ��� &��	
���� ���	 ��� �	��� ∞* :	�� �����6	 ������	
c−1 = lim

z→∞ z(f1(z) − c0);

� �����	�
� 	�� � f ��������
	 � �	��� ∞� c−1 = lim
z→∞ z(f(z) − c0)*

%������E

1. 9��	 � �	�	 ��
���	 f(z) = 1/(1 + z8)2 � 
��	 � γ �������
� ����
���	
	
����
��	 �	 ��������� � ������
	�
�� ������� ��������
��	 2� �* γ(t) = 2eit�
0 ≤ t ≤ 2π*

a. %������� ��
���	������ ��
���� f *

b. (��	��
	�� I =
∫
γ

f dz*

���	
	��� a. 9��	 � p(z) = (1 + z8)2� ��
	��
	 p(z) = 0 �����	��
�
	 �

�	 (1 + z8)2 = 0� �* �	 z8 = −1 � ��	 8 ����
	 zk = exp
(
i(

π

8
+

kπ

4
)
)
�

k = 0, 1, . . . , 7� � ���� �	��	�	 f ��	 ������ ������ ���	*

b. �	�� �� ��	 ����
	 
	 ���
��
� ����
��� � ���
� �� ��
���	������ ��
����
f � ��
���	 f � ��������
	 � ���	��� E = {z : |z| > 1} � �	�� γ∗ ⊂ E� 
	
��
��� F��
���� �*7+ �������	 ��*7?7��� �����

I =
∫
γ

f dz = −2πiRes∞f.

(� f(∞) = 0 ������ ����� c−1 = lim
z→∞ zf(z) = 0� 	 �	��� Res∞f = −c−1 = 0*

%���	 � I = 0* �

2. 9��	 � l = {iy : y ≥ 0} � D = C \ l*

a. F��	�	�� �	 ������ ��	
	 ln �����
	�
� ��
���� Ln 
	 D� ����E�
	 �	
ln 1 = 2πi*



���� �	���	 	�������� 7�8

b.  �� � ��
���	 f ���
��	
	 �	 f(z) =
ln z

1 + z2
� ���	��
	�� ������� ��

��
���� � �	��� −i*

������� �	�� i = eiπ/2 ∈ l� �� � D = Oπ/2* %���	� 
	 D ������ ��	
	 arg
�����
	�
� ��
���� Arg �	 ����
�����	 � Jk* (� �����	 �ln 1 = 2π i�� �����
k = 0� �	�� �	 � ��	
	 arg = arg0 �	 ����
�����	 � J0 =

(π
2

,
π

2
+ 2π

)
* (�

arg(−i) =
3π

2
����� ln(−i) = i

3π

2
� ����	 Res−if =

ln z

2z
|−i = −3π

4
* �

3. 9��	 � t ∈ R� f = ft ���
��	
	 �	 f(z) =
eitz

1 + z2
� ϕ(t) =

+∞∫
−∞

ft(x) dx*

F��	�	��!

a. Res(f, i) = e−t/(2i).

b.  �� � t ≥ 0� �	�	 zf(z) ���� 0� �	�	 H � z → ∞*
c.  �� � t ≥ 0 � Cr ��������
��	 � ���
� �����	�
� ��������
��	 r� �	�	∫

Cr

f dz → 0� �	�	 r → +∞*

d. ϕ(t) = πe−|t|*

��� (	���	 	��������

����� >�������
 �
�


9��	 � a ∈ C, α < β, β − α ≤ 2π, r > 0, R > 0� S1 = Sr(α, β) = {a + ρeit :
0 < ρ < r, α ≤ t ≤ β}� S2 = SR(α, β) = {a + ρeit : ρ > R,α ≤ t ≤ β}* 9��	
� γρ ����
� ��� ���
��	
 �	 γρ(t) = a + ρeit, α ≤ t ≤ β� �* γρ � ��� �������
�
����
���	
� ����
��� �	 ��
���� � a ��������
��	 ρ �

Iρ =
∫

γρ

fdz.

5���  $#3 �?�������� ���� 1- 59�1! /��� �� &����	�� f ������	
�� �� S1 	

lim
z → a
z ∈ S1

(z − a)f(z) = A, ��*77#�

γρ 
�� ��� �	�� 
�!�	��� �� γρ(t) = a + ρeit, α ≤ t ≤ β� ��' γρ �� 
�� ���	�	���
��	����	���� ��� �	�� �� ������� � a �������)�	�� ρ� ��
� �� � S1' ��
� ��

lim
ρ→0+

∫
γρ

fdz = i A (β − α),

��' Iρ → iA(β − α) ��
� ρ → 0+'
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5���  $## �?�������� ���� 2- 59�2! /��� �� &����	�� f ������	
�� �� S2 	

lim
z → ∞
z ∈ S2

(z − a)f(z) = A. ��*77+�

��
� ��"

lim
ρ→+∞

∫
γρ

fdz = iA(β − α),

��' Iρ → iA(β − α) ��
� ρ → +∞'

������ 9��	 � ��
���	 ε = ε(z) ���
��	
	 �	 (z − a)f(z) = A + ε(z) � 
��	 �
Mρ = max{|ε(z)| : z ∈ γ∗

ρ}* -�
����� �	 �������6� �	�	������	��� ���	 
	�	����!

Iρ = i

∫ β

α

(
A + ε(a + ρeit)

)
dt = i(β − α)A + ερ ,

��� � ερ = i
β∫
α

ε(a + ρeit) dt*

9	 ��
��� 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	� |ερ| ≤ (β − α)Mρ*
�	�� �� �����	 ��*77#� ����������
�� ��*77+�� �	�	 ρ → 0+ ����������
�� ρ → +∞�
����� Mρ → 0� �	�������� �	 ερ → 0* �

5���  $# /��� �� &����	�� f ������&�� � B′ = B′(a, r) 	 	�� ����� ��� � a'
/��� �� γρ 
�� ��� ��� ���� ,��� � &2�1-� ��' γρ(t) = a + ρeit, α ≤ t ≤ β' ��
�
��"

lim
ρ→0+

∫
γρ

f dz = i(β − α)Res(f, a), ��*778�

��' Iρ → i(β − α)Res(f, a)� ��
� ρ → 0+'

������  �� � a ����� ���� �	�	 � Res(f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z) � 
	 ��
��� H(�1

����	 �� ��*778�* �

?�������� �����������

9��	 � J0
R =

π/2∫
0

e−R sin t dt �R > 0� � JR =
π∫
0

e−R sin t dt* '	�	 �!

J0
R <

π

2R
(R > 0); ��*77;�

JR <
π

R
. ��*77<�

������ 9��	 � y1 = sin t � y2 = 2t/π� 0 ≤ t ≤ π/2* �	�� � ��
���	 y1 ��
�	�
	

	 [0, π/2]� ����� y1 ≥ y2� ��
��
� sin t ≥ 2t/π, 0 ≤ t ≤ π/2* %���	� 	�� � R > 0�

	��� �����

e−R sin t ≤ e−2Rt/π,



���� �	���	 	�������� 7�<

	 �	���

J0
R =

∫ π/2

0

e−R sin t dt ≤
∫ π/2

0

e−2Rt/π dt =
π

2R
(1 − e−R) <

π

2R
,

�* ��*77;�*
�	�� � JR = J0

R +J1
R� ��� � J1

R �
����	� ��� �
����	�	 [π/2, π]� �������6� ���
�
τ = π − t� ���	��� �� �	 � J1

R = J0
R � ����	 JR = 2J0

R* %���	� 
	 ��
��� ��*77;��
����	 �� ��*77<�* �

5���  $#' �?�������� ���� 3- 59�3! /��� �� f &����	�� ������	
�� �� H =
{z ∈ C : Im z ≥ 0}� ���� �� 	 ���	 ��
� |z| → +∞ ���� H' /��� �� Cρ ������� �	��
�� ������� � 0 �������)�	�� ρ � H 	 ���� ��

Iρ =
∫

Cρ

eiλzf(z) dz.

��
�� �� !��	���� λ > 0� Iρ → 0 ��
� ρ → +∞'

������ 9��	 � ��������
��	 Cρ �	�	��������	
	 �	 Cρ : ρeit� 0 ≤ t ≤ π* '	�	 �!

Iρ =
∫ π

0

f(ρeit)eiλρ(cos t+i sin t)iρeit dt.

9��	 � ερ �	������ ��
���� |f | 
	 C∗
ρ * �	�� � |eiλρ(cos t+i sin t)| = e−λρ sin t� 
	

��
��� 
���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	�

|Iρ| ≤ ρ

∫ π

0

|f(ρeit)|e−λρ sin t dt ≤ ρερJR,

��� � JR 0���	
�� �
����	� � R = λρ* %���	� 
	 ��
��� 0���	
��� 
���
	�����
��*77<�� �����

|Iρ| ≤ ρ ερπ
1
ρλ

=
π

λ
ερ

� �	�� 
	 ��
��� ��������	��� ερ → 0� �	�	 ρ → ∞� ����� H(�3* �

*����  $)$# (a) /��� �� ϕ(R, t) = Re−R sin t' ������	�	 
� �� 0 < t < π� ϕ(R, t) →
0 ��
� R → +∞'
(b) #������	 
� RJR =

∫ π

0
ϕ(R, t)dt �� �� 	 0� ��
� R → +∞'

���	
	�� �� (b)� sin t ≤ t, t ≥ 0* 9	����
��� �	 �� �	 ���	� (b) 
� ���� �����
���
&������	 ������	 � ����
	
�
� ��
�����
���* �
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˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
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� ��

+ + +

−R R

a1

a2

ap

O
�

)

����� �*7<! )+ ��


9��	 � f =
Pn

Qm
�	���
	�
	 ��
���	

��	 
��	 �����	 
	 R, n ≤ m− 2* :	��
lim

|z|→+∞
zf(z) = 0 � ��	��� lim

R→∞
∫

CR

f dz =

0� ��� � CR ��������
��	 � ���
� ����"
�	�
�*
-���	���� 
	 ����� � �����6�� ���
�������
��� �	�� �	 �����
� ������ R�

∫
CR

f dz+
∫

[−R,+R]

f dz = 2πi
∑

Im a>0

Resaf

����	 ��

I =
∫ +∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im a>0

Resa f, ��*77=�

��� �� ���	 ����	 �� ���� �������	 ��
���� f � ���
� �����	�
�*
-����
� � ��������� ��
	�� S+ =

∑
Ima>0

Resaf � �	�� �	 ��	��� ������! I =

2πiS+ = 2πi
∑

Ima>0

Resaf *

9	 ������� 
	 ��
��� ��*77=� ����	 ��!

(a)
∫ +∞

0

x2 dx

(x2 + 9)(x2 + 4)2
=

1
2

∫ +∞

−∞

x2 dx

(x2 + 9)(x2 + 4)2
=

π

200
*

(b) 9��	 � I(p, n) =
∫ +∞

−∞

xp

1 + x2n
dx, 0 ≤ p ≤ 2n − 2* '	�	 �

I(p, n) = 0, 	�� � p 
��	�
�,

I(p, n) =
π

n sin((p + 1)π/2n)
, 	�� � p �	�
�.

�������  �� � p 
��	�
�� �
����	
� � 
��	�
	 ��
��	� �	 I(p, n) = 0* -�������	����
�	 � p = 2m � ������� ��
	�� P = zp� Q = 1 + z2n � f = P/Q* 1���
	

��
	��
� z2n = −1 = eiπ �� zk = eiϕk � ��� � ϕk =
π

2n
+

kπ

n
* %�	��� �

ωk = Res(f, zk) = − 1
2n

(zk)p+1* 9��	 � θ0 = (p + 1)ϕ0� q0 = − 1
2n

eiθ0 �

q = ei (p+1) π/n* '	�	 � ωk = q0q
k � S+ =

n−1∑
k=0

ωk� �* S+ = q0
1 − qn

1 − q
* �	��

� qn = ei(p+1)π � p = 2m� ����	 �� 
	��� qn = −1� 	 �	��� S+ =
2q0

1 − q
*



���� �	���	 	�������� 7�>

.	�	 �� q − 1 = ei2θ0 − 1 = eiθ02i sin θ0 ����� I = 2πiS+ =
π

n sin θ0
*

��	����	���� ��
	�����  �� � p �	�
�� �	�	 � I(p, n) = 2J(p, n)� ��� �

J = J(p, n) =
∫ +∞

0

xp

1 + x2n
dx* .��
�� t = x2n ����	 �� J =

1
2n

O(a)�

��� � a =
p + 1
2n

������� -����� 7> ��� ;* ���	 �
����	�	 � ����� 3 � ���������

�*+*#�* �

(c) 9��	 � R(z) =
z

z2 + 1
� φ(z) = cos

( 1
z + i

)
� f = Rφ � I =

∫ +∞
−∞ f(x)dx*

-��������

S+ = Res(f ; i) =
1
2

cosh
1
2
*

F	 �� �� �	�
� ������� I = 2πiS+� I + πi = 2πiS+L

2. (��������������� ���������

9��	 � R(u, v) �	���
	�
	 ��
���	 ��� �����
����� ��	 � 
�������
	 
	 u2+v2 =
1 � 
��	 �

I =
∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ) dθ.

5����6� �����
���� z = eiθ� ����	 ��

cos θ =
1
2

(
z +

1
z

)
, sin θ =

1
2i

(
z − 1

z

)
.

'	�	 � I =
∫
K f dz� ��� � f(z) =

1
iz

R

(
1
2

(
z +

1
z

)
,

1
2i

(
z − 1

z

))
� K �������
�

����
���	
	 ���
��
	 ����
��	* %�	��� �

I = 2πi
∑
|a|<1

Resaf. ��*77>�

9	 �������

(a)
∫ 2π

0

cos mθ

5 + 3 cos θ
dθ =

(−1)mπ

2 · 3m
, m ∈ N*

(b) �

∫ 2π

0

dθ

1 − 2r cos θ + r2
=

2π

1 − r2
, 0 ≤ r < 1. ��*7�?�

3. 8�������� ���������
(
����	� �����	

I =
∫ +∞

−∞
f(x)eiαx dx, α > 0



7#? ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��


	���	 �� /������� ��� � f ��
���	 ��������
	 
	 H \A, H = {z ∈ C : Im z ≥ 0}
� A ��
	�	
 ���� �	�	�	 � H ��� �
	�� �	 � A ∩ R = ∅�* '	��E�� ��������	��	 ��
�	 �

lim
|z| → +∞

z ∈ H

|f(z)| = 0.

-�������� �	 ��� ��������	��� �
	�� �	 � A ⊂ H, � �	 � A ��
	�	
 ���� ���

	���� �������� ����*  �� � ��������� �
�	 � 
����	 ���
	 �	��	 
	�����	"
�	
	 ∞. 9� ��������	��	 �� �	 � f ��������
	 � ∞.

�	�� � �� ���
���� I = lim
r→∞

+r∫
−r

f(x)eiαx dx� �
����	��6� ��� ��
���� 
	 �����

�*7<� 
	 ��
��� &��� �*7# �H(�3� �����

I = lim
r→∞

∫ +r

−r

f(x)eiαx dx = 2πi
∑
a∈A

Resa(f(z)eiαz). ��*7�7�

9	 �������

(a)
∫ +∞

0

cos x

1 + x2
dx =

1
2
Re
(∫ +∞

−∞

eix

1 + x2
dx

)
=

π

2e
*

(b) I(t) =
∫ +∞

−∞

eitx

1 + x2
dx = πe−|t|, t ∈ R*

(c) 9��	 � f(z) = (z2 + b2)−2* (��	��
	�� �
����	�

I = I(α) =
∫ +∞

0

f(x) cos(αx)dx, b > 0.

F��
����� g(z) = f(z)eiαz � J =
∫ +∞

−∞
f(x) eiαx dx� b > 0* '	�	 �

I = J/2*

F��
����� Φ(z) = (z − ib)2g(z) = eiαz(z + ib)−2* 9	�	���� Ψ(z) = Φ′(z) =

eiαz(iαz − αb − 2)(z + ib)−3� S+ = Ψ(ib) =
αb + 1
4ib3

e−α b* %���	� �	 α > 0�

J = 2πiS+ = π
αb + 1

2b3
e−α b � ����	 I = π

αb + 1
4b3

e−α b* �	�� � I(α) �	�
	

��
���	� ����	 �� I = π
αb + 1

4b3
e−|α| b*

4. ,����� �������� 8��������� ���������

:���
��� �
����	�	 � ���	 �	� � 3.� ������ ��� f ���� ��	�� ��
	�	
 ��� �������
�����	� α1 < α2 < · · · < αp 
	 R*
9��	 �

I(r, ε1, . . . , εp) =
∫ α1−ε1

−r

+
∫ α2−ε2

α1+ε1

+ · · · +
∫ αp−εp

αp−1+εp−1

+
∫ r

αp+εp

(f(x)eiαx) dx,
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇�� �
�

�
�

�

�

−r α1 α2 α3

Cr

Cε1 Cε2 Cεp

r
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙
˙̇̇̇˙

˙̇̇̇˙
˙̇̇˙̇

˙̇̇˙̇
˙̇̇˙̇

˙̇̇˙̇˙̇̇˙̇˙̇̇˙̇˙̇̇˙̇˙̇̇˙̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙
˙̇̇̇˙

˙̇̇̇˙
˙̇̇˙̇

˙̇̇˙̇
˙̇̇˙̇

˙̇̇˙̇ ˙̇̇˙̇ ˙̇̇˙̇ ˙̇̇˙̇ ˙̇̇˙̇

����� �*7=! ,+ ��


��� � r > 0 �����
� ������� 	 εk > 0
�����
� �	��*

$�	�
	 ����
��� /�������� �
��"
��	�	 ���
��� �� �	�

I = lim
r → +∞
εj → 0

I(r, ε1, . . . , εp).

-����
�� ������� � ���� �������	

	 ��
���� f(z)eiαz � ��
���� 
	 �����
�*7=� 	 �	��� �����
�� &��� �*7#
�H(�3� � &��� �*7�� ����	 ��

I = iπ

(∑
Resαj

(f(z)eiαz) + 2
∑

a∈A

Resa(f(z)eiαz)
)

. ��*7���

9	 ������� ∫ +∞

0

sinx

x
dx =

1
2i

∫ +∞

−∞

eix

x
dx =

π

2
.

-�
�����!
��"������ � �F��
���	 7*�7� 9��	 � V �����
	 
���� �
����	�	 L ⊂ R� V ′ = V \L
� ��
���	 f ���
��	
	 
	 V ′*  ��� �	 t ∈ L� ������ ��	
��
� ����
����

lim
H�z→t

f(z), lim
H−�z→t

f(z)

���������
� �� ��
	�	�	� �	 f+(t) � f−(t)*
9��	��	 f+ � f− �� �����
�� �����	�
� 	�� �� ��
���	 f 
� ���� 
�������
�

��������� 
	 L*

5. �������� ����
∫ +∞
0

R(x)dx

�

!
h�

�

��

�

*

�ε
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇
˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

����� �*7>! -� .� /� 0+ � )1+ ��


-�������	���� �	 � �	���
	�
	 ��
���	
R = Pn/Qm, n ≤ m − 2 � �	 R 
��	
������ 
	 R+*
 �� � R �	�
	 ��
���	� ��	 ��� �� �����

	 ��� 1*

5 ������ ����	� �R �	���
	�
	� 	��

�� �	�
	�� ���	 � �	 �� �����
� '��"
���	 � ���� �������	 ��;��� 
	 ��"
��6
� ��
���� f(z) = R(z) ln z� ����"
����
� � Ω = O0 = C \ [0,∞)� ��� �
Im (ln z) = arg z ∈ (0, 2π)* 2���
� ��
��"
�	������ ��
���� f �� ������ � ����	�	�
����� 
��	 ����
��	 Q*



7#� ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

)	 ε, h > 0 �	�� � r > 0 ������ �������
����� �*7>�� 
	�	�� �� ∫

γε,r,h

f dz = 2πi
∑

Q(a)=0

ResaR(z) ln z.

)	 ε, r > 0 �����	
� �	��

f+(x) = lim
h → 0+
Im z > 0

R(z) ln z = R(x) ln x

�
f−(x) = lim

h → 0+
Im z < 0

R(z) ln z = R(x)(lnx + 2πi)

�	�
����
� �� x ∈ [ε, r]� ��� � z = x + ih*
%�
	���� �	 γρ �������
� ����
���	
� ����
��� �	 ��
���� � 0 ��������
��	 ρ*

�	�� � f+(x) − f−(x) = −2πiR(x)� ����	 ��∫
γr

f dz −
∫

γε

f dz − 2πi

∫ r

ε

R(x) dx = 2πi
∑

a

ResaR(z) ln z.

�	�� �
lim
z→0

zR(z) ln z = 0 � lim
z→∞ zR(z) ln z = 0,

���	 ��	 �
����	�	 �	�����	�	�� ���������
�� �������� &��� �*7? �H(�1� � &���
�*77 �H(�2� � ������� S = {z ∈ C∗ : 0 < arg z < 2π}* %���	�

I =
∫ +∞

0

R(x) dx = −S = −
∑

a

Resa(R(z) ln z). ��*7�#�

%����� #0 %�� �� p, q ∈ Z, 0 ≤ p ≤ q − 2� ��
� ��

I(p, q) =
∫ +∞

0

xp

1 + xq
dx =

π

q sin(p+1
q π)

.

�������� /��� �� P = zp� Q = 1 + zq� R = P/Q 	 f = R ln' ;������ ��
��)	��

zq = −1 = eiπ �� zk = eiϕk � �
� �� ϕk =
2k + 1

q
π' ���� �� Q′(zk) = q(zk)q−1 =

−q(zk)−1� ���
	

Tk = Res(f, zk) = − 1
q
(zk)p+1i ϕk = −i

π

q2
(zk)p+1(2k + 1)

	 ���
�

I = −
q−1∑
k=0

Tk.



���� �	���	 	�������� 7##

/��� �� a = (z0)p+1' ���� �� (zk)p+1 = ei(p+1)ϕk � ���
	 (zk)p+1 = a2k+1 	 ���
�

I = i
π

q2

q−1∑
k=0

(2k + 1)a2k+1 .

�� S(z) =
q−1∑
k=0

z2k+1 = z
1 − z2q

1 − z2

	&�����	������ �� 
��	��

S1(z) =
q−1∑
k=0

(2k + 1)z2k =
(

z − z2q+1

1 − z2

)′
,

��'

S1(z) =
(1 − z2)(1 − (2q + 1)z2q) + 2z2(1 − z2q)

(1 − z2)2
.

���� �� a2q = 1� 
��	�� �� S1(a) =
1 − (2q + 1)

1 − a2
=

−2q

1 − a2
	 �
���� I =

iπ

q2
aS1(a)�

��' I =
π

q
· 2ai

a2 − 1
'

/��� �� θ0 = (p + 1)ϕ0' ��
� �� a = eiθ0 � �� �� I =
π

q sin θ0
'

����	�
����
 	�����
�

(1) /��� �� ϕ0 = π/q� z0 = eiϕ0 � lR : z = ρei2ϕ0 , 0 ≤ ρ ≤ R� 	 γR ��� �	 ���

�!�	��� �� γR(t) = Reit, 0 ≤ t ≤ 2ϕ0' ��
� ��∫

[0,R]

R dz −
∫

lR

R dz +
∫

γR

R dz = 2πiRes(R, z0); Res(R, z0) = −1
q

eiθ0 ,

�
� �� θ0 = (p + 1)ϕ0' ���� �� ei2ϕ0q = 1� �� z ∈ lR 
��	�� ��

R(z)dz = ei2θ0
ρp

1 + ρq
dρ,

∫
lR

R dz = e2iθ0

∫
[0,R]

R dx.

���
� �� I =
π

q sin θ0
'

(2) ������ t = xq� �
����� x = t
1
q , dx =

1
q
t

1
q −1 
��	�� �� I(p, q) =

1
q
O(a)� �
�

�� a =
p + 1

q
	 O(a) �� ������� 	�������'

6. �������� ���� Iα =
∫ +∞
0

R(x)x−α dx, 0 < α < 1



7#+ ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

5 �
����	�� R = Pn/Qm � �	���
	�
	 ��
���	 ��� �����	 
	 R+ = [0,+∞]*
-�������� �	 �
����	� Iα ��
������	 	��� n ≤ m − 1*
-�������� �	 �

lim
|z|→+∞

zR(z) = 0

	��� n ≤ m − 2*
%�
	���� �	 g0 ��	
� ��
���� z−α 
	 O0* -�������� �	

lim
O0�z→∞

zR(z)g0(z) = 0

	�� � n ≤ m − 1*
 �� � n ≤ m − 1� �	�� � |z−α| = |z|−α� ����	 ��

lim
z→∞ |zR(z)z−α| = 0.

(
����	�� �� ��
���	 f(z) = R(z)/g(z) ��� ��
���� �	�� 
	 ����� �*7>� ��� �
g(z) = zα = eα ln z �	 ������� ln �	� � ���� 5. (
����	��6� ��� γε,r,h �	�	 h → 0�
�	� � 5.� ����	 ��∫

γr

R(z)z−α dz −
∫

γε

R(z)z−α dz + (1 − e−2πiα)
∫ r

ε

R(x)x−α dx =

= 2πi
∑

Q(a)=0

ResaR(z)z−α.

�	�� � lim
z→∞ zf(z) = 0� ����	 ��

Iα =
∫ +∞

0

R(x)
xα

dx =
2πi

1 − e−2πiα

∑
a

ResaR(z)z−α. ��*7�+�

9��	 � S =
∑

Q(a)=0

Res (f, a) =
∑

Q(a)=0

ResaR(z)z−α. �	�� �

1
1 − e−2πiα

=
eπiα

2i sin(πα)
,

�� ������� ��*7�+� �����
I =

π

sin(πα)
eiπα S. ��*7�8�

.����	�
�� 	�� � R ��	�
	 � �	�
	 ��
���	 
	 R� ���� �� ���	��
	�� �
����	�
Iα ����6� ���� �������	 ��
���� f �� ��
���	�������	 � ���
� �����	�
� H*

-�
������ g = e−α ln* �	�� � g(x) = e−α ln x = |x|−α e−απi �	 x < 0� �
��"
��	��6� �� ��
���� �	 ������ ����	 ��

I cos2 α
π

2
= −π Im S+, ��*7�;�

��� � S+ ���	 �������	 ��
���� f �� ��
���	�������	 � ���
� �����	�
� H*



���� �	���	 	�������� 7#8

%����� #2 �������� ��������! �������	

Oα =
∫ +∞

0

dx

(1 + x)xα
=

π

sin(π α)
, 0 < α < 1. ��*7�<�

���	
	��� 1−e−2π iα = 2ie−π iα sin(πα)� 
��	 � g0 ��	
	 zα ���
��	
	 �	 g0(z) =
rα eiαϕ� 0 < ϕ < 2π ���������� �	 � g0 = eα ln� ��� � ln ��	
	 ���
��	
	 � ���� 8J�*

'	�	 � ϕ(−1) = π� g0(−1) = 1αeiαπ = eiαπ � ����	 Res(f,−1) =
1

g0(−1)
=

e−iαπ* .���	� 
	 ��
��� ������� ��*7�8�� ����� ������	 ��*7�<�* �

7. �������� ���� I =
+∞∫
0

R(x) ln x dx

9��	 � R �	���
	�
	 ��
���	 ��� �����	 
	 R+ = [0,+∞)� � 
��	 � lim
z→∞ zR(z) =

0 ��* n ≤ m − 2�*

-�����	�6� �	� � 5. � 6. �����	 �*7>�� �	 f(z) = R(z)(ln z)2� ����	 ��

+∞∫
0

R(x) ln2 x dx −
+∞∫
0

R(x)(lnx + 2πi)2 dx = 2πi
∑

a

Resaf.

%���	

−2

+∞∫
0

R(x) ln x dx − 2πi

+∞∫
0

R(x) dx =
∑

a

Resa

(
R(z) (ln z)2

)
.

4��� �� ��������� 5. �	 �� ���	��
	
+∞∫
0

R(x) dx � ����	 I*

.����	�
�� 	�� � R(x) ��	�
� �	 x ∈ R� ����	 ��

I =

+∞∫
0

R(x) ln x dx = −1
2

Re

(∑
a

Resa

(
R(z)(ln z)2

))
��*7�=�

�
+∞∫
0

R(x) dx = − 1
2π

Im

(∑
a

Resa

(
R(z)(ln z)2

))
. ��*7�>�

9	 ���� 
	��
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��	����	���� ��
	����� 9��	 � ln

��	
	 Ln 
	 O−π/2 � g(z) =
ln z

z2 − 1
*

4��� �� ���	�	�� �	 ��
���	 g ��	 ���"
��
�� ��
���	����� � �	��� 1� �	�� �	 �� 
	
����� ���� �����	���� ����"�����6 �	 ��
"
���� � �	��� 1* �	�� � ln(−1) = iπ

� ����	 Res(g,−1) = − iπ

2
� �
����	��6�

�� ��
���� �	� 
	 ����� �*�7� ����	 ��

2I+iπ ·I1 = πiRes(g,−1) = πi
(
− iπ

2

)
=

π2

4
� ��� �

I1 = v.p.

0∫
−∞

dx

x2 − 1
.

%���	 � I =
π2

4
� I1 = 0* %�	�
��� �	 g ��	 �����
�� ��
���	����� � 1� � �	 �

v.p.

0∫
−∞

dx

x2 − 1
= 0,

��� v.p. ��� ��	
�* ���	���� ���
���	��M� ������	��	 ��	�
� ����
��� �
����	�	*

9. �������� ������ Im =
+∞∫
0

R(x)(lnx)mdx, m ∈ N

�
�

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇

�

�
O

i

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
�

����� �*��! 0+ ��


2��	
 ����� �	 ���	��
	�	
� ���� �
����	�	
�	�
��	 �� 
	 �
����	��� ��
���� R(z)(ln z)m+1

�
����	��6� �� ��
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	 ����� �*7>� 	�� R 
��	
������ 
	 R+*

.����	�
� 	�� � R �	�
	� ��	�
	 ��
���	

	 ��	�
� ���� ��	 
��	 ������ 
	 R� ���� ��
��������� ��
���	 
	 ����� �*��*

&�������

a. (��	��
	�� Im 	�� � R(z) =
1

z2 + 1
*

b. F��	�	�� �
������� �	 � Im = 0 	�� �
m 
��	�
�*



7#= ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

���	
	��� 9��	 � g = ln ��	
	 Ln 
	 O−π/2 �
fm = R gm* '	�	 �

g(i) = i
π

2
, ωm = Res (fm, i) = (ln i)mRes (R, i) =

=
1
2i

(
i
π

2

)m

, J+ = 2π i ωm = π
(
i
π

2

)m

.
��*7#��

%���	 �

Re J+ = Re(2πiωm) =

⎧⎪⎨⎪⎩
π(−1)p

(
π
2

)2p

, �N��� �	�	
�

Re
(
π(−1)pi

(
π
2

)2p+1)
= 0, �N��S7� 
��	�	
*

%���	 ����� ���� �	 � I1 = 0� � �	�� � �	 x < 0� g(x) = ln |x| + iπ�

g(x)2 = (ln |x|)2 + 2iπ ln |x| − π2

�
g(x)3 = (ln |x|)3 + 3iπ ln2 |x| − 3π2 ln |x| − iπ3,

����	 �� ���������
�

2I1 + iπI0 = πi
π

2
, 2I2 + 2iπI1 − π2I0 = −π

(π

2

)2

,

2I3 + 3iπI2 − 3π2I1 − iπ3I0 = −πi
(π

2

)3

� ����	 I0 = π/2, I1 = 0, I2 = (π/2)3 � I3 = 0* �

)	 ���	��
	�	
� �
����	�	 � �	��� ��� ���� �� ��������� ���
	 x = J (t)*

c. (��	��
	�� Im 	�� � R(z) =
1

(z2 + 1)2
*

���	
	��� /�
���	 R ��	 � i ��� ������ ���	� 
��	 � Φ = (z − i)2f � Φ =
(z + i)−2 gm* '	�	 � g′ = J � Φ′ = gm−1(z + i)−2

(m

z
− 2(z + i)−1 g

)
�

Res (f, i) = Φ′(i). �

d. (��	��
	�� I = Im(a) =
+∞∫
0

R(x) lnm x dx � ��� � R(z) =
1

z2 + a2
�

a > 0*

10. �������� ������ J = J(α, p) =
+∞∫
0

xα R(x) (ln x)p dx, p ∈ N.

9��	 � −1 < α < 0 � 
��	 � R �	���
	�
	 ��
���	 ��� ���� R(z) → 0 �	�	
z → ∞* -�������	���� ���	�
� �	 �	���
	�
	 ��
���	 R 
��	 �����	 
	 R+*
2��	
 ����� �	 ���	��
	�	
� ���� �
����	�	 �	�
��	 �� 
	 ������
���	
� �
����	�	

I = I(α) =

+∞∫
0

xα R(x) dx.



���� �	���	 	�������� 7#>

9��	 � g(x, α) = xαR(x) = eα ln xR(x)* �	�� � gα(x, α) = lnx eα ln xR(x) =
xαR(x) ln x� ������
���	
�� �������
�� �
����	�	 �� �	�	����� α ����	 ��

I ′(α) = J = J(α) =

+∞∫
0

xα R(x) ln x dx.

-���� p ������
���	
	 ����	 �� �
����	� J(α, p)*
F���� ����� �� �	���	 
	 �
����	��� ��
���� f = ΥR(ln)p� ��� � Υ = eα ln�

��� ��
���� 
	 ����� �*7>*
�	�� �� �	 x > 0� Υ+(x) = xα� Υ−(x) = eiα2πΥ+(x) = eiα2πxα� ln+ x = lnx �

ln− x = lnx + i2π� ����	 ��
Υ+(x) ln+ x − Υ−(x) ln− x = Υ+(x) ln x − eiα2πΥ+(x) (ln x + i2π)* %���	 �
Υ+(x) ln+ x − Υ−(x) ln− x = (1 − eiα2π)Υ+(x) ln x − i2π eiα2π Υ+(x)� � ����	
f+(x) − f−(x) = (1 − eiα2π)R(x)Υ+(x) ln x − i2π eiα2π R(x)Υ+(x), �*

f+(x) − f−(x) = (1 − eiα2π)R(x)xα ln x − i2π eiα2π R(x)xα.

%���	� 
	 ������� �	 ���	��
	�	
� �
����	�	 J = J(α) =
+∞∫
0

xα R(x) ln x dx�

����	 ��
(1 − e2πiα)J − 2πi e2πiαI = 2πi S, ��*7##�

��� � I = I(α) =
+∞∫
0

xα R(x) dx* .����	�
�� 	�� � R �	�
	� ��	�
	 ��
���	 
	

��	�
� ��� �
�	 �� �
����	��6� f ��� ��
���	 
	 ����� �*�� ���� �������

(1 − eπiα)J − πi eπiαI = 2πi S+, ��*7#+�

��� � S+ ���	 �������	 f � ���
� �����	�
�*
9	 �������

	* �	 α = −1
2
� R(z) = (z + 1)−2 ���	��
	�� I � J *

�* �	 α = −1
2
� R(z) = (z2 + 1)−2 ���	��
	�� I � J *

���	
	�� �	 	!

9��	 � Υ = e− ln /2 � Φ = Υ ln� �	�� � Φ′ = −1
2
ΥJ ln +ΥJ, ln(−1) = iπ �

Υ(−1) = −i, ����	 �� Res(f,−1) = Φ′(−1) =
π

2
+ i� � 
	 ��
��� ��*7##�� J = −π,

I =
π

2
. �

����� 5
� ��'���� ���
�����

7* %���"/���
����� �
����	��

F1 =

+∞∫
0

cos x2 dx, F2 =

+∞∫
0

sin x2 dx.



7+? ����� �� 	�������	�� 	 �������
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���	��

������� 9��	 � f(z) = eiz2
, lR = [0, R eiπ/4] � γR : z = R eiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
*

'	�	 � ∫
[0,R]

f dz +
∫
γR

f dz =
∫
lR

f dz. ��*7#8�
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eiπ/4 �R

O R

����� �*�#! $�����4���+ ��+

�	�� � lR : z = ρ eiπ/4� 0 ≤ ρ ≤ R� �
����	 z2 = ρ2 eiπ/2 = iρ2� ����	 ��

∫
lR

f(z) dz = eiπ/4

R∫
0

e−ρ2
dρ. ��*7#;�

F��	����

lim
R→+∞

∫
γR

f dz = 0. ��*7#<�

�������6� ���
�

ω = z2 (dω = 2z dz, z =
√

ω =
√

|ω| e
i arg ω

2 , 0 ≤ arg ω ≤ π

2
)

IR =
∫
γR

f dz =
1
2

∫
γR2

eiω

√
ω

dω.

�	��
1√
ω

→ 0� �	�	 |ω| → +∞� 
	 ��
��� 0���	
��� &��� �&2�#�
����	 �� ��*7#<�*
�	�	 R → +∞� 
	 ��
��� ��*7#8�� ��*7#;� � ��*7#<�� �����

+∞∫
0

f dx = eiπ/4

+∞∫
0

e−ρ2
dρ,

� ����	� �	�� �

+∞∫
0

e−ρ2
dρ =

1
2
√

π� ����	 �� F1 = F2 =
1
2

√
π

2
.

�

�* F��	�	�� �	 � P =

+∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
.

������ 9	 ��
��� /���
���� ������� �����

P 2 =

+∞∫
0

+∞∫
0

e−x2−y2
dx dy =

+∞∫
0

π
2∫

0

e−ρ2
ρ dρ dθ =

π

2

+∞∫
0

e−ρ2
ρ dρ =

π

4
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� ����	 P =
√

π

2
. �

#* �%����� �
����	�� 9��	 � I = O(a) =

+∞∫
0

ta−1

1 + t
dt � J = O1(a) =

v.p.

+∞∫
0

xa−1

1 − x
dx*

F��	�	�� �	 �
����	�� ��
������	� �	 0 < a < 1 � �	 � I =
π

sin(aπ)
� 	 J =

I cos (aπ) = π ctg(aπ) � ��� ����	�*

������ 9��	 � ��	
	 ��
���� za−1 
	 H = {z : y ≥ 0} ���
��	
	 �	
g(z) = e(a−1) ln z, ln z = ln |z| + i arg z, 0 ≤ arg z ≤ π.

F	����
g(z) = e(a−1) ln |z|ei(a−1) arg z = |z|a−1ei(a−1) arg z.

�	�� � �	 x < 0� arg x = π� ����	��

g(x) = |x|a−1ei(a−1)π = −eiaπ |x|a−1. ��*7#=�
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�

��

O ) R−R

CR

Cr

����� �*�+! $������ �������

9��	 � f(z) =
g(z)
1 − z

* . ������� 
	

�� �	 �	 z ∈ H� z f(z) → 0� �	�	 z → 0�
��� |z| → +∞� � �	 (z−1) f(z) = −g(z) →
−1� �	�	 z → 1� 
	 ��
��� 0���	
���
����� ����	 ��

v.p.

+∞∫
−∞

f dx = −π i.

9	 ��
��� ��*7#=�

J1 =

0∫
−∞

f dx = −eiaπ

0∫
−∞

|x|a−1

1 − x
dx.

%���	� 	�� � I =

+∞∫
0

ta−1

1 + t
dt� �����

J1 = −eiaπ

+∞∫
0

ta−1

1 + t
dt = −eiaπI, � − eiaπI + J = −πi ;



7+� ����� �� 	�������	�� 	 �������
�� 
���	��

����		
�� ��	�
�� � ��	��
	�
�� ���	� ����	 ��

−I cos(aπ) + J = 0
−I sin(aπ) = −π

}
� ����	

I =
π

sin(aπ)
, J = I cos(aπ) = π ctg(aπ).

�

+* ,��	 ��
���	 � B(p, q) =

1∫
0

tp−1 (1 − t)q−1 dt, p, q > 0*

F��	�	��
B(p, 1 − p) =

π

sin pπ
, 0 < p < 1.

������ 9	 ��
��� ���
� t =
1

x + 1
� B(p, q) =

+∞∫
0

(1 + x)−p−q (x)q−1 dx �

����	 
	 ��
��� -�����	 7 ���� ;� ������	 ��*7�<��� �����

B(p, 1 − p) =
π

sin pπ
, 0 < p < 1.

�

8* 9��	 � I(a) = v.p.

+∞∫
−∞

eat

1 − et
dt� 0 < a < 1* F��	�	�� �	 �

I(a) = π ctg (aπ)

������ .��
�� x = et (dx = etdt, dt = x−1dx)� � 
	 ��
��� -�����	 #� ����	
��

I(a) = v.p.

+∞∫
0

xa−1

1 − x
dx = πctg(aπ).

�

;* %����� �
����	�

O2(a) =

+∞∫
−∞

eax

1 + ex
dx, 0 < a < 1.

9	 ��
��� ���
� t = ex � -�����	 7 ���� ;� ������	 ��*7�<��� ����	 ��

O2(a) =

+∞∫
0

ta−1

1 + t
dt =

π

sin(aπ)
0 < a < 1.
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� ��

��
�

�

�

! �

−R O R

−R + 2πi R + 2πi

iπ

����� �*�8! $������ �������

��	����	���� ��
	����� (
��"

��	���� ��
���� f(z) =
eaz

1 + ez

��� ��	
��� ��	����	�
��	 �	
����
��	−R, R, R+2πi, −R+
2πi. �

<* /�
���	 Pr(θ) =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2

	���	 �� -�	"

��
��� �����*
F��	�	��

	* Pr(θ) =
1 − r2

1 − 2r cos θ + r2
= Re

1 + z

1 − z
.

�* Pr(θ) =
+∞∑
−∞

r|k| eikθ, 0 ≤ r < 1.

�* -�	��
�� �
����	�!

Ir =

2π∫
0

dθ

1 − 2r cos θ + r2
=

2π

1 − r2
, 0 ≤ r < 1.

���	
	��� '	��	 �* ����� ��
1 + z

1 − z
= 1 + 2

+∞∑
k=1

zk�

(
����	��6� ��	
 �� ��	
 ��� � �	��� �*� ����	 �� �* ������� ��� �� ������	
��*7�?��* �

=* F��	�	��

I =

+∞∫
0

sin2 t

t2
dt =

π

2
. ��*7#>�

������ �	�� � I =
1
2

+∞∫
−∞

sin2 t

t2
dt� sin2 t =

1 − cos 2t

2
� cos 2t = Re ei2t� �����

I = Re

+∞∫
−∞

f(x) dx� ��� � f(x) =
1
4

1 − e2ix

x2
* F��
����� f(z) =

1
4

1 − e2iz

z2
* �	��

� 1 − e2iz = −
(

2iz +
(2iz)2

2!
+ · · ·

)
� ��
���	 f ��	 � 0 ����� ��� ������ ���	� �

Res(f, 0) = −1
2

i* %���	 �

I = Re

+∞∫
−∞

f(x) dx = Re (πiRes0f) =
π

2
.
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�

>* (������ 	����
	���
� ���	� 0���	
��� 
���
	����� ������� &��� �*7# �&2�#��*
 �� � λ > 0� ���	�	�� �	 ������ 	������
	 ��
��	
�	 M � �	�� �	 �

JR =

π/2∫
0

e−λR sin θ dθ <
M

λR
, R > 0.

���	
	��� -������� �
����	��� 
	
[
0,

π

3

]
�
[π
3

,
π

2

]
� � ����� �
����	�� cos t ≥ 1

2
� 	


	 ������ sin t ≥
√

3
2

. �

����� ?
@�


7* 	*

+∞∫
−∞

x2

1 + x4
dx =

π√
2
*

�* J(a, b) =

+∞∫
−∞

1
(a + bx2)n

dx, a > 0, b > 0, n ∈ N.

���	
	��� J(a, b) = a−n
√

a/b In� ��� � I = In = J(1, 1)* 9��	
� f(z) = (1 + z2)−n* /�
���	 f ��	 ���
� ��
���	����� � �	��� i� ���

���	 n� � ���
� �����	�
� H* 9��	 � Φ = (z + i)−n � Ψ =
Φ(n−1)

(n − 1)!
*

(� Φ(n−1)(z) = (−1)n−1 (2n − 2)!
(n − 1)!

(z + i)−2n+1� ����� S+ = Ψ(i) =

(−1)n−1an(2i)−2n+1� ��� � an =
n(n + 1) · · · (2n − 2)

(n − 1)!
*

%���	 
	 ��
��� ������� ��*77=�� ��� 7� ����	 �� I = 2πiS+ = πAn�
��� � An =

an

22n−2
* �	�� � 2n−1(n − 1)! = (2n − 2)!!� 
	�	�� �� An =

(2n − 3)!!
(2n − 2)!!

=
(2n − 3)!!

2n−1(n − 1)!
� n ≥ 2� A1 = 1*

��	����	���� �������� -���6� �	���	�
� �
����	��� �u(t) = (1 + t2)−n,
v(t) = t�� ���	�	�� �	 � 2nIn+1 = (2n − 1)In* %���	 �� 
	 �������
I1 = π � I2 = π/2* �

�* 	*

π∫
0

dθ

a + cos θ
=

π√
a2 − 1

, a > 1.

�*

π/2∫
0

dθ

a + sin2 θ
=

π

2 (a(a + 1))
1
2

, a > 0.



���� �	���	 	�������� 7+8

#* 	*

+∞∫
0

cos ax

(1 + x2)2
dx =

π(|a| + 1)e−|a|

4
.

�*

+∞∫
0

cos ax

(x2 + b2)2
dx =

π

4b3
(1 + ab)e−ab, a > 0, b > 0.

�*

+∞∫
−∞

x3 sin(ax)
x4 + 4

dx = πe−a cos a, a > 0.

+*

+∞∫
0

cos x − 1
x2

dx*

���	
	��� .����� 
	 -����� = ������� ������� ��*7#>��� ��� ���	��
	�� ������
�

�
����	��6� ��
���� f(z) =
eiz − 1

z2
��� ��
���� �	� � -������ =* ������

�*+*#* �

F	 �� �� ���� ��������� ������	 ��*7��� �� ���	 +L

8* 	*

+∞∫
0

x−1/2

1 + x2
dx =

π√
2
*

�*

+∞∫
0

√
x

(1 + x4)3
dx*

���	
	��� �* ��������� ��	
��� ������	 0 < arg z <
π

2
� z0 = eiπ/4�

g = e
1
2 ln� Φ =

(
(z2 + i) (z + z0)

)−3
g� Res(f, z0) = Φ(2)(z0)/2!* �

�* 9��	 � I(a) =

+∞∫
0

xa

(x2 + 1)2
dx * F��	�	�� �	 � I(a) =

(1 − a)π
4 cos(aπ/2)

,

�	 a �= 1,−1 < a < 3� � I(1) =
1
2
*

���	
	��� 9��	 � g = ea ln� ��� � ln ��	
	 Ln 
	 O0� Φ = (z − i)2 f �
ϕ0 = aπ/2�
�	�� � Φ = (z + i)−2 g� g′ = a gJ � Φ′ = g(z + i)−2

(
a
z −2 (z + i)−1

)
�

����� Res(f, i) = Φ′(i) = i
a − 1

4
eiϕ0 �

����
� �� ����	 Res(f,−i) = Φ′(−i) = −i
a − 1

4
e3iϕ0 � � ����	 S =

a − 1
2

e2iϕ0 sin ϕ0*

��	����	���� ��
	�����
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9	 ��
��� ������� ��*7�8� �������
�� ��*7�;��� ��� ;� 
	�	�� �� I cos2 a
π

2
= −πIm S+� � ����	� �	�� � Im S+ = ImΦ′(i) =

a − 1
4

cos
(
a
π

2

)
� ����	

�� �* �

;* 	*

+∞∫
0

ln x

1 + x2
dx = 0*

�*

+∞∫
0

ln x

(1 + x2)2
dx = −π

4
*

�*

+∞∫
0

(ln x)3

1 + x2
dx = 0*

�*

+∞∫
0

ln2 x

1 + x + x2
dx =

16
81

π3

√
3
*

���	
	��� -�������� 	* � �* ����6� ���
� x = J (t)� 	 �	��� �* ����6�
������� ��*7�=�� ��� <* :������ �	��E�� -����� �* ���� >�* �

<* F�����
� ���	��
	�� %����� �
����	�

O2(a) =

+∞∫
−∞

eax

1 + eax
dx =

π

sin (aπ)
, 0 < a < 1.

���	
	��� (
����	���� ��
���� f(z) =
eaz

1 + eaz
��� ��	
��� ��	����	�
��	 �	

����
��	 −R, R, R + 2πi, −R + 2πi* �

=* F��	�	��

+∞∫
0

e−x2
cos (2bx) dx =

√
π

2
e−b2 , b > 0*

���	
	��� (
����	���� ��
����
f(z) = e−z2

�� ��
���� 
	 ����� �*�;

� ��������� P =

+∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
*

�

�

�

� �

� �

����� 5+5.6

O

y

i b

R x

R + i b

�

�



���� �	������
������ ������� 7+<

��� )	���*#�+����� ������

��"������  $#+ ;�
 �������&�	 &����	�� ���	�� �� ������������ ,����' ����
������� ������������- �� ����� M ��� ���� ����)�� )������ ��
� 	�� ������ ��
M 	 ��� ����� �
��������� �	 )������ ��
 �������	�� ,����' ���������� �������	��-
�� ����� M '

9��	 � {an} 
�� �	�������� ��������
�� �����	 �	���� �	 an → ∞ �	�	 n →
+∞* )	 ��	�� n ≥ 1 
��	 �� �	�� ��������
� ������ An

1 � An
2 � ***� An

mn
� 
��	 �

Sn(z) =
mn∑
k=1

An
k

(z − an)k
.

(������  $)3 �;����	5�F����� �������! ������	 �������&�� &����	�� f ����
	�� ������ � ��	� ��)���� an 	 ���� �	� ��)����� ��	 )��� �����	 ,�	�������	-

�� f � an �� Sn'

���	
	��� ,�� ������	 �������� ���� �� ��������	���� �	 � an �= 0 � �	 �� an 
�"
�����	
� � ������� 
���	�	�6�� �����	! |an| ≤ |an+1| �
N7� �� * * * �* /�����	��
q� 0 < q < 1� � ��
	���� Kn = Uq |an| � Bn = U|an|*
Sn �� ���� �	�
����
� 
	 Kn ���������� ����
���� Pn �����
	 pn �	�� �	 � �	
��� z ∈ Kn

|Sn − Pn| <
1
2n

(n = 1, 2, . . .).

-�������� �	 ���

f = h +
+∞∑
k=1

(Sk − Pk)

�	�
����
� ��
������	 
	 ��	��� ����	��� K �� C � ������ F��
���� �*78* �

4�������
	 ��
���	 f ���� �� ������	���� � ������ ���	

f = h +
+∞∑
k=1

(Sk − Pk),

��� �	�
����
� ��
������	 
	 ��	��� ����	���� ��� � h ���	 ��
���	� Sk ��	�
�
��� � Pk 
��� ����
���*

*����  $+$# #������	

1
sin2 z

=
+∞∑

k=−∞

1
(z − kπ)2

*����  $+$ #������	

ctgz − 1
z

=
+∞∑

k=−∞

′
( 1

z − kπ
+

1
kπ

)
4 ���� ���	 ′ ����)��� 
� ���� �� �����)��� k = 0'
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*����  $+$' �- �
��
	�	 �	������	���� &����	�� f(z) = z−2 1
ez − 1

	 	���)����	 ���	
��

�� � ��	��'
�-/��� �� r = rn = (2n+1)π� 	 Kn ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �������)�	�� rn

�� ���
	���� � ���
	������ ��)����.
#������	

∫
Kn

f(z) dz �� 	 ���	 ��
� n → ∞'
�- ����)����	

s =
∞∑

n=1

1
n2

.

	� �	�� � ez = 1 	�� � �	�� 	�� z = zn = 2nπi� n ∈ Z� �	 n �= 0 f ��	 ������

������ � �	��	�	 zn� 
��	 � Ψ(z) =
z−2

(ez − 1)′
=

z−2

ez
� �	�	 sn = Res(f ; zn) =

Ψ(zn) =
(2nπ i)−2

e2nπ i
� ����	

sn = Res(f ; zn) =
1

(2πn)2
= − 1

4π2n2
, n �= 0.

)	 n = 0� f ��	 ��� ���6�� ���	 � �	��� z0 = 0� �������6��� �	��� f � &��	
"��
��� �	 ��������� �	 � s0 = Res(f ; 0) = 1

12 � 9��	 �

Φ(z) = z3f(z) =
z

ez − 1
*

'	�	 �

Φ(z) = (1+z/2+z2/6+o(z2))−1 = 1−z/2−z2/6+z2/4+o(z2) = 1−z/2+z2/12+o(z2);

� ����	� �	�� �

f(z) = z−2 1
ez − 1

= z−3Φ(z),

����� f(z) = z−3(1 − z/2 + z2/12 + o(z2)) = z−3 − 1
2z2

+
1

12z
+ · · ·*

F	��� c−1 =
1
12

= s0*

�� ��
����� r = rn = (2n+1)π� 
��	 � Tn = {|z| = rn}� ��������� �	 � |ez − 1| ≥
1 − e−1 �	 z ∈ Tn*
9��	 � Mn = max{|zf(z)| : z ∈ Tn}* -��������� �	 Mn → 0 � ����	 �� 0���	

���� ����� ��*

��9	 ��
��� ������� ������� � ���������	�∫
Kn

f(z) dz = 2πi

(
n∑

k=−n

sk − 1
12

)
.

%���	� 
	 ��
��� ��� ����	 �� ���� (2
∑n

k=1 sk − 1
12 ) → 0� � �	���� �����
�� 	��(

−2
n∑

k=1

1
4π2k2

− 1
12

)
→ 0;

� ����	 s = π2/6*
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�
	���	�
�����
����	��

��� ���
���� �����	�������

�������� ������������� ���� ������

��"������ '$# 5����	�� ,�����	�������- f �� ���&����� � ��)�	 z ∈ C ��� 	��
	���
 � ��� ��)�	 	 ��� �� f ′(z) �= 0. f �� ���&����� � ������	 Ω ��� �� 1− 1 �� Ω 	
���&����� � ������ ��)�	 ������	 Ω'

(������ '$# ����������	�� 
� �� 	"

(a) f �� 
�!�	���� � ����� ����	�	 W ��)�� z� ������	 p = f ′(z) 	 ���� �� w = f(z).

(b) ��� γ : (−ε, ε) → W 	 ���� �� z = γ(s)� s ∈ (−ε, ε).

(c) ������	 γ̇ = γ′(s).

(d) Γ = f ◦ γ'

��
� ��"

(1) Γ′(s) = f ′(z)γ′(s)� �
�����

(2) Γ̇ = pγ̇'

%�� 
�
���� ����������	��"

(e) p �= 0 	 γ 	�� �������� � ��)�	 z = γ(s)� ��' γ̇ �= 0�

��
� Γ 	�� �������� � w = Γ(s) = f(γ(s)) 	 �� 	 (1)'

7+>
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9��	 � l = df � �	��� z* -�
������ �	�� � f(z + h) = f(z) + f ′(z)h + o(h)�
�	�	 h → 0� �� � l(h) = ph� ��� � p = f ′(z)� h ∈ Tz � Tz �	
��
�
� ������� � �	���
z� ����	 (2) ������ 
	���	�� � ������

(3) Γ̇ = l(γ̇)*
9��	 ��� γ0 ����
	�	 ������ (b), (c) i (e) �������
� �������* .����	�
�� 
��	 �
z = γ0(s)� ��
��
�� 
��	 ������ γ � γ0 ����	�� ���� �����	
� �	��� z* 5������
�����6� ���
����*

��"������ '$ ����	 ���� θ ��	����	����� ���� 	����� ������ γ 	 γ0 �� ����	 ����
��	����	����� ���� 	����� ������� γ̇ 	 γ̇0'

�θ

z0

γ γ0

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
�
�
�

�
�
�
��
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����� #*7! �����	� 
����������� '��� ������

(������ '$ ��������� ������������� ���� ������- ��� ��! ����������	�
�� 
� &����	�� f � �����	 γ 	 γ0 	���������� ������ ������ 	 ���� ��
Γ0 = f ◦ γ0' ��
� �� ����	 ���� θ ��	����	����� ���� 	����� γ 	 γ0 ��
��� ������
����� θ̃ ��	����	����� ���� 	����� Γ 	 Γ0� �	
��	 ��	�� 3'1'

������ .�����	�� ���	�! 9��	 � l = df � �	��� z* -�
����� �	 � l(h) = ph� ���
� p = f ′(z)� h ∈ Tz � Tz �	
��
�
� ������� � �	��� z* 9��	 � p = |p|eα �	�	��
� �����
�
��	�
�"���	�
� �����* 9	 ��
��� ������� (3)� �	�� � l ���������	
��������� �	 �������
��� |p| � ���	��� �	 ��	� α ���	�
���J�� �� l ���	 ������* �
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����� #*�! ������������ ���� � '��� ������

-������	�	
� f(z) =
z2 
�� ��
����
� �
�	��� 0* .������
����	
	 �����	 
�
�	��! ��	� ����E�
������	��� �	 ��������
� 0 ��� ���� ����"
���	�	
� � ��	 ���	
��6�� ������ ����� #*�*
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����� /�������������

 �� �� a� b� c � d ��������
� ������ �	��� �	 � ad − bc �= 0� �������	�	
�

w = L(z) =
az + b

cz + d
�#*7�


	���	�� �	�	������ ���
�	�
	 ��	����
	 ��	
�����	��	�* -����
� � �	 �	��	"
��	�� �#*7� �	� �������	�	
� C � C �	 �������
�� ��
��
���� � ∞* 9	 �������
−d/c �� �������	�	 � ∞ � ∞ �� �������	�	 � a/c 	�� � c �= 0*

2��
���	�
� �� ������	�	 �	 ����
�	�
� �������	�	
� ��
����
� �������	�	 C 
	
C* @�	����� ��	�� ����
�	�
� �������	�	
� � ���������	 �����6�� �������	�	
	!
�	� '�	
��	��	 T (z) = Tω(z) = z + ω.
��� 1��	��	 R(z) = Rα(z) = eiαz� α ∈ R ��* Ra(z) = az� |a| = 1�*
��� B�������	 H(z) = sz� s > 0.
��� (
�����	 J(z) = 1/z.

 �� � c = 0 � �#*7�� ���E�
� � �������
�*  �� � c �= 0� ���E�
� ����� ��
���
�����	!

az + b

cz + d
=

a

c
+

λ

cz + d
, λ =

bc − ad

c
. �#*��

2��
���	�
� �� ������	�	 �	 ���	 ��� ���	 �������	�	� ��	�� ��
�� 
	 ��	��
��
�� � ����
��� 
	 ����
���* %�� 
�� �	�
� �	 �
������*  ��� 	�� �����
� ����
�"
��� 
	 C 
	������ ��������
� ����
��� ��� ��	�� 
	 C� �	�	 2 �����	M ����
��� 
	
C � ����	 ��	�� ����
�	�
� �������	�	
� �����	M ����
��� � C* F��	� � ��
���	�	
*

(� �����
�	�
� 	
	������� ��������� ���
	�� � �	 � ����	 ��
	��
	 ����
���
� C

Ezz + Fz + Fz + G = 0, �#*#�

��� �� E � G ��	�
� ��
��	
��� F ��������	
 ��� � |F |2 > EG*  �� � E �= 0 �
�#*#�� �
	 ���
��� ����
���� 	 	�� � E = 0� ���
��� ��	�� ��
��* (� ���	������
�	����	 ���	���� ��� ��
�
���*

�	�� � |z − a|2 = (z − a)(z − a) = |z|2 − az − az + |a|2 ��
	��
	 ����
���
|z − a| = r ���� �� 
	���	�� � ������ |z|2 − az − az + |a|2 − r2 = 0* 5 
	���� �	
��	 ��
	��
	 �����	�	 � ��	�� ��
�� �
��� �� �	 ��	�
�� ��
��	
��� E* %���	
�� ����	 ����	 ��
	��
	 ����
��� � C! Ezz + Fz + Fz + G = 0� ��� � �	 E �= 0�
F = −Ea � G = E(|a|2 − r2) ��	�	
 ���*
5 ���� ��
	��
� �#*#�� �	�������� ��	 ����		!
1.  �� � E �= 0� �	�	 � r2 = (|F |2 −EG)/E2 � ����	 |F |2 > EG* 5 ���� ����	�
�#*#� � ��
	��
	 ��������� ����
��� � C*
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2.  �� � E = 0� ��
	��
	 �#*#� �� ����� 
	 (z, F ) = −G/2� ��
	��
� ��	�� ��
��
������
	�
� 
	 ������ F *

w(z) = J(z) = 1/z � ����	 z ��� �
������ J 	���

z = Jw =
1
w

. �#*+�

 �� z �	�����	�	 �#*#�� �	��
�� z � z ���������
� �	 1/w � 1/w� �#*#� �� ��	
�"
������� �

E + Fw + Fw + Gww = 0,

	 ��� � ��
	��
	 ����
���*

(������ '$' ������� ��������! B	�	������ �����	������� �����	���� ��� �	�� 	�
C �� ��� �	�� � C'

��"������ '$' �@��������� �����! ��)�� z 	 z∗ ���	���� �� �	����	)�	� � �
����
�� ��� �	�� K = K(z0;R) ��� ��	��
��� ����� ,����������- �� ��)����� � ������ z0

��� �	�� K 	 ��� �� ���	���
 ��	��	 ���������� 
� ������ ��� �	�� ��
��� ���
����
�������)�	��. ��' ��� ��
(a) Arg (z∗ − z0) = Arg (z − z0) 	
(b) |z∗ − z0||z − z0| = R2'

 �� � z∗ − z0 = |z∗ − z0|eiθ� �	�	 �� 
	 ��
��� (a)� z − z0 = |z − z0|eiθ*
F	�� �� 
	 ��
��� �b��

z∗ − z0 =
R2

|z − z0| eiθ =
R2

|z − z0|e−iθ

� ����	

z∗ − z0 =
R2

(z − z0)
. �#*8�
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9	 ����� #*# � �	�	 ��
�������	*
 �� z ∈ Int(K)� ��
������� �� 
��"
�	�	 
	 ��	� z0z �� ������	 �	 K
� �	��� ζ� 	 �� ζ �	
��
�	 
	 K ��
������	 �	 ��	��� � �	��� z∗*  ��
z ∈ Ext(K)� ��
�������	 �� ������
� ���
���� ������� ����	� ����� ��
����
���� ��	������� ��������	 z0zζ �
z0ζz∗�*

�������6� �����
�	�
� ��������� ��"
��	 �� �����6� ������� ��� �	�	�������
��������
� �	���!

%����&����� '$# �,����������� �������������� ���������� �����!
��)�� z 	 z∗ �� �	����	)�� � �
���� �� ��� �	�� K ���� �� ����� ��� �	�� γ � C

���� ��
� 	 z 	 z∗ ����������� �� K'
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����� #*+! 7��	+ ��������������

������ 9��	 �� z � z∗ ��������
�
� ��
��� 
	 K � 
��	 � γ ��������
	
����
��	 ��	 �	���� ��� �	���* 9��	 �
ζ ∈ γ �	��	 �	��	 �	 � ��	�	 ����E�
	
�	��	�	 z0 � ζ �	
��
�	 ����
��� γ*
9	 ��
��� ������� � ����
��� �	��� �
��
��� 
	 ����
��� � |z0 − ζ|2 = |z0 −
z||z0−z∗| � ����	 |z0−ζ| = R� �* ζ ∈ K*
F	���� �	
��
�	 z0ζ 
	 γ �� z0 � �	����
����
��� K� �	 �� ����
��� ������
	�
�
�	�� � γ ��	�	� �	�	 γ ������	��M ���� z0

� ����	 � ������
	�
	 
	 K�*
.�����
�� 	�� � ��������
	 ����
��	 γ ��	 �	���� z � z∗ ��� �����	�
�� ��	�	

zz∗� ������
	�
	 
	 K� �� �	��� z � z∗ ����	�	� ��	�� �	 �������� � z0 � ��������

������ �����	
	 �� z0 ��
	� � R2* %���	 �� z � z∗ ��������
� �	��� � ��
���

	 K* �

(������ '$) ��������������� ����������
 ������- ��� ��� �! ���	������� �	�
�	������ �����	������� L �����	���� ��)�� z 	 z∗� �	����	)�� � �
���� �� ��� �	��
K � C� � ��)�� w = L(z) 	 w∗ = L(z∗)� �	����	)�� � �
���� �� ��	�� K1 = L(K)
�� ��� �	��'

������ 9��	 � Γ ��������
	 ����
��	 ��	 �	���� w � w∗* '	�	 � 
	 ��
���
����
�� ������	 γ = L−1(Γ) ����
��	 ��	 �	���� z � z∗ � ����	 � ������
	�
	 
	
K* %���	� �	�� � L ��
����
�� ����
��	 Γ = L(γ) � ������
	�
	 
	 K1 = L(K)�
�	 �� �	��� w � w∗ ��������
� � ��
��� 
	 K1*

.�����	�� �� ��	
 ���	� '������ #*+ ��� �����	
	 
	 -��������� #*7* %�"

	���� �	 S � S1� ���������
�� �������� � ��
��� 
	 K � K1 = L(K)*  �� �
z ∈ K� �	�	 � Sz = z � ����	 S1 ◦ L ◦ S(z) = S1 ◦ L(z)* �	�� � �	�	 L(z) ∈ K1�
����	 �� S1 ◦L(z) = L(z)* F	���� ����
�	�
	 �������	�	
	 S1 ◦L◦S ������� :����
#*�*7� � L ��
	�	 �� 
	 K �� ����	� 
	 C̄* �

*���� '$ $# #������	 
� �� S1 ◦ L ◦ S �	�	������ �����	�������'

*���� '$ $ ������	�	 
	������ 
� &����	�� ψ 
�!�	���� ��

ψ(z) =
z − i

z + i

�����	���� H �� U 	 
� �� ψ(z̄)∗ = ψ(z)'

*���� '$ $' /��� �� �	�	������ �����	������� L 
�!�	���� ��

w = L(z) =
az + b

cz + d
, ad − bc �= 0'

,�- #������	 
� �� w = L(z) ���� z =
dw − b

a − cw
.
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,�- ���	���+	 ,�- �������	 
� �� L ��
���	��� �����	������� C �� C 	

L−1(z) =
dz − b

a − cz
'

*���� '$ $) /��� �� z1 	 z2 
�� ����	)	�� ���������� �����' #������	 
� �� ����	
���	� �	�	������� �����	������� L� ���� �����	���� z1 	 z2 �������	��� � 0 	 ∞� 
�� ��

L(z) = k
z − z1

z − z2
,

�
� �� k ∈ C'

5��� '$# �9�� �����! %�� �� L �	�	������ �����	������� �� ���� �� ��)�� 0� ∞ 	
1 ����������� ��
� �� L 	
���	����'

������ (� �����	 L(∞) = ∞ �	�������� �	 � L ���	 ��
�	�
	 ��
���	�

L(z) = Az + B.

 ��� �� �����	 L(0) = 0 ����	 �� B = 0� 	 �� L(1) = 1 �	 � A = 1* F	���� L(z) = z*
�

(������ '$+ *� �	�� ���� ��	 ����	)	�� ��)�� z1� z2� z3 ∈ C 	 ��	 ����	)	�� ��)��
w1� w2� w3 ������	 ��
	������� �	�	������ �����	������� L ����� 
� �� L(zk) = wk�
k = 1, 2, 3'

������ ��
��������� ����
�	�
	 �������	�	
	 L1 � L2 ��	 �������	�	� z1� z2� z3 �
w1� w2� w3� ���������
�� � �	��� 0� ∞ � 1*

ζ = L1(z) =
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
,

ζ = L2(w) =
w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
.

'�	��
� �������	�	
� � L = L−1
2 ◦ L1� �* w = L−1

2 ◦ L1(z)*
F	���� L2(w) = L1(z)� �*

z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
=

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
.

F��	���� ���
��� ���� �������	�	
	* 9��	 � A ����
�	�
� �������	�	
� �	���
�	 � A(zk) = wk �k = 1, 2, 3�* �	�� �� �	��� 0�∞ � 1 
�������
� �	��� ����
�	�
��
�������	�	
	 B = L2 ◦ A ◦ L−1

1 � 
	 ��
��� &��� #*7 �	�� B = E� ��� E ��
	�	�	
���
����� �������	�	
�* %���	� �������6� �	��
� ������ ����	�� A = L−1

2 ◦L1� �*
A = L* �
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����� (����
���� �'����#'�� � �������#'��

��"������ �$ HF��
���	 ;*8I ��
����
� 1−1 �������	�	
� f ���	��� Ω1 
	 ���	��
Ω2 
	���	�� ��
����
� ��������	�� 	 ���	��� ��� �	��� �������	�	
� ������	�
�� �������
� ��� ��
����
� �����	��
�
�* (�������	� ���	��� 
	 ���� 
	���	 ��
��
����
� 	��������	�*

-�
����� �	 �	 U ��
	�	�	�� ���
��
� ����� 	 �	 H ���
� �����	�	
*

(������ '$. ������ �&� � �� :! ��	 �	�	�����	 	�����!��	 ������ ��������	
H �� ��
	�	)�	 ���� U ��
��� �� &�������"

w = L(z) = eiθ z − a

z − ā
, �#*;�

�
� �� a ���	������� ��)�� � H� � θ ���	������� ������ ����'

������  �� � L ��������	�H 
	 U � �	�	 ������ �	��	 a ∈ H �	�� �	 � L(a) = 0*
9	 ��
��� '������ #*+� �	�� � L(R) = T ����������J�� �	��	 ā� ��������
	 �	��� a
� ��
��� 
	 ��	�
� ���� �������	�	 �� � �	��� ∞� ��������
� �	��� 0 � ��
��� 
	
����
��� T � �* L(ā) = ∞* '	��� ��� �� �������	�	� � 0 � ∞ ����E�� L �� 
	
��
��	
�
� �
������ ��* :���� #*�*+�!

L(z) = k
z − a

z − ā
. �#*<�

)	 ��	�
� �	���� z = x� �	�� |z−a| = |z− ā| � ����	� � ������� 
	 �� �	 � L(R) = T
� ����	 �� |k| = 1� �* k = eiθ* F	���� L � �	�	�� �������� �#*;�* �

%����&����� '$ �����	������� ��
��� �� ,3'D- �����	������ H �� U '

������ F����
� � ���	�	�� �	 �������	�	
� A �	�	�� �	

w = A(z) =
z − a

z − ā
, a ∈ H

�������	�	 H 
	 U *
9��	 � a = α+iβ, β > 0* �	�� � A(z) = 1−(2iβ)/(z−ā)� �� � A = T1◦H◦R◦J◦T �
��� � T (z) = z − ā ��	
��	��	� J �
�����	� R(z) = ze−iπ/2 ���	��	� H(z) = 2βz
��������	 � T1(z) = z + 1 ��	
��	��	* 2��
���	�
� �� ������	�	 �	 � T (H) =

{ Im z > β} = Hβ � �	 � J(Hβ) = B
(−i

2β
;

1
2β

)
= B1� R(B1) = B

(−1
2β

;
1
2β

)
= B2�

H(B2) = B3 = B(−1; 1) � T1(B3) = U *

.�����	�� �� ��	 ���	�	 -��������� #*�!
7*  �� � z ∈ H� �	�	 � |z−a|2 = (x−α)2+(y−β)2 � |z− ā|2 = (x−α)2+(y+β)2*
�	�� � (y − β)2 < (y + β)2� �� � |z − a| < |z − ā|* %���	 � A(H) ⊂ U * �	��
� A(R) ⊂ ∂U � 
	 ��
��� '������ #*# �����
� ��������� ����	 �� A(R) = ∂U �



78; ����� �� ���
����� 	 �	�	������ �����	�������

����	 A−1(∂U) = R*
(� A−1(0) = a ∈ H �	�	 ����� A−1(U) ⊂ H* %���	 � A(H) = U * �

�* #���	 ��)	�"

z = A−1w =
a − āw

1 − w
.

�	�� � A ��
����
�� ����	 ��

A(R) ⊂ ∂U ⇒ A(H) ∩ ∂U = ∅,

	 �	�� � �� A(a) = 0� �	��!
A(H) ⊂ U ;

A−1(∂U) = R ⇒ A−1(U) ⊂ H ⇒ A(H) = U.

�

��"������ '$) *� ��)�� a ∈ U 
�!�	���� ϕa(z) =
z − a

1 − āz
'

*���� '$ $+ /��� �� a ∈ U !��	���� ��)��' ��
� ϕa ��
���	��� �����	���� T ��
T � U �� U 	 a � 0' �������� �����	������� �����	������� ϕa �� ϕ−a'

������� 9	 ��
��� :���� #*�*# ���� � ϕ−1
a = ϕ−a* �	�� � �	 ��	�
� t∣∣∣ eit − a

1 − āeit

∣∣∣ = ∣∣∣ eit − a

e−it − ā

∣∣∣ = 1 �#*=�

�� � z̄ ��	� ���� 	������
� ����
������ ϕa �������	�	 T � T * (��� �	�� �	 ϕ−a* %���	
� ϕa(T ) = T * �	�� � ϕa 1 − 1� �� � ϕa(U) ∩ T = ∅ � �	�� � ϕa(0) = −a ∈ U �
�	�������� �	 � ϕa(U) ⊂ U * �

*���� '$ $. %�� �� H �	�	������ �����	������� ����� 
� �� ��)�� 0 	 ∞ �����������
��
� ������	 ��������� λ ∈ C ����� 
� �� L(z) = λz'

%����&����� '$' ����������	�� 
� �� L �	�	�����	 �������!��� ��
	�	)��� 
	���
U ,�� ����-� a ∈ U 	 L(a) = 0' ��
� ������	 ��������� λ� |λ| = 1� ���� 
� ��

L(z) = λϕa(z), z ∈ U. �#*>�

������ -������	�	
� A = L ◦ ϕ−a � ����
�	�
� 	��������	� ���
��
�� ����	 U �
A(0) = 0* '	��	∞ ��������
	 �	��� 0 � ��
��� 
	 ���
��
� ����
��� T � 
	 ��
���
'������ #*+� �������	�	 �� � �	��� ∞* %���	 ��* :���� #*�*;� ������ λ� |λ| = 1�
�	��� �	 �

L(ϕ−a(w)) = λw (w ∈ U).
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)	��
�� w = ϕa(z) � �������
� ��
	��
� ����	�� ���E�
�*

9	������ ���	� -��������� #*# ��� �����	
	 
	 :���� #*�*; �ϕa �������	�	 U

	 U�*
'	��	 a∗ = 1/ā� ��������
	 �	��� a � ��
��� 
	 ���
��
� ����
��� T � 
	 ��
���
'������ #*+ �(
� ��� ��� �������	�	 �� � �	��� ∞* %���	 � ��* :���� #*�*+�

L(z) = k
z − a

z − 1
ā

= λ
z − a

1 − āz
,

��� �� k � λ 
��� ��
��	
��* �	�� �� �	��	 1 �������	�	 � �	��� 
	 ���
��
�

����
���� |λ|
∣∣∣1 − a

1 − ā

∣∣∣ = |λ| = 1* �

(������ '$/ ������ ��� :! ��	 �	�	�����	 �������!��	 ��
	�	)��� 
	��� U ��
���
�� &�������

w = L(z) = eiθϕa(z),

�
� �� a ���	������� ��)�� ��
	�	)��� 
	��� U � � θ ���	������� ������ ����'

��"������ '$+ /��� �� ϕ �������!��� 
����� D �� 
���� G 	 ψ = ϕ−1'
�� ��� 
� �� �����	������� f : D → D 	 g : G → G ����������� ,����+� ϕ- ���
��

g = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ f ◦ ψ,

��' f = ψ ◦ g ◦ ϕ.

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

�
�
,,,,

,,,,
,,,,

,

,,,,
,,,,

,,,,
,

�
��

ϕ

ϕ

�

�
z

z
x0

I

B

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

S

w

Sw
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G

����� #*8!

-����
� � �	 �	 R ��
	���� ��T����� � ��
��� 
	 ��	�
� ��� R� ��
�����
�	 � R(z) = z̄*

9��	 � B = B(x0; ρ) ����� x0 ∈ R� ϕ ��
����
� ���
����
�� �������	�	 , 
	
����
 $� I = (x0 − ρ, x0 + ρ) � � = ϕ(I)*

-������	�	
� S : G → G ��
����	
� �	 ��T������ R �����6� ϕ� 
	���	 ��
�	����	�� � ��
��� 
	 �*  
	���
	 ���
���	 �� �����
�� 	�� �� ������ ����	 ,
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�	��	��	 ����
 F ��������	
 � ��
��� 
	 R*
F	���� S(z) = ϕ(ψ(z))*
-�
����� �	 �������
� ����
���	
� ����
��� �	 ��������� � �	��� a ��������
��	

r ��
	�	�	�� �	 γr(a)*  �� � a = 0 ��� 	�� � 	�
� �� ��
�����	 ��	 � a� ������
��
���	�
� γr� ��
��
� γ 	�� � r = 1*

Kr = Kr(a) ��
	�	�	 ��	
��� ����	 Br = B(r; a)*
.����	�
�� ��������� ��
	�� U = B1� T = K1*

-������	�	
� z = ϕ(w) =
w − i

w + i
�������	�	 ���
� �����	�	
 H 
	 ���
��
�

���� U * (
����
� �������	�	
� �

ψ(z) = ϕ−1(z) = i
1 + z

1 − z
.

�	�� �

ψ(z) = i
1 + z̄

z̄ − 1
= ψ(1/z̄),

����	�� �	 � �������	 S � ��
��� 
	 ���
��
� ����
��� T �	�	�	 �	

z∗ = Sz = ϕ(ψ(z)) = ϕ(ψ(1/z̄) = 1/z̄.

&�
�	�
� �������	�	
� ζ = Az = z0 + Rz �������	�	 ���
��
� ���� U 
	 ����
D = B(z0;R)* �	�� � z = A−1ζ = (ζ − z0)/R� �������	 S � ��
��� 
	 K =
Kr(z0) �!

Sζ = A((A−1ζ)∗) = A(R/ζ − z0) = z0 +
R2

ζ − z0

.

F	���� �������	 S � 	
����
����
� �������	�	
� � ����
��	 K � ��
�������
	M
��� ���� �������	�	
�* �������6� ������� ����
����	
	M� �������� ���	�	�	�� ��"
��6� ��T�����* �

5 ������ ���� ����	 ���	�����!

(������ '$0 �4�F�������- 5��� %������ @��������! /��� �� &����	�� & ����
�	�	)�� �� 
����� D� ���	 �� �	����	)�� � �
���� �� x ��� ,	 ����� ��
� 	 	�������
I ⊂ R-' %�� �� f(x) ������ �� x ∈ I� ��
� ��

f(z̄) = f(z).

������ /�
���	 h(z) = f(z) − f(z̄) � 	
	������	 
	 D � 
��	 
	 I* %���	� 
	
��
��� '������ 2���
���� �'�����	 �*7>�� ������ �	 � h = 0 
	 D* �

*���� '$ $/ 5�����	���	 	 
������	 ��	��	� ��K���	�� �� 
����� �	����	)�� � �
����
�� ��� �	 ���'

'�����	 � �
�	��	
�
���� ��������
�� �	�	�	 �	 ����
�	�
	 �������	�	
	 ����� ��
���
���	 ��T�����* -����
�� @�	����� ����� ������ ���	�	��!
 �� � A ��
����
� 	��������	� ����	 U � A(0) = 0� �	�	 � A ���	��	� �*
(∃θ ∈ R)(A(z) = eiθz).



���� 
���	�� !������� 78>

*���� '$ $0 /��� �� V = {z : |z| < 1, |z − 1/4| > 1/4} 	 VR = {w : R < |w| < 1}'
�
��
	�	 �	�	������ �����	������� A 
����� V �� ������ VR'

�������  �� �� z � z∗ �	��� ��������
� � ��
��� 
	 T � K = {z : |z − 1/4| = 1/4}�
�	�	 � z∗ = 1/z̄ � z∗ =

1
4

+
1

16(z̄ − 1/4)
* %���	 � z2−4z+1 = 0� �* z1,2 = 2±√

3*

9��	 � z1 = 2 −√
3 � z2 = 2 +

√
3 �

A = λ
z − z1

z − z2
.

��� -����	�� .��������

��"������ '$. ;��	������ &����	��

w = Z(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
�#*7?�

���	�� �� &����	�� 0��������'

1��	�	��� �� z ��
	��
� �#*7?� ����	 �� z2 − 2wz + 1 = 0� �* z = w +
√

w2 − 1*
F	���� �
����
	 ��
���	 ��
���� 0�������� � �����
	�
	 ��
���	 ψ ���
��	
	 �	

ψ(w) = w +
√

w2 − 1.

)	��
�� z = ρeiθ � w = u + iv� ������	���� �#*7?� � ������

u =
1
2

(
ρ +

1
ρ

)
cos θ, v =

1
2

(
ρ − 1

ρ

)
sin θ. �#*77�

%���	� �������
� ����
���	
� ����
��� Kr �r > 0 �����	
�� r �= 1�! z = reit�
0 ≤ t ≤ 2π� �������	�	� �� 
	 ������ Er

w =
1
2

(
r +

1
r

)
cos t + i

1
2

(
r − 1

r

)
sin t, 0 ≤ t ≤ 2π,

�	 ������	�	 a =
1
2

(
r +

1
r

)
� b =

1
2

∣∣∣ r − 1
r

∣∣∣* 3����� Er �� �������
� ����
���	
�
	�� � r > 1� 	 
��	���
� ����
���	
� 	�� � 0 < r < 1*

2���
��
	 ����
��	 K = K1 �� �������	�	 
	 [−1, 1] � �� �	�� ��� �� ����
���	
	
��������
��	 C+ : z = eiθ� 0 ≤ θ ≤ π �������	�	 
	 ����
���	
� �����
� [1,−1]�
	 ����
���	
	 ��������
��	 C− : z = eiθ� π ≤ θ ≤ 2π �������	�	 
	 ����
���	
�
�����
� [−1, 1]*

-�����	�� lα ! z = ρeiα� 0 < ρ < +∞� �α �����	
�� �������	�	� �� 
	 ������
���������� Hα !

u =
1
2

(
ρ +

1
ρ

)
cos α, v =

1
2

(
ρ − 1

ρ

)
sin α, 0 < ρ < +∞. �#*7��
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1

0 u

v

����� #*;! 4������ 8��������

����� Hα � H−α ��	� ���� ��	���� �������� 	�� �� ������
� ����
���	
�!

H−α = H−
α .

 �� � α �= kπ/2� k ∈ Z� �����
	���� �	�	����	 ρ �� �#*7�� ����	��

u2

cos2 α
− v2

sin2 α
= 1, �#*7#�

�* ��
	��
� ��������� �	 ���	�	 � �	��	�	 1 � −1 � 	�������	�	 v = ±tgαu*  ��
� 0 < α < π/2� Hα � ���
	� 	 Hπ−α ���	 ��	
	 ��������� �#*7#�*
-�
����� �	 �	 γ∗ ��
	�	�	�� ��	� ���	 γ*

D�������E ����� Hα � H−α ��	� ���� ����� ���	������ 	�� �� ������
� ����
"
���	
�� �* H−α = H−

α *  �� �	��
��� α = 0 � �#*7��� ����	 ��

u =
1
2

(
ρ +

1
ρ

)
, v = 0, 0 < ρ < +∞,

��	��� �	�������� �	 �� �������
� ��� ��	�
� ��� �������	�	 
	

H∗
0 = {u : 1 ≤ u < +∞},

� �� �	�� ��� �� ����
���	
� �����
����	� (0, 1] �������	�	 
	 ����
���	
� �����
����	�
(+∞, 1]� 	 ����
���	
� �����
����	� [1,+∞) 
	 ����*

)	��
�� α = π/2 � α = −π/2 � �#*7�� ����	 �� �	 �� lπ/2 ��������	
 ���
��	��
	�
� ���� �������	�	 
	 ��	��
	�
� ��� ��� ����� �� −∞i �	 +∞iM� ��� ��

��	���
� ��� ��	��
	�
� ���� l−π/2 ��* ����
���	
 �
����	� (0,−∞i)� �������	�	 
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��	��
	�
� ��� � ������
�� �����*
�	�	 α −→ 0+ ����������
�� α −→ π

2
−�� ��������� Hα ������M ��* ����
�����

��� � ������	�� [1,+∞) ����������
�� � ��	��
	�
� ����*

*���� '$'$# 5����	��� 0�������� �����	���	 ������	"
,�- Q = {z = x + iy : x, y > 0}.
,�- H = {z : Im z > 0}'
������� �	�� �

Q =
⋃

0<α<π/2

l∗α,

����	 ��
f(Q) =

⋃
0<α<π/2

H∗
α

f(Q) = {w : Re w > 0}\[1,+∞).

%���	 � f(H) = C\((−∞,−1] ∪ [1,+∞)). �

)	 ���� ���	�	 � ���� �	 ����	�	 ��� ����� ������ ������ 8*�� 8*# � 8*+*

*���� '$'$ ������	�	 
� �� 	������� &����	�� &����	�� 0�������� 
�����)�� &����	��
ψ 
��� ��

ψ(w) = w +
√

w2 − 1.

*���� '$'$' #������	 
� tg �����	���� ������ D = {z : −π/4 < Re z < π/4} ��
��
	�	)�	 ���� U � ��	�� 3'F'

���	
	��� 9��	 � A(ζ) = i
1 − ζ

1 + ζ
� �	 e ��
	���� �����
�
��	�
� ��
����� tg =

A ◦ e ◦ R2� R2z = 2iz* �

*���� '$'$) #������	 
� sin �����	���� ������ D = {z : −π/2 < x < π/2, y > 0}
�� ������ ��������� H� ��	�� 3'<'

���	
	��� Rz = iz� R1ζ = −iζ � sin = Z ◦ R1 ◦ e ◦ R� ��� Z ��
	�	�	 ��
����
0��������* �

*���� '$'$+ �����	���	 ��	��� ,	�	 ����
�� 
����� ��	���-
(

x − a

2a

)2

+
(y

a

)2

= 1 ��

f(z) = z4'

*���� '$'$. /��� �� R =
z

(z − 1)(z − 2)
	 F (z) =

√
z

(z − 1)(z − 2)
' #������	 
�

� ������	 A = {1 < |z| < 2} ������	 ��������� ����� &����	�� F � � 
� �� ������	 �
������	 E = {|z| > 2}'
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x

y

� 	
�
� 	

�
� u

v
1

1

����� #*<! �����

���	
	��� -�������	���� �	 � f �����	�
	 ��	
	 ��
���� F � E � 
��	 �
γ = γr �������
� ����
���	
	 ����
��	 ��������
��	 r > 2* '	�	 � f2 = R � E

� 
	 ��
��� -��
���	  �����
�	�
1
2π

∆γArg R = n − p = 1 − 2 = −1* �	�� �
1
2π

∆γArg f2 = 2
1
2π

∆γArg f = 2IndΓ0 = 2k� ��� � Γ = f ◦ γ� ����� −1 = 2k�
��
��	�����	* )	 ����� ���	� ������ ������ 8*� � 8*#* �

x

y

0 	�
�

	�
�

�
u

v

0

����� #*=! ����
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5 �����	�	 ��	�� 7 ����	�
� � ������
	 %�����	 ������	 � �����
	 ��������
	
�����
�
��	�
	 ��
���	* 5 ��� ������ �����
�
��	�
	 ��
���	 ��	 ��	�
� ������

��* �	� �� ��
���	�	
 ���	� 	�����
� ������� �	 �����
�
��	�
� ��
����* 4���
�� ���	�	�� �	 �� �����
��������� ��
����� ���	���	� � 	�����
� ���� ���
��	��
����6� �����
�
��	�
� � ������� 
����	 ������	� ���* ������� H4	 #I�*

(
�����	
�
� � ��	�
��� �	��� ��	 ������� �	� ��
���	�
� ���	�� � ����E�"

� �	 ���	���	 �� ��������� � 
��* ��������� ������� � �����	�	 ��	�� 7 �	 �	��	"
��	
��	 � ��� ������� ��	 �� �	���	� 
	 ���E�
� ��������
� �����
�
��	�
�
��
���� � � ���� �	 ��� �	�������� �
	�	 %������ �������*

-�
����� �	 �� �	 ��������
� ��� z ���
���

exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n!
. �+*7�

4
���
�� �����
�� �����	 ����	�� ��
��
� 	�����
� �������

ea eb = ea+b, �+*��

��	 �	�� �	 ��	�	 ��	 ��������
	 ���	 a � b*
F	6��� �� ��	
 �
�����	
�	
 ���	� 	�����
� ������� �+*�� 
	 �����6� 
	��
*

9	E��� 	
	������� ��
���� ��	 � ��
	�	 ���� ������* 9��	 �

Ψ(z) = Ψ(z; a) =
+∞∑
k=0

ck
(z − a)k

k!
�+*#�


��� �����
� �� ��
����� ��� 
�� ck = ck(a) �	���� �� �	��� a* -� ������ ���

Ψ′(z; a) =
+∞∑
k=1

ck
(z − a)k−1

(k − 1)!
=

+∞∑
k=0

ck+1
(z − a)k

k!
�+*+�

7;#



7;+ ����� �� ������� �

��
	� � ���� �+*#�* )	 �� � 
������
� � �����
� �	 � ck+1 = ck� �	 k =
0, 1, 2, . . .� �* �	 �� ��� �������
�� ��
	�� 
���� ���� c = c(a)* %���	 �

Ψ(z; a) = c
+∞∑
k=0

(z − a)k

k!
. �+*8�

�	�� � ��	 ��� ��
�����
�	
� �
 ���
��� ���� ��	
���
��
�
� ��
����*
(�	������ �
������ c(0) = 1� �	�� �	 � �����
�� ��� �����	�	 �	��� a = 0�

�����	

1 +
z

1!
+

z2

2!
+

z3

3!
+ · · · . �+*;�

F	���� ����� 
���	���	��� c(0) = 1� ��
���	 Ψ(z) � �	�	�	 ����� +*;* '	��
���
��	
� ��
���� ��
	���� �	 exp(z) ��� ez* .�	�� �	��� a� �� ������� �+*8��
�����	�	 
��� c ��� �	���� �� a* '� �
	�� �	 �� c ���� �������� ��

exp(z) = c(a)
+∞∑
k=0

(z − a)k

k!
, �+*<�

��� ������ 
	���	�� � ������ exp(z) = c(a) exp(z − a) � ����	 exp(z + a) =
c(a) exp(z)* �	�� � exp(0) = 1� �	��
�� z = 0 � �������
� ���	���� 
	�	����
c(a) = exp(a)*
F	���� ��
���	 exp(z) �	�����	�	

exp(z + a) = exp a exp z. �+*=�

 �����
	 ������	 �� ���� ���	�	�� � ����6� �����6�� ����	
	*

*���� )$#$# /��� �� h(z) = ez ea−z' #������	 
� �� h′(z) = 0� 	 ���
� 	�����	
�
	�	��� &������'

*���� )$#$ ������	�	 &������ ,8'F- ����+� ��������� &������ 	 �� ������ ����

������	 �
	�	��� &������'

�������� �	�� � n"�� ����� exp"��
���� � �	��� a ��
	� exp(a)� 
	 ��
���
'�������� �	���	 exp"��
���� ��� �	��� a� �����

exp(z) = exp(a)
+∞∑
k=0

(z − a)k

k!
,

� ����	 exp(z) = exp(a) exp(z − a)*

D��	�	� ��� ��6�� �����6	 ���� ���	�	�� �����6� ������	�*

(������ )$# *� ���������	����� &����	�� �� � ���
�+� ������� ��������"

(a) ez �= 0,
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(b) (ez)′ = ez,

(c) �����	��	�� exp �� ������ ��� �� �����+� &����	��� ex → +∞� x → +∞.
ex → 0� x → −∞'

(d) e−z =
1
ez

,

(e) exp(z̄) = exp z

(f) �� ������ t |eit| = 1

(g) |ez| = ex.

������ �	�� � eze−z = e0 = 1 ����� (a) � (d)* F�����
���	
�� �����
�� ���	
�	�������� �	 �	�� (b)* �������6� �+*7�� �	�������� �	 � exp ��
���
� �	���6	

	 �������
�� ���� ��	�
� ��� � �	 � ex → +∞� x → +∞* F���� ��� ���E�
	 (c)
� ��������	 ��
	����� exe−x = 1*
��
����	
�� �����
�� ���	 �����
�
��	�
� ��
���� �������
��� ��
����	
��


����� �	���	�
� ����� ����	�� (e)* F��	�
��! 9��	 � Sn(z) =
n∑

k=0

zk

k!
* (�

���
���� �����
�
��	�
� ��
���� ����� Sn(z) → ez � Sn(z) → ez� �	�	 n → +∞*
%���	 Sn(z) → ez � �	�� � Sn(z) = Sn(z) ���
	�
� ������ ����	 �� (e)* 9	
��
��� (e) ����	 ��

|eit|2 = eit eit = eit e−it = e0 = 1. �+*>�

�	�� � ����� 
�
��	���	
 �� �+*>� ����� (f)* 9	 ��
��� (e)� �����

|ez|2 = ez ez = ez ez̄ = e2Rez, �+*7?�

	 ����	 � (g)* -�������� �	 ������ �+*7?� ������ �����
��� 	�����
� �������� �*
ez = ex eiy� �	 ����� ���	�	�� (g)* �

*���� )$#$' #������	 �� ������ ,8'1-� 
� ��
,�- eh − 1 = h + o(h)� ��
� h → 0
,�- ��	�������+	 �
	�	��� &������ 	 ,�- 
������	 
� �� (ez)′ = ez'

����� 9������ ����� exp

5 ��� ������ 6��� ���
��	�� �����
��������� ��
���� ����6� �����
�
��	�
� � �

	���
�� 
������� �	�	�	 �	6��� ����� 
���� ��
��
�� �����
	 ���� ��
���	*

�7� )	 t ∈ R� ��
���� cos t � sin t ���
������ ���������
�� �	� ��	�
� � ��	��"

	�
� ��� ��������
�� ���	 eit� �* ����6� �������

eit = cos t + i sin t, t ∈ R. �+*77�



7;; ����� �� ������� �

���  �� ������
���	�� ��� ���	
� ������� �+*77� ���	 � �����	��
�
	 %��"
����� �
��
������� ����	��

D cos t + iD sin t = ieit = − sin t + i cos t, �+*7��

����	� ����		�6� ��	�
� � ��	��
	�
� ���� �����

D cos t = − sin t, D sin t = cos t. �+*7#�

�#� �F��
���	 ���	 π� (� ������� �+*77� �����

cos t =
+∞∑
n=0

(−1)n t2n

(2n)!
�+*7+�

� ����	 cos 2 < −1/3 �F��	�	��J�* �	�� � cos 0 = 1 � �	�� � ��
���	 f(t) = cos t

�������
	 
	 R� �� ������ 
	�	
� �������	
 ��� t0 �	�	� �	 � cos t0 = 0*

F��
�����
π = 2 t0. �+*78�

�������6� �����
� ���	 π ���	�	� ���� ��� �����6	 ���	�	�� �	��� �+� � �8�*
�+� �	� eiπ/2 = i� eiπ = i2 = −1� e2πi = (−1)2 = 1�

��� e2πin = 1� �	 ��	�� ��� ��� n*
(� �	� �  �����
� ������� �	 exp �����

�8� ez+2πi = ez e2πi = ez*
�;� /�
���� cis ���
����� �	 cis t = eit� t ∈ R* �������6� �����
� ��
���	 cos t

� sin t ���� �� ���	�	�� �	 ��
���	 cis �������	�	 R 
	 ���
��
� ����
��� T = {w :
|w| = 1} � ����	 ������� &��	 � ���	�
� ����� �&-/� ���	�
� ����� ��������
��
���	� � '�����	 � ���
����
���� ���	�
� ����� �'�
-/�* %�� ������	�� ��	� �	�
�
����� � ��������
� 	
	���� � 
����� ���	�� �	���	� �� 
	 �����6� ����������!

%����&����� )$# ,�- �����	������� cis : R → T �� ����:'
,�- �����	������� f = cis |(−π, π] �� �������� ��
�����)�� �����	������� 	��������
(−π, π] �� ��� �	�� T '

������ �	� 9��	 � w = u + iv ∈ T � �* 
��	 � u2 + v2 = 1* 1	������	6��� ���
����		!
�7� u ≥ 0� v ≥ 0! �	�� � 0 ≤ u ≤ 1� �� 
	 ��
��� �����
	 ��
���� cos ������
���
����
� t ∈ [0, π

2 ] �	�� �	 � u = cos t* �	�� �� �	�	� sin t ≥ 0� t ∈ [0, π
2 ]�

� �	�� � sin2 t = 1 − cos2 t = 1 − u2 = v2� �	�������� �	 � v = sin t* F	����
w = cis t� t ∈ [0, π

2 ]*
��� u < 0� v ≥ 0! '	�	� � −iw = −i(u + iv) = v + i(−u) � v ≥ 0� −u > 0* 9	
��
��� ����		 �7� ������ t1 ∈ [0, π

2 ]� �	�� �	 −iw = cis t1* F	���� w = icis t1 =
cis (t1 + π

2 ) = cis t� t ∈ [π
2 , π]*

�#� v < 0! '	�	� � −w = −(u + iv) = −u + i(−v) � −v > 0* 9	 ��
��� ����	��	
�7� � ��� ������ t2 ∈ (0, π)� �	�� �	 −w = cis t2* F	���� w = −cis t2 = cis (t2−π) =
cis t� t ∈ (−π, 0)*

��� '��E�
� ����� 
	 ��
��� �	����� 	
	���� ���	�	 ����		 �	�* �



���� ���������	����� 
���	�� 7;<

����� ,-� � $��

5��� )$# �7��������������	������������ ����- 7>�5��8! ����� z ∈ C∗

�� � �� ���
����	�	 � ���	��

z = eln |z|+iϕ, ϕ ∈ Arg z. �+*7;�

������ 9	 ��
��� �	��� �;� ������� ��������� +*7*7� ��	�� z ∈ C∗ ���� �� ����"
��	���� � ������ z = r eiϕ� r > 0� ϕ ∈ Arg z* -�������� �	 �������
	 ���	��	
������	��	 &��� � ���	�
� ����� �&-/�* %���	� �	�� � r = eln r ������ �����
z = eln r eiϕ � ����	� 
	 ��
���  �����
� ������� �	 �����
�
��	�
� ��
����� ��"
��	 �� �+*7;�* �

5��� )$ �9�������� ���������������
 ����! #������	 
� �� 	"
,�- ez = 1 ���� z = 2kπi� k ∈ Z

,�- ez1 = ez2 ���� z1 − z2 = 2kπi� k ∈ Z'

������ 9��	 �
ez = 1. �+*7<�

�	�� � ez = ex eiy� ����	� ����� ����	�� ex = 1 � ����	 x = 0* .	�	� �	��
��
x = 0 � ��
	��
� �+*7<� 
	�	����

eiy = 1 �+*7=�

� ����	 ������ �����
cos y = 1, �+*7>�

	 �	���
y = 2kπ, k ∈ Z. �+*�?�

F	���� z = 2kπi� k ∈ Z* . �������� 
	 �+�� ��� �� ��	 ����
	 ��
	��
� �+*7<� �
����	 ����� (a)*

4
���
�� ��
	��
� ez1 = ez2 �	 e−z2 � �
	 ����	� �����	��
�
	 ��
	��
�
ez1−z2 = 1* .	�	 (b) ����� �� (a)* �

.����6� ��� ���� � �	�	 ������	 �����
�
��	�
� ��
���� 
	����
� �� � � $�	��
7*

5��� )$' �5��! /��� �� z ∈ C∗' ��
� ��

ew = z �+*�7�

����
w = ln |z| + iϕ, ϕ ∈ Arg z. �+*���



7;= ����� �� ������� �

������ �������6� ��
	�� w = u + iv � (exp)� �+*�7� ������ 
	���	�� � ������

eueiv = z.

%���	� � ������� 
	 &��� 7*8 �3-/�� �+*�7� � �����	��
�
� �	

eu = |z| � v ∈ Arg z. �+*�#�

9	 ��
��� ��	�
� 	
	����� eu = |z| 	��� u = ln |z| �� ����	� 	�� � z = 0�
��
	��
	 �+*�7� 
��	 ����
�� 	 	�� z ∈ C∗� ��
	��
	 �+*�7� ��	 �����
	�
�
�
��� ����
	 �	��� �	 �+*���* .��� ���� ����
	 ��
	���� �	 Ln z*

F	����
Ln z = {w | ew = z} = {ln |z| + iϕ | ϕ ∈ Arg z}.

�

&��	 +*7 � �	��E� 
�������
	 ��������	 &��� &��*
(� &��� +*� �����

%�������� )$# �������������! /��� �� α ∈ R' 3C� �� 1�1 �� Πα'

%����&����� )$ /��� �� α ∈ R' exp �����	���� Πα �� ������	 Oα'

������ 9	 ��
��� &��� 7*8 �3-/�� ew = eueiv ∈ Λα 	��� v = α + 2kπ� ����	
exp(Πα) ⊂ Oα* 9	 ��
��� &��� +*7� ��	�� z ∈ Oα ���� �� ������	���� � ������
z = ew� ��� � w = ln r + iϕ� ϕ ∈ Jα� �* w ∈ Πα* 5 ��	�� 7� �	� � �� ��	

���	� -��������� +*�� ��� �� ���� ��	������ ����6� �����	�	�6�� ������������
����	* F��	� �� �	���	 
	 �����6� ����������* �

%����&����� )$' /��� �� γ ∈ R' exp �����	���� Lγ �� ��������� Λγ '

������ 2	�
� � �	 w ∈ Lγ 	�� � �	�� 	�� w = x + iγ� x ∈ R* %���	� 
	 ��
���
ex+iγ = exeiγ � ����� ���� �	 �C� �������	�	 Lγ 
	 {exeiγ : x ∈ R} � ����	� � �������

	 �� �	 �C� �������	�	 R 
	 Λ0 = (0,+∞)� ����� �	 �C� �������	�	 Lγ 
	 ������	��
Λγ * �

%����&����� )$) /� ������� ����� ���������� �����	��� 	 n−��� ������ �� C∗'

���	
	��� :����� -��������� 7*�7� -�������	���� ������
�� ������ ��	
	 	���"
��
�	 ϕ 
	 C∗ � 
��	 � arg ��	
	 	�����
�	 
	 O0 = C∗\Λ0� ��� � Λ0 = (0,+∞)*

/�
���	 k ���
��	
	 �	 k(z) =
ϕ(z) − arg z

2π
� 
�������
	 � �������
	 
	 O0*

%���	 ������ k0 �	�� �	 k(z) = k0 �	 z ∈ O0� � ����	 ϕ(z) = arg z + 2k0π �	
z ∈ O0* F	���� ϕ � ������
	 
	 Λ0*
-�������	���� ������
�� ������ ��	
	 n−��� ����
	 f 
	 C∗ � 
��	 � f0 ��	�
	
��	
	 n−��� ����
	 
	 O0* '	�	 ������ k ∈ Z �	��� �	 � f

f0
= ck 
	 O0� ��� �

ck = e
2πik

n * F	���� f � ������
	 
	 Λ0 ������� �	��E� ������ 8*��* �



���� �	
�����	���	����� 7;>

��� /	
�����	���	�����

����� "�!
�
� ���� � �
��
������ ���
���
�� ���0

-�
�����! 9��	 � f : Ω → f(Ω) C1"����������	� � z0 ∈ Ω ������
� � ����"
����	���� �	 � f R"������
��	���
� � �	��� z0 ∈ Ω�� � z = x + iy ������
	�	 
	 Ω �
w = u + iv ������
	�	 
	 f(Ω)� �* w = u + iv = f(z)* '	�	

du = uxdx + uydy, dv = vxdx + vydy, fx = ux + ivx, fy = uy + ivy �+*�+�

� ����	
dw = df = fzdz + fzdz, �+*�8�

��� � fz =
1
2
(fx − ify), fz =

1
2
(fx + ify)*

9��	 � w0 = f(z0)* -����
� � �	 ��������� 
��	��� p = fz� q = fz� A = df(z0)
� h = ρeiϕ ∈ Tz0 * '	�	 A(h) = ph + qh� �** A(ρeiϕ) = (p eiϕ + q e−iϕ) ρ*

�	���� �	 R"��
�	�
	 ��
���	 ���	 ����
	��� 	�� �����	M ��	�	� ����	��	
�����	 ��������	*

9��	 � f R"������
��	���
� �� �����	���� �� ��
��	� ��������	��	 �	 � f ��"

����
�� �������	�	
� 
	 ���	��� Ω* �	���� �	 f ���	 ����
�	��� 	�� df ���	
����
�	��� � ��	�� �	��� ���	��� Ω*

*���� )$ $# /��� �� �����	������� A 
�!�	���� �� A(z) = az + bz'
1' ��� �� |a| �= |b|� �����	������� A �� ��
���	���. �����	���� ����� �� ������ ���������
����� �� ��������� ������ � ���
���� �� ����������	��'
#������	 
� �����	������� A �����	����
2' ������� �� ��	��� ��� �� |a| �= |b|'
3' ��� �� |a| > |b|� ���	�	��� ��	����	���� ������� Kr �������)��� r �� ���
	����
� ����
	������ ��)���� �� ���	�	��� ��	����	���� ��	��� Er �� ���	��� ��������

� 	�� Lr = αr 	 ����� �������� 
� 	�� lr = βr� �
� �� α = (|a| + |b|) 	 β =
(|a| − |b|)'

���	
	�� �� ' � (� 9��	 � a = |a|eiα� b = |b|eiβ � z = ρeiϕ* '	�	 � A(z) =

|a|eiαρeiϕ+|b|eiβρe−iϕN (|a|ei(α+ϕ)+|b|ei(β−ϕ))ρ* 9��	 � γ =
α + β

2
� γ0 =

α − β

2
*

%���	 � A(z) = (|a|ei(γ0+ϕ) + |b|e−i(γ0+ϕ))ρeiγ * 9��	 � u+ iv = A0(z) = (|a|eiϕ +
|b|e−iϕ)ρ* %���	 � u = (|a| + |b|)ρ cos ϕ � v = (|a| − |b|)ρ sin ϕ ��	 �����	
� ρ ���
�� �	�	���	���� ��
	��
� �������* -������	�	
� A � ���������	 ��� ���	��� � A0*
-������	�	
� A0 �������	�	 �������
� ����
���	
� ������� 
	 �������
� ����
���	
�
������ 	�� � |a| > |b| � ����	 ����� #* �

A-�������	���� �	 � f R"������
��	���
� � �	��� z0 � �	 ���	 ����
�	���� �*
|p| > |q|*

%���	 � A = df(z0) � ��
�	�
� �������	�	
�� � 
	 ��
��� :���� +*�*7 �������	�	
���� Dr 
	 ���	�� ���	
���
� ������� Er �	 ������� ���� ����
� Lr = (|p| + |q|)r



7<? ����� �� ������� �

� �	��� ���� ����
� lr = (|p| − |q|)r* F��
����� α = (|p| + |q|) � β = (|p| − |q|)*
-�����
	 ����	 Dr � πr2� 	 ������
	 A(Dr) � παβr2� �	�� �	 � 	����	


Jf (z0) = lim
r→0

m(A(Dr))
m(Dr)

� ����	 Jf (z0) = αβ = |p|2 − |q|2*
A-�
����� �	 � �����
� �	 ��������� 
��	��� A = df(z0)� h = ρeiϕ ∈ Tz0 *

'	�	 A(h) = ph + qh� �* A(ρeiϕ) = (p eiϕ + q e−iϕ) ρ* 4	������ ���	�	 |peiϕ +
qe−iϕ| �� ��
��� 
	 ϕ� ������� �� �	�	 �

qe−iϕ

peiϕ
=

q

p
e−2iϕ �+*�;�

�������
�� ��
���� �	� � 
��	���
�* 5������ ��������
� ���	�	���

µf =
q

p
�+*�<�

� df = |µf |*
4	������ �����	�	 ��	��� ϕ = α =

arg µ

2
� ��
���� �����	�	 ��	��� α± π

2
*

-�	�	� ������ ��� � β =
arg ν

2
� ��� �

νf =
q

p
=
( p

|p|
)2

µf . �+*�=�

:�����
	 νf 
	���	 �� ����	 ��������
	 ���	�	��	* -�������� �	 � β−α = arg p*A

*���� )$ $ #� �	 �� &������ Jf = |fz|2 −|fz|2 �������� �� 
�!�	�	��� �����	����
� %���	�	 2" ∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣ .
���	
	��� -�������� �	 � Jf = −Re(ifyfx) = Im fxfy = uxvy −vxuy* $���������	
�
�������	��	 ����6� ������
� �	������	�	 ���
��	
�� ��������	 a = fx(z0) �
b = fy(z0) �	�	 � � :���� +*�*#* �

*���� )$ $' ������	�	 ��� �� z 	 w ���������	 ������	 ,������	- ��
� �� (z, w) =
Re(zw). �����	�� ����������� 
�!�	����� ������	�� z 	 w �� ± ���
���� 	�����
(iz, w) = Re(izw) = −Im zw = xv − yu'
����)	�� a = fx(z0) 	 b = fy(z0). �����	�� ������������� 
�!�	����� ������	�� a
	 b �� ± ���
���� 	����� Jf = uxvy − vxuy'

*���� )$ $) L /��� �� f 
	&�����!��� � ����	�	 U ��)�� z0' ��
� f )��� ��	�
������	�� � U ���� Jf (z0) > 0'



���� �	
�����	���	����� 7<7

����� 1
��
������ ���
���
�� ���0

F�����
��	� R"������
��	���
�� �������	�	
	 �� ���������
� C"������
��	���
�� �
�	��� z � �����	

df = ∂fdz + ∂fdz, df = f ′(z)dz. �+*�>�

�	�� � 2	����	
 �������	�	
	 ���
��	
 ����6� 
������ ������
��	�	� ����	 ��

Jf (z) = |∂f |2 − |∂f |2, Jf = |f ′(z)|2. �+*#?�

-�������	���� �	 � f R"������
��	���
� � �����
� U �	��� z � �	 � z 
���
���	�
	
�	��	 f ��* Jf (z) �= 0�*  �� ���	�
� ��������	���� �	 � f 
���
���	�
� � U � 
	
��
��� ������� � ��������
� ��
���� �� ��	�
� 	
	����� ����	 ����� �	 � f ���	�
�
����������	�� �* ������ �����
	 V �	��� z� ��� f ��		�
� ��
��
	�
� �
��		�
� 
�������
� �������	�	 
	 �����
� f(z)*
2	�
� �� 
	 ��
��� ������� �+*#?�� �	 � ������ ����	� 	����	
 Jf ��	 ��������	

�
	�� �* f ���� �	�� ���	��� �	�� � ��
	�� ����
�	���* )	 C"������
��	���
	
�������	�	
	 ��
���	�
� �	��� �� ����	�	� �	 �	��	�	 � ����	 � ����� 0� 	 �

���
���	�
�� �	��	�	 �������	�	
� ���	 ����
�	���! Jf = |f ′(z)|2 > 0*

��"������ )$# R�
	&�����	���	��� � ��)�	 z �����	������� f ���	�� �� ���&����	�
��� �� z ���	�������� ��)�� f ,��' Jf (z) �= 0- 	 ��� �� 
	&�����	��� l = df(z)
������	�	�� �����	�� 	 ������	��'

%����&����� )$+ #������	 
� �� f ���&����� � ��)�	 z ��� 	 ���� ��� ������	
f ′(z) �= 0'

������ 2	�
� � �	 � ����� �����	
*
F��	� �	 � ����� 
������	
*
%�
	���� �	 l = df ������
��	� �������	�	
	 f � �	��� z* -�
����� �	 � �	�	
l(h) = ∂fh + ∂fh* F�����
��	� l �������	�	 ������� h = 1 � h = i � l(1) = df(1) =
∂f + ∂f � l(i) = df(i) = i(∂f − ∂f)� ���������
�* (� ��
����
���� ����� �	 ��
df(i) �	��E� ����	 �� df(1) ���	���� �	 ��	� ��	� � ����� ������
�� �� ����	
	
�	�	��� 
	 �	���
���� �	���� l(i) = il(1) � ����	 ∂f(z) = 0* �

-������	�	
� f � ��
����
� � ���	��� Ω 	�� � �	�� 	�� � ��
����
� � ��	��
�	��� ���	��� Ω
%���	� 
	 ��
��� -��������� +*8� �����

%����&����� )$. �����	������� f �� ���&����� � ������	 Ω ��� 	 ���� ��� ��
1' f ������&�� � Ω
2' f ′(z) �= 0 �� ����� z ∈ Ω

-�������� �	 �� � ���
���� ��
����
�� �������	�	
	 � ���	��� Ω 
� �	����	 �	
� �������	�	
� ��
����
� �1 − 1� 
	 ���	��� Ω* '	�� � 
��* exp ��
����
�
�������	�	
� 
	 C*



7<� ����� �� ������� �

��� ���
���� �����	������� 0��� ������1

��"������ ����

5 �����	���� �� ����� ��	���� 
�������
���� � ���� �	 ���
����� ���	� ���
��
���	 ���	 � ������	 �	 	�����
� ��������	 ��������
�� �����	* 5 ���� ����	���
6��� ������	�� ������
� ���	�� ������� �	 ��
����
� �������	�	
� ���	 ������ �
��	�	�� 
	 
��� 
�������
���� � �����	����*

9��	 ��� γ ��	 ����� � t0* '	�	 � γ(t) = γ(t0) + γ′(t0)(t − t0) + o(t − t0)�
t → t0*  �� � ���	�
� k = γ′(t0) �= 0 ��	�	 z = γ(t0) + k(t − t0)� t ∈ R 
	���	 ��
�	
��
�	 ���	 γ � �	��� z0 = γ(t0).

*���� )$'$# /��� �� ��� γ 
�!�	��� �� γ(t) = t3 + i|t|3, t ∈ R' #� �	 ��� γ 	��
�������� � ��)�	 07

��"������ )$ %�� a, b ∈ C∗ 	 a = |a|eiα� ��
� ������	 ��
	������� β ∈ [α, α + 2π)
���� 
� �� b = |b|eiβ' 4��� ∠a0b ,������ �A�- 
�!�	���� �� a0b = {ρcisϕ : ρ ≥
0, α ≤ ϕ ≤ β} 	 ����	 ���� a0b ���� a0b �� γ = β − α' %�� �� arg ����)	�� �����
��������� �� ���
����	�� � [0, 2π)� ��
� �� γ = arg(ba)'

F�	 ���	 
	���	�� ����
�	� 	�� ��	� ���� ���� � ��	
 �	��
���� ��	�� 	 
	�	��
�� �	 �	�
�� ���	
	 ��� ��	�	*  �� ��	�� ��	 �����
	 ��
����
	 ���	� 
���� ����
���
����� �	� �
��* .	���	
�� ��	 ��������
	 ���	� 	�� ��� �������
� ���
����

����� ���	���� ���� �� ��	���� ��� ��� � ��������� ���
��
*
)	 �	���	
� ���
�� �����	 �����	 �	�� @	���	 ������	

a0b + b0c = a0c (��� 2π). �+*#7�

#���� >����� &������"  �� �� a, b, c ∈ C∗ � a = |a|eiα ������ ���
����
�
β ∈ [α, α + 2π) � γ ∈ [β, β + 2π) �	�� �	 � b = |b|eiβ � c = |c|eiγ * '	�	� 
	 ��
���
���
���� +*��

a0b + b0c = β − α + γ − β = γ − α. �+*#��

4�E����� ������ ���
����
� γ0 ∈ [α, α + 2π) �	�� �	 � c = |c|eiγ0 � γ0 −α = a0c*
�	�� � c = |c|eiγ = |c|eiγ0 � ����� γ − γ0 = 2kπ� ��� � k = 0, 1* %���	� 
	 ��
���
���	��� �+*#��� ����	��

a0b + b0c = γ − α = a0c + 2kπ, �+*##�

��� � k = 0, 1* (� ���	��� �+*##� �	�� �+*#7�* �

 �� �	 ���
� ��� ����
���	
�� ���	 a0b ������ ���	� γ+2kπ, k ∈ Z� ��� ������
���
�����	�	�6� ��	�� �����	��
��� {γ +2kπ : k ∈ Z} ������� �����6� ���
������ �
�	
@	���� ������� ������ ���	�� � ������

a0b + b0c = a0c.



���� ���
����� �����	������� "�� �����# 7<#

%�����  # /��� �� a = eiα' ����� 
�!�	�	�	 8'2� ��
� α → 2π� α < 2π� ����	
���� ���� ∠10a �� 	 �� 2π' �����	�� ��
� a → 1� � ����	 ���� ���� ∠101 �� 0'
#���	� ��)	��� &����	�� arg �� ����	
�� �� R+'

-������
� �	��	��	
� 
	� �������� �	 ������� �����6� ���
����*

��"������ )$' /��� �� a, b ∈ C∗' ���� ,����	 ����- ��	����	����� ���� a0b

�!�	�� �� 	 ��� �	�����)�� &����	�� ,
� �� 2kπ, k ∈ Z-

Arg b − Arg a = Arg (ba). �+*#+�

��"������ )$) %�� b �= 0 	 b /∈ Λ−a� ���� a0b �� � �� 
�!�	���	 	 ��� �������	
��������� ���� ���	 ��
� 	 ��������� Λa 	 Λb' ����	 ���� ��	����	����� ���� a0b ��
γ = arg(ba)� �
� �� arg ����� ��������� �� ���
����	�� � (−π, π]'

*���� )$'$ ������	�	 ����	�� 	����� ��	 ���� ����
��� 
�!�	�	��'

�������� ������������� ���� ������

-�
����� �	 � ��
���	 f ��
����
	 � �	��� z ∈ C 	�� �
	 ��	 ����� � �� �	���
� 	�� � f ′(z) �= 0*

(������ )$ ����������	�� 
� ��"

(a) f 
�!�	���� � ����� ����	�	 W ��)�� z� ������	 p = f ′(z) 	 ���� �� w = f(z).

(b) γ : (−ε, ε) → W ��� � W 	 ���� �� z = γ(s)� s ∈ (−ε, ε).

(c) ������	 γ̇ = γ′(s).

(d) Γ = f ◦ γ'

��
� ��"

(1) Γ′(s) = f ′(z)γ′(s)� �
�����

(2) Γ̇ = pγ̇'

%�� 
�
���� ����������	��"

(e) p �= 0 	 γ 	�� �������� � ��)�	 z = γ(s)� ��' γ̇ �= 0�

��
� Γ 	�� �������� � w = Γ(s) = f(γ(s)) 	 �� 	 (1)'

9��	 ��� γ0 ����
	�	 ������ (b), (c) � (e) �������
� �������* .����	�
�� 
��	 �
z = γ0(s)� ��
��
�� 
��	 ������ γ � γ0 ����	�� ���� �����	
� �	��� z* 5������
�����6� ���
����*

��"������ )$+ ����	 ���� θ ��	����	����� ���� 	����� ������ γ 	 γ0 �� ����	 ����
��	����	����� ���� 	����� ������� γ̇ 	 γ̇0'



7<+ ����� �� ������� �

5��� )$) %�� �� h ∈ C∗ 	 k > 0� ��
� �� arg(kh) = arg h'

������ 9��	 � w = kh* '	�	 � |w| = |kh| = k|h| � ����	 w

|w| =
h

|h| * F��	� �	�	
����� �� ���
���� 	�����
�	*
-�������� �	 � arg(−h) �= arg h*

(������ )$' ,���&����� �����	������� )��� ������� ���& M�- ����������	�� 
�
&����	�� f � �����	 γ 	 γ0 	���������� ������ ������ 	 ���� �� Γ0 = f ◦ γ0' ��
� ��
����	 ���� θ ��	����	����� ���� 	����� γ 	 γ0 ��
��� ������ ����� θ̃ ��	����	�����
���� 	����� Γ 	 Γ0'

������ .�����	�� 
������� ���	�	!

1. 9��	 � l = df � �	��� z* -�
����� �	 � l(h) = ph� ��� � h ∈ Tz �
Tz �	
��
�
� ������� � �	��� z* �	�� � l ���������	 ��������� � ���	���
���	�
���J�� �� l ���	 ������*

2. (� ��� ����� Γ̇0Γ̇ = |p|2γ̇0γ̇ � ��	���� 
	 ��
��� &��� +*+� arg(Γ̇0Γ̇) = arg(γ̇0γ̇)*

3. 9	 ��
��� ���� �	��!

(3) Arg Γ̇ = Arg p + Arg γ̇�

(4) Arg Γ̇0 = Arg p + Arg γ̇0*

9��	 � θ̃ ���
� ��� ���	 ����E� Γ̇ � Γ̇0 � θ ���
� ��� ���	 ����E� γ̇ � γ̇0*
%�����	
�� ���	��	 (4) � (3)� � ������� 
	 ���
���� +*#� 
	�	����

(5) θ̃ = Arg Γ̇0 − Arg Γ̇ = Arg γ̇0 − Arg γ̇ = θ. �

D���� �� � �����	���� 
� ��	�� 	�
	 �	����	 ����E� arg � Arg* -�
����� �	 �	 Arg
��
	�	�	�� �����
	�
� ��
���� ���
��	
� 
	 C∗� 	 �	 arg 
�
� ��	
�� �	 argα

��
	�	�	�� ��	
� ���
��	
� 
	 Oα �	 ����
�����	 � Jα = (α, α + 2π)*

������� ��&�������� � *�������E

a. -��	�	�� �	 ���	��� (3) � (4) � ������ ����	� 
��� �	�
� 	�� Arg �	��
���
�	 arg� �	�	 �� �� ����� ��
� � �����	����*

%�����   /��� �� p = i = eiπ/2� a = |a|eiα� α ∈ [0, 2π) 	 arg = argα' ��
�
�� arg p = π/2 	 arg a = α' ���
� arg p a = arg p + arg a + 2kπ� �
� �� k = 0
��� �� α < 3π/2 	 k = −1 ��� �� α ≥ 3π/2'

5 �	��	�	 7* � �* ������	�� ��� ���	�� ������� 	 �	 � �����
� 
���� ���������
������� �	 	�����
� ��������	� ��	 �����	�� �����
�� � 	����� �����
��	*
-�������� �	 �� ������� (3) � (4) ���� �	���	�� � �����6�� ������

(6) arg Γ̇ = arg γ̇ + arg p + 2kπ�



���� ������	���� 
���	�� 	 �	�	����� ������� 7<8

(7) arg Γ̇0 = arg γ̇0 + arg p + 2k0π�

��� �� k � k0 � ������ ����	� �	������� ���� ������*

D���� �� ��	���� �	�
� �	��	��� �������
�� �	��	��	
	 � ����	 � k =
k0 � ����	� ������	
�� ���	��	 �<� � �;�� ����	��

(8) arg Γ̇ − arg Γ̇0 = arg γ̇ − arg γ̇0 = θ*

b. %�	�
��� � ��� ������ ������ ��	��	�� �	 �� ���	��� (5)� (6) � (7) �	�
�*
-������� ���	�	�� �	 ���	��	 (8) ������� -����� ��� 
�� �	�
	 � ������
����	�*

5 �����	���� �� ��� ���	�� ������� 1���	 ������� ������	 �	 �����
� 	���"
��
�	 ��������	 ��� 
���� ���	 ��� 	����	�
�� ���	�����
	* F	 �� � ��
������
� � ������� 
	 �������
� �	��	��	
�L

c.  �� � p = |p|eiα� �	 �� � argα Γ̇ = α + arg0 γ̇L

��� 2����	���� 
����	�� 	 /	�	����� �������

% ��
��
�� ��������	 �	���
����� ��
���	 � #	�	������ ��
����� �* 
��* H@	I�
HK�I� H1�I � H@	"&	I*

����������� ������� 	 ������� ��������

1�	�
	 ��
���	 u ��	�� C2 
	���	 �� �	���
���	 � Ω 	��

(1) ∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

F�����
��	�
� ����	��� 
	 ���� ���	
� ��
	��
� �7� 
	���	 �� H������� �������� �
��
	�	�	 �������� ∆� ��
���	�
� �� ������	�	 �	 �

(2) ∆ =
( ∂

∂ x
− i

∂

∂y

)( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
= 4

∂2

∂z∂z
;

�* � ����	��
�� �����
∆ = 4 ∂ ◦ ∂.

:��	 ����E� �	���
����� � ��������
�� ��
���	 ���	�	�	 �� ����6� �����6� ���
�������*

(������ )$) ;����	 	 	���	����	 
�� ������&�� &����	�� f � Ω �� �����	����
&����	�� � Ω'

���	
	��� u = Ref =
1
2

(f + f ) ∂ ◦ ∂ u =
1
2

∂ (∂ f ) = 0 �



7<; ����� �� ������� �

(������ )$+ *� ���	������� �����	���� &����	�� � � ������	 Ω� �������� � ����	�	
����� ��)�� ������	 ������&�� f ���� 
� �� u = Ref '

���	
	��� 9��	 � U = B(a; r) ⊂ Ω� � ������� 
	 �7� ����	 ω = −uy dx + ux dy �
�	�����
	 � U* %���	 �
����	� �� ω 
� �	���� �� ���	 � U � ���
��� ��
����

(3) v(z) =
∫ z

a

ω.

�	� � ��	�
� 	
	���� ���	��� �� �	 � v R"������
��	���
	 � U � �	

(4) vx = −uy, vy = ux.

 ��� ��� �� ������ C"������
��	���
���� ��
���� f = u + iv� 	 u = Ref * �

.����6� ������ ���	��� �	� � ������ ����	�� �	 ��������
� �	���
���� ��
����
u � ���	��� Ω� ����	�
� 
� ������ ��������
	 ��
���	 f �	�� �	 � u = Ref 
	
Ω*

%�����  ' ������	�	 
� �� u = ln |z| �����	���� � U′ = U \ {0}. � 
� �� �����
&����	�� v = Arg 
�!�	���� ���� ������� �� U′'

���	
	��� -�����
��� 
��	 � ln ��	
	 ��� � C \ R+ �	 Im ln ∈ (0, 2π)* -���"
����	���� �	 ������ ��������
	 ��
���	 f � U′ �	�� �	 � u = Ref * -��	�	�� �	
� f = ln +c � U′� ��� � c ∈ C ��
��	
�	� � ����	 �	 � f ������
	 
	 (0, 1)* �

5��� )$+ /��� �� u �����	���� &����	�� �� 
	��� B = B(a; r) 	 ���� ������	 
	��
B1 ⊂ B ���� 
� �� u = 0 �� B1� ��
� �� u = 0 �� B'

������ -� '������ +*8� ������ ��������
	 ��
���	 f �	�� �	 � u = Ref 
	 B*
�	�� � u = 0 
	 B1� 
	 ��
��� ����"1��	
���� �����	� ����	 �� v = s 
	 B1� ���
� s ∈ R ��
��	
�	* %���	 � ���� f = is 
	 B1 �� 
	 ��
��� ������� ���
����� 
	
B� � ����	 u = 0 
	 B* �

7* B������)�� 
	&�����	���	�����

9��	 � u ��������
	 �	���
���	 ��
���	 � ���	��� Ω* '	�	 u ��	 � ��	��
�	��� ���	��� Ω �	���	�
� ������ ���� �����	� ��� �� �	��E� �	���
���� ��
���� �
Ω*
������ 9��	 � z ��������
	 �	��	 ���	��� Ω � U ���� �	 ��������� � z� ��� ����	�	
���	��� Ω* -� '������ +*8� ������ ��������
	 ��
���	 f �	�� �	 � u = Ref �
ux = Ref ′� uy = −Imf ′* -� '������ +*+ ��� �	���	�
� ������ �� �	���
����
��
���� � U* -����
��6� 
	 
�� ��6 ���	�	
�� ����	 �� �����	
� � �	�"
��
��
��� ������ �	���	�
�� �����	� ���* �



���� ������	���� 
���	�� 	 �	�	����� ������� 7<<

�* ������� � ���
���� ���
����	

 �� � u �	���
���	 ��
���	 � ����� B = B(a;R)� �	�	 � �	 r < R

(5) u(a) =
1

2π

∫ 2 π

0

u(a + r ei t) dt.

������ -����� ��������
	 ��
���	 f � ����� B �	�� �	 � u = Ref * 9	 ��
���
'������ � ����
� ����
���� �	 ��������
� ��
����� ����	 ��

f(a) =
1

2π

∫ 2 π

0

f(a + r ei t) dt

(���		
�� ��	�
�� �����	� ����	 �� �8�* �

#* ������� ��
	����	 �� �����	���� &����	��

 �� �� ��� ��
���� u1 � u2 �	���
���� � Ω ��
	�� 
	 ����� E � ��� ��	 �	�
��
� �
���	�
� �	���� �	�	 � u1 ≡ u2*

������ 9��	 � u = u1 − u2 � 
��	 E◦ ��
	�	�	 �
���	�
��� ����	 E *
F��	���� �	 � E◦ �	�����
 � ���	���
� ��������� 
	 Ω* F��	� ����� �� &��� +*8*
(� ���	������ �	����	 �����
� � ��
����� ���	�� �� ���	�	 &��� +*8*
9��	 � a ∈ Ω �	��	 
	�����	�	
	 E◦ � 
��	 � B = B(a; r) ⊂ Ω � f = u + i v
��������
	 � B* -����� b ∈ B ∩E◦ � ����	 ������ ���� V = B(b; r1) ⊂ B �	�� �	
� u = 0 
	 V * 9	 ��
��� ����"1��	
���� �����	� f = i c� c ∈ R� 
	 V � 
	 ��
���
'������ ���
���� ��	 ��������
� ��
����� f = i c 
	 B* %���	 � u = 0 
	 B ��
����	� a ����	�	 �
���	�
���� ����	 E * F	���� E◦ � ������
� "�	�����
 � Ω � 
	
��
��� ���������� �����	 �����	
���� E◦ = Ω �

+* ��	��	� ����������

9��	 � u �	���
���	 ��
���	 � ���	��� Ω*  �� u ������� ����	�
�� �	������
��� ��
���� � 
��� �	��� a� �	�	 � u ��
��	
�	 � Ω*
������ u = Ref � 	�� u ������� �	������ � a � ����� ��������
� ��
���� ef

������� �	������ � a� ����	 � f � 	 ����	 � u� ��
��	
�	 
	 U* -���	 '������
���
���� u � ��
��	
�	 
	 Ω* .���	 ��
����	 ����� �� 
	 ����	 �	������	�
	�� �� ������ u �	��	��	 −u* �

8* ������� H	��	��

 �� � ��
���	 u �	���
���	 � C � ���	
���
	 �	� �	 ��
� ���	
� 
��* u(z) <
M �	 ��� z ∈ C� �	�	 � u ≡ const*
������ ������ ���	 ��
���	 f �	�� �	 u = Ref * 9��	 � ΠM = {w : Re w < M }
� 
��	 � A ����
�	�
� �������	�	
� ��� �����	�
� 
	 ���
��
� ���� U* �	�� f
�������	�	 C 
	 ΠM ��� � A ◦ f ���	 ���	
���
	 ��
���	� �* ��
��	
�	* %���	�



7<= ����� �� ������� �

����� �	 � f = const� 	 ����	 � u = const. �

;* �����	�������� � �
���� �� ���&����� �����	�������

 �� � ϕ ��
����
� ������� ��������
�� �������	�	
� ���	��� Ω � Ω∗ � u �	�"
��
���	 ��
���	 
	 Ω∗� �	�	 � u ◦ ϕ �	���
���	 ��
���	 
	 Ω*
������ 9��	 � a ∈ Ω ��������
	 �	��	 � b = ϕ(a) � U ⊂ Ω∗� ���� �	 ���������
� �	��� b = ϕ(a)* ��
��������� ��������
� ��
���� f � U �	�� �	 � u = Ref �
�	�	 � u ◦ ϕ = Re (f ◦ ϕ) �� �	�� � f ◦ ϕ ��������
	 � �����
� a� ������ u ◦ ϕ �
�	���
���	 ��
���	 � �� �����
�* �

����
���� &������

#	�	���� ��
����* 9��	 � D ⊂ C 0���	
��	 ���	�� � 
��	 � u 
�������
	
��
���	 
	 ∂D* %������� �	���
���� �������
� u � D� �* ��
������	�� ��
����
u∗ ��	 � 
�������
	 � D� �	���
���	 � D � ��
	�	 �	 u 
	 ∂D*
a) (�
	���������' -�������	���� �	 ������ ��	 ����
	 u1 � u2* '	�	 � u = u1−u2

�	���
����	 � D� 
�������
	 
	 D � ��
	�	 
��� 
	 ∂D*  �� u ������� �	������
��� ��
���� 
	 D� �� � ����	 ���
���� ���������	 u = const 
	 D � � �������

	 
�������
��� � � D� �	�� � u ≡ 0 
	 ∂D� �� � � ���� ����	� u ≡ 0 
	 D*
 �� u ������� � �	������ � ��
���� 
	 ∂D� �� �� �
� ��
	�� 0 � ���� u ≡ 0 
	
D*
b) ;�
���	�� �� ����' -�������	���� �	 � F�������� �	�	�	� ����� �	 ���
��
�
���� U � ���	���� �	 � �	�	�	� ����� �	 ��������
� 0���	
��� ������� �����	
��
���	�� D*
9	 ��
��� ������� 1��	
	 ������� $�	�� ;� ������ ��
����
� �������	�	
� ϕ :
D → U� ��� �� �� ���
���� �������
��
��� ��	
��	 ������� $�	�� <� 
�������
�
������	�	 
	 D* 9��	 � 
	 ∂D �	�	�	 
�������
	 ��
���	 u � 
��	 � v = u◦ϕ−1 �
��
	���� �	 v∗ �	���
���� �������
� �� ��
���� � U* '	�	 � ��
���	 u∗ = v∗◦ϕ
�	���
���	 � D� 
�������
	 � D� 	 
	 ∂D ��
	�	 � ◦ϕ−1 ◦ϕ = u� �* �	� ����
�
F�������� �	�	�	�	 �	 D*
c) ;������ �� ����'
9��	 � U = UR ���� � K = ∂U ��	
��� ����	* -�
����� �	 K(z, ζ) = Kz(ζ) =

1
ζ − z

��
	�	�	�� ���	���� ������*

9��	 � #	�	���� ��
���� ����
 �	 ���� U �	 �	�	��� ��
����� u 
	 ��	
���
����	 K = ∂U* ��
��������� ��������
� ��
���� f � U �	�� �	 � Ref ����
�
#	�	������ ��
����* -�������	���� �� �	 �� f ������	�	 
�������
� 
	 U* '	�	
�	 z ∈ U� 
	 ��
��� ������� �������� �����

(1) f(z) =
1

2π i

∫
K
K(z, ζ) f(ζ) dζ =

∫ 2 π

0

K̃(z, ζ) f(ζ) dt ,

��� � ζ = R ei t � K̃(z, ζ) =
1

2π

ζ

ζ − z
* '�	
���������� ���
� ���	
� �7� �	�� �	


�
 ��	�
� ��� �	���� �	�� ����
���� Ref = u 
	 ∂U* .���	� ��	������ �	���
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z∗ =
R2

z̄
� ��������
� �	 z � ��
��� 
	 ∂U �� �����	�6� �� 
	 ������� �������� ��

��� ��

(2) 0 =
∫ 2 π

0

K̃(z∗, ζ) f(ζ) dt ,

�������� ��� �� �7�* %���	 �

(3) f(z) =
∫ 2 π

0

P(z, ζ) f(ζ) dt ,

��� �
P(z, ζ) = K̃(z, ζ) − K̃(z∗, ζ).

�	�� �� �	 ζ ∈ K�

K̃(z∗, ζ) =
1
2π

zζ

zζ − R2
=

1
2π

zζ

zζ − ζζ
=

1
2π

z

z − ζ
.

%���	 �

(4) P(z, ζ) =
1
2π

R2 − |z|2
|ζ − z|2 .

(���		�6� ��	�
� ������ �� �#�� � ������� 
	 �+�� ����	 ��

(5) u(z) =
∫ 2 π

0

P(z, ζ)u(ζ) dt .

)	 f ≡ 1�

(6)
∫ 2 π

0

P(z, ζ) dt = 1.

-�������� �	 �� ��������� ������ ���� ������	���� � ������

(7) P(z, ζ) =
1

2π
Re

ζ + z

ζ − z
.

9��	 � K = ∂U� ζ, ζ0 ∈ K � ζ �= ζ0* (� �<�� �����

lim
z→ζ0

P(z, ζ) = 0,

��� ���� � ��
�����
��	 �	�
����
	 �� ζ 
	 ��	��� ���� l ⊂ K ��� 
� �	����

��� �����
� �	��� ζ0*
-������
	 �	��	��	
	 �	� �����	��� �	 �����6� �������� ��	 �	� ����
�#	�	�
������ ��
���� �	 ����*
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(������ )$. /��� �� u : K → R ������	
��� ���� ��

(8) u∗(z) = P [u](z) =
∫ 2 π

0

P(z, ζ)u(ζ) dt

	 Hu 
�!�	���� �� ���������� ����� U ��" Hu(z) = P [u](z) �� z ∈ U 	 Hu(z) =
u(z) �� z ∈ K' ��
� �� 	
�- Hu �� �����	���� � U'
�- Hu �� ������	
�� �� U.

������ a) . ������� 
	 �<�� Hu � ��	�
� ��� ��
����

(9) f(z) =
1

2π

∫ π

−π

R ei t + z

R ei t − z
u(R ei t) dt (z ∈ U),

��������
� � U � ����	� �	���
���	 � U*

b) 9��	 � ζ0 = R ei t0 �

(10) ∆ =
∫ 2 π

0

P(z, ζ)u(ζ) dt − u(ζ0) =
∫ 2 π

0

P(z, ζ)
(
u(ζ) − u(ζ0)

)
dt.

)	 �����	
� ε > 0 � ������ δ > 0 �	�� �	 |u(ζ) − u(ζ0)| < ε �	 |t − t0| < 2 δ*
9��	 � I1 = {t : |t − t0| < 2 δ} � I2 = [0, 2π] \ I1* %���	 ��

(11)
∣∣∣ ∫

I1

P(z, ζ)
(
u(ζ) − u(ζ0)

)
dt
∣∣∣ < ε

∫ 2 π

0

P(z, ζ) dt = ε .

9��	 � z = r ei ϕ� ������ 0 < ρ < R �	�� �	 �

P(z, ζ) < ε

�	 ��	�� t ∈ I2 � ��	�� z �	 ��� � |ϕ − t0| < δ� R − ρ < r < R� �* �	 ��	��
z ∈ G = Gρ = {r ei ϕ : |ϕ − t0| < δ, R − ρ < r < R}* %���	 �	 ��� z ∈ G� ��	��

(12)
∣∣∣ ∫

I2

P(z, ζ)
(
u(ζ) − u(ζ0)

)
dt
∣∣∣ < 2M

∫ 2 π

0

P(z, ζ) dt ≤ 2M ε 2π,

��� � M = max{|u(ζ) | : ζ ∈ K}*
(� �77� � �7��� ����� �	 � |∆| < (1+4π M) ε �	 ��	�� z ∈ G� ��� � � ����	�� ���	�	��*
�

9�������� ����
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5 ����	� ���
��
�� ����	 �����
� � �	 ��������� ������ ��������� ��
	��

Pr(θ) = 2πP(z, 1) =
1 − |z|2
|1 − z|2 � ��� � z = rei θ*

%���	� ����� �	 � Pr(t) > 0� Pr(t) = Pr(−t)�

Pr(t) < Pr(δ) (0 < δ < |t| ≤ π),

� �	 �
lim
r→1

Pr(δ) = 0 (0 < δ ≤ π).

(� �<�� �	 0 ≤ r < 1� ����� �	 �� ��������� ������ Pr(θ) ���� ������	���� � ������

(1) Pr(θ) =
+∞∑
−∞

r|k| ei k θ.

.	 L1 ��
	�	�	�� �	����� &���� �
����	���
�� ��
���	 ������� H1�I� H �I�*
 �� f ∈ L1(T) �

(2) f∗(r ei θ) =
1

2π

∫ π

−π

f(ei t)Pr(θ − t) dt,

��
���	� f∗ ���
��	
	 
	 U 
	���	 �� �������� 	������� ��
���� f � ��
��	� ��	���
������ ���	��� ��� �	�!

f∗ = P [f ].

(� '������ +*;� �����
�
� 
	 ����	 ���
��
�� ����	� ����� �	��� a) � c) �����6�
�������� 	 �	��	 b) �� �7�*

(������ )$/ /��� �� f : T → C ������	
��� ���� ��

(3) f∗(r ei θ) =
1

2π

∫ π

−π

f(ei t)Pr(θ − t) dt

	 Hf 
�!�	���� �� ���������� ����� U ��" Hf(z) = P [f ](z) �� z ∈ U 	 Hf(z) =
f(z) �� z ∈ T' ��
� ��
�- Hf �� ������	
�� �� U
�- *� 0 ≤ r < 1

(4) f∗(r ei θ) =
+∞∑
−∞

f̂k r|k| ei k θ,

�
� ��

f̂k =
∫ π

−π

f(ei t) e−ikt dt

5��	���� ���!�	��� &����	�� f '
�- u = Ref �� �����	���� &����	�� � U'
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4	�	 �����6	 ������	 ����� �� ���	�	 ���	 a) '������ +*; ������� ������� �<� ��	 ��

	�	�� 
�������
� ��� ��� �������� � ���
���� ����
	 #	�	������ ��
����� �����
�
� ���	�	�� � �	� �����
� ���E�
�*

(������ )$0 ����������	�� 
� �� u ������� ������	
�� �� ���������� ����� U 	
�����	���� &����	�� � U' ��
� �� U� u �� �������� 	������� ����� �����	��	�� ��
T� 	 u �� �����	 
�� ������&�� &����	��

(5) f(z) =
1

2π

∫ π

−π

ei t + z

ei t − z
u(ei t) dt (z ∈ U).

������ Re f = Hf � �	���
���	 ��
���	 
	 U � u � ��
	�� Hf 
	 T * %���	�

	 ��
��� '������ ���
����� u = Hf 
	 U � ����	 Re f = u 
	 U * �

��������� 2	�
� � �	 �� ���	� ��� ������� ���� �	���	�� � 
	 ���� a) '������
+*<� ��� � �����	�
� ����	 '������ +*;*

��"������ )$. �� ��� 
� ������	
�� &����	�� u �� ��������� ����� Ω ��
����
����� �������� ���
��� ���
����	� ��� �� ����� z ∈ Ω ������	 �	� {rn} ���� 
� rn > 0�
rn → 0 ��
� n → +∞� 	

u(z) =
1
2π

∫ 2π

0

u(z + rneit) dt (n = 1, 2, 3, . . .). �+*#8�

F����� �����	� u(z) � ����
	 ����
��� ��
���� u 
	 ����
��	�	 ��������
��	 rn

�	 ��������� � z*
-�	��
��	 ������	 ���	��� �	 �+*#8� �	�� �	 ��	�� �	���
���� ��
���� �

��	�� r �	 ��� B = B(a; r) ⊂ Ω. F	���� �	���
���� ��
���� �	�����	�	� �
���
	�� ������� ����
� ����
���� �� ���	�� ���
��	
��* %���	 �� �����6	 ������	
���� �	��	��	�� �	� ��
�
	E�
�*

(������ )$2 %�� ������	
�� &����	�� u ��
�������� �������� ���
��� ���
����	 ��
��������� ����� Ω� ��
� �� u �����	���� &����	��'

������ F����
� � ���	�	�� �	 ��	�
� ��
���� u* /�����	�� B = B(a;R) ⊂ Ω*
-�	��
�� �
����	� �	� 
�������
� h 
	 B� ��	 � �	���
���	 
	 B � ����	�	 ��
�	 u 
	 ��	
��� B* F��
����� υ = u − h � m = sup{υ(z) : z ∈ B}. -�������	����
�	 � m > 0 � 
��	 E ��
	�	�	 ���� �	�	�	 �� B �	 ��� � υ(z) = m* -�����
z0 ∈ E �	�� �	 � |z0−a| ≥ |z−a| �	 ��� z ∈ E* )	 �����
� �	�� r �	� ���	 ����	
�	 ��������� � z0 � ��������
��	 r 
� ����	�	 E� �	�� �	 �� �����	�	�6� ����
�
����
���� υ �	
� �� m* �	�� υ �	�����	�	 ������� ����
� ����
����� ����	��
��
��	������* F	��� m = 0� �	�� �	 � υ ≤ 0* (��� ������	� �� �����
�� 
	 −υ*
%���	 υ = 0 � ����	 u = h � B� � �	�� � B ��������	
 ���� � Ω� u � �	���
���	
� Ω* �

F��
����� fr(z) = f(r z)*

(������ )$#3 �*����1������� �������  C! %�� �� f ∈ C(T) 	 ε > 0� ������	
��	��������	���	 ���	��� P ���� 
� ��

|f(t) − P (t)| < ε

�� ����� ������ t'
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������ 	� )	 �	�� ε > 0 ������ 0 ≤ r < 1 �	�� �	 |f − f∗
r | < ε/2 
	 T

�� �	�� ��� �+� �	�
����
� ��
������	 �� θ ∈ [−π, π] ������ n �	�� �	 |f∗
r −Sn| <

ε/2 
	 T� ��� �

Sn =
n∑
−n

f̂k r|k| ei k θ .

%���	 � |f − Sn| < ε 
	 T. �

����
���� &������ � %�������� ��&��� �� �

5��� )$. /��� �� Pz(t) =
1 − |z|2
|z − ei t|2 � w = Az = i

1 + z

1 − z
� B = A−1� ζ = ei t 	

τ = A(ζ)' ������	�	
�- 1 − |z|2 = 2 v |B′w|� |z − ei t|2 = |B′w||B′τ | |w − τ |2
�- ��� �� Pz(t) dt = P ∗

w(τ) dτ � ��
� ��

P ∗
w(τ) = −i 2 v |B′w| |w − τ |−2

|B′w||B′τ |
B′τ
B τ

,

�-

B′w =
2 i

(w + i)2
; |B′τ | =

2
(τ2 + 1)

;
B′w
Bw

=
2 i

w2 + 1
,


- ��� �� w = u + iv� ��
� ��

P ∗
w(τ) =

2 v

|w − τ |2 .

(������ )$## L/��� �� P(z) = P∗(z) =
y

x2 + y2
� f : R → R �����	)��� ������	
��

&����	�� 	 &����	�� u : H → R 
�!�	���� ��

u(z) =
1
π

∫ +∞

−∞
f(t)P(z − t) dt.

��
� ��
�- u �����	)���� ������	
�� &����	�� �� ������� ��������	 H
�- u �����	���� &����	�� �� ������� ��������	 H
�- �� ����� τ � R

lim
H� z→τ

u(z) = f(τ) .

���	
	��� �	�� � 2P(z − t) = P ∗
z (t)� ����6� &��� +*;� ���	� ��� ������� �����

�� 
	 ���	� '������ +*; �� F���������� ��������� 
	 �����* �
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*���� )$)$# /��� �� P(z) = P+(z) =
x

x2 + y2
� f : {z : Rez = 0} → R �����	)���

������	
�� &����	�� 	 &����	�� u : Π+ → R 
�!�	���� ��

u(z) =
1
π

∫ +∞

−∞
f(i t)P(z − i t) dt.

�������	 
� �� u �����	)��� ������	
�� &����	�� �� 
����� ��������	 ���� 
� ��
����� τ � R

lim
z→iτ

u(z) = f(iτ) .

���	
	��� .���� 
�������
� �� '������ +*77* �

*���� )$)$ �C! /��� �� u �������	���� ������	
�� � H� �����	���� �� H 	
��
���� ���	 �� R'
#������	 
� �� u = α y� �
� �� α �������	��� ���������'

������� 9��	 � v(z) = −v(z) �	 z ∈ H−* 9	 ��
��� '������ +*>� v � �	���
���	
� C* -����� ��������
	 ��
���	 f 
	 C �	�� �	 � Imf = v* %������ �	 �
v 
�
��	���
	 
	 H � 
��	 
	 R� ����� f(H) ⊂ H � f(R) ⊂ R* -�
����� �	

�	 B ��
	�	�	�� ����
�	�
� �������	�	
� ���
��	
� �	 B(w) =
i − w

i + w
* �	�� �

B(∞) = −1� ��
���	 B ◦ f � ���	
���
	 � �����
� ∞ � ����	 ���� ����� �	 B ◦ f
��	 �����
�� ��
���	����� ∞� � ����	 f = P � ����
��*  �� � Cρ ��������
��	 �
���
� �����	�
� � Γ = P ◦ Cρ� �	�	 � ∆ArgΓ = nπ + o(1)� �	�	 ρ → +∞� ��� �
n �����
 ����
��	* (� �����	 f(H) ⊂ H, ����� n ≤ 1* %���	 � f(z) = αz + β� ���
� α ≥ 0 � β ∈ R � ����	 v = αy* �

*���� )$)$' �C! /��� �� f ′ ∈ L1[−π, π]' #� �	 �� ��
�

ck(f ′) = i k ck(f), k ∈ Z ?



����� �

�	��
�
��� �������	�� 

�������	� ���	�

��� $���	�	0�� �����3����

2��
	��
	 w2 = z ��� �����	
�� z �= 0 ��	 ��	 ����
	 �	�������� �
	�	* .	
√

z
��
	�	�	�� ���� ��� ����
	* F	���� �	��	��	��

√
z �	� �����
	�
� ��
���� ���

� ��
���	� � �����	�
�� ������� �� ���
���� ��
��
	�
	�* -����	 �	 �� ����"
�	
� �� �����	 ��
��
	�
���� � ���
���� ��
���� ���� �	 �����6	�	* 9��* �	�	�
� ����	� ����

√
z +

√
z 	�� ��	�� �	���	� ��	 ��� ����
����* -���6� ���	 	
	�"

������� �������
	 ���� �� ������ ��� �����6�*

-���
��� ����	�	
� ���	 	
	�������� �������
	 ���	�6� � �������	 ������ ��"

��
	�
�� ��������
�� ��
���	* .	 �� �	��� �������	 ��� ����	�	)�	� ���
� �����
��
���� f0 �	�	�� 
	 M ⊂ C ����	�����	�� ��
���� f ��	 � ��������
	 �

��� ���	��� Ω ⊃ M � �	�� �	 � 
�
	 ���������	 
	 M ��
	�	 f0!

f |M = f0.

%�	 �� �	�	�	� ���� ������ 
	 �	�
� 
	��
�*

7* f0(z) =
1 − cos z

z2
��� 
	 C∗� 
	 ��
��� '�������� �	���	 ��
���� cos ��

�����
��	 z� ����	 ��

f(z) =
1
2
− z2

4!
+

z4

6!
− · · ·

� ����6� ���� ���	 ���������� ��� ��
���� 
	 ���� �	�	
 C*

�* (a) .��	 ���	
f0(z) = 1 + z + z2 + · · ·

� ���
��	
	 � ��������
	 �	�� 
	 ����� U� �� �	 |z| ≥ 1 ��� ��������	* .��	 ���

����������� ��������� f0(z) =
1

1 − z
� z ∈ U� �	� 	
	������� �������
� f(z) =

7=8



7=; ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

1
1 − z

� ��������
� � ���	��� C \ {1}*
(b) )	 �	�� c �= 1� ��
��
�� �����
�� ������� �	 ���� ����������� ����������
����	 ��

f(z) =
+∞∑
k=0

(z − c)k

(1 − c)k+1
, |z − c| < |1 − c|,

� �����	�
�

f(z) =
+∞∑
k=0

(z − i)k

(1 − i)k+1
, |z − i| <

√
2.

�	�� � f = −K1 ���� �� ��� �������
� ������� ������� � ����6� ������	 �	
�	��� ���	����� ������*
#* �������� ���� &����	��
�������� ���� &����	�� ���
��� ��� �	 Re z > 0� �
����	��� �� �������
� �������

Γ(z) =
∫ +∞

0

e−t tz−1 dt, �8*7�

��� ��� tz−1 �	 t > 0 ����	�����	�� e(z−1) ln t*
�	�� � tz−1 = e(z−1) ln t = e(x−1) ln teiy ln t� ����� �	 � |tz−1| = e(x−1) ln t = tx−1

�	 t > 0 � ����	 
	�	���� �	 �
����	� �8*7� 	������
� ��
������	 �	 Re z > 0* .���	
�����	�	�6� ��	�
� �
����	� ��
������	 �	 x > 0*

�	�� � d
( tz

z

)
= tz−1 �������
���	
� �� t�� 
	 ��
��� �	���	�
� �
����	���� ����	

��
Γ(z + 1) = z Γ(z). �8*��

-�������� �	 �� ��������
� �������
� ���� &����	�� � ���� �����	�	
 ���� ������
����6� ��
����
	�
� ��
	��
� �8*��* %�� ��
	��
	 �� ���� 
	���	�� � ������

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
, �8*#�

	 �	��� ��������� �	 � ���
	 ���	
	 ��� ��
	��
� ���
��	
	 �	 Re z > −1� z �= 0*
-����
�� ���������
� �8*�� � �8*#�� ����	 ��

Γ(z + n) = z (z + 1) · · · (z + n − 1) Γ(z), �8*+�

Γ(z) =
Γ(z + n)

z (z + 1) · · · (z + n − 1)
. �8*8�

-���6� �8*8� ���
��� �� ���� &����	�� �	 ��������
� z �= 0,−1,−2, . . .*
Γ ��	 ������ ������ � z = 0,−1,−2, . . .* 1������ �� �	��
	 �� �������

Res (Γ,−n) = lim
z→−n

(z + n) Γ(z).

(� �8*+� ���� �8*8��� �����

(z + n) Γ(z) =
Γ(z + n + 1)

z (z + 1) · · · (z + n − 1)
.



���� ����	�	"�� ����!���� 7=<

%���	� �	�	 z ���� −n� ����	 ��

Res (Γ,−n) =
(−1)n

n!
n ≥ 0. �8*;�

+* 9��	 �

f(z) =
+∞∑
k=0

z2k

= z + z2 + z4 + z8 + · · ·

(a) /�
���	 f � ��������
	 � U � f(z2) = f(z) − z 
	 U*
(b) f �� 
� ���� 	
	������� ��������� � 
��� ���	�� ��	 �	���� U �	� ��	�� �������*

5 ��	�� � �	��	��	�� ��� ��	
� 	�����
�	 � ���	����	* -�
����� 
��� ��
��
�
��
�
���!
 �� � 0 < β − α ≤ 2π �����
� � ������ Ω = {r ei ϕ : 0 < r < +∞, α < ϕ < β}
���	�� ��	��� Ω = {α < ϕ < β}�
-����
� � ��	��	�� �	 � 
	 ��	 
	��
 ���
��	
	 ����� ���������� ��� ����
�
��
	�	�	�� �	 ϕ = arg ���� ϕk = argk� 
	 Ω�
-�� ��	
�� ���������
� �����	��� � ����� ������ ����	�����	� �� ���������
�
��
���� g � f ���
��	
� 
	 Ω �	

g(z) = ln r + i ϕ, z ∈ Ω, �8*<�

�
f(z) = n

√
r ei ϕ/n, z ∈ Ω. �8*=�

F	���� 	�� 
� ������� ����	���� ��	��	�� �	 ����� ��������� ���
��� ���������
�
����� �����	��� � ����� ������ ����6� ������	 �8*<� � �8*=�� ������� � f = eg/n�
	 g � f �� ��������
� ��
���� 
	 Ω*
�������6� ���
	�� �����
� �����
�	�
�� ��
���	 ������
	 � ����
	� ��
���	�
� ��
������	�	� �����6� �	��� ��	��E� ������ ��������� ����������� &����	���*
8* �	� 9��	 � D0 = {−π < ϕ < π} �

f0(z) =
√

r ei ϕ/2. �8*>�

/�
���	 f0 ��		�
� ��
��
	�
� �������	�	D0 
	 ���
� �����	�	
D∗
0 = {−π/2 <

ψ < π/2}*
��� 1	�������� ������ S = {π ≤ ϕ < π + δ}� ��� � 0 < δ < π* /�
���	 f0 ��

�������
�� �������� �8*>�� ������	�	 � �	 ������ � ��
����
� �������	�	 S 
	
S∗ = {π/2 ≤ ψ < (π + δ)/2}*
��� �������
� ��
����

f(z) =
√

r ei ϕ/2, π ≤ ϕ < π + δ, �8*7?�


� ������ �	��	��	�� �	� 	
	������� �������
� f0 �� D0 � ���	�� D0 ∪ S� ��

�� ��
��
	�
	 ��
���	 
	 S� f0 � ���
��	
� 
	 S� ����6� ����� ���������
ϕ0 ∈ (−π,−π + δ)� 	 f � ���
��	
� 
	 S� ����6� ����� ��������� ϕ ∈ (π, π + δ)*
�	�� � ϕ = ϕ0 + 2π� � ������� 
	 �8*=�� ����	 �� f = −f0 
	 S*
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�

z0

S

z
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! �
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ϕ0 D
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�
��

D∗

w

����� 8*7!

��� 	�� �	��	��	�� f0 �	�� �
���
� �����	�
� ��
���	

f(z) =
√

r ei ϕ/2, 0 ≤ ϕ < π + δ,
�8*77�

� 	
	������� �������
� f0*
��� 9��	 � U′ = {0 < |z| <
r0} ����	 �����
	 0* '	�	 
�
������ ����� ������

√

	 U′

������� ������ �8 � �	��� ���"
����*

(�	�6� � ���� ������� �� �	�	�	 5.(a) � 5.(b)� 
	��	� ������	 �	 �� ������
��	� 	
	�������� �������
	 �	�� �	 �	���� � �������
� f0 �� D0 � ���	�� D0∪S*
-�������� �	 �� ��
��
	�
��� �������
	 
	���	�	 �	�	 �������
	 ���	�� ���
�
��
	���	��M 
	 ����� ������	�6� �� ��	
��� 
��� ��� ��� �
��* � �������
�
�	��� 5.(b) ������ S ������	 ��� ���	��� D0�* (� ���	 � �����	��	 ���	 �1��	
 �
:	�����	�� �	 �� 
��� ����
���� ��
���� ���
��� 
	 
��� ���	���� ��	 
	�����	
��	��*

���������� �����

��"������ +$# %���	�	)�	 ������� ,������ �������- �� ��� F = (Ω, f)� �
� �� Ω ⊂ C

������ 	 f ������&�� &����	�� � ������	 Ω'
%�� �� Ω = U ����� ������� F = (U, f) �� ���	�� ��� �	 �������'
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˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

∆

D1

D2

����� 8*�!

��"������ +$ #�� �������� F1 = (Ω1, f1) 	
F2 = (Ω2, f2) �� �������
�� ����	�	)�� ����

� ���� ��
�� 
����� ��� �� Ω1 ∩ Ω2 ��������
	

f1 ≡ f2

�� ����� ���������	 Ω1 ∩ Ω2. � ���� ���)���
�	���� F1 � F2'

4����	��	 �	 ��� ���
���� ���� �� �	�� ��"
��6� �	��	��	
	 
��* �����
�	�
�� ��
���	*

-����
� � ��������� ��
	��!

Ft = (Ωt, ft)

�	 	
	������� �����
��*

��"������ +$' ����������� ���������� ����� ����� �������! %���	�	)�	 �����
�� ����)�� �	� ��������� Ca = {F0,F1, . . . ,Fn}
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���� 
� �� Fk � Fk+1 �� k = 0, . . . , n − 1. � ���� �	����	�	 �	���� Fn ∼ F0

	 �� ��� 
� �� ������� Fn ����	�	)�� ���
� ���� �������� F0 
� �
��������+��
����� ������	 C = {Ω0,Ω1, . . . ,Ωn}. 	�	 ������ 
� �� �������	 F0 	 Fn ���	�������	
,�����
��� ����� ����� ������	-'

����� (a)

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

∆n−1

Dn−1

G=Dn

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
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∆1

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇
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˙̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

����� (b)

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
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��	�� � ����6� �	
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+∞∑
n=1

(−1)n−1 (z − 1)n

n
, z ∈ B,

��� � ln ����	 ��	�
	 �������
	��	 ���
����� ����E�
	 �	 ����
�����	 	���"
��
�	 � (−π, π)� � B = B(1; 1)� �

ln(1 + z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 zn

n
, z ∈ U,

��� � U = B(0; 1)*

*���� +$#$# /��� �� φ(z) = 1 + z + z2 + z3 	 F = Ln ◦ φ'
#������	 
� ������	 ��������� ����� ��� &����	�� F �� ��
	�	)��� ����� U'
9���� g �
������ �� g(0) = 2kπ i� �
� �� k ��� ���� ����	�	 � �������� ��
 �� U'

���	
	�� � 9��	 � φ = ϕψ� ��� � � ϕ(z) = 1 + z� ψ(z) = 1 + z2 � ln ����	 ��	�
	
������
	��	 ���	����	* �	�� ��
���� ϕ � ψ �������	�	� U � B = B(1; 1) ⊂ Π+�
��
���� g1 = ln ◦ϕ � g2 = ln ◦ψ �� 	
	������� 
	 U� � ��
���	 ln ◦ϕ + ln ◦ψ � ��	
	
��� ��
���� F * -�������� �	 � g = g1 + g2 + 2kπ i �

g1(z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 zn

n
, �8*7+�

g2(z) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 z2n

n
. �8*78�

�* �����

-�� n"��� ����
�� �n ������	
 ���� ����	�����	�� 	
	������� ��
���� w = n
√

z
���
��	
� 
	 �����6� 
	��
* 5 �	�
� C �	 �����
�� 
��	���
�� �������� D0 =
C1 = C \ R− ���
����� ��
����

f0(z) = n
√

r ei ϕ/n.

-	� F0 = (D0, f0) � 	
	������� �����
�*  
	������	 ��
���	 ��	 �� ����	 ���
	
	�������� �������
� ���� �����
�	 
	���	 �� n"�� ����
* '	�� �������
� ��
���� ����	�� ��6� �	���	 Fα*

)	 α ∈ R� 
��	 � Dα = {−π + α < ϕ < π + α} �

fα(z) = n
√

r ei ϕ/n.

�	�	 � ��
	�	 fα �	����	 ��������� � ��
	�� Υ = Υα ������ fα*
-�
������ � ������ 7*;*+ �$�	
� &�� � 3C�� ���	�	
� � �	 �� gα ��������� �����



7>� ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

�

�

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙ ˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙ ˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇

�z0

z
˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇

˙̇˙̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇

˙̇˙̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇

˙̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇
˙̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇
˙̇˙̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇
˙̇˙̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

D0

Dα

α�
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇

&̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇ ˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙ ˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇ ˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇

�

�

�
�

��

wn−1

w0

w1w2

D∗
0

D∗
α

w = n
√

z

˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

�
�
�
��

�
�
�
��

˙̇̇̇̇̇
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����� 8*+!

�����	��� 
	 Dα � ������ �	��E� �	��� 3����
�	�
� ��
���� �� ���	�������* �	��
� fα = egα/n 
	 Dα� ����� �	 �� fα ��������
� ��
���� 
	 Dα� ����	� 
	 ��
���
���
���� �������
	� ����� �	 ��
Fα = (Dα, fα)� α ∈ R� �����
��� � �	 �� �������
	 �����
�	 F0 ���� |α| < π

�������
	�*
-����
� � ��� ���	�	�� �������
�� �	 �� (Dα, fα) 	
	������� �����
��� ����6�
�	��	��	
	 �����
� ��
���� �� �
�����	
�
�� � ���	����� �	��� �������	�*

����� 	 ������� &����	��

z = g(w) = wn, �8*7;�

��� � n ������	
 ��� ��������
	 � � C* �	�� � ����� g′(w) = nwn−1� �	 n > 1�
�	������ �� 
��� �	 w �= 0� ����� �	 � �8*7;� ��
����
� 
	 C∗*
5 ���	�
�� ������
	�	�	 z = rei ϕ� w = ρei ψ �8*7;� �� ���� 
	���	�� � ������!

r = ρn, ϕ = nψ. �8*7<�

%���	� ����� �	 � �������	�	
� �8*7;� ��
����
� � �������
D∗

α = {(−π + α)/n < ψ < (π + α)/n}� g(D∗
α) = Dα

� �	 � f = fα �
����
� �������	�	
� ���������� �������	�	
	 �8*7;� 
	 D∗
α*

9	 ��
��� ������� � ������ �
����
� ��
����

f ′ =
1

n fn−1


	 Dα� � ����	� Fα = (Dα, fα)� α ∈ R� �� 	
	������� �����
��* �

.�	�� �	��� z0 ∈ D0 	
	������	 ��
���	 n
√

z ������� �	�
� n"����
����* )	���	�
��� ����
���� ��������
�� ��
���	 ��� ����	�	� �����
���	 Fα ���	
� 	
	������
��
���� n

√
z� ����E�
� �� �� �������

w = n
√

r0 ei
ϕ0+2kπ

n , �8*7=�

��� � r0 = |z0|� ϕ0 ��
	 ����
��� Argz0� 	 k ��������	
 ��� ���*  �� ���
�
�����
w0 = n

√
r0 ei

ϕ0
n � �� ������� � 	�
�� �	 �� ����� ����
���� w �	������ �� w0 �	
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������� ei 2kπ
n � 	 �� �������� ��
�������� �
"�� ����
� �� 1� ����	� �� �� ������	 1

���	���� �	 ������� �� 2π
n � �* ��	� n �	�������� ����
����*

9	 �	 
	��
� ��E� ����
�����	 �	��� �������� �8*7=� ��	 �	�� n �	���������
w0, w1, . . . , wn−1� ��� �� ����	� �	��
�� � �8*7=� k = 0, 1, . . . , n − 1* '� ����"

���� �� ����
	 ��	���
�� n"�����	 �	 ��
���� � w = 0� 	 ��
� �� ����
	 ����
n"�����	 � �	��	 w0 ������� ��* 8*+�*
5 �	������ ������ 
���� � ��	
	�	 ��
���� n

√
z� �* ��������
�� ��
���	�	 ���

����	�	� 
�
�� �����
���	 �
� �	�� �� �	����� Fα�*
-� '������ � ��
������� ������� � ������ ��� ������ ������ ��	
	 ��
����

n
√

z � ��������
� ������"�����	
� ���	��� D ��	 
� �	���� �	��� z = 0 � z = ∞
��	 3

√
z ������ ����� 8*8�* -����� �	��� ���	��� � ��������
	 �	�	
 �	 ��������
��

�	����� ��� ��		 �	��� 0 � ∞ ���	
��	 ���	��� ���	 ���� �����	
	�* 9	 ����� 8*8
�	�	 � ��
	 �	��	 ���	�� D � 
�
	 ����	 D∗ ��� �������	�	
� ��
�� �� ��	
	
3
√

z� ��� ����� ��	
� �������	�	� D ���������
� 
	 ���	��� e2πi/3D∗ � e4πi/3D∗�
�����
� �� D∗ ���	���� �	 ������ 2π/3 � 4π/3*
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w0

w1

w2
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����� 8*8!

5������ ��	
� ������ �������� � ��	�� ���	��� Ω ⊂ C� ��	 �	�����	�	 ��*
�����
�A� 
� �	���� �	�����
 ���� ��� ������� 0
��� ����	��� �	���� �����	 ������
	 arg ��
	 �� �	 ������� 2π � 	
	������� ���"
����
� ��� �	���� �����	 ���� ������� �� ������ �����
�	*

5 ���	����	 ��� �	�����	�	� (∗) ���� �� �������� n"�	�������� ��	
	 ��
����
n
√

z

.�	�	 ��	
	 �	������ �� �� ����� �
���
�� �	 ei 2kπ
n � ����E�
	 � �	 ����
��

� ����
���� � ��
� �	���� 
	 ������ ���� �� �������� � ��	
� 3
√

z ��	 � ���
��	
	
� C1 � ��
	�	 1 �	 z = 1� ����� ��� ��	
� 3

√
z � �� ���	��� ��� z = 1 ����E�
� ��

����
�����	 ei 2π
3 � ei 4π

3 = ei −2π
3 *

.����	�
�� ������
� � ���
��	
 �����



7>+ ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

(
n
√

z
)′ =

1
n( n

√
z)n−1

=
n
√

z

nz
,

��� � �	��E� 	
������	 ��
���	*
%��	�� Ω ⊂ C �	�����	�	 ����� (∗) 	��


� �	���� ������ �	�����
� �����	�
� ������
	�
� ��
��� ��	 ������� 0�
�* 	�� � �	�� 	��
�AA� �	 ��	�� ������ �	�����
� �����	�
� ������
	�
� ��
�� Λ ��	 ����	�	 Ω� �����
0 ∈ ExtΛ�
�* 0 ����	�	 
����	
���
� �����
�
�� ����	 C \ Ω*

$����� ������
� ����
�� �	�	 (∗) �
	�� �	 0 /∈ Ω � 0 
� ����	�	 
��� ���	
���
�
������M � Ω� ������
��� 	�� � Ω0 �
�	 ���	
���
�� �����	M ����	
���
�� �����
�
��
����	 Ωc� � Ω∗ �
�	 Ω � Ω0� �	�	 (∗) �
	�� �	 0 /∈ Ω∗* F����� �����	� 	�� Ω
��	 ���	
���
� ������M Ωk ����	
���
� �����
�
�� ����	 Ωc� � 	�� � Ω0 = ∪Ωk�
�	�	 (∗) �
	�� �	 0 /∈ Ω � 0 /∈ Ω0� ��������� �	 � � ��� ����	��� Ω ∪ Ω0 ������
�����	
	 ���	�� ��	 
� �	���� 0*

��"������ +$) �� ��� 
� �� ������ Ω ����	������ O − tipa ��� Ω ⊆ Oα �� ����
α ∈ R'
�� ��� 
� �� ������ Ω� O− tipa ��� Ω ⊆ D� �
� �� D ���������������� ������	 ����
�� ��
� 	 ��)�� z = 0 	 z = ∞'

4��� �� ���	�	�� �	 ���	�� Ω ⊂ C �	�����	�	� ����� (∗) 	�� � �	�� 	�� � O−tipa*
F	���� ������� ���	���� ��� �	�����	�	� ����� (∗) �� ���	��� %"���	! ������	�
�

Oα � Cα�� �����
 V = V (a : r,R)� 	�� � R ≤ |a| ��* 0 /∈ V �� ���
	 �����	�	
�
��	� ��� 
� �	���� ������
	�
� �����	� 0� �	��	���� ���� ���*
 �� � K ����	��	
 ���� � C� �	�	 ���	�� Ω = C \ K 
� �	�����	�	 ����� (∗)�
�����	�
� C′� U′� �����
 V (a : r,R)� 	�� � |a| < R ��* 0 ∈ V � 
� �	�����	�	�
����� (∗)*

9��	 � γ ����	�	 γ(r) = rei r� 0 ≤ r < +∞� �* �����
	�
	 ����	�	 r = θ, 0 ≤
θ < +∞� ���	�� G = C \ γ∗ � ������ �����	
	 � �	�����	�	 ����� (∗)�
	�� 
��� �	�����
 ���� B ⊂ G� �	�	 	�
� ���	�� G \ B �	�����	�	 ����� (∗)� 	��

�� ������ �����	
	*
5 ���	����	 ��� �	�����	�	� (∗) ���� �� �������� ��	
	 	�����
�	� ���	����	�
n
√
� ���* ��	 ����� ���	� ������ ������ �����	
� ��	
	 8*��*

����� �������)� �����@
��
 ��@ �������@�� 
�
�
���

%������ ���������� �������

F� ���	 	
	������� ��
���� ���	���� 	�� �	��	��	�� �	����� �����
	�	 Fα =
(Ωα, fα)� ��� � α ∈ A � A ��������
� ���� �
����	� ��� ���� �� ��������	��	 �	
� ��	�� �� ���� �����
	�	 �����
 �� ��������
�� ������ 	
	�������� �������
��*
B�������
� ��
���� fα� α ∈ A� ��� ����	�	� �����
���	� 
	���	� �� ����� �	�"
�	��	
� 	
	������� ��
����*
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1	�� ����
���� ��
���������� ��	 ��	�� �	��
��� ��������
� �����
�� �	
�
"
���� � �������
� " �������
�� ��� ���	*

�������	 ������� �	 ��
���� � a ∈ C 
	���	 �� Fa = (Ua, fa)� ��� � fa ���	
�����
�� ���	 �	 ��
���� � a � Ua = Ba ���� ��
�����
��� ��� �����
�� ���	*
9	���	6��� Ua ������ ��
�����
��� �����
�	 Fa � ��
	�	�	6��� �	 Ra �	����
��� ����	 	�� � a �= ∞� ��� �	���� 
������ ��������
�	� 	�� � a = ∞* -�����
��!

��"������ +$+ %���	�	)�	 ������� ,������ �������- �� ��� F = (Ω, f)� �
� �� Ω ⊂ C

������ 	 f ������&�� &����	�� � ������	 Ω'
%�� �� Ω = U ����� ������� F = (U, f) �� ���	�� ��� �	 �������' �������	 �������
�� ������� � ��)�	 a ∈ C ���	�� �� Fa = (Ua, fa)� �
� �� fa ���� �������� ��
�
�� ������� � a 	 Ua ���� ����������	�� ��� ��
�. Ua ���	���� ���� ����������	��
�������� Fa. ����)	�� �� Ra ��
	��� ��� ����� ��� �� a �= ∞� 	�	 ��
	��� ��������
����������� ��� �� a = ∞'
%�� �� a ∈ C� ���� ����������	�� �������� Fa 	�� ���	� Ua = {z : |z − a| < Ra}�
�
� �� Ra ≤ ∞� � &����	��

fa(z) =
+∞∑
n=0

cn (z − a)n;

� ��� �� a = ∞� �� �� Ua = {z : |z| > Ra}� �
� �� Ra ≥ 0� � &����	��

fa(z) =
+∞∑
n=0

c−n

zn
.

 �� � ��
���	 f ��������
	 
	 ����� B = B(a, r)� ��
���	 f �� ���� �	����� �
�����
� ��� ��� �	��� a* 5 ������ ����	� �	���� ��
�����
��� �����
�� ���	 R
� ��6� �� r� ��
	���� �	 f1 ��
���� ���
��	
� ���� �����
�� ����� � �	 B1 ����
B(a;R)* -	� (B1, f1) � �	
�
��� �����
�� 	 �	� (B, f) ����
� �����
�*

 �� � �	
�
��� �����
� Fb = (Ub, fb) 
�������
� 	
	������� �������
� ���"
��
�	 Fa = (Ua, fa) �� ��� ���	� b ∈ Ua� �� �� �������
� ��
���	�
� ����� 
	
�	��	�	
� fa �� �����
��	 z − b!

fb(z) =
+∞∑
n=0

f
(n)
a (b)
n!

(z − b)n.

a

bRa

Rb

c

����� 8*;!

-�������� �	 ������� Ua � Ub 
�
���� ����	��
� ����	�	�� ��	
 ���"
���� 	�� 
��* Ub � Ua� �� � fb ����"
����
	 � ��6�� ������ 
��� Ub� �	 ��
"
���� � b� � ����	 Ub 
�� ���� ��
�����
"
���* %���	 ∂Ua � ∂Ub ��	� �	��
����
�	��� c� � �� 
���
	����� ������	� ����



7>; ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

����� ||a − c| − |b − c|| ≤ |a − b|� � �	�� �
Ra = |a − c| � Rb = |b − c|� ����	 ��

|Ra − Rb| ≤ |a − b|. �8*7>�

��"������ +$. ����������� ���������� ��� ����	������ ��������! /��� �� γ :
I → C ���' �� ��� 
� �� ��� �	 ������� F0 = (B0, f0)� �� ������� � γ(0)� ����

� 	� 
� ���� γ� ��� ������	 &��	�	�� ��� �	 ���������

Fτ = (Bτ , fτ ), �8*�?�

τ ∈ I� �� �����	�� � γ(τ) ���� 
�
(a) �� ����� τ ∈ I ������	 δ > 0 ���� 
� |t − τ | < δ �����)	
γ(t) ∈ Bτ 	 Ft �� �������
�� ����	�	)�� ����	����� �������� Fτ '
4 ���� �	����	�	 �� ��� F1 ����	�	)�� ���
� ���� F0 
� ���� γ. 	�	 F1 �� 
��	���
	� F0 ����	�	)�	� ���
� ����� 
� ���� γ'
4 ���� �	����	�	 ������ �� ��� 
� �� Fτ = (Bτ , fτ )� τ ∈ I� ��� �	�����	�	)�	 �����

� γ ,�� �����	�� �� γ-'

5��� +$# ;�
	���	 ρ(t) ��������� Ft 	� &��	�	�� ,6'2A- ���� ��������� ����	�	)��
���
� ���� 
� ���� γ �� ������	
�� &����	�� �
 t �� I� ��� �� ����)�	'

I1
� �

I2
��

Ik
� �

Ik+1
� �

α= t1 t′1 tk t′k β= t′n

t2 t′2 tk+1 t′k+1

a

B2

Bk

Bk+1

b

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇�
�

��
�� ��

��� ��
��

��
���

��
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

����� 8*<!

������  �� � ρ(t) = ∞ �	 
��� t
�
�	 � ft ���	 ��
���	 � ρ(t) = ∞ �	 ���
t ∈ I*

)	 ��������
� t0 ������ �
����	� I
�	�� �	 �����
� Ft � 
�������
� 	
	�"
������ �������
� �����
�	 Ft0 * (� 
���"

	����� �8*7>� �����

|ρ(t) − ρ(t0)| ≤ |γ(t) − γ(t0)|.
(� ��� 
���
	����� ����� 
�������
��� �
t0* �

(������ +$# %�� �� �������	 F 	 G
����	�	)�� ���
� ���� 
� ���� γ� �� �� 	
����	�	)�� ���
� ���� ����� ����� ������	'

������ 9��	 � Ft� t ∈ I� �	����	 �����
	�	� ��	 ����	��� 	
	������� �������
�
��� ���	 γ* 9	 ��
��� &��� 8*7 �	����� �� 
�������
� ��
���� 
	 I� � ����	�
������ ε > 0 �	�� �	 ρ(t) ≥ ε �	 ��� t ∈ I* �	�� � γ 
�������
	 ��
���	 
	 I
������ ��	��	�� ��
	�	
 ��� �	�	�	 tν ! 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 �	�� �	 �	���
zν = γ(tν)� �	�����	�	� |zν − zν−1| < ε �	 ν = 1, · · · , n*

-� F��
���� 8*�� ����� �	 � Fν = Ftν

�������
� 	
	������� �������
� ���"

��
�	 Fν−1 = Ftν−1 � ν = 1, · · · , n* �	�� � F0 = F � Fn = G� �� � G 	
	�������
�������
� F ����� �	
�	 ���	���* �
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%�����  / ;������	�	 � ����� B = {|z − 1| < 1} &����	��

f(z) =
√

r ei ϕ/2,

z = reiϕ,−π

2
< ϕ <

π

2
.

9��	 � γ0 ��� ���
��	
 �	 γ0(t) = eit� 0 ≤ t ≤ π ����
	 ��������
��	�* 9	
��
��� '������ 8*7 � '������ , �'�����	 <*8� 9��	���
��� �������
	 �� ���	�
��	 ������� �	 �� ������ 	
	������� �������
� F ��� ���	 γ0 �����
� � �	��������
�	
	� ������	 B� B′ � V � ��� � B′ = {|z − i| < 1} � V = {|z + 1| < 1}*

'	��� 	
	������� �������
� ��� ���	 ���� �� ����	�� 
�������
� �� �������
�8*7#� ����6� ���	�� ���
��	
���� �	�	����	 ϕ � �� �������! �	 B′" 
	 �����
�

[0, π] � �	 V " 
	 �����
�
[
π

2
,
3π

2

]
* 2	�
� � �	 � �	� F = (B, f) �	
�
��� �����
�*

�	� ������	� 	
	�������� �������
	� � ����� V � ����	�� ��������
� ��
����

g0(z) =
√

r ei ϕ/2, z = reiϕ,
π

2
< ϕ <

3π

2
,

� �	� G0 = (V, g0)� ��� � 	
	������� �������
� F ��� ���	 γ0* .����	�
�� 
	

��	���
�� ��	����� ����	 V � 
	�	���� ϕ = π� � ����	

g0(z) =
√−x ei π/2 = i

√−x,

��� � −x = |z| > 0*

�

�

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
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	���
�� ����6� �	
�	 ������	 B�
B′′� V � ��� � B′′ = {|z + i| < 1}�
����	��� �� 	
	������� �������
� F ���
���	 γ1(t) = eit� 0 ≥ t ≥ −π*  
	��"
����� �������
� ��� ���	 ���� �� ����	��

�������
� �� ������� �8*7#� ����6� ���	��
���
��	
���� �	�	����	 ϕ � �� �������!
�	 B′′" 
	 �����
� [−π, 0] � �	 V " 
	

�����
� [−3π

2
,−π

2
]* �	� ������	� 	
	�"

������� �������
	� � ����� V � ����	��
��������
� ��
����

g1(z) =
√

r ei ϕ/2, z = reiϕ, −3π

2
< ϕ < −π

2
,

� �	� G1 = (V, g1)� ��� � 	
	������� ���"
����
� F ��� ���	 γ1* .����	�
�� 
	

��	���
�� ��	����� ����	 V � 
	�	���� ϕ = −π� � ����	

g0(z) =
√−x e−i π/2 = −i

√−x,

��� � −x = |z| > 0* 2��
���	�
� � ��������� �	 � g1 = −g0 
	 V � � ����	 �	 ��
�����
�� G0 � G1 �	�������* �



7>= ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

9��	 � �	� ��� γ*  �� �	���� �	 ��������
�� �����
���	 Ft = (Ωt, ft)
�����
� � �	 �� ����� �����6	 ���
���	*
-�������	���� �	 � γ(t) ∈ Ωt �	 ��	�� t ∈ I* )	 t ∈ I ��
	���� �	 Bt ���� � Ωt

�	 ��������� � γ(t) �	����	�
�� ��������
��	 ρt*

��"������ +$/ ����������� ����� ��� γ! L /��� �� γ : I → C 	 Ft = (Ωt, ft)�
t ∈ I� &��	�	�� ��������� ���� 
�"
(b) γ(t) ∈ Ωt �� ����� t ∈ I
(c) F∗

t = (Bt, ft)� t ∈ I� ��� �	�����	�	)�	 ����� 
� γ ,�� �����	�� �� γ-�
�
� �� t ∈ I� �� Bt ����)	�� ���� ����	������ �������)�	�� ρt � Ωt� �� ���
	����
� γ(t)'
4 ���� �	����	�	 �� ��� 
� �� Fτ = (Ωτ , fτ )� τ ∈ I� ����	�	)�	 ����� 
� γ'
������ �� ��� 
� �� F1 ����	�	)�� ���
� ���� F0 
� ���� γ ,����+� ����	�	)�	
������-. 	�	 F1 �� 
��	��� 	� F0 ����	�	)�	� ���
� ����� 
� ���� γ ����+� ����	�
�	)�	 ������'

-����
� � �	�������� ������ �< �������6� ���
���� 	
	�������� �������
	 ��� ���	�
����6� �	
�	* 9	���� 
��	 � Ft = (Dt,Υt)� ��� � Υt ��	
	 ����
	 
	 Dt� ���
"
��	
	 ����6� ������� �8*7#�� Fπ � F−π �� 	
	������� �������
� F0� ���������
��
��� γ0 � γ1*

%�����  0 /��� �� I =
[
− π

4
,
π

4
+ 2π

]
	 γ(t) = ρ(t) ei t� −π

4
≤ t ≤ π

4
+ 2π � 	 ρ

���	�	��� ������	
�� &����	�� �� I ���� 
� �� ρ(0) = ρ(2π) = 1. ��
� �� ������	 D0

	 D2 π ��
����� � �������	 f0 	 f2 π �� ����	)	�	� ��
� �� f2 π ����	�	)�� ���
� ����
f0 
� �����	��	�� γ �� 0 ≤ t ≤ 2π'

. ������� 
	 -����� �+� �����
� � �	��	��	�� ����
� �����
�� ���� �	��
�	
�
����* F	���� �����
� � ��������	���� �	 �� ��� ���
���� ��� ���	��� Ωt = Ut�
t ∈ I� �������*  �� �	���� �	 ����
�� �����
���	 Fτ = (Uτ , fτ ) �
�	 ����� (c)
�
	��!
(c′) �	 ��	�� τ ∈ I ������ σ > 0 �	�� �	
γ(t) ∈ Uτ � Ft � Fτ ��* ft = fτ 
	 Ut ∩ Uτ �
�	 |t − τ | < σ*

���������� ���������� ��� ���� 	 ����<� �����

#�!�	�	�� ������� ����	�	)�� &����	��

%���	�	)�� &����	�� ������
	� � �	����	 �	
�
���� �����
�	� ��� �� ����	� ��

���� �����
�	 F = (B, f) 	
	�������� �������
�� ��� ���� �����	� �	 ��������
� ��
��� a� �����
�	 F ��� ���� � �������
� ����6�*

F�	 �����
�	 F = (Ω, f) � G = (G, g) ��� ���	��� �	���� �	��� a ∈ C 
	���	� ��
�����	��
�
� � a 	�� ������ �����
	 �� �	��� � ��� � f ≡ g*
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9��	 a ∈ Ω* /	����	 �����
	�	 �����	��
�
�� � �	��� a �����
�� F = (Ω, f) 
	���	
�� ��	�� ����	�	)�� &����	�� � ��
	�	�	 �	 [f ]a*
�	���� �	 �� ��� ��	�� [f ]a � [g]b �����	��
�
� ������
�� ����� 
���� �	
�	 ���	����
���	��� �����	��
�
��� 	�� ������ �����
�� F ∈ [f ]a � G ∈ [g]b �	�� �	 � F ∼ G�
������ [f ]a ∼ [g]b*

 �� � [f ]a ��	�� ����	�	)�� &����	��� ������� ����	�	)�� &����	�� �����
	 �� [f ]a
� �	����	 F∗ ���� ����	 [g]b ��� �� ������
� ������ 
���� �	
�	 ���	���� �����	"
��
�
� �	 [f ]a*

*���� +$#$ ������	�	 
� �� ����
��� 
�!�	�	�� ������� ����	�	)�� &����	�� ���	�
��������'

.	���	
� 	
	�������� ��
���	 
�� ���
��	
� � ������ ����	�*
1	�������� 
��* �	���	
� 	
	�������� ��
���	� F∗ � G∗* -�������	���� �	 ������
�����
�� (Ω, f) � (Ω, g) ��� ��
���	 �	 �	��
����� ���	��� Ω* B�������
� ��
����
f � g ������ �	��	�� � ������ �����
� (Ω, f + g)* /	����	 �����
	�	 ��� �� ����	
�� �����
�	 (Ω, f + g) ���	��� 
��� 	
	������� ��
����� ��� � ������
� ��	��	��
����� F∗ � G∗* F	 �� ���
���	 ���	 ������
	 ����	 �	 
� �	���� �� �����	 �����
��
�����
	�	� 	 �� 
�� ���� ����
�
�* -�������� �	 ����� �����6� �	���
7*

√
z +

√
z 
�� ������
� ���
��	


�*

( n
√

z)′ =
n
√

z

n z
, z �= 0.

#* ��-�����
	M ��
	����

Ln z + Ln z = 2Ln z, z �= 0,


�� ������
	*
+*

(Ln z)′ =
1
z
, z �= 0.

%���	�	)�� ���
� ���� 
� ���������+� ��	��

��"������ +$0 ����������� ���������� ��� ����	����<� �����C! /��� �� γ :
I → C ��� 	 ����������	�� 
� �� ����� τ ∈ I ������	 ������� Fτ = (Ωτ , fτ ) ���� 
�"
(a1) γ(τ) ∈ Ωτ .
(b1) �� ����� τ ∈ I ������	 σ > 0 ���� 
�
γ(t) ∈ Ωτ 	 [ft]γ(t) = [fτ ]γ(t) �� |t − τ | < σ'
��
� �� F1 ����	�	)�� ���
� ���� F0 
� ���� γ. 	�	 F1 �� 
��	��� 	� F0 ����	�	)�	�
���
� ����� 
� ���� γ'

-�
������ �	 t ∈ I ��
	���� �	 Bt ���� � Ωt �	 ��������� � γ(t) �	����	�
��
��������
��	 ρt*

-�������� �	 �	�	� �� (b1)� � ������� 
	 ���
���� ������ 
�������
� �����
ft(z) = fτ (z) �	 z ∈ Bt ∩Bτ � �	�	 � |t− τ | < δ* 4��� �� ���	�	�� �	 �� F��
����



�?? ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

8*< � 8*= �����	��
�
�* -�
������ � ���
���� ����� (b1) ������ �	��
��� �	!
(b2) �	 ��	�� τ ∈ I ������ δ > 0 �	�� �	
γ(t) ∈ Ωτ � ft(z) = fτ (z) �	 z ∈ Bt ∩ Bτ � |t − τ | < δ*
 �� �	���� �	 ����
�� �����
���	 Fτ = (Uτ , fτ ) �
�	 ����� (b1) � ��
���	�
��!
(b2) �	 ��	�� τ ∈ I ������ σ > 0 �	�� �	
γ(t) ∈ Ut � Ft � Fτ �	 |t − τ | < σ*
. ������� 
	 -����� �+� �����
� � �	��	��	�� ����
� �����
�� ���� �	�� �	
�
"
����* F	���� �����
� � ��������	���� �	 �� ��� ���
���� ��� ���	��� Ωt = Ut� t ∈ I�
�������*

����� 5
'�������� �����@
��� �� ����

.����6� ��� ������� 6� ���� ���	�	
� � ������ <*�*

(������ �H'�����	 <*+� 2���
��� �������
	 ��� ���	I %�� �� (B, f) �������
	 γ ��� �� ��)����� ��)��� � ������ B� ��
� (B, f) 
������ ����	�� ��
�� ����	�
�	)�� ���
� ���� 
� γ*

-�� 
��� ��� ����������� 
	���
� �������� ������
� � �	 ������� �����6� ���
�"
���*

��"������ � HF��
���	 <*�I ����������	�� 
� �� ��)�� a 	 b � ���������� ��������
X 	 H ������	
�� �����	������� I2 � X ���� 
� �� H(0, t) = a 	 H(1, t) = b �� �����
t ∈ I' *� ������ γt 
�!�	���� ��

γt(s) = H(s, t) (s ∈ I, t ∈ I) �8*�7�

�� � �� 
� &���	���� ��
��������������� &��	�	�� ������ {γt} 	� a � b � X*

(������ � H'�����	 <*8� 9��	���
��� �������
	 �� ���	I /��� �� {γt} ��
���
������������ &��	�	�� ������ 	� a � b� B ���� �� ���
	���� � a 	 ���� ������� (B, f)
	�� ����	�	)�� ���
� ���� 
� ������ ���� γt' %�� �� f0 ����	�	)�� ���
� ���� 
� 
���� γ0 	 f1 
� γ1� ��
� �� f0 = f1.

(������ B H'�����	 <*<� 4�
������	I ����������	�� 
� �� Ω ������ ��������
������� (B, f) �������� B ⊂ Ω� 	 
� �� (B, f) �� � ���
� 	�	 
� ������ ���� γ � Ω
�� ��)����� ��)��� � ������ ����� B' ��
� ������	 g ∈ H(Ω) ���� 
� g(z) = f(z)
�� ����� z ∈ B*

9��	 � f0 ����	 ��	�
	 ��	
	 ����
	 � B = B(1; 1). ����
� �����
� (B, f0) �
	
	������� �������� ��� ��	��� ���	 � C∗. 9	 ��
��� ������	 �< 
� ������ ��
���	
f ∈ H(C∗) �	�� �	 f(z) = f0(z) �	 ��	�� z ∈ B* F	���� � ��� ����	��� 
� �	��
'�����	 � ��
������� �� C∗ 
�� ������ �����	
	 ���	��*

%����&����� +$# /��� �� Ω �= C ������ �������� ������' ��
� ������	 ���&�����
�����	������� ϕ ������	 Ω � ��
	�	)�	 ���� U'



���� ���������� ����� �?7

������ 9��	 � c /∈ Ω � U0 ���� � Ω* '	�	� 
	 U0� ������ ��	
	 ϕ0 ����
	
√

z − c*
2	�
� � �	
1) 3����
� (U0, ϕo)���� �� 	
	������� ��������� ��� ��	��� ���	 γ � Ω� �	 �����
��
�	���� � ��
��� U0 ���	�
���J�*
2) 9��	 � ��
���	 Ec ���
��	
	 �	 Ec(z) = z − c* �	�� � Ω ������ �����	
	� 
	
��
��� �	��� 1) � '������ � ��
������� ���	�
���J�� ������ ϕ ∈ H(Ω) �	�� �	 �
ϕ2 = Ec� �* ϕ2(z) = z − c � Ω*
�	�� � ϕ ������
� �������	�	
�� ϕ(Ω) �	���� ���� U = U(a; r)� ��� � 0 < r < |a|*
 �� w ∈ ϕ(Ω)� �	�	 � w = ϕ(z) �	 z ∈ Ω � ����	 w2 = ϕ2(z) = z−c� �* z = w2+c*
%���	 ����� �	 −w /∈ Ω � ����	 ����U(−a; r) 
� ���� ϕ(Ω)* %���	 � |ϕ(z)+a| > r

�	 z ∈ Ω � ����	 �������	�	
� ψ =
r

ϕ + a
�������	�	 ���	�� Ω � ���
��
� ���� U* �

-��������	 8*7 � �����	�M � ���	�� 1��	
��� �������� �	 ������ ������	�� ������
������ 8*� ����������� ������� � ��� �� 
� �����	�� 
	 '������ � 4�
�������*
)	 ����� ������� ��	 ������	� ����6� '������ K �'�����	 <*<�� ��������! 	�� �
Λ �	�����
	 �����	 ������
	�
	 ��
�	 � Ω� �	�	 �	��	 c 
� ����	�	 IntΛ� �* Λ 
�
������	��M ��� c � ����	 � IndΛc = 0*

��� 4��������� �����

��"������ +$2 ���	������� �	�	�� ���� �� ������	 �
 ��	�������	 	 ����	����	 	��
������� ���	�� �� ����	����� ���	������� �	�	��'

%��	�� ER = {|z| > R} 
�� ������ �����	
	� 
	 ���	�� ER ∪ {∞} ������
� ��

� �����
�� �������
	 ���
���	� �	�	 � ���	�� ER ∪ {∞} ����	 ����	 U 1

R
���

��������
� �
������* 5 
	���� �	 �����	���� � ��	��� ���	���� ���
���	 ��
���� ���������!
9��	 � Ω ������
 ���� � C ��� �	���� �	��� ∞* -�������	���� �	 � Ω �= C, C*
'	�	 ������ �	��	 c ∈ C \ Ω* 9��	 � ϕ(z) = 1

z−c * .��� Ω∗ = ϕ(Ω) � ������
 �
C*  �� � Ω∗ ������
	�
� ������ �����	
� �	���� �	 � Ω ������ �����	
*

5 ��� ������ �����
�� � ������� ������
	�
� ���
���� ������ �����	
� ���	���*

��"������ +$#3 �%����� ����&��� ������! ������ D � C �� ������ ��������
,���	�������- ��� IntΛ ��	��
� D �� ����� ����	����� ��������� ������ ���	�������
�	�	�� Λ� ���� ��	��
� ������	 D'

5 �������� <*#*+ ���	��� �� ! 	�� � ���	�� ������ �����	
	 � ������ ���
����
����6� ��	
���� �	�	 � ������
	�
� ������ �����	
	*
5 ��� ������ ���	����� ������� � �����	
� �����	�
�� ��	
	 ����
	 � ���	����	*

5 �����6�� �	���� 
	����
	 �� ��
��
	 �����	 ��	
	 	�����
�	 
	 ��	 6���
�� ����� �����	�� � ���� ������* D��	�	� ���� 
	6� ���� ���	�	 � ��������	 ��	
	
	�����
�	 
��* � H4	 7I � H4	 #I*



�?� ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

,���� ���������

��"������ +$## /��� �� F �	�����)�� &����	�� � ������	 Ω 	 γ : I → Ω ���'
5����	�� Φ ���	�� �� ����� F 
� γ� ��� ��
a. Φ ������	
�� �� I�
b. Φ(t) ∈ F (γ(t)) �� t ∈ I'

5��� +$ �%������ ����� ������- �������! /��� �� f ������&�� �� ������	 Ω�
Ω1 = f(Ω) ������ ����	������ O− tipa 	 n ≥ 2 ��	��
�� ����' ��
� ������	 g ∈ H(Ω)
���� 
� �� gn = f �� Ω'

���	
	��� 7* 9	 Ω1 = f(Ω) ������ ��	
	 ln �����
	�
� ��
���� ����� Ln� ���
�����
h = ln ◦f � g = exp(h/n)*
�* 9	 Ω1 = f(Ω) ������ ��	
	 g1 �����
	�
� ��
���� ����� n

√� ��	��	�� g = g1 ◦ f *
�

(������ +$ /��� �� γ : I → Ω ��� 	 f : Ω → C∗ ������	
�� �����	�������'
��
� ������	 ����� &����	�� Arg f 
� γ'
%�� �� ϕ1 	 ϕ2 
�� ����� Arg f 
� γ� ��
� �� ϕ1 − ϕ2 = ����� �� I'

���	
	��� F��	� � ����	
 ���	�� ������� � �����	
� ��������
� ��� ���	* �

(������ +$' /��� �� γ : I → Ω ��� 	 f, g : Ω → C∗ ������	
�� �����	�������'
��
� ��

∆γ Arg (fg) = ∆γ Arg f + ∆γ Arg g

���	
	���  �� �� ϕ1 � ϕ2 ���������
� ��	
� Arg f � Arg g ��� γ� �	�	 � ϕ = ϕ1+ϕ2

��	
	 Arg (fg) ��� γ* �

(������ +$) /��� �� γ : I → Ω ��� 	 f : Ω → C∗ ������	
�� �����	������� 	
n ≥ 1 ��	��
�� ����'
��
� ������� ����� Argf 	 Arg n

√
f 
� γ. 	

∆γ Arg n
√

f =
1
n

∆γ Arg f.

���	
	���  �� � ϕ ��	
	 Argf ��� γ� �	�	 � ψ = ϕ/n ��	
	 Arg n
√

f ��� γ* �

(������ +$+ �������� ����� ������! /��� �� Ω ������' ����������	��
�' f : Ω → C∗ ������&�� &����	��
�' ������	 ��	��
�� ���� n ≥ 2 ���� 
� �� ∆ΛArgf ��
���� 2πn 	�	 0 �� �����
��������� ���	�	��� ��	����	���� 0��
����� ���	������� �	�	�� Λ � Ω'
��
� ������	 g ∈ H(Ω) ���� 
� �� gn = f �� Ω'

'�����	 �	�� 	�� �� ����� b. �	��
� �������
c. ������ ������	
 ��� n ≥ 2 �	�� �	 � ∆ΛArgf ��
	�� 2πm� ��� � m ������
�	 n ��� 0� �	 ��	�� �	�����
� �������
� ����
���	
� 0���	
��� ������
	�
� ��
��
Λ � Ω* %�	 �����	 '������ 8*8 ����� �� ������� � �����
	�	* :����� -����� #7�



���� ���������� ����� �?#

��� ������ �	��E� ��������� �	 m � ���� ������� �	���� �� ��
���� Λ*

���	
	��� 9��	 � z0 ∈ Ω � 
��	 � ϕ0 ∈ Argf(z0)� 
��	 � z ∈ Ω ��������
	 �	��	
� Λ ��������
	 ������
	�
	 ��
�	 ��	 ����		M �	��� z0 � z � Ω� ϕ = ϕ0 + ∆ΛArgf
� ψ = ϕ/n* F��
����� g(z) = n

√|f(z)|ei ψ(z)*
4��� �� ���	�	��� �	��	�	
�� �����	�
� �	�����
� ������
	�
� ��
�� 
	 ������� �	
�� b. ����� �	 g(z) 
� �	���� �� �����	 ���	 Λ* 2��
���	�
� �� ������	�	 �	 � gn = f

	 Ω*
9��	 � a ∈ Ω ��������
	 �	��	 � r = |f(a)| � A = B(f(a); r)� �	�� � f(a) �= 0�
����� A � ���	�� %"���	 � �	�� � f 
�������
	 � �	��� a ������ ���� B �	 ���������
� a �	�� �	 f(B) ⊂ A* %���	� 
	 ��
��� &��� 8*�� ������ ��������
	 ��
���	 G
�	�� �	 Gn = f 
	 B* �	�� � gn = f 
	 Ω ����	 �

( g

G
)n

= 1 
	 B* 9��	 �

ωk = exp(i2kπ/n)* �	�� �
g

G 
�������
	 ��
���	 
	 B� ����	 � g = cG 
	 B�

��� � c = ωk �	 
��� k ∈ {0, 1, . . . , n−1}* %���	� �	�� � a ∈ Ω ��������
	 �	��	�
g � ��������
	 
	 Ω* �

(������ +$. �%������ ����� ��! /��� �� Ω ������' ����������	��
�' f : Ω → C∗ ������&�� &����	���
�' ∆ΛArg f = 0 �� ����� ��������� 0��
����� ���	������� �	�	�� Λ � Ω'
��
� ������	 g ∈ H(Ω) ���� 
� �� eg = f �� Ω'

���	
	��� F��
����� g(z) = ln |f(z)| + iϕ� ��� � ϕ ���
��	
� �	� � �������� �	
���	� �������
� �������* �

-�������	���� �	 �	�� ����� a. �������
� ������� � �	 � Ω ������ �����	
	 ���	��*
9��	 � Λ �	�����
	 �����	�
	 0���	
��� ������
	�
	 ��
�� � Ω* Int(Λ) �� ����
�������� 
	 ��
	�	
 ��� ��	����	�
��	 Rk �	�� �	 � ��	�	 ���	�� f(Rk) �����"
	�
�� O − tipa* 9��	 � γk �������
� ���
���	
	 ��	
��	 ��	����	�
��	 Rk �
Γk = f ◦ γk* '	�	 � ∆ArgΓk = ∆γk

Argf = 0* %���	� �	���	
��� ����	 ��
∆ΛArg f =

∑
∆γk

Argf = 0* F	��� �� ����� a. ����� ����� b. � ����	 �� ����	
�����6� ������	�!

(������ +$/ �%������ ����� �� �� ������ ����&���� �������! /��� �� Ω
������ �������� ������ 	 f : Ω → C∗ ������	
�� ,�������	��� ������&��- &����	��
�� Ω'
��
� ������	 g ������	
�� ,�������	��� ������&��- &����	�� �� Ω ���� 
� �� eg = f
�� Ω'
5����	�� h = eg/n �� ������	
�� ,�������	��� ������&��- �� Ω 	 ��
�������� ��
�
��)	�� hn = f '

-�
����� �	 
� ������ ��	
	 ���	����	� ����
	 
	 C∗ � 
	 ����
�� �����
�
A = A(0; r,R)� ��� � 0 < r < R� �	�	 � ��
���	 f(z) = z �	������	 �� 0 � ����
���	����	* F	���� �������
	 ������	 
� �	�� � ������ ����	� ��� ��������	���
�	 � ���	�� Ω ������ �����	
	*



�?+ ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

%�����  2 /��� ���	��� P ���� ���� �� U 	 ���� �� F = Ln ◦ P '
#������	 
� ������	 ��������� ����� ��� &����	�� F �� ��
	�	)��� ����� U'

���	
	��� -����
��� '������ � �����	
� 
�������
� ��	
� ���	����	* �

%����� '3 /��� �� f(z) = 1 − z3' #������	
�' zk = exp(i2kπ/3) �� ������� ��
��)�� f(z) = 0
�' ��� �� lk = [0, zk]� l = l0∪ l1∪ l2 	 D = C\ l� ��
� &����	�� 3

√
f 
������ 	�
�������

��������� ����� �� D'

���	
	��� -����
��� '������ 8*8* 9��	 � Λ �����	�
	 �	�����
	 ������
	�
	 ��
�	
� ���	��� D � G = Int(Λ)* �	�� � G �����	
 ���� �	�	 ������ ��� ����6
����
a. l ⊂ Int(Λ)�
b. l ⊂ Ext(Λ)*
�	�� � z3 − 1 = (z − z0)(z − z1)(z − z2)� 
	�	�� ��

∆ΛArg f =
2∑

k=0

∆ΛArg (z − zk) = 2π

2∑
k=0

IndΛ (zk).

%���	� 
	 ��
��� '������ � �
����� �	 ������ �	�����
� ��
���� �'�����	 7*7#��
����� �	 � � ����	� a. ! ∆ΛArg f = 3 (2π)� 	 � ����	� b. ! ∆ΛArg f = 0* �

%����� '# /��� �� f(z) = 1 − z4' #������	
a. zk = exp(i2kπ/4) �� ������� ��
��)�� f(z) = 0�
b. ��� �� l1 = [−i, 1]� l2 = [−1, i] 	 l = l1 ∪ l2 	 D = C \ l� ��
� &����	�� 2

√
f 
������

	�
������� ��������� ����� �� D'
c. �� ������	 ��������� ����� &����	�� 4

√
f �� D'

�� �
�

�
−1 O 1

i

−i

�
�

�
��

�
�

�
��

�

����� 8*>!

���	
	��� -����
��� '������ 8*8* 9��	
� Λ �����	�
	 �����	 �	�����
	 ������"

	�
	 ��
�	 � ���	��� D � G = Int(Λ)*
�	�� � G �����	
 ���� �	�	 ������ ��"
���� ����6
����

	* l ⊂ Int(Λ)�

�* {−i, 1} ⊂ Int(Λ) � {−1, i} ⊂
Ext(Λ)�

�* U−1, i} ⊂ Int(Λ) � {−i, 1} ⊂
Ext(Λ)�

�* l ⊂ Ext(Λ)*

�	�� � f(z) = −(z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)� 
	�	�� ��



���� ���������� ����� �?8

∆ΛArg f =
3∑

k=0

∆ΛArg (z − zk) = 2π

3∑
k=0

IndΛ (zk).

%���	� 
	 ��
��� '������ � �
����� �	 ������ �	�����
� ��
����� ����� �	 �
� ����	� 	* ! ∆ΛArg f = 4 (2π)� � ����	����	 �* � �* ! ∆ΛArg f = 2 (2π)� 	 �
����	� �* ! ∆ΛArg f = 0*

-�������� �	 ��∆ΛArg f ���� ���	��
	�� � ����6� -��
���	 	�����
�	* 9	���
∆ΛArg f = 2πn� ��� � n ��� 
��	 ��
���� f � ���	��� G = Int(Λ)* (� -��
���	
�
����	 ����� IndΓ0 = n� ��� � Γ = f ◦ Λ*
5 ���� �	 ���� �������� ������ )	�	�	� +*�8 H2�"4	I* �

%����&����� +$ ����������	�� 
� �� D ������ �������� ������ � C� f ������&��
&����	�� �� D 	 
� &����	�� f � ������	 D 	�� ����)�� ���� z1, z2, . . . , zm' /���
�� ������ ���� ����� ��)�����+	 	 �	����������� ��
��� n ≥ m� γ ����� 0��
����
��� ,����	�� ������� ����- )	�	 ���� ��
� 	 ��� ��)�� 	 ��	��
� ������	 D 	 ���� ��
G = D \ γ∗' #������	 
� ������	 ������&�� ����� &����	�� n

√
f � ������	 G'

���	
	��� 9��	 � Λ �����	�
	 �����	 �	�����
	 ������
	�
	 ��
�	 � ���	��� G.
-�������	���� �	 � γ∗ ⊂ Int Λ � 
��	 � Γ = f ◦ Λ* 9	 ��
��� -��
���	 �
����	
IndΓ(0) = n*  �� � γ∗ ⊂ Ext Λ, � ������� 
	 �� �	 � D ������ �����	
	 ���	���
����� �	 � IndΓ(0) = 0 ���	�
����* �

��"������ +$# /��� �� J = [a, b] ��	����	��� �������� V ����	�� �������� J 	
&����	�� g 
�!�	���� �� V \J ' ��
� ������	 �	������ �����	������� λ ���� 
� �� λ(a)
	 λ(b) �����	 ������	 	 λ(a) < λ(b)' /��� �� l 	������� �����	������� �����	�������
λ� Π+ = l(H+) 	 Π− = l(H−)'
%�� c ∈ [a, b] 	 ��� ������	 ����	)�� ���
����

lim
Π+�z→c

g(z) ,

����)����� �� �� g+(c). ��	)�� �� 
�!�	�� g−(c). ��� �� J = Jk ��
� �	���� g+
k (c)

������ g+(c)'

%����&����� +$' /��� �� a < b' ������	 ����� h ��� H(z) = (z − a)α(z − b)β ��
D = C \ [a, b] ��� 	 ���� ��� �� α + β ��� ����'

���	
	��� 9��	 � α + β = k� Az =
z − a

z − b
� G(z) = (Az)α � D = C \ [a, b]* '	�	 �

H(z) = G(z)(z − b)k � A �������	�	 D 
	 O−π \ {1}*
�	�� 
	 ���	��� O−π� ������ ��	
	 ln ����
��	
	 �	 ����
�����	 � (−π, π)� �����"

	�
� ��
���� Ln� ��
���	 g = exp (α ln ◦A ) � ��	
	 G*
9��	 � h = g(z − b)k* �

-�������	���� �	 �� α, β, a, b ∈ R*
�	�� � A[a, b) = R−� H− = A(H+)� H+ = A(H−)� ln+ t = ln |t| + iπ � ln− t =
ln |t| − iπ �	 t < 0� �����

(ln ◦A)+(x) = (ln− ◦A)(x) = ln |A(x)| − iπ �



�?; ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

(ln ◦A)−(x) = (ln+ ◦A)(x) = ln |A(x)| + iπ.

	* %���	� 	�� � a < x < b� �����

g+(x) = eα(ln ◦A)+(x) = eα(ln |A(x)|−iπ) = eα ln |A(x)|e−αiπ = e−iαπ |g(x)|,
� ����
� g−(x) = eiαπ |g(x)|� � ����	
h+(x) = eiβπ |h(x)|� h−(x) = e−iβπ |h(x)|*
9	 ��
��� A(R \ (a, b]) = R+� 
	�	�� ��
�* 	�� x �∈ [a, b]� �	�	 � g(x) > 0 � ����	
h(x) = (−1)k|h(x)| �	 x < a � h(x) > 0 �	 x > b* �

-����
� � �����	�� �������
� �	��	��	
�!

%����&����� +$) ����������	�� 
� �� α, β, a, b ∈ R' /��� �� k = α + β ��� �����

H(z) = (z − a)α(z − b)β� Az =
z − a

z − b
	 G(z) = (Az)α' ��
� ������� ����� g 	 h

�������	��� �	�����)�	 &����	�� G 	 H �� D = C \ [a, b] ���� 
�"
�' ��� �� a < x < b� ��
�

g+(x) = e−iαπ |g(x)|, g−(x) = eiαπ |g(x)|,
h+(x) = eiβπ |h(x)|, h−(x) = e−iβπ |h(x)|;

�' ��� x �∈ [a, b]� ��
� �� g(x) > 0 	

h(x) = (−1)k|h(x)| za x < a,

h(x) > 0 za x > b.

-���6� ��� -�������� ������ �� ������� �8*�#� � �8*�8� � �����6� ������ 8*#*

*���� +$ $# /��� �� p(z) = z2 − 2z + 2'
#������	 
� ������	 ����� f ��� &����	��

√
p � ������	 B = {z : |z−1| < 1}� �
������

�� f(0) =
√

2'
5����	��

F (z) =
1 + z2(z − 1)f(z)

z − 1
����	�	 � H������ ��
 � ������ B′ = {0 < |z − 1| < 1}'
���	
	��� ����
� ����
��	 p �� z1 = −1 + i � z2 = −1 − i* 9��	 � Λ �����	�
	
�����	 �	�����
	 ������
	�
	 ��
�	 � B′* �	�� Λ 
� ������	��M ��� �	�	�	 z1 � z2 �
�	�� � p(z) = (z − z1)(z − z2)� ����	 �� ∆ΛArg p = ∆ΛArg (z − z1) + ∆ΛArg(z −
z2) = nΛz1 + nΛz2 = 0* %���	� ������ ��	
	 f ��� ��
����

√
p � ���	��� B*

�	�� � p(z) = z2 − 2z + 2 = 1 + (z − 1)2�

f(z) =
+∞∑
k=0

(
1/2
k

)
(z − 1)k.

)	��
��� z2 = 1 + 2(z − 1) + (z − 1)2 � �������

F (z) =
1

z − 1
+ z2 +

f(z)
z − 1

.

�



���� �������� ����� 	 	�������	 �?<

��� '�������� ����� 	 	�������	

7* 9��	 � F ���
��	
	 �	 F (z) = Ln
z

z − 1
*

F��	�	�� �	 F ������	 ����		
� �����	�
� ��	
� � ���	��� E = {z : |z| > 1}*
���	
	��� 9��	 � w = Az =

z

z − 1
� K ���
��
	 ����
��	 � l ��	�	 ���
��	
	 �	

l = {z : Re z = 1/2}* �	�� � A(−1) = 1/2� A �������	�	 K 
	 l � ����	 �	�� �
A(∞) = 1� A �������	�	 E 
	 E∗ = A(E) = {w : Re w > 1/2} \ {1}*
5 ���	��� E∗� ������ �����	�
	 ��	
	 ϕ = arg �	 ����
�����	 �

(−π

2
,
π

2

)
� ������

��	
� ψk = lnk ���
��	
� �	

lnk(w) = ln |w| + i(arg w + 2kπ) ,

��� � k ��� ���* F	���� ��
���� fk = ψk ◦ A �� �����	�
� ��	
� ��
���� F * �

�*  ����
	���
� ���	� -��������� 8*#

���	
	��� 9��	 � H(z) = (z − a)α(z − b)β �����
	�
	 ��
���	 � D = C \ [a, b]*
9��	 � γ �����	�
	 �����	 ������
	�
	 ��
�	 � D = C \ [a, b] � ϕa� ϕb ���������
�
��	
� 	�����
�	 z − a � z − b ��� γ* '	�	 � ϕ = α ϕa + β ϕb ��	
	 	�����
�	
H ��� γ� �����	�
� 	�� � γ �	�����
	 ψ = ∆γArgH = α 2π Kγ(a) + β 2π Kγ(b)�
��� � ��
����� Kγ = Indγ ���
���	 �
���� ���	 γ�* %���	 �
7* ψ = 2(α + β)π 	�� � a, b ∈ Int(γ)*
�* ψ = 0 	�� � a, b ∈ Ext(γ)*
F	���� 	�� � α + β ��� ���� �	�	 ������ ��	
	 �����
	�
� ��
���� H(z) =
(z − a)α(z − b)β 
	 D = C \ [a, b]* �

#* 9��	 �� ϕa� ϕb ���������
� ��	
� 	�����
�	 (z − a) � (z − b) 
	 D = C \ {a, b}
�	 ����
�����	 � (−π, π] � 
��	 � ��
���	 H ���
��	
	 �	� � ���	�� -���������
8*#*
F��	�	��
7* /�
���� ϕa � ϕb �� ������
� 
	 l = (−∞, a)�
�* 	�� � α + β ��� ��� ��
���	 eiϕ � 
�������
	 
	 l = (−∞, a)�
#* ��
���	 h = |H| eiϕ � ��������
	 
	 D*

%����� ' /��� �� p(z) = 1 − zn� n ≥ 2' #������	
�' ak = exp(i2kπ/n) �� ������� ��
��)�� p(z) = 0
�' ��� �� lk = [0, ak]� l = ∪n−1

k=0 lk 	 D = C \ l� &����	�� n
√

p 
������ 	�
�������
��������� ����� g �� D
�' ��� �� f = 1/g� 
������	 
� �� ak f+

k (ρak) = f+
0 (ρ) �� 0 < ρ < 1'

���	
	��� 9��	 � ϕk = 2kπ/n � 
��	 � C = Ck ����
� ��� ���
��	
 �	 C(t) =
r exp (i t)� ϕk ≤ t ≤ ϕk+1� r < 1* '	�	 � Γ = p ◦ C ����
��	 �	 ��������� � �	���
1 � 0 ∈ Ext(Γ)* %���	 � ∆CArg p−1/n = 0. �



�?= ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

 �� � γ = γk 
��	���
� �������	
	 ����
��	 �	 ��������� ak ��������
��	 ε�
�	�	 � Γ = p ◦ γ �����	 �	�����
	 
��	���
� ����
���	
	 ��
���	 ��� 0 	�� � ε
�����
� �	��* %���	 � ∆γArg p−1/n = ϕ1*

)	 ����� ������ 
��* H2�"4	I! )	�	�� +*�7"+*�8� <*�>"<*#7*

���������

(������ +$0 %�� �� α, β ∈ (−1,+∞)� α + β = k ��� ����� R ���	������ &����	��
���� ���� ������ �� [a, b]� a, b ∈ R 	

I =
∫ b

a

(x − a)α(b − x)βR(x)dx , �8*���

�
� (x − a)α(b − x)β ������ �� �������	��� &����	�� ,	� ������ ����	��- �� [a, b]'
��
� ��

sin(βπ) I = π
(∑

Res(f, z) + Res(f,∞)
)
, �8*�#�

�
� �� f = hR 	 h &����	��� 
�!�	���� � 
����� ������	�	�� 6'8'

� ��
a b

�

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇
˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

�� ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

����� 8*7?!

���	
	��� 9��	 � h �����	�
	 ��	
	
� ���	��� D� ��	 � ���
��	
	 �
-��������� 8*+ ������� �	��	��	
� �����
-��������� 8*#�* (
����	���� ��
����
f = hR ��� ��
���� 
	 ��* 8*7?*
9��	 � r �����
� ������ �	�� �	
����
��	 Kr �	���� ��� ��
���	������
�	���
	�
� ��
���� R* �	�� � h+(x) −
h−(x) = 2i sin(βπ) |h(x)| � |h(x)| =
(x − a)α(b − x)β �a < x < b��
�����
�� ������� ������� � ������"
���	� ����	 �� �8*�#� ���	�
��� ��"
�	��J�*

-���6� ���
� β = k−α� �8*��� �� ����

	���	�� � ������

I =
∫ b

a

(x − a

b − x

)α

R(x)dx , �8*�+�

��� � R �	���
	�
	 ��
���	 ��	 
��	 ������ 
	 (a, b] � ��	 
	���� ����� ��� � a*
�	�� � �8*�+� �����	�
� ����	 �8*���� ��� � β = −α� � ����	 sin(απ) = − sin(βπ)�
�� �8*�#�� �����

sin(απ) I = −π
(∑

Res(f, z) + Res(f,∞)
)
, �8*�8�

��� � f = g R � g ���
��	
	 � -�������� 8*+* �

��������� -�� ���	��
	�	
� �
����	�	 �	�	��� ��
	��
�� �8*���� � �����	���� ��
����� ��
���	 h ���
��� �	�� �	 �

h+(x) = (x − a)α(b − x)β , za a ≤ x ≤ b.



���� �������� ����� 	 	�������	 �?>

5 ��� ����	� �
h−(x) = eiα2πh+(x) a ≤ x ≤ b*

7* (��	��
	�� I = P (a, b) =
b∫

a

√
(x − a)(b − x)dx *

���	
	��� a. -����
�� ������� �8*�#�� �	 α = β = 1/2� �	�� � c−1 = −(b− a)2/8�

����	 �� I = π(b − a)2/8* -�������� �	 � P (−1, 1) =
1∫

−1

√
1 − x2 dx ������
	

���
��
�� ��������	*

b.  ����
	���
� ����
�! �	�� � y =
√

(x − a) (b − x)� a ≤ x ≤ b� ��
	��
	
��������
��� �	 ��������� � c = (a + b)/2� ��������
��	 r = (b − a)/2� �
����	�
P (a, b) ��
	� � ������
� ��������	 π r2/2* �

�* (��	��
	�� I = I(a, b) =
∫ b

a

dx√
(x − a)(b − x)

*

���	
	��� a. -����
�� ������� �8*�#� �	 α = β = −1/2� �	�� � c−1 = 1� ����	
�� I = π* -�������� �	 �	 a = −1� b = 1� �
����	� I �� ���� ����������	�� � �	�
����
	 ���
��
� ��������
���*

b.  ����
	���
� ����
�! 9	 ��
��� ������� �	 ����
� ������ ����
	 ��������
����
���
��	
� � b. �)	�	�	� 7�� ��
	�	 � l = r I* �	�� l = π r� ����� l = π r = r I �
����	 I = π* �

#* (��	��
	��

I =
∫ b

a

1
x − c

dx√
(x − a)(b − x)

(a < b < c).

���	
	��� -����
�� ������� �8*�#� �	 α = β = −1/2� �	�� � Res(f, c) = h(c) =
1√

(c − a)(c − b)
� ����	 �� I = −πh(c)* �

+*  �� � α, β ∈ (−1, 0)� α + β = −1 �

I =
∫ b

a

(x − a)α(b − x)βdx ,

�	�	 � I =
π

sin(|β|π)
*

.����	�
��

a. B(p, 1 − p) =
∫ b

a

(x − a)p−1(b − x)−pdx =
π

sin(pπ)
�0 < p < 1�*

b. 9��	 � n ≥ 2 ������	
 ���* -���6� ���
� t = xn �
����	� In =
∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn

���	���� ����6� %������ ���	 ��
����! In =
1
n

B(p, 1 − p)� ��� � p =
1
n
*



�7? ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����

8* (��	��
	�� I =
∫ 1

0

4
√

x(1 − x)3

(1 + x)3
dx*

���	
	��� 9��	 � R(z) = (1 + z)−3� f = hR � h ��	
	 ���
��	
	 �	� � -���������
8*+* �	�� � h4 = z(z − 1)3� ����	 �����
4h3h′ = (z − 1)3 + 3z(z − 1)2�
4(3h2(h′)2 + h3h′′) = 3(z − 1)2 + 3((z − 1)2 + 2z(z − 1))*
-����
�� -��������� 8*+ �α = 1/4� β = 3/4 � k = 1�� 
	�	���� �	 � h(−1) =

−23/4� h′′(−1) = 3 · 2
3/4

64
� S = Res (f,−1) =

1
2
h′′(−1)* �	�� � c−1 = 0 �����
��

������� �8*�#� �	 β =
3
4
� ����	 �� I sin

π

4
= πS � ����	 ����� I =

3π

64
4
√

2* �

;* (��	��
	�� I =
∫ 1

0

3
√

x5(1 − x)
1 + x2

dx*

���	
	��� 9��	 � α =
2
3
� Az =

z

z − 1
� G(z) = (Az)α� g ��	
	 G ���
��	
	 �

-�������� 8*+� R(z) =
z(1 − z)
1 + z2

� f = g R*

a. -���6� ���
� z = Jw ���	��� �� �	 � Res (f,∞) = −1
3
*

b. �	�� � Ai = exp(−iπ/4) � ����	 g(i) = |g(i)| exp(−iαπ/4) = exp(−iπ/6)� ��"

��	 �� Res(f, i) =
1
2
(1 − i) exp

(
− i

π

6

)
=

√
2

2
exp

(
− i

5π

12

)
*

�

�
�� ��

 0

(
"

�

�

�

�
�
��

1
1
11

�
��

1
11

1
11

�
��

a1

a2

a0

�

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇
˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇
˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇
˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇̇ ˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇

����� 8*77! 9:

%���	� � ������� 
	 �� �	 ��
Res(f,−i) = Res(f, i)� 
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���� �8*�8�� 
	�	�� �� I =
2π√
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(1
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21/2 sin
π
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	 ����� 8*77 ���	��
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I = I(n) =
∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn
*

���	
	��� 9��	 � ak = exp(i2kπ/n)
� ϕ0 = 2π/n* �	�� � f−

k (ρak) =
exp (iϕ0) f+

k (ρak)� ak f+
k (ρak) = f+

0 (ρ)
�	 0 < ρ < 1� ����	 �� ����

∫
lk

f+
k = I �

����	

Ik =
∫

lk

f+
k −

∫
lk

f−
k = (1 − exp(iϕ0))

∫
lk

f+
k = (1 − exp(iϕ0)) I, �8*�;�
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"7* �	�� � 1− exp(iϕ0) = −2i sin
(ϕ0

2

)
exp

(ϕ0
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)
� �� �8*�;��

�����
Ik = −2i sin

(ϕ0
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)
exp

(ϕ0
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)
I , �8*�<�

��� �� ��
������ ϕ0 = 2π/n .
9	 ��
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n−1∑
k=0

Ik = 2πiRes(f,∞) . �8*�=�

-�������� �	 � �	 x > 1� f(x) = exp (i θ0) x−1
(
1− 1

xn

)−1/n

� ��� � θ0 =
π

n
� �	 �

����	 Res (f,∞) = − exp (i θ0)*
%���	� �	�� �

ϕ0

2
= θ0� � ������� 
	 �8*�<� � �8*�=�� ����	 �� n I sin θ0 = π* �
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1. 9��	 �� ����
�	�
� ��
���� A � B ���
��	
� �	

A(ζ) = i
1 − ζ

1 + ζ
� B(ω) =

i − ω

i + ω
.

F��	�	��!

(a) A �������	�	 U 
	 H

(b) B = A−1*

-�
����� �	 � ��
���	 0�������� ���
��	
	 �	 w = Z(z) =
1
2
(z + z−1)*

2. (
����
	 ��
���	 � z = Z−1(w) = w +
√

w2 − 1*

3. 9��	 � Rz = iz � R1ζ = −iζ* F��	�	��!

(a) sin = Z ◦ R1 ◦ e ◦ R

(b) Arcsin = R−1 ◦ Ln ◦ R−1
1 ◦ Z−1,

Arcsinz = −iLn(iz +
√

1 − z2).

4. F��	�	��!

(a) cos = Z ◦ e ◦ R

(b) Arccos z = iLn(z +
√

z2 − 1)*
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� cos w = z� ���
eiw + e−iw

2
= z� ��� ��
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e2iw − 2i z eiw + 1 = 0
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� ��
	��
� � ��
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	 eiw� ����	 ��

eiw = z +
√

z2 − 1.
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5. F��	�	��!

(a) tg = A ◦ e ◦ R2� ��� � R2z = 2iz

(b) Arctg z =
1
2i

Ln
i − z

i + z
*

6. 9��	 � J �
�����	� �* Jζ = ζ−1* F��	�	��!

(a) ctg = J ◦ tg� Arcctg = (Arctg) ◦ J

(b) B1 = B ◦ J = −J ◦ B

(c) Arcctgz =
1
2i

Ln
z + i

z − i
*
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∫
γ

f ′(z) dz = 0
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9. F��	�	�� �	 ������ �����	�
	 ��	
	 Arcctg 
	 ���	��� D1 = C \ l1� ��� �
l1 = [−i, i]*
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10. 5�	���� �	 �����!
(a) 9��	 � l2 = (−∞,−1] ∪ [1,+∞) � D3 =

C\ l2* F��	�	�� �	 Z(H) = D3 � �	 ����	
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(b) 9��	 � ln ��	
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Arcsin 
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0 (D3) = H � R(H) = Π−* �

(c) 9��	 � Π2 = {w : |Re w| < π/2}*
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇

11. 9��	 � D = C \ l� ��� � l = [−i, i]* F��	�	�� �	 ������ �����	�
	 ��	
	 f
�����
	�
� ��
���� F � ���
��	
� �	 F (z) =

√
1 + z2� 
	 D*

12. 1����� ��
	��
� sin z + cos z = 2*

������� 1. 
	��
! �������6� ������� sin z =
eiz − e−iz

2i
� cos z =

eiz + e−iz

2
�

���
� w = eiz ��	
���������� ���	�
� ��
	��
� � ��	��	�
� ��
	��
� ��
w* -���� ���	 ��������� z = −iLn(w)*
2. 
	��
! (sin z+cos z)2 = (sin z)2+2 sin z cos z+(cos z)2 = 4� �	��� 
	 ��
���
���
�����	 (sin z)2 + (cos z)2 = 1 � 	�����
� ������� 2 sin z cos z = sin(2z)
����� sin(2z) = 3* )	��� �� ������� ������	 Arcsinw = −iLn(iw +

√
1 − w2)*

F	�� � 2z = Arcsin3� Arcsinw = −iLnΥ(w), ��� � Υ(w) = iw +
√

1 − w2�
Υ(3) = i3 +

√−8 = 3i ± √
8i = (3 ± √

8)i = wo� Lnw0 = ln |(3 ± √
8)i| +

i(π/2 + 2kπ) = 1/2 ln 17 + i(π/2 + 2kπ)* ( 
	 ��	� z = zk = 1/2Arcsin3 =
π/4 + kπ − i/4 ln 17, k ∈ Z*



�7+ ����� �� ����	�	"�� ����!���� 	 �������� �����



����� 	

��	��
 ������
���� ����
��

 �� 5�����	���	 ��	��	�	

*���� ���� �� �����
���

5����������� ��&����

9��	 � ��
���	 f ��������
	 � ����� �����
� B′ = {0 < |z − a| < r} �	��� a ∈ C

� 
��	 
��	 � B′*

��"������ .$# H����	�����	 ���	
�� &����	�� f � ��)�	 a ∈ C �� ���	
�� �����	���
����� 	���
�

f ′(z)
f(z)

= (Lnf(z))′ �;*7�

&����	�� f � ��)�	 a'

)	 ���	���	���� ������� ��
���� f � �	��� a �������6��� ��
	�� Log Resaf * F	����

Log Res(f, a) = Log Resaf = Resa
f ′

f
.

%��� � ������	
�� ��
���	�
�� �	��	�	 ���
��
	�
�� �	�	����	�� ��
���	 f ����
��	�� ���	���	���� ������� �	������ �� 
��� � � ����� 
��	�	*
-�
������ 
��	 � ��
���	 f ��������
	 � 
��� ����� �����
� B′ = {0 < |z−a| <
r} �	��� a ∈ C � 
��	 
��	 � B′* F��	�
� ��������	���� �	 �
7* ��
���	 f � ��������
	 � �	��� a � f(a) = 0 ���
�* f ��	 ��� � �	��� a*

7* 9��	 �� �	��� a ∈ C 
��	 ���	 n ��
���� f * '	�	 � 
��� �����
� V = Va

��	�� f(z) = (z − a)nϕ(z)� ��� � ϕ ��������
	 � 
��	 
��	 � Va* �	�� �

f ′(z) = n(z − a)n−1ϕ(z) + (z − a)nϕ′(z),

�78



�7; ����� �� �����	 �������	���� ����	��

����	 ���� ����	��
f ′

f
=

n

z − a
+

ϕ′

ϕ
. �;*��

(� ���� ���	�	 �	�������� �	 � 
��� ���	 n ���	���	���� ����� ��
���� ��	 ���
����� ���	 �	 ��������� n� �* ���	���	���� ������� � 
��� ��
	� � ���� �� 
���*

�*  �� � a ��� ��
���� f ���	 m ≥ 1� �	�	 � 
��� �����
� V �	��� a ��	��
f(z) = (z − a)−mψ(z)� ��� � ψ ��������
	 � 
��	 
��	 � V * �	� � ����	� 
����
����	��

f ′

f
=

−m

z − a
+

ψ′

ψ
,

� ����	
Log Resaf = −m.

&��	���	���� ������� � ���� ��
	� � ���� ���	 �	 �
	��� ��
��*
-����
� � �	 �� �	��	���� �	 ���	�� ����
���	 f ��	 ��� ���	 n ≥ 1 � �	��� aM �

����
���	 f ��	 
��� �� ������
�� ������� ���	 −n � �	��� aM ��	� ���� �
	��
�*

5��� .$# �5�� 4��! %�� &����	�� f 	�� ���� ��
� n ∈ Z � ��)�	 a ∈ C� ��
� ��

Log Resaf = Resa
f ′

f
= n. �;*#�

.	��	���� �� �	 �� �� �	�	 ��	�	 
��	 � ��� �	��
	� �
����� ���	 ������ � 
����
���*

��"������ .$ 5����	�� ���� � ������	 Ω ���� 
���	 �	������	���� ��	� ������
���	�� �� �������&�� &����	�� �� Ω'

(������ .$# �(
∑

5�� 4��! �&��	���	���� ������� � ��
��� 
	 ��
����� ���

��	 � �����	� /��� �� G ��������� ������� f �������&�� &����	�� �� G 	 ���� ∂G
�� ��
� 	 �	 ���� �	 ������ &����	�� f ' %�� �� N 	 P � �������	���� ������ ���� ����
	 ������ &����	�� f � G� ��
� ��

I = If =
1

2πi

∫
γ

f ′

f
dz = N − P, �;*+�

�
� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G'

������ �	�� f ��	 � G �	�� ��
	�
� �
��� 
��	� a1, . . . , an � ��
	�
� �
���
�����	� b1, . . . , bm� 	 ∂G 
� �	���� 
� 
��� 
� ������� ��
���	 g = f ′/f � ����"
����
	 � ���	��� G\{a1, . . . , an, b1, . . . , bm}* %���	� 
	 ��
��� %�
��
� '������
� 1��������	�

1
2πi

∫
γ

f ′

f
dz =

n∑
j=1

Resaj
g +

m∑
j=1

Resbj
g. �;*8�

9	 ��
��� &��� ;*7 �

Resaj
g = nj , Resbj

g = −pj , �;*;�



���� �������	���	 ��	��	�	 �7<

��� �� nj � pj � ���������
�� ��� 
��� aj � ���	 bj * )	��
��6� �;*;� � �;*8� �
�������6� ������� � �	��
	
� 
��	 � �����	 ��� ���� � N =

∑
nj � P =

∑
pj�

����	�� �;*+�*
 �� ��������� ��	� 
��� �� ������ �������� ��	 ���	� ����	 ����	��
��

�����* '	�	 ��
���	 f ��	 ��
	�
� �
��� 
��	 �� ������
�� �������� c1, . . . , cs*
9	 ��
��� &��� ;*7 �&�� 1���� Rescj

g = kj � ��� � kj ��� 
��� cj * %���	 �����
��
��
��
� '������ � �������� ����	��

1
2πi

∫
γ

f ′

f
dz =

s∑
j=1

Rescj
g = k,

��� � k =
s∑

j=1

kj ����	
 ��� 
��	 �� ������ �������* �

(������ 4�1��

-����
� � ������ ��
	��!

Ih = Iγ(h) =
1

2πi

∫
γ

h′

h
dz,

�	�	 �
����	� ������*  �� � h ��������
	 ��
���	 
	 ���	��� G� �	 Nh = N(h,G)
� Ph = P (h,G) ��
	�	�	�� ��� 
��	 � �����	 ��
���� h 
	 G*

(������ .$ �4�1�! ����������	�� 
� �� G ��������� ������ 	 ����)	�� �� γ
���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G' /��� �� 	�������	 ���
�+	 �����	"
(a) f 	 g �� ������&�� �� Ḡ�
(b) |g(z)| < |f(z)|� z ∈ ∂G'
%�� �� h = f + g� ��
� h 	 f 	���� ��
��� ���� ���� � G� ��' Nh = Nf '

������ (� ��� ����� �	 ��
���� f � h 
��	� 
��	 
	 ∂G �|h(z)| ≥ |f(z)| − |g(z)|�
z ∈ ∂G�* �	�� � h = f

(
1 +

g

f

)
� �����
� � ������ ��
	��! ψ =

g

f
� ϕ = 1 + ψ �

������	���� h � ������ h = fϕ* (� (fϕ)′ = f ′ϕ + fϕ′ ����	�� Ih = Ifϕ = If + Iϕ,
��� �� �
����	�� �	��
	� � ��
��� 
	 γ� � ����	� � ������� 
	 '������ ;*7 �&��
1��� � ��
��� 
	 ��
���� � ��� 
��	� ����� Nh = Nf + Iϕ* .	�	 ���	� �������
����� 
	 ��
��� �����6� ���� ������� �	��E� -�������� ;*� &��� ;*#�!

5��� .$ 
Iϕ = Iγ(ϕ) = 0.

������ (� ��������	��� (b) ����� ����

|ϕ(z) − 1| = |ψ(z)| < 1, z ∈ ∂G



�7= ����� �� �����	 �������	���� ����	��

� ����	 ϕ �������	�	 ∂G � B = B(1; 1) ⊆ Π+* �	�� 
	 Π+ ������ ��	
	 ln

�����
	�
� ��
���� Ln� ��
���	 ln ϕ � ��������
	 �	 ��
����
ϕ′

ϕ
� � 
��� �����
�

��
���� γ* %���	� 
	 ��
��� �('P� �����

Iϕ =
1

2π i

∫
γ

(ln ϕ)′ dz = 0.

�

-�������� �	 �� &��	 ;*#� -��������	 ;*7� -�������	 ;*� � '�����	 ;*# ����
���	����� � �	��� ������� ���� �	��	��	�� �	� ������
	 ��� &���*

9	 ��
��� '������ ;*7 �� &��� ;*� ����� �	 � nϕ = pϕ* 5 �����6�� ��������
��� �� ��
��� 
	 ���
��
� ���� ∆� ��
���	 ϕ ��	 �����6	 ������	!
1. ϕ(T ) ⊆ Π+,
2. ϕ ��	 ������ 
��� � ������ ���	 � ∆*

%����� '' �
��
	�	 ���� ���� &����	��

h(z) = z9 − 6z4 + 3z − 1

� ∆'

������� 9��	 � f(z) = −6z4 � g(z) = z9 + 3z − 1* '	�	 � h = f + g� |f(z)| = 6�

|g(z)| ≤ 5� z ∈ T * 9	 ��
��� '������ 1���	 h ��	 4 
��� � ∆* F	���� ϕ(z) =
h(z)
f(z)

� ��������
	 � ∆� Nϕ = 4� Pϕ = 4 � Iϕ = Nϕ − Pϕ = 0* �

��������! '�����	 1���	 �� �����
�� � 
	 ���������� �����	
� ���	���� �	
������	��� ������ -�������� ;*#*# �1����� ��	� � &��	 4��	���	� )	�	�	� #�*

*���� .$#$# 4 
����� ������� D'2 ,;���- ������������ �� 
� ϕ(∂G) ⊂ Π+'
�' %�� �� ϕ ������&�� &����	�� �� G 
������	 
� �� ϕ(G) ⊂ Π+'
�' #� �	 �� ϕ(G) ⊂ Π+ � ������ ���)���7

������� 9� � ������ ����	�� ������
�� b. �	�� 	�� � �	�� 	�� � ϕ ��������
	
��
���	 
	 G* �

*���� .$#$ �������� @��� �������! %�� �� n ���	�	��� ��� ���� 	 P (z) = zn+
an−1z

n−1+ · · ·+a1z+a0� �
� �� a0, . . . , an−1 ���������	 ������	� ��
� P 	�� ��)��
n ���� � ����������� ����	'

��	
�
��� 9��	 � p1(z) = an−1z
n−1 + · · ·+a1z+a0* '	�	 � P (z) = zn +p1(z) �

������ R �	�� �	 � |z|n > |P1(z)| 
	 ����
��� TR* /�
���	 f(z) = zn ��	 � �	���
0 
��� n"��� ���	 � ����	 
	 ��
��� 1������� ��	�	 ����
�� P ��	 �	�
� n 
��	
� ����� UR.



���� �������	���	 ��	��	�	 �7>

%������ ���������

5��� .$' ���� 5��′loc! �(
����	� ���	���	����� �����	� /��� �� 	�������	 ���
�+	
�����	"
(a) f �� ������&�� � ������	 Ω 	 ���� ���� �� ������	 γ ���� ��	��
� ������	 Ω.
(b) ���� ������� Γ = f ◦γ ��	��
� ������	 O ������ ��� ����� 	� ����
	������ ��)����'
��
� ��

J =
∫

γ

f ′

f
dz = ln f(b) − ln f(a), �;*<�

�
� �� a = γ(0)� b = γ(1) 	 ln ����� �����	��� �� O'

%�������� .$# %�� �� 	�������	 �����	 H��� D'3 	 ��� �� ������� γ ���������� ��
�
��"

J = 0.

����� ���� )�(� -�
����� �	 
	 O ������ ��	
� arg � ln �	��� �	 arg = Im ln*

�	�� � (ln f)′ =
f ′

f

	 γ∗� ����	��!

J =
∫

γ

f ′

f
dz =

∫
γ

(ln f)′dz,

� ����	� � ������� 
	 ��������
� ������ 9��
"&	�
����� ������� ���
��
� '��"
���� �
����	�
�� �	��
	��

J = ln f
∣∣b
a

= ln f(b) − ln f(a).

-�
����� �	 �	 ∆γArgf ��
	�	�	�� ����	��	 ��
���� f ��� ��
���� γ� �* ����"

��� ���	�	 arg f(b) − arg f(a)* .	�	 �;*<� ������ 
	���	�� � ������!

J = ln |f(b)| − ln |f(a)| + i∆γArgf. �;*=�

�

-��	���� �	 ������	 �;*=� �	�� � �	�	 ����� (b) &��� ;*# 
�� ����
�
*

%����&����� .$# ��������� ������������� �&���� � ������� ���������!
%�� �� 	 ����� (a) H��� D'3� ��
� ��

J =
∫

γ

f ′

f
dz = ln |f(b)| − ln |f(a)| + i∆γArgf �;*>�

������ -������� ��
���� γ �	��	�	 z0 = a, z1, . . . , zn = b 
	 ��
	�	
 ��� ��
���	
γ1, . . . , γn �	�� �	 ��	�	 ��
���	 Γk = f ◦ γk ����	�	 
��� ���	��� Ok "�	�	
 ���
��	�	 �� ������
	�
�� ������	 �k = 1, . . . , n�* -����
�� &��� ;*# 
	 ��	�� ��
����
γk �k = 1, . . . , n� ����	��!

Jk =
∫

γk

f ′

f
dz = ln f(zk) − ln f(zk−1),



��? ����� �� �����	 �������	���� ����	��

�*
Jk = ln |f(zk)| − ln |f(zk−1)| + i∆γk

Argf.

.	���	�6� ��� ��
	��
� ���
����� �	 � ∆γArgf =
n∑

k=1

∆γk
Argf� ����	�� �;*>�*

�

��"������ .$' %�� �� f = E 	
���	)�� �����	�������� ������ ∆γArgf �	����
∆Argγ'

D�������E 5 ��	���
� �����	���� 
	�	���� �	��	��� �����6�� �������	* 9��	
� f ��������
	 
	 �	�����
� ��
���� γ � �	������	 �� 
��� 
	 γ∗ �0 �∈ f(γ∗)�* '	�	
�!

J =
∫

γ

f ′

f
dz = Ln f

∣∣b
a

= Ln |f |∣∣b
a

+ iArgf
∣∣b
a

.

�	�� � γ �	�����
 ���� �� � a = γ(0) = γ(1) = b � ����	 J = i∆γArgf * .����6�
������ ������� �	��E� -����� #8� ���	��� �	 ��	 ������	� ��	 �����
� 
����"
���
����*

%����� ') /��� �� K1 ���	�	��� ��	����	���� ��� �	��� γ = K1 	 f(z) = z'
#������	 ��� 
� �� ������	 ����� Ln z �� C∗' /� 	��	 ��)	� 
������� �� 
� ��
������	 ����� Ln � ����	�	 V ��� �	�� K1'

(�	�� �������
� �	��	��	
� ��	 �����	 	�� �������� K1 
	 ���
� ��������
���
γ0 � ��
� ��������
��� γ1 ����	 �����
�
	 � -��������� ;*7�* %��	��	�� ���	��
���	���*  �� � � �������
�� -������ f(z) = z2 �
�	 �� ����
��	K1 ���� ��������

	 ������ ����
	 ���	 ��� ��	���� ���������
� ����	�	� (� ((� ((( � (: ��	��	
��*

%�������� .$ �5�� 4�� � ������ �� &�������� ������� � ∆ ���! /��� ��
&����	�� f ������&�� �� ����� ����	�	 V ��������� ������� γ 	 ����	)	�� �
 ����
�� γ∗' ��
� ��

J =
∫

γ

f ′

f
dz = i∆γArgf.

4	�	 �����6� ������	� 
�������
� ����� �� -�������� ;*�� ����������� �	 �	�
������� ��	�6� � ���� �����
�*

(������ .$' �5�� 4�� � ������ �� ���� � ������� ���������! /��� �� 	��
������	 ���
�+	 �����	"
(a) G �� ��������� ������ 	 f �������&�� �� G,
(b) ∂G �� ��
� 	 �	 ���� �	 ������ &����	�� f '
%�� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G� ��
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����� ;*�! ������������ ����� 
�	�=� z2

���	
	��� :����� ����� ;*�* �

5 
	���� �	 �	�� 	�
�� ����������� �
�������	��� '������ ;*+� ��������	����
�	 �� γ �	���� �� ��
� ��
���� � 
��	 � Γ = f ◦γ* (� ���
���� �����
� 	�����
�	
� �	��	��	
	 ��	 �� ��	���� 
	 
������� ����	 �
��* ��� ���	�	 1������ ���"
���� ��� ������ ����* -��������� ;*#� -��
���	 �������
��
��� ���	��� �.����	
;*#�� ���*� �
������
� �	�������� �	 ∆γArgf/2π ����������� ������	��	 �����
����	�	�	M ��� �	��� w = 0 ������	 w = f(z) �	�	 z ������	��M γ∗ �������
��� ���"
���	 w = Γ(t) = f(γ(t)) ��� ������	
�M t ∈ I ���� 0 �� 1M�* '	 ��� 
	���	��
�
������ ���	 Γ � ��
��� 
	 �	��� w = 0 � ��
	�	�	�� �������� IndΓ0* �	�� �

∆γArg f = ∆ArgΓ, �;*77�

����	�
� ������ ���
��	�� IndΓ0 =
1
2π

∆ArgΓ* �	�� �� 
	 ��
��� '������ ;*#�
&�� 1�� ���
������ �������	�	
	 E � ��
��� 
	 ��
���� Γ

1
2πi

∫
Γ

dw

w
=

1
2π

∆ΓArg E =
1
2π

∆ArgΓ,

����	 ��!

IndΓ0 =
1

2π i

∫
Γ

dw

w
. �;*7��



���� �������	���	 ��	��	�	 ��#

5 �����
����	 ��� �����	�	� ����������� ������� ������	 �;*7�� ����	 �� �	
���
���� IndΓ0* .	�	 - �� ������ �	���	�� �	�

N − P =
1
2π

∆γArg f = IndΓ0.

5����� 
��	 ��
���� f ������ �	��	��	�� 
�
� a−�	���� �* ����
	 ��
	��
�
f(z) = a* )	�� � �����
� � 
	��� �	��	��	
��	 �	��
��� ��
���� f ��
�����
fa ����
��	
�� �	 fa(z) = f(z) − a�*  �� ∂G 
� �	���� a"�	��� ��� ����	 ����"
����	��	�	 ������� ;*#� ������� ��
���� f � 
	 ��
��� - ���

Na − P =
1
2π

∆γArg(f(z) − a) =
1
2π

∆γArg fa, �;*7#�

��� � na ����	
 ��� a"�	�	�	 ��
���� f � ���	��� G* .��
	 �����
���� w = f(z)
� ������� �;*7#� �	� �����	��� �	 �� ���
��� �
���� Γ � ��
��� 
	 a�

IndΓa =
1
2π

∆ΓArg(w − a) =
1
2π

∆ArgΓa,

��� Γa ��
	�	�	 ��
���� ���
��	
� �	 Γa(t) = Γ(t) − a* )	 ���	�� � ���� �	
���
����� �
����	 ������ ������ -����
	 	�����
�	 ��� ���	 � $�	�� <* %���	
�;*7#� ������ �	���	�� � ������!

Na − P = IndΓa. �;*7+�

F	���� ���	�	�� ���!

(������ .$+ �%������ �������- %���! /��� �� 	�������	 �����	"
(a) G �� ��������� ������ 	 f �������&�� �� G;
(b) ∂G �� ��
� 	 �	 a���)�� �	 ������ &����	�� f '
%�� �� na 	 p� �������	���� ������ ���� a���)��� 	 ������ &����	�� f � G� ��
� ��

Na − P = IndΓa,

�
� �� Γ = f ◦ γ 	 γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G'

.�����	�� �� ��	
 ���	� 1������ ������� ����6� - ��*

����& 4�1���� ������� ����<� ������� ���������

�������6��� ��
	�� �� ���	�	 '������ 1���	* -�
������ ψ =
g

f
� ϕ = 1 + ψ* 5

��	���
� �����	���� 
	�	���� �	��	��� �����6�� �	��	��	
	* -�� ������ �����	�	"
�6�� ����
���� 	�����
�	 ��	��

1◦ ∆γArg h = ∆γArg (fϕ) = ∆γArg f + ∆γArg ϕ.

'	��	 ψ(z) =
g(z)
f(z)

��
� ���	��M �� ���
��
�� ����	 �	�	 z ������	��M ��� γ∗* %���	

������ ϕ(z) = 1+ψ(z) ��
� ���� ���6�M ��� �	��� 0 �	�	 z ������	��M ��� γ∗ �� ����	�
�	��



��+ ����� �� �����	 �������	���� ����	��

2◦ ∆γArg ϕ = 0.

(� 1◦ � 2◦ ����	��

3◦ ∆γArg h = ∆γArg f

� ����	� 
	 ��
��� - ���
Nh = Nf .

-������
� �	��	��	
� � �����	�
� ������
� � �����	�� �����
�� 
	 ��
��
��
�����* )	 ���	��	 ��� ��	 ������� �	 �	�	�
� ��	� � ������	 �����
� 	���"
��
�	 ���	��� �����6� �	��	��	
�*

���	
	�� ��	 1◦�E -������� ��
���� γ 
	 ��
	�	
 ��� ��
���	 γ1, . . . , γn� �	��
�	 ��
���� f ◦ γk ����	�	� �����	�
��	 Πk� ��� ���� 0 �∈ Πk� k = 1, . . . , n* )	
���	� ������	 1◦ ������� �	��E�� -��������� ;*+*

9	 ��
��� &��� ;*� � -��������� ;*7 �	�� ∆γArg ϕ = 0� �* 2◦* .�	��	�� �	
� �����
� �	�� ������	
 ���	� 2◦ ������� -��������� ;*��*

��"������ .$) �� ��� 
� �� ������ Ω �	�� � O ��� Ω ⊆ Oα �� ���� α ∈ R'

%����&����� .$ %�� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ��������� ��� �	��� f ������	
��
�� γ∗ 	 Γ = f ◦ γ ��	��
� ������	 Ω �	�� � O� ��
� ��

∆γArg f = ∆Arg Γ = 0.

������ 9	 ���	��� Ω ������ ��	
	 	�����
�	 arg* %���	� � ������� �	 � Γ
�	�����
	 ��
���	� �* Γ(0) = Γ(1)� �����!

∆γArg f = ∆Arg Γ = arg Γ(1) − arg Γ(0) = 0.

�

%����&����� .$' �%������ �����&�������� ����! /��� �� γ : I → C∗ ���' #����
���	 
� ������	 ������	
�� &����	�� ϕ : I → R ���� 
�

γ(t)
|γ(t)| = eiϕ(t), t ∈ I

	 
� ��
∆Argγ = ϕ(1) − ϕ(0).

5����	�� ϕ �� ���	�� ������	
�� ����� ��������� 
� ���� γ'

-�������� ϕ � 
�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 γ 	�� � ϕ : I → R


�������
	 ��
���	 � γ(t) = |γ(t)|eiϕ(t), t ∈ I* %���	 � �����	�
� ϕ(t) ∈
Arg γ(t), t ∈ I*

%����&����� .$) %�� �� γ ���� f, g : γ∗ → C∗ ������	
�� &����	�� 	 Γ1 = f ◦ γ�
Γ2 = g ◦ γ 
������	"

∆γArg (fg) = ∆γArg f + ∆γArg g.



���� �������	���	 ��	��	�	 ��8

������ 9��	 �� ϕ1 � ϕ2� ���������
�� 
�������
� ��	
� 	�����
�	 ��� Γ1 � Γ2*
/�
���	

ϕ = ϕ1 + ϕ2

� 
�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 Γ = h ◦ γ� ��� � h = fg* �

*���� ���� �� �)������ �������

5������ ����1���� ����������
 �������

-���� ���	����� ���� ��	 � ��
���	�
	 ��������	 '������ 2���
���� �'�����	
�*7>�*

5��� .$) ����! ����������	�� 
� �� f ������������ ������&�� &����	�� � �����
������	 Ω� z0 ∈ Ω 	 
� �� w0 = f(z0)' ��
� ������	 ���� B = {|z − z0| ≤ r}� r > 0�
���� 
� � ����� ��� ������ ���� 
���	 w0���)���� �	�	 ���� &����	�� f ′'

������ -��	���� ���� �	 ������ ���� B1 = {|z − z0| ≤ r1} �	�� �	 � 
���
��� ��
��	 
��	 ������ 
��	 ��
���� f ′*  �� �������	���� ������
�� �
�	 ������

�� �	�������� �	�	�	 zn ∈ Ω �	�� �	 zn → z0 � f ′(zn) = 0* 9	 ��
��� '������
2���
���� �'�����	 �*7>� f ′ ≡ 0 
	 Ω � ����	 f ≡ const 
	 Ω� ��� � ��
��	�����	
�	 ��������	���� �	 � f 
���
��	
�
	 ��
���	 � Ω* .���
�� ��
��
�� �����
��
'������ 2���
����� ���	����� �	 ������ ���� B = {|z − z0| ≤ r}� 0 < r ≤ r1�
�	�� �	 � 
��� ��� ��
��	 
��	 ������ w0"�	�	�	* %���	� � �������
�� �����
B = {0 < |z − z0| ≤ r} 
��	 w0"�	�	�	� � 
��	 
��	 ��
���� f ′* �

5��� .$+ ��	���� ���! ����������	�� 
� �� f ������������ ������&�� &����	��
� ����� ������	 Ω� z0 ∈ Ω 	 
� �� w0 = f(z0)' %�� �� m ��
 ���� &����	�� f − w0

� z0� ��
� ������	 µ > 0 	 
	�� B = B(z0, r) ⊆ Ω ���� 
� �� ���	������� w1�
0 < |w1 − w0| < µ� ��
��)	�� f − w1 	�� ��)�� m ����	)	�	 ������� � B'

������ 9	 ��
��� '������ 2���
���� �'�����	 �*7>� �������
�� &��� ;*+� ��	���"
��� ���� B = {|z − z0| ≤ r} �	�� �	 � 
��� ��� ��
��	 
��	 ������ w0"�	�	�	�

��� 
��	 ��
���� f ′* %�
	���� �	 K = {|z − z0| = r} ��	
��� ���� ����	 � 
��	 �

µ = min
z∈K

|f(z) − w0|. �;*78�

2	�
� � �	 � µ > 0* 4���� 
�������
� ��
���� f − w0 ������� 
	 K ��
��	�
�
����
��� � �	�	 �� ���� µ = 0 �
�	 �� 
	 K �����	�� w0"�	��� ��
���� f ������
�
��
�������� ����	 B* 9��	 � |w1 − w0| < µ* (�	��

f(z) − w1 = f(z) − w0 + (w0 − w1),

��� ���� 
	 K� � ������� 
	 �;*78�� |f(z)−w0| ≥ µ* �	�� � |w1 −w0| < µ � ����	
|f(z)−w0| > |w1 −w0|� 
	 ��
��� ������� 1���	 �	�������� �	 ��
���	 f −w1

��	 �
��	� K ���� ��� 
��	 �	� � ��
���	 f − w0� �* m* �	�� � �� f ′(z) �= 0 ���



��; ����� �� �����	 �������	���� ����	��

0 < |z − z0| < r� �� ��
���	 f −w1 �	 ��������
� ����
��� w1� 0 < |w1 −w0| < µ�
��	 �	�� ������ 
��� � B′ = {z : 0 < |z − z0| < r} ������� :���� ;*7*#�* %���	
��
���	 f ����	 ����
��� w1 � �	�
� m �	�������� �	�	�	 ����	 B* -�������� �	
��	��� �����	�
� ����� ���	��	

B∗ = B(w0;µ) ⊆ f(Ω).

�

*���� .$#$' /��� �� f ������&�� � ����� ����� B = B(z0, r) 	 f(z0) = w0'
%�� �� z0 ���� ��
� s ≥ 2 &����	�� f − w0� ��
� �� f ′(z0) = 0'

���	
	��� f(z) = (z−z0)sϕ(z)� ��� � ϕ ��������
	 � B� f ′(z) = s (z−z0)s−1ϕ(z)+
(z − z0)sϕ′(z)* �

9	������ 
������� �	�
�� ��������	 &��� ;*8 ��"���� ����*

%������ �������� �������

(������ .$. I��	��	� �)������ ������	� ����J %�� �� f ������������ ������&��
&����	�� � ������	 Ω� ��
� �� Ω∗ = f(Ω) ������'

���	
	���
1. %��	��	 �� ���	��� �	 ������� �	 � Ω∗ �����	
 ����*
2. 9��	 � w0 ∈ Ω∗ � 
��	 � z0 ∈ f−1{w0}� � B = B(z0, r) ⊂ Ω*  �� � f (m)(z0) = 0
�	 m ≥ 1� �����
�� '������� ������� 
	 ���� B� ����� �	 � f ≡ f(z0) 
	 B �
����	� 
	 ��
��� '������ 2���
���� �'�����	 �*7>�� �	 � �	 � f ≡ f(z0) 
	 Ω�
��� � ��
��	�����	 �	 ��������	���� �	 � f 
���
��	
�
	 ��
���	 � Ω* F	���
������ ������
� ��� m �	�� �	 � f (m)(z0) �= 0 � ����	 ������ 
	�	
� ������
�
��� m �	�� �	 �

f (m)(z0) �= 0.

%���	 � �� &��� ;*8 ��"���� ���� ����� �	 ������ µ > 0 �	�� �	 �

B(w0, µ) ⊆ Ω∗.

�

%����� '. ��	��� f(z) = x2 + iy �������� 
� ���� �� �� 	 �� �������)�� 
	&���
���	���	��� �����	�������'

���	
	��� 9��	 � Br = {z : |z| < r}� r > 0* -�������� �	 � f(Br) = Br
∗�

��� � Br
∗ = {w : 0 ≤ u < r2 − v2} � �	 ���� Br

∗ 
�� ������
* 9��	 �
w = u + iv = x2 + iy* %���	 � u = x2 � v = y* �	�� z ∈ Br 	��� x2 + y2 < r2�
����� u + v2 < r2 � u ≥ 0� �* f(Br) ⊂ Br

∗* . ����� ���	
� 	�� � w ∈ Br
∗ � 	�� �

x =
√

u� y = v� �	�	 � f(z) = w* �



���� �������	���	 ��	��	�	 ��<

(������ .$/ �5������ 9�����������- 5�� #	#CC! /��� �� ϕ ∈ H(Ω)� z0 ∈ Ω
	 ϕ′(z0) �= 0' ��
� Ω ��
� 	 ����	�� V ��)�� z0 ���� 
�"
,�- ϕ �� 1�1 �� V �
,�- W = ϕ(V ) �� ������� ����
,�- %�� �� ψ : W → V 
�!�	���� �� ψ(ϕ(z)) = z� ��
� �� ψ ∈ H(W )'

'	��� (a) � (b) ��� ������� ����� 
	 ��
��� '������ � ��������
� ��
���� �������
:���� ;*7*8�* F��	� ��� 
	������ �	���	 �� 
	 &��� ;*8*
������ 9��	 � w0 = ϕ(z0)* . ������� �	 � ϕ′ 
�������
	 ��
���	 � ϕ′(z0) �= 0�
������ ���� B1 = B(z0, r1) ⊂ Ω� �	�� �	 ϕ′ 
��	 
��	 � B1*
(� �����	 ������� �	�������� �	 � z0 
��	 ����� ���	 ��
���� ϕ − w0* %���	�
�����
�� &��� ;*8 ��"���� ���� 
	 B1� �	�������� �	 ������ ������� B ⊂ B1 �
B∗� ���������
�� �	 ��
����	 � z0 � w0 �	�� �	 �	 ��	�� w1 ∈ B∗ ��
	��
	 ϕ = w1

��	 �	�
� ��
� ����
� � B � �	 ϕ′ 
��	 
��	 
	 B*
�	�� � ϕ 
�������
	 ��
���	 � z0� ������ V = B(z0; ρ) ⊆ B� �	�� �	 �

ϕ(V ) ⊆ B∗� %���	 ϕ � 7"7 
	 V � 
	 ��
��� -%%�� W � ������
 ����*
F	 ����� ���	�	�� (c) �����	�� w1 ∈ W * '	�	 � ϕ(z1) = w1 �	 ���
����
�

z1 ∈ V *  �� � w ∈ W � ψ(w) = z ∈ V � �	�	 �

ψ(w) − ψ(w1)
w − w1

=
z − z1

ϕ(z) − ϕ(z1)
.

�	�� � ψ 
�������
� ����	�	��J� z → z1 �	�	 w → w1* %���	� �	�� � ϕ′ �= 0 
	
B� ����	��

ψ′(w1) =
1

ϕ′(z1)
.

�

.����6	 ������	 � �����
��� �	���	
	 � &��� ;*8 ��"���� ����� 	�� ������	 �����
�
�������� � �	� �����	
 ������	�*

(������ .$0 ����������� ⇒ ��������CC! ����������	�� 
� �� Ω ������� f ∈
H(Ω) 	 f ��
���	��� �� Ω' ��
� �� f ′(z) �= 0 �� ����� z ∈ Ω 	 	������� �����	�������
f−1 �� ������&�� &����	��'

������  �� �� f ′(z0) ���� 0 �	 
��� z0 ∈ Ω� �������� &��� ;*8 ��"���� ���� �������
�	��E� '������ ;*>� �	���� �� �	 
��� m > 1� �	�� �	 �� f ���� m"�	��
�
� � 
���
����� �����
� �	��� z0� ��� � ��
��	�����	 �	 ��������	���� �	 � f ��
����
	 
	
Ω*
9	 ��
��� ���	 (c) '������ ;*< �&�� 1− 1� ����� �	 � f−1 ��������
	 ��
���	* �

.����6	 ������	� ��	 �� ���� �	��	��	�� �	� 	
	������	 ����	 &��� ;*8 ��"����
����� �	� ������� �	 ���	�
� ������	��	
� ��������
� ��
���� ����6� ��
����
�
��������
� ��
����*

(������ .$2 �5�� ����1���� 
���! ����������	�� 
� �� f ������&�� ������
������� &����	�� � ����� ������	 Ω� z0 ∈ Ω� 	 
� �� f(z0) = w0' /��� �� m ��
 ����



��= ����� �� �����	 �������	���� ����	��

&����	�� f − w0 � z0' ��
� ������	 ����	�� V ��)�� z0� V ⊆ Ω� 	 ������	 ϕ ∈ H(V )
���� 
� ��"

(a) f(z) = w0 +
(
ϕ(z)

)m
�� ��� z ∈ V .

(b) ϕ′ ���� ���� � V 	 ϕ �� 	�����	�	��� �����	������� ����	�� V �� 
	�� B(0; r)'

������ ,�� ������	 �������� ������ ��������	���� �	 � Ω �����
� �	�	 ����
	
�����
	 �	��� z0 �	�� �	 � f(z) �= w0 �	 z ∈ Ω\{z0}* '	�	

f(z) − w0 = (z − z0)mg(z) (z ∈ Ω), �;*7;�

��� � g ∈ H(Ω) � 
��	 
��	 
	 Ω* 9	 ��
��� ������� � �����	
� 
�������
�
��	
� ���	����	� g = exp(h) �	 
��� h ∈ H(Ω)* F��
�����

ϕ(z) = (z − z0) exp
h(z)
m

(z ∈ Ω).

'	�	 (a) �	�� �	 ��	�� z ∈ Ω* '	��E�� ϕ(z0) = 0 � ϕ′(z0) �= 0* -����	
� �����
�
V �	��� �	 �	�� (b) ����� �� '������ ;*< �&�� 1 − 1�* �

.�����	�� �� ��	
 ���	� '������ ;*< �&�� 1 − 1�� ��� �� �	���	 
	 -��
����
�������
��
��	 ���	��� �-�%�� .����	 ;*#�*

������� �G(������ .$/- 5������ 9�����������- 5�� #	#CCH /��� �� ϕ ∈
H(Ω)� z0 ∈ Ω 	 ϕ′(z0) �= 0' ��
� Ω ��
� 	 ����	�� V ��)�� z0 ���� 
� �� 	"
(a) ϕ �� 1 − 1 �� V .
(b) W = ϕ(V ) ������� ���� 	
(c) ��� �� ψ : W → V 
�!�	���� �� ψ(ϕ(z)) = z ��
� �� ψ ∈ H(W )*
���	
	��� -��	�	�� �	 Ω �	���� ���� B = B(z0; r) �	�� �	

|ϕ(z1) − ϕ(z2)| ≥ 1
2
|ϕ′(z0)||z1 − z2|, z1, z2 ∈ B. �;*7<�

)	 ���	� 
���
	����� �;*7<�� ���� �� ��������� � &��	 <*#*
F	���� (a) �	�� 	�� ��	������ V = B* 9��	 �� Γr ��
���� f ◦ Kr� ��� �� Kr

�������
� ����
���	
� ����
��� ��������
��	 r �	 ��������� � z0* (� -�%� ����� �	
� f(B) = Int(Γr)* �

��������� (��	 ���	�	 �������
� ������� ���� �� ����������� �	 ���	� ��
� ����"
�� ������� � ��������
� ��
����* F��	� � @	�	�� H@	I �	���	
 � 
	 1�������
��	��� 	 � 1���
� H1�I 
	 -44*

*���� .$#$) #������	 ����
������ ,D'1F-� ��� ���	����� �� H��� F'3'

*���� .$#$+ #������	 
����� ,�- 	 ,�- ������� D'F ,������� %- ����+� �������
� 	���	�	���� &����	�	'



���� �������	���	 ��	��	�	 ��>

���	
	��� �	�� � Jϕ(z) = |ϕ′(z)|2� �� � 	����	
 Jϕ �	������ �� 
��� � 
���
�����
� �	��� z0* F	���� 	����	
 �������	�	
	 (x, y) → (u, v) � �	������ �� 
��� �

��� �����
� �	��� z0� ��� � ϕ = u + iv * �

*���� .$#$. /��� �� f(z) = x + iy3' �������	 
� �� f R��������)�� 
	&�����	���
�	��� &����	��� 1�1 �� C 	 
� �� (����	��� &����	�� f ��
��� 0 �� x ���	'

��������� '�����	 ;*<� �� 
� ���� �����
���� �� f 
�� ��������
	 ��
���	*

*���� ���� �� �������� ������A B��� ��� �
��

%������ ��������� ������ �%;;!

(������ .$#3 �%;;#! %�� �� &����	�� f ������&�� � ������	 Ω 	 |f | 
���	 �
������	 ����	��� � ����� ��)�	 z0 ∈ Ω� ��
� �� f ����������'

������ 9��	 � w0 = f(z0)* (� �����	 ������� ����� �	 ������ ���� B = B(z0; r)�
�	�� �	 |f | ������� �	������ |w0| = |f(z0)| 
	 B*  �� � f ��
��	
�	 
	 Ω
���E�
� � ���	�	
�*
%��	� �	 �� �	������ ����	 f �= const 
	 Ω*
 �� � f �= const 
	 Ω� �
�	 � 
	 ��
��� ������� ���
���� f �= const � 
	 B*
9	 ��
��� -%%� ������ ���� B∗ = {w | |w − w0| < µ}� B∗ ⊆ f(B)* 5 ����� B∗

������ �	��	 w1 �w1 = sw0� 1 < s < 1 +
µ

|w0| � �	 w0 �= 0� � |w1| < µ �	 w0 = 0�

�	�� �	 |w1| > |w0|* :���
��� w1 ��
���	 f ����	 � 
��� �	��� z1 ∈ B ������
�
��������	��� �	 |f | ������� 
	 B �	������ � z0* �

(������ .$## �%;; ! %�� �� &����	�� f ������&�� � ������	 Ω 	 ������	
��
�� Ω� ��
� |f | 
���	 � ����	��� �� ∂Ω'

������ 9��	 � f = const 
	 Ω* . ������� 
	 �� �	 � f 
�������
	 
	 Ω� f = const

	 Ω �� ����	� ���E�
� � 	�
�*  �� � f �= const� �	�	� 
	 ��
��� -447� |f | 
�
���� �����6� �	������ � �	��� ���	��� Ω* �	��� ���� 
�������
���� ��
���� |f |

	 Ω� |f | ������� �	������ � 
��� �	��� z0 ∈ Ω� �	�������� �	 z0 ∈ ∂Ω* �

 
	���
� ���E�
� �	 ��
���� �����	� � ������ ����	�� 
�� �	�
�* 9��*
����� ��
���� f(z) = z 
	 ����� U = {z : |z| < 1} ������� ��
���� � �	���
z = 0* 4�E����� �	��!

(������ .$# �%������ �������� ������! %�� �� &����	�� f ������&�� �
������	 Ω 	 ���� ���� � Ω� ��
� |f | 
���	 � ������	 �	�	��� � z0 ∈ Ω ���� ��� ��
f = const �� Ω'

������ �	�� � f ��������
	 � 
��	 
��	 
	 Ω� ��
���	 g = 1/f � ��������
	

	 Ω*  �� |f | ������� ���	�
� ��
���� � 
��� �	��� z0� �	�	 |g| ������� ���	�
�
�	������ � z0 �� 
	 ��
��� -447� g � ��
��	
�	 
	 Ω �� ����	� f � ��
��	
�	

	 Ω* �



�#? ����� �� �����	 �������	���� ����	��

%���1 ������ 
�������� �������

F����
� ������	�� ����
��� �	������	 � ��
����	 �����	� ���	��� �	 �����
�����	 ��������
� ��
���� �������� �� � 
	��� ����� ��
���� f�� �* ����� � ��������
(x, y, ρ) �	 ��
	��
�� ρ = |f(z)| ������� ����� ;*#� ��	 
��� ��������
� �����
����*

x

y

ρ = |f(z)|

a

b

d

c

D

�
��
�
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�
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�
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�

�
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�

�̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙ ˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙

�

�̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇

˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙̇̇̇˙�̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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%���	� ����	���� 
	 ��	
��
�
����
���� �	�	 r ���� 1� ��"
��	�� �	 � |ϕ(z0)| ≤ 1� �*
|f(z0)| ≤ |z0|. .���	 �	�� � z0

��������
� ��	��	
	 �	��	 �� U �
�����

|ϕ(z)| ≤ 1, (z ∈ U), �;*�?�

�* |f(z)| ≤ |z| �	 ��	�� z ∈
U.

�	�� � ϕ(0) = lim
z→0

f(z)
z

=

f ′(0)� �� �;*�?� ����	�� ��� 
���
	����� (1) � (2)*
 �� ��
	���� �	�� � (1) �	 
��� z ∈ U\{0}� ��� �	�� � (2)� � ������� 
	 
���"


	���� �;*�?� �	�������� �	 |ϕ| ������� ���	�
� �	������ � 
��� �	��� ����	
U * %���	 
	 ��
��� -447� ϕ � ��
��	
�
	 ��
���	� ��� � ����� ��
	� 1 �*
f(z) = eiαz*

(� &��� ;*; ����� �	 ��� ��������
�� �������	�	
� ����	 U � ����� ��� ����"
���	�	 ��
�	� � ��
�	�� ��������
	 ����
��	 Kr = {|z| = r}� 0 < r < 1� �� �������	�	
� ���� Ur = {|z| < r} ��� � f ���	��	 ��� �	��� 0* �

5��� .$/ �5��� @������������- 5�� @��! /��� �� ϕ ���&����	 	�����!���
������	 D �� U� z0 ∈ D 	 ϕ(z0) = 0' %�� �� F : D → U ������&�� �����	��������
��
� ��

|F ′(z0)| ≤ |ϕ′(z0)|.
���	
	���  �� � F (z0) = 0� �����
��� >������� ���� 
	 ��
���� F ◦ ϕ−1*  ��
� w0 = F (z0) �= 0 ������ ��
���� F �	��	��	�� ϕw0 ◦ F * �

F	���� 	�� � �	�	 ���	�� D� z0 ∈ D � 	�� ������ ��
����
� ��������	� ϕ ���	���
D 
	 U �	�� �	 � ϕ(z0) = 0 �	�	 � ��	�� F ��������
�� ��
���	 ��� �������	�	�
���	�� D � U 
	��6� �����	
� � z0 ∈ D ��	 ��
����
� ��������	� ϕ*
%�	 ���	 �	� �����	��� �	 ���	� 1��	
��� �������*
)	 a ∈ U ���
��� �� ������������������ �	���	
� δ(z, a) = |ϕa(z)|*
9	 ��
��� >������� ���� ���	��� ��!
 �� � F : U → U ��������
� �������	�	
���	�	 �

δ(F (z), F (a)) ≤ δ(z, a)

�	 ��	�� z, a ∈ U*
%���	 ����� �	 ��������
	 �������	�	
	 F : U → U 
� ����6	�	� 
����������
�	���	
� 
	 U ������� H4	 #I�*



���� �	������ ������� �##

����& %;; ����<� (������ � �������� ���������

(������ .$#) �(������ � �������� ���������! /��� �� B = B(a; r) ���� 	
f ∈ H(B)' ��
� ��

f(a) =
1
2π

∫ 2π

0

f(a + reit)dt. �;*�7�

������ 9	 ��
��� KIF �	 �����

f(a) =
1

2π i

∫
Kr

f(ζ)
ζ − a

dζ,

��� � Kr �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	 ��������� � �	��� a ��������
��	 r*
�������6� �	�	���	���� ��
	��
� ����
���� Kr : ζ = a + reit, 0 ≤ t ≤ 2π� 
	
��
��� ������� �	 �
����	��� ��� ����
��� ����	�� �;*�7�*

%�������� .$' /��� �� 	�������	 �����	 ������� � ���
���� ���
����	 	 ���� ��
u = Re f ' ��
� ��

u(a) =
1
2π

∫ 2π

0

u(a + reit)dt.

(������ .$#+ �%;;#! /��� �� B = B(a; r)' %�� �� f ∈ H(B) 	 |f | 	�� ����
�	��� � a� ��
� �� f ��������� �� B'

������ 9��	 � b = f(a)*
1◦  �� � b = 0� �	�	 � |f | ≡ 0 
	 B � ����	 f ≡ 0 
	 B*
2◦  �� � b �= 0� �	�	 � b = |b|eiβ * 9��	 � f1 = e−iβf � f2 = f1(a)−f1 � u = Re f2*
'	�	 � u ≥ 0 
	 B � u(a) = 0* 9	 ��
��� '������ � ����
� ����
���� �	 ��	��
ρ� 0 ≤ ρ ≤ r �!

0 = u(a) =
1
2π

∫ π

−π

u(a + ρeit)dt.

�	�� � u ≥ 0� ����� �	 � u ≡ 0 
	 Kρ = {|z − a| = ρ} � ����	 
	 B* -���6� K"1
�����	 ����	�� �	 � f2 ��
��	
�	 
	 B� 	 ����	 ����� �	 � f ��
��	
�
� 
	 B*
�

 �� '	����� ������

*���� ���!����� �'����#'�� � �������#'��

��"������ .$+ ���&����� 1−1 �����	������� f ������	 Ω1 �� ������ Ω2 ���	����
���&����	 	�����!���� � ������	 ���� ����� �����	������� 
�������� �� 	�����&��
	�	 ���&����� ���	��������'



�#+ ����� �� �����	 �������	���� ����	��

(�������	� ���	��� 
	 ���� 
	���	 �� ��
����
� 	��������	�*
4��� �� ���	�	�� �	 �	����	 	��������	�	 ��������
� ���	��� Ω ���	���

����� ��	 �� 
	���	 ����	 	��������	�	 �� ���	��� � ��
	�	�	 �������� Aut Ω*

(������ .$#. %�� �� f0 : Ω1 → Ω2 �	�� ���	 !��	��� 	�����!���� ��
� �� ����	
	�����!��� f : Ω1 → Ω2 �� � ���
����	�	 � ���	��"

f = ϕ ◦ f0, ϕ ∈ Aut Ω2. �;*���

������  �� � ϕ ∈ Aut Ω2 ���� ��� 	��������	� ���	��� Ω2� ���������	 ϕ ◦ f0 �
��
����
� �������	�	
� Ω1 
	 Ω2* . ����� ���	
�� 
��	 � f ��������	
 ������"
��	�* '	�	 � ϕ = f ◦ f−1

0 ��
����
� �������	�	
� Ω2 
	 ���� �* 	��������	�
Ω2* %���	 �	�� �;*���*

5 �	��� ���	�	
� �	��	��	�� �	
�
��� ���	��� C� C � U = {|z| < 1}*

*���� .$ $# #������	 
� 
�� ����	)	�� �������� ������	 �	�� ��������� 	�����&��'

���	
	��� -����
��� '������ &�����	*

(������ .$#/ ����	 ���&����	 �������!��� �������� ������	 �� �	�	������ &����
�	��'

������ 9��	 � ϕ ��������
� 	��������	� C* -����� ���
����
	 �	��	 z0 ∈ C

��	 �� �������	�	 � �����
	�
� �	���� �	���� ϕ(z0) = ∞� � ����	 � ϕ ��������
�
� C\{z0}� 	 � �	��� z0 ��	 ���* 5 �����
� ���	 ���	 n ≥ 2 ��
���	 � 
���
����
	
����	�	��J� � ����	 ϕ ��	 � z0 ��� ����� ���	* -� '������ � ������ ��������
�
��
���� ��	 ��	 ��
	�	
 ��� �����	 � C �'�����	 �*#;�� ϕ ��	 �����!

ϕ(z) =
A

z − z0
+ B, 	�� z0 �= ∞

��� ϕ(z) = Az + B� 	�� z0 = ∞ �A � B �� ��
��	
���* %���	� ϕ � ����
�	�
�*
.���	 ������
� �	�
� C �	��	��	 �� 	
	���
�* F����
� � ���	�	�� �	 ϕ(z) →

∞ �	�	 z → ∞* .�����
�� ������ 
�� zn �	�	� �	 |zn| → +∞� 	 wn = ϕ(zn) →
w0 ∈ C* 9��	 � z0 = ϕ−1(w0) ���*

1	�������� �	�	 ����	 ������
�� ���
��
�� ����	 U * -�
����� �	 ��� �	
a ∈ C ���
��	�� �������	�	
�

ϕa (z) =
z − a

1 − āz
.

9��	 � ϕ ��������
� 	��������	� U * 5������ ��
	�� ϕ(0) = a � �	��������
���������� f = ϕa ◦ ϕ� ��	 � 	��������	� U � ��� ���� � f(0) = 0* �	�� �
|f(z)| < 1 �	 ��	�� z ∈ U � �� �����
�� @�	����� &��� �� �������
�� �	�	��	�	�
����	��! |f(z)| ≤ |z| �	 ��	�� z ∈ U * 9�� �	�� � �
����
� �������	�	
� z = f−1(w)
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�	�����	�	 ������ ���� ����� �� � |f−1(w)| ≤ |w| �	 ��� w ∈ U * %���	� �	��
��6�
w = f(z)� ����	��!

|z| ≤ |f(z)| �	 ��� z ∈ U.

9	 �	 
	��
 
	�	���� �	 � |f(z)| = |z| �	 ��� z ∈ U � ����	� �� &��� @�	��	�
�	�������� �	 �	�� f(z) = eiαz*  ��� �	�	 � ϕ = ϕ−1

a ◦ f = ϕ−a(eiαz) ����
�	�
�
�������	�	
�* �

)	 ������	
� 	��������	�	 ϕ �����
�� � �	��	��	�� �	��� a �	 ��� �
ϕ(a) = 0 � ��
���� f = ϕ ◦ ϕ−a. .���
� �� ���	��� �����6� ������	�!

%����&����� .$+ %�� �� ϕ ∈ AutU 	 ϕ(a) = 0 �� ���� a ∈ U � ��
� ��

ϕ = eiαϕa �� ���� α ∈ R.

������ /�
���	 f = ϕ ◦ ϕ−a � 	��������	� U � f(0) = 0* �	� � �������
��
�	��	��	
�� �	�������� �	 � f = eiαE� ��� � E ���
����� �������	�	
�* %���	
� eiαE = ϕ ◦ ϕ−a� �* ϕ = eiαE ◦ ϕa = eiαϕa* �

-�����	�	�6� ������	�� �	�	��	�	 � ,���
�	�
�� �������	�	
��	 �����
� �����"
��� ��� ���
����
�� 	���������� �	
�
���� ���	���!
(1) )	�����
	 �	�	
!

Aut (C) = {z → az + b

cz + d
: ad − bc �= 0}.

(2) %�����
	 �	�	
!
Aut (C) = {z → az + b : a �= 0}.

(3) 2���
��
� ����!

Aut (U) = {z → eiα z − a

1 − āz
: |a| < 1, α ∈ R}.

*���� .$ $ ������	�	 
� ��"

ϕ′
a(z) = (1 − |a|2)(1 − az)−2

	 ���
�"
ϕ′

a(0) = 1 − |a|2, ϕ′
a(a) = (1 − |a|2)−1.

*���� ���� �� ����������

��"������ .$. 5��	�	�� F = {f} &����	�� 
�!�	���	 � ������	 Ω ���	�� �� �������
���� �����	)��� ������ Ω ��� �� ���	������� ���� K � Ω ������	 ��������� M =
M(K) ���� 
� �� 	"

|f(z)| ≤ M

�� ��� z ∈ K 	 ��� f ∈ F '



�#; ����� �� �����	 �������	���� ����	��

��"������ .$/ 5��	�	�� &����	�� F 
�!�	���	 � ������	 Ω ���	�� �� ����������
� Ω ��� �� 	� ������ �	�� {fn} ⊆ F �� � 	�
���	�	 ��
�	� fnk

���	 ���������� ����
����	�� �� ���	�������� K � Ω ,�� ���" ���������� �������	�� �� �������	��-'

(������ .$#0 �;�����- (;! %�� �� &��	�	�� F &����	�� ������&�	 � ������	
Ω ���������� �����	)��� ������ Ω� ��
� �� F ��������� � Ω'

)	 ���	� ��� '������ ������ H1�I� H@	I � H �I*

��"������ .$0 /��� �� F ���� &��	�	�� &����	�� ���� �� 
�!�	���� � ������	 Ω'
5����	������ �� F ���	�� �� �����	�������

J : F → C

(�� ���)	 
� �� 
�� �������� ���	 ������ f ∈ F 
�
������ ���������� ���� J(f))'

/�
����
	� J 
	���	 �� 
�������
�� 	�� �	 ��������	
 
�� {fn} ∈ F � ���
�	�
����
� ��
������	 �	 f0 ∈ F 
	 ��������
�� K � Ω� �	��!

J(fn) → J(f0).

%����� '/ /��� �� H(Ω) &��	�	�� ��	 &����	�� f ���� �� ������&�� � Ω 	 a
���	������� ��)�� � Ω' %�� ��

J(f) = ck(f) =
f (k)(a)

k!
, k ≥ 0,

��
� �� J ������	
�� &����	���� �� H(Ω)'

������  �� fn → f �	�
����
� 
	 ��	��� K � Ω� �� ����	�6� �	 K ����
���

Kr = {|z − a| = r} � Ω,

�	 ��������
� ε > 0 ������ N �	�� �	 |fn(z)−f(z)| < ε �	 ��	�� n > N � �	 ��	��
z ∈ Kr* %���	 �� ������� 
���
	����� ����	�� �	 � �	 n > N

|ck(fn) − ck(f)| ≤ ε

rk
,

	 �� �
	�� 
�������
��� ��
����
	�	 ck(f)* �

��"������ .$2 ��������� &��	�	�� &����	�� F ���	�� �� ��������� � ���	� ���
����	�� f0 ���	�������� �	�� {fn} ⊆ F � ���	 ���������� �������	�� �� ������
K � Ω� ��	��
� F � ��' f0 ∈ F '

(������ .$#2 ����	 &����	���� J ������	
�� �� ���������� � ���	 &��	�	�	 F

���	 � �������� �� F � ��' ������	 f0 ∈ F � ���� 
� �� �� ����� f ∈ F

|J(f0)| � |J(f)|.



���� �	������ ������� �#<

������ 9��	 � A = sup{|J(f)| : f ∈ F}* -� ���
���� ��������	 ������ 
��
fn ∈ F � n ∈ N� �	�� �	 |J(fn)| → A� �	� n → +∞* �	�� � F ����	��
	 �
����� ������ ���
�� fnk

� k ∈ N� ��� �	�
����
� ��
������	 
	 ��	��� K � Ω
�	 
��� ��
���� f0 ∈ F * . ������� 
	 
�������
��� ��
����
	�	 J 
	�	���� �	
� |J(f0)| = limk 
→+∞ |J(fnk

)| = A* %���	� ����� ����� �	 � A < +∞ �� ������
|J(f0)| � |J(f)| �	 ��	�� f ∈ F * �

(������ .$ 3 �*����1������� �������! %�� �	� &����	�� fn ������&�	 � �����
��	 Ω ���������� �� �������	�� �������	�� �� &����	�	 f � ��
� �� f ������&�� �
Ω'

������ �	� � ��	�
� 	
	���� ���	��� �� �	 � f 
�������
	* 9��	 � ∆ �����	� ���
����	��
� ����	�	 Ω. �	�� �

∫
∂∆

fndz = 0, 
	 ��
��� �
�����
� ��
�����
����

�����
∫

∂∆

fdz = 0 �� ����	� 
	 ��
��� 4�����
� �������� f � ��������
	 � Ω. �

(������ .$ # ���������� �������! /��� �	� &����	�� fn ������&�	 � ������	
Ω ���������� �� �������	�� �������	�� �� &����	�	 f �= const 	 ���� �� f(z0) = 0�
�� ���� z0 ∈ Ω' ��
� �� ���	������� ���� B = Br = {|z − z0| < r} ⊆ Ω ������	 n0

���� 
� �� &����	�� fn ����	���� � B �� n > n0'

������ -� ������� :	�����	�	� f � ��������
	 � Ω �� �� ������� ���
����� ������
B′

ρ = {0 < |z − z0| ≤ ρ} � Ω 
	 ���� � f �= 0 ����� �� ��	��	�� �	 � ρ < r�*
%�
	���� �	 Kρ = {|z − z0| = ρ} � µ = min{|f(z)| : z ∈ Kρ}* :	��! µ > 0* �	��
fn → f 
	 Kρ� ������ N �	�� �	 � |fn(z) − f(z)| < µ �	 ��	�� z ∈ Kρ � ��	��
n > N * )	 �	��� n� |fn(z)−f(z)| < µ ≤ |f(z)| �	 ��	�� z ∈ Kρ� � ����	 �� �������
1���	� ��
���	 fn = f + (fn − f) ��	 �
��	� Kρ ���� ��� 
��	 �	� � f � 	 �� �
	��
�	�
� ��
� 
��� � Bρ � ����	 �	� ��
� 
��� Br* �

%����� '0 /	� fn(z) = exp(iz/n) ���������� �������	�� ���	 �� �������	�� �
H� ��
� �� &����	�� fn(z) �� ����	���� �� H'

%�������� .$) %�� �	� &����	�� fn ������&�	 	 ��
���	��	 � ������	 Ω �������	��
���������� �� ������ K � Ω� ��
� �� ����	)�� &����	�� f ��� �	�� 	�	 ��
���	���
	�	 ���������'

������ 9��	 � f(z1) = f(z2) �	 z1 �= z2 �z1, z2 ∈ Ω� � f �= const* 1	�������� 
��
��
���	 gn(z) = fn(z) − fn(z2) � ����� B = {|z − z1| < r}� ��� � r ≤ |z1 − z2|*
$�	
��
	 ��
���	 g(z) = f(z)−f(z2) 
�� ���
����� ��
	�	 ��
��	
�� 
	 B� 	
����	
�� � �	��� z1� 	 ����	 �� ��� ������� B�����	� � ��� ��
���� gn ����� �� 
����
�
����	 	
����	� � ��� �����* '�� �	�� ���������� ��
����
���� ��
���� fn* �

%����� '2 /	� ��
���	��	 &����	�� fn(z) =
nz

nz + 1
�������	�� �� C �� &����	�	 f

���� ��	�� ���� 
�� ���
����	 0 	 1� ��' f(C) = {0, 1}'



�#= ����� �� �����	 �������	���� ����	��

*���� 3������� �
��
��

-�
����� ������� ������ 8*�� �	 ������
	�
	 ��
�	 ��	 �� �	���� �� ������
�	�
��
� ������	�
�� �
����	�	 �� 
	���	 �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	* '	��E�� ���	�� D ⊂ C

� ������ �����	
	 �������
	�
�� 	�� IntΛ ����	�	 D �	 ��	�� �����	�
� �	�����
�
������ ������
	�
� ��
�� Λ� ��	 ����	�	 ���	��� D*

5 �����	���� �� ��	���� �	������� ���
���� ������ �����	
� ���	���* 9	������

��� �� 
��!

7* %��	�� Ω � ������"�����	
	 	�� � ∂Ω �����	
 � C �����6� ��	
����*

�* Ω ⊂ C � ������"�����	
	 	�� � C \ Ω �����	
 �����6� ��������
�	�*

#* Ω ⊂ C � ������"�����	
	 	�� � ��	�	 �	�����
	 ���	
	 � Ω �������
	
�	��� � Ω� �* ���� �� 
�������
� ����������	��M � �	��� ����������	�*

-�
������ �	 � ���
���	 ����6� ��	
��� 
	����
	� 
	 ������� � H@	I� 	 ���
���	
����6� ��������
�	 � H �I*

F	 �� ���
� ���
���� �����	��
�
� ���	��� �� ����
� � ��������������� ���"
�����	 ������� 
��* $�	�� < � �	��E� H4	 #I�*

-�������� �	 ∂Πα 
�� �����	
 ���� � C� 	�� �	 � �����	
 � C* %�	 ������
���	��� �	 � � ���
���� � �	��� �* ���
� �	 �� �����	
��� �	��	��	 � ��
��� 
	
C*

%��	��� U � C� C� H� Π+� ��	���� Πα� Cα = Dα � :	��	���� ���� �� ������"
�����	
� ���	���*  �� � γ ����� ���� 
�� �	�����
� 0���	
�� ���� ���	�� C \ γ∗

� ������"�����	
	 ���	��� 	 	�� � ���	�
� γ ����� �	�����
 ���� Int(γ) � ������"
�����	
	 ���	��*

%��	��� U ′� C∗ � �����
 �� ��������� �����	
� ���	���*

*���� .$ $' #������	"
(a) ������	 U � H� Π+� �������	 Πα� Cα 	 C�������	 ���� �� ��������������� ������	
	 ���&����� 	�����&��'
(b) ������	 C 	 C �	�� ��������� ���&����� 	�����&�� 	 �	�� ���&����� 	�����&��
�� ������	�� 	� ��)�� (a)'

���	
	��� ��
������	�� ���������
� ��
����
� ���������� ��� ���	��� �	 ��
���	��� U � H� Π+� ��	���� Πα � Cα ��
����
� �������
�* F	 � :	��	���� ����
��
����
� �������	
 �	 ���� ���	����	 ����� �� 1��	
��� �������* �

*���� .$ $) /��� �� D ⊂ C ������ �������� ������' ������	�	 
� ����	�� ������	
D� � ��	��� �������	�� � C� ��
� 	 ��� ��
�� ��)�� ���� �� D �= C'

��������� 9��	 � D ⊂ C ������ �����	
	 ���	��* -�������	���� �	 ��	
��	
���	��� D� � ������ ��������� � C� �	���� ���� �� ��
� �	���* �������6� ����
�	�
	
�������	�	
	 ������ ��������	���� �	 ��	
��	 ���	��� D �	���� �	� ��� �	��� ∞ �
a ∈ C* '	�	 ��	
��	 ���	��� D ���� ��	�� ����
��� �	 ��������� � �	��� a � ��	
��	
∂D � �����	
 ����* %���
� � ��������	 ��� �	��	��	�� ������ ��� γ �	�� �	



���� �	������ ������� �#>

� 
���� ��	� ��
	� ∂D* (�	�� ������ :	��	����� ����	 ���	��� �	 �� 
�� �	�
�
� ������ ����	�*

5 ���	�� 1��	
��� ������� ������� �� :���	 ;*�*;� �* ��
�
��	 �	 �� � ������
�����	
� ���	���� ��	 
� �	���� 
���� ���� �������� ��	
	 ����
	* %���	� �	
���	� 1��	
��� ������� �����
� � ��������� ������
	�
� ��� ���������� ���
����
������ �����	
� ���	���*

(������ .$  �4������� �������! ���	������� ������ �������� ������ D � C�
)	�� ����	�� ��
� 	 �	�� �
 ��
�� ��)��� ���&����� �� ���	�������� ��
	�	)��� 
	���
U '

%���� ������ ������� 	������� 9��	 � S �	����	 ���� ��������
�� � ��
����"

�� ��
���	 � D� �� ������ ���	
���
�� �	 1* /�����	�� �	��� z0 ∈ D* �������6�

�������
��� ��
����
	�	 J(f) = f ′(z0) ���	����� �	 ������ ��
���	 f0 � �	�"
���	�
�� �����	
�� |f ′

0(z0)| � z0* 9	 ��	� ���	����� �	 f0 �������	�	 D 
	 U *
����� ������� 	�������!!

(a) S �= ∅
%�� � ���	�	
� � ������  
	������� �������
�* .	 ���	����� �	��� �������	
�
�����	
�	
 � ���	� ��� ����� � ���	� ����6� :���� ;*�*<*

-� ��������	��� �������� ∂D �	���� ��� �	������� �	��� α � β* ����

√

z − α

z − β
��	 	
	������� �������
� ��� ��������
�� ���	 � D � �	�� � D ������
�����	
	� �� �� ������� � ��
������� ��	 	
	������	 ��
���	 ������	 ���"
�		
� ��
��
	�
�� �����	�
�� ��	
	 ϕ1 � ϕ2� �	�������� �
	�	� ϕ2 = −ϕ1*
$�	
� ϕ1 � ϕ2 �� ��
����
� � D� �� �� ϕj(z1) = ϕj(z2) �j = 1 ��� j = 2� �����!

z1 − α

z1 − β
=

z2 − α

z2 − β
, �;*�#�

	 ����	� � ������� 
	 �� �	 �� ����
�	�
� ��
���� ��
����
�� z1 = z2* %��
��	
� �������	�	� D 
	 ���	�� D∗

1 = ϕ1(D) � D∗
2 = ϕ2(D)� ��� 
��	�

�	��
����� �	�	�	� �� � ������
�� ������ z1, z2 ∈ D �	�� �	 �

ϕ1(z1) = ϕ2(z2).

(� ������
� ��
	����� ��
��� ����	�� �;*�#�� 	 �� �;*�#� z1 = z2 = a� �*

ϕ1(a) = ϕ2(a) = −ϕ1(a).

%���	 �
ϕ1(a) = −ϕ1(a), �* ϕ1(a) = 0.

F	���� ����	�� ���������
���� �� ϕj �= 0 � D*
%��	�� D∗

2 �	���� 
��� ���� Bρ = {|w − w0| < ρ}*
�	�� ϕ1 
� ����	 � D ����
���� �� ����	 Bρ� ��
���	

f1(z) =
ρ

ϕ1(z) − w0
�;*�+�

����	�	 S*



�+? ����� �� �����	 �������	���� ����	��

(b) F�� S1 �	����� S� ��� �� �	���� �� ���� ��
���	 f ∈ S �	 ��� �

|f ′(z0)| ≥ |f ′
1(z0)| > 0, �;*�8�

����	��	
 � � ����* -���	 '������ 4�
���	� S � ����	��
	 �	����	�
�	 � �	��	 � S1* -���	 ��������� '������ B�����	� ��	
��	 
��	 ��
���	
{fn} ⊆ S1� ��� �	�
����
� ��
������	 
	 ��	��� K � D� � ��
����
	
��	�	 ����	�	 S1� ��� ��
��	
�	� ��� � 
�����6� � ������� 
	 ;*�8*
1	�������� ��
����
	� J(f) = |f ′(z0)|* -���	 ���	�	
�� � �������
��
�	�	��	��� J � 
�������	
 � ������ f0 ∈ S1� ��� ��	����� 
���� �	�������
�*

|f ′(z0)| ≤ |f ′
0(z0)| �;*�;�

�	 ��	�� f ∈ S1*

(c) f0(z0) = 0
-�������	���� ������
��

w0 = f0(z0) �= 0, ϕw0(w) =
w − w0

1 − w0w
� g = ϕw0 ◦ f0.

�	�� � ϕ′
w0

(w0) =
1

1 − |w0|2 � �� �

|g′(z0)| =
1

1 − |w0|2 |f ′
0(z0)| > |f ′

0(z0)|,

��� � ������
� ���	��� �;*�;�� �	 � ��������	��	 ������
	*

(d) -��	����� 
	 ��	�� �	 � f0(D) = U * %�� �� ���	��� 
	 ��	 
	��
	 �������
(d1) � (d2) ��� ������*

-�������	���� ������
�� �* �	 ������ a ∈ U\f(D). �	�� � ���	�� V =
ϕa ◦ f0(D) ⊆ U ������ �����	
	 � 0 �∈ V * '	�	� �� ������� � ��
��������
������ ��
��
	�
	 ��	
	 ψ ��
����

√
w ���
��	
	 �	 w ∈ V * 9��	 �

b = ψ(−a) �
h = ϕb ◦ ψ ◦ ϕa.
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(d1) /�
���	 h � ��������
	 
	 W = f0(D) ⊆ U � |h′(0)| > 1* (� |h′(0)| =
|ϕ′

b(b) ◦ ψ′(−a) ◦ ϕ′
a(0)|� �	�� �

|ϕ′
b(b)| =

1
1 − |b|2 =

1
1 − |a| , |ψ′(−a)| =

1
2
√|a| , ϕ′

a(0) = 1 − |a|2,

����	��!

|h′(0)| =
1

1 − |a|
1

2
√|a| (1 − |a|2) =

1 + |a|
2
√|a| > 1.

.	�	 �������6� d1 ���	����� d*

9��	 � λ = h ◦ f0* '	�	 λ ∈ S* �	�� � |λ′(z0)| = |h′(0)||f ′
0(z0)| > |f ′

0(z0)| �
λ ∈ S1 ����	�� �	 f0 
�� �������	�
	*

������������ �� 
� �� ����+� >������� ���� �� � 
������	 
� �� |h′(0)| > 1*
(d2) 5����6� 
��	��� s(w) = w2 ����	�� �	 � h−1 ��
	��

F = ϕ−a ◦ s ◦ ϕ−b 
	 h(U).

�	�� � F ��������
	 
	 U � F (U) ⊆ U � F (0) = 0 � F 
�� ��
����
�� 
	 ��
���
@�	����� ���� �	�������� �	 � |F ′(0)| < 1* . ������� 
	 �� �	 �

h′(0) =
1

(h−1)′(0)
=

1
F ′(0)

,

����	 �� ����	 �	 � |h′(0)| > 1* �

*���� .$ $+ /��� �� ���������� &����	�� g 
�!�	���� �� ����� ������	 Ω 	 Ω1 =
g(Ω)'
����� ����� ��� &����	�� F = g−1 �� 1 − 1'
%�� �� g ������&�� �� ������	 Ω 	 ��� �� ������	 Ω0 ⊂ Ω1 ������� ������	
�� �����
f1 	 f2 &����	�� F ��
� ��
&����	�� f1 	 f2 ��
���� �� Ω0 	�	
�� ������	 f1(Ω0) 	 f2(Ω0) 
	�������	'

g

f

g

f

g

f

����� ;*;!

���	
	��� 9��	 � z = g(ζ)� z0 ∈ Ω0

� ζ0 = f1(z0)* '	�	 � g ��
����
	 �

��� �����
� V0 �	��� ζ0* F��
�����
W0 = g(V0)* '	�	 � f1 = g−1 
	 W0�
� 	�� � f1(z0) = f2(z0)� ����� �	 �� f1 �
f2 ��
	�� 
	 W0* %���	 
	 ��
��� ���"
���� ���
����� f1 � f2 ��
	�� �� 
	 Ω0*

 �� ������� f1(Ω0) � f2(Ω0) 
��� ���"
�
��
�� ������ �	��� z1 � z2 � Ω0� �	��
�	 � f1(z1) = f2(z2)* �	�� � g ��
���	�
�� f1(z1) = f2(z2)� ����� z1 = z2* %���	 ��
���� f1 � f2 �� ��
	�� 
	 Ω0* �



�+� ����� �� �����	 �������	���� ����	��

*���� .$ $. (a) /��� �� G ������ �������� ������ � C 	 0 ∈ ∂G' ��
� ������	
����� ������ �� G'
(b) %�� �� Υ ����� ������ �� G� ��
� �� Υ1 = Υ 	 Υ2 = −Υ ��
	�� ����� ������
�� G'
5����	�� Υ1 = Υ 	 Υ2 = −Υ �� 1− 1 �� G' ������	 Υ1(G) 	 Υ2(G) �� 
	�������	'

���	
	��� 9��	 � Λ �����	 �	�����
	 �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	 � G* �	��
� G ������ �����	
	 Int(Λ) ⊂ G � ����	 0 ∈ Ext(Λ)* %���	 � IndΛ0 = 0� �*
∆ArgΛ = 0* .���	� 
	 ��
��� '������ � �����	
� ��	
� ����
	 � ���	����	
������� 8*� � 8*#�� ������ �����	�
� ��	
� ��� ��
���	 Ln � n

√
� n ≥ 1� 
	 ���	���

G* �

*���� .$ $/ /� ������ �����
�� 
�� �� �� 
������	 
� �� S �= ∅'

���	
	��� 9��	 � ϕ(z) =
z − α

z − β
� ϕ(D) = D∗* 9	 ��
��� �������
� ������ ������

��	
	 s ����
	 
	 ���	��� D∗* 1	�������� ��
���� ψ = s ◦ ϕ* �

 �� ������������	�� ������	" ����	�� 	 ��	��	� �	���	��

*���� ���
�����
� ��� ����� �

����	 γ 
	���	 �� ����	�	)��� 	�� � �	�	�	 ����� z = γ(t)� t ∈ [α, β]� ��� �!

(1) γ 	
	������	 ��
���	 �����
���� t ∈ [α, β]�

(2) γ′(t) �= 0� t ∈ [α, β]*

(1) �
	�� �	 �� γ ���� ������	���� �����
�� ����� �� �����
��	 t−t0 � 
��� �����
�
��	�� �	��� t0 ∈ [α, β]* (� ������� B, �B	
�",����	� ����� �	 �� γ ������	�	 ��
��������
� ��
���� ��������
� �����
���� t � 
��� �����
� V = [α, β] × (−δ, δ)�
δ > 0� �
����	�	 [α, β]* F	���� 	
	������	 ����	 � ��������
� ��	��� �������	�	
�
�����
�	 [α, β]*

)	�����
	 	
	������	 ����	 � ��������
� �������	�	
� ����
��� T = {|t| = 1} �
�	�
� �	�	����	 t� ��� ���� � γ′(t) �= 0 �	 t ∈ T *  �� � �������	�	
� z = γ(t) ��
� ��		�
� ��
��
	�
� �1 − 1�� �	�� �� �	 � γ ����	�	)�� 0��
����� ,���������-
��	��*

.����6� ������� ���	�	6��� � $�	�� <*

(������ .$ ' ������������- (��! /��� �� ������	 D 	 D∗ �����	)��� 0���

����	� ��	�	� ∂D 	 ∂D∗' ��
� �� ���&����� �����	������� f : D → D∗� ���� ��
1 − 1 	 na� �� � ���
� 	�	 �� ����	�� ������	 D 
� �������!��� D �� D∗'

%�	 ������	 �� 
	���	 -��
��� �������
��
��� $�	
��	 ���	��� %�,�*
.����6� ������� ���	�	6��� � �����	�
�� ����	� 	�� � ������� ���� �������

'������ ;*�<�*



���� ������������	�� ������	� ����	�� 	 ��	��	� �	����	�� �+#

(������ .$ ) �I����- (I! /��� �� 	�������� ������������ �������
��	���� ����
���� 	 ���� �� ∂D 	 ∂D∗ ����	�	)�� 0��
����� ��	�� ,� ��	��� ���������� ����	��-'
��
� �� f ���
� ��� 
� ������&�� &����	�� �� D'

%������ ��������������� �������

.�����	6��� ��	
 ���	� -��
���	 �������
��
��� ���	���* -�����
�� ���	� ��6�
������
 � ������ � �������
��
��� ��	
��	*

-�
������ M ����	��
� ����	�	 ���	��� Ω 	��M ⊂ Ω� ����	��
� ����	�
���
��
	�	�	�� �	 M � Ω* )	 ���
���� ��������� ������ ��������� �*7*7# � ��	�� <*

(������ .$ + �%���! /��� ������	 D 	 D∗ �� 0��
����	� ����	���� γ 	 γ∗
��������� ��	��
��� C' %�� �� &����	�� f � ���� �� ������&�� � D� ������	
�� �
D 	 ������������ �������� ��
�����)�� �����	������� γ �� γ∗� ��
� �� �����	�������
f : D → D∗ ���&����	 	�����!��� ������	 D �� D∗'

��������� '�����	 �	�� 	�� � D ��������
	 0���	
��	 ���	�� � C� 	 D∗ ���"
�	��
� ����	�	 C*
������ 9��	 � w0"��������
	 �	��	 � D∗* �	�� �� 
	 ��
��� �����	 ��������
f ◦ γ = γ∗� �� � f �= w0 
	 γ � � ������� 
	 �� �	 � f 
�������
	 � D� ������
0���	
��	 ����	 γ̃ � D� ��	 ���	
��	�	 
��� ���	�� D̃ ⊆ D �	�� �	 � f �= w0 �
G = D\D̃* :�����
	

N =
1
2π

∆γArg
(
f(z) − w0

)
�;*�<�

����� ����� ������6�� Arg ��
	�	�	 
�������
� ��	
� 	�����
�	 ��� ���	 γ � ∆γ

����	��	 �� ��	
� ��� γ� 
�������
� �� ��
	 ��� ���������� ������	��� ���	 �
G ��	 ������
� ���
���� ��������� ������ $�	�� <�* �	�� ������
	 �;*�<� ����	
�	�� ���� ����
����� �� �
	 ���	� ��
��	
�
	 ��� �	���� ������	��	�	* -� ������
������� �������	�	
� f : γ → γ∗ � ���������
�� � ����	�

N =
1
2π

∆γ∗Arg (w − w0) = 1,

�� 	�� �	��	 z ��
�� ���E� ����� γ� ������ w − w0 ���� � w = f(z)� 
	��	��
��
� ���	��� ��� �	��� w0 ��	��	 w ��	
��� ���E� ����� γ∗ � �������
�� ������*
. ������� 
	 ���
� �	��	��	
�� �	�������� �	 �

N =
1
2π

∆γ̃Arg
(
f(z) − w0

)
= 1.

9	 ���	�� D̃ � D� ��	 � ���	
���
	 ������ γ̃� ���� �� �����
��� ���
��� 	���"
��
�	� �� ���� ��
	��
	 f(z) = w0 ��	 � D̃ �	 �
	��� � � D� �� � ��	�� G 
��	
w0"�	�	�	� �	�
� ��	
 ����
*

9	 ���� 
	��
� ���	����� �	 � �	 ��������
� �	��� w1 �∈ D∗ ��� 
��	 ��
����
f(z) − w1 � ���	��� D ��
	�

N1 =
1
2π

∆γ∗Arg (w − w1).



�++ ����� �� �����	 �������	���� ����	��

�	�	 �	��	 w ����	�� ����� γ∗� ������ w − w1 
� ��	�� 
���	
 ��� ���� ��� �	���
w1 � ����	 ����� �	 � N1 = 0* (� ���
���	 ����	
	 ���	��� ����� �	 f(D) 
��	
�	��
����� �	�	�	 �	 ��	��� ���	 γ∗� �� � ������
�� ����	� f(D) ��	 
���	�	

������ �	 ��������
��� ����	 D∗* �

*���� ���� �� ���
����


5��� .$0 �D���������� %���������- 5D%! ����������	�� 
� �� ������	 D1

	 D2 
	��������� 
� �� ������� ������� γ ����
�	)�	 
�� ��	��� ����	�� 	 
� ��
D = D1 ∪ γ ∪ D2 ������' /��� �� &����	�� f1 	 f2� �������	���� ������&�� � D1 	
D2 	 ������	
�� �� D1 ∪ γ 	 D2 ∪ γ ,��' D'<-' ��
�� ��� �� f1(z) = f2(z) �� �����
z ∈ γ� &����	�� f 
�!�	���� ��

f(z) =
{

f1(z), z ∈ D1 ∪ γ
f2(z), z ∈ D2

�� ������&�� � D'

%����� )3 �*��1����� ����  ! /��� ��

D1 =
{

(x, y)| 0 < y <
1
π

, −1 < x <
∣∣ sin 1

y

∣∣}.

��� ������ ���	���� :	��	���� ���� ,�	
��	 ��	�� D'F-'

%����� )# �C! /��� �� D2 = {z̄|z ∈ D1} ������ �	����	)�� �� D1 � �
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(1) ������ ∆ � γ � �	�� ���� ��� ����	�

(2) γ ���� ∆ 
	 ��	 ���	! �����	� ∆1 � ���������	� Q*

5 ����	� (1) ���	� ����� �� KIT∆2� 	 � ����	� (2) ���E�
� �� ����	 �� KITn"
����	� ��	 n = 3 � n = 4�* �
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����� ;*=!

%��	��	�� ���	��� �	 �	���
(2) ���	�� �����
�	�
��� �������6�
������ ����������	Q 
	 ���������*
'	�	 ��� �	� 
	 ����� ;*=� ������"
���	� Q ���� �������� 
	 ����"
����� ∆2 � ∆3* 9	 ��
��� ����"
�	�	 �
����	�	 � �('∆2 ������� '��"
���� ;*�=�� ����	��!∫

∂Q

fdz =
∫

∂∆2

fdz+
∫

∂∆3

fdz = 0

�;*�=�
�� ����	�∫

∂∆

fdz =
∫

∂∆1

fdz+
∫

∂Q

fdz = 0.

�;*�>�

5��� .$2 �@��������� ������� 
��������- 5C	
���!
/��� �� &����	�� f ������&�� �� ������	 G� G∗ = {z|z̄ ∈ G}' %�� �� &����	�� f∗


�!�	���� �� G∗ �� f∗(z) = f(z̄)� ��
� �� f∗ ������&�� �� G∗'

������ 9��	 z0 ∈ G∗ ��������
	 �	��	* -��	���� �	 ������ ��
	�	
 �����
(f∗)′(z0)* (�	�� �	 �

(f∗)′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h̄) − f(z0)
h

= lim
h→0

(f(z0 + h̄) − f(z0)
h̄

)
,

�*

(f∗)′(z0) =
(

lim
h→0

f(z0 + h̄) − f(z0)
h̄

)
= f ′(z0).

F��	� �� ���� ������� � �������6� '������ �	��� ��
���� f ��� z0 ��� ����6�
������	 �	 ∂ ������� ����� ;*#*7�* �

(������ .$ . �I������ %������- I� %! ����������	�� 
� ��

(a) L ������� �� R� G+ ������ � H+ 	

(b) ����� t ∈ L �� ������ ��������� ����� Bt ������ 
� Bt ∩ H+ ��	��
� G+'
/��� �� G− ��K���	�� ������	 G+ � �
���� �� ������ ���� ��'

G− = {z|z̄ ∈ G+}. �;*#?�



�+; ����� �� �����	 �������	���� ����	��

����������	�� 
� �� f ������&�� �� G+� ������	
�� �� G+∪L 	 
� �� f(x) ������
�� ����� x ∈ L' ��
� ������	 &����	�� F, ������&�� � G = G+ ∪ L ∪ G−� �����

� �� F (z) = f(z) �� z ∈ G+' ��� &����	�� ��
�������� �����	��"

F (z) = f(z̄), z ∈ G−.

������ F��
����� F (z) = f(z̄) �	 z ∈ G− � F (z) = f(z) �	 z ∈ G+ ∪ L* �	�	
�	��	 z ∈ G− ���� �	 x ∈ L� �	�	 z̄ → x � F (z) = f(z̄) → f(x) = f(x)* %���	� F
� 
�������
	 
	 G* (� &��� ;*> ����� �	 � F ��������
	 
	 G+ ∪ G− � ����	� 
	
��
��� &9-� �	�������� �	 � F ��������
	 
	 G* �

5 -������ +? �:	��	���� ����� �����
� L = [0, 1] � ��� ��	
��� ���	��� G = D1*
-�������� �	 ���	��D1 = G 
� ����
	�	 ����� (b) 
	 L* . ������� 
	 �� �	 ����� (b)
��������	M 	����	��
�� � ���	����� �	��� �������	� ���� �� �	��
��� �����	��
�
��
�������
(b′) -����� ���	�� G ��������
	 � ��
��� 
	 R �	�� �	 G ∩ H+ = G+ ��* G+ ∪
L ∪ G− � ���	���*

5��� .$#3 �5��� %������ @��������- 5%@! /��� �� G ������ �	����	)�� �
�
���� �� ������ ��� 	 ���� ������� ������� L = (α, β) �� ������� ��	 ��	��
�
������	 G' %�� �� f ������&�� �� G 	 ������ �� L� ��
� �� f(z̄) = f(z)'

������ 9	 ��
��� &��� ;*>� ��
���	 f̃ � ���
��	
	 �	 f̃(z) = f(z) − f(z̄)� �
��������
	 
	 G* )	 x ∈ L = (α, β)� ����	 ��������	���� f(x) � ��	�
�� �	 �
f(x) = f(x) �� ����	� f̃(x) = f(x)−f(x) = 0* %���	� 
	 ��
��� '������ 2���
�����
�	�������� �	 � f̃ ≡ 0 
	 G� �* f(z̄) = f(z) �	 z ∈ G* �

%����� ) 5����	�� zn, sin, cos, exp, tg, sh �� ������ �� ������� ��	 	 �	����	)�� ��
� �
���� �� ������ ���� ��' �	����	)�� ��)�� � �
���� �� ������ ��� �����	������ �
�	����	)�� ��)��'

/��� �� f(z) = eiz' ��
� �� f(R) = T ' ������	�	 
� ��� &����	�� ��
��������
�����	�� f(z) = f(z)∗'

(������ .$ / �%��������� ���& ���������� ���! %�� ����	�� ������	 D ��
� 	
����	�	)�	 ��� γ� ���&����� �����	������ ϕ ������	 �� ��
	�	)�	 ���� U �� � ��
����	�	)�	 ���
� 	�	 ���� γ'

������ )	 ��������
� t0 ∈ [α, β] ������ ���� B = B(t0; r) � ���� �� γ ������	�	
�	� ��������
	 ��
���	* . ������� 
	 ����� γ′(t0) �= 0� ���� �� ��������	���� �	
� γ 1−1 
	 B* %�
	���� �	 Λ ��	���	� ����	 B� ��� �� �	���� �� �	�	�	 ��	�
�
���� � �	 B+ �
	 �� ����������	 B \ Λ ��� γ �������	�	 � D* /�
���	 ϕ̂ = ϕ ◦ γ
����
	�	 ������ -��
���	 �������� ��������	�	 Λ 
	 ����
� ���� � ����	 �� 	
	�������
������	�	 � B* �	�� � ϕ̂ ◦ (γ)−1 = ϕ� ��
���	 ϕ �� 	
	������� ������	�	 ���� ���
γ0 = γ(Λ)� �* � ���	�� γ(B)* �

(������ .$ 0 ���(∆2! /��� �� &����	�� f ������	
�� �� ���������� ������� ∆
	 ������&�� �� ������������	 ∆' ��
� ��

I =
∫

∂∆

f(z)dz = 0.
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w

����� ;*>!

������ ,�� ��	
�
	 ��������� ������
��������	���� �	 � 0 �
���	�
	 �	��	
������	 ∆* 9��	 � 0 < ρ < 1 � ∆ρ =
{ρz|z ∈ ∆}* �	�� � f ��������
	 
	
∆ρ� �	�� �	 � 1

ρ

∫
∂∆ρ

f(w)dw = 0* �����"
��6� ���
� w = ϕ(z) = ρz� 
	�	���� �	
�
∫

∂∆
f(ρz)dz = 0 �� ����	�

I =
∫

∂∆

(f(z) − f(ρz))dz. �;*#7�

9��	 � ε > 0 ��������	
 ���* �	��
� f �	�
����
� 
�������
	 
	∆� ������
ρ0 �	�	� �	 � |f(z) − f(ρz)| < ε �	 z ∈ ∂∆ � ρ0 < ρ < 1* %���	� 
	 ��
���

���
	����� �	 	������
� ����
��� �
����	�	� ����	�� �����6� ���
�!

|I| ≤
∫

∂∆

|f(z) − f(ρz)|dz ≤ ε|∂∆|

�� �	�� �	 ε ������ ��	��	�� ��������
� �	�� �������	
 ���� �	�������� �	 �
I = 0* �

(������ .$ 2 ���(n	������! /��� �� Λ ��������� ������ ���	������� �	�	�� �
����������� ����	 C 	 P = Int(Λ)' %�� �� &����	�� f ������	
�� �� P 	 ������&��
�� P� ��
� ��" ∫

Λ

fdz = 0.
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����� ;*7?! � � �������

������  �� � ���� P �����	�� �
��
��� 
	 
��� �	��� z0 ∈ P� ��� ��	
"
�
	 �������� ������ ��������	���� �	 �
z0 = 0 � ��������� �	� � ���	�� �('∆2*

5 ������ ����	� ���� �� 
"����	� P
�������� 
	 ��������� �	� 
	 ����� ;*7? �
�����
��� �('∆2*
���	
	��� F��	�	�� �	 ������ ��	 
�"
�����
	 ����
	 A � B ������
	 Λ� �	��	
�	 � [A,B] ⊆ P � �	 ��� [A,B] ���� P 
	
��� ���	���� P1 � P2� ���	
���
� ������"

��	*

9	��	��	�6� ��	 ������	�� ���	�	��
�	 ������ ���������∆i ⊆ P� i = 1, . . . , n�
�	��� �	 �	��!

Λ =
n∑

i=1

∂∆i,

��� ���� ∂∆i� i = 1, . . . , n � Λ ��	�� 
	 ������� �������
� ����
�	���* �



�+= ����� �� �����	 �������	���� ����	��

*���� .$'$# #������	 H��� D'@ ����+� &������ �� ∂̄'

������ 9��	 � g(z) = f(z̄) = f(x,−y) � h = ḡ� ��� � ḡ(ζ) = g(ζ)* �	�� �

gx(z) = fx(z̄) � gy(z) = −fy(z̄),

ḡx(z) = gx(z) � ḡy(z) = gy(z),

∂̄f = 0 
	 G ��� � f ��������
	 
	 G�� 
	�	���� �	 �!

∂h(z) = ∂ḡ(z) =
1
2
(ḡx(z) + i ḡy(z)) =

1
2
(gx(z) + i gy(z))

=
1
2
(fx(z̄) − i fy(z̄)) =

1
2
(fx(z̄) + i fy(z̄)) = ∂̄f(z̄) = 0 (z ∈ G∗).

�

*���� .$'$ 5�����	���	 	 
������	 ����	�� H�� ��� �� 	������� �����	 
����
��� ��� ����� � ��K���	�� � �
���� �� ������ ��� �	����	��� � �
���� �� ��� �	��'

���	
	��� f(z∗) = f(z)∗� ��� � z∗ =
1
z

. �

*���� .$'$' ����+� �� �� D'3'2 �������	 
� �	�	������ �����	������� ��)���: �	����
�	�� ��)��� � �
���� �� ����� 	 ����' ,C	
��	 �
��������+	 �������� � ����	�	 B	�	��
����� �����	�������'-

*���� .$'$) /��� �� D = C\([−1, 1] ∪ [−i, i])' /�+	 ���&����� �����	�������
������	 D �� ����������� ��
	�	)��� 
	���'
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√
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˙̇−1 1

D1

(z)

−i

i

����� ;*77!

������� 9��	 � D1 = H \ [0, i]* /�
���	 z2

�������	�	 ���	��D1 
	 C\[−1,+∞)* %�
	����
�	 f0 ��	
� ����
	 ���
��	
� 
	 ���	��� C1 =
{0 < ϕ < 2π}* /�
���	 ψ ���
��	
	 �	 ψ(z) =
z2 + 1 �������	�	 D1 
	 C1 � ����	 f1 = f0 ◦ ψ
�������	�	 D1 
	 H* 9��	 � l = (−∞, 1) ∪
(1,+∞) � l̃ = (−∞,

√
2) ∪ (

√
2,+∞)* f1 ��


�������
� �������� 
	 D1 ∪ l � �������	�	 l 
	
l̃* %���	� 
	 ��
��� ���
���	 ��������� ����� �	
�� f1 ��	���	�� ��� ���� ��
	�� �	 �������
��
	
	������� �������� 
	 ���	��
D1 ∪ l ∪D∗

1 � ��� � D∗
1 ���	�� ��������
	 ���	���

D1 � ��
��� 
	 ��	�
� ���� � �������	�	 D 
	
D2 = C \ [−√

2,
√

2]* 9��	 � Υ = (
√

2)−1Z−1�
��� � Z−1 �
����
	 ��	
	 ��
��� 0��������
����E�
	 �	 Z−1(∞) = ∞* /�
���	 Υ◦f1 ����"
���	�	 D 
	 C \ U * �

*���� .$'$+ /��� �� G = {|Re z| < π/2}\[0, π/2]' �������	���	 ���&����� �����
�	������� ������	 G �� ������ ���������'



���� ������������	�� ������	� ����	�� 	 ��	��	� �	����	�� �+>

*���� 3�'�� '��� �

#$ %������ ��������� ������- %;;
��	��	� ����	���� ��
��� � �	�� � �	 
����	
���
� ���	��� � �����6�� ������!

9��	 � Ω ���	�� � C� f : Ω → C 
�������
� �������	�	
� � f ��������
� 
	
Ω* '	�	 |f | ������� �	������ 
	 ∂Ω*

%��� �� Ω ���
��� � C* F	��� 	�� � Ω 
����	
���
	 ���	��� �	�	 ∞ ∈ Ω*

7* 9��	 � B(z) =
i − z

i + z
* F��	�	��!

	* B � 
�������
	 ��
���	 
	 C \ {−i}*
�* |B| = 1 
	 ∂H = R ∪ {∞}� �	�� �	 |B| ������� �	������ 
	 H� � ��	�� �	���
∂H = R ∪ {∞}*

�* 9��	 � f(z) = exp (exp z)� g(z) = exp (− exp z)� h(z) = g(z)
1

z − π i
�

D =
{
z : −π

2
< y <

π

2

}
*

	* F��	�	�� �	 � ���	 ��
���	 f ���	
���
	 
	 ��	
��� ���	��� D ����� �� ��	
��	
���
��� � ��
��� 
	 C�� 	�� 
����	
���
	 
	 D�
�* sup{ |g(z)| : z ∈ D} = 1
�* h � 
�������
	 
	 D � |h| ������� �	������ 
	 D � �	���

π

2
i ! max{ |h(z)| :

z ∈ D} = 2/π

���	
	��� 9	 ��
��� 	�����
� �������� ����	�� exp
(
x± π

2
i
)

= ± i ex* %���	� �	

z ∈ ∂D� ����� ���� f(z) = exp (± i ex) � ����	 |f | = 1 
	 ∂D*  ��� f(x) → ∞ ����
���� �	�	 x → +∞ ��� �������
�� ���	 x−���*

5 ���� �	 �����
�� ��	��	�� ����	���� ��
��� ���������!
�* f 
�� 
�������
	 
	 D 	�� �� �	�����
� ���
��� � ��
��� 
	 C*
�* %��	�� D ���	
����
	 � �	�	��
�� ��
�	�	 l1 = {z : y = −π/2} � l2 = {z : y =
π/2}*
$�	
��	 ���	��� D � C � l = l1 ∪ l2� �
�	 ��� ��� ��
��� � f � 
�������
	 
	 l*
�* h � 
�������
	 
	 D 	�� �� D �	��	��	 �	� �����
� �������� ∞ ∈ D ����� ��
�	�����
� ���
��� � ��
��� 
	 C�� 	�� h 
�� 
�������
	 � ∞*

#*  �� � f ��������
	 ��
���	 � 
��� �����
� �	��� a� ��	 � ��	���
	�
	 �	��	
��
���� |f |� �	�	 � f(a) = 0 ��� f ′(a) = 0*

���	
	��� |f |2 = f f � ∂f =
1
2

f

|f | f ′� ∂f =
1
2

f

|f | f ′*

 $ ,����������� �������

7* 9��	 � D = H = {z : Im z > 0}� D∗ = H = {z : Im z > 0} � f(z) = z3

F��	�	��
	* f ��		�
� ��
��
	�
� �������	�	 ��	
��� ∂D = R ���	��� D 
	 ∂D∗ = R



�8? ����� �� �����	 �������	���� ����	��

�* f 
�� ��
��
	�
� 
	 H � f(H) = C∗

�* 9��	 � A(z) = i
1 − z

1 + z
� B = A−1� f(z) = z3� g = B ◦ f ◦ A �

D∗ = C \ {−1, 1}* F��	�	��
	* A � ��
����
� ��������	� U 
	 H.

�* B(w) =
i − w

i + w
.

�* g �������	�	 ���
��
� ����
��� ��		�
� ��
��
	�
� 
	 ����*
�* %������� ��
���	������ ��
���� g � C� �	 �� g ��	 ��
���	����� 
	 UL
�* g(U) = D∗
���	
	��� B ��	 ����� ��� � −i� ��
���	 g ��	 ����� ��� � 0� �	��� 
��� ����
�
�
��������	��� -�%�*

#* 9��	 � 0 < k < 1� p(ζ) = (1 − ζ2)(1 − k2ζ2)� f(ζ) = 1/
√

p(ζ)� �
I1 = [1, 1/k]� L = I1 ∪ (−I1) � D = C \ L*
F��	�	��
	* ������ �����	�
	 ��	
	 ψ �����
	�
� ��
���� f 
	 D� ��	 � �������
	 
	
I = [0, 1)*

�* 	�� � ϕ(z) =
z∫
0

ψdζ� ϕ �������	�	 H 
	 ��	����	�
��*

���	
	��� :����� ��������� 8*� �-����	
� ��	
	�*

+* 9��	 � 0 < a < 1� L = [a, 1] � D = U \ L*
F��	�	��
	* ������ �����	�
	 ��	
	 ψ = ψn �����
	�
� ��
���� n

√

	 ϕa(D),

�* �	 �� ������ ��
����
� 	��������	� ϕ ����	 �	�� �	 � |h′(0)| > 1� ��� �
h = ϕ ◦ ψ ◦ ϕa*
�* 9	���	�� ���	��� D1 = ϕa(D)� D2 = ψ(D1)� D3 = ϕ(D2)*
���	
	��� ��������� �	��� (d) �� ���	�	 1��	
��� �������� ϕ = ϕb� ��� � b =
ψ(−a)*
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�	�� � ∆KR
Arg p = nπ � �	�� h ���� �	 1� �	�	 R ���� �	 +∞� ����� �	 ∆KR

Arg P
���� �	 nπ �	�	 R ���� �	 +∞ ���	�
��� J�* .���	� �����
�� �#� ���
����� -
Arg�� 
	�	�� �� �7�*
�	�� � n = n+ + n−� �� �7�� ����� ���*

7* %������� ��� ����
	 ��
	��
� z9 − 6z4 + 3z − 1 = 0 � ���
��
�� �����
U *
���	
	��� 9��	 � f(z) = −6z4 � g(z) = z9 + 3z − 1*



�8� ����� �� �����	 �������	���� ����	��

�	�� � |f | = 6� |g| ≤ 5 
	 T �
����� |g| < |f | �	 z ∈ T *
9	 ��
��� 1������� ��	�	 ��
���� h = f +g � f ��	� ��
	� ��� 
��	 � U * �	��
��
���	 f = −6z4 ��	 ������ 
��� � U � �� � ��
���	 h = f + g ��	 ������ 
��� � U *
F	���� ����
�� P (z) = z9 − 6z4 + 3z − 1 ��	 ������ 
��� � U *

�* F��	�	�� �	 ����
�� P (z) = z11 + 2z5 + 1 ��	 �	� ��
� 
��� � ���
��
��
����� U *
���	
	��� �	�� � P (1) = 4 � P (−1) = −2� P ��	 �	� ��
� ��	�
� 
���*
	����
	���
� ����
�! 
��	 � f(z) = 2z5 � g(z) = z11 + 1� ���	�	�� �	 ������
r ∈ (0, 1) �	�� �	 � 2ρ5 > 1+ρ11 �	 ρ ∈ (r, 1)� 9	 ��
��� 1������� ��	�	� ����
��
P ��	 ��� 
��	 � Uρ = {|z| < ρ} �	 ��	�� ρ ∈ (r, 1) � ����	 ��� 
��	 � U *
-�������� �	 ����
�� P ��	 ��� 
��	 � U *

#* %������� ��� 
��	 ����
��	 P (z) = z5 + 12z3 + 3z2 + 20z + 3 � �����
�
A = A(1, 2) = {z : 1 < |z| < 2}*
���	
	��� 9��	 � f(z) = 20z � g(z) = z5 + 12z3 + 3z2 + 3*
�	�� � |f | = 20� |g| ≤ 19 
	 T � P ��	 ��
� 
��� � U *
9��	 � U2 = {|z| ≤ 2}� T2 = ∂U2� f(z) = 12z3 � g(z) = z5 + 3z2 + 20z + 3* �	��
� |f | = 96� |g| ≤ 87 
	 T2� P ��	 ��� 
��� � U2 � ����	 ��� 
��� � A*
��	����	���� �������! 9��	 � f(z) = 12z3 + 20z � P = f + g* '	�	 � |f | > |g| 
	
∂A � f ��	 ��� 
��� � A* %���	 �����
�� 1������� ��	�	 
	 A� ����� �	 P ��	
��� 
��� � A*

+* %������� ��� 
��	 ��
���� h(z) = ez − 1 + 2z2 � ���
��
�� ����� U *
���	
	��� f(z) = 2 z2� g(z) = ez − 1*
|g(z)| ≤ e − 1 < 2 �	 z ∈ T � ��� 
��� � U *

8* F��	�	�� �	 ��
	��
	 z + e−z = k� k > 1� ��	 ��	
 � �	�� ��	
 ��	�	

����
 � ���
� �����	�
� Π+*
���	
	��� 9��	 � f(z) = k−z� g(z) = −e−z� B+

R = {z : |z| < R, Re z > 0}� R > 0�
lR = {z = it : −R ≤ t ≤ R} � K+

R = {z : |z| = R, x ≥ 0}*
�	�� �
|g| ≤ 1 �	 Re z ≥ 0�
|f(z)| ≥ k �	 z ∈ lR� �
|f(z)| ≥ R − k > 1 �	 z ∈ K+

R � R > k + 1�
����� |g| < |f | �	 z ∈ ∂B+

R *
9	 ��
��� 1������� ��	�	 ��
���� h = f + g � f ��	� ��
	� ��� 
��	 � B+

R *
�	�� ��
���	 f = k − z ��	 ��
� 
��� z = k � B+

R � �� � ��
���	 h = f + g ��	
��	 ��
� 
��� � B+

R *
-�������� �	 h ��	 ��
� �������
� 
���*

;* ������ ����
	 ��	 ��
	��
	 z2 = aez � ���
��
�� ����� U 	�� �
0 < a < 1/e*
���	
	��� f(z) = z2� g(z) = −aez*



���� ������������	�� ������	� ����	�� 	 ��	��	� �	����	�� �8#

|g(z)| ≤ |a|ez <
1
e

e = 1 �	 z ∈ T � ��� 
��� � U *

<* 9��	 � 0 < r < π/2* -��	�	�� �	 �	 �����
� ������ n ����
�� Fn(z) =

1 − z2

2!
+ · · · + (−1)n z2n

(2n)!

��	 
��	 � ����� B� ��� � B = B(0; r)*

���	
	��� Fn(z) �� �	���	�
� ���� '�������� ���	 ��
���� cos* �	�� '������ ���
��
���� cos �	�
����
� ��
������	 
	 B� 	 cos 
��	 
��	 
	 B� ����� 
	 ��
���
1������� ��	�	 ���	�
��� J�� �	 �	 �����
� ������ n ����
�� Fn(z) 
��	 
��	 �
����� B*
�
�������� �	�� � cos z = 0 	��� z = zk = π/2 + kπ� k ∈ Z� ��
���	 cos 
��	

��	 � B* %���	 � µ = min{| cos z| : z ∈ B} > 0* �	�� 
�� Fn �	�
����
� ��
��"
���	 �	 cos 
	 B� ������ n0 �	�� �	 � �	 n ≥ n0 � z ∈ B� �	�� | cos z−Fn(z)| < µ/2*
%���	� 
	 ��
��� 1������� ��	�	� 	�� � n ≥ n0� ����� �	 ��
���� cos � Fn ��	�
��
	� ��� 
��	 � B*

=* 9��	 � P (z) = z3 − 3z2 + 4z − 3 � γ ��
���	 ���
��	
	 �	 γ(y) = P (iy)�
−∞ < y < +∞*
�	� .�����	�� ��	� ��
���� γ.
��� F��	�	�� �	 � ∆ Arg γ = −3π.
��� F��	�	�� �	 ��� 
��� ����
��	 P ����	�	� ���
� �����	�
�*
���	
	��� '�	� ��
���� γ ���� �� ������	�� ����6� �	�	���	����� ��
	��
	 ���
��
����! u = 3(y2 − 1)� v = y(4 − y2)*
9��	 �� γ+� γ0 � γ− ���������
� ���������� γ 
	 (−∞,−2]� [−2, 2] � [2,∞)* γ0 �
�	�����
	 
��	���
� ����
���	
	 ��
���	 ��� 0 � ����	 ∆ Arg γ0 = −2π*
�	�� �

lim
y→−∞

v(y)
u(y)

= +∞ , lim
y→∞

v(y)
u(y)

= −∞ ,

����	 �� ���*
��� ������ 
	 ��
��� &��� 4��	���	*

)	 ����� ������ 
��* H2�"4	I! -��
���  �����
�	� 8.37 − 8.45� 10.01*
)	�	�	� 7 � ����	
 )	�	��� 8.39� 	 )	�	�	� 8.38 ��� H2�"4	I�� ��� ������ ���� ��
������ ����6� &��� 4��	���	*

>* %������� ��� 
��	 ����
��	 P (z) = z2n + 4 z2n−1 + 1 � ���
� �����	�
� Π+*

���	
	��� -	�	���	���	 ��
	��
	 ��
���� γ �! u = (−1)n y2n + 1� v =
4(−1)n+1 y2n−1� −∞ < y < +∞* %���	 	�� � 
��* n 
��	�
�� 
	�	�� ��

u = 1 −
(v

4

)s

� −∞ < v < +∞� ��� � s =
2n

2n − 1
> 1* �	�� �

lim
y→±∞

v(y)
u(y)

= 0 ,

����� ∆ Arg γ = 2π �� 
	 ��
��� ������� �7�� n+ = n − 1*
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� �
O )

n = 2k

+

5

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇
˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇

˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

� �
O )

n = 2k + 1

�

�
�

�

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇̇
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˙̇̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇̇̇˙̇̇

˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
˙̇̇̇̇̇̇̇̇
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����� ;*7#! @��� 
����	�

.���
�� 	�� � n �	�
� ����	 �� ∆ Arg γ = 0 �� 
	 ��
��� ������� �7�� n+ = n*
4�&�����E n − 1 	�� � n 
��	�
�� n 	�� � n �	�
�*

7?* 9��	 � λ > 2� P (z) = z3 − z + λ � g(z) = e−z(z + 2)* F��	�	��
	* |g| < |P | 
	 Π+*
�* ��
	��
	 P = g ��	 ��	 ����
	 � ���
� �����	�
� Π+

���	
	��� 9��	 �� zk 
��� ����
��	 P * �	�� � P (0) = λ � P (−∞) = −∞�
P ��	 
��	���	
� 
��� 
��* z1* (� z1 + z2 + z3 = 0� �	�� � z2 = z3� �����
Re z3 = Re z2 = −z1 > 0*

77*A 9��	 �� P = zn + · · ·+ an � Q = zm + · · ·+ bm� ����
��� ���������
� �����
	
n, m ≥ 1 � Υ = P−1(T )* F��	�	�� �	 � max{ |Q(z)| : z ∈ Υ} ≥ 1*

7�* 9��	 � f ��������
	 
	 U � 
�������
	 
	 U *
	*  �� � f : U → U � �	�	 f ��	 
�������
� �	��� � U.
�* 9	����� ������ �������	�
	� ��� ��� 
�������
� �	���� ����	�	� ��	
��� ����	
U *

������� 	* 9��	 � rn = 1 − 1/n� fn(z) = rnf(rnz) � ��
	���� �	 E ���
�����
�������	�	
�* �	�� � |fn| < |E| 
	 T � ��
���� E � Fn −E ��	� ��
	� ��� 
��	
� U * %���	� ������� �	 E ��	 ��
� ������ 
��� � U � ����� �	 Fn − E ��	 ��
�

��� � U � �* ������ zn ∈ U �	�� �	 � fn(zn) = zn* �	�� zn ∈ U � ������ ���
��
��� ��
������	 �	 
��� �	��� z0 ∈ U �� ����	� ����	���� 
	 ��	
��
� ����
����
����� f(z0) = z0*

�* 9��	 �� α � β ��	�
� ������ � 
��	 � ϕ(z) =
z − eiα

z − eiβ
* '�	��
� �������	�	
� �

���
��	
� �	 ϕ(w) = kϕ(z)� ��� � k > 0* -�����
��� w = ϕ−1(kϕ(z))*



����� 


������� � � ������	�
��	��
�� !"##

6�� 4����� �������� ��3 ���� 	 .�������� ���*
���11

+���� "
#�� ��


 �� � ��	�
	 ��
���	 ϕ 
�������
	 
	 ���	��� Ω ⊆ C∗ � 	�� � z = |z|eiϕ(z) ��*
ϕ(z) ∈ Arg z� �	 ��	�� z ∈ Ω� ϕ �� 
	���	 ��	
	 �����
	�
� ��
���� Arg 
	 Ω �
����
� �� ��
	�	�	 �	 arg*

)	 γ ∈ R ��
	���� �	 Λγ = {ρeiγ |0 < ρ < +∞} ������	�� �	 ��������
� ������
	�
�� ������� ��� ���	��	�	�M ��	� γ �	 x−����* 9��	 � α ∈ R �
Oα = C∗ \ Λα*

9	 ��
��� '������ 7*7? �2-/�� ��	�� z ∈ Oα ���� �	 ���
����
� ������	����
� ������

z = |z|eiϕ, ϕ ∈ Jα = (α, α + 2π).

9	 ��	 
	��
 ��	��� z ∈ Oα ��
��
	�
� � ������
� ϕ = ϕ(z) � �
����	�� Jα� �*
���
��	
	 � ��
���	 ϕ : Oα → Jα� ��	 � ��	
	 �����
	�
� ��
���� Arg ���	
	
	�����
�	� 
	 Oα*  �� ������ �	 ��������� �	 � ϕ ��	
	 Arg� �
�	 ������ ϕ
��������� ��
	�� arg ��� argα*

 �� �
Jk = Jk(α) = (α + 2kπ, α + 2(k + 1)π), k ∈ Z,

������ ��	
	 	�����
�	 ϕk : Oα → Jk* ������� �� � ��
	�	 argk ������ ϕk*
.	 arg ��
	�	�	�� 
��� ��	
� 	�����
�	� ����
� �	 ����
�����	 � (0, 2π) ���

(−π, π)*
-�
�����
��"������ �HF��
���	 8*+I�� ��� 
� �� ������ Ω ����	������ O−tipa ��� Ω ⊆ Oα

�� ���� α ∈ R'

�88



�8; ����� $� ������� � %�������
�� 
���	�� �&##

�� ��� 
� �� ������ Ω� O − tipa ��� Ω ⊆ D� �
� �� D ��������������� ������ ����
�� ��
� 	 ��)�� z = 0 	 z = ∞

9	 ���	����	O−���	 ������ ��	
	 	�����
�	* %�	 ��
�
��	 ��	 �	�
� ����� �

	��� ��������! � ���
���� �����
� 	�����
�	 ��� ���	� ����6� ��� ���
�����
��� ����	�	�	 ��
����� ���	 � ��
��� 
	 
��� �	���*

.����6� ������ � �	�	
 �	 �	�����	
� ���
���� � �����
	 ���	 �����
� 	�"
����
�	 ��� ���	*

%����� )) ,�- �������	 
� �	�� ��)�� 
� �� arg (zw) = arg z + arg w'
,�- �������	 
� �� Arg (zw) = Arg z + Arg w (z, w ∈ C∗)'
������	�	 ����	�� 	����� ��)��� (a) 	 (b)'

+���� "
#�� ��� ����
�
 �����
���

9��	 � γ ��� � ���	��� O " �	�	
 ��� ��	�	 �� ������
	�
�� ������	* �	�� 
	 O
������ ��	
	 arg ������ ���
��	�� �����
� ��
���� arg ��� γ� � ��
	��!

∆Arg γ = arg γ(1) − arg γ(0).

9��	 � γ ��� �	 �	�	���	����� �
����	��� I = [0, 1] � 0 = s0 < s1 < . . . < sn =
1, zk = γ(sk) � 
��	 � ��� γk ���������	 ���	 γ 
	 Ik = [sk, sk+1], 0 ≤ k ≤ n − 1*
��	��� �	���� �	 � ��� γ ������
 �	��	�	 z0, z1, . . . , zn 
	 ������ γk*

 �� � γ ��� � C∗� ������ �������	M ����	
�� ���	� �	��	 �	 ��	�� ��� γk ����	�	
���	��� Ok " �	�	
 ��� ��	�	 �� ������
	�
�� ������	* F	���� ������ ���
��	��
�����
� 	�����
�	 ��� ���	 γ� �*

∆Arg γ =
n∑

k=1

∆Arg γk.

9��	 � γ ��� � f 
�������
	 � �	������	 �� 
��� 
	 γ∗ � Γ = f ◦ γ* -����
	
	�����
�	 ��
���� f ��� ���	 γ ���
��� �� �	�

∆γArg f = ∆Arg Γ.

)	 ��������
� ��
���� f � ��������	
 ��� a ∈ C ���
����� ��
���� fa

���	
��	��	 �	 ������ a� ����6� fa(z) = f(z) − a*
 �� � γ �	�����
 ��� � w 
� ����	�	 γ∗� ���
����� ��� ����	�	�	 ���	 γ ���

�	��� w �	�

nγw = n(γ,w) =
1
2π

∆Arg γw =
1
2π

∆t∈IArg (γ(t) − w).

5 �����	���� �� �	 ��� ����	�	�	 ���	 γ ��� �	��� w ����� ������� � ��
	�	 Indγw*
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'
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�� � ���
��

 �� � γ ��� � C∗� ��
����� �	 ������ �������	M ���	 γ� 0 = s0 < s1 < . . . <
sn = 1, zk = γ(sk) �	��	 �	 ��	�� ��� γk ����	�	 ���	��� Ok " �	�	
 ��� ��	�	 ��
������
	�
�� ������	� ��� � γk ���������	 ���	 γ 
	 Ik = [sk, sk+1], 0 ≤ k ≤ n−1*
%�	������ ��	
� ϕk = argk �����
	�
� ��
���� Arg 
	 Ok �	�� �	 �

ϕk(zk+1) = ϕk+1(zk+1), k = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

F��
����� ϕ 
	 I� �	�� �	 � ϕ ��
	�� ϕk ◦ γ 
	 [sk, sk+1), 0 ≤ k ≤ n − 1* 2	�
�
� �	 � ��
���	 ϕ 
�������
	 
	 I � �	 �	��!

γ(t) = |γ(t)|eiϕ(t), t ∈ I. �<*7�

/�
���	 ϕ 
	���	 �� ��	
	 	�����
�	 ��� γ� 	 ������	 (7.1) ���	�
	 �������
�	��	
���	 γ* F	���� ���	�	�� ��� �����6� ������	�!

%����&����� /$# /��� �� γ : I → C∗ ���' ��
� ������	 ������	
�� &����	�� ϕ :
I → R ���� 
� ��

γ(t)
|γ(t)| = eiϕ(t), t ∈ I

	 
� ��
∆Arg γ = ϕ(1) − ϕ(0).

/�
���	 ϕ 
	���	 �� 
�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 γ*

��"������ /$# �,����������� ��"������ �������! /��� �� γ �������� ��� 	 ����
w �� ��	��
� γ∗' %�� �� &����	�� ϕ = ϕw ������	
�� ����� ��������� 
� ����
γw ,��������	�� �� w-� 
�!�	���� ���� ��	������ ���� γ ��� ��)�� w ��� Indγw =
ϕw(1) − ϕw(0)

2π
'

 �� ������ �	 ���	�
��� � ��� ����������	 ���
���	 �
�	 ��������� ��
	��
nγ(w) = n(γ,w)*

%����&����� /$ %�� �� γ ���	�	��� ��	����	��� �������� ���� f &����	�� ������
�	
�� �� γ∗ 	 Γ = f ◦ γ ��	��
� ������	 Ω� ���� �� O−�	��� ��
� ��"

∆γArg f = ∆Arg Γ = 0.

������ 9	 ���	��� Ω ������ ��	
	 	�����
�	 Arg* %�	���� � ������� 
	 �� �	 �
Γ �	�����
	 ��
���	� �* Γ(0) = Γ(1)� �	��!

∆γArg f = ∆Arg Γ = Arg Γ(1) − Arg Γ(0) = 0.

�

-�������� �	 �����6� ���������� ��������� � ���	�� 1������� ��	�	 ����6�
-��
���	 	�����
�	* 5 ��	���
� �����	���� ������� �� ������	 (7.2) ��� ���	�����
	*
%��� ����	 �����6� �	 � Arg (zw) = Arg z + Arg w� 	�� � ������ �����
	�
��
��
���	*
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%����&����� /$' %�� �� γ ��� 	 f, g : γ∗ → C∗ ������	
�� &����	�� 	 Γ1 = f ◦ γ�
Γ2 = g ◦ γ� 
������	"

∆γArg (fg) = ∆γArg f + ∆γArg g. �<*��

������ 9��	 �� ϕ1 � ϕ2� ���������
�� 
�������
� ��	
� 	�����
�	 ��� Γ1 � Γ2*
/�
���	 ϕ = ϕ1 + ϕ2 � 
�������
	 ��	
	 	�����
�	 ��� ���	 Γ = h ◦ γ� ��� �
h = fg* �

(������ /$# �� �������! /��� �� γ �������� ��� � C 	 Ω = C \ γ∗' ��
� ��"

(a) nγ ���������� &����	�� �� Ω.

(b) nγ ��������� �� ������ ������	 �
������� �� γ'

������

(a) 9��	 � a ∈ Ω � 
��	 � ϕ = ϕa ��	
	 	�����
�	 ��� γa* '	�	 ϕ(0) ∈
Arg γa(0) � ϕ(1) ∈ Arg γa(1)* %�	���� � ������� 
	 �� �	 � γa(0) = γa(1)
���� γ � �	�����
�� ����� �	 � ϕ(1) − ϕ(0) = 2kπ, k ∈ Z* F	����

nγ =
ϕ(1) − ϕ(0)

2π
= k.

(b) 9��	 � a ∈ Ω �����	
	 �	��	� b ∈ Ω � 
��	 �� ϕa � ϕb� ���������
�� ��	
�
	�����
�	 ��� γa � γb* 9��	 � r > 0 ��	��	
� �	�� �	 B = B(a; r) ⊂ Ω*

�	�� � ��
���	 Φ(z, t) =
∣∣∣ γz(t)
|γz(t)| −

γa(t)
|γa(t)|

∣∣∣ �	�
����
� 
�������
	 
	 �����
B × I � Φ(a, t) = 0� �	 ��	�� ε > 0 ������ δ �	�� �	 �� |a − b| < δ �����∣∣∣ γa(t)

|γa(t)| −
γb(t)
|γb(t)|

∣∣∣ < ε, t ∈ I. �<*#�

9��	 �� 
	 ������� ε =
√

2* 9��	 � arg ��	
	 	�����
�	 
	 Π+ �	 ����"


�����	 �
( − π

2
,
π

2
)
� R(t) = arg

γb(t)
γa(t)

* %�	���� � ������� 
	 �� �	 �

R 
�������
	 ��
���	 �	� ���������	 
�������
�� ��
���	� ����� ϕb(t) −
ϕa(t) = R(t)+2k(t)π� ��� � |R(t)| < π/2 � k 
�������
	 �������
	 ��
���	*
9	 �����	�
 
	��
 ���	��� �� �	 � k ≡ k0, k0 ∈ Z � ����	 ϕb(1) − ϕb(0) =
ϕa(1) − ϕa(0) + R(1) − R(0)* %�	���� 
	 ��
��� '������ <*7 (a)� �	�� �
|R(1) − R(0)| < π� ����� R(1) = R(0)� �	 � nγ(b) = nγ(a)* F	���� nγ �
���	�
� ��
��	
�
	 ��
���	� �	 � ��
��	
�	 
	 ��	�� ���	��� ����E�
� �	 γ
��* 
	 ��	�� �����
�
�� ���	��� Ω�*

D�������E ��:	��	����M �������
�� ���	�	 ���� �� ����6� �����	
� 
	 ����"
���
� ��
���� k� ��� ��� ��������� � ���	��*

 �� � a ∈ Ω � ϕa ��	
	 	�����
�	 ��� γa � 	�� � b ∈ Ω ��	��	
� �	�� �	 �	��
(7.3)� ��� � ε =

√
2� ���� �� ���	�	�� �	 � ��
���	 ϕa + R ��	
	 	�����
�	 ���

γb* �



$��� ������� �������� �! ��� 	 !�������� �������## �8>

+���� ������ '�����
�� ������ �
�� ����� �� ��
 �������

)	 ��� ���	� ���	� �	���� �	 � �����	�
� �����
�	�
� ��	�� �� ��
��� 
	 ����"
��
	�
� ���� 	�� � �	�	� ����6� ��
	��
� y = f(x) ��� x = g(y)� ��� �� f � g

�������
�"������
��	���
� ��
���� 
	 �����	�	�6�� �
����	��*

�	���� �	 � �	��	 t ���
��
� γ(t)� �����	�
	 �	 ��
���� ����� γ� 	�� ������
����� γ′(t) � 	�� � �	������ �� 
���* '	��� � ��� ������ ���� � ���
� ����� 	�� ��
�	������� 
	���	�� �	��	 ������	*

(������ /$ �?�����! ����� ������ ��������� ������� γ 
��	 ����� �� ��)�� 
��
���������� 	 γ �� ����	�� ����� �
 ��	 ���������	'

At

Bt

A t

Bt

����� <*7! &����� ��������

������ F��	� 
	������ ����6� �����6�� �	�	�	 ����	��	�� ���	��� �	 ����
�

��� ���	�� �	 ������!

%�
	���� �	 Q = Q(z; ε) ��	��	� �	 ��������� � z� ��� �� ���	
��� ����
� ε
�	�	���
� �	 ������
	�
�� ��	�	* 5������ 
��	��� z = γ(t) = x(t) + iy(t)*

1. 9��	 � �	��	 t �����	�
	 ��* γ′(t) �= 0� � z = γ(t)* '	�	 � x′(t) �= 0 ���
y′(t) �= 0*
-����
� � ���� �	�������� ����	 x′(t) �= 0 � y′(t) �= 0* %�	 ����	 �
��
���	�
�� � ���	��	�� �	 �	 �����*

*���� /$#$# %�� �� x′(t) �= 0 	 y′(t) �= 0 �������	 
� �� ��
� ������� � ����	�	
��)�� z = γ(t) ������� γ ����������	 ���!� � �
���� �� ��� ����
	����� ���'

1	�������� ������	�	 ��	 ����		!

(a) 9��	 � x′(t) �= 0 � y′(t) = 0* '	�	 ������ δ � �
����	� Iδ = [t − δ, t + δ]
�	�� �	 � ��
���	 x �x = x(t)� 1−1 
	 I1 = Iδ* )	�� 
	 �����	�	�6��
�
����	�� I2 = x(Iδ) ������ �
����
	 ��
���	 ϕ = x−1 ������� ��	���
t = ϕ(x)�*  �� ������� ��
	�� f = y ◦ ϕ� �	�	 � �	 y = f(x), x ∈ I2�
�	�	� ��� ��
���� γ ������
�	�
� ��	���* %�
	���� �	 γδ ���������� γ

	 �
����	� [0, 1]\Iδ � ��	������ ε �����
� �	�� �	�� �	 ��
���	 γδ 
��	
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�	��
����� �	�	�	 �	 ��	��	��� Q(z; ε) � �	 ���	�
� ��	�� ���� �������
������	�
� ����� ��	��	�	 Q(z; ε)* -�������� �	 � �	�	 γ∗∩Q �����	

����* 9��	 � �
����	� J = Jε = {τ ∈ [0, 1] : γ(τ) ∈ Q(z; ε)}* �* �
����
	
����	 ��	��	�	 Q(z; ε) ��� �������	�	
� γ* %�
	���� �	 γε ����������
��
���� γ 
	 J = Jε� γε 
	���	�� ���	�
� ���� 	 J = Jε ���	�
� �
����	�
���
��	
 �	���� t ���
��
�� z = γ(t)� � ��
��� 
	 ��
���� γ�* 9��	 �
Iε = x(J)* 9�� ����� ���	�	�� �	 ������� {(x, y) : x ∈ Iε, y > f(x)} �
{(x, y) : x ∈ Iε, y < f(x)} ���� ��	��	� 
	 ��� �����
�
��� 
	 ������
At � Bt*

(b) 9��	 � y′(t) �= 0 � x′(t) = 0* .���
� �	� � ����	� (a)� ���	��� �� �	 �
��� ��
���� γ �	�	� ����6� ��
	��
� x = g(y)* )	�� ������ ��	��	��
ε �����
� �	��� �	�� �	 � ������ ��
���� γ � ��	��	�	 Q(z; ε) �	�	�
����6� ��
	��
� x = g(y)*

F	���� � ��	 ����		 ������ ��	��	�� ε �����
� �	��� �	�� �	 � ������
��
���� γ � ��	��	�	 Q(z; ε) �	�	� ����6� ��
	��
� y = f(x) ��� x = g(y)
��	����! ����6� �����	�
�� �����
�	�
�� ��	��	� � �	 ��
���	 ���� ��	��	�

	 ��� �����
�
��� 
	 ������ At � Bt*

2. .���
� �	� � �	��� 1� � �	��� ��������	M ������ ��	��	�� ε �����
� �	���
�	�� �	 � ������ ��
���� γ � ��	��	�	 Q(z; ε) �	�	� ����6� ��	 �����	�
	
�����
�	�
	 ��	��	� ��� ��	� �	�� ��
� �	��
���� �	��� � �	 ��
���	 ����
��	��	� 
	 ��� �����
�
��� 
	 ������ At � Bt*
5 ��� ����	��� �	���� �	 �� A = At � B = Bt ���	�
� �����
�
��� 	
Q = Qt = Q(z; ε) ���	�
� ��	��	� ���
��	
 �	���� t ���
��
�� z = γ(t)� �
��
��� 
	 ��
���� γ�� ����
� �� ���
��� ���	�
� ��	����	�
��*

-��������� ��	�� �	��� ���	�
� ��	��	� � �����	�	�6� ���	�
� �����
�
��* F��	����!

3. At � Bt ����	�	� �	�������� �����
�
�	�	 ����	 Ω = C \ γ∗ �	 ��	�� t*
-�������	���� ������
�! �	 �	 
��� t ∈ [0, 1] 3. 
�� �	�
�* '	�	 ������
�	��� a � b 
	 ∂Q� �	�� �	� 
	 ������� a ∈ A, b ∈ B� [a, b] ��	 �	�� ��
�
�	��
���� �	��� c = γ(s) �	 γ∗ � ������ �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	 Λ0 �
Ω \ Q� ��	 ��		 �	��� a � b* 9��	 � Λ �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	 ��	 ��
�	���� �� Λ0 � �
����	�	 [a, b] � P = Int (Λ)* '	�	 ������ �����
� �	�� δ
�	�� �	� 
	 ������� γ(t) ∈ P �	 s < t < s+δ �����	 γ(t) ∈ P �	 s−δ < t < s
�	��	��	 �� ����
��* %�	���� 
	��� ����� γ(t) ∈ P �	 s < t < 1� �	 ����	
��
���	 γ 
�� �	�����
	� ��� � ��
��	�����	*

4. 9��	 � t0 ��������
	 �	��	 � At0 ��
	 �� ��� �����
�
�� ��� �����������
�	��� t0* 9��	 � E ���� �	�	�	 t �	�	� �	 ������ ������
	�
	 ��
�	 ��	 �	 γ

��	 ������
�� �	�	�	 � ��	 ��		 At0 �	 ��
�� �� ��� ���	�
� �����
�
��
���
	���� � �	 At� ��� �� ��������
� �	��� t*
#��� 	�� 
� �� ���� E ����������������� 	 ����� 
� �� E = [0, 1]*
9��	 � t ∈ [0, 1] ��������
	 �	��	 � 
��	 τ ����	�	 ���	�
�� �
����	�� It� �*
γ(τ) ����	�	 ���	�
�� ��	��	�� Qt ��������
�� �	��� t*
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(c) F��	���� ���� �	 � ���� E ������
*
F����
� � ���	�	�� �	 It ⊂ E �	 ��	�� t ∈ E*
9��	 t ∈ E* '	�	 ������ ������
	�
	 ��
�	 ��	 �	 γ 
��	 ������
��
�	�	�	 � ��	 ��		 At0 �	 ��
�� �� ��� ���	�
� �����
�
�� ���
��	
�
�	���� t ���
����� �	 �� �����
�
�� ��
	�	�	�� �	 At�* 9��	 � τ
��������
	 �	��	 ��	 ����	�	 ���	�
�� �
����	�� It* �	�� � Qτ ∩Qt �=
∅� ��
	 ���	�
	 �����
�
�	 ���
��	
	 �	 τ ���
	���� � ���
��
� �	
Cτ � ������	 At* 2��
���	�
� � ���	�	�� �	 ������ ������
	�
	 ��
�	
��	 �	 γ 
��	 ������
�� �	�	�	 � ��	 ��		 At �	 Cτ * %���	� �	��
t ∈ E� ����� �	 ������ ������
	�
	 ��
�	 ��	 �	 γ 
��	 ������
�� �	�	�	
� ��	 ��		 At0 �	 Cτ = Aτ � �	 � τ ∈ E � ����	 It ⊂ E* F	���� E �
������
*

(d) 	�� t /∈ E� �	�	� ����
� �	� � �	��� (c)� ����� �	 � τ /∈ E� �	���� Ec �
������
 ����� �* E �	�����
*

(� 4. 
	�	����!

5. .��� V0 =
⋃

0≤t≤1 At ����	�	 ��
� �����
�
�� ����	 Ω = C \ γ∗*

6. 9��	 � V1 =
⋃

0≤t≤1 Bt � 
��	 � r �����
� ������ �	�� �	 ���� Ur �	����
��
���� γ* %�
	���� �	 Tr ��	
��� ����	 Ur � �	 Ext (γ) �����
�
�� ����	
Ω ��	 �	���� ����
��� Tr* $�	
��	 ����	 Ext (γ) ����	�	 γ∗ � �	�� ����
Ext (γ) ��	 ������ �	 V0 ��� V1* 9��	 ���� Ext (γ) ��	 ������ �	� 
	 �������
V1* %�	��� � V1 ⊂ Ext (γ)* %�
	���� �	 Int (γ) �����
�
�� ����	 Ω ��	
�	���� V0*
�	�� ��	
��	 ��	�� �����
�
�� ����	 Ω ����	�	 γ∗� ����� �	 �� �	 �����"

�
�	 ����	�	 �	 Int (γ) ��� Ext (γ)* F	���� ������� Int (γ) � Ext (γ) �� ���
�
�����
�
�� ����	 Ω* �	�� � 	�
� �	 �� ������� Int (γ) � Ext (γ) ����
��
��
��	��� ����� 0���	
��	 ������	* �

*���� /$#$ /��� �� z = γ(t) ��������� ��)�� 	 Q = Qt ������	 ���
���' %�� ��
������	 ����������	 ���!� ��
�� ����+� y = f(x) 	 ϕ �����	������� 
�!�	���� ��
ϕ(x, y) = (x, y − f(x))� 
������	 
� �����	������� ϕ ������� ��	��������: ������� γ'

*���� /$#$' #������	 
� � ����	�	 ��)�� ������� ������	 ������ �����	�������� ����
������� ������� �����	���� � ������� ���� �� ������	 �
 ��	��������� 	 ����	������
	��������'

)	 ��� ����� ������ H,�"$I* -�����
��� 	�� � γ ��
���	 � p ∈ γ∗� �	�	 �	��!

(A) ������ �����
	 Up � ����������	� ϕ = ϕp ��� �������	�	 Up 
	 (−1, 1) ×
(−1, 1)� �	�� �	 � ϕ(p) = 0� J(ϕ) > 0 � �	�� ��	
 �� �����6��!

(a) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 0] × (−1, 1);

(b) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 0] × (−1, 0];

(c) ϕ(Up ∩ Ω) = (−1, 1) × (−1, 1) \ (0, 1) × (0, 1).
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9	 ������� � H,�"$I ����� ���
����! ���	�� Ω � ��� �� ��� �����	�
	 	��
�	 ��	�� �	��� p ∈ ∂Ω �	�� (A)*
 �� � p �����	�
	 �	��	� �	�	 �	�� (a)� 	 	�� � p ��
���	�
	 �	��	� �	�	
�	�� (b) ��� (c)* ��������� �������	�	
� ϕ �� :���� <*7*� � �������	�	
� �����	
ψ(x, y) = (x − g(y), y)*

a

b

a

b1

��

1

��

b

b1

��

a1

a2

a

b

��

b2

c

a

��
�

a 2

�
�

��

�
��

�

a1

b1

�
�

�
�

�
�

����� <*�!  ���� 
�	�=� ������� ��������

7. (��	 ���	�	 �����6� '������ � �
����� 0���	
���� ���	 � �	 �� ���	� �����

	 ���	�
� ��	��	�* -�������	���� �	 �	�� ��� �� �	� �����
� ��
	��* %�"

	���� �	 a1 � b1 ������
� �	��� Q = Qt �	 γ∗� �	�� �	 ���������	 γ1 ��
����
γ ��	 ����	�	 Q ��		 a1 � b1* 9��	 � γ2 ��
���	 ��	 ��		 b1 � a1 � ��	
�	 Q �	�� ��	
� �	��� �	��
����� �* γ2 = γ − γ1*
9��	� 
	 ������� b ∈ Ext (γ) � 
��	 a2 ∈ (a, c) � b2 ∈ (b, c)* '	��� a1 � b1 ����
��
���� ∂Q 
	 ��� ��
����� Γ1 � Γ2� ��� �� ���� ��
	���� �	�� �	 Γ1 ��		
a1 � b1 ����� b� 	 Γ2 ��		 a1 � b1 ����� a* -��������!

(1) ��� ����	�	�	 ��
���� C = γ1 + Γ−
1 ��� �	��� a2 ��
	� � 
����

(2) ��� ����	�	�	 ��
���� Ce = γ2 + Γ2 ��� �	��� a2 ��
	� � 
����

(3) ��� ����	�	�	 ��
���� ∂Q ��� �	��� a2 ��
	� � 1� ��� ∂Q ��
	�	�	
�������
� ����
���	
� ��	
��� ��	��	�	 Q*

*���� /$#$) #������	 �#�'

%�
	���� d = a2* -����� ������	�	 Λd ��� 
� ������	 C � ����	 ����� (1)*
.���
� �� ���	���!
�+� ��� ����	�	�	 ��
���� γ1 + Γ−

2 ��� �	��� b ��
	� � 
���*
�	�� [b, d] 
� ������	 Ce� �����
�8� ∆Arg Ce

b = ∆Arg Ce
d*

�	�� � b ∈ Ext (γ)� �����
�;� ∆Arg γb = 0 ���	�
���J�*
(� �+�� �8� � �;�� ����� ���*
(� �7� � ���� ���	���	
��M ���	�
��� J� ����� ��� ����	�	�	 ��
���� C + Ce =
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γ1 + Γ−
1 + γ2 + Γ2 ��� �	��� d ��
	� � 0� �* ������ ����	�	�	 ��
���	

γ = γ1 + γ2 � Γ1 + Γ−
2 = ±∂Q ��� �	��� d �� ��
	��* %�	���� 	�� � 
	

������� Γ1 ����
���	
	 �	��	�
� �	 ∂Q� 
	 ��
��� �#�� ����� n(γ; a2) = 1*
F	���� � ������ ����	�� n(γ; a2) = ±1� �	 
	 ��
��� '������ � �
������
n(γ; z) = ±1 �	 z ∈ Int (γ)*

F	���� ���	�	�� ��� '�����	 � �
����� 0���	
���� ���	� '�����	 7*7# � ����	�
��
����*

(������ /$' ������� ?�������� �������! %�� �� γ ��������� ������ ��������
��
� ��"

1. Indγ w = 1 �� ����� w ∈ Int (γ).

	�	

2. Indγ w = −1 �� ����� w ∈ Int (γ)'

�����	�� #�!�	�	�� 1'23 ,� ���)��� �������-" %�� �� 	 1. ,�������	��� 2.-� �� ���

� �� ������� γ ���	�	��� ,�������	��� �����	���- ��	����	����'

6�� $���	�	0�� �����3����" ��		�	��� 
����	��" 	�*
������	�� ��3 ���� 	 ��	��� 11

����
� �����
� � ���E�
 �	� F = (f,B)� ��� � B ������
 ���� � f ∈ H(B)*
F�	 �����
�	 F0 � F1 �� 
�������
� 	
	������� �������
� ��	
 ������ 	��

��	 �����	 �	��!
B0 ∩ B1 �= ∅� � f0(z) = f1(z) �	 ��� z ∈ B0 ∩ B1* 5 ���� ����	� ������

F0 ∼ F1 �<*+�

���������� ����� � ��
	�	
 
�� ����
�� �����
	�	 Ca = {F0, F1, . . . , Fn} �	��
�	 � Fk ∼ Fk+1 �	 k = 0, . . . , n − 1*

&	
	� � ��
	�	
 
�� C ������	� 
	 ������� C = {B0, B1, . . . , Bn}� �	�� �	 �
Bk ∩ Bk+1 �= ∅ �	 k = 0, . . . , n − 1*  �� � �	�� F0 � 	�� ������ ����
� �����
�
Fk �	�� �	 � Fk−1 ∼ Fk �	 k = 1, . . . , n� �	�	 �� �����
� Fn 
	���	 	
	�������
�������
� �����
�	 F0 ��� �	
�	 ������	 C*

 �� � ����
� Fn 	
	������� �������
� �����
�	 F0 ��� C � 	�� � Bn∩B0 �= ∅�

� ����� �	 � Fn ∼ F0* F����� �����	 ���	��	 ∼ 
�� ��	
�����
	*

%����� )+ /��� �� B0, B1, B2 ������	 �� ���
	���� � ��
	�	�	 ω 	 ω2� �
� �� ω
N e2πi/3. 	�����	�� fk ∈ H(Bk) ���� 
� fk

2(z) = z 	 
� �� (f0, B0) ∼ (f1, B1)�
(f1, B1) ∼ (f2, B2)' ��
� �� f2 = −f0 �= f0 �� B0 ∩ B2'

(�	� ����������
	 ����	 ��	
�����
���� �	�� � 
	 
� �� �	���	 ���	� '������ �
���
���� 	
	�������� �������
	 ��� ���	*
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%����&����� /$) ����������	�� 
� �� B0 ∩ B1 ∩ B2 �= ∅� (f0, B0) ∼ (f1, B1) 	
(f1, B1) ∼ (f2, B2)' ��
� �� (f0, B0) ∼ (f2, B2)'

������ f0 = f1 
	 B0 ∩ B1 � f1 = f2 
	 B1 ∩ B2* %���	 f0 = f2 
	 
���	�
��
������
�� ����� B0 ∩ B1 ∩ B2* �	�� �� f0 � f2 ��������
� 
	 B0 ∩ B2 � B0 ∩ B2

�����	
� 
	 ��
��� '������ ���
����� ����� f0 = f2 
	 B0 ∩ B2* �

�	���� �	 � ��� γ ������
 
	 ������ γk 	�� ������ �����	 0 = s0 < s1 <
. . . < sn = 1 �
����	�	 I �	�� �	 � γk ���������	 γ 
	 Ik = [sk, sk+1]� k = 0, . . . , n−
1* 5 ��� ����	��� �	���� �	 � �����	 {γk} �
�����	
	 ������� �
����	�	 {Ik}�
k = 0, . . . , n − 1*

�	���� �	 � �	
	� ������	 C = {B0, B1, . . . , Bn} ������	� ���	 γ 	�� ������
�����	 ���	 γ 
	 ������ {γk}� k = 0, . . . , n − 1� �	�� �	

1. γ (0) � ��
�	� B0 � γ (1) � ��
�	� Bn�

2. ��	� ���	 γk ����	�	 Bk� k = 0, . . . , n − 1*

5 ��� ����	��� �	���� �	 �� �	
	� ������	C � �����	 ���	 γ� ��
��
� �
����	�	
I� �	��	�
�*

9��	 � �	� ��� γ*  �� �	 ����
� �����
� F0 ������ 	
	������� �	
	� Ca =
{F0, . . . , Fn} �	�� �	 �����	�	�6� �	
	� ������	 C = {B0, . . . , Bn} ������	 ���
γ� �
�	 �	���� �	 � ����
� �����
� Fn 	
	������� �������
� ����
�� �����
�	
F0 ��� γ* '	��E�� �	���� �	 F0 ������	 	
	������� �������
� ��� γ � �	 � Ca

	
	������� �	
	� ��� γ*

(������ /$) �9������������ ���������� ��� ����� %�� �� (f,B) ������� 	
γ ��� �� ��)����� ��)��� � ������ B� ��
� (f,B) 
������ ����	�� ��
�� ����	�	)��
���
� ���� 
� γ'

-�����
��� ������	 �����! 9��	 �� C1
a = {(g0, A0), (g1, A1), (g2, A2), . . . , (gm, Am)}

� C2
a = {(h0, B0), (h1, B1), (h2, B2), . . . , (hn, Bn)} ��	 	
	������	 �	
�	 ��� γ� ���

� (g0, A0) = (h0, B0) = (f,B)* '	�	 � gm = hn 
	 Am ∩ Bn*

B j

i-1 i i+1

A Ai-1 i

jz iz

�j �j+1s s s

zj+1
z

zi
i+1

' '

����� <*#! #������ ������'��� 
��������

������ 9��	 �� C1 = {A0, A1, A2, . . . , Am}
� C2 = {B0, B1, B2, . . . , Bn} �����	�	"
�6� ����
� �	
�� �	��	�
� �	 �����	�	
0 = s0 < s1 < . . . < sm = 1 = sm+1 �
0 = σ0 < σ1 < . . . < σn = 1 = σn+1�
���������
�* F��	���� �	 	�� � 0 ≤
i ≤ m� 0 ≤ j ≤ n � 	�� [si, si+1] ������	
[σj , σj+1]� �	�	 (gi, Ai) ∼ (hj , Bj)*

-�������	���� ������
�� �	 ������
�	� (i, j) �	 ��� ��� 
�� �	�
�* (���E�
���� �	���	 ������ ��	
 �	 ��� � i + j
��
��	�
�* 2	�
� � �	 � �	�	 i + j > 0*
-�������	���� �	 � si ≥ σj * '	�	 �
i ≥ 1 � �	�� [si, si+1] ������	 [σj , σj+1]�
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�����
γ(si) ∈ Ai−1 ∩ Ai ∩ Bj *
. ������� 
	 �� �	 � i + j ��
��	�
��

	�	���� (gi−1, Ai−1) ∼ (hj , Bj) � �	��
� (gi−1, Ai−1) ∼ (gi, Ai)� �� -��������� <*+� 
	�	���� (gi, Ai) ∼ (hj , Bj)* %�� �
��
��	�����	* �

��"������ /$ ������������������ ������� � 
���������! ����������	�� 
�
�� ��)�� a 	 b � ���������� �������� X 	 H ������	
�� �����	������� I2 � X ����

� �� H(0, t) = a 	 H(1, t) = b �� ����� t ∈ I' *� ������ γt 
�!�	���� ��

γt(s) = H(s, t) (s ∈ I, t ∈ I) �<*8�

�� � �� 
� &���	���� ��
��������������� &��	�	�� ������ {γt} 	� a � b � X'
4 ���� �	����	�	 �� ��� 
� �� γ0 	 γ1 �������	 � X ��� �����	 �� ����
�	)�	�

������	�� a 	 b'
#�� ��������� ���� γ0 	 γ1 ���	���� �� �������	 � X ��� ������	 ������	
�� �����
�	������� H 	� I2 � X ���� 
� γ0(s) = H(s, 0) 	 γ1(s) = H(s, 1), s ∈ I'

�

�

�

�

�

�

�

�
0

1

a

b

�
t

t

����� <*+!

5 ��	�� �	�����
�� �����	 ����		 �� ��	�	 �������
�� 
���*  �� � � �������
�
���
���� γ = γ0 � γ1 = const �	�� �� �	 � �	�����
 ��� γ �������	
 
��� ��� �
	��
�	 �� γ 
�������
� ��������� � X � �	����*
9��* ���
��
	 ����
��	 
�� �������
	 
��� � C∗ � �����
� A(r1, R1)� ��� �
1 < r1 < R1� .�	�� �	�����
 ��� � �������
	 
��� � ��
����
� ���	��� ������	�
�
� C� ������ ��	��� ���*� � C*

9	 ����� <*#*	 ������ γ0 � γ1 �� �������
�� 	 γ 
�� �������	
 �	 
��	* 9	
����� <*#*� ������ γ0 � γ1 �� �������
� �	� �	�����
� ������� 	 γ 
�� �������	
 �	

��	*

(������ /$+ �D�&�������� ���������� �� ����� /��� �� {γt} ��
��������������
&��	�	�� ������ 	� a � b� B ���� �� ���
	���� � a 	 ���� ������� (f,B) 	�� ����	�	)��
���
� ���� (ft, Bt) 
� ������ ���� γt' ��
� �� f0 = f1'
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������ /�����	�� t ∈ I* '	�	 ������ �	
	� C = {A0, A1, A2, . . . , Am}� ���
������	 γt� �	�� �	 A0 = B � �	 � (ft, Bt) 	
	������� �������
� �����
�	 (f,B)
��� C* 9��	 � �����	 0 < s0 < s1 < . . . < sm = 1 = sm+1 �	��	�
	 �	 C �
Ei = γt([si, si+1]) ⊂ Ai (i = 0, 1, . . . ,m − 1)* '	�	 ������ ε > 0� ��� � �	
� ��
�	���	
	 ���� ��� ����	��	 Ei �� ��������
�	 �����	�	�6�� ����	 Ai* 9��	 �
��
��	�	���	���	 �	����	 �����	 {γt} ���
��	
	 ����6� �������	�	
	 H* �	��
� H �	�
����
� 
�������
� 
	 I2� ������ δ > 0 �	�� �	

|γt(s) − γu(s)| < ε 	�� � s ∈ I, u ∈ I, |u − t| < δ. �<*;�

-�������	���� �	 u �	�����	�	 ��� ������* '	�	� �� (7.6)� ����� ���� �	 � C �����"
�	� ���	 γu� � ����	� 
	 ��
��� '������ <*+� �	�������� �	 �� ft � fu 	
	������	
�������
	 ��� ����� �	
�	 C* %���	 fu = ft* F	���� ��	�� t ∈ I � �������
�
�
����	��� Jt �	�� �	 � fu = ft �	 ��� u ∈ I∩Jt* �	�� � I ����	��� I � �������

�	 ��
	�
� �
��� �
����	�	 Jt� � �	�� � I �����	
� ����� �	 � f1 = f0* �

-������ X � ���������� ������ �����	
 	�� � ��	�� �	�����
 ��� � X �������	

�	��� � X*
.����6� ���E�
� 
�� ����� ������� �� ���������� ���
���� ������ �����	
�� ����"
���	*

(������ /$. ����������	�� 
� �� Γ0 	 Γ1 
�� ���� � ���������� �������� X, ��
����
�	)��� ��)����� ��)��� a 	 �������� ��)��� b' %�� �� X ������ �������
������� ��
� ������	 ��
�������������� &��	�	�� {γt} ������ 	� a � b � X, ���� 
�
�� γ0 = Γ0 	 γ1 = Γ1'

5 ���� ������� �����	�� �� �	�� 
	 �����	�
� ����	 ������� �	�	 � ���������
������� X ���	�� � C*

(� �������
�� �	��	��	
	� � �����
�� ����� �����6	 �	�
	 ������	!

(������ /$/ �;����������! ����������	�� 
� �� Ω ������ �������� �������
(f,B) �������� B ⊂ Ω� 	 
� (f,B) �� � �	�	 ���
� ��� 
� ������ ���� γ � Ω
�� ��)����� ��)��� � ������ B' ��
� ������	 g ∈ H(Ω) ���� 
� g(z) = f(z) ��
����� z ∈ B'

��"������ /$' /��� �� � ������	 Ω ��
��	 &����	�� f 	 ��� γ : I → Ω' 5����	�� φ
���	�� �� ��	�	�	��� &����	�� �� &����	�� f 
� ���� γ ���"

1. φ �� ������	
�� �� I,

2. �� ����� ��)�� t0 ∈ I ������	 ������� ���� B� �� ���
	���� � ��)�	 z0 = γ(t0)�
�� ���� f 	�� ��	�	�	��� &����	�� FB� ���� 
� φ(t) = FB(γ(t))
�� ����� t � ����� ����	�	 It0 ��)�� t0'

��"������ /$) /��� �� � ������	 Ω ��
��	 &����	�� f 	 ��� γ : I → Ω' 5����	�� φ
���	�� �� ��	�	�	��� &����	�� &����	�� f 
� ���� γ ���"

1. ������	 ����	�	)�	 ����� {F0, F1, . . . , Fn}� Fk = (Fk, Bk)� k = 0, 1, . . . , n�
���� 
� ����� ������� C = {B0, B1, . . . , Bn} ����	�� ��� γ�
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2. F ′
k = f �� Bk� k = 0, 1, . . . , n�

3. φ = Fk ◦ γ �� Ik� k = 0, 1, . . . , n − 1� �
� �� {Ik} ��
��� 	�������� I ��������
�� ������ ������� C'

5��� /$# �%��������� ���������� �������! /��� �� Ω1 	 Ω2 ������	� Ω0 ≡
Ω1 ∩ Ω2 ������ 	 ���� �� 	�������	 ���
�+	 �����	

a) f1 	 f2 �� �������	��� ������&�� �� Ω1 	 Ω2�

b) f1 = f2 �� Ω1 ∩ Ω2�

c) f1 	�� ��	�	�	��� &����	�� F1 �� Ω1�

d) f2 	�� ��	�	�	��� &����	�� Φ2 �� Ω2'

��
�� ������	 ������&�� &����	�� F2 �� Ω2 ���� 
�

1. F2 = F1 �� Ω0 ≡ Ω1 ∩ Ω2�

2. F2 �� ��	�	�	��� &����	�� &����	�� f2 �� Ω2'

������ �	�� �� Φ2 � F1 ���������
� ��������
� �	 f2 � f1 
	 Ω0 ≡ Ω1∩Ω2� � �������

	 b) ������ ��
��	
�	 c �	�� �	 � F1 = Φ2 − c 
	 Ω0 ≡ Ω1 ∩ Ω2* /�
���	 F2

���
��	
	 �	 Φ2 − c ����
	�	 ������ 1. � 2. �

%�������� /$# �%��������� ���������� �������! /��� �� (f1, B1) ∼ (f2, B2)
	 ���� �� F1 ��	�	�	��� �� f1 �� B1' ��
� ������	 ������&�� &����	�� F2 �� B2

���� 
� ��

1. F2 ��	�	�	��� �� f2 �� B2�

2. (F1, B1) ∼ (F2, B2)'

5��� /$ �%������ ���������� �����! /��� �� {(f0, B0), . . . , (fn, Bn)} ����	�	)�	
�����' ��
� ������	 ����	�	)�	 ����� {F0, . . . , Fn}� Fk = (Fk, Bk)� ���� 
� �� Fk

��	�	�	��� &����	�� �� fk �� Bk� ��' F ′
k = fk �� Bk� k = 0, 1, . . . , n'

������ 9��	 � F0 ��������
	 �	 f0 
	 B0 � F0 = (f0, B0)* 9	 ��
��� -��������
<*7� ������ ��������
	 ��
���	 F1 �	 f1 
	 B1� �	�� �	 � F1 = (f1, B1) ∼ F0*
5�	����
�� �����
�� -�������� <*7 ��
	�
� ���	 ���	��� �� &��	* �

%�������� /$ /��� �� f ������&�� � ������	 Ω 	 ���� �� γ : I → Ω ���' ��
�
������	 ����	�	)�	 ����� Ca = {F0, . . . , Fn}� Fk = (fk, Bk)� k = 0, 1, . . . , n� ���� 
�

1. Ω������ ������� C = {B0, B1, . . . , Bn} ����	�� γ�

2. f ′
k = f �� Bk'

������ -����� �	
	� ������	 C = {B0, B1, . . . , Bn} � Ω ��� ������	 γ* -��"
��
��� &��� <*� 
	 	
	������� �	
	� (f,Bk)� k = 0, 1, . . . , n* �



�;= ����� $� ������� � %�������
�� 
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(������ /$0 �%������ ���������� ������� ��� ����! /��� �� f ������&��
� ������	 Ω 	 ���� �� γ : I → Ω ���' ��
� ������	 ��	�	�	��� &����	�� Φ �� f 
� γ
	 �
������ �� 
� �� ���������'

������ 9	 ��
��� -�������� <*� �&��� � �����	
� ��������
�� �	
�	� ������
	
	������� �	
	� Ca = {F0, F1, . . . , Fn}� Fk = (fk, Bk)� k = 0, 1, . . . , n� ��� γ �	��
�	

1. Ω"�	
	� ������	 C�

2. F ′
k = f 
	 Bk*

9��	 � {Ik} �����	 �
����	�	 I �	��	�
	 �	 C* %���	� ��
���	 Φ ���
��	
	 
	
I �	 Φ = Fk ◦ γ 
	 Ik� k = 0, 1, . . . , n − 1� � ������
� ���
��	
	 �� � ������� 
	
F��
���� <*+� ��
���	 Φ � ��������
	 �	 ��
���� f ��� γ* �

��"������ /$+ ��������� ��� ����! /��� �� ��
�� ��� γ� &����	�� f ������	
��
�� ����� γ∗ 	 ���� f 	�� ��	�	�	��� &����	�� Φ 
� γ' #�!�	�	�� 	������� &����	��
f 
� ���� γ ��� ��	������ ��	�	�	��� &����	�� 
� γ� ��'

,1- I =
∫
γ

f dz = Φ(1) − Φ(0)'

9��	 � f ��������
	 � ���	��� Ω � γ : I → Ω ���� B0 ���� � Ω� �	 ��������� �
a = γ(0) � F0 ��������
	 �	 f 
	 B0* 9	 ��
��� '������ <*= ������� ��������
	
��
���	 ��� ���	�� ������ ��������
	 ��
���	 Φ ��� ���	 γ � ������ 	
	�������
�������
� (F,B) �����
�	 (F0, B0) ��� γ� �	�� �	 � Φ(0) = F0(a) � Φ(1) = F (b)�
��� � b = γ(1)* %���	� � ������� 
	 F��
���� <*8�

��� I =
∫
γ

f dz = Φ(1) − Φ(0) = F (b) − F0(a).

(������ /$2 ���( 
���������! /��� �� 	�������	 ���
�+	 �����	

,�- f �� ������&�� �� ������	 Ω

,�- �����	 γ0 	 γ1 �� �������	 � Ω ��� �����	 �� ����
�	)�	� ������	�� 	�	 ���
��������	 �����	'

��
� ��

,1-
∫
γ0

f dz =
∫
γ1

f dz'

������ 9��	 � {γs}� 0 ≤ s ≤ 1� ��
��	�	���	���	 �	����	 �����	 �� a � b� ��	
����	��� ��������� ����E� γ0 � γ1� 
��	 � B ���� � Ω �	 ��������� � a � F
��������
	 �	 f 
	 B* 9	 ��
��� -�������� <*� �����
� (F,B) ������	 	
	�������
�������
� ��� ��	��� γs� 0 ≤ s ≤ 1� �	 �����
�� (Fs, Bs)� ��� � Bs ���� �	
��������� � �	��� b� � Fs ��������
	 �	 f 
	 Bs* %���	� �� '������ <*8 �
��	���
���
�������
	 �� ���	�� ����	 ��
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��� F0 = F1*

. ������� 
	 F��
���� <*8 �
����	�	 �������
�� ������� (2)�� 
	�	����

�#� I0 =
∫
γ0

f dz = F0(b) − F (a)

�

�+� I1 =
∫
γ

f dz = F1(b) − F (a)*

(� (2)� (3) � (4) ����� (1)* �

*���� /$ $# ������	 ������� F'@ ��	�������+	 ��� ������� �� ����	���	�	���� ��� �:
� Ω'

���	
	��� -�
����� I2 = [0, 1] × [0, 1]* 9��	 � ��������	 ���
��	
	 ����6�
�������	�	
	 H : I2 → Ω* 9��	 � Qν ����	 ��	��	�	 
	 I2 �	�� �	 ��	�� H(Qν)
����	�	 
���� ����� � Ω* %�
	���� �	 lν �������
� ����
���	
� ��	
��� ��	��	�	
Qν � 	 �	 �0 � �1 ���������
� ���
���	
� �����
�� [0, 1] � [1+i, i] � 
��	 � Γν = H◦lν *
'	�	 �

∫
Γν

fdz = 0� � �	�� � γ0 = H ◦ �0 � γ−
1 = H ◦ �1� �����

∑
Γν = γ0 + γ−

1 �

����	
0 =

∑ ∫
Γν

fdz =
∫
γ0

fdz +
∫

γ−
1

fdz* �

(������ /$#3 �@��������� ���������� � ������������ ��$ �������! /��� ��

Γ : I → C ��� 	 0 /∈ Γ∗' %�� �� g(w) = J(w) =
1
w

� ��
�

,�- 5����	�� g = J 	�� ��	�	�	��� &����	�� Φ 
� Γ'

,�- ϕ = ImΦ �� ����� ��������� 
� Γ'

,�- %�� �� Γ �������� ��� ��
� ��

1
2πi

∫
Γ

dw

w
=

1
2π

�ArgΓ. �<*<�

������ 9	 ��
��� -�������� <*�� ������ 	
	������� �	
	� Ca = {(hk, Ak) : k =

0, . . . , n} ��� γ �	�� �	 � h′
k(w) =

1
w

	 Ak� k = 0, 1, . . . , n* F	��� hk = lnk

� ϕk = Im lnk = argk �� ���������
� ��	
� ���	����	 � 	�����
�	 
	 Ak� k =
0, 1, . . . , n* %���	� �	�� �� Φ(t) = lnk Γ(t)� t ∈ Ik� ��� {Ik} �����	 �	��	�
	 �	
�	
��� ������	 C = {A0, . . . , An}� ����	 �� ϕ(t) = Im lnk Γ(t) = argk Γ(t)� t ∈ Ik�
k = 0, 1, . . . , n − 1*

F	��� ϕ � ��	
	 	�����
�	 ��� Γ* 9	 ��
��� ���
���	 �
����	�	 � �����
�
	�����
�	� 
	�	����

I =
∫
Γ

dw

w
= Φ(1) − Φ(0), �<*=�
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�ArgΓ = ϕ(1) − ϕ(0). �<*>�

 �� � Γ �	�����
 ���� �	�	 � Γ(0) = Γ(1) = a � ����	

Φ(1) − Φ(0) = lnn Γ(1) − ln0 Γ(0) �<*7?�

= lnn |Γ(1)| + i argn Γ(1) − ln0 |Γ(0)| − i arg0 Γ(0)
= i(argn Γ(1) − arg0 Γ(0)) = i(ϕ(1) − ϕ(0))

�����
��6� �7.8�� �7.9� � �7.10� ����	 �� �7.7�* �

-�������� �	 �� (c) ����� -��
���  �����
�	*

*���� /$ $ ������	 ��	��	� %�������� 	� (c)'

���	
	��! 9��	 � G �����	�
	 ���	��� γ �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ���	��� G�
f ∈ H(G) � Γ = f ◦ γ* '	�	 �

1
2π

�ArgΓ =
1

2πi

∫
Γ

dw

w
=

1
2πi

∫
γ

f ′

f
dz. �<*77�

(������ /$## �%��������� ����������� ���������! /��� �� D ������
�������� ������ 	 f : D → C∗ ������	
�� ,�������	��� ������&��- &����	�� ��
D' ��
� ������	 ������	
�� ,�������	��� ������&��- &����	�� g �� D ���� 
� ��
eg = f �� D'

������ 9��	 � a �����	
	 �	��	 � ���	��� D � z0 ��������
	 �	��	 � D� γ0 � γ1

��	 ���	 � D ��� ����		�M �	��� a � z0* �	�� � D ������ �����	
	 ������
��
��	�	���	���	 ��
���	 �����	 γs� 0 ≤ s ≤ 1� � D ��	 ����	��� ���������
����E� γ0 � γ1* F��
����� Γs = f ◦ γs� 0 ≤ s ≤ 1� � 
��	 � a1 = f(a)� B0 =
B(a1; r)� ��� � r = |a1| � ��
	���� �	 h0 = ln0 ��	
� ���	����	 
	 B0 � �	
F0 = (h0, B0)* �	�� ��
���	 J(w) = 1/w ��	 ��������
� ��� ��	��� ���	 Γs �
�	�� � h0 ��������
	 �	 J 
	 B0 �����
� F0 ��	 	
	������� �������
� (hs, As)
��� Γs� ��� � As ���� �	 ��
���� � w0 = f(z0)* %���	� 
	 ��
��� '������
<*8� 	
	������� �������
� �����
�	 F0 ��� Γ0 � Γ1 �	� ���� �����
� (h,A)� ��� ��
A = Aw0 ���� �	 ��������� � w0 = f(z0) � h = ln ��	
	 ���	����	 
	 A* %���	 �
���
���	

g(z0) = h(f(z0))

������
	*
9��	 � B = Bz0 ⊂ D ���� �	 ��������� � z0 �	�� �	 � f(B) ⊂ A* '	�	 �

g(z) = h(f(z)), z ∈ B.

%���	 	�� � f ��������
	 
	 B ����� �	 � � g ��������
	 
	 B � ����	 ��������
	

	 D* �	�� � h = ln ��	
	 ���	����	 �	�������� ���� �	 � eg = f 
	 B � ����	
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	 D* �

.�����	6��� �� ��	 
	��
	 �	 ���	� '������ <*77 �� �����	
� 
�������
�� ���"
	����	�*
7* '�����	 <*77 �� �����	
� 
�������
�� ���	����	� ���	�	
	 � 
	 ����� 
	��

� ������ 8*� ����������� ������� � ��� �� 
� �����	�� 
	 '������ � ��
�������*
)	 ����� ������� ���	� ��� ������� ����6� ����������� �������	� ��������! 
��	
� � Λ �	�����
	 �����	 ������
	�
	 ��
�	 � D� �	�	 � Λ �������
	 0 � D � ����	
f ◦ Λ �������
	 0 � C∗ � ����	 ∆ΛArgf = 0� �* f ◦ Λ 
� ������	��M ��� 0� �*
Indf◦Λ0 = 0*
�* 9	 ��
��� '������ � ���� �
����	� � ��	
�� H4	 #I� �	��E� ����� Indf◦Λ0 = 0*
-�������� �	 �� '�����	 � ���� �
����	 ���	��� ����6� ������ ���	��� 
	 �����
� 	����� �� ������	 �����	������ �� ���������*

6�� &�������	�� ��3 �������" ��%	���� &��������� (��*
��� 	 4�����	��11

5 ����� ���	
� ���	�	� ���� ���������� ���	�� 
���� ������� �� ��� ������ �'��"
���� � (
����� �	 ������ ������� '������ � (
������ ������	 /������ �	 �����*
1	�� �����
���� �	 ���	��	 � �������
���� 
��� ������ �� ��
	��	� �� �������
��
��	�	� 	 
��� ������	�� ���	��� ������ �����	�	*

%��	���� �	�
�!
7* 4���� ���	�	 ��� �� �	���	 
	 ����������"���������� �	��	��	
��	 �	�

��� ��! �	�
� ���	
���	���� ������ ���	��� 
	 ��
���	�
�� ������� ���***� ��	���

	���	�� ������� ������"���	
���	���M
5 ��	�� �� ���� �����	 ������� �	��E� H4	 �I�� ������	
 � ���	� $��
��� ������� �	
��
���	�
� ���	��� ����6� �������	 ������"���	
���	���M*

�* F��	� �('"��
� ���� �� �	���	�� 
	 
������
�	�
� ������ �������	 ������"
���	
���	���M� ��
�
��� �	 ���	�� G ������	 ������
�
� ���	
���	��� �&��	 '��
�� � 
	 �����
� �('"��
� "���	�
	 �����	*

5��� (��  H� ������ �����	�
� ���	���I
1����	�
	 ���	�� �� ���� �	������� 
	 ��
�	
 ��� ������
�
� ���
���	
�� ����"
�	�
�� ���	��� ��������
� �	��� ��	����	*
5 ��	�� �� ���� �����	 ������� �	��E� H4	 �I�� ����6� &��	 '�� � ���	 �� ���	���
� ��� ��	��� ������ .����� <*8�� ������
 � ���	� �(' �	 �����	�
� ���	���*

#* 5 .����� <*8� ����6� �����	 ������� �	�	 � ����	 ���	�	 &��� '�� �
���	� $��
��� ������� �	 �����	�
� ���	��� ������� �	��E� H4	 #I� ��� �� ������� �
�	���	
	 ���
����*

∗ 9��* � H,�"$I� ������� �	��E� H)�I�� ����6� �	���	
	 ���
���� ���	��� ��
$��
��	 ������	 �	 ��� �� ��� ��	��� �
������������ �	 ��	��*
-�������� �� ��	
��� �	 ���	� $��
��� ������� �	 �����	�
� ���	��� �	����	
���	�
	 �	��	��	
	 ������� .����� <*8�*
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+* .�	��	�� �	 �� ���	� �('� ��� 
	������ � ��� ������� ������� 	
	�������M
� ������ �	 �� �	���	 
	 ���� � �����
	�	 �
����	 � 
� �	���	 
	 ������� ������"
���	
���	���M*
(
�����	
�
� � �	 �� �������6� ��	� � �����
� �
����	 ������ �
����	� ����
���	�	�� �(' �	 �����	�
� ���	��� ��	� ��������	 �('����� � �	�� ����6� �����	
�

	 &��� '�� � ��� 
	 $��
��"� ������� �	 �����	�
� ���	���* %�� � �
	�	
� ��
���	�� &��� '�� � � $��
��� ������� �	 �����	�
� ���	��� 
��� ��
���	�	
�*

-���6� �����	 �
����	 � ��������
� ��
���� ��� ���	 ���� �� ���	�	�� �	
�(/���� �	�� � �	 ���� ��� �� �	���� �� �����	 ��	��� ��	����� 
�� ���
	�� ��� �
�	�
� �� � ��	����� ���
	 �	 ����� ������*

5 .����� <*+*7A �	� � ���	� �	�	���������� �K	�	�������O� �������*

+���� $����� �
�����

-���� ��
����� ��	��� ������� �� ��	�� �� ������ ��	��	�� �	 � �����
� �	 ���	��	
�	 ��
����� 
��� ���
���� � ������	��� �
�	 �� 
�6��� ��
��� 
������	�� 
	
���	�	�
� 
	��
* D��	�	� ���� �	��E� �	�	���
� �	�������� � ��� ������ ������	
�
����	�
	 '�����	 � ��
���	�	 <*#*#*

��"������ #$ ��� � C � 
�������
� �������	�	
� γ ����	��
�� �
����	�	 Hα, βI⊂
R �α < β � � C* 4� 
	���	�� �
����	� Hα, βI �	�	���	����� �
����	��� ���	 γ �
�	 γ∗ ��
	�	�	�� ����� ���	 γ*

&�� � ���"��"��� 
�������
�"������
��	���	
 ��� � �	�
�* ��
���	 � ���"��"
��� ��	�	� ��� � �	�
�*

-�������	���� �	 � γ ��� � �	 � f 
�������
	 ��
���	 
	 γ∗* (����	� ��
����
f ��� ���	 γ ���
��� �� �	� �
����	� ��� �	�	���	����� �
����	�	 Hα, βI ���	 γ!∫

γ

f(z) dz =
∫ β

α

f(γ(t))γ′(t) dt.

 �� � a ∈ C� ��������	
 ���� � r > 0� ��� ���
��	
 �	

γ(t) = a + reit, 0 ≤ t ≤ 2π,


	���	 �� �������
� ����
���	
	 ����
��	 �	 ��
���� � a ��������
��	 r*
 �� �� a � b ��������
� ������� ��� ���
��	
 �	

γ(t) = a + (b − a)t, 0 ≤ t ≤ 1,


	���	 �� ����
���	
 �
����	� [a, b]*
9��	 � {a, b, c} ���E�
	 ����	 ��������
�� �����	 � 
��	 � ∆ �����	�

�	 ����
��	 a, b � c �
	�	
� ��
����	
 ���� ��� �	���� �	��� a, b � c�* )	
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�������
� ��
���� f 
	 ��	
��� ∂∆� ������	 ∆� ���
�����∫
∂∆

f dz =
∫

[a,b]

f dz +
∫

[b,c]

f dz +
∫

[c,a]

f dz.

5������ ��1����� (������

-����� 
������� ����� ������� �������* 4� 6��� ���� ������� ���	�
� ������
��	 � �����
	 �	 ��6�
� �����
	* %���	 �����	 �� ������� 6� ���� ���	
����
	
�	�
��*

%� �	�	� �	 
	 �	��� Ω 6� 
	� ��
	�	�	�� ������
 ���� � C 	 �	 H(Ω) 6���
��
	�	�	�� �	����� ��������
�� ��
���	 � Ω*

������� �� ����������	�� 
� �� F ∈ H(Ω) 	 
� �� F ′ ������	
�� � Ω' %��
�� γ ��������� ������� � Ω � ��
� ��∫

γ

F ′(z) dz = 0.

#����'  �� � [α, β] �	�	���	���� �
����	� ����� γ� �	�	� �������6� 9��
"
&	�
��"��� ������� � ��
�
��� γ(α) = γ(β)� ����	��∫

γ

F ′(z) dz =
∫ β

α

F ′(γ(t))γ′(t) dt = F (γ(β)) − F (γ(α)) = 0.

	�
����� �� �	�� � zn ����� ��
���� zn+1

n+1 �	 n ∈ Z \ {−1}� �	��������∫
γ

zn dz = 0,

�	 ��	�� �	�����
� ��
���� γ 	�� � n = 0, 1, 2, ...� � �	 ��	�� �	�����
� ��
����
γ �	 ��� 0 �∈ γ∗ 	�� � n = −2,−3,−4, ...*

������� ������� �� ���������� ����������	�� 
� �� ∆ ��������	 �������
� ��������� ����� Ω ⊂ C 	 p ∈ Ω' %�� �� f ������	
�� � Ω 	 f ∈ H(Ω − {p})�
��
� �� ∫

∂∆

f(z) dz = 0.

#����' F��	�	6��� �	�
�� �	 
	�� ��������	��� ����	�� �	 � f ∈ H(Ω)�
�*� �	 ������	 �	��	 p 
�� ���	�
� ������	* (�	�� ���
	 ������	��	 ������� ��6�
�����
	 � ���	�� ������� �������*

 �� p �∈ ∆ ���	� � ��	
�	��	
*



�<+ ����� $� ������� � %�������
�� 
���	�� �&##

-�������	���� �	�	 �	 � p ��� ������	 ∆� 
	 ������ p = a*  �� �� a, b �
c ����
�	�
� �	��� �	�	 � �	�� ��������� �	 �

∫
∂∆

f dz = 0� �	 ��	�� 
�������
�
��
���� f 
	 ��	
��� ∂∆� ������	 ∆*

 �� �� 
�� ����
�
� ��	������ �	��� x ∈ [a, b] � y ∈ [a, c]� ��� ����� �	���
a� � ��������� �	 � �
����	� ��
���� f ��� ∂∆� ������	 ∆� ���	 �
����	�	 ��
��	
��	�	 ��������	 {a, x, y}, {x, b, y} � {b, c, y}*

F���	 ��	 �� ���� �
����	�	 �� 
��	� �� �����	� 
� �	���� �	��� p* %���	

I =
∫

∂∆

f dz =
∫

[a,x]

f dz +
∫

[x,y]

f dz +
∫

[y,a]

f dz,

� �	�� � ��
���	 f ���	
���
	 ��� �
����	�� ���� ���� ���
�
� ��������
� �	���
�	�� �	 ��
��� ����	�� ∫

∂∆

f dz = 0.

9	 ��	�� 	�� � p ��������
	 �	��	 � ������� ∆� �����
�� �������
�� �����"
�	�	 
	 ��������� {a, b, p}, {b, c, p} � {c, a, p} ����	�� �������	
 ���	�*

������� ������� �� ������
�� 
������� ����������	�� 
� �� Ω
��������� ������� ����� p ∈ Ω � f ������	
�� � Ω 	 f ∈ H(Ω − {p})' ��
� �� 	

,�- f 	�� ��	�	�	��� &����	�� F ∈ H(Ω)
,�- ��� �� γ ��������� ������� � Ω ��
� ��∫

γ

f(z) dz = 0.

#����' �	� /�����	�� a ∈ Ω* �	�� � Ω ��
����	
 ����� Ω �	���� ��	����
����
�
����	� [a, z] �	 ��	�� z ∈ Ω� �	�� �	 ������ ���
��	��

F (z) =
∫

[a,z]

f(ζ) dζ, z ∈ Ω.

)	 ��	�� z, z0 ∈ Ω �����	� �	 �������	 � a, z0 � z ����	�	 Ω� �	 
	 ��
���
������� ������� �	 ��������� ����	��∫

[a,z]

f +
∫

[z,z0]

f +
∫

[z0,a]

f = 0,

� ����	 F (z) − F (z0) =
∫
[z0,z]

f(ζ) dζ*
.	�	 ��������	���� �	 � z0 �����	
�* )	 z �= z0 ����	��

F (z) − F (z0)
z − z0

− f(z0) =
1

z − z0

∫
[z0,z]

[f(ζ) − f(z0)] dζ.

)	 �	�� ε > 0� �	�� � f 
�������
	 � �	��� z0� �	�������� �	 ������ δ > 0
�	�� �	 � |f(ζ) − f(z0)| < ε� ζ ∈ [z0, z]� 	�� � |z − z0| < δ* %���	 �	��������
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�	 	�� � |z − z0| < δ� �	�	 � 	������
	 ����
��� ���� ���	
� �	
	 �� ε* %��
���	��� �	 � F ′ = f * .����	�
� F ∈ H(Ω)* .	�	 ��� ����� �� '������ 7*

:����	 ������� � (
����� �	 �	�����
� ������� ��	 ������ ��	 ��
��
� �����
� �	�
�� �������	 �	���	���� �'�������� ��������
�  
	����� ������
��	�
�
�������������***�* F��	� ��� �������� ����6� �����	 	�����
�	 ������������
��������� �	� � � .����� <*7 ������� �	��E� H4	 �I�* %��� 
	������ 	
	�������
���	�*

������� � �������� � �����
���A /��� �� γ ��������� ������� � C� Ω
���������� �
 γ∗ 	 
�!�	�	��

Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

dζ

ζ − z
, z ∈ Ω. �<*7��

��
� �� (
�γ ���������� &����	�� �� Ω� ������	
�� �� ������ ���������	 �
 Ω 	
��
���� ���	 �� �������	)���� ���������	'
F��
���� �
����	 ���6� ������� �<*7�� 
	���	�� 	
	������	 ���
���	 �
����	 ���

���
���	 �
����	 ����6� �
����	�	*
5 H4	 �I ������� �� � ��
	�	 Kγ ������ (
�γ *
������ 9��	 � [α, β] �	�	���	���� �
����	� ��
���� γ* )	 �����	
� z ∈ Ω

Indγ(z) =
1

2πi

∫ β

α

γ′(τ)
γ(τ) − z

dτ. �<*7#�

�	�� � w
2πi ��� ��� 	��� ew = 1� �� � ���� ���E�
� ������� �����	��
�
�

���E�
� �	 � ϕ(β) = 1� ��� �

ϕ(t) = exp (
∫ t

α

γ′(τ)
γ(τ) − z

dτ ), α ≤ t ≤ β. �<*7+�

F�����
���	�6� ���	��� �#� ����	��

ϕ′(t)
ϕ(t)

=
γ′(t)

γ(t) − z
, �<*78�

�* ϕ′(t)(γ(t)−z) = γ′(t)ϕ(t), ������ ����	 
	 ��
	�
�� ����� �	�	�	 S� 
	 ����
�������	�	
� γ 
�� ������
��	���
�* %���	 ��
���	 φ =

ϕ

γ − z
� 
�������
	 
	

[α, β]� � �	�� � φ′(t) =
ϕ′(t)(γ(t) − z) − γ′(t)ϕ(t)

(γ(t) − z)2

	 [α, β] \ S � ����� ��
���� φ

��
	� 
��� [α, β] \S * �	�� � ���� S ��
	�	
� ��
���	 φ =
ϕ

γ − z
� ��
��	
�	


	 [α, β] � �	�� � ϕ(α) = 1 � ����	��

ϕ(t) =
γ(t) − z

γ(α) − z
, α ≤ t ≤ β. �<*7;�



�<; ����� $� ������� � %�������
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.	�	� �������6� ��������	��� �	 � ��
���	 γ �	�����
	� �*� �	 � γ(β) = γ(α)�
����	��� �� ���	��� <*7;� �	 � ϕ(β) = 1� � ���� �	�� � �����6�
� ����� ���	���
�	 � Indγ(z) ��� ���*

F	�� �� ����
��� ������	�	 �	 � Indγ 
�������
	 ��
���	 
	 Ω* 4�E�����

�������
	 ��
���	 �������	�	 �����	
� ������� 
	 �����	
� ������� � �	�� �
Indγ �������
	 ��
���	� �	�	 � �
	 ��
��	
�	 
	 ��	�� �����
�
�� ����	 Ω*
�������6� <*7#� ����� �	 � |Indγ(z)| < 1 	�� � |z| �����
� ������* %�� ���	���
�	 � Indγ(z) = 0 
	 
����	
���
� �����
�
�� �����	
���� ����	 Ω* �

5 ��������	 ������
��	�
� ��������� ���	��� �� 2���	
"��	 '�����	! .�	�	
�����	 �	�����
	 ��
���	 γ � C � ���� C 
	 ��� ���	��� � γ∗ � ��	
��	 ��	�� ��
���� ���	���*

%��	
���
� �����
�
�� C\γ∗ ��
	�	�	�� �	 (
��γ� 	 
����	
���
� �	 3C��γ�*
)	 ��
���� γ ���
�����

µγ(p) =
∫

γ

dζ

ζ − p
, p �∈ γ∗.

-�������� �	 �� � ��� ���
���� 
� ��������	��	 �	 � ��
���	 γ �	�����
	*
 �� � γ �	�����
	 ��
���	 �	�	 �

µγ(p) = 2πi Indγ(p), p �∈ γ∗.

'�����	 <*7? ���	��� �	 � ���
���	 �
����	 ����6� �
����	�	 �	��	�
	 �	
������������� ���
����� �
����	� F��
����� <*7*

-�
������ ��� γ ���
��	
 �	 γ = γ(t) = a + reit� 0 ≤ t ≤ 2π 
	���	 ��
�������
� ����
���	
	 ����
��	 �	 ��
���� � �	��� a ∈ C ��������
��	 r* .����6	
-��������	 ���	��� � ��	 ���
���	 �	��	�
	 �	 F��
����� 7*�#*

%����&����� /$+ %�� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ������� � ��)�	 a ∈
C 	 �������)�	�� r� ��
�

Indγ(z) =
{

1, |z − a| < r
0, |z − a| > r

������ 9��	 � γ = γ(t) = a + reit� 0 ≤ t ≤ 2π* 9	 ��
��� '������ � �����
� �
���	��
	�� Indγ(a)* '	�	 ����	��

1
2πi

∫
γ

dz

z − a
=

r

2π

∫ 2π

0

(reit)−1eit dt = 1.

�

*���� /$'$# ������	�	 
� �� ��� γ 
�!�	��� �� γ = γ(t) = a + re−it� 0 ≤ t ≤ 2π�
�����	��� ��	����	���� ��� �	�� �� ������� � ��)�	 a ∈ C �������)�	�� r. ��' 
�
��� ��������	���	�� 
��� �����	��� ��	������	�� � ��	��� #�!�	�	�� 1'23'
#������	

Indγ(z) =
{ −1, |z − a| < r

0, |z − a| > r
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���	
	��� (� γ(t)−a = re−it� ����� �	 � ��
���	 ϕ(t) = −t� 0 ≤ t ≤ 2π� 
�������
	
��	
	 	�����
�	 ��� γ� ϕ(2π) − ϕ(0) = −2π* �

(������ � ������� &� ?�������� ������*
'�����	 � (
����� �	 0���	
��� ������� ��	 ������ ��	 ��
��
� ����� �

��������
�  
	����* F��	� �	 ������ ��� �� ��
����� ����6� �����	 ���	�
��
��	��	�	� �	� � � .����� <*7� �	� � � H4	 �I*

������� � �����
�� ��	 ������ ��
���� ������� ����� A/��� �� γ ������
��������� ������� ,����	�� ���- 	 ���� �� p ∈ Int(γ)' ��
� ��

Indγ(p) = +1.

������ 9��	 � apb �
����	� 
	 ������
�	�
� ��
�� ���� �	��� p ��	 ��	 �	��
��	
� �	��� �	��
���� �	 γ∗ � 
��	 � a ���
� ��	 apb*

D C

E

F

H

G

b a

�

�
�

�

p

����� <*8!

9��	 � K ����
��	 �	 ��
���� � �	��� p
�	��	 �	 K∗ ⊂ Int(γ)� C = K∗ ∩ ap� D = K∗ ∩
bp � 
��	 �� E � F �
���	�
� �	��� ���������
�

	 ���
� � ��
� ��������
��� ����
��� K*

9��	 �� G � H �	��� 
	 �������	 �����
γ ��� ��		� �	��� a � b �	�� �	 p ∈
Ext(γ1), Ext(γ2), ��� �� γ1 � γ2 ������
�	�����
� ��
���� γ1 = aC + CED + Db + bGa
� γ2 = aC + CFD + Db + bHa ������� :����
<*#*��* �	�� � µγ1(p) = µγ2(p) = 0� ����	��

µaGb = µaC + µCED + µDb,

µbHa = µbD + µDFC + µCa,

��� �� µ �	��
	 � ��
��� 
	 �	��� p* .	���	
�� �� ����	

µγ+ = µK+ = 2πi,

��� � γ+ = aGbHa*
.���
� ����	��

µγ− = µK− = −2πi,

��� � γ− = aHbGa* �

*���� /$'$ ��	�	���	 
���� 
� ������� ��)�� G 	 H �� �����	�� ��	�� γ ���	
������� ��)�� a 	 b ���� 
� p ∈ Ext(γ1), Ext(γ2), �
� �� γ1 	 γ2 ������ ���������
������� γ1 = aC + CED + Db + bGa 	 γ2 = aC + CFD + Db + bHa'

������� ��HF��
���	 7*�#I )	 ������ �	�����
� ��
���� γ � C �	���� �	
� �������
� ����������
� 
��	���
�� ����
���	
	 	�� � Indγ(p) = 1 ����������
�
Indγ(p) = −1� �	 p ∈ Int(γ)*
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-�������� �	 �� �������
� ���
���� 
�������
� ����� �	 � �	 �������
� ���"
�
���	
� ������ �	�����
� ��
���� γ : I → C� ��� � I = [0, 1]� ��
���	 γ−�
���
��	
	 �	 γ−(t) = γ(1 − t)� t ∈ [0, 1]� 
��	���
� ����
���	
	 ��
���	*

�������  ������ �� ������
�� 
������! �������� ��������
����������	�� 
� �� γ ���	�	��� ��	����	���� ��������� ������ ������� � �������
���� ��������� ����� Ω 	 f ∈ H(Ω)' %�� �� z ∈ Int(γ)� ��
� ��

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ.

����&E /�����	�� �	��� z ∈ Int(γ)* /�
���	 g ���
��	
	 �	

g(ζ) =

{
f(ζ)−f(z)

ζ−z , ζ ∈ Ω \ {z}
f ′(z), ζ = z

,

����
	�	 ������ ������� ������� �	 ��
����
� �������* %���	 ��	��

1
2πi

∫
γ

f(ζ) − f(z)
ζ − z

dζ = 0.

�������6� �	 � 1 = Indγ(z) = 1
2πi

∫
γ

dζ
ζ−z � ������
� ��
	���� ����	��

���E�
�* �

.����	�
� �(/ �	�� �	 ���� ����	�
	 �����	�* �	� ���������� ����	�� '�������
������� � �	���� � �����
� ���!

������� "�'������	 '�����	�* /��� �� Ω ⊂ C ������� ���� 	 ���� �� f ∈
H(Ω)' ��
� � ������ 
	��� B(a,R) ⊂ Ω &����	�� f �� �� � ���
����	�	 � ���	��
�������� ��
�'

	�
����� �� %�� �� f ∈ H(Ω) ��
� �� f ′ ∈ H(Ω)*

+���� ��2��
�� /��
������ 4
��
�� '�  �� 6�/% ��8

 �� �	�����
 ��� 
�� ����� � 	�� ������	��M ��� �	��� z ���� ���	� �
�	 �� � �(/
��	���� �
���� ��* ��� ����	�	�	 ��
���� ��� �	��� z�� � ���� ������ '�����	
<*7�* -�� ���	�	 ��� ������� ������� ���
���� ��������� � 
	������ ��	 ������	
��� �	� �����	��� �	 �	��	��	
� ������	 /�����	 �	 ����* -�������� �	 � ����
���
��	
 � ��	�� �*

��"������ /$. ����������	�� 
� �� Γ �	�� � ��������� ����� Ω 	 f ∈ H(Ω)' %��
��

IndΓ(ω) = 0, �� ����� ω ���� �� ��	��
� Ω�

�� ��� 
� �� �	�� Γ �������� ���	 � Ω'
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 �� �� ���	��� ������ ���� � ��������	 	���	��
�� �
�	 ���� ������ ����	 �	�"
�	��	�� �	�����
� ��
����� ��
���	 Γ � �������	
	 
��� � Ω� 	�� 
� ������	��M

���
� �	��� � Ωc*

%����� ). /��� �� B0 = U8� B1 = B(3; 1)� B2 = B(−3; 1)� F = B1 ∪ B2 	
Ω = U8 \ F . γ0(t) = 6e2 π it� γ1(t) = 3 + 2e2 π it 	 γ2(t) = −3 + 2e2 π it� 0 ≤ t ≤ 1'
�����	 γ0� γ1 	 γ2 �	�� �������	 ���	 � Ω. =	�� ���	 �� ������	 �
 ������ γ−

0 � γ1 	
γ2 ����� �������� ���	 � Ω'

%����� )/ /��� Γ ������� 
�!�	���� � ��	���� 36 	 f ������&�� &����	�� �
����� Ur �������)�	�� r > 9'
������� Γ ��
��	�	 �� 
�� ������ ��������� ������� 	 ��	����� ��5� �� ������
�������� ������	�	 
� �� 	 &������

f(z) · IndΓ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, �� ����� z ∈ Ur \ Γ∗,

��	 )��� IndΓ(z) ��	�� ���
����	 0, 1, 2'

���������� ����& ��1����� 8������ &� ����

-�������	���� �	 �� Γ0 � Γ1 ����� � Ω* �	���� �	 �� ����� Γ0 � Γ1 �������
� � Ω
	�� �

IndΓ0(ω) = IndΓ1(ω)

�	 ��	�� ω ��� 
� ����	�	 Ω*
.�	��	�� �	 � ���	� ��� ����� ������� 	
	�������M� � ������ �	 �� 
� �	���	 
	
����������"���������� �	��	��	
��	� �	� ��� �� �	�
� ���	
���	���� ������ ���	"
��� 
	 ��
���	�
�� ������� ���***� ��� ��	��� 
	���	�� ������� ������"���	
���	���M*

(
�����	
�
� � �	 �� �������6� ��	� � �����
� �
����	 ���� ���	�	�� �(' �	
�����	�
� ���	��� � �	�� ����6� �����	
� 
	 &��� '�� �* %�� � �
	�	
� �� ���	�
&��� '�� � 
�� ��
���	�	
*

(������ /$# ���1����� 8������ &� ����! ����������	�� 
� �� Γ �	�� � �������
��� ����� Ω 	 f ∈ H(Ω)' %�� ��

IndΓ(ω) = 0, �� ����� ω ���� �� ��	��
� Ω, �<*7<�

��' �	�� Γ �������� ���	 � Ω� ��
� ��

f(z) · IndΓ(z) = KΓ[f ](z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, �� ����� z ∈ Ω \ Γ∗, �<*7=�

	 ∫
Γ

f(ζ)dζ = 0 . �<*7>�

%�� �� Γ0 	 Γ1 �������	 �	��	 � Ω ��
� ��∫
Γ0

f(ζ)dζ =
∫

Γ1

f(ζ)dζ .



�=? ����� $� ������� � %�������
�� 
���	�� �&##

∗ ���	� ��� ����� 
	���	�� ��	
	�������M� �� �<*7=� H�(/����� ������� �
����	�
�
������� �	 ����I ������ �� �<*7>� H�('����� ������� �
����	�
� ������	 �	 ����I� 	
����	� ����6� &��� H����� ��	
��� �����	�
� ���	���I� �(' �	 �����	�
� ���	���*
-��� ���	����� �����6� &���*

5��� /$' /��� �� f ∈ H(Ω). 5����	�� g 
�!�	���� �� Ω × Ω ��

g(z, w) =
{

f(w)−f(z)
w−z , w �= z

f ′(z), w = z

�� ������	
�� �� Ω × Ω'

�������! 2	�
� � �	 � g 
�������
	 � �	��	�	 z �= w.
/�����	�� a ∈ Ω* /�����	�� ε > 0. '	�	 ������ B = B(a; r) ⊂ Ω �	�� �	 �

|f ′(ζ) − f ′(a)| < ε �	 ��	�� ζ ∈ B.  �� �� z � w � B � 	�� � ζ(t) = (1 − t)z + t w�
�	�	 �

g(z, w) − g(a, a) =
∫ 1

o

[f ′( ζ(t) ) − f ′(a)] dt .

	������
	 ����
��� �
����	
�	 � �	
	 �� ε �	 0 ≤ t ≤ 1. F	��� |g(z, w)−g(a, a)| <
ε. %�� ���	��� �	 � g 
�������
	 � (a, a). �

�	�� � ��
���	 g � 
	 ��
��� &��� <*#� ���
��	
	 
	 Ω × Ω � 
�������
	 
	
Ω × Ω� ���� �� ���
��	�� ��
���	

h(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(z, w) dw, z ∈ Ω.

)	 z ∈ Ω \ Γ∗, ������	 /�����	 �	 ���� �<*7=� � 	�
� �����	��
�
	 ���E�
� �	 �
h(z) = 0.

9��	 � Ω1 ���� ��������
�� �����	 z �	 ��� � IndΓz = 0* F��
�����
��
����

h1(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw, z ∈ Ω1.

-�������� �	 � h ���
��	
	 � ��������
	 
	 Ω � �����	�
� 
	 Γ∗*
9	 ��
��� 4�����
� �������� ���� �� ���	�	��

5��� /$) 5����	�� h 	 h1 �� �������	��� ����	�	)�� � Ω 	 Ω1'

������ 9	 ���� ������ ������	 �	 �� h1 
� ���� ��������
� ��������� 
	 Γ∗� 	��
�� ��������	��� �<*7<�� ����� �	 � h(z) = h1(z)� z ∈ Ω ∩ Ω1� � �	 Ω1 �	����
��������
� ���	��� Ω� �* �	 � Ω ∪ Ω1 = C� ��	���� ���	��� �� �	 � h1 ≡ 0 
	
Ω1* �

���� �������� (� ���
���� ���	��� Ω1 �	�������� �	 � h(z) = h1(z)�
z ∈ Ω ∩ Ω1* %���	� 
	 ��
��� &��� <*+� ������ ��
���	 ϕ ∈ H(Ω ∪ Ω1) �	��
�	 � ϕ = h 
	 Ω � ϕ = h1 
	 Ω1* (� ���
���� ���	��� Ω1 � ��������	��� �<*7<��
����� �	 Ω1 �	���� ��������
� ���	��� Ω � �����	�
� �	 � Ω∪ Ω1 = C* F	���� ϕ
� ���	 ��
���	*
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�	�� �
lim

|z|→∞
ϕ(z) = lim

|z|→∞
h1(z) = 0,


	 ��
��� &�������� '������ �	�������� �	 � ϕ(z) = 0� �	 ��	�� z ∈ C*
F	 �������� �<*7>� �� �<*7=� ��	������ a ∈ Ω \ Γ∗ � ���
����� F (z) = (z − a)f(z).

'	�	 �

1
2πi

∫
Γ

f(ζ) dζ =
1

2πi

∫
Γ

F (ζ)
ζ − a

dζ = F (a) · IndΓ(a) = 0, �<*�?�

��� � ����	�� ���	�	��* �

��������� �(/���� �	�� � �	 ���� ��� �� �	���� �� �����	 ��	��� ��	����� 
��
���
	�*
%���� ������� (
����	� �� ���
��� ����6� ��������
� ��� ���	*
/�����	�� z /∈ Γ∗* /�
���	 gz ���
��	
	 �	 gz(ζ) = g(z, ζ) ��	 ��������
� ��
����
g̃ ��� ����	 Γ.

I =
∫
Γ

gz(ζ)dζ �� ���
��� �	� ����	��	 ��
���� g̃ ��� ����	 Γ; 
��* 	�� �� Γ
�	���� �� ��
�� ���	 ���
��	
�� 
	 [0, 1], �	�	 � I = g̃(1) − g̃(0).
%���	� ������ �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	 Λ ������	
	M � Γ� ��	 ����	�	 ���	���
Ω \ {z}, �	�� �	 � I =

∫
Γ

gz(ζ)dζ =
∫
Λ

gz(ζ)dζ.

*���� /$'$' #� �	 	� 
����� ��5 �� �	�� ���
	 
� �� h1 ≡ 0 �� Ω1.
5����	�� h1 �� �����	��	�� &���	�� KΓ[f ]� ���� �� �� 
�!�	���� �� C \ Γ∗. ������	��	
����� � ������ ���)��� KΓ[f ] �	�� ����	�	)�� ���
� ���� &����	�� h1 	 ����	����� �	��
	
���	)�	 ��
���� ���	'

��
�� �K�
V	O� HK�I � ���� �����
� �
����	 �	 ���	� ������� ������ �����	 �	����
 ���
	 � ���
� "	 � F����
	 �F�C�
"	�*
-�
������ �� �������
� ������� ���	 �� ���	��� ����6� ��	
	�������� �����	M�
� '������ � ������ ��	
��� �����	�
� ���	���� ����� ������	 ������	 �	 �����	�
�
���	���*

����& ��( ���� ����<� ����� �������������

5����� Indγ(a) �����
� � ��������� � ��
	�� n = n(γ, a)*
-�
������ �	 ���� Γ� ��� ����	�	 ���	��� Ω� �	���� �	 � �������	
 
��� � Ω

	�� � n(Γ, a) = 0 �	 ��	�� a ∈ C\Ω*

(������ /$#' ���( 
�����1�� ���&���! /��� �� Ω ������ � C� γ �	�� ������
��� ���	 � Ω 	 f ∈ H(Ω)' ��
� ��∫

γ

f(z)dz = 0
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�� 
���	�� �&##

����! 9	 ��
��� ���	�
� ������ �('� ������ �����	�
	 �	�����
	 ������
	�
	
��
�	 Λ �������
	 
��� � Ω� �	�� �	

I =
∫

γ

f(z)dz =
∫

Λ

f(z)dz. �<*�7�

9��	 � Λ ������	
	 ����6� ����
���	
�� �
����	�	 Ik � 
��	 �� {αi} � {βj} ��	
�	���6	 
��	 ��	�
�� �����	 ��� {αi} �	���� ��� �������� ��	��	 Ik 
	 C"���� 	
{βj} 
	 O"���* %�
	���� �	 Ri,j ��	����	�
��� [αi, αi+1] × [βj , βj+1]* -����
�
� ���
������	�� ��	����	�
��� �	�� �	 ������	� ��
	�
� �	����� Rk* (�	������
�	��� ak � �
������� Rk � ���
�����

Λ0 =
∑

nk ∂Rk,

��� � nk = n(Λ, ak) � ∂Rk �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ��	����	�
��	 Rk*

�

0

1

0

Rk

2

-1

����� <*;! � � ����

��������� %��	��	�� ��"
�	��� �	 ������� �	 �	�� �����6	
������	 ���������	 �����	 �� ��"
�	�
� ����	�	 
	 ����� ����������
��������	� ������ 
��*  ������
H �I�

• a*  �� � n(Λ, ak) �= 0 �	�	
Rk ⊂ Ω

• b* Λ = Λ0

%���	 �

Λ =
∑

nk ∂Rk , �<*���

��� � nk = n(Λ, ak) � Rk ⊂ Ω*
(� �<*�7� � �<*��� �����

I =
∫

Λ

f(z)dz =
∑

nk

∫
∂Rk

f(z)dz.

�<*�#�
9	 ��
��� ���	�
� ������ �('∫

∂Rk

f(z)dz = 0,

� ����	 � ������� 
	 �<*�#�� ����� �	 � I = 0* �

��������� 9	 ����� <*; −1, 0, 1 � 2 ��
	�	�	� IndΛ � ��� ����	�	�	 ���	 Λ
��� �	�	�	� � �����	�	�6�� �����
�
�	�	*

*���� /$'$) #������	 
� �� ��	 ����������������: ���������� ��������� ������� γ
	�
��� ����� �� 1'



$��� 	�������	�� �! ������� �	� 	 ������	��## �=#

���	
	��� 9��	 c ���	�	 γ∗ � 
��	 � Qc ���	�
� ��	��	� ����� �� �	��	��	�� �
���	�
� ���� B = B(a; r)�* ����������� ��
	�� � ��������	���� ����	��� �	� 
	 �����
<*�* ,�� ����	�	�	 ��
���� Ce ��� �	�	�	 a2 � b2 ��
	� �* 9��	 � C1 = γ1 + Γ−

2 *
�	�� � ��� ����	�	�	 ��
���� C1 ��� �	�	�� a2 ��
	� 1� 	 ��� �	�	�� b2 ��
	�
0� ����	�� �	 � nγ(a2) = nγ(b2) + 1*

+���� ��2��
�� ���
������ 4
��
�� � ��������

������� �& �����  

-��� ��
����� ��	��� ������� �� ��	�� �� ������ ��	��	�� �	 � �����
� �	 ���	��	
�	 �� ��
��� ������� �� ��	�� �� �	�� 
��� ������	�� � ���
���� 6��� 
������	�� �
��	�	�� �	 ���	�	�
�� 
����	����*

 �� ������ �	 �	�� ��	�	� � �������	
 ���� � K �K�����C  
	�O���� ������
��������� 
	 �����6� 
	��
* .�	��	�� �	 � ������
� � �����
�� 
��* �	� �� ���	�����"
������������ �	����	� ���� �	�������� ���	�� ������� �
����	�
� '�����	� ����6�
�������	"������M � $��
��� �������*

��"������ '$ �	���� �	 � ��
���	 f ����	�	)�� ���������������	�	)��� � Ω 	��
��	 ��
	�	
 � 
�������	
 ����� � Ω* ��	�� 	
	�������� ��
���	 � Ω ��
	�	�	��
�	 A(Ω)*

������� #� ��
	�
	 �	����	 Γ �	�����
�� ��
���	 ��*�*�* ��	���� �������
{γ1, .., γn} 
	���	 �� ����* F��
����� IndΓ �	

IndΓ(z) =
n∑

ν=1

Indγν
(z), z �∈ Γ∗.

������� $� 9��	 �� γ0� γ1�***� γn ������ �	�����
� ��
���� � C � 
��	 �
Gν = Int(γν)� ν = 0, 1, ..., n* -�������	���� �	 �	��

�	� Gν ⊂ G0� ν = 1, 2, ..., n
��� Gi ∩ Gj = ∅ �	 i �= j � i, j ≥ 1*
9��	 � G = G0 − ∪n

ν=1Gν *
%��	�� G ���
��	
	 
	 ��	 
	��
 
	���	 �� ��������� ������ �
S7"������ �����	
	

���	���* ��
���� γ0 
	���	�� ����	�
�� ��
����� �����	�
� ���	��� G*
-�������	���� �	 �� ��
���� γ0� γ1�***� γn � ��� �� ���� �����
�� �������
�

����
���	
�* -������
� ����
���	
	 ��	
��	 Γ ���	���G � ���� ��� �� �	���� ��
��
���	 γ0� γ−

1 �***� γ−
n *

(� ���� 
	����
�� ���
���	 � ������� � �
����� �	 ������ ��
���� �����

%��� � �����
�� ��	 ��	
��� �����	�
� ���	���� /��� �� G ��������� ������ 	
Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G' ��
� ��

IndΓ(z) = 0, z �∈ G.
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����� z �∈ G 	��� z ∈ Gk = Int(γk) (k = 1, 2, · · · , n) ��� z ∈ Ext(γ0). 9��* 	��
z ∈ Gm �	 
��� 1 ≤ m ≤ n, �	�	

Indγk
(z) =

{
1 	�� k ∈ {0, m}
0 	�� k /∈ {0, m} .

������� ������� � ���������� ��('��
�� /��� �� G ��������� ������

	 Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G' %�� �� f ∈ H(G)� ��
� ��∫
Γ

f(z) dz = 0.

#����' -����
�� $��
��� ������� ����	���

I =
∫

Γ

f(z) dz = 2i

∫ ∫
G

∂̄f(z) dxdy.

�	�� � f 	
	������	 � G �� � ∂̄f = 0 
	 G � ����	 I = 0*
5 $�	�� �� ������	
 � ���	� $��
��� �$���
"���� ������� �	 ��
���	�
� ���	���*

5 .����� <*8� ����6� '������ � ������ 
	 �����
�	�
� ���	���� �	� � ���	�
$��
��� ������� �	 �����	�
� ���	���*

9	 ������� � H,�"$I� ������� �	��E� H)�I�� ����6� �	���	
	 ���
���� ���	���
�� $��
��	 ������	 �	 ��� �� ��� ��	��� �
������������ �	 ��	��*
F��	� �('��
� ���� �� �	���	�� 
	 ��
�
��� �	 ���	�� G ������	 ������
�
�
���	
���	��� �&��	 '�� �� � 
	 �����
� �('��
� "���	�
	 �����	*

5��� (��  H� ������ �����	�
� ���	���I
1����	�
	 ���	�� �� ���� �	������� 
	 ��
�	
 ��� ������
�
� ����
���	
�� ����"
�	�
�� ���	��� ��������
� �	��� ��	����	*

5 $�	�� �� ����6� &��	 '�� � ���	 
�� ���	�	
	�� ������
 � ���	� �(' �	
�����	�
� ���	���*
-�������� �� ��	
��� �	 ���	� $��
��� ������� �	 �����	�
� ���	��� �	����	
���	�
	 �	��	��	
	 ������� .����� <*8�*

 �� � G �����	�
	 7"������ �����	
	 ���	�� � C �	�	 �� ������	 '�����	 �
��
���	�	 ����� 
	 ������� ����" $���	 �K	���O "$����	�"	�*

������� ���&'��
� �& ������ �� ���
�� ��������� ��������
/��� �� γ ������ ��������� ������� � C 	 ���� �� G = Int(γ)' %�� �� f ∈ H(G)�
��
� �� ∫

γ

f(z) dz = 0.

-�
������ � ������ <*#*� �	� � ���	� ����6� �
����	� ��� �����	
	 
	 $��
���
�������� ����� ������ �('��
� �A � ������ ���� ����	 �	��	�	� �� �	�������
������ �('�*
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�������6� �('��
� ������ ������� 
������� �	�
�� ������	*

�������  ������ �� �������� �(��
�� ��(/��
�� /��� �� G �����
����� ������ � C� Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G 	 f ∈ H(G)' %�� ��
z ∈ G� ��
� ��

(1) f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ.

#����' (�	������ ρ > 0 �����
� �	�� �	�� �	 ���� Bρ = B(z, ρ) ����	��
�
����	�	 ���	��� G* 9��	 � Gρ = G−Bρ � γ = γρ �������
� ����
���	
	 ����
��	
���
��	
	 ��
	��
��!

γ(t) = z + ρeit, 0 ≤ t ≤ 2π.

F��
����� ��
���� g �	 g(ζ) = f(ζ)
ζ−z � ζ ∈ Gρ*

�	�� � g 	
	������	 � Gρ� �����
�� �('��
� ����	��

(2)
∫

Γ

g dζ =
∫

γ

g dζ.

�������6� ���
� �����
���� ζ = γ(t)� 
	�	���� �	 �

I = I(ρ) =
∫

γ

g(ζ) dζ = i

∫ 2π

0

f(z + ρeit) dt.

%���	� I(ρ) → 2πif(z) � �	�	 ρ → 0� ��� �	��
� �	 ���	���� ��� �	� �7�* �

����& ��1����� ���������� ������ &� ��������� ������� ����<� ��8����
� 5��� � �������$

∗(� ������� �
����	�
� �������" ������� �	 ���� ���������	 �����	� ��	 � ���	�	
	
����6� ��	
	�������� �����	M� � &��� � �
����� �	 ��	
��� �����	�
� ���	���� 
���"
����
� ����� ������	 ������	 �	 �����	�
� ���	���*
�	�� � f ∈ H(G)� ������ ���	�� Ω ��	 �	���� G �	�� �	 � f ∈ H(Ω)* 9	
��
��� &��� � �
����� �	 ��	
��� �����	�
� ���	���� Γ � �������	
 0 � Ω. %���	�
����� �	 �� ������� �
����	�
	 ������	 � ������	 �	 �����	�
� ���	��� �����	�
�
����	��� �(/���� � �('����*

.�	��	�� �	 � �����
�� 
��* �� ���	������ �	����	� ��
����� ��� �	��	��	
	
�� ���	�	 ������� �
����	�
� ������� �	 ����*
�	�� � f ∈ H(G)� ������ ���	�� Ω ��	 �	���� G �	�� �	 � f ∈ H(Ω)*

9	 ��
��� &��� <*#� ��
���	 g ���
��	
	 
	 Ω × Ω �	

g(z, w) =
{

f(w)−f(z)
w−z , w �= z

f ′(z), w = z



�=; ����� $� ������� � %�������
�� 
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� 
�������
	 
	 Ω × Ω*
%���	 ������ ���
��	�� ��
����

h(z) =
1

2πi

∫
Γ

g(z, w) dw, z ∈ Ω.

9��	 � G1 = C \ G* F��
����� ��
����

h1(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)
w − z

dw, z ∈ G1.

(� &��� <*+� ����� �	 �� ��
���� h � h1 	
	������� ���������
� � ���	����	 Ω �
G1* 9	 ��
��� &��� � �
����� �	 ��	
��� �����	�
� ���	���� �	�������� �	 �
h(z) = h1(z)� z ∈ Ω∩G1* %���	 ������ ��
���	 ϕ ∈ H(Ω∪ G1) �	�� �	 � ϕ = h

	 Ω � ϕ = h1 
	 G1* (� ���
���� ���	��� G1 ����� �	 G1 �	���� ��������
�
���	��� Ω* F	���� ϕ � ���	 ��
���	*

�	�� �
lim

|z|→∞
ϕ(z) = lim

|z|→∞
h1(z) = 0,


	 ��
��� &�������� '������ �	�������� �	 � ϕ(z) = 0 �	 ��	�� z ∈ C*
��
�� HK�I � ���� �����
� �
����	 �	 ���	� ���� ������ �����	 �	����  ���
	 �
F����
	*

��( � 4�&�������

������� ������� � )�������� ��'1��� ����������	��
,�- f �� ����	�	)�� � ������	 D 	����� 	��������� ����� �	�������	 ��)���
,�- G �� ��������� ������ ���� ��������� ��	��
� D 	 ∂G �� ��
� 	 �	��������

��)�� &����	�� f '

%�� �� a1� a2�'''� an �	�������� ��)�� &����	�� f � G 	 Γ ���	�	��� ��	����	����
����	�� ������	 G� ��
� �� ∫

Γ

f(z) dz = 2πi

n∑
ν=1

resaν
f.

#����' ��
��������� ����
��� γν = {z :| z−aν |= r} �����
� �	��� ��������
��	

�	�� �	 �� �	�����
� ������� Bν � ��� �� ���	
���
� ����
��	�	 γν � ����
��
� � �	
����	�	� ���	��� G*
9��	 � Gr = G−∪n

ν=1Bν � 
��	 � Γr �������
� ����
���	
	 ��	
��	 ���	��� Gr*
�	�� � ���	�� Gr �����	�
	 � f 	
	������	 ��
���	 � Gr� 
	 ��
��� �('��
��
����	�� �	 � ∫

Γr

f dz = 0.
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%���	� �	�� �� ��
���	 Gr �	���� �� �������
� ����
���	
� ��	
��� Γ ���	��� G �

��	���
� ����
���	
�� ����
��	 γ−

ν � ν = 1, 2, ..., n� 
	 ��
��� �����	�	 �
����	�	�
����	�� ∫

Γ

f dz =
n∑

ν=1

∫
γν

f dz = 2πi
n∑

ν=1

resaν
f.

F	���� ���	��
	�	
� �
����	�	 	
	������� ��
����� ��� ����
���	
� ��	
��� ���	����
����� �� 
	 ���	��
	�	
� �
����	�	 �� ����
��	�	� �����
� �	��� ��������
��	�
�	 ��
����	 � ��
���	�
�� �	��	�	* �

������� � *�� )������� �TΣRez� /��� �� f ����	�	)�� &����	�� �
C − A� �
� �� A = {a1, a2, ..., an} ⊂ C ' ��
� �� ���� ���	
��� � ��	� ����)�	�
�	�������	� ��)���� 	 ���	
��� &����	�� f � ∞ ��
���� ���	� ��'�

n∑
ν=1

resaν
f + res∞f = 0.

+���� ��2��
�� /��
������ 4
��
�� '� ����������
'��
 �������

%������	����&��� �������

5 ���� �	 ��������� � ��� ������ ������ �	��E� H4	 #I*
1	�
� ���
���� ������"�����	
�� ���	��� 
	���� ��� � ��	�� ;* -�
����� ��
� ��
���
���	� �	���� �	 � ���	�� G ⊂ C ������"�����	
	 ����
���	 ����6� ��	
����
	�� � ∂G �� C� �����	
 ���� � C*

%����� )0 /��� �� ��� γ 
�!�	��� ��

γ(t) = t eit, 0 ≤ t < ∞,

	 ���� �� G = C \ γ∗' ���� �� ����	��� ∂G� ������	 G� ���� γ∗� ��	�� γ� 	 ����
�� ���� γ∗ ������� ,��� ������	
�� ��	�� ��������� �����-� ������)����� 
� �� G
��������������� ������'

����� <*<! �
�����

�������6� 1��	
��� ������� ���� �� ���	�	�� �	 � ���	��
G ������"�����	
	 	��� � ���������� ������ �����	
	� �*
	��� � ��	�	 �	�����
	 ��
���	 � G ���������� �����	"
��
�
	 �	���* 4����� ��������� �	 � ����� � �������
��
������� ���	�	�� �	 � ��	�	 �	�����
	 ��
���	 � G ����"
������ �����	�
	 ��������
	 �	����*

F��
���	 ������"�����	
����� ��� ��� 
	���� � ��� ���"
���� 
�� ����� �����	6�
	 � 
� ���� ���� �����6�
	 �	 ����
"
��� n ≥ 3*

(���� ��� ���
���� ��	 ����
��� � ��
��� 
	 ���	�� �� �	� ����	 ���� �����"
�	�� ���	
� �	 ��������
� �
����	���*
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%����� )2 (�
�������� �� ��������� 
� �� ��� �	 
	��� ��������� 	 ��������	 �����
��������������� ������	' /� ��	���� ��������	 ����� V = {z ∈ C : 0 < Imy < 1} ��
��������������� ������' ���� ��	��� ��� �������� 
� �� �	��� 
� �� ����	�� ∂V
��	�� � C

∂V = l1 ∪ l2 ∪ {∞}, u C,

�
� �� l1 = {x : x ∈ R} 	 l2 = {x + i : x ∈ R}' ��	���	�� 
� ����	�� l1 ∪ l2� � C�
������	 V � �	�� ������� ����'

-���	 ���
����� ����	�
��� �	�����
�� ���
��
�� ����	 U
c

= {z ∈ C : |z| >
1} 
�� ������"�����	
	 ���	��� �� �� 
�
	 ��	
��	� � C� �	���� �� ����
��� �
{∞}*

F��
���	 �� ���� �����
��� � 
	 ���	��� � C* 5��	�
��� ������ 	�� �� �������"
��
� 
� 
	������� �	��	��	�� ���	��� � C*

.�����	�� ���	� �	 	�� � G ⊂ C ������"�����	
	 ���	�� ����
���	 ����6�
��	
����� �	�	 � G ������
	�
� ������"�����	
	 ���	��� &��	 <*;* 5 ����� ���	
�
���� �� �����	���� ���	�� ��� �� �	���	 
	 �����6� ����*

5��� /$+ %�� �� V ������� ���� � C� W ⊂ C ���� ����� 
� �� V ∩ W �= ∅ 	
∂W ∩ V = ∅� ��
� �� V ⊂ W '

���	
	��� 	�� a ∈ V ∩W � 	�� ��	�� ���� B(a; ε) ��	 
���	�	
 ������ �	 W c� �	�	
a ∈ ∂W ��� � ��
��	�����	 �	 ∂W ∩ V = ∅� ����	 ���� V ∩ W � ������
 � V *
 �� � V ∩W c �= ∅� ������� V ∩W � V ∩W c �� 
���	�
� ������
�"�	�����
� � V *

.	�	 ���	���� 	�� � G ⊂ C ������"�����	
	 ���	��� �	�	 � G ������
	�
�
������"�����	
	 ���	��*

5��� /$. ����������	�� 
� �� γ ������ ��������� ���	������� �	�	�� � �������
��������� ,
�!�	�	�� ����+� ����	��- ������	 G ⊂ C' ��
� Int(γ) ⊂ G'

�	�� � ∂G∩γ∗ = ∅ � �	�� � ���� ∂G �����	
� 	�� ∂G ��	 
��� �	��� � Int(γ)�
�	�	� 
	 ��
��� &��� <*8 ������
�� 
	 V = ∂G � W = Int(γ)�� ����� �	 ∂G 
�
���� �	 ����	E�M �� Int(γ)� �*
a) ∂G ���	
���
�
5 ��� ����	���� ����
� �� ���	��� �	 Gc ����	�	 Int(γ)� ����	 G � 
����	
���
	
���	�� � ����	 ∞ ∈ ∂G� ��� ������ �� ��
��	������ �	 �	������� a) �	 � ∂G
���	
���
*
9	������ 
��� �	��	��� ���� �	��	��	
	*

������ �	�� � ∂G ∩ γ∗ = ∅ � �	�� � ���� ∂G �����	
� 
	 ��
��� &��� <*8�
������ ��� ����6
����!

7◦ ∂G ⊂ Int(γ)
5 ���� ����	� ∂G ∩ Ext(γ) = ∅� �����
�� &��� <*8 �
	 V = Ext(γ) � W =
G� �	�������� �	 � Ext(γ) ⊂ G* 4�E����� �	�	 �� ∞ ∈ ∂G� ��� ������ ��
��
��	������ �	 7◦*

�◦ ∂G ⊂ Ext(γ)
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.���
�� ����	�� ∂G ∩ Int(γ) = ∅� ��	��� 
	 ��
��� &��� <*8 
	�	���� �	 �
Int(γ) ⊂ G� ��� � � ����	�� ���	�	��*

9	������ 	����
	���
� ���	�� ��� �� �	��E� �	���	 
	 ��	����
�� �����
	�	
&��� <*8� ����6� �����6� �����*

*���� /$'$+ ����������	�� 
� ������	 ��)�� z ∈ Gc ∩ Int(γ)' /��� �� G1 ������
����� ����� Gc ���� ��
� 	 z. ��	)�� ��� � �����
��� ������ ������)�����" ����
�� G1 ����	���� ������� ���� 	 ���� �������: γ∗� G1 �� �� � 
� ��	����: 	� Int(γ) 	
����� ��	��
� Int(γ)' ��
� ������� 
�� ����+����	

1◦ ∂G1 �� ��������'
���� ������	�� 
� ∂G1 ⊂ ∂G. ��������� ������	 z0 ∈ ∂G1 \ ∂G 	 ����� ����
B = B(z0) ���� 
� B ⊂ Gc\∂G. 
���� G1∪B �� ������� 	 ����� G1 �	�� ����	�����
������� � Gc. �����
	��	��'
���� �� ∂G1 ⊂ ∂G� ���
	 ∂G 	�� ��)��� � Int(γ) 	 ���
� ������)����� 
� ∂G ⊂
Int(γ) 	 ∂G ∩ Ext(γ) �� ������' ���
� Ext(γ) ⊂ G 	 ����� ∞ ∈ ∂G. ��� 
���
	

� ������
	��	��'

2◦ ∂G1 �� ������' ��
� Int(γ) ⊂ G1 ⊂ Gc' �����	�� ���� ����� ��)�� z ∈ γ∗

	�� ����	�� ���� �� ���� ��
� ��� � G 	 � ����� ������� ��)�� 	� ����� Int(γ)� 
����	
�� 
� ������
	��	��'

9��	 � Φ ��
	�
	 �������	 ����
���	
�� �
����	�	 � �	�
�* )	 ��	�� p� 
��	 �
mI(p) HmE(p)I ��� ��	
��	 Φ ��	 � �����
	 H��	
	I �	��	 p*  �� � mI(p) =
mE(p) �	 ��	�� p� �	���� �	 � Φ �������� ���*

*���� /$'$. 4������� ��� &��	�	�� Φ ��	����	���	 	�������� &���	�� �	�� Γ'

5��� /$/ /��� �� K ��������� ��
���� ��������� ����� Ω ⊂ C' ��
� ������	
�	�� Γ � Ω \ K ���� 
�

IndΓ(z) =
{

1 ��� z ∈ K
0 ��� z /∈ Ω

���	
	��! -����� η > 0 �	�� �	 � �	���	
� ����E� ��	�� �	��� � K � ��	��
�	��� ���	
 Ω �	� 2η* ��
�����	�� ����� ������
�	�
�� � ������	�
�� ��
�	 �	�� �	
� �	���	
� ����E� ��� �����
� ������
�	�
� ��
�� η � ����
� �	 ������	�
� ��
��*
9��	 �� Q1� * * * Qm �	�����
� ��	��	�� ��� ����� ��� ���� K* -������
� ����
"
���	
	 ��	
��	 ��	��� ��	��	�	 �	���� �� �� ����� �������
� ����
���	
	 ������	*
%�
	���� �	 Σ �������� ���� ���
���	
�� �
����	�	 ��� �� ����	� 
	 ��	 
	��
*
%����	
��� �
����	�� �� Σ �	 ��� � ������
� ���
���	
� �
����	�� ����	�	� Σ* 9��	
� Φ �������	 ������	��� �����	�	* /	����	 Φ � ��	�
�����
	 � ������	 ���� Γ*  ��
z ∈ K� �	�	 z /∈ Γ∗ � z ����	�	 
���� Qν * (
���� � ��
��	
�
	 ��
���	 � ��	��
�����
�
�� ��������
�	 Γ∗*

9��	 � p ∈ K* '	�	 ������ �����	�
	 �����	 �	�����
	 ����
���	
	 ������"

	�
	 ��
�	 Λ � Ω \ K �	�� �	 � IndΛ(p) = 1*
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5��� /$0 /��� �� Ω �����	)��� ������ � ����	' %�� �� Ω �� ������ �������� �
��	��� 
�!�	�	�� ����+� ����	��� ��
� �� Ω �� ������ �������� � ��	��� 
�!�	�	��
����+� �����������'

���	
	��� '��E�
� � �����	��
�
� �	! 	�� � A = ∂Ω 
������	
 ����� �	�	 Ω 
��
���������� ������ �����	
�*
9��	 � p ∈ A � 
��	 �K �����
�
�	 ����	 A ��	 �	���� p � 
��	 � q ∈ B = A\K*

'	�	 ������ ������
 ���� Ω1� ��� 
��	 �	��
����� �	�	�	 �	 B �	�� �	 �
K ⊂ Ω1 � ����	� 
	 ��
��� &��� � ������ �����	�
	 �����	 �	�����
	 ����
���	
	
������
	�
	 ��
�	 Λ � Ω1 \ K �	�� �	 � IndΛ(p) = 1* %���	� �	�� � K �����	
�
����� K ⊂ Int(Λ)* �	�� � ��	�� �����
� p � q ��	 �	�	�	 �� Ω� ����� ������� �	 �
Ω �����	
 �	 Ω � Λ ��	� �	��
����� �	�	�	* %���	 ������� �	 � Λ �����	
 �

� ������M ��	
��� �� Ω� ����� �	 Λ ����	�	 Ω �� ����	� Λ 
�� �������
� 0 � Ω*

*���� /$'$/ %�� Ω ������ �������� � ��	��� ���	������� 
�!�	�	�� ,	�	 � ��	���

�!�	�	�� ����+� ����	��-� ��
� �� ��������	 ������ ��������'

���	
	��! -����
��� 1��	
��� �������*

9	 ��
��� �������
�� �	��	��	
	 ���� �� ���	�	�� �����6	 ������	*

(������ /$#) ����������&����� ������	����&���
 �������! /��� �� Ω ������
� ����	' ���
�+	 �����	 �� ���	�������	"
(a) Ω �� �������&�� ��������� ��
	�	)��� ����� U

(b) Ω �� ���	������� ���������������
(c) Ω �� ��������	 ���������������
(d) Ω �� ��������������� � ��	��� 
�!�	�	�� ����+� ����	��
(e) Ω �� ��������������� � ��	��� 
�!�	�	�� ����+� �����������
(f) %�� �� f : Ω → C∗ ������&��� ��
� ������	 g ∈ H(Ω) ���� 
� �� f = g2'

��1����� (������ &� ������	����&��� �������

.����6	 ������	 ���	�	
	 � � -�������� �*7*7#� '����	 F� ����6� ����������
���
���� ������ �����	
�� ���	���*

(������ /$#+ ���1����� (������ &� ������	����&��� �������! /��� �� G
��������������� ������� f ∈ H(G) 	 γ ��������� ������� ,����	�� ���- � G' ��
�
�� ∫

γ

f(z) dz = 0.

)	 ��� ������� ������� �� � 
	��� ������	���	�9���� �	 ������ �����	
� ���	���*
.�	��	�� �	 � ���	�� ��� ����� �����
�	�
�� 
��� ���	� ������	
 � 9	����
��

� �	 �� �	���	 
	 ������
	�
� ���
���� ������"�����	
� ���	���*
������ �������6� ���	�
� ������ ������� �
����	�
� ������� ���� �� ���	�	��

�	 ������ �	�����
	 �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	 Λ� � ���	��� G� �	��	 �	 �∫
γ

f(z) dz =
∫

Λ

f(z) dz.
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5 ����	� �	 � Λ �����	 �	�����
	 �����	�
	 ������
	�
	 ��
�	� Int(Λ) ��
���� �������� 
	 ��
	�	
 ��� ����
��
�� ������
�� ��	����	�
��	 Rk �	�� �	
� ��	�� �	�����
 ��	����	�
�� Rk ⊂ G* 9��	 � γk �������
� ���
���	
	 ��	
��	
��	����	�
��	 Rk* %���	 �

∫
γk

f(z) dz = 0 � �	�� � Λ =
∑

γk �	�� ��������	����
�	 � Λ �������
� ����
���	
	�� 
	�	���� �	 �

∫
Λ

f(z) dz = 0*
%�� �� ���� ���	�	�� � 
	 ��
��� ������� ������� �	 �����	�
� ���	��� �'�����	
����"$���	 �" �����	 �	 ������ �	�����
� ��
�����*
 �� ������
	�
	 ��
�	 Λ ��	 �	��� �	��������	
	� �	�	 �� �
	 ���� ����������M

	 ������ ������
�* 4�E����� �	�	 �� ���E�
� ����� 
	 �������
� ����	 �������
�	�����
� ������
	�
� ��
���*

���������  �� � G ������"�����	
	 ���	�� � γ �	�����
	 ��
���	 � G�
�	�	 � γ �������
	 0 � G ����	�	�� J�*

 �� � ���	�
� f ∈ H(G), �	�	 � 
	 ��
��� �('"����∫
γ

f(z) dz = 0.

2	�
� ������	��� ���	�	 ���	��� �	 ������	 '�����	 �	 ������"�����	
� ���	���
�	�� � 	�� � γ �	�����
 ���*

(������ � ���������� ���������� � ������	����&���� �������

(������ /$#. �� ���������� ���������� � ������	����&���� �������! /���
�� Ω ⊂ C ��������������� ������ 	 ���� �� f ∈ H(Ω)� ��
� &����	�� f 	�� ��	�	�
�	��� &����	�� F � ������	 Ω'

������ -��	���� ���� �	 �
����	� ��
���� f 
� �	���� �� �����	 ���	 � �	 �
�����
� ����E�
 �����
�� � ��	
�� �	���� ���	 ���	*

9��	 �� γ1 � γ2 ��	 ���	 � ���	��� Ω ��� ��		� �	��� a � b* ,�� ������	
�������� ������ ��������	���� �	 � [α, β1] �	�	���	���� �
����	� �	 ��� γ1 � �	
� [β1, β] �	�	���	���� �
����	� �	 ��� γ2 �α < β1 < β�*

 �� �	 γ ��
	���� ���
��M �����	 γ1 � γ2� �	�	 
	 ��
��� ������� ����"$���	
����	�� ∫

γ1

f dz −
∫

γ2

f dz =
∫

γ

f dz = 0.

/�����	�� a ∈ Ω � 
��	 � z ∈ Ω ��������
	 �	��	*  �� �	 â z ��
	���� ���
� Ω ��� ��		 �	��� a � z� �	�	 �
����	� ��
���� f �� ��� ����� �*�

F (z) =
∫

â z

f(ζ) dζ,

� ��
���	 �	��� z ∈ Ω*
-�
	��	�6� �	�
� �	��	��	
� �	� � ���	�� ������� ������� �	 ��
����
�

������� ���	����� �	 � F ��������
	 ��
���	 � Ω � �	 � F ′ = f � Ω� �*� �	
� F ��������
	 ��
���	 �� f * �



�>� ����� $� ������� � %�������
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���	�� �&##

%����� +3 ��	��� &����	�� f 
�!�	���� �� f(z) =
1
z

� ������	 Ω = {z ∈ C : 0 <

|z| < 2} �������� 
� �� ������ � �����
��� ������	� 
� �� ������ ���������������
����� �	���'

������+��� 
� &����	�� f � 
���� ������	 Ω ���� ��	�	�	��� &����	��� 4
���������� ��� �� γ ����)	�� ��� �	�� � Ω� 
�!�	���� �� γ(t) = eit� 0 ≤ t ≤ 2π�
��
�� �� ������ ������� ���O ,
� �	 �� �� � ��	���	�	 ������� F'167-� 
��	����∫

γ

f(z) dz = 0.

�����	�� �� ������ 
�!�	�	�� 	�������� ���� �����	�� 
� ��

I =
∫

γ

f(z) dz =
∫ 2π

0

γ′(t)
γ(t)

dt.

���� �� γ′(t) = ieit� 0 ≤ t ≤ 2π� 
��	���� I = 2πi� ��� 
���
	 
� ������
	��	��'

(������ � ���������� ����������� ���������

5 ������ 8*� �	� � ��	
 ���	� ����6� �����
� 	����
�	� ���� �� ������� �����
����� �	���	
 
	 '������ � �����	
� ��������
� � ������"�����	
� ���	���*

(������ /$#/ ����������� ����������� ���������! ����������	�� 
� �� Ω
��������������� ������ 	 f ∈ H(Ω)' %�� �� f(z) �= 0� z ∈ Ω� ��
� ������	 &����	��
g ∈ H(Ω) ���� 
� �� eg(z) = f(z)� z ∈ Ω'

������ /�
���	 h =
f ′

f
� ��������
	 � Ω �	 
	 ��
��� �������
� ������� ��	

��������
� ��
���� g1 � Ω* �	�� � g′1(z) = h(z)� z ∈ Ω� �	�	 ��
���	�
��
�	��
�� 
	�	���� �	 � (

eg1

f

)′
=

eg1g′1f − eg1f ′

f2
= 0,

�* f = c1e
g1 � Ω* .�	��	�6� c1 = ec ����	�� �	 � g(z) = c + g1(z)� z ∈ Ω�

��	��
	 ��
���	*

6�� ������������	�� ����	�� �11

+���� �����
������
�� �
��
��

�	���� �	 � ���� A ���	�
� �����	
 � �	��� z0 ∈ A 	�� �	 ��	�� �����
� U �	���
z0 ������ �����
	 V ⊂ U �	��� z0 �	�� �	 � V ∩ A �����	
* 2��
���	�
� ��
������	�	 �	 � ���� A ���	�
� �����	
 � �	��� z0 ∈ A 	�� �	 ��	�� 
�� {zn} ⊂ A
��� ��
������	 �	 z0 ������� �	 �����
� ������ n� �����	
 ���� Ln ⊂ A ��� �	����
z0 � zn �	�� �	 diam(Ln) → 0* .��� � ���	�� �����	
 	�� � ���	�
� �����	
 �
��	�� �	���*
-�
����� �	 �� �	 U ��
	�	�	 ���
��
� ���� � C*
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%����� +# 1' ����� ��� �� ������ �������. ������: l = [−1, 1] ∪ [−i, i] �� ������
�������
2' C�������	 ���� 1 �� ������ �������� � C�������	 ���� 2 �	�� ������ ������� �
���
	������ ��)����'
3' /��� �� A ������� ������� � ��)�	 z0 ∈ A 	 Vn = A ∩ B(z0; 1/n)' #� �	 �� Vn

������� ���� �� 
������� ���	�� n 7
�
����� ��. �������	�	 ��	���� ��	)�� C��������� ����� 1'

��"������ /$/ �4������� ������������! %�� �� D ������ ������� 
���� � C

)	�� ����	�� 	�� ��� 
�� ��)��� ��
� ������	 ���&����� �����	������� ψ : U → D'
��� �����	������� �� ���	�� ;	������ ����	�������'

(������ /$#0 ������������ #- B����
�����A #! /��� �� D ������ �������

���� � C )	�� ����	�� 	�� ��� 
�� ��)��' ��
� ∂D �� ������� ������� ���� ��
;	������ �����	������� ψ : U → D ������	
�� ����	���� �� �������� ���� U '

������ -��� ��������	���� �	 � ψ 
�������
� 
	 U * 9��	 � {zn} 
�� � ∂D
��� ��
������	 �	 z � ζn ∈ ψ−1(zn)* (���		�6� ���
�� ���� �� ��������	���� �	
ζn → ζ* �	�� � ψ 
�������
� � ζ ����� ψ(ζ) = z* &�� γn = ψ([ζn, ζ]) � �����	

������� ∂D ��� �	���� z0 � zn* �	�� � ψ 
�������
� � ζ� diam(Ln) → 0 * %���	
∂D � ���	�
� �����	
*
)	 ���	� ������ ����	� ��������	���� �	 � ∂D ���	�
� �����	
 � �	 ∞ = ψ(0)*
/�����	�� ζ0* 9��	 � γρ ��� ����
�� ���	 ��� � ��	� {ζ ∈ U : |ζ − ζo| = ρ}*
F��
�����

L(ρ) =
∫

γρ

|ψ′(ζ)||dζ| .

(� ����"@�	����� 
���
	������ �����∫ σ

0

L(ρ)2

ρ
dρ < +∞ .

%���	 ������ 
�� ρn → 0 �	�� �	 L(ρn) → 0* ����	 Γn = ψ ◦ γρn
��	 ��	
�

�	��� an, bn ∈ ∂D � |an − bn| → 0* (���		�6� ���
�� ���� �� ��������	���� �	 an�
bn ���� �	 w0 ∈ ∂D *
�	�� � ∂D ���	�
� �����	
� ������ �����	
� ���������� Ln ⊂ ∂D �	�� �	
w0, an, bn ∈ Ln � ��	���	� Ln ���� 
���*
F��
����� Un = {ζ ∈ U : |ζ − ζo| < ρn} � Dn = ψ(Un) .
9��	 � ω ��������
	 �	��	 � Dn* '	�	
A) ��	�	 ������	�	 Λ �	 �������� � ω ������	 ���� Γn ∪ Ln*
.�����
�� ��
���	�
� �� ��
������� ����� ��� �� ∞ � ω ��� ��������	M Γn �	�
� �
��
� �	��� � ������	 �	 Λ ������ �	�����
� ����� � C \ Ln ��	 �	���		 an � bn�
��� � � ��
��	������ �	 ��������	���� �	 � Ln �����	
*
(� A) ����� �	 diam(Dn) → 0 � ����	 �	 � ψ 
�������
	 � ζ0* �

9	 ��
��� �������
� �������� �	�� � :	��	���� ���� 7 ���	�� �����	
� 	
:	��	���� ���� � 
�� ���	�� �����	
 � �����
	�
�� �������� �����!
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1��	
��� �������	�	
� ∆ 
	 :	��	���� ���� 7 �� 
�������
� �������� 
	 �	�����

���� ∆�
1��	
��� �������	�	
�∆ 
	 :	��	���� ���� � 
��	 
�������
� �������� 
	 �	���"
��
 ���� ∆*

(������ /$#2 ������������  - B����
�����A  ! ' /��� �� D 0��
����� ������
� C 	 ϕ : D → U ;	������ �����	�������' ��
� ϕ 	�� ������	
�� ����	����� ��
D'

%����� -�������	���� ������
� �	 ������ w0 ∈ D � 
����� w1
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γ(θ) = ϕ(ei2πθ), γt(θ) = ϕ(tei2πθ), (0 ≤ θ ≤ 1).
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n = IndΓ(w1) = 1.
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�� ���)�� ���� ��������� ��	����	���	 ������ ∗�����������	 ������	 ,��������	
������	- ���	������� ����� 
	�������'

-�
����� �	 :	��	���� ���� ���	��� �	 ������ �����	�
� ���	��� ��� 
��� ��"

���	�
�� ������	 �	 �� ��	 ������ ���� ��������	�� �	�� �	 
� ������ �����
	�
�
������ � ��
��� 
	 ��� � 4"���� ���������	
 :	��	���� ����� ��
���	�
	 ���	��*
F	��� � ������ ����	� �����	�
	 ���	�� �� 
� ���� �	������� 
	 ��
�	
 ��� �����"
�
�
� ����
���	
�� ��	���� �����
�	�
�� ���	���� ��� �����6� ����	���	���� ����6�
∗"�����
�	�
�� ���	��� �'������ <*���*

������������ ����������� ������	" 9��	 � D = {(x, y) : α < x < β, u1(x) < y <
u1(x)} �����
�	�
	 Oy ���	�� � γ1(x) = (x, u1(x)), γ2(x) = (x, u2(x))� �������	�	
�
ϕ� ���
��	
� �	 ϕ(x, y) = (x, (1−y)u1+yu2)� �������	�	 ��	����	�
�� R = (α, β)×
(0, 1) 
	 �����
�	�
� ���	�� D ����	 Oy�� �����	�
�� ϕ �������	�	 x � x+ i 
	 γ1(x)
� γ2(x)� 	 �����
� lx = [x, x + i] ��
�	�
� 
	 �����
� [γ1(x), γ2(x)]* -������	�	
�
ψ = ϕ−1 �������	�	 D 
	 ��	����	�
��*
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z=(x,y)

x

x+i

y

x� 1 �1

xl

� � 1 �1
� �x

�

( )x
1

2
( )x

( )z

v

u

� �

�

����� <*>! (���	��	
� �����
�	�
� ���	���

%����&����� /$/ ����������� ������� �����! %�� �� D ������ ����������� ������
� ������ ��
�� ���� ��
� ������� ε > 0 	 α1, β1 ���� 
� �� α1 < α < β < β1 	

	&�����!��� ϕ1 ����������	�� R1 = (α1, β1) × (−ε, 1 + ε) ���� 
� �� ϕ1 = ϕ ��
R = (α, β) × (0, 1)'

���	
	�� � $�	��� ��
���	 u1 � u2 ��	��� ��������� 
	 [α1, β1] ����6� �	
��
�� �
��	
�� �	��	�	*
�	��� ψ = ϕ−1

1 
	���	�� �����	�
� ���	�
� �	���� �	 ���	�� D �	���� �	 � �
���	��� �����	�
� ���	�
� �	��� ψ = ϕ−1

1 *

�	���� �	 � f ��	��	 �C1� ��
���� 
	 G� 	�� ������ ������
 ���� Ω ⊃ G
�	�� �	 � f C1"��
���� 
	 Ω.

(������ /$ ' �,������ ������6 ���� ���&���! /��� �� G ��������� �������
P 	 Q ������ &����	�� �� G 	 ω = Pdx + Qdy. ω �� ���	�� �� 1�&����' ��
�
�� ∫

G

dω =
∫

Γ

ω,

�
� �� Γ ���	�	��� ��	����	���� ����	�� ������	 G 	 dω = (Qx − Py)dx ∧ dy.

���������  �� ���	�	� 
�� ����
	� �	 
��	���� dx ∧ dy ���� ���	�� dω =
(Qx − Py)dxdy.
F��	� $��
��� ������� �	���	 �� 
	 �����6� ����*

5��� /$## ���� ����	�� 9�	���� &������ �� 	 ��� �� G ������ ∗������������ ������'

������-�������	���� ��
	�� �� -��������� <*<* �	�� 
	 ��	����	�
���R �	�� $��"

��	 ������	� 
	 ��
��� -��������� <*<� ���
���� �������
����� �
����	�	 � '������
� ���
� �����
����� ����� �	 �	�� � 
	 ��	��� ∗"�����
�	�
� G* �

��	� $��
��� �������! 9��	 �Rk� k = 1, · · · ,m� �����	�	
 �	
	� ��	����	�
��
��� ������	 ∂G� Vk = Rk∩G� V = ∪m

k=1 Vk � P = G\V � P � �����	�
	 ������
	�
	
���	�� � ����	 �� ���� �������� 
	 ��
	�	
 ��� ��	����	�
��	 R′

k� k = 1, · · · , n*
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Vk

P

Rk
'

����� <*7?! -����	 �����	�
�� ���	���

-�
������ Vk = Rk ∩G* �	�� 
	 ��	���� ∗"�����
�	�
�� ���	����	 Vk �
	 ��
���
-�������� <*77� � ��	����	�
����	 R′

k �	�� $��
��	 ������	� ����	 M �	���	
��M ��
����	 �	 �	�� 
	 �����	�
� ���	��� G*

.����6� ������ ���	��� �	 2���	
��� �� �����	�
� ��	��� � ���	��� ���� ��	��
���������	
� ��������� � �	 '�����	 <*�� �� ������� ��	 �����	*

%����� + �;	���� #! /��� �� Cn(t) =
1

n2n
(t+iπ sin

1
t
− 1

nπ
)� 1/nπ ≤ t ≤ 1/π

	 �n = 1/2n + Cn ��� �� n �����. �n = 1/2n + iCn ��� �� n �������' �����	
�n� n ≥ 1� ���� �� ��
������	 ����+� �����	 ������ ln ���� 
� &���	���� �����
�������� ,���
�� 	����� � ���
	������ ��)����- ��� �� ���	 ���	���� ����� �	�� 	�	
��
	!�����	 ��������� ��� �	��. ������ B = Int(�) ���	���� ������'

���	
	��� .�����	�� ��	�� ���	 γn(t) = t+iπ sin 1
t � 1/nπ ≤ t ≤ 1/π� � Cn� ��� γ = γn

������	 x"��� � n �	�	�	� ��	�� ���	 Cn �� 
	�	�� � ��	��	�� [0,
1

n2n
] × [0,

1
n2n

]*

9��	 � Λn(θ) = {1/2n + eiθt : t > 0} � θ(n) ��� ������	 ������	�� Λn(θ) �	 �n*
D��	�	� ���� ��������� �	 �	 θ(2n) → ∞ 	�� � θ ∈ [−π/4, π/4]� � θ(2n + 1) → ∞
	�� � θ ∈ [−π/2, π/2] \ [−π/4, π/4]� � ����	 �	 
� ������ �����
	�
� ������ �
��
��� 
	 ��� � 4"���� ��
���	�
	 ���	��*

.����6� ������ ������	 ���
���� ���������	
��*

%����� +' �;	����  ! /��� �� C(t) = t + it3 sin 1/t� t > 0 	 C(0) = 0. Bn =
B(1/2n; 4−n−1) 	 rn �	� ��	 ���	�����	 ������� 	� [0, 1]� Cn = 1/2n + eπ irnC� �n


�� ���� Cn ���	 �� � ����� Bn' �����	 �n� n ≥ 1� ���� �� ��
������	 ����+�
�����	 ������ ln ���� 
� &���	���� ����� �������� ,���
�� 	����� � ���
	������
��)����- ��� �� ���	 ���	���� ����� �	�� 	�	 ��
	!�����	 ��������� ��� �	��. ������
B = Int(�) ���	���� ������ ,���' ������
��	 7-'

F	 �� �� ��	���� �����	 ln ���� ��	��	�� ������ �	�� �	 � � ��	�	� � � �����
	�
��
�������L
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D��	�	� ���� ��������� �	 ������	�	 Λn = {1/2n + eπ irnt : t > 0} ������	 �n

� ���������� ����� �	�	�	� Λn(θ) = {1/2n + eiθt : t > 0} � n(θ) ��� ������	
������	�� Λn(θ) �	 �n*  �� � θ ∈ [0, π) ������ ���
�� rnk


��	 rn �	�� �	
rnk

π → θ*
F	 �� �	�	 nk(θ) → ∞ � �	 �� ����	 ����� �	 
� ������ �����
	�
� ������ � ��
���

	 ��� � 4"���� ��
���	�
	 ���	��L

6� '���	 ������	

+�*�� (
������� �������00

5 ���� ��� ��	��� ��������� ������ '������ �*�7 ������������ &������ �� ����
���&�� &����	��� � ��������� �����
	�� ���	���� ����
������	 � $�	�� �*

5��� /$# /��� �� f ����	�	)�� &����	�� � ����� B = B(a; r)'
#������	 
� ��

(1) |f(a)|2 ≤ 1
π r2

∫
B

|f(z)|2 dx dy.

���	
	��� 9��	 � Iρ =
π∫

−π

f(a+ρei θ) dθ* 9	 ��
��� '������ � ����
� ����
�����∫
B

f(z) dx dy =
r∫
0

Iρ ρ dρ = π r2 f(a)* %���	 � |f(a)| ≤ 1
π r2

∫
B

|f(z)| dx dy � 
	

��
��� >������� ����
������	 ����� �7�* �

(������ /$ ) /��� �� B2 B�������� ������� ����	�	)�	 &����	�� f � ��
	�	)���
����� U �� ���� ��

(2) ‖f‖2 =
(∫

U

|f(z)|2 dx dy
)1/2

< +∞.

��
� ��
�- {ϕk(z) = zk, k ∈ N ∪ {0}} ��������� ����������� �	���� � B2'

�- %�� �� f(z) =
+∞∑
k=0

ck zk � ��
� ��

(3) ‖f‖2
2 = π

+∞∑
k=0

|ck|2
k + 1

�- B2 �� P	������� �������'



$��� ����	 �������	 #?7

���	
	��� b) ‖f‖ 2
2 =

1∫
0

r Jr dr� ��� � Jr =
π∫

−π

|f(r ei t)|2 dt � 	 
	 ��
��� ������

������ �������

Jr = 2π

+∞∑
k=0

|ck|2 r2 k.

c) 9��	 � K ����	��	
 ������� U* '	�	 ������ r0 < 1 �	�� �	 K ⊂ Ur0 � 
��	
� s = 1− r0 � 
��	 � {fk} ���	��� �	� � B2� �����
��� 
���
	���� �7� 
	 ��
����
fm − fn� ����	 �� √

π s |fm(z) − fn(z)| ≤ ‖fm − fn‖2

�	 ��	�� z ∈ K. �

+�*�� ��������� C=������D !������

-�� 
��� ��� �������� �����
��� ������� ��������� ���	��	 
	 
��� ���
	�� ��"


�
���� ��
����� �	 � ���
��	
� Ka(z) =
1

z − a
.

9��	 � γ �����	� �	�����
	� ���"��"��� 
�������
� ������
��	���
	 ����	 ���	6��
�����	 �	�����
	 ����	 ��� �����	 �	�����
	 ��
���	� � G = Int(γ)*  �� � f ����"
����
	 ��
���	 
	 G� �	�	 �

f(z) =
1

2π i

∫
γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ G.

.����	�
��
∫

γ
Ka(z) dz � ��
	� 2πi� 	�� a ∈ Int(γ)� ��
��
��

∫
γ

Ka(z) dz �
��
	� 0� 	�� a ∈ Ext(γ)* F	����

C(a) =
∫

γ

Ka dz =
{

2πi, a ∈ Int(γ)
0, a ∈ Ext(γ) .

5��� /$#' �?�������� ����! a) %�� �� f ������	
�� &����	�� �� Π+ 	 ���
zf(z) → A� ��
� Π+ � z → ∞� ��
� ��

lim
r→+∞

∫
Cr

f(z) dz = i π A.

b) ����	������ ��� �� f ������&�� � ����� ����	�	 ��)�� ∞ 	 ��� � ��� ��)�	 	��
���� ��
� ����� 2� ��
�

lim
r→+∞

∫
Cr

f(z) dz = 0.

-�������� �	 ������ ��������� �	��� b) �	 ����� ���	�	�� �����
��� �K�����
"
���� �������� 	�� � s = 0*
% �
�������	��� �����
��� �K�����
"���� ������� � ������� ������ ��	���	 ������
H$4I*
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��������� �B������	���! ������

9��	 � P ����
�� �����
	 n� Φ(z) = z
P ′

P
− n� Π+ = {z : Re z > 0} � Π− = {z :

Re z < 0}*

9��	 �� �	��� {aν} ���� 
��	 ����
��	 P � Kν(z) =
1

z − aν
*  �� �� ��� 
���

����
��	 P ������� �	�	 �

Φ(z) =
∑ aν

z − aν
=
∑

aν Kν(z).

%�
	���� �	 s� ��
��
� �	 s+ � s−� ���� 
��	 ����
��	 P � C� ��
��
� � Π+

� Π−� ���������
�� �	��
	�6� ������������*
 �� � nν ��� 
��� aν � �	�	 � s =

∑
nν aν �

Φ(z) =
∑

nν
aν

z − aν
=
∑

nν Kν(z).

A. 9��	 � arg ��	
	 	�����
�	 �	 ����
�����	 � (0, 2π) � 
��	 �Υ(z) = ln(z−
a) �����	�	�6	 ��	
	 ���	����	 ���
��	
	 �	 ln(z − a) = ln |z − a| + i arg(z − a).
�	�� �� Υ(+∞ i) − Υ(−∞ i) = iπ/2 − i3π/2 = −iπ, 
	�	���� �	 �

7*  �� � a = aν ∈ Π+, �	�	 � v.p.
∫ +∞
−∞ Kν(y) dy = −π.

.���
�� �������6� ��	
� arg �	 ����
�����	 � (−π, +π) � �����	�	�6� ��	
�
���	����	� 
	�	���� �	 �

�*  �� � a = aν ∈ Π−, �	�	 � v.p.
∫ +∞
−∞ Kν(iy) dy = π.

-�������� �	 � v.p.

∫ +∞

−∞

1
y

dy = 0*  
	���
��

#*  �� � a = aν ����� ��	��
	�	
 ���� �	�	 � v.p.
∫ +∞
−∞ Kν(iy) dy = 0.

F��
����� Ka(z) =
1

z − a
� K(a) = v.p.

∫ +∞
−∞ Kν(iy) i dy.

'	�	 �

K(a) =

⎧⎨⎩ −iπ, a ∈ Π+

0, a � ����� ��	��
	�	

iπ, a ∈ Π−

.

9��	 � s+� ���������
� s−� ���	 
��	 ����
��	 P � Π+� ���������
� Π−� �	��"


	�6� ������������� J = v.p.

∫ +∞

−∞
Φ(iy) dy� I = i J � I0 =

I

2πi
=

J

2π
*

�	�� � Φ =
∑

nν aν Kν � �������6� 1.� 2. � 3.� ����	�� ��������	
� �����
���
�������

I = −i πs+ + i πs− i



$��� ����	 �������	 #?#

J = πs− − πs+ = (s− − s+)π, tj.
J = (s − 2s+)π, i otuda

I0 =
1
2π

(
v.p.

∫ +∞

−∞
Φ(iy) dy

)
=

s

2
− s+ .

B.  ����
	���
� �������
F��
����� ����� C = Cr �	 Cr(θ) = r ei θ � −π/2 ≤ θ ≤ π/2�*
�	�� � zΦ(z) → s �	� z → ∞, �	�	� 
	 ��
��� 0���	
��� ����� ����	�� �	 �

lim
r→+∞

∫
Cr

Φ(z) dz = i π s.

��
	�
�� �������6� ������� ������� � ���	���	� 
	�	���� �	 � I = i (s−2s+)π.
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5 �
��� ��.����
��	 7�8 ����
	 4	���	������ �	������	M ���* 4	���	����� �	���"
���� ,����	�� 7>>=� ��	��	
	 � �����	�	 ��� ���� ���
����� � ����
�* %
	 ��
��
��� 
	 	����
���� �� 7>>=!

1�E�
 � 7>+>* ����
� � :	����* F�������	� � 
	 4	���	����� ����� -4/
� ,����	�� 7><#* ����
�* 4	�������	� � 7><;* ����
�� 	 ��������	� 7><>* ����
�

	 -4/ � ,����	�� �	 ����� ��%��
� 
���� � �������	�
� �������� � H1M* 5
������� �������� 7>=7* ��� � ���	�
� ���� 
	 �
���������� Q�
���
��
"4	����
*
)	 	�����
�	 
	 -4/ ���	
 � 7><#* ����
�� �	 ����
�	 7>=#� �	 �	
���
�� ��������	
7>=>� 	 �	 �����
�� ��������	 7>>8* ����
�* 5 ���� ������� �������	 7>==* ����
�
��� � �	
���
� �������� 
	 5
�������O �� -���������� 	 � ���� ������� 7>==W=>* "
�	
���
� �������� 
	 Q	O
� .�	�� 5
�������O� F������*

F� �	�	 � ��	��� #� 
	��
	 �	�	* 5�������	� � 
	 78 ��E�
	���
�� ��
���"
�
��	 ��� � ���	� � ����
	 ����	�	
	 �� ������ �-����	 � ,��	���	 	�	����	

	��	� 
	 (QQ � . F� 
	 9��	

��
	 K����X���� � @�	�	������ �	� � 
	 ���"

�� ���	6�� ��
����
��	�	* -���	�	� � 4	���	���� ( � ((�  
	���� ( � ((� '�����
��	�
�� � ��������
�� ��
���	� 	 
	 ��������������� �����	�	 ���	� � 
�� ���"
���	!  
	���	 
	 �
�������������	 �. F�� ��������
	 	
	���	 �. F�� ��
����
�
�
�	��	
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