Munucrapcreo npoceere Penyommuke Cpbuje
JIpymrBo maremarnuapa Cpouje

N3BOPHO TAKMUYEILE 3A MO

20. maj 2023. romuHe

IIpBu man

1. Ilpen 6urky y Tepmonunumma ce mHamio 300 Cnapramama. VicmocraBumo ce na meby
mUMa CBaKa IBOJUIA KOja Ce MO3HAjy WMMajy pa3jumduT Opoj mo3HaHWKa MeDy mpeocTaum
Cnaprannuma. Onpenutu MakcuMasan 0poj maposa CrapraHana KOju ce MO3HA]y IO OBUM
ycaoBuMa. IIpermocraBiba ce ma Cy MO3HAHCTBA CUMETPUYHA.

2. Jlar je tpoyrao ABC. Hera cy tauke D, E u F ua ny:xuma BC, AC u AB, Te na cy
rauke X u Y, X # Y, ma onucanoj xpysxaurm tpoyraa ABC, tako na ce npase AD, BE n
CF ceky y jemuoj tauku u na Baxku AX = AF = AE = AY. Hera ce npase XF u YF ceky
y tauku P, a npase XF u YE y tauku Q. O3maunmo ca H momHoskje HOpMAase u3 tauke D
na npaBy EF. Ilokazatu na cy tauke P, Q u H Konuaeapse.

3. Cryu npupomuux 6pojesa N je maprunuonucan va aBa mogHu3a a1 < ag < ...u by < bg < ...
Tako ma Baku b, — a, = n, 3a ceako n € N. Jlokasaru na je a, + b, = ap,, 3a cBako n € N.

n?

IIpemsubeno Bpeme 3a m3pany 3amaraka je 270 muHyTA.
CBaku 3amaTak Bpemu 7 60omoBa.
Pemema 3amaraka neTasbsHO 00PA3IIOKUTH.
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4. ITat je mpoct 6poj p. Hera je P € Rlz] nomusoMm crenena mamer om p — 1 tako ma je
|P(1)| =|P(2)| =|P(3)|="---=|P(p)|. dorasatu na je P KOHCTAHTAH IIOJIHOM.

5. 3a mpuponase 6pojese a u b 6poj aly mepunumemo na ciemehu HaywmH:

a!b = H 7.

Heka je p mpoct 6poj u n > 3 mpuponan 6poj. Jlokazaru ma mocToje 6apeM aBe pa3auduTe
BPEIHOCTU IPUPORHOr Gpoja t, 1 <t < p”, takse ma p" | ¢!, — 1.

6. Y paBmu je maTo n? mO mapoBUMAa HemApPAJENHUX M MUCjyHKTHUX ny:su. JlokasaTu na

je y mcroj paBuu moryhe mahu n Tadyaka TakBux na ce HUKOje nBe MelycoOHO He BuIe
(yHyTpammOocT Oy:ku Koja crnaja OMilo Koje IBe Ol TUX N TaJvaka cede GapeM jemHy Ol JaTUX
LIy sKM).

IIpensubeno Bpeme 3a m3pamy 3amaraka je 270 munHyTA.
CBaku 3amaTak Bpeau 7 60moBa.
Pemema 3anaraka neTasbsHO 00pPA3JIOKUTH.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA - T3BOPHO 3A MO

IlpBu maun

1. Omorosop: 42550.
IIpBo, mpumerumo ma je 1+ 2+ ...+ 24 = 300. Uuaue, pememe hemo cunpoBectu kopuctehu
jesur teopuje rpagosa. Ilocmorpajmo rpad ca 300 usoposa (Cmapranmu), Tae Cy rpane
no3nactBa Mehy muma. Ilpumerumo na He MOKEMO na MMaMO BUIIEe O k UBOpOBa ca CTe-
merom 300 — k. 3awmcra, ako mmamo npeko k uBopoBa ca cremeroMm 300 — k, oHma ako moc-
MaTpamMo Tpou3BoJbaH yBop cremeHa 300 — k, OH MO/ke OUTH TOBE3aH CaMO Ca OHUMA KOju
uucy crenena 300 — k, a y oBoM cayuajy je takBux HajBume 300 — k — 1, mTo je KOHTpaIUK-
nuja. Crora, HajBume jenad yBop mma cremen 299, majBume 2 yBopa cremneHa 298, HajBuime
3 uBopa crenmena 297.... Jlako ce moka3yje ma je cyMa CTeleHa CBUX YBOPOBAa HAjBUIIE
(300 —1)+ (300 —2) + (300 — 2) + (300 — 3) + (300 — 3) + (300 — 3) + ... = Z?il i-(300—1) = 85100,
ma je Opoj rpaHa HajBuIIe IOJA TOra, Tj. 85’2& = 42550.

Korauno, onumurmMo KOHCTPYKuujy y “MakcumaiaaoMm” cay4dajy. [lomenumo uBopose rpaga
y mucjyurTHe rpyne Ay, Ag, ---, Agy, vme je |A;] = i. I'panom he mam 6utm mosesana nsa
yBopa rpada akko HACY y UCTOM ckymy. Tana cBu uBopoBu u3 ckyna A, umajy cremnern 300—i,
a OHM Cy IIOB€3aHU CaMO ca eJeMeHTuMa u3 Aj, 3a i # j, ma je 300 — ¢ # 300 — j. Y oBoMm

ciayuajy je 6poj uBOpoBa % — Efil @ = 42550.

2. (TPBO PEIIEHIE) Heka je J npecek npasux EF u XY, a Z npecek KpyKHAIA ONMUCAHUX
oko Tpoyriosa ABC u AFE. Axko nocmarpamo unBep3ujy ¥ ca menTtpom y A ca mosympeu-
HuroM AX = AF = AE = AY , 3samo na je U(E)=E, U(F)=F, ¥(X) =X, U(Y) =Y, Te je
U(XY) onncana kpy:xuumna oko tpoyriaa AXY (6e3 tauke A), a ¥(FE) onncana Kpy:KHULA
oko Ttpoyraa AEF (6e3 tauxe A). Kako ce XY u EF cery y J, a U(XY) u U(EF) ce cery
y Z, sumamo na je U(J) = Z. Kako je PQ, na ocaoBy Bporapose Teopeme, momapa Tauke J
y OQHOCY Ha KPY/KHUIY MHBEp3Uje, 3HAMO na npasa PQ canpxu Z u ga je PQ 1 AJ.
Cuoposenumo, cana, kparak pauyn yriaoBa. Wmamo na je <AZF = <AEF = <AFE =
180° — <AZFE = «FEZJ, na je AJ cnomua cumerpana yriaa <FZE, na je PQ yayrpamma
cumerpadta yraa <EZF. Cana, kako je Z MurenosBa tauka derBopoyria BCEF', 3army4ay-
jemo ma je AZEC ~ AZFB, na je % = g—g. ITo Teopemu o cumerpaJyu yria, JOBOJLHO

je mokasartu na je % = %, mro he HAM ca OPeTXOMHUM 3aBpmuTu 3anaTtak. 1lo UeBunoj
TEOpEMU BUOVIMO Ia je g—gg—g% =1, Tj. g—g = %. Hera je H' Tauka ma EF Taksa
na je g;g = g—g. Y BEKTOPCKOM OOJHKY je DH' = g—gB_F—F g—gC_E. MebyTum, BuanMo
& Cy WHTEH3UTETU ||%Bj7|| = ||%CE|| jemHAKM, Ta BUXOB 30Up MMa MPABAll CUMETPAJIe

yrua uameby oBa mBa Bekropa. OBo je ympaso mpasan cumerpadia yriaa <EFAF, a kako je



EA = FA, ssamo na je Ta cuMerpaJja HopMmaJHa Ha FEF, na je DH' 1 EF, te je H = H.
W3 osora mam cienu tBpheme. Tarobe, ykonauro cy npase EF u XY mapasemnne, moka3s ce
AHOJIOTHO CIPOBOIN.

(IPYTO PEIIEIHE) Hera je npecek nopmasa u3 F wa AC u u3 F wa AB, penom, Taura
R u A’ Tauka mujameTpaJiHO CyIpoTHa Tauyku A y omHOCy Ha KpyskHUIly omnucany oko ABC.
Capna, ako je w(A, AE), kpyxunna, suanmo na je A’X | AX u A'Y 1 AY, ouma cy A'’X n
A'Y Tamrente Ha w, na no Ilackanosoj Teopemnu Ha mectoyrao FEX XYY cnemmn na A’ nexn
wa PQ. Cuuuno, RE | AF u RF 1 AF, RE u RF cy manrenTe Ha w, ma no IlackaioBoj
TeopeMu, KOjy npuMmemyjemo Ha FEFF XY | Bunumo na u tauka R npunana npasoj PQ. Cana
Tpeba ma mokaskemo ma H nesxu Ha RA'. Heka cy K u L nmomHoxja Bucuna us H ma AB u
AC, penom. IToznaro je ma cy Tpu Tauke KOJIWHEAPHE aKKO 3a HEKE [Be HelapaJjiesiHe IMpaBe
Ba)KM Ja BUXOBE IpOjerIuje GopMupajy UCTe OJHOCE HA TUM IpaBrMa. Kala NpojeKTyjeMo
tauke A, Ru H na AB, nobujamo tauke B, F u K. Ca apyre cTpane, Kala UX OPOjeKTYjeMO
wa AC, mo6ujamo C, E u L. Crora, na 6GucMoO 3aBpIiMin IOKa3, TOTPEOHO HAM je na BasKu
% = %—f <= g—g = % Mebyrnm, Bugumo na je <HEL = <HFK nu <HLE = <HKF =

90°, ma je AHEL ~ AHFK — % = % Crora cMoO 3alaTak CBeJIM Ha NOKA3UBAHE
BF _ HF

¢EF = Tp> WTO MOMKEMO YUMHUTU Ha HOTIYHO MCTU HAYUH KAO U Y TIPBOM DEIICHY.
3. Hoka:knMO Ia Cy HU30BU a, U b, jemmactBeHo onpebenu. 3mamo ma je a, < b,, Tako na
je a1 HajMamu YigaH y oba Hu3a, Tj. a1 = 1, Te je by = 2. Jlajpe, mOmMTO je ay MamU O
CBUX OCUM OX a1 U MO¥kHa by, mobujamo na je ay = 3. Iame, Heka cy ai,aq,...,0, jeouH-
ctBeno onpebenn (camum Tum cy u by, by, ..., b, Taksu). Tanma je a,4+1 HaAjMABU OX CBUX
opojeBa b,41,ant2,bpto,. .., Ta, 300r ycioBa 3amaTKa, ap41 MOpa Outu HajMmawmy O0poj y N
koju Huje Meby aj,aq,- - ,a, wau by, by,---,b,. Ha ocmoBy Tora ompebyjemo u b,+; ka0
anrl = An+1 +n+ 1.

Cana hemo KOHCTpyUCATH HU30BE Gy, U by, KOjU UCIYHABAjy yCIOBE 33JaTKa U KAKO 3HAMO
[a je jenwmHCTBEHA IOJeJia, TO Ne HAM JaTu KOMIUIETaH ONMMC OBUX HU30Ba. Y TOM ALY
hemo mepurucatu dymrmujy sh : Ng — Ny ma caemehu maumn. Crasumo ma je sh(0) = 0.
ITo 3exkennop¢oBoj TeopemMu, CBaKU NPUPOLAH OPOj Ce MOKe jeMHCTBEHO IPENCTABATU KaO
30mp jemHor miu Bumie paznuunTtux PuboHaumjeBux OpojeBa, Tako na 30Up He yKbydUyje
HujenHa nBa y3actonna PubonaumjeBa, Tj. 3a a = N Bawku a = 22:1 fir (g +1 < igg1).
Crasumo na je sh(a) = 22:1 fin+1, a € N. OBakas 3anuc Gpoja a € N hemo Tperuparu rao
3amuc y “ocuHoBu PumboHaumja” m MOKEMO Ta 3aMUCIUTUA, HAPABHO, U KAO HU3 jeIUHUIA U
HyJa, TJe Ha i-Toj mo3uimju croju 1, ako je f; y 3amucy (oBme mompasymeBamo na je (f;)
nosaatu Pubonauujes HU3 3a KOju BaKU fito = fit1 + fi, f1 =1, fa =2, i € N), kao u na
y TOM 3amKCy CBAaKU OpOj MMa jeAMHCTBEH 3aIMC TAKO O3 HEe MOCTOje OBa CyCemHa Kema, a
¢yHKIUja sh moMepa, OOHOCHO, MUMTYje 3amuc 3a jeOHy MO3UIUjy yiIeBo. Kipydna cTBap
3a sh ¢yurumjy je ma Basxku a + sh(a) = sh(sh(a)). OBo cBakako Basku, jep a + sh(a) =
Shet fin + Sk Firr = Xgoy (Fiy + firi1) = Sy firrz = sh(sh(a).

Cana hemo ysern a, = sh(n—1)+1u b, = sh(sh(n—1))+2 u nokasaTu na OHU UCTYHABAjY
ycaose. IIpso je n+ap, = (n—1)+ 1+ sh(n — 1)+ 1 = sh(sh(n — 1)) + 2 = b,. Iloraxkumo
na ce 3a cBaku 0poj m € Ny 6poj m + 1 Hama3m y TayHo jeAHOM OO HU30BA ap WA b,. Ako
he m + 1 6urn y a,, ouga tpeba ma Basku na je m = sh(n — 1) 3a Heko n, a ako he Guru
y bn, onma tpeba ma je m = sh(sh(n — 1)) + 1. Ipumernmo ma ce sh(sh(n — 1)) 3aBpmasa
ca Gapem nse myne y "ocuHosu Pubonaumja”, ma ce sh(sh(n — 1)) + 1 saspmasa ca 01. Ca
npyre crpane, sh(n — 1) ce ysek 3aBpmasa ca 0 y oo 3anucy. Crora, ako ce m 3aBpiasa
ca 0 y "ocuosu Pubonaumja”, ouga m + 1 mopa Ouru y Husy (a,), Te€ je N jeAHUCTBEHO
onpebeno mudrosameM yHazan 3a jeany no3unujy (u momasameM 1), a ako ce m 3aBpmiaBa
ca 01 (ca 11 me moske) onma ce m+ 1 mopa Hamasuty y ausy (b,) u jenuucrseno je onpebenn
mudToBameM Opoja mBe mosunuje yaecHo (u momasamem 1). OBuMe CMO IOKA3aJaU Oa OBU
HI30BU UCIYHABAjy yCIOBE 3aJaTKA.



Hajsan, mokaskmmo TBpamYy, Tj. na je ap, = sh(b, — 1)+ 1 = sh(sh(sh(n — 1))+ 1)+ 1=
sh(sh(sh(n —1))) +2+1 = sh(sh(n — 1)) + sh(n — 1) + 3 = an + by, n € N. Jacuo je na cse
jeIHAKOCTM y IPEeTXOIHOM HU3Y TPUBUjaJHO Baxke, ocuM Tpehe, Te ma je m Tpehia ucnymena,
jep ce sh(sh(n—1)) 3aBpmasa ca mse HyJe, ma Kan nonaMo 1 u onet mudTyjeMo, cBe nudpe
he ce mudroBat; jom 3a 1, a Ta moBa mudpa he ce mmdproBatn y mBojry. OBume cMoO
IOKa3aau TBpheme 3amaTka.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA - T3BOPHO 3A MO

Ipyru naum

4. Ilpucernmo ce KOHAUHUX pa3inka moauHoMa. llosHaTo je ma je (S)P(x) - (T)P(z -1)+

(S)P(:v—2) — et (—1)k(Z)P(x—k) nosmHOM cTenena tadno deg P—Fk, 0 MHOCHO HyJIa MOJIMHOM
kana je k > deg P (0BO ce Jako HOKa3yje MHIYKIMjoM, HapasHO). Ilpumerumo ma u3 Tora
cremu na je Ei;é(—l)k . (pgl)P(p — k) =0. Axo cy cBe HaBemene amncoxyTHe BpenHocTu 0,
ouzma je neo nmosuuoM 0, IWTO je Kpaj mokasa. IIpermocTaBumo na Huje Hysa, HErO HEKO ¢ # 0,
e na je P(p—1i)=|P(p—1)|-a; = ca;, vme je a; € {—1,+1}.

Crora, c - (Zz;é(—l)k ay - (pgl)) =0 u ¢ o63upom ma je ¢ # 0 3akpydyjeMo na m3pas

: -1\ _— k
y sarpaau mopa 6utu 0. Ilocmarpahmo oo mo momymy p. 3mamo ma je (pk ) = (-1)
(mod p). Crnemn na u3pasz y 3arpajy 0O MOILYJIy p TOCTaje Zi;é ap - (=1)%F = z;é a

(mod p). Mebyrtum, oBa cyma Mopa GuTu HemapHa U nebuBa ca p. AKo je p = 2, Hema mTa
na ce moOKa3yje, Te Heka je p>3. Omasne nobujamo na je Ei;é a; 6poj koju je = p (mod 2p),
ann je takobe usmeby GpojeBa —p m p, ma je ap = a1 = -+ = ap—1 € {1,—1}. Y cBarom
cayuajy caemn na je P(1) = P(2) =--- = P(p), Te je nomuuoM P KOHCTAHTAH.

Hamomena. IIpumernmo na tBpheme HUje TAUHO Kana je y IUTakhy IOJIUHOM CTEIIEHA MAaber
onn—1, rue je n > 3 npuponas O0poj neBUB ca 2 MAU 3, HA IPUMED.

5. Pemmvo majupe mpoGaem 3a p > 2. Horasumo na je (p™ —p+ 1)!, =p» 1. Aro je a Hekn
1eo 6poj KOju HUje HeLMB Ca P O3HAUMMO Ca 4 ' HeroB U3BEp3 IO MOIYIY p”, IPH UeMy
je 1<a ! < p". 3a cpakm 6poj obmuka kp + 1, k € Z, saxu ma je (kp+ 1)~ = Ip + 1,
3a merko [, 0 <1 < p" (axo je (kp+1)7! = Ip+ s, 3a mero 0 < s < p, oHAA OU BAKUIO
plp*| (kp+1)(lp+s)—1, e 6up|s—1, omarne je s =1). Karo paznuuurum Gpojesuma u3
ckyna {1,p+1,2p+1,...,p" — p+ 1} oarosapajy pasiuuuTu MHBEDP3U, TO BasKU

{17+ L@+ )Lt —p+ ) = {Lp+ 1,2+ 1, .., p" —p+ 1}

Oryna 6pojese u3 ckyna S = {1,p+ 1,2p+ 1,....,p" — p+ 1} MOkeMO ynapuTu Tako Ia
IPOM3BOL y CBAKOM Iapy, o Mmoxyiry p", Oynme jemmak 1. Ocraje HaM na BUOUMO KOjU CY
6pojesu 3 S camu cebu map. Ako 3a Hewo ¢ € S Bawu ¢ = ¢ 1, omma p" | (c — 1)(c + 1),
e p" | ¢ — 1 (momto je c+1 =, 1+1%,0, 36or p # 2), onocuo ¢ = 1. Onasge je, 36or
ymnapuBama OpojeBa, 3aucra (p” —p+ 1), =pn 1, ma mMoxkemo y3eru ma je t = p” —p + 1.
IIpumeTumo jom ma je

(p"—p=1)lp =pn (p—1)-2p=1)-...-(p" —p—1) =pn (=(p" —p+1))-(=(p"=2p+1))-...(=(p+1)) =pn

n—1_ n . n o
=pn (—1)P Yp™ —p+ 1)y =pn (" —p+ 1), =pn 1,

Te MOkeMO y3etu u t = p" —p — 1. OBuUM je KOMIIETUpDAH HOKAa3 3a p > 2.
Cana pemasamo npobiueM 3a p = 2. Jloka:kuMO UEAYKIKjoM na 3a n >3 Baku (2" —1)ls =on
1. 3a n = 3 HenmocpenHOM MPOBEPOM HOKa3yjemo na je 7lo =g 1. Heka je tBpheme Tauno 3a
Hero n, n>3. Tama je (2" —1)ly =gnt1 1w (27 — 1)1y =gnt1 27+ 1, Te je (2" —1)19)? =gnt1 1.
3ato je
n+1 _ n on—1 n _
(2 - 1)'2 —9gn+1 (2 - 1)'2 : (_1) : (2 - 1)'2 —9n+1 1,

unme je tBpheme (2" — 1)y =on 1, 3a 1 > 3, HOKA3aHO MHIAYKIMjOM. 3aTO MOMKEMO Y3E€TU
t = 2" — 1. IIpyru moBosan m300p 3a t 3aBUCH OJ TOra na Jid je (2”*1 —1)ly =9n 1 unm



(271 — 1)l =9n 2771 4 1. Tlpu mpBOj MoryhrOCTH MOEeMO y3eTu t = 2"~ ! — 1, a mpu apyroj
t =2""1 4+ 1, momro je Tama (2" + 1)y = (2771 +1)% =on 1.

6. O3naunmo mare mysxu ca Dy, ..., D,2 1 IOCTAaBUMO KOOPAVHATHU CUCTEM Y PABHU TAKO Ia
MeDy maTtum mqy:kuMma HeMa BEPTUKAJIHUX, Tj. Aa OpaBe KOje UX CamAp:Ke HUCY OPTOTOHAJHE
Ha r—ocy. ®Purcupajmo Ha cBakoj myxm D; taury Tj, 1 <1< n?, tako ma cse tauxe T},
1 <i<n?, umajy pasmumunre r—KOoOpauHATE. De3 yMamema ONIMTOCTH, MIPETIOCTABUMO A
cy Ti,...,T,2 mopebane y pacrtyheMm mopeTky y OmZHOCY Ha X—KOODIUHATY.

3a cBaro i, 1 < i< n?, oyx D; ”ckpaTuMo” Tako ma U AaJbe CAADKU Tauky 1; u A2
Cy, IPUTOM, CBE€ OY:KU 10 IApPOBMMAa AUC]YHKTHE Kala Cce MPOjekTyjy Ha r—ocy. O3Haummo
ckpahene nysxu ca D!, 1 <i<n? Ouurnenno, moBosbHO je mokazaTtu TBpheme 3a ckpahene
Y 7KU.

C 0063upoM ma CBe AyKU UMajy pas3iamunT kKoedhunujeHT npasia, no Eppom-Cerepern
Teopemu, HU3 ckpaliHuX may:ku mMa uiau pactyhn unm onanajyhm (mo koedunujenty npasma)
noauHu3 AyxuEe n. DBes ymamema ommTocTH, Heka je To pacrtyhw mommms Dy ,...,D; . 3a
CBako 4, 1 < i< n, moctaBUMO Tadky S,, Ha pacrojamy £ > 0 mcnox taure T,,. TBpanmo
Ia 3a TOBOJLHO MAJIO £ OYAKU D;l, ey D;n OJIOKMpAa]jy BUABUBOCT CBAKE IBE TAYKE U3 CKYIa
{S’ai 1< < n} Saucra, ako ¢purcupamo 1 < i < j < n, He MOKe HCTOBPEMEHO Tadra Ty,
GuTu ucnon npase Ha Kojoj je my:x Dy u taura T,; 6urm mcnon npase Ha Ko0joj je mysx Dy,
jep je maru6 Dj, mamm ox maruba Dy . Cammm tuM, jacHO je ma tauke S;, U Sa;, KOje Cy
nMoBOJbHO Gim3y Taukama Ty, u Ty, , Hucy mebycobno Bunmuse.



