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Axunonuhment

OBaj TekcT je mucaH y3 Kypc Koju je ayrop ap:kao mkoscke 2012/13 roxmwe.
Benuky momoh cy My, CBOjUM KPUTHKAMa, W CYyTeCTHjaMa, MPYKUJIA CTYIEHTH T€ U
crnenehnx remepanuja, a mocebrno Cresan [ajosuh, @uiun 2Kusanosuh, Bykammx
Crojucasmepuli, @uaun Bpohuh, Jlazap Kopcuh u apyru koju cy my y Buiie
HaBPATa yKA3UBAJIM HA TPEIIKe U MPOIYCTEe U [IaBAJM CYyTeCTUje Y BE3U CA HUXOBUM
OTKJIAABEM, KA0 U €A HODOJbIIAmEM TEKCTa yommre. AyTop MM HA TOME 3aX-
Basbyje. Ayrop 3axBasmyje u Ilerpy Crojunhy Ha cyrectrjama BE3aHUM 3 THCAMHE
YBOJHOT' TIOTJIABJbA.

CBakako, 0Baj TEKCT, KOjU je MPeTUMAHAPHA U €KCIIePUMEHTATTHA BEP3uja, Ca-
JIP2KH jOIII MHOT'O TIPOITYCTa U UMA jOIII MHOT'O HEJIOCTATaKa, 3a KOje, HAPaBHO, OJI0OB-
OPHOCT CHOCH CaMO ayTop.



Hoeje cy xao pube.
Axo cu 3a0060ma1H Masom pubom, mosicew da ocmanew y nauhiaxy.
Aau axo xohew da yaosuw eeaury pubdy, mopaw da odew dybe.

(dejeug JInma)



IIpearosop, nant; yno3opeme YNUTAOILY

Maga MoK /Ta He U3rjeia TaKO, OBaj TEKCT je MHCaH TpeMa MporpaMy 3a mpe-
Mer Ananu3sa 2 Ha HareM dakysarery.

Iucan npema mpozpamy He 3HAYU 00ABE3HO WCTO IITO U 02PGHUYEH CAMO HG
npozpam, a joUl Mambe 3HAYU UCTO IUTO U cadpotcu yeo npozpam. Tako wewrro ce,
yOCTaJIOM, O JeZJHOT TeKCTa O MareMaruiy (Koja Ce yuu peliaBambeM mpobiema u
Pa3MUIIL/BAbEM O UM, & HE TOMUJIAKEM KIUIIKOr 3HaWma) U He odekyje. Lluib
OBUX OEJeIIKN je Ja ce YUTAOIy MOHYIN MAaTephjasl KOju MOXKe J1a My Oyrae Masa
noMmoli y yuemwy u ycBajarby (M) OHOra LITO je y PEYEHOM IIPOrpaMy HABEIEHO, a CBe
0OCTaJIO je y HherOBUM pyKaMma.

ITocse pasjammema ose dunece, mpeljumo Ha KpaTaxk omuc Texcra. ¥ UMy
Hopwmana Ilyucona Poaepbos™ rnasuu jynak [lomaran E. kaxe: ,Kpo3 nemokymnay
HCTOPHjY JBYICKOT Poja Bomu ce 6bopba n3mehy koudopmmsma u cirobome”. Vmajyhu
y BHIY OBY HOYKY, OJUTyYUJIU CMO 3 YATAOILY HE MOHYIMMO HAjIAKIIN U HAjjeTHOC-
TABHUjH MPHUCTYII TeMaMa O KOjUMa TOBOPUMO, pu3uKyjyhm ma 36or Tora Oymemo
U3JIOKEHU ONMpAaBIAHWM ¥ HEOMpPAaBIAHUM KpuTwkama. Mehyrum, mu Bepyjemo
J1a je KOH(MOPMUCTUYIKU KPUTEPUjyM eDUKACHOCTH U Op3UHE y CIpPeMamy HUCITUTA,
IJIeJAHO HA Jyre CTa3e, ryOWTak, a He JOOMTAaK. 3aTO CMO Ce TPYIWUIA 13 Y OBO
[ITUBO YHECEMO IIITO BUILE OHOI' MaTepujajia Koju fie mheroBo umrame orexkaru (a
He OJIAKIIATH, U THME YYUHUTU BUIIE OPUCTYHAYHUM U Mare y30yI/bUBHUM), TAKO
Jia OHO HE IIPEJICTAB/bA HU HAjj€IHOCTABHUjU, & CBAKAKO HU JE€JIMHU, HAYUH JIa Ce
crpemu ucnut. Y jeKy pedopMu MKOJICTBA KOje Beh romuaama mycrore Halne yHu-
Bep3uTeTe, mojeaHocTaBspyjyhin m ocupomarntyjyhu mporpame m campikaje, OBO je
HaIl cUMOOJIMYHU HOKYIIAj KOHTPAPEBOJLYIMOHAPHOr JeI0Baba (CMaTpaMo jia je y
nomenyroj aucronuju ITonaran E. nesosao kacuo, Maja cBakako eukacHo).

IIpecukaBame

(x) f:A=Y, tneje AC Xy x--xXg

Ha3WBA Ce€ npecaukasarem k npomennusur. Yecra, amu me onmrre npuxsahena,
KOHBEHIIMja je Jja ce TepMUH PyHKkyuja KOPUCTH 3a TTPECTNKABAIHLE €A KOJTOMEHOM y
nosby ckasapa (Y =R wiu Y = C); cem Tora, 3a TakBa MpecInKaBaiba e KOPUCTH
U TEPMUH CcKaaapHo nose. Axo jey () Y BekTOpCKU IPOCTOD, OHJIA IPECUKABAE
f HasmBaMoO eexmopckum nomem Ha ckyny A. I3 Ananuse 1 mam je mossaro na je
peanna dysnknuja f peajiHe MPOMEH/bUBE HEIPEKUIHA y TAYKHU G CBOT JOMEHA aKO
Ba>Kun

(Ve>0)(3>0) |z —al<d = |f(z)— fla)] <e.
Bennunna d(a,b) := |a — b| je pacrojame n3mehy Tavaka a m b Ha peasHoj MPABO].

Haxie, nedununimja HenpeKuIHOCTH (DYHKIHjE je U3BEIEHA W3 TIOjMA PACMOjaHa,
nm mempuke d. MeTpruka nma ocoomHe

(M1) d(a,b) >0

(M2) d(a,b)=0 < a=0b
(M3) d(a,b) =d(b,a)
(M4) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)

*Peu je 0 opurmHasEOM buymy u3 1975, a HE O BEroBOM OCHPOMAIIEHOM W TIPOMAITEHOM
puMejky u3 2002.



Motrusucaru llutaropuaom TeOpeMoM, y p—AMMEH3MOHOM EYKJIUICKOM ITPOCTOPY
RP MokeMO /13 JePUHHUIIEMO PACTOjAIbe Ca

P
Z|aj —b;%2, tmeje a=(ai,...,ap), b= (b1,...,bp).
j=1

OBako nedunucana pyukuuja d : RP x RP — R HasuBa ce eyraudckom Mempukom;
ona rtakobe 3agoBosbaBa (M1)-(M4). Arko jey (H) X1 = ... = Xj;, = Ru
Y = R, onga moxemo ja jgedunuiiemo nojam neupexugnocru pynkuuje f (pe-
anmue GbyHKIMje BUIIE PEaJHUX MPOMEH/bUBUX) Y TAYKu a € A yCI0BOM

(Ve >0) (30 > 0)(Vx € A) da(z,a) < = dy(f(z), f(a)) <e,

rae cy da, dy eykauacke merpuke Ha A um Y. @yHKUOuja je HENpeKu Ha ako je
HEIPEeKKU/IHA Yy CBAKOj TaAYKU CBOI' JJOMEHA, Tj. aKO BAaXKU

(Vae A) (Ve >0) (36 >0)(Vz € A) da(z,a) <6 = dy(f(z), f(a)) < e.

IIpu ToMe, pa3nmuauTAM TAYKAMAa JJOMEHA MOTY Ja OJITOBAPA]Y PA3THIUTE KOHCTAHTE
6 y neduHMnMjn HenpekuaHocTd. AKo mocroju § Koje 3a10BoJbaBa AepUHUIL]Y
HEIPEKUTHOCTU 304 €6€ a € A, OJJHOCHO aKO BazKu

(Ve >0) (30> 0)(Vx € A)(Va € A) da(z,a) < = dy(f(x), f(a)) < e,

KaxkeMo 1a je GpyHKuuja [ pasHoMepHo HenperuoHa.

Onmruje, ako #Ha ckymy M MOXKeMO 1a MEpUMO pacTojarme u3mely tadaka, Tj.
ako je gedunucana Gyukumja dys : M x M — R koja 3agososbasa (M1)—(M4), onuna
nap (M, dy) Ha3MBaMO MempuukuMm NPOCmMopom. JacHO je Ja MOojMOBe HENPeKuI-
HOCTHU ¥ PABHOMEDHE HEMPEKUIHOCTH PeaTHUX (DYHKIHja MOKEMO /13, TIPEHECEMO Ha,
MPECINKABAHA TPOU3BOHHIX METPUIKUX ITPOCTOPA, jep Cy OBU MOjMOBU W3BEIEHU
U3 [0jMa MeTPHUKe.

W3 Anasmse 1 nam je nosnara Kanwmoposa meopema: CBaKa HePeKHiHA (DyH-
KIIMja HA OTPAHWYEHOM W 3aTBOPEHOM WHTEDBANY [a,b] je paBHOMEPHO HEMpeKNIHA.
Jloka3 oBe TeopeMe MOKe J1a ce u3Beje w3 boamano—BajepmTpacoBor cBojcTBa pe-
ajlHe TpaBe, Tj. U3 YMILEHUIE JIa CBaKU HU3 Y [a,b] uMa KOHBEPTEHTAH MOIHU3.
Merpudke mpocTope y KOjUMa CBAKHM HU3 MMa KOHBEPreHTAH MOJHU3 HA3WBAMO
KOMNAKMHUM NPOCMOPpuMa; HA TakBe mpocrope ce KanToposa Teopema AUPEKTHO
YOTIIIITaBa, ca NCTHM TOKAa30M Kao 3a [a, b].

CmgHO Kao y CIyvajy peajHuX HI30Ba, MOXKEMO 13 JedUHHUIIEMO U TOjaM
JINMECca HU3a Y METPUIKOM MPOCTOPY — KAXKEMO /14 HU3 T, Y METPUIKOM IIPOCTOPY
ca METPUKOM d KOHBEP2UPQ KA Too AKO

(Ve >0)(Fng €N)n >ng = d(z,,Too) < &

Y I'maBu 1 Teopujy HEMPEKUIHOCTHA U JIMMECA M3JIaKEMO TTPEKO HEITITO OIIITH-
jer mojma dunrepa, Koju omoryhasa /1a ce mOjMOBHU KO IITO Cy JTUMEC HUA3A, JTUMEC
dyHKIHje, HENPEeKuIHOCT, PUMaHOB mMHTErpas, oOyXBaTe jeaHoM aedWHHUIIN]OM.
TakaB HauMH W3Marama je KOH3UCTEHTHO 3acTyivbeH y BypbakujeBum m lujemo-
HeoBuM Kiburama (Bujeru [4, 6]), a Kox HAC ra je cBOjeBpeMEHO 3acTyuao upod.
. Apanbenosuh, y npenasamuma [2] koja cmo nmann cpehy u 3a10BO/BCTBO
CIyIIaMO W Ha KOjUMa, CMO Ce TPBU MyT Cpeju ca oBuM mnojMoBuMma. (OBa riaBa je
nocrynHu upesias ca Amanuze 1 ma AHanusy 2; y m0j M3J1a2KEMO U IIPOIIUPY]eMO
HEKe [10jMOBE Ca KOjuMa ce 4uTajal] cpeo u panuje (HoHaB/bajyliu MOBpeMEHO Heke



nosHare reopeme u3 AHajm3e 1 y OMIITUjUM CTPYKTYypaMa), aju W HEKE CACBUM
HOBE CaJIpKaje.
W3Box, dpyHKIHje jegHe peanne IpOMEH/bUBE JePUHUIIE CE CA

flath) - fla)

p .
fi(a) = lim N
Heka je f dbynkuuja Buie peajqnux npomeHsbpuBux, Tj. Heka je f kao y (), ca
X1=...= X, =RuY =R. Taza je, 3a duxcupany rtauky a = (ay,...,ar) € A,
ca
Tj— f((],l7 ey A1, X, Ay ,ak)

nedurncana GyHKIMja jeqHe IpoMeHpEBe T;. FbeH u3Box y Taduku a; (yKOIUKO
IOCTOjH) Ce HA3UBA NAPUUjasHUuM u360dom DyHKIHUje f IO IPOMEHBPUBOj X; y TAIKH
a M O3HAYABA Ca

of

8217j (CL)
Ilojam dugepenyujaburrocmu byHKIMja BUIITE TPOMEHBUBUX MOAPA3YMEBa, HEIITO
BUIIIE OJ] TIOCTOjama CBUX MaplUjaIHAX U3BOJA, a CKAJIAPHOM TI0/by f’ Koje je u3Bos
dyHKIHje jeHe TPOMEH/BPUBE Or0Bapa, y CIydajy (pyHKIHja BHUIIE TPOMEH/HUBHX,

BEKTOPCKO I10Jbe

o (0F  of

pe (220,
O rome he 6uru peun y InaBu 2. Y m0j usnaxkemo JudepeHnnjajHu PAdyH y
JaJIeKo OMINTHjeM caydajy: Hajupe y BamaxoBuMm mpoctopuma Haja nobem K, rme
je K =R wm C, a 3aruM ¥ HA IVIATKEM MHOTOCTPYKOCTHMA. YdUeme audepeH-
[IMjaJIHOT PAYyHA y OBOj OMIITOCTH 3aXTEBA HA HEKWM MECTMMa MAaJI0 Behu Tpy:
HEro y CHEIUjaTHOM CIIy4dajy eyKJIUJICKUX IPOCTOPa, ajau CMaTpaMo Ja ce Taj TPy
UCILJIATH.
IMocmarpajmo caenehu cuenujannu ciaydaj (H): neka je

f : [al,bl] X [ag,bg} — R
menmpekuaua dyuknuja. M3 KanropoBe Teopeme ciienm 1a je OHa W PABHOMEPHO
HeMpeKuIHa, a OJaTJje ce JJaKo JOKasyje Ja je

b2
T f(z,y)dy

az

nenpexngnaa byrknnja. Crernnjanno, Ta bynKnuja je u waTerpabmanal, ma mva
CMUCJIa TOBOPUTHU O HEHOM MHTETpaJLy

by ba
/ ( flz,y) dy) dx.

OBaj u3pa3 HA3UBA CE NOHOBHEHUM UHMEZPAAOM. AKO MPOMEHUMO PEOCIe]], 1a,
MPBO M3PAYYHAMO WHTErpaJ 1o T, Tia 3aTUM 10 ¥, J00ujaMo

ba by
/ ( f(z.y) dw) dy.

Y TI'naeu 3, hemo Bumern ma oba mocTymka majy uctu pesyarar. 1o je camapikaj
Dybunujese meopeme, Koja BayKU U MOJ, HENITO CJIAOUjUM yCJIOBHMA U y HEIITO

fCermmo ce JTebezose meopeme 0 unmezpabuarocmuy u3 Anaause 1: Gdysknuja nuTerpabunna
o PuMaHy ako U caMoO ako CKyI HeHHX IIpeKuJa uMa Jleberopy mepy HyJa.



ommtHjoj curyanuju. Cem Tora, mocmarpahemo yommirema ciemehe KOHCTPYKITHjeE:
nexa je y (%K) momen m xomomen R¥, 1j. meka je

F:R" - R"
HETNPEKUIHO BEKTOPCKO TIOJBE, W HEKA j€ KPUBA 7y 33]aTa MapaMeTPU3aIujoM
r:fa,b] = RE r(t) = (x1(t), ..., 2(t))

KOja je TTaTKa, Tj. Taksa Ja cy T; QyHKIHje Kaace C! (menpexuano mucepeHty-
jabunne peanue dbyHKIMje jefHe peaHe npomensbuse). Jdedbunummmo

b
dr
/F-dr::/ F.-—dt,
~ o dt
T7Ie je MHOXKeme Ha JEeCHOj CTPaH! CKaJapHU MPOU3BOM BeKTopa F n
dr B dzry dzy,
dt \dt’dt )
OBaj objekar ce HA3UBA KPUBOAUHUJCKUM UHMEZPAAOM BEKTOPCKOr mosba F myx

kpuse . llpumermmo ma je m3pa3 Ha HecHO] crpanu obmvan PumaHOB mHTErpast
dyukimje jeane npomerspuse. N3 Amamuse 1 nam je mosuaro 1a je

b
/ £y dt = f(b) - f(a),

Tj, na uHTErpaJl gudepernuujaia df 3aBUCH CaMO Ol BpeaHocTH (pyHKLuje Ha pydy

unTepBaia d[a,b] := {a,b}. IIpupoaHO je MOCTABUTH THTAhe & JIN HEIITO CIUTHO
Ba)KW ¥ 32 KPUBOJMHUjCKE WHTErpae, ako je
F=V/f

3a HeKy (ynkuujy k upomensbupux f. Bugehemo na je sBesa usmely pyba ckyua
0 u gudepeniujana d y BUIIEIAMEH3UOHOM CIyYajy 3HATHO CJIOYKEHWja, U dyOibe
MOBe3aHa Ca TOIOJIOTHjOM JIOMEHA MHTEerparmje.

Y I'maBu 4 roBopumo o dpamunujama pyHKIHja 1 [10]MOBAMA BE3AHUM 33 IPAHU-
4He npesia3e (MHTErpasu ca napamerpom, GyHKimonaanu nu3osu). Paszmarpahemo
cuTyalnuje cJudHe OHOj O K0joj cMo ropopusu y Pybunujesoj reopemu — ako y (PK)
U3BPILIMMO JeJIHY Ollepaliyjy 10 je/HOj IIPOMEHJbUBOj, & JAPYyLy IO JAPYyroj, Ja Jix
J00UjeHn pe3y/ITaT 3aBUCH OJ, PEIOCJIEIa KOJUM Cy BPIIEHE Te ONepallyje.

Cuenujasno, ako je y ("H) jeman oj CKymoBa Ha JIeBOj CTpaHU IpeOPOjuB, Tj.
ako mocmarpamo npeciukaBame f : Nx X — Y, ymecro o mpecimkaBamy f MoxkeMo
J1a TOBOPUMO O HU3Y IIPECTUKABAIHA

fa i X =Y, fal2) = f(n,2).
Bunehewmo, na npnmep, na 3a X = [a,b], Y = R nuje ysex
b b
lim fn(x)dx = / lim f,(z)dz.
a n—o0

n—oo a

Axko je f, : X — C Hu3 KOMILIEKCHUX (DYHKIMja, MOXKEMO JIa FOBOPUMO O Pey

> ful2).



HajjennocraBauju mpumep je cmeneru ped

h(z) = i cn2".
n=0

OBako medunucana yHKIMja h HABUBA CE AGHAAUMUYKOM PYHKUUJOM, & PEI Ha
nmecHoj crpanu mweHuM Tejaoposum pedom. 1lupy xitacy npeacrasibajy Jloparosu

pedosu
+oo
g cn2";
n=-—oo

Crenmjanno, 3a z = €' mobmjamMo pemose 06IIKA

—+oo
int
E Cn€
n=-—oo
6

koje, umajyhu y Buay Ojinepos ugenrurer e’ = cos 0+i sin 6, MOKeMO j1a HAIUIIIEMO

y 0bJIUKYy

o
% + Z(an cosnt + by, sinnt).

n=1
OBW pesIoBH Cy TMO3HATH KAO MPU2OHOMEMPUICKY pedosu, HUX hemMo pa3MaTrpaTn
y CKJOmy cjoxkenujer Koumenrta Pypujeosur pedosa. Ompeljenoj knacu dbyHknmja
MOXKeMO J1a TpuAPyRuM0 PyprjeoB pe HA HAYUH KOjU je OECKOHAYHO IUMEH3UOHA,
aHAJIOTMja MPUKA3UBAaha BEKTOPA KA0 JIMHeapHe KOMOWHAIMj€ BEKTOPA OPTOHOPMHU-
pane 6aze y eyKJIUACKOM IIPOCTOPY. 3a Pa3JidKy O/l AaHAJIUTHYKUX (DYHKIH]a, KOje
paseéujamo y cmenenu ped, Tj. UMja je BPEJHOCT y CBAKO] TadyKu jedHara 30upy
CTETeHOoT pesia y Toj Tavuku, OypujeoB pes Koju MpuIpyKyjemo dYHKIHjH He MOpa,
YOIIIIITE /13 KOHBEPIHPA y JIATOj TAYKH Ka BPEIHOCTHU KOjy ¥ TOj TauKu nMa (pyHKIIH]ja
K0joj je mpunpyxken. Nnak, n3 @ypujeoBor pena GpyHKIHje MOKEMO MHOTO Ja 3a-
K/BY9IHUMO O CaMoOj (pyHKIHjuU.

Ca ®@ypujeoBuM peIOBUMA Yy Be3d je uHTErpas o0IuKa

f(z) = / f(t)e " dt

— 00
koju Ha3uBaMo Pypujeosum unmezpasom dyukimje f. OBe mojmose cycpehemo Ha
BWUIIIE MECTA Y TEKCTY, a y [UtaBu 5 X U3/1aKeMO0 ca TadKe [JIEININTA KOja objenumyje
Te paHuje Mmorjieje Ha HbUX.

CacraBHU J1€0 TEKCTa Cy 3aJialiy, MOCTAB/HEHU TAMO Ijie duTasal Tpeba ja 3a-
craHe u pa3Mucan. Iuranall Koju ¥KeJjiu 1a 9ATa TEKCT, a 3a00uhe 3amaTke, HajoObe
he mocTymuTr aKO yMECTO TOTa OJYyCTAaHE OJ YMTara Bell Ha OBOM MeECTYy.

Kao mto cmo Beh namomenysu, moryhe je ClIpeMHTH M YCIENIHO MOJIOXKUTH
ucnuT u3 Ananuse 2 Ha jeJHOCTABHMjU HAYUH'"; 3270 OBaj TEKCT HU y KOM CJIydajy
HE CIaJa y JIEKTUPY Koja je obasesana 3a Taj HoAyXpBar. UUeMmy OHIA OH CJIy2KHU?
VYumecto oxrorsopa, mapadpasupahemo Mywmonkana: ,Axko je umuTajall JOBOJHHO
xpabap, mpobulie ce Kpo3 CBe Mpenpeke M HUKAKBE ONACHOCTH Hehe ra, y ToMe crpe-
guru. HAMjCcKH ¥ KUHECKW narpujapcu apxrahie y meroBoM mpucycrBy. Ajm ako
CaMO Ha TPeHyTak Oy/ie OKJIeBAO, OH je KA0 YOBEK KOjU Ha MPO30PY 4YeKa J1a BUIU
KOA y Tajioly. YIPaBO Kaja TPelHe, Ko npohe — u on Huinra He Buau” (My-
monkaH, Henpoaasznu npoaas).

**Kao mrTo je moryhe u raegatu Poaepboa uz 2002. ymecTo oHOT m3 1975.
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I'JIABA 0

YBOJ

0.1. ®yuknuje jeagne mpoMmeHspuBe. lIpeaver oBor kypca je aHaamsa y
BUINEINMEH3UOHNM TPOCTOPUMA, OAHOCHO (bYHKIIHje BHUIIE MPOMEHJPUBHUX. ¥ TIp-
BOM KypCy aHaJHM3€e CMO M3ydaBaju ocobuHe hyHKIHja jeIlHe peaTHe TPOMEHbUBE.
Ilomcerumo ce Ha MOYETKY HEKHX O TUX ocobmHa. MHOre o1 muX W3BeJeHe Cy U3
qnmenute 1a je (R, +, <) kommierna toranno ypehena AGenosa rpyma:

Hedpuuunuja 1. Tpojra (A, +, <) je momaano ypehena Abeaosa epyna axo je
o (A,+) AGenoBa rpyma,;
e < pejamnyja TOTATHOT TIOPETKA HA CKymy Aj;
e onepalpja + u penanuja < cy carjacHe, Tj. BaxKu

r<y — xz+a<y+ta.

Axko y3 o Baxku u Axcuoma cynpemyma
® CBAKW HEIPA3aH 003r0 OrpanmyeHu noackyn Ag C A mma cympemym,

kaxkemo z1a je (A, +, <) xomnaemna momanno ypehena Abenosa epyna %

Ceaka komiuierna toraino ypelena A6enosa rpyna (A, +, <) je aprumedcka,
OJIHOCHO y 10] Baxku Apzrumedosa axcuoma:

o (Va>0)(Vbe A)(IneN)n-a>b,

rie je

3aa€ AunéeN.
U3 npeor kypca ananuze nosuaro Ham je aa je (R, +, <) xoMmiuieTHa TOTAIHO
ypehena AbGesosa rpyma.

3amarak 1. Koje oxn cnemehux toranHo ypehennx moarpymna rpyme (R, +, <)
Cy KOMIIJIETHE:

(a) (Z,+,<);

6) (Q,+,<);

(B) rpyna dujadckuzx paszaomaxa ({m/2" | m € Z,n € N}, +, <)? v

Axko je (A4, +, <) Torasuo ypehena Abesosa rpyma, Ha ¥0j je 106po nedbnHncaHa
aAncoAYMHa 6pedHOCN
|a] := max{a, —a}.
Baucra, momTo je mopegak < TOTANAH, Tj. CBaKa JBa €JIEMEHTAa Cy YIIODPEIUBA,
Jgsowianu ckyn {a, —a} (3ampaBo, CBAKW [BOYIAHW CKYT) NUMa MaKCHMYM.
Kopucrehn oBaj mojam, moxkemo na medpuHUIIEMO ciaeaehe mojMoBe, TO3HATE 13
IPBOr Kypca aHaJH3e.

13



14 0. YBO/,

Hedoununmuja 2. Heka je (A, 4+, <) roranuo ypehena AGenosa rpyna. Hus
an, € A Koueepaupa Ka 4o, € A ako 3a cBako € € A, ¢ > 0, nocroju ng € N ca
CBOjCTBOM

n>ny = |an—as| <e.

Enement a., € A HA3UBA C& AUMECOM WU 2PAHUYHOM 6pednowhy Hu3a. YumeHura
13 G, KOHBEPTHUPA KA G, 3AMUCYje Ce

lim a,, = aso nau Ay — Goo-
n— o0

Ped 'y A je map uusoBa (ay, $,) y A, TaKBUX 14 je S, — Sp_1 = Ay, OTHOCHO

5= (M)
k=0

Hus a,, nazuBamo onwmum waanom pepa. Pex (ay,, $p,) Koneepzupa ako KOHBEPrupa
HU3 Sp; BETOBY FPAHUYHY BPEIHOCT 0O3HAYABAMO Ca

[eS)
So0 = E (7%
n=1

U HA3UBAMO CYMOM WU 30upom peda. O
U3 (1) crequ ma onmTH 4iaH KOHBEPTEHTHOT PEJIa TEXKU HYJIH.
3amarak 2. Ouucaru Kousepreurae nusose u peuose y (Z, 4+, <). v

JHepununnuja 3. Heka cy (A1, +1,<1) u (A2, +2,<2) aBe ToTasno ypeheune
Abesnose rpyne u S C A;. IlpecnukaBame

f:8— A
j€ HEMPEeKWIHO y TaYKU S € S aKO 33 CBAKU HU3 S, y S KOju KOHBEPruUpa Ka S HU3
f(sn) y As xouseprupa xa f(s). O
ExBuBajienTHO, MpecInKaBame [ je HEMPEeKUIHO y TAYKU S aAKO BAXKU
(Ve >0)(30 > 0) |z —s|1 <§ = |f(x) — f(s)]2 <e, (2)

rae cy |- |1 u |- |2 ancomyTre Bpennoctu y Ay u As. Ilpumernmo na oBa gedunu-
[Hja Kaxke Ja y NOCMamparoj mauky s, 3a 1aTo € € Ay, mocroju § € Aj, TakBo 1a
BaxK¥ HABEJIEHA UMILIHKAIMja. 3a HEKO JAPYro S # S, TAKBO Ja je f HempeKkujaHo y
$1, nocroju oaropapajyhie d; Koje ce, y ommrem ciy4ajy, pasiukyje oxn 6. Ipyrum
peunma, n ako je dyakmmja f : S — Ay HenmpekuIHA Y CBUM TavkaMa cKyna S,
y OIIITEM CIydYajy HE MOXKEMO, 3a JaTO €, 13 m3abepeMo jedHo § TakO & HUMII-
smkanuja (2) Baxku 3a ce s € S. ®@yHKuuje 3a KOje TO MOKEMO [a yPAIUMO
HA3UBAjy Ce PaBHOMEPHO WU YHUPOPMHO HenpekudHum Ha S:

Hedumanmnuja 4. Axo
(Ve >0) (36 >0)(Vo,y € §) [z -yl <d = [f(z) - f(y)l2 <&,
KaxkeMo 1a je dyukiuja f : S — As pasnomepro nenpexuona na S. O

Heka on Bakaux cpojcraBa HempekKuaHuX PyHKIMja y caydajy A = As = R
naje cmenehe TBpherme, TO3HATO U3 MPBOT KypPca aHAIA3E.
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Teopema 1. Heka je
[a,b) :={z eR|a<z<b}

ozpanunen u 3ameopen unmepsas y R u f : [a, 0] = R nenpexudna dynxyuja. Tada
6a2ICU:

(a) f je oepanunena;

(6) f je pasnomepro nenpexudna;

(B) axo je f(a)f(b) <0 onda je f(c) =0 3a nexo c €a,b[;
() f uMa MUHUMYM U MAKCUMYM.

[Ipumerumo mga WHTEpBAJIE MOXKEMO 113 JePUHUIIEMO W y TOTAIHO ypeleHoj
A6enosoj rpynu (A, + <). Hup,

[a,— [ai={z € A|la<a}
younrasa gedununujy unrepsaia [a,+oo[ y R, a
|, ala:={zrec Az <a}
uHTEepBaia | — 00,al. Ako ¢y a,b € A TakBu 1a je a < b, neduHHIIEMO 3aTBOPEH
UHTEPBAJI
[a,b]a :=] <, blaN]a,— [a-
CimuHo JebMHUIIEMO OTBOPEHE U HOJLyOTBOPEHE MHTEPBAJIE.
Banarax 3. Hexa je (A1, +1,<1) = (Q+, <), (Az, 2, <o) = (R, +,<) u
[a,b]g ={z € Q]| a <z <b}.

Jla v 3a CBaKy HENPEKWIHY (DYHKIIH]y

fila,blg =R
Baxku HEKO oz cBojcraBa (a)—(r) u3 uperxounne reopeme? a siu cBojerso (r) Baxku
aKo je f paBHOMEpPHO HENpPEKUIHA ! v

3amarak 4. Hexka cy a,b u [a,b]g ka0 y nmperxonuom 3a1arky. PyHKImja
f : [a, b]Q —C

je dudpepenyujaburna y mavwku qo €)a, b[NQ ako nocroju 6poj z, € C 3a Koju Baxu
flgo+h)— flg) = 2, - h+o(h) xax Q > h — 0. da nu 3a rakBy GyHKunjy BaxKu
nexo of, cienehnx rephema:

(a) ako je f'(x) =0 onza je f = const;

(6) ako je f([a,blg) CR u f(a) = f(b) ouma je f'(c) =0 3a ueko ¢ €a,b[? v

Moxacerumo ce na je a € A mauka nazomunrasara ckyna S C A; ako mocroju
Hu3 s, € S\ {a} xoju kouseprupa ka a. IlpumerumMo Ja Tayka HArOMHUJIABAIHA
ckyna S He MOpa jJa npunajga ckymy S. Y TaukamMa HaromuiaBamba JAeuHUIIEMO
AUMeEC PyYHKUUTE:

Hedpuuunumja 5. Heka cy (A1, +1,<1) u (Az, +2,<5) IBe KOMILUIETHE TOTAIHO
ypehene Abesose rpymne, S C A u a € A; Tadka HaroMuIaBama ckyna S. Egement
A € Ay je mmMec MpecInKaBarmba

F:8 s A,
IIITO O3HAYAaBaAMO Ca

lim f(s) = A,

s—a
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aKO je TIpecInKaBambe

x), T #a
A, r=a
HEIPEKUIHO y TAYKHU d. O
ExBuBajienTHA TPETXOAHO] AebUHUNN]H je TeDUHAIIN]]

li_r>nf(s):)\ = Me>0)(F>00<|x—al1 <d = |f(z)—A2<e.

S a
Kao 1mro 3saM0 U3 MOYETHOr Kypca aHAJu3e, BAYXKHO je YOUUTH CIAUIHOCTH U Pa3-
Juke uszmehy ose pedununuje u (2).

o mperxonuo medWHUCAHUX MOjMOBA MOTJIM CMO aa aohjemMo u Ha ciaenehn
HAYUH.

JHedpuuummja 6. Heka je (A4, +,<) kommierna TortamHo ypelhena AGesosa
rpyna. Toprwu u dorwu aumec HU3a a, y A nedwnumy ce ca

lima,, := inf sup {as, | k > n} lima, := supinf {ay | k > n}.
neN neN

Hwu3 a,, xouBeprupa Ka a., aKo U caMoO aKo je
lima, =lima, = aso.

Axocy (A1, +1,<1) u (Asg, +2, <o) aBe KOMILIETHE TOTAIHO ypehene AGesose rpyre
uV C Ay, 20pmu sumec npeciurasarsa

f V= A2
y TadKd HArOMWJIaBama a ckymna V medwuHuIily ce ca

?_rgf(m) = (gllfosup {f(z) |z €la—d,a+ 5NV}

nyastHo ce medwHUINE U Jowu aumec. IlpecankaBame numa uMec A € As y Tauku
a € Ay aKO Cy IeroB TOPHU U JOHU JINMEC Y ¢ jJeTHAKA . O

Hapagno, u3 mouernor kypca ananau3e Beh 3namo ga je dedunuimja 6 ekpusa-
JenTHa AeduHEjama guveca garum y ledbununujama 2 u 5.

[Ipumerumo na vHu y jeamoj ox mperxomuux Aedunuiuja cem ledunuruje 6
HUCMO EKCIUIHIIUTHO KOPWCTHUJIM DeJIalijy MopeTka <, Hero caMmoO U3 e U3BEJIEeH
110jaM alCoJIyTHE BpeAHOCTH. AlicosyTHa BpeaHocT uMa ciezaehia cBojersa, u3 Kojux
CMO U3BOIUJIN MHOTE 0coOmHe PyHKIMja peasiHe MPOMEH/bUBE:

* |a| > 0;

o la]=0 = a=0;
o |—a|=laf;

o |a+b| < |a] + [b].

OBa cBOjCTBa MOXKEMO 12 y3MEMO K0 MOJIa3Hy TAYKy YOIIITEHha Teopuje PyHKITH]ja,
jeaHe peajiHe MPOMEHJHPUBE HA CJIydaj BUIIE MPOMEHJbUBHUX.

0.2. Eykmnacku npocrop RF. Baxna pasiuka msmely eykimuckor mpoc-
topa R¥ 3a k > 2 u peanne mpase je 0JCyCTBO CTPYKType KOMILIETHOI TOTATHOD
noperka caryiacue ca crpykrypom A6enose rpyme (R¥| +).
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IIpumep 1. Ilomohy mexcukorpadekor moperka <y, ua RF,
(1, 2k) <0 W15+ -5Yk) <= ZTm <Ym 33 m=min{j | z; #y,}

nedurmcana je cTpykTypa ToTamno ypeherme AGemose rpyme (R¥, 4+, <r), amm osa
rpylia Huje apxumejcka (ma caMuM TUM HU KOMIUIETHA) ako je k > 2. 3aucra,
eslementu oBe rpyne a = (0,1,0,...,0) u b= (1,0,...,0) cy no3urusHm, anu 3a cBe
n € N paxu n-a=(0,n,0,...,0) <p, b. f

[Iperxonuu mpumep, HAPABHO, MOKA3Yje CAMO 13, TOCTOjU HEAPXUMECKHU ITOPe-
nak wa rpymu (R¥, 4), 3a k > 2. MHuoro Texe je JoKazaTn TBpheme 1a je ceéaru To-
TaJTHH TIOpeIaK KOjH je carmacan ca cTpykTypom rpyme (RF, +) 3a k > 2 meapxumes-
cku. OBy anrebapcky teopemy Hehiemo JgokazuBaru, anu hemo mpumeruTu aa
HAM OHA, JPYIUM DEUYMMA, KaxKe Ja He MOXKEMO /4 Ce HAJAAMO Jia y BHIIEIMMEH-
3MOHOM TIPOCTOPY TPHUMEBYjEMO METOoe W3 Kypca aHajm3e (yHKIHja jemHe pe-
aJlHe MPOMEHJbUBE, 3aCHOBAHE HA CTPYKTYPH KOMILJIETHE TOTaHO ypeljeme rpyme
(R, +, <).

Mebyrum, na R* moxemo ga gedunnmemo dbynkmmjy

I-1:RF =R, ] = 3)
vie je z = (2!,...,2%). Ilpumerumo na ce, 3a k = 1, || - || csoau na amconyruy
BpenHocT |- | y R. OBO yommreme ancoayTHe BPEIHOCTH UMA CBOjCTBA ATICOIYTHE
BPETHOCTH KOja CMO HABEJH:

(D) lal = 0;
(2) |la] =0 <= a=0;
(3) I = all = llal};

(4) lla+0ll < lall + bl
Hedrannuja 7. Crpykrypa (A,+,| -||), ome je (A, +) Abeosa rpyna u
|-]:A—=R

dyukuuja koja 3amoBosbaBa csojcrBa (1)—(4), HaszuBa ce nopmuparom Abesosom
epynom. Oyuxuyja || - | vasusa ce nopmom.

3anarak 5. [lokasaru 1a je 3a cBako p > 1 ca

k
ey o= (3 Ja?P)
j=1

nedurmncana ropma ua rpym (R +). Y oum o3makama, Hopma (3) je Hopma | -||2-
Jlokazatu u 1a je ca

|2]|o := max |27]
1<j<k
nedunncana nopma na (R¥, +). Ilpumerntu na ce cse nopme || - ||, 3a 1 <p < oo
y cay4ajy k = 1 cBoze Ha ancoJyTHY BPEIHOCT. v

O6paTtnmMo maxy Ha TO Ja je HopMma y HopMupaHnoj rpymu (A, +, ||-||) dyrkuunja
ca momeHoM A u BpegHocTuMa y [0,4+00[C R, 10K je amcosyTHa BpEIHOCT y mo-
maano ypehenojrpynu (A, +, <) dyukuumja ca nomenom u Bpeanocruma y A. Takie,
camo 3a noarpyne roranno ypehene rpyue (R, 4+, <) ancosyrHa BpeaHOCT je HOpMA.
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3anmarak 6. JenuHUYHU KPYT
Ul):={zeC||z|] =1}
je AbesnoBa rpyna y OZHOCY Ha MHOXKEH€ KOMIJIEKCHUX OpojeBa. Jlokazaru ja je ca
|-1:0U(1) =R, ||z|| :== arccos(Re z)

nedunncana Hopma Ha U (1). [la am cranJapHa arncoyTHA BPEJHOCT KOMILIEKCHOTD
6poja nedununie nopmy na rpymu (U(1),-)? v

0.3. KouBepreuiuja, HempeKUAHOCT U JJuMecu. Uwuranar fie rako jga 3a-
MUC/IM JOLI jeJHy BEPTHKAJHY LPTY ca obe crpaHe ancosyTHe Bpejnoctu (Koja Ty
AICOJIyTHY BPEIHOCT MIPETBapa y HOpMY) y JebuHUIIjaMa KOje CMO J0 CaJla HABEIH.
Tako momudukoBane aedunuiuje majy Ham nedWHUIN]y KOHBEPrEHINje HU3A, U
peray (R¥ 4+ | -|) (dedunmmmja 2 ca || - || ymecro | - |) u u3 me m3BegeHe mMOjMOBE
HEMPEKUTHOCTH [TPECTUKABAHA

f:5 >Rk (4)

3a S C R* (Jledbununmja 3), pasroMepHe Henpexuanoctn (ledbunnmmja 4), Tauke
naromunasama ckyna S C R* (npe Tedbununuje 5) u jumeca npecinxasaimba (4)
Hedununuja 5). Mu (napasno) nehemo npenucupatu e nedpununuje ca jom jegnom
BEPTHKAIHOM I[PTOM U cMaTpalieMo Ja ¢Mo oBe TojMose Jedunucamn y RE.

Hamomena 1. [IpumernmMo ga CMO HaBeJIM BHUITE HAYWHA Ha JeHUHIITE HOPMAa,
na (R, +): nebunucamu cmo Geckonauno muoro nopmu || - ||l,. Onpasiano je
[IOCTABUATH IIUTAMKE — KOjy O OBHUX HOPMHU KOPUCTUMO y nedWHUIMjaMa KOHBED-
reHIuje, HEPEKUIHOCTH U rpanudne Bpegnoctu? Oarosop je: Oujio KOjy — CBe oHe
J1ajy eKBUBaJIeHTHE nedUHUIFje OBUX MOjMOBa. JlOKa3 3a TO, y HEIITO OMINTHjeM
005Ky, n3sernthemo y I'masnm 1. o

3anarak 7. Ucnuratu KOHBEPreHIN]y HA30BA
an = (n"tsinn, e/"sinn), by, = (¥/n,e”™)

y R2. Jloxazaru ga uu3 y R¥ KomBeprupa axo u caMo ako KOHBEPIUPA MO KOOPIU-
HaTaMa. v

Y usyuasamwy dbyHKIM]a U Ha PeasHOj IPaBoj (M HU30BA Ca PEATHUM BPEIHOC-
TUMA), BUAEIU CMO 3HA4aj AKCHOME CyLPEMYyMa U HOj €KBUBAJIEHTHUX TBpjema.
Y R* 3a k > 2, mapaBno, HeMa CMWCJIa HW TOBODHTH O CYTIPEMyMY, jep HeMaMo
mopefak. MeljyTum, MoxkeMo Ja TOKaxKeMO YOIIITemhe MHOIMX TBphema eKBUBa-
geHTHHX Akcmomm cynpemyma (Bumeru [15]). Jemmo oz mux je Boamano—Bajep-
mrpacosa Teopema. Hamomennmo fa je am3 o, == (x,... 2%) y R* oepanuuen axo
[IOCTOj¥ [TO3UTUBAH peasiaH Opoj p Takas 1a je

sup|lzall < p.
neN
Orer, ka0 1 y 1perxoanoj nanomeny, || - || je jeama ox mopmu |||y, 3a 1 < p < 400

¥ HUje TEeITKO TIOKA3aTH J1a je HU3 OTPAHWYeH Y jeTHOj O THX HOPMHU aKO M CaMO
aKO je OTpAHWYEH y CBAKO].

Teopema 2. (Bosnmano—Bajepmirpac) Csaxu ozparunen nus y R* uma xon-
6ep2eHmMan NooHU3.
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A W3 nedbununuje mopme | - ||, 3a 6uno xoje p, 1 < p < 400 mako crenu Ja
je HU3 T} OrpaHUYEH aKO M CaMO aKO je OrpPaHUuYeH IO KOOPJAMHATAMa, Tj. aKO H
caMO aKo je OrpaHHYeH CBAKH OJ 1 peaqnux muszosa xl, 2, ..., zF. N3 Boinano-
BajepmmTpacoBor cTaBa 3a peasiHe GyHKIUje CIeIH Ja &1 UMa KOHBEPTE€HTAH MOTHU3

x}n(n) (rme o1 : N — N pacryhe npeciukasame). ITocmarpajmo caga mogHus

1 2 k
Loi(n) = (mal(”)7x0'1(n)7 T ’x(’l(”))

; 1
HU3a x,. Hu3 HA TIPBOj KOOpAUHATH Toi(n
Ha apyroj koopaunnaru. [lo Bonmano—BajepirpacoBoMm cTaBy OH nMa KOHBEPIeHTAH

[IOJIHU3 xiz (n)" ITonuus

) KOHBEprupa. ITocmarpajmo uHu3 xil(n)

_ (1 2 3 k
‘TO'Q("L) - (xch(n)’ xag(n)7 xa’g(n)7 cee 71.0’2(’)1))

caJla UMa, Ha TPBE JBe KOOPIUHATE KOHBEPreHTHE HU30Be (MPBa KOOPIUHATA j€ MO
HI3 KOHBepreHTHOT Hu3a). Ilpehumo na mm3 3 ¥ MOHOBUMO TIOCTYIAK — 100U~

3 o2(n)
jenu HU3
— (l 2 3 k
Log(n) = (Iog(n)7 Log(n) Log(n)s -+ 7x03(n))
nmahe Ha TpBe Tpu KoOpAuHATE KOHBEprenTHe HU30Be. [locie k kopaka mobmjamo
KOHBEPIEeHTAH TOUHU3 Tg, (n) HU3A Tp. \V4

Hanowmena 2. [IpuMernmMo 1a HICMO MOTJIHN JIa JOKAYKEMO TPETXOIHY TEOPEMY
caMO KOHCTATaIlMjoOM 3 CBaKa KOOPAWHATA HU3A T, WMa KOHBEPTEHTAH IIOIHM3.
Hup. y muzy

Tn = (n+ (=1)"n,n —(=1)"n)
y RF ofe xoopauHaTe nMajy KOHBEPreHTaH MOJHU3, aJIH MOJHI3 IPBUX KOOPIUHATA
KOju KOHBEpPTrHupa je MOJIHU3 HEeNapHUX HHJEKCA 1, a 3a JIpyre KOOp/JUHATE je TO
[TOHU3 TAPHUX.

[leo uu3 7, HEMa KOHBEPTE€HTAH TIOJHU3: OUJIO KAKO J1a U3/IBOJUMO MOJHUS T g (p) ,
rae je o : N — N pacryhe npecnukasame (10 je nedbunuimja nogausa), 1001ujamo

Zon) = (0(n) + (=1)"a(n),o(n) = (=1)"a(n)).

Bap jeana koopauuara oor ypehenor mapa je seha ox n, jep o(n) mopa Oyue uiu
napaH WM HemapaH Opoj, Ia je wiu IpBa WM Apyra KoopauHarta 20(n), 1mro je
sehe on n (jep o pacre). To snaun ja je HIPOU3BO/bAH HMOMHUS Z4() HEOIDAHUYCH,
ma He MOXKe /13 OyJe KOHBEPTEHTAaH.

3aro cMO y J0Ka3y MPETXOIHE TEOPeME y CBAKOM KOPAKY MOPAJIU 1a KOPHUC-
THMO HE I[I€0 HW3, HEro MmoaHm3 J00MjeH y MpeTxoaHoM Kopaky. OBaj merom ce
Ha3HUBa 0UjA20HAAU3AUUJOM U Bera fieMo y OBOM KypCy CyCPeCTH IIOHOBO, y HEIITO
CJIOKEHUJO] CUTYAIIU]H.

HapapHo, HM3 KOju CMO pa3MarpaJ/id y OBOj HAIIOMEHHM HE 33/0BOJbaBa yCJIOBE
Bonmano—BajepmiTpacoBe Teopeme, jep HUje OTpAHUYEH. o

Bonmano—BajepmrpacoBy Teopemy MoxkeMo ga dopmynumeMo u Ha ciaemehn,
eKBUBAJIEHTAH, HAYUH (OBJE ra HABOAMMO KO [OCJIEULY ):

Iocnemuma 1. Csaxu Geckonauan ozpanuwner nodekyn' y R¥ uma mauxy
HA2OMUAABAIHE.

Monexyn B C R* je ozpanuuen axo je sup{||b|| | b € B} < 4oo.
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Hapasuo, kao mTo cMo Beh pek/n, Taduka HaroMmiaaBama ckymna B C RF me
Mopa Ja mpumnazga camom ckyny B. Jlakie, ako je B orpanuden cKym u b, HU3 y
B, ouna b,, nMa KOHBEPre€HTAH IIOIHU3, aJid IErOB JIUMEC by, HE MOpPA [1a MPHUIAIA
ckymy B. Hmp. wuwm3 b, w3 mperxomnor 3amarka npunanga ckyny B = {(z,y) |
x > 0,y > 0}, anu mwero anmvec by, = (1,0) me mpunama. Ipyrum pedmma,
mo/icKy T S HUje ,,3aTBOpEH 3a oneparnujy mumeca’. CKymoBe KOju TO jecy, Ha3uBaMO
aameopenum. Ilpernmsupajmo To ciaemehom aedUHAII]OM.

Hepunumnuja 8. 3a nu3 b, € B KaxxeMo j1a kougepzupa y B, aKko:

e b, konBeprupa (Ka HEKOM Do)

e b €B.
Ckyn B C R* je sameopen ako 3a ceaxu vn3 b, € B koju Kouseprupa (Kao HU3 y
R*) xa boo, Bawm by, € B. O

Caza moxkemo 1a mpuMernMo fa u3 Ilocaemume 1 cienn

ITocnemuua 2. Axo je B C R™ oepanuyven u 3ameopen nodckyn, onda ceaxu
Hu3 b, € B uma nodnu3 xoju xonsepeupa xa nexom b € B.

OBakBe ckymoBe u3aBajamo cieaehom aTebuHUIIjOM.

HMedurunumja 9. Tonckyn K C R* je xomnaxman ako ceakn mm3 z,, € K nva
TTOHU3 KOjU KOHBEPTHUpa Ka HEKOM T € K.

Ilocmenuma 2 moxKe, MOMONY HOBOYBEJEHHX IIOjMOBa, [a ce (popmysmiine Ha
cienehn HaumMH:

Iocaenuma 3. Iodckyn K C R¥ je xomnaxman axo u camo axo je ozparusen
U 30MB0PEH.

Hamomena 3. Mozke 1a ce MOCTaBH MUTAHE 3AIMTO CMO KOMIIAKTHOCT JeUH-
ncamm kao y Jdeburunuju 9, a aucmo yzemu ucka3 Ilociaenune 3 kao nebunuimjy.
Pazsor je y Tome mTo je, kao mro hemo Bugern y I'maBu 1, KOMIAKTHOCT CBOjCTBO
KOje MOXKeMO 113 JeMUHUIIEMO y KATErOPUju METPUYKUX TpocTopa. llocmemuna 3
Jlaje KapaKTepu3alnjy KOMIAKHTHOCTH y €yKJINJICKAM TPOCTOPUMA, aJIk HE U Y OTI-
IITAM METPUYKHAM IPOCTOpPUMA — BuaeheMo /1a MHOTM METPUYKHU MPOCTOPU WMAjy
OrpaHUYEHe U 3aTBOPEHE MOJCKYIOBE KOjU HUCY KOMIIAKTHH. o

Crenehe nBe TeopemMe yonrTaBajy mo3HATE TEOPEME U3 TeOpHje (DYHKITHja jeTHe
peasiHe mpoMeH/bUBE u 00e ce j1ako m3Boae w3 Bommano—Bajepmrpacose.

Teopema 3. (Kantoposa) Hexa je K C R* xomnaxman cxyn u f : K — RFz
HenpexudHo npecaukasare. Tada je f pasHomepro HenpexudHa.

A Ako npermnocraBuMoO 13 je f HelpeKuHa, ajld HUje PAaBHOMEPHO HeIIPEeKHJIHA,
oHja mocToju € > 0 ¥ HU30BU T, W ¥, TAKBU 1A je

lon =gl <= ()~ fn)l 2 6

3auncra, TO je KOHTpAamno3uiHja aedUHNIN]je PABHOMEPHE HEMPEKUIHOCTH, ca § =
1/n. Hwus x, WMa KOHBEPreHTaH MOIHU3 Tq(n), & HU3 Yq(n) KOHBEPreHTAH MOTHN3
Yp(n) (OTIET, jeaHa BapmjaHTa METOMA JWjaroHaTH3aImje), Ma HU30BH Ty (n) T Yu(n)
KOHBeprupajy. V3 npse nejennakoctu u3 (5) caeau ga OBa JBA HU3A KOHBEPTUPA]Y
Ka ucToj BpeaHocTH. 360r HenmpekuanocTn Gynxmuje f, Hn30Bu f(Tym)) 1 f(Yp(n))
KOHBEPTUPA]y MUCTOj BPEIHOCTH, IITO je Yy CYHPOTHOCTH Ca APYTOM HEjeTHAKOIINY

y (5). \V/
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Teopema 4. (BajepiurpacoBa) Henpexudna gymxyuja f: K — R na xom-
naxmuom cxyny K je ozpanunena u docmusice MAKCUMYM U MUHUMYM.

A Axo npermocraBuMo Ja f HHje orpaHMYeHa OI03r0, OHJA IOCTOju HHU3 T, € K
rakaB ga je f(x,) > n. Mehyrum, 36or komnakruoctu ckyna K, Husz z, uma
HOJIHU3 Ty(p) KOjU KOHBEPIUPA Ka Too. 300 HeNpPeKugHocTd QyHkmuje f, u Hu3
J(25(n)) xouBeprupa xa f(ro), wro je y cynpornocru ca f(Zy(n)) > o(n) > n.
OBa KOHTPAIMKIIMja TIOKA3yje ma je f orpammuena omo3ro. llomrro je m dyHKIH]jA
— [ HempekwaHA, W OHA je OrpPAHUYEHA OJ03r0, & TO 3HAYMW 1A je [ OrpaHWYeHd U
07103710.
Hokazkumo ma f mocruxke makcumym. Heka je

s:=sup{f(z) | z € K}.

IIpumerumo 1a OBaj cCympemMyM IOCTOjH, 300r yIpaBO JOKA3aHE UYHILEHUIIE 13 je
dyukmmja f orpannvena m Akcnome cympemyma y R. U3 medunnimje cympemyma
crmenn na 3a cBako n € N mocroju z,, € K Takas ga je

sf%éf(xn)és.

Ipenackom Ha jumec u npumenom Teopeme o Tpu juMeca (paju ce O peajHuM HU-
soBuMal) mobujamo f(rs) = s (OBIE CMO MCKOPUCTUIIN HENPEKUTHOCT (byHKIHUje f.
Tume je mokazaHo 1a ce CyIPEMyM S ITOCTHXKE, Tj. PYHKIHja JOCTUKE MAKCAMYM.

[Ipumenowm j0Ka3aHor TBphema Ha HenpeKuAHy (PyHKIujy — f 3aK/bydyjeMo Ja
OHa JIOCTHIKE MAKCUMYM, Ha f JIOCTHHKE U MUHUMYM. \V4

Hamomena 4. Ilperxomgna Teopema MOXKe 13 Ce U3BEI€ U3 OIMINTHjer TBPhHema
koje rnacu: Henpexudua cauka womnaxmuoz ckyna je xomnaxman ckyn. OBO
TBpheme ce Mako MoKazyje: Heka je K C RFt kommaktam ckym m

f: K — Rk

HEIPeKUIHO TpecaukaBame. Taja 3a caku Hu3 y, € f(K) nocroju uusz x, € K
TakaB 12 je Y, = f(z,). 360or komnakrHocru ckyna K, Hu3 x,, uMa KOHBPEpPreHTaH
nonHu3 Ty, . W3 Heupekupnocru npeciukasawa [ ciaenu ua je vu3 yi, = f(zk,)
KOHBeprenTan. TuMme CMO JOKa3aim na cBakW HU3 y, € f(K) nma KOHBepreHTaH
MOJIHU3, ITO 3HauM Ja je ckyn f(K) KOMIakTaH.

Cuenyjasno, ako je ko = 1, f(K) je koMmakTaH moJcKyn peaJjHe mnpase. u-
TAOIy OCTAB/HAMO KAO 3aJATAK Ja JOKAXKE 14 KOMITAKTAH MOJCKYIT PEATHE MPaBe
ca/ipKu CBOj cynpeMmyM u uHduMyM (yIyTCTBO: y CylIPOTHOM OU II0CTOja0 HU3 KOjU
KOHBEpPrupa Ka CynpeMyMmy WM uHpUMyMy, a HEMa KOBEPre€HTAaH IOAHW3) U /4
onmatiie n3Beae BajeprTpacoBy Teopemy. o

Hagennmo jorr jenny medurunmjy, mo3HaTy YUTAOIy U3 TIPBOT KypCa aHaIn3e.
HMeduruvnuja 10. Huz z,, € RF je Kowujes axo
(Ve >0)(Tng e N)m,n > ng = ||zm — x| < e.

IMozackyn y kome cBaku Komujes aus kouseprupa (y CMUCILy KOHBEPIEeHIUjE Y CKYNY
nare y Jlebununuju 8) Ha3UBA C& KOMNACTIHUM. O

IIpumep 2. Oreopenu nurepBai |0, 1] Huje KoMmmIeTan moAcKym y R, jep je
uu3 x, = 1/n Komujes, aiu He KoHBeprupa Ka HEKOj TauyKu TOT HHTEPBaJa, Beh Ka
HYJIK KOja My HE IIPHIIAJA. f
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3anarak 8. [lokasaru ja je cBaku KoHBeprentad Hu3 Kommjes. v

Yurasal Koju je maxkK/pbuBO Ipoydno a0Ka3 Boamano—Bajepirpacose Teopeme,
upumeruhie ja Baxu ciegeha reopema, koja ce noka3syje jour gakuie (nuje norpedban
METOJI Iujaronanusamyje), umajyhu y sumy aa je R komrreran ckym (y IpBOM KypCy
aHajmM3e CMO JI0KA3a/u Ja cBaku Kolujes Hu3 peajHux OpojeBa KOHBEPrUpa).

Teopema 5. Crkyn R* je xomn.aeman.
Cem Tora, u3 geduHAITjE 3aTBOPEHOT CKYIIa U IPETXOHE TEOPEME CIIEJIH:
Teopema 6. Iodckyn B C RF je xomnaeman ako u camo axo je 3ameopen.

Hamomena 5. 3a pas3iuky 07 KOMIIAKTHUX CKYTIOBA, KOJU CE CJIUKAjy Y KOM-
MaKTHe, KAo IITOo je moKa3zano y Hamomenu 4, HempeKuIHA CIMKA KOMILIETHOT CKYTIa
He Mopa ma Oyzae komiteran cKymn. Ha mpumep, mpecimKaBaimbe

fR—=]—7n/2,7/2], f(t) = arctgt
je HempekuHO, WHeroB goMeH R je Kommeran, a ckyn speanoctn f(R) Huje. o

Hamomenumo na, 3axBassyjyhn kommaernocrn ckyma R, mexam MozKeMO KOH-
Bepreunujy penosa y RF na mcnuryjemo momolly KOHBEpreHIzje peasHux PeIoBa ca
[IO3UTUBHUAM 4JIAHOBUMA.

JHedrannuja 11. Hexka je (A, +,] - ||) zopmupama Abenosa rpyna u a, HA3 y
A. Pen " a, ancoaymmo xoneepzupa ako KOHBEprupa pef, » . ||lay||.

Cneneha Teopema yorinraBa mo3HATO TBpheme O PEIOBUMA PeaTHuX Opojena.
Teopema 7. Ancoaymmno xoneepeenman ped y R* je xonsepzenman.
A Hexka je

n n
=3, on=llal-
k=0 k=0

Axo je Y |lay|| KoHBeprenTaH pes (Tj. aKo Y a, ANCOIYTHO KOHBEPIHUpa), OHJIA je
uu3 o, Komujes (Buzeru nperxonnu 3amarak).
W3 ocobuna nopme caemu ma je, 3a m > n

m m
|8m — sull = Z agl| < Z laxll = |om — onl,
k=n+1 k=n+1

na je m Hu3 S, Kommjer. W3 KOMMIeTHOCTH CKyTa R* cama ciemn ma Hu3 Sn, a
THME U PeJ Y . dy, KOHBEPIHpA. \V4
0.4. Indepennupame. 3Boa dyHkmje
f:la,b] > R
jeqHe peasiHe MPOMEHJbUBE ¥ YHYMPAWs0j TAYKN & WHTEpBasa |a, b nedwunncan je
MO3HATOM (DOPMYJIIOM
/ - fle+h) - fz)
z)=lim —————=. 6
7'(z) = Jim 22 (©)
ExBuBanentna neduHUIM]a IPBOr U3BOJA j€
F@) — f@) = @y -l =olly—al), xa y—ou (7)
Y rpaHUYIHUM TadKaMma a u b ce meduHUITY CaMO jeTHOCTPAHU W3BOIU U OHU CY

CIenmuUIHOCT jeTHOANMEH3UOHOT CIY9aja.
Ilojam ymyTpamme Tadke ce yommrasa Ha ciaeaehn nadnH.
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Heoununuja 12. Tauxa u € U je ynympawsrva mauka nonckyna U C RF ako
je 3a Heko 0 > 0
{r eR*|||lz —u|| <3} CU.
Ckymn Ha JIEBOj CTPAHU j€ 0ME0PEHA AONMG CA TIEHTPOM U U TIOJIYTPETHUKOM 0.
Axko je u yuyTparmmha tauka ckyna U, kaxkemo 1a je U okoauna mawke u. Ckym
U je omeopen ako je OH OKOJIMTHA CBaKe CBOje TAUKe. O

Heka je f(z!,...,2%) bynkmmja k mpomenbusnx, nedurncana HA OTBOPEHOM

ckymy. Axo ¢ukcupamo cBe IPOMEHJHHBE CEM IPBE W MOCMATPAMO PECTPUKITH]Y
dyukuuje f Ha npaBy

2=, 2k =k,
(rme cy ¢/ koncranTe) mobujamo bynkmujy jemne mpomerbuse f(x!, c2, ..., cF), koja
3apucu camo o1 x'. Hhen u3Bon (kao u3Bon GyHKIHjE jegHe TpoMeH/buBe, geduH-
ncan uspasom (6)) y Tauku ¢! masmpa ce napyujaanum uzeodom byHKIHmje f 10

[IPBOj IIPOMEHJ/bUBOj U O3HAYABA CA
of 1 .
@ (C gee-,C )

Crawnano ce meduHUITY W TAPIUjATHA U3BOAX MO OCTAJIUM MPOMEHbUBHUM.

IIpumep 3. Ilocmarpajmo GyHKIHM]jY ABE TPOMEHbUBE
fiR? =R, fz,y) =2y -y’

Hben maprujannn u3Boa O T je
of
—(x,y) = 2zy.
B (O Y) = 22y

.. P
Yemy je jemmaxo %(m,y)? it

Jlpyrum pedmnma, MapiiujaTHd u3BOI, je
ai‘f(l k)*l f(clv"'vcjilacj+hacj+17"'ack)7f(cl7"-ack) (8)
agcjc,...,c = lim W .

OBa jedununmja ce IpUPOIHO YONIITAaBa HA cjieaelin HAYnH:

Iedurunuja 13. Heka je ¢ € V yayrpamma Tauka nogckyna V C RF u
f: V=R
dbynxmmja na V. Fhen useod y npasuy eexmopa & € R* y mauxu ¢ je

fle+hg) — f(o)

D = li . 9
¢f(c) = lim ’ (9)
Crermjanio, n3Bof y mpasiy Bektopa e1) := (1,0,...,0) je maprmjasnn n3Boz 1o
MPBOj TPOMEHJBUBO], Y MPABILy BeKTOpa €3) := (0,1,0,...,0) mo Apyroj ura, nakie
of
2 (¢) = D,
5-(0) = Do, f(0)
jep ce y TuM ciaydajeBuma uspas (8) ceomu ua (9). O

[Ipumernmo na maM 3a TperxoAHy aedWHUIN]y HEje OMIa TOBObHA CTPYK-
Typa HopMmpane rpyme na R¥, jep cMo cem cabupama (1 omy3nMarba) KOPUCTHIN I
MHOXKewe ckasapoMm 1/h € R, nakie cTpyKTypy BeKTOpcKOr npocropa. Ominruje,
nedbununmja (9) uma cMucIa y CTPYKTYPH KOjy u3zBajamo cienehiom JedbuHuinmjom:
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Hedununnuja 14. Hopmupanu sexmoperu npocmop uag nojbeMm K € {R,C} je
crpykrypa (X, +, | - ||), rue je (X, 4+, ) BeKTOpCKU mpocTop u
l-]:X—=>R
IIPECJIMKABAE KOjeé MMa CBOjCTBA:

o (X,+,| ) je mopmupamna AGesosa rpymna,;
o |az| = |af - ||z|| 3a cBaku ckamap « € K u Bekrop x € X.

Kao u obwano, paam kpaher m3pazxkaBarmba, I€CTO W CaM CKyI X, & HE UeTBOPKY
(X,+, ] -1l), 30BEMO HOpMUPAHUM BEKTOPCKMM LPOCTOPOM. O
Jaxo je sugern na je (R¥ +, - || - ||,) HOpMupaHu BEKTOPCKH HPOCTOP 3a CBAKO
p, 1 <p<oo.
N3Box y mpaBily BeKTOpa MOXKE Ja ce aecbuHuIe U 3a OPECIuKaBamba Ca BPe/-
HOCTHMA, y HOPMUPAHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY, HIIP. 33 MPECTUKABAbA

f:V = RF,
e je V C R¥. Baucra, ounrnenno je ma (9) nma cMucia n Taja.
Cuaeneha nedununuja yomurasa sedununujy (7).
Iedwmuumnuja 15. Heka je
f:V =Rk
npeciukasame gedunncano ma ckymy V. C R, Kaskemo 1a je f dudepenyujabunro
y YHYTpAIIkhOj TA9KH & € V aKo MOCTOjU JTMHEAPHO MPECTNKABAHE
L:RM — RF
TaKBO Ja je

1) = f@) = Lly —2)| = olly — =),  wxan  y—u

IIpecukaBame L HA3UBAMO NPEUM U3B000M NPECAUKABAIbG [ y TAYKH T W 03-
nauyasamo ca f'(x) wnu D f(x). O

BaxBaspyjyhu mpucycrBy HOpMeE, Yy HOPMUPAHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY je Jie-
dbunncan mumec, a rume u Jlangayos cum6on ,o(||z||) kag x — 0”7 xoju cmMo Kopuc-
TUJIN y TpeTX0onHoj nedunuimju. Burie gerampa hiemo Bumern y Imasu 2, roe hiemo
JIoKazaTu u ciejehe unmeHuIe, y HEMTO ONINTH]Oj CUTYAIUju:

Tepbeme 1. Axo je npecaurasarve dugepenyujabusto y Hekoj mawku, oHo je
Yy moj mauku u nenpexudno. ObpHYmMO, Yy onuimem CAY4ajY, He BadNHCU.

Tepbeme 2. Axo je npecaurasare f dupepenyujabusto y mavwku T, onda oHo
UMG Y MOJ MUK U U3600 Y NPABYY C6GK02 EKMOPa £; NPU MOME je

Def(x) = f'(2)(8),
2de je u3pas wa decnoj cmpanu auneapro npeciurasare f(x) us depunuyuje 15
NPUMEHEHO Ha 8eKMOp &.

O6pHyTo HUje TavHO: MPECINKABAHE MOYXKE Yy YHYTPAIlhoj Taukn x € V 1a
uMa M3BOJ y NpaBIly CBAkor BekTopa & (M, CIelujajiHo, CBe MaplujajiHe U3BOJIE),
anu 1a ve Oyme mudepentujadbuano y 1oj tauku. MehyTum, Baxku cieaehe:

Tepbeme 3. Axo npecauxasare f y mauku x uma nenpexudne napuyujonime
u3eode, onda je ono dudepenyujabunsto.
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Tepbeme 4. Heka je V C R¥. Axo je npecaurasaroe

fo=(f fra): V= R

duepenyujaburro y ynympawroj mauky ¢ € V, onda je

on ... Oh
axl 6:%1
Ofky . Ofky
(91E1 6:%1

MAMPUYE Auneaproz npecaukasarsa f'(c) y emandapdnum bazama eyxaudckus npo-
cmopa RF o RF2.

IIpumernmo na hemo y caydajuy ¢pyHKIHja jegHe peajHe MPOMEH/bUBE, Tj. Yy
cinyqajy k1 = ko = 1, y nperxomaHoj Teopemu umaTu 1Xx 1 MmaTpuiy, JaK/ie caMo jeaaH
peanru 6poj f'(z). 3aro m3Bon mudepennmjabunne GyHKIM]E jeIHE TPOMEHILHBE

f]a, b= R
MOYKEMO JIa TIOCMATPaMo Kao DyHKIH]jy
[ a, b= R. (10)

Camo y ToMm ciyuajy m3Bom GpyHKIMje MOYKEMO /1a TIOCMAaTpaMO Kao MpecinKaBarbe
Ca UCTUM JOMEHOM M KOJJOMEHOM Kao 1 cama byHKIHja. Y ciaydajy DyHKIHja BHIIE
MIPOMEHJBUBHX, Kao y TBphemy 4, pBr U3BOI je MPECTNKABAIHE

[V — Rkaxkz

T7e je KOIOMEeH CKyT ki X ko MATpHUIA WV, eKBUBAJEHTHO, CKYIl JIMHEAPHUX TIPe-
cmKaBama m3 RF y RFz2,

Crnenelhie tepheme yorrmrasa mo3HaTO MPaBUIO JudepeHinpama cioxene GhyH-
KIlUje jeJlHe MPOMEHJbUBE.

Tepbeme 5. (A3Box kKommosunuje npeciukaBama) Heka je V C RF,
f:V R

npecaukasare dudepenyujobuino y yrympawroj mawku a € V, W C R*2 cxyn
xoju cadporcu (V') u xome je f(a) ynympawra mavwka u

g: W — RFs
npecaukasarve Koje je dudepenyujabuano y maywku f(a). Tada je npecaurasarse
gof:V =Rk
Judeperyujadbuisto Yy mauky a U 6aHCU
(9o f)(a) =g (f(a))- f'(a),

2de je mHoICEIbE HA OECHO] CMPAHU MHONMCEIHE MAMPUYAL UAY, EKEUBAAEHMHO, KOM-
NO3UYUJA NUHEAPHUT NPECAUKABAHE.

Jloka3 oBor TBphema je CKOpo mMCTH Kao J0Ka3 oaroapajyhier tephema 3a
dyHKIHje jeaHe MPOMEH/bUBE, IMTO [eMO, y HEITO OMINTHjoj (DOpMU, BUIAETH Y
T'masu 2. Ilomohy mera u Tephema 4 Huje Temko ypaautu caemehn 3amarax, jep
Ce OH CBOJIM HA MHOXKEHE MATPHUIIA.
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Bamarak 9. Hexa je f : R® — R nudepennujabuina GyHKIMja TPH TPOMEH-
JbUBeE.

(a) Ako cy z,y,z : R — R nudepennujabusne dynkuuje jejHe npoMeHsbuse,
JOKa3aTh 113 je

d _Ofde  Ofdy  Of dz
dt (m(t)7y(t),2(t))_%E+@E+$E'

(6) Ako cy z,y,z : R? — R audepennujabumne GyHKIHje aBe TPOMEHTbUBE,
JIOKa3aTH Jia je

0 _osor ojoy ofo:
ge! () ultos) 2(08) = 50 e 5y or T Bz ot

Yemy je jennaxo %f(ac(t7 s),y(t,s), z(t,8))? v

Teopema 8. (3Boxa mHBep3HOr npeciukaBama) Hexa cy V u W omeo-
penu nodekynosu y RE w f 1V — W 6ujexyuja. Axo cy ucnyrwenu caedehu ycaosu

o npecaukasare [ je dupepenyujabuito y mauku a;
e f'(a) je unsepmubusna mampuya;
o npecaukasarve f~L: W — V je nenpexudno y mauwku f(a),

mada je npecaurasarve f1 dudepenyujabuno y mawru f(a) u sastcu

Df~H(f(a)) = (Df(a))™* (11)

2de je na decroj cmpanyu mampuya uneepsna mampuyu D f(a) (uau, exeusasernm-
HO, AUHEAPHO NPECAUKABAtLE unBep3Ho npecaukasarsy D f(a)).

Hanomennmo fa mocieiibu yCa0B y OBOj TEOPEMHU, O HEIIPEKHTHOCTU HWHBEP3HOT
upecjuKaBamba y Tauku f(a) He MOXKe J]a ce M30CTaBU: 1IOCTOjU nupumep dujexiuje f :
V — W koja je audepenuujabunna, anu nema judepenuujabusian u3sos (Bugeru
noryiaBjbe 0 M3BoAy mHBep3He dyHKuMje y [15] 3a mpumep TakBe QyHKIMje jeaHe
npoMernsbuse). MehyTuM, ako mMpeTnocTaBuMoO Ja je IPeCHuKaBambe [ HenpexudHo
Jugeperyujabuino’ omma je Taj yCa0B CYBHINAH. Bayky M BHUIIE OI TOTA, O UEMY
rosopu cieneha reopema.

Teopema 9. (Teopema o muBep3Hoj bynkmmju) Hexa je U C RF omeopen
ckyn, a € U u f: U — R* npecaurasarve 3a xoje sasicu:

e [ je nenpexudno dudepenyujabusto;
e mampuya D f(a) je unsepmubusna.

Tada nocmoje oxoauna V-C U mauke a u okoauna W mauxe f(a) maxee da je
f V. = W zomeomoppusam® ca nenpexudno dudepenyujabusium uUHEepIHUM
npecauxasarvem f~1: W — V u saorcu (11).

[Tpumerumo 1a y 0BOj TEOpEMH He MPETIOCTAB/bAMO 113 je f Oujexnuja, Hero, u3
HerpekuHe audepeniujabuIHocTu u uaBepTubuaIHocTu u3sona D f(a) saxmywy-
jemo na je f aokaamo, Tj. MOCTE PECTPUKITHjE HA MOXKIA Marby OKOJHHY, OMjeKIHja.
OBy BakHy Teopemy hemo, y onmrujem o0JHMKY, 1a JokaxkeMmo y Liasu 2.

234 mpecanKaBama y KOHAMHO JUMEH3HOHHM IpOCTOpHMa RF 0BO je eKBHBAICHTHO ca THME
[a Cy UM IapLWjasHy H3BOLU HEIPEKHIHH; oumTujy gedununujy gahemo y I'masu 2.
IIpecaukasamwe f : V. — W je zomeomoppuszam axo je oHo OGujekumja m ako ¢y v f u
f~1: W — V nempexumHa IpeciuKaBaiba.
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0.5. UmnaunurHo 3azare dyuknuje. Teopemy 0 nHBEP3HOj PYHKITUjI MO-
KeMO Ja mocMarpamo u Ha cienehu wagwn. I[IpermocraBumo Ja Ham je 3amara
bynxmmja f 1 V — R* nedunucana na orsopenom nogckyny V C RF u ma xohemo
na permnmo jemnaunny f(z) = c¢. 3a crako ¢ € f(V), oBa jemHaunHa UMa pelema,
oK 3a ¢ ¢ V uema. Ocraje jorn ma pa3MOTPHMO Kajl je Dellleme, ako MOCTOjH,
jemurcreeno. OBO MOxke fa Oy/ie BeoMa TEIIKO nuTame, jep dbyukuuja f (na Tuve
u jennauuna f(x) = ¢) moxke ga Oyne Beoma kKomiumkosaHa. Mehyrum, ako cy
napuyujajgnu u3Boau pyHkmyje f HempekuaHu, oHia hie, no Teopemu 0 MHBEP3HO]
dbyuKImju, pereme 6uTn, 6ap JOKAJHO? jeIHHCTBEHO aKO je HPBH H3BOJ HHBEPT-
nbuaHa MaTpuna. 3aucTa, Tajga je f Oujekmuja u x = f1(c) je jenuHO perreme.
N3 Jluneapue ajrebpe 3HaMO Ja je KBaJpaTHA Marpuiia L WHBEPTUOWIHA aKO U
caMO aKoO je pelleme XOMOTeHOr juHeapHor cucteMa Lx = 0 jemmacTBeno. Tuwme
CMO Delliehe KOMILIUKOBaHe jepHauuue f(x) = ¢ y OKOJIMHU Tayke T = a CBEJU
Ha IUTab€e pelraBarba HajjeaHocTaBHuje Moryhe jeHaqmHe — JTUHEAPHE jeTHATHHE
Lz =0, rne je L=Df(a).

CeMm KBaJIpaTHUX CUCTEMA, Y JIMHEaApHO] aJIredpu CMO PeIIaBav U MPaBOyTAOHE.
Ha mpumep, cucreM /iBe TuHeapHe jeJHAUYWHE Ca TPU HEMTO3HATE

—2c+y+z=1, r—2y+z=4 (12)

MOZKe HEKAJL JIa ¢ PEITH TaKO IITO Ce IBe HEeMO3HaTe u3pase npexo tpehe. VY ciaydajy
cucrema (12) permeme je

z=x+2, y=xz—1 (13)

OBoMe MOXKeMO Jia JJaMO M TeOMeTPHUjCKy uHTepiperanujy. Jeanauuna (12) je jea-
HAYMHA TIPaBe y TPOAMMEH3MOHOM mnpocropy. Jexnaduna (13) je, mapasHo, jei-
HAYMHA T€ WCTE [PaBe, AU MPUKA3aHA KA0 rPadUK MPEC/InKaBamba

f:R— R flx)=(z+2,2-1).
Ilocmarpajmo caga jemHaqInHY
F(z,y)=0
Kana my MoKeMO 13 permMo o & Wi, TeOMETPHUjCKH TVIeJAHO, KaIa CKYII
{(z,y) e RxR| F(z,y) = 0}

MOXKeMO Ja MpejcTaBuMo Kao rpaduk dyuxmmje y(z)? VYamumo Hup. GyHKIH]y
F(z,y) = y?> — z. Taga nmamo moca ca TapaboioM

I:={(z,y) e RxR|y* -z =0}.
Ona Huje rpaduk dyurmje  — y(z), anm uMa ciegehe CBOjCTBO O KOME JIMYH

Ha rpaduk:

ceaxa maywka (a,b) € I cem xoopdunammoz nouvemxa uma oxosuny U C R x R,
maxey da je U NII epadusx.

4 Toxaano smaan Y HEKOJ 0OKOAUHU TAYKE O KOjOj je ped; y OBOM CIydajy ped je O TAYKu y
KO0jOj je IpBU U3BOJ, UHBEPTUOUJIAH.
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[IpumeTumo 1a CMO KOODAWMHATHY MOYETAK MOPAJIHU /13 W30AIUMO U3 OBOT TBP-
bema, jep HE y jemaHoj merosoj okonumHm mapabona muje rpacduk. Ha jesuky re-
oMeTpHje, Ty TA4Ky IPEIO3HajeMO Kao TadKy mapabose y KOjoj je manzenma 6ep-
MuKaAHa, a Ha jJe3NKy TudEpeHInjaHor PavYyHa Kao TadKy y K0joj je

8—F =0. (14)
Ay

Bancra, napnujanan u3son dbyukmmje F(r,y) = y> — o M0 APyToj MPOMEH/bURO]
je 2y u om je jeanak uynum 3a y = 0, omakie, ybanuBameM y jeIHAUNHY Hapabose
nobujamo u x = 0, Tj. KOOpAWHATHU MOYETAK. UWIHEHUIA Ja& KPUBY HE MOXKEMO
Jla TPEJICTABUMO Kao rpaduk DyHKIHje TaMO Te OHA WMAa BEPTUKAJHY TAHTEHTY
je pasymspuBa: rpaduk He CMe Ja cede BEPTHKAJHY IIPABY BUIIE O j€HOM, a
TAHTEHTA je YIIPABO MMPaBa KOja J0IUPYje KPUBY ,,Ca BAMIECTPYKOIINy 2 uin Buiie”
OJTHOCHO aKO je Ma KOJMKO MaJjo MapaJiesiHo TOMEPUMO Ha JeCHy CTpaHy, nobufieMmo
mpaBy Koja cede mapaboJLy IBAIyT.

ITpumerumo ma cMo oner nurame penmBocty jeauadune F(z,y) = 0 no x ceenun
Ha pellaBambe jeJHOCTaBHU]je, JuHeapHe jenHauune (14). 3a pasuuky oz curyanuje
y Teopemu 0 mHBEpP3HO] PYHKIHUjH, KA CMO IHOCMATPAJIH MPECIUKABAIHE U3MEDy
IpOCTOpa MCTe AuMen3nuje, oie je F npecimkapame n3 R? y R.

OpxroBop Ha MUTAmkE O PEIMIMBOCTYH W JEIWHCTBEHOCTH PEIEHa MTPABOYTAOHUX
cucrema naje Kponekep—Kamenujesa Teopema u3 Jluneapue anredpe. Hbewno yorm-
IITerhe Ha MPONU3BOJbHE, He 00aBE3HO JuHeapHe, jeaHadnHe je caemeha Teopema, Koja
Ce OJIHOCU Ha pellaBambe (He 00aBE3HO JIMHEAPHUX) jeJHAYMHA

Fi(z1, .o Xhy s Yty s Yky) = 0, Fr, (21,0, Zhy s Y1y -5 Yky) = 0.
Osuauumo taduke (T1,...,%5,Y1,---,Yk,) ckpaheno ca (z,y) u (Fy,...,Fy,) ca F.

Teopema 10. (Teopema o ummuuiuTHoj bynkuuju) Heka je U C RF1+hz
omeopen ckyn (a,b) € U u F : U — R*2 npecauxasaroe xoje ucnyrasa caedefie
ycaose:

o [ je nenpexudno dupepenyujabusho npeciurasarse;
e F(a,b) =0;
® K6a0PAMHG MAMPUUG

(375;(0" b) T gyil ((l, b)
F’!: (a’ b) = : : :

OF) OF,

Baan) e

je unsepmubuana. Tada nocmoje omeopena oxoruna V C RF mauxe a u
W C R*2 mauke b u nenpexudno dudepenyujabuino npecrurasarse

f:V-w
makeo da je 3a cee (x,y) €V x W
Flz,y) =0 < y=[f(2)
IIpu mowme je

(@) = =(Fy(x, f(2) ™" Fi(z, f(2)).



0. YBOII 29

l'eomeTpujcku TyIemaHO, OBa TeopeMa HaM KaKe IO, KOjUM yCJIOBUMa, BUIIEI-
umensuony nospii F(z,y) = 0 y eyKIUICKOM NPOCTOPY MOXKEMO [ IPEACTABUMO
kao rpaduk upeciukasawa y = f(z).

[pumerumo fa je rpaduk Gyrkmmje 2z = u(x,y) IBOANMeH3HOHa ToBpIT y R3.
Ommrruje, u3 Teopeme 0 UMILIMIIUTHO] DYHKIMJU CJIETA

Teopema 11. Axo je F : RF1Hk2 — RF2 yenpexudno dudepenyujaburmo npec-
aukasarbe, maxeo da mampuya DF y ceaxoj mauxu ckyna F~1(c) uma maxcu-

manan pane®. Tada je

S ={zx Rk | P(z) = ¢}

noepw oumenaugje k.

Hamomena 6. [lojam aumen3uje moBpinu nperu3Ho hemo na gedunuimemMo y
T'naBu 2. Y oBoM TpenyTKy, 3a10BosbuhieMo ce cienehum OnucoM u 33JanuMa KOoju
ciene. Heka je v xpusa y R?, 3a1aTa mapaMeTapcKnM jeTHAUMHAMA

r=a(t),  y=ylt) 2=z

Ako cy x,y, z nudepenuujabuiine QyHKIMje, BEKTOP

T o= ('(t),y'(t),2'(t))
HA3UBAMO 8€KMOPOM OP3uHe, & CBAKU HeMY KOJIUHEAPAH BEKTOD MaAH2EHMHUM 6€K-
mopom ua xpusy y tauku (z(t),y(t),2(t)). Taurenrna pasan na nospm S C R?
y Tauku p € S je CKyIl CBUX TAHTEHTHWX BEKTOPA y TAYKH p HA CBE KPHUBE Y KOje
JiesKe y TIOBPIIH W MPOJIa3e KPO3 TY TadKy.

ITpernocraBumo ja je moBpin 3ajara jennauunom F(x,y,z) = ¢ u na F 3amn0-
BOJbABA YCJIOBE IPETXO/HE TeopeMe, Tj. rang DF(x,y,z) = 1 3acse (x,y,2) € S. 3a
cBaky kpuBy (x(t),y(t), 2(t)) na S Baxu F(x(t),y(t), 2(t)) = ¢. Judepennupamem
OBe jJeZIHAKOCTH TO t, y3 TIPUMeHy TpaBuia 3a M3BOJ cJoXeHe GyHKIWMje (BuaeTn
jelaH ol MPeTXOMHUX 3a7aTaKa), T06HjaMo

OF dx OFdy OFdz
R —_— — — 1
Ox dt Oy dt 0z dt 0 (15)

jep je u3Bon KoHcTanTe HyJa. V3pas Ha jeBoj crpanu y (15) je BpeaHoCT JIMHeapHOTr
npecaukasawa DF (z)(T). Jdpyrum pedumMa, TAHP€HTHA PABAH je je3rPO JIMHEAPHOT
npeciukasamba DF(z) : R — R panra 1, gakie ABOIMMEH3HOHH IIPOCTOP.

Axko yBenemo oznaky V F = (%—5, %—Z, %—5), jennaumny (15) koja onmcyje Tan-

TEeHTHY PABaH MOXKEMO Ja HAIUIIEMO y OOJIUKY
VF 1T,

mro 3ua4u jga je V F BekTop tanrentHe papau. Cazma jgako mMoxemo ja nHahemo u
jelHaYMHy TaHI'eHTHE PaBHU HA HOBpW Jary jennauunom F'(z,y,z) = c.

CBe pedeHo y OBOj HAIIOMEHM C€ MPABOJMHUJCKH YOIINTABA HA M—IUMEH3HOHE
nospm y R¥ 3amare cucremom on k — m jenmaumna, suimie merasba Ouhe garo y
T'naBu 2. o

3anmarax 10. Cxkyn
S = {2? +2y* + 3% = ¢}

5 Ipyrum peuuma, (Vz € F~1(c))rang DF(z) = ka.
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3a ¢ > 0 je aBosumen3uona mospii (enuncouns), anu He U 3a ¢ < 0: 3a ¢ =0 5 je
rTauka, a 3a ¢ < 0 npasan ckyn. Ilposepuru 3amTo 3a ¢ > 0 IperxojHa Teopema
MozKe, a 3a ¢ < 0 He MOxKe J1a Ce IPUMEHH. v

3amarak 11. lokazaru 1a je
S=A{(z,y,2) eR® | > +2° —wy+ 9?2 =2}

y okomuun Tauke (1,1,1) rpaduk dynrimje z = u(x,y) n vahn % " g—Z. Hahnu
jennaumHy TanrenTHe pasuu Ha Sy rauku (1,1,1). Yuyrcrso: Bugeru Hanomeny 6.

Ha mm mocroju tauka ckyma S y uujoj oxkoaumuu S Huje rpadwuk dyHKIHje
npomeHsbuBHX z = u(z,y)? Ja am mocroju ravka ckyna Sy 4ujoj okoiumHu S Huje
rpaduk dyukuuje r = v(y, z)? v

3anarak 12. /lokazaru 1a je jeIHaIHHOM

sin(z +y) +sin(y+2) +sin(z+2) =0

y Hekoj okosmau Tauke (m,m,7) nebunncana byakuuja z = u(x,y) u naln mene

MapIyjaJHe U3BOIE. v
0.6. Jlokamau ekcrpemymu. Axoje f(z!,..., 2%) mudepernmumjabumma byn-
Kiuja k TPOMEH/PHBHX KOja MMa JIOKAJHH eKCTpeMyM y Tadkn a = (a!,...,a"),
OHJIa U IhEeHA PECTPUKIINja HA XUIIEPPABaH
2 =d%,... 2" =d¥,

Koja je dbymkimja jemme mpomenbuse b, Wva MoKamHN ekeTpemyM y Tadkn cl. Tlo
MO3HATOM CTaBy 33 (DYHKIIM]e jeJHe TPOMEH/bUBE, HEeH M3BOJ y TOj TAYKH j€ jeTHAK

HYJIH, Tj.

of

+5(a)=0.

ox
Wcro Baxkm m 3a ocrajie MPOMEHJbUBE, Ma TaKO J00MjaMO HEOIMXOJaH YCJIOB TOJ,
KOjUM je TadKa C JJOKAJHU €KCTPEMYM:

of .._of ~  _0f
ﬁ(a)—@(a)—...—w
Kao u y cayuajy dpyukmmja jesne nmpoMeHbuBe, JOBO/BAH YCJIOB ce moduja u3 Tejro-
pogse dopmyie, o uemy he 6utu peun y [1apu 2. HamomeHnmo 1a BUIIEIMMEH3MOHT
CIydaj UMa CHenuUIHOCTH KOJUX HEMA Y jemHoanMeH3uoHoM. Ha mpumep, ako u3
JPYTOT W3BO/IA HE 3aKJbYIIUMO 13 Ce PAJId O eKCTPEMHO] BPETHOCTH, HE MOXKEMO CaMO
HA OCHOBY Hhera J1a 3aKJby IUMO 1A UMAMO TOCJIA CA TPEBOJHOM TAYKOM, HETO MOPAMO
na TpasuMo ciaegehu uzson®. Y BUIeIMMEH3MOHOM CIIydajy, IIOCTOje CHTyaluje y
KOjuMma Beh u3 APYyror u3Bo/a MOXKEMO /3 3aKJbY4UMO I CE HE PAJId O eKCTPEMHO]
BpemHoCTH, Oe3 Tpaykema Tpeher.

(a) =0. (16)

3anarak 13. Hahu ancoasymne ekcrpemyme dyHKIHje
file,y) eR? [220,y>0,2+y <4} =R, fz,y) =2 +ay+y’—3z+3y.

VYiyTcTBO: OBE BPEIHOCTU Ce CBAKAKO AOCTUXKY (Buieru BajepiirpacoBy reopemy
Ha crp. 21). Josossan ycsos (16) uzusaja camo ywympawree mavwke JOMeHa, jep cy
n3BOAM NehUHUCAHN CAMO Y YHYTPAITFAM TA9KAMAa; HEOITXOIHO jé CeM FUX JOJTATHO
WCIIATATHA W TPAHUILY JOMEHA. v

Soynkumje f(z) = 23 u g(z) = z* umajy meTn Apyrm m3BOA y Hymm, MeDyTHM IpBa HEMA
Yy TOj TaYKH €KCTPEMYM, JOK APYTa mMa. 10 BEAUMO TeK Kaj m3padyHamo tpehinm mssox 3a f u

YeTBPTH 3a g.
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0.7. Ycnosuu excrpemymu. Axo dyukmuja F : R¥ — R 3am080/maBa yciose
Teopeme 0 UMILTUIIATHO] (DYHKIMjU, OHIA je

S={zcR"|F(z)=c}

xunepnospm y R, Heka je g : R¥ — R audepennujabumna dbynxnuja. Ex-
CTPEMYMHU FheHe PECTPHUKIIHje HA XUIEPIOBPII S HABUBAJY Ce YCAOBHUM EKCTPEMY-
MUMG WA EKCPEMYMUME 8€3aHUM Ycaogom F(z) = c.

Ako pecrpukigja dyHkimgje g Ha S UMa JOKAJHA €KCTPEMYM y Tadku p € S,
OHJIa U FhEHA PECTPUKIINja HA CBAKY KPUBY

1 =x1(t), ...,z = k()

KOja JiexKu Ha S M HPOJIaKU KPO3 TAdKy P UMa JIOKAJIHU €KCTPEMyM y TAYKHU P.
Ipyrum peunma, QyHKINjA jeIHE TPOMEHIbUBE

t— g(ai(t),...,zk(t))

MMa JIOKAJIHU €KCTPeMyM y Tauku t = ty y KOjoj KpuBa IIPOJIa3u KPO3 P, A HeH
M3BOJ ¥ TOj TayKuW Mopa jna Oyzae wysna. IIlpmMerHoMm TpaBmia O M3BOIY CJIOKEHE
dyHKIHje omaTiae 3aK/byIyjeMo

09 dy 99 dey

e at T T e

Hpyraauje 3anucano: Vg(p) L T 3a cBaku Bekrop T KOju je Tanrentan ua Sy
rauku p. Y Hanomenu 6 cmo Buzenu na je u VF(p) oproronajan Ha TaHI€HTHU
upocrop. Iourro je S xuneproBpiir, IPOCTOP OPTOrOHATHIX BEKTOPA HA TAHMCHTHU
mpocTop je auMmensnje jeman, ma Bektopn V F(p) u V g(p) mopajy ma 6yay mpo-
ropimona Hu. Tako ¢MO W3BEJIW HEONXOJAH YCJIOB Ja TavyKa p Oye JIOKAJHU eK-
CTPEMYM:

Vg(p) = AV F(p) (17)

IMpumerumo ga je (17) cucrem ox k jeqnaduna (cBaka o1 k KOOpAWHATA BEKTOPA HA
JIeBOj jenHaka je omrosapajyhoj KoopauHATH BEKTOPA Ha JeCHO] crpanu) ca k + 1
HEMO3HATUX: Kk KOOpJAMHATA TAadKe p W CKajtap A. AKO TOM CHCTeMYy J0JaMO U
jeHAYUHY

Fp) =, (18)

(jep Tpaxmmo yciopHE ekcrpemyM p € S = F~(c), nobujamo cucrem om k + 1
jennaunna (17) n (18) ca k + 1 nenoznarux.

3anarak 14. Hahu ancosymmne exkcrpemue BpegHocTu byHKIIH]je
g:{lmy) eR? |2 +y* <1} =R, g(a,y) = zy.

Yuyrcrso: IIpumerumo ga dyHkiuja g cBAKaAKO MMa AICOJIyTHU MAKCUMYM ¥ MUH-
MMyM: HEIPEKUIHA je, & JOMEH jOj je KOMITaKTaH, 11a 32 Y BayKW PaHMje TOMEHYTA
BajepmirpacoBa teopema. Y YHYTPAIIEOCTHA JAWCKA KAHIUIATH CY TaYKe OOMIHUX
JIOKAJTHUX €KCTPEMyMa, & HA T'PAHUIHOM KPyry Tpeba Hahu ycIOBHE eKCTpeMyMe
Besane yciaosom F(x,y) = 1, tae je F(x,y) = 2% + 2. v
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0.8. WMurerpanuja. Heka je f : [a,b] — R mempexuma’ dbynxmmja jemne
peasiHe IIPOMEH/bUBE. ¥ IPBOM KypCy aHaau3e CMO JepHHHCATHA FHeH HHTErpasl
(amp. ma unrepsasy [a,z] C [a,b]) ca

jlx—a) xT—a

T n—1
/ f(t)dt :== lim Z flej) Ay, rue je G =a+— A, =
a jio

n—00 4 n n

U JIOKa3aJu J1a je

13 JlarpamzkeBe Teopeme O CpenmOj BPEAHOCTH Caefu 1 je MyHKIN]a
xr
F:la,b] =R, F(x) :/ flt)dt
a

jeano3HavHO onpehena ycaoBuMa
Fl(a)=fx) u Fla)=0,

na dopmyna (20), ymecro (19), moxe na ce y3me Kao JeduHunmja UHTErpasia.
JIpyruM pedmMa, MOYKeMO Ja KaykeMo J1a je, 1o gedunurmjn’,

b
/ f(t)dt = ®(b) — ®(a)

3a buso kojy mpuvuTHBHY byrrumjy ¢ dynxunje f.

OBa aBa mpucryna AedUHUINjU WHTErpaja Cy €KBUBAJIEHTHA Yy jeIHOIMMEH-
3UOHOM CJIy4ajy, Tj. KOm (byHKIHja jeaHe peajHe mpoMeH/buBe. HbuxoBO yorriT-
€be HA BUINEIUMEH3UOHN CIIydaj MPUPOIHO HAC BOAM KA JIBA PA3TUYUTA KOHIENTA.
Panu jemnocraBrOCTH, pa3zMoTpulieMO y OBOM yBOJIY CaMO JABOJUMEH3UOHU CJIy4aj
ca BUIILE JIeTajba, U yKa3aheMo Ha BUIIEIMMEH3HOHE TeHepaau3anuje Koje hemo je-
TajbHUje pasmarpaTtu y Imasu 3.

IMpupoxnno yonmreme nedununuje (19) je mHTErpas M0 NPABOYTrAaOHUKY: HEKa,
je

f : [al,bl] X [ag,bg} — R
HenpekuaHa GyHKOHja. AKO MOJeIMMO CBaKW OJ WHTepBasia [ai,bi], [az,bs] Ha
HOJIMHTEPBAJIE jeIHAKE Jly KUHE, Kao mTo cMo 'y (19) ypaauiu ca uarepsasioM [a, x),
nobufiemo noneny npasoyraonuka |ar, bi] X [ag,be] HA N Mamux npaBoyraoHuKa

Joy -+, Jn_1. CBaku o bbUX UM LOBPLUUHY
by — by —
py e ) 0)
n

W3zabepumo 3a cBaKO ¢ NPOU3BOJbHY TAYKY C; € J; U AedUHUIITIMO

n—1
// f(z,y)dzdy := lim Zf(cj)An. (21)
[a1,b1] % [az,b2] n—00 =0

7360r jeTHOCTABHOCTH OBOT' YBOJHOT M3JITaraika, y OBOM IIOIJIaB/bY NeMO TOBOPHUTH CaMO O
MHTErpajanMa HEeNPeKUAHUX DYHKIHja; WUy Kiaacy murerpabuianux ¢pyHxknuja pazmarpahemo y
['maBu 1 u I'nasm 3.

80pakas npucTyn JedUHHNKjU HHTErpaja je uzabpan y [6].
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Bunehiemo y I'maBu 3 na oBa medwnunmja He 3aBucH o n300pa Tadaka ¢;. JacHo je
Ja ona yomrrrasa gedununujy (19) ca numensuje 1 na quvensujy 2. Osa nedunu-
[ija Ce HA OYUIVIE]AH HAYUH IPEHOCH U HA CBAKY AuMeH3Hujy k > 2, ¢ TUM mTO je
A, y TOM CIIy4ajy 3anpeMuna k—IuMeH3UOHOT KBAIPA.

Kao u y caydajy waTerpasa GyHKINje jeIHe TPOMEH/bUBE, HEKE OCOOMHE KOHAYU-
HUX CyMa ca JiecHe crpade y (21) ce mpenoce Ha uHTErpas Ha JieBoj. Tako je, Ha
npuMep, WHTErpasl mo3uTuBHE (DYHKIMjE TO3UTUBAH OPOj, & WHTErpaj JuHeapHe
KoMOWHaNuje ape (yHKIHje JTUHeApHa KOMOHMHAIWja WHTErpaa CcBake (PyHKIIHje
nojeauaadno. HaBenumo u aBe ocobune crennduaOHe 3a BUIIEIUMEH3UOHN CITY9aj.

Teopema 12. (Py6uHmMjeBa Teopema, crnernujanuu ciay4uaj) Heka je
f:J—=R

Henpexudna gynryuja va npasoyzaonury J = [a1,b1] X [az, bo]. Tada je

J[ seaizan= [ b < b Flay) dy> w= [ b ( b fley) dx> "

3anarak 15. 3pauynaru

// (5y* — 182%y) dx dy
[0,4]x[—1,1]

npnMenom Dy6GuHMjeBe TeopeMe. v

OyOunujeBa TeopeMa Ce Ha OYUIJIEAaH HAYWH YOIIITABA, CA ABOCTPYKHUX HA
BUILECTPYKE MHTErpPase, ajil U Ca IPABOYTAOHUKA (M HHUXOBUX BUIIEIMMEH3MOHUX
reHepanu3anuja, k—IMMeH3MOHMX KBaJapa) Ha ommruje obsactu. Tako hemo y
I'maBu 3 Bumern fa Bazke jeIHAKOCTH Kao IITO je

/Ol/oﬁf(ffay)dydffZ/Ol/ylf(x,y)dxdy. (22)

3amarak 16. Ckunuparu obmact D C R? orpanmieny xpupama T = y2, z = 1

Uy = 2 U u3padyHaTu
// (2% + y?) dx dy
D

Ha JBa HAYMHA: MHTETPALFjOM IPBO IO T, IIa 3aTUM 10 Y U OOPHYTO, IPBO IO Y, 114,
3aTUM 10 . v

Teopema 13. (Teopema 0 cMeHM HPOMEHJ/bUBE, CHENMjATHM CJIydaj)
Heka je
f : [al,bl] X [ag,bg} — R

HENPEKUOHG PYHKUUJG U

¢ a1, Bi] X ez, B2] = [a1, b1] x [az, bo]
ToMmeomopdusam, makae da cy npeciurasara © u O ' nenpexudno dudepenyuja-
OUAHG Y YHYMPaAWrUM mavkama ceojur domena. Tada je

/ / f(a,y) drdy = / / f o p(s, )] det (s, )| ds dt,
la1,b1] % [az,b2] [a1,B1] X [eea,B2]

2de je nocaedwu waan N00 UHMEZPAAOM HA 0ECHO] CMPAHY GNCOAYMHA 8PEIHOCT
demepmunarme npeoz u3e0da NPECAUKABAILA .
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U oBa Teopema ce Ha OUHIVIeTaH HAYMH YOIIIITaBA HA JUMeH3uje Behe of /1Ba, a
y3 MaJio Tpy/Ja U Ha omiruje obaactu ox npaBoyraonuka. O rome he butu pedn y
T'naBu 3. Tamo hemo u s1a 06jacHMMO 10jaBy AICOIYTHE BPEIHOCTU JE€TEPMUHAHTE
MPBOT M3BOA (KOja HHUje OMIa MPUCYTHA ¥ TEOPEMU O CMEHU TIPOMEHJBUBE Y CIIYUajy
dyukuMja jeqHe TPOMEHIbUBE).

Bamarak 17. Heka je D obsacr orpanudena kpusama 2 +y? = 1, 22 +y? = 4,
xr =0, y = 0. 3pauynaTu nHTETpaJ

// zy dx dy
D

TpeackoM Ha, MOJIapHe KOOpJAWHATE. YTMYTCTBO: TpUMeHUTH TeopeMy O CMeHHm
MTPOMEHJbUBE Ha TTPECTUKABAFHE

o(r,0) = (rcosf,rsinb).

Hokazaru na je det ¢'(r,0) = r u nahu a1, f1, ag, B2, Tako na je p xomeomopdusam
kBaapa (a1, B1] X [ag, B2] na D. v

Bparumo ce caga ¢dopmynu (20) Koja, Kao 1ITO CMO PeKJH, BOAU Ka MOryhoj
nedunumjn warerpaga nomohy npumurusae dynkmmje. Cerumo ce ga je, 3a
dyukuujy jenne upomensbuse f(x), weHa upumuruHa QYHKIMjA OHA KOja 3a0-
BOJhABA

o' (2) = f(2). (23)
3a ¢yHKIMje BUllle MPOMEH/bUBUX, OBa JAedUHUIIA]a MOpa 1a ce Moaudukyje, jep
dyHkumja u wen u3Box Hucy objekTu ucror tuna (Buaeru jguckycujy ucuos (10)
Ha cTp. 25), ma (23) Hema cmucaa. Bunemu cmo ga ussony dbynknuje f(xq,...,2k)
BHUIIE TPOMEHJBUBUX MPUIAPYIKYJEMO BEKTOP

—(of . of
vre (2 2.

IIpobsem mamaxkema npuMuTuBHE BYHKINje U3 Teopuje (DyHKIHMjA jeaHe TPOMEH-
JbUBE Ce YOTIITaBa Ha (DyHKIMje BUIe MPOMEH/bUBUX Ha, cregehn mpobiaeM. Ako je
D C R* u ako je naro eexmopcko nome F na D, 1j. npeciukasarme

F:D — RF,
nahn dynkmnjy f: D — R, TakBy 1a je
V f(z) = F(z), 3a cBe x=(x1,...,2%) € D. (24)
Dyuxiuja [ u3 (24) HasuBa ce nomenyujasom eexmopcroz nosa F. Y ciyuajy
k = 1, jenmHOM y KOME MOXKEMO [1a HAEHTH(MUKYjEMO CKajlape W BEeKTOpe, TMPUM-

nTuBHA (PYHKIHja CKagapHe PYHKIHjE je MOTEHIHjaa Ca HOM HIACHTH(PUKOBAHOT
BEKTOPCKOL MOJbA.

3anarak 18. (a) Heka cy
fg:RF SR
HenpekuaHo qudepenuumjabunne dbynknuje, Takse na je V f(x) = Vg(x) 3a cse
x € RF. Jloxkazaru na je f —g = const. Ynyrcrso: dyukimja h = f — g 3a/10B0/baBA,

Vh = 0. ®uxcupajmo Tauky y € R¥. Ilpomssomuy tauxy r € R* moxkemo ma
CIIOJUMO Ca Y CETMEHTOM

[,y ={x+tly—x)|0<t <1}
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Hudepentupamem DyHKIHjE jeqHe TPOMEH/bUBE
0,1 =R, Y(t) :=h(z+ty—2))
U IIPUMEHOM TIPABUJIA 33 U3BOJL CJIOXKeHe (DYHKIM]e 3aXK/bYYUTH A je

oh h
1/)’:8—961(y17:51)+...+8—wk(yk7xk):Vh'(yfx):()

Ouariie, Ha ocHOBY Jlarpazkese Teopeme, 3aK/by YuTh Ja je ¢ = const. Cuenujanno
h(z) = ¥(0) = (1) = h(y) 3a Tpon3BOIBHO Yy, Hakye h je KoHCTaHTHA QYyHKIH]A.
(6) MokazaTu 1a je MOTEHIMjaJ BEKTOPCKOT MOJba

F:RF - RF
JEIMHCTBEH [0 HA KOHCTAHTY. v
Ha 6ucmo mokymamu fa pemumo jeaaauuny (24) no f, yBogumo cienehu mojam.

Heoununuja 16. Hexa je D C R orsopen ckym u v xpusa y D 3anara
IJIATKOM TIapaMeTpUu3aliujomM

r =r(t), a<t<hb,
W, Y KOOpAWHATAMA,
x1 =x1(t),. .., = x(t), a<t<b
u neka je F := (Fy,...,Fy) : D — RF mHempexknmno BeKTOpCcKo mosbe. Kpusoaunu-

jexu unmeepan oba F nyx xkpuse vy je

b
/F-dr ;:/ F(r(t))%dt. (25)

IlogmaTerpanua dyHKIMja HA JT€CHO] CTPAHU jeé CKAJAPHU TPOU3BOI BEKTOPCKUX
dynkmuja F m r’, Tako ma ce pagu 0 oOMYHOM HHTErpasy peasnHe GyHKIH]E jeIHe
peasHe poMeHsbuBe, neduHICAHe HA MHTEPBATY [a, ). O

W3 nedbwnnnmje crnenu na aeduHunmja KPUBOJIUHU]CKOT WHTEIPAJIA, 3aBUCH O
opujeHTalMje KPHUBE 7y, a HE CAMO HEHe TeOMETPHUJCKE CJIUKE (T3B. HOCAUG KPUGE).
Hup, axo je

ry:[-1,1] — R*
napamerpusanuja kpuse v C R¥, onza je n
Iro: [—1, 1] — Rk, I‘Q(t) = rl(—t)
rapaMeTpu3aluja ucTe KpuBe, ca APYroM OPHUjEeHTAIUjOM — Ty MOYHUIbEe Y TAYKU Y
KOjOj ce ry 3aBpiaBa u OOPHYTO. 3aMeHa MmapamMerpu3aluje I'y TapaMeTPU3alnjoM

Iy JIOBOJIM JIO IIPOMEHE 3HAKA KPUBOJIMHUjCKOD MHTErpaJia.
N3zpa3z

b
/F-dr ;:/ (Fi(21(t), ..., ()T (E) + -+ Fu(@r(t), .., an(t))2}(1)) dt

je npyru 3anuc xedununuje (25), y koopaunarama. Hekazna ucru uspas 3anucyjemMmo
u ca

/F~dr::/F1dz1+...+derk,
¥ ¥
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cyrepuinyi 7@ ce oBaj MHTerpaj M3padyHaBa TaKO MITO Ce y U3pa3 Ha JECHO]
CTpaHM yOaly ImapaMeTpu3aliija Kpupe, Ipu demy ce dri,...,dT) MOHAIIA]y Kao
nudepeHIjanu, Tj.

d.’El d{I?k

doy = g da = 22 g
=g T 0

3anarak 19. spauynaru
[@ =iz @t iyay
¥

ako je y

(a) myx koja nouuwe y tauku (0,1) u 3aspwasa ce y rauku (1,2);

(6) meo mapaGone y = 12+ 1 koju mounme y tauku (0, 1) 1 3aBpmasa ce y Tadku
(1,2). v

Bparumo ce caja pemasaiy jeanauunne (24) no f, 3a 3a1aT0 BEKTOPCKO T10JbE
F. Paszmorpuhemo oBze camo ciayvaj k = 2, a onmmru ciay4aj y [masu 2 u I'nasu 3.
Hexka je D C R? orsopen cKymn u

F:D — R% F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))

JIaTO BEKTOPCKO TI0JhE M HEKA Cy HeroBe KoopanuaTtae dhyukimje P u () HEmpeKuIHo
nudepentujadbunne. [Ipernocrasumvo na je f: D — R pememwe jennauune (24), 1j.
aa je
O _p 9 _g
ox oy
Moo cy dyuknuje P u () Henpekuauo audepeHnjaduIne, MoxeMo 1a audep-
EHIIpaMO TPeTxXomHe jemHakoctw. JInmdepeHnmpamem npBe NO Yy, a ApyTe IO T
1o6mjamMo

oof _ob  00f_ 0Q

oydxr Oy’ 0x dy Oz’
Y I'nasu 2 mokazahemo ciezehe tepheme:

(26)

Tepbeme 6. Axo cy dpysu napyujasnu useodu menpexudue pynryuje, onda
OHU KOMYMUPAJY, Mj. 8aANHCU

oo9f 0 of

Oy oxr Oz Oy’

IMomro cy P u Q no medunuiyjn HempeKu HO audepennujabuine yHKIH]je,

BHUXOBH TAPLUjaJIHA U3BOAU Cy HENpEKuAHU, na u3 (26) cieam ga Cy UCHyHEHH

ycnosu Tephema 6. 3aro Baxku (27). Omarne u u3 (26) cienu na je neonzodan
YCA08 32 TI0CTOojatbe pelierba jexnadute (24)

orP  0Q

oy Oz’
Ja i je OH U JI0OBOJbAH, 3aBUCH OJI, TOMOJIOMIKUX CBOjcraBa objactu D. O6jacHumo
1o meraspHHUje. HMaeja wam je ma moTeHImjan geduHUIIEMO TIOMOhY WHTErpasa,
Kao IpUMHATHBHY DyHKINjy vy ciaydajy dyHKImja jenne npomensbuse. Ilpennsnuje,
KeauMo s1a pukcupamo Tadky (a1, as) € D u nedununiemo GbyHKIM]y

(27)

(28)

f:D—=R, f(z,y) :z/F«dr. (29)
v
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Ykoiuko je oBako jedunucana Gynkuuja 106po gedbunncana (Tj. YKOJUKO IIPET-
xoaHa gedUHUNIKja He 3aBUCU O U360pa KPUBE ) JIAKO je IpPOBEpUTH, Kopuiilie-
weMm Ibyrn-Jlajonunose dopmyse u mMano padyHa, Ja CMO HOM JOOUIIN Derlemne
jennaumue (24). Mebhyruwm, unramar koju je ypamno 3amarak 19 Bumeo je ma ce
UHTErPAJIM BEKTOPCKOT TI0Jba JyK JBe pa3judure Kpuse (IyxKu U Jea napabosie)
KOje CTajajy ucTe Kpajibe TauKe — PA3JIUKY]y.

Axo je kpuBa vy 3ameopena, tj. axo je r(a) = r(b) onza 3a KPUBOJUHUjCKU
HHTErpaj Iy’ e KOPUCTUMO O3HAKY

%F-dr.
¥

Cutesiehie TBpheme je ounrieiHo, ako UMaMo y BUJLy JIa Ce IPOMEHOM OPHjeHTalrje
Mema 3HAK KPUBOJWHU)CKOT WHTerpasa. llpemraikeMo anuTaoIty ma ra ToKaxKke, Kao
TECT pa3yMeBarba T€ YUIHEHUTIE:

Tepbeme 7. Heka je F : D — R* nenpexudno eexmopcro nome y R*. Kpu-
BOAUHUICKU UHMEZPAA
/ F-dr
~

He 3asucu 0d u3bopa kpuee vy Koja cnaja dee dame mauke, He20 camo 00 MUL
MAAKA, GKO U CAMO GKO je
7{ F.-dr=0
y

Creneha Bazkua Teopema yommrrasa tbyra—JlajorumoBy dpopmymny 3a mHTErpase
dyukuumja jenne npoMen/buse (JeTa/bHKUjE O TOME, W O BUIIEIUMEH3UOHUM YOIIIIIT-
emuma, bulie peueno y Lnasu 3).

30 C6AKY 30MBOPEHY KPUBY 7.

Teopema 14. (I'punoBa Teopema) Hexa je D C R? omeopen nodckyn pasru
ca 2aamrom epanuyom 0D u
PQ:V—-R

HenpexudHo dupepenyujabuine pyruryuje depurucare Ha omeoperom ckyny V koju

cadporcu D. Tada je
Pdx + Qdy = // (6@ — aP) dx dy,
oD p \ 0z dy

2de je eaamxa kpusa 0D na Ae60j cmpany opujenmucana maxo da npu obusaxHCEY
Yy cmepy opujenmauyuje obaacm D ocmaje ca rene aese cmpane.

Ha npumep, axo je D = {(z,y) € R? | 1 < 2? +y? < 4}, ouga je OD yuuja nsa
KpyTra, OJ KOjuX je Mamu OPUjEeHTUCAH y CMEpPy KpeTama Ka3ajbKe Ha caTy, a Behu
Y CYIPOTHOM.

3anarak 20. /laro je BeKTOPCKO 1moJbe

F:R? - R? F(z,y) = (6zy* — y°, 62%y — 3zy?).

/F-dr
.

He 3aBucu of u3b0pa KpuBe Y KOja Cliaja JBe JaTe Ta9Ke, HEro CaMoO O TUX TA9aKa.

(a) dokazaru aa
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(6) Uspauynaru OBaj MHTErpaj AyzK OPOU3BOJ/bHE KPUBE 7 KOja CIaja Tadke
(0,—1) u (2,1). Yuyrcreo: momro u3 (a) ciean Jga WHTerpaa He 3aBUCH 07, u300pa
KPHBE 7Y, MOKEMO 13 n3a0epeMO IIITO je JHOCTABHU]Y KPUBY; HIIP. JIy2K Ca KPajeBUMa,

(0,—-1) m (2,1). v

Ha 6ucMmo 3aBpinuiu QUCKycHjy O pemasaiby jeqnadute (24), Tj. 0 Hanakemwy
MTOTEHIIHjaJIa JaTOI BEKTOPCKOT MoJha, MoTpebHa HaM je cieneha meduHuImja.

Hedurunumja 17. Orsopen nogckyn D C RF je nymmo nosesan ako 3a cpaxe
JiBe Tadke p,q € D nocroju HempekuAHO npecaukasawe h : [0,1] — D (nym y D)
rakso ga je h(0) = p, h(1) = ¢q. Axo je y3 To cBaka 3aTBOpeHa KpuBa y D rpaHuna
uneke obmactu V' C D, orza Kaxkemo aa je ckyn D npocmo noseszan. O

Ha npumep, ckyn R? \ {(0,0)} je myTHO moBesaH, au HHje TypOCTO TIOBE3aH,
jep 3aTBOopena Kpusa 2 + y? = 1 mHje rpaHuna 06JACTH KOja je Iesa CaaprKaHa, y
meMy (cMeTa KOODIMHATHH IoYeTak Koju je mi3baden). Amm, ckym R?\ {(0,0,0)}
jecTe mpoCcTO MOBE3aH.

IIpumernmo na je muTerpan y I'puHOBOj TeOpeMu jeHAK HYIU aKO je MCIYHheH
ycaos (28). Cama moxemo ma dopmynuiiemo cienehe Tpherse.

Teopema 15. Hexa je D C R? omeopen cryn u
F:D—R%,  F(z,y) = (P(z,9),Q(z,y))

damo sexmopcko nome, npu yemy cy P u Q nenpexudno dudepernyujabusre Pym-
Kyuje. Ycaoe

oP 0Q

oy Oz
je neonzodan 3a nocmojarwe nomenyujara f nowa F, mj. 3a nocmojare pewersa
jednauune V f = F. Axo je obaacm D npocmo nosesana, 06aj ycaos je u d060baH.

A 3awucra, ako je D mpocTo mOBe3aH CKYIl, CBAKA 3aTBOPEHA KPHUBA OIPAHUYABA
obutact, 1a npuMmeroMm ['puHOBe TeopeMme 3aK/bydyjeMo Ja je maTerpas noba F ayx
we jenuak wyau. 3 Tephema 7 onma cienu ga je ca (29) mobpo medunucan mo-
TeHmujar f. 4
3amarak 21. Hahu nmorennujan BEKTOPCKOT OJba
F(z,y) = (6zy” — y°, 62y — 3xy®)

u momohy mera ypaautu 3agarak 20 mox (6). YoyrcTBo: TpaxKumo (QYyHKIUjY
f(z,y) 3a kojy je

0 0

—f = 6xy® — 13, —f = 622y — 3xy>.

or oy
3 nipBe jenmnaunne ciaean

fla,y) = 32°y* — 2y’ + ¢(y).
VYb6anuBameM OBOr u3pasza y Apyry jennagwmny, sahu ¢, a tume u f. U3 jenun-
crBeHoCTH noTeHnujana (Bugeru 3agarak 18 na crp. 34) u (29) caenu ja je rpaxkenu
nurerpan y (b) jemqnak paszmumm f(2,1) — £(0, —1). v
Kpusonuanjcku mHTErpanm ce mame MPUPOIHO YOIIITABA]Y HA HHTETPATIE BEK-

TOPCKUX HOJba JIy2K BUILEMMEH3HOHNX objekara. Ha npumep, ako je ¥ C R3 nosp
[IApAMETPU30BAHA HEIIPEKUIHO U epeHiinjabuaIHuM IPECJUKABABEM

S:D — R3, S(S,t) = (x(s,t),y(s,t),z(s,t)),
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OJTHOCHO, 33/1aTa ITapaMeTapCKH y KOOpPJMHATAMA
x=ux(s,t), y=uy(st), z=z(st), (s,t) € D,
HenpekuaHo audepennujabuinnm GyHKIHjaMa /IBe IPOMEHJHUBE, U aKO je
F:R® - R

HEMPEKWTHO BEKTOPCKO TOJhe, OHA je Ca

//ZF~dS = //DF(S(s,t))- <g§><?:> ds dt

neduHUCAH NoSPUWUHCKY unMezpas BeKTopckor noka F ayx noppmu X = S(D).
ITox mHTErpaioM Ha IECHOj CTPAHU je CKajIapHa (DYHKIHja, T00MjeHa Kao CKAJIapHU
MpPOW3BO/ BEKTOPa F 1 BEKTOPCKOT MPOM3BOIA

i j k
98 0S8 _low &y o
0s ot (B B 3
5 of o

na je mecHa crpana Beh panuje neduHNCAHN IBOCTPYKHU MHTErPAJ peasiHe (pyHKImje
JIBe TIPOMEHJbUBE.

[TormTo BEKTOPCKU TMPOM3BOI MEA 3HAK KaJ CE€ MPOMEHU MOPEIAK MHOXKEhA
BEKTOpA, MOBPIMWHCKA WHTErPAJl BEKTOPCKOT MOJba 3aBUCH OJ OPUjeHTAaIdje, UCTO
Ka0 W KPUBOJIMHUjCKU. Be3a moBpuimHCKUX WHTErpasa ca audepeHinjajnuM pa-
4yHOM OTKpuBa HaMm aybsbe Be3e aHasu3e ca reoMerpujom (K TOLOJIONMjOM) OJL
OHHWX KOjeé CMO BUIEIN KOJ KPUBOJUHUjCKUX WHTerpaja. Tume hemo ce GaButu y
T'masm 3.

0.9. HusoBu u penosu dbyuknuja. Heka je 3a ceako n € N nara dynknuja
fo:I >R

nebunucana na uarepsaiy I C R. IIpernocrasumo na 3a csako x € I Hu3 peasHux
6pojesa [, () KoHBeprupa, Tako ma y gumecy nobujamo byHKIujy

foolx) : I = R, foolz) := nh_}n;() fnl(x). (30)

OyHKIMje foo MOKE 13 U3TyOM HEKe 0N OCOOWHA KOje Cy mMmajie cBe PyHKIHje fr.
Wnycrpyjmo To ciaegehnm mpumepom.

IIpumep 4. Oyukiuje
a0 =R, fu(z) =2"

Cy HellpeKujHe, aju HhUX0B JIUMec

foo(CE):{O’ z<l1

I
8

r=1
HUje. i

Axo 3a cBako x uu3 f,(x) xouseprupa u kao y (30) medunuie byuximjy
foo, KaKEMO 113 f,, Koneepaupa no maukama Ka foo wau, Mok aa sedopmaanuje, 1a
0bunHO KoHeepaupa. Jady BPCTy KOHBepreuuuje u3asajamo y ciaemehoj nedununumju.
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Heduaunuja 18. Hus f, : I — R pasnomepro unu ynudopmmo konsepeupa
Ka QYHKIHA foo : I — R ako Baxkn
lim sup |fn(z) — foo(z)| =0,

n—oo zel
mwin, ekBuBanenTHo: (Ve > 0)(Ing)n > no = (V) |fn(2) — fo(z)]| <e. O

Crenehe TBpheme maje Bakan moTrpedaH ¥ JOBO/bAH YCJIOB 33 KOHBEDPIEHITH]Y
Hu3oBa peasnuxr dyakmuja. ¥ Inasu 1 hemo BuzeTu 1a je oH Be3aH ca KOMILIET-
nowhy xodomena.

Teopema 16. (Komujes yciaoB paBHoOMepHe KoHBepreHmuje) Hus dymn-
KUUJQ
fn: I —>R

PABHOMEPHO KOHBEPRUPA AKO U CAMO GKO
(Ve > 0) (3ng € N) m,n >ng = sup|fm(z) — fn(z)| <e,
zel

U, eKEUBAAEHTTVHO,
Me>0)(Fng eN)ym,n>ng = (Vzx €l) |fm(z) — fulz)]| <e,

Paznuka m3mehy paBHOMepHEe M OOMYHE KOHBEPTEHIHjE je y TOME IIMTO KO
obuune kpantudurarop (V) ymecro kao mocnenmsoj dopmynu y dedbununmju 18
(u y mocnenmwoj dbopmynu y Teopemu 16), croju Ha noderky. Onarie ciegu Ja ako
uu3 QyHKIHja f, PABHOMEPHO KOHBEPTUPA KA QYHKIUJH foo, OHIA OH KOHBEPTHPA
Ka 10j u obuuno. OOPHYTO HHUje TAYHO, IMITO TOKa3yje caenehn 3amarak:

3amarak 22. /lokasarn na uu3 pynknuja u3 [Ipumepa 4 He KOHBEprupa pas-
HOMEPHO. v

Tepheme TPeTXOTHOT 33JaTKa jé OYEeKHBAHO, aKO Ce WMA y BHUAY 3aK/bydak
IIpumepa 4 u caeneha teopema, kKojy hemo ma m0KaxKeMO, y HEIMITO ONIITHjeM 00-
nuKy, y [masu 4

Teopema 17. Axo je f, : I — R nus dynxyuja xoje cy nenpexudne y mavwxu
g € I u axo on pasromepHno Koneepaupa ka Pynkuuju foo, onda je u foo Henpexudna
y xo. Erxeusasenmmo, axo Hu3 f, Pa6HOMEPHO KOHEEP2UPG U GKO 3G CE6GKO N MOC-
moju
lim f,(x),

Tr—rT0o

onda u PYHKUUJA foo UMG AUMEC Y MAUKU T U BGHCU

lim foo(z) = lim lm f,(x).

T—T0 n—o00 T—To
IIperxonna Teopema Moxke 1a ce (hopMysauine pednma obuuaH U PAGHOMEPAH

AUMEC KOMYMUPLJY, jep HeH TMOCTeIHBN 3aK/bydaK MOXKe Ja ce 3aldllle y BUIY

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).
T—xg N—>00 n—o00 r—To

IIpumep 4 nHam nokasyje Ja aBa oOMYHA JHMeca He KOMYTHUDPajy, jep je y memy

lim lim f,(z)=0#1= lim lim f,(z).
n—oo x—1_

x—1_ n—oo
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3anarak 23. Jlaru npumMep HU3a HETPEKUIHUX (PYHKIHja KOju HEPABHOMEDPHO
KOHBEPIUpa Ka HempeKkuaHo] (GyHKiuju. YIyTCTBO: HAajIaKIle jeé KOHCTPYHCATH
HU3 HenpeKuAHuX (PYHKIM]a f, KOju KOHBEPIrUpa Ka Hy/d y CBaKOj Ta4KH, aJid 3
CBaKO N MOCTOJ! L, TAKO 14 je fr(2,) = 1. AKO OBO yMyTCTBO HE MOMasKe, HAIPTATH
rpaduk dynkimje f,, : [0,1] — R Koja je jenHaxka nymm 3a x > 2/nu f,(1/n) = 1.
Wcnurarn 00ndHy ¥ paBHOMEDPHY KOHBEPTEHIIMjy OBOT HU3A. v

PaBHOMepHU JIMMEC KOMYTHpa U Ca WHTErpajoM. DOPMYJIHUIINMO Ty TEOPEMY
y jemHOocTaBHUjeM OOJIMKY; ONINTH Caydaj hemo maa mokaxkemo y [asu 4.
Teopema 18. Axo nus f, : [a,b] — R nenpexudnuz® dymryuja pasromepro
Koneepaupa, onda je
b

b
lim fn(z) d:c:/ ILm fn(x)dz.

n—oo

A U3 mperxoiHe TeopeMme CIey Ja je TpaHudHa (QYHKIN]a fo, HEMPEKHUIHA, T4
caMuM THUM u mHTerpabmiana. Ilomrro je

/ab fulw) do /ab frol) da

3a ZJOBOJBHO BEJIMKO N, OdATJIE CJIEeIN 3aKJby4YaK TeOopeMe. \V4

b
< / Sup £ (&) — foo (&) < £(b— a)

a z€l

3amarak 24. lokazaru ga HE3 QyHKIINAjA
fn : [07 1] _>]Ra fn(x) :TLZL'(]_—LE2)TL

00mvHO KOHBeprupa Ka GyHKIuju foo = 0, anu 1a He BaxKu

b b
lim fn(z)de = / lim f,(x)dz.
n—oo n—oo
a a

Sak/byduTH a2 MPETXOJHA TeOpeMa He BAYKU 34 HEPABHOMEPHE JIMMECE Y OIIITeM
CIy4ajy. v

3anarak 25. Jaru npumep HEpaBHOMEPHOr JIMMECA KOjU KOMYTHPA CA WHTE-
I'pajioM. v

Komyrarusnocr sumeca u m3Boja je Hemro cioxkenuja. I13Boa we xomymupa
HU Ca PABHOMEPHUM JIMMECOM.

Samarak 26. (a) Jokaszaru na uus audepennujabuinux QyHKImja

sin (nx
Fail2r] SR fofe) = T
PaBHOMEPHO KOHBeprupa kKa audepeHunnjadbuiHoj GyHKUuju foo = 0 u 1ga Hu3

u3BO/IA
fl(z) = v/ncos (nx)
He KouBeprupa ka f. = 0.
(6) Hdokazaru cy cBe dyHKIMje HU3A

1
fn  R= R, fa(x) = =1+ n2a?
n

nudepeHnyjabuIHe W 13 Taj HU3 PABHOMEPHO KOHBEPTHPA, ajd Ka (DYHKIUjH KOja
nuje nudepeHnyujadbnHa. v

QZLOBOJLHO je IpeTIoCTaBUTH CaMO MHTETPAOUIHOCT
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Creneha Teopema faje ycjioBe 1o KOjuMa JIMMEC U W3BOJ, KOMYTHPA]Y .-

Teopema 19. Hexa je f,, : [ — R nus dudepenyujabusnux yrnkyuja, maxeus
da

o 1u3 u3soda f), pasromepro Koneepaupa xa dynryuju g : I — R;
e 3a neko xg € I nuz peaanux bpojesa f,(xg) Koneepzupa.

Tada u nus fn PABHOMEPHO KONGEP2UPA KA HEKO] (ﬁyHWuU]U foo : I — R u sascu
fio(x) = g(x), odnocro

<lim fn(m))l: lim f/(x).

n— oo n—oo

A Jlokas caemu u3
£alo) = fulao) + [ Tty

U T€OpeMe O KOMYTATUBHOCTH PABHOMEDHOT JIMMECA W WHTETPAJIA. v
Hapasno, cnermjaan anu n crenududan caydaj HI30Ba PYHKIHjA Cy PEIOBH

bynkuuja
(oo}
D fal@):
n=0
3anmarak 27. Jlokazarw na OMINTH YIaH PABHOMEPHO KOHBEPIEHTHOT DEeIa

DABHOMEPHO TexKu HyJu. Yiyrcrso: npumenutu Kommjes cras (Teopema 16). v/

TTomohy cnenehie Teopeme HeKa MOXKEMO 13 CBEIEMO IHUTAIHE O PABHOMEPHO]
KOHBEPreHIM pena (GpyHKIMja HA OOMYIHY KOHBEPIEeHIINH]Y peia peasHnux Opojesa.

Teopema 20. (Bajepmrpac) Axo je a, Hu3 no3umuerux peasnux Opojesa,

maxae da peod
o0
D an
n=0

Kousepaupa, u ako je fn : I — R nus dpynryuja 3a xoju je
sup | f(2)] < an,
xzel

onda ped

n=0

PABHOMEPHO KOHBEP2UPA Ha 1.

A Towrro pen Y | a, KOHBeprupa, Hu3 beroBux napiujainux cyma je Komujes. 113

Z falz)] < Z an
k=n k=n

cliemn Jia HU3 TIApIMjasHuX cyma pena . fn(x) 3amoBossaa Kommujes ycior 3a
PaBHOMEPHY KOHBEPTEHITH]Y.

Y

Hapouuro Baxkuu cy cmenenu pedosu

o0
Z cn(x — x0)".
n=0
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Bpoj

1
R=——+—
lim /¢, |

HA3WBA Ce noaynpewnukom xoneepzenyuje. CTENEHN peJl KOHBEPIUpA y CKYILy
D ={z ||z —=zo| < R}.

OBaj CKyT je IUCK y CIy4Yajy KOMILJIEKCHUX, OJHOCHO WHTEPBAJ y CAYYajy PeaTHuX
pemoBa. Kacumje hiemo 1a mokarkemo 7 CTEMEHU pel pAaBHOMEPHO KOHBEPTHPA, HA
KOMTIAKTHUM TOJCKYTOBUMAa cKymna [, a quBeprupa BaH mera. BaxkmHo je 3HaTn J1a
CTeIeHH peJl He KOHBEPTUPA PABHOMEPHO HA TEJIOM AUCKY ), Hero camo Ha, IberOBUM
KOMITAKTHUM TOJACKymoBuMa. Hmp. cremeru pen
e’ = i o
= n!
KOHBEPrUpa HA IMeJIOj peajiHoj 1paBoj (MM KOMILIEKCHO] PABHM, aKO CE€ Paju O
KOMILJIEKCHO] IIPOMEHJbUBO]), 14 PABHOMEPHO KOHBEPIUPA HA FHEHUM KOMNAKMHUM
noackymnosumMa. MebhyTnwm,
sup |z" /nl| = 400,
z€R
1a OIIITU 4aH He Texxu Hyju paBuomepHo Ha R (uim C). Ha ochoBy Bazarka 27
3aKJbYIyjeMO Ja pes He KOHBEPrupa PAaBHOMEPHO HA CBOM Jomeny. [Ipumermmo aa,
ako je K KOMTaKTaH CKyT, BayKu

sup |2"/nl] < C"/n!
z€R
3a Heky KoHcTauty C, a mociaeamu uian rexku uymau. Craenehn 3agarak mokasyje m1a

HI paBHOMEpHA KOHBEPIeHIIWja OMNINTer 4jlaHa HyJI! HUje JOBOJbHA Ja €€ 3aKJby <IN
Jla CTelleHN peJi paBHOMEPHO KOHBEPrupa Ha IeJI0M JOMEHY.

3anarak 28. /lokazatu ma pen
o0
>
n
n=1
KOHBeprupa Ha wHTepBasy | — 1, 1], ¥ 1a Heros OMIITH YiaH PABHOMEPHO KOHBED-

rupa Ka HyJId, aJiu 13 mocToju ¢ > 0 Tako 1a je 3a T JOBOJHHO OSN3y HECHOj TPAHUIN
WHTEpBaIa

" anrl 1.277,

— + +...+—=—>90

n n+1 2n
Tla HA3 TApIMjaJHuX CyMa He 33/10Bo/baBa KormmmjeB ycioB paBHOMepHE KOHBEPTEH-
uuje. v

Hapasno, moxke 1a ce mecu u /1a CTENEHU Pe/T PABHOMEPHO KOHBEPIUPA HA IEJI0M
JIOMEHY .

BaAaTaK 29- ,HOK&33TH o pe,IL
E xf

2

= n

PaBHOMEPHO KOHBeprupa ua uurepsaiy [—1,1] u quseprupa na R\ [—1,1]. Yoyr-
crBo: npumenuTu Bajepmrpacos cras (Teopema 20). v
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0.10. ®ypujeoBu pegosu. Hexka je
fR—=R

nepuoanyHa, (PYHKIHja ca ocHOBHuUM mepuogom 2L > 0. Hbene BpemnocTn Ha
1eJI0j peastHoj ocu ojpeljeHe cy mweHOM pectpuKimjoM Ha uHTepBas [—L, L]. Ilper-
[IOCTABHMO Ja je Ta PecTpuKIiuja nHTerpadbuina. 1puzonomempujcru Pypujeos ped
dbynkuuje f je pex

% Z(ancos + by, sm?),

L
/ f(z s—dz bn:%[Lf(x)sin¥dx.

Huzoswu a,, u b, ce HazuBajy Pypujeosum woepuyujenmuma dyuxnuje f.
Y komitekcaom 3anucy, ®@ypujeosu pemosu u @ypujeoBu koedurmjeHTH U3-
rienajy jennocrasauje. @ypujeos pen pyunkuuje f je

—+oo
§ Cnewrnx/L’

n=—oo

I :
= f/ f(x)e mnma/L dg,
-L

WNurerpann xkojuMma cy oHE AepUHUCAHH MOTY, 300T MEPUOTUIHOCTH TOINHTE-
rpanuux GpyHKIHja, 12 Oya1y u3padyHaTH Ha OMJIO KOM WHTEPBAIY myxKuHe 2L, He
ob6asesno [—L, L].

Iox oxpehennm ycmoBuma, @ypujeor pen dyHkmnuje f MoxKe 1a TPYKHU HEKE
undopmMalmje o camoj PyHKIUjU, a HEKAJT je HeroB 30up yupaso jegHak QOyHKIHju
f. Ha mpumep, ako je ¢pyukmmja f HempekumaHo audepeHInjaduIHa CBYIa CeM Y
KOHAYHO MHOTO TA4YaKa MPEKH/a, a y TauKaMa TPEeKua UMa JIEBH U JIeCHU JITMEC
fl@=0)u f(z+0), onua wen Pypujeos pes KOHBEPrUpa y CBAKO] TAUKU T U BAKU

fla=0)+f(z+0) ay nwx . nrx
= 2+;(ancosL+bnsmL). (31)

rie je

rie je

2
Cuenmjanno, y raukama y Kojuma je f wenpekuana, OypujeoB pes; KOHBEPrupa Ka
BpeaHoCcTH PyHKIH)E.
IIpumep 5. Heka je f: R — R dbynknuja gedpunucana ca
f(x) =22 3a 0<z<2m, flz+2m) = f(x).

Qypujeosu KoeduimjeHTH oBe PYHKIHje ce JAKO M3pAUyHABAjy MMapIMjaTHOM WH-
Terparmjom, na mocjue kpaher padyna modujamo
872 4 4

an =—, bp=——, 33 n>0.
n n

A2 X /4 4
2 = %4—2 <n2(:osn:c— Zsinnm).
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VY raukama 0 u 27 dbyskimja f nma npekuge u wen PypujeoB pes KOHBEPrUpa Ka
272, y ckmamy ca dpopmymom (31). f

3anarak 30. dokazaru ma je
2

=1
>
n=1

Yuyrcro: uckopucrutu Pypujeos pes u3 nperxomHor mpumepa u dopmysy (31)
3az = 0. v

3anarak 31. Hahu @ypujeos pen byukimje

0, O0<x<m,

ﬂ@_{L TS0 et = f()

Hoxkazaru dbopmyay

T, 111
4 3 5 7 7
upumenom ¢opmyqie (31) 3a noroaHo uzabpaHy Tauky. v

Tpeba nanomenyru na dhopmyia (31) KOjy cMO KOPUCTUIM Y LPETXOAHOM LIPU-
Mepy 7 3aJalnMa, BaXKW TOJ, BeoMa cTpormM yciosmMma. Moxke ma ce gecm na
Oypujeos pex dyHKIHje n cama bYHKIHja HUCY y Tako Jjenoj Besu. Hnp, Kom-
MOTOPOB je KOHCTpyucao npumep dyuknuje uuju cy OypujeoBn KoedunujeHTn mno-
6po nedbunucanu, anu med PypujeoB pes TUBEPrUPaA y CBAKO] TAYKH. Y U3BECHUM
curyarujama @ypujeos pea pyHkmmje KoHBeprupa ka QyHKIUjH Y CIa0HjeM CMHUCTY
0/T KOHBEPTeHIIMje M0 TavykaMma, KOji MOXKe Jla Ce CXBATH Kao OECKOHAYHO JIMMEH-
3UOHO YOMINTEHE PA3JIarama BEKTOpa M0 OpTOHOpMupaHo] 6asu. O tome he Ouru
peun y [maBu 1. A mom u3BeCHUM yCJIOBHMA, CYyNpPOTHO, moMohy mux jobujamMo u
jady KOHBEPIeHIU]y TPUIOHOMETPHUjCKUX MTOJUIHOMA O KOHBEPTEHITHje TI0 TAYKAMa,
— pasaomepuy. O Tome hiemo rosopuru y [nasu 5.

Mpu fiemo y 0BOM TEKCTy TTpOydJaBaTH joIT HEKOINKO mpuctyna PypujeoBum pe-
JIOBUMA, Kao 1 CpoaHOM KOHIEnTy @PypujeoBux mHTErpasa, M3JI0KeHNX Ha Pa3HUM
MectuMma y I'maBama 1, 4 u 5.






I'JIABA 1

Heke TomoJsiomke n ajaredbapcke CTPyKType y
aHAJIN3U

(1) Huz peannux 6GpojeBa T, KOHBEprMpa Ka peajHoM OpOjy T, aKO Ce y
CBaKOj OKOJINHU OP0ja T o, HAJIA3€ CBU WIAHOBH HU3A L, OCUM HUX KOHAYIHO
muoro. Ilpenusnuje, x,, — Too aK0 3a cBako € > 0 mocroju ng € N Tako
J1a, BaXKW

n>mng= T, — Tool < €.
Ha mpumep, lim, . n~' = 0 jep 3a cBaxo £ > 0 MOxKeMO 13 m3abepeMo
6poj no > £~ ! (ApxuMmes0BO CBOjCTBO peajiHe TIpaBe), a 3a Ihera BasKu
[IPETXO/IHA UMILIAKAIIH]A.
Oyukimja f : R — R je Henpekuana y Tauku g aKko

(Ve > 0)(30 > 0)|x — x| < 6 = |f(z) — f(zo)] <e.
Bpoj A je numec dyukimje f Kamx r — a ako
MVe>0)(F0>00<|x—a|<d=|f(z)— Al <e.

Ha npumep, bynxnuja (sgnx)? auje nenpexuaaa y 0 u lim, ,o(sgnz)? = 1.
OBe nojMoBe MOXKEMO J1a 00jeIMHIMO ¥ YOIIIITHMO Ha MPECTHKABAA,
f:8 — M, ako na S u M umamo gomarHe cTpyKType Koje hemo cazga ja
JedunAIIIEMO.
(2) @uamep ma cxkymy S je ckyn F C P(S) ca ocoburama’
(®1) SeF
(®2) XNYeFeXeFAYeF
(@3) 0 ¢ F.
Crojcrro (®2) je exBuBaseHTHO ca cieznehia 1Ba cBojcTRa:
e XcFAY e F=XNYcF
e XcFAY DX =YcF.
(3) Heka je « penanuja na ckyny B u F dunrep na ckymny S. Tazxa je na
ckyny B® cBux npecnukasama f : S — B nebunncana penanuja

farg e {se S| f(s)ag(s)} € F.

CriennjasiHo, =7 je pesanuja ekBuBajentnje ua B,

(4) Mempuuxu npocmop je nap (M,d) rne je M ckymad: M x M — R
MIPECINKABAIHLE €A OCOOMHAMA

M1) d(z,y) > 0 (no3urusHOCT)

M2) d(z,y) = 0 & x = y (HelereHeprCaHOCT)

M3) d(z,y) = d(y, ) (cumerpuaHOCT)

M4) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (HejearakocT Tpoyra).

(
(
(
(

Lp(S) osmauasa napraTHBEN CKyI (Tj. CKyI CBEX HOJCKYIOBA) CKyma S.

47
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IIpecivkaBame d Ha3WBa ce mempukom UIn pacmojarvem. Axo ce (M2)
3amenu cjabujum yciosom d(z,x) = 0 gobujamo nceydomempuky u ncey-
domempuykyu npocmop. Enemente MeTPUYIKOr MPOCTOPA HABUBAMO W HHe-
TOBUM MAYKAMA.

(5) U3 nedwunnnumje ciaenn

n—1
d(er,2,) < 3 dlegaren) u |d(z,y) - dly,2)| < d(z, 2).
k=1

(6) Paznuuure nedununmje mumeca (pyukuuje, Husa...), 011 KOjUX Cy HaM HEKe
MO3HATE U3 MPBOT Kypca aHamm3e, objeaubyje 1euHUINnja AUMECE NPec-
AUKABAA CKYNG €4 GUAMEPOM Y MEMPUNKY NPOCMOP (BUIETH CJIUKY ).

Ipenusnuje, neka je F dbuarep na ckyny S, (M, d) merpudku npocrop
u f:S5 — M npeciaukaBamwe. Tauka ( € M je numec npeciukaBama f 110
dunrepy F, y o3HAIM

¢=1lmf
axo 3a cBako € > 0 Baxu® d(f(s),() <r &, OAHOCHO, HA OCHOBY (3),
{s € S|d(f(s),() <e} e F.

(7) Jlumec je nobpo medunucad, tj. ¢ je, aKO MOCTOjU, jeJIUHCTBEHO. 3aUCTA,
MPETIOCTABUMO CYyIPOTHO, 1A je 3a (1 # (o

liernf:Q u h}nf:C%
Heka je p = d((1,(2). U3 HejennakocTu Tpoyryia ciaeau Ja Cy CKyIOBH

By={yeM|d(C,y) <p/3} u By={yeM]d((,y)<p/3}

mucjyakTaE, 11a je f~H(By) N f7Y(By) = f~1(By N By) = (. Mebyrtum,
no pedbunnmuju muveca, saxu fH(By) € Fu f~1(By) € F, naje u
= f~Y(B1)N f~1(By) € F. To je kouTpaauKimja, nomrTo 1o geduruImjn
dunrepa mpasan ckyn He npumaga GUIATEPY.

(8) 3a smMece BaxK¥M NPUHYUT AOKANUSGUUJE:

= lim f = lim g.
f=rg = limf=limg

2OB,£L6 KOPHCTHMO HCTY O3HAKy 3a Tadky ( € M u xoucrautuy Qyuknujy S — M xoja uma
BpeIHOCT ( HA IesioM S; CIUYHO 32 peanaH O6pOj € U KOHCTAHTHY (DYHKIHjy KOja HMa BPEIHOCT €.
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Baucra, f =7 g 3naunm na ckyn T := {s € S| f(s) = g(s)} npunazga
dunrepy F. Ako je

li =

im f =¢,
ouma 3a ceako € > 0 m ckyn P := {s € S | d(f(s),{) < ¢} npunaza
dbunrepy F, na jeu PNT € F. llomro je

{s€S|d(g(s),()<e}DPNT,

u3 nebunnnnje dbunrepa ciequ {s € S | d(g(s),{) < €} € F, mro mo
JedrHUMjE TUMeca 3HAYHA 13 je

li =(.

img=¢

[Mpumep: @Ppeweos gpuamep ua N je ckym
Fn:={X CN|N\ X je xonauzan}.

(Ha ucru nauyun ce gedunuiie @peiieos dusirep Ha npousBosbHOM bec-
KoHauHoM ckymy.) Hedwununuja: uu3 a : N — M xouBeprupa ako u
caMo aKo mocroju limg, a. Ymecro limr, ¢ numewmo u lim,,_, @, ExBu-
BaJIGHTHO: HU3 @, Yy M KOHBEPTUDA Ka Uoe AKO M CaMO ako HU3 d(ay, doo)
v R komBeprupa ka 0. Jom jegma ekBuBanenTHa dbopmysianuja je

ap = o < (Ve >0)(Ing € N) (n > np = d(an, a00) < €).

3amarak: /lokasaru oBe ekpuBasennuje. Jlokazarm ma ce oBa me-
dbununmja mumeca Huza ceoqu Ha pedununujy u3 (1) kaga je M = R ca
crangapiaHoMm merpukom d(x,y) = |y — x|.

U3 zanarka (7) cienu ja je smMec Hu3a jeauHcTBeH, a u3 (8) xa He
3aBHCHU OJ, KOHAYHO MHOIO WIAHOBA HU3A.
Huz =z : N — R je pacmyhu ako je x,41 > T,, a onadajyhiu ako je
Tnt1 < T,. Huz je monomon axo je pacryhwm miam onamajyhu. M3 Ak-
cuome cynpemyma (u geduHuImje cynpeMyMa) ciean aa je pacryhu nus
KOHBEPTEHTAH aKO W CAMO aKO je OPPaHduYeH OJ03r0. 3amucra, ako je T,
pacryhu u orpaHuYeH O703r0, OHJIA TIOCTOjH

(oo := sup{a, | n € N}.

Taga a, — aoo jep, 3a cBaKO € > 0, MOCTOJU Gp, €]doo — €, Goo] (¥ TPO-
TUBHOM OM (oo — € OUIIO MOPILE OIPAHUYEHHE Makbe 0J] CylPEMyMa), a OHJA
je, 360r MOHOTOHOCTH, Gy, €]Aoo—E, Uoo] 38 CBE N > ng. Comano, onagajyhn
HU3 je KOHBEPTeHTaH aKO M CaMO aKO je OrpaHuveH O103/10.
Tauka a € M je Tauka HaroMHUJIaBama HAU3A a, ¥ M aKO mMOCTOju MOTHU3
@p(n) KOJU KOHBEPTUPA K& .

Boavano — Bajepumpacosa meopema. CBaku orpanumyeH Hu3 y R
MMa TAYKy HATOMUJIABAKA. JEJaH O HAUYMHA JIa Ce JOKAXKE OBA TeOpeMa
je cnenehn. Heka je

A={teR|ckyn{n|t<a,} je beckonadan}.

N3 orpanundenocru Hu3a a,, ciaenud orpanudeHoct ckyna A, ma nocroju s =
sup A. Y cBakom unTeppaiy |s—n !, s+n~![ Hanasu ce GeckoHATHO MHOTO
YjlaHOBa HU3a (y MPOTUBHOM S HEe OM OMJIO HAjMabe TOPIHE OrPAHUYECHE
ckyna A); GupameM 10 jeJHOr WiaHa HU3a y CBAKOM OJf TUX WHTEPBAJa
KOHCTPYUIIEMO TOTHUS U (p) -
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3ameopena A0NMa Ca TEHTPOM G U TIOJIYIIPEYHUKOM ) Y METPUYKOM [IPOC-
ropy (M, d) je ckyn

Bla; p] = {z € M | d(a,z) < p}.

Omeopena A0nma ca TEHTPOM @ W TIOJYPEYHUKOM ) Y METPHIKOM MTPOC-
ropy (M,d) je ckymn

Bla; p[= {z € M | d(a,z) < p}.

Cdepa ca 1eHTPOM @ U MOJIYHIPEYHUKOM p y MerTpudkom npocropy (M, d)
je cKyn
S(a;p) ={z € M | d(a,z) = p}.

IIpumep: Y merpuukom npocropy M = R ca merpukom d(z,y) = |y — x|
sarBOpeHa Jionra Bla; p] je 3arBopenu unrepsaJ [a — p,a + p|, orBOpeHa
nonta Bla; p| je orBopenn maTepBan la — p, a + p|, chepa S(a; p) je crkyn
{a —p,a + p}
IMonckyn A C M je oepanuwen axo je A C Bla;p] 3a Heko a € M n
meko p > 0. IlpeciukaBame f : T — M je oepanuveno ako je CKyIm
f(T) orpanuuen. Ckyn cBux orpanudenux npeciaukasawa f : T — M
o3nauasamo ca By (T).
[Tpumepu METpUYKUX POCTOPA:

e R u C ca merpukom d(z,y) = |y — z|;

o Jluckpeman mempuury npocmop: M # () ca MeTpukom

d(z,y) = {1 3a T H#Y

0 3a z=uy;

Bamarak: Omucaru cepe, 3aTBOpPEHe U OTBOPEHE JIONTE Y JUCKPET-
HOM IIPOCTOPY.
e ITomnpocmop merpuukor mpocropa (M, d) je ceakn nomckym My C M
ca MeTpuKOM JedrHUCAHOM Ka0 pecTpukimja Merpuke d Ha My X M.
e Ilpoussod mempuuruxr npocmopa. Hexka cy (Mj,dy,), 1 < j < n,
n € N merpuyku mpocropu

M =M x---x M,

u m; : M — M; npojeknuje. OBo cy HeKM 07 Ha4WHa Ja ce Ha M
3aJa METPUKa:

n 1/p
dp(x,y) = ( 2 dw, (W,ij)”> , (1<p<+oo);
=1

doo (.’IJ, y) = 121].a<xn de (7Tj.’1,‘, ij)

Hejennakoct tpoyria 3a 1 < p < 400 cmean n3 nejennaxkoctn Mun-

KOBCKOF.3

Bamarak: [oxasaru ga je lim d,(x,y) = doo(x,y).

p—00
Crenwjasuo, 3a M; = -+ = M, = R ca cTranmzapIHOM METPUKOM
d(z,y) = |y — x| m p = 2 nobUjaMO CTAHAAPIHN €YKIUICKN MPOCTOD.
Banarak: Hanpraru monre B[0;1] y (R?,d,) 3a 1 < p < 4cc.

33ar0 cMo ce OrpaHUYMIN HA Cay4aj p > 1.
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e Yommrewe nperxomuor npuMepa: Heka je (Y, d) merpuuku mpocTop
u By (T) ckyn cBux orpanuuenux npeciukasamwa [ : T — Y. Tana
je ca

doo(f,g) = supd(f(t),g(t))

teT

nedbunucana 138, yhugopmma mempura ua By (T). Ba uus dynkuuja
KOje KOHBEPIMpajy y TOj MeTpUUM KaxKeMo Ja je ynudopmmuo (uiu
pasromepro) rKousepzenman. Hnp. wus f,(z) = =™ je yaudopmuo
KoHBeprentan y mnpocropy Bg([0,1/2]) a Huje yrudOopMHO KOHBED-
rearan y npocropy Bg([0,1]) (nako Hu3 2™ KoHBeprupa 3a CBaKo
x € [0,1]). Ako je f, yaudopmuo xkouseprenran uus y By (T), onja
je 3a cBako tog € T fn(to) KouBeprenran Hu3 y Y, Wwro cieiu u3
OUWTJIeIHE HEjeTHAKOCTH

dy (fn(to), foo(t0)) < supdy (fn(t), foo (t))-

e Axko je (M,d) merpnuku mpoctop u f : A — M 1-1 npeciukaBame,
onna je na A nedunucana merpuka f*d ca

frd(z,y) = d(f(x), f(y))-

Bujekuuja f : M — N wmerpuukux upocropa (M,dy) u (N,dy)
HA3WBA CE U30OMempujom axko je f*dy = dy.

e CrenujanHu ClIydaj TPETXOJHOT MPUMEPA jé METPUYKHU MOTIPOCTOD
npocropa (M, d): nap (N,j*d) tne je N C M, a j: N — M unkiy-
suja j(z) = x.

e IIpowupena peaana npasa: Hexa je d(z,y) = |y — x| crannapaua
verprka Ha R 1 R = {—00} URU {+0oc}. Bujexnuja

FiR-[-1,1], f(z) x

"1+ [

nebunume merpuxy dyf(z,y) = f(d(z,y)) na R, koja npersapa R y
oeparuven mempusru npocmop; dr(x,y) < 13a cse z,y € R. Cueru-
janHo, dy(+00,a) = 13acBe a # 400, df(—00,b) = 13a cBe b # —o0,
u df(z,y) < 13aa,b e R. dpyru mauns na ce momohy dyHnkuuje
f nedbunume merpuka na R je d = f*d. Ose mBe MeTpuke ce pas-
JIUKY]Y.

Bamarak: Uspagymarn d'(a,+o0) 3a a € R.

Caz <;jy<& f(r) < fly) je nedunncana penanmja moperka kKoja je
€KBHBAJICHTHA, CTAHIAP.IHO].

3agarak: la sin cy craHgapHA KHTEPBAJIHU JIOITE U Y METPUKAMa,
dy¢ n(mm) d’ (kao mITo €y y CTaHAAPAHO] METPUIN HA PEATHO]j TpaBoj)?

e 3anarak: Heka je (M, d) merpuaku npocrop u f : [0, +00[— [0, +00]
HEIIPEKUIHO CTPOr0 KOHKABHO MPeCIuKaBarmbe ca ocobuHoM f(x) =
0 z =0. Jokasaru ga je df = f od merpuka na M.
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e p—adcka mempuka. Heka je p € N mpocr 6poj. 3a cBako n € N
neduHAIEMO vy (1) Kao cTeneH 6poja p y daxropusanuju 6poja n Ha
HIPOM3BOJL IIPOCTHX; APYTUM PEYHMA,

vp(n) := max{k | p¥|n}.

U3 nedunumuje caegu v,(mn) = vp(m) + vp(n). 3a g =+n/m € Q
peduanmmo v, (q) = vy(n) —v,y(m). U 3a paunonanne 6pojese Bazku
vp(qr) = vp(q) + vp(r). Ca

dy: QxQ—[0,+00[, dp(z,y)= p_”P(I_y)

je nedunucana Merpuka Ha Q, HasuBaMoO je p—adckom Mempurom.
OBa MeTpuKa 33I0B0JHaBA CTPOXKU]Y HEjJETHAKOCT TPOYTJIA

d(l‘, Z) < maX{d(ﬂ?, y)’ d(ya Z)}

(mokazaru!), Koja ce HA3UBA YAMPAMEMPUUKOM Hejeonarowy.

3agarak: /lokazaru Ja CBAKH METPHIKHU IPOCTOP y KOME BaXKH YJI-
TpaMeTpuUKa HejelIHaKOCT WMa CBOjCTBO 11a, ako je d(x,y) # d(y, 2),
ouza je d(z,z) = max{d(z,y),d(y,z)}. HokazaTu ma ako aBe JIONTE
y TaKBOM TIPOCTOPY MMAajy 3ajeITHHYKY TadKy, OHJa je jeIHa O]l TUX
JIONTH CaIprKaHa y APYToj, W & je CBaKa TadKa JIONTE HheH HEeHTap.
Bagarak: laru npumep merpuukor upocropa (M, d) y kome nocroje ase
nonre Blxy;r| m Blzg;re| Takee ma je r1 < ro, a Blag;ra[C Blzy;r|
(cTpor momckym).
Bajarak: (a) [lokazatu na je ca d(z,y) = |2? — y?| nebunucana mcey-
JOMETPHKA Ha PeasHoj mpasoj R.
(6) MokasaTu ma je ca d(x,y) = |v? — y?| nedbunucana merpuka Ha
nonynpasoj [0, +00l.
(B) Heka je d mceymomerpuka Ha ckymy M. Jlokasaru Ja je ca
z~y & dz,y) =0
nedUHUCAHA pesalija eKBUBaJieHnnje Ha M u 73 je HA KOJUIHUIKOM
npocropy M/ ~ ca
d([z], [y]) := d(z,y)
nedunncana merpuka. Jlokazaru 1a 3a nceygoMerpuky d u3 (a) mpocTtop
R/ ~ moxe na ce uaeaTudukyje ca nojaynpasom u3 (6).

Pacmojare usmely dea cxyna. Heka je (M, d) merpuuku npocrop u A, B
IEroBU IOACKYIOBU. Pacrojame usmely A u B je

d(A,B):=infd(Ax B)= inf d(a,b).
(AB)i=infd(AxB) = il da,b)
Bagarak: lokazatu na y p-aackoj merpunu, gedbunucanoj y (14),
nocroje jionre Blxy; p[, Blze; pl, Bla; p] nonynpednnka p > 0 Takse 1a je
Blzy;p[N Blxe; p[=0 wn  Blxy; p[U Blza; p[C Bla; p]
u 1a je tana d(Blxy; p[, Blxa; p[) = p-
Crerpjanno, ako je A = {a} jennounan ckym, d({a}, B) je pacrojarme
rayke on ckyna; ymecro d({a}, B) numemo d(a,B). U3 nejennakocru
TPOyIJIa CJIeJU HEjeTHAKOCT

|d(z, B) — d(y, B)| < d(z,y).
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Bagarak: Haupraru rpaduk dbyskuuje f: R = R, f(z) = d(z,Z),
rme je d cranmapaHa MEeTPUKA Ha PEaTHOj OCH.

Bamarak: Jlokasarm jga 3a Tadky T Koja HE IPUIIAJIA 3aTBOPEHO]
nontu Blzg; p| Baxu d(z, Blzo; p]) > d(z,z9) — p. Kaxo rmacm omro-
Bapajyha nejesnakocTt 3a orsopeny Jjonry?

Jujamemap nonckyna A y merpuuakom npocropy (M, d) je

diam (A) :=supd(A x A).
3aparak: /loka3aru HejeIHAKOCT
diam (A U B) < diam (A) + diam (B) + d(A, B).
Bagarak: [lokasaru ja je 3a cBaky 3arBopeny Jjionty Blxo; p)
diam Blzo; p] < 2p.

Ha s Moxke 12 BaxKu CTPOra HejeHaAKOCT?
Ocyunayuje npeciukaBamwa f : T — M na ckyny Ty C T je nujamerap
ckyna f(Tp); oBy BenmunHy o3nadaBamo ca w(Tp; f). Beanunmy

w(a; f) := gg{)w(B]a;é[; )= 51351+W(B]a;5[; f)

HA3WBAMO OCUUAAUUJOM PyHKyuje [ y mauky a.

Cxyn V C M je okoauna mauke a € V axo 3a uexo € > 0 Baxkn Bla;e[C V.
Ako je V okosuna rauke a, onga ce V'\{a} nasusa npobywenom oxosurnom
rauke a. Ckyn U je omeopen ako je U okosmna cBake cBoje rauke x € U.

3agarak: /lokazaru Ja je OTBOpEHA JIONTAa OTBOPEH CKYII.

OTBOpEH CKyIl KOjH jé OKOJIMHA TAYKe ¢ HA3UBA CE 0MGOPEHOM OKONU-
Hom Te Tauke. Hmp, naTepBan [—e, e[ je okoavHa Hyne y R, a | — ¢, ¢] je
OTBOPEHA OKOJIMHA HYyJIE.

3anarak: Heka je U 0TBOpeH MOACKYIT METPUYIKOL TTPOCTOPA U
{z1,...,2,} CU

BeroB KoHauad noiackym. Jokasaru na je ckyn U\ {z1,...,x,} orBOpeH.
Jla h UCTO BazkKu aKO C€ YMECTO KOHATHOT y3Me MPedbpOjuB CKYII

{z1,29,23,...} CU?

Ckyn cBux okosmHa Tadke a € M je dwunarep; o3naunmo ra 3a F,. Heka
je f+ M — N npecankasame merpudkor mpocropa (M, dy) v (N, dy).
Hedununuja: IlpeciukaBame je HENPEKUIHO y TAYKU ¢ AKO MOCTOjU
limr, f. ExBuBaJeHTHO: HpeciUKaBambe je HEIPeKUJTHO aKo 33 CBe € >
0 mocroju § > 0 rako ga Baxku dy(z,a) < 0 = dy(f(z), f(a)) < e
3amarak: Jlokaszaru oBy ekBuBaseHnujy. Jlokasarum ja ce IpeTXoaIHa
nebununuja ceoau na gjebununujy u3s (1) kaga je M = R ca cranpapaaom
meTpuroM d(x,y) = |y — /.

IIpecimkaBame METPUIKUX MIPOCTOPA j€ HEMMPEKUIHO Y TAYKA @ AKO U
caMoO akO 3a CBaKU HU3 G, KOju KOHBeprupa ka a uui f(a,) KOHBeprupa
ka f(a) (mokazaru!).
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Tauka a € M merpwdkor mpoctopa M je mauwka HA20MUAGEAIHE CKYTIA
B C M ako ce y cBakoj WeHOj OKOJIMHH Hajia3w Oap jemna Tadka b €

B\ {a}.

3anmarak: lokazaru ga je a € M tauka Harommiaasama ckymna B C
M axo u camMo aKO Ce y CBaKOj HEHOj OKOJINHU HaJIa3u DECKOHAYHO MHOTO
Tavaka ckymna B. Jloka3zaru ga je a € M Tauka HaroMmiaBama cKyma B
aKO W caMo ako mocroju Hu3 b, € B\ {a} Koju KoHBeprupa Ka a.

IIpumerumo ma Tadka HArOMHUIABama CKyma B He Mopa ja mpumaia
ckymy B.

Cuenmjasino, rauka a € M je Tadyka HAroMu/aBatba METPUYKOL LIPOC-
Topa M ako je y CBakOj HEHO] OKOJWHU CAAPKAHO OECKOHATHO MHOTO
radaka (OBO je crernujajHu ciy4aj nperxoade gedununuje 3a B = M).
Heka je M wmerpuuku npocrop u a € M rmadka maromunaBama. CKym
¢ FO:={X C M| XU{a} € F,} je dunrep; nasusamo ra duamepom
npobywenus okosuna. Jlumec npecimkasama f : M\{a} — N merpuakor
npocropa M y merpwuku mpoctop N 1m0 0BOM (GUITEPY O3HAYABAMO Ca
limg . f(z) u 30BeMO epanuunom 6pednowhy WU AUMECOM TPECTUKA-
Bama f y Tauku q.

Bagarak: Jlaru ekBuBaseHTHY neduHUIUjy Ha € — § je3uky. Jloka-
3aTu ga ce osa aedununmja ceoau na gedununujy u3 (1) kaga je M =R
ca crangapaaom merpukom d(z,y) = |y — x|.

Baparak: Jokasaru na je lim, ., f(x) = A ako m camo ako je
byrknmja
= f(x), saz#a
fo) =4
, 3aT =a

HEIPEKUHA Y Tadku a. 3Becru ojariie u u3 KapakTepusaluje HenpeKu/i-
HOCTH MPEKO HU30Ba y (21) KapakTepu3anujy JIuMeca IpecanKaBaba MPeKo
JmMeca HU3a. .,
Bagarak: Hahin noven dbymkmmje f(z,y) = %
UCIIUTATH Jia JIK Ce OHa MOXKe HempeKuIHO (y CTaHIapHOj €yKJUICKO]
METDHIU) TPOLY>KUTH HA 1IEJIy PAaBaH.

3amarak: /lokazaru 1a je mpecimKaBambe MeTpuukux mpocropa f: 1T —
M weupekunno y tauku a € T ako u camo ako je w(a; f) = 0, rae je
w(a; f) ocuumnanuja upecnukasawa f y rauku o (Bugern (19)).

Jumecu y beckonaumnocmu u beckonauny sumecu. Pavunnja Fioo MOI-
ckymoBa y R koju cagpxke {t € R | ¢ > ¢} 3a neko ¢ € R je duamep
NPoOYwWeHUT oKoAuna mavke +o0o; aumec gpyumnkuje f : R — M mo oBom
dunrepy HazuBa ce Aumecom GyHryuje y +00 U O3HAYABA €A

y paan R x R n

Jim f = Tim f(z).

Cimuuno, F_o := {X C R | (3¢)] — 00,c[C X} je bunrep upobyenux
OKOJIMHA TaUKe —00, & Foo := {X C C | (Fe){z € C | |2z| > ¢ C X}
dunrep npobytrenux okosuue Tadke oo y C.

Ako je f : S — R peanna ¢dyuknuja va ckymy S ca dpunrepom F,
OHJIA je
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1i]I__Ilf:+OO<:>(VO>O)f>]-‘C, 11‘71__nf:—00<=>(v0>0)f<]-‘—0.

3a xkommiekcny dyukimjy f S — C na ckymy S ca dunrepom F je
li}tnf:oo@(vc>0)|f| >z C.

JImmec o dbuaTepy OKOIMHA 3aBUCH CAMO OJI TOHAITAK A, (DYHKIINjE ¥ HEKO]
OKOJIMHY TaduKe a (APYyruM pednMa, HEHPEKHUTHOCT je JIOKAJIHO CBOjCTBO).
W nmumec mo ¢dpuarepy mpoOYIIEHHX OKOJHHA je JIOKAJIO CBOjCTBO, C THUM
IITO OH HE 3aBUCH 0J1 BpeaHocTu (hyuknuje y rauku a. OBO Cy crenujaaHu
caydajeBu MMIunKanmje u3 (8).
Basa guamepa va ckyny S je bamunuja B C P(S) ca cBojcrBuMa

(B1) B#0

B2) Ue BAVeEB=3WeB)WCUNV.

(B3) 0 ¢ B.

Axo je B 6a3a dunrepa na S, onmga je
F={XeP(S)| 3VeB)VCX}

dunrep Ha S; 3a 0Baj puiTEp KAXKEMO 13 je 2eHepucaH baszom B, a 3a 6azy
B na je 6asa ¢uamepa F. O6puyTO, ako daMmunnja ckymosa BB rexepurie
meku dbunrep F Ha 0Baj HauwWH, u3 Jgedunnunuje dpuirepa cieau 1a OHA
Mopa Ja uma csojcrsa (B1)—(B3).

Ha npumep, damunmja 0TBOpEHUX OKOIMHA Taduke ¢ je 6a3a duarepa
OKOJIMHA Tadke a; (amuanja mpoOyIIeHnX OTBOPEHUX OKONWHA je 6a3a
dunrepa TpodyIIeHNX OKOJINHA; DaAMUIN]ja

{{n,n+1,...} | ne N}

je 6aza @pemeosor ¢unrepa nHa N,

Hedununuja mmmeca ce MOXKe JaTH U CAMO y TepMuHuMa 0ase uii-
Tepa.

Hedbununuja: Heka je f : S — M mnpeciukaBame ckyma S y MeT-
puuku npocrop (M, d) u B 6a3a dunrepa na S. Taza je

¢=1limf
aKo
(Ve>0)(3U e B)seU = d(f(s),¢) <e.

Axo je B 6aza dunrepa F ouga je limr f = limg f (3azarax!).
Cmena npomennuse y aumecy. Axo je Bg 6asa duarepa Ha ckymy S u
¢ : T — S npecaukapame Koje 3a10B0sbasa yciaos (VV € Bs) ¢ (V) # 0,
OHJIA je

Br = ¢~ !(Bs) = {¢~'(V) | V € Bs}
6a3za dbunrepa va T (mokazaru!). Ako je f: V — M npeciukaBame CKymna

V € Bg y merpuuku nipoctop M, a Fs u Fr dunrepu reaepucanu bazama
Bs n Br, onna Baxu

lim f = lim f o .
i f i foyp
OBo TBpheme je CKOPO TayTOJIOrHja.

Bamarak: Heka je f: R — [0,1], f(z) = (sgnz)?> u ¢ : R — R,
p(x) =0. Ako je s = p(t) onga t — 0 = s — 0. spauynaru lims_,q f(s)
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u limy_o f o p(t) u objacHuTu 3amTo ce NOOUjajy PA3IUUUTU PE3YJITATH
(Tj. 3amTO HUje onpaBJaHA CMEHA IIPOMEHJbUBE Y JIAMECY ).

Bagarak: Heka je f: R — C u neka nu3 f(n) kouseprupa xa ¢ € C.
Hokazatu na je lim, ., f([z]) = ¢, vme je [] neo meo peamnor Gpoja (j,
JIOKA3aTH 14 je OBJE OLPAB/aHa IPUMEHA TEOPEME O CMEHHU IIPOMEH/bUBE).

IMonaszehn ox
1 n
lim <1 + > =e,
Nan—oo n

npuMeHOM TBphema OBOr 3ajarka u Teopeme o Tpu JimMeca JI0Ka3aTw J1a
je

1 x
lim (1 + ) =e.
R3z—+o00 T
Hexa je F dunrep na S u f : S — R. 3axpamyjyhu pesamujun moperxa

Ha peajHoj MPaBoj, MOXKEMO Ja AePUHHUIIEMO 20ptt Aumec QyHknuje f
o dunrepy F ca

limf := inf s X).
imf = inf sup f(X)

Kopwucru ce u o3naka lim sup ». Jlyanano (3aMeHOM yJiora CyrmpeMyMa U WH-
dbumyma) ce nedunuinie nowu sumec. CrenujanHu ciydajeBud Cy TOPEHE
U JObU JIMMEC HU3a U [OPIbU U J0U JiuMec (DyHKIMje peasne (id KoM-
ILLJIEKCHE) [IPOMEHIbUBE.

3azmarak: Heka je
FrC\{0} =R, f(2) = —ilz|*(z* = 7°).

Hokazarn na je limsup,_,, f(2) = 2, liminf,_,o f(2) = —2.

ITpocmop nodeaa u Pumanos unmezpar. Axo je [a,b] mHTEpBAT Ha pe-
aJIHOj TIPABOj, HErOBOM 7N00eA0M Ce HA3WBA, CBAKM KOHAYAH CKYIl TA4aKa
g, ...,T) TAKBUX Ja je

a=x9g< 21 <...<x =0

Nurepsanu [z, xj41] Hasusajy ce unmepsasuma nodene. Ilodera ca youe-
Hum maukama uarepsana I = [a,b] je map (P,¢), rue je P = {xg,..., 2}
nozena, a ¢ = (ci,...,¢,) k — TOpKa Tadaka TaKBUX 13 je ¢j € [xj_1,x; ).
IHapamemap nodeae P je OpOj

A(P) :=max{|z; —x;_1]|j > 0,z; € P}.

Ckyn cBux nogena uaTepsaia I ca youeHHM Tadkama o3Haduhemo ca Pj.
Ha wemy nedunumenvo dbunrep F; uva ciaenehu mnaumn: X € F; ako u
caMmo ako 3a uexo d > 0 Baxku

AMP)<d=PelX.
Heka je mara dyukumja f : [a,b] — C. Tlomohy e medwunumemo dyH-
KIjy

Op:Pr = C, Bp(PE) = flej)(wj—xjo1),
j=1
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Koja cBakoj nomesnu P = {xg,...,T,} ca youenum taukama (ci,...,cp)
MPUAPYKYje KOMILTIEKCAH OpOj.

Kaxemo na je pyukumja f unwmezpabuana no Pumany ako mocroju
miMec dynximje ¢ mo dbunrepy Fr. Komniekcan 6poj

b
/a f(z)dz = 1-17__If1q)f

HazuBaMo Pumanosum unmezpasom GyHKIpmje f no uaTepBaiy [a,b).

(32) Hexka je S ckyn ca dbunarepom F u (M, d) merpuuku npocrop. Ilpecivka-
Bame f : S — M 3amoBossaBa Kowujes ycaos ako 3a cBako € > 0 mocToju
T € F ca cBojcTBOM

vy eT = d(f(z), f(y) <e.

W3 nejennakoctu Tpoyria caenn Aa je Kowmmjes yciaos weonzodan 3a moc-
Tojame nnuMeca 1o duatepy. OBaj yCI0B HIje TOBObAH Y OTIIITEM CIYYajy.
3a peanue dyukmuje f: .S — R Kommjes ycaoB je u 10BObAH yCIIOB
€r3UCTEHINj€e JTMMECa 10 (PUITepy.
Hoka3z: Heka je ¢ > 0. Axo f: S — R 3amosomasa Komujes ycios,
ouza je 3a meko I' € F
€

nyeT = |f(y) - f@) <

13 npunnuna jgokaausamyje (8) ciaequ na mocrojame Jumeca 1o buiarepy
3aBHUCH CAMO Off MOHAIama QyHKIrje Ha T, 1a MOXKEeMO /14 TPETIIOCTABIMO
aa je f nepunucana camo na T'. Heka je

A={seR|s<r f}

Qukcupajmo yg € T. 3a cBako = € T Baxku

Flwo) = 5 < f@) < Fo) + 5

Oparie caenu ja je ckyn A nenpasau (jep je f(yo)—e/2 € A) u orpanuyen
onosro (6pojem f(yo) + ¢/2 € R). U3 Akcmome cympemyma ciaeam na
ITOCTOj A

a =sup A.
W3 nedununuje cynpemyma ciieau ma 3a HEKO y1 € 1 Baxu

g g g
a—5 < flyp)<a+g, omocuo [f(y)—al <3

Ouariie, Ha OCHOBY HEjEIHAKOCTU TPOYIJIA
[f(@) —al < [f(x) = fly)[ +1f(y1) —al = [f(x) = fy1)] +€/2,
caenn ma je, 3a x € T,
|[f(z) —a] <e.
ITomro je T' € F, To 3Ha4M 1a je
a = lim f,
quMe MO JoKasasiu 1a je Kommje ycioB peaane dyHKIHjE TOBOJHAH

ycaos eFBI/ICTeHHI/Ij e .TII/IMeca,4.

4HpI/IMeTI/IMO [a CMO 0Baj AOKa3 m3Beau ynorpebom AxcmoMe cympeMyMa, KOja Baxku y R,
aJId HeMa CMUCJIA y ONIITHjUM CTpyKTypaMa. Ha oo hiemo ce jomr Bparutu KacHuje; pugern (129).
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Cruenujanuo, HU3 a, KoOju 3aj0BosbaBa Kommjes ycmoB y ommocy Ha Dpe-
meoB ¢uarep, Tj. TakaB Ja 3a cBako € > 0 mocroju ny € N Tako ma
BazKn

m,n > ng = d(Tm,T,) < €

nasusa ce Kowujesum nusom. CBaku kouBeprenran uus je Kommujes (He-
jemHaxoct Tpoyrsia). MeTpudky MpocTOp y KOME BayKd M OOPHYTO, Tj. ¥
koMe je ceaku KormjeB HU3 KOHBEPTEHTAH HA3WBA CE€ KOMNACMHUM NPOC-
MOPOM.

VY (21) u (23) cMo Buzenn Ja MOJMOBY HEMPEKUIHOCTH U JIMMeca Tpe-
C/INKABAamba MOTY Ja Ce CBeLy Ha KOHBEPLeHIHjy HH3a, IITO MOXKEMO 13
MCKOPUCTHMO J1a JoKaxKemo ciaemehe TBpheme.

Bagarak: Heka je (M, dy;) npoussosban, a (N, dy) KOMILIETaH MeT-
puuku upocrop. Jdokazaru ga je npeciukasamwe f : M — N HempekumHo
y Tauku a € M axo u camo ako 3agososbasa Kowujes ycios (32) y onnocy
Ha, PUATEDP OKOJIWHA TAYKE ¢, Tj. aKO U CAMO aKO 3a CBAKO £ > 0 mocToju
6 > 0 ca cBojcTBOM

2,y € Bla;6[= dn(f(2), f(y)) <e.

HoxkazaTu ma mpeciankaBame f uMma guMmec y Tadku b € M ako m camo ako
3a70Bo/baBa Kommujes ycioB y ¢uaTepy mpoOYIIEHHX OKOJIWHA TadKe b,
Tj. aKo 3a cBako € > 0 nocroju § > 0 ca cBojcrBOM

z,y € Blb;o[\{b} = dn(f(z), f(y)) <e.

JWcKpeTaHn METPUUKH MPOCTOP je KOMIIJIETaH.

3 mejenqnakocTu Tpoyraa ciaeau oo TBpheme: Ako Komujes Hu3 uMma
KOHBEPIEeHTAH TOIHW3, OHJA je OH KOHBEPreHTaH.

IMowro je cBaku Komwujes Hu3 orpanuden (1ITO CJeiu U3 HEJEHAKOCTH
tpoyrna), u3 (35) u Bommano-BajepmTpacoBor crasa ciegu join jemaH
noka3 (mopes onor cagapzxkanor y (32)) ma cy npocropu R u C xomrieTHu.
Orsopenu unrepsad |0, 1[ muje kommieran (au3 1/n je Komujes, anu Hema
mamec y 10, 1[).

Kowmmiernoct Huje cBOjCTBO KoOje ce dyBa IMPHU HEMPEKHUTHUM IPECINKABA-
BbUMa: T > arctan T cimKa HelPEeKUIHO U OMjeKTUBHO KOMILJIETAH TPOCTOP
R ma orBOpeH (IakKyie HEKOMILIETaH) HHTEpBAI | — /2, 7/2].

[Ipon3Bos KOMILIETHUX METPUYKHUX MMPOCTOPA jé KOMILIETaH y OWJIO KOjoj
o MeTpuKa dp, 1 < p < 0.

Heka cy M, N merpuuku npocropu, N komiuteras, f: M — N ua € M.
Taga nocroju lim,_,, f(x) ako u camo ako je w(a; f|M\{a}) = 0 (vze je
w(a; f|M\{a}) ocuusanuja pecrpukiuje npeciaukasamwa f wa M\{a}). Oso
je pedopmynanuja KommujeBor ycaoa 3a ¢puarep MpOOYIIEHUX OKOJJTIMHA
U [OCJIE/UIIA, KAPAKTEPU3AIHje HEIPEKUIHOCTH IPEKO HU30BA U KOMILJIET-
HoCTH TIpocTopa N.

Bapgarak: Heka je M ckyn jpyau ucre reaepanuje, u d(x,y) = 6poj re-
Hepalyja 0 3ajeJJHIYKOr OPeTKa & M Y [0 MYIIKOj JMHUju (HIP. Pacro-
jame uzmely Gpara u cecrpe je 1, usmehy apa Gpara on crpuna 2 urn).
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Hoxkazaru na je d merpuka. /la ju je merpuuku nipocrop (M, d) komiuie-
tan? JlokasaTu ga MeTpuka d y OBOM IIPOCTOPY 3a0BOJbABA YJITPAMET-
puuky nejennakocr gedpunucany y (14) u garu unrepuperanujy ocobuna
JIOTITH ¥ 3aJIATKy O yITPAMETPUUIKO]j HejemHakocTh y (14) y oBOM CIydajy.
[Ipecnukasame f : M — N je pasnomepro (Anu yru@opmmo) HenpexudHo
aKo 3a cBako € > 0 moctoju > 0 Tako ma 3a cBe x,y € M 3a Koje je
dy(z,y) < 6 Baku dy(f(x), f(y)) < . PaBHomepHO HenmpekuHa mpec-
JINKABAMa, Cy HEIPEKUTHA.

Bamarak: [lokasaru ja je npecmkasame f : R — R f(z) = 22
HEIPEKU/THO, AU HE U PABHOMEDPHO HENPEKHJIHO.

Bagarak: [dokasaru na cy dyskuuje g(x) = z u h(z) = sinz
pPaBHOMEDHO HempeknaHe Ha R, anm ma wuxos nponsson (gh)(z) = zsinz
HUje.

Pasromepno menpeknana cianka Kommjesor au3a je Kommjes Hu3.
[IpecnukaBamwe f: M — N je Jlunwuyoso axo je
. d x
Lin() e sup U@ SO
Bpoj Lip(f) nasusa ce JIunwuyo6om KoHcmanmom Ipeciukasama f. 3a-
nmarak: J/lokazaru ma je

Lip(f) = min{C € [0, +o0] | (Vz,y € M) dn(f(z), f(y)) < Cdn(z,y)}.

Jlummmmosa koHcranta uzomerpuje je 1. IlpeciukaBama uuja je Jlum-
LIKI[OBA KOHCTAHTA CTPOro Mama o1 1 Ha3uBajy ce kowmpakyujama. Jlur-
MIAIOBA TTPECINKABAKHA CY YHU(DOPMHO HETPEKWTHA.

Baparak: [lokasarm ma je mpecmukasame f : R — R, f(x) = /|z]
yHUMDOPMHO HENPEKUIHO, ajau He u JIMIIIHUIIoBo.

Banarak: Heka je A HempasaH moackymn Merpuykor mpocropa (M, d).
Hokazaru na je npecnukasawe f : M — R, f(z) = d(z, A) JIunmmioso u
na je Lip(f) < 1. Crnenmjanno, 3a A = {a} npecimkaBamwe = — d(a,x) je
Jlunmuioso (na je 1 pPaBHOMEPHO HENPEKUJIHO).

Bagarak: okasaru ga je cBaku merpuuku upocrop (M, d) usomerpuuan
nekoM norupocropy npocropa (Br(M)NCr(M), ds), tae je Br(M) ckyn
cBux orpanndennx, a Cr(M) ckymn cBux Hemperknanux dbyukmuja f : M —
R u d,, paBHOMEpHA METPHUKA

do(f,9) == sup |f(z) — g(x)|.
reM

Vuyrcreo: Heka je p € M mpousBosbHa duKcupana tadka. Kopucrehu
HejeTHAKOCT TPOYIJIa, JOKA3aTh JIa je 3a CBaKO a € M mpecInKaBame

fa(@) = d(z,a) — d(z,p)

HENPEKHUIHO W orpanmyeHo. Jlokasaru 3atmm, Kopucrehnm HejemHakocT
rpoyria aa je doo(fa, fo) < d(a,b). Tomro je

‘fa(a) - fb(a)‘ = d(a7 b)a
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U3BECTH 0JATJIE 3aK/bYyUaK 13 j€ doy(fa, fv) = d(a,b). Oparie cieau 1a je

U:M—RM, U(a) = fa,
rae je RM ckyn cBux mpeciukasama M — R, m3omerpuja.
Ako je I unrepany Ru f: I — C nudepenHuujadbu/iHo pec/iuKaBame ca
OTPAHUYEHUM PBUM U3BOJIOM, U3 JlarpaHxKeBe TeopeMe O CpPeIrhoj Bpei-
HOCTH cyean Aa je f JIMmmuioBo mpecinKaBame.
Hexka je

M =R, AeA

damunuja Jlunmunosux dynknuja ca Jlunmmumnosom koucranrom L. Tama
cy u QpyHKIH]je

S($)=§1£fx(x) u I(z) = inf fi(z)

Jlummmiose, ako cy kKoHadHe 6ap y jenroj rauku. Jlokaxkumo oBo TBpheme
3a dyukmujy S. IIpernocrasumo 1a je dbamunuja f) orpaHn<deHa y Tauku
x, 1j. naje S(x) < +oo. Uz

Ia(y) < fa(z) + Ld(z, y),
Jobujamo

Iay) < S(x) + Ld(z, y).
[Ipenackom Ha cympeMyM 100mjamo

S(y) — S(x) < Ld(z,y).

Crienmjasivo, 3akmydyjemo n na je S(y) < +oo. IIpomernom yiora x n y
Jobujamo
mro 3ajeqno gaje |S(x) — S(y)| < Ld(x,y).
Kommnosunuja nenpexkunnux (y oxrosapajyhum raukama) mpecjiukapBarba
jé HempeKuHO NPeCIuKABabe, KOMIIO3UIINja PABHOMEDPHO HEIPEKUTHUX
[IPEC/INKABAbA j€ PABHOMEDHO HEIPEKU/IHO [IPECIUKABAE, KOMIIO3UIU]A
JIUmuIoBuX mpecanKaBama je JIummmIoBo npecankaBame. JIummuinosa
KOHCTaHTa KOMIIO3UIIMje 3a,10B0/baBa HejennakocT Lip(f o g) < Lip(f) -
Lip(g).
Banaxos cmas o nenoxpemnoj mauxu. Heka je M xomIiieTan METpUIKT
upocrop u f : M — M JlunmmnoBo npeciukaBame ca JIunmmmoBom
koHcrauToM 0 < ¢ = Lip(f) < 1. Tama f mma TavHo jeqHy HEMOKpETHY
tauky’. OHa je TPaHMYHA BPEIHOCT HHU3A CYKUECUBHUT GNPOKCMAUUIA:
ap € M 1pousBo/bHO, apy1 = f(an).

Hoxkaz: Ilomrro je f xKoHTpakimja,

d(ant1,an) < qd(an,an-1) <--- < ¢"d(ag,a1).
Onarie v U3 HejeHAKOCTH TPOYTJIA CJIEIu, 3a m > 1,

m—1

d(amsan) < 3 d{ar axs1) < d(ag, a1)g (1 - q)~"
k=n
(cyma ujamoBa reoMeTpujcKOr HuM3a), ma je, 30or 0 < ¢ < 1, HU3 a,
Kormmwujes. 300r KOMILIETHOCTH G, — Goo. U3 HemperumaoCTH (DYHKIIHjE

5HeHOerTHa7 nunu (HUKCHA, TaYKa NpPeCcJuKaBama [ je pememne jennadune f(z) = x.
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f cnemu f(as) = aoo- Jemuncrsenocr: ako je f(a) = a u f(b) = b, onna
je d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b) < d(a,b).

Bagarak: lokazaru na upeciukasawe [ : R — R, f(z) = /2 +x —
arctan x 3anoBosbasa d(f(z), f(y)) < d(z,y), ann na Hema GUKCHY TAUKY.
3anarak: Heka je M kommyeran merpwdku mpoctop u f : M — M
MIPECINKABAHE TAKBO 114 je 33 Heko n € N npecimkaBame f" := fo---o f
kouTpaknuja. JJokazaru ga f mma PUKCHY TadKy.

3agarak: Heka je A = (aij)?)j:l KOMILJIEKCHA 1 X 7. MATPHUIa, TAaKBa, 14

BaxKun
n

lféljagnz |aij +0i5] < 1,
i=1
rae cy 0;; Kpownexkeposu cumbonn (0;; = 03a ¢ # j u 0;; = 1). IIpnmenom
Baraxose TeopeMe 0 HEMOKPETHO] TAYKW MOKA3ATH 113, CUCTEM JIMHEAPHUX
jeTHaUMHA
A-x=a
UMa jeJMHCTBEHO PENIerhe N0 X = (X1, ...,Ty) 33 CBAKO & = (a1, ...,ap).
IMonckyn U C M wmerpuukor npocropa (M, d) je orBopeH ako 3a CBaKoO
a € U mocroju orBopena jonrta Bla;e[C U. EKBHBaJeHTHO: OTBOpEH
CKYII je yHHja oTBOpeHux jontu. PaMunnja 7y; CBUX OTBOPEHUX CKYIIOBA
merpuukor npocropa (M, d) uma cieznelie ocobuue:
(T1) M erp, D ety
(T2) ako je {Ux}ren dbammmmja cxymosa u3 Tz, onga je (Jycp Ux € T
(T3) Ui, Uy ey = U NU; € 1y
IMap (X, 7) rue je X ckym, a 7 bamuimnja mberoBux moJCKynoBa Koja 3a10-
BosbaBa (T1)—(T3) uasusa ce monorowrum npocmopom, a dbaMunuja T
MONONO2UJOM.
3amarak: Heka je X Oeckonadan ckym u 7 (paMuimja HEroBUX IIOJI-
CKYTIOBa, KOja Ce CacToju of () M CBUX CKyTOBA YUjH jé KOMIIJIEMEHT KOHA-
gan. Jlokazaru Ja je (X, T) TOMOJIOMKY TIPOCTOP.
Ako je (X, 7) ronosouku npoctop u Xog C X HWEros MOACKYI, HA HHeMy
je nedunucana ronosnoruja 79 := {UN Xg | U € 7}. Osa ronosoruja
Ce Ha3uBa PeAGMUBHOM MONoozujom Ha noiackyimy Xg. Kaa rosopumo
0 MONOAOULKOM NOMMPOCMOPY, TTOAPAZYMEBAMO JIa CE PAJN O PEJIATHBHO]
TOMOJIOTHj! HA HEMY.
[Ipecnukasamwe [ : X — Y romosomkor npocropa (X, Ty ) y TONOJIOMIKY
upocrop (Y, 7y) je nenpexudno y mauxu a € X ako 3a cBaku ckyn V €
Ty Koju caapxu tadky f(a) mocroju ckyn U € Tx KOju CaupKu Tadky
a, takas na je f(U) C V. Osa nedunnnumja yonmraBa HEIPEKUITHOCT
IPEC/IUKABaKkha METPHYKUX MPOCTOpa (Iokasaru!).
Bujeknuja f : X — Y rononomkux mpocropa (X, 7x) u (Y, 7y) ce Ha3uBa
xomeomopduamom axo cy f u f~! HempekumHA IpecTUKaBabA. XOMEo-
mopdusam je uzomopdusam crpykrypa (X, 7x) u (Y, 7y ).

Baparak: Heka je (X,7) ronomomku npocrop, (M,d) merpuuakm
mpoctop u @ : X — M xomeomopduzam. lokazaru ma je ce TOmoJoruja
merpuukor mnpocropa (X, ¢*d) momysapa ca TOIOJIOIH]jOM T.
3aparak: Heka je ¢ : My — M; xomeomopdu3zaM METPUYKHX MTPOCTOPA
u f : My — N npeciukapamwe. Jlokasaru Ja je CMeHa IPOMEHJbUBE Y
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JIIMecy
lim f(z) = lim fop(y)

z—a y—o~1(a)

omnpaBaHa, y CcKaany ca (29).
IMoxckyn A C X ronosomkor npocropa (X, 7) je okoauna Tauke a € A
ako mocroju U € 7 ca cBojctBuma a € U u U C A. Omeopena oxosuna
Ta4dKe je CBaKM OTBOPEH CKYIl KOju je CaJpKu.
Tauka xg € X ce HazuBa maukom Hazomusaata ckyna A C X ako cBaka
oTBOpeHa okoauHa U 3 o caapKu OECKOHAYHO MHOTO Tadaka cKyma A.
CKyT cBUX Tavaka HaroMuaapama o3Hadasamo ca A’. Ckym A = AU A’
HA3WBA CE 3aMeoperem CKyna A.

Ako je BC Au B = A xaxemo 1a je ckyn B 2ycm y A.

3agarak: [lokasatn 1a je ckym B rycT y MeTpudIkoMm mpoctopy M
aKo M caMO aKO CBAaKH OTBOpEH MOACKyn y M caap:ku Oap jeHy Tadky
ckymna B.

Tauka ag € A KOja HEje TAYKa HATOMUJIABAIHA HABUBA CE U30A06GHOM
mauxom ckyna A. Cxym A := AN M\ A nasusa ce pybom ckyna A.
ITpumepn y R: 90, 1[= {0, 1}, 9]1, +oo[= {1}, 0Q = R.

Bamarak: Jokazatu 1a je AU B = AU B. IIpuMepoM IOKa3aTH 1a
CAMYHA jeTHAKOCT He BaKW aKO Ce YHHja 3aMeHU IIPECEKOM.

Axo je A C X, duamep npobywenur oxosuna tauke a € A je Kyl cBUX
nonckynosa VN A\ {a}, rne je V okonuna tauke a y X. Jedbununuja (23)
JuMeca mpecaukaBama f @ A — Y ce oBuUMe NpEHOCH HA, CBE TadyKe U3
3aTBOpema moMmeHa. CrenujanHo, ako je f : [a,b] — Y dynkimja peanne
TPOMEH/bUBE, TUMeC FheHe PeCTPHKIHe f|[. 5] ¥ TAUKH ¢ Ha3UBa Ce HeHnM
decHuM AUMECOM Y TOj TAYKH 1 O3Ha4YaBa, ca limy . f(z) nom f(c+0). Ha
canvaH HauuH ce gedunuine jsesu gumec f(c—0) Kao jumec pecrpuknuje
Ha [a,c] y Tauku c.

Bagarak: Heka je A = {mn~!' +im~'n | m,n € N} C C. Hahu A/, A
u OA y oxmocy Ha eykauAcky merpuky d(z,w) = |w — z| y KOMJIEKCHO]
papuu. Halin B', B u OB 3a noackyn B = {y/m —/n|m,n € N} CRu
merpuky d(z,y) = |y — x| Ha peanHoj npasoj.

Yuympawrocm nodckyna A meTpuuakor npocropa M je yHUja CBUX OTBO-
PEHUX CKYIIOBA KOju Cy caapxkanu y A; o3uaka: Int A. JIpyrum peunma,
yHyTpaImmocT ckymna A je majselim orBopen ckyn caap:kan y A. Tauxe
ckyna Int A Ha3uMBajy ce yHympawum maukamae cKymna A.

Banmarak: /lokasaru ja je a yHyTpaima Tauka cKyna A ako u camo
aKo 3a HeKo ¢ > 0 Baxku Bla; d[C A.

Bagarak: Hahu yayrpammocr ckynosa A u B u3 (62).

3amarak: /lokazaru ga 3a cBaku noiackyn B C M Baxkn

Int(M\B)=M\B u M\IntB=M)\B.
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IMonckyn F' C M Ha3WBaMO 3ameoperum ako je meros kommiement M\ F
OTBODEH.

3agarak: /lokasaTu ga je 3aTBOpPEHA JIONTA Y METPUYIKOM ITPOCTOPY
3aTBOPEH CKYII.

Y merpudkoM npocTopy Baxku ciaefeha eksupanennuja: [logckyn F' C

M je 3aTBOpEH aKO W CaMO aKO 3a CBaKW HU3 T, € F Baxku
m 2, = oo = Too € F.
n—oo

3agarak: loka3aTu OBy €KBUBAJIEHIIH]Y.
Jenna mocnenuna KapakTepu3aluje 3aTBOPEHOCTH TIOMONY HU30BA je Ciie-
nehe rpheme: [ToTpOCTOP KOMIIJIETHOT METPUYIKOT TIPOCTOPA j& KOMILIEe-
TaH aKO W CAMO aKO je 3aTBOPEH.
Bagarak: Heka je A noxckyn merpuukor mpocropa (M,d). Hokasaru
maje A={x € M |d(z,A) =0}. [dokazaru ma je A HajMarmu 3aTBOpeH
ckym koju caapxku A. JIpyrum pednma, JOKA3aTH 1A je 3aTBOPEHE CKyIa
[IPECEK CBUX 3aTBOPEHUX CKYIIOBA KOJU ' CAJIPIKe.

TMocnenuna: Bla; p[ C Bla; p]. OBa nrkiy3uja Moxe na Oyie u crpora
(HOp. y AUCKPETHOM METPUYKOM IPOCTOPY ).
Heka cy My, My merpuuku npocropu. 3a npeciukasambe f : My — Mo
cremeha TBphema Cy eKBUBAJIEHTHA:
(a) f je HEUPEKU/IHO LPECIUKABAILE
(6) 3a ceaxu orBopen ckyn V C My ckyn f~1(V) je oreopen
(B) 3a ceaxu 3aTBOpen ckyn F C My ckyn f~1(F) je 3arBopen
(r)

r) 3a ceaxu ckyn A C M saxu f(A) C f(A).

Hokas: Ilpernocrasumo na Baxku (a). Heka je V. C My orBopen
nonckyn, a € f~1(V). Jlokaxmmo da je HeKa Kyrjia ca TEHTPOM y @
cagpzkana y f~1(V), uume hemo jmokazaru ga je ckyn f~1(V) orsopem.
Heka je b = f(a). ITomrro je ckyn V orBopeH, 3a Heko € > 0 je B(b,e) C V.
W3 HempekuIHOCTH TpecanKaBama f y Ta4Kd ¢ CAeAu Ja moctoju & > 0
rakBo 1a Baxu d(z,a) < = d(f(x),b) <e, 1j. f(B(a,0)) C B(b,e) C
V. Opnarne caenn B(a,8) C f~1(V). Tume je nokasauo (a) = (6).

Ipernocrasumo ja Baxku (6). Heka je F' C My 3arBopen ckyu. Taza
je My \ F oreopen. N3 (6) n

FHUM\F) =M\ f7H(F)
cremn ma je ckyn My \ f~1(F) orsopen, mTo 3naum ga je ckyn f1(F)
3arBopeH. Tume je Jokazana uMmiumkanmja (6) = (B).

Mpernocrasuvo ga Baxu (B). Heka je A € M;. Cxyn f(A) je

3aTBopeH, na u3 (B) ciaemu ga je ckyn f1(f(A)) 3arsopen u Baxu

AC fTHf(A) € fFTH(f(A)).
[Tomro je A HajMamu 3aTBOPEH CKYI KOjU caJp:xku A, ciaemn ma je A C
U (A), tj. f(A) C f(A). Tume je noxazana nMmmmuKanmmja (B) = (T).
Ipernocrasumo na saxku (r). Heka je o € My, yo = f(xp) ue > 0.
Hokaxkumo ga mocrojm 6 > 0 Takso ga je f(B(xo,d)) C B(yo,e), unme
hemo moKa3aTy HENMPEKUIHOCT MpeCIuKaBama f y Tauku xg. Heka je

A= fﬁl(MQ \ B(yOa‘(’:)) = Ml \fﬁl(B(y()vg))'
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Tama paxu ¢ ¢ A. Bamcra, kKaga 6u 6uno xo € A, n3 (r) 6u creauno

yo = f(@o) € f(A) C f(A) = f(f~ (M2 \ B(yo,€)) C M2\ B(yo,¢),
Tj. yo ¢ B(yo,€), mro je xouTpanukuuja. Jakse, £y mpunaga OTBOPEHOM
ckymy M \ A, ma mocroju § > 0 Takso ga je B(zo,d) C My \ A. Onarne
u u3 nebununmje ckyna A cieam na je f(B(zo,0)) C B(yo, ), mro 3Ha4M
Jla je mpecavKaBame [ HeMpeKuIHO y xo. TuMe je mokazano (r) = (a).
(68) Bamarak: Hexka je (M, d) merpuuku npocrop. Jlokazaru 1a je KapakTep-
ucrraHa pyHkiyja nogckyna A C M

1, z€A

0, z=z¢A

MPEKUIHA ¥ TaukaMa pyda OA M HEMPEKUIHA Y OCTAJUM TAIKAMA.
Crenujanno, JupuxieoBa byHKIN]ja

1, ze€Q

0, 2¢Q

je mpekugHa y cBUM Tadkama, nomro je 0Q = R.

(69) Bamarak: Heka cy A u B 3aTBOpEHU IUC)YHKTHY MOACKYTIOBU METPHYKOT
npoctopa (M, d). JokasaTu 1a je mpecinKaparmbe

d(z, A)
d(z,A)+ d(z, B)

x: M — R, XA(x):{

xo:R—R, X@(I){

fiM SR, f(z)=

HEIPEKHUTHO.
U3 oror 3amarka ciaenu Ypuconosa sema: Axo cy A u B uempasum,
3aTBOPEHU W JINC]YHKTHH TOJCKYTIOBH METPUIKOT TIpocTopa M, oHia moc-
roju HempekugHa dysknmja f @ M — [0,1] TakBa na je f(A) = {0},
f(B) ={1}.
(70) Heka cy d,dp : N x N — R npeciukasama geduHuCcana ca
[n —m|
d(m,n) = |n —m|, do(m,n) = v
3a mpupoHe Opojese m, n.

Bagarak: lokazaru ga cy (N, d) u (N, dy) Merpuyuku npocropu Koju
nMajy ucre Tonosoruje. Jlokaszaru 1a je x,, = n Kommujes Hu3 y mpocTopy
(N, dp) Koju HUje KOHBEPreHTaH, TAKO Ja OBaj LPOCTOP HUje KOMILIETAH.
Hokazaru na je (N, d) xomuieran. OBo nokasyje 1a KOMILUIETHOCT Huje
TOMOJIONTKO CBOjCTBO.

Tomnonoruja y Kojoj je cBaka Tauka OTBOPEH CKYII HA3UBa ce Juckpem-
Hom monoaozujom. Ilperxonnu 3aarak /iaje npuMep HEKOMIIJIETHOT JUC-
KPETHOT TOTIOJIONTKOT TipocTopa (ymopeantn ca (34)).
(71) Merpuuku npocrop M je KOMILJIETaH akO W CaMO ako uma cienehie cBo-
jerBoS: cpakm omazajyhn mm3 F, Hempa3sHMX 3aTBOPEHMX CKYIOBA UHjU
HU3 JAWjaMeTapa TeXKW HyJd UM HEIPAa3aH MPECeK.
Hokaz: (=) Heka je ap € Fjy. Tana uz Fy, D Fyi1 caenu na je
3an >ma, € Fy, na je, 36or diam (F,) — 0, au3 a, Kommwujes, ma

6To je ™3B. Kanmoposeo ceojcmeo.
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IIOCTOJH HEroB JIUMEC (oo. U3 Fy, = F,, cienu ao € F, 3a cBako m, Tj.
oo € ey Frm-
(<) Heka je a,, Kommjes vuz y M. Tana je F, := {an,an41,...} HO3

3aTBOPEHMX CKYIIOBA KOjU 3a70BOJhaBa KAaHTOPOBO CBOjCTBO, Ia IOCTOjH

oo € (Npen Fn- U diam (Fy,) — 0 cinemu d(an, o) — 0, Tj. @y — oo-
(72) Ilpumerumo ma 6e3 ycnosa diam (F),) — 0 reopema (71) He Baxku: omna-

majyhn mm3 F,, = {z € R | |z| > n} 3aTBOpeHNX MOACKYIOBA KOMILIETHOT

npocTtopa R mMma mpasaH mpecek.

Bagarak: Heka (R, d) merpuuku 1pocrop ca METpUKOM

ly — z|

d __ =
(2,9) T T—

u neka je F, = [n,+oo[, n € N. Tokazaru na cy ckynosu F;, orpanuyienu
u 3arsopenu u F, 1 C F,. Jdokasaru ga je [,y Fn = 0. Ha mu je oso y
uporuspeunocru ca (71)7 da su je oBo y uporuspeunocru ca Kanroposom
akcuomoM y R? JlokazaTu 1a y €yKJIMICKOM MPOCTOPY €& CTAHIAPIHOM
€YKJIUICKOM METPHKOM CBaKW onafajyhim Hu3 HeMpas3sHUX, OTPAHUYEHUX W
3aTBOPEHUX MOJACKYIIOBA UMa HEIPa3aH IMPeCceK.

3agarak: /lokasatu na je nHa ckyny N npupoaHux 6pojeBa ca

1 + 2~ min{m.n} 3am #n

d(m,n) =
0 3am=mn

nedunucana Merpuka u ga je N ca TOM METPpUKOM KOMILJIETaH METPUIKHU
npoctop. Jlokaszaru Ja 3arBopeHe jonte Bln; 142~ "] obpadyjy onagajyhn
HU3 3aTBOPEHUX TOJCKYTIOBA KOjU MMa MPA3aH MPECeK.

(73) Ako je S 3aTBOpEH IOJCKYIl KOMIUIETHOI METPUYKOr POCTOPA Ca CBO-
jCTBOM J1a je cBaKa Hmerosa Tauka TauKa HAIOMEJIABAIbA , OHJA je S Hempe-
6pojuB.

Hoxkas: [IpermocraBumo 1a je S mpebpojus; mopehajMo merose Tauke
y uu3 S = {s1, 89,...}. KoHCTpyuummMo uHayKTuBHO HU3 JonTu B, 10-
aynpedynuka r, < 1/n na cinenehu nauun. Heka je B; orsopena Jiomnra
ca neaTpom $; u noaynpedaukom 1. Iomrro je s; Tadyka HArOMUIaBarba
ckyma S, ckyn By NS je 6eckonauan. Heka je By jomnra ca MEeHTPOM y
HEKOj ol Tadaka ckyna By N S u nojynpednukom 1o < 1/2, Taksa na je
By C By u sy ¢ Bs.

IIpermocTaBuMO Ja €MO KOHCTpyHCaIu JONTYy B, TakKo Ja je CKyT
B,, N S deckonauan. Heka je B,,;1 OTBOpeHA JIONTA YHjU je EHTAP HEKA
o/ Tadaka ckyma B, NS, a monynpednuk r,,1 Mawu of 1/(n+ 1), raksa
na je Bpy1 C Bp u s, ¢ Bpyq1. Ilomro je Bpy1 OkojmHa Tauke u3 S,
ckyn Bpi11 NS je beckoHadaH, ma MOXKEMO [a MTOHOBAMO KOHCTPYKITH]Y
3a CBaKO 1, yuMme jobujamo Geckonauan Hu3 ckynosa {Bj,},cn. Heka je
F, = B, N S; u3 3arsopenoctu B, u S cienu na je F, 3arsopen. I3
KOHCTPYKLHje ckynosa B, ciexu na F, 3anoBosbaBa ycsose u3 (71), na

73aTBopeH CKYI 4YHja je cBaKa TadKa TAaIKa HArOMHUJIABAHa HA3UBA C€ CABPULEHUM CKYNOM.
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1. HEKE TOIIOJIOIIIKE N AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE ¥V AHAJIN3U
je
oo
F = ﬂ F,
n=1

Henpasad u 3arsopen ckyn. U3 F,, C S 3a cBe n caenu Foo C S, na
moctoju s € SN Fy, mMTO je y CyNpOTHOCTH €& KOHCTPYKIWMjoM HU3a F,
O KOjOj CBaKa TavKa S, € S 3a70BOJbaBa Sy, ¢ Friq.

3a mogckyn A C M merpuwukor mpocropa crenehm ycioBm Cy eKBHBAa-
JIEHTHU:

(a) YHyTpammocT merosor 3arsopema A npaszan ckyim: Int A = ().

(6) OTBopen ckym M \ A je ryctr y M.

(B) 3a cBaku neupasan orsopen ckyn V. C M wnocroju nenpasad
orBopen moackyn U C V rakas na je U N A = ().

(r) Hu 3a jeman orsopen nogckyn V C M ckyn ANV wuje rycr y V.

Toxkasz: (a) < (6) caemu u3 Int A = M \ M \ A (sunern (63)).

(6) < (B): U3 medunmmmje rycror ckyma caemun ga je M \ A rycr y
M ako u caMO akO CBaKd OTBOpeHH CKyl V calpxku Tauky g € M \ A
(suzeru (60)). Iomro je M \ A orBopeH, To je ekBuBaneHTHO (B).

(B) & (r): Heka je V oropen ckyn. U3 nedwHumje rycror ckyma
cnequ 12 ANV Huje rycr y V ako m camo ako moctoju taduka v € V
TakBa jia HeKa mweHa okomuaa U C V He caapxku tauke ckyma AN V. To
nokasyje ja cy rephema (B) u (I) eKBUBAJIEHTHA.

Ckyn je nuzde eycm ako 3a70BOJbaBa HEKHU (AK€ CBAKM) OJ YCJIOBA
(a)~(r).

Ha npumep, ckyn Z je murzge rycr y R, a Q nuje nurne rycr. Ako je
ckyn F 3arBopen, onja je weros py6 OF uurge rycr (nokasaru!); upumep
0Q = R nokazyje 1a 0BO He BaXKu aKO CKyn F' HUje 3aTBOpEH.

3anarak: Heka je U orBOpeH rycT CKyn y MeTpudkoM npoctopy M.
Hoxkazaru na je M \ U nurge rycr. Ilokasaru npumepom za oBo TBphere
He Baku ako U HEje OTBOpPEH.

3amarak: Heka je x m3om0Bana Tauka merpudkor mpocropa M. [la
s je ckyn {z} murme rycr?

Ckym je npee Kamezopuje aKO Ce MOXKe TPEICTABUTH KAa0 MPeOpPOjuBa,
yHHja HUTAE TycTux ckymnosa. CKym je dpyze kamezopuje akO HUje TPBE
kareropuje. Cxyn S C M je pesudyanran y M ako je meroB KOMIIJIEMEHT
M\ S ckyn upse kareropuje. Ha npumep, ckynosu Z u Q cy ckynosu
npse Kareropuje y R.

Beposa meopema o xamezopujama. Axo je (M,d) xomnieran merpuakn
npocrop u A C M ckyn npse kareropuje, ouga je M \ A rycr y M.

Hokaz: Tpeba jgokazarn Ja mpomsBosbHa jonta By = Blxg;e] ceue
M \ A. Tlomro je A ckyn npse kareropuje, A = [J° | A,, tae cy A,
Hurge rycru ckynosu. Ilomrro je Ay HUTZE rycT, TOCTOjU OTBOPEHA, JIONTA
B; = B|xy;7| TakBa na je

371CB()7 EﬂAliw, 7‘1<g.
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Ja/be KOHCTpyuIleMo Hu3 JonTu B, MHAYKTHBHO; ako je B, = Blx,;r,|
KOHCTpyucaHa, nqedununiemo B, 11 = Blx,41; rm41[ Tako na Baxn

- - r €
BnJrl C Bna Bn+1 mAnJrl = (Z)a Tn41 < ?n < 27a

OIIPABJIAHOCT OBe JeUHULIK]E CIEU U3 YUbEeHUIE 1a je A, 1 HUrjIe rycr.
Hus F,, = B, uvma Kanroposo csojerso (71), ma mocroju x € (o, Fi.
U3 koncrpykuuje gonru B, ciemu na v ¢ A, 3a cee n u x € By, na je
ckyn (M \ A) N By menpa3zax.

(76) Hpyru nauun na ce ¢opmynuine Beposa Teopema o kareropujama je:

1pecek 1pebpojuse (amuiiuje OrBOPEHUX I'yCTUX HOJCKYLIOBA KOMILIETHOL
MeTpwyakor npocropa M je rycr y M.

(77) U3 Bepose Teopeme Moxe fa ce u3sene cienehia mocaeauna: ako KOMILIe-

TaH [IPOCTOP HEMa U30JIOBAHUX TAYAKA, OHZA je OH HenpeOpojus (ymope-
utn ca (73)). Baumcra, ako x HHje H30J0BaHA Tadyka, OHAA je cKym {z}
HUTLJIE TYCT, 1A CBAKA YHU]a IIPEOPOjUBO MHOIO Ta4aKa MMa HENIPA3aH KOM-
TIJIEMEHT.
Baparak: /lokazaru ma ckynm (Q He MOXKe 7@ Ce TPeACTaBh KAO MPECEeK
npebpojuBe damuinje OTBOpeHnX CKymoBa y R.
3amarak: lokazatu ma R" mumje yamja mpebpojuBe dpaMuimje moTIpoc-
TOpA JIUMEH3Uje Mabe O 1.
Axo je f : [0,1] = R dynxmmja knace C° ca CBOjCTBOM & MOCTOjU N
TaxBo ja je 3a cse x € [0, 1] n—ru uzsox f()(z) = 0, onza je f mommHOM.
Oso tBpheme je esementapuo u 1ako ce gokasyje. Cuezehe tepheme, Koje
ce 100HUja W3 OBOI' 3aMEHOM IIOPETKA KBAHTU(MUKATOPA, je CII0KEHH]jE:
Heka je f: [0,1] = R dynkmumja kaace C™ Koja WMa CBOJCTBO J1a 32
caxo = € [0, 1] mocroju n € NU {0} tako ma je n—ru ussox f(™ (z) = 0.
Taza je f nosuHoM.
Hoxas: IIpermocraBumo cynpoTHO — ma, f Huje nojguHoM. Tasma je ckym

C := {z € R | He moCcTOjM OKOJIIMHA TaYKe T HA KOjOj je f ToIMHOM }

Henpasan. Ako tg ¢ C, onza je 3a neko ) > 0 dyukuuja f monunoMm Ha
unTepBany |to — n,to + nf, ma Jto — n,to + n[C [0,1] \ C, omakie cueau
na je [0,1] \ C oreopen, Tj. na je C saropen. Ilomro je cxym [0, 1]
KOMTLJIETaH, U Weros 3aTsopen noackyn C je xommaeran. Ilpuvennhemo
Ha wera Beposy Teopemy (75). Heka je

A, ={zec[0,1]] f™M(z)=0}nC.

o upernocrasuu, | J,— oA, = C N[0,1]. 13 nenpekuapoctu caeau aa
cy cBu ckymoBu A, 3arBopenu. [lo BepoBoj Teopemu, 6ap jemaw o mux
HUje HUTIEe T'yCT, Tj, 300r 3aTBOPEHOCTH, OAp jeIaH O X WMa, HEMPA3HY
yHyTpammoct. To 3Haun ga nocroju xg € C u § > 0 tako 1a je

0 # CN)zo — 6,20 + §[C A,.

Ipernocrasumo ma je f*)(xq) # 0 3a weko k > n. U3 Tejmopose dop-
myste (mpumersene na Gyukuujy f(™)) 1 13 HENIPEKHIHOCTH Taga CIEIH 12
nocToju mHTEpBAT |70 — €, 2o + [ Ha kome je £ (x) # 0 3a x # x0. Hocre
npeacka Ha IOJUHTEPBAJ aKO je HEOIIXOIHO, MOXKEMO 13, IPETIOCTABAMO
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na je € < 9. Oparie 6u cieauso jaa je
Cﬁ]l‘o —E&,X0 + E[: {Jio},

jep je ckyi Ha JjieBoj crpanu caupzkad y A,. Ajaum onza je, no neduHu-
mjn ckyna C, f mommuOM Ha |xg — £,x0[ W |Zo, 20 + €[, mTO je (360r
HeNpeKuIHOCTH) Moryhie caMo ako je f moimHOM Ha |xg — €, x¢ + €[, mTo
je xonTpamukuuja ca xo € C. Takne, saxmyayjemo aa je f*)(z0) = 0 3a
cse k > n. Hcro Baxu 3a cBe Taduke CKyna |zo — J, zo + 6[NC.

Heka je t €]xg—0,20+[\C. Tana je f moauHOM HA HEKOM WHTEPBAJLY
KOju caJapxku Tauky t; Heka je [a,b] najsehu rakas unrepsan. Tana jenan
Kpaj Tor unrepasia (peuumo a) npunaiga ckymy C (unade 6u yHKIUja
f 6uma mosmuOM Ha HekoMm Behem muTepBasy), Tj. a € CN|xg — J, 29 + I,
ma je, mpema moxazanom, f(F)(a) = 0 3a cse k > n. To 3maun ga je f
TIOJIMHOM CTemeHa Mamer o n Ha [a,b], ma je f*)(t) = 0 3a k > n.

Jakse, 10Ka3aam MO Ja 3a CBaKO k > M W CBaKO = €|xg — d,xg + I]
saxku f*)(x) = 0. To 3maun ma je f nonunom na |zg — J, 29 + 0] wrro je
KoHTpamKIHja 36or CN|zg — J§, o + §[# 0.

Axo je f: S — M npeciukaBame ckyma S Ha Kome je mar dpuarep F y
merpuuku npoctop (M, d), aumec no duirrepy 3aBUCH CaMO OJI, TOLOJIOTHje
uHIyKoBaHe MeTpukoM d (mokasaru!). IBe MeTpUKe KOje MHIYKY]y HCTY
TOIOJIOTUjy HA3UBAJy CE MONOAOWKY EKGUCAACHMHUM MeMpPuKama. IIpy-
MM pednma, mMerpudkn npocropu (M,dy) n (M, dy) cy TOTOJONTKA eK-
BUBAJIEHTHN aKO M CaMO aKoO je WJIEHTHYKO TpecinkaBame id : (M, d;) —
(M, dy) xomeomopduzam. 3agarak: Heka cy (M,d;) u (M,dz) mer-
puuku npocropu u ¢ : (M, dy) — (M, ds) xomeomopduzam. Jokasaru ja
cy upocropu (M, dy) u (M, p*ds) TONOJOIIKY €KBUBAJIEHTHH.
3amarak: /lokasarm ga cy merpuke di u do Ha cKymy M Tomosomku
€KBUBAJICHTHE aKO M CaMO aKO Cy WMCIykheHa ciefeha aBa yCaoBa;

e 3a cBakKo xo € M cBaka orBopena jonta {x € M | di(xg,z) <711}y

MeTpuIH di Caap:Ku HeKy oTBOpery jonty {x € M | da(xg,z) < 7o}

y MeTpuiu ds;

e 3a cBaxo o € M csaka orsopena soura {x € M | da(xo,z) < ra}y

MeTpHIW do Caap:KN HeKy oTBopeny jonty {x € M | di(xo,z) < 71}

y MeTpuiu di.

UsBectu onariie aa je ceaku Merpudku npoctop (M, d) Tonosomku ekBu-
BaJsieHTaH Merpudkom npocropy (M, dy), rue je

d(z,y)
1+d(z,y)

[Mommro je dy < 1, omaBme cienu 1a je CBaKd METPUYKH IMPOCTOP TOIMOJIO-
KA €KBUBAJICHTAH HEKOM OIDAHUYEHOM METPUYIKOM ITPOCTOPY.
3amarak: /lokasaru ma cy merpuke di u do Ha ckymy M Koje 3a Heke
a, 8 €]0, 00| 3amoBOBABAJY HE]EAHAKOCTH

ady(z,y) < da(v,y) < Bdi(x,y)

3a cBe x,y € M rmonosormku eksuBasenTHe. U3 (82) m3BecTn 3aKibydak
Ja OBaj JI0BOJbAH YCJIOB 3a TOIOJIONIKY €KBUBAJIEHIIM]Y METPHUKA HUje U
HEOIIXO/IaH.

do(CC,y) =
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3aparak: Heka cy di u ds nBe merpuke Ha M TakBe /1a 3a CBAKHU MOACKYTI
A C M Baxu di(z,A) = 0 & do(xz,A) = 0. Hokazaru na cy di u do
TOIOJIOIIKYA EKBUBAJIEHTHE.

Y TOTOIOMKOM TPOCTOPY JIUMEC HUje jeINHCTBeH (Tj. Huje 106po medunm-
can). Pasjior jexku y ToMe ITO 3a JBE TaYKe I,y TOIOJIOMIKOr IIPOCTOPa
He MOpajy Ja mocToje orBopene okoymmae U 5 z m V' 3 y Ttakse 1a je U N
V = 0. lpumep: X ={0,1}, 7 = {0, {0},{0,1}}. Xaycdopdos npocmop je
TOMOJIOIIKY TIPOCTOP Yy KOME CBAKe J[BE TAYKe MMAajy JHUC]YHKTHE OTBOPEHE
okosmue. Ako je X Xaycmopdos npocrop, a S ckyn ca guiarepom F,
onza je limr jeqnosuauno nedunucan (moxkaszaru!). Xaycmopdos mpoctop
y KOMe Baxku YpuCOHOBa Jjiema (69) HA3uBa Ce HOPMAAHUM MPOCTIOPOM.
CBaku METPUYKHU MPOCTOP j& HOPMAJIAH.

Tomonornja 7 = {0, {0}, {0,1}} ma ckymy X = {0,1} mmje Xaycmop-
dosa. Baxkan npumep Tomosoruje Koja Huje Xaycaopdosa je monosozuja
3apuckoez na mpocropy K", rme je K mospe peaqHux uim KOMILJIEKCHUX OpPo-
jeBa. 3aTBOpEH CKyT y TOIMOJIOTHjU 3apUCKOr je cBakKy moackym F C K™
KOjU je CKyIl HyJla KOHa4He (haMuiinje OITMHOMA N IPOMEHJbUBHX, Ca KO-
edurnmjerruma y K. OTBOpeHu CKynoBH y TOMOJIOIHju 3apUCKOT Cy KOM-
mwiemenTu 3arsopenux.’ Opa Tomosjoruja uma 3HauajHo Mecro y AJre-
6apckoj reoMerpuju, riae ce nedUuHUILIe, Ha UCTH HAYMH, 33 IPOU3BOJHHO
aredapCcKu 3aTBOPEHO TOJBE.

3amarak: /lokasaru 1a je Ha 0Baj HAUYWH Je(PUHUCAHA TOIMOJOTH]A.
Jokazaru ma Tonosoruja 3apuckor nuje Xaycaopdosa.
Bagarak: lokasaru na tepheme (67) Baxku U y TOLOJIOWIKUM LPOC-
TopuMa (ca HE3HATHOM MOAUMUKAINOM JTOKA3A).
Heka je (X, 7) Tonosomku nmpocrop. Hberosa 6asa monoaozuje je moackym
B C T ca ocobunom aa je cBaku ckyn U € T yHuja damuanje cKymoBa u3
. Baza Tomonoruje 3amoBo/baBa ciaeaeha CBOjCTBA:
(B1) X = UVeB 14
(B2) 3a cBaka zaBa ckyna U,V € 8 TakBa na je a € U NV nocroju ckyu
WepBrakas gajeac W CcUNV.
Ako je f bamuimja nonckynosa ckyna X koja sagoosbasa (B1) u (B2),
orna Ha X IOCTOjU jeJMHCTBEHa TOLOJIOIMja T TakBa Ja joj je [ 6Ga3a.
Jlokas ce W3BOAM AUPEKTHOM KOHCTPYKIHjoM damuinje 7 Kao damuanje
CBUX CKYIIOBA KOjU Cy yHHje cKyroBa u3 3. Ha npumep, oTBOpeHe JonTe
cy 6a3a TOMOJIOrHje CBAKOD METPUYKOr MMPOCTOPA.
Ako je § 6Gaza TomoJioruje T, KaxkeMo Ja je TOIOJIOIHja T 2eHePUCGHa
bazom (.
ITpouseod monosowkuxr npocmopa. Heka cy (X1,71) n (X3, 72) TOMOMO-
mkyu npocropu. Hbuxos mpousso je Tonosomku npoctop (X1 X Xo, 7)
rae je T Tomosoruja umja je 6aza S = {Uy x Uy | U; € 73, j € {1,2}}.

3agarak: [Jokasarn na 6mno xoja on mMerpuka d,, 1 < p < oo, y ey-
KJIHACKOM IpocTopy R™ HHAyKyje HCTy TOIOJIOTU]Y U Ja j€ Ta TOIOJIOrHja,
yIpPaBO TOMOJOTHja TMPOM3BOJA PEATHUX MPABUX, Y CMUCTY TPETXOTHE
nedbuHUIHjE.

8y crydajy K = R u n = 1 Tonosnoruja 3apuCKOr je ucTa TOIOJIOTHja KOja je nedmHHCAHA

y (54).
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Bagarak: Heka cy A C X, B C Y 3arBopeHu MOJCKYIIOBYH TOMOJIOITKIX
npocropa X u Y. [okazaru ,JIajorunosy dopmysy”

9(A x B) = (0A x B)U (A x 0B).

Ha npumepy X =Y = [0,1], A = B =0, 1] nokazaru ma oBa jeTHAKOCT
HE BayKW ako A u B HHUCY 3aTBOPEHU CKYIOBH.

Baparak: Jlokasatu ga je Tomojomku mpocrop X XaycmopdoB ako u
camo ako je mujaronasna A = {(z,z) | x € X} 3arBopen nouckyn y X x X.
Tomonoruja mpou3Boaa je MePUHUCAHA TAKO Ha Cy MPOjeKInje

7TjZX1X"'><Xk—>Xj

HEMPEKUIHA, IPECAnKaBama. 1a KOHCTPYKIIHja MOXKE Ja Ce YOIIITH Ha
ciaenehn maunH.

Baparak: Heka je X npoussosban ckyT, (Y, Ty ) TOMOIOINIKY TIPOCTOD
u f: X — Y npecaukaBame. /lokasaru 1a je

= {7 (V) |V e}

ronosoruja Ha X y K0joj je f HenmpekwaHO npeciaukaBame. Crenujasino,
ako je X C Y u f : X — Y wunkiysuja © — I, Tx je pejaTUBHA
Torosoruja Ha X .

Baparak: Heka je X ckym, {Y), T\ }aca dammuanja romosmomkux npoc-
TOpa |
f)\ X — Y)\, ANEA

davmnja mpecaukapama. Jlokazaru ga je

Bx = U {(f/A1(V) | Ven}
AEA
6a3a HajMarbe TOIOJIOTHje Tx Y OTHOCY Ha KOjy Cy CBa IMPECTUKaBama fy
HenpekuaHa. Jlokasaru ga y ommreM ciaydajy Ox HUje TOIOJIOIH]a, HEro
camo 6a3a TormoJoruje.

Baparak: Heka je (X, 7x ) TOMOJIONIKHK TPOCTOD, Y TPOM3BOIBAH CKYTI
u f: X — Y npecnukaBame. /lokazaru 1a je

v i={VCY|fH(V)erx}

TOMOJIOTHja HA Y y KOjoj je f HempeKkuaHO mpecIrmKaBarbe.

Ako je f cypjekuuja, 0Ba TOIOJIOrUja C€ HA3UBA KOAUNHUYKOM MONO-
aozujom. Crenujanso, ako je Ha nouckyny A C X 3azara pesanuja ekBu-
BAJICHITHj€ ~, HA OBaj Ha4YuH Tomojoruja Ha X aedUHUIIE TONOJIOIU]y Ha,
KOJIMYHUIKOM MPOCTOPY X/~ KOju ce 100uja uaeHTu(hUKAIUjIOM TauaKa,
mozickyna A Koje Cy y MCTOj KJIach eKBUBAJICHIIM]e, Y OJHOCY Ha KOjy je
IIPOjeKIuja

p: X =X/
HEMPEKUIHO IIPECTUKABAE.

Ha npumep, penammja (0,t) ~ (1,1 — ¢) medwunniie penanujy eKpu-
BasjeHnyje Ha pyOy kBazpara [0,1] x [0,1]; meH KOJIWYHHYKH TIPOCTOD je
Mebujycosa mpaxa. Tomonormja Ha KBaapary AedUHHIIE KOJTUIHAIKY
Tonosorujy Ha MebujycoBoj Tparm.
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Axo penanujy expuBasieniuje gedununiemo ca (0,¢) ~ (1,t), koauy-
HUYKHA TIPOCTOp Omhe mumnHmap.

Hpyrum pednma, n MebujycoBy Tpaky W IHIHHIAP TOOHjaMO TaKO
IITO 3AJIETTUMO XOPU3OHTAIHE CTPAHUIIE KBAApaTa, ajlil Ha IBa PA3JIUUNTA
HAYWHA -y CJIy4ajy IUJINH/IPA JIEMHMO UX Y HCTOM, & y caydajy Mebujycose
Tpake y CyIpOTHOM CMEpY.

3agarak: /Jlokasaru na je muauagap, AeUHUCAH HA MIPETXOTHU
naunn, xomeomopdan mpocropy S! x [0,1] ca Tononorujom Haciaehernom
3
u3 R°.

3agarak: /loka3aru a ako MUIRHIAD ,,IpecedeMo Ha moia”, Tj. YK-
nounmo ayx [0,1] x {1/2} u3 xkBagpara oz Kora je, IPeTXOJHO OMUCAHOM
UIeHTHOUKANN]OM BEPTUKATHUX CTPAHUIA JOOUjEH MUIUHIAD, A00MjaMo
JIBE OZIBOjeHe MOBPIIHN, a 1a mpecerameM Mebujycose Ha moJia Tpake 100m-
jamo jemmy. IIITa ce mobmja ako ce H0OMjeHN IPOCTOP jOIII jeHOM IIpecede
Hanosna? (Yuyrcrso: naupasuru MebujycoBy Tpaky oz uanupa u npecehu
je Makazama, jeJHOM, Ma 3ATUM jOIII jeTHOM).

Pesianuja exBuBasieniyje Ha pyby kBaapara gedunucana ca (0,t) ~
(1,¢) A (£,0) ~ (t,1) naje ropyc. dpyrum peduma, Topyc J06ujamMo Kau
jelHy BEpTHKAJIHY CTPaHUIy KBAJAPATA 3aJIEMHMMO ca ApyroM (y HCTOM
CMEpY) ¥ MCTO YPAIUMO U Ca XOPU3OHTAJHUM CTpaHurama. Uiu, ekBusa-
JIEHTHO, KaJi 0a3e IUJIMH/PA 3aJEIUMO JeJHY 3a JAPYTY.

Bamarak: JoxasaTu ga je Topyc xomeomopdan mpoussory S' x St
ca Tonosnorujom Haciehernom uz R* (Bumeru ciauky).

3agarak: lokazaru 1a je Topyc xoMeoMOpdaH POTAIMOHO] ITOBPIIN
y R3 nobujenoj poranujom kpyra {(0,y, z) | (y — 3)% + 2% = 1} oko z—oce.
Hahu jegmauwnny oBe moBpimu.

Penanuja (0,t) ~ (1,1 —¢t) A (¢,0) ~ (¢,1) ma pyOy kBaapara naje
KOJIMYHUYKY TTPOCTOD KOju ce 30Be KAajHo60M (PAGUIOM U HE MOKE J1a Ce
3aMUCIH y TPOJUMEH3MOHOM IpocTopy. by mobujamo ka1 XOpHU30HTAHE
CTpaHUIle KBaJpaTa 3aJeluMO jeJHY 3a APYTYy Yy UCTOM, & BEePTHKAIHE Y
CYIIPOTHOM CMEPY.
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Ha kpajy, ako 1 XOpU30HTaJIHe U BEPTHKAJIHE CTPAHUIE KBA/IPATA 3a-

JIEIEMO Y CyTIPOTHOM CMepPY, JTOOHjaMO IIPOCTOP KOJH Ce 30BE NPojekmueHa
pasan; o3HaIaBa ce ca RP?
Hexka cy X,Y romomommku mpocropu, A C X u f : A — Y Henpexkumno
npeciarkaBame n Heka je X | |V (nucjyukraa yunja). Ha A| | f(A) nedu-
HEcaHa penanyja a ~ f(a); kommaanaku npocrop X | | Y/ je ronomomkn
MIPOCTOP €A KOJUIHUIKOM TOIMOJOTHJOM KOJH C& HA3UBA AeNberbem Npoc-
mopa X u Y nowmohy npeciukasawa f. Axko je f : A — f(A) xomeo-
Mopuzam, roBopuMo 0 Jielbery ayxk ckyna A. Ha upumep, ako ce us
cepe S? yrIoHT €0 XOMeOMOPhAH AUCKY, J0OUje ce TOMOIOMKI TPOC-
Top 4nju je py6 xomeomopdan kpyry S!. Ilomrto m Mebujycosa Tpaka
mMa py6 xomeomopdan S!, MoKeMO Ja 3aTeImIMO OBa JBa IPOCTOPa YK
pyba. lobujerHn TOMOJIOMKH MPOCTOP je npojekmueHa pasan. JoIr jemaxn
HAYMH 3 Ce KOHCTPYMILe IIPOjeKTHBHA pasa je cienein: na rpanumu St
micka D = {z € C | |z| < 1} medwunncana je peranmja z ~ —z 3a |z| = 1.
Kosmmanuaku ipoctop D/ je xomeomopdan npoctopy RP?.

Baparak: Jlokazaru Jia ce JembemeM rpaHune S! gucka u radxe
(moMoly KOHCTAHTHOT HpecauKaBama ¢ : S' — %, nue je * jepmodnam
cKyT) mobmja mBommMen3nona cdepa S2.

Xaycmopdos Tomosomku mpocTop X je n—IuMEH3UOHA, MON0A0WKE MHO-
2ocmpykocm ako nMa npedbpojuBy 0azy TOIOJIOTHje W aKO CBaKa TadKa
x € X uma orBopeny okonuny U 3 z koja je xomeomopdHa JonTu
B" = {(z1,...,7,) | 22 + -+ + 22 < 1}. Cdepa, Topyc, npojeKTHBHA
paBan Cy LPUMEpPH JBOJMMEH3uOHUX MHorocrpykocru. Kpyr S' u upasa
R cy jemHommMeH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH, & KPWBA YHja je ToJiapHa, jel-
wagnna 12 = sin 20 wuje. Axo je M m-mumensuona, a N n—InMeH3MOHA
TOIOJIOIIKA MHOTOCTPYKOCT, ouja je M X N (m + n)-numeH3uoHa TOMO-
JIONTKA, MHOTOCTPYKOCT. (OTBOPEH MOJCKYI TOMOJIONIKE MHOIOCTPYKOCTH
j€ TOIIOJIOIIKA MHOI'OCTPYKOCT MCTE JIMMEH3Hje.

Heka cy Yi,...,Yr Xaycmopdosu mpocropu, S ckym ca duarepom F,
f:S=Yix--xYyufj=mof:85—=Y;,1<j <k, ruecy
npojexnuje Ha Y;. Tana je

lim f = ¢ & (7 € {1,...,k}) lim f; = mC.

CrerujaJiHo, Ipec/IMKaBame je HEIIPEKHIHO aKO 1 CAMO aKO Cy HEIPEKUIHA
HErOBA KOOPJAMHATHA TIPECTUKABAA.

Axo je noMen (a He KOJOMEH) NPECIUKABAA IIPOU3BOJ, CTBAP j€ CJIO-
xennja. Ha mpumep, dbynxmuja f(z,y) = zy/(2? + y?) na R?\ {(0,0)}
uMa 1yk x u y oce anmec y tadku (0,0) (jeaHak Hysu), ajgu HeMa JIMMeC
y T0j Tauku (HOp, JUMEC JyXK mpase y = x je 1/2, a nyx mpase y = —x
je —1/2).

Hpunyun npodyorcera jednaxocmu. Heka cy (M,dp) u (N,dy) mer-
puuku npocropu, f,g : M — N Henpekujna npeciukaBamba u A C M.
Tanma Bazke cieneha Tephema:
e Ckyn X ={z € M| f(z) = g(x)} je 3arBopeH.
e Axo je fla = gla (pecrpukimje na A ce nmoxyaapajy) onza je flg =
9la-
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Hoka3 cinean u3 unmbennne aa je  — dy(f(x),g(x)) menpekuaao npec-
JIMKABAbe, KAO KOMIO3HIIN]ja HEIIPeKUIHUX IpecinKapama’, na je X uH-
Bep3Ha cJuKa Hyse (3arBopenor ckyna). Ipyro replhemwe cienu u3 upsor.
(97) Bamarak: Axo cy f,g: X — Y HemperuaHA MTPECTHKABAHA TOMOIOMIKUX
npocropa n 'Y Xaycmopdos mpocrop, mokazaru qa {z € X | f(z) = g(z)}
3aTBOpEH MOACKYT v X.
(98) IIpodyorcere JTunwuyose gynxyuje. Hexa je (M, d) merpuuku npocrop,
ACMu f:A— R Jlumnunosa ¢yaknuja ca JIMOMAIOBOM KOHCTAHTOM
L, 1j.
|f(a1) = f(a2)| < Ld(ay, az)
3a cBe ap,ay € A. Tama nocroju Jlummurosa dyukumja F: M — R ca
ucrom Jlunmuiosom KoHcranTom L, taksa na je F'|4 = f. Oso tBpheme,
Koje je mo3Haro n Kao MekiejHoBa Teopema, J0Ka3yje ce Tako mTo ce F'
JUPEKTHO feduHuIne Kao

F(z) = alIelg(f(a) + Ld(z,a)).

3a cBako a € A dyukuuja x — f(a) + Ld(z,a) je Jlumuuuosa, na je F
JIummnnosa Ha ocHoBy 46. 3akspydak na je F|4 = f cienn w3 untbeHnIe
majesazx e A

f(z) < f(a) + Ld(z,a), 38 a€A,

(momrro je f JIummunosa) u f(x) = f(z) + dL(x, x).

(99) IIpunyun npodyoicerva nejednarocmu. Heka je (M, d) merpuuku npocrop,
f,g: M — R menpexuna npeciukapama u A C M. Tana saxe cieneha
TBphema:

e Ckyu {z € M | f(z) < g(x)} je orBOpEH.

e Cxyn {z € M| f(x) < g(x)} je 3arBOpeH.

o Axoje fla < gla, onma je flz < gl

o sup f(A) = sup f(A), inf £(A) = inf f(A).
Joka3 npBa JBa TBphema je camdaH J0Ka3y MPETXOIHOT TBPherma — WH-
BEep3HA CJIMKA MPU HEMTPEKNIHOM MPECINKaBamy f — g OTBOPEHOT CKyTia | —
00, 0] je OTBOpEH CKYII, & 3aTBOPEHOT CKyma | —00, 0] 3arBopeH ckym. Tpehe
TBpleme cleqy W3 APYror W YMILEHHIE 73 je A HajMambl 3aTBOPEH CKYII
koju caapxku A. Ilpumenom tpeher TBphema Ha KOHCTAHTHY (DYHKIH]Y
g = ¢ BUJMMO JIa Ce CKYyIl TOpIHUX orpanudema dyskiuje f wa A momy-
Japa ca CKyIIoM HeHHX TOPIbHX orpanudera na A. Oparie cieau 4eTspro
TBpheme 3a CyIpeMyMe; CJIMIHO ce J0Ka3yje 3a mHpuMyMe.

(100) Heka je f: M — R orpannvena (GpyHKIHMja HA METPUIKOM TIpocTopy M u

w(+; f) mwena ocrmanymja (19). 3a ceako A > 0 ckyn

S={zxeM]|wx;f) >}

je 3arBopen y M.

Hokaz: Heka je g € M\ S, 1j. nexa je w(zo; f) < A. Tauga nocroju
nonTa Blxo; 6] TakBa 1a je w(Blxo; df; f) < A. Axo je x1 € Blxo;d], onna
je Blxy;61[C Blxo; [ 3a Heko 61 > 0, ma je w(Blxy;01[; f) < A, omakie
caemu Blxy,61[C M\ S. Ogarne 3akspyuyjemo na je M \ S orBopes.

9MeTpHKa je HempPeKHIHO IPECINKABAILE HA MPOH3BOLY: OBO je CKOPO TayTOJOrHja Kajgad Ce
[IPABHJIHO OJrOBODH Ha NHUTaH-e — Y KOjOj METPHUIM HA TOM IPOU3BOLY?
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Bagarak: Heka je (M, d) merpuuku npocrop. okazaru na je GyHKIuja
f: M — R HempekuaHa ako u caMo ako Cy 3a ce t € R ckymosu

{reM|flz)<t} n {zeM]|f(z)>t}

orBoperu y M. da nu ucro Baxku ako je M ronosiomku npocrop?
Oyurmmja f : X — R nedwrmcana Ha TOMOJOMKOM MpocTopy X je
o noaynenpexudra 0doszzo axo je ckyn {x € M | f(x) < t} orBopeH 3a
cBako t € R;
e noaynenpexudna 0003do axo je ckyu {x € M | f(x) > t} orBopen 3a
ceako t € R
13 (101) cnenu ma je dbyukuuja HEeNMpeKu HA aKO W CAMO aKO je MOJIyHe-
MPEKUIHA U O03T0 U OH030.

3agarak: /lokasaru ja je KapakTepucTudHa (DyHKIMja OTBOPEHOT
CKYTIa TIOJIYHENPEKUIHA O/I03/10, & KAPAKTEePUCTUIHA (PYHKIIH]ja 3aTBODE-
HOI' CKYIIa IIOJIyHEIIPEKHUIHA OJ03r0.

Baparak: Heka je {fa}ica davmamja dbyukumja momyrenpekn-
HUX 07103710 W {gx}rea bavmmimja byHKIHja MONTYHETPEKUIHAX O03TO.
Joxkazaru ma je dyHKIHja

f(x) := sup fi(=)

AEA

TTOJTyHETTPEKUIHA, 0/I03/10 ¥ 113, je PYHKIIH]ja
;= inf
g() = inf gx(z)

[TOJTY HEIIPEKUTHA OJIO3T0.
Ipodyorcerve Henpexudnuxr npecaurasara. Heka cy M u N merpudku
npocropu, T C M rtycr noackyn (I = M) u f : T — N HempeKuaHo
[IPECIIUKABABE.
e Tlocroju HempekuHO Mpecankapame g : M — N ca ocoburom g|lr = f
aKo W caMo ako mocroju limy_,, f(t) 3a cee x € M. Ilpu Towme je
npecIuKaBame ¢ jequHcTaeHo.
e Axo je f paBHOMEpHO HenpekuIHO U N KOMILIeTaH, OHJa IIOCTOjA PaB-
HOMEDPHO HENPEeKUIHO pecaukasame g : M — N tako na je g|lr = f.
Jlokas jakirer cMepa y MpBOM TBpPhEmy Cllenn u3 YHILEHUIE /13 He-
npekuaHa (PYHKIMja KOMyTHpa ca JMMeCOM; 3a J0Ka3 JPYror cMepa jie-
dbunmmemo g(x) := limy_,, f(t). I3 Henpexunnocru f cremu f|lr = g|r,
3a JIOKa3 HEeMPEKUJIHOCTH ¢ Tpeba MCKOPUCTUTH U YuibeHuIly aa je T’ rycrt
y M.

Ipyro Tepheme cimean u3 mpBOr, y3 MOMON KapaKTepU3alluje Herpe-
KUTHOCTHU TTOMONY HU30BA U YMH-EHUIIE 3 YHUMOPMHO HEMPEKHUIHO TPeC-
nukaBame ciauka Kommujes an3 y Kommjes aus.

O asxmuBoM amammsom IOKa3a uynTasial he sumetu ga oBO TBpheme Baxku u ako je M
MIPOU3BOJBAH TOIOJIOUIKH IIPOCTOP, a N pezyaapar npocmop, Tj. XaycaopdoB IPOCTOp ¥ KOMe
3a CBaKy TadYKy T W CBAKY HEHY OTBOpeHy oxosmey W S z moctoju 3arBopeHa oxoimHa F' Tauke
z TakBa jga je F' C W. ExBuBanenTHO, XaycaopdoB IpOCTOp je peryjapaH akKo 3a CBaKy Ta4dKy &
¥ CBAaKH 3aTBODEH MOACKYI F' KOjH He CaApKU & HOCTOje JUCjyHKmMHY OTBOPEHN HOACKynoBu U u
V,rakeu jajex € Un F C V.
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Ipumep uenpekuaue dbyukmuje f(xr) = 1/x koja He MOKe Ja ce
npoxyzku Ha [0,1] ca rycror noxckyna ]0,1] nokasyje ma ce ycios yHu-
dopMHE HENMPEKUJIHOCTH y JIPYTOM, KAO HU IOCTOjaibha JIMMECA Y IPBOM
nenty TBpljema, He MOXKE M30CTABUTH.

Komnaemuparse mempuuroz npocmopa (N,dy) je KOMIIETaH METPHYKH
upocrop (M, dys) Takas ma nocroju npeciukasame ¢ : N — M TakBo Ja
je t*dpyr = dy (1. ¢ ayBa pacrojame) u t(N) = M (tj. ¢(N) je rycr y M).
W3 ycnoBa ma ¢ dyBa pacrojambe CIeand 1 je ¢ WHjeKTUBHO, 1A MOXKEMO
na unentuduxyjemo N u ((N) u rosopumo o N kao noackyny y M. Ha
npumep, R je kommrerupame ckyma Q, [0,1] je komnmerupame npocTopa
]0,1[ ca cranmapiHWM MeTpHKaMa Ha PEaiHo] TPaBoj.

CBaku MeTpUYKH TPOCTOP mMa Kommjerupame. CBaka 1Ba KOMILIETH-
parba MCTOr METPUYKOr mpocTopa cy uzomopdua (Tj. KoMIierupambe je
jenuncrBeno Jo Ha uzomopdusam). IIpenusuuje, ako cy t1 : N — My u
Lo : N = M nBa KoMmILieTHpamba, OHJa 1ocroju oujekuuja f @ My — My
KOja dyBa METPHKY, TakBa Ja je f oty = ta.

Jlokas oBe Teopeme ce 3acHuBa Ha cieaehoj koucTpykiuju. Heka je C
ckyn cBux Kommujesux au3osa y N. Ha ckyny C' nedbwurumemo penarujy

Tp ~ Yp < lm d(z,,y,) =0.
n— 00

Penanumja ~ je penanuja exsuBasnennuje ua C. IIpocrop M nedunuimemo
kao konuunudku upocrop C/ ~. Merpuky na M nedbununiemo ca

dM([xﬂ]ﬂ [ynD = nlgr;o d(x'm yn)7

rae ¢y [zn)], [yn] Kiace exkBuBanennuje HuzoBa Zn,,y, u3z C. IIpeciuka-
Bamwe ¢ nedunumemo ca (z) = [z] (koHcranTan Hu3 T, = x). Ocrarak
JIOKa3a [MOCTOjarba, KOMILIETHDAA je MPOBEepa 13 OBAKO jeduHucanu 06-
JEKTHU 3a7I0BOJbaBajy ycaoBe Teopeme. Jlokas jeITMHCTBEHOCTH KOMTIJIETH-
pama 3acuuBa ce Ha uzaeju u3 (103): nomro je N rycr y M, a M kom-
IJIeTaH, MpeciaukaBame Lo : N — My ce mpomyxyje no f : My — Mos.
Cnuano, t1 : N — M ce nponyxyje 10 g : My — M;. OBa npeciuka-
Bama 33a70B0sbaBajy fog =idas, u go f = idp,, omakie cieau mga cy ona
oujexmmje. IlomTo ¢1, 1o 9yBajy MeTpuky, a N je rycr, U3 HEITPEKWIHOCTH
ciemn na u f, g 1yBajy METPHKY.

Bagarak: lokazaru zna je ca d(x,y) = |arctan z — arctan y| nedunucana
merpuka uHa R u qa merpudku npocrop (R, d) Huje koMiuieran y ogHocy Ha
Ty merpuky. [IIrta je meroso kommnernpamwe? da mu je d'(z,y) = |e* —eY|
KOMIIJIETHa, MeTpuka Ha R?  Ako Huje, mTa je KOMIJIETHPAE Yy OBOM
cay4dajy?

Hexa je Tomostomku mpoctop X yHHEja ABa HEMPa3HA OTBOPEHA, TUCjYHKTHA
ckyna: X = U UV, UNV = (). Takap 0pocTop HA3HBAMO HENOGE3AHUM.
[Ipumerumo ja je caku og ckynosa U,V u orBopen u 3arBopen (jep je
jesan KOMIUIEMEHT JAPYLOr), [Ha je HPOCTOP HELOBE3aH aKO U CAMO AKO
je yHuja JIBa Hempa3Ha INCjYHKTHA OTBOPEHA W 3aTBOPEHA CKyma. AKO
rOBOPHMO O ToBe3aHoM mojckyny A C X, mompasymeBaMo DeJIATHBHY
Tomosiorujy Ha A, Tj. A je mopesaH ako HHje YHH]a IBa HEIIPa3HA JIMC]yHK-
THaA CKyIla KOja Cy OTBOpPEHA y PeJaTUBHOj Tomosioruju. JIpyrum pedamma,
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A C X je moBe3an ako He 1mocToje orBopenu ckynosu U,V C X Taksu Ja
jeA=(ANV)U(ANU), ANV #0, ANU #Du (ANV)N(ANU) = 0.
Tonosomku npocrop X je HEIOBE3aH aKO U CAMO aKO IOCTOjH HEIPEKHTHO
mpecimkapame 1 : X — {0,1} koje je na''. Jloxas jemme mwmmkammije
CJIe[IV U3 IUEHCHUIE N3 jeé WHBEP3HA CJIWKA OTBOPEHOT (3aTBOPEHOT) CKY-
1a IpU HENPEKUTHOM IPEC/UKaBalky OTBOPEH (3aTBOPEH) CKYII, a J0Ka3
Jpyre u3 yumenune zaa je, ako cy X, U,V kao y (107), kapakrepucrudsa
dbyukuuja yy ckyna V nenpexkuana va X u yy (X) = {0,1}.

Baparak: Heka je (X, 7) rononoumku npocrop u Cz,(X) ckyn cBux
HeNpeKuaHNX Tpecinkasama f : X — Zo y ckyn Zo = {0,1} ca auckper-
HOoM Tonosiorujom. Jlokazaru na je Cz,(X) AbGenoBa rpymna y oqHoCy Ha
cabuparbe

(f+9)(@) = f(z) +g(z) (mod 2).

Hokazaru na je nupocrop (X, 7) nosesan ako u camo ako je Cz,(X) uuk-
mrana rpyna pexa 2. Hlra je Cz,(Zy), roe je Zi = {0,1,...,k — 1} ca
JIMCKPETHOM METPUKOM?

JennHn MOACKYIOBU MOBE3aHOT MPOCTOpa X KOjH Cy W OTBOPEHW H 3a-
teopern cy X u () (mokazaru!). Bamarak: lokazatw na je y p—aickoj
merpunu jgedunucanoj y (14) csaka oropena sionra Blx; p[ u orBopen u
3aTBOPEH CKyI u Ja 3a cBako y € Blz; p| Baxu Blz; p[= Bly; p|. Jokasaru
W 7a je y TOM TIpOCTOPY CBaKa 3aTBOpeHa JjonTta B[z;p] m oTBOpeH n
3aTBODEH CKYT W Jia 3a cBako y € Blx; p| Baxku Blz; p] = Bly; p].
Bagarak: Heka je A C X moBe3an MOJCKYI TOMOJIOMIKOT TpOCTOpa X U
Heka je A C B C A. Jlokazaru 1a je B mopesam.

Axo je f: X — Y HenmpekuIHO Tpec/uKaBame TOMOJIONIKUX MTPOCTOpA U
A C X nosesan cky1, onza je u f(A) nopesan. JJokas ciienu u3 durbeHUIIE
na, kaga 6u mocrojana mempekumaa cypjexkmmja v : f(A) — {0,1}, orma
6umpof: A— {0,1} 6una HempekuaHA CypjeKIMja, MTO je HEMOryhe
momTo je A moBe3aH.

3apnarak: Heka cy X u Y Tomosomku mpocTopu, u Heka je X TOBe3aH.
Axko je f: X — Y HenpekumHO Ipec/HKaBambe, J0Ka3aTh Ja je rpaduk

L(f) ={(z, f(z)) [z e X} C X xY
noee3an ckyn. Ha npumepy dyuxmmje f : [0, +00[— R,

1

f(x){simr7 dax >0

0, 3ax =0

Koja nMa mose3at rpaduk (oo ciaean u3 (110) — mokazaru!) nokasaru na
HE Bayku OOPHYTA MMILTHKAIH]A.
MMoackyn A C R je moBe3an ako u caMoO aKo je WHTEPBaJL.

Hoxas: (=) Heka A uuje unrepsan. Taga mocroje t1,to € AuceR
TaKBU Ja je t; < ¢ < to m ¢ ¢ A. Tazma cy ckymoBn

U= AN] —oo,c[= AN] —00,c], V = ANje, +oo[= AN [e, +o0]

1 Jenuna merpuka Ha {0,1} je mmcxperHa MeTpmKa ([0 HA MYyJITHIIAKATHBHY KOHCTAHTY);
ped je 0 HEMPEKUJTHOCTH y OJHOCY HA Ty METDHKY HA KOJOMEHY, W 34JIaTy TOMOJIOTH]Y HA JIOMEHY.
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U OTBOPEHW U 3aTBOPEHM Y PEJIATUBHOj TOMOJIOrHju cKyna A, ma ckym A
HHj€e MTOBE3aH.

(<) IpernocraBumo cyuporHo: Heka A Huje 10Be3aH, a jecre MHTED-
Bas. Tazma mocroju HenpexkuaHa cypjekumja ¢ : A — {0,1}. UM3abepnmo
Tavke ag,a; € A rakee ga je ¥(ag) = 0, ¥(a1) = 1. He ymamyjyhn
ONIIITOCT, MOYKEMO /13 MPETTIOCTABUMO 14 je ag < a1. Heka je

S={teA|t<a ANY(t) =0}

Taza je ckyn S menpasan (jep ag € S) u orpanuyen om03ro (Gpojem aq ),
ma mocToju § = sup S. Ilo nedunuImju cynpemMmyma, u U3 9UbBEHATE 1A j€
A unrepBas, ciaenu na 3a csako € > 0 nocroje Tauke t_ €]s —e,s| N A u
ty € [s,s+¢e[NA raxse naje ¥(t_) = 0u (t4) = 1. Kana 6u6uo s € A,
To Om 3HAUMIIO Ja je dbyHKIMja ¢ mpekuaHa y s; nakie s ¢ A. Tlomro je

Asday<s<a1 €A u s¢A

cneay Ja A HEje MHTEPBAJI, IITO jeé y CYNPOTHOCTHU Ca IIPETIOCTABKOM.
13 nosesanocru unrepsasia u (111) cienu na je 3a mosesan npoctop M
U HenpekuHo npecaukasame [ : M — R cauka f(M) unrepsan. Cueru-
januo, ako je X = [a,b] unrepsan y R Baxu Teopema o mehyepednocmu
3a Henpekuade dynkuuje: Ako je f: [a,b] — R menpekunna dbynkiuja u
f(a)f(b) <0, onga nocroju ¢ €la, b[ 3a koje je f(c) = 0.

Bagmarak: JlokasaTw 1a je HEMpeKWIHO TpeciankaBame f : [a,b] — R
MOHOTOHO aKo W caMo aKo je 3a cBako y € R ckynm f~!(y) mosesam.

OBaj 3amarak maje dpopMmy/anujy MOHOTOHOCTH CAMO HA jE3UKY TO-

MOJIOTHje, Ta C€ MOXKE CMATPATH JAePUHUIA]OM MOHOTOHOCTH HA TOIMOJIO-
mkuM (He obaBe3no ypefjenum) npocropuma.
Axo je (M, d) merpuaxu npocTop u A BEros moBe3aH MOACKYI, OHIa je A
WJTY TIPA3aH, WJIN JeTHOYJIAH UIN HempeOpojuB. 3ancra, ako A CaapiKu IBe
TavyKe ai, dg, 4] # a2, OHAA 3a cBAKO p < d(ai,as) Ha chepu S(ai;p) =
{z € M | d(x,a1) = p} nocroju Heka Tadyka ckyma A. Y mpoTuBHOM 61
ckyn A 6mo yHHja mBa OTBOPEHA CKyIIa

A= (AN Blag; p]) U (AN (M \ Blas; p]))

mro je Hemoryhe jep je A mopesan. IlomTo je cKyn CBUX TAKBHX p WH-
repsadt [0, d(a1,a2)], koju je nenpebpojus ckyi, u ckyn A mopa ja Gyue
HenpebpojuB.

Heka je {Ax}rea damvunnja moBe3aHWX MOACKYMOBA TOMOJOIIKOT MPOC-
Topa M, TakBa 1a 3a HEKO Ao € A Baxkn

(VA € A) Ay, N Ay # 0.

A:UAA

AEA

Taga je ckym

[TOBE3aH.

Hokaz: Heka je ¢ : A — {0,1} menpexkmano npecnukasame. Ilo-
ITO Cy CKymnoBw A, TOBe3aHW, HA CBAKOM Ol WX MPECIUKABAIE  je
koHcTaHTHO. IlpermocraBumo, He ymamyjyhm ommroct, 1a je ¢ = 1 Ha
Ay,. Homro je 3a cBako A ckym Ay, N A, Hempasas, MOpa 3 BayKH
¢(x) = 1 na cakom Ay, tj. Ha uesom A. Tume je mokazano ga je CBAKO
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HenpekuaHo npeciukasame ¢ : A — {0, 1} KoHCTaHTHO, OaK/Ie Caeau Ja
je A mosesas.

Ako cy X u Y noBe3aHU TOMOJIOMIKH IPOCTOPH, OHJIA j€ U IlbUXOB IPOU3BOJ,
X XY noeesan. 3a moka3 je moBosbHO mocmarparn dbamuianjy {xo} X Y,
{X x {y}}yey u upumenurn (117).

Bagarak: Heka je (X, 7) Tonosnomku npocrop, Y C X u ~ pejanuja Ha
Y nedunncama ca a ~ b ako m camMoO aKo MOCTOju ToBe3aH cKyn V C Y
TakaB 1a je a,b € V. okazaru:

(a) ~ je pesauuja ekBUBaJICHLM]E;

(6) xnace exkBuBasenimje C, Cy MOBE3aHU CKYTIOBHU 33 CBE @ € Y

(B) C, je MakcMMaJiaH NOBE3aH MOACKYI Y Y KOjU CAAPKU TAUKY a.
Ckyn C, Ha3uBa, Ce KOMNOHEHMOM No6e3anocmu Tadke a € Y. 3ajgaTak:
Heka je X = R? u Y = I'(f) rpadux dbynkmmje f u3 (112). Tokazatn
na je ckyn V = T'(f) "Rx] — 1,1] oreopen y T'(f) u na je xommonenTa
nosesaroctn Tauke (0,0) y V jexmouman ckym Cg o) = {(0,0)}.

Ckynm A C X y TOMNOJIOMIKOM TPOCTOPY j€ MYymHO MO6e3aH aKO 3a CBe
ap, a1 € A TOCTOjU HETIPEKWTHO TIpecnKaBamwe 7 : [0, 1] — A (Henmpekugan
nym y A) rakso ga je v(0) = ag, v(1) = a;. 13 Teopeme o meljyBpennocru
CIeIM Ja je IIyTHO IOBE3aH CKyll A MmoBe3aH — y IPOTUBHOM OM M3 IIOC-
rTojama HenpekuiaHe cypjexuuje ¥ : A — {0,1} coemmno pa mocroju
HenpekuaHa cypjekuuja 1 o v : [0,1] — {0,1} mTo je memoryhe. 3a-
marak: Hexka je T'(f) rpaduk dyukmpmje f u3 (112). TokasarTu aa je cBako
HempeKuaHO mpecankasame v : [0,1] — T'(f) ca ceojcrBom (0) = (0,0)
koHcrantHo. V3Bectu 3akspyuak jga ckym I'( f), 3a koju cmo y (112) Bugenu
Ja je ToBe3aH, HHje MyTHO IOBE3aH.

3amarak: /loka3aru ja je OTBOpeH moacKy y R™ moBe3aH ako u caMmo
ako je myTtHo noBe3ad. Omarie u3BECTH 3aKIbY4YaK JIa je OTBOPEH MOJICKYII
TOIOJIOIIKE MHOTOCTPYKOCTHU TOBE3aH AKO U CAMO AKO je IyTHO IIOBE3aH.

Cimuno kao y (119) medunuinry ce u xKomnowenme nymme nose3a-
HOCMU.

Tormosioniku TPOCTOP je A0KaAHO NOBe3aH Y MaAKY Ty AKO CBAKA OKOJUHA
U rmauke xo caapxku mnose3any nomokonquny V C U rtauke zg. Ilpoc-
TOP je A0KaAHO N06e3aH AKO je JIOKAIHO MOBE3aH y CBAKOj CBOjOj TAUKMH.
Bagarak: lokazaru na rpaduk u3 (112) (ca pesaTuBHOM TOIOJOIH)OM
Kao TOMoJOmKH mornpocrop y R?) muje mokanuo mopesan y mymm. OBo
HOKa3yje Jla U3 HOBE3AHOCTU He CJIe/U JIOKAJIHA [I0BE3aHOCT (HAPABHO, HE
BayXKM HU OOPHYTO).

[Ipumernmo na je mpocTop X MyTHO MOBE3aH aKO W CAMO aKO CBAKO ITPEC-
mukaBame f : {—1,1} — X MoxKe HENPEKHUIHO Ja Ce MPOIINPU IO HPEC-
mukasawa [ : [—1,1] — X. Axko ymecro unrepsana [—1,1] (sonre au-
mensuje 1) u werosor pyba {—1,1} (cdepe aumensuje 0) y3memo Buie/-
MMEH3HuOHe JionTe u cdepe, nodujamo ciaeaehe neduHumje.

IIyrno mome3an ckym A C X y TOMOJOIIKOM TIPOCTOPY je npocmo
noeéesan ako CBAKO HETPEKWIHO Tpecinkapame f : ST — A xpyra S! :=
{z € C| |z| = 1} Moke 1a ce MPOILIMPH A0 HENPEKUIHOT HPECTHKABAHA
F:D?* - A mucka D? := {z € C | |2| < 1} (1j. aKo nocToju HempeKkuHo



1. HEKE TOIIOJIOMIKE 1 AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31 79

npeciukaBame aucka y A 3a koje je F|st = f). Ha upumep, upcren
{z € C|1<|z] <2} je myrHo moBe3aH, aau HAje MPOCTO MOBE3aH.

(123) Ouwruje, ckyn A je n — 1oBe3aH ako 3a CBAKO k < 7 CBAKO HEIPEKUJIHO
npecimkapame f : S¥ — A cdepe

S* = {(zo,...,xx) €R¥ |22 4. 22 =1}

MOZKe Jla Ce HPOJY KM JI0 HeIpeKHJIHOr mpeciukasama [ : DFFL — A
Jionre

Dk ::{(xo,...,xk)G]RkJrl \x8+~~-+xi§1}

rako ga Baxu Flgx = f. Cnenujanno, 0-noBe3ad mpocTOp je IyTHO
mosesaH, l-ToBe3an mpocTop je mpocTto mosesan. Topye T2 = S! x St
je IyTHO IOBe3aH aJiu Huje IpocTo moBe3aH, cdepa S? je mpocTo moBe3aHa

asii HEje 2-1oBe3aHa'’.

3amarak: /lokazaTtu 1a je n—TI0BE3aHOCT TOIMOJIONIKA WHBAPHUjAHTA;
JpyruM pednma, ako je ¢ : X — Y xomeomopduszaM TOMOJOIIKIX TPOC-
TOpa, OHJIA je jeJaH O HBUX N-TI0BEe3aH aKO M CaMO aKO je M—IIOBe3aH h
apyru. Hmp, cdepa u Topyc Hucy xomeoMmopdHHU.
(124) Baparak: Jlokazaru caeneha tephema.
e OrBopenu nHTEpBaI |a, b| je xomeomopdan ca R.
OrBopenu unTEpBa |a, b[ Huje xoMeomopdan 3aTBOpeHOM [c, d].
Nntepsan nuje xomeomopdan kpyry St = {z € C | |z| = 1}.
Kpyr S' u npcren P = {2z € C| 1 < |2| < 2} nucy xomeomopduu.
IIpcren P u guck D = {z € C | |z| < 1} Hucy xomeomopdHu.
IIpcren P je xomeomopdan mumunapy C = [0,1] x St
Hummamap C m Mebujycosa Tpaka M = [0, 1] x [0, 1]/ 0,¢)~(1,1—+) HHCY
XOMEOMOP(HH.
Ha nu je yayTparmmoct nperena Int P xomeoMmopdHa yHYTPAITHOCTH TIPO-
Gywenor aucka Int D\ {0}7?
(125) Bapmarak: Jloka3aTu Ja MOCTOjU HEMPEKUIHA OMjEeKIUja

f:10,2n[— S*

MOJIyOTBOPEHOT MHTEPBAJIA HA KPYT. YIIOPEJUTH OBO CA PE3YJITATOM 3a-
narka (124).

(126) Nwmajyhu y Buny 3amarak (125) npuposano je nocraButu ciezelie nurame:
J1a g ocroje mpoctopu X u Y KOju HUCY TOMEOMOPPHHU, ATd TAKBU 14
IIOCTOj€e HelpeKu THe OnjeKImje

f: XY, u g:Y > X

y oba cmepa?

Oxarosop je morBpman. Ha mpumep, Heka je X yuuja npebGpojuBo
MHOTO IUCjyHKTHAX MOJyOTBOPEHUX MHTEPBANA |Gy, by, [ M IPEGPOjUBO MHO-
rO M30JI0BAHWX Tauaka {z,}. Heka je Y ynuja mpebpojuBo MHOrO mmc-
jYHKTHHUX OTBOPEHHUX MHTEPBANA |y, dp[ M TPEOPOJUBO MHOTO M30JI0BAHMX
radaka {y,}. IIpoBepy ma oBaj mpuMmep 3amcra Jaje HOTBPAAH OATOBOD
dopmymumemo Kao caemehn 3amaTak.

IZI/IaKO Cy OBe YHI-EHWIE WHTYUTHBHO OYUIJIEIHE, I(bUXOB CTPOT JOKa3 je CJIOXKEHWjH, 113 ra
He JlajeMO OBJIE.
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Bagarak: (a) Jlokasaru na CBAaKM OTBOPEHHM UHTEPBAJ MOXKE [ Ce
MpeCcTaBu Kao mpedpojuBa yHHja momyorBopennx. Kopucrehm Ty dmmbe-
HUILY, KOHCTpyHucaTu Henpekuaay oujekiujy f: X = Y.

(6) Koncrpyncarn nenpexuany oujeknujy g : Y — X.

(B) Hokazaru ma npocropu X u Y HuCY XOMeOMOP(hHU.

Cnenehu 3azarak jgaje jour jeman npumep 3a dbenoven u3 (126).

3amarak: Heka cy X u Y Tomosiomku npocTopu J100Hj€HN O UCTOT
CKyTIa, peasHe nmpase R, 33aBameM JBe PA3IUIATE TOMOMOTH]e HA HOj Ha
caenehu nagus.

e IIpocrop X je peanna nmpasa ca CTaHJAPHOM TOIIOJIOTUjOM HA MHTEP-
Baiy |0, +oo[ u ca guckperHoM Tornosorujom (Bugetn (70) Ha cTp. 64)
Ha WHTEpBaly | — 00, 0].

e IIpoctop Y je peanna mpaBa ca CTaHIAP/IHOM TOTOJIOTHjOM Ha UHTEP-
BammMa |0, 400 u | — 1,0[ ca IUCKPETHOM TOIOJIOTHjOM Ha HHXOBOM
komIIeMenTy | — 0o, —1{U{0}.

(a) dokasatu na je Tpanciaanuja & — ¢+ 1 Henpekuna 6ujexkuumja X
Ha Y.

(6) Jdokasaru 1a je uCTa TpaHCIALUja, T — T + 1, HenpekuaHa Oujex-
muja Y wa X.

(B) Hokazaru ma npocropu X u Y Hucy xomeomopdHu.
Henpexuanoct u iumecu ce mory geduHucaTn caMmo Ha je3UKy TOIOJIOrHje,
Tj. y aMOWjeHTy METPWUYKOT WJIM TOMOJONIKOT MpOCcTOpa. 3a medwunn-
nujy objexaTa kao mrro cy npsu u3Bog [ (xg) := limy_0 M
GecKoHaYHU 30Mp 22021 Zp = iMoo Z:?:l Zp CEM TOTIOJIONIKE CTPYK-
rype (lim) norpebua Ham je u anrebapcka (cabuparbe u JeJberme y MPBOM,
OIHOCHO cabupame y apyrom npumepy). Cjeau HEKOJUKO MPUMEDA.
Hopwmupana Abesosa zpyna je crpykrypa (G, +,0, || ||) tae je (G, +) Abe-
n0Ba rpyna, a ¢ — ||z|| npeciukasamwe G — R ca ocobunama

o |lz| =0

e |z]|=0&2=0

il

o || =zl ==
o [lz+yl <zl +llyl-
Tana je d(z,y) = ||y — z|| merpuka na G. Oba merpuka je uHBapu-

JAHTHA y OJHOCY Ha TPaHCIAIMjy U pedJiekcujy, a IPYIOBHE Olepaluje
Cy HENPEKUIHE Y TAKO JIeUHUCAHO] METPUYKO] CTPYKTYpH (mokazaru!).
[Tpumepn nopmupanux rpyna: (R,+,0,|-]), (C,+,0,|-]), (U1),-,1,| -1,
rae je U(l) = {z € C | |z| = 1}, ||z|| := arccos Rez.

Bagarak: [lokasaru jga cy jeauHe 3arBopeHe (KA0 METPUYKH II0T-
upocropu) noarpyue rpyue (R, +, |- |) nukaugne rpyne (a - Z, +), 3a HeKO
a>0,{0}uR.

Banarak: Hexa je (G,+, || - ||) nopmupana rpyna n H C G mena
noxarpyna. Jlokasaru na je u (H,+) rpymna.

Cuenmjanan caydaj Hopmupase AGesioe rpyte je momanano ypehena
Abenosa zpyna: To je crpykrypa (G, +, <), rue je (G, +) Abenosa rpyua,
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a < penamuja TOTAJHOT TIOPETKA, KOja je Ca2Aacha ca MPaHCAGUUJOM, Tj.
Yy KOjOj BaxKu

r<y=zr+a<y+4+a 3acBezx,y,acdG.

Y roranHo ypehenoj rpymu je 100po geduHUCAHA ANCOAYMHG 8pedHOcm,
U3BENIEHA M3 PEesIAyje TOTATHOr moperka: |z| := max{z, —z}. Ancomxyrua
BPEHOCT Ce jolT Ha3uBa U Modyaom. Ilosumuenu u nezamusnu deo ee-
MEHTa T TOTAJHO ypehene rpyme ce meduHuUIy ca

2" = max{x, 0}, x~ := max{—z,0},

rako jaje x = xT —a” u |z| =2t + 7.
Axo je (G,+) nogpryna rpyne (R, +), onza je ancosyrHa BpeaHoCT
jesHa HOpMa Ha BOj ~.
Toranuo ypelhena rpymna je aprumedcka ako y woj Baxkn Aprumedosa
axcuoma, Tj. OUI0 Koje o cienehnx, eKBUBAJIEHTHUX CBOjCTABA:
(a) 3acBako a > 0 ckyn Na := {na := a+---+a | n € N} nuje orpanuuen
0J103T0;
(6) 3a cBako a > 0 ckyu Za HUje OrPAHMYEH HU OJO3I0 HU OH03/0;
(®) G =U,ezlna, (n+1)a[= Za + [0, a] 3a craxo a > 0.
Monckynr A C G Toranuo ypehenor ckyma je eycm y ckyny B C G,
A C B, ako 3a cBe x,y € B, r < y, mocroju a € A TakBo 73 je x < a < Y.

Bagarak: /lokasaru ja je oBa gedununuja y roraiano ypehenoj Abe-
sosoj rpynu (R, +) ekBuBajIeHTHA TONOJIONIKO] AeDUHUIMJU IYCTOT CKyTIa,
y HODMU U3BEJEHOj U3 1operka (Tj. AlcoJyTHO] BPEAHOCTH). YIIOPEIUTH
ro ca rpyuom (Z,+).

3agarak: Heka je H C G HerpuBmjaia noarpyma Torajaso ypehene
apxumesncke Abesose rpyne G u

H} :={x € H|x>0}.

(a) Hoxazaru ma ckyn H rycr y G axo u camo axo je inf H} = 0.

(6) Hoxasaru ma ckyn H mmje rycr y G axko u camo ako HY nma
MUHUMYM.

Yuyrcerro 3a Texxy mmmamkanujy y (6): meka je ]0,a| marepsan y G
KOju He caapxku eemente n3d H. Jlokasarw j1a je mpecinkaBame

Y Hy — N, Y(x)=n 3a z¢€[na,(n+ 1)l
100po J1ebUHUCAHO U CTPOrO MOHOTOHO (AKJI€ UHJEKTUBHO). 3aKJ/byIUTH
na je ypehena crpykrupa (HY , <) mzomopdua crpykrypu (N, <) 3a nHeku
monckyn N C N w UCKOPUCTUTHM YHIGEHUILy 3 CBAKU MOACKYI CKYIIa
MPUPOIHUX OpojeBa MMa MUHUMYM.

3amarak: EmemenTtn ckyma

D={k27" | ke Z, neN}

BAko G Huje moArpyna y R oHma amconyTHa BPEIHOCT HEMa pPeasiHe BPeIHOCTH, I1a HUje
HOpMa. Mebytum, u y ToM caydajy MoxKeMO Ja JedHMHUIIEMO IIOjMOBE KAa0 IITO CYy JIUMEC U
HENPEeKUJHOCT; HIpP. HU3 Tn, y G KOHBEPIHpPaA Ka Too AKO 3a CBAKO £ > 0 (Tme je ¢ € G) mocTojm
no € N ca 0cobuHOM J1a 3a CBe N > ng BaXKH |[Too — Zn| < €.
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Ha3UBAjy ce dujadckum pasaomyuma. JJokazaru ma je D moarpyma rpyme
(R,+). Joxazaru ma D} nema MuHEMyM. 3aK/byduTH Ja je ckyn D rycr
v R.

Toranuo ypeliena Abenosa rpyna je xomnaemma ako y mb0j Baxku Ax-
CUOMG CYNPEMYME: CBAKU HENPA3AH OJI03r0 OIPAHUYEH CKYIl UMa CyIpe-
mym. CBaka KomTmieTHa ToTajiHo ypehena A6GenoBa rpymna je apXumencka
(mokas je mesnarna moaudukanuja gokasa ga y R uz Axcuome cynpemyma
cieau Apxumenosa akcuoma).l?

Bagarak: /lokazaru na Tepheme (10) Baku y CBAKO] KOMILIETHO]
ToTamHo ypeheHnoj rpymu.

Bagarak: Jlokasaru ga ako je Toramuo ypeliena AGesoBa rpyna
KoMIuierHa (y cmwuciy nperxonse JeduHUIMje HheHe KOMILIETHOCTH Kao
ypebene crpykrype) onna ceaku Kouiujes Hu3 y 10j KOHBEprupa y HOpMu
M3BEIEHOj U3 NOPeTKa (Tj. OHA jeé KOMILJIETHA y CMUCJLY TOHOJIONIKE CTPYK-

Type'®).

Bagarak: Axo je G Toramno ypehena rpyna u H meHa KOMILJIETHA,
rycra moArpyia, mokasaru ga je G = H.
Ommmruju mojam je monoaowka epyna: TPyTa KOja je HCTOBPEMEHO TOIOJIO-
KK TTPOCTOP, TAKAB /I jé CBAaKa Ta4YKa 3aTBOPEH CKYI U JIa Cy MHOXKEHhe
G x G — G wu usBep3 G — G HeupekujHa lpeciaukaBamba (y IPBOM
CIyYajy pajy ce O HEMPEKWIHOCTH y OMHOCY Ha TOMOJOTHjY MPOM3BOJIA
TomosloMmKuxX npocropa). Ha npumep, rpyna GL(n,K) uaepTnGuiHnx
n x n marpuna #Hag mojbem K € {R,C} ca omeparnmjomM MHOXKeHa Ma-
rpunal® je orsopen noxckyn y K"’ (Kao MHBEpP3HA CJIMKA OTBOPEHOL CKYIIA
K\ {0} npu npecinkasamwy det : K — K), na nmacaehyje Tomosorujy
U3 eYKJUJICKOr mpocropa. MarpudHe omneparyje Cy HEImpeKuIHe Y TOj
TOIOJIOTHjH.

Bagarak: okazaru ja je GL(n,K) orBopen rycr moickyi y mpoc-
TOPY K" cBux MaTpHIA.

VY crnenmjannom cnyuajy, 3a n = 1, rpyna GL(1,K) je rpyna (K*,-),
rae je K* = K\ {0}. Komaune rpyme ka0 Z, ce 9eCTO IOCMATPajy Kao
TOMOJIONIKE TPYyTe Y AUCKPETHO] TOMOJIOTHH.

Tomomnomka rpymna je Xaycaopdgos mpocTop.

Hokaxkumo npe Tora caexehe nomohuo tepheme: weka je W okosimna
HeyTPAJIHOr eemMenTa e tonosomke rpyne (G, -). Tama nocroju oTBOpeHa
okosmmHa U KOja caJp:Ku e TakBa Ja je

U=U"' u U-UcCW.

4peq Abenosa je OBZie 3ampaBo CYBUIIHA — MOXKe 13 Ce JOKaXke Ja je CBaka TOTAJIHO ypehena
apxumejcka rpymna Abenosa. To je mocmenuna Xeadepose meopeme, Koja Kazke J1a je CBAKA TOTATHO
ypebena apxmMesacka rpyna usomopdua noarpynu rpyne (R, +).

5Bugeru dbycnory y (32).

160pa rpyna ce HASHBA 2406HOM AUHEAPHOM 2DYTLOM.
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Bawncra, /13 HEMPEKUIHOCTH MHOXKEHA U € - € = € CJIeIN JIa TIOCTOje OTBO-
pene okomuue Uy, Us 3 e takBa na je Uy - Uy C W, ma ckyn

U=U,nU;'NnU,NU;T

MMa TPAXKEHO CBOjCTBO.

3a opako xoucrpyucanu ckyu U paxu u U C W. 3aucra, ako je
g € U, ouma ce cBaKa OKOIMHA Taduke g cede ca U. ITomTo je MHOXKeme
HenpekuHo, ckyn gU je okommHa Tauke g, ma je gU NU # 0. Onarmne
crenu jga nocroju h € U 3a koje je gh € U. Anu Taga je

g=(gh)h *cU - U'=U -UCW.

Caza MOXKeMO J1a JIOKaXKeMO J1a je TOIOJIOmKa rpyna Xaycaopdos
LPOCTOP: JOBOJLHO je (300r HEIPEKUJIHOCTH MHOXKEHA) JOKA3aTh 13 33
CBaKy Ta4Ky T # e TOCTOj€ JUCjyHKTHU OTBOperHu ckymosu U S eun V 3 z.
Axoje W = G\ {z}, ckyn U u3 nperxojiHe KOHCTPYKIH]je 3a,10B0sbasa U C
W, mro 3naunm x ¢ U. Tume cMo KOHCTpYHCAIM OTBOPEHe W JIHC]yHKTHE
ckynose U u V = G\ U takse najeec Unz € V.

3agarak: Heka je G rtomnosomka rpyna u H theHa HOpMaJiHA MOJ-
rpyna. Jdokasaru na je G/H TOHOJIONIKA TPYNa Y OJHOCY HA TOIOJOIH]Y
nebunucany y (92). Hokasaru ja je, yak u ako moiarpyna H nuje HOp-
manna, G/H nobpo nedunucan romosnomku upocrop. Jlokasaru na je
KosmuHnYKa Tomosnoruja (92) va G/H Xaycmopdora ako n camo axo je H
3aTBOpeHa (Kao TOMOJIOMKY OTIpocTop) v G.

Cuenujasno, axko je G = R* amurusma A6esoBa rpyma BeKTOpa y
k-numensuonom npocropy u H = ZF mwena nuckperna moarpymna, Komd-
nmaku npocrop R¥/ZF je k-numensuonu topye TF =2 St x - x St

3agarak: Heka je G Tonosomka rpymna u N KOMIIOHEHTA TTOBE3AHOCTH

IbEHOT HeyTpasHor ejgementa. Jlokazaru ga je N 3aTBOpeHa HOPMAJIHA
noxarpyna rpyrne G u na je G/N Tonosonika rpyma.
Hopmuparo noswe je crpykrypa (F,+,- || -||), rue je (F,+,-) mosme, a || - || :
F — [0, 400[ dyukuja koja 3a10B0/baBa

o o+l < flall + lyl

e lleyl = el 1]

o [z =0 2=0
Hopwmwupano mome je meaprumedcko ako y mHeMy BaxKn

[+ yll < maxg]lz]], [[y]]}-

U3 oBe HejeHAKOCTH CIIEIM /I je 3a CBaKU MPUPOIaH Opoj 1 (KOju MOXKEMO
Ja CMaTpaMoO U €JIEMEHTOM II0/ba, KOPUCTehu MCTy O3HaKy n 3a 30up n
jemuauua nosa n-1=1+---41)

I+ 1] < max{1, |||}

na axo je |n|| > 1, ongaje |[n+1]| < ||n||. Onarae Bunumo na osa gedunn-
[IMja YOTINTaBa CBOjCTBO Heapxumeacke ypehene crpykrype. Hopmupano
noJbe je aprumedcro ako HUje HeapxuMeACKo (oBa AeduHUIMja HE YKIbY-
qyje mopemak; Tj. yommTaBa OeUHUANN]Y apXHMEICKOr ypeheroz mosba
Kao ToTaJHo ypeljeHor nospa umja je aauTuBHA IPyNa apXUMEICKA).
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Kommuerupame merpuakor npocropa Q ca p—aIckoM MeTpUKOM yBe-
mesoM y (14) osmauaBamo ca ), emeMeHTe OBOT CKylla HAa3WBAMO p—
adckum b6pojesuma.

Bagarak: Jlokazatn Ja je cKym p-aickmx Opojesa (Q, KOMTIeTHO
HeapxXuMeJICKO Nojbe (omeparyje mojba e MPEeHOCe Ca HU30Ba Ha HUXOBE
KJlace eKBUBAJIEHIIUje, IOMONy KOjuX ce KOHCTPYHIIe KOMILIETHDahe (BH-

neru (105)).

V (129) cmo Bugenu 1a je, aKo je HopMa U3BeIeHa U3 peJialije NopeTKa
y TorasHo ypehenoj rpymu (kao y uip. y (R,+)), ApxumenoBa akcnoma
MOC/Ie NI, KOMIJIETHOCTH. VI3 MpeTXOoMHOr 3aJaTKa BUIUMO I3 j€ MOJbe
Q, mpuMmep Koju TOKa3syje /a y ONIITeM clIydajy To He Baxkn. llpnwme-
tuMo Ja ¢y u Q, u R gobujenu kao komiierupame ucror ckyna Q, amm
Ca Pa3IUYUTUM METPUKAMA.

Jorm jenna cnenuUYIHOCT TOMOJIOTHje W3BEIEHE U3 MOPETKA BUIM CE
y cnenehem 3amarky. Heka je F' Toramuo ypeljeno mospe. Ilocroju jemun-
cTBeH WHjeKTuBHU Mopdm3am moba Q y F medunmcan ca

p(m/n) = (m-1p)(n-1p)~",

TaKO JIa CBAKO TOTAJHO ypelheno mospe camapxku mojbe Q.

3agarak: /lokazaru ma je Totasno ypehero mobe F apxXuMencKo ako
u caMo ako je ckyn Q rycr y F. Ilpumep QQ, mokasyje fa 0BO He BaXKn 3a,
HOPpMUPAaHAa II0/ba y KOJUMa HOPMA HUje U3BEJIEHA U3 IIOPETKA.
Hopmupanu sexmopceku npocmop  je map (X, 4+, - ||) rme je (X, +,-)
BekTopcku mpocrop Hag mokeM K (K = R wm K = C), a x — ||z
npecaukaBame X — R ca ocobmHama

e ||| =0

e ||z =0&2=0

o [[€- 2| = [¢]ll=|l

o [z +yll <zl + [yl

3a cee x,y € X nu & € K. Cad(z,y) = ||y — z|| na X je nedunucana
METPHKA y OZHOCY Ha KOjy Cy BEKTOPCKe omeparmje Hermpekmmaae. OBa
METPHKA je HHBAPHUjAHTHA, ¥ OHOCY Ha TPAHCIANN]Y U PeIEKCH]Y Y KOMY-
ratuBHOj rpynm (X, 4) u ancoaymmuo zomozena, tj. d(&x,y) = |€|d(x, y).

Bagarak: /lokazaru ma ce KoMmmyerupamem (104) HopMupaHor BEK-
TOPCKOT MPOCTOPA, 100Mja HOPMUPAHU BEKTOPCKU ITPOCTOP, Tj. Ja CE BEK-
TOPCKE Ollepalyje IPeHoce Ha peJialyje eKBuBajeHuuje y jgokady (105).

Hopwmupanu BeKTOpPCKW TPOCTOP KOjU je KOMILJIETaH HazuBaMo Bana-
TOBUM TPOCTILOPOM.
HajjennocraBauju npumepu sHopmupanux npocropa cy R u C, na xojuma
HopMy gedwuHHUIIe arncogyTHa BpeaHoct. Ominruje, eyKIUICKH TPOCTOPH
cy Bextopcku pocropu R™ u C* ca nopmama [la|| = /|a1[2 + ... + [a.|?.
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Baskuu npumepu cy u npocropu Cla,b] Henpekunuux QyHKIHja, ca
HOPMOM

b 1/p
||fp=</ If(t)Ipdt) s 1<p< o

Hejeaunkoct Tpoyria cienu u3 HejeaHakocT MUHKOBCKOT 33 HHTErPaJie.
(135) U3 nedunnmmje mopume cemm | ||z| — [ly|| | < |l — y||, ma je mopma Jlumn-
IIUITOBO IIPECTIUKABAHE.
(136) Mugykumjom ce gokasyje ||[x1 + -+ zn|| < |21l + -+ + |lznl-
(137) Heka je F dunrep na ckyny S u (Y, - ||) HopMUpaHu BEKTOPCKHU IIPOC-
top. U3 HejemHakocTH TPOyria W XOMOTEHOCTH HOpPME CJaeau aa limg
MpeCInKaBama S — Y KOMyTHpa ca ajrebapcKuM omepanujama y Y, Tj.

m(f+g) =lm f+limg, lim(Af) = Alim f

3a f,9: 5 =Y u €K (moxkazaru!). Cuenujasuo:

e Ako cy f u g nenpekuane pyHKIMje, OHIA je U Af + [1g HEIPEKUITHA,
(F = duirrep okoImMHA);

o limy, o, (Af(x)+pg(x)) = Alim__,, f(2)+plim, .z, g(x) (F = dun-
Tep 1POOYILIEHUX OKOJIMHA);

o lim, oo (Aay + pby) = Alimy, o0 apn + plimy, o0 by, (F = ®@pereon
dburep);

. f;()\f(a:) + pg(z)) dz = /\f; f(z)dz + ,uf;g(x) dx (F = duarep Ha
OPOCTOPY MOZEA).

Bagarak: Kopucrehiu (135) dopmysucaru u 1oka3aru IpaBuiio Ko-
MyTUpama JuMeca 110 dpuarepy u HopMme. JloKazaTu Ja U3 Hera Caeau

< / lo(z)] da

3a KOMTLJIEKCHE (byHKIHje f, g ¥ KOMILJIEKCHU HU3 G, 3a KOje OBU M3Pa3u
TTOCTOj €.

(138) Omruruje: MONOAOWKY 6EKMOPCKY MPOCTMOP j€ BEKTOPCKH mpocTop X
ca TOTOJIOMIKOM CTPYKTYPOM Y KOjOj jé cBaka TadKa 3aTBOPEH CKYI W Y
OIHOCY Ha KOjy Cy omeparnuje cabupamba BeKTopa X X X — X u MHOXKema,
BekTOpa ckamapoM K x X — X HempekugHe y ogHOCY Ha oaroBapajyhe
TOIMOJIOTHj€ MPOU3BO/IA TOMOJIOIIKUX TPOCTOPA.

b
lim |f(z)| =] lim f(z)], lim lan| =] lim anl, ‘/a g(x) dx

Tr—x0

3amarak: /lokasaru ma cy TpaHciaanyje £ — a + x, a € X u XO-
moreruje x — £ - x, £ € K\ {0} xomeomopbuszmu X — X.

Tomomomku BekTOpcKN mpocrop je Xaycmopdos (eumern (131)).
Bagarak: /lokasaru Ja je OTBOPEH MOJCKYI TOMOIOMIKOT BEKTOPCKOT
HPOCTOPA MOBE3aH AKO U CAMO aKO jé MyTHO MOBE3aH.

(139) IIpoumssox X; X --- x X,, HopMupauux BeKTopckux npocropa (X, || - || x,)
MOXKe Jla ce cHabJie HOPMOM Ha BWITIE HAYMHA; HIP 33 & = (T1,...,Ty):

n 1/p
odyi= (Sloll,) " 1Ep < lol = g el
)2



86

2.

(140)

(141)

(142)

1. HEKE TOIIOJIOIIKE 1 AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

Cuernyjasito, y BekTopckoMm npocropy R” (wiu C") umamo HOpMe

n 1/p
felp = (o lesb) . 1Sp<on, el = pmas bl
=

Bamarak: Heka je S := {z € X | ||z|| = 1} jenunuuna cdepa y nopmu-
pamoMm mpocropy (X, |- |)) u G = {) € K| |A\| = 1} MyITHIINKATHBHA
rpyna jeauHUYIHUX cKajapa. Jlokaszaru ga je ca x — A - x aeduHHCAHO
npejcrso rpyme G Ha ckymy S. lokasaru na je HA mpocTOpy opomTa OBOT
nejeral” P(X) = S/G ca d([z],[y]) = min{||z + M\y|| | A € G} nedun-
ucana Merpuka. CHenujasiHo, HA PEAJHOM IMPOJEKTUBHOM MPOCTOPY je
d([a], [y)) = min{|lz — yll | + y]|}-

ITpocrop P(X) ce Ha3mBa npojexmususayujom Banaxosor mpocropa
X, unum npojexmusnum npocmopom. Crermjanso, 3a X = R* ™ nobujamo
peaman RP" = S"/Z,, a 3a X = C""! xomnmexcan CP" = §?n+1/St
IPOjeKTUBHU IPOCTOp. 3a n = 2 mpoctop RP? cmo ysemn y (92) Ha
JIPYTH, eKBUBAJIEHTAH Ha4YWH. JOII je1an HaunH Ja ce nedWHHUIIe TPOCTOP
P(X) je xao xonmuranuakn mpoctop (X \ {0})/~, rue je © ~ Az 3a cBe A €
X \ {0}. V¥ oBoj unrepnperamuju, P(X) ce MOXKe CXBATUTH Ka0 IIPOCTOD
cBUX mpaBux - Kpo3 Ttadky 0 € X. VYommreme MPOjeKTUBHUX TPOCTOPA
cy upocropu Gy (X) uuje cy Tauke k—aumen3uonu nornpocropu y X; oBu
pocropu HazuBajy ce I'pacmanosum muozocmpyrocmuma. Crenujasino,
G1(X) = P(X).

Bamarak: JIokazaTu Ja je peajHA TpOjeKTuBHA Mpaa RP! xomeo-
Mopdua Kpyry S', a Kommiekcua mpojextusHa mpasa CP! chepu S2.
Ynugopmna (wnu pasromepna) nopma ua npocropy By (T') orpanuyenux
upeciukasawa ckyna 1y nopmupanu Bexropcku upocrop (Y| - |) je
[fllo = supser I (t). Crpyxrypa (By (T),+7, 1, || [l) je HopMuparu
BEKTOPCKHM TIPOCTOP.

Hus oepanuuene sapujayuje. Heka je a € XV nu3 y mopMupanom Bek-
ropckom npocropy (X, | - ||). Hberosa Bapujaiuja je Benuuuna

oo
var(a) == |lag|| + Z lan — ant1])-
n=0

Hus a,, je nus oepanuyene sapujayuje axo je var(a) < +oo. Ckyn Hu30Ba
orpanudene apujanuje y X oznauapamo ca bv(X); oBaj Kyl je BEKTOPCKHU
IPOCTOP, & var HopMa Ha weMy (Jokasaru!).

Axo je x, monoron Hu3 y R, oHzma je T, — T € R u var(z) =
|xo| + |20 — Too|. Jakie, MOHOTOH HU3 je HU3 OrpaHUYEHe BapUjalyje aKO
U CAMO aKO je OrDAHHYEH.

Hu3z z,, y R je uu3 orpanmdene Bapujalyje ako U CaMO aKoO je pa3/inKa
aBa pacryha orpaHnyueHa Hu3a.

17I/IJ11/17 eKBHUBAJIEHTHO, KOJIUIHUYKOM Ipoctopy P(X) =S/~ y oxHOCY Ha pesanujy eKBUBa-
JIeHITUje T ~ A - X.

18y cay4aajy K = C oBge je ped 0 KOMNAEKCHUM NPABAME, Tj. 00jeKTUMA PeaHEe JUMEH3U]e
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Hokas: (<) cieau u3 YUBHEHUIIE Ja je MOHOTOH M OTDAHUYeH HU3 HU3
orpanuvere Bapujauyje. (=) cuaenu u3

n n
Tpy1 = (xo* D C ffk)+> - (xo +) (w1 — :r,k)_>7
k=0 k=0
jep cy mmsou zd + Y _o(zhpr1 —xk) T mag + 3o (Th41 — k)" pacTyhu
U OrpaHUYeHH 0/103r0 Opojem var(x).
(143) Pynxyuje oepanuuene sapujoyuje. Heka je f : I — X upeciukasame
unrepsasia I C R y nopmupanu sekropcku mpocrop (X, || - []). Axo je

P:infl=ty<t; <---<t,=supl

nogena uarepsana I, m0j MOKEMO [1a MPUIAPYKAMO OPOj

n
Vi(f; P) = (o)l + D N f (k) — F(ti-)l
k=1
(axo mrrepsan I uuje 3arBopen, nox f(to) u f(t,) moxpasymesamo rnmvece
y TuM Taukama). Tomaana eapujeyuja dyukuuje f na uarepsany I je 6poj

Vary (f) == Sup Vi(f; P).

VKonmKO je oBaj Opoj KoHadaH, GyHKIHN]y f HA3UBAMO GHYHKUUIOM 02PaHU-
wene sapujayuje. Cxkyn BV (I, X) cBux dyHKIUja orpaHudene Bapujammje
Ha uHTepBasy I ca BpegnoctuMa y X je HOpDMUPAHU BEKTOPCKH ITPOCTOP,
ca nopmom Vary(f).

Ako je X =R, cBaka ¢dyHkuuja orpanudere sapujauuje f : I — R je
pa3nKa JIBe MOHOTOHe QyHKIH]je:

. Vaf[to,t] (f)+ f(®) Var[to,t] (f) = f(@®)
ft) = - :
2 2
Bazku u 06puyTO, ako je f = f1 — fo 3a monorone ¢gpyukuuje f1 u fo, onzua
je [ dymukimja orpanndene Bapujaimje.
(144) L : X =Y je mopdusam nopmupanuz sexmopckux npocmopa (X, || - || x)
u (Y, |- [ly) axo je
o L(&x+mny)=&L(x)+nL(y) 3az,y € X u&,n € K (auneapuocr);
o L)y = [lz|lx.

(145) Heka cy (X,] - ||lx) n (Y, | - ||y) HopMupanu BeKTOpcKu mpocTopu u L :
X — Y nunreapno mpecinkaBame. Tama je
. L(z) - L T —
Lip(z) = sup I B0 g (220 sup ol
oty o —ylx azy || \lz=vllx/lly  jaix=

ma je L JIummmioBo ako U CaMo aKo je OrpaHUYeHO HA jeAUHUYIHO] cepmn.
JIummuiosa KOHCTAHTa, JIMHEAPHOr NPEC/UKaBalba Ha3WBa CE€ FHEroBOM
HOPMOM; OHa 3amcTa JedpUHHINE jeJHy HOPMY Ha BEKTOPCKOM IPOCTOPY
L£(X;Y) HenpekuHEX THHeAPHUX HpecinKapama u3 X y Y (mokasaru!)t?,
Ma 3a JINHeapHO TpecinkaBame ymecto Lip(L) wenhie KoprneTnMo 03HaKy
|IL]|. Cmemmjanmo, 3a Y = K mobujamMo HOpMY HA JAyaaHOM BEKTOPCKOM

19JIHHeapHa NIPECJIUKABakha Ce JOII HABUBAJY U AUHEGPHUM ONEPGMOPUMGE; HOPMA KOjy CMO
meduHECAIN HA3UBA Ce ONEPAMOPCKOM HOPMOM JIHHEADHOr omeparopa (moCToje m Apyre HOpMe
JINHEAPHHUX OIEPATOPA).
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HpOCTOpy20 X*. Enemente npocropa X* HA3UBAMO AUHEGPHUM PYHKUU-
onasuma Ha X.

3agarak: Heka cy X u Y npocropu kouagne qumensujeu L : X — Y
JIMHEAPHO TpeciukaBame. Jlokasatu ma L ciwka jeaunuyny cdepy Ha
enmncous u na je ||L|| nyxuna najsehie mosyoce Tor enmncousa. 3akiby-
YUTH A j€ CBAKO JHMHEAPHO NPECTHKABAKE W3Meljy mpocTopa KOHAYHE
JUMeH3H1je HEelPeKuHO.
3a nuneapuo npeciukaBawe L : X — Y cuepehu yciioBu cy ekBuBa-
JICHTHN:

(a) L je HENPEKUTHO Y je[IHOj TAYKH;
(6) L je HENpEKHIHO;

(8) L je JIumuuioso;

(r) sup |IL(z)|ly <+o0

llz] x =1

Hosomno je nokazaru (a) = (r). Heka je L HENpPeKuIHO y TauKU
a. Ouna je L orpanuueno Ha nekoj jontu Bla;e] = a + €B[0;1]. Ona-
e cneqm ma je L orpammveno m ma cdepu S(a;e) = a +e5(0;1), na je
orpanuyveno u Ha cdepu S(0;1).

Baparak: Heka je top € [a,b] n &, : Cla,b] — C upecinkaBarme
nedunncano ca o, (f) = f(to). Jokazaru na je OBO MpeCcInKaBarbe JIMH-
eapuo. [a su je OHO HENPEKHUAHO y OXHOCY HA HEKY O HOPMH | - ||,
yBegenux y (134)7 a saum je, na ciaudyad HaduH AepUHUCAHO, JIMHEAPHO
upecnukasawe Oy, : By (T) — Y, rue je By (T) upocrop ysenen y (141),
HEMPEKUTHO?

Bagarak: Heka je C*[a,b] ckyn dbyukuuja f : [a,b] — C xoje cy n
nyta audepeHIujadbuaHe 3a cBako n. Jlokazaru ga je
_4Y
C dx
JIMHEAPHO, aJIi HUje HEMPEKUIHO PECTUKABAKE HOPMUPAHOT BEKTOPCKOT
npocropa (C* | - ||oo)- Apyrum peunma, MOKa3aTH Ja JIUMEC y HOPMHU
|| - loo HE KOMyTHpa ca m3BOmOM (BumeTH (264) Ha 128. crpaHm 3a BuUIIe
JleTasba).

D : C*[a,b] = C*°[a,b], D(f)

Baparak: Heka je k : [0,1] x [0,1] — C nempekngna dyHKIHja.
HoxkazaTu 1a je ca

1
K(f)(x) = / Ko, 0) () di

JTedUHICAHO HENPEeKUAHO JHHeapHo npecnukasame K : C[0,1] — CI0,1]

Ha HOpMupaHoM mpoctopy (C[0,1], || -+ |leo) # 12 je
1
Kl = sup [ k(e o) at
z€[0,1] JO

Yuyrcreo: Cectu TBpheme Ha ciydaj Kana je k peasna yHkuja.
U3 nejepmakocru tpoyrna ciemm ||K|| < sup,epo g fol |k(z,t)| dt. Tpebda

2OZ[yaﬂ X* BekTOopcKOr nmpoctopa X Ha[ 1ojbeM K je mpocTop CBUX HEIPEKUTHUX JTUHEAPHUX
npecnukaBama X — K; X* je raxobhe Bekropcku npocrop maz K.
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Jokazaru u obpHyTy Hejennakoct. 13 KamrTopose Teopeme cienu ma je
dyHKIIIja k paBHOMEPHO HEMPEKHUIHA, a OJATIe 13 je

1
T / |k(z,t)| dt
0

HENPEKuIHA, TIa je 33 HeKO a € [0, 1]

1 1
/|I<;(a,t)\dt: sup / (i, )] .
0 1J0

z€[0,1

[TocmarpaTn mpecankaBame

F /O k(a,t)f () dt.

JloBOJ/bHO je mokKa3aTw Ja 3a CBAKO € MOCTOju (QyHKIHja f. TakBa Ja je
[ fellow =11

/Ok:(a,t)fa(t)dt>/0 le(a, t)] dt.

Hoxkazatu ma mocroju momena 0 = top < t < --- < t, = 1 uATEpBaTa
[0,1] TaxBa ma je ocnmmanuja dyuxmmje t — k(a,t) HA CBAKOM TOJEOHOM
unTepBaNy Mama o £/4. O3maummo ca Py uHTEpBase OBe HOJENe KOju
He cazpxke 0 u 1 u Ha Kojuma je dyHkumja k(a,-) cTagHOr 3HaKa, a ca
P, npeocrasie unrepsaje. dedbunucaru f.(t) = sgnk(a,t) ako ¢t npunazaa
HEKOM MHTEpPBaNy u3 P; u nmHeapHO je nomedWHUCATH HA WHTEPBATAMA
u3 P, Tako ma ce mobmje mempekumgHa GyHKIHja. Pa3aBojurm mHTErpast
fol k(a,t)f-(t) dt na 36up unrerpana no uarepBaiuMa u3 Py u unTerpasia
no uaTeppammma u3 Pp. Jlokazatu na ma Pp Baxku |k(a,t)| < €/4 u ucko-
PUCTHTH OBY HejeIHAKOCT 3a J0Ka3 Ja f. MMa TParKEeHO CBOjCTBO.

Onwryje, ako cy (X1, |- [l1),---, (Xns || - l|ln) = (Y, ]| - |ly) HOpMupanu sex-
ropcku nipoctopu U L : Xy X -+ - x X, — Y Bumenuneapso (Tj. JuHEAPHO
O CBAKO] IPOMEHJHUBOj) MPECIUKABAKE, (heroBa HOpMa, ce eduHuIIe Ca

1Ll == sup |L(x1,-- - zn)lly
H:rrllhz--:llrml\;(z -
— Sup 17.‘ .7 n Y
h10,...,hp 0 IRallz-e. - lln

=f{C =0 [ [|L(z1,-- zn)lly < Cllzafl---[lonlln}-

3a BHIIETMHEAPHO MPECINKABAKe L Cy eKBUBATCHTHH YCIOBH
(a) L je nenpekuHo;

(6) |IL] < +o.

Jloka3 ce MpakTUYIHO HE pas3iuKyje of mokasa y (146).

IMpumepu: Muoxkeme Ly : K* — K, L1(&1,--+,&) = & -+ - &p, MHO-
xKeme ckanapoMm Lo 0 K x X — X, Lo(€,x) = £x, nerepmunanra det :
(KP)P — K, BekTopckn mpom3sog, X : R? x R? — R3, ckanapun mpom3Bo,
(-,+) Cy mpUMepH HENPEKUIHUX BUIIEINHEAPHUX MPECTUKABAbA.

CKyTl HETPEKUIHNX BATICIMHEAPHUX MPECINKABAFHA

X1 x--xX, =Y
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je BeKTopcKu mpocrop; o3nadasamo ra ca L(Xi,...,X,;Y). Exemenre
upocropa L(X1,. .., X,;K), rj. BumenuneapHa npeciuKaBamba y IpOCTOP
CKaJIapa, HA3UBAMO SUWEAUHEGPHUM GYHKUUOHAAUMA.

Axko je

B : Xl X X2 —Y
OMIMHEAPHO [IPECIUKABALE, OHIA je
L: X, _>£(X2;Y)7 L(:L‘l)(xg) = B(wl,xg)

JuHeapHo npeciankaBame. OOPHYTO, aKO je 1aTo JIMHEeApHO MPEeCcInKaBarbe
L: X, = L(X2;Y), ouna je ca B(xy,22) = L(x1)(z2) nedunucano 6u-
JmHeapHo npeciaukapame B : X1 X Xo — Y. Osa npeciukapama uMajy
HCTY HOPMY:

1Bl = sup{[[B(zy, z2)| | [lza]l = [lz2] = 1}
= sup{sup{L(z1)(x2) | z2] = 1} | [Ja]| = 1}
sup{[[L(z )|l | [faa]l = 1} = [ Z]]-

Nunyxknujom, mobwjamo caenehe tepheme: IlocToju mumeapuu w30-
Mopdu3aM BEKTOPCKHUX MPOCTOPA

P : ‘C(Xl,yXTLvY) - ﬁ(Xlavka‘C(Xk—‘rlaaXn;Y))

KOjU 4yBa HOPMY.
Heka cy (X, - |lx) n (Y,|| - |ly) HOpMUpaHM BEKTODCKHM TPOCTOPH HAT
nosbem K = C wiun R. Axo je mpocrop Y Bamaxos (Tj. KoMmjeraH),
onzia je u Hopmupanu sekropcku npocrop L(X;Y) ysenen y (145) Bana-
xoB. Cnenujanno, nyanuu npocrop X* = L(X;K) cBakor (ne obasesHo
KOMILJIETHOI') IPOCTOPA j€ KOMILJIEeTaH.

Hokaz: Heka je L, Kommjer vu3 y £(X;Y). Onga 3a ceako € > 0
IIOCTOJH N Ca CBOjCTBOM

m,n >ng = ||L, — L] <e¢,

rze je || - || mopma yBenena y (145). Tana je 3a cBako © € X ||Ln(x) —
L, (2)|ly < ellz]|x, ua je L,(z) Komujes nuz Y. 36or xommiernocry,
OBaj HW3 KOHBEPIHPA; O3HAYNMO FhErOBY TM'DAHMYHY BPEIHOCT €a Lo ().
N3 L, (Az+py) = ALn(x)+pLy, (y) v HEmpekugHOCTH cCabuparmba i MHOKE-
Ba CKaTapoM ClIer Loo (A +1y) = ALoo(2)+ 1 Loo (y), a je Loy muHEapHO
npeciukaBame. Ocraje jorr na ce JOKaxe Ja je oHO HempekugHo. U3
Koumjesor ycnosa ||Ly(x) — Ly (z)||y < ¢||z|lx, npenackom na numec
Kam m — 0o, mobujamo ||L,(z) — Loo(2)|ly < ellz||x, omakme, momohy
HejeTHAKOCTH TPOYTJIa, CIIeH

oo (2)ly < ellzllx + [ Ln(2)lly < (e + [ LnlDll] x-

Moo je ceaxu Kommujes nu3 orpanmyen, saxu ||L,|| < C < +oo, na
je | Leo(z)]ly < (e 4+ O)||z|]|x. Ha ocmoBy (146) To 3Haum ma je Lo, €
L(X;Y). U3 ||L,(2) — Leo(z)|ly < ellz||x cneam ma L, KoHBeprupa Ka
Lo u 'y nopmu npocropa L£(X;Y). Tume je m0Ka3 3aBpIIEH.

U3 nokazanor rBphema, y3 nomoh (148), ciaenu aa je npocrop Buiie-
JuHeapHux npeciaukasawa L(X1,...,X,;Y) Banaxos ako je Y Banaxos.
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(150) Heka je S ckyn ca dunrepom F, A, B € F, Y HOpMUpaHU BEKTOPCKU
npocrop, f: A—Y,g: B—Y.
Caabe acumnmomexre peaayuje. f < g < f =r ¢g 3a Heky orpanu-
vyeny yukimjy ¢ : C — R, u C € F. [Ipyra oznaka: f = O(g).
Hpyrum peunma,

f=2g & GM>0)[fll <r Mlgll

Axo je oBO ucymeHO, KaxKe ce Ja je mpecaukaBame [ nomuurbeno mpec-
nuKaBamy ¢. Ilomohy pemnariije mOTINHEHOCTH U3BOAM CE€ pealnja caabe
ACUMNIMOMCKE EKEUBAAEHTNHOCTIIUL

fxgeflgng=2f

Jaxe acumnmomcxke pesayuje. f K g < f =r ¢g 3a HeKy DYHKIHUjY
¢:C =R, C € F 3axojy je limg ¢ =0. [Ipyra oznaka: f = o(g).
Jpyrum pednma,

f<g & (Ve>0) |l <7 ellgll.

Axo je 0BO WCIyHmEHO, Kaxke Ce Ja je MPeCInKaBame [ 3aHemMapoueo y
OJIHOCY Ha TpecaukaBame ¢. [lomohy penanuje 3anemaps/puBoCTH JedUH-
UIIIe Ce PeNaluja jake acuMnmomeke exeusaieHmMHOCm:

frgef-g<ge f=g+o0(g).

(151) 3aparak: Heka cy S,T, Fg, Fr v ¢ kao y (29). Axo je Y HOpMupaHu
npoctop, U,V € Fsu f:U — Y, g:V — Y nokasaru ga Baxun

275 9= fop=2F.g00
[ <LFrs 9= fop<Frgop
[ =Xrs 9= fop=F,g0¢
fr~rsg= fop~r.goop.

(152) Heke 1mojMOBe KOju Cy U3BEJEHU U3 aJredapCKUX U TOIOJIONIKUX CBOjCTABA
peasiHe npase (Kao mTo cy Beh criomMenyTH u3BOAM U GECKOHAYHE CyMe)
MO2KEMO /13 IIPEHECEMO y HOPMHUPAHE IIPOCTOPE.

(153) Ako cy X uY nopmupanu BekTopcku npoctopu, A C X OTBOpEH MOACKYTI,
f A — Y HenmpekumHO TpeCIUKaBame U Xg,n € X, u360d y npasuyy
eéexmopa 1 'y TadKA Xg je

Dy f(zo) = Jim 5 (f (o + hm) ~ F(x0))

(ako JsuMec Ha jecHOj crpanu nocToju). Ilpumerumo ja ce BeKTOpH Iy
U 7) I0jaBjbyjy y HECHMeTPHYHMM yiaorama’l, ¢If9HO Kao IITO ce KO /u-
depennujana GyHKIMje jeqHe TPOMEH/bPUBE TAYKA Y KOjOj CE MOCMAaTpa
nudepeHtjas U MPUPAINTaj MOjaBsbyjy V PA3IAYUTHM yaorama. AKO je
X=R"Y=Run=(0,...,0,1,0,...,0) jetHHATIHE BEKTOp Ay & ,-OCe,
ouma ce D, f(x¢) o3nazaBa ca %(xo) U HA3UBA NAPUUJAAHUM U3E000M

dbynkrumje f mo MPOMEHBNUBO] ;.

211_10;( oppehernm mpermocraBkama (kojuma ce medmumme gudepeHnujabmIHOCT y HOpME-
paHuM IpoctopuMma), Dy, f(xzo) je JuHEapHO IO 7, al1K He U IO Z(.
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Cuenujasno, ako je X = R, A =la,b[, HenpekuaHo mnpecjukaBarbe
v :Ja,b[— Y ce nazuBa napamempuszosarom xpusom y Y. Ako je n =i
jemuHuaHA BeKTOD y R, u3BO/,

V(to + 1) —(to)
h )

(yKOMMKO JTMMeEC Ha JEeCHO] CTPAHU MOCTOjH) Ce HAZUBA, MAH2ZEHMHUM GEK-
mopom Ha TapaMeTPU30BaHy KPUBY 7 y Taduku ¥(tg). 3a camy KpuBy Taja
KayKeMO JIa je 24amKa y TOj Tadku. 3a %’ty Ce KOPDUCTH jOLI U O3HAKA 7.
Cnuka v(A) ce HA3UBA HENAPAMETNPUIOEAHOM KPUSOM, TAHTEHTHH BEKTOD
HA HEIIAPAMEeTPU30BaHy KpUBY y Tauku (o) je CBaKU BEKTOP KOJIMHEAPAH
ca %z(to)- ITapamerpu3oBaHa KpuBa v je pezyaapha y Tadku y(tg) ako je
EH TAHIEHTHU BEKTOD Y TOj TauKW PAa3auduT of Hysje. Ilapamerapcka
jennauuHa tanrenTe Ha KpuBy Y(A) y peryuaapuoj tauku y(to) je

d .
“Lto) = Diy(to) = lim

a(t) =(to) + 5 (1)t ~ ).

Kpuga je peeysapra ako je peryjgapHa y CBaKOj CBOjOj TAUKH.
HenapamerpuzoBana KpuBa je rilaTKa akKO UMa HEKY TUVIATKY MapaMe-
TPU3ALIH]Y.

Bamarak: Hanpraru xpusy z2 = y° y R? u nokasaru ga je ona
riaTka (nako Hema tanrenty y tadku (0,0)). Omaj 3amarak nmokasyje na
Tpeba pasiukoBaru rpaduk rarke QyHKOUje of TaaTke Kpuse (Yak u
ako je Ta kpuba rpaduk dyHkimje).

Xomeomopduszam ¢ :|a, B[—]a,b], Takas ma cy ¢ u ¢! nudepen-
nujabuiHa, TPEC/INKaBamha, Ha3WBaA ce Jugdeomopdusmom; KOMTIOBHUIIL]A,
Y 0 (¢ HA3UBA CE 2AGMKOM PENAPAMEMPUIGUUJOM KDPUBE . 3ajaTak:
Hexa je so = ¢ 1(tg) m n = ¢'(s9)i. Jlokasatu ma u3 Teopeme O CMEHH
upoMensbuse y jumecy (58) cuienu na je

d(yo
W02 () = Dyt
Crenpjamno, 3a ¢(s) = As, A € R, crean nuneapuoct uszsona Dy, f mo n
3a dyukuujy f uuju je momen maTepBan y R.

Axo je Y = R"™ eykamjcku npocrop u v :Ja,b[— R™ ruarka kpusa y

weMy 3azara ca y(t) = (z1(t),...,x,(t)), onga je

dy _ (dz e
d  \ dt’dt )
Oso cnemn u3 (95).

yotcuna xpuse. Heka je v : [a,b] — Y rnarka kpusBa y HOpMHPAHOM
BekTopckom mpoctopy (Y, || - ||). Hhbena nyskuHa je BeqndanHa

b

o) = |

a

dry

— 1| dt.
dt H
Axo je xpuBa v perynapna, OHJIa je

t
=
a

dy
—| d
du Y
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nudeomopduzam unrepsana [a,b] na [0,1(7)], jep je (36or perymapHocTu)
weroB npsu u3soy ||dy/dt]| > 0. Osaj nqudeomopdusam nedunuiie pena-
paMeTpu3alujy Kpube apaMmeTrpom

dy

t
5:/a du

KOJW Ce HA3WBA NPUPOJHUM NAPAMEMPOM peryaapHe kpuse v. U3 ds/dt =
|l[dv/dt|| cnemm na je

du

_dy_dydt
T) =3 = @ ds

jemuHUYHE BeKTOD 3a cBako s € [0,1(7)], 30BeMO ra jedunuunum mar-
2eMmHUM 6eKMOPOM Ha KPUBY . Bermuamma

o) = | o o)

HA3UBA Ce KPUSUHOM Kpuse v y Tauku y(so). Ako je T naro kao pyHKmja
IIPOU3BOJHHOI IApamerpa t, Tj.

dry _ld'y
T = ||| =
®) Hdt dt’
oHJIA je
dv, ||7YdT
K(to) = Hdt(to) at (to)||-

Penunpouna Beauuuna 1/k(ty) nasusa ce noaynpewHuxom KpusuHe.

3amarak: Y KOjUM TadKaMa, €JINNCa T = a cost, y = bsint uma Haj-
Behy, a y kojum Hajmamwy kpuBuHy? Jlokazaru Ja HABOJHUIA & = pCOSt,
y = psint, z = ¢t uMa KOHCTAaHTHY KpuBuHY. AKO je ¢ ¢durcupano, 3a
Koje p ce pocruke najseha BpexHocr kpubuHe (Tj. OKO KOI' LMJIMHIPA CE
HABOJHUIIA 33ATOT BEPTUKAJIHOT HArnba HAjBUIIE 3aKPHUBILYjE)?

Heka je v perymapra KpuBa y TPOJAMMEH3HOHOM €YKIUICKOM TPOC-
topy R®. Tudepenmupamem nzpaza || T(s)||> = T - T = 1 no npupogaom
napamMerpy s u npumenom Jlajouunosor npasuna q006mjamo

dT

-
mro 3uauu 1a je Bekrop dT/ds oproronanan na T. U3 nedununuje Kpus-
uHe CIeau 1A je

T =0,

1dT
N=-——
Kk ds
JEIMHUYHA BEKTOP, 30BEMO Ta jJeJUHUYHUM HOPMAAHUM BEKIMOPOM KPUBE

.
PaBam pazanera ektopuma T u N HasuBa ce ockysamopHom pashu
KPUBE 7.
BekTopcku mpom3BO, jeIMHUIHAX BEKTOPA j€ jeIMHUIHU BEKTOP HOP-
MaJIaH Ha HbUX; BEKTOD

B:=TxN
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Ha3WBaMO jedUHUYHUM OUHOPMAIHUM 6ekmopom Kpuse v; B je BekTOp
ockynaropue pasuu Te Kpupe. Bexkrtopu T, N, B nmedpwumnnmry y cBakoj
TA4KU KPUBE OPTONOHAJIHU KOOP/MHATHU CUCTEM; OBAaj CUCTEM Ce HA3UBA
Dpeneosum cucmemom. ndepeHnnpameM MOCTETHET U3pa3a, KOjuM je
nedunrCcad BeKTOp B, 10 pupoaHOM mapamerpy s 100ujaMo (IpuMeHoM
JlajonuoBor npasuia Ha OUIMHEAPHO MHOXKEHE X )

dB dT dN dN
T ds INFTx e =Tx oo

jep je N x N = 0. Onarne cieau na je sekrop dB/ds oproronanan ua T.
Jndbepernupamem uspasa ||B||? = 1 3akmydyjemo 1a je oH oproroHamam
u Ha B, na je nponopruonanan Bekropy N:
dB
o
Koedwumnujent 7 y nperxoauoj bopMynn HA3WBAMO MOP3Ujom KPUBE 7.

—7N.

3amarak: 3pauyHaru TOp3Wjy HABOJHUIIE M3 MTPETXOTHOT 33 IATKA.

KpuBuna KpuBe MepH HEHO OCTYyNAE 0/ npase (KPUBa je MPaBa ako
u camo ako je k = 0), a TOp3uja HBEHO OJCTYIAbe O PaBHU (KPUBA JIe2KU
y jesHOj paBHu ako u caMo ako je T = 0).
Teopeme o cpedroj epedrocmu. 3a peasine bYyHKIINje PEATTHE TPOMEHIHUBE
Bazke J00OPO MO3HATE TEOpPEME O CPEaOj BpemaHocTu. 3a (yHKIHje ca
BPEIHOCTHMA y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY, oHe He Bazke. Hmp, mo Pomosoj
reopemu 3a peanny dyukuujy f : [a,b] — R, nenpekunny na [a,b] u
mudepernujabunny Ha |a, b, 3a xojy je f(a) = f(b), nocroju ¢ €]a,b[ 3a
koje je f'(c) = 0. 3a kommiekcre dbyukumje (nam, onmTuje, 3a dbyHKIHje
ca BPEIHOCTUMA Y HOPMUDPAHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY) OBA TEOPEMa He
BaKH, KA0 IITO MOKa3yje mpumep dyHkIimje

f:]0,2r] = C, f(t) = cost + isint,

Koja 3anoBosbaBa ycios f(0) = f(2x), amu f/ Hema HyIa.
Bagarak: Kako cmo onja 3akpyunsamn y (45)7?

Bagarak: Oynkiuja f : [—1,1] — R? je nedunucana ca f(t) = (0,0)
3a —1<t<0wu f(t) = (t?sin (1/t),t?cos (1/t)) 3a 0 < t < 1. JloxkazaTu
na je dbyukuuja f mudepenuumjabunna na | — 1, 1, amu ga f'(] — 1, 1[) auje
MOBe3aH CKym. YmopeauTu oBO ca /lapbyoBom TeopeMoMm, MO KOjOj W3BOZ,
cBake peasne nupepennujabuine pyHKIHjE CIUKA HHTEPBAT HA HHTEPBAJT.

IIperxomnm 3amaTak je jorr jeana MaHugECTAINja IUH-EHATE 18 T€O-
peMe 0 Cpe/ib0Oj BPEIHOCTH He Bake 3a (DyHKIHje Ca BPEIHOCTHMA, y BEK-
TOpCKOM IpocTopy aumen3uje Behe o 1: lapbyoBa Teopema je mocseauria,
Kommjese (unu Jlarpamzkese) TeopemMe O CPEIH0j BPEIHOCTH.

Teopewme 0 cpenmboj BpeaHOCTH 38 PYHKIIHjE CA BPEIHOCTUMA, Y HOPMU-
PAHOM BEKTOPCKOM MPOCTOPY MOry ja ce yorinre Ha ciaegehu naaun. Ce-
TiMo ce ga mo KormmmjeBoj TeopemMu O Cpeamoj BpegHOCTH 3a (PYHKIHje
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g,h : [a,b] — R koje cy memnpekuane Ha [a,b] u qudepenuujabuine Ha
|a, b] Baxku

(9(b) — g(a))h'(c) = (h(b) — h(a))g'(c)

3a HEKO ¢ €a, b[. Crenpjanno, omapme ciaean
K| < 19l = [h(b) — h(a)| < |g(b) — g(a)l.
OBa HejeTHAKOCT ce, y H3BECHOM BHY, IPEHOCH Ha (DYHKIIHje ca BPEIHOC-
THMa y BeKTOpCKOM mpocropy. IIperusunje, Baxku cienehe Tpheme.
Heka je (Y, ||||) mopmupanu BexTopcku npocTop, [a, b] C R orpanuyen
u 3aTBOpeH nHTepBai, P C [a,b] HajBume mpeGpojus ckyn u f : [a,b] = Y
HEMPEKUIHO MPECINKABALE KOje MM, JECHA U3BOI

D.l,.f(to) — hl_i>r61+ f(to + h})L - f(to)

y cBuM Taukama ckyna [a,b] \ P. Heka je ¢ : [a,b] = R menpekmama
dbyurmja Koja MMa gecHu u3Box Dy y cBUM Taukama ckyma [a,b] \ P.
Axo Baxkm

[D+f@)| < Dyp(t) 3acse t€la,b]\P,
OHJIA je
1£(0) = fa)l| < »(b) — ¢(a).
OBo TBpheme BaykKy M aKO Ce JeCHU M3BOJ 3aMEHH JIEBUM M3BOIOM.

Hoxka3z: Heka je P = {p1,p2,...} ckyn P nopeban y uu3 melycobuo
PA3/IMYIATUX TAYaKa U HEKa, je

07 3aa§t§pn
T/JN(t) =
1, zBap,<t<hb.

U3 0 < 4, <1 crnean ga je uus s,(t) = >0, 27 % (t) Kommjes (jep
je Son_, 27% =2(1 — 2=(»*1))~1 xonpeprentan, ma Tive n Kommjes), ma

KouBeprupa. Heka je

P(t) = lim s,(t).

n—oo

Tume je nedbunncana dynxmja ¢ : [a,b] — R koja je pacryha (jep cy
Takse Yy ) u 3aa080/basa P(a) =0, 0 <y < 1.

3a npoussosbHo € > 0 medunumumo ckyn A, Kao ckyn csux t € [a, b
ca ocoOMHOM
1£(s) = f(a)ll < (s) —p(a) +&(s —a) +e(s) 3acses € [a,t].
Ckyn A, je menpasan (jep cajpKu Tauky a) u orpanuded (jep je caap:kan
y OrPaHHYEHOM HHTEPBAIY [a, b]), ma mocTojun

c=sup A..
ITo necdununuju, A. je unreppaj. AKO y ropmwoj HejeHAKOCTH, KOjOM je
nedwunucaH ckyn A, npehemo Ha aumec Kag § — c—, H00UjaMo
1f(c) = fa)l < plc) = ¢la) +e(c — a) + e(c—).

Moo je ¥ pacryha, Baxu ¥(c—) < ¥(c), nac € A, 1j. A: = [a,c]. Ako
JIOKakeMo 7 je ¢ = b, momrro je € > 0 mponu3BOJBHO, /I0KA3 je 3aBPIIEH.
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IpernocraBumo ga je ¢ < b. Pasmarpamo aBa ciayuaja: ¢ ¢ P u
ceP.

Axo je ¢ € [a,b[\P, onna u3 || D4 f(c)|| < Diy(c) < Dig(c)+e cnenn
Ja je 3a meko § > 0

Hf(S) — /(o)

s§—cC

o(s) — ¢(c)

s§—C

+e€

‘<
3a cBe s € [¢,c+ d]. Oparie cnequ ga jezac<s<c+4d

1f(s) = Fla)ll < Nf(s) = f()ll + 11 (e) = Fla)l
< ¢(s) —(a) +e(s —a) +ev(c)
< p(s) —wla) +e(s —a) +ey(s)

(jep ¢ pacre, ma je ¢¥(c) < ¥(s)). Omarae caemn ¢+ 6 € A, mro je
KOHTPAINKIIN], jep je ¢ = sup A..

IIpernocraBumo caja j1a je ¢ = p, € P. VI3 HenpekugHocTu OyHKIHja
f u @y mauku ¢ caeau ga 3a Heko § > 0 Baxku

1f(s) = fl)ll < @(s) —plc) +e27"

3a cBe 8 €|c,c + §]. Omarie crenm MCTH 3aK/by9aK KaO y MPETXOTHOM
cay4ajy, jep je caazac< s <c+9

1f(s) = fla)ll < N (s) = f()l + £ (e) = fla)l
< p(s) —pla) +e(c—a)+e(y(c) +27")
< p(s) —pla) +e(s —a) +ei(s),

VY nocseabeM KOpaKy MO KOPUCTHUIIU HEjeJHAKOCTU ¢ —a < s —a u (c) +
27" < p(s). dpyra HEjeqHAKOCT Baxku 3aTO WTO je P(s) = > 27k
ma je () () = Toepcs 27 > 277, jep je py = c.

Haxie, ¢ < b y oba ciydaja Boau 10 KOHTPAIUKITHjE, OTAKJIIE CJIEIH
c = b, mrTo je m Tpebasio JO0Ka3aTH.

Hexke mocnemure cy:

e Hexka je I C R unrepsas, P C I najsunie upebpojus ckyi, ¥ HOpMH-
panu BeKTOpCcKW mpoctop u f : I — Y Henpexkumna (yHKIMja TakBa
maje Dyf(t)=03aceet eI\ P. Taga je f xoucrantHa uHa I. OBO
cley TPUMEHOM JOKA3aHOT TBplema Ha MPOU3BOJbAH ONPAHUYEH U
3aTBOpeH uHrepBad [a,b] C I u dyukuujy ¢ = 0.

e Heka je f : I — Y upecnukaBame unrepBana I C Ry HopMupanu
BekTOpcku mipocTop Y. Ilpecoukasame F' : [ — Y ce HazmBa npumu-
muenom Pynrkyujom dyukiuje f ako je F wempexumgao Ha I u gudep-
enujabuino Ha ckymy I\ P 3a Heku Hajsumie npebpojus ckyn P, u
ako je F'(t) = f(t) 3a cBe t € I\ P. 13 nperxozte HAIIOMEHE CJIEIN
1a je npumuruBHa GyHKuuja QyHKImMje f jeaHO3HAYHA N0 HA KOH-
cranty. Ckyn cBux mpuMuTuBHUX GyHKIMja dynknnje f mazusa ce
BEHIM Heodpehernum unmezpasom 1 o3Hadasa ca [ f(x)dx.

Pn<s

3agarak: /lokasatu ma cBaka monortona dyukmuja f : I — R nma
OPUMUTUBHY (DYHKITH]Y.

e Ako je I C R wnrepBan, P C I najsuine npebpojus ckym, Y HOpMHE-
panu BeKTOpcKu npocrop u f : I — Y Henpekuana (yHKIMja TakBa
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na nocroju Dy f(t) 3aceet € [a,b]\P. Tana je mwena Jlunmuioa KoH-
cranta Lip f = supyep p [[D+f(t)]. OBo crenn mpumenom noxasamor
rephewa na ¢(t) = Ct pauu J0Ka3a eKBUBaJICHLUje

[f(z) = fWIl < M|z —y| & sup [[DLf(t)]| <M
tel\P

u 3a7aTka y (43).

e Jlonumanaosa npasusa. Heka je —oco < a < b < +o0, P C [a,}]
Hajsuiie upebpojus, ¢ € P, f : [a,b] = C, ¢ : [a,b] - R dyukuuje
Koje cy Henpekuzane Ha [a,b] \ {¢} u umajy necnu usson ma [a, b] \ P.
IIpermocraBuMo /12 j€ ¢ MOHOTOHA U PA3JUIUTA O, HYJIE€ Y OKOJUHU
TadKe ¢ U Ja je

Jm f() =0= lim o) nmm  lim |p(t)] = co.

Tama Baxku

im f’:"(t) =a€C = Ilim @:
t—c+0 (t) t—c+0 (1)

(ako je f peanna dynkumja, oHza TBpheme Baxku U 3a o = $00).

Tspheme Bazku u aKO ce JECHHU JIUMEC 3aMEHU JIEBUM JITMECOM limo,
t—c—

WU JUMecoM lim.
t—c

Jloka3 TBphema caean n3 UMILTAKAIT]e

|fi| <Fo C = |f] <ro 2C|¢|

(rzie je FO dusrrep npobyiuenux oxosmna®?) Koja ce u3B0/11 HPUMEHOM
JI0Ka3aHor TBphema. I3 Te uMIInKanuje ClIeam 1a ce aCUMIITOTCKE
penarmje (150), a Tume u snumecu, npenoce ca fi u ¢/, Ha f U @
(cmemmjammo, u3 fi < ¢/, , y3 npernocraske Teopeme, ciean f <K @,
a oJ1aTsIe, TOHOBHOM MIPUMEHOM Ha f — ¢ y yiio3u f, 3aKJbydyjeMo na
us fi ~ay! cregn f~ ap).

e Ako je dyukmnja f : [a,b] = C audepennnjabuana y Hekoj mpoby-
IEHOj OKOJIMHY TaduKe ¢, U3 JI0Ka3aHor TBphema cienu 1a je

fite) = Tim f(t)

aKo JuMec Ha JecHOj cTpanu noctoju. Ilocmeania: mpBu m3BOM HEMA
[PEKUIEe IPBE BPCTE.

Bagarak: Heka dynkuuja f : [a,b] — C uma Henpexugan JecHu
U3BOJ Y CBAKO] TayKu MHTEpBaJa [a,b]. Hokazaru na je f nudepenuuja-

OusIHA.
Yuyrcrro: AKo y mperxonHoM TBphemy y3memo p(x) = Mx, a 3atum
p(x) = —ma u —f ymecro f nobujamo crenelie TBpheme — ako je m <

fi(x) < M, onna je
m(z —y) < f(z) - f(y) < M(z —y).
22HpoGyLueHe OKOJIMHE Ha JIeBOj CTPAHM UMILIMKAIIHje Ce Y3UMAjy Y PeJIATUBHO] TOIOJIOTU)H

cxyma [c,b] \ P axo ce pagm 0 [eCHOM JIMMeCy W, aHAJIOTHO TOME, 33 JIEBH JuMecC [a,c| \ P mmm 3a
saumec [a,b] \ P.



98

(156)

(157)

1. HEKE TOIIOJIOIIKE 1 AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

AKO npuMeHuMO OBY HejeHAKOCT Ha MHTEpBaJ [x — h, x| g06ujamMo

o flx—h) = f(z) )
_%%Jﬂﬂﬁ“‘jf“;%ﬁxﬁﬂ

Uckopucturn caia HEMPEKUIHOCT JECHOI M3BOJA Yy TAYKU T U JTOKA3ATH
(mpenackom Ha muMec Kag h — 04 ) & TOCTOju JIeBU JIMMEC | [1A je jeTHaK
JIECHOM.

Ped y nopmupanoj A6enosoj rpymwm (G, +, || - ||) je nap vnsoBa (an,sn) y
(G KOju 3a/10BOJHABA]Y

So =00 T Spt1 = Sp + Gnt1,

WM, €eKBUBAJIEHTHO, S, = 22:1 ar. Hu3 a, Ha3WBa ce onwmum 4AaHOM
pena, a YWIAHOBU HU3A S, ETOBUM NApUUjaLHuM cymama. Pen je xoneep-
26HMAH AKO je KOHBEPIreHTAH HU3 Sp; JUMEC Soo = lim,_, o S, Ha3UBa ce
cYymom peda ¥ 0O3HAYABA CA

o0
Soo = E Q.
n=0

CBaku o1l HU30BA Ay, S, jeAHO3HAYHO ofpehyje apyru, ma ymecro ,pes
(@, Sn)” Ka¥XKEMO M ,pef » . ap”.
Ckyn cBux HU30Ba a, y G TakBUX Ja DEeJI Y .d, KOHBEPIHpa 03-
HagaBamo ca cs(G); oBaj CKy1 je Tpyna, a
o0
Z ces(G) = G
n=0
XOMOMOpGu3aM rpyna. AKo pej He KOHBEPTUpPa, KayKeMO J1a OH dueepaupa.
Crerjanno pez y rpymu (C,+), nian xomnaexcru ped je yommrerbe
cabupama KOMIJIEKCHUX OpojeBa Ha OeckoHauHe dbamuinje. Y MyITHUI-
mukarusaoj rpynu (C\ {0}, ) ymecro repmuHa pen KOPUCTHMO TEPMUH
KOMNAEKCHU NPou3eod; To je nap uuzosa (pn,z,) y C rakas na je

Po=%20 U Pntl1 =DPn- 2n-

Axo GeckOHAYHU MTPOU3BOJ KOHBEPTUPA, HETOB JIMMEC 03HAYABAMO Ca,

e
Poo = H Zn-
n=0

Pen y HopMupanoM BekTOpckoM mpoctopy (X, | - ||) je pen y merosoj
HOpMupaHoj AGesnosoj rpymu (X, +, ] - ||). Crym ¢s(X) cBux HusoBa z, y
X 3a Koje pel| Y T, KOHBEPIUpa je y OBOM CJIy4ajy BEKTOPCKH IPOCTOP,

a
o0

Z ces(X) = X

n=0
JITHEAPHO MPECTUKABAIHE.
Ako cy X u Y Hopmupanu BekTOpcku upocropu, L : X — Y HenpexkuiHo
JIMHEAPHO TIPEC/INKABahe U Y G, KOHBEpreHTaH pex y X, oHza je

($0) -5 o

n=0
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(158) U3 a,, = Sy, — Sp—1 CII€M Ja OIINTH YJIaH KOHBEPIeHTHOD PeJla TEXKY HYJIU
(Aoo = Soo — Soo). Ocmamar KOHBEPIrEHTHOD Pela je HU3 Ty = Soo — Sp;
ocTaTak Takobhe TexKu Hy/u (OJHOCHO, HeyTpasy rpyme’?).

U3 7y = Soo — Sn = 9 e, (Sk1 — Sk) CT€AM 12 je ocTaTak KOHBED-
TEHTHOT PeJa W CaM CyMa HEKOT pefa.

(159) Xapmonujeru ped y R je pex > % OBsaj pen nuBeprmpa, jep je Son —
Sn > 1/2, na uu3 s, uuje Komwujes. Bumumo ma morpeban ycios 3a
KOHBEpreHIujy pe/ia jia My OHIITU 4aH TexKU HyId HHUje M JOBOJbaH.

(160) Ako 3a nu3 a:N — X Baxu a =5, 0, onzua je pex Y G, KOHBEPI€HTAH U

o0

Z ap = Z Qp,

n=1 nesuppa
rae je suppa := {n € N | a, # 0} (mocau npecnukaBama a). Cyma Ha
JIECHOj CTPaHu je KOHaYHa (Pe/lOBU YOIIITaBa]y KOHAYHE CyMe).

(161) Ako je a =g, b, onza pen . a, KOHBEPrEPa aKO M CAMO aKO KOHBEPTUDA
pen Y b,. OBo TBpheme ciean u3 mpeTxomHOT: @ =5, b = a—b =5, 0,
na pen » (a, —by,) kouseprupa. Iomro je a = b+ (a—b) nb=a—(a—b),
CJIeu 3aKJbyUIaK TBphema.

(162) Pexn > a, je KOHBEPreHTAH aKO U CAMO AKO je KOHBEPIEeHTAH PEIl Y . Up—k,
n > k u Ipu TOME BaXKu

o0 oo o0
Z Ay = Z Ap+k = Z Ap+m
n=~k n=0 n=k—m
(KOHBEpreHLuja He 3aBUCH O/l MHIEKCA OLLITEr 4JIAHA).
(163) Yonwmenu acoyujamusnu 3akon. AKO je Y a,, KOHBEPTEHTAH PeJ y HOP-
MupaHoM BeKTOpckoM mpoctopy u ¢ : N 7 N pacryha dyuknuja Taksa
na je ¢(0) = 0, oHja KOHBEPIUPa U PEJL CA OIIITHM YJIaHOM

(n+1)—1
bn = Z Qg
k=p(n)
U BaXKU
00 00 ) o @(n+1)—1
S =3 b 1 San=3 ( 3 ak).
n=0 n=0 n=0 n=0 k=p(n)

Jloka3 cnemu W3 YMIBbEHHUIE A IMOJHH3 KOHBEPreHTHOI HU3a KOHBEPIHUPA
Ka WCTOM JINMECy.
O6puyTO mpaBmio He Baxku: pea 1—1+1—1+1—14--- guBeprupa, jep

ommTy wial (—1)" He Texkn Hysm, 10K je (1-1)+(1—-1)4+(1—1)+--- =0.
(164) Pedosu ca no3umueHrum ¥AGHOBUMG Cy DEIOBU Y | T, TIE Cy I, HeHera-

tuphu peannn 6pojesu>? (z, > 0). 3a pes ca HO3UTHBHUM UIAHOBUMA

cnemehu yciioBu Cy €KBUBAJICHTHU:

(a) pem > x, je KOHBEPTeHTaH;

(6) HU3 S, = Y ;_, T j€ OTPAHHYEH OJIO3TO;

(B) HE3 S,(p) je OrpaEmHYen o03ro 3a Heko pactyhe ¢ : N 7 N;

23CH6HI/IjaJ'IHO, ommTH 4WiaH u ocTtarak beckonaunor pega y C rexe xa 0, a ocTarak u ommTu
uynan 6eckonavnor npoussona y C\ {0} Texu ka 1.
241/1311/17 ONIIITHj€e, HEHETATUBHU eJIeMEeHTH KOMILJIETHE TOTAJIHO ypehene rpyme.
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(r) pexd oo, (Zf(t;{? ! n) je KoHBeprenras 3a Heko pacryhe ¢ : N 7

N, (1) =1.

Hokaz: Exsupanennuja (a) < (6) caenn n3 unsbeHure Ja je, 36or
Tn >0, s, pacryhu vu3 (s, = $p—1 + Tp > Sp—1), a pactyhu HU3 je KOH-
BEPreHTaH aKo M CaMo ako je orpanmdes oznosro (10). Mmminkanuja (6)
= (B) csienu U3 YubEHUIE JA je MOAHU3 OrPAHUYEHOI HU3A ONDAHUYEH.
3a (6) < (B) npumernmo ja je ©(n) > n. Axo je sup,, s,n) = M < 400,
onpa je s, < Sy < M (momro Hus s, pacre), ma je s, OrpaHHYeH
ono3ro. mnnukanuja (a) = (r) je yoninrenu aconujaruBHu 3akoH (163).
[Mapuujanue cyme pega y (r) cy

n
D (Spkr1) = () = Selnt1) ~ S(1)-
k=1
AXO 5,(n) KOHBEPTHDA, OH je OrpaHuYeH, T1a je orpanuter u s,. Oxarie
ciequ nMILEKangja (a) < (r).
IHopedbenu npunyun 3a pedose ca NO3UMUSHUM UAGHOSUMG. AKO Cy
Tn,Yn HuzoBu y R u 0 <z, x, <z, Yn, OHJIA
® aKo Y Y, KOHBEDPTUDA, OHJA W Y &, KOHBEPTUDA;
® aKO Y I, ANBEPTUDA, OHAA W Y . Yy, THUBEPIHUDA.

Joka3z cyiesy U3 YumbeHule Ja Cy NaplujaJHe CyMe pesia ca MO3UTUBHUM
YIAHOBUMA PACTYNM HU30BM M CTaBa Ja MOHOTOH HM3 KOHBEPTHPA 4KO H
CaMO aKO je Or'paHuYeH.
Heka je z,, > 0 omamajyhu mo3utuBan au3 u ¢ : N 7 N crporo pacryhe
npeciankaBame TakBo aa je o(n + 1) — o(n) <X ¢(n) — ¢(n — 1). Taxa

pen Y x, KOHBEPTMpA aKO W CaMoO akKo KoHBeprupa pen » (¢(n + 1) —
©(n))Ty(n)-

Hoxaz: 13 ycnosa tephema cremm ma je (@(n + 1) — p(n))zpm) >
0. U3 (164) cuaemu na je pen > o, KOHBEPIeHTAH aKO U CaMO akKo je

KOHBEPTE€HTAH Pel Zn 1 (Zf(n;igﬂ k). U3 z, \y 1 ¢ 7 cnenn

p(n+1)

Y a < (pn+1) = 9(n) T,
k=p(n)+1

na, Ha OCHOBY TIOPEJ0EHOT MTPUHIATIA 38 PEJIOBE CA TTO3UTHBHAM YJIAHOBU-
Ma, m3 KouBeprermuje pea » (o(n+1) —p(n))z, ) cream Konseprenmmja

pena Zn 1 ( f(n;i))ﬂ xk) 3a 00pHYTY UMITMKAILMA]Y IPUMETUMO J1a je

(p(n+1) —n))rpm) = (sﬁ(n) p(n —1))xe(n)
Zk o(n—1)+1 Teo(n )< P hms @(n—1)+1 Tks

Ma JIOKa3 OTET CJEAW W3 MOPeAOEHOT MPUHIIATIA.

Cnerujannu ciaydaj (166), 3a ¢(n) = 2™ je rBpheme 1a, ako je x, ona-
najyhin uu3 nosuruBHUX GpojeBa, pel Y X, KOHBEPrUPA aKO M CaAMO aKO
KOHBEprupa peg » 2" xon.

Yonwimenu zapmonujcku ped. Pen > -1 konseprupa axo u camo axo je
p > 1. 3awucra, 3a p > 0 oo ciaemu u3 (167), g0k 3a p < 0 ommTu 4Ian
HE TEKW HYJIN.

Hexka je o, um3 y HOpMupaHoM BekTOpcKoMm mpocropy X. Tama je pen
> (0n+1 — Op) KOHBEPIEHTAH AKO M CAMO AKO jeé KOHBEPIEHTaH HU3 0.
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Ucro Baxu u 3a pesi y (0 —0py1). Jokas crenuus Y ) (0pi1—0p) =
On41—0n,. Axo mocroju lim,,_, « Ha 71€B0j cTpanu, mocrojalie u Ha JeCHO].
N3 (169) crenm ma pen > (v/n + 1 — y/n) nuBeprupa, Hako HEros OMIINTH
YJIaH TEXU Hy/H, 14 je ycaoB y (158) meomxoman, aiu He U JIOBOJbAH 3
KOHBEPIeHIUjy pea.

T'eomempujeru ped. Heka je ¢ € C u |q| < 1. U3 (169) cauenn

1—-q 1—g¢q '
k?:’rbo

k):no 1 o q

3a |g| > 1 reomerpujcku pej JuBeprupa, jep My OLIITH YJIAH HE TexKH
HYJIH.

Hedununnuja: Perx Y a, y HOpMUPAHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY anNCo-
AYMHO KOHEEP2upa aKO KOHBeprupa pex y . ||an|l vy R.

Bagarak: Heka je z, uu3 komiuiekcuux 6pojesa. Jlokazaru ma pem Y . z,
AlICOJLyTHO KOHBEPI'MPA aKO U CAMO aKO allCOJIyTHO KOHBeprupajy »  Re z,
u ) Imz,.

Banmarak: [lokasarn Ja ako pex y.a, y (157) amcomyTHo KOHBEprupa,
OHJIA aIlCOJIyTHO KOHBEPTHUpA 1 pef » . L(a, ) Ha JIeCHO] CTPAHU je JTHAKOCTH.
IIpocrop HuzoBa a, y nopmupanom npocropy (X,| -||) raksux ma pex
> |lan||? konBeprupa ozmagasamo ca IP(X). 3a p > 1 npocrop P(X) je
HOPMUPAHU BEKTOPCKH IIPOCTOP, €& HOPMOM

©0 1/p
lallp = (Z mnp) .

n=0

CKyIl OrpaHMYEHMX HHU30BA jé HOPMUPAHHM BEKTOPCKH MPOCTOP Ca YHH-
dopmuom HopmoM || - ||, OBaj mpocTop ce Hekax o3uadasa ca b(X) wiau
[°(X). Ilpecaukasame

i X)) = X
n=0

je HempeKuIHO JMHEAPHO MPECIMKABAImhe HOPMUDPAHUX MPOCTOpA. 3a-
marak: [Jokazaru ga 3a 1 < p < ¢ < oo Baxu P(X) C 19(X) u na
je osa muKmy3uja crpora (Tj. ma je [9(X) \ IP(X) # 0).

Ako je (X, || - ||) Banaxos npocrop, onlia CBaKU ancoslyTHO KOHBEPIeHTaH
pen y X KOHBEpTHpA.

Joxka3: Heka je s,, = > _; aj. W3 nejennarocru rpoyria (136) cienu
maje, 3an > m, |[s, — sl < D0p_,, 11 [lax]l. TlomTo je pex Y [lay || xom-
BEpreHTaH, HU3 WHEeroBUX mapnujaaanx cyma je Kommjes. U3 mocnenme
HejeTHAKOCTH OHA CIAeIu 1A je W HHU3 S, KoImmjes, mTo 300r KOMILIET-
HOCTH 3HAYH /1A j€ KOHBEPreHTaH.

Bamarak: [lokasaru ma je y Bamaxosom mpocropy (X, || - ||) cBaku uu3
orpannvene Bapujanuje a € bv(X) KOHBEPTeHTaH ¥ Jia HeroBa rPaHuYIHA
BPEIIHOCT (o, 33/I0BOJbABA HEJEIHAKOCT ||auo|| < var(a).

Yonwmenu xomymamuenu 3axon. Heka je (X, || - ||) Banaxos mpocrop n
> a, ancoayrHo koueprearad pex y X. Tana je 3a ceaky nepmyTranujy
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0c:N—Nupexn) g (n) ATICOTIYTHO KOHBEPTEHTAH U BAXKH

Z ap = Z Ao (n)-
n=1

n=1

Hokaz: Ako je n € Nu m > max{o(1),...,0(n)}, onga je

n m
> llaouwll < llakll,
k=1 k=1

[a U3 alcojJyTHe KOHBEPreHuuje pexa » . a, cienu na je (pacryhu) wus

> r_1 lao@ || orpanuten, nakne u xonseprentan. Tuwme je sokazan npsu
. o0 o0

neo TBphema. 3a M0Ka3 jeIHAKOCTH ) " 1 Gp = » "4 Gg(p) TPEMETHMO

1a 13 KommujeBor ycioBa ciieu 1a HOCTOJH Ng TAKBO 14 34 1, > g B CBAKO

D BaxKu

n+p c n+p e
S el <5 Y sl < 5
k=n+1 k=n+1
Heka je ny := max{o(1),...,0(ng),0 1 (1),...,07 (ng)}. Tama je n; >

nog n

{c1),...,0(n0)} € {1,...,m}, {1,...,n0} C {o(1),...,0(n1)},

ma ce, 3a n > ny, y caenehoj pasnuiy cabupiy 3a MHIIEKCE Mambe OJ Mg
ckpahyjy u mobmjamo

n n n n c c
Sar =Y aowm| < D larl+ D laowl < 313
k=1 k=1 k=no+1 k=no+1

[IpenackoM Ha lim,,_, o, m06HjaMO H D peq k= D opey ag(k)H < ¢. Iomro
je € > 0 mpom3BOJbHO, O/IATIIE CTIEN TOKA3.

(1)1
Pen > ~—/— KOHBEpIupa, aju He KOHBEPrupa arcojyTHO. 3aucTa, HU-
30BH

2n _ 2n+1 _

—1 k—1 -1 k—1

D L D =
k=1 k=1

CY MOHOTOHH W OTPAHWYEHHU (S2p, ) Sont1 N\ S2n < S21,-1), A KOHBEPTHU-
Pajy; U3 Sap41 = Sop — #ﬂ CJIeIN JTa, KOHBEPTUPAjy Ka MUCTOj TPAHUTHO]
BPEJHOCTHU S, 118 S, KoHBeprupa. OBaj pel He KOHBEprupa alCoJIyTHO,
jep XapMOHWjCKHU peJl auBeprupa. 3

1 1

<l — 4=
5 573

Clleld Soo < 5/6. Heka je t,, n—ra napuujanua cyma cuaenelie nuepmyranuje
OBOI' pe/ia
1Jr1 1+1+1 1+1+1 1+1+
3 2 5 7 4 9 11 6 13 '
1 1 1

w3 tm_1 w0

caenn

5
6:t3<t6<t9<"',
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na Hu3 t, He KOHBEPIHPA KA Soo JED j€ Soo < 5/6. [akie, yommrrenu
KOMYTATHBHH 3aKOH HE BAyKU 33 HEMCOJyTHO KOHBEPIeHTHE PEOBE.
Bagarak: Kopucrehu uiejy uz (179), nokazaru Jlajonuyos mecm: ako
je b, omamajyhu mu3 peamnux 6pojesa u b, — 0, onga pex > (—1)""1b,
KOHBEpPTUpa.

Konrpanpumep u3 (179) yommraBa Pumanosa meopema: Axo je > cy
HEAICOIyTHO KOHBepreHTaH ped y R m —00 < do < bo < +00, OHIA
nocroju mepmyTanuja o : N — N raksa ma je

n n
lim inf E Co(k) = Goo, limsup g Co(k) = boo-
n— 00 n—00
k=1 k=1
Joka3: u3 KOHBepreHuuje » . ¢, ciean ¢, — 0, ma u Cony — 0 32
ceaky nepmytanujy o. Heka cy ¢ m ¢, TO3UTHBHWM W HEraTWBHHU JI€O, Tj.

1
cff = 5(\cn| +ep).

13 > |en| = +oo cnepn S-cf =3 ¢ = 400, 1j, aKo je
Pr={n|c, 20}, P_={n|c, <0},

oHsa je ZP+ ¢n = 400, Y. p ¢, = —oo. Crermjanmo, ckynosu Py cy
6eckonaunu. Heka cy a, u b, uu3oBn y R taksu 1a je a, < by, an — oo,
bn — beo. Ilepmyramujy o medunumemo na cmemehm maama. Hexka je
o(1) = min Py. Axko je t; := c,1) < b1, gedunumenmo o(2) = min P \
{o(1)}. Axko je ty := c,(1) + Cor2) < bo medunmmenmo o(3) = min Py \
{o(1),0(2)}. Ilpomyxumo Taj nocrynak a0k He aobujemo tj > by, mwTo
fie ce crakako JIeCHTH TOCTIe KOHAYTHO MAOTO KOpaKa, jep ) p  Cn = +00.
Hedunmmemo ouna o(k + 1) = min P_ u MOHOBUMO CJIWYaH MOCTYIIAK,
y3umajyhu enemente ckyma P_ cBe HOK He H00ujeMO t,, < G, Kaga ce
moroBo Bpahamo wa ckyn P,. Ilomro cy ckynmoBu Py GecKOHAYHU, OBUM
nocrynkom je n06po nedunucano o(n) 3a cee n € N. U3z ¢, — 0, a, —
Ooos bn — boo CIEIM 3aKIBYUAK TEOPEME.

3 PumanoBe TeopeMe W YOIIITEHOr KOMYTaTUBHOT 3akona (178) ciemu
na je pen y R ancoiyTHO KOHBEPreHTaH aKO M CaMO aKO CBaKa Herosa
nepMyTalyja KOHBEPrupa Ka UCTOj BPEJAHOCTH (KaXKeMO JIa je TaKaB pe/
KOMYMamueHo Koneepzenman). Y ONIITEM CJydajy, 3a peaose y Bamna-
XOBOM IPOCTOPY, OBA EKBUBAJICHIM]a HE BAXKU.

Hwu cama PumanoBa Teopema He BaxKu 3a pegose y Bamaxosum mpoc-
TopmMa, ma 1ak uu 3a peaose y C. Ha mpumep, Heka je z,, HU3 KOMILIEK-
cHux OpojeBa, TakaB Ja y . Rez, HeANCOJIyTHO KOHBEPTHpa, a » . Ilmz,
AIICOJyTHO KOHBEPIUpPa Ka 30UPY Soo. Taja pen » . z, HEalcoJyTHO KOH-
BEPIrupa, aau CyMa CBaKe IheroBe mepMyTaIije Mpunaia mpaBoj Im z = sqo
(jep >_Imz, amcomyTHO KOHBEprmpa), TAKO Ja ce He MoxKe Hahim mep-
MyTaIfja KOja KOHBEPTrHpa Ka MPOU3BOJHHOM KOMIIJIEKCHOM OpOjy.

MebhyTuwm, Baxku cienehe yommrerse PuManoBe Teopeme Ha KOMILJIEK-
cue penose: Ako je >z, pex y C Koju HearcojyTHO KOHBEPIupa, OHJA
ocToju mpaBa L y KOMILTEKCHOj paBHM, TAKBa /13 33 cBako ( € L mocroju
IePMyTaluja » | Z(n) KOja Kouseprupa xa (. Ommrmje, ako je ), pen
y HopMmupanoM mpocropy R¥ koju je meamcosyTHO KOHBEpreHTaH, OHJIA
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mocroju acduru mornpocrop A C RF, takas ma 3a CBaKy HHEroBY TAUKy
IMOCTOjU TIepMYyTallHja Zsca(n) KOja jOj KOHBEPIUpA.

Heka je A najsuiie npebpojus ckyn. ®amunuja sekropa {aybrca y Bana-
xoBoM mpocropy (X, || -]|) je ancoaymno sb6upruea ako je unu A konauas,
win 3a Hexy Gujexuujy o : N — A pen ) a,(,) AICOIYTHO KOHBEPIUpA.
U3 (178) conenu ja je osa pedpununmja nHesapucua o uzbopa dujexuuje o.
3a 36Wp OBOT peJa KOPUCTAMO M O3HAKY Dy - p GA-

Heka je (X, | - ||) Banaxor mpocrop, A mpeOGpojuB CKyI u {a)}aca armco-
JyTHO 30mpJsbuBa (pamuauja BekTopa y X. Heka je A = Aj U--- U Ay,
rae cy Ay, ..., A, venpasuu u aucjyukrau. Taga cy 3a cse j € {1,...,k}

damuuje {ax}rca,; anconyTHO 36UP/HUBE U BaXKK

So-2(Tw)

AEA =1 “AeA;

JoBospHO je (Ha OCHOBY MPWHIIUTIA WHAYKIHjE) TOKA3ATH TBPhEmE 3a
k = 2. Csaka ox dbammmuja {ax}res, je amcomyrno 36up/busa jep je
Yoeallarll = 3oen, larll- Axo cy Ay m Ay xomaumm ckymosm, 10Ka3
cienm u3 (163) u (178). Axko je A; komauan, a Ay GeckoHauam, OHZIA
MoxkeMo Jia ogabepemo 6ujeijy o : N — A raksy ma je o({1,--- ,ng}) =
Ay. 3an > no mapumjamEa cyMa pesia ) | dy(n) je

no n
Snzz%uﬂr Z Ao (5)s
j=1

j=no+1

IIa IpesacKoM Ha JuMec 3aBpluaBaMo nokas. Ha xpajy, ako cy A u Ag
OeCKOHAYHU, MOXKEMO J1a m3abepeMo OWjeKInjy ¢ Tako [a CIUKa HapHe
6pojese y A1, a Henaphe y As; I0Ka3 OHJIA CJ€AM U3

2n n n n

> a0y = D _(o@i-1) + Go(2)) = D Ga(zj-1) + D Go(2i)

j=1 j=1 j=1 j=1
HocJIe IpeJjiacKa Ha, JJUMEC Kaj 1 — 00.
Youmrrewe rBphema (184) je caenelie: Heka je A npebpojus ckyn u Heka
je {ax}rea amcomyrHO 36upspmBa Gammamja BeKTOpa Bamaxosor mpoc-
ropa X. Heka cy {A }ccs AMCJYHKTHM TOACKYTMOBK cKyma A, TakBu 1a
je A = U.cg Ac- Tana je 3a crako ¢ € S bavmanja {ax}rea, amcomyTHo
30MpIbUBA TIa Cy BEKTOPH be = ) . A QX nobpo nepunncanu. Pavuanja
BeKTOpa {b¢ }ces je ancoiyrHo 36upibuBa U BaxKu

Yo=Y (T )

AEA SES MAeA;

Hoxkaz: IlommTo je ckym A mpebpojus, S je najsutie npedbpojus. Cayuaj
konausnor S je repheme (184); mpermocraBumo 3aTo Ja je S GeckoHauaH.
30up ancoyTHO 30upJbuBe (baMuUIMje He 3aBUCH OJ IEPMYTAIIN]d HHEHUX
9IaHOBa, IIa MOXKEMO Ha IIPO3BO/baH HaYWH [Ja HYMEPHIIEMO €eJIeMEHTe
npebpojusor ckyna S. Jpyrum pedrma, MOXKEMO Ja MPETIOCTABUMO 1A
je S=NuA =2, A, pasnarame ckyna A Ha IUCjyHKTHE MOACKYTIOBE.
Hoka3 na je ceaka oxn davmnnja {ay}ac A, ATCOIYTHO 30MpJbHBA je UCTH
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kao y (184). Hexa je

bj: Z a)y.

AEA;

Tpeba 1a TOKayKeMo J1a peJ; > by, arcoayTHO KOHBEPTHpA M Ja je

Z ay) = Z bn.
n=1

AEA

[Ipumenowm (184) na Aq,- -, Ay nobujamo

éllbjll < i ( > ||aA||) <3 laall,

=1 NAeA; AeA

onakJie, 36or amncosyrhe 36upsbuBoctu dbamunuje {ay}rea crexu pa cy
naprujasae cyme pena . ||b, || orpanmvene. Bynyhu na ce pamu o pexy
ca MO3UTUBHUAM YJAHOBMMA, TO j€ JOBOJHHO 38 3aK/bY4aK Ja Pell KOHBEep-
rupa. da 6ucMo JoKa3asm mpeocTaso TBpheme, mocMaTpajMo NPOU3BO/bHO
€ > 0. U3 anconyrne 36upssuBocru dbamunuje {ayfaca caequ na nocroju
koHavaH ckyn K C A TakaB ma Baxku

7 llaall =Y llaxll = llaall <.
AEA\K AEA AeK

Hexa je mo € N npupoman 6poj, Takas ma 3a Baku K C A U---UA,,, .
Tama 3a cBe m > mg BaxXn

> laal < Y- llaall <e.
AEA\(A1U--UAp,) AEAK

U3 tephema (184) npumemenor na paznarame Aq, ..., Ay, A\ (A U---U
An) nobujamo

E ay = E ay + E ay.
AEA AEA U---UA,, )\GA\(A1U“~UA7")

13 (184) cneau na je npeu cabupax jexHax y .- by, a BuJean cMo za je
HOpMa JIPyror' Mamwa O/ €, 114 je

S -3
n=1

A€EA

<e.

Oparyie, mperackoM Ha JIMMEC KaJl 11 — 00, 3aBPIIAaBAMO JOKa3.

I3 rephema (185) ciaeau ga ako je {dmn }(mn)eNxN ALCOTYTHO 30HPIbH-
Ba ammimja BekTOpa y BanaxoBoMm mpocTopy, OHIA je 33 CBAKO M pej
> S| Gy AICOJTYTHO KOHBEPIEHTAH, 33 CBAKO M j€ P Y~ | Ay, AIICO-
JIYTHO KOHBEPTEHTAH, FbUXOBY 30MPOBH Cy AIICOJIyTHO 30upJspuBe hamusnje

OBakBu pefioBU ce HA3UBAjy 060cMPYKuUM PedosuMa.
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(187) Yonwmenu ducmpubymuenu saxon. Kao cnenujasnu ciaydaj (185) moc-

MaTPajMO AICOJYTHO KOHBEPIeHTHE DEeIoBe Y  d, U » b, y KOMILIEeK-
cuoj pasuu C. Tensopcku mpouseod nuzosa a u b je msocTpyku Huz>
(a ® b)mn = amby. pumenom (185) Ha pasmarame ckyma N x N na mnc-
jyukrae moackymose N x {n}, n € N, nobujamo

> (@@b)mn = i i ambn

(m,n) eNxN
m=1 n=1

OBo je IPaBUIIO MEHIOPCKO2 MHOMCEHA PEJOBa.

Jlpyru HaYWH MHOXKEha AIlCOLyTHO KOHBEPTEHTHUX penoBa je Kowu-
jeeo mmooicerve. Jla 6ucmo ra geduHECcATN, TePUHUIIIMO KOHBOAYUUTY
a* b an3oBa a u b Kao HU3

(axb), Z apb; —Zakbn k-

[Tpumenowm (185) na pasznarame ckyna N x N Ha qucjyHKjTHe MOACKyHOBE
L, ={(k,j) | k+ j =n} nobujamo

(,;) )(Zb) nz:oa*b ;Jgjnakby

Vcii0B ancosyTHe KOHBEPIEHIHj€ O/ KOJUM j€ OBO MHOKEH€e OIPAaB-
JIAHO MOZKE U JIa Ce OCJIabu: AKO PEJIOBH Y . 4y U Y by, KOHBEPIUPA]jy, IpH
geMy 0Oap jeaH O WX KOHBEPTHPA AMCOIYTHO, OHIA je

(Se) () -2

n=0 n=0

Hoka3: npermnocraBuMo 1a pel » | a, KOHBeprupa amncosyTHo. Heka
je

n n n
:Zana Bn:ana Cn:ZCTm rn, =B — By,
k=0 k=0 k=0

unA, > A, B, = Bxagn— oco. Taga je

C, = aobo+ (agb1 + arbg) + - - - + (aobyn + a1bp—1 + -+ + anbo) =

aoBn, +a1Bp_1 +---+apBy =
ag(B—1p)+a1(B—rp_1)+ -+ an(B—rg) =
= A,B— (agrn + a1mn—1 + -+ + anro).

ITomro je lim A, B = AB, ocraje jou j1a JI0KaxKeMo 1a je
n—oo

lim (agry, + a17p—1+ -+ + apro) = 0.
n— 00

25OHH_ITI/Ije, TeH30PCKHU npou3son npeciaukaBama f : A - Cu g : B — C je npecnukaBame

f®g:Ax B — C pedunucano ca f ® g(a,b) = f(a)g(b).
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Heka je ¢ > 0. IlomTo pex Y a, alcojyTHO KOHBEprupa, cyma A* =
> lan| je konauna. 13 kouseprenuuje pega y | by, caeau ga nocroju ng € N
Takso na je |r,| < e(2A*)7! 3a n > ng. Taza je

‘aOrn + -+ anTO| S ‘aorn + -+ an—no—lrn0+1| + |an—7LOTn0 R anrO‘
< 5 @n—ngTng -+ anTol.

ITomTo onmTH YIaH @y KOHBEPTEHTHOT PDENA Y | ., TEXKU HYJIH KA 1. — 00,
3a (PUKCUPAHO N TEXKW HYJIW W TOCJIEIHY YIaH Y MPEeTXOIHO] (dhopmyn,
Tj. moctoju ny1 € N TakBO 7a 3a n > Ny BaXKH

€
|@n—ngTng *+ + anTo| < 7

Oparie caenn mokas Teplema.
(188) Ckym I}(C) cBux KOMILIEKCHUX HU30BA ¢, (n = 0,1,2,...) TakBuX 12 pes
> |en| KOHBeprupa, cHabneBeH omeparjaMa

(a+b)p=an+b, u (axb), = Z agb;

k+j=n
je upcren ca jemmuunom 1 = (1,0,0,...). Hysa osor upcrena je uus
0=(0,0,...). 3 (187) ciexu na je
>+ (1M(C), +,%,0,1) = (C,+,-,0,1)
n=0
XOMOMOpP(U3aM TPCTEHA.
Iomcxyn

Cla] == {a € I'(C) | a =5, 0}

CBUX KOHAYHWX HU30BA @ = (a1,03, - .., 0n,0,0,...) je MOTIPCTEH MpCcTEeHa
I*(C). Hpcren (C[z],+,%,0,1) Ha3uBa ce NPCMEHOM NOAUHOMA CA& KOM-
mwiekcHuM Koedunujentuma. Cinudno ce gedpuHHINE OPCTEH MOJTMHOMA,
Flz] ca xoeduinujenruma y npoussBosbroM nosby F. Ilpumerumo na ese-
MEHTH OBOI' IIPCTEHA HUCY NOAUHOMCKE GyHKyuje — ,IPOMEeH/bUBA” T He
yuectByje y nmedbununmju, Beh je camo o3uaka (pamu jakiier namherma
HaYMHA Ha KOju ce BpIie oneparyje). JIpyrum peanmva, p € Flx] Hema cBoj
JIOMEH ¥ KOJOMeH, Bell MOzKe J1a ce CXBATH Kao POPMALHY U3PaA3

p(x) =ao+ a1z + -+ apa",

y KOMe T uMa, yJIory gopmanne npomensuse. Tako uMa CMUC/IA TOBOPUTH
o upcreny nosuaoma C[d/dz]; oaj npcren je uzomopdan npereny Clzx].

Baparak: Jokazarn na je M = Clx] moayn Ham mpcreHom R =
C[d/dx] xoju muje nuzomopdan moxyny M = Clx] nan npcrerom R = Clz]
(y upBoM ciyuajy ,MHOXKeme ckasapom” je qudepeHnupame, a y Apyrom
OPCTEH CXBATAMO KA0 MOIYJT HaJ camMuM co6oM). JIoKa3aTn qa mpBu MOJLYJT

HUje, a 13 APYTH jecTe KOHAYHO TeHepUCaH>’.

26M0;Lyn M man npcrenoM R je KOHAYHO ME€HEPHCAH aKO IOCTOje Vi,...,Un € M Taksu ma
cBaKO v € M MOXKe Jja Ce MPeJCTaBh y OOJIUKY ¥ = 7101 + - - - + I'nUn 32 HEKE T'1,...,Tn € R (HIp.
BEKTOPCKM IPOCTOP KOHAYHE AMMEH3Wje jé KOHAYHO F'eHEePUCAH, YJIOTY V1,...,Un UrPa OWUJIO KOja

werosa 6aza).
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(189) Kowujee mecm: Heka je a, HU3 y HOPMUPAHOM BEKTOPCKOM IIPOCTODY.
Tana Bazku

limsup 3/flan] <1 < (g €]0, 1)) flan] < ¢"
N

= >_ |lan|| xonBeprupa;
limsup {/|lan|| >1 = se mocroju lim a,
FN

FN

= > a, JUBEPTUDA.

Joxka3z: Ilpsu meo TBphema ciaemn u3

limsup,, o V/llanll <1 <& infrensup,>g V/llanll <1
& (3k) sup,>p {/llanll <1

& (k) (3g €]0,1]) supy,>y, {/[lan|l < ¢
& (3k) (3 €]0,1]) (Vn) n > k = |lan]| < ¢"
& (3¢ €]0,1]) llan|l <7 ¢

I1a 3aKJbyYaK CJIe/IM U3 KOHBEPTEHIIKje TeOMETPHjCKOT PeJa U mopeadeHor
MPUHIAIA 33 PEIOBE Ca MO3UTUBHUM wiaHnoBuMa. ClamdHO

limsup,, o, V/llanll >1 = (3r > 1) infrensup, >y Vllan| >
= (3r > 1) (Vk) sup,> V/llanll > r
= (Fr>1)(Vk)(3n)n > kA llan| >r
(37" > 1) Hyje ”a’nH SET
= He nocrojn lim, o ||ay .

(190) Jlanambepos mecm: Heka je a,, HU3 y HODMUPAHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY
u ||an|| >7, 0 (cBE ceM KOHAYHO MHOIO Y4IAHOBA HU3A Cy PA3IHYUTH OJ
uyse). Taxa Baxu

Manll

limsup L2240 < 1 = (3¢ €)0,1]) uu3 ¢ ||, || onaza
FN
= Y ||an || KoHBEpTHUDA;
Lnil > 2 1 & (3k € N) ||ay, || pacre 3an > k
= > Gy, AUBEPrUpA.

Cnnuno noka3y Kormmjesor Tecta, oKa3 ciaenn u3 nopeoeHor MpuH-
WM& U KOHBEPTEeHIHje TeOMETPHjCKOT Pefia; HIIP. IPBHU J€0 CIeIu U3

limsup,,_, w <1 & infrensup,>y ”ﬁz“‘” <1

& (3k) sup,>p H‘ﬁyﬁ‘ <1
& (3k) (3q €]0, 1)) sup,,», L=l < g

lanll =

( D
& (k) (Bg €]0,1)) (vn) n > k = Lozl < g
(

n+1

anll = g7
< (3¢ €]0,1))(3k) (¢~ "[|an])n=k omana.

(191) 3a Hu3 peanHnx OpojeBa T, 3a KOJH je Tp, >x, 0 Baxu

lim inf < liminf /z, <limsup /z, <lim sup +1

n—oo  Ip n—oo n—00 n—oo In

ma Kommjes Tect maje onroBop O KOHBEPreHIMjU W OHJA Kasa ra lamam-
6epoB He maje. Jloka3 oBUX HejeTHAKOCTH MOXKE J1a ce m3Bee Ha ciemehn
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n

maunH. Heka je u, = p~"x,. Taga Baxknu

limsup,, . ¥/Zn < p << limsup, . Vu, <1

Sup <r,¢"3amex0 0 < g <1
limsup,,_,,, ==+ < p < limsup,, ., 2 <1

= U, <r, ¢"3aHEeKO0 0 < ¢ <1

(upBu 3aksbyvak cuexu Kao y Jokady Kouiujesor, a Apyru Kao y JoKasy
Hanambeposor Tecra). Omarie 3akibydyjeMo

Tn+1

limsup,, o, = < p = limsup,_,o, zn <p,

OJIaKJIe CJIe/IU KPajiba JIECHA HEejeJHAKOCT; 3a JieBy nocMarpamo 1/x,. 1 u3
caMor J0Ka3a OBUX HEjeHAKOCTH ce Buu 3a1To je Kommujes rect mohuuju
on JamamMbGepoBor: Tamo TIIe je y TPBOM CIIy4ajy €eKBUBAJIEHITH]a, ¥ APYTOM
je IMIIIKanmja.

apyujanro cymuparve. Heka je a, HI3 y HOpMEPAHOM BEKTOPCKOM TTPOC-
TOpy U 3, HU3 cCKajapa U HEKa je

An = Zak.

k=0
Uz B = But1 + 2254 (B — Bjt1) cmenm na paxku

ZZ:O arBr = Z:ZO ag (5n+1 + Z?:k(ﬁj - /5j+1))
= Aufng1+ ZZ:O Z;L:k ag (BJ - 5j+1)
= AnBuyi + 250 Xheo @ (B — Bit1),

ofaKJie 106mjamo

n n

Z akBr = Z Ak(Br = Br+1) + AnBrr-

k=0 k=0
OBa dopmyia HazuBa ce A6ea060M CYMAUUOHOM HOPMYAOM.
Hexka je a, nu3 y BamaxosoM npocropy (X, | -||) u B, HE3 orpammtene
Bapujanuje y nospy ckamapa (R umm C).

Jlupuzxreos mecm. llpernocraBumo 1a je
n
1. HU3 ) aj MApPUMjATHUX CyMa Peia Yy . 4, OrpaHUYeH

k=0
2. lim B, = 0.

n—oo
Taga pern > ap [y, KOHBEPTUDPA W BasKW

Z anﬂn = Z Ak(ﬁk‘ - Bk-‘rl)'
n=0 k=0

Abenos mecm. IlpernocraBumMo na BazKu
1. pen > a, KoHBeprupa u A, je Weros 36up

2. lim B, = fu.
n—oo

Tana pen > a3, KOHBEPrUPA W BasKH

> anBn = Ar(Bk — Brr1) + AscBoo-
n=0

k=0
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Hokas: Y oba ciayuaja uu3 A, je orpanuuen; |A,| < M, una je

||An(6n - 5n+1)” < M|ﬂn - ﬂn+1|'

[Mowro je 3, uu3 orpanuvene Bapujauuje, ciaenu na pex » A, (Bn — Brnt1)
alCoJLyTHO KoHBeprupa. 36or komiuierHocru, uz (176) cuaexu na osaj pex
kouBeprupa. Omatie, Ha ocHoBy AbGenoBe cymarmone hbopMmylie, CIemau
sakJby4ak Jlupuxseosor u AbenoBor crasa.

Cuenyjasnno, u3 Jupuxieoor tecra (193) mobujamo joru jeman noka3 Jla-
jorunosor recra (180).

Ako mu3 f, : T — Y (yHKuMja KOHBEprupa y OJHOCY Ha yHU(MOPMHY
HOPMY || - ||co OHZA je OH yHudopmHo ozparusen, Tj.

sup || fulloo = SUp SUp [ fn ()]l < C < 400
n n
(KOHBEpPIreHTAaH HU3 Y CBAKOM METPUYKOM [IPOCTOPY j& OIPDAHUYEH).

3agarak: /lokazatu ma je Hu3 (byHKIHjA
foi 0] =R, fr=a?(2® + (1 —na)?) ™"
yHIGDOPMHO OTPAHUYEH U 33I0BOJHABA,

(V2 € [0,1]) lim_ fu(z) =0,

amu ma (36or f,(n~!) = 1) Hujesan Wwerop MOAHU3 He KOHBEPIUpPA yHU-
dopmHO.
Bajepuwmpacos cmas. Heka je Y Banaxos npocrop majg momem K &€
{R,C}, fn vu3 y By (T) v ¢, un3 y R Taka® na pen » . ¢, KOHBEprupa.
Axo je
[falls <z cn

ouza pen y  f, amcosyrso (o raukama) u yHuOPMHO KOHBEDPIUpa.

Hoxka3z ciemnn u3

I flles X Mfalles Y a

k=m+1 k=m+1 k=m+1

u mpuMeHe KoMiieTHocTr n KormumjeBor ycioBa mocTojama TuMeca.

3a Hu3 f,, 3a KOju BaxkH ||fnllco < ¢, 328 HEKM HU3 CKAJIAPA C;, TAKAB
Jla Pl Y ¢, KOHBEPTUPA KaXKEMO 3 HOPMAAHO KOHEEP2UupPa. Y KOMILIET-
HUM [POCTOPUMA HOPMAJIHA KOHBEDPIEHIMja [OBJAYM M ancoyTHy (1O
raykama) u yuudopmuy kousepreuuujy. OBpHYTO HE BaXKu.

3amarak: Hexka je dyuknuja f, : R = R medwunucana ca

fn(t) =

L san<t<n+1
0, 3a ocrase t.

Hokazaru na pen Y f,, KOHBEPrupa ancoLyTHO 110 Taukama 1 yHu(OPMHO,
aym He W HOpMaJHO. Jloka3aru Ja je oBaj pes M KOMYTAaTHBHO KOHBEpPTEeH-
TaH, aju Jia HHje alcOJIyTHO KOHBEpreHTaH Kao pex y Banaxosom mpoc-
ropy (Br(R), |- ||cc) Orpanuuenux peannux dpyHkuuja (BUmIeTH KOMEHTAP
y (182)).
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Bagarak: Heka je fo € C[0,1] u
xr
fulz) = / fa—1(t)dt zax€0,1], n e N.
0

Hokazaru na pen > f,, anconyTao u yaudopmuO Koueprupa Ha [0,1] u

Ja je
n=0

[Tpumenowm (193) va yaudopmuy HopMy ||-||oo H0Bujamo cieneha Tephema.
Heka je X Banaxos upocrop naj nossem ckanapa K € {R, C}, T nenpasau
ekylt, fo 2T — X, Fy =Y 0 fau ¢y : T — K nus takas 1a je ¢, (t)
HU3 YHUMOPMHO OFPAHUYEHE BApUjallnje.

< [l folloce™

Abenos cmas. Ako pex Y. f, yuudopMHO KOHBEprupa, a HU3 @, je
yaIGbDOPMHO OIPAHMYEH, OHIA Pe Y ©r fn YHEDOPMHO KOHBEPTHUDA.

Jupuzxaeos cmas. Ako je uu3 F,, yaHudOpMHO OrpaHuveH, a HU3 @y,
YHUMDOPMHO T€XKHU HYJIH, OHIA Pl Y . Oy frn YHUDOPMHO KOHBEPIUPA.
3amarak: Heka je a, KOMILIEKCAH HU3 OrPDAHMYEHE BAPHjalldje U HEKA
an, — 0. Jlokaszaru ma pefioBu » . ap cos (nt) u Y an sin (nt) yaudopmuO
KOHBEprupajy Ha [e,2m — €] 3a cBako € > 0.

Heka je X Banaxos npocrop nazg nomem K € {R,C} u neka je ¢, uu3y
X. Cmenenu ped ca nearpom y a € K je pen obauka

ch(z —a)", zek.
n=0

UYsaHOBHU HUBA ¢, HA3UBAjy ce kKoepuyujenmuma crenenor pega. Jlumec

1 —
R=————¢R
limsup {/|lenl|

n— o0

Ce HA3MBA NOAYNPENHUKOM KOHGep2enyuje crenenor peaa. Axo noctoju (y
R) numec Hu3a |[cpp1||/||enll, onma je

R = lim Mleall ;
n=00 [[cn 1|

oo crueau u3 (191). Ckyn D = {z € K | |z — a| < R} HasuBa ce duckom
koneepzenyuje (3a K = C), unu unmepsarom xonsepzenyuje (3a K = R)
CTEeMeHor peja.
Cremenn pen,

e arCoOMyTHO KOHBeprupa Ha D w auseprupa Ban D;

® HOPMAJHO (CIeNujasHo, yHU(OPMHO) KOHBEPIUPa HA KOMIAKTHUM

IO/ICKYNOBUMA CKyma D;
e axo je K = R, yandopmMHO KOHBEprupa Ha CBAKOM KOMIIAKTHOM IIOI-

ckymy nomena bynkumje f(z) = >7 jcn(z —a)™.

27

27H0;:(c1<yn K C C je xomnaxmaer ako 1 CAMO aKO je OrPDAHHYEH U 33TBODEH; OnuITHja gedunn-
I[{ja KOMIAKTHOCTH Y METPHYKOM IPOCTOPY jpata je y (207).
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Hoka3 npsor TBphema cieau u3 Kommjesor Tecra (189). Ilomiro je
CBaKU KOMIIAKTaH oAcKyn y D caapzxkan y ckyny {z | |z —a| < p < R},
npyro tBpheme cienu u3 Bajepuirpacosor crasa (196), jep je

sup [[en(z = a)"[| = llenllp™,
|z—al<p
a3a p < R, na ocuoBy Kommjesor recra, pen ||c,||p™ kouseprupa. Tpehe
TBpheme Cleu U3 APyror ako je momeH (GpyHKIuje f OTBOPEH MHTEPBAJI
Ja— R, a+ R[; ako rpann4na Tauka a+ R TOr MHTEPBATIA MIPUIIAIA JTOMEHY
dbyukuuje f, nokas caequ uz Abenosor crasa (197) mpumemeHoOr HA P,
Cca OMIITUM WIAHOM
x—a)"
c x—a”:(if +R)".

[Tocnenuma nperxoaHor TBphema je 1a je MOJIYyHIPEeYHUK KOHBEPIeHIH)je
CTEIeHOr pefia

R = sup{t € R |pen Y c,t" kouseprupa}
= sup{t € R|pexn > |c,t"| koHBeprupa}
= sup{t € R | uu3 ¢,t" je orpanuyen}.
Ako crenenun pen Y cn(z — a)” KoHBeprupa y Tadku z = (, OHJa OH

AIICOIyTHO KOHBEPIUPA HA AUCKY (WJIH, ¥ PEATHOM CIIyda]y, HHTEPBAJIY)
{z | |z—a| < |¢—al|} u yaudopMHO KOHBEprEpa HA HETOBUM KOMIIAKTHUM
HOJCKYIIOBUMA.

Bagarak: [lokasaru osa Tephema, pesonyjyhu ciuano xkao y (200).

3anarak: Heka cy a, u b, au3osu y C u Heka cy R, u R} noaynped-
HUIUM KOHBEPreHIMje CTEHEeHUX PeloBa » . a,z" u Y b,z". Hokasaru ja
BaXKU:

e Ilonynpeunuk KomBeprenmuje R; cremenor pema » . anb,z™ 3amoBo-
JbaBa HejeqHAKOCT R > R, Ry.

e Ako je b, # 0, oH/Ia OJIyIPEYHUK KOHBEpreHiuje Ry CTerneHor peia
> ‘g—:z" 3a/0BOJbaBa HejeqHakocT Ry > %‘;.

e Ilonynpeunuk kouseprenuumje Rs cremenor pexa Y (a, * b,)z", rue
je an * by = ZZ:O axby_ ) KOHBOJTYIIMja HU30BA A, U b,, 3310BO/bABA
uejenmnakoct R3 > min{R,, Rp}.

YumeHnna Ja CTernenn pel yHuGOPMHO KOHBEPTUPA HA KOMIIAKTHUM MOI-
CKYTIOBHMA JOMEHA Ha, KOME ariCOJIyTHO KOHBEPTHUPA, je CIIeruWIHOCT CTe-
MTEHNX PEJIOBA. ¥ OIIITEM CJIydajy, OBe JBe KOHBEPTEHIM]je HUCY TTOBE3AHE.
Ha npuwmep, pen

i(_l)n:ﬂ +n
n=1 n?

yHEGOPMHO KOHBEPTHUPA HA CBAKOM KOMIAKTHOM IO/ICKYIy PeaJIHe MPaBe,
a He KOHBEPI'HPa allCOJIyTHO HM y jenHoj tadku = € R. Ako je

sin? ((zn)~1), sa(n+ 1) 1<x<nt

0 3a ocTaJie &,

an(x) =

o0
pen Y ., an(x) AICcoayTHO KOHBEpPrupa 3a cBe & € R, anu He KoHBEPrUpa
yHIMOPMHO.
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Hopmupanu sekropcku npocrop (X, || - ||) je Banaxos ako u camo ako
CBAaKHM aIlCOJIyTHO KOHBEPIeHTAaH PeJl, y heMy KOHBeprupa.

Hokaz: (=) je mokazano y (176); rpeba jJokazaru camo jour (<=).
Hexka je a,, Kommjes uu3 y X . 36or Komwujesor cBojcTBa, mocroju pacryha
byrkmmja ¢ : N — N maxpa 1a je [[ap(n) — tpm+1) || < 27" Teomerpujckm
pen Y 27" KOHBEPTHPA, Ma Pell ) (Ay(n) — Gp(n+1)) AMCOTYTHO KOHBED-
rupa. Io npernocrabuu, on u xKouseprupa. 13 Y1 o (au) — Gpkt1)) =
A5(0) — Qp(n+1) CTETA Ja KOHBEPTUPA HU3 (y)- 1lomTo Kommjes au3 koju
UMa KOHBEPTEHTAH MOJHU3 U caM KOHBeprupa (35), J0Ka3 je 3aBpIieH.
3aparak: /lokazaru ga je Hopmupanu mpoctop banaxos ako u camo ako
je CBaKu HU3 OrpaHMYeHe Bapujaluje y meMy KOHBEPIeHTaH.

Hopmupanu Bexropcku npocrop (By (T), ] - |leo) u3 (141) je xommneran
aKO M caMO aKo je Y KOMILJIeTaH.

Hoka3z: O3maummo ca || - || HopMmy Ha Y 1 ca || - ||oo yHEDOPMHY HOPMY
Ha BY (T)

(=) Heka je By (T) KOMILUIETaH W HEKA je Y a4, ANCOJIYTHO KOHBED-
reutan pen y Y. Tana je raj pen kouseprenran u 'y By (T) (upu rome
CBAaKO @, CXBAaTaMO KA0 KOHCTAHTHY (PyHKIHjy t +— a, u3 T y Y; cymnpe-
MyM KOHCTaHTHE (DyHKIHje je ynpaBo Ta KOHCTAHTA 14 je ||ay || = ||an]|oo)-
ITomro je By (T) xommieran, oBaj pex Koueeprupa y By (T) ka HeKOM
npeciukasamy f(t) = Y oo a,. Ilomro 3a mpoussomHo ty € T Baxu
nejenakoct || f(to) — Sr_gan|| < ||f(to) — X ro anHoo — 0, caeam ma
pen Y a, KouBeprupa u y Y, na je Ha ocHoBy (203) Y komiuieras.

(<) Ipernocrasumo na je Y komiuieran. Heka je > f, amcosmyrHo

kouseprenran pes y By (T). Homro je || fn(t)]] < || fulleo 3a cBaxo t € T,
u3 KoHBepreHiyje peaa . || fnllco Cl€mN, HA OCHOBY TOpeaGeHOr TpWH-
mumna, KoHeepreHmnuja pena ». || fn(t)||. IMomro je Y rommieran, amco-
JyTHO KOHBepreHTaH pex y . fn(t) v Y je konBeprenran (3a cako t € T'),
ma je ca f(t) :== > " fu(t) m06po nedbunncana dyrkumja f: T — Y. U3
yoruurese nejenHakoctu rpoyria (136) u HenpeKuAHOCTH HOPME CJieiu
nejeamaroer [ F(B)] € g Iful®) < Sl fullce Tpemackon na
supy m3 e gobujamo [|fllee < D207 [ fulle < +oo, ma 3akmyuyjemo
na f € By (T). Ocraje jou a mokaskemo 1ia pex > f, KoHBeprupa ka f y
By (T), 1j. y opst |- [c- To ctemmms £(£)— 3o fr(t) = s St
O7laKJIe, TOCIe TPUMEHE HEjeHAKOCTH TPOYTIIA W MPENTACKa HA SUDp, M0
6ujano nejennaxocr 0 < || f =Y p_o fill . < Dpt iy [1frllco Hocnenmu
U3pa3 TEKU HyJIM, KAO OCTATAK KOHBEPreHTHOr peja. Tume je noka3 3a-
BpIIIEH.
IMocneauna tephema (205) je na je mpocrop Cla, b] HenpekuHUX GYHKIN-
ja f :]a,b] = C Ha orpanuyeHOM U 3aTBOPEHOM MHTEPBAJy KOMILJIETAH Y
omHOCY Ha yHEGOPMHY HOPMY. T0BO/BHO je JOKa3aTH 113 je OH 3aTBOPEH y
Bela,b] (Cla, b] je cBakaxko mogckyn nmpocropa Bela, bl jep je nenpexumna
dbyukuuja Ha 3aTBOpeHOM WHTEpBaJy orpanmdena). Heka je f, nous y
Cla,b] n vexa fr, = foo € Bela,b], 1j. || fr — foolloo = 0. Tpeba mokazaru
na je foo € Cla,b], 1j. na je dyHKIMja foo HENPEKUIHA y MPOU3BOJHHO]
Tadku to € [a,b]. Heka je ¢ > 0. Tazma nocroju ng takso gxa je || fn, —
foolloo < €/3md > 0 rakso xa je, 3a t €Jtg — d,to + I, | fng (t) — fro (t0)] <
/3 (jep je fn, € Cla,b]). HJokas ciaenn u3
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[foo () = foo(to)| < [foo(t) = S ()] + [fno (8) = Fnp (t0)] + | frp (F0) —
Jfoo(to)]-
OBume cMo foka3anu 1a yHuOPMHE JIAMEC 1yBa HEIIPEKUIHOCT Y TAYKH.
Mo3xe ce TOCTaBUTH MTUTAE Ja JTU YHUGPOPMHHI JIIMeEC IyBa M CBOjCTRO
npexudHocmu y TaUKH; OATOBOP je HeraTWBaH: HU3

B % zazx €Q
fn(@) = 0 3a2¢Q

dyukmmja f, : R — R koje cy mpekumne y cBaKoj Tadku yHH(POPMHO
koupeprupa Ka GyHkuuju foo(r) = 0 Koja je HenpexkujHa y CBAKOj TAYKHU.
Komnaxmnoem. 3anaxarme o komruiernoctn mpocropa (Cla,bl, | - [leo)
MOKe JIa Ce YOIIITH (Cca MCTHM JI0Ka30M) aKO ce 3aTBOPEHN WHTepBaJl [a, b]
y (206) zamenu romnaxmuum mempuurum npocmopom M. eduan-
muja: Merpuuku npocrop (M, d) je Komnaxman ako y mweMmy CBaKU HU3
uma Konpeprenrad noxuus. U3 (35) cienu ga je cBaku KOMIIAKTAH [IPOC-
Top Kommieran. O6puyro nmje tauno, nup. R u C cy kommiernu, anu
mncy xkommakTau. U3 Bommano — BajepritpacoBe Teopeme cienm aa je
moackymn ckyna C KOMIakTaH ako M CaMO aKO j€ OPPAaHUYEH U 3aTBOPEH.
Henpexkuana ¢yHknpja Ha KOMIAKTHOM CKYIY jé OrpaHHYeHA, 11a je YHH-
dopmua nopma na C(M) nobpo gedunucana. JJokas: IpeTHOCTABUMO Ja
je [ M — N HenpekuHO IpeC/uKaBambe KOMIIAKTHOT METPUIKOL IIPOC-
ropa (M, dyr) y merpuukn nipocrop (N, dy). Ilpernocrasumo na f Huje
orpannveHo, 1j. na f(M) Huje canprkano Hu y jenuoj gontu y N. Taza 3a
CBaKO n NocToju &, € M tako na f(x,) ¢ Bla;n|, rue je a € N dukcup-
aHa Tavyka. 3060I KOMIAKTHOCTH, T, MMa HOIHU3 I, (n) KOjH KOHBEPIHpa
Ka HEKOM Too € M, a 3601 HeMpeKuIHOCTH f(Zy(n)) — f(Too). To 3HaMM
&, O9eB OJf HeKOT Ng, CBH 9TAHOBH HU3A f(Ty(y)) HATA3E Y HEKO] JTONTH
B]zso; e[ Tomrro je, 3a m0BOBHO Bemuko m, Bl|xso;e[C Bla;m], nobwm
CMO KOHTDPaJMKIUjy ca npermnocraskoM f(x,) ¢ Bla;n].

VY nokasy (206) xommmernoctn mpocropa Cla, b] Henpekumanx yHKIMjA
f : [a,b] = C ropmcTHIN CMO KOMIMAKTHOCT WHTepBana [a,b] u KoMmier-
moct mpoctopa C.

3amarak: [lokasaru 1a ce Ha ucTH HAYWH HOKa3yje cienehe rBpheme:
Heka je Cy (M) upocrop Henpexkuanux npeciaukasawa f : M — Y kowm-
MaKTHOT MeTpuukor mpocrtopa (M, d) y HOpMUpaHW BEKTOPCKH TTPOCTOD
(Y,] - ||) ca yurdopmHOM HOPMOM

If = 9lloe = sup [lf(z) — g(2)]|.
M

Axo je Y Banaxos, orja je Cy (M) KomIieTaH.

Axo cy M u N merpuuku npocropu, K C M komnakran u f: M — N
HelpeKkuIHO npeciukasamwe, onga je f(K) komnakran. OBo cienu u3
YUIHEHUIIE /14 HenpeKn1Ha (PyHKINja KOMYTUPa Ca JIMMECOM HH3A.

Hocan ¢ynxyuge f : M — C je sarsopeme ckyna f~1(C\ {0}), Tj. ckyn

supp f ={xz € M | f(x) # 0}.

Ako je (M, d) merpudku ipocTop, cKyn Henpekuanux dyukuuja f : M —
C ca koMmakTHEM HocadeM o3Hadasa ce ca C.(M).
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Bagarak: Jlokazaru ga je HopMa ||| 106po nedunucana va C.(M).
Haru npumep (HekomMnakTHor) npocropa M TakBor ja HOPMUPAHU IIPOC-
1op (Co(M), || - loo) HUje KOMILTETAH.

(211) Bamarak: Heka je M KOMIaKTaH METPUYKH TTPOCTOP, Y HOPMUPAHHU BEK-
TOPCKH TIPOCTOpP, [, HU3 KOjW KOHBEPTUPA Yy HOPMUPAHOM BEKTOPCKOM
npoctopy (Cy (M), ||‘|leo) # g : Y — C nenpekugua dyukimja. Jokazarn
na uus g o f, kouseprupa y npocropy (Cc(M), | - |loo)-

(212) Kommnakran mOACKYIl METPUYKOr HPOCTOPa je 3arBoped. Iloackyi Kom-
[AKTHOr IIPOCTOPA j& KOMIIAKTAH aKO M CaMO ako je 3arsopeH. Iloackym
npocropa R™ (ca 6m10 KojoM on MeTpuKa d) je KOMIAKTAaH aKoO U CaMo
axo je orpanmden u 3arsopenZ®. Jloka3 oBux TBphema ciequ U3 Kapak-
Tepu3aIyje 3aTBOPEHOCTH MOMONY HU30BA U AeMDUHUINje KOMIAKTHOCTH.

3amarak: Heka je na peannoj mpasoj R nedwunncana merpuka

ly — |
Ha nu je ckyn [1, +oo[ orpanuden y oBom merpudkom npocropy? a siu je
on 3arsopen? [la nu je on komnakran? Koju cy onropopu Ha oBa IMTaba
aKO Cce yMECTO peaJjiHe LpaBe II0CMATpajy lpoliMpene peajine npase R ca
MeTpuKaMa u3 mocaeamber npumepa y (14)7

(213) Bapmarak: Heka je M ckyn pedu CpICKOD je3uWKa JyKHUHE 7 U HEKa je,
3a x,y € M, d(z,y) 6poj Mecra y pedn x U y HA KOjUMA je Pa3IUIUTO
caoso. Jokazaru ja je (M, d) merpuaku npocrop. a siu je oBaj upocrop
KOMITAKTaH?

(214) 3aparak: Hexka je (M, d) KOMIAKTaH METPUYKN MPOCTOD W &, HU3 y M
KOJU MMa CaMo jeJHy TaUKy HaroMmiaBama. Jlokazarn 1a z,, KOHBEpTHUpA.
[TpumepoMm moKa3aTu Ja OBO HE MOpa Ja BayKH Yy METPUYKOM IIPOCTODY
KOjU HHUje KOMITAKTaH.

(215) Ako je f: M — Y HeupekusHO IPECIUKABAKE KOMIAKTHOI METPHUYKOLr
npoctopa (M, d) y Hopmupann Bekropcku mpoctop (Y| - ), onma pe-
anna ¢ynkimja x — | f(z)|| mocrnxke makcumym Ha M. Y mpoTHBHOM
6u bynxumja x — (supyey | ()] — || f(z)]]) ™t Gmna nobpo nedunncana,
HENPEKH/IHA W HEOrPAHWYEHA, INTO je KOHTpaaumknwja. To, m3mehy oc-
Tajor, 3Ha4u aa yHudopMmHy HOpMy Ha mpocropy C(M) HempekumHux
KOMILIeKCHUX (miin peannux) yHKLM]ja HA KOMIAKTHOM CKYIYy MOXKEMO
Ja aebuHuIeMo u Kao || f|le = maxzenr |f(z)].

(216) Bamarak: Heka je K xomnakrad, a F 3aTBOpeH MOJCKYI METPHYKOT
npocropa (M, d) n meka je FNK = (). Toxkazaru ga je d(K, F) > 0. Tatu
upuMep JiBa 3aTBOPeHa qucjyHkTHA nojckyna F, G raksa na je d(F,G) =
0. Hoka3zaru na, ako je F' 3arBOpeH cKyll, 3a cBako x ¢ F' paxu d(z, F') >
0.

(217) Heka je (M,d) xommakran merpudku mpocrop u f : M — M mnpecinka-
Bambe Koje uyBa Metpuky: f*d = d. Tana je f 6ujexnnja.

280pa eKBHUBaJIeHIMja ciaean 3 bosnano-BajepmiTpacoBe Teopeme, W IpeJCTaBba CIEIH-
(GHUIHOCT eYKIUICKOT IPOCTOPA; ¥ OIIITEM CJIY4Yajy, OTPAHUYEH H 3ATBOPEH HOACKYI METPHYKOL
mpocTopa He Mopa ja Gyme KOMIIaKTaH
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Hoxaz: Uz d(f(x), f(y)) = d(x,y) cnenu na je npeciukasame f Hell-
PEKHIHO W WHjeKTHUBHO, JOKAXKHUMO jOI Ja je OHO cypjekTuBHO. Ilper-
nocraBuMo Ja nocroju to € M\ f(M). Heka je € > 0. Huz z,, := f"(x0)
UMa KOHBEPTeHTAH TIOJHU3, T1a TIOCTOj€ TIPUPOIHE OPOjEBU M, 1, TAKBU 3,
jem >nud(f™(xo), f*(xo)) < e. Onarne cream na je d(f™ "(xg), zo) <
g, o 3Haun 1a je d(xog, f(M)) < e. Iomro je € > 0 mPOU3BOILHO, CIIEH
na je d(zg, f(M)) = 0. Howro je f(M) koMnakran, ojarie cjieau ja je

Xo € f(M)
Banmarak: Heka cy IP(X) xao y (175). [Jokasaru 12 npeciukaBambe
S lP(X) — l;D(X)’ S({IL’l,ZEQ,QL'g, .. }) = {0,:131,332,1'3, .. }

qyBa METPHKY, aju HUje OujeKinja.

(218) Bamarak: Heka je (M, d) xkomnakrad merpudku npocrop u f : M — M
upeciukaBamwe 3a koje Baxku d(f(x), f(y)) > d(z,y) 3a cBe xz,y € M.
Hokazaru na je f(M)= M u na je f usomerpuja.

Ynyrcrro: 3a z,y € M nocmarparn Huzoee f"(x) w f"(y). Apry-
menTyjyhu cauuno kao y (217) 3akpyuuru

d{f"(@) |neN}La) =0 n d{f"(y) [n €N}, y)=0.

JlokasaTy ja oaTiIe cieau Ja mocToje nogumsosn>” Taxsu ma f#( (x) —

z, ¢ (y) = y. U3 IpeTnocTaBKu 3aK/bydHTH 1A je

d(z,y) < d(f(z), f(y) < d(f2 (@), 2 (y)) = d(z,y),

onaxuie caeau d(z,y) = d(f(x), f(y)), na 3akbydak ciaeau u3 (217).

(219) Iomrro u3 (35) ciaeau Ja je cBaKM KOMIIAKTAH HPOCTOpP KOMILIeTaH, Ba-
HAXOBa TeopeMa O (DUKCHOj TAYKHM BAaKU U y KOMIIAKTHAM IIPOCTOPHMA.
Asm, TOMITO je KOMITAKTHOCT jade CBOjCTBO, OHA CE MOYKe OCTabUTH — CBAKO
npeciankaBame f : M — M koMmnakTHOr Merpudkor mpocropa (M, d) koje
33/I0BOJbaBA

r#y=d(f(v), f(y) <d(z,y)

AMa jeTUHCTBEHY (DUKCHY TAUKY.

Hokaz: Henpexkunua dbynknuja z — d(z, f(z)) Ha KOMOIAKTHOM mPOC-
Topy M JocTHKe MUHUMYM Y HEKOj TauK| To. Y TOj Taukw je f(xg) = xo,
jep 6m y mpoTHBHOM OHMJIO

xo # f(xo) = d(f (o), f(f(20))) < d(xo, f(0)),

mma ro He Om Omya Tavdka y K0joj ce moctu:ke MuHuMyM. ®UKCHA TadKa g
je jenuncrsena, jep 6u u3 f(x1) = x1 3a x1 # T CaeAUI0

d(x1,x0) = d(f(z1), f(z0)) < d(w1,20),

mTo je nemoryhe.

3amarak: lokazaTu ga mMpeTxoaHO TBpljeme BaXKu M aKO Ce YCIIOB
KOMIIAKTHOCTHU 1pocropa M 3amenu ciabujum ycioBom ga je f(M) kom-
[AKTaH.

29Je;;aH O] HAYHMHA J2 Ce IIOKasKe [a 1 33 & U 33 Yy MoxKe ga ce uzabepe ucto ¢ : N "' N je ma ce
(f™(x), f™(y)) mocmarpa Kao HE3 y MeTpHIKOM mpocTopy (M x M) ca merpukom dy := wid+75d
Koju koHBeprupa ka (z,y). Ilpecnmxasame fi1(z,y) = (f(z), f(y)) Ba M X M 3am0BO/BABA HCTY
HejeTHAKOCT KOje 3a/[0B0/baBa [, I1a U HA Hhera MOXKe [1a ce MPHUMEHH pe30HOoBame u3 (217).
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(220) Bamarak: Heka je K C R* xommaxran ckyn. /lokasaru fa je dbyHKImja
[ K — R mempeknu Ha aKO M CaMO aKO je iheH rpaduk

L(f) ={(z, f(x)) |z € K} c R*!

KoMmakTan ckyn (merpuke ma R, RF u R*¥*! cy crammapame eykmmicke
METDUKE).

(221) Heka cy ||-|lo u || - || ABe HOpME Ha BEKTOPCKOM POCTOPY KOHAYHE [IUMEH-
suje uag nomeM K € {R,C}. Tagaje || - |lo < |-

Hokaz: CBaku BEKTOPCKHU [IPOCTOP KOHAYHE JUMEH3Uje je udoMmopdan
mekoMm K. 3060r TPaH3UTHBHOCTH X MOXKEMO I3 MPETIOCTAaBAMO I3 je
|- || cranmapana eyxmmacka nopma ma K* (||z]| = (Ja1|> +- - -+ |2,]?)/?).
Heka je ey, ..., e, crangapaua 6a3a (e; = (1,0,...,0) urn). Tana je, 3a
r=x1€1+ -+ xThen

[zllo < lzalllexllo + - - + |zal [lenllo < Cll]].

VY mocienmoj nejemnakoctu je uckopuinhena Komm — IIBapmosa Heje-
HAKOCT M YMIbeHHIA Ja Cy e; (bukcnpann Bekropw, ma je > |le;||2 xon-
cranra. Oparse caexu na je || - ||o JIMmmunoso npeciaukaBambe y OLHOCY
Ha HOpMY || - ||, ma je menpexumno. Ilomro je jenmumana cdepa S = {z |
lz|| = 1} orpammtuen (camp:kam y JIOOTH HOJYIPEIHHKA 2) U 3aTBOPEH
(nHBep3HA ciMKa 3aTBOpeHOr cKyma {0} MpH HEMPEKUIHOM MPECTNKABAY
x> ||z]| — 1) cxym, ona je kommaxTaa®’, ma mempexnana Gynxmmja || - [
Ha 10j JIOCTUXKE MUHUMYM U MAKCHUMYM, Tj.

1
= —rlzllo < 5,
o =l

o
]

ITO je U TpedajIo JOKA3ATH.

(222) U3 nperxomuor tephema u (83) cieau ma Cy cBaka JBa BEKTOPCKA IIPOC-
TOpa UCTE KOHGYHE TUMEH3Hje TOmo omKn n3omopdua. U3 Jluneapue a-
rebpe 3HAMO /I3 Cy CBaKa JBa TaKBa MIPOCTOPA U aarebapcKu m30MOpQHA.

(223) Bamarak: Ako je L : X — Y WMHjeKTUBHO JMHEADHO NPECIUKABAE U
|| - || mopma ma Y, nokasaru ma je x — ||L(z)|| nopma. W3sectu omarme,
y3 momoh (221), jomr jenam mokas TBphema 1a je CBaKO JIMHEAPHO TPec-
mmkaBame L : V' — W HOpMUpaHWX KOHAYHOAUMEH3WOHUX BEKTOPCKUX
upocropa V, W nenpexknzaxo (Buzern (145)).

(224) Henpexkuana 6Gujekiuja f : M — N KOMIAKTHOr METPUYKOI MPOCTOPA
M ua merpuuku npoctop N je xomeomopdusam. lokaz: ako je F' C M
3aTBOPEH, OHJIa je OH 1 KommakTaH, a je (f~1)71(F) = f(F) xommnaxTaH,
JIaKJie 3aTBOPEH.

ITpumep HenpekuaHe OGujekiuje Koja Huje xomeomopdusam (6e3 mper-
nocraBge o komnakrHocru): M = R ca nuckpernom merpukom, N = R
ca crangapiuoMm merpukoMm, f : M — N 6uio koja bujekumja (Hmp.

f(z) = ).

30M0>KeMo, He yMamyjyhu ommTocT, 43 IPETHOCTABHMO 42 je jeJHa Of HOPMH CTAaHIAPAHA
eyKJHJICKa HOpMa (& 3HAMO Ja je y Hh0j CBAKU OIDAHUYEH M 3aTBOPEH MOJCKYI KOMIIAKTAH), jep
AKO JOKAXKeMO 13 je CBAKa HOPMA eKBHUBAJIEHTHA €YKJIUACKO], THME CMO AOKA3AJIK A3 Cy CBAKE JBE
HOpME eKBHBaJIeHTHE.
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(226)

(227)

(228)
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1. HEKE TOIIOJIOIIKE N AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

ITpumeTumo ga ako y oBoM npumepy ymecto R y3memo [0, 1], momas-
HMO JI0 MCTOT 3aKJbydKa O mpeciaukaBamwy f. Omparie BUIAMO Ja KOM-
HAKTHOCT Kodomena HUje NOBOJbHA 3a 3aK/bydak 1a je [ xomeomopduszam
(mowmen [0, 1] HUje KOMTIAKTAH y AUCKPETHO] METPHUIN).

Jorm jemam mpumep maje caemehu 3a7aTax.

3agarak: /lokasarn ma je
f:[0,2n[— S, f(t) = cost +isint

HeTpeKknIHa Onjeknuja Koje Hije xomeomopdnzam u Hahu Tavke MpeKnia
UHBEP3HOI TIPECIUKABAIHA.

Ckyn B C M y merpuukom npocropy (M, d) je € — mpeoica ckyna A C M
ako 3a cBako a € A mocroju b € B rako na je d(a,b) < e. Ckyn A
je momaano ozpanuver (WM NPEKOMNAKMAH) aKO 3a cBako € > 0 uma
KOHAYHY € — MPEXKY.

Merpuukn nipocrop (M, d) je TOTaIHO OrpaHWYEH AKO M CAMO aKO CBaKW
HE3 y meMy nma Kommjes mogams.

Hokas: (=) Heka je M rtoranuo orpanuven, u a, uu3z y M. Axo je
ckyn {ai,as, ...} KOHAYAH, HU3 G, OYUIJIEAHO HCIlyaBa TBphemwe. IIper-
IIOCTaBUMO Ja je Taj cKyn Oeckonadan. Heka je B komadna 1 — mpexa
ckyna M. Taza ce 3a Heko by y sontn B]by; 1[ Hamasn 6eCKOHAYHO MHOTO
“WIAHOBA HU3A G,. Hexa je p(1) = min{k | ay € Blby;1[}. IloHoBHMO OBaj
nocrymak 3a 1/2 — mpexy ckyna Blby; 1]; Tana nocroju sonra Blby; 1/2[C
B]b1;1/2[ koja cazpku GECKOHAYHO MHOIO YJIAHOBA HU3A G, HEKA je
©(2) = min{k > ¢(1) | ax € Blbe;1/2[}. Nunyxkrusro — axko je KoH-
crpyucano ¢(n), u Blb,;1/n[, Tana ce y mexoj gontu Blb,1;1/(n + 1)[
Hasla3u OECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A dn; AedwuHumemo ¢(n + 1) =
min{k > @(n) [ ap € Blbp11;1/(n+1)[. Hus ay(,) je Kommjes, jep je

d(ayp(n), Ap(m)) < 1/min{m,n} — 0.

(<) Iperuocrasumo na M uuje toranuo orpanuden. Heka je € >
0. Tama 3a cakum komaudan ckynm A C M mocroju x € M Tako ma je
d(x,A) > e. Heka je ap € M mupousso/bHa Tauka. Jledbunumumo Hus

@y, MHAYKTHBHO. AKO Cy ai,...,a, AeduHACAHN, 01 AeDUHAIIEMO KAO
upousBosban esiement ckyna M 3a koju je d(an41,{a1,...,a,}) > . Heka
jem < n. Tana je an, € {a1,...,an_1}, na je d(am,a,) > €, mro 3Ha4n

Ja Hu3 a,, sema Kormmjes nogams.

[Mocnenuia mperxomHor TBphema: MeTpudku mpocTop je KOMIIAKTAaH aKO

¥ CaMO aKO je KOMIJIETaH U TOTAJHO OrPAHUYEH.

IMouckyn A C M y merpuukom npocropy (M,d) je peaamueno xomnax-

man axo je A xommakran. Axo je M xommeran, onma je A C M pena-

TUBHO KOMIIAKTAH aKO M CAMO aKO je TOTaJHO orpanudeH (mokaszaru!).

3a merpuuku upocrop (M, d) cy eksupasienruu ciegehu yciosu:

(a) M je xoMnakTam;

(6) Axo je {Ux}ren damvmmuja orsopermx ckymosa u |Jyop Un = M
(oBakBa amuiuja ce Ha3UBa 0MEOPEHUM NOKPuUsarsem CKyra M),
ouza je Uy, U...UUy, = M 3a Hexu KOHa4YaH CKyT {A1,..., A\g} C A;

(8) Ako je {Fx}xea dbamunuja sarsopenux ckymosa u [y, Fr = 0, onia
je Fx, N...NF\, =0 3a nexkn xonavan ckyn {A1,...,\g} C A;
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(r) Axo je F,, onanajyhn u3 3arBopennx ckynosay M u (o, F,, =0,
onja je F,, = () moues oy HeKOr n;
Hokas: Exsusanenuyja (6) < (B) ciequu3 (UX)¢ =NX°u (NX)° =
UXe¢. Nvmmkammja (B) = (r) je ounrnenna, Oyayhu na je

Fx, NN Fx, = Frnax{h,... 0}

3a mokas nvrumkaimje (r) = (a), 3a gaTh °HU3 a, AeDUHHUITAMO Onaga-
jyhim HU3 3aTBOPEHWX CKYTOBa

Fn = {an7an+17"'}-

oo

U3 (r) cneau na je (2, F, # 0, na nocroju zo € (.-, F,. I3 nedunn-
Eje 3aTBOpEma CKyNa CJIeIn Ja je 3a cBaky jonty Blzg;1/n|

B],IQ; l/n[ﬁ{ak’ Ak+1," " } 7é @,

Ma CBaKa, TAKBA JIONITA CAIPYKU GECKOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A 4. 1O
HaM omoryhapa Jia W3/IBOJUMO TIOTHI3 Gy(,) KOjU KOHBeprupa Ka o (¢(1)
Y3MeMO TaKo Ja je a,(1) € Blzo; 1[; ako je medunmcano ¢(n) onma ¢(n+1)
nedurumemo Taxko 1a je (n+ 1) > ¢(n) u ¢(n+ 1) € Blzg;1/(n+ 1)[),
mro 3Haun Ja Baxku (a). [da GucMo moKasaim 1a BaxKM MMIUIMKAIH]jA
(a) = (6) upernocraBumo cynporso, ga je M komnakran a Uy damu-
Mja OTBOPEHUX CKyNOBa KOja mokpuea M, amm HEMAa KOHAYHO IOTIOKPH-
Bame. [lomTo je CBaKM KOMIAKTAaH CKyIl TOTAJHO OIPAHUYEH, MOZKEMO
Ja mokpujeMo M KOHAUYHUM OpOjeM 3aTBOPEHUX JIONTH MOJYIPEIHUKA,
1. Tlo mpernocrasum, 6ap jemHa of BHUX, O3HAUYNMO je ca Blai;1[, He
MOXKEe Ja Ce MOKpHje KoHadHuM Opojem ckymosa damvmiuje Uy. Ilomro
je 3aTBopeHa JIonTa y KOMIAKTHOM HPOCTOPY Takohe KommakTHa, Blay; 1]
MOXKE Jla Ce IIOKPHje KOHAYHUM Opojem JiouTu Lojyupednuka 1/2; Gap
jemHa on wuX, 03HAUNMO je ca Blag; 1/2] He MOXKe na ce MOKpHje KOHAY-
HuM 6pojem ckynosa dbamvuinje Uy. IlonaBmamemM OBOT MOCTYIIKA HHIYK-
TuBHO gedunuIMMO HU3 Jjoutu Bla,;1/2n[ on xojux Hu jeaHa HE MOKE
Ja ce MOKpuje KoHavHUM Opojem ckymoBa damunuje Uy. U3 xorCcTpyK-
uuje cueau Ja je, 3a m > n, d(an, am) < 1/n — 0, ua je uus a,, Kouujes.
IMomro je M wommakTan (Omakje CIeId Ja je U KOMIUIETAH), Gy — Goo-
[Momro dbamunuja Uy mokpusa M, 3a HEKO Ag je Goo € Uy,, & CAMHM THM
U Blaoo; d[C Uy, 3a Hero 6 > 0 (jep je Uy, orBopen). U3 a, — aoo CaEAM
Ja je 3a JIOBOJHHO BEJIMKO 71

B]an§ 1/2n[c B}(loo; (S[C U>\o

3a HeKO k, ITO je KOHTpaauKIuja, nomro jonre Bla,;1/2n[ ve mory na
ce TTOKPHjy ca KOHAYHO MHOTO CKymoBa (amuauje Uy .

Exsusanenmuja (a) < (6) u3 nperxoguor TBphema je Bopea — Jlebezosa
meopema; OHa, yormTasa bopen — JIeberoBo cBOjCTBO KOMIIAKTHUX WHTEP-
BaJIa HAa peasHoj MpaBoj. Ta eKBHUBAMEHIHja ce y3uMa U 3a AepUHUIIHA]Y
KOMIIAKTHOCTHU y TOLOJIOIIKAM IIPOCTOpUMA (3HAMO JIa y BbUMa HUJE YBEK
nedbunucana KouBeprenuuja), nowro (6) KOpUCTu caMo je3uk TOLoJIoruje.
Bamarak: loxasaru qa ckyn A = {z € C| 0 < |z| < 1} Huje KOMIaKTaH
y CTaHJAP/HOj eyKJIHICKO] TOIOJIOTHjH KOMILJIEKCHEe DaBHU M Halil HEeKo
HETOBO OTBOPEHO TOKPHUBAE KOj& HEMA KOHAYHO MOTIOKPUBAIE.
Bagarak: /lokasaru Ja je Tomnoomky npoctop (54) KoMnakTaH.



120

(233)

(234)
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(236)

(237)

(238)

(239)

(240)
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3aparak: Kopucrehu Bopesn—Jleberoso cBojcTBo, moka3aru ga TBpheme
Ja je HempekuaHa (PYHKIMja Ha, KOMIAKTHOM METPUYKOM IIPOCTOPY Orpa-
unudena (207) BaxKu u 3a KOMIIAKTHE TOLOJIOIKe npocrope. Jlokazaru ja
menpekugHa Gyukiuja f 1 K — R HA KOMITAKTHOM TOTOJIONIKOM TPOCTOPY
K noctuke CBOj MAKCHMYM U MUHUMYM.

3aparak: Heka je X Xaycmopdos mpocrtop, K C X KOMImakTan u & €
X\ K. Iokazaru ga nocroje orpopenu nojckynosu U,V C X raksu ja
je

xelU, KcV, UnV=0.

Bagarak: Heka je {K)}rcpa damuiuja KoMIakTHuX moackynosa Xayc-
nopdosor npocropa X TakBa 1a je

ﬂKA:Q).

AEA

Jlokazaru ma mocroju KoHadaH moackyn Ag C A Takas 7a je

ﬂ Ky =0.

AEAg

Bep3aujy oBor tBphema 3a mempuuke IpocTope Buaeau cMo y (229).
Jlebezosa aema: Heka je M wommaxran merpuuku mnpocrtop u {Ux}aea
IErOBO OTBOPEHO HOKpuBame. Tazma mocroju § > 0 ca ocobmHOM ja je
CBAaKa OTBOPEHA JIONTA MOJyNpedHuKa § cagpxkana y nekom Uy. OBaj
6poj ¢ HazuBa ce Jlebezosum 6pojem noxpusaya Uy.

Hoxaz: Ilomro cy Uy oTBOpeHNU CKYIOBH KOju MOKpUBajy M, 3a cBako
x € M nocroju §, > 0 rako na je Blx;20,[C Uy 3a meko \. ®amuiuja
{B]x;2716, [} xenr je oTBOpPeHo mokpuBame KommnakTHOr pocTopa M ma,

Ha ocHOBY Bopeun — JIeGerose Teopeme, OCTOju KOHAYAH CKYT {Z1, . .., Tk}
rakaB na davuimja Blay; g, [, ..., Blog; 0., [ mokpusa M. Tazma 6poj
§ = min{dy,,...,d;, } 3am0BObABA YCJIOBE TeopeMme. 3amCTa, akKo je

BJx; §[ nonra sonta moJynpedHnKa §, BEH [EeHTap & MPHUNaia HEKOj JIOITH
Blwj; 0q, [, ma je Blx; 6[C Blay; 20, [, a ckyn Blxy; 0., [ npunaga nexom Uy.
Kanmoposa meopema: Henpexkunuo npeciukasamwe f : M — N Ha KOM-
[IAKTHOM METPUYKOM 1pocTopy M je paBHOMEPHO HEIPEKH/THO.

Joka3: Ako f Huje yHHPOPMHO HEMPEKUIHO, OHIA TIOCTOje HU30BU
an u b, y M rmaksu na dy(an,b,) = 0 u dy(f(an), f(by)) > ¢ 3a Heko
dukcupano § > 0. [Ipenackom Ha MOJHU3OBE U MO3UBAHEM HA KOMIAKT-
HOCT J1061jaMO IOJHU30BE Gy (pn) U Dy(n) KOJU KOHBEPIUPajy M TO K& HUCTOj
rpanuynoj Bpeauocru (36or dys(an,b,) — 0). U3 Henpekunuocru ciaenu
dN(f(acp(n))v f(btp(n))) — 0, wro je nemoryhe 360r dN(f(an)v f(bn)) > 0.
Bagarak: [Jokaszaru Kaunroposy reopemy (237) upumenom Bopesn—/Jle-
6GeroBor CBOjCTBA KOMIAKTHUX TpocTopa. [Ipumernmo ma je Taj mokas3 y
ocHoBH TomoJiomku. Meljyrum, 3a nedunuimjy paBHOMEpPHE HEMPEKU/I-
HOCTHU y TOITOJIOIITKUM MPOCTOPUMA TOTPEOHA je, CeM TOIOJIOIIKE, U T3B.
pasnomepra cmpykmypa. Bume nerasma moxe ga ce nabe y [4].
Merpuuku mpocrop M je cenapabusan ako mMa mpeOPOjUB CBYHa TyCT
nozckyn. Ha mpumep, R je cenapabuman jep je R = Q u Q je npeGpojus.
3amarak: Jlokazaru na je merpuwdku mpocrop M cemapabwiaaH ako u
caMo ako 3a cBako £ > ( mocrToju HajBuie mpedpojuBa c—mpexa y M.
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(241) Baparak: [lokazaTu zga je ckyn tadaka y kKojuma dbysakmuja f : M —
R ma cemapabmHOM METPHIKOM HpocTopy M mMma CTPOru JIOKATHU €K-
crpemyM>! HajBumie npeGpojus.

(242) Bamarak: Heka je A C R™ 3arBopen mnoxackym. Jlokasatu mga mocToju
dynkmmja f : R — R koja je mpekugna y cBUM Taukama ckyma A u
HenpekuaHa Ha R™ \ A.

(243) IIpocrop (Cla,b], || - lls) je cemapabunam.

Hoka3z: oosbHO je mocmarparu peasine ¢dpynkiuje. Heka je S ckyn
JIE0 TIO JIe0 JInHEAPHUX (DYHKIMja €A PAIMOHAJHUM TEMEHUMa, Tj. CKYI
ceux dyummja L : [a,b] — R Koje mMajy CBOJCTBO Ja TOCTOje pAIMOHATHN
O6pojeBu q1,...,qk,T0,---Tk+1 TAKBU Ja je a < q1 < --- < qr < b, L je
JMHeapHa HA CBAKOM O WHTepBana [a,qi], [¢;,¢;+1], [gx,0], L(a) = ro,
L(b) = r441 u L(g;) = rj 3a 1 < j < k. U3 npebpojusoctu ckyma Q
cieau jia je S npebpojus.

Heka je f € Cla,b] n neka je ¢ > 0. Ilomro je [a,b] komnakran, f
je paBHOMEDHO HeNMpeKuHa, ma mocToju 6 > 0 ca 0cobMHOM |T1 — 23| <
§ = |f(z1)— f(z2)| < /2. Hera cy g1, .. ., g parpoHaiHl 6POjeBH TaKBH
Ja je ny:KuHa WmHTepBaia mnojeine a < q < -+ < qx < b Mama o 0 n
Heka je Lo jeo 1o geo suneapua dynkuuja raksa na je Lo(a) = f(a),
Lo(q;) = f(g;), Lo(b) = f(b). I3 jennauune npase Kpo3 jaBe Tadke CJeiu
Jla Ha CBAKOM MHTEPBAIY [¢;, j4+1] BaXku

f(ij+1) - f(Qj)

dj+1 — Gj

Lo(z) = f(q;) + (x—q),

U CJIMYHO HA MHTEpBaJIUMa [a, ¢1] u [k, b]. Kopucrehu osaj uzpas, paziuxy
f(x) = Lo(x) MoxkeMO @ U3pa3uMO €KCIUIMIUTHO HA CBAKOM MHTEPBAJLY
nogiese u, Kopucrely YMibLeHUILy J1a je y2KMHA OBUX UHTEPBaJIa Matba Of1 J,
BUJIMMO JIa HA CBAKOM MHTEPBAJY Tojese (a TMMe U Ha TeJIoM [a, b]) Baskm
|f(z) — Lo(z)| < e. ®Pymxumja Lo mema parmonangna temexa (jep f(g;)
HuUCy 00aBe3HO palMoHaIHu Opojesn), aau u3 rycrute ckyna Q y R caenu
Jla [oCToju /1e0 1o jeo nuneapua dbyukuuja L : [a,b] ca panuonamuum
remenuma Taksa 13 je |Lo(z)—Li(x)| < £/2, onakne cnepu || f— L1l < €.
ITomTo je & mpow3BosbHO, caean aa je mpebpojus ckym S rycr y Cla, b].

(244) 3aparak: Heka je (M, d) cemapabuian mMerpudku mpocrop u N C M.
Hoxkazaru na je merpuuku npocrop (N, d) cenapabusias.

(245) Cenapabusnocr je moryhie meduHucaru u y TOMOJOIMKOM OpocTopy (cBu
TEPMUHU KOjU y4ecTByjy y AeduHunmju cenapabuiHOCTU Cy TOIOJIOLIKY).
TBplheme MpeTXoaHOT 3aJaTKa, He 6a2#CU Y CBAKOM TOIMOJIONIKOM TIPOCTODY -
Ha mpumep, meka je Ha peasHoj npaBoj R medwuHMCaHA TOMOIOTHja T KAO
ronosioruja unja je 6asa (Bumeru (87)) damuiuja cBUX CKyroBa 00JIUKA

{z}U(Jz —e,2+e[NQ) sBacex €R, e>0.

Ckym Q je mpebpOjUB U CBYZA TYCT Y OBOM TOTIOJIONIKOM TpocTopy. Hexka je
Y ckyn cBux upanuonanuux 6pojesa. OBaj ckyn mema npebpojus rycr (y
pesiaruBHOj Tonosioruju (55)) moxckyi, jep je Y menpeGpojus, a pesiaTuBHa,
TornoJoruja Ha Y je quckperHa (Tadke cy OTBOPEHU CKYIIOBH), 114 33 CBAKU

3 Tauka 29 € M je ecmpozu aokaany makcumym byaKiuje f ako nmocroju okonauna vV S xzg
taksa ga je f(zo) > f(x) 3a cee € V \ {zo}; camuno ce neduHuUIIe CTPOTH JOKAIHA MHHAMYM.



122

(246)

(247)

(248)

(249)

(250)

(251)

1. HEKE TOIIOJIOIIKE N AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

npebpojus ckym S 1mocroju Tavyka (a TUMe U OTBOPEH CKyi) y Y Koju je
JIMCjYHKTaH ca S.
Bagarak: Heka je X ronosomku npocrop us (54). Hokazaru ja je ceaku
"3 MehycoOHO pa3ImyunTuX Tavaka ryct y X.
CBaky KOMITAKTAH METPUYKH MTPOCTOD j€ CernapabuIaH.

Hoxka3z: JlokaxknMo mpBO 1a 3a cBakO n € N mMoCTOju KOHAYaH CKYyT
S, Takas J1a BasKu

(Ve e M)(3s € Sp,)d(z,s) < %

[IpernocraBumo cynporHo, 1a 3a HekO ng € N u 3a cBaku KOHAYaH LO/-
ckyn S C M Baxku
1

(Fz e M)(Vs € §)d(x,s)
o

Heka je x; € M. Ilomro je ckyn {1} KOHa4YaH, W3 MPETIIOCTABKE CIIEIN
Jla 1I0cToju Tauka To € M 3a xojy Baxku d(x1,xq) > n%) IToroBuUMO OBaj
MOCTYTIaK: MPETIIOCTABAMO Ja CMO HUMe W3IBOJUJIN KOHAYAH CKYTI Tada-
Ka {T1,...,x,} TaKaB ga je d(z;, ;) > 7%0 Taga U3 IPeTHOCTABKE CJIEIH
HOCTOjU TadKa Tpy1 € M TakBa ma je d(xp,z;) > % 3a cBako j < k.
TuMe cMO KOHCTPYWCAIN HU3 L1, T2, ... TAKAB Ja BaxKM d(X;, T;) > 7710 34
i # j. Oparne cienu Ja HUB X1, Ta, ... Hema Komujes momaus na mema
HE KOHBEPreHTaH MOAHu3. To je y CympPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTABKOM JIa je
M xomnakran. Tume je moxasano®? na 3a csaxo n € N nocroju konauan

ckyn S, raxas ga Baxn (Vo € M)(3s € S,) d(z,s) < +.

Hexka je
S={]J S
n=1

Ckyn S je npebpojuBa yHMja KOHAYHHUX CKYIOBa, 11a je npebpojus. Heka
je x € M mpoussospHa Tauyka. U3 mokazanor TBphema cienn Ja 3a CBAKO
n € N nocroju tauka s, € S 3a kojy Baxu d(z,s,) < % Tume cmo
JIOKa3aJIM JIa 1OCTOju HU3 S, € S KOju koupeprupa ka x. Oparie ciaenu
1a je S = M. Tuwme je nokazano ma je mpoctop M cemapabmiaH.
Baparak: /[lokazaru ga je merpuuku mnpoctop M cenapabuiian ako u
CaMO aKO CBAKO HHErOBO OTBOPEHO MOKPHUBAhE MMa HAjBUIIE TPEOPOjUBO
MOTTIOK PUBAIHE.
3ajmartak: /lokasaru fa je KOMILIETHpAame MeTpUIKor mpocropa M cerr-
apabmJTHO aKO M CaMo aKo je mpoctop M cemapaduiaH.
Bagarak: J[lokasaru Ja je CBaKa TOIOJIOIIKA MHOIOCTPYKOCT (BHUIETH
neburnmmjy y (94)) yHnja npebpojuse dbaMuIaje KOMITAKTHAX CKYTIOBa,>>
U OfIaTJIe 3aKJbY YUTH /1A j€ CBAKA TOMOJIONIKA MHOTOCTPYKOCT cernapabuian
IPOCTOP.
Komnaxmugurayuje Tommosontkor npocropa X je nap (Y)1), rae je Y To-
TIOJIOTITKY TPOCTOP 1 ¢ : X — Y TpecInKaBare ca CBOjCTBUMA

e Y je KOMIaKTaH;

e 1: X —(X) je xomeomopduzam;

32Mammusn gyuTanal lie mpuMeTuTH na J0Ka3 ciaend u us (227).
33Tomomomke MIPOCTOPE KOju Cy NpebpojuBa YHUja KOMIAKTHUX HA3UBAMO 0 —KOMNGKMHUM.
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e ckyn t(X) jerycry Y.
3a pasznuky oz komiuierupama (Bugeru (104), (105)), komnakrudukarmja
ce CIIPOBOJIM Y TOIIOJIONIKO] KATEIrOPUjU U HUje jeIMHCTBEHA.

3amarak: Heka je R peasna mpaBa ca CTaHIAPIHOM TOTOJIOTH]OM.
JlokazaTu 1a Ccy TpommpeHa peamHa mpasa R = {—oo} UR U {+oc} u
Kpyr S! nBe mene KoMmaxkTHdEKaNHje Koje Hucy Xomeomopdme. JlokazaTn
Ja cy n—auMeH3mona cdepa S u mpojekTuBHE TpocTop RP™ KOMIAKTH-
dukanuje eykauiacKor mpocropa R™.

HajjeanocraBumja KOHCTPYKIMja KOMIAKTH(MUKALA]E je KOMRAKmu-
durayuja jedrnom mauxom (Hrp. S Kao KoMmakTHdUKAIH]ja peaTHe TpaBe
y nperxonaaoM 3azaarky). Heka je (X, 7x) HEKOMIIAKTAH TOIOJIOIKY [IPOC-
Top, u Heka je X* = X U{w}, rue je w tauka koja ne npunasa ckymy X.
Tomnosoruja na ckymy X° ce medunuiie kKao paMuirja CBUX HErOBUAX MO/~
ckynoBa U koju 3a70BO/baBajy jeman on ciaeneha msa yciosa:

(a) weUnUerTx

(6) w e Un X \U je kounakran u 3atsoper-? y X.

Jlako ce mpoBepaBa ga je X°® xkomnaktudukanuja mpocropa X, mrro oc-
TaB/HAMO UHUTAOILY 33 BEXKOY.

3amarak: Heka je X HenpeOpOjuB CKyIT Ca TOIMOJIOTHjOM W3BEIEHOM
u3 JucKperHe Merpuke. /lokazaru ma je meroBa koMmakTuduKaIuja jei-
HOM TadYKOM X °® KOMITakTaH XaycaopdOoB MPOCTOpP, KOju HHUje cemapadu-
aan. V3Bectu 3akspyuak na X® Huje Mmerpudku npocrop (mako X jecre),
Tj. [1a je KoMmakTuuKanuja KOHCTPYKIIAja y TOIOJOIIKOj, & He MeT-
pHuuKoj, kKareropuju. U3 oBor 3amarTka BEUIAUMO U 13 TBpheme (247) me
BayK¥ U 3a TOIMOJIOIIKE TPOCTOPE.

(252) Kowmmrerroct mpocropa (C (M), ds) 32 KOMIAKTAH METPUYKE TIPpOcTOp M
je y ocnoBm mokaza [luxapose meopeme O €r3UCTEHITHJH U je TUHCTBEHOCTH
pemema audepennujaaaux jegnadnaa. llocmarpajmo audepennujaaHy
jenTHadIHY

y/ = f(.l?, y)
rae je f: R? — R menpexuana dbynkimja koja je yrugdopmmo Junwuyosa
no dpyeoj npomennuso’®. TpazKkuMo peluerbe OBe jeHAdHHe (110 Hewnos-
HaTo] dyHKMjn y(r)) Koje 3am0BObaABA TOUETHH YCIOB y(xo) = Yo 32
3ajare T, Yo € R.

Teopema: Ilocroju okommna U S ¢ Tauke g Ha KOjo] jeqHaqamnHa iy’ =
f(x,y) uma jenuncreeno pemieme y : U — R koje 3an0Bo/baBa no4eTHu
yeaos y(zo) = yo.

Hoxkas: 3amara audepeHInjaaHa jeJHAYNHA je eKBUBAJEHTHA jeTHa-
qUHA

) =+ [ " F ey () de

34 JomTo ce pagy 0 MONCAOWKUM TIPOCTOPIMA, 3ATBOPEHOCT HHje HOCIEIANA KOMIAKTHOCTH.
3aTBOpEH MOACKYN KOMIAKTHOT TOIOJOUIKOT MIPOCTOPA jeé KOMIAKTAH, A/l HAje CBAKYM KOMIIAKTAH
[OZICKYII TOIIOJIOUIKOT IIPOCTOPA 3aTBOpeH (aru npumep!). AKO je TOIOJOMKH IPOCTOp XayCcaop-
OB, OHJA je CBAKM HErOB KOMIIAKTAH MOACKYI 3aTBOPEH.

35,[prrHM peunmMa TakBa 13 je 3a cBako T € R dbynkmumja y — f(z,y) JIunmmunosa u 13 meHa
JIummunosa KOHCTAHTA He 3aBUCH O] T.
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o HenozHaroj dyuknujn y. Heka je K C R KoMIakTHa OKOJIMHA TadKe
xg. IlocmarpajmMo mpecanKaBame

FiC(K) > O(K), Fly) =+ [ eyl

Tana je

€T

Sty (1) — f(t,y2(t))) dt

Zo

1F(y1) = F(y2)leo = Ifé})é

<%%£M@%@D—ﬂumwﬂﬁ

xr
< [ Lip(f)ly1(t) — ya(t)| dt
zo
< Lip(f) [z — 2o lyr — valloo-
Ako je K uzabpano tako ga je Lip(f)|x —zo| < 1 (mup. unrepsas pyxune
m), onzia je F xourpakimja wa Bamaxosom mpoctopy C(K) ma, mo
Banaxosom craBy o (ukcHOj Tauku (48), uma jenuHcTBeHy GUKCHY TAYKY,
KOja je pelneme MoJIa3He jeTHATINHE.
(253) Heka cy p,q nenpekugue dyukuuje Ha ureppaiay J C R. Iudepenim-
jamHa jeaHadInHA, OOIHKA,

Y+ p(x)y = q(z)

ca MOYeTHUM YCJI0BOM ¥y (o) = Yo HAUBA CE AUHEAPHOM OUPEPEHUUIAAHOM
jednavurnom mpeoe peda U CBOAU Ce CMEHOM

u(z) = e!@y(z), tneje I(z):= /x p(t) dt

Zo

Ha jeTHAINHY
u'(z) = e'g(z),  ulzo) =10

mro je jeanaumna obamka (252). Ilomro JecHa cTpaHa 3aBHCH CaMO Off
T, jeqHaYnHA MOXKE JIa Ce PeIu AUPEKTHOM mHTerparujoMm. Hbero jemmn-
CTBEHO pellIehe je

T

y = yoe 1@ 4 1@ / q(t)e!® dt.
o

(254) TIpumernmo na cmo y (252) morsmm, ymecro npocropa C(M), na kopuc-
tumo mipocrop C'(M;K™) dyukimja ca BpexHocTiMa y (Takolje Kommier-
HOM) BekTOpckoM mpocropy K", jep je rama u (C(M;K™), || |lco) KOMIITE-
tan npocTop. Tako mobwmjamo ITmkapoBy Teopemy 3a cucmeme 06UNHUL
oudeperyujarnus jednauuna.

(255) Kowmmnernocr npocropa C(M) (3a kommaxran npocrop M) Besana je 3a
yundopmuy Hopmy. Ha npumep, mpocrop C[—1,1] ca wopmowm || f|l1 =

1 .

S, If(t)| dt nuje kommneran. Hus

-1, t<-1/n

fa(t) = ¢ nt, ~1/n<t<1/n
1, t>1/n
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y C[—1,1] je Komwujes, aju Huje KoHBeprenTan (jep & — Sgnx Huje He-
npexkuaa dyukimja). Ommruje: HopMe || - ||, w3 (134) 3a 1 < p < 400
nedurunty Hekommterae Hopme Ha Cla, b].

(256) Kommrerupame merpuukor mpocropa (Cla,b], | - [l1) (p = 1y (134)) ce
osmauasa ca L'[a,b] n masusa npocmopom dynryuja®® unmezpaburruz no
Jlebeey. U3 (146) cnenu ma je Pumanos unrerpas

b
/ . Cla,b] - C
a
yHI(DOPMHO HEIPEKUTHO JIMHEAPHO IPECINKABAE HOPMUPAHOT MIPOCTOPA
(Cla,b], || - l1) y nopmupanu upocrop (C, |- |). Onarne, na ocuosy (103),

ceIn 12, fa Moxke ja ce mponyxu Ha Ll[a,b] = Cla, b]; oBo mpoayxermbe
Ha3uBa ce JIebe206uM UHMEZDANOM.

W3 koucrpykmumje je jacuo ga Jleberos wmaTerpas yommrasa Korrm-
jeB (wmu pecrpukiujy Pumanosor na Cla,b]). Cueznehlia xoHcrpykimja
moka3yje Ja on yommraBa u PumanoB. Heka je 0 < § < % Koncrpy-
nmmmmo ckyn K C [0,1] va cineaehin mauwnn, cimyaan koucrpyknmjn Kan-
TOPOBOT CKyTia. ¥ MPBOM Kopaky 13 [0, 1] ocTpaHiMO OTBOpEHH WHTEPBAJT
Ayxune § ca nenTpom y 3. ¥ caeselie KOpaKy, OCTPAHIMO 13 CBAKOT O
IpeocTana IBa MHTEPBAJa OTBOPEHE MHTEPBAJe Ca IEHTPOM y HHXOBUM
HEHTPHUMA, JIyKHHE %. YV crnenelieM KOpaky OICTpaibyjeMO HHTEpBAJIE
JLy 2KIHE g UTJI, Y N—TOM KOPaKy OJCTParbyjeMO HHTEPBAJE Iy KIHHE %

VKyiHa Jly>KUHA OJICTPAbEHUX HHTEPBAJIA je
o0 2,”
5> 3 =30<1,
n=0

ma npeocrasu ckyn K mwmje ckym JleGerose mepe myna. Heka je f, :

[0,1] = R dbyskumja koja je jemnaxa Hysaum Ha meny uaTepsamna [0, 1] koju

je oficTpareH y TPBUX N KOpaKa, a Ha OCTAJIOM ey je jennaka 1. JacHo je

1a je cBaka on dbyHKuja f, naTerpabusna mo Pumany. Jlako je mposep-

wtn u 1a je f, Kommjes mm3 y mopmu®” || - ||;. Kama 6u vus f, konsepru-

pao y nopmu || - |1 ka dyHukuuju unrerpabuinnoj no Pumany, onga 6u ta

dyHKIIIja OMIa CKOPO CBYAA jeJHAKA KAPAKTEPUCTHIHO] (PYHKITHJH CKYTIa

K m nvana 6m mpekma y CBUM Tadykama Tor ckyna. Mehyrtmwm, Taj ckyn

HUje Mepe Hyja, ma mo JleberoBoj Teopemu Ta (QYHKIMjA HUje WHTErPA-

6unHa o Pumany. lakse, mpocrop Rla, b] dyHKIMja WHTErpabHIHEX 11O

Pumany nuje kommteran. Iberoso kommterupame je mpoctop Llla, b].
(257) U3 (255) Bumumo ja rBpheme aHamorso (222) He BaxkKu 3a HOPMHDAHE

upocrope Geckonaune aumensuje: (Cla,b], || - [l1) u (Cla,b], || - [loo) HuCy

n3oMopdHY MPOCTOPH, jep je jemaH KOMIIeTaH, a Apyru Huje. Hamwme,

MaKo KOMIIJIETHOCT HHje TOMOJIOIIKA NHBAPH]aHTa, OHA MOXKe /1a ce 1edrH-

uille y KaTeropuju TOIOJOIIKUX BEKTOPCKUX HpOCTOpa (WM, OIIITHje,

30Enementn cxyna Lla,b] cy samcra dynkmmje (Taumnmje, KIace eKBHBATCHIH]E (yHKIH]
Yy OJHOCY Ha peJialnjy ,= CKOPO CByaa”; CKOPO CBy/a 3HA4YM ,HA KOMILJIEMEHTY cKyma Jleberose
Mepe Hyna”), Wako Cy y 0Boj (Koja HuUje jemmma) KOHCTPyKmmju mpoctopa Ll[a,b] mobujermu xao
ANICTPAKTHU €JIEMEHTU KOMIIJIETUPAHOT TIPOCTODA.

37CTpOI‘O rosopehmw, || - ||1 HEje HOpMa HA mpocTOPY (byHKIWja MHTErpabuIHUX 0 PumaHy,
jep m3 ||f]l1 = 0 me cmegu f = 0. Baro ce upocrop Rla,b] nedunuie KAO KOJIMIHHIKHA [IPOCTOP
dyHKnMja nETErpabunHnx no PuMany y ogHOCY Ha pesanujy eKBUBaJI€HIHje ,= CKOpO cByaa”.
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ronoJomKkux rpyna). Hus , je, no nedununuju, Komujes, ako 3a cBaky
okonuHy V myse mocroju ng € N ca ocoburnom

m,m>ng = Ty — Ty €V.

TOmoJIOMKY BEKTOPCKU NPOCTOP (UJIM TOIIOJIONIKA, IPYIIa) jeé KOMIJIETAH
aKko cBaku, oBako Jedununcan, Komujes au3 kouseprupa. OBako jgedun-
HCaHA KOMILUIETHOCT YOIIIITaBa Je(DUHUIN]Y KOMILTETHOT HOPMUPAHOT ITPO-
cropa (nu KOMILIETHE HOPMHUPAHE IPYyIe) M OHA jé MHBAPUjAHTA TONOJIO-
mKke u anrebapcke CTpykrype (Mako HUje WHBAPUjAHTa CAMO TOIOJIOIIKE
crpykrype), Oyayhu ga je medunucana camo y3 momoh Te 1€ CTpyKType.
3amarak: /loka3zaru ma ca

=1t
— E — — ) dt
f n! /0 i n)
n=1
1e(pUHICAHO HEIPEKUIHO IPECIUKABAE HOPMUPAHAX IIPOCTOPA,

(CL0,1], 11+ floo) = (€10 AL, I - [oo)-

VY (206) cmo mokazanu ga je yaudbOPMHE JIUMEC HEMPEKUAHUX (DYHKII]a,
HenpekuaHa GyHKIHja. JIpyrum peunmMa: yHUMDOPMHU JIMMEC KOMYTHUDA
ca juMecoM 1o ¢buirepy okonmHa. Ha mcTtm HauwmH ce mokasyje Ja yHU-
GOpMHHI JTUMEC KOMYTHPA Ca JTIMECOM 10 (PUITEPY MPOOYIIEHUX OKOJTMHA.
Taxae, ako uu3 f, : X — C yuudopMHO KOHBEprupa u ako je rg € X,
OHJIa BaYKW

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—To N—>00 n—o00 T—ITo
O6u4nu TUMecH He MOpajy Ja KoMyTupajy°-. Ommre Tepheme je ciaenehe.
Heka cy S, T ckymnoBu Ha kojuma cy nebwunucanu duiarepu Fg, Fr u
meka je f: S xT — C ¢dynkuuja. IIpernocraBuMo s1a 3a CBako § OCTOjU
limg,. f(s,t) = ¢(s) n na 3a ceako t nocroju limz, f(s,t) = ¥(t). Ako je
MIPBU JINMEC YHUPOPMAH, Tj. aKo je 3a cBako € > 0

Hf(svt) - ¢(S)HOO = Slelg |f(57t) - ¢(S)| <rr &

ouna je limg, limz, f(s,t) = limg, limg, f(s,t). Joka3 je y cyurrutu
uctd Kao y (206).

ITpupoaHO ce MOCTaBIha MATAKE KOMYTATABHOCTH CA JJAMECOM Y TIPOCTOPY
nonesna, Tj. ca PUMAaHOBUM MHTErPasiOM; OJHOCHO, MUTAKE KAIa BAXKH

b b
lim fulx)de = / lim f,(x)dz.
n—oo a a n—oo
OBo nurame Huje neo tephema (260), jep jenan on auMeca Huje JUMeEC Of
fn(z), Hero numec mpunpyxene ¢yuxuuje ®; Ha mpocropy mozena (31).
Nuak, Baxu cienehe rephemwe: Ako Hus f, ¢pyHkuuja nHrerpabujiHuX 110
Pumany yHrdOpMHO KOHBEPTUPA, OHIA j€ THeroB JINMEC [, WHTerpabuIan
mo Pumany u xomytupa ca PuManoBuMm mHTETrpasoM.

38 mp. limn_ oo limg—1—0 2™ # limg—1—0 limp 00 ™.
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Jloxaz®?: Ako f, — foo yHEDOPMHO, OHJIA je CKYII IPEKH/Ia TPAHNTHE
dyukuuje foo nomckyn yuuje npekuzpa dynkuuja f, (jep ce Hempeku-
HOCT y Tadyku 4ysa upu yaudopmuom sumecy). Ilomro je csaka of
dyuknuja f, warerpabuina, mo Jleberopoj TeopeMu 0 WHTErpaOUTHOCTH
CKYTl TIpEKWJa CBake Of muX mMa JleberoBy Mepy Hysa, Ta je W CKYII
npekuga yukiuje fo, Jleberope mepe Hysa, MOIITO je CaApIKaH y IIpe-
6pojuBoj yHuju cKymoBa mepe Hyna. Jlakie, no Jleberosoj reopemu, fo, je
unrerpabuina dbyukuuja. Ako je £ > 0, onga je || fr — foolloo < &/(b—a),
3a BEJIMKO 1, 114 je

ffn dx—ffoo Jdz| < [[fn(z) = foolw)| dx

p|fn() foo(x)| dz
)||fn foollo <e,

Tj. f fn(x)dx — f foo(x) dx. TIpumep musa f,,(x) = (n+ 1)z(1 — 22)"
(nnu g, = nzzce’m”) Ha unrepsaiy [0, 1] nokasyje na oBO HeKaJ HE BaXKu
3a HeyHH((pOPMHE JTIMece.

(262) 3aparak: Jlokaszatn na ako fp, — foo ¥ HOPMH || - ||oo OHEA fr, = foo ¥
HOpMH || - ||, 32 p > 1.

Ha cavuan nauun ce qokasyje u ga CTUATjecoB HHTErpaJl KOMyTUDPa Ca

yHAMOPMHUM JTUMecoM (PYHKIHje KOja ce HHTerpaiu, Tj. Aa 3a (DYHKIIHjy
orpaHuYeHe Bapujanyje ¢ U yHu(pOPMHO KOHBEPIeHTaH Hu3 [, BaXKn

b b
tin [ fule)dg(e) = [l fuo) dy(a).

n— oo

Ag%og%@

CruitjecoB unTerpas He KOMyTupa ca yHuOPMHUM JIUMECOM (DyHKInje
M0 KOjOj Ce WHTerpaJju, ajau Baxe ciemeha Tephema.

Baparak: Heka je f : [a,b] — C menpexkunna byukuuja u g, :
[a,b] — R um3 dynxkmmja yrnupopmmno ozparnuvene eapujayuje, Tj. TAKAB

Ja je

sup Varg ;) (g,) < C,

neN
KOju KOHBEPIUPA Ka ¢oo y 00M4YHOM cMucsy (no taukama). lokazaru ja
je

b
lim [ f(z)dga(a / f(z) dgso(z).

Bagarak: Heka je g, : [a,b] — R uu3 dbyuknuja orpanuvene Bapu-
januje, rakas Ja je g, (a) = 0 3a cBe n. AKO HU3 g, KOHBEPIUDPA KA Joo Y
upocropy BV ([a,b],R), tj. y nopmu Vary, ) (-) (Buzern (143)), moxasaru
J1a 3a TPOU3BOJbHY Hempekuaay Gyuknmjy f : [a,b] — C Baxn

b
lim [ f(z)dg(x / [(z) dgoo(z).

n—oo

39Z[0Ka3 oBOr' TBphema 3amcra MOXKe, y3 MaJIO TOJAaTHE apryMeHTallHje, Aa Ce CBeJle Ha KO-
MyTupamwe limy, oo ¥ Jaumeca y npocropy mozena. To hemo, y HemTo ommrujeMm OGJMKY, ¥ 13
ypanumo y I'masu 4; oBJe gajemMo ApyrH, Majl0 TUPEKTHHjU, TOKA3.
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KomyTaruBHOCT HHTETpajia ca JIUMECOM je CJIOYKeHHje MATame aKo je MH-
Terpaj HecBOjcTBeHH. Taja je caM HeCBOjCTBEHM WHTerpas JepUHUCAH
Ka0 JINMEC CBOjCTBEHOT, Ia J1a OMCMO 3aKJby YU A BarKu

B B
lim / fn(z)dx = / lim f,(x)dx
n—oo a a n—oo

3a WHTErpas Koju je HecBojcTBeH y [, MOTpeOHO je ompasraTtu ciaemeha
KOMYTHpPaha JIUMeca:

n—o0 b—pf

B b
lim [ fo(x)dz = lim lim [ f,(z)dx
n—oo a - a

b
=gl [ nle)d
b

— bl_i%l, aflimn_ﬂ><> fu(x)dz
B8
I Jim. fn(x)de.

VYKomuko f;, yHruMOPMHO KOHBEPTAPA, OMPABAHO je KOMyTHpambe lim, .o

b
ca fa y Tpehem kopaky. Anwu, na 6u 6GUI0 OMTPABIAHO KOMYTHDPAHE JINMECa,
lim, ,o u limy_,g_ moTpebHO je ma jegam on muUx Oyne yHHOpPMaH y
OIHOCY Ha IIPOMEHJbHUBY M3 APYTOr. YKOJIHKO je To limy_,g , KaxkeMo na

HECBOjCTBEHUM WHTETPaJI ff fn(x) dzx xoneepzupa ynugopmmo no n.

3anarak: Heka je X[, Kapakrepucruuna yHKIMja WHTEpBAIA
[0,n]. Jokasatu na HE3
_ Xjon]
on

fn

yundOpMHO KOHBeprupa Ka 0, amm ma fooc fu(x)dzr — 1. Koju ox ycaosa
KOMYTATHBHOCTH JINMECA W WHTETPAJIA W3 MPETXOQHOT 3aKJby IMBarha HUje
38/I0BOJHEH !
N3Box ne komyrupa ca yHudOPMHUM JiuMecuMa (IITO MOKa3yje HIp. HU3
folx) = 2(1 + n2®)~! wm g, (x) = n~'sinn?z), amu Baxku cieaehe TBP-
hewe: Heka je f, :Ja, 8 — C un3 mudepennujabmnanx dyHKIMja, TAKAB
na Hu3 uszeoda f], yHndopMHO KOHBeprupa Ka g o, 8 — C, u ma je f,,(to)
KOHBEDPIeHTaH HI3 KOMILJIEKCHUX OpojeBa 3a Heko o €|a, f[. Tama vus f,
yHuGOPMHO KOHBeprupa Ka audepennnjadburnoj dyukimju fo, TaKBOj 12
je fio = g. Hdoka3 ynudopmue KoHBepreuuuje Husa f, cieau us3

[fa(®) = Fm )] < [ fu(t) = fin(t) — falto) + frm(to)| + | falto) — fm(to)]
npumenom Jlarpamkese Teopeme®? ma bynxunjy f, — fn, # Kommjesor
KpUTepHjyMa KOHBePreHIuje 3a Komtyierne HopMe || - || 1 |- |. Ha cimaan
HaYWH, TPIMeHOM JlarpaH:keBe TeopeMe ce T0Ka3yje J1a 3a CBaKo a €, ]

" Jult) = Jn(a)
t) — a
t) = n
9n(t) t—a
yHIMOPMHO KOHBeprupa. llomTo je

foolt) — foo(a)

. _ 12 . _
lim g, (8) = fo(a),  lm gn(t) = =———

40JlarpaH>KeBa TEOpeMa He BAXKK 33 KOMILIEKCHEe (DYHKITHje, ajl Pa31BajalbeéM DEAJIHOT U
MMAaruHapHOT Jiesia TBpheme Koje T0Ka3yjeMo ce CBOJM Ha aHAJIOTHO TBPheme 3a peasiHe MyHKIHje.
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jemmaxocr fl = g caequm u3 (260). 3aucra, HONITO je g pABHOMEPHH JIMMEC
Hu3a f], y uspasy
_ . / _ . .
gla) = [, fnla) = Jin, 15 a0

JuMecHu Mory Ja Komytupajy. Omarie ciean

g(a) = lim lim M

[Momro vu3 f, yaudOPMHO KOHBEPIUpPA, KOHBEPrUpajy u Hu30Bu fn(t) u
fn(a), na je
o Joe) = Jrel@)

_ gt
gla) = Jim 2Tl g ()
3a CBaKO a.
3amarak: /lokazaru 1a je ca
o0
log (1 + nz)
flw) = X:jl e

nedbunncana dbysxmmja f : [2, +oo[— R kaace C™.

Bajmarak: Hexa je C'la,b] npoctop Hempekumno mudepeHiujabuIHux
dbyukuuja (1j. mudepennujabunnux yHKIMja KOje UMajy HEIPEKUIAH
npsu u3son) u d : C'fa,b] x Clla,b] — R dynkumja nebunncana ca

d(f.9) = (@) = 9(a)| + max |1'(8) = g (O)].

JokazaTu 1a je d MeTpuKa u Ja JTUMeC CBaKOr HHU3a f, KOju KOHBEpPrupa
y Merpuuarom mpocropy (Clla,b],d) komyTupa ca m3BomoM, Tj. 1a je 3a
cBaku TakaB Hu3 (limy, o fn) (t) = lim, o £/ (t). doxasaru ga je u

do(f,9) = nax. |f(t) = g(t)| + ez, |f'(t) = g'(t)]

merpuka va C[a, b]) u na uu3 konseprupa y (C'[a, b],dy) ako u camo ako
konreprupa y (C[a, b], d).

Bagarak: Jlokasarn ga npocrop (C®[a,b)], || - ||oo) dyHKIMjA KOje nMmajy
U3BO/JI, TPOM3BOJHHOT PEJIa HUje KOMILJIETaH y OJHOCY Ha yHU(DOPMHY HOPMY
I+l

Bamarak: Jlokasaru na npocrop (CF[a, b], || ||ee) dynxuuja xoje cy k myra
HeupekuHO Judepenuujadbuine (1j. dynkuuja koje cy k nyra audepen-
nujabunue, npu demy je f*) menpexmuma dyHkuuMja) HUje KOMILIETaH y
onnocy Ha yHUMDOPMHY HOPMY ||« ||oo, @K /A je KOMIUIETAH y OJHOCY Ha
HOPMY

£ llex == 1Flloo + 1 oo + -+ 1F® oo

Henpexudna nuzde dupepenyujabuana dynrkyuje. Heka je
Y(x) =d(z,Z) = min{x — [z], [z] + 1 — z}.

Oyarnmja ¢ je HempeKWIHA, MepHOANYHA ca rmepronoM 1, miny = 0 ce
JIOCTHZKE y Tadkama u3 Z, maxty = % y TauKaMma u3 % + Z. Oyukmumja
2+ 1(x) uMa JIeBU U JIECHU U3BOJ, Y CBAKO] TAYKHU, Al HUje nudepeHIy-
jabuiaHa y TauKama y KOjUMa JIOCTHKE MAKCUMyM U MHHHMYM.
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Tama je dynknumja
o0
Z 9/10)™(10"x)

HEMPEKUIHA y CBAKOj, & HUje AudepeHnujabuina Hu y jeIHOj TAUKH.

Baucra, u3 Bajepirpacosor crasa (196) u KoHBepreHiuje reomerpu-
jexor pema Y. 107" cmemm ma pen HA JECHO] CTpaHW yHU(DOPMHO KOH-
Beprupa, na u3 HempexkuaHoctu dyukimja 10~ ") (10"z) caemn na je f
HernpexknHa (hyHKINja.

Heka je a € Ru k € N u mexa je §;, = £107%"1, rae je 3nax usabpan
tako 1a m3mehy 10%a u 10¥(a + &) mema memax 6pojesa (To je moryhe jep
je |10%6;] = 10~1), 1j. Taxo ga je dynxuuja ¢ muneapua usmehy Ta aBa
6poja. 13 nepuonmanoctu pyHKIHje P caean aa je

¥(10™(a + 6;)) — ¥ (10"a) =0 3a cBe n > k,

mna je
[ fetbot@| — |5 W;,?’ ($(10"(a + b)) — 1 (107a))|
= | Yoy CAOE (10" (a + k) — 9 (10"a))]
> (20 “” [W(10%(a + 8;)) — $(107a))|
!z b1 O10 (1 0n (0 4 5,)) — p(107a))|
=9k — Zﬁ:i 9 =13k +1).
[Momro 6, — 0 kKam k — oo, caenu ma He mocToju limy g w, Tj.

dyuknuja f #auje nudepeHnujaduIHa y @, 38 TPOU3BOHHO a € R.
Henpekuanux dbyHkIimja Kao MITO je OHAa KOHCTpyrcana y (268), uMa Buiie
Hero oHux Koje cy nerge (6ap y jeaHoj rauku) audepeHiyjabuine, y cie-
aehem cmucy:

e Ckyn Henpekuaaux QyHKIUja KOje HucCy audepeHiujabuiine nu y jes-

uoj Tauku je ceyma ryct y (C[0,1], || - [loo)-
e Ckyn dyHKIHja KOje MMajy KOHAYaH M3BOJ y Oap jeHOj Taukh je
ckyn npse Kareropuje y (C[0,1], ] - ||oo)-

Joxka3z: [oBo/pHO je JOKa3aTu APyro TBphebe; MPBO CIeau U3 hera Ha
ocuoBy Bepose Teopeme n xommiernoctu nmpocropa C|0, 1] y yaudopmuOj
METPUIIH.

JloBo/bHO je oKa3aTu 0BO TBpheme 3a peasnne ¢pyukiuje. Heka je Ay
ckyn dynkmmja f : [0,1] — R koje 3a mexo = €]0,1 — k~1[ 3a10B0maBajy
HejeITHAKOCT

If(x+h)— f(x) <kh 3acBe0<h<k '

Ckyn A = ;o Ax canpxu cBe yHKIHUje KOje MMajy KOHAUAH JECHH
u3Box y Hekoj tauku u3 [0, 1[. okaszahiemo ma je caku o ckynosa Ay
3aTBOPEH M HUTJIE I'YyCT, OJAKJIE CJEIM J1a je A CKyIl IpBe Kareropuje.
Ia 6ucmo joKasa/u j1a je Ay 3arBOPEH, LPETIOCTaBUMO /13 je [, Hu3
u3 Ag m na f, = foo (y HOpME || - ||oo) Kam n — oo. Ilomro je f,, €
Ay, nocroju z,, € [0,1 — k71| 3a xoje je |fn(zn + h) — falxn)| < kh 32
0<h<1-—uz,. Usxommakraoctn untepsasa [0,1 — k~1] ciemm na nus
Ty, WMa KOHBEPTeHTaH MOJHHU3 T,(n); HEKA je Too HErob ammec. Axo je
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0 <h<1—w, 0812 je, 32 IOBOBHO BEUKO 1, 0 < h < 1 — (), Ha 3a
TakBe h BaxKu

|foo(Too +h) = foolToo)| £ ‘fOO(xOO"‘h)_fOO(xw(n)""h)l""
+  fom) @pm) +h) = fom) (o) |1+
+ |f<p(n)(xga(n)) - foo(xap(n)” + ‘foo(l'tp(n)) - foo(xOO”
+ kh+||fap(n)_fOOH+|foo('rap(n))_f00($00)"

(270)

[Toce mpenmacka Ha JuMecC Kaj n — 00 100mjamo

| foo (Too + h) = foo(Too)| < Kh,

OITHOCHO foo € Ay, mITO 3HaYU 112 je Aj 3aTBOpEH.

IMomro cmo y (243) mokasanu Ja je CKym [0 IO Je0 JINHEAPHUX
dyukuuja rycr y C[0,1], na 6ucmo nokazanu na je Ay wurge rycr 1no-
BOJBHO j€ /14 JIOKazKeMO /13 33 CBaKy JI€0 IO €0 JjiuHeapHy ynkuujy L
caka orsopena Jonrta B|L;e[ y C[0,1] campxu dbyHKImjy Koja HUje y
Ag. 3a rto hiemo ymorpeburu dbyuxnujy ¢ nedunucany y (268). Heka
je S makcmmasiHa amcosiyTHa BpeaHoct nHaruba dynkiuje L. 3abepumvo
m € R Tako ga BaxKu

me > S+ k.

Tana dynxmmja f(z) = L(x) + eyp(ma) 3amosomasa || f — Ll = €/2, ma
je f € B]L;e]. Ilowmro je anconyrha Bpeanoct Haruba yHKIMje T —
e(mz) jennaka em, u3 usbopa m cuaexu aa je naru6 Gpyunkumje f sehu
on k y cakoj tauku untepsana [0,1 —n~], na f ¢ Ay.

Zunujesa meopema. Heka je M wkoMmakTan CKym u f, MOHOTOH HU3 pe-
anunx Gyukuuja y C(M) koju obudHO (MO Taykama) KOHBEPTUpPA Ka He-
npekuaHoj GyHKIuju foo. Tama f, yHuDOPMHO KOHBEPIHpPA KA foo-

MOHOTOHOCT OBIe O3HAYABA MOHOTOHOCT y OJHOCY HA MPUPOIHY Pesia-
umjy noperka <M wa C(M): f <M g & (Vo € M) f(z) < g(z). (Hosomno
je mpernocrasutu u ga je uu3 f,,(r) MoHOTOH 3a cBe © € M).

Hokas Teopeme: Heka je g, = |foo — fn|- Tana je g, onamajyhu uus y
C(M) u limy, o0 gn(x) = 0 3a cBe x € M. Hexka je naro € > 0. 3a cBako
n € N, ckyn

Fu={z€M|g()>e}

je 3arBopen u Baxku F, 1 C F,. U3 g,(z) — 0 3a cBe x ciean na je
o0
ﬂ F,={x e M| gy(x) >e3acen}t=10.
n=1

Oparne, 36or koMnakTHOCTH TpocTopa M, Ha ocuoBy (229) caexu na je
F,, = 0 3a neko ng, ma je gn,(z) < € 3a cee © € M. Ilomro je uu3 g, ()
onanajyhu 3a cako z, onamajyhu je u vu3 ||gn |0, na je

nlggo gnlloo = rILIelfN lgnllce < llgnolloo <&,

IITO 3HAYH A3 ||gnl|cc — 0.
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(271) Axko je f, : [a,b] — R monoron nu3 y Cla,b] koju koHBeprupa Ka fo, €

Cla, b], u3 Juuujese Teopeme (270) u KOMYTATUBHOCTU UHTEIPAJIA U yYHU-
dopMHOr JTUMeca Caean

b b
lim fo(z)de = / foo() dx.

n— oo

OBa unmennia MoTHUBHINE ciieaehy, ancTpakTHy, JeDUHUIIN]Y UHTErPATIA
koju yorraBa Pumanos u Jleberos nurerpan n Hazusa ce Janujesosum
unmezpasom. Heka je £ momckyn peasHor BekTopckor mpoctopa RT camx
peamnux dyukmuja f : T — R xoju numa cnemeha cBojcrsa:

e & je BEKTOpPCKH mpocTOp Hal R

e f,ge& = min{f, g} € & AN max{f,g} €€.
Hpyro cBojcTro je ekBuBamenTro ca f € £ = |f| € €.

Oyukimje havuninje £ HA3UBAMO eAeMEeHMAPHUM PyHKyujama. TIpec-
mukaBame [ : £ — R HasuBa ce eaemenmaprum uHmMezparsom aKO 33I0BO-
JbaBa cjejiehe akcuome:

(E1) I(Nf+pg) =AM (f)+ul(g) 3a f,g € E, N\, p € R (auneapnocr);

(E2) f>0= I(f)> 0 (mosurusHOCT);

(E3) Axko je f, \, onazajyhu uus y € rakas na f,(t) — 0 kag n — oo 3a
cee t € T, ouna I(f,) — 0 (HempekuaHOCT).

3agarak: Jlokazaru ga y nperxoaHoj AeduHUNINjn aKCHOMa Hempe-
kugaocTr (E3) Moxe ma ce 3aMeHE €eKBHBATIEHTHOM AKCHOMOM
e Ako je f, pacryhu uus byukuuja y £ rakas ga f,(t) — foo(t) xkazg
n—oo3acseteT u foo €E,0nnal(fn) = I(fo)-

Honckyn S C T uma mepy Hy.aa y OJHOCY HA €JIEMEHTAPHA WHTErPaJl
I ako 3a cBako ¢ > 0 mocroju Heomanajyhu HuU3 HEHEraTUBHUX (DYHKITH]jA,
fn € € TakaB na je I(f,) < € u sup,, fn(s) > 1 3a cBe s € S. Ako HeEKO
TBpheme BaXKU CBYJa CEM MOXK/IA HA CKYIy Mepe Hyja, KaXKeMO Ja OHO
BazKU CKOpo ceyda.

Y3 nomoh MoHOTOHE KOHBepreuuuje (Tj. AKCHOME HEIPEKUIHOCTH
(E3)) eneMeHTapHN WHTErpaJ C€ MOYKE TPOAYKUTH ca cKyna & Ha Behn
cky, Ha caenehn waumn. Hexka je DT ckyn ceux dbynkmmja foo € R xoje
cy sumec meonazajyher uusa f, € € ckopo cByua (1j. fn(t) = foo(t) 3a
ckopo cee t € T') 3a koju je uus I(f,,) orpanuuen. Uarerpan Gyukuuje foo
rana ce geduniie Kao I (fo) = lim, 00 I(f). 3 akcuoma esemenrapuor
UHTErpaJia cjeju J1a je oBaj objekar n1o6po pedunucad (Ja He 3aBUCU 01
u300pa HU3a fp, KOju MOHOTOHO KOHBEPTHUPA KA, foo U A 3AUCTA POy KABA,
I, 7j. je3a fo € € 3a kOje je BpenHOCT I(fo) Beh medunncana, nobujeHn
JIIMEC Ha JIECHO] CTPAHM jeJHAK TOj BPEJIHOCTH).

Ckyn D™ nuje 3aTBOPEH y OJHOCY Ha MHOKEH>€ HeraTHBHUM CKaJIapoM
(na TMMe HU y OJHOCY HA OJy3HMAame), TaKO Ja HUje BEKTOPCKU [IPOCTOP.
Hedurumumo 3aro D := {f — g | f,g € DV}. Janujeros unmezpan je
JuHeapHu (ByHKIMOHAT

I:D—=R, I(f-g):=1I(f)—-1I(9) safgeD"
oBaj (yHKIMOHAJ ce TpoayXkKyje Ha Komiuiekcae ¢dyuknuje f : T — C

9YHMju peaHu W UMaruHapHu Jeo npunanajy ckymy D, ca I(f) := I(Re f)+
tI(Im f).
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Bagarak: [okazaru Hejennakoct Tpoyrma [I(f)| < I(|f]).

ITomohy /lanmjetoBor nHTErpaia MOXKe 1a ce AeduHHIIe Mepa CKyIIa:
monckyn A C T je mepanus akO HEeroBa KapaKTepUCTUIHA (DYHKIINjA X A
npunaga ckymy D; Benanmunna p(A) := I(x4) Ha3uBa ce mepom cxyna A.

Kao cnenujanan ciydaj Janujesosor unrerpana 3a £ = Cla, b] (npoc-

TOp HenpekuaHuxX PyHKIMja) u [ = ff (Pumanos unTerpan) nobuja cet!

JleGeros unrerpai (256).

Bapnarak: Heka je T = {t1,...,t,} KoHAUaH cKyn u HEKA je £ CKym
ceux dyukuuja f: T — R. Joxkazaru 1a je ca

I(f) == f(t)
k=1

nebunucan erementapau lanujesoB waterpan wa £. Illra je y oBom
cay4dajy ckyn D u Hauujenos unrerpan I : D — R?

(272) ®amunuja K upecaukasawa f : M — N merpuukor upocropa (M, dys) y
(N,dy) ce HA3MBA PABHOCTNENEHO HENPEKUIHOM AKO

(Ve > 0)(36 > 0) das(z,y) <6 = (Vf € K)dn(f(z), f(y)) < .

Baparak: [okaszaru ga je bavummja {fy : [0,1] = R}xea audepen-
nujabmrHnX QYHKINja TAKBUX 13 j€ CKYII

{fA(@) [ A e A, = €]0,1[}
OI'DaHUYEH, PABHOCTENEHO HenpekuaHa. 3a koje p €]0, +o00[ je dbamunuja
fo:[0,p] > R,  fo(z)=2", neN
paBHOCTereHo HenpekuaHa? 3a koje p €0, +o0o| je damnanja
gn i [0,p) = R, gn(z) =cosnz, neN

PABHOCTENEHO HEMpeKuIHa !

3amarak: Koju ox cienehinx Hu30Ba Cy paBHOCTENEHO HENPEKWTHH,
a KOJU PABHOMEPHO OTPAHUYEHU:
(a) fn: [07 1} =R, fu(z) = 2™
(6) fu:[0.1[= R, fulz) = o™
(B) fn:]0,1—¢%] =R, fu(z) =am;
(r) fn:[0,1] = R, fn(x) = cos(nx)?
(273) Apueaa—Acrorujesa meopema. Axo je M cemapabusian METPUYKHU IIPOC-
top u fp, : M — C un3 xkomiuiekcHux ByHKIHja KOju je
(a) orpanmuen no raukama (tj. (Vz € M) sup{|fn(x)| | n € N} < +00)
(6) paBHOCTENEHO HENPEKUIAH,

41Tpa,ZLI/ILU/IOHaJIHO ce Jleberop mHTErpas KOHCTPyHIIE ca ApPyruMm u3bopom, 6e3 mo3uBarba
Ha Pumanos, 3a ckym £ ce y3uMa CKYyI JIMHEAPHUX KOMOWHAINja KapPAKTEPUCTHIHUX (DYHKIIH]a
MepJBPUBHX CKyTIOBA (0BOME, IPH OBAKBOM NPHCTYILY, IPETXOau yBoheme xoruenta Jebezose mepe
m U MepasU6o2 CKYNG TMpe KOHIENTa WHTErpaaa, JOK je Y anCTPaKTHOM MPHUCTYIY KOjH OBJE Na-
jemo o0pHYTO — Mepa Ce M3BOLW W3 MHTErpaJsa) a Ipeciaukasame | ce medmHHUINE KAO JIMHEAPHO
POy Kebe ,,TOBPINKHE UCoj rpaduka kapakrepuctuyte dyuknuje” (tj. I(xa) = m(A)).
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OH/IA OH WM TTOJHW3 KOju YHUMOPMHO KOHBEPrUpa HA CBAKOM KOMIIAKT-
HOM ToficKymy y M.

Jlahemo noka3 oBor TBphema Koju HIyCTpyje T3B. JUuja20HaiHU NOC-
mynak (Bumetn Hanmomeny 2 wa crp. 19). Ilomrro je M cemapabuian,
mocToju pebpojus ryct noackyn S C M; mopehajMo merose Tauke y HU3
S = {z1,z2,...}. Jedunummmo uu3 nmogckymnosa N C N ckyna mpupoj-
Hux OpojeBa mHAyKTHBHO; Heka je Ng = N. Heka je N medumncano.
[Tomrro je, no npermocrasim (a), {fn(Zk+1)}nen, OrPAHUYEH HU3 KOM-
IJIEKCHUX OpojeBa, OH CajpzKu KOHBEpreHTaH nojaus. JApyrum peduma,
mocToju 6eckonavan ckyn Niy1 C Ni, TakaB /1a TIOCTOjH

li .
Nk+113H’r}—)oo fn (zk+1)

Tuwme je nedbunncan au3 ckymosa { Ny }. CBaku oz 0BuX CKynoBa je ypehen
(xkao monckyn ypehenor ckyna (N, <)), ma mMoxeMmo Ja u3abepemo k—Tu
eslemenT u3 ckyna N 3a cBako k (aujaronajau m30op); OZHAYMMO ra Ca

ng. Heka je N := {ni,ns,...}. OBaj ckyn je GeckoHadyaH; U3 HEroBe
KOHCTPYKIIFj€e CJAeIu Ja 3a CBaKO T € S MOCToju
lim x).
N>n—o0 fn( )

Heka je K C M xommnakran ckyn u € > 0. I3 (6) caenn ma mocroju 6 > 0
ca 0COOMHOM
€

d(z,y) <0 = (Vn)|ful2) = fu(y)] < 5

Heka cy Bi,..., By OTBOpEHE JIONTE MOJYNPEIHUKA 0/2 Koje TIOKPUBAjy
K (kopucrtumo kommaktHoct ckyna K). Ilomro je S rycr y M, nocroju
x; € SN Bj 3a ceako j. Ilomro je x; € S, nocroju mmec fy(x;) Kaz
N > n — oo. U3 Komujepor yciosa (y xommuiernom npocropy C) cienu
Jiv:)

(Fno e N)(Ym,n € N)m >n > ng = |fn(z;) — fn(z;)] < %,
3a cse j € {1,...,k}. Heka je x € K upoussosbna rauka. Tana je € B;

3a HeKo j, ma 3a cBe r; € B; NS Baxn d(z,x;) < ¢ u 3aT0 je

(@)= fm (@) < [fo (@)= fo (@) [+ fu(25) = fon () |4 fin (2) = fn (2)] <.
Opnarne cuenm na je supy | fn(2) — fm(2)| < &, mTo mokasyje na je uus f,
Kommnjes y xommernoM npoctopy (C(K), || ||oc), @ THME U KOHBEpPreHTAH
y yandopmuoj mopmi || - [|oc.

Bagarak: Heka je f, : [a,b] = C paBHOMEpHO OrpaHWYeH HU3 HHTE-
rpabunaux dysknuja. Jlokazaru ma Hu3

FE, :[a,b)) = C, F,(z)= /w fu(t)dt

UMa PAaBHOMEPHO KOHBEPIrE€HTaH ITOJHU3.

3amarak: Hexa je f, : K — C paBHOCTENEHO HENMPEKUIAH HU3
dyuknuja meduHECAHNX HA KOMIIAKTHOM mpocTopy K, Takas ma je 3a
cBako x € K uu3 f, (z) xouseprenran. Jokaszaru na je u3 f, paBHOMEPHO
KOHBEPI'€HTaH.
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ITocroju u cieneha sapujanTa Aprena—Ackoaujese Teopeme: Heka je M
KOMIIAKTaH MeTpudky mnpoctop, Y Banaxos mpocrop u (Cy (M), | - [leo)
Banaxop npocrop HenpekuaHux npeciaukasama f : M — Y ca yaudopm-
HOM HOPMOM || - ||oo. Homexyn K C Cy (M) je pesaTHBHO KOMIAKTAH AKO
U CaMO aKoO Cy 3a70BojbeHa cieneha Ba ycaosa:

(a) davusuja K je paBHOCTEIIEHO HENPEKUTHA;

(6) 3a cBako x € M ckyn K(z) := {f(z) | f € K} je penaruBro KOMIIaK-

TaHy Y.

Hokas: (=) Heka je K C Cy (M) penarusuno koMmuakrag ckyi. Ilo-
mro je Cy (M) xomruteraH, u3 (228) cieam na je K TOTAIHO OrpaHudeH,
IMTO 3HAYM JIa 3a CBAKO ¢ > ( mMma KoHA4HYy c—Mpexy. Jlakie, moc-
Toju KoHauHa damuuja fi,...,f, € K Taksa ma 3a csako f € K 3a
Heko f; Baxu ||f — fillo < €/3. Cmenmjamno, 3a cBako = € M je
| f(x) — fj(z)]| < e. To nokasyje ma je K(z) roranno orpanudeH, na u3
KoMmrieTHocTH npocropa Y ciean (6). Ocraje na mokaxkemo (a). Iormnro
je M xommnaxkTan, n3 KanTopoBe TeopeMe cen 1a Cy CBa MPECTUKABAHA
u3 Cy (M) yuudopmuO HenpekuaHa, 1ma nocroju 6 > 0 ca CBOjCTBOM J1a 3a
cnaxy ox dymmia fi, .., fu vanca d(z,y) < 6 = | f;(x) — fi ()] < 2/3.
13 mejegnaxoctu Tpoyria onma ciaexu ga je || f(x) — f(y)|| < € 3a cBako
f € K, wro nokazyje (a).

(<) Homrro je Cy (M) KoMIIETaH, JOBOJBHO je a JOKayKeMo Ja je
K Toramuo orpannven. Heka je € > 0. U3 (a) ciaeam Ja cBako = €
M wma orBOpeHy OKONMWHY V, KOja mMa CBOJCTBO Ja 3a y € V., Baxknu
If(x) — f(y)]] < €/4 3a cBe f € K. ®amunuja {V,}zem je orBopeno
OKpuBame KoMiakTHOr npocropa M; no Bopesn—Jleberosoj Teopemu ona
MMa KOHAYHO NMOTHOKpmBamse Vi ,...,V, . U3 (6) ciequ ma je cBaku
orn ckynosa K(z;) pelaTHBHO KOMIAKTAH, IQ IOLITO je OBHX CKYIOBA
KOHA4YHO MHOTO, U lbUXOBA YHHU]A jé PEJIATUBHO KOMIIAKTAH CKYII; 03HAYUMO
oBaj ckyn ca S. 13 KOMIAKTHOCTH CKyna S CJIeIH J1a Ce OH MOKe OKPUTU
ca KOHAYHO MHOI'0 OTBOPEHUX JIONTH Hojtynpednuka €/4 (13 orBopeHor
nokpusama { Bs; c/4[}scs MOXKe Ja ce H3IBOjH KOHATHO MOTIOKPUBALE).
O3HAYMMO IEHTPE OBUX JIONTH CQ S1,. .., Smym. Heka je F' cKym CBUX Ipec-
JIMKABAbHA

Y:{l,...,n} = A{1,...,m}

u HeKa je, 3a cBaKo Y € F', Ty ckyn cBux npecankasama f € K Taksux ga
3a cBako j € {1,...,n} Baxu ||f(x;) — sy || < /4 (mexn on ckymosa Ty
Mory ma O6yay u npasmn). Ilomro nonte Bls;; /4] nokpusajy S, ckymosn
T, nokpusahe K. Tpeba camo jour na JOKaxKeMO Jia CBaKH O OBUX
CKyIIOBa MMa JIMjaMeTap Mamu OJ £; TO he 3HaduTu 13 onu (Gopmupajy
Konauny e-Mpexy 3a K. Heka cy, 3a mexo ¢, f,g € T,. Tana 3a cBako
y € M mocroju j € {1,...,n} Taro ma y € V,,, ma je

W)= f)ll <e/4, Ng(y) =gl <e/4, [1f(x;)—gla;)ll < e/2

(mocenmba mejenmaxocr ciaeau u3 nedununuje Ty f w g cnuxajy x; y
UCTY JIONTY MOJyTpeYHnKa €/4). 3aKkibydak CJIeay U3 MPeTXOJHe TPU He-
JeTHAKOCTU W HEjeTHAKOCTH TPOYTJIA.

V3 nomoh Apriena—Ackonujese Teopeme Moke sa ce yomritu Jgeo [Tukapo-
Be TeopeMme (252) KOju roBOpH O er3UCTEHIIUjU Pellenha AudepeHIrjaglHux
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jemnauwmna. To TBpheme je Ileanosa meopema; jeHA jeTHOCTABHU]jA, BEP-
3uja oBe Teopeme riacu: Heka je f : [xg,z0 + a] X R — R Henpekumna
dyuakmumja. Taga jennaanna

y/ = f(x,y)

uMa pellerbe Koje 3a10BosbaBa Y(To) = Yo-
Jokas: Heka jen € Nux; =x9+aj/n3aje€{0,1,...,n}. Hexa je
Yn : [To, 20 + o] = R byrkunja nedunucana ca y,(x9) = yo

Yn(x) = f(x,yn(z;)) saz; <z <ajp0

u Y, (z;) Tako ma je y, wempexkuama. M3pas y,(zr;) na gecHoj crpamn je
KOHCTaHTA, 1a je dyHKIHja Yy, Ha 0BAj Ha4YWH H00po medwunucana. Ona
3a/I0BOJbABA JEIHAYUHY

xX

@) =0+ [ =0+ [ () + hale))
xo Zo

rze je hn(t) =y, (t) — f(t, yn(t)) 32t # x5 1 ha(2;) = 0. Bat € [x;,741]

je hn(t) = f(t,yn(z;)) — f(t,yn(t)). Hexa je 6 > 0. N3 xoMmakTHOCTH

UHTEpPBAJA [Tq, Zo+a] 1 HenmpernanocTn GyHKuje [ caenu aa je ||ynlloo <

b 3a mexko b € R. U3

n(®) = nep) = |

x

W)= [ sl ds

cleAu A je, 3a JOBOJBHO BENHKO M, |Yn(t) — yn(z;)| < 0. Omarsie u u3
HenpekuaHoctn dyukimje f caenn ||hy,|lec — 0. U3

) =30 < [ 0)] + o)

3a [zg < u < v < % + a] n HenpekuaHOCTH yHKIMje f HA KOMIAKT-
HOM CKYIY [Zo,Zo + a] X [yo — b, yo + b] cineau na vHu3 y,, UcCiymbaBa ycI0Be
Apuena—Ackonujese Teopeme (273), na uma nogHU3 KOju yHUGMOPMHO KOH-
Beprupa Ka Hekoj dpyukuju y. Ilomro yandopmun mumec KOMyTHPa ca,
WHTErpajaoM, QYHKINja i 33T0BOHaBa

va)=w+ [ " H(ty(t)) dr,
Tj. y'(x) = f(z,y(x)) m y(z0) = Yo

3amarak: Ilpumernmo ma IlearmoBa TeopeMa TOBOPHM CaMO O E€r3WC-
TEHIUju, ajiu He u O jeauHcTBeHocTu (kKao [Tukaposa) pemema. Hahu cse
dbyuxmmje koje 3amosomanajy ¥’ = +/|yl, y¥(0) = 0 (uma ux Bume). Hahn
(jermucTeny) dbyHknujy Koja 3amosomasa iy = y2, y(0) = 0. O6jacHnTn
oBo y cerny [lukapose u [leanose Teopeme. Y mpBoMm ciyuajy dyHKIHI]jA
Ha JiecHoj crpanu je (yHubOpMHO) HENPEKUHA HA PEATHO] OCH, AJIU HUje
JIunmunosa (ua ITukaposa reopema He MOXKE Jja Ce LIPUMEHH); Y JAPYIOM
C/Iydajy je HeNpeKuaHa, aju Huje yHu(OPMHO HeNpeKumHa (a TUM Tmpe
uu Jlunmunosa); unak, Ilukaposa Teopema (252) Moxe Ja ce TPUMEHH
(3amTo?).
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Bagarak: lokazaru na [lukaposa (252) u Ileanosa (275) reopema Baxke
u 3a jepnauune y' = f(x,y) no byukumju y : I — C”, ako je f :
R x C" — C menpekujna y ciayuajy Ileanose, ognocuo Jlunmmuiosa y
ciyuajy TTukapose Teopeme. OBO YOMIIITEHE CE OTHOCH HA PEITUBOCT CHC-
Tema audepeHIyjaTHnX jeqHadnna. JlokasaTtn ma ce CMeHoM y = yp,y =
Yo, ...,y =y, mabepennujaama jeHAYMEA N-TOT Peaa

y" = f(zyy, .y Y)

CBOJIM HA CHCTEM Ju(PEPEHIMjATHUX jeIHAYMHA IPBOI Peaa, Tako aa [uka-
posa u IlenoBa Teopema /1ajy JOBOJbHE YCJIOBE PEITUBOCTH U 33, jeTHATWHE
BHIIIET pejia.
Bajepwmpacosa meopema. CKyIl TOJUHOMA je TYCT Y HOPMUDPAHOM IPOC-
ropy (Cla,b], | * ||eo). Apyrum peunma, 3a cBaky HenpexuHy byHKIH]y
f : [a,b] = C mocroju HA3 MOIMHOMA Ca KOMILUIEKCHEM KoebUIHujeHTHMA
koju yuudopMHO KoHBeprupa Ka f. Axo je f peanna dbyHKIHja, TOCTOjU
HU3 TIOJMHOMA, CA PEATHUM KOe(PHUIN]jEeHTNMa KOju yHHU(DPOPMHO KOHBEp-
rupa Ka f.

Hokas: JToosbHo je mokasaru Teopemy 3a [a,b] = [0, 1] u nenpexuamy
dbyukuujy 3a kojy je f(0) = f(1) = 0. Baucra, y IDOTUBHOM MOXKEMO Ja
rmocMaTpamMo (pyHKIHjy

9(x) = fla+ (b —a)zx) — f(a) —z(f(b) — f(a)),
uspas z(f(b) — f(a)) je nonunom, cmena upomensbuse & — a + (b — a)x
TTOJIMHOM TPAHCGhOPMHUIIE y TTOJMHOM U HE MEHA CBOJCTBO YHU(DOPMHOCTH
mmmeca (jep ce pasu o oujeximju ¢ : [0, 1] — [a,b], ma je supyg 1) |f —pn| =
SUP|qp) 1f 0 0 = P o pl).

Ipernocrasumo za je f : [0,1] — C nenpekugna dynkuuja raksa aa
je f(0) = f(1) = 0. Baxsasmyjyhu OBOj IpETIOCTABIM, MOXKEMO Hempe-
KHUIHO Ja Mpoay»knMo f u BaH wHTepBasia [0, 1], rako na je f(z) = 0 3a
x < 0wux>1, napermocrasumo 13 f: R — C. Heka je,3an € N,

1
Ap(z) = —(1—2%)",
Cn

re je

1
pu(z) = / flz+s)An(s)ds.

Cwmenom npomensbuBe t = x + s jgobujamo (360or HauuMHA HA KOjU CMO
upoxyzxkuiuu f Bau [0, 1])

pa() = / FOAL(E — ) dt,

OJlaKJIe BUJAKMMO JIa je p, nosunoM. IIpu tome, ako je f peasina ¢dpyHkuuja,
Dp, j€ TIOJIMHOM €A PEATHUM KOeDUIHjeHTUMA.

Heka je e > 0. U3 Kanropose Teopeme (237) cienu ma je dyukuumja f
PABHOMEPHO HEIPEKuIHA, 11a nocroju 6 > 0 rako Ja u3 |z — y| < § caenu

[f(@) = f(y)l <e/2.



138

1. HEKE TOIIOJIOIIKE N AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

N3 nedununmje ¢, u Bepuynujese nejennakocTu ciaemu

1 1/vn 1/v/n 4 1
2/ (177’2)"dr22/ (177“2)”dr22/ (1 —nr?)dr =
0 0 0

[pn(z) — f(2)]

(278)

- > =
ma je ¢t < v/n. Ogarne ciemu ma je 3a § < |z < 1
An(z) < vl —6H)m.

360r f_ll Ap(z)dz =1, 3a cee 0 < x < 1 Baxku

= [ [L(fl@+1t) = f(2)An(t) dt]

< L f@ ) = f@)An(t) dt

= (S5 D@+t — f@)An(t) dt

< 2 flloo S AR dt+ 5 [ An(t)dt+ 2] flloo [y An(t) dt
< 4| flloov/n(l = 62)" + &

[IpBu cabupak y 1ocsembeM peiy je, 3a J0BOJbHO BEJIMKO 7, Matbu O/ £/2,
na je ||pn — flloo < &.

3amarak: Jlokasary 1a je CKym MOJWHOMA, Ca PAIMOHATIHUM Koedu-
[HjeHTUMA y CIydajy peajHux, oauocHo koedwurmjentuma u3 Q +:iQ C C
y city4ajy komiuiekcuux dyukuuja, rycr y Cla,b]. OBo je jowm jenan nokas
cenapabuinocru npocropa Cla,b] o K0joj je 6uso peun y (243).

3agarak: Heka je p, HE3 moamHOMa KOju KOHBEprupa yHu(MOPMHO
ma R. Jokasaru 1a je meros jgumec moguaoMm. OBaj 3a1aTak mokasdyje 1a
YCJIOB KOMTIIAKTHOCTH JIOMeHa, y BajepmTpacoBoj TeopeMu He MOXKe Jia ce
M30CTaBU.
Bagarak: Heka je f : [a,b] — C nenpekuana GyHnkuuja u Heka je

b
/ 2" f(x)der =0 3acsen € {0} UN.
Hokazaru na je f = 0.
Pememe: Oyuxmmja f(z) = f(r) je nenpexuana. Heka je p, nns

MMOJMHOMA, KOju yHHpOPMHO KoHBeprupa Ka f. VI3 KoMyTaTuBHOCTH yHH-
dopMHOr JTMeca U UHTErpasa CJieIu

b b b
[ 8@ ds= [t pu(o)f@)do = lim [ pa(o)f(a)do =0,

(279)

oo n—oo

na je |f(x)]*> = 0.

Komnaxmmno omeopena monosozuja. Heka cy X m Y Tomonomku mpoc-
ropu u C(X,Y) ckyn cBux Henpexkuanux npeciukasamwa f : X — Y.
Heka je 7y dammimja cBux orsopenux nojckynosa y Y u Cx damuinja
CBUX KOMIAKTHUX momckynosa y X. 3a ceaku map (K,V) C Cx X 1y
JeUHATIIIMO CKYTI

Uk = {f € O(X,Y) | f(K) CV}CC(X,Y).

Qamunuja

ﬂ = {UK,V | (K,V) CCx X Ty}
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je 6asa romnosoruje Ha C(X,Y). Tomosoruja renepucana oBoM 6a3oMm
(Bumern (87) u (88)) Ha3uUBa Ce KOMNAKMHO—OMBOPEHOM MONOAOZUJOM HA
ckyny C(X,Y).

Bagarak: Heka je Y mermuku npocrop. okazaru ga je C'(X,Y)
Xaycaopdos (na je y wemy nedbunucan nojam aumeca). Jlokazaru ja
y ToMm cay4uajy wm3 f, y C(X,Y) kouBeprupa ka fo € C(X,Y) ako u
caMo aKO 3a CBaKHM KoMmmnakrtad mogackyn K C X Hu3 f, KOoHBeprupa ka
foo PaBHOMepHO Ha K (71j. HEU3 pectpukimja fn|x : K — Y paBHOMEpHO
KOHBEPrUpa Ka PEeCTPUKLUU foo|i : K — V).

Bagarak: [lokasaru ja je mpocrop Y mpocro mose3aH (BUAETH Je-
bunmumjy y (122)) ako u camo axo je mpocrop C(S',Y) myTHo nosesan.

Tonomnomku npoctop C(St,Y) nasusa ce npocmopom caobodnux nem-
au y npocropy Y u osnauasa ce ca A(Y). Ako je yo € Y durcupana
rauka, norupocrop tpocropa A(Y)

QY) :=={y e AY) [7(1) = yo}

Ha3uBa C€ Npocmopom nemsdbu Ca 0a3HOM TAYKOM Yo-

3amarak: /lokasaru na je mpoctop X N—IOBE3aH aKO W CAMO aKoO je
upocrop nerbu Q(X) (n — 1)-uosesan.
Heka je Y Bamaxor mpocrop nag nokem K € {R,C} n A C K. ®yukunja
f+ A=Y je anasumuura y mawku a € A axo je
oo

[2) =3 calz—a)"

n=0

3a HEKW HU3 ¢, y Y, TakaB 1a pef » . c,(z — a)™ KOHBeprupa Ha CKyITy
|z — a| < p 3a HEKO p > 0. DyHKIHja je anasumuuke Ha ckyny A ako je
aHAJUTHYKA Y CBAKO] TAUKU TOr cKyla. I[esa ¢ynryuja je dpyHKIuja Koja
je amamuTraka Ha K.

Axo pen Y ¢, (z — a)™ uma mosmynpeunuk kouBeprennuje R > 0, oHza je
byrknmja

F&) =Y el —a)"
n=0
ananuTHiKa Ha ckymy D = {z € K| |z — a| < R}.
Hoxa3: Heka je b € D. Taza je

f2) = Tolgen((z =)+ (b—a)"
= Xm0 n(Xkeo (1) (z =) (b —a)"™")
= Xito (ZaZien ()0 —a)" )z = 0)".

IIpomena noperka cymupamwa je onpasjaHa 3000 alCOIyTHE KOHBEPreH-
nmje:

18

n o)
> llenll ()12 = bl*[b — a*~* = Z;O lenll(lz = bl + b= al)™ < +o0,

n=0 k=0
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3a z 3a Koje Baxu |z —b|+|b—a| < R, jep crenenu pex Y ¢,t" ancomxyTHO
KoHBeprupa 3a cse t € [0, R[. Ao mammmemo ¢, = Y.~ ¢, (1) (b—a)"F,
Jobujamo

o
E Cn(z —b)"
n=0

1j. f je amamuTmaka y b.

Bagarak: Hekacy f: U — Cu g: V — C ananuruuke dyuknuje
nebunucane na orsopenum ckynosuma U u V. Jlokazaru na u3 Komm-
jeBOT TpaBUyIa MHOXKEHa (AIICOJIy THO KOHBEPreHTHUX ) peaosa (187) cienu
na je muxos mpoussof fg: U NV — C anamutuika GyHKIHTja.

Heka ¢, uu3z y C v f ananurnyaka dbyHKIK]ja peasHe MIPOMEHPUBE X
o0
f(x) = Z en(z —a)™.
n=0

13 (261) crenn ga je

/f t)dt = chx*“

38 LPOU3BOJBHE YHYTDALLHE TAYKE P, UHTEPBAJIA KOHBEPIeHIUje.

U3 lim,, o /n = 1 ciean na pex Y. c,n(x — a)" 1 uma ucru momy-
MPEYHNK KOHBEPTeHIHje Kao U pelt . ¢, (z — a)™, na u3 (264) cream na je
dyunknmja f nudepennyjabuina y yHyTpallbUIM TaduKaMa J0MeHa U Ja je

HeH M3BOJ
o]

"(z) = E Cana™ !
n=1

Cuemyjanno, f'(a) = c¢;. IlonasbameMm OBOI TOCTYINKa J0OMjaMO u3pa3
f™(a) = nlc,, onaxme crenm ma ce dymKImMja Koja je amaTUTHUYKA Y
TAYKN @ MOKe 3AIMUCATH Y OOJINKY

n+1 q

p

Pen wa necunoj crpanu nasusa ce Tejaoposum pedom byukiyje f. Creru-
jasHo, aHaguTHYKa GyHKIH]jA je kiace C.

3anmarak: Heka je f : C — C nena dynknuja, TakBa 1a je 3a CBaKO
a € C y meHoM pa3Bojy y pefl ca IEHTPOM V a

o0

Z zfa

Gap jesan ox KoepuuujeHara ¢, jejaHak Hyau. Jlokasaru ja je f 1oJmHOM.
Ipumep pynryuje xoja je xaace C™ a nuje anasumuyre. PyHkmja

OR W

3ax >0
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je beckonauno myTa mudepeHIjabuIHa, aau HUje AHAJIUTUYIKA y HYJIH,
jep je (™ (0) = 0 3a cBe n, na 6u, Kaz 6u f GUTA AHATHTHYKA y HyJIH, 32
T y OKOJIMHHU HyJie OII0

> r(n)(Q
fl@) = Z 7‘/: n'( )x” =0.
n=0 :

Mebhytum, f je crporo nosuTusHa y CBaKOj (JECHOj) OKOJUHE HYyJIE.
(284) Kommnozuimja aHaauTuIKuX (DYHKIM]a, j€ aHATUTUIKA.
Ckurna nmokaza: Heka je f amamnTnduka y Tadku o W ¢ aHAJTATAYIKA
y tauku b = f(a). Tapma nocroje menerarusue xoucraure Cp,Ca, p1,pa
rakse 1, ¢ 6iudy a u y = f(x), Baxku

m!

3’

Kopucrehu ose nejegunakocru, 1u BpyHoBy dhopMysy 3a n—TH U3BOJ KOM-
nosunyje (Bugern Hip. [15])

kllk;!..kngg(k)(y)<f(ll)!(x)>kl (f‘z;(x))’“ (f(v;)”(x)>k

m!
1 (z)] < Clan n g™ (y)| < Cy
1

(9o /)™ (@)=Y
rae je k = k1 +ko+- - -+k, u nie ce cymupasse BpIu o cBuM ki, ko, . . ., ky
TakBUM 1a je ki + 2ko + - - + nk, = n u popmyny

! _
27]{1,,@, = p(l+p)"

(rme je, omer, k = ki + ko + -+ + k, ¥ cymupame ce BpUIM [0 CBUM
ki,ko,...,k, TakBuUM 1a je ki + 2k + 2 + --- + nk, = n; oBa dopmyna
MOXKE /I3 Ce u3BeJe M3 ju DpyHOoBe LpuMemeHe Ha IeOMETPHjCKe Cre-
neHe pezioBe, Buzern [15]), mobujamo oreHe 3a KoedwuIMjeHTe W OCTATaK
TejmopoBor peja KOMITO3UIIHje, OJaKje 3aK/bydyjeMO /1a Taj peJ KOHBep-
TUpa y OKOJUHU TAYKE a.
(285) 3a dyukuujy f: R — R cy ekBuBajeHTHU yCI0BU

(a) f()= e
(6) f'=fu f(0) = 1.

Towas: fi(z) = f(x) < (e~ f(x)) = 06 e~* f(z) = e £(0).

Ilocnenua:

x .n

e x
=2 l
n=0
jep mecHa cTpana 3a10BobaBa (6).
(286) Bumnomnu ped. 3a cBako « € R je

(I4x)*= Z (a)x”, 3a |z| < 1.
n

n=0
Hoxkaz: U3 JlanambepoBor Tecra cieam Aa pes Ha, JeCHOj CTPAHU KOH-
Beprupa 3a |z| < 1. Ako meros 36up (Tj. u3pa3 Ha [IECHO] CTPAHM)
oznauumo ca f(x), nudepennupamem, y3 nomoh (282), mocse cpeljusama
6unomuux koedurmjenara gobujamo (1 + x)f'(z) = af(x), onHocuo

(1+2)7%f(2) —a(l+2)"* 7 f(z) =0,
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7. ((1 4 2)~*f(z))’ = 0. Homro je f(0) = 1, omamie crenu ma je
(1+2)f(2) = 1.

Crermjanno, ako je a € NU {0}, nobujamo FbyrroBy GunoMHYy bop-
Myny. ¥ TOM ciayd4ajy, 30Mp Ha IECHOj cTpaHu je KoHadaH (ma dhopmysa
BaXKM 3a CBE X).

Ako a ¢ NU {0}, onzma je moaynpedHHK KOHBEpIeHIHje OGHHOMHOTD
pena R = 1, na pen na unrepaiy | — 1,1 KoHBeprupa amcosyTHo, a
Ha IHbErOBUM KOMIIAKTHUM MOACKymnoBuMa u yHudopmuo. Ha pybouma
WHTEPBaJIa, KOHBEPTEHIMje, y TauKaMa, +1, KOHBEpTeHIInja, 3aBUCH OJT, (v

e 3a o > 0 pex ancoayTHO KoHBeprupa 3a x € {—1,1};
e 33 —1 < o < 0 pes HeEANCOYTHO KOHBEPTWpPA 3a & = 1 U JIUBEPTUpa

3a x = —1;

e 3a a < —1 pen nuseprupa 3a x € {—1,1}.
Ourrryje, ako ¢y ( = a+if u 2z KOMILUIEKCHU OpOjeBu, OH1a OUHOMHU

pen
[e%) C B
1+42)5 = < >z
(1+2) ; N
Nma konavan 6poj cabmpaka ako je ¢ € NU {0}, na je murame KOHBEP-
rernpje rpusujaano. 3a ¢ ¢ NU {0} Gunomuu pex

e KOHBEprupa Ha JUCKY |z| < 1 u nuBeprupa na ckymy |z| > 1;

e Ha jemuHMIHOM KPYry |z| = 1 Ge3 Tauke z = —1 amcosyTHO KOHBEp-
rupa 3a o > 0, ycaoBHO KoHBeprupa 3 —1 < a < 0 n auBeprupa 3a
a< —1;

e y TayKM z = —1 amcoJayTHO KOHBeprupa 3a « > 0 m nuBeprupa 3a
a<0.

Crenuduanocr Tauke z = —1 ce nojasibyje u3 ciemeher pasziora. Ako o
HUje TPUPOIAH OPOj WIu HyJa, HU3

(2

je, mo4des ox HEKOr N, ajgrepuupajyhu: a,41 = —a,. Tako ga y raduku
z = 1 umamo mocya ca pezoM uuju je onmru wial (—1)"|a,|. Hberosy an-
COJIyTHY KOHBEPTEHIINjy MOXKeMO 1a ucrnuramo PabeoBum, a yciosay Jlajo-
HUOBUM TecToM (Buzeru [15] 3a gerame). VY tadyku z = —1 ce mojaBibyje
jour jenno (—1)™ u 360r TOora HEMaMO HEAICOJYyTHY KOHBEPIEHIU]y, HEro
camo anconyTHy unu amseprenmujy. Ocrase Tauke ma pyby |z2| = 1 ¢y
CINYHMje TaYKW 2z = 1 Hero z = —1 3aTo MITO ce, TMOCe 3aMNCa, KOMILIEK-
CHOT OpOja z y TPUTOHOMETPHjCKOM OOJIUKY, Y OMIITEM UIaHy OMHOMHOT
PeJia 10jaBibyjy CHHYCH U KOCUHYCH U HerOBa HEarCoyTHA KOHBEPIeHIHja
MOXKe a ce yTBpau nomohy AbGen—/IupuxiieoBor crasa.

IIpumerumo sa Kouseprenuuja He 3apucu o1 3 = Im (.

Bagarak: Jlokasaru ga je dbynkunuja f(2) = (1 — z — 22)71
THYKA y HYJU U 18 KOeDUIUJEHTH ¢, Y IHEHOM PAa3BOjy y CTEHEHU pej,
> enz™ dbopmupajy @uboHauujeB HU3: ¢g = ¢1 = 1, Chy2 = Cpi1 + Cn.
Konseprenimjy OMHOMHOT peia MOXKEMO 14 WCKOPUCTHMO 3a jOII jeTaH
JI0Ka3 Bajepumpacose meopeme O APOKCUMAIMU HEMPEKUIHUX (DYHK-
muja noauHOMuMa (277).

aHaJIn-
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W3 PabeoBor Tecta 3a KOHBEPTEHIW]Y PEIOBA Caeau ma, 3a « > 0,

OMHOMHHU PeI
= a
1—1)* = t"
a-0e=3>(2)

n=0
kouBeprupa y tadkm t = 1. U3 200 ciemum ma oBaj pex KOHBEprupa
pasromepHO 10 t € [0, 1]. Cunenujanno, 3a o = 1/2 pen

Vi—t= i_o: (17/12>t”

KOHBeprupa pasHomepro 1o = € [—1,1]. Ako crasumo t = 1—22 mobujamo
PaBHOMEPHO KOHBEPreHTaH CTEIICHH

o= (M) -ty

n=0

IIITO je jOIT jelaH HAUWH 113 Ce JOKaxke TBpheme 288 0 paBHOMEPHO] ari-
pokcnmanujn GbyHKImje |z| moanHOMUMa. IIpuMeTnMo na u3 paBHOMEpHe
KOHBEpTeHIHje Hu3a MoJInHOMa Py, () Ka |z| Ha [—1, 1] cieam paBHOMepHA
KOHBepTreHImja Hu3a noiuHoMa pp, (p~tx) ka plp~tx| na [—p, p] 3a ceako
p > 0. Oparse cieau na GyHkuuja |x| MoxKe 1a ce pABHOMEPHO allPOKCH-
MEpa TOJMHOMEMA He camMO Ha mHTepBany [—1,1] Ha KOMe pPaBHOMEPHO
KOHBEpPrupa MPETXOIHN peJl, Hero W Ha CBAKOM KOMITAKTHOM WHTEPBAIY.

OBy unmBEHUITy MOYKEMO 3 HCKOPUCTUMO J1a TOKaxKeMo Bajepmrpaco-
By reopemy. Iomro cmo y (243) Bugenu ja je cKyI €0 10 Je0 JUHeaApHUX
dyukuuja rycr y (Cla,bl, || - ||oo), ZOBOBHO je JOKa3aTH Ja 3a CBaKy €0
110 J1e0 JuHeapHy (PYHKIHU]jy TOCTOjU HU3 IOJTHHOMA KOjU jOj KOHBEPrUpa
y HOpM || - ||oo- CBaka meo mo meo nuneapHa dbyukmmja L : [a,b] — R, ca
remenuma (z;,y;), y; = L(z;) 3a

a=x9 <21 < < Typ_1 < Tyy = b,

MOKe I3, Ce HAIUIIE y OOJTUKY
m
L(z) = E cjle — x;
J=0

34 [OrOJHO u3abpaHe KOEMUIMJEHTE Cq,...,Cp. 3AUCTA, JECHA CTPAHA
OBOT' U3pa3a je Jeo mo Jeo JauHeapHa (GyHKIUja (HENPEKUIHA je U JINH-
€apHa je Ha CBAKOM HHTEPBANY [T, Tjt+1]), Ha je jeqHosHadHO oxpelena
remennMa. Jla Om ona 3amcra O6mma jemHaka Gykiuju L, TOTpeOHO je u
JIOBOJBHO 11a Oyie

m
yk =Y ¢jlar — ]
§=0

3a cee k € {0,...,m}. OBo je cucrem JIMHEAPHWX jeIHAYMHA MO HEMO3-
HATHUM Cy, . . . , Crp. MATPHIA OBOT CHCTEMa jeé CMMETPHYHA, KBAIPATHA Ma-
tpuna (|2 — Zj|)kjefo,...,m}- YMECTO Ja pa3MaTpaMO PEIHBOCT OBOT
cucTeMa y TepMUHMMa CBOjCTaBa Te MaTPHIE, MOXKEMO Ja IIOCTYIHMO Ha,
caenehu nHagus.
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Ckymn cBUX J€0 M0 Je0 JInHeapHUX (DyHKIMja Yhja TeMEHA MMAjy T—
KOOPIMHATE I, ..., T, j€ BEKTOPCKH MPOCTOP, jep je JuHeapHa KOMOH-
HAIFja [Ie0 [0 1e0 JuHeapHux PYHKIHja 1e0 Mo 1e0 JuHeapHa (PyHKIH]ja.
Ozuaunmo oBaj mpocrop ca L. Hberoea mumensuja je m + 1, jep je mpec-
JINKABAHEe

L3> L (L(xo),...,L(xy,)) € R

JIMHEApHW u30MOpdU3aM — WHJEKTUBHO je 3aT0 mTo je L jeaHo3HavIHo
onpeljeHo TeMeHMMa, a CypjeKTHBHO 3aTO IITO CBAKM M300pP TeMEeHa Ojl-
pebyje mexo L.

JIuHeapHO MpeC/IMKaBambe BEKTOPCKUX IPOCTOPA,

m
R™ 1 S (co,...\em) r—)ch|z79:j| eL
=0

WMa TPUBHUJAJIO je3rpO: aKo je CyMa Ha JIECHOj CTPAHU jeJHaKa HYJIU, OHJIa,
je eH U3BOJ IO T Ha [T;_1, ;] jeAHAK

CQ+"'+CJ‘,1—Cj—Cj+1—Cj+2—-'-—Cm:0
ama [r,;41]
Co+'~'+Cj_1+Cj—Cj+1—Cj+2—~-~—cm=0,

onaknie ciequ ¢; = 03a 1 < 7 < m — 1, a onarie jaxko ciegu u ¢y =
¢ = 0. Ilomro mMa TPUBHjAJTHO je3rpo, OBO JIMHEAPHO IMPECTHKABAIHE
je mHjekTMBHO. JIWMHEapHO NpecIMKaBame MPOCTOPA MCTe NUMEH3Hje je
WHjeKTUBHO aKO U CaMO aKo je cypjeKTuBHO. To moka3yje Ja je cBaka Jeo
10 JIe0 uHeapHa (PyHKINja L CTHKa OBOT MPECTUKaBamba, Tj. da Ce MOXKe
HAIWNCATHA y rOPe HABEJIEHOM ODJINKY.

U3 passoja dyukuuje f(t) = (1+t)*sat = (z—x;)*(b—a) *—lua =
1/2 y 6unomuM pex (y TOM ciyuajy OWHOMHY PeJl KOHBEPTHpA U Ha pyOy
JIOMEHA) BHIMMO JI3 [OCTOjU HU3 MOJUHOMA ([MAPIUjATHUX CyMa CTEIEHOT
peJia) KOju paBHOMEPHO Ha [a, b] KOHBeprupa Ka cBakoj ox dbyHKIHja

o =] = (b= a)/1+ (@ = 2;)2( — a)=2 = 1),

1ma, INHEeApHa KOMOWHAINja TUX MTOJIMHOMA PABHOMEDPHO KOHBEprupa ka L.
Hus nonunomckux dyukumja py, (t) koju yuudopMHO KoHBEprupa Ka (yH-
Kuuju |t|, kopuuilieH y npeTxoiHoM JI0Ka3y, MOXKeE Ja Ce KOHCTPYHUIIE U Ha
crenehy HaunH, 0€3 MO3UBama HA YHUMOPMHY KOHBEPIEHIH)y OMHOMHOT
pena. Heka je I = [—1,1]. Hdedwunrnrmemo Hu3 monansoMa p, : I — R ca

1
Po=0, paa(t) =pa(t) + 5 (* = Pi(t)).
Tana je p,(—t) = p,(t), na je

sup |pn(t) — [t|]] = sup [pn(t) —t|.
tel t€[0,1]
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Nuaykuujom Buanmo Ja 3a ¢ € [0, 1] Baxku p,(t) < t u ppy1(t) > pn(t).
Canenu na vus py,(t), kao pacryhu u orpanuveH, KOHBEPrupa 3a CBako t; 03-
HAYKMMO HEr0B JIMMEC €A Poo (t). [Ipenackom Ha siumec y ropboj pekypen-
HOoj dbopmyan mo00mjamMo

Prelt) = poc (1) + 5 (7 ~ P2 (1),

Tj. Poo(t) = |t|. Ilo HduumjeBoj Teopemn (270) oBa KOHBepreHmuja je
yuudopmHa Ha [0, 1], a 36or naprocTy u Ha 1.
(289) 3a dyukuujy f: R — R cy eksusasnentau cienehu yciou
(a) f(z) =sinzx
(6) £ =—Ff, f(0)=0u f'(0) = 1.

Hokaz: Nmmumkarnmja (a) = (6) ounrsienHo Baxku, Tpeba I0Ka3aTH
jour (6) = (a). U3 " = —f caeau na je dyuknuja f xnace C° — gecua
crpana ose jexnakocru (dyukumja f) je asamyr nudepennujabuina, a
oHzA je mpamyT audepeHnujabuiHa U JeBa, IITO 3Ha4Yu Ja je f 3ampaBo
yerupu 1yTa nudepennujabuina, anu onja je u f” yerupu nyra gudep-
ennujabunna, tj. f je mecr myrta audepennujabunna urn. U3 Tejmopose
dopmyite

n_ (k)
f(z) = ;;J fT,(O)x’f + ()

_ 1) nga

ca ocraTkoM y JlarpaHxkeBoM OBJIHKY 7y, (x) = CESYI cenn
() (g 2"
Irn(z)] < max  sup [ ()| —;-
n ke{0,1} ce[-z,2] (n+1)!

MakcumyM Ha IECHOj CTpaH¥u je, 3a CBAaKO , KoHadad (jep, 36or [ = —f,
YKJbYUyje caMo KOHa4HO MHOro k), ma 3a cBako x € R Baxu r,(x) — 0
kaa n — co. Omarie, mocse npenacka Ha lim, . v Tejaoposoj dopmyan,

Jobujamo
_ Z°° ) L. ZOO no "
fla) = o 0T n:o(_l) (2n + 1)1’

jep m3 (6) caemm f™(0) = 0, D (0) = (~1)". Tourro bynxmja
x + sinx 3aj0BosbaBa (6), NCTH apryMeHTH HAM J1ajy u3pas3
e n
x
Sinx = -1 e
nz:;)( ) (2n+1)!
qnMe je mokazaHo (6) = (a).
(290) Kowmmiekche dyHkimje

; St P ) St . 22n+1 0 N ZZn
e = ngo H, Sz = 7;0(71) m, COS zZ = T;)(*l) (Qn)'

Cy TieJie; OHE YOIIIITABAjy eKCIOHEHINjaIHe U TPUTOHOMETpHjcKe (DyHKITH]e
peanne npomensbuBe. lIprMernMo ma Cy CHHYC M KOCUHYC HE02paHUuYeHe
dyHuKkIHje KOMILIEKCHE mpoMerspbuBe. CHernujasno, 3a z = 9T U3 TpeicTa-
BJbaba 0BUX (QyHKIHMja nomohy perosa mobujamo Ojnepory dopmyty

e =cosx +isinx.
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e? loga

Axo je a > 0, kommiekcHa dyHKIMja a® = je mena.

Bamarak: JlokasaTn Ja pes ) Zy amlCcoTyTHO KOHBeprupa Ha Tesoj
komttekcHoj paBau C u yHndOpMHO KOHBEPrupa Ha HEHUM KOMIAKTHUM
[IOJICKYIIOBUMA, aJId Ja He KoHBeprupa yaudopmuo xa C.

3amarak: Jlokasaru u3 KommjeBor ycmoBa yHudOpMHE KOHBEPTEH-
mmje (Kommjer ycioB y HOpME || - ||oo) ciezm ma pen > ¢, 2™ (¢, € C)
yaudopmHuo Kouseprupa Ha C ako u caMmo axo je ¢, =z, 0, Tj. ako u camo
aKo je »_ ¢, z" HOJMHOM.

Nurerpauujom reomerpujckor peja y3 upumeny (261) nobujamo
T x X e (_1)n—1
log(1 =] —= —)"dt =Y ~—— "
ox(1+a) = [ T /OHE_%H >

Peanna dysxmmja

oo

xﬂ
log (1+x) = Z(fl)"*l—
n=1 n
je anasmruyka Ha uHTepBaty | — 1, 1[; pel Ha IECHO] cTpaHU KOHBEPrUpa

Ha | —1,1].
Cmuano, momazehn of reomerpujckor peia umja je cyma 1/(1 + x?),
ce J0Ka3syje ma je

St 1.2n+1
arctanx = -1)"
reran e nz:%( Vot

3ax €l —1,1[
ITpumenom (286) 3a o« = —1/2 wa 1/v/1 — 22 u unTErpanujoM 106u-
jamo

1.2n+1

O /1
arcsinx = Z ( n2>(1)n2n+ 7 s |z] < 1.

n=0

Bagarak: @ymxmujy f(r) = /(=1 peamme mpomensbuBe MoKeMO
Jla pasBHjemMo y pel, Hajipe 1o crernernMa o (z — 1)~ a satum mo z:

=3 == 3 S () et

n=0 k=0

Jokazaru 1a je pen 00OWjeH TPOMEHOM MOPeTKa CyMuparma 1ejJ0poB pen
dyukuje f uw3BecTu omaTie 3aKJ/byUaK Ja je f anaguTuuka QPyHKIHja HA,
| — 1,1[ (Bunern, Takobhe, (284)). Hokasaru na pobujeHu pej KOHBEPrupa
3a x = 1.

3amarak: /lokazaru ma dyHKITjA

f@) e\ {0} =€ flo)= 141

e —1 z+2
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MOxKe na ce gedunuine y tauku z = 0 Tako ma je mobujena QyHKIHM]ja
apamuTndka. Koedumumjentu B, y HeHOM pa3Bojy y CTEIEHU Pe

1 I 1 & B
_ = i -1 n—1 n__2n—1
e —1 z+2 Z( ) (2n)!z
n=1
HazuBajy ce Bepnyaujesum bpojesuma. N3paaynarn By, ..., Bs. loka3a-

T Ja je Hu3 B, HeOrpaHWYeH W OJPEJUTH TOJYIPEIHUK KOHBEPreHIIWje
peJa Ha JIECHOj CTPaHHU.
3anarak: Heka je X Bamaxos npocrop u a, #u3 y X. /loka3zaru ma ako
Jupuzaeos ped > a,n~" konBeprupa 3a Heko ty € R, onna on yaudopMHO
KOHBeprupa Ha [tg, +oo[. Cneunujanuo, Pumanosa sema gynrwyuja ((2) =
>ooo  n”* je nedunncana Ha ckymy Rez > 1.
Ilpunyun usososanux nyse. Heka je Y BanaxoB mpocTop HaJ MO/BEM
K peamnnx wnm koMmruiekcHux 6pojeBa, A C Kwu f : A — Y dyukuuja
AQHAJINTUYKA y TAYKHU @, JATA Y OKOJMHU T€ TAYKE CTEIIEHUM DEIOM

oo

) =Y enlz—a)"

n=0
ca moJIympedHukoM Koueeprennuje R > 0. Axo je ¢, # 0 3a HEKO n, OHIA
mocToju okomHa U Tadke a TakBa Ja je

(Vz e U\{a}) f(2) #0.
Hokaz: Heka je k = min{n € N | ¢, # 0}. Tana je

o0 o0
FE) =Y enle =) = (= ) 3 enrile — )" = (=~ )g(2).

n=k n=0
Pen > c¢pyi(z — @)™ uMa ucru noJynpeYHUK KOHBEPIEHIUje Kao U DPer
> en(z —a)™, na je g nenpexkunna na ckyny D = {z € K| |z — a| < R}.
W3 nenpexknanoct n g(a) = ¢ # 0 cnean na je g(a) # 0 y HEKOj OKOJIWHA
U rauxe a, ma byrknuja f(z) = (z—a)¥g(z) mema nyna ma cxymy U\ {a}.
Teopema jeduncmeenocmu. Axo je aHamuTwdka (DYHKIM]a jeTHAKA HYJIN
Ha CKYILy KOjU MMa TadyKy HAroMujiaBaiba, OHJA je OHA WJIEHTUYKU je]I-
naka Hyau. OBa TeopeMa je KOHTPAIO3UIIN]a IPUHITUIA H30JI0BAHUX HYJIA.
Hexkana ce dopmymuiiie u 0Bako: JBe aHAJIUTHYKE (DYHKIHjE KOje CY jel-
HaKe Ha, CKYIy KOjW MMa TAYKy HATOMUJIABAHA Cy WICHTHYKHU jeTHAKE.

Ha mpumep, 3a koMmiiekcHe OpojeBe BayKu HICHTUTET

sin (2z) = 2sin z cos z,

jep OH Bazku 3a peasHe OpojeBe, a ckym R y C uma Tayky HArOMUIABA-
wa (GyHKIMje Ha 00e CTpaHe OBe jeJHAKOCTH Cy aHAJUTHYKE, 33 JECHY
CTpaHy jeIHAKOCTH TO CJIeW W3 IpaBuia KommujeBor MHOXKEHa KOMILIEK-
CHEUX pejioBa — Buzern (281)).

Hdpyru nauun ga ce Bugu ga C*° dyukuuja uz (283) Huje anajuruuka
je nomohy Teopeme jeauncrsenocru (293) (uim Ipuniuna uzosnoBanux
Hysa (292)): ckyn Hysna dyHKImje f je nHTepBas | — 00, 0]; Hysa je mherosa
Ta9YKa HATOMWJIABAIHA.

Ipunyun maxcumyma modyasa. Heka je f : U — C anamuruuka GyHK-
muja y obumactu U C C. Ako z — |f(z)| uma JOKanHu MaKCUMyM y
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YHyTpalmoj taduku ckyna U, oxga je dynkuuja f xoncranra. Ilocmen-
HIA: MOZYJT AHATIUTHIKE KOMILTIEKCHE (DYHKIMje KOMILJIEKCHE TIPOMEHIHIBE
JTIOCTHKE MaKCUMyM Ha PyOy JOMeHa.

Hokaz: JIoBo/bHO je moKa3aTu Ja, ako je

f(Z) = Z cn2",
n=0

ouna |f(z)| He MoXe ma mma JOKAJIHW MakcMMyMm y Tadku z = 0. Axko
je co = 0, oBo TBpheme cnemu u3z Ilpunnuna uzojoBanux Hysa (292).
[IpernocraBumo na je ¢o # 0 u ga |f| mocTuxke JIOKAJIHE MAKCUMyM Y
myna. Ako f Huje KoHcranTHa (dyHKIHja, OHAA je ¢, # 0 U 3a HeKo
m > 1, na je

f(z) =co+emz™ +2"g(2),

re je g anamuTnuka GyHkimja y okoannu uyie u g(0) = 0. 13 wenpexw-
HOCTHU (DyHKIHjE g CAeau 2 TMOCTOjU JUCK TOMYIPEIHUKA ') CA IEHTPOM
y Hyqu, Taxas Ja je Ha mwemy [g(z)| < i|c,|. Heka je r < ro, cm = [cm e
u HeKa je zo = re /™. Taga je c,n2d' = |y |r™ mosuTHBAH peasHu 6pOj,
ma, U3 HejeHAKOCTH TPOYTJIa, CIIeIn

1
|f(20) 2 co + [em[r™ —1™[g(20)| 2 co + Flemr™,

IITO je Yy MPOTHUBPEYIHOCTH Ca IIPETIOCTABKOM JIa je HyJa JIOKAJIHI MAKCH-
mym dyukuuje |f].

Bagarak: Ha mpumepy dbynxumje f(z) = (1 + 22)~! nokasatu na
[Ipunnun MakcuMyMa MOIy/Ia HE BaXKu 3a aHaJuTHYKe (pyHKIHje peasHe
npomenspuBe. Ha kKoM mecty y mokazy Ilpmanmma mMakcmmyma Momysia ce
KOPUCTH CIENU(PUIHOCT KOMIIJIEKCHOT TOMEHa?

3amarak: Ha mpumepy Bamnaxosor npocropa X = C x C ca sHOpMOM
[[(z1, 22)||co = max{|z1],|22|} u anamurTnuxe bynkuuje

f:C—>X  f(2)=(1,0)4+(0,1)z

nmokazaTu Ja [IpuHImun MaKCuMy Ma MOJLYJIa He BasKW 38 AaHATUTHIKE DyHK-
uuje ca kogoMmenoM y Bawmaxosom mpocropy, jep je || flleo = 1 3a |2] <
1. Ha xom mecry y nokasy [Ipunnmna mMakcumyma MOJy/a Ce KOPHCTH
crennPUIHOCT KOMIIJIEKCHOT KOIOMEeHa,?

Bagarak: Heka je V C C orsopen ckynm u f : V. — C dynknuja
K0ja je aHAJUTHYKA Ha V, HEIPeKUIHA Ha V ¥ HUje KOHCTaHTHA. AKO je
dyukuuja |f(z)| koncrantha Ha pyby OV, mokasaru na je f(z9) = 0 3a
HEKO zg € V.

Abenosa meopema. Ako pen Y ¢, y Banaxosom npocropy X konseprupa,
OHZIA pen Y. c,t™ paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha mHTepBaay 0 < t < 1 m

BazKU
o0 o0

lim E et = E Cp-

t—1-0 " "
n=0 n=1
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Iox ucTum ycaoBuMa, pex y . ¢,z2" Kouseprupa Ha qucky D = {z € C,
a7y y KOMIIJIEKCHOM CIIy9ajy BazKu

z—1

o0 o0
lim Z ez = Z Cn, y3ycioB |l —z| <C(1—|z|) 3a mexko C > 0.
n=0

n=1

Bes ponaruor yenosa |[1—z| < C(1—|z|), KoMiaekcHa Bep3uja 0Be TeopeMe
He Baxku. IIpnMermmo 1a je Taj yCI0B eKBUBAJIEHTAH YCJIOBY J1a 2 — 1 Tako
Jla z octaje yHyTap yria uaMely JBe TeTWBe jeMHUYHOT KpyTra KOjuMa je
1 3ajesnunuka Tauka: BesmuuHa |1 — z| je pacrojame usmely Tavaka 1 u
z, a 1 — |z| pacrojame usmely rauaka 1 u |z| mva x—ocu. Kama z — 1,
kosmunuk |1 — z|/(1 — |z|) je 6umuzy 1/cosé, rue je 6 yrao uzmehy 1 — z
n 1 — |z|, ma je Taj KOAWYHNK OTpAHWYEH aKO W CaMO ako § He MpUIa3n
OpOU3BOJHHO O/iu3y /2, Tj. z ocTaje yuyTap yria usmely nse duxcupane
TEeTHBE jeJJMHUYHOT KPyra Ca 33ajeJHHYKUM TEMEHOM y Ta4dKH 1.

OBakaB TUMeC ce HA3UBA HEMAH2EHMHUM AUMECOM.

Hokaz: ITowrro [0, 1] nexu ynyrap omwrpor yria usmelhy jise Teruse
ca TeMeHOM y 1, peajiHa Bep3uja OBE T€OPEME je MOCJeIUula KOMILIEKCHE.
3aTo je JOBOJFHO J0KA3ATH KOMIIJIEKCHY. AKO Y ¢, KOHBEPTHpA, OHJIA 33
HoJIynpevYHuK R KOHBepreHuuje pena |, ¢,z Baxkn R > 1, na je hyHkimja
KOMILJIEKCHE [IPOMEHIbUBE

f(z) = Z 2"
n=0

ca BpegHocTuMa y X meduHUCAHA HA jequHndHOM aucky D. Be3 ymamema
OIIIITOCTH MOYKEMO J13 IPETIOCTABUMO Ja je > ¢, = 0 (y cymporHoMm
je JI0BOJbHO O/Ly3eTH KOHCTAHTY Ofl Cg), Tj. Ja HU3 MapIHjaJHUX CyMa

n
Sp = E Ck
k=0

kouBeprupa kKa nysnu. Heka je € > 0. Tazga, 3a 10BO/bHO BEJIMKO ng BaXKu
Isnll < e3an>ng. U3 cp = sp — Sp_1 caemm

no o)
f(z)= Z(S" — Sp—1)2" + Z ($n — Sp—1)2", rTmeje s_1:=0.
n=0 n=no+1

Hopwma mpBor cabupka y 0BOj jeTHAKOCTH je
no—1
(1= 2)(s0 + 512+ -+ 50y 12" 1) 8020 < 1= 2] D sl "+,
n=0
a HOpMa JPYror je Mama Of

oo
ell — 2 —

11—z E
(kopueTHIH cMO |8y || < € 3a n > ng u GOpMyILy 3a CyMy IeOMeTpHjCKOr
pena Y " |z|" = |zt /(1 |z]). Omarse cremn na f(z) Texu mymm
Kazx z — 1 ynyrap obsactu y kojoj je |1 — z|/(1 — |z]) orpanuyeno. Tume
je JIoKa3 3aBpIIeH.
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IIpumeTnMo ma JamMec y NPeTXOJHO] TEOPEMH He 3aBHUCH Of yIya yH-
yrap kora z — 1, omrocuo oz koucrante C kKoja medwunmIre odbiact

[1—=2|/(1—]z) <C.

Bagarak: [lokasarn ma je f(z) = e/~ apammruaka dbynkmmja y
JeIMHUYHOM NTUCKY ¥ Ja IHeH Pa3BOj y CTENEHW peJ ca IEHTPOM y HYIH
koupeprupa 3a z = 1 (Buzeru 3azarak y (290)). dokazaru na je

lirln o f(z) =0, xanx rexu ka 1 yuyrap unrepsana [0, 1[C R.
z—1—
Hexa je z(g) = 1 — &2 + ie xpuBa yHyTap jemunudHor mucka. JlokasaTn
Ja je

T 2@ =1 u Tim ()] =7 #0.

OsBaj 3azarak moKasyje Ja 3ak/bydak AOejioBe TeopeMe He BayKh aKO 2
Texku Ka 1 BaH onucaHor yria (Kpusa z(€) y OBOM 33JIaTKy je TAHMEHTHA
Ha Kpyr S! y rauku 1; yHKIMja JAy»K Te KPUBE HE TE:KHU HY/IH, KOjOj
TEXKM KaJ 2z TexKU Ka 1 pajiujajiHo ujid, OIIITHje, YHYTAap yIJIa OIUCAHOI
y Abesnosoj Teopemn).

Ab6enoBa reopema Jaje HaM MOryhHOCT 1@ yOIIIITUMO 30Mp peja, moMohy
Abenosoz nocmynxka soupwusocmu. Pen > ¢, je sbupwus no Abeay ako
OCTOjU

o0
lim g cpt™;
t—1-0 neo
n=0

OBaj JIMMEC Cce Ha3uBa merouM Abesosum sbupom. 3 Abenose Teopeme
cjlenu Ja je KOHBeprentaH pen 36upspuB mo Abeny u ga My je 36up jen-
Hak A6esosom 30upy. Pen > (—1)" je nquBeprenraH, asiu je 30UpPJbUB 1O
AGeny, n AGenos 36up my je jennax 1/2 (jep je >_o- o(—1)"t" reomerpu-
jexkw pex ca 36upom 1/(1 +¢)).
ITpumep u3 (297) nokasyje na He BaKu OOpHYyTa MMIUIMKanuja y AGeo-
BOj Teopemu, 0e3 HEKUX JOJATHUX yCja0Ba. JlomarTHu ycjaoBuM 1O KOjuMa,
OOpHYyTa UMILTHKAINja BaskKu Ha3uBajy ce Taybeposum ycrosuma, a Onro-
Bapajyhe teopeme Taybeposum meopemama. Jemua on wmux je caexeha:
AKo 3a HU3 ¢,, BaxKu

lim nc, =0,

n—oo

OHJIa W3 MOCTOjarha JIMTMECA

o
lim E cpt" = A
t—1—-0

n=0

CJIe[TM KOHBEPTeHIINja pefa » | ¢, W BaXKN

i ¢, = A.
n=0

Hoxaz: Hexa je §, = sup,,>, [[mc,|. Hus 6, je omamajyhn, a u3
ycJIoBa Teopeme ciean ma lim, o, 0, = 0. 3a ng € N Baxku

iu:cn—Azio:cn(l—t”)— i cﬂ"—i—(icmﬁ"—A).
n=0 n=0 n=0

n=no+1
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Opatie, y3 kopumheme HejeTHAKOCTH
L—t"=(1—t) 1 +t+ - +t") <n(l—t)

caeman

IN

- t‘ll
(1= 8) 50 Inea| + 302,y dneallt” 4
+ H Do Cal" — A

(1= o + Pty b+ | S22 cut 4|

IN

Heka je € > 0. 13abepumo t Tako ma BaxKwu
(1 — t)’no =

Taxo m3abpano t Texxu 1 kam ng — oo. Heka je ng J0BOBHO BEJUKO 14 je
Snot+1 < €2 m t Tonuko Gu3y 1 ma Bawku

H Z cpt”™ — AH <e.
n=0

Tazga je

ch_AH 2+6O)

OJlaKJjie CJIeJu TBpheme Teopeme.
3anarak: Heka je

[eS)
= E 22 /.
n=0

(a) dokasaru ma pej Ha JECHO] CTpaHU KOHBeprupa 3a |z| < 1.
(6) Kopucreliu AGesoBy Teopemy u

lim f(z)> lim Zaj >m

z—1—-0 z—1-0

JIOKA3aTH JIa peJ, Ha JIECHOj CTPAHU JUBEprupa y Taduku z = 1.
(8) Hokazatu na je f(z) = 22+ f(2?) u 3akmyunru u3 (6) 1Aa pes auBep-
rupa y Tadku z = —1.
(r) Cowmamo xao y (B), kopucrehn f(2) = 22+ 2% + f(2*) noxazatu ma pen
JMBEpPTHpa y TadkaMa z = =44 u, ommThje, Kopucrehn f(z) = 2% +
422" 4 f(2*") noxazarti 12 pes mEBeprEpa y Taukama z = e2kTi/2"
(n) Kopucrehu rycruny ckyna D nnjagcknx pasnomaka (Bugern (129))
y R nokazaTu ma pej IMBEprupa y CBUM TadKaMa, jeIMHHIHOr KPYyTa.
OBaj 3asarak TOKa3yje Ja CTeneHu pPeJl MOXKe Ja JUBEPrupa Ha [EeJI0M
pyOy JMCKa KOHBEPrEeHIMje, U TO TAKO Ja BhuMe 1eUHICAHA AHAJIUTHIKA,
dbyukuuja e Moxke ma ce npomrupu Ha Behu CKym. YHOPEIUTH TO €A Te-
oMeTpHujcKuM pegom Y (—1)"z2" KOJI/I KOHBepFI/Ipa 3a |z| < 1 u quBeprupa
3a |z| > 1, anu je weros 36up (1 + 2%)~! nedunucan na C\ {—i,i}.
Cymnporan eKcTpeMHE CIy4aj je ciaenehn 3amarak.
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3amarak: Jloka3aTh Ja CTEIeHU pej

n

z
&)=Y =
2
n=1 n
KOHBEPTMpa Ha IIEJIOM 3aTBOPEHOM JHCKY |z| < 1, anm He KOHBeprupa Hu
Ha jearom Behem ckymy.

Jlakme, CTeneHn pel MOXKe Ja KOHBEPIHPa Y CBUM TadyKaMa IDAHUIE
JIUCKA KOHBEPIEHIMje, aju M Ja JUBEPrupa y CBUM THM Tadkama. JIako
je KOHCTpyHCATH U TIPUMEP Pea KOjU y HEKUM Taukama pyba IuCKa KOH-
BEPreHIyje KOHBEPTUPA, & Y HEKUM JUBEPIUPA.
(300) U3 AbGenose Teopeme MoxeMo na usseaemo cienehy sepsujy Komujesor
mHOXKewa pezposa (187). Heka je ¢, konBosyuuja Husosa a, u b,. Iper-
HOCTABUMO [ PEJIOBU Y . Ap, > by u Y ¢, koHBeprupajy. Taza je

o0 o0 oo
(Zan) (an) ~Y e
n=0 n=0 n=0
Jokaz cieam W3 YMHEHUIE & PEIOBU Y. anx™, Y byax™ m Y. cpa™
aIColyTHO KOHBEPrupajy 3a |z| < 1 u Abesnose Teopeme.
(301) U3 HenpekugHOCTU TMOJUHOMUjATHUX (DYHKIMja U KOMYTATUBHOCTU YHU-
GOpMHOr U OOMYIHOT JTUMECA CIean 1a je (PyHKIHja
oo
f2) = ez —a)"
n=0
HENmpeKkuaHa y yHyTpammocTu ckyna D (o3uake u3 (199)) ako je K = C,
a HeImpeKHuJIHa Ha IeaoM JoMeHy ako je K = R.
(302) Acoyujamuena aazebpa vaz nosem K je Bekropcku mpocrop (A, +, ) Haz
K, na kome je peduncano MHOXKeme BekTopa A X A — A koje 3a10Bo/baBa

2(yz) = (vy)z,
(x+y)z=zz+yz, x(y+z)=zy+zz
Azy) = (Ar)y = z(Ny),
3acee x,y,z2 € Au ) eK.
Hopmupana anzebpa je acormjaruBHa aarebpa Koja je HOpMUPAHU BEK-
TOPCKU IPOCTOP, U KOja 3a70BOJHABA

eyl < llz[ lyll sa cBe z,y € A.

Bagarak: /lokazaru Ja je 3a cBako a € A MHOXKewme A D x — ax € A
HEMPEeKUIHO.

3amarak: /[oka3aru 13 je MpecaInKaBambe
,C(Xl XXQ;Y) XL(Xl;Xl XXQ)—>£(X1;Y), (S,T)'—)SOT
HA TPOCTOPUMA HENPEKUTHUX JTUHEAPHUX OMPepaTopa HempeKuJHO.

Anrebpa A je aszebpa ca jedunHuyom aKo WMa HEYTPAJ 33 MHOYKEHE
BEKTOPA, Tj. aKO MOCTOju e € A 3a Koje je

er=xe=2x 3acBexc A.
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Hopmupana anszebpa ca jedurnuyom je anredpa ca jeIUHUIIOM € KOja
je Hopmupana u 3a kojy je |le|| = 1. Hopmupana anrebpa ca jeaunipmom
KOja je KomiuleTHa y oguocy Ha merpuxy d(z,y) = ||y — z|| nasusa ce
Banaxosom anzebpom.

Hajjeanocrasuuju npuMepu (peasiie u KOMILIEKCHe) Banaxose ajre-
6pe cy R u C. IIpocrop C(K) Henpekuanux (peaaHux Wik KOMILJIEKCHUX )
dyHKIIja HA KOMIIAKTHOM CKyIy je BanaxoBa anrebpa y omHOCY Ha OIe-
paunuje gedunucane 10 raukama u yuudopmuy Hopmy || - ||eo. IIpocrop
KBaJIpaTHuX N X n Marpuna je bamaxosa anrebpa, ca omeparujama cadu-
pama U MHOXKEHmha MATPUIIA ¥ MHOMKEHHa MATPUIIA CKAJIAPOM 1 OUJIO0 KOjOM
nopmoM || - [lp 32 1 < p < o0 Ha K.

3agarak: Heka je A momanreGpa ca jenuaunom Banaxose amrebpe.
Hokazaru na je A Banaxosa anrebpa.

Heka je G(A) ckyn csux unBeprubusinux (y OZHOCY Ha BEKTOPCKO
mHOXKemwe) Bekropa Banaxose anrebpe A. Taza je G(A) rpyna y ogaocy
Ha MHOXKeme (Jokasaru!).

Axo je g € Am |g|| < 1, onza je reomerpujcku pex Y ||g||™ KorBep-
rerTaH, na 36or kommiaerHoctu u ||¢"|| < |l¢||"* xomBeprupa u pex > ¢".
ns

o0 oo
=)y "= (" —q") =e¢,
n=0 n=0

nobujaMo yonwmerse 36upa 2eomempujcroz peda

dg"=(e—q)"

Oparne cienu na je e £ g € G(A).

3amarak: [IpuMmenoM mpeTxomHOr apryMeHTa JaTH jOIl jeIHO pere-
we 3azarka (51).
Bamarak: lokasaru na je G(A) orBopen moackyn y A u ja je npecimka-
Bame x — 2~ xomeomopduzam G(A) — G(A). Heka je Gy KommoHeHTa
nosesanocru ckyna G(A) koja canpxku jemmuuiy. Jlokazaru ga je Go
orBopeHa HOpMasHa noarpyna rpyne G(A).
Mmnootcere pedosa; yonwmenu ducmpubymueru 3axon. Heka cy a, u b,
HU30BU y KOMyTaTuBHO] BanaxoBoj anrebpu u neka je ¢, = (axb), wuxosa

KOHBOJIyTINja:
n
Cn = E akbn—k-
k=0

3ajsarak: [IpermocraBumo 1a je ucmymmeH jeaad of ciefeha aBa yciaoBa:
® DEOBU Y. a, M Y. b, KOHBEPrupajy, Npu dYemy 0ap jelaH O HHX
KOHBEPTUPA, arCOJIyTHO;
® DENOBU Y Up, Y. by, > ¢, KOHBEPIUPA]yY.
HoxkazaTu 1a je Tama

(E)(E) S

n=0
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Tj. Ja ce moka3 oxarosapajyher npasuia KomujeBor MHOXKema 3a KOM-
wiekcue pegose (187) u (300) npenocu u Ha oBaj ciaydaj. Jokazaru na 3a
CBaKe JIBe Ta4YKe T,y y KOMyTaTuBHO] BaHaxoBoj anredpu Bazku

Y = e%eY,

rie je
1
xr .__ n
e’ = E —n!x .
n=0

3agarak: /lokasaTu fa je 3a cBaKy peajiHy KBajpaTHy mMarpuiy A
dete? > 0.

Yuyrerso: Marpume A u —A xkomyrupajy, na je ete”4 = Id. Opgarme
crenn ma je marpuna e naseptubmiHa. IlocMaTpaTi mpecInKaBarmbe t
det €', mokazaTH Ja je OHO HENMPEKWIHO, W OJATIIE Ja je HeroBa CINKa
nose3an ckym y R\ {0}.

Heka je X nopMmupanu BekTopcku npocrop. Bekropcku npocrop L£(X) :=
L(X; X) neupexkunnux jsuneapuux npecaukasawa L : X — X je Hopmu-
pana ajirebpa y OJHOCY Ha OLEpPaINujy © KOMIO3MIUjE NpecauKaBama L o
Li(x) = La(L1(x)) m nopmy nedbunncany y (145). Jeauuuma y oBoj ajre-
Opu je umeHTHYKO npecaukasaibe I(x) = x. Ako je mpocrop X Banaxos,
u3 (149) cream 1a je rana L(X) Banaxosa amre6pa.

Ako je M komnakran merpuuku upocrop, npocrop C(M) Hempeku-
HUX KOMILTEKCHUX wiau peannux dynknuja xHa M je Banaxosa anrebpa,
y OIHOCY Ha CcabWpame, MHOMKEMmhe CKATapOM W MHOXKeme (DYHKIMja 1Mo
TavKama:

(f+9)(@) = f(x) +9(z), A)@)=Af(2), (f-9)(x)=f(z)9(z)

(307)

u yundopMHy HOPMY || - ||co. JemuHuiia oBe amrebpe je KoHcTaHTHA (byH-
kupja 1(z) = 1.

Banarak: Hahnu cse makcumanue naeane y C(M).

Kaxemo na nopanredpa A anrebpe C (M) pasauryje mauwke ako

(Vo,y € M)z #y = (3f € A)f(x) # f(y)]

Cmon—Bajepwmpacosa meopema — pearnu obaux. Heka je M xommakTan
merpudku mpoctop u Cr(M) = {f : M — R} anrebpa HenmpeKuIHUX pe-
anHux QYHKIUja ca HOPMOM ||+ ||oo- AKO A caipKu jelMHUIYY U DA3JIUKYje
rauke, oza je A rycr noackyn y Cr(M).

Jloka3 hemo n3BecTrn y HEKOJUKO KOPaKa.

(a) Hexa je f € A. Tana je |f| € A. Hokas: Axo je f = 0, Tepheme je
rpuBHjasiHo. Ako je ||f|lc > 0, oHza, 3a Hu3 nonuHOMA P, W3 (288)
(Bumern Takobe 287) koju yrndopmuO KoHBeprupa Ha [—1,1] Ka | - |
sancu (s60r | fI|2/(2) € [-1,1])

Tim (£ ) = F11F5, ymdopmro ma M.

[Tomro je A amrebpa, p,(||fll=lf) € A, na |f| € A.
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(6) Heka cy f,g m3 A. Tama cy max{f,g} u min{f,g} m3 A Joka3s
cienu u3 (a) u

max{f,g} = 3(f +g+1f —gl), min{f, g} =3(f+9—|f—gl).

(B) Hexka je xg,y0 € M, xo # yo, \,p € R. Taga mocroju dyukuuja
f € A, raksa na je f(xo) = A, f(yo) = p. Hoka3: Heka je g € A
bymmja xoja pastkyje Take 7o 1 o (9(z0) £ 9(yo) 1

w—A

fl)=A+ m(g(ﬂ”) —9g(z0))-

(r) Heka je h € Cr(M), 9 € M, & > 0. Tana nocroju dbynxmmja g € A
rakBa Ja je g(zg) = h(xg) u g < h+e. Hokas: Ha ocuosy (B), 3a
nponssospHO Yy € M mocroju g, € A TaxkBo ga je gy(xo) = h(xo) n
9y(y) < h(y) + 5. 13 menpeknaHOCTH ClIeIW 12 je CKyT

Uy = {x € M| g,(x) < h(z) + ¢}

oTBOpeHa OKosmHa Tauke Yy, ma je {Uy}yeym OTBOPEHO MOKPHBaIE
kommakTHOr npocropa M. Ilo Bopesn—Jleberosoj reopemu, mnocroju
FHeroBO KOHAYHO ToTToKpuBame Uy, , ..., Uy, . U3 (6) ciean

g =min{gy,,..., gy} € A

Dyukuuja g 3an0BosbaBa g(xg) = h(xzg) u g < h+e.

(m) 3amprrerak mokasza: Heka je h € Cr(M). Tpeba qokaszatn ma MOCTOjH
g € A raxso 1a je ||h — g|loo < &. U3 (r) ciemu na 3a csaxo x € M
nocroju dymkmmja g, € A Taksa 1a je g.(v) = h(z) u g, < h + €.
Iowrro je gx(z) > h(xz) — €, ckyn

Ve=A{y € M|g.(y) > h(y) — e}

je orBopeHa okosmHA Taduke x, na je {V,}yep OTBOPEHO MOKpHBabHE
npocropa M. Heka je V,,...,V,, mBeroBo KOHAYHO HOTHOKPHBAIbe.
Taga pynrkumja

g:max{gm,-w,gxn} GZ

3a/10BoJbaBa g — € < h < g+ €, mro 3Ha4n g — h|e < €.

Bagarak: Heka je ¢ : [a,b] — R nenpekuana dynkuuja. Jokazaru
J1a je ¥ CTPOro MOHOTOHA AKO M CAMO aKO 3a CBaKy HEIPEKWIHY (DYHKIIM]Y
f:a,b] = R u cBako € > 0 mocroje n € N u ¢y,...,c, € R 3a Koje Baxkn

n
(o € fat) | f(0) - S awlwio)| <e.
k=0

BajepmTpacoBa Teopema 0 arpOKCHUMAITNjA HEMTPEKUIHAX (PYHKITH], TIOJIH-
Homuma (277) je cuenmjasnu ciaydaj Cron — Bajepuurpacose reopeme.
3agarak: Heka je A anrebpa peannux ¢yHKINja i(oja CaIPIKU jeTUHUILY
u Gynkmujy f(t) = t. Omucarn weno 3arsopeme A y omHOCy HA || - |loo ¥
anredpu Cg|a, b].
3agarak: Heka je A anreOpa Koja caIp:Ku CBe JIMHEAPHE KOMOWHAIIM]jE
dyakmmja t > 27, 3an = 0,1,2,.... OmucaTn meHo 3aTBOPEmHe Y OTHOCY
Ha || - ||oo ¥ anrebpu Cr[0, 1].
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(311) Cmon—Bajepwmpacosa meopema — xomnaekcnu obaux. Heka je M kom-
nakran merpudku upocrop u Ce(M) = {f : M — C} anrebpa nenpekui-
HUX KOMILIEKCHUX (DYHKIMja ca HOpMOM || - ||~. Heka je A mwena nogas-
rebpa Koja CaJp KW jeJNHUILY, PA3INKYyje TauKe U 3aTBOPEHA je V OIHOCY
Ha, KOMIIJIEKCHO KOHjyrOBambe, Tj.

feA=feA flx)=f().
Tana je A rycr noxckyn y Ce(M).
Hokaz: Ag = {f € A| f(M) C R} je peaana nodaszebpa anrebpe A
(3aTBOpEHA 33 MHOKEHE PEaAHUM CKAIAPOM).
Asrebpa Ar pasiukyje Tauke. 3aucra, 3a x,y € M, r # y nocroju
komriekcHa dyukimja f € A takBa ma je f(z) # f(y), a Tana je nim
Ref(z) # Ref(y) nmm Imf(x) # Imf(y). omro je

Ref=o(f+7), Imf=oi(f 7).

U3 3aTBOPEHOCTHU Y OJHOCY HA KOMILIEKCHO KOHjyroBame cieau Ref, Imf €
A.

U3 peamne Cron-Bajepmrpacose Teopeme ciemn Ag = Cr(M), ma je
A=Ag +iAg = Cr(M) +iCr(M) = Cc(M).
(312) U3 kommiexcue Cron—Bajepurpacose Teopeme cieau Bajepumpacosa me-

OPEMQ O anponcumauuju mpueonomempujcnum NOAUHOMUMA: CKyH mpu-
eonomempujc%ux NOAUHOMA

1 n
pn(t) = 540 + ;(ak cos (kt) + by sin (kt)),
rhe cy ag,-..,0n,b0,...,b, € R, je rycr y npocropy 2m—nepuoguaHux

HENPeKUIHUX peaHnX (PyHKIMja peasHe TpoMeHbuBe’ 2.

OgBa Teopema HekaJ, ce Ha3uBa u Jpyzom Bajepwmpacosom meopemom
0 ampokcuManuju HenpekuaHux (yHKuuja (TeopeMa O ANPOKCUMAIMjU
HOJIMHOMMMA ce Taja Haszusa IIpeom).

Hokaz: Ckyn xomiiekcHux nojmaoma’

pn St — C, pn(z) = Zcm’ﬂ c, €C

k=—n

je momanretpa anrebpe Cc(S') menpekumunx GyHKIMja Ha jeMHAIHOM
kpyry. Osa momasirebpa 3amoBospaBa ycimose Cror—Bajepimirpacose Teo-
peme. Jloka3 cienu u3 napaMerpusainyje jequHuaHor Kpyra z(t) = cost +
isint W YUIbEHUIE a Ce CBAKa HEMPeKuIHa 27T—IepuogudHa (PyHKIH)a
MOZKe IIPEJCTABUTU Kao Henpekuana (yuxunuja ma St

(313) Bejaosa meopema. Heka je 6 peanan 6poj. ITocmarpajmo nus x, = nb
(mod 1); 1j. z, = {nf}, rme {-} o3Ha4YaBa paA3IOMIbEHH [0 PEATHOT
6poja.
(a) Ako je 0 panuonasian 6poj, HU3 T, j€ NEPUOAUYAH.

12035u nommmoMu Cy O/ 3Ha4aja y Teopuju TpuroHoMmerpujckux PypujeoBux pemopa; Koedu-
mujent 1/2 y3 ag ce nuie aa 6u neke GoOpMyse y TOj TEOPUjH UMAJe €JETAHTHU]U 3AIUC.
43Waxo y mapasy 3a pn y9eCTBY]y H HEraTHBHE CTEIEHH, OBA] H3DA3 HA3HBAMO NOAUHOMOM,

uMajyhu y BHIY 4 ce paJgu o IOJHHOMY 10 z B 2z~ L.
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(6) Ako je 6 upanuonasan 6poj, HU3 T, je paBHOMEpHO pacropehen y
unrepsaiy [0, 1[, y cmuciay na je 3a ceaku unrepsas [a,b] C [0, 1]
kl1<Ek< b

lim ﬁ{ | = _naxke[av }}:bfa,

n—00 n

rae #{-} o3mauasa Gpoj enemenara CKyma.
Hoxka3z tBphema (a) je emementapan: axo je 6 = p/q, ouna je T,4q =
Zn. TBpheme (6) je ekBuBasenTHo TBphemy 1a je

R !
di 3 (o) = | v
(rme je xla,b] kapakrepucrnyHa GyHKIMja WHTEpBaNa [a, b]), jep je uHTe-
rpaj Ha JecHOj cTpaHu jemnak b — a. Hemocpenmo ce mposepaBa 1a je, 3a
m € Z,

1< !
lim = § :627mmxk — emet dt
n—oo N 0
k=1

(3a m = 0 jemmakocT Baxku u 0€3 JIMMeCa Ha JIEBOj CTPaHU, a 3a m # 0,
360r 2TIMTE = 2miMmk0 ga mepoj cTpaHm je reoMeTpHjcKH 36Wp, KOjH je
OrpaHMdYeH, I3 je JUMEeC jeJHAaK HyJH, Kao IITO je, 300r MepHOIUIHOCTH,
U uHTErpaJ Ha jecHoj crpanu). Ouarie cienu na je

N R !
nh_)n;o - ZP(xk) = /0 P(t)dt
k=1
3a CBaKWM TPUTOHOMETPHJCKM MoanHOM P(x) = Eng N Cme™®. N3 Jipyre
Bajepurpacose reopeme (312) cuenau ua je

n 1

lim ~ 3 f(on) = o

3a CBaKy HempekuaHy (GyHKImjy ca mepuomom 1. Jlokas cama ciaemm u3
armpokcuManuje pyHKIuje X[, 5 HenpeKugaHoM QyHKIHjoM f TakBoM J1a je

Xt () < £(2), /0 f(6)dt < (b—a)+e.

3agarak: /loBpmmTu 10Ka3.
3amarak: /lokazaru 1a ce mehy npsum mudpama waanosa Hu3a 2" mudpa
7 nojasipyje demthe ox rudpe 8.

YuyrcrBo: Ako je a,, npsa nudpa 6poja 2™, onma je 2" = a, 10™+r, 3a
0 <r < 10™. Homrto je 10™ < 2" < 10™*! cnean na je m = [nlogy 2]
(['] o3nauaBa neo neo peasnnor 6poja). Heka je z, = {nlogy,2} ({‘}
03HAaYaBa PA3JIOMJbEHU J€0), Tako Aa je nlogy2 = m + z,, OQHOCHO
2"10~™ = 10*~. Opnarae, u u3 2" = a, 10" +r cmemau, normro je 10~"r <
1, na je ap, = [2"10~™] = [10%"], ma je a, = k ako m camo ako je
k < 10" < k+ 1, ogHOCHO ako u caMo ako x, = {nlog,,2} npunaza
unrepsany [log;, k,log,(k + 1)[. IIpumenntu qumennmy na je AyKUHA
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oBor mHTepBaia logo(1 + 1/k) (makme mama 3a k = 8 Hero 3a k = 7) u
Bejiosy Teopemy (313).%4

(315) Heka cy X uY komnaxrau upocropu u C(X)®C(Y') anrebpa renepucana
(K20 BEKTOPCKY TMPOCTOP) KOHAYHUM JIMHEAPHUM KOMOUHAIITjaMa,

Z)\kfk:®gkn M€K, fre C(X), greC(Y),
=1

rae je K nosbe peannux uim komusekcaux 6pojesa u (kao y (187))

[Rg: X xY =K, foglry) = flz) gy).

Oga anre6pa je noganreGpa amrebpe C(X X Y) Henpeknguux byHKIMja
Ha X X Y KOja CafpiKu jeWHUIy M pa3juKyje Tadke, Ia je, Ha OCHOBY
Cron-BajepmrrpacoBux Teopema

CX)®C(Y)=C(X xY),

L€ je Ha JIeCHOj CTPAHU 3aTBOpEIe Y HOPMI || - || ¥ C(X x Y).
(316) Beprwmajnosu nosurnomu 3a Hempernany byukuujy f : [a,b] — R cy
TTOJTMHOMH

£ (e (122 (1)

Hwus B, [ paBHOMepHO KOHBeprupa Ka f Ha [a,b]. Oume mobujamo jorm
jenam nocrymnak yHudopMHe alrpoKCuMaliyje HelrpeKn,iHe (DyHKINje TOTu-
HOMUMA.

Tlomenmnhemo moKa3 y HEKOTHUKO KOPAKA.

(a) Jlumeapua cmena npomensbuse x(t) = (b—a)~1(t — a) xomeomopdmno
npecauKaBa MHTEPBA [a, b] Ha [0, 1]; men uaseps je t(x) = a+(b—a)x
BepHumrajuos nosmuom dyukmmje g = fot:[0,1] = R je

n

(Boa)e) = 3ol ()1~ 0"
k=0

(6) 13 6unomue dopmyuie caenu

En: (Z)w’“(l —a)" P =@+ (1-2)" =1

k=0
Hudepentupamem 1Mo & U cpehuBamem 1006MjeHUX HW3pas3a J00mjaMo

Zn: k(7)a*(1—a)" % = na,
k=0

n N
kZ:O k2(7)a*(1 — 2)" 7% = na(l — z + nx).
W3 oBe Tpu jemHakoCTH J0OMjAMO

n

3 (nz — k)’ (Z) 2f(1 — 2)"* = na(1 — x).

k=0

449 — log, 2 je upanmonanan 6poj, jep 6u u3 logy2 = p/q cnepuno 2P = 109, mro Huje

moryhe jep 2P Huje gepuBo ca 5.
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(B) U3 mpee jeanakoctu y (6) crenn

o(6) = 3 (o))

mna je

a ki (n e
960) = (Bag)(@)l < 3 loto) o)} )0 o
k=0
(r) Heka je e > 0. 113 yuudopmue HenpekuaHocTu QyHKIUjE ¢ CeIu Ja
nocroju 6 > 0 Tako ma 3a |r; — xo| < § Baxku |g(x1) — g(z2)| < €/2.
Heka je z € [0,1] n
A={k||xr—k/n|<d}, B={0,1,...,n}\ A

Pazapojumo mocmenmwy cymy y (B) HA cyMy mo cKymy A m cymy mo
ckyuy B. Ilpumenom dopmyna pokaszanux y (6) mobujamo cienehie
oreHe oBUX cyma. 3a k € A saxwu Hejennakoct |g(x) —g(k/n)| < €/2,
mna je

o) - o B ()eta—ar <X () -orr <

keA

Ba k € Bje d <|zr—k/n|, na nobujamo

(- 5 s -
= 21‘51;‘;’" i (ne — k)2 (})zk (1 — z)"*

2 0o oo
= 2l n:c(l z) < lolee

HM:

jepje z(1—z) < 1/4ma [0,1]. 3an > ||g]leo(6%¢) ! mocnenmn uspas
je mamu ox £/2. CabupameM Y 4 + D 5 3aK/bydyjeMo
lg — (Bng)llo <e.

(n) ITocme cmene t = a+ (b—a)x nHBep3HE OHO] y (@) 3aBpIIABAMO JJOKA3.

I3 oBor HauMHA ANMPOKCHMAIIKje HEMPEeKuIHe (PYHKIHje TOTHHOMIMA,
¥ KOMYTATHBHOCTH HHTErpaJia ca yHHPOPMHUM JHUMECHMa A00HjaMo [10-
6po mo3HaTy Gopmysry

b—a

)

3a HenpekuaHy byuKIMjy f : [a,b] = C, koja ce Heka y3uma Kao nedbuHn-
nMja mHTerpana xenpexudne GpyHrumje, n HazuBa Kowujesum unmezpa-
aom. OBaj mpuctyn aedWHUNKMJU UHTETPAJIA, jé MCTOPUjCKU MPETXOINO
Pumanosowm.

Koncrpykuuja nuza Bepuurrajuosux nosmsoma u3 (316) moxe na ce yor-
mru Ha ciaenehm nagdmna. Heka je M KoOMIIAKTaH METPUYIKH IIPOCTODP H
C(M) BEKTOPCKH TIPOCTOP HENpEeKNIHNUX peannnx byHkunja va M. Bek-
ropcku nornpocorop H C C(M) nasusa ce munumudupajyhum ako uma
cremeha aBa CBOjCTBA

e 1€ H;

b b 1
/ Ftydt = tim [ (Buf)(t)dt = lim ~

n—oo [ n—oo N
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e 33 cBako ¢ € M mocroju dyuknuja f € H 3a kojy je x crporm
nokanau muHEMYM (1j. (Vi € M) f(z) < f(1)).
Jluneapuo npeciukasame T : C(M) — C(M) nazusa ce no3umuerum
aKO BaXX¥M MMTITUKAIIja,

f>0 = T(f) >0.
OBa uMIHKAIKja je eKBUBAJEHTHA €A

f<g = T()<T(g)

Koposkunosa meopema: Heka je Hy C C(M) noackym, rakas jaa je
IbUMe reHeprcann BekTopeku npocrop® H vunmmusupajyhu. Heka je

T, : C(M) — C(M)

HU3 [O3UTUBHUX JIMHEAPHUX IPEC/UKaBaba, Takas aa T, (f) paBHOMepHO
kouseprupa Ka f 3a csako f € Hy. Tapa T, (f) paBHOMEpHO KOHBEprupa
ka f 3a cBako f € C(M).
Hoka3z: Iowro je replemwe jinneapHo 1o f, MO2KEMO Ja IPeTLoCTaBU-
Mo 1a je Hy = H. Jloka3 hiemo ma momenmmo Ha HEKOJIUKO KOPAKa.
(a) 3a caky dyuxuujy f € C(M), cBako xg € M u cBako € > 0 nocroju
dbyukumja g € H taksa 1a je

9(wo) < f(zo) +e m [f<yg
Hoka3z: momro je H muamvusmpajyhu, mocroju dyukumja h € H
KOja y To UMa cTporu MuHAMyM. MoxKeMo Ja MpeTmocTaBuMoO I Ja je
h(zg) = 0 (y uporuBnoMm, kopucrelin unmwenuny ga 1 € H, MoxkeMO
na yamemo h — h(zo) - 1). Heka je

gn(x) = nh(x) + f(xg) +e.

Ckynosu V,, = {z € M | f(z) < gn(z)} cy orBOpeHu u mokpusajy
M. Tlourro je V,, C V41, u3 kommakTaocTu cienu 1a je M =V, 3a
HEKO M, na QYHKIHU]a ¢ = ¢, UM, TPAXKEHA CBOjCTBA.

(6) 3a ceaky byukumjy f € C(M) u cBako £ > 0 nocroje dyHKIMje
91,92, -.,9k € H Takse ma je

f<inf{g1,92,...,9x} < f +e.
Hoxas: U3 (a) cnemn na csako x € M mocroju dyukuumja g, € H 3a
KOjy je
g(x) < f(x)+e u f<ug.
300r HEMPEKUIHOCTH, TPBA HEjJETHAKOCT BAYKU U Y HEKO] okoyman U,
TavdKe T, Tj. TIOCTOjW OTBOPeH CKym U, TakaB /1a BayKu
yeUe = ga(y) < f(y) te

N3 Bopen—Jleberose teopeme cienn ma nokpusamwe {U, | © € M}
“Ma KOHAYHO MOTIOKPUBAIHE, Tj. 7 je

M=U, UUy, U---UU,,

3a HEKW KOHAYAH CKYT TA9aKa X1,ZL3,...,Lk. LpaxkeHe PyHKINje Cy

5Tj. IIPOCTOP CBUX KOHG“HUT JIMHEApHUX KoMOmHanuja dyHKnuja u3 Ho
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(B) Heka je f € C(M) u ¢ > 0. Uzabepumo dyuruuje gi,gs, - .., gx € H
kao y (6). Ilo mpermocrasuu, T),(g;) paBHOMEPHO KOHBEPTHUpPa Ka j,
mna je

e <Talg)(@) —gi(a) <= 7o gi(x) — = < Tulgy) (@) < gi(@) + =,
Iowro je T}, nosuruBHO JiMHEAPHO HpeciukaBame u f < g;, cienu
aa je

Tn(f) < Tn(gj) <gj+e.
ITomTo oBa HEjeTHAKOCT BaXKM 32 CBAKO j, CIEIH A je
Tn(f) < inf{gl7925 s agk} +e< f+2€
HMcro pezoHOBambe MOXKEMO Ja IOHOBUMO 3a — f ymecto f u nobujemo
—To(f)=Tu(—f) < —f + 2e.
W3 nperxomne e HejeHAKOCTH CIEIN

||Tn(f) - f”oo < 2,

mTo nokasyje KopoBkmHOBY Teopewmy.

3amarak: Heka je
go(x) =1, gi(x) =1z, ga(z)=2".
Jokasaru 1a je BEKTOPCKH [IPOCTOP MEeHEPUCAH CKYIIOM

Hy = {90, 91,92} € C([0,1])

vuanMusupajyhu. lokasarn ma cy Beprinrajuosu moannomu
n n .
B s C110.1) = 01D, Bu(Hle) = 3 10kn) () (1 = 2"
k=0

MIO3UTHUBHA JIMHEAPHA MIPEC/INKaBama U 12 je

1
B,(90) = 90, Bn(g1) =91, Bnl(g2) = —git g2

IMpumennom Koposkunose reopeme gokaszaru Tpheme (316) o paBHO-
MEepHO] allPpOKCUMAIHju HenpekuaHe pyHKIiuje BepHrrajmosum mosm-
HOMUMA.

(318) Bamarak: Haliu 3arBopeme, ynyrpaiumocT, pyd 1 CKyIl Tadyaka HArOMU-

naBamwa ciaeaehinx nogackynosa nopmupanor npocropa (Cla, b, || - [loo):
o {f€Cla,b] | (Vt € [a,0]) f(t) > O};
o« {f€Clab]| [} f(t)dt > O};
® CKyIl CBUX TIOJUHOMA.

(319) Teopeme o anpokcumanuju 0 Kojuma je 10 caia 6usno peuun (Bajepr-
rpacose, Cron—Bajepuirpacose, Koposkunosa) oanoce ce na dynkiuje ca
BpeHOCTUMA y 10Jby cKasapa. One Mory ga ce yorurre moMohy ciejelie
TeopeMe, TIO3HATE Kao pasaazarve jedunuuye®. Heka je M koMmaxTam MeT-
puaku nipoctop u Vi, Vo, ...,V HeroBo KOHAYHO MOKPUBAHE OTBOPEHUM

46HO(:Toje pa3juduTe Bep3Hje TeopeMa O pa3jlaramy jeJUHUIe — €A Pa3JIUUYUTUM IIPeT-
IOCTABKAMa O IPOCTODPY—AOMeHY, IOKPUBAKLY, KA0 H Ca PA3JIMUNTHM CBOjCTBHMA (PyHKIH]a KOje
neduHUITYy TO pas3Jiarame.
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mosckymoBuMa. Tazga mocToje Henpekuane GyHKImje
01,02y -5 pp - M — R
TaKBe /I3 je 3a CBAKO j
0<p; <1, suppp; CV;
7 3a cBako x € M
p1(x) + pa(x) + - + pr(x) = 1.

Hoxkaz: N3abepnmo, 3a cBaky Tauky = € M meHy OTBOPEHY OKOINHY
W, rakBy na je W, C V; 3a Hexo j. I3 KOMIakTHOCTHU CJIeIU Ja OCTOjH
KOHQYHO MHOT'O Ta4aKa, TaKO Ja BazKH

W, UW,y U UW,, = M.

Hexa je H; C V; ymmja ckymosa W, koju cy caapxamum y V;. U3
Ypuconose sneme (69) caenn na 3a cako j nocroju dbynkumja ¢; 1 M —
[0,1] rakBa ga je

supp¢; C V; mw ¢;(H;) = {1}.
Oyurnmje

pr=0¢1, p2=1—=01)p2, ... pn=1—01)(1—=2)...(1 = dn_1)Pn

OCTBapYJjy TPazKEHO pa3Jjiaratbe jeJIMHUlIe.

(320) TTokaxKuMO a3 KAKO PAa3/Iarame jeJUHNIE MOXKE Ja Ce HCKOPUCTH 33 YOII-
IITEHE TEOPEMa O PABHOMEDPHO] AIPOKCHMAIIUjH €A CKAJAPHUX (PYHKITH]jA,
HA OIIITHja HEMPEKUIHA MPECTUKABAIbA.

Hexka je M KoMmakTaH METPUYIKA IIPOCTOP, Y HOPMHUPAHU BEKTOPCKH
npoctop mag mosbem K € {R,C} u C(M;Y) npocTop HENPEeKuIHUX HpPec-
mikaBawa f : M — Y. Axko je H C C(M;K) ca ocobuHOM na cBakKa
dyuxmja uz C(M;K) mMoike paBHOMEPHO Ja ce ampokcnMupa dyHKIN-
jama u3 H, onza cako npeciukasamwe u3 C(M;Y) moxe Ja ce paBHO-
MEpPHO aIlpOKCHMHUpA JUHEAPHUM KoMOmHammjama ¢pyuknuja u3 H ca ko-
edurujerruma u3 Y.

Hoxaz: Heka je ¢ > 0. Ilomro je M KOMTaKTaH MPOCTOP, CBAKO TTpeC-
mukaBamwe f € C(M;Y') je paBHOMEPHO HENPEKHIHO, Ma TIOCTOjH KOHAYHA
damunuja orBopenux ckymosa Vi, Vs, ..., Vi TakBa 1a je

M=ViuVo,U---UVg
1, 33 CBaKO 7,

z,y eV = |f(@) = fy)ll <e.

Hexa je p1,p2, ..., pr pa3narame jeINHWIE TOTYNHEHO TOKpuBamy {V;},
Tj. dbammamja HenpekngaUX dynknuja p; : M — R Taksux ma je
suppp; CVj,  pi(x) +p2(x) + -+ pr(z) =1

u Heka cy w; € f(V;) npoussossre Tauke. Taxa 3a x € V; Baxu || f(z) —
will < asax gV je p;e) =0, maje

Hf(:r) - Zi:l/’j(x)wj Zi:lpj(x)(f(x) —w;) ‘ e
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Ca mpyre crpame, 3a cBako j noctoju h; € H TaxBo ma je

€
175 = pillee < =7
T Y

Ounatrne caemu na je

Hf(x) S e

j=1

< 2e¢,

quMe je JI0Ka3 3aBpIIeH.
Heka je X Bekropcku npocrop uag nobem K = C unu R, Ckaaapru
npouseod y X je mpecamnkasame (-, ) : X x X — K ca cBojcrBuma

(C1) (x1 + z2,y) = (x1,y) + (x2,y) — aguTUBHOCT;
(C2) (A\x,y) = A(x,y) — XOMOPEHOCT TIO TIPBOj MPOMEHIBUBOJ;
(C3) (x,y) = (y,x) — XePMHUTCKa CHMETPH]a;
(C4) (x,z) > 0 — nmosurusHa (cemu)1eUHUTHOCT;
(C5) (x,z) =0« z =0 — HeJereHEPUCAHOCT.
ITpumernmo na (C4) nma cvmcaa u ako je K = C, jep 3 (C3) ciean
(x,x) € R. I3 (C1) u (C3) crenn Ja je CKaJapHU MPOU3BOJ, AUTHBAH

u 1o Apyroj npomensbuBoj, a u3 (C2) u (C3) xa je xonjyzosaro xomozen
10 JIpyToj mpoMerbuBoj: (T, Ay) = Mz, y).
Map (X, (-, -)) HasuBa ce yrnumaprum (MM npedruibepmosum) npoc-
mopom.
[TprMepu yHUTAPHUX ITPOCTOPA.
e R™ ca ckajapHUM IPOU3BOIOM (X, y) = T1Y1 + -+ + Tnln;
e C™ ca ckajapHuUM LPOU3BOIUOM (Z, W) = 21W1 + * + - + 2, Wy,
e [2(C) — npocTop CBUX KOMILTEKCHUX HU30BA 2, TAKBHX J1a Pejl Y |2, |?
KOHBEPIUpa, Ca CKaJapHUM mpou3BoaoM ({z,}, {w,}) = > 7| 2,0,
(u3 XesepoBe HEjETHAKOCTH CJIEIH J@ PEJ Ha JIECHOj CTPAHH aIlCo-
JIyTHO KOHBEPTHPA, IITO OMPABAaBa OBy meduHUIH]Y).
e npocrop nenpekuanux ¢ynkuuja Cla,b] ca ckajapHUM IPOU3BOIOM
= [, F@&)gt) dt
Yuurapuu npocropu (X, (-,-)x) u (Y, (:,)y) cy usomopduu ako nocroju
suHeapHa bujektuja L : X — Y taksa 1a je

(L(z1), L(z2))y = (21, 72)x

3a CBe T1,To € X; Tama MOXKeMO Ja moncroBetnMo X n Y Kao u3oMopdHe
mpocrope. Taksa mpecinkaBama L HA3UBAMO AUHEAPHUM U3OMEMPUIAMAT;
CKYIl CBUX JIMHEAPHWX M30METPHUja je IPyna y OJHOCY HA CJIarame mpec-
MMKaBamka (Koje mMa CMUCIa y3 pedeHo noucrosehnBame mzomMopdHUX
OpOCTOpA, Tj. PaJu Ce O Ipynu JuHeapHux uzomerpuja X — X).

Y cayuajy X =Y = C” oBy rpyny Ha3uBaMO YHUMAPHOM DYNoM W
oznaugasamo ca U(n), a y cayuajy X =Y = R" opmozonasnom zpynom
u ozHagasamo ca O(n). Cnemmjammo, U(1) = S! je rpyna jemmnmanmx
KoMIuIeKcHUX Opojesa, O(2) je rpyma msomerpujckux TpanchopMarnmja
paBHU Koje (pUKCHUPaAjy KOOpAWHATHM MmoueTak. AKo je A oproroHayHa
WJIM YHUTApHA MaTpuia, oHja je |detA| =1 (mokaszaru!).

TMoarpyna rpyne O(n) Koja dyBa opujenTanujy (€KBUBAJIEHTHO, j€3rPO
mopdusma det : O(n) — {1, —1} MyJATUIUIMKATUBHUX IPYNa) Ce HA3MBA
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CNEYUJAAHOM OPTOLOHAAHOM 2pynom 1 o3HadaBa SO(n). Caugno, cneyu-
jaana ynumapnra 2pyna je jesrpo mopdusma det : U(n) — S'. Cse ose
MATPHUYHE IPyIle MOy Jia Ce HOCManaJy ¥ Ka0 TOIOJIOIIKHU IIPOCTOPH, €A
PEJIATUBHOM TOIOJIOTHjOM Y K"’

Bagarak: [lokasaru ga cy SO(3) u RP? xomeomopdunm.
Ckajapuu mpou3Bo, uMa cieaeha cBOjcTBa:
(D05 Niiy o 1Y) = Doy 2oy Nl (i, Yj)
(+y,x+y) = (z,2) + 2Re(z,y) + (y,y)
o (z+y,x—y)=(x,x)—2dm(z,y) — (yy)
4Re(z,y) = (z+y,z+y) — (z -y, —y)
Im (z,y) = Re (z, iy).
W3 nocnenme aBe jeTHAKOCTH CJAEIN 11a, jé CKAJTapHU MPOU3BO jeTHO3HA-
9HO ompeljer BpeIHOCTMMA HA IMjarOHAJIN.
Kowu — Ilsapyosa nejednaxocm: |(z,y)|?> < (z,x) - (y,y). Jeamaxoct
BayKM aKO M CaMO aKO Cy & U Y KOJUHEAPHU (Tj. JIMHEAPHO 3aBUCHH).
Joka3z: 3a BekTope x,y U peannu 6poj £ BaxKu

0 < (2 + &y, +&y) = € (x, ) + 26Re (z,y) + (y,)-
IecHa cTpana je KBaJpaTHU TPUHOM TIO &, KOjU je TTO3UTUBAH aKO M CAMO
axo je (Re (z,y))? < (z,2) - (y, y). Axo je K =R noxa3 je osje 3appiuen;
axo je K = C, rana je (z,y) = ¢*|(z,y)| (jep je [(z,y)| " {z,y) € S, a
CBaKU KOMIUIEKCHU 6POj ca jeauHudHOr Kpyra je obsuka cosf +isinf), na

je
(2, )]

(z,ey) = Re (x, %)
x

(z,2)\/ <e“’ y e%y)
VAix, 2)\/{y,y).
Crernujanu ciaydajeBu oBe Heje,ZLHaKOCTI/I, 3a cKajiapHe npousso/ie u3 (322)
cy:

IVANI

!fzmlé(ij\ SRS fual?)
| frtoa@an < (f170R )" (Flator a

Ako je (X, (:,+)) yaurapuu npocrop, ouza je ca ||z|| := /{x, z) na wemy
nedwunrncana HopMma. Hejemnakoct Tpoyrna cienu n3 Komm — [IIBapmose
Heje THAKOCTH:

(z+y,x+y) = (v,2)+2Re(z,y)+ (v,)

(z,2) +2¢/(2,7) <2y y) + (v, y)

(z,2) +

Al

Y tepmunanma HOpMe, Ko — [IIBaprioBa Heje JHAKOCT MOYKe J1a Ce HAINIITE
kao |(z,y)| < o]l - 1yl

13 Komu — IIBaprioBe Heje THAKOCTH, THHEAPHOCTH CKAJAPHOT TPOU3BOIA
u (146), onuocuo (147) crenu na je cKajJapHu TPOU3BOJ HEMPEKUIAH, KAO
dyHukuja jeaHe wau aBe mpomenspuBe. llpenwsHuje, 3a GUKCHPAHO a,
TPECINKABAHA,

e (z,a), v (o), (,9)—(2,9)
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Cy HEIPEKHUIHA.

Axkocy || -] u || - ||2 HOp™Me Ha C0, 1] yBenene y (134), razna je || - ||2 u3se-
JleHa U3 cKaJapHor upoussosa ysedeHor y (322) u uz Komu—IlIsapuose
HejeTHaKOCTH CJIe/IN HejeTHAKOCT

Hﬂh=4|ﬂwwx=u¢msnm2

Oparne caemn na je csaka Jonra npocropa (C[0,1],] - ||2) caapkana
y Hekoj Jiontu npocropa (C[0,1],| - ||1), omHOCcHO ma je ckym koju je
orparnder y (C[0,1],] - ||2) orpanuuern u y (C[0,1],| - ||1)- Ca mpyre
crpane, 3a HU3
0 3az€0,1-1/n]
fo(z) =< 2n%z — 2n(n — 1) 3ax €[1—1/n,1—1/2n]
n 3ax €[l—1/2n,1]

Baxd || full2 > /n/2u ||fulli = 3/4, onaxne caequ na je jeaunudna gonra
y mpocropy (C10,1], || - ||1) Heorpanuuen ckyn y mpocropy (C0, 1], - ||2)-

IMpumerumo ga u3 (221) creau ma OBO He MOXKE Ja CE JIECU Y HOPMU-
pPaHUM TPOCTOPUMA KOHAYHE auMenH3uje. BekTopcku mpocTop je becko-
Haune JuMen3uje aKo 3a CBAKH KOHAYaH CKYIl BEKTOPA IOCTOjH BEKTOD
KOju HHje y IbUXOBOM JIHHEAPHOM oMoTrady. VI3 mperxoannx pa3maTrparba
caemn aa je Cla,b] mpocrop GeckoHauHe auMeH3wje (HAPABHO, OBA UNH-E-
HULA MOXKE /I3 Ce JOKAXKEe U JUPEKTHO).

Bagmarak: Heka cy || - || w || - ||o JBe HeekBuBameHTHe (Tj. TakBe Ja HUje
-1l < || - llo) Hopme Ha npocropy X, Takse aa

(3C > 0)(vx € X) ||zllo < Cllz[.
Hoxkazaru na je ceaxa sonra npocropa (X, | - |o) Heorpanuuen ckym y

npocropy (X, | - []).

Bagarak: Heka je (M, d) merpuuku npocTop y KoMme je 3arBopeme Bx; p|
CBaKe JIONTe KOMINakTaH ckyll. JJokaszaru na je M KOMILIETaH IIPOCTOP.
3anarak: J/lokazaru 1a je ca

QQHBfHUﬂN—Alﬂmﬁ

nedurnucano HempekuHo mpecnukasame F o (C[0,1],] - [|o) — R. Ho-
kazatu ga je sup{F(f) | ||fllec < 1} = 1, anmu na F He JOCTHIKE Taj
cynpemyM HE y jenuoj tauku jeauuuune jonre {f | || flloo < 1}. Ussectn
3aKJ/bydaK Ja jeaunudna Jonta npocropa C[0,1] y yaudopmuoj HOpMEU
nuje komnakran ckyn. OBO je npuMep OrpaHHYEHOr M 3aTBOPEHOL MOJI-
CKyTla METPUYKOr MPOCTOpa KOju Huje kommakrtan. Ou mokasyje u ma
y (330) me Bazku 06pHYTO TBpheme.

Bagarak: Heka je S C Cgla,b] ckyn HempeknIHUX peasHuX (DyHKIHja
KOje Cy y CBaKOj TauK{ pasjaudure of Hyne. M3padyHnarn

([ o) ([ 63).
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Ako je mopma || - || moGujena u3 ckamapHor mpousBopa (-, ) OHJA BaXKH
jednaxocm napanesozpama;

lz +ylI* + [lz = ylI* = 2(]|=[|* + [ly[|*)-
Hoxka3 ciemu u3 cienehux jeqnakocrun:

o+ 9] = (o o) = ol + o,9) + (o) + o]

e —ylI* = (& —y.z —y) = |z|* = {z,y) = {y,z) + [ly*.

Baxku u o6puyTo TBphemwe: ako Hopma || - | Ha HOpMuUpaHOM Bek-
ropckom npocropy X nax nomem K € {R,C} 3amososbasa jeanakoct

napajesorpama, ona Ha X MOCTOjU CKaJapHU MPOU3BOJL (-, -) TAKAB 114 je
|lz||? = (z,z). ¥V cayqajy K = R ckanapru mpoussoj, je 3aj1at ca

1
(.y) = (le+yll* = = = yl),

ay caydajy K= C ca

1 { , ,
(.y) = (e +yll* = e = yl*) + (2 +iyll* = o = iyl).

Cxunmpahemo moka3. IIpBo, m3 mpernocTaBke 12 BayKW jETHAKOCT Tap-
ajieJiorpama, Jako ce M3BOJM JIa je

(x +y,22) = 2(x, z) + 2(y, 2).

Cruernyjasno, 3a y = 0 mobujamo cBojcrso (x,2z) = 2(x, z), na, ckpahusa-
IbeM IPEeTXOIHE JeTHAKOCTH Ca 2 J00MjaMO aUTHBHOCT

(+y,z2) = (z,2) + (y,2).
W3 agurusnocru ciaenn
(nr,yy =(x+...+x,y) =nlx,y) 3a n €N,

a omarie {(qr,y) = alx,y) 3a ¢ € Q. Xomorenocr mo a € R cieam
mpemackoMm Ha Jumec kKaax Q 3 ¢ — «. Ocrana cBojcTBa CKaJIapHOT
MPOU3BO/IA Ce TTPOBEPABAjY HEIOCPEIHO.

Bamarak: Koje og mopmu || - ||, (1 < p < o0) mHa C" u R”, medumn-
ucanux y (139), cy u3BejeHe u3 HEKOr CKaJIAPHOr MPOU3BOIAT!
Bekropu x u y yaurapror npocropa X cy opmozonainu ako je (x,y) = 0,
a 0PMOHOPMUPAHY AKO cy oproronanau u ||z| = ||y| = 1.

3agarak: [lokazatu ga cy BekTopu cosnx u sinmz (m,n € N)
oproroHanuu y mpocropy C[—m, 7| ca cKajapHUM TPOM3BONOM Jed¥H-
ucanum y (322). lokasaru ja Cy BEKTOPH COSNX W COSMI OPTOrOHAJIHU
3a m # n. Wcro Baxwu u 3a sinnz u sinmax. Osa tBphema ce mory o6-
jenunuTH y jeano: sekropu €T u €™ cy OpTOrOHAJNHHE aKo je m # n,
m,n € 7.

Axo je (x,y) = 0, numewmo z Ly. Ako je S C X, kaxkeMmo 1a je BEKTOD
T opmozoHasakh Ha S ako je xly 3a cee y € S u numemo x1.S. Ckyn
CBUX BeKTOpa ¥ € X OpTOrOHAJHHMX Ha CKym S o3HauaBamo ca S+. U3
JIMHEAPHOCTH CKAIAPHOT IPOM3BOIA CIIEM Ja je S~ moTmpocTop mpocropa
X, a U3 HEMPEKUIHOCTHU 1A je Taj MOTIPOCTOP 3aTBOPEH.
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Bagarak: /latu npumep ckyma S 3a xoju je (ST)t # S. Jlokazatn
naje ((S1)1)+ = S+ 3a ceaku cxyn S.
Hexka je X yumrapum mpocrop nam R xkomauue mumensuje, dim X = n u
e1,...,€e, HEroBa OpTOHOPpMHUpaHa Oa3a. Heka cy x1,...,x, € X mpous-
BosbHU BekTOpHu, P : X — X /mHEeapHO Tpec/iuKaBame JedUHUCAHO Ca
P(e;) = x4, [P] merosa marpuna u [G] = ((Tx, T5)) i jef1,....n}- U3

(det [P])? = det [P] - det [P]T = det ([P][P]T)

det [P] = \/det [G].

Marpuma G ce HazuBa ['pamosom Mampuy,om BEKTOPA T1,...,Tn, & I€-
TepMuHaHTa MaTpuie P (uiu KBaapaTHu KopeH jgerepmunanTe ['pamose
MaTPUIE) N—OUMEHSUOHOM 3ATPEMUHOM NAPAAEAETIUNE)d HAJ, TUM BeK-
TOpUMA.

caenn

3amarak: /loka3zaru /13 je CHCTEM OJ i BEKTOPA, JTUHEAPHO HE3ABUCAH
aKO ¥ CaMO aKo je mweroa ['paMoBa MaTpwuila WHBEPTUOWITHA.
Hexka cy x1, ..., x, MehycoOHO OPTOrOHATHE BEKTOPH YHATAPHOT IIPOCTOPA
((xj,zk) = 03a j # k). 3a mux Baxu [Jumazopura meopema:

2 n
=l
k=1

n

S

k=1

Joxka3z crnemnn u3

n n n n n
< >k, Z%> =D anwy) =Y (ww,w),
k=1  j=1 k=1j=1 k=1
momwto je (zx, ;) =03a j # k.
Hexka cy ey, ..., e, opToHOpMupAHA BeKTOpK yHEUTAapHOT mpocropa X. Ta-
Jia 3a cBaku BekTop = € X Baxku Beceaosa uejednarxocm

n
D lzen) <l
k=1

[Ipumerumo ja osa Hejeaunaxocr youwrasa Kouwm—IlIsapuosy (na kojy ce
cBomu 3an = 1).

Joxkas: Hekaje h = z—Y _, (z, e;)ex. Homro je {e;} oproropmupan
CKyII, <€k7 em> = Ok, 1A je

<haem> = <x,em> - <xaem> =0.

To 3uaum 1a je h OpTOrOHAJIAH HA CBE BEKTOPE €1, ..., €e,, na u3 Iluraro-
pUHE TeOpeMe CJieIu

n
> =D e, en)* + (12>
k=1

[omrro je ||h||? > 0 onasae ciemn Becenosa HejeaHakocT.

Heka je (X, (-,-)) yanrapuu npocrop GeckoHauHe nuMeH3uje (HIp. mpoc-
top Cla, b], ca ckagapHUM TTPOU3BOIOM (f, g) = f: f(t)g(t) dt). Heka je e
MIPOM3BO/bHU jeuHUYIHA BeKTOp. KoHcTpyuimnMo Hu3 mMehycoOHO OpTor-
OHAJIHUX jeJIMHUYHMX BEKTOpa Ha ciegehu maumn. Ako cy ey, ..., e, Beh
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KOHCTPYWCAHHU, n3a0epuMO MPOM3BOJbHI BEKTOD X KOjU HHje Y HUXOBOBM
muHeapHOM omorady. OBo je moryhe, nomro je X mpocrop GecKoOHAYHE
numensuje. Y nokaszy Becenose nejennakocru (337) medunucaiu cmo
BEKTOp h KoOju je opToroHamad Ha cse e;, 1 < j < n. edunnmnmo
en+1 = ||h]|"th. U3 [uraropune Teopeme ciemn

llem — enll* = llem|I* + llenll* = 2,

ma HU3 e, Hema KormjeB, Jakjie HEM KOHBEPreHTAH, IMOAHU3. Tume cMO
Jokasanan ga cdepa

S:={reX||z| =1}

y OECKOHAYHO JMMEH3UOHOM IPOCTOPY HUje KOMIIAKTaH CKYII.
ITpu nokazy nekommnakTHOCTH Sy (338) CMO KOPUCTHIIM CKAJIADHE [IPOM3-
BOJ, aJli Baxku u onurruje repheme: Hopmupanu (He 06aBE3HO yHUTAPHU)
IIPOCTOpP je KOHAa4YHe JUMEH3Hje aKO U CaMO aKO je CBaKa JIONTa y HeMy
KOMIIaKTaH cKym. 3azarak (331) je jemma miycrpanuja oBor TBphermba.
Tomonomky TPoCTOp je A0KAAHO KOMNAKMAH AKO CBAKA, FHeTOBA, TAYKA
MMa HEeKy KOMIAKTHY OKoyimHy. CBaku KOMIAKTAH MPOCTOP j€ JIOKATHO
KOMIIAKTaH.

Bamarak: Jaru npuMep JOKAJIHO KOMIIAKTHUX IIOACKYy1I0Ba A, B Mmer-
PUYKOT MPOCTOPA, TAKBUX 14 BbUX0BA yHUja AU B HUje JIOKAJIHO KOMIIAK-
TaH CKYII.

3agarak: /lokazaru 7a je HOpMUPAHU BEKTOPCKY MPOCTOP X JIOKAJI-
HO KOMIIAKTaH aKO ¥ CaMo ako je jequnuuna Kyrina B = {x € X | |lz] < 1}
KOMIIAKTAH CKYII.

3amarak: Jlokazaru /a je HOpMUPAHU IIPOCTOP JIOKAJIHO KOMIIAKTAH
aKO M CaMO aKO je KOHAJYHe TNMeH3Hje.
Heka je X mokamuo kommakTan Xaycmopdos mpoctop, U C X orBOpeH
u K C U xommaktan nojackymn. Tama mocrtoju orBoper mogackym V. C X
TaKaB JIa je V KOMIakTaH u Jla BaxKu

KcVcVcl.

Jlokas: u3 JIOKaJIHE KOMIIAKTHOCTH IPOCTOPAa X ¥ KOMIAKTHOCTH CKY-
ma K cnemm ma K MoxKe 1a ce TOKpHje ca KOHAYHO MHOTO OTBOPEHUX
CKYTIOBa, Ca KOMIAKTHAM 3aTBOpPEHEM. YHHja TUX CKymHoBa W je oTBOpeH
CKYII Ca KOMITAKTHUM 3aTBOpemeM Koju caapxku K. Ako je U = X, noka3
je 3aBpien uzbopom V = W. Heka je Y = X \U nenpasan ckyu. 13 (234)
CJIe| 713 33 CBAKO ¥ € Y IOCTOju OTBOPeH CKyn Vy, Takas Ja je

KcV, y¢Vy,

na bamumja {Y NWNV,},cy KOMIAKTHEX CKYTIOBa HMa IPA3aH MPECeK.

U3 (235) cneau ma nmocroju KoHadaH CKyn {yi,...,Ynt C Y Takas ga je
Yynwnv, n---nv, =0

Hexka je

V=wnv,n---nv,

n
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Taga je
VcWwnVy,n---nV,,
ma ckymn V ucmnymbaBa yeioBe TBphema.
3a nokaaHo KoMIakTHe XaycaopdoBe IpocTope Baxku cieneha BapujaHTa
Ypuconose Jeme (Bugeru (69)). Heka je X snokanno kommaxkran Xayc-
nopdos mpoctop, V' C X orBopen moackym u K C V kommnakran. Tama
mocToju HempekumaHa dyHKIEja ¥ : X — R ca KOMOAKTHEM HOCAYEM
takBa ga je 0 < ¢(z) <1,
suppy CV, Tj. =0 mra X\V

u Y =1 na K. [pyrum peanma, mocToju Henpekuaaa, MyHKIN]a ¢ TaKBa,
Ja je

XK <Y <xv,
rIe Cy Xk 4 Xy Kapakrepucruwdue ¢dpyHknuje ckynmosa K u V.

Hokaz: Tlopehajmo pammonanme 6pojese m3 maTepBana [0,1] y uu3
{qn}, mako ma je ¢ = 0 m ¢o = 1. 3a cBaKO ¢, KOHCTPYWIIUMO CKYTI
V,, Ha cienehn maunn. Ckymose Vp u Vi (maxne Vi, u V,,) u3abepumo,
kopucrehu (340), Tako ma je

KcVicVicVycVycCV.

Hame nacrassamo uaykrusao. IIpernocrasumo na cy V,, ...,V xon-
CTPYUCAHU TAKO [ BAYXKU

4G <ar = Vg CVy,.

Heka ¢, najsehin meljy 6pojeruma qi,...,q, KoOju je MamW O Gni41 W
HeKa je ¢, Hajmamu Mehy TuMm OpojeBmma koju je Behm om ¢ny1. Ko-
pucrehin (340) 3ak/bydyjeMo sa MOCTOjU OTBOPEH CKYI V. . Takas 1a je

V,, CV, , CV.
Heka je, 3a ¢ € [0,1] N Q,

¢q<x>{q’ e Vo ¢q<x>{1’ eV,

n+1

nt1 Tag1 C© Urpy

0, 2¢V,
7 HeEKa je

P(z) = Sup Ya(),  o(z) = inf gg(x).

Taza je dbyunkuuja 1) nosyHenpekuHa 010310, a ¢ o103ro (Bugeru (102)).
@ynkiuja 1 je nupentuuku jennaxa 1 ma K, 3amosommasa 0 < ¢(z) < 1m
nMa HOCAY caap¥kany V.

IMokazahemo za je ¥ = ¢, omaxiie cieau ma je ¢ menpexkuana (jep je
Taa MOJIyHEIPEKUIHA U O03/0 U OJI03r0), I1a TUME U Jia 33/J0BO/bAaBA CBA
ycaoBe TBphema.

Hejeaunakocr 9,.(x) > ¢s(x) moxe na Baxku camo ako je ¢ € V.. u
x ¢ V4 3a HeKe pampoHasHe Opojese r U s Takse ja je r > s. Ann Taksu
T, T ¥ S He 1OocTOoje, jep 3a r > s je V. C V. Jlakue, Baxku HEjeIHAKOCT
Vg < ¢y 3a cBe g u t, ma je P < Q.

ITpernocraBumo aa je (x) < ¢(x) 3a veko x. Tana je

Y(x) <r<s<o(x)
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3a HEKe paionaJHe 6pojese 7, s. U3 npee Hejennakocru ciaenu x & V.,
a m3 apyre ¢ V. MehyTum, To je KOHTpaJuKmmja, jep 3a r < s je
Vs CV,.

Tuwme je mokazano ma je ¥ = ¢. OBa dyHKINja 3aI0BO/ABA YCIOBE
TBphema.
Heka je X nokamuo kommakran Xaycaopdos mpocrop u C.(X) mpocrop
menpekugaux ¢yukuuja f : X — R ca komnakrauMm HOocadeMm. Padonos
UHMEZPaA je TPECTUKABAE

I:C(X) =R

KOje 3a/I0BOJhaBA
(E1) IONf+pg)=M(f)+pl(g) 3a f,g € Co(X), A, u € R (;qmueapHOCT);
(E2) f>0= I(f)> 0 (mo3urusHOCT).
Hoxkazkumo 1a Taga I 3a/710Bo/baBa u
(E3) Axoje f,, Ny omanajyhiin uusz y C.(X) rakas ga fy () — 0 kagn — 0o
s3aceet €T, ouna I(f,) — 0 (HenpexuaHOCT),
mro 3Haum 12 je PagomoB mHTerpas jeman cmenumjasan ciaydaj Jlanm-
jemosor (271). Hexka je K,, = supp f,. /I3 MOHOTOHOCTU ¥ TIO3UTHUBHOCTH
Huza f, ciaemu na je

KlDKQDK?,D"'.

N3 (341) cneam ma nocroju dbyukuuja 1p € C.(X) Koja 3amoBobana 0 <
Y(x) <1 rakBa ma je ¢ =1 na K;. Heka je ¢ > 0. U3 [Tunujese Teopeve
cmenn na f, paBHOMEPHO KOHBEpPrupa Ka HyIH, ma mocToju ng € N ca
CBOjCTBOM

n>ny— fn<e.

Hocau cBake dbyukmuje f, je caapxkan y K1, ma je 3a n > ng

fo=1"In XK < fath < .
Oparne cnemu I(f,) < el(¥), 1j. I(fn) — 0 Kag n — oo.

3amarak: Jloka3zatu oBO TBpljeme HA APYyrW HAYWH: HEKA je f, oma-
najyhn nus xoju rexu mynu. Jdoxkasaru na I(f,) — ¢ 3a Heko ¢ > 0. Ko-
pucrehin JInunjeBy tepemy (270) mokasaTw Ja MOCTOjH MOAHU3 [y, Takas
na je || fo.llee < k72, Baxmyuurn omatie ma pea Y. fn, yHEDOPMHO
KOHBEPIHPa Ka HEKO] HelpeKuAHOj (pyHKImju [ ca KOMIAKTHUM HOCAYEM.
HoxazaTn ma je 3a cBako k € N

k
ckSE:HhJSIU)

u ojariie 3akjpyunTtu sa je ¢ = 0.
ITpumepu Padonosoz unmezpana.
1. PumanoB uHTErpas

b
[:Cla,b] - R, I(f):/ Fx) da

3a KOMIIAKTaH MHTEPBaJ [a, b].
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2. Puman CruitjecoB nuTerpasn

b
[:Cla,b] > R, I(f):/ (&) da

3a KOMIIaKTaH WHTEPBAI [a, b] u pactyhy dyHKIM]y a.
3. Jlupaxosa d—pynryuja
5a(f): C(X) = R, 6ba(f) = f(a)

3a (ukcnpany Tauky a € X.
3aparak: Heka je X jokamno kommakran Xaycaopdos npocrop K C X
komnakTan moickyn u C.(X; K) ckyn dyukuuja y3 C.(X) uuju je Hocay
caapxkan y K. Tokazatu na je C.(X; K) HOpMUPaHU BEKTOPCKU IIPOCTOD
y OJIHOCY H& HOPMY

[fllx = sup{|f(z)] | v € K}

U /13 je PecTPUKIInja

I:C.(X;K)—R
PajionoBor uHTerpaja HempekuaHa y OAHOCY Ha Ty HOpMY. (YIyTcTBO:
axo je ¢ xao y (341), onna je |f(z) — g(x)] < ||f — gllx(x) 3a f,g €
Ce(X; K).)
Heka cy X m Y wommakTHm mpocTopu; Taja je m X X Y KOMITAKTaH.

3 (344) u (146) cneam na je PanoHOB nHTErpasl pABHOMEPHO HEIPEKHTHO
npeciukasamwe Ha npocropy C(X x Y), ma u3 (103) u (315) caenu ma 3a
kommakTHe mpocrope X u Y u Pamonose muaTerpase
Ix:CX)=»R, Iy:C(Y)—=R

TIOCTOjU jenwHCTBeHN PaJoHOB MHTErpas

I:C(XxY)—=>R
KOJU WMa CBOjCTBO

I(f®g)=Ix(f) Iy(9)
Crenujasno, Ha 0Baj HauuH, yonirasajyhu npsu npumep u3 (343) un-
JYKTHBHO 110 1 100ujamo nedunuiujy PumanoBor naTerpaa wenpexudne
dyHKIIZje N IPOMEH/BUBUX 110 N—0UMEH3UOHOM KEaIDPY, Tj. PYHKIHjE

fiar,b1] X -+ X [an, by] — R.

Y I'maBu 3 yommruhemo 0oBaj mojaMm Ha Kjacy (YHKINja ITUPY O KJace
HEIPEKUTHUX.

Yuurapuu upocrop (X, (-,-)) je Xuabepmos axko je KOMILJIETAH Ka0 MeT-
puYKE IpocTop ca MerpukoM d(z, y) = ||ly—z| = /{y — =,y — x). Baxan
npumep Xuabeprosor mpoctopa je mpocrop L2[a, ], Koju ce mobuja KOM-
nnerupawem npocropa (Cla, b, || - [|2) (p =2y (134 )), nopma || - |2 je
W3BeNIeHa M3 CKaJapHOr mpoussoaa {f, g) f f t)g

3aparak: Heka je Y nornpocrop Xunbeprosor npocropa X. Jloka-
3aru 1a je Y Xunabepros mpocTop.

Bagarak: [okazaru ga Ipunnun makcumyma momyia (295) Baxku
3a QYHKIMje KOMILJIEKCHE MMPOMEH/bUBE CA BPEIHOCTHMA y XMUIOEPTOBOM
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upocropy. Ynopeauru o ca 3agarkoM y (295) koju nokasyje ma [Ipuanmn
MaKCHMyMa, MOJIY/a He Baxku 3a (PYHKIHje ca BpegHocTuMa y BanaxoBom
LPOCTOPY.

YryTcTBo: Heka je f amamnTryuka (GYHKIHja KOMTIJIEKCHE TTPOMEHIbIRE
ca BpeAHOCTUMA Y XUIGEPTOBOM IIPOCTOPY U 2( YHYTPAIIIba TAYKA, HEHOT
nomena y kojoj || f(2)]] mocruxke makcumym. Tokasaru ja je

z = (f(2), f(20))

KOMTIJIEKCHA QHAJTUTHYIKA (DYHKIMja KOMILJIEKCHE TpOMeH/buBe. [Ipumernom
Kommu-IlIBapnoBe HejeTHAKOCTH IOKA3aTH /13 OHA JOCTUXKE MAKCUMyM
y TA4KWH Zg U U3 MPUHIUIA MAKCHMyMa 33 aHaJIuTU4YKe (DYHKIHje ca
peanocruma y C sakspyunru ga je (f(z), f(z0)) = C. Cuenujanno,
lf(20)||*> = C, mro 3naun ma je C peanan 6poj. N3 Komm-IlIsaprose
HejeTHAKOCTH CJIETH

1£(z0)II* = (F(20): f(20)) < IF )N - 1 (z0)ls

ma je || f(zo)| < [ f(2)[|- Ama, mo mpermocrasmu je u || f(2)|| < [|f(20)|], ma
je [|f(z0)ll = Il f(2)]| = C. U3Bectn omarne aa je

1£(2) = f(z0)lI* = (f(2) = f(20), f(2) = f(20)) =C = C = C+C =0.

(347)

(348)

VY repMuHMMA yHUTAPHUX HPOCTOpa 3azarak y (278) moxke jia ce uHrep-
nperupa Ha ciaegehm nagaun. [Ipermocraska

b
/ " f(t)dt =0

suaun zga je Bekrop f € Cla,b] oproronanan (y oQHOCY Ha CKajapHU
npousBoz, AepUHUCAH MHTErpaioM) Ha BeKTope fn(t) = t™. 36or -
€APHOCTH CKAJIAPHOr MPOM3BOJA, TO 3HAYU JIa je OH OPTOrOHAJIAH W HA
JIMHEAPHU OMOTa4 BeKTopa f,(t) = t", Tj. Ha MOTHPOCTOP MOJMHOMA.
ITo BajepirrpacoBoj TeopemMu 0 alpOKCHMAIIH]H, Taj MTOTIIPOCTOP jé TYCT ¥
(Cla,b], || ||oo), ma mocToju HU3 MOTMHOMA TaKaB Ja Py — [y HOPMH ||+ || oo -
U3 Teopeme 0 KOMyTAaTUBHOCTH yHU(DPOPMHOr JIMMECA U MHTETPAJIA CJIEIH
Jla, HU3 KOjI KOHBEPTUPa ¥ ||« ||oo HOpMu KOHBeprupa ny || - ||2 mopmu. Ta
HOpMa je MeHepUCaHa CKaJapHUM IIPOU3BOJOM, I1a jé CKaJapHU IIPOU3BO/L
HENpeKuIaH y OfHOCY Ha wy (327), omakie cienu

0= kli_}n(r)l()(pk,f) = <kli_>H;opk,f> = (£, 1 =717

omakJe, 300r Hemerenepucanoctu Hopme, caenu f = 0.

Cnuano, u3 BajepurrpacoBe Teopeme 0 anpOKCHUMAINN]HU TEPUOTATHIX
HenpekuaHuX (DYHKIM]ja TPUIOHOMETPUjCKUM mosuHoMuma (312) ciaenu
Ja ako je pyHkumja f 3am0BosbaBa cienehe pesialyje OproroHaJHOCTU

2m 2
f(t)sinntdt =0 = f(t) cosntdt
0 0
3a cee n € {0} UN, onna je f =0.
®amumja Bekropa {x) | A € A} y Hopmupanom npocropy X je nomnyha
aKO je CKyIl CBUX IbMXOBHX KOHAYHUX JHHEAPHUX KOMOMHAIHja rycT y X.
Qamunuja je AuHeapHo HE3a6UCHG AKO je CBAKH IbEH KOHAYAH IMOICKYII



(349)

1. HEKE TOIIOJIOMIKE 1 AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31 173

7mHeapHo HezasucaH. Hmp. davminja {1,¢,t2,...} je auneapHo Hesan-
ucha (mokasaru!) u, no BajepirpacoBoj reopemu, noruyua y (Cla,b], || -

lloo)-

3agarak: Heka je Hopmupanu npoctop X rycr y HOpMUPAHOM IIPOC-
Topy Y u Heka je dbamunnja Bekropa {x1, Za, ...} nornynay X. Jokazaru
J1a je Ta damMuiauja notnyHa uy Y.
ITpumepu u3 (347) mory na ce mocmarpajy y ckiomy cienehier, ommrujer
rphemwa. Heka je {1, xs,...} juneaprno nezaBucua pamuiuja BeKTopa y
yaurapaom npocropy (X, (-, -)). Ja 6u oBa dammuamja 6una normyHa
e HeOonmxomHO je ma y X He mocToju BeKTOp h #* (0 KOju je OpTOrOHAJIAH
HA CBE BEKTODE Tj;
e ako je mpoctop X XuabepTos, u JOBOJBHO je Ja y X He MOCTOjU BEKTOD
h # 0 Koju je OpTOrOHATIAH HA CBE BEKTOPE Tj.
Hokaz: (=) Ha je naBejenu ycjioB HEONXOJAH y CBAKOM YHUTAPHOM
MTPOCTOPY CJIEIN W3 YMH-EHUIE A, aKO jeé BeKTOP h OpTOroHAJaH Ha, CBe
BEKTOpE Ty, n3 [Ilmraropure Teopeme cienm

[P R A PV =g T
j=1 j=1

Kaza 6u 6uno h # 0, 1j. ||h|| > 0, u3 nperxo/te HEjeIHAKOCTH OU CJIEIUIIO
Ja je pacrojame BeKTopa h om 610 Koje JTuHeapHe KOMOMHAIFje BEKTOPa
dammiuje {1, x2,. ..} Belie ox Heke MO3UTUBHE KOHCTAHTE, IITO 3HAYU A
davunja HEje MOTIyHA.

(<) HdokaxkuMo caJa 1a je HaBEJIEHU YCJIOB M JOBOJbAH, aKO j€ Mpoc-
Top X kommieran. [Ipmmenom I'pam—IlIMuTOBOT MOCTymMKa OpTOTOHAJ-
u3anyje Ha CUCTeM BeKTopa {x1,Ts,...} A00MjaMO OPTOHOPMHUDAHU CHUC-
rem {e1,e2,...} KOjU UMa MCTH JMHEAPHU OMOTad Kao u nosiazuu. Heka
je € X npomussossuu Bekrop. Pen > |(z,e,)|? kouseprupa, jep ce paau
0 pely ca TO3WTURHUM UJAHOBUMA UHje Cy MapInjajiHe CyMe, HA OCHOBY
Becenose nejennakocru (337), orpanudene. Hberose maprmjaibe cyme
dopmupajy Korrmmjes au3, ma mocToju ng ca CBOjJCTBOM 13 3a 1 > m > Ny

BaXXXun " n
IS (zee]® < Y Hae)? <e.
j=m j=m

Oparne, Ha ocHoBY KommjeBor ycioBa KOHBEPreHIInje y KOMILIETHOM IIPO-
cropy X, cienu na pen y (z,e;)e; kouseprupa. Heka je
o0
h=z— Z(w,en>en.
n=1
U3 jiuHeapHOCTY U HENIPEKUIHOCTU CKaJapHor npoussoza ciaenu (h, ep) =
0 3a cBe eg, 11a je h oproroHasaH Ha CBe BEKTOPe cucTeMa {e1,es,..., }, a
tume u {x1,Te,...}. Ilo upernocrasuu je raga h = 0, wro 3Ha4u Ja je
o0
= Z(x, €n)en.
n=1
N3pa3 Ha JeCHOj CTPaHU IPHUIIAIA 3aTBOPErbY JTHHEAPHOT OMOTAYA, CHCTEMA,
{e1,ea,...}, 1j. cucrema {x1,xs,...}, WO je u rpebasno AOKa3ATH.
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U3 nuckycuje y (349) cienu HejeaHakocT
n

o= (. ep)es]| < [la =D Ny
j=1

Jj=1

- n
3a IPOU3BOJbHY JIMHEAPHY KOMOWHAIIN]Y Zj:1 Aje;. pyrum pednma, TO
3HAYU 2 je

n
he := Z(a:,ej>ej
j=1
BEKTOp JINHEAPHOT OMOTa4Ya OPTOHOPMUPAHOr cHucTeMa {eq,...,e,} Koju
Hajoome anporcumupa h.

Bagarak: Haliu cBe nenpekuane dyukuuje f : [0,1] — C 3a koje nocroje
HU30BH Uy, b, KOMILIEKCHEX OpOjeBa TaKBHU 4 je

1 1
/ (@) — ane — bol2 < &
0

n
3a cBe n € N.
Bakspyuak (350) je y ocHOBU memoda HajmaruT K6adpama, KOju ce CacToju
y caenehem. IlpermocTtaBuMo 12 3HAMO [1a Cy BEIUYWHE X W Y MTOBE3AHE
JIMHEAPHUM yCJIOBOM

Yy =azx

am Jla He 3HAMO BPeIHOCT KoHcranTe a. lIpermocraBumo na je y n

Mepema YCTAaHOBJ/bEHO I3 BPETHOCTUMA, L1, . . . , Ly, BEJIMIUHE & OATOBAPA]Y
BPEIHOCTH Y71, . - ., Y, BEJIUIUHE Y. TATA KOEDUIHjEHT ¢ OMPaMO TaKO 11
BEJIMINHA,

n
> Ny — axy)?
j=1

Oyne HajMama. JIpyrum pedmma, TPaXKMMO BEKTOD KOJIMHEAPAH BEKTOPY

(z1,...,2Tn) KOju je HAjOIUKU BEKTODPY (Y1,-..,Yn) Y CTAHIAPIHO] EYK-
JauJcKoj Hopmu npocropa R™. Omnruje, ako Besmuuna iy € R nureapro
3aBuch o1, & = (p1,...,pm) € R™, 1j. ako je

y=a-x
3a d = (ai,...,0m,) U KO je U3BPLIEHO N MEPEHA y KOjUMA Cy BPEIHOC-
mva a@, = (p¥,...,pF) , 1 < k < n semmumme ¥ omromapane mobujere
BPEIHOCTH (Y1, . ..,Yn) BEJINUNHE Y, OHIA G OMPAMO TAKO /A BEJIWIWHA

>

m 2
k
(=t
k=1 j=1
Oyzme Hajmama. Ipyrum pednma, TpaKuMo HajOO/by APOKCHMAIIN]Y BEK-
Topa (Y1, ..,Yn) JUHEADHUM KOMOMHAIMjAMA BEKTOPA () Y CTAHIAP/HO]

eyKJINJICKOj HOpMHU mpocTopa R™.

3amarak: Meromom HajMamux KBagapaTa Hahu mpaBy y = ax + b Koja
najbosbe ouuncyje uamepene speanocru A0, —2), B(2,0) u C(3,2).

3amarak: Merogom HajMamux KBajapara naljena je nmpasa y = ax +
b koja Hajbosbe onmcyje uamepene Bpennoctu Ai(x1,y1), ..., An(Tn, Yn)-
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Jlokazaru 1a ce MO3WTHWBHA W HEraTHBHA BEPTUKAJIHA OJCTyHama Mehy-
coGHO noHUIITaBajy, Tj. Aa je Y. (y; — ax; —b) = 0.

(353) Jluneapuo uesaBucan cucrem Bekropa {f1, fo,...} y HOpMUpaHOM Bek-
TopckoM mpocTopy X GeckonadHe auMensuje je 6asa’’ Tor mpocropa ako

CBaKM BEKTOp & € X MOXKe 3 Ce TMPEeJCTABH y ODJIUKY

T = i )‘nfn
n=1

3a HEeKe cKajape A,, n € N.

Craka 06a3a je TIOTIIYH CHCTeM, aji HHje CBAKW TOTIYH CHCTEM JIMH-
eapHO HE3aBHCHHMX BeKTOpa 6a3a’®, kao mTo mokasyje mpumep cucreMa
{1,t,#2,...} y C[-1,1]. TIo BajepmTpacoBoj Teopemn 0 ampoKCHMAIjn
HOJIMHOMMMA, 0Baj cucreM je noriyH y upocropy (C[—1,1], |- [leo), & TMe
uy (Cl—1,1], | |l2) (nmomro yandopmun mumec KOMyTHPA Ca HHTErPATOM
KojuM je medunncana Hopma ||-||2). Kaza 6u oBaj cucrem 6mo 6a3a, cBaku
BekTop f € C[—1,1] 6u mMorao na ce mpejcrasu y o0JUKY 30Hpa

F&) = Ant"
n=0

koju kouseprupa y (C[—1,1],|| - ||2). Ominru 4naH KOHBEPreHTHOr pesia
TEXU HyJd, IIa U3 OBe KoHBepreuumje caeau ||A,t"|2 — 0 kag n — oo.
[Tomrro je

[Ant"[|2 =

! 2
/ A 2t27 dt = M|y ——,
1 2n+1

33 JI0OBOJBHO BEJIMKO 1 BaxKu |A,| < v/2n + 1. Oparie ciaenu na cremnenu
pes > .7 o Ant™ yHudOpPMHO KOHBEPrHpa HA KOMIAKTHAM CKyLOBUMA HH-

repBasia | — 1, 1[. O3naunmo meros 36up ca
o0
g(t) =Y Ant™.
n=0

Hamomennmo na je dyHKImja f cyma oBOT HCTOT pejia, ajin y HOPMH || - ||2.
3aro 3a weros 30Up 3a KOHKPETHO ¢ KOPUCTUMO O3HaKy ¢(t), momro, y
OPUHIMILY, JIUMECH HU3a Y OJHOCY Ha JBE Pa3JIMYMTe METPUKE MOrY Ja
Oyay pasnuuuri. MIIax, y OBOM Cay4ajy U3 KOMYTATHBHOCTH MHTEIPAJIa
7 yHUDOPMHOT JIMMECa, CJIEIN

o0 2 1-6
0=Hf—z>\nt" > [0 -g0Pazo,
n=0 2 -1+

47080 je meduuunmja 13B. Illaydepose basze y HOPMHPAHOM HpPOCTOpPY. Xamenosa basa
BEKTOPCKOI IIPOCTOPA j€ CBAKHM MaKCHMAaJaH (y OJHOCY HA NOJCKYII) CKYI JHHEAPHO HE3aBUC-
HEUX BekTOpa. Moxke ma ce mokake, nmpumenoM llopHoBe jseme, ma c6a%KU BEKTOPCKH IPOCTOD
nMma XamenoBy 6a3y. IllaygzepoBa 6a3a, mehyTum, y 6€CKOHAYHO TUMEH3UOHUM IIPOCTOPUMA UMa
CMECJIA CaMO y npucycTBy Tonosorrje (jep je medmrucana xao Geckonaura cyma pega). Ilocroje
Banaxosu npocropu koju HeMajy [llaynepoBy 6a3y. Caku Xunbepros npoctop uma [llayneposy
6asy.

48HapaBHO, OBO C€ OZHOCH HA IPOCTOpe OECKOHAYHE JUMEH3H]je; Y MPOCTOPUMA KOHATHE IU-
MeH3HUje CBAaKHM IOTIYH CHCTEM JIMHEAPDHO HEe3aBHCHUX BEKTOPA je Ha3a.
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na je, 36or menpekuanoctu dbysknuja f u g, f = g Ha cBaKOM HMHTEp-
Basy [—1+40,1—4]. Mehyrum, g je ananuruuka dbyukuuja (na je, uzmehy
ocrasior u Kiace C*), 10K je f camo Heupekuua, He 06aBe3HO HU Audep-
eHIINjabnTHA.
Axo je cucTeM BeKTOpa y YHUTAPHOM MPOCTOPY X OPTOTOHAJIAH ¥ MOTITYH,
OHJIA je oH Oasa.

Joka3: MHOXKeme BeKTOpa JATOr CHCTEMa CKAIapoM He Memba CaJp-
’Kaj TBphema, 1ma MOKeMo Ja [peTnocraBumo aa je {er,es, ...} opToHOp-
MupaH cucreM. TakaB CHCTEM je JTHHEAPHO HE3ABUCAH, jep U3

Zn:)\j(ij =0
j=1

CKAJIADHUM MHOYKEHEM Ca €} U MPUMEHOM OPTOTOHATHOCTH JOOMjaMO A, =
. n .
0. Hexa je z € X npoussosban BekTop, y = > :_; Aje;. Tana je

n n
xT—y= < E (x,ej)e; —y) + (x— g (m,ej)ej>.
j:l j:l
ITpBu cabupak MpUMaga JWHEAPHOM OMOTAady BEKTOpa {e1,...,en}, a 3a
JPYTH Ce CKAJIApHUM MHOXKemeM ca e 33 1 < k < n Jjako Buau 1a je
OPTOTrOHaJIaH Ha CBAaKHW O/ THX BEKTOPa, IIa Ha IBUXOB 36I/Ip MOZKEMO J1a
npuMeHnMo Iluraropuny Teopemy, omakKiIe 3aK/bydyjeMo Ja je

n
Tr — E /\j@j
j=1

IpHU 9eMy Ce jeAHAKOCT JOCTHXKe aKO U CaMO aKo je A = (x,e;) 3a cBe
j. Homro je cucrem {eq,es,...} nornyn, 3a ceako € > 0 y sontu Blz; €|

n

i Z(x,ej>ej

j=1

<

)

HOCTOjH BEKTOD Y KOjH je JIMHeapHa KOMOuHAIMja BeKTOpa {e1,. .., eny},
a TUME W JMHeapHAa KOMOMHAIMja BEKOPA {e1,...,e,} 3a cBaKo n > ny,
Ta je 3a TaKBe N U JIeCHA CTPAHa Marba, O €, YMUME je JOKA3aHO
o0
T = Z(az, €n)en.
n=1

N3zpas na mecuoj crpanu nHasusa ce DPypujeosum pedom Bektopa r. Cka-
JIApHUM MHOXKemeM obe CTpaHe ca ¥, KOPHCTeNu HEempPeKuIHOCT HOPMe
nobujamo Ilapcesanrosy jednarocm

o
1> =) [z, en) .
n=1

Crnwano, kopuctehn HEMPEKUIHOCT CKAJAPHOT TPOU3BoAa, Aobmjamo [Tap-
CEeBAJIOBY jeJIHAKOCT 33 CKAJIAPHU TIPOM3BOJL;:
o0
(@,y) = (zen){y,en).
n=1
Yenyt cmo okasanu u ciaenehe TBpheme: Ako je E,, quHeapHu oMOTad
KOHAYHOI CKYIl OPTOHOpMUpPaHUX BekTopa {e1,...,e,}, oHua je
n
Pu@) = Y (@,e))e;

Jj=1
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JeIWHCTBEHN BEKTOp TMoTmpocTopa [, dmje je pacTojame O T jeTHAKO
d(z,E,). Ilpeciukasawe P, : X — E, je JuHeapHO W HEIPEKUHO
(mokazaru!); Hasusa ce opmozonasnum npojexmopom upocropa X Ha E,.

3agarak: Heka cy fi,..., f, JMHeapHO HE3ABUCHU BEKTODH Y YHU-
TapHOM TIpocTOpy 1 F,, BuxoB muHeapun omorad. Heka je eq, ..., e, opTo-
HopMmupana 6aza mpocropa F,, nobumjena I'pam—IlIMuToBMM mOCTYIKOM
OpTOHOpMANW3aImje cucrema fi, ..., f. Heka je z € X mpou3Bo/bHU BEK-
Top, u P, (x) meropa oproronaiHa npojekimja va F,; 3anummmo je y 6a3u
fi,--- fn npocropa E, kao P,(z) = a1f1 + ...+ anfn. Jokasaru ga u3s
x— P,(z) L E, cnenu

(f1, fr) a1+ 4 (fu, f1) an = (z, f1)

<f1afn> ay+---+ <fnafn> Up = <517,fn>

N3 gumennie Ja je 3a cBako x JeduHUCAH jeTUHCTBEH BeKTOp P, (x) 3a-
KJBYUUTH Ja OBAj CUCTEM MMQ, jeJTUHCTBEHO PEIehe o a1, . . . , a,. VI3BecTn
oJlaTJie jolll jelHO pelneme 3a1arka u3 (335).

Cucrem Bektopa {1,cost,sint,cos2t,sin2t,---} je oproroHajan y yHu-
tapraom npocropy C|[—7, 7| ca ckamapHuM IPOH3BOIOM

(frg9) = j f(t)g(t)dt.

ITo Bajeprurpacosoj Teopemu (312) 0 anmpoKCHUMallUju HEIPEKUTHUX
MEePUOANIHUX (PYHKITHja TPUTOHOMETPHjCKAM MMOJTMHOMUMA, OBaj CHCTEM
je mornyH y mpocTopy 2m—nepuoamaHuX QyHKIHja Yy HOPMH ||| o0, & THME
uy | |2, 360r KomyTaTuBHOCTH YHUMDOPMHOr JIMMECA W WHTErpaia. 3a
cBaky GyHKIH]y f Koja je HempeKuaHa Ha [—, 71| mocToju DyHKIHja g Koja
sagoBosbaBa g(—m) = g(m) u ||f—gll2 < £/2, rue je ||-|| Hopma u3BeeHa U3
CKaJIAPHOT TPOM3BoAa. Jla 6ucMo TO BUAEN, JOBOJHHO je y3eTu (PYHKITH]Y
g TakBy 1a je g = f Ha [—7 + d, 7], a na [—m, —7 + ¢] nedpunucaru g kao
muHeapHy GyHknujy uuju rpaduk cnaja tauke (—w + 6, f(—m + 0)) m
(=, f(7)) (rako ma je g(—m) = f(w)). 3a omako m3abpany dyHKIM]jy
giellf —gl3 = [C_s1f(t) = g(®)]?dt — 0 kan § — 04. Iomro je g
2T—nepuoandHa, Mo BajepirpacoBoj TeopeMu MOCTOju TPUTOHOMETPH)CKA
LOJIMHOM Py, Takas 12 je ||pn, — gll2 < £/2, onakne crenu || f — pnll2 < e.

Jakse, cucreM TPHTOHOMETPHJCKUX TToaMHOMA je mornyH y C[—m, 7],
na, Kao n 'y (354), 3a cBaxku Bektop f € C[—m, 7| Baxu

1 oo
f= 5(10 + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1
y cmuciy kouseprenuuje y || - ||2, rame ce koeduumjentu, kao u y pemy
y (354) y ouwrem ciyuajy, uzpaxkapajy LOMONY CKaJapHOI LPOU3BOAA:

1 [ 1 [™
ap = — f(t)cosntdt, b,=— f(t) sinnt dt,
™) _x L
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zan € {0,1,2,...}. Osaj pexn kouseprupa y || - ||2, anu He u 3a cBaKo
(u3mely ocrasior, neBa crpana He Mopa ja Oyie nepuonudHa QyHKIUja,
uako zgecua jecre). O Moxke zna ce 3anuiie u 'y obauky

+oo _ 1 - .
f(x) = Z cne'™, raeje ¢, = Gy (e ™ dt, ne€Z,
n=-—0o0 -n
Tj. Kao cmenenu ped no z = e, Ose ce 1o JABOCTPaHOM CyMOM CMarpa

“+oc0o N
E cpe'™ = lim E cpe'™,
N—oo
n=—N

n=—oo

jep Cy KOHAYHEe CyMe Ha JECHO] CTPAHH OHO IITO Ce JI00Hje KaJl Ce MapIiy-
jasHe cyMme peja MO CHHYCHMa W KOCHHYCHMa, TPAHCHOPMHUIILY y3 mOMOh
Ojnepose dopmye.

3amarak: /lokazaru /1a je BEKTOPCKHU IIPOCTOP CBUX AIICOJIyTHO KOH-
BEPTEHTHUX TPUTOHOMETPHjCKUX penoBa banaxosa anredpa, ako Cy 3a

+oo —+oo
fO =Y cene™, gty = Y dne™.

HOPMAa U MHOKembe j1e(DUHICAHU Ca

+oo +oo .
171= Y lel (Fr0= 3 (5 ad;)en

n=-—00 n=—o00 “k+4j=n

IMapcesasosa jeauaxocr jepnakoct u3 (354) y ciyudajy Tpuronomerpu-
JCKOT pena Tyiacu

+00 &

1 1 1

I3 = 37 denls w713 = Slaol® + Y (laal® + [baf?).
n=-—o0 n=1

3amarak: /loxkasaru mga n3 IlapceBasoBe jemmakocTtu 3a (DYHKIH]Y
f(t) =t cnemm

(o]
PET
—=—.
n 6
n=1
(356) IlapceBasioBy jeHAKOCT MOXKEMO Jia HCKOPUCTUMO 3a J10Ka3 cieneher TBp-
bemwa, nozunaror kao Juysurosa meopema. Heka je ¢, uu3 y C u neka pes,

f(z)= Z cn2"
n=0

koupeprupa 3a cBako z € C (1j. dyskuuja f : C — C je wena —
AHAJIMTUYKA HA 1eJI0] KOMIUIEKCHO] paBHU). AKO je f orpaHudena, oHua
j€ OHa KOHCTaHTHA.
Jlokaz: 3a z = re'® crenenu pesn Y. c,2" je Tpuronomerpujcku Dy-
pujeoB pen, na u3 IlapceBamoBe jemnakocTu cienn
™

= n 1 T
Slenlrin = oo [ Ifre) da.
n=0

—T
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Axo je || fllo < C, onna je
oo
Z |Cn|27“2n < CQ,
n=0
mro je moryhe camo ako je ¢, = 0 3a cee n > 1. Ogarie ciequ f = ¢q.
Ipumep f(z) = sinz nokasdyje Ja oBo TBpjeme He Baxku 3a peasiHe
neste QyHKIHje.

Bamarak: Heka je f nena dynkuuja u mexka je |f(z)| < a|z|P + b 3a
HEKe MTO3WTHUBHE peajiHe Opojese a, b, p. lokazaru ma je f mogmHOM.

3amarak: Us3sectn m3 IlapceBanose jemmakoctn moka3 Ilpuamumma
MakcuMyMa Mojyia (295).
N3 jemnaxocTn

+oo
f({L‘) _ Z Cneinz’
n=—oo
y KOjOj ce TOoApa3yMeBa /ia pej, Ha JeCHO] CTPAHW KOHBEPTHPA y HOPMH
|| - l2, e caedu na je BpemmocT dyHKIMje HA JIEBOj CTPAHU 33 KOHKPETHE
BPEIHOCTH IIPOMEHJBHBE T jeTHAKA CYMHU PeJa Ha JIeCHOj, Bell ce paau camo
0 pasjaramby BEKTOpa f 110 OPTOMOHAJHOj 6a3M y YHHTAPHOM IIPOCTOPY
C[—m,n]. Heonxoman ycioB 1a je BpemHOCT (DYHKIMje HA JIEBOj CTPAHW
jesHaKa cyMu peia Ha JIecHOj je na je dynxmnmja f 2m-mepuommdna.t?
Axko dysknuja f HEje mepuoaIHA, OHIA MOKEMO Ja jO] TPUIPYKUMO
®ypujeos pes ua unrepsaiy [—1,T] u nycrumo na T — +oo. Ha unrep-
sany [—T,T] cucrem e™*/T je oproronanam, a ®ypujeon pex bynximje
f:[-T,T) — C y onnocy Ha Taj cucrem je

T , 1 (T ,
Z cne™ /T e je c¢p = ﬁ/—T f(t)e_”"t/T dt.

n=-—oo

Hamummmo oBaj pen y obmuky

+o00
Z c Zeiﬂ'"z/TE
n T T N
n=—oo
[Ipumernmo ma je
T 1 (7 ,
Cp— = —/ F()er™ T dt.
T 2m J_p
Hexa je
—~ 1 [t .
F& = / F(t)e' dt.
21 J_
OsBaj unrerpan naszupa ce Qypujeosom mparchopmayujom dyuaxuuje f.
[Ipumerumo ua je, y3 onpebene npernocraske o dbyukuuju f (Hup. zna
“+o0
unterpan [~ | f(x)| dz xonseprupa), 3a Bemuko T
™

T .
ecn— = f(&,), rTmeje &, := T
7r

49013&j YCJIOB HUje U JOBOJbAH; BUIIE JeTa/ba O OBOMe heMo ga Buaumo y I'nasu 5.



180

(358)

1. HEKE TOIIOJIOIIKE N AJITEBAPCKE CTPYKTVYPE V AHAJIU31

Tako je @ypujeos pes, byukiyje [ TpuUOINKHO jeTHAK

00 . +oo

> flenesl — [ Foerds wan T 4

n=—oo —0o0

OsBaj maTerpas Hazusa ce Pypujeosum urmeezpasom Gyukiuje f. Pazpu-
jame 2m—tepuoandne (yuknuje y mera OypujeoB pes je aHaJoTHO MPe-
craBibamby (DyHKIHje peajiHe TpoMeHsbuBe heHnuM PypujeoBuM HHTErpa-
gom. Osa, jgoneksne Hedopmilana, pa3marpama hemo JerasbHEUje pas-
mMoTputn y L'masnm 5.

Pucosa meopema o npojexyuju. Heka je X Xunbepros nmpoctop u Y mHeros
3aTBOpEH MOTMPOCTOp. Taja cBakm BEKTOp ¥ € X MOXKe Ha je/IMHCTBEH
HAYWH JIa ce Hamwuine y OOJIuKy

r=y+z, yeY, zeYt

BekTop y ce Ha3MBA 0PMOZOHAAHOM TPOJEKUUJOM BEKTODA X HA IPOCTOP
Y u oH je jernHCTBEHH BEKTOP MpOcTOpa Y 3a KOju BarxKu

d(x,Y) = ||z —yll.

Ako yBenemo o3naky y = P(x), npeciukaBamwe P : X — Y je HenpekuHo,
mmreapuo u axkn P? = P. Axoje Y # {0} ouna je ||P| = 1 (mopma mun-
eapHor npeciukaBatba je ysegena y (145)). Ilpeciukasamwe P ce nasusa
OPMOZOHANHUM TPOJEKMOPOM TIPOCTOPa X HA MOTIPOCTOP Y'; OHO YOI
TaBa npeciukaBame P, yBeneno y (354) 3a KOHAYHOIMMEH3UOHU TIPOCTOP
E, y ynosn Y.

Hokaz: Heka je d = d(z,Y) = inf{||z — v|| | v € Y}. Tazma 3a cako
n € N nocroju BexkTop vy, € Y 3a koju je

1
|z —yn|| < d+ — = d,.
n

U3 jennakocTu napasenorpama (333) cieau

l@—yn)+@=ym) I+ (2 =yn) = (@=ym) > = 2(|z=yn|*+ |z =ym|*),

OZIHOCHO,
1
2l = o+ ym) /217 + 5 lwn = vm® = Nl = wall® + |2 = 1>

Uspas Ha JecHOj cTpanu je Mamu of d2 + d2,. Ilomto je (yn + ym)/2 €
Y, mpBu cabmpak Ha JeCHOj CTpaHH je Behm o 2d?, ma m3 IpeTxomHe
jennakocru u gedununuje d, = d + 1/n nobujamo HejemHakocT

5 _4d 4d 2 2
1Y — Yml S—+—+5+—=.
n m o n

Opnarse cienu na je uus ¥y, Komwujes, ma 300r KOMILIETHOCTH KOHBEPTUPA
Ka HEKOM ¥; U3 3aTBOPEHOCTH cKyna Y ciaean y € Y. Ilperackom Ha nmec
y |z = ynll < d+1/n nobujamo ||z — y|| < d, omakne, 36or y € Y cuenn
le -yl = d = d(a.Y).

JokakuMo J1a je y jeauHa Tadka CKyma Y Koja 3a/0BO/baBa OBY j€lI-
Hakoct. IIpermocraBumo na mocToju jorn jeman BekTop yo € Y \ {y}, ca
CBOjCTBOM

[ = yoll = d = [lz = yl|.
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W3 jemmakocTr mapaJiesorpama Ciie/in

I = yo) + (z = I + [z = %) — (& —y)|”

2([lz = yoll* + [l — yl1?)
= 2(d% + d?) = 4d>.

Axo je y # yo, onma je [|(z — yo) — (z — y)|I* > 0, ma goGujamo

Y+ Yo :’(x—y0)+($—y)H<d,

2 2
mro je memoryhe 360r (y + yo)/2 € Y.
Ocraje jour Ja T0KaxKeMo Ja je BEKTOp 2z = & — Y OPTOrOHAJIAH Ha Y .
[IpermocTaBuMO CymIpoOTHO, /13 TMOCTOjU BEKTOp v € Y TakaB Ja je

c:=(x—y,v) #0.

Hexka je
c
U=y+ - —5v €Y.
[[o]]?
Tanga je
|cf”
lz =l = (z — w2 — u) = [lz - y|I? <z —y|* = d(=,Y)?

[v]}?

mTo je nemoryhe, nomro je u € Y.

(359) V cayuajy Banaxosux npocropa (y KojuMa HeEMa CMUCJIA TOBOPUTHU O OpP-
TOroHAJIHOCTH ), uMaMo cieneliy reopemy o upojekuuju. Heka je X Bana-
xoB npocrop u K C X komnakran nojckyn. Heka je € > 0, F' konauna
e—Mpexka ckyna K u Heka je K, xomBekcHmM omoTtadu ckyna F. Tana moc-
TOJH HMPECTUKABATHE

me: X = K,

TakBo 13 je ||m:(z) — m.(y)|| < ||z —yl| 3a cBe 2,y € X u ||z — 7 ()| < €
3a cee x € K.

Hokaz: meka je F = {p1,...,pn}. Iomro je F e-mpexa, jonre
Blp;; e[ mokpusajy K. dedbunmmumo nernpeknane bynkIimje

g = | lle=ajll, z € Blpjiel
! Oa ‘r¢B]p15€[

u ¢(z) =7, ¢j(x). Tama je

Yo 6@
() i = =———"——
o(x)
TPayKeHO MPECIUKABAHE.
IIpeciukaBame 7. Hasusa ce Illaydeposom npojexyujom.

(360) Y mpocropuma KOHAYHE JUMEH3M]e CBAKO JIMHEAPHO IIPECTUKABAILE MOXKE
Ja ce mpejacraBu MarpunoM. CrenujaaHo, JUHEAPHO MPECJUKABAHE BEK-
TOPCKOI' [IPOCTOPA JMMEH3Uje Ty LPOCTop cKajapa (jeAHOAUMMEeH3MOHU
BEKTOPCKU MPOCTOP) CE TPEACTABbA, MATPHUIOM 1 X 1, Tj. BEKTOPOM, a
CaMo JIMHEapHO IPECIUKABabe CBOAM Ce Ha CKAJAPHU IIPOU3BO/I.

Yomrmreme 0BOT 3amazkama Ha MPocTope OeCKOHAYHE TUMEH3Hje Jaje
Pucosa meopema o penpezenmavuju suneaprur dyuryuonasa: Heka je X
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Xunbepros npocrop u X* mweros Ayasnu npocrop (medunucan y (145)).
Tana 3a cBako a* € X* nocroju jeauucTBen BeKTop a € X Takas Ja je

a*(z) = (r,a) 3acBex € X.

IIpeciankasamwe @ : X* — X koje na osaj naunu pyHkumonassy a* npui-
pyXKyje BeKTOp a uma caemeha cBojcTBa:
o O(\a* + ub*) = A\®(a*) + u®(b*) (anTmmEHEAPHOCT);
e O(X*) =X (cypjekTuBHOCT);
e ||D(a*)|| = ||a*|| (u30MeTpuuHOCT).
Hopwma na secnoj crpanu nocieme jeguakocru je ysenena y (145).
Hoxa3z: Heka je

Y={zxe€X|a"x=0}

je3rpo dyukImonaia a*. 300r HEMPEKUIHOCTH, Y je 3aTBOPEH MOTIIPOCTOD
mpocropa X. Ako je Y = X Bekrop a = 0 3a/10Bo/baBa TBpljeme Teopeme.
AkojeY # X, nocroju x ¢ Y, na no Pucosoj reopemu o upojekuuju (358)
TOCTOjM BEKTOD 2 KOjH je oproroHanan Ha Y. Heka je v = ||z|| 71z, Tana
je |lv] =1uvlY. Hexa je

a=a*(v)v.

ITomTo je 3a cBako x € X

h=z-—

(jep je a*(h) = 0, a Y je jesrpo dynkumonana a*), uz vlY u ||v]| =1
cenu

a*(x)
a*(v)
Tume je q0Ka3aHO MOCTOjarb€ BEKTOPA G. JEIUHCTBEHOCT CJIEIW W3 HeJle-
TEeHEPUCAHOCTH HOPMe, jep KaJ OM IOCTO0jao jOI jeJaH TakaB BEKTOD ag,
6uso 6u (x,a —ag) =0 3a cBe x € X, na m 3a & = a — ag, Tj. OmIO Om
lla — aol|? = 0, omaxye ciean a = ag.

Antununeaproct npecimkaBama ¢ ciaeny u3

(x, @(Aa™ 4+ pub*)) = (Aa* + pb*)(z)

= Aa*(x) + pb*(z)
Mz, @(a”)) + pfz, @(b%))
= (z,\®(a*) + u®(b*)).

CypjexTuBHOCT je ouursienna, jep ceako a € X neduHulne JnHeapHO
upeciukasamwe ¢ — (r,a), Koje je nenpexkuano na ocaoBy Komm—IIIBap-
1IOBE HEJEeHAKOCTH.

IMomrro je ®(0) = 0, ma GucMo IOKA3aIM W3OMETPHYHOCT JTOBOJHHO
je ma mocmarpamo a # 0. U3 pedunuimje HopMe JIMHEAPHOT MPECIHKa-
Bama (145) cienu

la*[| = sup{l[ja”(2)|| | [[z]| <1} = sup{|(z,a)[ | [lz|| < 1}.

Oparne u u3 Komn-ITsapuose nejennaxocrn cneau ||a*|| < ||a|. O6puyra
HejenHakocT ||a*|| > ||a| cnemn u3

a*(lall*a) = (|lall~"a,a) = [all.

|v||> =0, ommocno a*(z) = (z,a).

<.’L‘,7)> -
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Tuwme je mo0Ka3aHa M3OMETPUIHOCT.

[Tocnenuma Pucose Teopeme o pempeseHTariuju je ga je XuadepToB Ipoc-
Top m3oMopdan cBoM Ayary. 3a Banaxose nmpocrope oBo He Baxku. AKO je
X BanaxoB mpocTop, He TIOCTOjU HU MPUPOIHO TipecankaBame X — X* (y
Xu16epTOBOM OHO MOCTOjU 3aXBaJbyjyhin CKasapHOM TPOM3BOIY W HETrOBOj
JIMHEAPHOCTH), aJld [OCTOjU IIPUPOTHO JIMHEAPHO MTPECIUKABAE

U: X = (XY, V) (z") =a"(x),

Ako je oBo npeciukapame nzomopdusam, banaxos upocrop X ce Hasusa
pedaexcuenum. Y ommTeM caydajy, oHO 3amoBosbaBa |U(x)|| = ||z
(mokas ocraB/bamMo 3a BexkOy!), omakiie ciegu 1a je HENPEKUIHO U UHjEK-
tuBHO. 360r KommierHOCTH, cinka W (X)) je 3arBopen mormpocTop y (X *)*
n3omopdan mpocropy X, ma, y3 uaeHTH(HUKAIN]Y OBa ABa H30MOp(dHA
upocropa, MoxkeMmo na cmarpamo ga je X C (X*)*. ¥V Xuubeprosom
MTPOCTOPY OBA WHKITY3Mja je jeaHakocT (XumnbepToBu mpocTop cy pediex-
cuBHM), y Banaxosum ona moxke ja 6yze u cTpora.
Heka cy X u Y mopmupanu BekTOpcku npocropu uHaj mosbem K = C wan
Ru B: X xY — K mwenpekunan oumnuaeapHu QpyHKITHOHAT.

e Axo je Y XunbepToB mpocTop, OHJA IOCTOj! jeJMHCTBEHO OIPAHUYEHO

JInHeapHo npeciukaBamwe S @ X — Y takso ja je

B(z,y) = (S(x),y) u Bl =|5]

e Ako je X XuabepToB MpOCTOP, OHJIA MTOCTOjU Je IMHCTBEHO OrPAHUIEHO
nuHeapHo npecaukaBame 1 Y — X TakBo ga je

B(z,y) =z, T(y)) wu Bl =TI

Hokaxkumo mpBO TBpheme, Ipyro ce JoKa3yje HA WCTH HAYMH. 34
z € X npeciukaBame y — B(x,y) je Henpekugan juneapuu byHKIMOHAI
Ha Y ma, no PucoBoj TeopemMu O pempe3eHTAIMju, MOCTOjU jeIMHCTBEHHU
Bekrop a € X rakas ga je B(z,y) = (y,a) 3a cBako y € Y. Bekrop a
3aBucu of x; o3nadumo 1o ca a = S(z). IIposepy ma S uma nasejeHa
CBOjCTBA OCTABIHAMO 34 BEKOY.

Kao mociemuity, nobujamo cienehe tepheme (ynopeauru ca (148)):

e Ako je X mopmupanu, a Y Xwunbepros mpocrop Haz nobem K = C
wim R, onga nocroju uzomopduzam L(X X Y:K) = L(X;Y) koju
4yBa HOPMY.

e Axo je X Xusbepros, a Y Hopmupatu npocrop Has nosem K = C
win R, onga nocroju mzomopdmsam L(X x YV;K) = L(YV; X) koju
qyBa HOPMY.

Jom jegna mocnenuna gokaszaHor tephema je caeneha: Ako cy X wm
Y XwuabepToBu mPOCTOPH, OHIA 3a CBAKO HEIMPEKUIHO JTMHEAPHO IIPec-
sukasawe A € L(X;Y) nocroju jeMHCTBEHO HEIPEKUHO JIMHEAPHO LIPeC-
mukaBamwe A* € L(Y; X) (Ha3nuBaMO ra KoHjy2068aHUM WIN G0JYH208GHUM
npeciarkaBameM) Koje 3amoBosbasa (A(z),y) = (z, A*(y)) u ||A]| = [|A*].
Bagarak: lokazarn (A*)* = Au (Ao B)* = B* o A*.






(1)

(2)

['JIABA 2

dudepennupame

1. IundepeHnupame y HOpMUPAHAM HPOCTOPAMA

Y I'maBu 1 cmo Buzenu jga u3BOn peanHe (DYHKIHjE PeasiHe MPOMEHIHUBE
MOKEMO J1a YOIIITHMO Ha mpeciukaBama f : [ — Y umurepsana I C R
y Hopmupanu Bekropcku upocrop (Y)| - |ly) — ako je tg € I yuyrpaiumba
TavKa, n3pas3

f(t0) = Jim = (F(to -+ )  f(t0)

UMa, CMWCJIA, jep Cy CBH ODjeKTH Ha, IEeCHO] CTpaHu 100po J1edbWHICAHN.
Axo je u nomen dyHKIMje f HOPMUPAHU BEKTOPCKY TPOCTOD, TECHA CTPAaHA
Hema cMucsaa (jep h y TOM Ciaydajy BUIle HUje CKajap), Ma YOLIITEHE
M3BOJA HA Taj CAyYaj 3aXTeBa MaJO JeTa/bHUjy aHATU3Y, KOjoM fiemo caza
Ja ce 1103a0aBUMO.

Henpexkuano npecinkaBame v : I — Y wnarepana I C R y mopmupanu
BexkTopcku npocrop (Y || - ||) HasuBa ce xpueom (MU napamempusosarom
kpusom) vy Y, a ciuka y(I) C Y menapamempusosarom kpusom y Y.
Kpusa v je 2aamxa, win dudepenyujabuina, y yHYTPAIIHO] TAYKU tg €
Int(I) ako mocroju Jumec

: t) —(to)
"(tg) := lim ’Y(i
7' (to) R —
Tazma ce mpasa
1(t) = 7(to) + (t — t0)¥'(t0)
HA3UBA MAH2EHMOM Ha Kpuey v y Tauku y = y(lo).
I'rarke xpuBe 71,72 : I — Y cy mamneenmnue y mauru ty aKo BaxKu
Yi(to) = 72(to) = 7i(to) = 73(to)-
OsBa 1Ba yciioBa cy eKBHBaJIEHTHA Ca

t) — t
iy 11 (®) = 720l
t—to t — tO

=0.

[Mocnenmu n3pa3 nuMa CMUC/IA U 33 KPUBE KOj€ HUCY TJIATKE.

[Iperxonna nedununmja Moxke 1a ce yormTu Ha cienehu naunn. Heka cy
(X, || lx) u (Y, ]| |ly) HOpMUpaHu BEKTOPCKK IIPOCTOPH HAJL UCTUM [OJHEM
K =R wm C, u V C X orsopen nozackyn. Henpekugna npeciukaBama
f,9:V =Y cy maneenmna y mauku xg € V ako je

@)~ g@)ly

=0.
v=zo o — o x

Cuenyjasno, u3 nocieme jeagnakocru caeau f(xg) = g(xo).

185
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W3 HejenHakOCTH TPOYTJIA JIAKO CIAEAU 1A je ,,0MTH TAHTeHTAH y Ta9Kh
ro” penaiuja eKBHBAJEHIMje Ha CKYyIy CBHUX MpeciukaBama m3 X y Y
HEMPEKUIHUX y To. Kjaca eKBEUBaJEHIIAje CBAKOT TaKBOT IIPECINKABAIHA,
f canpxku najeuwe jeIHO TPECTNKABAE ODIMKA,

x> f(zo) + L(z — o),

rae je L : X — Y nuHeapHO mpeciauKaBambe. 3aucra, 3a IBa TAKBA JIWH-
eapHa npectuKaBama L1, Lo Baxkmmao 6u

i (@) — Lo ()ly
2—0 ]l x

:O7

OZIaKJIe CJIeNN Jia 33 CBaKO € > 0 W JIOBOJBHO MAJIo x| BaxKmn
L — L
1L1(z) = La(@)lly _
2]l x

MebhyTum, u3pa3 Ha JIEBOj CTPAHU OBE HEjeTHAKOCTH je jeTHaK

L2 (e /N2l x) = Loz /ll2] x)]ys

IMTO 3HA4YM Ja je paziuka Ly, — Lo jenHaka Hysau Ha jenuHu4HO] cdepwn
S={zr € X | |z||x = 1}, a TrMe, 360r XOMOT€HOCTH JTHHEAPHUX HPEC-
JINKABaIba, U Ha 1eoM X .

Hedunnnmja: Henpekuano upeciukasawe f: V. — Y je dugpepen-
YUJabUAHO Y MAYKY To KO TIOCTOjU JTMHEAPHO TPECINKaBame L TakKBO 1a
Cy TIPECTNKABABA

z— f(z) m x> flxo) + Lz — o)

TAHPEHTHA y TAYKU Tg. JIMHEAPHO NpeciuKaBame L ce Ha3uBa u36000M,
WIN npeum u3eodom TpecaukaBama f y Taukm xg. Kopucre ce o3nake
L = f'(xo) mmn L = Df(x). Ipecnnkasame f je dudepenyujabuino ako
je nudepeHIujabUIHO y CBAKO] TAUKM CBOT JOMeHa. !

W3 nperxoaHe QucKycuje caeay 1a je W3BOJ, HEIMPEKUTHOT TPeCIuKa-
Bamba, YKOJIUKO IIOCTOjU, jeJIMHCTBEH.

N3 siokasnocT jMMmeca ciaeiu Ja je W M3BOJ, JIOKAJIHM objexar, Tj.
3aBHCH CaMO OJI TIOHAITNAakA QPYHKIIN]e Y HEKO] OKOJIIMHU TadKe (.

(4) Ako je HenpekuIHO NpeciuKaBame [ nudepeniujaduaIHo y TauKu o, OHIA

je mweros npsu u3sox L = D f(xg) nenpexudno JuHeapHO MPeCIUKaBabE.

Hokas: Heka je € > 0. Tazma nocroju § > 0 Tako ga 3a ||h||x < ¢
BaXKu

[f(@o+h)=f(@o)lly <5 m |f(zo+h)—f(zo)—L(h)|ly <5lhlx.
Oparse ciemm ma 3a ||h||x < 0 sBau ||L(h)||y < e. To smaum ma je L
HEMPEKUTHO Y HyIH, & CAMUM THM, 3000 JIMHEAPHOCTH, U Yy CBAKO] TAYKHU.

Jlokazano TBpheme mokasyje ma je m3Boi AuepeHIinjaduIHoOr Ipec-
sukaBamwa f 'V — Y nHa orBopenoMm ckymy V C X mpeciukaBame

Df:V = L(X;Y)
CKyHa, V y BEKTOPCKH IIPOCTOP HENPEKHUIHUX JIMHEAPHUX IIpeC/InKaBalba

w3 (X, - Mlx) y (V- )

11'[peu1/13m/1je 6u 6usno kopuctuTu TepmuH K-dugdepenyujabuitno npecaurasarse, na 6m ce
HAIJIaCHJIO Ja je moJsbe ckanapa K; yekopo hemo na ofjacaumMo u 3amro (Bugeru (14)).
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13 (3) cinenu na, axko je npeciukasame f: V — Y nudepennyjabuino y
T, OHJA TIOCTOjH JUHeapHo mpecaukaBame L : X — Y takBo 1a je

f(zo +h) — f(zo) = L(h) + o(h), amh — 0.

IIpu rome cmo y (4) u3 UpernocTaBKe O HEUPEKUJHOCTH LPECIUKaBaba f
y Ta4YKU Xg JOKA3AJU 13 je L HempeKu HO JIMHEAPHO MPECIUKABAHE.

VKoIMKO, 63 TPETIOCTaBKE O HEIIPEKW THOCTH TPECINKABAbA, [, IpeT-
[IOCTABUMO [ OHO 3a/I0BOJbaBa,

f(zo+h) — f(zo) = L(h) + o(h), wamh — 0.

3a HenpexudHo JIMHEAPHO IpeciukaBame L, onma omarie caenu jga je u f
HETIPEKUIHO ¥ Xg.

To 3HaYM 12 yCJIOB HEMPEKUIHOCTH MPECIUKABAKA [ y TA4Kd Ty Y
nebununuju y (3) MOXKEMO Ja U30CTABUMO, aKO YMECTO HEra J0aMO 3a-
XTEB Jla je JIMHEeAPHO mpeciukaBame L HempekuaHo. JIpyrum peduma,
caeneha nedununuja je exusasenrna ouoj y (3):

Hedununnmja: IIpeciukasawe f : V — Y je dugepenyujabuarro y
TaYKU Ty AKO TIOCTOjU Henpekudno JIuHeapHO npeciaukaBame L : X — Y
TaKBO Ja je

f(xo+h) = f(xo) + L(h) + o(h), xamh — 0.

V¥ I'naBu 1 cMmo Buzenu 1a je c6aKo TUHEAPHO MPECIUKABAE IPOCTOPA
KonauHe JumeH3uje HEIPEKUIHO, TAKO Jia, y CAydajy TAKBHUX MPOCTOPA,
oBa medUHUINjaA TTOTIa3H O] CTADUjUX YCIOBA, a HEMPEKUIHOCT MPECTnKa-
Bama [ /1aje Kao MOCIEIUILy.

Hedununujy n3Boma y BEKTOPCKOM TPOCTOPY MOYKEMO [1a HAIHUIIEMO 00-
JIAKY

f(x) = f(xo) = Df(x0)(x — x0) + 0( — 20), Kamgx — xo.

OBaj 3anuc omoryhasa jgedunuimjy usBojga y KaTeropuju HOPMUPGHUL
agpurnux npocmopa. U3 Jluneapue anredOpe HaM je MO3HATO 1A je aduHu
npocmop crpykrypa (A, V,+) rae je A ckyn, V BEKTOPCKH IIPOCTOD U

+:AxV - A

IPECTUKABAbE KOje 33J0B0haBa
(Al) a+0=a3acseac A
(A2) (a+v)+w=a+ (v+w)3aceea€ Ancsev,we V;opme je + Ha
nocienmeM Mecry cabupamwe y V;
(A3) 3a cBake zBe Tauke aj,as € A HOCTOjU jeJUHCTBEHU BEKTOp v € V
TaKaB JIa je ag = a1 + .
Ako je V HOpMupanu BeKTOPCKH 1poctop, ouja (A, V,+) nazusamo nop-
muparum adunum npocmopom. Ha mwemy je nedunucano pacrojame ca

d(a1, a2) = ],

/e je ||v|| HopMa (y HOpMHEPAHOM BEKTOPCKOM ITPOCTOPY V') jeAMHCTBEHOT
Bekropa u3 (A3). Hekan oBaj BekTOp 0O3HAYABAMO U Ca ¥ := a4 — a1 U
nuiiemo ||v]| = [jaz — a4]|.
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Ha camom ckyny A Ha OYMIIIEIaH HAYUH MOKE JIa Ce YBEIe BEKTOPCKA
CTPYKTypa aKo ce Tadka a € A mporjacu KOOpAUHATHUM TodeTKoM. Jlo-
OKjeHr BEKTOPCKHU IIPOCTOP O3Ha4aBaMo ca Ty A; 0Baj BEKTOPCKH IIPOCTOP
je m3omopdan mpoctopy V.

Axko je f: A — B HopMupanux aduHHX TPOCTOPA TAKBO I3 TOCTOjU
HEeNpeKuIHO juHeapHo mpecinkapame L € L(Ty, A; T, B) Koje 3am10-
BOJbABA ACUMIITOTCKY PEJIAIN]Y

f(z) = f(xo) = L(z — x0) + o(x — x0), ¥amz — o,

OHIa KaxkeMo na je f andepeHnnjabuiHo y TauKu Xg. VI3BOM mpecinka-
Bama [ nudepennujadbmiaHor Ha ckymy V C A je mpecamkaBarbe

Df:V = | L(TuA; Ty(0)B)
acA

koje 3amoBosbana D f(xo) € L(TyyA; Ti(z,)B). Ilpumeruvo ma komomen
npecnukaBama D f y 0BOj cuTyanuju wuje BEKTOPCKH ITPOCTOP — HE MOTY
Jla ce cabupajy JuHeapHa MPEeCcJuKaBamba Ca PA3TuIuTuM noMenuma T, u
kogomeruma Ty,. Couany curyarujy hemo umaru kaz 6ymsemo gedunucaim
U3BOJ, HA MHOI'OCTPYKOCTUMA, KACHUJE y OBOj IVIABU.

V ciy4ajy KOHAYHOAMMEH3MOHUX TPOCTOPA CBAKO JIMHEAPHO MPECIAKA-
Bame ce TIpescTaBba Marpunom>. Marpumy [Df(z0)] m3B0ma mpecinka-
Bama [ : X — Y masuBamo meroBoMm Jarxobujeeom mampuyom; O3HAUA-
BaMo je u ca J(zo). Axo cy X u Y mpocropu ucrte qumensmje, qetepMu-
HaHTy Marpuie J¢(zo) HasuBamo Jaxobujarom npeciukabama f y TauKu
Zo-

Ako je X =Y = K jenHonuMeH3WOHM BEKTOPCKHU MPOCTOD, OHIA je
MaTPUIA CBAKOD JIMHEAPHOD IIPEC/InKaBama quMen3uja 1 X 1 (a cBako juH-
€apHO [IPECIINKABAE Y TOM CJIy4ajy jé MHOXKEHE CKaJIapoM), [a Ce U3Bo
y jeAHOAMMEH3UOHOM (U CaMO y TOM) CJIydajy MOXKe MICHTU(DUKOBATH Ca
CKAJIApHOM (DYHKIIN]OM, ITaKje 00jeKTOM MCTOT THUTA Ko U (PYHKIIN]a KOja
ce mudepeHnupa. Y ONIITeM CIy4ajy, GYHKINja U BEeH W3BOI Cy 00jeKTH
PA3JUYUTOr THUTIA.

IIpasuna dudepenyuparva.
o Jluneaprnocm useoda. Axo cy npecnukaBamwa f,g : V. — Y mgudep-
ennujabusna y Tauku g € V u A\, pu € K, onzga je u upeciukasame

Af + pg mudepeHImjabuiIno y Ty U BaXKu

D(Af + pg)(wo) = AD f(w0) + pDg(wo).

OBo je jegaocraBHa nociaeauna Ae@UHALK]e U3BOIA.

e I3600 caooicene gynryuje. Heka cy X,Y, Z HopMUpaHH BEKTOPCKHU
upocropu, V' C X orBopen moiackyi, npeciukasawe f @V — Y
mudepeHIjabuiHo y Tauku 2o € V, W C Y orsopen ckym, f(xg) =
Yo € Wu g: W — Z npecnukaBame mgudepenimjabuano y yo. Tama
je xkommosunmja g o f mpecaukaBame IudepeHnjabuiHO y TAa4KH Tg
U BaxXKu

D(go f)(wo) = Dg(yo) - Df(xo)-

2030 [IpeCTaB/balbe€ 3aBUCH 0oJ u3bopa 6a3a Ha JIOMEHY U KOJOMEHY
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IIpowsBom Ha AECHOj CTpPAaHMW je KOMIO3WINja JTUHEAPHUX MTPEeCcIuKa-
Balba; IIPETXOJHN HU3Pa3 MOZKe Ja Ce HallUIIe€ U Kao

D(go f)=(Dgo f) Df.
Iokas: Heka je ¢ > 0. Ilo npernocrasuu, nocroju § > 0, Tako aa 3a
Ihlx <& u|k|ly <0 Baxkn
f(zo+h) = f(zo) + Df(xo)(h) + a(h),
9(yo + k) = g(yo) + Dg(yo) (k) + B(k)
re je
la(h)lly <ellbllx, 18R]z < ellklz.

W3 ocobnHa HeMpeKuIHNX JIMHeapHuX npecankasama (Inasa 1) cienn
Jla mocToje KOHCTaHTe a 1 b TakBe 7a je

1D f(xo)(R)lly < allhllx, [[Pg(yo)(K)llz < bllk[y,
na je, 3a |[hl|x <4,
[Df(x0)(h) + a(h)lly < (a+1)[h]x.
Oparne cnenn, na je 3a ||hl|x < d/(a+ 1),
1B(Df(x0)(h) + a(h))lz < (a + 1)el[hllx u [[Dg(yo)(a(h)llz < bel|h]x.
Heka je h = go f. Tana je

h(zo + k) = g(yo + Df(z0)(h) + a(h)) = g(y0) + Dg(yo) (D f(w0)(h)) + ~v(h),

e je [|v(h)||z < (a+ b+ 1)el|h||x, @mve je moxas 3aBprmen.

e 113 mpaBwuia 3a W3BOJ, CIOXKeHEe PYHKITH]je CAEIH /1A, aKO TadKa g € V
uma okonmHy Vo O xo Taksy Ja je pecrpukumja f : Vo — f(Vy) 6u-
jexnmja u ma je mpeciukasame f1 1 f(Vy) — Vo nudepenrmjabmmmo
y rauku yo = f(wo), ona je

D(f™")(yo) = (Df(zo)) ™"

o 13600 uneepsnoez npecauxasarsa. llperxojHa HaNOMeHA MOXKe J1a ce
uzBee u noj ciaegaehnm npernocraskama. Heka je f xomeomopduzam
OTBOpeHOr cKyma V y HOpMHUPAHOM MmpocTOpy X HA OTBOPEH CKYII
W y mopmupanoMm mpocropy Y u f~! mmBep3num xomeomopduzam
ca W ua V. IlpermocraBumo 1a je mpeciankaBame [ audepeHIm-
jabuieo y Taukn xg € V u na je D f(xo) auHeapHn xoMeoMopduzam
HopMupasor npocropa X Ha Y (1j. Df(zg) uMa HENpEeKUIHO WH-
Bep3Ho mpecimkapame®). Tama je f~1 qudepennujabuino y Taukn
Yo = f(xo) 1 HEroB U3B0J, y TOj TAYKU j€ UHBEP3 JMHEAPHOI LIPECJIU-
kasamba D f(zo), Tj.

D(f~1)(f(wo)) = (Df(w0))~".
Hokaz: Heka je ¢(h) = f(zo + h) — f(zo), 1j.
P = T—yo OfOTIO,
rie je 7,(v) = v + a Tpancianuja 3a BeKTop a. Taza je

-1 1 =1 -1 -1
YT =T 0 fT 0T =T, 0 [T 0Ty,

30/1aTne cienu u ga cy X u Y m3oMopdHHE mpocTopH.
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mj. Y7HEk) = fTHE +yo) — @0 = fHE +yo) — 7 (o). Omarme
cleau Jia, ako je
k= f(zo+h) — f(z0),
OH/IA je
h=f"(yo +k) = f(yo)-
Hexa je L = (Df(x))"'. Us
k= f(zo+h) — f(zo) = Df(xo)(h) +o(h), h—0
cnenu L(k) = h+ L(o(h)), kag h — 0, oqaocuo
M yo+ k) = f (o) = Lk + L(o(h)), h— 0.

Ocraje jou ga ce gpokaxe ga je esmuuna L(o(h)), kag h — 0, jennaka
o(k) kax k — 0.

Ilo npernocraBnu L je HEIPEKUIHO JHHEAPHO IPECIUKABAIbE, I je
IL(o(R)|| < IL|| [lo(h)]|, omakie ciemn ma je MOBOBHO JOKA3aTH 1A
je o(h) = o(k) xam k — 0.

Iomrro je k = D f(x0)(h) +o(h), n3 HENPEKUTHOCTH JIMHEAPHOT MTPEC-
mukasama (D f(x0))”! # HejeHAKOCTH TPOYTIa CaeIH

[kl > (1D f (o)l = lo(A)| > [[(Df (o))" 7H 2]l = llo(R)]| = Cl|Al|
(Ipyra HejeIHAKOCT CJIeay U3
[l = (D f(20)) ™ Df (zo)hll < [[(Df (o))~ [ 1D f (o)hll,

a tpeha n3 Tora mro je Besnunna o(h) 6eckoHavHO Masa y mopehemy
ca ||(Df(zo)) L7 ||h]), na je h = O(k) xax k — 0, onakne cieau
o(h) =0(O(k)) = o(k), k—0,
quMe je JI0Ka3 3aBpIIeH.
(9) Ipumepu.

e Ako je f : V — Y koucranrno upeciaukasame, f(x) = c¢ onua je
f(z)=0€ L(X;Y). Oo cnemn u3

flx+h)=c= f(z) = f(z) + 0+ o(h).

e Ako je L : X — Y HempekuaHO JHHEAPHO IPECIHKABALE, OHIA je
DL(z) = L3acee z € X, jep je

L(z + h) = L(z) + L(h) = L(z) + L(h) + o(h).

Ommrruje, ako je mpecaukaBame f : V. — Y audepennujabusiano y
rauku o u L € L(Y; Z), oupa je

D(L (¢] f)($0) = L . Df((E())

JIoKa3 mocienme jeHAKOCTH MOXKE Ja Ce U3BeIe AUPEKTHO M3 Jie-
dbununuje uszBona, unu u3z gokazanor csojcrsa DL(x) = L nomohy
HPABUJIA 33 U3BOJL CJIOXKEHOI IPECIUKABAbA.

3amarak: Hahu marpuily npBor m3Boa mpecInKaBarbha

L:R? 5 R%  L(z,y) = (z,—y).
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e Heka je Y =Y) X --- X Y,, mpon3Bo/i HODMUPAHUX BEKTOPCKUX MTPOC-
topa (Y, | - [lx) ca nopyon

Il = max fimyll

(MM HEKOM 0] TOLOJIOIIKK €KBUBAJIEHTHOM HOpMOM; HUD. (139) nHa
crp. 85)m f:V =Y, f = (f1,..., fn)- AKO cy KOOpAMHATHA TIPEC-
JMKaBamwa fi audepeHnujabuina y TauKu Ty, OHAA je u f nudepen-
11jabuTHO ¥ TOj TAYKU W BAXKU
l)f(Io) :2(l)fi(xo)7...,l)fh(xo))

e Heka je L : X7 X -+ X X;;, — Y HENpeKuaHO BUIIETHHEAPHO IIPEC-

JukaBawe. Tana je L nudepenuujabusno u, 3a h = (hy, ..., hy),
DL(z1,...,z,)(h) = L(h1,22,...,2n) + L(z1,ho, xo, ..., xp) + -+
‘+"'+*L(I1V..,In_1,hn)

Jloka3s je camyaH moka3y 3a n = 1 m ocTaB/haMo ra 3a BexOy.

e 3agarak: Hekaje L : X X ---x X — Y cuMeTpudHO BHUIIIETHHEAPHO
npecankaBame. ledunnmnmMo npecinkaBame X — Y

Lh™ := L(h,...,h).
Hoxkazatu na je
DLA™ = nLh" " € L(X;Y)
re je JTUHeapHo MPEeCIUKaBaibe Ha JIECHOj CTpaHu ITeUHUCAHO Ca
nLh" *(n) = L(h, ..., h,n).
(10) Bamarak: Heka je A Banaxosa anrebpa u G(A) rpyua meHux UHBEPT-
nbmaHUX ejgemenara. Jloka3aTu 1a je Mpec/inKaBame
[:GA) = A, fx)=a"
mudepennujabuno u ga je Df(a)(h) = —a~tha™! (yommreme dbopmye
(%)’ = 75 3a ¢yHKumje peajHe npomensbuse). Jlokasaru jga je mpec-

JINKaBabe
x

exp: A— A, xr—e
JbepeHIjaduaIHo u 13 je

oS} n—1
1
Dexp(z)h = E (n' g xkhx”_k_1>.
n=1 " k=0

Cuenujasnno, ako x u h komyrupajy, Dexp(z)h = e*h = he®, wro youuu-
TaBa [103HATY YMIbEHUIY O U3BO/Y eKCLHOHeHuujaine GyHkuuje peanne (1
KOMIIJIEKCHE) TIPOMEHJbUBUX.

(11) Cuernujanan caydaj (10) je Banaxosa Anrebpa A = L(X; X) nuneapuux
npeciukaBama BanaxoBor mpocropa y cebe. Cnenehu 3amarak je yomrir-
eme OBOI' CJIy4aja.

3amarak: Heka cy X n Y Banaxosu npocropu.
(a) Jokazarm na je ckym
G:={LecL(X;Y)| AL eLy;X)}
orBopen y L(X;Y).
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(6) Uspauynaru u3BOJ, IPECIUKABAHA,

G — L(Y; X), L~ L%

Bagarak: Hexka je (X, (-,-)) Xunbepros npocrop. Jokazaru na je dyn-
kupja x — ||z|| audepennujabunna y csakoj rauku xg € X \ {0} u na je
(€20)

IbeH U3BOJL Y Xo MpecanKaBame § — Mool -

3amarak: Heka je
A:R — GL(n,K)

[JIaTKa KpPUBa y IIaBHOj JuHeapHoj rpyuu (Buzeru (130) ma crp. 82).
JlokazaTu 1@ je apyru usBoj npeciukasamwa y(t) = A~1(t) (umBepsna
MaTPUIA) jeIHAK
" / / —1d2A —1

' =27Ay" - A pTE AT
Hanomene o nowy ckarapa K. AKo Cy y TPETXOTHUM Pa3MATPARAMA
X u Y HOpMuUpaHu BEKTOPCKH mpoctopu Hau nomseMm C, y3 pecTpuxiujy
MHOKEHha CKaJIapoM Ha R, MOKEMO /3 MX IOCMaTPaMO M KAO BEKTOPCKE
mpocrope Ham R. Ha mpumep, n—IWMEH3WOHW KOMILIEKCHW BEKTOPCKH
mpoctop C™ Mozke 1a ce mocMaTpa Kao 2n—IiMEH3NOHN PEATHN BeKTOPCKH
npoctop R?".

Axko je

f(xzo+ h) = f(zg) + L(h) + o(h), wamh —0

3a HeKko mpecaukaBambe L : X — Y koje je muneapuo Ham R, omza je f
nudepeHIrjabuiIHO KA0 MPECTUKABALE PEATTHUX HOPMHUPAHUX MPOCTOPA,
ajiu He 00aBE3HO U KA0 npec/ukaBamwe Komiuiekcaux. Ca jpyre crpate,
aKo je mpeciukaBame L muneapuo wHan C, oHIa je OHO CBAKAKO JTHHEAPHO
u "Ha R.

Oarie BUAUMO Ja Y CIy4dajy HODMUPAHUX BEKTOPCKUX MPOCTOPA HAT
mosbem C mMamo aBe Bpere AuepeHInjabuIHOCTH — PEATHY U KOMILIEK-
cHy, u ga u3 audepennpjadbuinocru Hag C cuenn mudeperimjabuiHoct
wag R, anu He u OOPHYTO.

IIpecimkaBama koja cy audepennujadounrna Ham C nazuBamo C—duge-
PEHUUIAOUAHUM, KOMNAEKCHO JuPePeHyujadbuLHUM, 8 TTPECINKABAKHA KOja
cy mudepennujabuina Hag R R-dugepenyujoburnum uma peasro dugep-
EHUUJAOUAHUM. IIpeciiukapatme je ToAOMOPPHHO Yy TAYKU @ aKO je OHO
KOMTITIEKCHO TiepeHInjabuano i Hexoj omeopenoj okoaunu Te Tauxe?,
Kaza ue nocroju moryhuoct 3abyHe u KaJa je ounurjienso (uau HeGUTHO)
0 KOM TIOJby CKaJjlapa jé ped, TOBOPUMO HPOCTO O dudepenuyujaduirum
NPECAUKABAbUMA.

3amarak: /lokazaru Ja je mMpecauKaBame z — Z peasHo audepeH-
UjabUITHO Kao IPeCc/MKaBaibe PeajHoOr BEKTOPCKOr mpocTopa R? y cebe,

4an. MpEeCJIUKABAkE 2 —> \z|2 romisiekcHe paHH C je KOMILIEKCHO AuEPEeHITHjabUIHO Y
HYyJIU, aJIi HU]e XOJIOMOP(MHO y Hy/IH, jep HUje KOMILIEKCHO AudepeHI[njaduiHO HI Y JeAHO] APYTOoj
Tauku. YuTasan Koju 0BO He BUIU OOMax, Tpeba Ja ce crpuu no (41).
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aJu 13 BHeroB u3Bo, Huje guHeapad Haz C, Tako 1a OHO HUje KOMIIJIEKCHO
mudepenujabunto (Bugern 3agarak y (9)).

3amarak: Heka cy X u Y Bekropcku mpocropu uHajn mobem C u
L : X — Y mpecnukapame Koje je quHeapHo HaI R, Tj. TakBO 1a je

L()\lxl + )\QIQ) = AlL(Il) + )\QL(IQ)

3a cBe A\, Ao € Ru x1,x0 € X. Jokazaru ma L MoXKe 13 ce MpeacTaBu y
OOJTHKY

L=L¢c+ L,

rae je Lo nuueapno, a Lo antuiuneapuo nag C, 1j.

Le(Ger + Gr2) = G Le(z1) + GLc(x2),
Le(Giey + Qo) = G Le (1) + G2 Le(z2),

3a cBe (1,02 € Cu xq1,22 € X. Tocmenuna: u3son R—audepentumjaanor
pecanKaBama [ MOXKe [1a ce IpeCcTaBu Kao 30up JIMHEAPHOT U aHTUJINH-
€apHOr Jiesia

Df(z) = Dcf(x) + Dcf(z).
R-nmudepennmjabunno npeciukabame f je C—nudepennujabunto ako u
camo axo je Df(x) = 0. Osaj ycnos ce nasusa Kowu—Pumanosum ycao-
60M.
NzyuaBame npecinkaBama Koja ¢y R—nudepeninjabuiHa y HOPMAPAHUM
upocropuma Haz nojbeM C ykipyuyje, y cmucay nanomena y (14), u paz ca
KOMILJIEKCHUM CKAJapuMa Kao crernujanau ciay4daj. CroernuduaaocTn KoM-
IJIEKCHO audpepeHIinjabuIHnX MpecinKaBama udydasajy ce y Kommiek-
CHOj aHAJM3U. JeaHA O TWX CHEIU(UUIHOCTH je 13 je CBAKa KOMIIJIEKCHO
nudepentyjanaa QyHKIM]a aHATATHYKA (yIIOPEIUTH OBO Ca CJIydajeM pe-
anuo audepenimjabunaux Gynkuuja (283) Ha crp. 140).
Hapyujarnu uzeodu. Heka cy (X,| - ||x) u (Y| - |ly) Hopmupanu Bek-
TopcKku mpocTopu, npu demy je X = X; X Xo. Heka je V C X oropen
ckyn, a = (a1,a2) € Vu f: V = Y. Ipeciukasame

Yi(z) : Br =Y, Ui(x) = f(z,a2)

je nedunucano y nekoj orBopenoj (y pesiaTMBHO] TOIOJIOIMjHU IIPOCTOPA
X1) okomuan By C 71(V) Tauke a1. Axo je ¢; mamdepenuunjabuiano y
TaYKU a1, KakeMo 713 je [ dudepenyujabusno no npeoj npomeHsbusoj y
TAYKU a, & eroB u3Box Diy(a1) HA3UBAMO NAPYUJEAHUM U36000M TIPEC-
JMKaBamba f [0 OPBOj IIPOMEHJBUBO] Y TaYKK a, u o3Ha4yaBamo ca D f(a).
Cimano ce, momoliy nmpecimkaBama

Yo(x) : Ba =Y, a(x) = flar, ),

nedunnine qudepeHujabuITHOCT MO APYroj IPOMEH/BUBO] W MAPIIHjATHI
ussoxn Dy f(a) (ako nocroju).

W3 nokamHOoCTH M3BOMA CAeN¥ 13 OBA AeMDUHHUINja HE 3aBUCH O W3-
6opa oxkosmua By n Bs.

Ha nctn maumn ce nedunmie r mapuujarHux n3soaa Ha JIexkaproBom
pou3Boay T HOpMHupaHux mpocropa X = X1 X -+ - X X,.
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(18)

(19)

(20)

2. INOEPEHIINPAHE
Crenmjanuo, axo je f : K" — K dbynkuuja r ckajsapHuX TpOMEHJbU-
BUX, NAPIHjaJTHA H3BOIH

D e = iy L0 Pe) —S16)

cy usBoau byHkuuje jeane (j—re) npOMEHIbUBE, IIPU YEMY CE€ OCTAJIE IIPO-
MEeH/bUBE TPETUPajy Kao KOHCraHre. Y 0oBOM ciy4ajy 3a D;f xopucru ce
U O3HAKA 8‘% Ha npumep, axo je f(x,y) = 2%y + €%, onga je

af of 2

2L -2 I — 22,
am(ﬂc,y) zy +e”, 5.y(x,y) T

Bagarak: Joxasarn ga dymkmmja f : R? — R nedbunncama ca

ooy (@) #(0,0)
Al {o, (2,9) = (0,0)

uMa maplyjajiHe U3BOJe %(0,0) u 2—5(0,0), anu Huje HenpekuHa (ma

camMuM TuM HE qudepentpjabunna) y taukn (0, 0).
U3z600 y npasuyy sexmopa. Ilojam mapuujasnor u3Boma MOXKe Ja Ce YOI TH
ua cinegehu nauun. Heka cy (X, || ||x), u (Y, ||-|ly) Hopmupanu BekTopcku
npocropu, V' C X orBopen ckyim, a € V u f : V — Y. Hse0d y npasyy
sexmopa & € X je
- fla+t€) — f(a)

Def(a) = Jim  —————,
YKOJIUKO JIUMEC Ha, JIECHOj CTPAHU TOCTOjH.

Crenjanno, u3 geduHUUje CAean J1a Cy HAPIUjAJTHUA U3BOIU ngj
dyukuuje r ckajnapuux npomersbupux f @ K” — K wusBoau y upasiy
jequHEIYHEX KoopamHATHUX BeKTopa e; = (0,...,0,1,0,..., 0).
3apnarak: Hahu u3son dyukmmje

[iR =R, f(z,y,2)=x—y* +y°
y Taukn (1,0,1) npasiyy Bekropa & = 3i — 2j — 2k.
U3 Teopeme 0 CMEHU MPOMEH/bUBE Y JIUMECY CJIEIH

D¢ f(a) = cDe f(a), 3acseceK.

Cuenjanno, ako je npeciukaBaibe f audepeHujabuiHo y TauKu a,
n3 neduHUIIje W3BOIA CTIEIN 8 OHO WMa W3BOJL Y TPABILY CBAKOT BEKTOPA
u J1a je

Def(a) = Df(a)(§).

Y Tom ciyuajy je

Dey¢ytene, f(a) = c1Dg, f(a) + c2Dg, f(a),

jep je W3BOJ JIMHEAPHO MPECTUKABAHE.

Heka je V C X orBopen ckym, npeciukaBame [ : V — Y nudepennuja-
6unno y tauku a € V u v :| — §,6[— V xpusa raksa na je v(0) = a u
~'(0) = £. Tama w3 npasuna 3a u3Boz, ciaoxkene GyHKIUje CIean

d
Defa)= 5| fonlt).
t=0
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Jpyrum peunma, ymecro kpuse a + t€ y (18) moxe ma ce y3me 6uiio Koja
KpHMBa TAHME€HTHA Ha &.
Bagartak: Pyuxnugja f : R? — R, nedumucana je ca

(@) # (0,0
0, (z,y) = (0,0).
Hokazarn ja mocroje m3sogu D;f(0,0) u D;f(0,0) y mpasiy BekTopa
i=(1,0), j = (0,1) u uspauynaru ux. Jlokaszaru [1a He MOCTOjU U3BOJ,
D;iy;f(0,0) y npasuy BexTOpa i+ j.
3amarak: Hahu BekTop £ TakaB ma je m3Bom (pyHKIHjE

f:R3 =R, f(r,y,2)=a2>+y>—32

y tauku (1,3,5) y upasiy BekTOpa ﬁ najseliu (Hopma je crammapaHa

f(zay):{

eYKJIUJICKA HOPMA).
Bagarak: Jdoxasaru ga dyrkmuja f : R2 — R, nedunucana ca

oy (@) #0,0)
Al {o, (2,9) = (0,0),

nma u3eon D f(0,0) y npasumy cBakor BekTopa & € R?, amm na nuje au-
dbepennujabuinna y tauku (0,0).
3amarak: /lokazaru ga je dpyHKIHTja

R =R, flay) = (Vo + )’

HempeknaHa Ha R? ¥ Ja WMa W3BOJ y IPAaBIy CBAKOT BEKTOPA Y CBAKO]
Tavky, a ga zuje qudepennujadbusna y (0,0).

Axo mpecnukaBame f : V — Y orsopenor ckyna V C X uma y rauku
a € V usson y npasiy Bekropa h € X u ako je L € L(Y; Z) neupexuuo
JIMHEAPHO MPEC/IUKABAE, OHJIA j€

Dn(Lo f)(a) = L - Dpf(a).

Osa dopmyna youurasa cauuny dbopmyiy u3z (9); jokasyje ce Ha ciuvan
HAYNH.

Teopema o cpeamoj Bpeanocru u3 Lnase 1 (Bumeru (155) ma crp. 94)
nMma caemehe Baxkuo yommrere: Heka je V' C X KOHBEKCAH MOACKYII
HopMupanor mpocropa X, npecaukaBamwe f : V — Y menpekunno Ha V u
mudepeHIujabuIHO y Ta9KaMa, CEIMEHTA

[a,b) ={ta+ (1—-t)b|0<t<1}C X
Koju cuaja radke a,b € V. Tazga je

[£(b) = f(a)lly <lb—allx sup [[Df(a+0(b—a))llcxy)-
0<6<1

Hokaz: ¥ I'nasu 1 cmo nokazanu ja je Jlunmunosa koncranra sudep-
eHIMjabuiIHOT TpecinkaBama h : [0,1] — Y jemnaka cympemymy HOpme
npsor u3sona ||Dh(t)|y (smaern (155) ma crp. 94). okas caga cieim
MIPUEMEHOM OBOT PE3Y/ITATA U NPABAIA JU(DEPEHINPaba CIOKeHe (PyHKIH-
je Ha IpecuKaBambe

h:[0,1] =Y, ht)=f(a+tb-—a).



(28)

(29)
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Bagarak: Ilocmarpajyhu npeciukasamwe x — f(x) — D f(c)(z) noka-
3aTH Jla, MO/ IPETIIOCTaBKaMa U3 IpeTxojHor Tephema, 3a cBako ¢ € V
BaXKu

1£(0) = f(a) = Df(e)(b=a)lly <llb—alx sup [Df(z)=Dfe)lcxy)-

z€la,b
3agarak: Heka je V C X orBopen mose3an moackyn u f : V. — Y
aupeperjabuaHo npecinkaBame. Jlokasaru na ako je Df = 0 ma V,
OH/JIA je MpeciauKaBambe f KOHCTAHTHO.

Bagarak: Heka je V C R? orsopen nosezan mogckyn u f : V — R
HEmpeKuaHa, (PYyHKIINja, TAKBa 14 je

of

Ay

Ha nu oparie ciaenu na f He 3apucu ox y? Pememe: He ciuenu. Ilpumep:

(x,y) =0 3acse (x,y)eV.

meka je V =V, U Vo U Vs, e je
Vi :} - 230[X} - 333[7 Vo = [OaQ[X]173[a Vs = [072[X] - 37*1[-
a f:V — R byskmuja nedunncana ca

xza (l',y) € Vl U V2
fey) = {—wQ, (z,y) € Vs.

Tana je %}y‘ =0,a f(1,2) =1# -1 = f(1,-2).

Bagarak: Hexa je V C R? orBopen xoneexcan moackyn u f : V — R

Henpexku/Ha (ByHKIMja, TaKBa J1a je

g(x,y) =0 3acee (z,y)€V.

Ay
Hoxkazaru fga f He 3aBucH 0O y.
Henpexuono dugepenyujaburna npecaurasarsa. dudeperimjabuato npe-
caukapame f 1V — Y je nenpexudno dugepenyujaburno, wmu xaace O,
aKo je

Df:V = L(X;Y)

HETPEKUIHO TPECIUKABAHRE HOPMUPAHUX BEKTOPCKHUX TpocTopa. CKym

HEMPEKUTHO AudepeHnjabnIHIX TPECINKaBabha HA CKYTTy V O3HaYaBaMO
ca C1(V), oBaj cKym je BEKTOPCKH MPOCTOP.
Heka je V orBOpen moackyn HOpMUPAHOT BEKTOPCKOT mpoctopa X1 X Xa.
Tasa npeciukasame f @ V — Y npunama xnacu C1(V) ako u camMo ako
nocroje HempeKnaHwW mapryjanan u3soau Dy f(x1,x2) w Daf (1, 22) 3a
cBe x1,T2 € V. HempexkmaHocT mapiujaaHux M3BOJA OBJIE€ 3HAYH 13 CY
MTPECINKABAHA,

(z1,22) = Dy f(x1,22), V — L(X1;Y)
(371,1‘2) — Dgf(l‘l,l‘g), V—)ﬁ(XQ,Y)
HEIIPpEKUIHA.
Crenujasno, u3 OBOr TBphema Cliean 1A je HEmPEeKWJTHOCT TapIiu-
jamHMX M3BOZA JNOBOJBAH YCJIOB 3a audepenuujabuinoct (ynopemuTu 3a

sajammma (17), (24) u (25)).
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Jlokas: (=) Heka je npecimkasame f xiace C! na V u mexa je a =

(a1,a2) € V. IlpecnukaBame
x1 — f(z1,a9)
je KOMTIO3WITnja mpecinkaBama [ 1 WHKIIY3H]je
Ji: X1 = Xo x X, gi(zn) = (21,a1).
[IpecrukaBame j; je JTUHEAPHO, KOMIIO3WIHja TPAHCIAIMjE U IPECTHKa-
Bawba i1(z1) = (21,0), 1j;
Ji(z1) = (0,a2) +i1(z1).

N3Box koucranTe je Hyna, na je Dj; = Di;. IlpecankaBame i1 je TuHEADHO
U HEIPeKuIHO, 1a je, Kao wmro cMo Bugenu y (9), Di; = i;. Opnare,

Ha OCHOBY IIPABHJIA 34 M3BOJ, KOMIIO3HUIIA]jE MIPECIUKABADHA U JeDUHUIIN]E
TTapIIAjaJTHOT U3BOJA CJIEIN

Dy f(a) = D(f o j1)(ar) = Df(jr(a1)) - i1

Cnuano ce fokasyje aa je
D3 f(a) = D(f o j2)(az) = Df(j2(az)) - iz
3a WHKITY3HUjy
Jo: Xy — X5 x Xo,  jo(xa) = (a1, 22)
U BEH U3BOJ, i2. 3aKJ/by4aK Cala CJIEM W3 HENPEKUIHOCTH MPECTUKABAA
L(X] X Xo;Y) x L(X1;X) x Xo) = L(X1;Y), (S,T)—SoT

(Bumern (302) Ha crp. 152).

(<) Heka je a = (a1,a2) € V, NpeTnocTaBuMo Aa MOCTOje MapIiijaTHi
uszBomu D1 f(a), D2f(a) u na cy uenpekuguu. ledunumumo jauHeapHo
npecmukaBame L : X1 X Xo = Y ca

L(h) = D1 f(a)(h1) + D2f(a)(h2), 3a h=(hi,hs) € X1 x Xo.
Taga je
fla+h) — fla)—L(h)=
= fla1 + hi,a2 + h2) — f(ar,a2) — D1 f(a)(h1) — Daf(a)(hs)
flar + hi,a2 + ha) — f(ar,a2 + ha) — D1 f(a)(h1)+
+  flai,a2 + ha) — f(a1,a2) — Dz f(a)(hs).

[Ipumenom reopeme 0O cpeiboj BpeaHocTu (27) onarie 3aKkibydyjeMo

[fla+h) — fla)= L)y <
< <s;1p< |D1f(ar +01hy, a2 + ha) — D1 f(ar, a2)| z(x,v) 1P1lx,
+  sup |[|D2f(ai,az + 02h2) — Dy f(ar,a2)llzixa:vy 1Pl x,-
0<02<1

Oparne, 360r HEMPEKHUTHOCTH APINjATHIX U3BOAA, CIEIN JOKA3.
(31) V3 osnake u3 rBphema (30), cBaku Bektop h = (hy, ha) € X1 x X3 Moxe
/13 Ce HAIMIIE Kao

h =i1(h1) +i2(h2)
Opnatse ciaemu ma 3a nudepeHnyjaduIHO TpecInKaBame [ BaXKu

Df(a)(h) = Df(a)(i1(h1) +i2(h2)) = Df(a)(i1(h1)) + D f(a)(iz(h2))
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[Tomro je, kako cmo Buzenu y (30), Dy f(a) = D(foji(a1)) = Df(ji(a1))-
i1 (u camuno 3a Do f), TuMe cmo gokaszanu caeznehy Baxkuy dopmyiy 3a
aupepeHIjabuIHO IpecJuKaBame f:

Df(a)(hy, h2) = D1f(a)(h1) + D2f(a)(h2)

3a a = (al,ag) eVmu (hl,hg) € X1 x Xo.

(32) U3 (30) unaykuujom ce Jiako jgokasyje Ja npeciukasamwe f : V — Y Ha
oropenom ckyny V C X x --- x X, npunaga knaca C(V) ako u camo
aKo WMa HempexuaHe mapnumjanne m3soge D f 3a cee 1 < j < r. Taxobe,
npasosimHujcKu ce yomrmrasa (31): 3a audepeHnujabuiHo mpecJiuKaBame
f: X1 x---x X, =Y Baxnu

Df(a)(h) =Y Dif(a)hx, 3a h=(hi,...,h) € X1 x - x X,.
k=1

Crernmjanno, axo je V C K" n
f=U1, 0 fs): VoK

mudepenujabuIHo IpecauKaBabe, OHJIA je herosa Jakobujesa Marpuia’
y Taukn a € V

(o5
Ji(a) = [aiﬂk]j—l,m,&k_lv“’r.

3 mpaBmjia 38 MHOMXKEHE MATPHIA CJIEJIE 3AIUCA TEOPEME O W3BOLY CJIO-
JKEHOT TIPECINKaBama y TePMUHUMA TaplujajJnnx u3Boja. Ha mpuwmep,
aKo je

v=z(t), y=y@), z==z@1),
oHzia je u3Boj, cioxkene dbyukuyje f(z,y,z) no t jeqnax
d of de  Ofd of dz
f_0fds  ofdy  0fdz

dt ~ Oz dt ' dydt 0z dt
(3a uzBox yHKIWM]je je/He IPOMEHIbUBE ¢ KOPUCTUMO YOOUYAjeHy O3HAKY
%). Omnmtuje, ako ¢y x, y, z GyHKIHje BUIE TPOMEHPUBUX, HIIP.

x=ux(r,s,t), y=uylrst), z=z(rst),

OHJIA Ce MapIMjaJHu W3BoAM cioxeHe dbyukuuje f(r,y,z) padyHajy mo
TIPABUITY
of Of0x  Of0y  Of 0z
or " dzor "oyor  ozor
Bagarak: /lokazatn qa cy napuujaanu nzsoan dymrkmmje f : R? — R
y noJIapHUM KOOpAWHATaMa
af _of of .. of _ of . df

o = %0059—1— a—ysm&, 20 = —r%sm@—i—ra—ycos&

Bamarak: Heka je f : R? — R andepennnjabuiHo mpecanKaBame,
uz,y) =z +y, v,y =z-y
5Mavrpm‘mo [IpeCTaB/bakb-e JIMHEAPHOT IIPeC/INKaBakkha 3aBUCH 0J] u3bopa Oasze; oBJie je ped o

crapgapauunM 0a3ama va K" u K° xoje uumHe jeguHumvnm BEKTOPH Ay?K KOODAWHATHHX OCA, €] =
(1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0) ura.
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u z(z,y) = f(u,v). dokaszaru xga je

9202 (0F\* _ (0N
Oz dy  \Ou o)
3amarak: Heka je f : R — R audepennujadbuana GyHKINAja 1
u(z,y) = fQz +py),  v(z,y) = fley® +y*)7).
JokazaTtu 1a je

ou ou ov v

“ax T oy . max

(33) Hexka je V C X orBopeH mojcKyn HOpMUpaHor npocropa X, gi : V — Y,

1 < k < r mudepenHmnujadbuiHa IpeCcTUKaBaba y HOPMUPAHE TIPOCTOPE Yy

nuf:Y; x--xY, = Z nudepenuujabuiHO PECIUKABALE Y HOPMUPAHU
mpoctop Z. U3 mpaBuia 3a n3Bon cioxkene ¢yukiuje u (31) creman

T

D(fo(91,---,9:)) = Y _((Dif) o (g1,---,9r)) - Dg.

k=1

(34) Ako je V C K", dynkmmja f : V — K je xknace C! ako u camo axo cy
HeHN TapIWjaJHu U3BOIN % : V. — K menpekwngne (byHKU;I/Ij€6 3a CBe
1<k<r.

(35) Bamarak: Jdokasaru ga bynkmmja f : R? — R nedbunucana ca

a:ZSin%+y2sin%, xy # 0,

z2sin L z#0,y=0
fley) =4, ¢ o

y*sin x=0,y#0

0, r=y=0

mudepenijabuiHa, aqu HUje HEIPEKUIHO AuepeHInjaduina y TadKu
(0,0).
(36) 3amarak: [loxkazaru na dbymrkmmja f : R? — R nedurucana ca

f(1'7y) — (.132 +y2) Sinﬁ7 (Jf,y) 7é (070)7
0, (z,y) = (0,0)
nMa TTapIMjaiHe N3BOIE % n %ch koju cy npekugan y (0,0), ann 1a je f

nudepenujabuiana y (0,0).
(37) Bamarak: [loxkazartn ma je dbynkmmja f : R? — R gedwunncana ca

2 x? y 07 O )
0, (z,y) = (0,0)
nenpekuada y tadku (0,0) U uMa orpaHuyeHe MapuujasHe U3BOJIE 9 y

ox
%, amu ga uuje qudepennujadbuana y Tauku (0,0).

by (7) cmo ofjacHmnm 3amTO y OBOM Ciay¥ajy (IapOujanHu) H3BOJ MOXKEMO A3 CMATPaMO
CKaJapHOM (DYHKIIHjOM.
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(38)

(40)
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Bagarak: Heka je K"*" BanaxoBa ajredpa KBaJIpaTHUX MATPUIIA PEIA
n u GL(n,K) rpyna wenux unseprubuinux ejaemenara. Jlokaszaru na je
U3BO/I PECTNKABAHA

f:GL(n,K) =K, f(X)=detX
y tauku B € GL(n,K) y npasuy Bekropa V € K"*" jennax
df(B)V = det Btr (B~'V).

Osaj uzpas nasusa ce Jaxobujesom Gopmysom.

VYuyrcrso: IIpso mokazaru dopmyny 3a B = Id pa3sujamem ge-
TepMuHAHTE Marpuie X [0 IPOU3BOJPHO] KOJOHH U PAYyHABEM IIapIy-
jamaux m3Boma y tauku X = Id. 3a ommru ciydaj mpuMmMeTuTH 1A je
f(X) =det Bf(B~'X) u mudepennuparu obe crpaune y tTauku X = B.

3amarak: /lokasaru 1a je 3a cBaKy KBaJaparHy marpuiy A
dete? = e 4.

Vayrerso: Hexa je K = Ru f : R — R dynxmuja f(t) = det et4.
13 komyTarusHOCTH MaTpuna SA n tA 3a s,t € R cieqn e(5H)4 = g54¢tA
(Bugeru (304 ma crp. 153)), ma dyukuumja f 3amoBosbaBa Kommjesy jes-
naunny f(s +t) = f(s)f(t). Onarne ciemm f(t) = et rae je C = f/(0).
13 komyrarusrocTn A u —A cneqn na je ee”4 =1d, 1j. na je Marpuia
e unpeprubuina, na npumenom Jaxobujese dopmysie (38) moxkemo ja
nabemo C. Cayuaj K = C ce cBoan ma peamnu 3axBamyjyhm mysmrum-
JINKATWUBHOCTH JIETEPMUHAHTE W aJUTUBHOCTH TPara.

IIpumerumo nma je mocseamia OBOT 33aaTKa HejeaHakocT det et >0
3a peasne marpuue A, Koja je busa caapzkaj 3agarka y (304) na crp. 153.
Hexka je V' C K" oropen nozckym, M KOMIAKTaH METPUYKHU MPOCTOP U
f:V XM — Y uenpexkugna QyHKIHja, Ca HETPEKUIHAM MTAPIIHjAJTHAM
u3pogom Dy f. Heka je

G:V—=>Cy(M), z~ f(z,)

npeciankaBame ckyna V' y Hopmupanu npocrop (Cy (M), |||l ) HEMpexw -
nux dyumuja f : M — Y. Tazga je G audepeniinjabuiHo U HEroB MpBH
u3Bon y tadku x € V je Dy f(z, ) € LIK"; Cy (M)).

Hokaz: U3 Teopeme o cpeirp0j BpeJHOCTH Caeau 1a je 3a cBako t € M

[f(x+h,t) = f(z,t) = Do f(z,t)(h)[ly <

< hllx supg<g<t D1 f (2 + Oh, t) — D1 f (@, )] cgniv)-
ITpemackoM Ha SUpP;c,s, y3 ToMoh ummennrne Ja je Dif Ha KOMIAKTHOM
CKYIly PABHOMEDPHO HEIPEKUTHO MPECTUKABALE, T0OMjaMo

If(2+h,-) = ;) = Dif(x;-)(h)]loo = o(h), xax h—0.

Tugpepenyuparse unmezpana. Heka je V' C K™ orsopen nozackyn, [a, b
marepan y R u f : V x [a,b] — C dbynxuuja kmace Ct. Taga bynkmmja

b
F:V =C, F(x):/ flz,t)dt
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MOZKe Ja C€ CXBaTH KaO KOMHO3I/IHI/Ija IIpeCJIuKaBaba
b
GV Clab], = fz,-) w L:Clab]—C, f0—>/ F(2)dt.

[IpeciukaBame je JIMHEAPHO U HEIPEKUIHO y OnHOCY Ha HOPMY || f|loo =
(jep je |L(f)] < (b—a) | fllx), ma je DF = D(L o G) = L - DG, oxocro,
Ha ocHOBY (39),

b b
D/ f(x,t)dtz/ D, f(x,t)dt.

(41) Jugpepenyujan. Axo je V orBopeH nozpckyn HopMupasor npocropa X,
a f:V — K mudepennmjabuina yHKIHja ca BPEIHOCTUMA Y MOJbY
ckaJjiapa, u3Boz, ¢pyHkuuje f ce Ha3suBa U bEHUM JudepeHyujarom u o3-
Hauasa ca df. Cnenumjanuno, ako je X = K", u3 (32) cienu

df(a)(h) = %(a)hk-

k=1
[Tomro cy npojexmuje
(tla"'ut’r‘) — 1

JIMHEAPHA NPEC/IMKABaba, HUX0BU U3BOAM (OMHOCHO audepeHimjaim) cy
rakohe npojekiyje, na je dtg(a)(h) = hg 3a cBe a, TAKO Ja NPETXOIHU
n3pa3 3a AudepeHIrjaaT MOKEMO /1 3AMUAIIEMO Yy OOJTHKY

(me numemo dtg(a) Beh camo dty, jep, kKao mTo cMmo Bugeau, dix(a) He
3aBUCH O a), uiu, Kpalie,

T af
k=1

Axko je mospe crasapa K = C, V C C" orBopen ckyn f : V — C ouna
MOKeMO, Kao y (14), 1a roBOpuMO 0 PEATHOM U KOMILIEKCHOM IudepeH-
nujanny dyakouje f. Axo je pyuknuja f mudepennujabuita y peajsHoM
CMHECIY, OHZIA je el audepentiujat df suneapan vag R. YV koopaunatama
Zk = T + 1Y OH Ce 3aImCcyje Kao

-
af af
df = ——dx + ——d .
r=3 (5dow+ 5L
Axo uzpauynamo mudepennujase dzy v dzZy kao gudepennnjane GyHKIHja
Ol T) U Yj J00UjaMO
dzr = dxy + idyk, dzZi = dxp — idyy.

Onasae drxy u dyi MOTY jeTHO3HAYHO /13 C€ M3PA3e MPEKO dzp U dZj, Ta
mudepentrjan df MoxKe [1a ce HaIuIe y OOJIuKY

N (of Of 4=
df_; ( adezk—&- adezk)
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rIe je

o1 L(26 o) or 1 (0r oy
0z, 2 oy, 6yk ’ 0z o oxy, 6yk

Axo, kao y (14), df pa3asojuMo Ha KOMIIJIEKCHO JIMHEADHHU W KOMILIEKCHO
AHTHJINHEAPHH [I€0; TO IHIIEMO Y ODJINKY

df = of + 0f,

rie je 0f(a) C—numeapro, a 0f(a) C—anTummHeapHO MpeciTuKaBame. Y
KOOP/IMHATAMA je

of = Z gy O = Z

Baxspyuak us (14) je 1a je R-1udepennujabunna dynkuuja f u C-ude-
pennujabusiHa ako u camo ako je df = 0. Hop, dyukimja

F:CoC, f(z) =

je R—nudepennmjadbuina y csakoj tadku, aiau je C—audepenuujabusina
camo y HyJw, jep je, 30or f(z) = zZ, % = z (Bugeru dycuory y (14)).
I'padujenm. Heka je (X, (-, )) Xunbepros mpocrop Ha mosbem K = R win
C, V C X orsopen nojackyn u f : V — K nudepennujadbuina byHKIHja
ca BPeIHOCTHMA y TOJbY cKasapa. Fben mudepenmumjan y Tadku a € V je
eJIeMEHT JIyaJIHOT IPOCTOPA:

df(a) € L(X;K) = X*.

ITo Pucosoj reopemu o peupesenranuju (Bugeru (360) na crp. 181), uoc-
TOjU jeIMHCTBEHN BeKTop, o3Haunfiemo ra ca Vf(a) € X, Takas na je

df (a)(h) = (h, V f(a)),

3a cee h € X. Bekrop V f(a) nasusa ce epadujenmom dyuxuuje f.
Ako je X = K" ca cragmapaHuM CKaJapHUM IPOU3BOIOM, OHIA CY
KOOPJMHATE IPAJUjeHTa y CTAHIAPIHOj 6a3u

Vi = (@ W),

Hamomennmo 1a oBaj 3amuc 3aBucu o1 u3bopa 6a3e u o1 CKaJapHOT IPO-
u3BozA. Y CTAHIAAP/HO] 0a3u U Ca CTAHJADIHUM CKAJAPHUM [IPOU3BOJIOM
ou je cimuan 3anucy mudepennujana u3 (41). Meljyrum, oBa nBa oGjexra
ce pas3uKyjy: mudepennujans je KAaHOHCKH ' JIe(UHUCAH y HPOU3BOJHHOM
HOPMHUPAHOM MIPOCTOPY, 0K j€ 3a rPa/InjeHT moTpedaH CKaJIapHY TPOU3BO],
U KOMILIIETHOCT.

Ako je K = R, u3 Komm—IIIBapuose HejegHakocT Caequ Ja 3a U3BOJ,
y TIPABILY BEKTOpa £ ¥ TAYKU @ BAYKU

Def(a) = Df(a)(€) = (&, VF(a)) < [[EIVF(a)l

Opy 4eMy jeIHAKOCT BaxkKd ako W caMo ako je & xonuueapno ca Vf(a)
(ynopemuru ca 3azarkom (23)).

77,KaHOHCKI/I77 y MaTeMaTHUIIH 3Ha4YH ,0e3 yBohewa /ogaTHE CTPYKType”.
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Tanezenma wa wpuey y peasnwu. Hexa je C kpuBa 3371aTa jeTHATUHOM
flz,y) = 0, rue je byukmuja f : R x R — R nudepennujabuiana, u
Heka je y tauku (xo,yo) € C Vf(xo,y0) # 0 (Tauke y Kojuma je rpaju-
JEHT jeHAK HYJIM HA3WBAJy Ce cuH2yaapHuMm maykama Kpuse f(z,y) = 0).
Tasa je Tanrenta Ha C'y Tauku (g, Yo) AaTa jeIHATNHOM

%(Jfo,yo)(z —x0) + %(zo,yo)(y — o) = 0.

Baucra, ako je v : I — R x R napamerpusainuja kpuse C, y(to) = (o, Yo),
rana je f(v(t)) =0, na je, no upasuiy 3a u3Boj cioxkeHe (yHKIM]e,

2l ra) = vr6t0) - ).

t=to
Opatie BUAMMO 12 je BEKTOP

V f(wo,y0) = (gi(%,yo), g;(x07y0))

OPTOrOHAJIAH HA TAHPEHTHU BEKTOP Z—Z(to), OJIaKJIe CJIeI TPaKeHa, je/i-
HAYUHA TAHIEHTE.
Bagarak: Hexka je xpusa C' vy R? 3a7aTa Kao mpecek JBe TOBPIIM

f(‘r7y?z):0 u g(x7y7z):()7

u Heka je (Zo, Yo, 20) € C Tauka y Kojoj je

Vf(zo,90,20) #0 u  Vg(xo,%0,20) # 0.

Jokazaru na je tanrenta Ha KpuBy C'y TOj Ta4KM KOJMHEAPHA CA BEK-
topom V f(Z0, Yo, 20) X Vg(x0, Y0, 20), T je X BEKTOPCKH Tpou3sos y R3.
Cxunuparu KpuBy npeceka noppum z2 = 4x? +9y%, 6z + 3y +22 =5 u
Halin mapamerapcky jemHaduny meHe TanreHTe y tadku (2,1, —5).
Xomozena npecaurasarva. IlpecaukaBame f : X — Y BEKTOPCKUX MPOC-
TOpa HaJ, ojbeM cKajapa K je zomozeno ako je

fQx)=Af(x) s3acee MeK.

Axo cy X u Y HOpMupanu npocTopu, a f XOMOTeHO MpEeC/INKaBarbe Koje je
nudepeHIujabuIHo y HyJid, OHJIA je f TuHeapHO. 3aucTa, U3 XOMOI€HOCTH
caemu f(0) =0u f(t&) =tf(§) 3at € K, ua je
_ o S —f0)
DF(0)(¢) = Jim T
To 3uauu ga je f = Df(0) € L(X;Y).
Iosumueno zomozene gynxuyuje u Ojaeposa meopema. Youunrewe (45)

Cy TIPECINKABAIbA KOja CY TOMOzeHa Cmenena k, 33 HEKW MO3UTHUBAH OpOj
k. To cy mpecimkaBama 3a KOja je

fx) =N f(z) zacse AeK.

Ha mpuwmep, k—muneapna npecaukaBama X1 X -+ - X X — Y cy XOMOrena
cremena k. ITommroMm

p(x,y,2) = a7 + 3xtyz? + 27220

je xomoreH cremena 7.
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3amarak: Heka je mpeciukasamwe [ : X — Y mudepennujabuiso u
xoMmoreno cremnena k. Jlokazatm ma je 3a cBako h € X WM3BOI y MPaBILy
D, f: X — Y xomoreno npeciukapame cremnerna k — 1.

Axko je mosme ckamapa K = R, yormreme XOMOreHOCTH j€ No3UmueHa
ToMozenocm, Koju ce 1obuja 3axTesoM fa jemmakoct f(Ar) = \F f(x) Baxku
3a cee A > 0. 3a mosurupHO XOMoreHe (yukiuje Baxu (jaeposa meo-
pema: dudepennujabunna dyskmuja f : X — R #a peajHOM HOpMH-
paHom 1pocropy X je MO3UTUBHO XOMOI'€HA CTeHeHa Kk aKO M CaMO aKo
je

Df(x)(x) = kf(x).

Hokaz: (=) Heka je x € X u meka je ¢ : [0,+00[— R dynknuja

JeduHECaHa ca,

$(A) = f(Az) = A" f ().
Axo je f mosurmBHO XxOMOTeHa crenena k, ouma je ¢ = 0, ma je ¢'(\) = 0.
[To mpaBuny gudepenimpama ciiox)ene (hyHKIHje OTATIIE CIean

Df(z)(z) = kf(x).

(<) Heka je Df(z)(z) = kf(x). Heka je z € X u ¢ : [0,+00[— R
dyuarHmja neduHECaAHA Ca

v(A) = fF) = A f(@).

Hudepennupamem oBe (DyHKIHjE U TPUMEHOM TPABUIIA O U3BO/LY CJIOXKEHE
dyuKIIIje 100MjaMOo 12 1) 3310BObABA JUHEAPHY AM(pepEeHIjaTHY jeTHA -
uHy

V'(A) - fw(x) =0, ¥(1)=0 3a A>0.

Ha ocroBy omrre opmyrie 3a pelieme OBe jeTHAUNHE KOy CMO U3BEH Y
Tnasu 1 (Bugeru (253) na crp. 124), cienu na je ¥ = 0. Tume je mokas
3aBPILEH.
OmnepaTtop
f(x) = Df(x)(x)

na npocropy dysknuja f : X — R nazusa ce Ojaeposum onepamopom.
OjmepoBa Teopema, IpyTUM peUYNMa, YCTAHOB/HABA /1A Cy TTO3NTUBHO XOMO-
rene dyHknuje cremena k concresenu BekTopu OjaepoBor oneparopa Koju
OJIFOBAPAjy COIICTBEHOj BPEIHOCTH K.

Bagarak: Heka cy p(x,y) u g¢(z,y) xomorene dyHkuuje ucror cre-
meHa XoMOreHocTu. JlokasaTu 1a ce zomozena dupepeHuujasta jednasuta

d
p(z,9) =2 + g(w,y) =0

dz
CMEHOM ¥ = VX CBOAY HA jeTHAUNHY
dv _dx
q(1,v) Tz
p(Tw) T

y KOjoOj JieBa CTpaHa 3aBUCH CAMO Ol ¥ a JIeCHA CaMO O T, Ta MOYKe eK-
CIJTUIUTHO 13 C€ Pelllyd WHTerpanujoM ode CTpaHe.
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Banarak: Cxumuparn kpusy y? = x° + 22, u nokasatu 1a je (0,0)
IbeHa CHHTyJIapHA Tadka. JlokasaTu Ja ce CMEHOM Yy = vT OBa KPHUBA
mpeBoau y KpuBy v = x + 1 Koja HeMa CHHIYIAPHHX TadaKa.

VY oba mpeTxomHa 33JaTKa, CMEHA, IPOMEHJbUBE i = VX KOja je moje-
HOCTaBUJIa TIPODOIEM MOXKE [1a Ce CXBATH Kao YBODEIe HOBUX KOOPIWHATA
T =u, y = uv. [Ipeciukapame

o (u,v) = (u,uv).

npecsiukasa nexy npasy u = 0 (v—ocy) y rauky (0,0), a HA KOMILJIEMEHTY
je omjeknmja. IlocmarpajMo mpecInkaBame

¥ :R*\ {(0,0)} — RP*

KOje CBaKOj TAYKM HPUAPYIKyje IpaBy Y = vT KoOja Ty TA4IKy CIaja ca
KOODJMHATHUM II0YETKOM ([OICETUMO Ce JIa CMO MPOjeKTUBHE MPOCTOPE
RP™ nedbunucanu y Tnasu 1; Bugeru (140) na crp. 86). I'pacdux

L) € (R*\ {(0,0)}) x RP!

MOKEMO 71 CXBATHMO 1 Kao moackynm vy R%2 x RP!. Axo ozmaumMo ca ¥
Er0BO 3aTBOPEme ¥ Tomojoruju npomssona R2 x RPY, onga je

¥ =T() U{0} x RP",

3agarak: lokazaru ga je X xomeomopduo MebujycoBoj Tparm.

IIpojekrmuja
o:¥ = R?
HOBPIIK Y. HA OPBY KOODAMHATY HA3WBa, Ce cuema npoyecom (y jurepa-
TYpU Ha EHIJIECKOM je3uKky dveiiliu je Tepmun blow up) u npezacrasiba
JeJaH O METONA PA3PeuLasarsa cuHaysapumema xkpusur y Asrebapckoj
TeoMeTpHju. Jeana TpUMeHa CUTMa TPOoIeca He MOpPa YBEK Ja pPa3perTn
CUHTYJIAPUTET, aJIH j€ MMO3HATO [ CBAKY CHHTYJIAPUTET AJIredapcKe KpuBe
y paBuu (Tj. KpUBE KOja je CKyIl HyJIa HOJMHOMA, JBE IPOMEHJHUBE) MOKE
Jla ce Pa3perny KOHAYHOM KOMIIO3HIHjOM CHT'MA IIPOIIEca.

Bamarak: PaspermmuTu cuArymapuTer Kpuse 12 = 5.
(47) Hse0du euwee peda. Bumenu cMo na je u3soz npeciukasamwa [ : V — Y,
Koje je mmdpepeHInjabnuaIHo Ha OTBOPEHOM IIOJACKYIy HOPMHPAHOT BEK-
TOpCKOT TIpocTopa X, pecinKapame’

Df:V = L(X;Y).

Y Tnasu 1 cmo Bugenu na je u £(X;Y) HOpMUpAHU BEKTOPCKH IIPOC-
TOp, 14 MMa CMUCJIa TOBOPUTH U O U3BOLY HpeciukaBawa Df (ykomauko
ou nocroju). V3Box Tor npeciukasamwa je, 1o gedununuju, opyeu 43600
MpecInKaBama, f; MpecanKaBame Koje mMa IPYTH W3BOJ] Ha3uBa ce deanym
Jugpeperyujabusrum TPECTUKABABEM, & HErOB IPYTU U3BO, je TPEC/INKa-
Barbe

D*f:V = L(X;L(X;Y)).

8CeTHMO ce 1 OBO He BasKH y caay4ajy a f mocMaTpaMo Kao IpeCcInKaBamhe aHHUX TPOCTOPA,
(mpern cTp. 187), mTo cTBapa HEBOBE y AeduHUNMiE APYTOr M3BOAA y abHHEM IPOCTOPUMA.
CnuruHy cuTyanujy hiemMo mMaTu M KOJ M3BOJa HAa MHOTOCTPYKOCTHMA.
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VY I'naBu 1 je moka3aHO Ja MOCTOju uIAeHTUMDUKAI]A,
LX;L(X:Y)) = L(X, XY,

rJe je mpocTop HA JECHO] CTPAHM NPOCTOD CHJIMHEADHHUX MPECIUKABAA
X xX =Y (Buzmern (148) na crp. 90), na Apyru U3BOL MOXKE Ja CE CXBa-
TH ¥ Kao TIPECJINKaBambe CKyna V' y CKyI OWIIMHEapHUX MPecinKaBama n3
XxXyY.

WNHIyKTUBHO ce JedUHUIIE n—TH U3BOJ, KAO MPECINKABAE

D"f=DD"'f:V = L(X, -, X;Y)

ckyma V' y cKyn n—IuHeapHUX MpecIuKaBama mpocTtopa X X --- X Xy Y
(xkaza ono nocroju). IlpecimkaBamba Koja uMajy n—Tu U3BOJ|, HABUBAMO T
nyma oupepenyujabdbULHUM.

IMpumerumo na u3 mocrojama n—ror uzsoga D™ f(a) y Tauku a um-
mmnuTHO (um 1o Aedunmmmjn”) caean qa (n—1) uzsog D™~ f moctoju
y HEKOj OKOJIMHU TadKe @, MOITO CMO W3BOX JeduHUCATN 33 (YHKIHje
neduHUCAHE HA OTBOPEHOM CKYILY.

IIpeciukapame f : V — Y je npecaurasarve xaace C™ ako je n myrta
JubepeHITjaduaIHO U aKoO je

D f:V—-L(X, -, X;Y)

HenpeKkuHO npeciankaBame. Ckyn npeciukasama Kiace C™ Ha ckymy V
oznagasamo ca C"(V), oBaj ckyu je Bekropcku npocrop. IIpocrop

Ce(V):=[]C™(V)
neN
Ha3MBAMO IIPOCTOPOM beckonauno dudepenyujaburnus bynxnunja.”’
3anmarak: Heka je f: R — C menpekunna dbysKIuja u
1 x

—_— — )" f(t) dt.

oy [ @0
Hokazaru na je D"F(x) = f(z) (Bunern (40)).
Heka je mpecnukaBame f aBa nyta audepennujabuino y tadku a. Tama
je

F(z) =

D?f(a) € L(X; L(X;Y)),
na je, 3a Bektop hy € X, D?f(a)(h1) € L(X;Y). 3a BexTop hs € X je

D?f(a)(h1, h2) = (D*f(a)(h1))(h2) € Y,

upu demy je, Kao wro je objaiumeno y (47), Ha JeBoj CrpaHu jeJHAKOCTU
Apyru u3Boj cxpalieH Kao OHJIMHEAPHO NPECUKABAIGE, Tj. €JIEMEHT IIPOC-
ropa L(X, X;Y) uzomopduor mpocropy L(X; L(X;Y)).

N3 mudepenmujabunnoctu npeciukaBama Df u ocobmHa m3BOAA Y
npasily Bekropa (18) npumernenux Ha npeciaukasambe D f cienu

D?f(a)(h1) = D, (Df)(a).

Oy KoMmnekcHOj aHaiu3u ce JoKalyje ma je, y cay4dajy xajg je mosbe ckanapa K = C, ceako

C-nudepennujabuiano npeciankasame (Bugerd (14)) kiaace C°°. Kaja roBopuMo 0 TOMe /12 je HEKO
npecaukasame xaace CF, umahemo Ha yMy fa je Taj yCIOB YBEK HCIYEH Y CIy4Yajy KOMILIEKCHO
nudepennnjabuanux (Tj. xogoMopdHUX) DYyHKIH]A.
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O06e cTpane 0OBe jeIHAKOCTHU Cy JIMHEAPHA MPECIUKAaBama Ha X; W3pady-
HABAaIbEM BPEIHOCTH y TAYKU ho € X mobmjamo

D?f(a)(h1, ha) = (Dn, (Df)(a))(h2).
[Tomrro je
L:L(X;Y)—=Y, S~ S(ha)
JIMHEAPHO Mpec/iuKaBambe, npumenom (26) ua S = D f(a) uspa3 Ha J1ecHO]
CTPAHU MOCTEIIHE jeTHAKOCTH MOXKEMO 1a HAMUIIEMO Kao

(D, (Df)(a))(h2) = Dp, (D f(a)(hz)).
IMomro je Dy, (Df(a)(he)) = Dp, Dp, f(a), oBume cmo mokazamu dhopmyiry
D?f(a)(hy, ha) = Dy, Dy, f(a).
U3 me ce MHAYKIM]OM JIAKO H3BOIH
D" f(a)(h1,ha,...,hn) = Dy, Dy, -+ Dy, f(a).

(49) Cumempuunocm useoda suwez peda. Hexa je V C X orBopeH moackym
HopMupanor mpocropa X, a € V u Y Hopmupanu mpoctop. Axo mpec-
mukasawe [ : V. — Y uma n—tu ussox D" f(a) y Tauku a € V', onga je
D" f(a) cuMETPpUYHO N—JIMHEAPHO IIPECIUKABAE.

Hokaz: Ja D™ f(a) MoxeMO Ja CXBATHMO Ka0 N—JIMHEAPHO [IPEC/IUKA-
Bame CMO BHUzesu panuje (47), ma ocraje caMo Ja JOKaXKeMO Ja je OHO
cumeTpudHO. JIOBOJBHO je Ja JOKayKeMO TBpherme 33 n = 2; OIIIITH CJIy4aj
Ce M3BOMY WHIYKITHjOM.

Hexka je mpecnukaBame [ mBa myTa mudepeHInjabuIHO § TAYKH d.
Heka cy hi,hy € X npoussBomau BekTopu. Ilocmarpajmo momohny dyn-
Kuujy peasae npomensbuse ¢ € [0, 1]

g(t) = f(CL + thy + hg) — f(a + thl).

[Momro je ckym V orBopen, oBa dynkmnmja je medbunucana 3a hi, he €
BJ0; p/2[, tae je p > 0 moBoOJbHO MaJIO, Tako Ja je jonta Bla; p[ cagpxana
y V.

U3 (27) cnean

lg(1) = g(0) = g"(0)[ly < S lg'(t) = g"(0)]ly-

Heka je € > 0. Ilo mpernocrasmu, f je aBamyT mudepeHImjaduIHO,
na nocroju § < p, Tako Ja 3a hy, hy € B|0;0/2[ Baxnu

IDf(a+thi + ha) = Df(a) = D*f(a)(thy + he) | cixvy < e(llhallx + [[h2]lx),

n
IDf(a+thi) — Df(a) — D f(a)(th)llccxivy < ellballx < e(llhallx + [|hellx)-
[Tormrro je
g'(t) = (Df(a+thy + ho) — Df(a+ thy))(hy),
OZIHOCHO

g'(t) = (Df(a+thy + ha) = Df(a) = (Df(a+thy) = Df(a))(h),
73 TPETXOMHUX HejeTHAKOCTH, Y3 MPUMEHY HejeJHAKOCTH TPOYTa, CJIeIN

lg'(t) = (D?f(a) (h2)) (h1)lly < 2e(l[hallx + [lhallx) 1o ]lx
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a ofarie

lg(1) = g(0) — (D2 f(a)(h1))(h2)lly < [lg(1) — g(0) — g (0)lly +

)

~—

+g'(0) = (D*f(a)(h1)) (h2)lly
< sup [lg'(t) = g’ (O)llv+

+2¢[|Pa [l x ([Pl x + llh2]lx)-
[Momro je f mBamyTt audepeniujabunnao y a, D f je HenpekuaHo y a 14 je,
3a Masao hi u ho

sup [lg'(t) — g'(0)lly < ellhllx,
0<t<1

mna je
l9(1) = g(0) — (D f(a) (1)) (ha)lly < 3ellhallx (Iallx + [[h2llx)-

Mehyrum, u3 medununuje dbynkuuje g ciaenu na je uspas g(1) — g(0)
CUMETPUYaH y OAHOCY Ha hy U ha, I1a IIOC/IE/ba HEjJEJHAKOCT BAXKU U AKO
BekTOpUMa hi u ho 3amenumo mecta. U3 Te npe HejemHAKOCTH MOOMjaMO,
y3 momoli HejeJHAKOCTH TPOyTJIa,

I(D* f(a)(h1))(h2) — (D*f(a)(h2))(h)lly < 62(]|hallx + [lhallx)*.

OBy HejeTHAKOCT CMO JOKA3aJ/IM y3 MPETIOCTABKY 13 Cy hi u ho m0-
BOJ/PHO Mauin; ajim 0Oe CTpaHe HEjeTHAKOCTU Cy XOMOTEHE CTermeHa 2 IO
(h1, ha), ma ako oua Baxku 3a (hi, he), onza Baxku u 3a (Ahq, Aha), 3a cBe
ckamape A. pyrum peumma, ona Baxku 3a cse hi,he € X. Ilomrro je
€ > 0 IpousBOJBHO, OJATIIE CIEH 1A je JeCHA CTPAHA je/IHAKA HYJIHU, IITO
je u TpebaJio TOKa3aTH.
3aparak: /lokasary fa je CBAaKO HEMPEKWIHO OUTMHEAPHO MPECINKABAHE
L: X x X —Y rmace C* u uzpauynaru D™ L 3a cee n € N.

Heka je mpeciukaBame [ : V — Y gedunrcano Ha OTBOPEHOM TOCKYILY
VC Xy x--xX,. I3 (30) u unaykuuje caenu ja ako cy y rauku a € V
3a cBe k < n CBU MapIujaJHA U3BOIN

D; Dy, - D, f, {ig, ... ixy C{1,--- 7}

HELPeKU/IHK Y Tavku a, ona je f kuace C™ y 10j rauku. 3ajenso ca (49)
0BO J1aje 0060/baH YCIIOB KOMYTATUBHOCTH MAPIMjATHUX U3BOZA: AKO CY
CBYM TAPIWjaJHA W3BOAW N—TOT PEJa HENPEKUIHU Yy TAYKMA @, OHJA OHH
KOMYTHUPA]y, Tj. OHIA je

Di, Diy -+ Dy, f(a) = Dy(i;yDo(iy) - Do(in) f

3a CBaKy MEPMYyTaLNjy 0 CKyTa {i1,...,%n}-

KomyratusroCcT ce mMoxke 00e30eauTu U O/ CJAA0MjUM MPETIIOCTAB-
KaMa; (HopMySIUIUMO TO TBpheme 3a M3BOJE TO MPBE JBE MPOMEH/bUBE
(mowrro je rpyna nepMmyTanuja 'eHepUCaHa PYIIOM TPAHCIIO3UIUjA, OBO
orpaHuYebe He yMamyje ommTocT): Ako cy maprmjanau ussomu Dy Do f
u DD, f wenpekumuu y taduku a = (aq,...,a,), oHna je Dy Daf(a) =
D5D; f(a). Tlpumernmo Ja 0BO TBpheme HE YKIbydyje HEIPEKUIHOCT OC-
TAIUX MapIUjaTHUX W3BOJA, Beh caMO OHMX 3a KOje ¢e TBPJAU Ja KOMYTH-
pajy. okasz moxe ja ce uzsene u3 (49): ckyn

W :=Vn{(x1,...,2n) | 3 =as,...,Tn = an}
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MOKe JIa Ce CXBaTH Kao MOJICKYT cKyna X1 X Xo. Pecrpuknmja npecianka-
Bama f Ha W je xmace C2 uma jpyre napuujaine n3Boje KOji HeIpPeKUIHI
y tauku (a1,a2). Onarie ciaequ ja je Ta pecrpukimja gsaiyT audepen-
mjabmina y (a1, asz), ma joj je Ipyru W3BOMA CHMETPHYAH.

Bagarak: (a) Jlokasatu ga me moctoju dbynkmaja f : R? — R gumjn
je nudepenmmjan df (z,y) = (22 + y?)dz — 2xydy.

(6) Hahu dbynxmujy f : R? — R uuju je audepenuujan df (z,y) =
(22 + y?)dx + 2zydy.

(8) Ma mm nocroju dbynkmmja f : R? — R umju je audepentujan
df (z,y) = (logy + 22 + ye®)dz + (zy~! + ”)dy?

Bagarak: @ynkunja f : R? — R gedbunncana je ca

22 —y?
0, (z,y) = (0,0).

Hokazaru una cy f, % u % menpekuane dyuknumje. lokazaru ma cy
dyukIHIje a‘fgy u aayzafw neduHnCaHe Ha Mesoj paBHH R? 1 HepeKHIHe Ha

R%\ {(0,0)}. Jdokazaru na je
o*f o*f
0,0 0,0).
8x8y( ) # Byax( )

Bamarak: Joxasatn 1a dyekomja f : RZ2 — R, gedbunncana ca

8
¥

22
2

e 0
flay)=<° w7
0, xy =0,

HMa CBe IaplyjagHe U3BoJe N—TOT Pelia 3a MPOU3BOJBHO 1, KOjH HE 3aBUCE
o/ noperka audepenuupama, anu 1a je [ upexugua y (0,0).

Ako cy x1,...,2, Hekaprose koopaunare y R™, oneparop
0? 0?
A=—s+-- 4+ —
ox? 02

HazuBa ce Jlanaacosum onepamopom Wid AGNAGCUJAHOM, 3 JeIHAIUHA
Au = 0 Jlanaacosom jednawurnom o dbyuxnuju u. PyHKIMjE KOje 3310~
BOJbaBAjy JlammacoBy jeqHaunHy HABUBAJY CE TAPMOHUJCKUM HYHKUUIAMA.

Bagarak: (a) Jokasaru na je dbyHKIMja

uw:R?\ {(0,0)} = R, wu(z,y)=log /a2 + 42
XapMOHHjCKA.
(6) Hokazaru na je dyHkuuja
1

w(z,y,2) = ——
/22 + 2 + 22
XapMOHHjCKA.

(8) Hoxaszaru na je ceaxa xapmonnjcka dynknuja u : R3\{(0,0,0)} —
R koja 3aBucu camo ozt p = /22 + y2 + 22 obnuxa u(p) = a + bp~ .

u:R3\ {(0,0,0)} — R,
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(53) Bamarak: Heka je D C C = R? orsopena okoiuna Tauke (o = (%o, Yo) U
HEKa je

f:D—=C, fl(x,y)=u(z,y)+iv(z,y)

dbyukmuja knace CT.
(a) Jokasaru ma f 3amososbasa Komm—Pumanos ycios (Bumern (14))
aKO W caMO aKo je

Ou Ov  Ou  Ov
oxr Oy Oy = Ox
Oge jennaumne ce nasuBajy Kowu—Pumanosum jednavumnama.
(6) Heka f 3amoBossaBa Komu—Pumanos ycios. Jlokazaru umiinka-
nujy
det [Df(¢o)] = Df(Go) = 0.
Axo je mpu ToMe f kmace C2, goxkazaTu na cy YHKIHjE U ¥ U XapMOHI-
jexelV.
(54) Xecujan. Heka je f : K® — K gsanyr audepeniujabuiHo npecinkaBambe.
Tama bmnumneapHa popMa APYror U3BOAA Y TAUKH @ MOXKE 13 Ce TPEeICTaBA
MATPUIIOM

0% f }
a
Ox;0x; i,5€{1,....,n}

)

D)= |
K0ja ce Ha3uBa Xecujarnom pynryugje f.

3amarak: Heka je f : R® — R msa myra gudepennujabuana u
MO3UTHBHO XOoMoreHa (yHKImja cremena xomorenocrn 1 (Bumern (46)).
Jokazatu na je wen Xecujan [D?f(z)] cunrynapHa maTpuiia 3a CBaKo
x € R™

(55) Cuenehe TBpheme Moxke 1a ce cMaTpa [JIATKOM BEP3UjOM Y DUCOHOBE Jie-
me (69) na crp. 64 3a eykuuicke upocrope: Heka je ' C R™ 3arsopen u
K C R™ xommakTan ckym, n Heka je F'N K = (). Tama nocroju dbyHKmuja
f:R™ = R kmgace C*° raksa 1a je

f®R™")=10,1], f=1lwmaK, f=0mnakF.
Hokaz: Y (283) ua crp. 140 cmo Buzenu na je dyskuuja

0 3at<0
1/)(75) = —1/t
e 3at >0
kiace C*°. Oparne cnenu 1a je dbyHkImja

(e — |l=)1?)
P(e? = [[z]?) + ¢ (=] — 2/4)

kiace C* (uMenuial je yBek pasjaudur oj Hyse). Jlako ce Buiu za je

h(x) =1 wma B[0;¢/2], h(xz)=0mnaR"\ BJ0;e].

h:R" =R, h(z)=

100Moske na ce nokaxke u aa je mpeTnocraska ga je f knace C? cysumna (Bugeru (15)).
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W3 kommakTHOCTH CcKyma K cienu 7a MOCTOju KOHAYHA haMumja
aontu Blay;el[, ..., Blag; e[, taksa na je

k k
K c | J Blajie/2[c | Blaj;e[c R"\ F.
j=1 j=1

Hexa je g;(z) = h(z — a;). Taza dyuxnuja

fl@)=1-]1]1(0-g))

—.

j=1

3a10BOJbaBa YCJIOBE TeopeMe.

Bagarak: Heka je U C R™ orBopen ckyn, f : U — R dyukiuja
kiace C° u a € U. Jlokazatu ga mMOCTOju OTBOpeHA OkojuHa V 3 a
takBa ga je V C U u dyuknuja F : R™ — R kmace C*° takpa 1a je

Fz)=f(x)3azeV u F(z)=03azx¢U.

[Tpumerumo ga u3 Teopeme jeauucrenocru (293) wa crp. 147 caexu ma
rBpheme (55) HeMa aHAJOrKjy y KJIacu aHAJUTUIKUX (DYHKIH]A, & CAMUM
Tum, 360r Hanomere y (15), HU y KJIacu KOMILIEKCHO audepeHiujabuiHux.
Tejaoposa gopmyaa. Heka je f : V — Y npeciukaBame OTBOPEHOT
ckyna V' C X nopmupanor upocropa X y HOpMupaHu upocrop Y koje je
n myTa qudepeHnujabuino y Tauku € V (MMIUIMIUTHO, TO 3HAYH Ja je
ouo u (n — 1) nyra audepennujabuIHO y HEKO] OKOIMHHU Te Tauke). Tana
je

f(x+h):f(a:)+Df(x)h+...+%D”f(x)h"—i—o(”h”}) Kanx h — 0,

(58)

e je D¥f(z)h* := D*f(z)(h, ..., h) BpemrOCT k-THHEAPHOT MpeCTHKA-
samwa D¥f(z) y (h,...,h) € X*.

Jloka3: 3a n = 1 TBpheme je medwmnHUIIja TpBOr W3BOAA. IIper-
rmocrtaBuMO Ja TBpheme Baxku 3a n — 1. Tama u3 Teopeme o cpenmoj
BPEHOCTH TPUMEhEHE HA DYHKIM]Y

X5k flzt+k) - (fz)+ Df@)k+ ...+ %D"f(x)k”)
ua cermenty [0, h] caeau
I (@ + D) = (f(z) + Df(@)h + ...+ 5 D" f(@)h™) |y

<
< supg<g<; ||Df(x + 0h) — (Df(x) + D?f(x)(0h) + - -+
+ o D" f (@) (0R) D oxvy - 1R x

(oBIE cMO KOpHCTHIM TIPABHIO MubePEHIMPArba BUIIETNHEAPHOT MPEC-
JukaBawa, sugeru (9)). Jokas cieau u3 MHAYKTHBHE XUIIOTE3€ HPUME-
wene Ha Df.

Heka je y (57) X = KP. Taza Tejnoposa dbopmyna MOKe Ja Ce HATIMIIE Yy
BHTY

flatn) = 3 D@ +o(lhlly) wax 0,

la|<n
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rae je a = (ai,...,qp), a; € NU{0} (oBakBO < ce Ha3UBa MyAMUUHICK-
com), h = (hy,...,hy) € KP u

P P P
ali=[Jax lal:=> ar, h*:=]]h*, Df:=Df.. . Dyf.
k=1 k=1 k=1

Ako je Y = K onga je, y3 yobuuajeHy O3HaKy 3a HapLUjaJHE H3BOIE
ckayapue pyHKIHje,

olalf
oz ... 0xp”

3amarak: Pazsurn dynkimje

Def =

1
fl@y)=log(l+z+y) u g(z,y) ——

y Tejnopos nonmuom crenena 3 y tauku (0,0).

Joxaane excmpemne epednocmu dynxyuje. Heka je V' C X orsopen
noJickyt Hopmupasor npocropa X u f : V. — R peanna dyukiuja va V
Koja je n myra audepennujadbuana y tadku a € V. Hexka je

Df(a)=0,...,D" *f(a)=0 wu D"f(a) #0.

Tanma Bazke cieneha Tephema:

(a) Ako je a Tauka JIOKaJHOT ekcTpeMmyMa yHKIMje f, OHga je n napan
6poj, a n—nuneapua dopma D" f(a) je noszuruBHO cemuiedUHUTHA
(tj. D"f(a)(h™) > 0 3a cee!! h € X) ako je a Tauxka JoKamHOT
MHHEMYMa, a HerarusHo cemugedunuraa (rj. D" f(a)(h™) < 0 3a
cee h € X) ako je a TauKa JIOKAJHOI MAKCHMYMa.

(6) Axko je 3a Heko 6 > 0

D" f(a)h™ = 6,
Ha jenuuuuHoj cdepu ||h|x = 1, oHma je a Tayka JOKAJIHOr MUHU-
MyMa. AKo je 3a Heko 6 > 0

D" f(a)h™ < =4,
OHJZIA je @ TAYKa JIOKAJTHOT MAKCUMYMA.

Hoxkaz: N3 Tejnopose dpopmysie u IPEeTIOCTABKE O MPBUX N U3BOJIA
dyukumje f y Taukm a ciean

Flath) = f(a) =~ D" fa)h" + 6(0) [l

3a Heky dyukmjy ¢ : X — R rakBy ma ¢(h) — 0 kag h — 0.
ITo mpermocrasiu 0 n—tom m3Boay dyuknuje f, 3a HeKo hy € X je
D™ f(a)hy # 0, ma je

fla-+tho) = 1(0) = (D" (a0 + o(tho) ol ) .

IMowro ¢(thg) — 0 xan t — 0, 3a Maso € > 0 uspas y 3arpaju UMa UCTH
3HaK 3a CBe t €] — g,£[, Ta 3HAK IeJIOT W3pa3a 3aBUCH CaMO O 3HaKa t™.
Axo je a Tauyka JIOKQJIHOT €KCTPEMyMa, OHJA Ce 3HAK M3pa3a Ha JIeCHO]

1 Noosmro je pehu ,3a cee h Ha jenuuuanoj cdepu ||k]|x = 17, jep je D™ f(a) BumenuneapHo,

IIa TUME U XOMOT'€HO IIpeCJIHKaBalibe.
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CTpaHW HE Mema Ca MPOMEHOM 3HakKa ¢, a TO je moryhie camo ako je t
napas 6poj. Cem Tora, 3a cBako hg 3a koje je D™ f(a)h{ # 0 3HaK n3pasa
Ha JIeCHOj cTpanu je jenHak 3Haky t" D" f(a)hy, mro 3na4u 1a je u 3HAK
dbopme D™ f(a)h™ cranan. Tume je mokaszano (a).

Axo je ucnymwen npsu ycnos u3 (6), uz Tejmopose dopmyie cienn

fla+ )= gl (25000 ) Il

IMowro ¢(h) — 0 kax h — 0, u3pa3 Ha gecHoj (a TUME U HA JIEBOj) CITPAHU
je TIO3UTHUBAH 3a CBe h y TOBOFHO MaJI0j OKOIWHU Hysae. Tume je mokazaHo
Ja u3 mpBor ycjiosa y (6) ciexu ga je a Tauka munumyma. CaudHO ce
JOKa3yje /1a U3 APYTOr CeIu Ja je a TadKa MaKCHUMYMa.

Axko je X mpocrop KoHadHe NUMEH3Hje, OHJA je, KO IITO CMO BUIEIU Yy
Tnasu 1, jenunuuna cdepa ||h]] = 1 komnakTan ckyi. ¥ TOM Ciy4ajy, ako
je f dynkuuja koja 3agososbasa ycaose (60), onua HenpekuHa GyHKLMja

h— D" f(a)h"

Ha jeIuHUYIHOj chepu JOCTUKE MAKCUMyM W MUHUMyM. AKO Cy OBe JiBe
BPEIHOCTU CyNPOTHOr 3HaKa, u3 (60) cieau na a HUje TAYKA JIOKAJHOD
ekcrpemyMma ¢yHkuuje f. AKO cy OBe BPegHOCTH HCTOI 3HAKA, OHJIA,
oner u3 (60), cieau aa je a Tadka JIOKAJTHOT eKCTPEMYMA, TIOIITO je, 360r
Df"™(a) # 0 u kommakTHOCTH cepe y TOM CiIydajy ycaos (0) UCIymeH.
Axko je y (60) X = R onzga je D"f(a)h™ Mmuoxeme peannux 6pojesa
f™(a) u k", OBo n-iuHeapHO IpecHKaBambe 10 h je 3a IAPHO N YBEeK
cemumedunnTao Kaz je f(™(a) # 0, Tako ma ce yeiaos (a) y (60) y Tom
CJydajy CBOAM CaMO Ha mapHOcT Opoja n. VY ciay4ajy dyHkiuja Buiine
IPOMEH/bUBUX, MOryhe je /a u 3a mapHo 1 Tadka ¢ He Oy/ie TauKa JJOKATHOr
eKCTpeMyMma, jep OunmHeapHa hopMa y BUINEIAMEH3NOHOM CIIyUajy MOKe
na Oyze uamedunurHa (Tj. g2 HE OyJe HU MO3UTUBHO HU HEraTHBHO
cemuiebUHUTHA).

Bagarak: Hexkaje f(z,y) = (y—2?)(y—222) 3a (z,y) € R% Jlokasaru na
pecrpukupmja GpyHKIUje f HAa CBaKy NpaBy KPO3 KOOPAUHATHYU OYETAK UMa,
CTPOrd MUHUMYM Y KOODAUHATHOM MOYETKY, a I KOOPAWHATHU TMOYETAK
HHUje TaYKa, JIOKAJHOT eKcTpemyMa dyHKImje f.

Banarak: /lokasatu na byukmmje f(z,y) = 22 —y? u g(z,y) = 23— 3zy?
HEMajy JIOKAJHE eKCTPEeMYMe.

Bajatak: Hahu makcumym dbynkmmje f(x,y) = xye 2*3Y y npsowm
KBaJPaHTYy.

Bagarak: Hahu majsunty u majHmKy Tauky Ha nospmu x2 + xy + 3z +
2y + 2+ 5 =0 (z—oca je BepTukaiHa).

Bamarak: Ckunuparu kpusy z2 + 3y% 4+ 2zy = 9 y R%. Koja Tauka ose
KpuBe je Hajosmxka koopauHarHoMm noderky?! Koja rauka oBe Kpuse je
HajyJlajbeHuja 0/ KOOPAUHATHOD LOYeTKa !

Ojaep—Jlazpanocese jednavune. Heka je X HOpMHUpAHW BEKTOPCKHU TPOC-
top, L : X x X x R — R npecimkasame knace C* u C% ([0, 1]; zo, z1)
npoctop rnarkux (kmace C1) xpusux 7 : [0,1] — X xpusux Koje cnajajy
Tayke xo,xr1 € X, 1j. TakBux xa je (i) = x; 3a i € {0,1}. Iocmarpajmo
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bynxumjy
1
S : le(([O, 1];z0,21) = R, S(y) = / L(y(t),~'(t),t) dt.
0

[pernocrasumo aa je v € C([0,1]; 29, ¥1) Tauka JOKATHOT €KCTPEMyMa
dyukuuje S. Tazma, na ocuoy (60), 3a cBaky riarky dbaMusinjy KpuBux
Y (t), —e < 7 < ey C%([0,1];x0,21) (1j. 3a cBaKy rIaTKy KpPUBY
(—¢e,e) = C%([0,1]; 20, 71)) Taxsy ma je'? vo = ) Bawnu

dS(vr)

=0
dr

=0
Cumnuno kao y (40) u3Bo Ha AeCHO] crpaHu ce udpadyHasa JudepeHiu-
pameM Mo, 3HAKOM WHTErpaJa, y3 MpUMeHy MpaBuiIa 34 W3BOJ, CJIOKEHOT

IpecInKaBalba.:
dS(’V‘r) . /1 / 8’77'(75) / 8%/'(75)
dT - o DlL(PyT(t%P)/T(t)?t) 87’ +D2L(Py7'(t)7p)/7'(t)7t) 87’ dt
Hexa je
O (t)
Bt) = 55

N3 ~,(i) = x; cnexn h(0) = h(1) = 0, na mprMeHOM MapuHjasHe HHTE-
rpamnuje Ha, apyru cabupax g100ujamo

dS(vr)
dr

1 , d ,
Y (DL 0.0~ £ DL 0. 0.0)) o)t

rsie % O3HAYaBa TOTAJIHW W3BOJ, O ¢ (He camo mo Tpehoj TPOMEHIBUBO] ¥
L). Osaj uspa3s je jenHax Hy/au 33 CBAKy Bapujanujy v, Kpuse 7y (1 u3 me
usBeieny byHkumjy h), na je

DiL(Y(1), /(). 1) ~ % DaL3(0) 4 (1), 1) = 0

Oso cy 138B. Ojaep—Jlazpanocese jednauune BApUjAIIMOHOT PATYHA.

(69) IIpasa xao najkpahie pacmojarve. Heka je v kpusa y pasuu R X R; uper-
[IOCTABAMO, PaJIu jeITHOCTABHOCTH, /14 je OHA 33aTa Kao rpaduk QyHKInje
y = f(z). Thena nyxuHa je jeqnaka

I(y) = / VIt POt

[Mpumenom Ojnep—JlarpankeBux jeaHaduHa Ha QYHKUUjY JyxRube [ 10-

6mjamo
d__re_\_,
dt \ 1+ (f(1))? ’

120ga damunmrja KpUBUX HA3UBA CE BAPUJAUUJOM KPUBE Y Y TPOCTOPY C}(([D, 1]; zo, z1);
METOH O KOME je OBAe ped cnama y obsact sapujeyuonoz pauyna. Ome npumemyjemo (60) mHa
mpeciukaBame T — S(yr) 3a cBaky IIaTKy daMunujy v-. To mpeciukasame je peaiHa (yHKIHja
peaJiHe ImpoMemsbuBe, Koja ce dakropume xpo3 mpocrop C% ([0,1];x0,21) ka0 kommosunuja ABa
npeciukapama. llpocrop C% ([0, 1]; @0, z1) Huje HOPMUDAHM IPOCTOp, AJU MIAK HA OBOM MECTY
MOKeMO Ja KOMYTHPaMO H3BOJ U MHTETPaJI; BUIIE JleTajba O TO] onepanuju pehu hemo y I'masu 4.
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OIlaKJjIe CIeIu 11 je u3pa3 y 3arpaau Koucrantad. llomro dyukimja s —
s(1 + s?)~'/? muje KOHCTAHTHA HE HA jeJHOM HWHTEDBALY, CIEIH 1A je
f' = const, Tj. na je v upasa.

Bagarak: 3a kojy byakuujy f : [0,1] — R je mospmmHa 06pTHE MOBPITIH
nobujene poranujom Kpuse y = f(z) oko x—oce HajMama Mely MoBpIIH-
HaMa OOPTHUX TOBPIIA ca PUKCUPAHUM TOJYTIPEIHUIINMA, I'g, 71 TTOMPEU-
HUX Tpeceka ca papauMa £ = 0 u x = 17

Heka je f: R x R — R dyuknuja kinace C'. Iurame 1a 1u jeanauuna

fl,y) =0
UMa jeIMHCTBEHO DETerhe MO Y je eKBUBAJIEHTHO MUTAkY Ja JIU TTOCTOjH
dbyukuyuja ¢ : R — R Tmaksa ga je kpusa C = {(z,y) | f(z,y) = 0} wen
rpaduK, OJHOCHO TAaKBa BaXKH

fla,y) =0 & y=o()
3namo 1a TakBa (PYHKIN]a He MocToju ako kKpuBa C' ceve HEKY BEPTUKATIHY
MIPaBy JBa WJIM BHUIIE IyTa.
IpernocraBumo ga tanrenta Ha kpuBy C'y tauku (zo,yo) € C Huje
BeprukasiHa. ¥ (43) cMmo Buesn Ja je jeHaYMHA TAHIEHTE Y TOj TAYKU

ZTJ;(%“O, Yo)(z — x0) + %(330, Y0)(y —yo) =0,

IIa yCJIOB [Ja OBa TaHI'€HTa HI/Ije BepTUKaJIHa MO2KEeMO /1a 3alluIIeMO Kao

%(fﬂo,yo) # 0.
[TomTo je TanrenTa Haj0O/ba JIMHEAPHA ATTPOKCUMAIIN]d Y OKOJIUHU TAYKE
JOJIMPa, MOXKEMO JIa OYEKYjeMO JIa TIOCTOjH JIOBOJAHO MaJU KBaJIPAT OKO
rayke (o, Yo) TAKAB Ja je J1e0 KPUBe KOjU ce y mheMy Hajia3u rpaduk HeKe
dbyuxumje y = ¢(x).

Dopmysmcano anrebapcku, ako nap (Zo,yo) 3aI0BObABA jeJHATUHY
f(z,y) = 0, MokEMO J1a OYEKYjeMO Ja Ta jeJHAYMHA MMA jeJIUHCTBEHO
pelliembe 110 Y Y HEKOM KBaJPATy OKO (X0, Yo) YKOJUKO JIMHEAPHA jeTHAYNHA

G o) ) + G 0. 90) 0 ) =0

HMa pellerbe 110 Y.

Ha raj nauun, ako npobsem pemasamwa jennadune f(x,y) = 0 aoka-
Audyjemo (Tj. OPPAHUYMMO HA MAJM KBAJIPAT, WA OKOJIUHY, OKO TAUKe
(20,Y0)), OHIIA MOYKEMO J]a OUEKY]EMO J]a MOYKEMO H JIa Ta AUHEAPUSYJEMO.

Ha mpumep, ako je f(z,y) = 22 + y?> — 1, ouga je xpusa C Kpyr
S!, a mera Moxemo ja mpeacTaBUMO Kao rpaduk dbynkuuie y = () y
okosuuu 6uIo Koje rauke cem (£1,0), jep je y cBUM OcTainum Tadkama

0
8*5(96,9) =2y #0.

CumuHo, y okosmHu Taduke (Zo,Yo) Y KOjO] je
of
o, 0
Bx( 0,Y0) #
MOXKEMO JIa OYeKyjeMo na je kpusa rpaduk dyukuuje x = ¥(y). Tauke
kpuse f(z,y) = 0y kojuma je Gap jeman naprmjannu ussoy dbyukuuje f
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PA3JIMUUT OJf HyJIe HA3UBAMO pezyaaprum maykama; y (43) cmo seh pexin
Ja Tadke y KOjuMa Ccy o0a mapliyjajiHa M3BOJA jeqHaKa Hy/IW HA3HBAMO
cunysaprum maukama. Kpusa je pezyaapHa akO Cy CBe HEHE TadKe
perymnapue (Bugern (153) ma ctp. 91 n (154) ma cTp. 92).

Ona, moHekse HedpOpMaAIHA, pasMarpama NemMo caga ga W3JI0KUMO
TIpenu3Huje U OMIITHje.

Teopema o umnauvyumnoj pynryuju. Hexka cy (X, | - lx), (Y51 - llv),
(Z,|| - |lz) mopmupanu BekTOopcku npocropu, upu demy je Y Banaxos.
Hexka je

Q={(z,y) € X xY | |z —zo|lx <,y —woly < B}

okosiuHa Tauke (xo,yo) € X x Y. Ilpernocrasumo na je
1 mpecmukaBame f : Q — Z mempekumao'® y tauku (x¢,y) u

f(xo,y0) = 0;
2 nocroju napunjanuau uzson Dof : Q — L(Y;Z) w HerpexuzaH je y
Tadku (Zo, Yo);
3 Dy f(x0,y0) mma mmseps' (Do f (2o, 40)) ™" € L(Z;Y)
Tama nocroje okommaa U C X tauke xo u okosuua V' C Y Tauke yo Takse
maje U x V C Q u npecaukaBamwe ¢ : U — V Takso ja je
(a) yo = ¢(wo);
(6) ¢ HEMPEKUAHO y TAYKH Lo;
(8) f(z,y) =0 & y=¢(z)3a (z,y) €U x V.
Axo je pu Tome, y3 yciaoBe 1-3 UCIyHEH U yCIOB
& Obyuxuuja f u Dof cy, ocum y Tauku (g, Yo) HEIPEKUIHU U Y HEKO]
OKOJIMHU T€ Ta4Ke,
oHma je u (DYHKIIN]a ¢ HEMPEKUIHA, ¥ HEKOj OKOJUHU TAUKe Tg y X .
Axo je y3 ycmoBe 1-3 ucnymeHn u ycioB
& y Hekoj okoamHU Tadke (Zg,Yp) MOCTOjU nmapumjasuu u3son Dif u
HelpeKuIad je y Taduku (To, Yo ),
ouza je pyHknuja ¢ nudepennujabuina y Tadkd To U BEeH U3BOJ je

¢ (x0) = —(D2f (z0,50)) " - D1 f (2o, y0)-

Axo je y3 To f dynkumja kmace C* y Hexoj okommmE Tavke (x¢,Yo), OHAA
je u ¢ dynxuuja knace C* y HeKoj okommHE TauKe .

Hokaz: Ilo upernocrasuu je Do f(x,yo) suneapuu xomeomopduzam
npocropa Y u Z, na je jenmaunna f(x,y) = 0 eKBUBAJEHTHA jeJHAIMHN

y=y— (Daf(zo,90)) " (f(z,9)).

Ako necny crpany o3nauumo ca g(x,y), 1.

9(x,y) ==y — (Daf (x0,%0)) " (f(,9))
oH/ia je pemaBamwe jeanadune f(x,y) = 0 eKBUBAJIEHTHO TpazKery QUKCHE
Tavke mpecankaBamba y — g(z,y) (brKCcHA Tauka OBOT TPECIMKABAA,
HApaBHO, Kao W perieme jenuaunue f(x,y) = 0, 3asucu ox z). Obaj

1334 HOpMy Ha npom3sogy X XY y3umamo 610 Kojy of ( TONOIOMKY €KBHBAJICHTHHAX ) HOPMEI

I “1lp, 1 <p < oo nebunncanux y [masu 1.

4OBaj YCJIOB YOIIITABA YCIOB %(CL‘, y) # 0 u3 (71). Cuenujanno, u3 mera ciequn ¥ = Z (Y

u Z ¢y u30MOp@HHU Ka0 TOIOJONIKK M Ka0 BEKTOPCKH IIPOCTOPH ).
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npobiiem hiemo fa permmmo nmpuMeHoM Banaxose Teopeme 0 (DUKCHOj Ta9KH
(Bumeru crp. 60).
IIpeciukaBame g MOXKE 2 Ce HAIMIIE KAO KOMIIO3UILM]A

g=Idy omy — Lo f,

rme je Idy : Y — Y maenrmuko mpeciunkaBame, Ty @ X X Y — Y mpo-
jexmmja u L = (Daf(x0,90))" ' : Z — Y. Oba Tpu npeciukasama Cy
HEMpeKuIHA, IHHeApHa MPeC/NKaBamba (ma cy jeanaka csoM uzsomy). Ona-
TJIe CJIEAM A je TMapIUjaJHu U3BOJ, IPECTUKABAbA ¢ TIO0 JIPYrOj TPOMEH-
JbUBO]

Dag(z,y) = (D2f(20,50)) " (D2 f (x0,y0) — D2.f (2,y)),

omakJje 100ujaMo HEejeTHAKOCT

1D29(x, y)l vy < (D2f (@0, 90)) ez |1 D2f (o, yo) — Daf (@,9) |l cviz)

[Towro je, no upernocrasuu, upecaukasawe Dof 1 Q — L(Y; Z) neupe-
KUIHO ¥ Ta4yku (Xg,Yo), MOCTOjN OKOMMHA Bx|xo; p[X By |yo; p[ Ha K0joj
je

1
1D2g(z,y)ll vy < 3

Onarne, na ocroBy Teopeme 0 Cpesm0j BPEIHOCTH, CIEIH 14 j€, 33 CBAKO
x € Bx|zo; pl,

1
lg(z,y1) — g(z,p2)|ly < 3y = yally

3a y1,Y2 € Blyo;p[. Tume cmo jgokaszamm na je, 3a dukcupaHo x, y —
g(z,y) xourpakumja ua Blyg; p[. Ha 6u cmo mormu jga npumenumo Ba-
HAXOBY TeopeMy O (PMKCHOj TaduKM, OCTAje jOII /13 MaK/bUBHje HIPOYIHMO
JIOMEH U KOJIOMEH IIPEC/IUKABAbA § U JI0KAXKEMO [[a HEKA HEeroBa PeCTPUK-
[IMja CJINKA KOMILJIETAH METPUYKHU TTPOCTOP y cede.

Heka je e mpomnsBosban 6poj u3 unrepsaia |0, p[. Iomro je

= (D2f(x0,50) " (f (2, 90))lly
< (D2f (0, 50) " ez 1 (2, 90)ll 2,

U3 HENPEKUIHOCTH TpecaukaBama [y (xo,yo) caequ ga nocroju 6poj 6 €
10, p| TakaB ma 3a = € Bx|xo; I Baxku

Hyo —g(x,yo)HY

€

7

W3 oBe HejeqHAKOCTH W W3 JOKA3aHE UHUIHEHHUIE M3 je ¢ KOHTPAKIINja Ha
Blyo; p| (ca koedunmjenroM KOHTpakiuje Mambum o1 1/2) caenu na 3a
x € Bxlxo,d[ u y € By [yo; €] Baxu

llyo — g(z,y0)lly <

lyo — g9(z,y)lly < Il\g(x,y) =9z, 90)lly + [lvo — 9(z,v0)lly
< slly—wly +5<¢,

OIHOCHO, sa 3a © € Bx|xg,d[ upeciukasamwe y — g(x,y) upeciukasa
nonry By [yo;e] y men moackyn By|yo;e[. Ilomro je 3arBopena Jsonta
By [yo; €] 3aTBopen mozackyn Banaxosor mpocropa Y, oHa je KOMIIJIeTaH
METPHYKH TIPOCTOP, Ta n3 Bamaxose Teopeme 0 (DUKCHO] TAYKHM CIEIA 114
3a cBako = € Bx|zo,d[ nocroju jeauncreena dbukcHa Tadka y = ¢(x)
upeciukaBamwa y — g(x,y).
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HenpexkuaHoCT npec/inkaBama ¢ CJIeIu U3 J0KA3aHe YUHEHUIE /13 38
CBaKO £ mocroju & Tako xa 3a x € Bx|xo, [ upeciukasamwe y — g(z,y)
npecaukasa gonty By [yo; €] y men moackyn By |yo; €]

IIpermocrarumo nma je, y3 yciaose 1-3, ucnymen u yciaos #. Taza
JIOKa3 TeopemMe MOXKEMO J1a TIOHOBMMO y3uMajyhu, ymecro Tadke (o, Yyo)
OpOM3BOJbHY TauKy (X1,y1) Yy OKOIUHHU y KOjoj je [ menpexkumna. IIpume-
TAMO Ja jé MHBEPTHOMJIHOCT JIMHEAPHOT TIPECTUKABAA 0MEOPEHO C60J-
cmeo (Buzeru apryment y (303) ma crp. 153), na omarie caexu na je
Dy f unBepTubMIHO U y HEKO] OKOJMHU Tauke (Zg,Yo); LOWTO je TBpherme
JIOKAJIHOT KapaKTepa MOXKeMO J1a MPeTIIOCTaBuMO 11a je (1,Yy1) y TOj OKO-
ymurau. TuMme Cy UCIYHEHU CBU YCJIOBH TEOPEME Ca TaIKOM (X1,y1) yMECTO
(z0,Yy0), WTO HAM naje pememe y = ¢1(x) HenpeKuaHo y x1. A, 360r
JENMHCTBEHOCTH, BaXKd ¢ = ¢, 1A je ¢ HEMPEKUIHO Y T1.

Axo je y3 1-3 ucnymwen ycios &, u3 (30) cuaenu ja je dbynxuuja f
mudepentmjadbunna y (xo,yo). Omarne, kopucrehn f(x, ¢(x)) = 0, n06m-
jamo!®

D1 f (20, ¢(0))(h) + Daf (20, ¢(0))(F)llz < d([[hllx + [IKlly),

rue je k = ¢(xg + h) — ¢(xp). Ilperxonna HejeHAKOCT BaXKU 32 JIOBOJHHO
madio ||h||x (wro 360r HelpekuHOCTU () Y T 00€30€elyje u 10BOIbHO MaJIO
lk]|y) 3a koje je (zo+h, yo+k) yHYTap OKOIMHE ¥ KOjO] Barke MPETIIOCTABKE
W JTOKA3aHW 3aKJEYUIN TeOpeMe.

oo je Do f(xo,yo) nuneapau xoMeoMopdusam, OfaBIe Cleau

(D2 f (20, p(x0))) " - D1 f(wo, ¢(20))(h) + kly <
< (D2 f (w0, 9(20))) " ez (1Al x + 1E[ly)-

[IpermocraBumo 7a je § m3abpaHO TAKO 1A je
8||(Daf (0, (20))) l2zy) < 1/2

u yseaemo osHaky a = 2||(Daf(wo, ¢(x0))) "1 - D1 f(zo0, ¢(x0)) 225y U3
IPeTXOHE HejeHAKOCTH T00MjaMo

a 1
Ikl = 5llAllx < S(Allx +lklly), ommocno [[klly < (a+1)[|hllx-

Oparne cienu fa (3a q0BOBHO Majio ||h||x) Baxu

Ik + (D2 f(x0, ¢(0))) ™"+ Dif(wo,0)(h)lly <
< 0(a+2)[[(D2f(xo, d(x0))) " ez 1Pl

ITomro je k = ¢(xo + h) — ¢(xq), TOCTEAMA HEjIHAKOCT JOKa3yje audep-
ennujabuanoct'® npecimkasama ¢. JIokas mernpexkune mudepeniujadmi-
HOCTH CJIe[J¥ W3 HEempeKuIHOCTU (U HernpekuHe nudepeHiyjaduIHOCTH )
onepammja (A,B) +— A-B u A+ A~! y npocropy orpaHUYeHHX JTHH-
€apHUX OIEPATOpA.

L5pasu jenmocrapaoctu u onpehenoctu, oge hemo na X X Y xopucruru mopmy ||(z,y)||1 =
llz|lx + |lylly; To HE cMamyje ommTocT y 0gHOCY Ha ynoTpeby 6mio Koje HopMe ||-||p 321 < p < oo,
jep ce pagu O eKBUBAJIEHTHUM HOPMAMA.

6Cam noKa3 audepeHnjabuIHOCTH je CJIOXKeHUju 0J u3Bohema (popmysne 3a M3BOX mpec-
JUKaBama ¢ — KaJla OMCMO YHAIIpeJ 3HAJH Ja je IPeCcIuKaBame ¢ audepeHnnjaburao, hopMmyry
3a BEroB m3BOA u3Bean 6ucmo audepennmpamem naerTuTeTa f (2, ¢(x)) = 0 M IPUMEHOM IPABUIA
3a U3BOJ CJIOKEHe PYHKIH]E.
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Y caydajy npocropa Konaune aumensuje X = K", Y = Z = K*, u npec-
JINKaBaba

f=0U1, 0 fs) K xK° - K
YCJIOB MHBEPTHOUTHOCTH JIMHeapHOT mpecankasama Do f (g, yo) cBoam ce
Ha YyCJIOB I/IHepTI/I6I/IHHOCTI/I MaTpHIle

Ofi
T(xo, Yo) :
Yj i,j€{1,....s}
Crenmjastno, axo je s = 1, Taj yciaos ce CBoam Ha, % #0,ka0y (71).
Bagarak: Heka je dyukuuja z = z(x,y) umiminuurHo pedunucana jes-
HAYWHOM
x4 STV 4 e¥t? =9,

Uspauyuaru 8%,2511 (0,0).

Bagarak: Heka je dyHkipja y = y(z) IMIUIMIATHO 3a7aTa jeTHAYNHOM
2

f(z,y) =0, rae je f dbynkmmja kaace C2. Hahn 37%.

Bagarak: /lokazaru Ja je y Hekoj okosunau tauke (0, —1) kpusa

(I2 + y2)2 — 31,2y _ y3

rpaduk Heke rimarke dbyHkimje y = f(r) u ga je meHa TaHTeHTA y TOj
TAQYKU NapaJesHa T—OCH.

Banarak: [lokasatu j1a je y Hekoj okosmmnu tauke (1,2) € R? cucremom
jeIHaAYNHA
x1e TV 4 2y = 1, Tpe¥1 Y2 — P 21
1+ yo

nedbuHMCcaHO jeauHCTBEHO mpeciukaBawe [ = (f1, f2) koje rauxy (1,2)
ciuka y (0,0) u xoje je HenpekuaHo AudepeHnujabuiHo y TOj OKOJIMHHU.
Uspauynaru qudepenunjane dfr(1,2) u dfz(1,2).

[IpermocTtaBuMo Ja KeINMO, CAWYHO KAaO Y MPETXOAHWUM 33JannMa, Ja
M3pavdyHaAMO TAPINjaIHA N3BO g—;, T7e je

2?4y +t2—22=0, 22+ —t=0.

Ako apyry jennaunny pemmmo 1o ¢ 1 nobujenu u3pas t = x2+y? ybanumo
y upBy, mobujamo z = 2 + y2 + z* + 222y% 4+ y*, na je

0z

= =2z + 42> + day?.

Oz
MebyTuyM, ako APYTy jeAHAUHHY PeImEMO 1o 42 u mobmjenu mspas y° =
t — 2% ybanmmo y npBy, mobujamo z = % + (t — 2?) +t2 =t +t2, ma je

% _y

ox
OBo 3Ha4W 1a Mpob/IEM HATIAMXKEHA MAPIUjAJTHOT U3BOIA % y OBOM
caydajy nuje 1o0po nocrasber. Hamme, 1Be jesaaquse 1o x, y, 2, t 33,13jy,
y ciayd4ajy ma cy oaroapajyhie marpuiie mapiujaJHAX W3BOIA HEIETEHED-
WcaHe, IBE OJ TUX BeIWYnHa, Kao (dyHKIHje o mpeoctase ase. Jla Ou
mpobeM 6mO 10OpPO MOCTAB/HEH, HEOIXOIHO je MPEmU3UPATH Koje Cy Of
Jare deTupu BeauduHe PyHKIHje, a KOje IPOMEHJbUBE. ¥ MPBOM CIIydajy,
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[IOCMATPAJIN CMO BeJIMYUHE T U Y, & Y APYIOM = U t Kao MPOMeHJbuBe. 3a
MapIMjaTHu U3BOJI Y TIPBOM CJIYYajy KOPUCTH Ce O3HAKA

(82) = 2z + 423 + 4ay?.
y

or
O3Haka y y MHIEKCY Ha JEeCHOj CTpaHM O3HAYaBa Ja je y TpoMeHspuBa (y3,
HAPaBHO, IPOMEHJ/FUBY & MO KOjoj ce mudepentupa) dbyukimje z. Caudano,
Jpyru A00WjeHu u3pa3 MUIeMO y O0IuKy

0z
T/
3amarak: Benuuune z,y, z,t, u Cy oBe3aHe jeHaYNHAMA,

z? +y=u+ z+sint, z+y+t=0.

N3paaynaru

) G @ Gl @), @)
:c,z7 at y,z7 8y z,z’ 6y z,t’ 8Z y,t’ 82 m,y.

Teopema o unsepsnoj Ppynryuju. Heka cy X m Y BamaxoBu mpocropwu,
V C X orsopen ckyn u f : V — Y mpecimkasame kmace C*. Heka je
y Tauku xo € V upeciukasame Df(xg) : X — Y juHeapHu x0MeoMOp-
dbuzam’’. Taza mocroju orBopena okosmuua U C V Tadke x( Taksa ga
je pecrpukimja f : U — Y xomeomopduszam ckymna U Ha HEKY OTBODEHY
okosmHy Tavke yo = f(zg) € Y. Ilpu TOME je MHBEP3HO IPECIUKABAE
f~1: f(U) = U xnace C* n Bawn

D(f~H(y)) = (Df ()"

Hoxkaz: [Ipumennmo Teopemy o uMmnnuTHOj DYHKINjN Ha DYHKITH]Y
g(z,y) = f(z) — y, mewajyhu yiore z u y. Ilomro je

D1g(xo,y0) = D f(x0)

JmuHeapHU XoMeoMopdusam, u3 (72) cjaean ma MOCTOjU OTBOPEHA JIOTITA
By CY canenTpoMm yp u HEMPEKUIHO TpecanKaBame ¢ : By — X TakBo
maje (By) CVu f(¥(y)) =ysay € By, 1j. ¢ = f" ma By. Ilpn
Tome, ako je f kmace O, omga je Takso u g, a Ha ocuoBy (72) u 1. U3
fW(y)) =y cnequ na je ¢ unjexrusno va By, na je ¢ : By — ¥(By))
nenpekuHa 6ujexnuja. Cem Tora, ¥(By) = f~!1(By) je orsopen ckyn u
f je xomeomopdmzam ckyna U = ¢(By) na f(U).

VY cnyuajy X =Y = K", ycnos ga je D f(xg) nuneapru xomeomopduzam
CBOJIM Ce Ha MHUTare HHBepTHOMIHOCTH JakoOujeBe Marpure (Buzern (7))

dfi
Jt(xo) = {3;

)

]z‘,je{17...,r}

OZIHOCHO Ha yciIoB aa je Jaxkobujan det Jy¢(zo) pasmw<mT of Hye.
3aparak: Heka je V C R™ orBopen moackym u m < n. /lokazaru ma e
TOCTOjM MHjEKTUBHO TIpecinkapame f : V — R™ xiace CL.

17,[prr1/nv1 peunma, D f(zo) uMa HenpekuAHO MHBEP3HO HpeciaukaBame. ClenujanHo, ogarie
caenu ga je X 2 Y y TONOJIOIIKOM M ajarebapCKOM CMHUCIY.
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Xomeomopdmsam f : V — W je dudeomoppusam axo cy f u f~1 aude-
peHnumjabuIHa IpecInKaBamba.

3agarak: Hekacy V C R" u W C R™ orBopenn ckynosu u f : V. —
W nudeomopdmsam knace C'. JoxkasaTu Ja je n = m.
3amarak: Jlokazaru 1a je mMpecinKaBaibe

f:R? 5 R?  f(x,y) = (¥ cosy,e”siny)

A0KaAHO unjexkmueHo (Tj. 1a cBaka Tadka (Zo,Yo) UMa OKOJIMHY Y KOjOj je
OHO MHjEeKTHBHO), a/ii Jia HUje HHjeKTHBHO Ha R2,
Jlokanne xoopduname. Tpecmukapame f : [0, +o00[x [0, +oo[— R? nedu-
HUCAHO Ca,

f(r,0) = (rcos,rsind)

je nudeomopduzam y OKoIMHU CBake yHYTpallihe Taduke jJoMena (jep je
Jakobujan oBOr TpecauKaBaba jeqHak r), anu muje audeomopdusam Ha
nesom gomeny. Hbume cy nedunucane nosapre xoopduname y HEKOj J0-
BOJBHO MaJioj OKoMHH cBake Tadke zog € R? \ {0}. Tlomapre xoopmunare
nucy pedunucane rrobasHo Ha 1es0j paBau. OBO je mpumep A0KAAHUT
Koopdurama; CBaku JoKaanu audeomopdusam aeduHUIIE JOKAIHE KOOP-
JUHATE.
Cmuuano, y R3 \ {0} npeciukasaimbe

f(p,0,z) = (pcosb, psinb, z)

nma JakoOujaH jenHak r; muMme aedUHUCAHE JIOKAJIHE KOOPIAWHATE HA3W-
Bajy Ce YuAuHIpUUHUM KoopduHnamama. 1lpecivkaBame

9(p,0,¢9) = (pcosBsin @, psin b sin ¢, p cos P)

y R3\ {0} uma Jaxobujan jemnax p? sin ¢, na 3a/aje JoKaIHe KOOpIHHATE
y OKOJIMHM CBaKe Tavke y Kojoj je p > 0, sin¢g # 0. One xoopmmuare
Ha3uBajy ce ceprum koopdunamama. Ommruje, y R™ \ {0} cucrem

x1 = pcos Py
To = psin ¢y cos ¢g
Tp—1 = psin @1 sin @z - - - sin @y, 2 COS Ppy—1
Ty = pSin ¢y sin ¢ - - - Sin @y, o Sin Py 1

nma Jakobujan jemaax p"!sin™ 2 ¢y sin” "> ¢g - - - sin @1 u gedunmme
yonwmene chepre KoopouHame.

Bparumo ce kpusoj u3 (71), koja je 3amata jemuaunnoMm f(x,y) = 0, rae
je f dynxuuja knace C koja 3a10B0/baBa YCIIOB % # 0y Tauku (g, Yo)
(a camum THM, 360 HEIPEKUTHOCTHU, M Y HEKOj OKOJIMHK T€ TadKe). Jako-
6ujeBa Marpula npeciaukasamwa (z,y) — (r — g, f(z,y)) je

1 0

of of |-
ox oy

Y okonmHM y KOjOj je % = ( oBa MaTpuIla je UHBEPTUOUIHA, A Cy Ca

X:xfl'()? Y:f(:c,y)
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3ajaTe JIOKAJHEe KOODAUHATE y OKOJUHU Taduke (Lo,Yo). Y TUM KOODIH-
marama, jennagduna kpuse je Y = (. To 3maun na y HOBUM KOOpIWHATAMA,
KPUBA UMa BEOMA jeITHOCTABHY MapaMeTpPHU3alIn]y

t— (t,0).

OBo onaxkame 0 KpupBaMma Caja NemMo 13 YOLLITHMO Ha BHIIEIMMEH-
3UOHe O0jeKTe.
Teopema o paney. Creneha Teopema mokasyje Kako, moj oapehennmM yciio-
BUMA, IIPECIUKABALE MOXKE A0KGAH0 (Y OKOJMHYU HEKE TAYKe) JIa Ce IPeJi-
CTaBM KAO MPOjEKIHja y MOrOAHO M3aOpaHUM ,JIOKAJTHUM KOODIMHATHUM
cucremuma’” y gomeny u kogomeny. IIpecimkaBama p u 1) 0 KOjuma je ped
y TEOPEMHU UTPajy YIOTY A0KGAHE CMeHe KOOPIUHAMA, CITUIHE TIPEIacKy
cax,yuna X,Y y (85):

Hexka je X = K", Y = K™, E C X orBOpeHa OKOJIMHA TaYKe To U

fE—=Y
npeciukasame Knace CF (3a mexo k > 1), TakBo 1a je paHT JTHHEAPHOT
upecnukasawa D f(x) koucranran na F, 1j.
rang Df(z) =r 3acse z€E.

Tama mocroje
e orBopena okoymHa U Tatuke o u qudeomopduzam kiaace CF

U= I ={(x1,...,2,) € K" | (V)) |zj] < 1};
e orBopena okosuua V' DO f(U) rauke yo = f(x9) u nudeomopduzam
knace CF
V= I™ ={(y1, ..., ym) € K™ [ (V) Jy;] < 1}

TaKBHU JIa je

0o fod (@1, . \n) = (31,210, 0).

Hokaz: Heka je f = (f1,...,fm). Moxewmo, 3amenusiin f(x) ca
f(z + zg) — yo, Aa mpermocrasumo 1a je xo = 0 n yo = 0. Canuaro, KOM-
nonyjyhu f ca mepmyraiujom KoopauHaTa (Koja je OMjeKTUBHO JIMHEAPHO
IPEC/TUKABAE ), MOYKEMO J[a IPETIOCTABUMO [IA j€ TOPEbU JIEBH T X I' MUHOD
JleTepMUHAHTE JinHeapHor npeciukasarma D f(0) Hecunryniapan, Tj. na je

Ofi
det [auj (0)] # 0.

1<i,j<r

Hedunummnmo npecaukasame ¢ : EF — K" ca

Qli(ul, .. ';un) = (fl(u)a .. 'fr(u);ur+la cee 7un)7

rue je u = (uq,...,u,). Marpuua JuHeapHOr NPEeCIuKaBabA
9fi (0 } *
Dy(0) = {8%‘( 1<i,j<r
0 Infr

je HecunrysapHa, na 1mo Teopemu o unBep3HO] dyHKIWMju (79) mocroju
okosimna Uy C E Taksa ja je

Y Ug — (Vo)



S,

1. JN®EPEHIIUPAILE ¥V HOPMUPAHUM ITPOCTOPUMA 223

xomeomopduszam kiaace C*, 3ajesHO ca MHBEP3HEM IIPeCIHKABAmeM 1) L.
[Tommrro ¢y det m D1 mHempekumHa TPECTUKABAHA, MOXKEMO [1a MPETIIO-
crasumo (cmamwyjyhu ckyn Uy ako je norpe6uo) pa je Diy(x) juneapuu
n3omopdu3am 3a crako x € Uy.

U3 nedunnnuje npecinkasama ¢ cieau aa je f o1~ 1(0) = 0. Hexa
jex = (x1,...,2,) € Y(Uy). Taga je x = ¥(u) 3a jenuucrsero v (momro
je v unjexTHBHO), omHocHO x; = f;(u) 3a 1 < j <r. Ozarne ciaenu ma je

fow_l(xh"‘?xn) = (xlﬂ"'7xT7gT+1(x)a"'7gm(x))7

e je g; = f; oy, U3 nocneager uspasa ciaeny aa je

I 0
[D(foyp™)(x)] = by ] THISism
* {aij (f)} riicien

[Tomro je D~ (x) nuneapnu uzomopduzam, us

D(foy™")(x) = Df(¥~'(z)) - DY~ (),

caenn

rang D(f 09~ (x) = rang D (¢~ (x)) = r,

na je nomu gecau Munop y [D(f o ~1)(2)] uaenTuukyn jemnak Hysu, Tj.

99; _
= 0
813]‘
daceer+1<i<m,r+1<j<n. Ogparre cirenu Ja HA TOBOJHHO
MaJI0j KOHBEKCHO] OKOJIMHU HyJe (DYHKIUjE §ri1, ..., §m 3ABHCE CAMO O/

TlyeooyLp.
Hedunumumo cana y Hekoj okosunu uysie Vo C K™ npeciukasame

Ym) = Wy Yy Yrir F G 1YY )s s Ym I (Y1, Ye))-

Marpuna meroBor u3Bojia

oswl=| 0]

je HecuHrysapHa, na je, npema Teopemu o uHBEP3HO] DYHKIHUjU, S XOMe-
omopousam kirace C* y nexoj oxommnu myre. Hexa je ¢ = S™1. Ilowmro
je S(0) =0, ¢ je mudbeomopduszam kmace C* y mexoj oxommmm myre.

Y 0BOJGHO MaJIOj OKOJIMHE HyJIe mpecinKaBame ¢ o f o~ ! je 106po
neduancano. Moxkemo, Kommonyjyhn cpaxku of mudeomopdmsama o~
u ¥~ ! ca XOMOTeTHjOM YKOJHKO je HMOTPeGHO, Ha MPETIOCTABHMO Ia CY
oHa medunncana Ha ckymosuma I” u I™ kKao y GOpMyIaIuju TEOpeMe;
orBopere ckymnoBe U u V' meduHUIITIEMO KAO HUXOBE CIIHUKE.

W3 nedununuje mpecankaBama 1) CAeau 1a, je

fo ™ @, @) = (@1, Ty Gt (T, 20) s G, 20))

[TormmTo je

S(xla"wxrvoa"'vo) = (xla-'~7xragr+1(xla"'7xr)>-~~agm(m17"',xr))a

a S = ¢! je 6ujexnuja, omatie caenn aa je
Soofowil(xlv"'vxn) = (x17'~~axrvoa"'70)a
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IITO je U TpebaJjIo JOKA3aTH.
3asucnocm dynxyuje. Heka je E C K™ oTBOpeH MOACKYT U

fl,...,fmZE—)K

Henpekuade dynkuuje u veka je f = (f1,..., fm). Kaxemo ma cy ose
dbyurumje Pynryuonasno 3a6ucne y mavwku rog € E ako mocroju Herpe-
KuaHa DyHKIINja

F:V->K

nedbunucana y Hekoj okosuau Vo C K™ rauke yo = f(x0), Koja Huje
WJAEHTUYKY jeJTHAKA HYJIU HU Y jeHOj OKOJIMHU Te TAa4YKe, TAaKBa JIa je

F(fi(x),..., fm(x))=0

y HEKOj OKOJIMHU Tadke zo. Croerujasino, ako mocroju AuHneapHa PyHKIUja
F' ca TiM CBOjCTBOM, OHJIa TOBOPHMO O AUHEAPHOJ 3aucHocmu DYHKIHja
fi,--., fm; y TOM ciy4ajy oBa JeduHuIMja je eKBUBAJIEHTHA JeDUHHUIIN]H
JIMHEAPHE 3aBUCHOCTU BEKTOPA [1, ..., fm Y BeKTOpcKoM mpocropy C(E).
Ako ¢pyskumje aucy PyHKIMOHAIHO 3aBUCHE, KAzKEMO J1a Cy OHe (PyH-
KYUOHAAHO HE3A6UCHE.
N3 Jluneapue anredpe je TO3HATO Ja j€ CUCTEM BEKTOPA f1,..., fm J0-
HEapHO 3aBHMCaH, aKO W CaMO aKO CBAaKM OJ FhUX MOKE I3 Ce TPE/ICTABH
Kao JIMHeapHa KOMOWHAIMja OcTaauX. AHajoruja Tor TBphema 3a CIydaj
bYHKIIMOHAIHE HE3aBUCHOCTH 2A40mkux GYHKIH]aA je crnemehia Teopema:

Hexacy fi,..., fm : U — K dynknuje knace C', nedpunucane y Hexoj
okosmau U C K™ rauke x( u HEKA je pAHI MATPHIIE
9h ... Bf
oxq Oxp
fm ... Ofm
oxq Oxp
jenmak ry U.
(a) Ako je r = m, ouzga cy dyukuuje f1,..., f, OyHKIHOHATIHO He3aB-
UCHE Y OKOJIUHU Ta4YKe I(.
(6) Ako jer < m, onga nocroju r dbyHKIMja cucTeMa f1, . . ., fm (permmo,
pajy jeJHOCTABHOCTH 3alKCa, Ja cy TO dyHKIwje fi,..., fr), TaKkBe

n1a ocrasie (pyHKIMje TOr CHCTEeMA MOTY /@ Ce MPEeJCTaBe Kao

fite) = g;j(fr(2), .., fr(x)), G=r+1,....m

e ¢y g; : V — K bynkumje knace C! nedunncane y HeKOj OKOIMHNA
V C K" rauke yo = (fi(xo),..., fr(xo)). Cunemmjanno, dbyuxumje

fi,---, fm cy dyHKIMOHATIHO 3aBHCHE.
Hokaz: Heka je r = m. U3 Teopeme o panry (86), npumermene na
upecnukasawe f = (f1,..., fm), cieau na je 3a neky okosuny Uy Tauke

xo ckyn Vo = f(Up) orBopena okonmua tauke f(zg). Tama, ako y HEKO]
okonuuau U Tavuke xg BaXu

F(fl(x)aafm(x)) = 0,

ouza je F' =0y okomunu f(Uy NU;). Tume je (a) moxaszano.
Heka Baxe npernocraske y (6). Moxemo, komnonyjyhu f ca rpan-
cialpjamMa aKo je HeOlXO/HO, Ja mpernocraBuMo Ja je g = 0 u f(0) = 0.
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Tana bysxIje —g; JedUHNITIEMO Kao pelemha jeJHadnHe

S(fla"'vf’m):(f17"'7f7‘70a"'70)a

rze je S mpeciaukaBame KOHCTpyucano y mokasdy Teopeme o panry (86),
MIPU 9YeMy er3WCTEHIHja DPeIlerna y JOBOJbHO MAJIO] OKOJIUHH HYyJe CIIen
u3 HempeKnIHocTH MYHKIMja f; 1 unmbeHnne 1a je S xomeoMopdusam y
HeKoj okomman Hyne. Tako mobujamo byHKIHje g4, j > 7+ 1, TakBe 1a je

(f17"'af7“7f7“+1_gr+1(f17"'7f7“)7"'7fm_gﬂ’L(fla"'7f7"):(f17"'vf7"707"'70)'

Fly,...

(89)

3aksbyuak 0 GyHKIMOHAIHO] 3aBUCHOCTHU MO NpeTnocraBkama y (6)
caeau W3 moCcMaTpama QyHKImje

7ym) = (07"'70’yT+1 _gT+1(y1a-~-ayT)a-~-aym_gm(y17~-~7yr)):

cBaka oz KoopauHatHnx byuxumja Fj(y1, ..., Ym) =y; —9;(Y1,...,yr) 38
j > r+13anosomasa Fi(f1,..., fm)=0.

IIpumernmo fa F' HEje HAECHTUYKN jeTHAKA HYJIU HA Y jeTHOj OKOJIMHA
HyJIe 33TO LITO g; He 3aBUCH Of Y; 33 j > .
Pasnazarwe dupeomoppusma na xomnosuyujy npocmux. Heka je U C K"
orsope ckyn. Jdudeomopduzam g : U — g(U) C K™ ce mazusa npocmum,
aKO OH Memha CaMo jeIHYy KOODJIWHATY, Tj. akKo je

g(z1,.. o xn) = (21, 2521, 95 (21, ., T0), Tj1, oo Tn).

Caku nudeomeopdusam MOKE JOKATHO Ja Ce MPEJCTaBhd Ka0 KOMIIO3H-
uuja upocrux. IIpenusnwuje, Baxku ciexnehe repheme. Heka je f: V. —
f(V) mudeomopduszam orsopenor noackyna V. C R™ na f(V) C R™
Taga cBaka Tauka rg € V uma okommuay U S xp TakBy Jla PECTPUKIIHjA
f:U — f(U) moxe na ce Hamuire Kao

f=g10...0gn,

TIe ¢y gi,-- -, gn TpocTu nudeoMopdu3mMu.
Jlokas: IlpermocraBumo ga f Mema camMo k KOOpAWHATA, Tj. 14 je

flxr, .. xn) = (f(x), ..o fo(®), Thg1y ooy Tn)-

Joka3 uzBogumo unaykiujom o k. 3a k = 1 TBpheme je TpuBmjasHo,
jep je y mom cayuajy f Beh mpoct mndeomopduzam. Ilpermocrasmnmo
a TBpheme Baxku 3a nudeomopdusMe Koju Memajy camo npBux k — 1
KOODIWHATA W HEeKa je f Takas 1a Mema mpBux k KoopauHara. JakobOujesa
MaTpHIa TakBor audeoMopdusma je

aﬁ]
[‘%i 1<i,j<k .
0

Infk

OBa marpuiia je HECHMHI'YJIAPHA Y TAYKH Xg, & HEHA JeTePMUHAHTA je jeji-
HaKa JIETEPMUHAHTH MATPUIIE

of
[3xj

1<i,j<k

To 3nauu na je Gap jemanm ox (k — 1) x (kK — 1) MuHOpa oBe marpuile
HECWHTYJTAPAaH; NPETIIOCTABUMO (He yMamyjyhn ommroct) na je To riasHmn
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(90)

(91)
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munop (cacrassbed ox npsux (k — 1) Bpcra u kosona). Taza je Jakobujan
npeciarKaBamba, ¢, Je(pUHICAHOT Ca,

g(x) = (fl(x)’"'7fk—1('r)7xk""axn)v

pasiuaut o1 Hysne y xo. 1lo Teopemu o musep3noj dbyukumju (79) g je
mudeomopduzaM y HeKOj OKOJMHE Tadke To. Heka je h = fo g™t U3
JedrHUIIje TpecTnKaBama ¢ CIean 1a je

Ayt oyn) = W1 Y15 S 0 97 (U), Ykt 1o - - - Yn),

1j. h je mpoctr mudeomopdusam. Ilomro je f = ho g, a g 3a10BO/PABA
WHIYKTUBHY MPETIIOCTABKY, TUME jeé JOKA3 3aBPIIIEH.

Hospwu y K". Ilogckyn M C K" je d-dumenszuona zaamxa nospu,
wiu 2aamxa d—oumen3uona nodmmozocmpyrocm y K™ ako 3a cBaky Taduky
p € M nocroju okosiuaa U 3 p y K" u qudeomopduzam

YU > I = {(tr,. . 1) € K | (%) [t;] < 1}
TaKaB Ja je
Y(UNM)={(t1,...,t4,0,...,0) e K" | (Vj) |¢;] < 1}.

Kazxemo na je M noepw xaace C* ako je audeomopdusam ¢ knace CF.
Pecrpukimja npecinkasama ¢~ Ha d—ANMEH3UOHY KOLKY

12 {(t,. . 10,0,...,0) € K™ | (%)) |t] < 1}

HA3WBA CE AOKGAHOM NAGPAMEMPUAUUIom TIOBPIN M y OKONWHE TadKe p,
a pecTpuKImja npecankaBama ¥ Ha M NU aokaanum K00pduHamama uim
AOKAAHUM KOOPOUHAMHUM CUCMEeMmoMm HA TIOBp M y OKOJMHH Tadke
p. Hekan xoopaunarama nazuamo u d—-rtopke (ti,...,t4) u3 nperxoiue
neduHUI]E.

Bpoj d mazuBamo dumensujom moBpim, a Opoj n — d HEHOM K0du-
menaujom. Hamomenumo ma y caydvajy kazga je K = C roBopumo o kom-
NAEKCHUM NOSPUUMA ATTA KOMNALKCHUM MHOZOCTPYKOCTUMA, KOj Cy HC-
TOBpEMEHO U peaane nospwu asa nyra sehe numensuje (Bugeru (14)).
Hpyrum pedmnma, 3a KOMILIEKCHY noBpIit M BaxKu

dimg M = 2dim¢ M.
HajjeamnocTaBunju mpuMep riiaTke MOBPINHU je eyKIuaACKu mpocTtop: K™ je
nospii gumensuje n. Ipaduk I (f) ruarke dbyunkuuje
f:K" =K
je nospi kogumensuje 1y K" (noBpiuu kogumen3uje 1 HasuBamo runep-

noGPWIUME), UPU YeMy je KOODAMHATHO Lpec/iuKaBawe u3 jedbuHunuje
y (90) maro ca

Sp(mlw . ';xn) = (xlv vy Tpn—1,Tpn — f(xlv s 71'7171))3
OJIHOCHO
t1 =21, ..y tpo1 = Tp—1, tn = Xy — f(xla"'vxn—l)-

VY oBum koopamuarama noprnt M = T'(f) nma jemnauwnny t, = 0.

Bagarak: /lokazaru zna je peryiaapua kpusa (Bugeru (71)) 6e3 camo-
IIpeceKa jeIHOINMEeH3HOHa, HOIMHOIOCTPYKOCT y pasuu R2,
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Bagarak u3 (91) moxke ma ce yommnru ua ciaexehiu mauun. Heka je f :
K™ — K™ npeciukaBamwe panra r (Tj. TaKBO A2 je DAHr JIMHEAPHOI
upeciukasawa D f KoHCTaHTaH U jeJHaK Ty CBAakOj Tadku) u Kiace C k.
[pernocrasumo fa je ckym M = f~1(0) mempazan. Taza je M riarka
(n — r)-auvensnona mospmt knace CF.

Baucra, u3 Teopeme o panry (86) cieau na 3a p € M mocroje okosute
UspyK*"uV 30y K™ u qudeomopduzvu

v U=1" ¢:V-o1Im
TaKBHU I3 je
woforp Hty,....,tn) = (t1,...,t,0,...,0).
Ouurnenno je ja je y koopaunarama (ty,...,t,) ckyun M NU nar ca
tp ==t =0,

ommocuo na je Y(MNU) ={(0,...,0,t,41,...,t,) € I"}, mro mo nedpunan-
mjn u3 (90), anm ca M3MEmEHOM YJIOTOM TPBUX T° U TOCJAEImUX N — T
KOOpJIMHATA, 3HAYW J1a je M rjaTka moBpII TUMEH3HUje N — 7.

IIpumep: Cdepa S? = {(z,y,2) € R? | 22 + y? + 22 = 1} je rmarka
nomvHOrocTpykoct y R3, jep je rpagmjent dynkumje f(x,vy,2) = 22 +y%+
22 -1

V f(ey,2) = (22,29,22)
PA3JIMYUT O HyJe y CBUM Taukama cdepe S2.
Tephemwe y (92) maje J0BO/bAH YCIOB IO/ KOJUM je jeIHAUNHOM

flxy,...,2,) =0

WM, OMIITHje, CACTEMOM jeTHATIHA

filz1,...,zn) =0, fo(z1,...,2,) =0, ... fru(z1,...,2,) =0

3a/aTa raarka nogmuorocrpykoct y K. Taj ycsios Huje n Heonxoman. Ha
npumep, jernaunna r? = 0 3a1aje nommuOrocTpykoct {x = 0} (1j. y—ocy)
y K2, naxo dbynxuuja f(x,y) = v? HeMa KOHCTAHTAH DaHT.

Bagarak: Hampratn kpuse
Cp:={2® —y*> =1}, Cy:={2? —9y* =0}, C3:= {2® = 3°}

Koje on mux cy IIaTKe jeTHOAUMEH3HOHE IOAMHOIOCTPYKOCTH y R2?
Bagarak: Haupraru kpuse (3azare y NoJIapHuUM KOODAUHATAMA)

S = {r =cos20}, Sy := {r =2cosf}, S3:= {r? = sin20}

Sy :{r=1-sin0}, S5:={r =20}, S¢ = {r(1 —cosh) =2}
Koje o1 muX Cy IiIaTKe jeTHOAUMEH3HOHE IOAMHOIOCTPYKOCTH y R2?
3agarak: Koje moBpiuim npyror pefa cy riiaTke JBOJAUMEH3UOHE MOIMHO-
rocrpykocra y R3?
Tanzenmnu npocmop. Heka je M C K” rnarka nospin gumensuje d u
HeKa je

w:It = M,  I":={(t,...,ta) € K| (Vj) |t;] < 1}
heHa IJIaTKa mapaMerpusanyja y okoanan tadke p = u(0) € M. Tazna je

Du(0) : K¢ — K"
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JINHEAPHO TIpec/inKaBame panra d. Hberosa cimka je d—nuMeH3nOHU 1OT-
npocrop Du(0)(K?). Adunu mpocrop

p + Du(0)(K%)

HA3UBA C& MAH2EHMHUM NPOCMOPOM HA TTOBPIT M y TauKu p U O3HAYABA
ca TyM (Bumern cnuxy). JluMeH3uja TAHIE€HTHOI LPOCTOPA jeTHAKA je
auMeH3uju moepiu d. U3 reopeme 0 u3BOIY CIOXKeHe (DYHKIMje U UUHe-
HuIEe 12 je u3Bog, audeomopdu3mMa JuHeapHr XOMeoMopdu3aM CIeau 1a
oBa JMedUHANKja HEe 3aBUCH O n300pa mapaMeTpu3almje u.

AKo je KoopJuHaTHHU 3aluC napaMerpu3alyje u JaT ca
I3 (ty, .. tg) = (z1(t), ..., 2, (1) € M

OH/Ia BEKTOpU

ox oz,
wimp+ (G0 520)
J J

qgune 6a3y npocropa 1,M. OBo ce jako Buu U3 MATPUYHOL IIPEJICTAB-
sbama npecankaBamba Du(0) JakoOujeBoM MATPHIIOM Yy CTaHIADIAHUM KO-
opaunarama. Onarie cjaeau Ja je mapaMeTapcka jeJHadYrHa, TAHTEHTHOT
upoctopa 1, M

r(t) = p+ Du(0)(t),

Wy, 3allUCAHO Y KOOPJUHATaAMA,

21 —p1 = Z2(0)t1 + -+ + Z2(0)ta

Tn = Pn = Z2(0)t1 + - + 222 (0)tq.

Axo je u : I? — M nokanna mapamerpu3anuja mospum My OKOJMHI
rauke p € M u e; = (1,0,...,0), onna je

Duf0)(er) = &

g u(tey)

t=0

TAHI€HTHU BEKTOD HA KpuBy t — u(tey).
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IIpoussospuu BexTop v € T), M MoxKe Jja ce HaIuIle Kao

d
v = A Du(0)(e1) + - -- + AgDu(0)(eq) = o u(Arter + -+ + Agteq),

(100)

(101)

t=0

e je e1, ..., eq cranmapaaa 6a3za y K% Omarie MOXKeMO [a 3aK/byIHMO
na T, M moxke fa ce JednHAIIE U KaO CKYTl CBUX TAHT€HTHUX BEKTOPa Y
Ta4YKyU p HA IJIATKe KpuBe Koje jexke y M u mpoJiase Kpo3 Ty Tadky.

VY ciydajy KOMIUIEKCHOD 1oJba ckajiapa, K = C, kpuBe 0 Kojuma je ped
y (98) cy womnaercre xpuee, Tj. OOJEKTH peasHe AUMEH3Hje 2, a U KOM-
rekcHo mudepentujabunau gudeomopduzam. IMapamerpusarmja

C? > 145 (t,0,...0) = u(te;) = u(t,0,...0)

MOZKe JIa Ce HANUIIe U y PeanHuM KoopamHaraMa t; = T + io. Ako u3pas
u(t +10,0,...,0) nudepennupamo o 7 u J0OUjeHU BEKTOP 03HAYUMO Ca
a1, ¥ aKO ra audepeHnupaMo 1Mo ¢ u J00ujeHrn BEKTOpP O3HAYUMO ca b,
Taza je, y o3nakama u3 (98),

Du(())(el) =a1 + Zb1

Taxo mobujamo 6a3y ai,...,aq, b1, ..., bqg BeKTOpPCKOT MpocTopa 1, M moc-
MATPAHOT KA0 PEaAHU BEKTOPCKH MPOCTOp. BekTopu ay, . .., aq Taga duue
6a3y Komnaexcroz BekTopckor mpocropa T, M (mpermocrasipa ce ma je u
C-mudepennnjabiano pecanKkaBarmbe, ma je ia; = b;).

Axo je M C C" KOMIIEKCH3 TIOBPIN, MHOXKeIe ca ¢ = /—1 je
JuHeapHo npeciukasame T, M — T,M peainur BEKTOPCKUX IPOCTOPA.
[Ipumerumo f1a 3a Tpow3BOJbHY peasny moBpin gumensuje 2d y C" men
TAHPEHTHU TIPOCTOP HEje 00ABE3HO 3aTBOPEH Y OJHOCY HA MHOXKEHmE Ca i,
jep je peasrna moBpiir, o aedUHATIHAjU, 3a1aTa R—1udepennujaanum mpec-
JINKABAEM, Koje He Mopa o0baBe3no na Oyae u C—audepeninjabuHo.
Heka je mospmt M nokasHo 3a1aTa, Kao y (92), jerwaunnom f(x) = 0, rae
je f=(f1, -, fm): V = K™ rnarka QyHKIHUja HA OTBOPEHOM IIOJACKYILY
V C K" panra r = n — d nedunncana y HeKOj okoauHu V' S p, TaKBa 1
je M NV = f~1(0). Tana je, 3a cBaKy JIOKaTHy IapaMeTpU3aIH]y U Kao
y (97), f ou = 0. Judepennupamem OBOT HACHTATETA T0OH]aMO

Df(u(0)) - Du(0) = 0.

Oparse caemu ma je im Du(0)(K?) C ker Df(p) (momro je u(0) = p). Uz
OPETHOCTABKU O PAHTy MpecjuKaBamba f U U CAeIu [a je OBa MHKJY3Hja
sampaso jemrakoct, Tj. Baxu Du(0)(K?) = ker Df(p). Onarme mobujamo
jeIHAYMHY TAHIEHTHOT IIPOCTOPa y OBJIHKY

Df(p)(x —p) =0,

WU, y KOOpJANHATAMA,

Sh(p)wr—p1) + -+ 9L (p) (w0 —pn) =0

83];7: (P)(x1—p1) +--- + ngy:(p)(wn —pn) =0.

Cuenujannu caydaj 3a m = 1y (100) je xunepnospit M, 3amara camo
jennom jemnaumnom f(z) = 0, tae je f : V — K rumarko npeciukasabe




(102)

(103)

(104)
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TakBo 7a je df # 0 ma M. Tazna jeqHaunHa TAHTEHTHOT TTPOCTOPA
df(p)(x —p) =0
MOXKe JIa Ce HAIMWIIE ¥ BEKTOPCKOM OOJIIKY Kao
Vf(p)-(x—p)=0, omuocuo Vf(p) L T,M.

Jpyrum peunma, TaHTEeHTHHW TPOCTOP MOBPIIN je OPTOTOHAJIHN KOMTLIEe-
MeHT rpagujerTa. CrernujasHu caydaj oBe OPTOrOHATHOCTH CMO BUEIH
y (44).

Bamarak: Hahu tauke na nopmn (z+2)2+ (2 —x)? = 16 y R? y xojuma
Cy HOpMAJIHE JIMHUj€ HA Ty MOBPII MapaJeIHe ZL—DABHH.

3agarak: Hahu A € R 3a koje cy raurearne pasuu cdepa

Spi={(z,y,2) eR* | (z —1)* + 3> + 2> =1}
Sy :i={(z,y,2) eR? | 2?2 +y* + (z — ) = 3}

OPTOTOHAJIHE Y CBAKOj Tadyku mpeceka S1 M Ss.

Tanzernmuu npocmop T,R™. Ilocmarpajmo cana cuenujamau caydaj M =
R™. Tana je, napasno, 3a Tauky p € R"™ ranrentnu npoctop T,R"
m3oMopdan BeKTOpckoM mpocropy R™ (mpenasz ca R™ ma T,R™ oxrosapa
IpeMeInTamby KOOPJAMHATHOr TIOUETKA y TAYKy P, OJAHOCHO TPAHCJIAIMH).
MebhyTum, y auckycuju Koja CJaeau MOrOJHO je OBe mpocTope (hOopMAJTHO
passiukoBaru (Tj. 3a00PABUTHU LIKOJICKO IPABUJIO ,BEKTOPHU Cy UCTH AKO
MMajy MCTH MHTEH3UTET, NpaBal, u cMep” ), 1a GUCMo, Kajia Karkemo ,u3BOgI,
y mpaBiy BekTopa v € T,R™”, 3nanm ma ce paay o W3BOLY y TadKH P, Tj.
o df (p)(v).

Heka je C*°(p) ckyn cBux dynkuuja kinace C quju JOMEH CaIpiKu
Ta4Ky P, IpHU IeMy Cy (pyHKIHje KOje ce TMOKIAMA]y Y HEKOj OKOJTUHI TadKe
p naenrudukosane. Jpyrum peuanma, C°°(p) je KOIUYIHHYIKH IIPOCTOP
y OTHOCY Ha KJACy eKBUBaJeHIHje y Kojoj cy dyukmuje f : U — R u
g : V — R exBuBajeHTHE aKoO je

flonv =Fp gluav,
rae ¢y flunv 1 gluny pecrpukimje byukuuja f u g ma UNV, a F,, duirep
OKOJIMHA TAYKEe P.
Ckyn C*°(p) je Bekropcku npoctop Ha R. CBaku TaHr€HTHU BEKTOD
X, € T,R" necdunniie muHEAPHO TPECTHKABAE

C=(p) =R, frdf(p)(Xp)

(m3BOz y mpasiy BekTopa X,). IlomTo je 0BO mpecnukaBambe JOOPO 1e-
dunncano n360pom BekTOpa X, 1a 6MCMO H30ETTH HEMOTPEOHO yBOheme
HOBHUX O3HaKa, O3Ha4mheMo W caMoO IpeciInKaBarbe HCTUM CEMOomoM X,.
[IpecimkaBame

Xp: C*(p) = R, X,(f) :=df (p)(Xp)
nma caemeha gBa CBOjCTBA:
(a) Juneaprocm: X,(Af + pg) = AX,(f) + uX,(g) 3a A, u € R
(6) Jajoruyoso npasuso: X,(fg) = g(0) X, (f) + f(p) X, (9)-
Bazku u 00pHyTO: 3a cBaKo npeciaukasaime L : C°°(p) — R koje uma
ceojcrBa (a) u (6) mocroju TamrenTHu BekTOp X, € T,R" Takas ma je
L = X, (ka0 mITO CMO HAIIOMEHY/IH, BEKTOP X, CXBATAMO U K0 JIHHEAPHO
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npec/iuKaBame — u3BoJ y npasily). Jla OucMo gokasaiu 0BO TBpheme,
morpebua Haum je caemeha mema: Axo je V' C R™ orBopen ckym, f:V — R
dbyuxmmja knace C° u p = (p1,...,pn) € V, oBga nmocroju sonrta B]p; d|

y V u byukumje g1, - , g, kaace C*° nedwnrncane na B|p; §[ rakBe 1a je
of
9i(0) = 5.-0) m [ +Z —pj)g; ().
J

Jloka3 oBe jieme ciienu u3

flx) = +f (p+t(x — ))dt
()J’_Zj:l(x] pj fo az (p+t(x—p))dt.

U3 (40) cnenu na cy dynkuuje

0= [ 2+ tto-ma

kirace C°°; momiro je Taksa f.
Heka je caga L : C*°(p) — R upeciukaBame Koje uma cojcrsa (a)
u (6). Heka je m;(x1,...,x,) = x; mpojekuuja n a; = L(m;). Tazna 3a
BEKTOP
X, = (ar.....an)

Baxu X, (f) = L(f)3acse f € C*(p). Bancra, Heka je f bynkuumja xaace
C® y okonuau tadke p. [1o mperxomHoj geMu, by MOXKEMO /13 HAIMIIEMO
Kao

fz +Z p] g] )
Jj=1

rae je g;(p) = anj(p). [Momro je f(p) xoucranTa, m3 (a) u (6) caemu'®
a]

L(f(p)) =0, n

L(f) = Z? \(L(zj = pj)g;(p) + (p; — pj)Lg;)
= Zg 1a,]gj(p)
= Y a5k p) = df(p)(Xp) = Xp(f)-

Oso Tepheme mam omoryhasa ma tanrenTHn mpoctop 1,R"™ medwnn-
UIEeMO Kao MpOCTOp cBUX npeciukasama C™(p) — R koja 3a10B0/baBajy
(a) u (6). OBa, exBuBaseHTHA HedpuHAUNKja TaHTeHTHOT mpocTopa T,R™ he
HaM OMTH KOPHCHA Ka/1a OyaeMo 1eUHICATA TAHTEHTHE IPOCTOPE HEIITO
ONINTHjUX 00jeKaTa OJ IOBPIIIH.

IIpema Tome, TanrenTau npocrop T,R™ mozxke na ce cXBaTH Kao Bek-
TOPCKU TIPOCTOP T€HEPUCAH BEKTOPUMA,

o 9
81'1 ’ 8xn

)
p

)
P
jep je cBakm M3BOJ, y MPAaBILy JUHEAPHA KOMOMHAIMjA M3BOJA IO KOOPIH-
Hatama (Buzern (31), (32)).

Bra) = L(1-1) = 1(LQ)) + (L)1, 1j. 2L(1) = L(1), ma je L(1) = 0, a omazme L(c) =

cL(1) =0.
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Heka je f: R™ — R rinarka dyukuuja panra 1 (1j. Taksa ga je V f # 0)
u M xunepnospin y R™ 3anara jennauunom f(x) = 0. Heka je g rmarka
dyaKrIHja HeduHHCAHA Y HEKOj OTBOpeHoj okonunn mospmm M. Ilper-
TOCTABMMO i3, JKeINMO na HaljemMo ekcTpemHe BDPEIHOCTH PECTPHKIINje
g: M —R.

Hapagsno, oBaj mpobjieM He MOXKEMO [a PEIrMO METOIOM TPAXKEha
Hysna napiyjanaux uzBoza (60) KojuM TPaXKUMO JIOKAJIHE eKCTPeMyMe
dbyukuuje na omeopenom cxyny. Ha upumep, byukuuja g(z,y) = +y
CBAKAKO MMa MUHEMYM # MakcumyMm Ha kpyry S! = {22 + 42 = 1} (jep je
S! kommakTam cKyT, a g HenpeknaHa DYHKIMja), aau TapIija T T3BOIN
dyHKIMje g HUCY jeHAKN HYIW HU Y jeJIHOj TAYKH.

OBaj mpobsleM MOXKEMO J1a permMo moMoly cireaeher reomeTpujckor
omaxkama. Ako je p € M jokanHu ekcrpemyMm (YHKIHje ¢, OHZA je 3a
CBaKy IJIATKY KPHUBY

v =6,0[— M, ~(0)=p

tadka 0 jokajgHu ekcTpeMyM (yHKmje jeame mpomernbuse t — goy. To
3HAYN J1a je

- %(9 07)(0) = Vg(p) - %(0),

OZIHOCHO, 113 je BekTop V g(p) oproronanan Ha cBaky kKpusy y M, na tnme
(36or (98)) m ma T,M. Aum, OpPTOrOHAJHI KOMIIJIEMEHT XUIEPIOBPIIH
M = {f = 0} je renepucan Bekropom V f(p) (Bumeru (101)), mro 3Ha4M
Ja je

0

Va(p) = AV f(p)

3a Heko A € R. OBa BeKTOpCKa jeHAYMHA MMa 7 KOOPJAMHATA; 3aje/IHO
ca jemraunnom f(p) = 0 mobujamo cmucrem om n + 1 jeapaqwne ca n +
1 menosHatux A\, p = (p1,...,pn). IDeroBo perreme je MOTEHINjATHH
JIOKAJIHU eKcTpeMyM dyHKiuje g Ha M.

Cana hemo ga yommTuMo oBa pa3marpama Ha ciaydaj kKaga je M
IpoK3BOJbHA 1OBPII (HE 00ABE3HO XUIIEPIIOBPIII).
Yeaosnu excmpemymu. Heka je M mospm y R™ 3amara jennagmuom

f(z) =0, rme je
f=0U1, - fm) R > R™
npecnnkaBame panra n — d. Heka je V' O M orBopen ckym n
g:V—=>R

mudepentmjadbuana yuknuja. [Ipobimem Tpakema €KCTPEMHUX BPE-
HocTu pectpuknmje dynknuje g Ha M Moxke ma ce pemu Ha ciemehu
naunH. Heka je p Tagka JIOKATHOT eKCTPEMyMa Te PECTPHUKIHje U HEeKa je
u: I — M nokamnna napamerpusanuja nospiu M Taxsa aa je u(0) = p.
Tama je 0 Tauka JIOKAJTHOT EKCTPEMYMa, (DYHKITHje

gou: It >R,
ma je

dg(p) - Du(0) = D(gou)(0) =0, ommocao T,M C kerdg(p).
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[Tomro je, kao mro cmo Buzeau y (100), ciuka JuHEAPHOr MPeC/IuKaBabha
Du(0) jesrpo upeciukasamwa D f(p), onarie cienu na je

ker D f(p) C kerdg(p).

[Ipenackom Ha OPTOTOHAJIHW KOMILJIEMEHT IT00UjaMo

(ker Df(p))* D (kerdg(p))*.
[Tomro je, na ocuosy (101),
kerdf;j(p) LV fj(p), (1<j<m), kerdg(p) L Vyg(p),
ojlaTIIe CJIeIu 1A je
Vg(p) =MV fip) + - + AV fm(p)-

OBa BEKTOpCKA jeIHAYNHA je CUCTEM Off 7 KOODAWHATHUX jeJHAUUHA IO
7+ M HEMOBHATUX P1, - - -, Pps Als - - - 5 Am- 33JETHO CA

fi(p) =0, fa(p) =0, -+ fiu(p) =0

J00ujaMo cCHCTeM Of M + N jeHaYnHA ca M + N HEIMO3HATHX.

Merox nanaxemwa ycjaoBHux ekcrpemyma usjoxer y (106) nasusa ce me-
modom Jlazpanocesuxr mroocumena. OH Moxke ma ce DOPMYJIAIIE U HA
cnenehu naunn. Heka cy f1,..., fm u g ka0 y (106). Yseaumo nomohny

bynkumjy -
L(z, ) = g(z) = Y _ Aifi(2),
j=1

rae je x = (z1,...,2n), A = (A1,..., A\p) (0Ba dbynkuuja ce nasusa Jla-
epanoicesom Pyrryujom 1 JoMen joj je mogekyn y R™T™). Taza je Heonxo-
JlaH yCJIOB 1@ Tayka p = (p1,...,pn) € M Oyle JIOKaJIHE E€KCTPEMYM
dynknuje g Ha raarkoj nospum M — 1a je 3a HeKo A € R™

V L(p,\) = 0.

Baucra, UpBUX 72 KOMIIOHEHTH I'Pa/idjeHTa (T—KOMIIOHEHTE) Ha JIEBOj CTPa-
HU 18]y TpBuX n jeqnaunna cucrema u3 (106), a mpeocranux m KOMIO-
HeHTH (A\-KOMIIOHEHTE) TTPEOCTAIINX M jeTHAYNHA TOT CHCTEMA.

OBaj HEOUXOJHW YCJIOB HHUje W J0BO/baH. Kao m KOm OOMYHWX eK-
CTpeMyMa, JOBOJBAH yCIOB (DOPMYITHIIEMO HA jE3NKY IPYTUX U3BOJAA, AJH
Ha TanreHTHOM npoctopy T, M. IlpermocraBumo ma map (p, \) 3a10BOba-
Ba HEONXOJAH YCJIOB MOCTOjalba YCJIOBHOr ekcrpemyMa. Jla 6m p 3amcra
Ousa TauKa yCJIOBHOT JIOKAJHOT eKCTPEMyMa, OBOJGHO je Ja OuauHeapHa,

dopma

oL
A
E 5 )
oyne nedunuraa Ha T, M, Tj. 12
0L
8xi8xj

i,j=1
Oyne ucror 3maxa 3a cse & = (§1,...,&,) € Tp,M. Ilpu Tome, ako je
oBa dopMa MO3UTHUBHO AEMDUHUTHA, P jeé TAYKa YCJIOBHOT JIOKAJTHOT MU-
HEMyMa, & aKO je HeraTWBHO JePUHUTHA, P je TAUKa YCIOBHOT JIOKATHOT
MAaKCUMYyMa.
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Axo ropma cyma y3uMa u MO3UTHBHE U HEraTuBHE Bpeanoctu Ha 1, M,
P HEje TAYKa YCJOBHOT JIOKAJHOT eKCTPEMYMA.

Jloka3, caudHO M0Ka3y 3a OOWYHE JIOKAJHE eKCTPEeMyMe, CIeId U3
Tejnopore dopmyse 3a Jlarpauxesy byrkunjy L y okonunan Tauke (p, A)
(1 ocraBsbaMo Ta Kao 3a1aTak!).

Banarak: [loxkasarn ma bynxnuja g(z,y) = 2 — y? uMa JOKaIHE MaK-
cumyM Ha 1ipaBoj [ := {22 —y — 3 = 0} C R? u nahu Tauxy y Kojoj ce on
gocrmke. Jla i je Ta Tauka TadKa TIOOATHOr MAKCHMyMa (DyHKIHje ¢
Ha upaBoj (7 a iu je Ta Tauka Tadka JOKAJHOI eKcrpeMyMa (pyHKiuje
g na R x R?

Bagarak: Ypaauru 3azarak (67) merogom JlarpaHKeBUX MHOXKUTE/bA.
3amarak: Hahm najuamy n HajBehy 3ampeMuHy Tera OTpaHUYIEHOr PaB-

2

) 2 2 2
anva x = 0, y = 0, z = 0 ¥ paBHE TAHTEHTHO] HA eTUICONT 5+ +2 = 1
y TA4YKU HA €JIMICOUJY KOja JIeXKU y IIPBOM OKTaHTy (z,y,z > 0).

3agmarak: /laro je n nmo3uruBHEX OpojeBa Ai,...,A\,. Hahm makcumym

u3pasa A\1x1+- -+ AT, aKo Cy OpOjeBH X1, . . ., T, TAKBU 113 j& x% 4+
2

x; = 1.

Bexmop nabaa. Bektop

0 0
V— (6]}1”6%7)

quje Cy KOOpAWHATE JIMHEAPHW ONEPATOPY MapPIUjaJTHOr Ar(DEPEHITNPAHA,
Ha3uBa ce Habaa eexmopom. Axko je f 1V — K mudepeniujabuina
dyuknuja 3amara na orsopenom noickymy V C K", omna men rpaau-
jent (y JlekapTOBMM KOOpAMHATAMA W Y OJHOCY HA €YKJUICKU CKAJTAPHU
OPOM3BOJ) MOXKE JIa CE MOCMATPA U KA ,MHOXKEHE BEKTOPA CKaIapom”

grad f =V - f,
UpU 9eMy YJIOry MHOXKemwa (Vg, A) > UpA Y CTAHAAPIHOM MHOXKEHY BeK-
Topa (v1,...,U,) CKaJIapoM A urpa audepeHnuparme (%, f)— a(%’ KOje

je, Kao ¥ MHO>Kembe, TUCTPUOYTHUBHA U ACOINjAaTHUBHA OMEpaInja, aad He U
KOMYTaTHUBHA.

Ako je £ : V — K" nudepennujabuano mpecinkapame 1edUHUCAHO
Ha orBopenoM noickymny V' C K" (oBakBa mpec/iuKaBaiba HA3UBAJy CE€
sexmopcrum nosuma Ha V),  crajgapuu npousBon’ (ca MHOXKEHEM OIro-
Bapajyhnx KoopanHaTa KAa0 KO, OOMIHOT CKAJAPHOT IMIPOU3BOIA, AT CXBa-
henum Kao Koz rpajujenra)

div () ==V -¢

ce Ha3MBA JUBEPZEHUUIOM BEKMOPCKO2 NObG &.
Ako je r =3 u K =R, ,Bekropcku mpouszsoxn’

rot (§) .=V x ¢

ce HA3WBa POMOPOM 6EKMOPCKO2 Nowa &; KOpHucTH ce n o3Haka curl (§).
JluBeprenimja BEKTOPCKOT MMOJbA je CKaJiapHa (DYHKIHja, & PoOTop je
BEKTOPCKO TMOJbe: aKo je

E=Pi+Qj+ Rk
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3a riarke dyukmuje P, @, R, onna je

oP 0Q @ OR
V.-&= 6x+37y+§’
a
i j ok
Vx§E= % 3% % )
P @ R
OIHOCHO

(R 0@\, (0P R\ (0Q o
vxﬁ_(@y 8z>1+<82 8x>J+(8x 8y>k'

IMpumernmMo 18 WMa CMUCTIA TIOCMATPATH U 06jeKTe KAo IITO CY
EXV mwm €.V,

KOju Cy JiuHeapHu oneparopu (omeparopu JudepeHiupara), 3a Pa3IuKy
OJl TMBEPTEHITNje ¥ POTOPA KOjU CY BEKTOPCKA, MMOJbA — ,MHOKEHE”
0
P2 (X1, .y 2)
Jaje Kao pesynrar QyHKII]Y, a
0
.

JINHEAPHU OIepaTop AudepeHInparmba.

flzy,...,z,)

3amarak: lokazaru 1a je
divorot =0, T1j. V-(V x&) =0 3acBako BEKTOPCKO TIOJbeE &.

JokazaTu ma ce OBaj 3aK/bydaK MOXKE W3BECTU U3 T€OMETPHUjCKOr apry-
menTa 1) L n X € (nako V Huje BEKTOD y OPABOM CMHUCJY Dedu), jep oBaj
reOMEeTPHUjCKU aPryMeHT MMa ajre0apCKu 3anuc KOju Ce IPEHOCH U KaJ 1)
3amMeHnMo ca V. JlokazaTm uCTo 3a penammjy

rotograd =0, Tj. VxVf=0.

Heka je r = zi + yj + 2k BekTopcko nome y R? (BeKTop momozkaja Taduxe
(2,y,2)) u
J=rxV.

Hokazaru ma je J x J = —J. O6jacauTu 3amro 6u y OBOM CJrydajy mnper-
XOJTHA TEOMETPHUjCKa apTyMEeHTaINja Jaja Morpernan 3akpydak J x J = 0.
Yomrire, Kaga HA BEKTOPCKE WJIEHTUTETE KOjU YKJbYUyjy BEKTOp HabJIa
MOJKe JIa Ce IIPUMEHN IeOMEeTPHjCKO 3aKJ/byunBarbe, a Kaja He?

Banmarak: [okazaru ja je Jlamnacujan (Bumern (52)) jegHaK KOMIIO3H-
uuju A = div o grad, ogHOCHO

Af=V-Vf.

To ompaBmaBa 03HaKy V2 Koja ce HeKaJ KOPHCTH 3a JIalIacHjaH yMecTo

A.
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Homenuyujaana v corenoduna 6eKMOPCKA MO, BekTopcko nome € :
V — K" nedununcano za orBopenom noackymy V C K" je nomenyujarmo,
aKo je OHO T'PaAujeHT Heke (PYHKIH]e, Tj. aKO MOCTOju AudepeHInjabmIHa
dyukumja f: V — K, raksa ma je

§=V/.
Ako TakBa QpyHKuMja f 1OCTOjU, OHA Ce HA3UBA MOMEHUUJAAOM TONG &.
Huje csaxo nosbe norennujanno: u3 pejamuje rotograd = 0y R? uz (112)
CTIen Ja je

VxE=0
HEOMXOAH YCJIOB MOTEHIINjaJIHOCTH T0Jba £ Y TPOAUMEH3UOHOM PEATTHOM
OpOCTOPY; TJIATKO MOJbE KOje He 3a00BOJbaBa Taj yciaoB (Hup. &(x,y) =
xi+ 2j y R?) muje norenmujamo.

Heka je V C R? orBopen moackyn. Bexropcko mome € : V. — R3 je
coaenoudHo aKO OCTOJU BEKTOPCKO nosbe 1 @ V — R Takso na je € mweros
poTOp, Tj.

E=Vxn.
[Tome 1 Ha3wBa ce sekmopcrum nomenyujarom moma . N3 divorot =0
CJIESIN 13, je HEOMXOJaH YCJIOB COJIEHOMTHOCTH TIO/ha &

V.£=0.

VY ommTeM CiIyvajy, OBM HEONXOJHN YCJIOBH TMOTEHIINjAJHOCTH U COJIe-
HOMIHOCTH HUCY n0BOJbHU. ¥ [maBu 3 hemo Bumerw 1a je murame Kaaa je
HEKW O] TUX YCJIOBA W JIOBOJbAH BE3aHO 3a TOMOJIOTH]jY JoMeHa V.
Hugepenyujanne gopme y K*. Tpu oneparopa grad, div, rot m3semena
U3 TPH BPCTe MHOXKeha y eyK/auackoM mpocropy R3 mory ga ce objemune
y AyanHoMm mpoctopy ciemehom korcrpykmnmjom. N3pas

Pdx+Qdy+ Rdz,

rae ¢y P = P(z,y,2), @ = Q(z,y,2), R = R(z,y, 2) indepennujaduine
peasiHe (YHKIUje TPU peajiHe HPOMEHIbUBE JIe(DUHUCAHE HA OTBOPEHOM
ckymy V C R? masusa ce dugepenyujanrom 1-gopmom ma V. Kao mro
cvo Bugenu y (41), y cBakoj tauku (x,y,z) € V 1-dopwma je quneapHu
bynxmmonan R? — R, 1j. enement ayamnor mpocropa (R3)*, a dz, dy,
dz je 6a3a TOr mpOCTOpa, AyaaHA KAHOHCKO] 6a3m i, j, k mpocropa R3.
Haxue, cakoj tauku p € V npuapyxkyjemo nuaaepau byHKIUOHAI, 113
nudepentmjamaa 1-dbopMa o MOKe Jia ce TToCMaTpa Kao MPEeCTHKABAE

a:V = (R®)*

Bpenmoct oBor mpecimkaBama y TAYKU P je JIHHEAPHH (DYHKIMOHAT HA
R?; o3maummo Ta ca a,. 3a Tauxky p =€ V, Bektop £ € R n 1-dopmy a,

ap(§)
je speanoct dyukuuonana o, € (R3)* y v € R3.
Bagarak: Heka je p = (1,—1,7),
a = xydr + (2 + y*) dy + cos(xy) dz
u ¢ =1i—j+ 3k. Uspauynaru oy ().
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Heka cy «, B 1Be 1-dopme. ledunimnemo BUX0B cnosautbt npouseod
a A  Kao OuIuHEapHO MPECINKABAbE

| ) B
anp&m = a(n)  B(n)

N3 esementapuux cBOjcTaBa JAETEPMUHAHTE CJIEIN 14 j€ HMPECITHUKABAHE
a A B aHTUCUMETPUYHO, Tj. Ja BayKU

O‘/\ﬂ(gﬂﬂ = 70[/\ﬂ(777£)

U /I3 je MHOXKEHe /A aHTUKOMYTATUBHO, Tj. Ja je

aNf=—-BANa

(cuenujanno, de Adx =0, dy Ady = 0, dz Adz = 0). Muoxemwe A nasusa
Ce CNobAUWHUM NPOU3EOIOM.

JlyMen3uja BEKTOPCKOT IPOCTOPA CBUX AHTUCUMETPUIHUX OHJIMHEAD-
Hux Gopmu je jenHaka TAUMEH3HjU BEKTOPCKOD MPOCTOPA aHTHCHMETPHI-
mux Marpuna (sugern (362) ma crp. 183). Y cayuajy R® pagum ce 0 3 x 3
MarpulaMa, 1a je oBa AuMeH3uja jeaHaka 3 (Ha [VIABHO] JMjaroHalu Cy
HyJIe, & eJIEeMEHTH UCTOJ, AWjaroHase ojpeljeHn cy elreMenTnMa n3HaI, KO-
jux uma 3). TomTo cy anTucuMerpudnu OurHeapHu (PyHKIUOHAIN

de Ndy, dyANdz, dzAdx

JINHEAPHO HE3aBUCHU, OHU Cy 0a3a MpOCTOPAa CBUX AHTUCUMETPUIHUX OU-
MuHeapHEX (GyHKIHOHATA Ha R3.
M3paze obnnka

PdxNdy + Qdy ANdz + Rdz N dx,
mie ¢y P = P(2,9,2), Q = Q(a,9,2), R = R(z,y, 2) ancbepemmjabime
peasnHe (PyHKIHjEe TPU PEATHE NPOMEHJbUBE JIe(DUHUCAHE HA OTBOPEHOM
ckyny V C R3 nasusamo dugepenyujarnum 2-popmama na V. Y cBakoj

Tavku (z,y,z) € V oBaj u3pa3 je aHTHCHMETPUIHO GUIIMHEAPHO TTPECINKA-
Barbe.

Baparak: Heka je p = (1,—1,7), rauka y R3,
a = zydr + (2 +y*) dy + cos(xy) dz, B=(x—y)dx+dy — zdz,
nse nudepennujaane 1-dopme u
E=i—-j+3k n=2i+j—-k.
IBa BekTopa. M3pauynaru ay, A (€, 7).
Ha kpajy, neburummmo dugeperyujarte 3—popme V xao u3pase 00-

JINKQ

fdx Ndy Adz,
rae je f:V — R mudepennumjadbuiana dyukimja, a

dz(§) dy(§) dz(§)
dz Ndy ANdz(§,m,¢) = | dz(n) dy(n) dz(n)
dz(¢) dy(¢) dz(C)

Bagarak: WUspauynaru dx A dy Adz(i+j,k,i—j).



2. INOEPEHIIUPAILE

Ckyn cBux audepernmjananx k—(opMu Ha oTBopeHOoM cKymy V C R3
osragaamo ca 2% (V). ExeMeHTH 0OBOT MPOCTOPa Cy MpeCTNKaBamba CKyIa
V' y ckyn aHTHCMMETPUYHUX K—JIMHEAPHHUX MPECIUKABAbA. 3000 AaHTUCH-
METPUYIHOCTH, CBAKO k—THHEAPHO MpeCAnKaBambe 3a k > 3 je TpUBHjaTHO
(myna-TrpecimkaBame), Tako aa je QF(V) = {0} 3a k > 3. Tlo morosopy
je Q°(V) mpocrop mudepennujabumanx dyrkmmja.l® Ako je a € QF(V)
KaxkeMo 1a je o auepennujaraa ¢GopMa cTerneHa k u MHUIeMo

k = dega.
Crospaliimbe MHOXKEHE je TIPECTHKABATHE
Q" (V)@ Q5(V) — Q" T5(V).
Kazx je r =0, 1j. f dyukmuja, ymecro f A S nummemo f[3; oBie ce pagu O
obuuHOM MHOXKEY (dyHKIMOHANA 3 peannum Opojem f(x,y, z).

Hudepennujanaa 1-bopma Pdr + Qdy + Rdz je xaace C™ ako cy
rakee pyuknuje P, Q, R. Ciuuno, 2—-bopma P deAdy+Q dyNdz+ R dzAdx
je kmace C™ ako cy rakse ¢pyukiuje P, Q, R, dopma fdx AdyAdz je knace
C™ axo je takBa ¢dynknnmja f. Ha canuan naunn medwunumy ce n—myra
mudepentmjadbuane dhopme, popme kirace C° ) mempekugune HpopMe UTI.

Yormreme audepennujana dyuknuje je dugeperyujan gopme nim
cnomawrby dugepenyujanr. On ce nedpuHUIE KAO TPECTUKABADE

d: QF(V) = QL (V)
Koje nma cieneha cBojcrsa:
(a) d je smHEapHO mpeciMKaBambe BEKTOPCKUX Hpocropa Haj R;
(6) sa k = 0 mpecrmkasame d : QO(V) — QYV) je mudepenmmjar

bynxuuje;

(8) Jlajoruyoso npasuro: d(a A B) = (da) A B+ (—1)%a A dB.
(r) d(dz) =0, d(dy) =0, d(dz) = 0.
U3 ycnosa (6) crenn na je qudepentmjan jeanoznaano onpehen na Q0 (V).
[Tomrro cBaka 1—gopma MOXKe /18 ce HAIHUIIE KAo

n = Pdzr 4+ Qdy + Rdz,
u3 (a)—(r) cienu

dn=dP Ndx +dQ Ndy + dR Ndz,

ma je mudepenmujasi jequnosnadno oapehen n na l—hopmama. Cauuno je
n 3a (popMe TIPOU3BOJEHOT CTETICHA.
Ha npuwmep, ako je n = ydx + zx dy, £ = (x + y) dz A dz, onja je
dn=(z—1dax ANdy + xdz Ndy, d€=—dxNdyAdz.
IMpumerumo za u3 (r) U CUMETPUYHOCTH HaplujajgHux u3Boma (49)
cienu 1a je
dod=0 wua dopmama knace C2,

Tj. Ja BaXKH

d(dn) =0

19Ka;:ga pagumo y kiacu dynknuja oapebeme rmarkoctr CF, medbunmmemo xao mpocrop

dbymrnuja e xmace, 1j. Q°(V) = CF(V). Ako moce6HO He HAIIACKMO CTeTEH TIATKOCTH k,
monpasymenahiemo na ce pagm o C°.



1. JN®EPEHIIUPAILE ¥V HOPMUPAHUM ITPOCTOPUMA 239

3a cBaky k-dopmy 7 kmace C2. Ha npumep, ako je f € Q9(V), onga je

_q(9f of of
d(df)d< xdm+ yder zdz)
_of of of

=d x/\dx—i—d y/\dy—i—d Z/\dz.

[Toce m3pauynaBama audepenujaia 1001HjaMo UCTe MEMIOBUTE W3BOIE
2
(%gy y3 dx A dy u dy A dx na ce, 36or dr A dy = —dy A dr tu cabupuu

ckpahyjy. Ucro Baxku u 3a ocrase cabupxe.

Bangarak: [lokasaru ja je d(dn) = 0 ako je n 1-bopma kmace C2.

Cakoj dyuknuju Tpu npomensbuse f : V — R mpupoato mory ja ce
TpUApYyKe e audepenIinjaane dpopme:

feQV) n wp:=fdrAdyAdz.

Cimuno, cBakoM BeKTOpCKOM mosby & = (f1, fo, f3) Mory na ce mpuapyxe
ase nudepennujaiae dopme:
og = fidx + fody+ fsdz m B¢ = fadx ANdy + fidy ANdz+ fadz Adzx.
Yuopeaumo aejerso oneparopa V Ha f u & ca nejcrBoM udepeHiu-
janma ma omrosapajyhe dopme. dyanmocTt rpamumjenta u gudepeHtimjana
dbyukuuje (1j.0-dbopme) Beh nHam je mosnara:

_of; of. 9of B O N |
foaleray.]qLaZk, dffaxdx+8ydy+axdz.

OBe jenHaKOCTH MOZKEMO Ja 3aIUIIEMO Kao

Qgrad f = df

JluBeprenimja BEKTOPCKOD MOJba & W AUQEpPEHInjaa HeMy IPUIPY-
xene 2—hopwme ¢ cy
Oft  O0f2  Ofs _(0fi  Ofr  Ofs
) dBE -

Vf:%JFaT,JFE 633+8?J+&>dxAdyAdz.

Hpyrum pednma,
d(ﬁﬁ) = Wdiv -
Osa pesianuja yCcrmocTas/ba AyaaHocT udMely nuBeprennuje u audepeHim-
jana 2—dopwme.
Hudepennujan 1-bopme ¢ nspadymasamo, xopucrehn (a)—(r) us
nedunnmmje audepeninjasia;

(98 _on ok or on ok
da§_<ax ay)dx/\dy—!—(ay ER dy Ndz + 9 g dz Ndzx.

Porop BekTOpckor mospa £ je

—-

j k
—_ | 92 9 9
V x E - ox oy oz |
h 2 fs
oflaKJie, IOCJe M3PAadyHaBambha BPEIHOCTH JIeTePMUHAHTE, JOOHjaMO

daE = 6rot§~
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OBa pesamnumja ycmocras/ba AyaaHocT u3mely poropa u audepennujasa
1-dopwme.

O/iaBze 3aKIbydyjeMo Ja IpH MPEJACKy Ca BEKTOPCKUX MMOJba HA JU-
depennmjanne dopme audepennujan dopme objenumbyje omeparope grad,
div u rot.

IIpumerumo ma cmo mpuaukoMm gedunmEcama omeparopa grad, div,
rot KOPUCTHUIN JI0JIaTHE CTPYKTYpPe CKATapHOT W BEKTOPCKOT ITPOU3BOIA,
JOK HaM je 3a maedunumjy mudepennujaga morpedbHa camo BEKTOPCKA U
TonosoiKa crpykrypa. Cem Tora, BEKTOPCKHU IIPOU3BOJ, je cuenuuaHOCT
TPOIMMEH3MOHOT TTPOCTOpa R3, Tako ma POTOp HeMa aHAJIOTH]Y y IIPOC-
topuMma npyrux aumensuja. Ca npyre crpane, nudepennujaine dopme u
mudepeHImjage MoKeMO /13 Te(PUHAIEMO Y OINIITEM CIY9ajy, 38 OTBOPEH
monckyn V' C K”. Tuwme ce ,ayanna tadka riaegumTa’ MOKa3yje Kao OIi-
mITHja u doraruja.

Hedununuja mudepennujaane hopMe 33 MPOU3BO/bAH OTBOPEH MOI-
ckyn V C K" je ITUpeKTHO yONIIITEhe TPETXOIHOT, CIEINjaATHOT CIydaja.
Hudepennujaana k—bopwma je muHeapHa KOMOUHAIN]jA

ni=>_ frduy,
rae je J = {j1,..., 5k} C {1,...,n} ckym ca k ememenara, f;: V = K a
dry:=dzx; N--- Ndzj,,

dbopmamnno gedunICaHO AHTHKOMY TATUBHO MHOXKee TudepenImjaia d ;.

Cxyn mudepeniujannux k-dopmu na V osnauasa ce ca QF(V). du-
depennmjaana dopma je rmarka kaace C7 ako ¢y Takee cBe (DYHKIWjE
f7. Cxyn raarxux dbopyu kmace?® C” je momym mas nperenom O (V) ca
renepaTopuma {dr;}. JpyruMm peanma, Heka je 0F BeKTOpPCKH TPOCTOp
Ha mobeMm K ca remeparopuma

{dzs|J ={j1,..- gk} C{1,...,n}}.
Omnna je momyn C"—rimarkux k—dopmn
QF(V) =C"(V) @ QF.
. . . k _
3amarak: /lokazaru ga je dim Q% = (Z)
Muoxkeme A je aHTUKOMYTATUBHO U IIPEHOCH CE€ Ca reneparopa dx g
Ha,
A:QT(V) x Q5(V) — QF5(V)
y3 3axreB aucrpubyTuBHOCTU (OJHOCHO IPEHOCHU Ce Ha IIPOU3BOJbHE PopMe

nomohy busuneapuocru). I3 anrukomyrarusHoctu Ha remeparopuma (1j.
nocrynata dx; A dr; = —dx; A dx;) caenn

aAB = (—1)desvdeeBg A
Crpyxrypa (Q*(V),+, A, -), rae je

QN(V) = é Q¥ (V)
k=0

20Ax0 He HamoMeHeMO npyradunje, mox audepeHnujaaHoM ¢GopmMoM moapaszymeBamo C'°—

riaarky Gopmy. 360 TOra M KOPUCTHMO jeAHOCTaBHY O3HAKy (F (V) 3a ckyn audepenumjasnux
dopmu, 6e3 03HAKE O CTEIEHy IJIATKOCTH.
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uMa CTPyKTypy anarebpe vaz mosbem K. JlupekTHa cyma HA JECHOj CTpAHU
je Konauna jep je, 36or anTuromyTaTusHocta, QF (V) = {0} 3a k > n.
Hedununuja audepenrmjaia

d: QF V) = Q"L (V)

je ToTIyHO ncTa Kao y caydajy nmpocropa R3. Vero kao m y ToM ciy4ajy,
W3 CHMETPUIHOCTH [PYTUX MAPIHjaTHAX U3BoAa ciaean ga je dod = 0 Ha
dbopmama kinace C2.

Kao u y cayuajy mpocropa R?, k—nmneapre gudepennujanne dopme na
orBoperoM ckymy V C K" MoxkeMO /13 CXBATHUMO KAaO aHTUCUMETDPUTHE
k—nuneapue dbyuknmnonase #Ha K" ako gedunuiemo

dxj, A--- Ndxj, (vi,..., ) = det (dxj"'(U3)>r,s€{1,...,k}'

VuopehupamweMm pauMeH3uja 1POCTOPA CBUX AHTHUCHUMETPUYHUX k—JiuHEap-
HuX (ByHKIMOHAMa ¥ mpocTopa §2F 3akipyuyjeMo Ja cy OBM TIpOCTOpU
u30MOpGHHE.

Hudepennujania jeHATAHA,

,_ fl@)

9(y)

Ha3UBA ce JuPepeHyUjasHOM JedHaWUHOM Koja pasdsaja npomensuese. 11o-
CTyTIaK 33 FHEHO pellaBaibe je cjenehu: HaANHUIIIMO je y O0IuKYy

dy _ f(z)

dz — g(y)’

Pasdsajarvem npomensusus 10dmjamo

g(y) dy = f(x) dx,

a oJia1Jie, HHTErpanujoM obe crpaHe, pelemne

[oway= [ 1) dz.

[Tocrymak ,,pasaBajarba MPOMEH/PUBHX  MOZKEMO [ OINPABIAMO Yy Tep-
MuHEMA, Audepernujantnux Gopmu Ha caenehn mHadna., I[lomHOXKEMO 06€
crpaHe jegHaunne iy’ = % mbepentujannom dopmom g(y) dz € Q1 (R?).

Jobujamo

9(y)y' dz = f(z) da.
IMomro je 1-dopma 3y dx mudepernnmjanr dbynknmje y, W3pa3 Ha JIEBO]
crpann je g(y) dy.
Taune u 3ameopene gopme. Heka je V C K orsopen ckym w € QF(V)
muepennujantna k—dopma. Ako je

w=dn

3a wexy (k — 1)-cbopmy n € QF1(V), xaxemo 1a je dopma w mauna, a
7 WweHa npumumuena gopma. OBaj mMojaM yominTapa MmojaM MPUMHUTHBHE
dyukmmje — ako je f : R — R menpekungna GpyHKIH]ja, IHeHA TPAUMATHBHA
dbyukuuja F(z) = ¢+ foz f(t)dt je upumurusua O0—dopma rayne dopme
w= f(z)dx.
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Huje craka dbopma tauna. U3 dod = 0 cieau 1a je dw = 0 Heonxogan
ycJI0B TaqHOCTH (hopMe w, jep, ako je w = dn, OHIa je

dw = d(dn) = 0.

VY (115) cmo Bugesu kako omneparop d youmnrasa omeparop V. Opnarse
ceau g tadHe (popMe YOLINTABajy IMOTEHIMjAIHA M COJEHOMIHA H0Jba,
a ycaoB dw = 0 HeOmXO/He yCJIOBE TOTEHIMjATHOCTH U COJIEHOUJHOCTH
noma (114). Kao m y (114), ycno dw = 0 HHje DOBOJAH 3a TAYHOCT
dbopme; apyrum pednMa, HHKITy3HUja,

im {d: Q"1 (V) = Q*(V)} C ker {d : Q*(V) — Q" (V)}

moxke na Oyae u crpora (dbopme U3 CKyla HA JIEBO] CTPAHHU Cy TadHe,
dbopme u3 cKyna Ha JIeCHOj cTpaHd HA3UBAMO 3ameopenum). Kao wro
cmo marosectuau u 'y (114), nurame ma U je 0Ba MHKIIY3Hja CTpOra y
Be3u je ca Tomosorujom gomena V. Ha oo hemo ce Bparutu u y I'itasu 3.
Hamomenumo cajsia camMo [la je TMUTame Ja JU je MPeTXOAHA WHKIIY3Uja
crpora Hajrpybsba MHBAPHWjAHTA BE3aHA 3a TOMOJOrUjy JoMeHa V Koja ce
MOKe BHIAETH U3 MOmy/a audepernujataux ¢popmu. Moxke ce HAIpaBUTH
u oBa, dpuHMja aaredbapcka KOHCTPYyKIMja. [Ipumernmo ma cy oba ckyma y
MPEeTXOIHO] MHKJIy3uju AGesioBe Tpyme y oaHOCY Ha cabuparme audepeH-
nujanuaux popvu. Komuuanuyaka rpyma

HE (V) i=ker {d : QF(V) — QFTH(V)Y/im {d : Q1 (V) = QF(V)}

Ha3uBa ce k—mom de Pamosom KOLOMOAOULKOM 2DYNOM TOIOJIOIIKOL TPOC-
ropa V. OBe rpyne cy aiarebapcke HHBapHUjaHTe TOMOJIOMIKOL TpocTopa V;
Buie o Tome hemo pehu KacHuje, 3a caja majeMo ciefehn 3aaTax.

3anmarak: Heka je V orsopen moxckyn y R™. Jlokazaru ga je V
nosesan”! ako u camo ako je Hi5(V) = R. Onmruje: dim HIp (V) je 6poj
KOMIIOHEHTH (ITyTHE) TTOBE3aHOCTH OTBOPEHOr cKyra V.

Kacuuje hemo Buzern ja je npocra nosesanoct (Bugern (122) ma
crp. 78) y Besu ca Hin(V) n, ommruje, n—nosesanocr y sesu ca Hlp.
Ta Besa, MeDyTuM, HEje TAKO JMPEKTHA U EKCIUIMIUTHA KAO OHA KOjy Y
CJIy4ajy I10BE3aHOCTH yCTAHOB/bABA IIPETXOIHU 33/1aTaK.

3agarak: lcourarn Ta9HOCT 1 3aTBOPEHOCT (POPMHU

n=yzdr+ zzdy + xrydz,
£ =xdr+ (2y)?dy + yzdz,
w=2xy?dx Ndy + zdy A dz

y R3.

(119) Opujenmayuja eyxaudckoe npocmopa. 13 Jluneapue anreGpe HaM je mo3-
HATO /13, jeé OpHjeHTaIrja BEKTOPCKOr mpocTopa R"™ m300p jemHe o aBe
KJIace eKBUBAJICHIHjE IheroBUX 0a3a, mpu deMmy ce Haze

ViyeooyUp H  Wiy...,Wn

21y (120) ma cTp. 78 ¢MO BEZCIH Ja je OTBODEH MOACKYI €yKIHACKOT IPOCTOPE, (4 M3 HCTOT
passora ¥ MPOU3BOJbHE MHOTOCTPYKOCTH) TIOBE3aH aKO U CAMO aKO jé IMYTHO TIOBE3aH.
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CMaTpajy eKBUBAJEHTHUM aKO MaTpHUIQ mpejacka A ca jemde Ha Apyry
(Av; = w;) UMa MO3UTHBHY NETEPMHUHAHTY.

JlyanmHo, opujeHTaInjy MOXKEMO Ja 3aJaM0 Kao m30op 6ase ayastHOr
mpoctopa (R™)*, mTo je ekBuBasieHTHO M360py n 1-bopmu 1y, . .., Ny, WIN
jemue n—dopme 7y A« - - Any,. Tlomro y n—auMeH3n0HOM BEKTOPCKOM TPOC-
topy dim Q" = 1, aBe n—dopme a u § MOXKEMO /13 CMATPAMO €KBUBAJIEHT-
HEAM aKo je o = c¢f3 3a Heko ¢ > 0. 360p jemne o gBe Kjaace eKBUBAJICH-
Uyje HeTPUBUjaJIHUX (PABIMIUTUX OJ HyJle) N—()OPMU MOKEMO Ja y3MEMO
Kao geduHUIN]y n30opa opujeHTaImje.

ITokazahemo 1a cy oBe 1Be neduHMIMje OpUjeHTaINje eKBIUBAJIEHTHE.
Hexa je

A:R" - R"
JINHEAPHO TIPeCINKaBame u (i HeTpuBujagna n—dopma. Tama je

A*p = det (A) p.

3amcra, OBO/BHO je MPOBEPUTH OBY j€THAKOCT HA HEKOj 0asw vi,..., U,
npocropa R”. Ilomro je
A (v, ..y vn)  p(Av, ., Avy)
p(vg, ... vn) w(vy, ..., vp)

AHTUCUMETPUIHA, n—IuHeapHa (dopMa Mo KoJoHama Marpure A, koja je
jemnaka 13a A = Id, 3akspydax cieau u3 no3Haror crasa u3 Jluneapue am-
rebpe 0 jeJIMHCTBEHOCTH PEIPE3CHTAIIN]e AHTUCUMETPUIHUX N—JIMHEAPHUX
dopmmu.

Oparne cirenu na cy maBe meduHUIMje OpHjeHTaImje, momohy m360pa
6aze m momohy m3bopa n—dopme, eKBUBAJEHTHE. 3aUCTa, aKO j& OpHh-
jenrarmja 3amara u3bopom n—dopMe [, OHIA MOMXKEMO 1a KaXKeMO [
6aza v1,..., v, 3ajaje ucry opujenrauujy ako je p(vi,...,v,) > 0. U3
A*p = det (A) p cnenu ma ekBuBaneHTHUM (HOPMAMA OJrOBAPAjy €KBUBA-
JeHTHE 6a3e u 0OPHYTO.

W3 ucrtux passora Baxkwu onmruje TBpheme: ako cy U u V orBOpenu
ckynoBu y R™, u merpusujanua n—dopma va V u f : U — V rnarko
IIPEeCIUKABAKE, OHJIA je

fru=det (f.)p,

rae je det (f.) Jakobujan upeciukasawa f. Ako je f nudeomopdusam,
ouma je f*u wmerpuBmjamuna dopwma, momTo je Jakobujan mudepeniujaia
pasaugut ox Hysie. Axo je raj JakoOujaH mo3uTuBam, oujga 4 u f* u nedpun-
UIIy UCTy OpHjeHTalujy, rna Taja Kaxkemo ja nudeomopdusam f uyea
0PUJEHM AUUJY.

3anarak: Heka je U C R™ orBopen ckym, X rjaTkO BEKTOPCKO II0JbE HA
Uwn pg=dri A--- ANdx,. doxazaru ga je

d(X opo) = div X po,
rae je (n — 1)—dopma X iy nedunncana ca
X—WJO(Yla oo »Ynfl) = MO(Xv Ylv s vYn71)~

Hekasna ce ymecro X iu xopucru n o3Haka i(X )u. @opma i(X )y Hasusa
ce konmparyujom dopme p momohy BEKTOPCKOT MOba X WM HEHUM YHY-
MPaWrbUM U36000M Y TIPABILY BEKTOPCKOT MOsba X .
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(121) Baparak: Uspauynaru ussoz dyukuuje f y npaBily BEKTOPa v ako je
2
(a) f(w,y) = [11" e dt, v =(1,1).
(6)

1 1 1
-/El 1‘2 e :En
2 2 2
flay,om)=| 71 2T e =(1,...,1).
xl_l x2_1 x;’_l

Pememe: 0.
(122) Baparak: VcnuraTn HEMPEKUIHOCT, MUMDEPEHIM]a0UTHOCT U PABHOMEDHY

nenpekuanoct Gyuknuje f(z1,...,2n) = V][5 ; Tk

Peweme: 3a [[;_; 5 # 0 napumjaanu u3soau cy HeIpeKuIHy, na je f

nudepennyjabuina, 3a [[,_, zx = 0 He HOCTOjU U3BOJ, y CBAKOM LIPABLLY.
(123) Bapmarak: Heka je A cuMeTpuyHa HECUHTYJIAPHA PEAIHA 1 X 7L MATPUIIA,

u,v Bekropu y R™ u f : R® — R dyuknuja nedunucana ca f(r) =

u+z-v+xAz”. Joxasaru 1a je xg = —%vAil JEIUHCTBEHA, KPUTHYIHA

tauka QpyHkiuje f u ga cy crenehn ycaoBu eKBUBAJIEHTHH:

(a) zo je rauka JIOKAJIHOI MUHUMYMa (MAKCUMYyMa);

(6) xo je TavyKa AMCOJIYTHOT MUHUMYMa (MaKHCMyMa);

(B) marpuna A je MO3UTHBHO (HEraTHUBHO) JeUHUTHA.

Pememe: Axo je A mosmtusHO nedbunntHa, onga je rAxT > cf|x|?,
na f(x) — +oo kax ||z|]| — 400, mwro 36or kKoMnakrHocTH Jonre y R™
3HaYM A3 f ¥Ma ancoJyTHH MUHUMYyM. JlaHam MMILIMKANWja 3aBPIIaBa
JubeHUIA 113 je A apyru ussox ykuuje f.

(124) 3agarak: Hexka je f : R® — R™ mpecimkapame xitace C'1, Takso 1a je 3a
HEKO ¢ > 0

(Va,y € R") ||f(z) = fW)]l = cllz -yl

Hoxazaru 12 je f 6ujexmumja u 1a je f~1 : R® — R” xnace C*.

Pememe: f(R™) je nosesan, 3arsopen u (36or Teopeme 0 uHBEP3HO]
dbyuKuuju) orBopen cKyi.
(125) Bamarak: Hahliu excrpemue spennocru dyskuuje f(x,y) umuimuurio

3ajare ca
flzy)
/ el dt =z + o>
0

Pememe: Munumywm y tauku (0,0).
(126) Bamarak: Y JonTy NOJyIPEYHUKA I YIUCATU HuauHAap Hajsehe 3anpem-
uHe.

Pememe: Bucuna uummnapa je 2r/ V3.
2 2
(127) Bamatak: Y emmncy 2 + ¥ = 1 ymmcaTi NpaBOyraoHHK 4Hje Cy CTpame
mapaJiesHe KOOpAMHATHAM OCaMa TaKO Ja My je TMoBpIinHa Hajseha.
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(128) Baparak: Hexacy z1,. .., x, no3uTHBHI GPOjeBH, TAKBH 13 je Y ;_ | T =
lua>0,0>0. Jokaszaru HejeqHAKOCTH
n

1 n? - (n—1)" - b
_— > 1-— < — — | > b)".
Zl—xk_n—l’ kl;[lxk( Th) S n2n kl_[1<a+mk)_(a+n)

k=1

2. /IndepeHnupame Ha MHOTOCTPYKOCTIMA

(1) I'namxe mmozocmpyrocmu. Y Tnasu 1 cMo nedbuHMCAIN TOMONOMIKY MHO-
TOCTPYKOCT, Ka0 XaycaopdOoB MpoCTop ca mpedpojuBoM 0a30M TOMTOIOTHje
KOju je JIoKaJsHOo xoMeoMmopdaH eykJuackoM npocropy (Buzeru (94) Ha
crp. 72). Baxna kjaca TOIOJIOMIKUX MHOIOCTPYKOCTU CY 244MKE MHO-
2ocmpykocmu. Litarka MHOrOCTPYKOCT je TOHOJIOIKA MHOrOcTpyKocT M,
TaKBa, 1 MOCTOju (DAMUIIN],

U={(Ux,pr) | A€ A},
re je {Ux}xea OTBOpEHO MOKpHUBame npocropa M, a
©x - U)\ — QD,\(U)\) CcR"

damunja xomeomopduszama, TaKBa J1a je UCIYHEeH caeaenn yCios:

(%) Axo je Uy, NUs # 0, ouna je

050 Pat i paUaNUs) = ¢5(Ua NUp)

mudeomopduzam knace C*¥ orsopenux ckynosa y R™.
3a mHOrocTpyKOCT M Tajga KaxKeMo J1a je 24amKa MHO20CMPYKOCTM, KAGCE
C*. Axo apyradmje He HAIIOMEHEMO, TEPMUHOM [JIATKA MHOTOCTPYKOCT,
MM CAMO MHOTOCTPYKOCT, O ca/1a heMo Ha3uBaTH MHOTOCTPYKOCTH KJIace
C®°. Y wussecnom cmuciy (koju opie HelieMO Mperusuparu), OBa MpeT-
[IOCTABKA HE CMambyje OIIITOCT Pa3MaTpamba.

Bpoj n u3 nperxonue nedununuje Ha3uBa ce UMEH3UJoM MHOTOCTPY-
kocru M. Iap (U,, ¢q) HABUBAMO A0KGAHUM KOOPOUHATNAMA U KOOPOU-
HAMHOM KAPMOM, a TPeCTUKaBame ¢, A0KAAHOM NaAPAMEMPUIAUUIOM.
VYeiioB (&) ce HA3MBA YCAOBOM CAZAGCHOCTIU KAPATIA.

Kaxxemo ma je damunuja U marcumasHta aKO CBAKa KapTa KOja je ca-
riacHa ca kaprama u3 U u cama npunaga dbavunuju U. dpyrum pednma,
damuiuja je MakcumMasHa akKo je ucnymen cierehum ycioB — ako je V
oreoper ckyn y M a ¢ : V — (V) C R™ xomeomopdusam Takas ma
je

Yot pa(UaNV) = p(UyNV)

madeomopduzam 3a cse (Uy, pq) € U Takse ma je U, NV # ), onna je
(V,;¢) € U. Csaky damuaujy U MOKEMO @ KOMILIETHPAMO [0 MAKCH-
MaJsHe, momajyhm joj carmacHe kapre. Makcumasny (dpaMuinjy caraacHUX
Kapara Ha3WuBaMO GMAGCOM MHOTOCTpYKOcTH M wimu meHoMm dugepeniyu-
jabuarom cmpyrmypom.

Craka davmunmja V carjlacHuX Kapara Koja TMOKPUBA MHOTOCTPYKOCT
MOXKE 13 Ce JOMyHHW T0 MAKCHUMAJIHe, Tj. 70 arjaca. J30or tora hemo
9eCTO TOBOPUTH U O aAmAacy V U Kaa oBa haMuiInja HHje MAKCUMAJIHA,
mojipazymeBajyhiv moj| TuMe HBeHO MAKCUMAIIHO JOIMYHemhe.
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I'natke moBpmm y R”™ cy rimatke maOrOCcTpyKOocTH. Eykmmacku mpoctop R™
je TaTKa MHOrOCTPYKOCT, CTaHAAP/AHA [JIATKa CTPYKTypa (ar1iac) Ha mboj
je makcumanna damuimMja cariacHux kKapara koja caapxku nap (R™, ),
re je ¥ (z) = z. Axo je M riaTka MHOMOCTPYKOCT, OHJIA je CBAKW OTBODEH
noackyn U C M rtiaTka MHOTOCTPYKOCT.

IIpouseod muozocmpyrocmu. Heka je M TiiaTka MHOTOCTPYKOCT JTHMEH3-
uje m ca atmacoM U, a N TiraTKa MHOTOCTPYKOCT JUMEH3Hje 1 ca aTIacoM
V. Taga je M x N rjaatka MHOTOCTPYKOCT AUMEH3Hje M + 1. Ca aTaacoM
KOjU CaJIPXKU CBE KapTe

{(UxV,¢ox9) [ (U,¢) eUd,;(V,¢) €V}

IToomnozocmpyrocmu. Heka je M MHOrocrpyKocT JuMeH3Hje m ca ar-
gacom U. Tlogckym S C M je modmuozocmpykocm dumensuje s < m
MHOrocTpyKocTn M ako 3a cBaky Tauky p € S nocroju kapra (U, ) € U
TaKBa Ja je
SNU = o Y(R® x {0}).

Osa nmedurnnmja yommrasa JedUHANM]Y MIATKAX HOBPIIA KAO MOIMHO-
rOCTPYKOCTH y eyKauackoMm npocropy. Ilogmuorocrpykocr S je m cama
IJIaTKa MHOIOCTPYKOCT (JMMeH3uje §), Ca Kaprama

(SNU¢lgnp), Up)€lU.

Bpoj m — s HasuBa ce kodumenaujom nodmmozocmpyrocmu S.

Tnamxa npecaurasarva. Ycnos carmacHocTn Kapara (&) Ham omoryhasa
Ja nedUHAIIEMO [T0jaM IVIATKOT HPeCcinKaBama Ha IJIATKAM MHOTOCTDY-
koctuma. Heka cy M m N rmarke mHOrocrpykocru. IlpecnmkaBambe

f:M—N

je eaamxo y mauku p € M ako nocroje koopaunarue kapre (U, ) va M
u (V,v¢) ma N traxse na jep € U, f(p) € V m
bofoptipU)—=y(V)
rnarko (y Taukn ¢(p)) mpecamkaBame oTBoperor ckyna ¢(U) C RImM y
(V) Cc RIMN | [Ipecankapame je 2aamkxo aKo je IIaTKO y CBAKOj TAUKI.
Ckyn rmarkux mpecinkasama f : M — N osnagasamo ca C°(M; N).
Cuenyjasnno, ckyn raarkux Gynkuuja f : M — R oznagasamo ca C*°(M).
3 carmacHocTu Kapara cjaeau 1a oBa JAedpUHHUINja He 3aBUCH O n30-
opa kapara (U,¢) n (V,¢). 3awucra, ako cy (Uy,p1) n (V1,11) apyre
KapTe, OHJA je u

Yrofoprt =0y o (o fop ) o(popr)
IJIATKO MPECINKABAE, KA0 KOMITO3UINja TJIATKUX.

OpaBae BUIMMO 113 HA TJIATKO] MHOTOCTPYKOCTH KJIAce C* moxemo
Ia AepUHANIEMO MpecinKaBama Knace CV 3a j < k. AKo He HaIoMeHeMO
Jpyradumje, noJ| IIIaTKUM TPEeCJUKABAmbEeM Ha MHOIOCTPyKOcTH Kiace C'°
nojpaszymesalieMo npecimkaBame kiaace C°.

Ako cy M u N riarke MHOTOCTPYKOCTH, XoMeomopduzam f : M — N
je dugeomopdusam xmace C* axo cy fu f~' : N — M npecaukasama
kinace C*¥. Axo apyraumje me mamomenemo, o audeomopdusmom hemo
ybOyauhe na moapaszymeBamo audeomopdusam kiace C.
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Cuenujasnno, koopaunarae Kapre ¢ : U — ¢(U) u JoKajaHe napamMe-
rpuszammje ¢~ ' o(U) — U cy qudeomopdusmu.

(6) Bamarak: Heka je My = R u U arnac va M; koju caupxku uap (M, ),
rre je Y(x) = x. Heka je My = R u Us aTimac Ha My KOju campiku map
(Ma, p), vne je o(xz) = ¢/z. Jokazaru ma ce mojam riaaTkocTi GbyHKIHja
Ha M7 y omHOCY HAa TJIaTKy CTPYKTYpPY Ui Tomymapa ca CTaHIApIHOM IO-
jMOM TJIATKOCTH peaJHuX (QYHKIHMja peasHe TpoMeHsbubBe. JloKasaTu ma
bynxmmja f(x) = 22/ auje rnarka y craEmIApIHOM CMECTY, i Ja jecre
y omHOCy Ha CTPYKTYpPY Us Ha Ms. Jlokazaru ma je

h2M2—>M17 h(x):\s/f

mudeomopdu3am.

OBaj 3a7aTak nokasyje Jia Ha UCTO] TOHOJIOIIKO] MHOIOCTPYKOCTH €A
ape naudeoMopdHe TIaTKE CTPYKTYype MOXKE 1a MOCTOjU (DYHKIHjA KOja
je TaTKa Ha jemHOj, a Huje ryiarka Ha apyroj. Mehyrtum, Baxkwu ciemehe
TBpheme.

3amarak: Hexka je h : M7 — My mudeomopduszam riraTKux MHO-
rocrpykocTtu. /lokazatu ga je

h*: C®(My) = C®(My), h*(f)=foh

n3omopduszam aaredbpu riaaTkux QyHKIH)a.

(7) Tanzewmmu npocmop. Hexka je M rnarka muOrOCTpyKOCT U1 p € M. Tlo-
jam rimartke dynknuje Ha M 103BO/baBA HAM 113 AeDUHUIIIEMO BEKTOPCKHU
npoctop C*(p) u Taurentuu npocrop 1, M Ha uctu Hawus Kao u 'y (104)
Ha crp. 230. Haxne, T,M je mpocTOp CBUX MHHEAPHUX TPECTHKABAIHA,
Xp : C*(p) — R xoja 3amoBospaBajy JIajOHUIIOBO IPABHIO

Xp(fg9) = 9)X,(f) + f(p) Xp(9).

(8) Hs600 npecaurasarva. Heka cy M u N riarke muorocrpykoctu u F' :
M — N rnarko nmpecnukaBame. Taza je, 3a p € M, npecimkaBame

F* 2 C™(F(p)) = C™(p)
xomomopdusam anrebpu. yanau xomoMopdu3am BEKTOPCKUX MPOCTOPA,
Fo:ToM = Trp) N, Fu(Xp)(f) = Xp(F7(f)) 3a feC¥(F(p)

Ha3WBA ce u360dom npecaurasarva Fy Tauku p. Kopucre ce jorn u o3Hake
F.(p), DF(p), F'(p).

3agarak: /lokazaru fga oBa medUHUINNAjA YOIIITaBa TeDUHATIH]Y W3-
BOZa ¥ aduHmM mpocTopuMa’Z,

3amarak: Ako je ¢ nokamna Kapra Ha M, a ¢ wa N, qokazaru jga je
Do Fop™t)(z) = DY(F(p~ (z))) o DF(¢ ™" (z)) o Dy~ (2)

22HapaBHo, y3 uaeHTH(UKANN]Y PA3IAYATHX AQHUHUX IPOCTOpa moMohy TpaHcranuje, 0Ba
JeduHUIAja CAMUM THM YOIIITaBa U AedUHHUIU]Y U3BOJA Y BEKTOPCKUM IpocTtopuMa. MehyTuwm,
Ha MHOTOCTPYKOCTHMA HEMaMO TDAHCHAanujy (HETH OHI0 KAKBO KAHOHCKO HIPECIUKABAME KOje
naeHTUDUKYje Pa3InduTe TadKe), TAKO Ja HA MHOMOCTPYKOCTHMA M3BOJ, MOPAMO Ja HOCMATPAMO
Ka0 JIMHEAPHO MPEeCJNKABahe YUju NOMEH 3aBUCH O] Ta4Ke ¥ K0joj ce mudepeHnupa, CAUIHO K0
y (6) Ha 187. crpaHm.
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Hexa je F' : M — N 17aTKO IpeC/InKaBame, U HEKa je PAHT MPEeCINKaBabha
F.(p) (tj. mumensuja mornpocropa Fy(T,M)) jennak r 3a cBako p, JaKie
koncrantan. Tama je 3a csako ¢ € F(M) ckyn F~1(q) € M momumo-
rocrpykoct kogumensuje r. llomro je medbunuMIMja MHOrOCTPYKOCTH JIO-
KaJIHOT KapaKTepa, J0Ka3 OBOT TBphema je ucru kao y (92) ma crp. 227.
Cuneynapne u peeysaprne epedrnocmu. Tauka p € N je cuneyaapua
mavka TJIATKOT mpeciukaBama F': M — N ako u3Boj

DF(p) : TyM — TN

Huje cypjekruBad. Ako je p € M cuHrygapHa Tadka, KAKeMO Ja je Ta4Ka
F(p) € N cuneyaapna spednocm npeciukasamwa F. Tauka ¢ € N je pee-
YAGPHG 8pedHoc TIPeCInKaBama F ako OHA HUje CHHTYJIAPHA BPEITHOCT.
To 3Haun 1a je ¢ € N perynapHa BpeJHOCT y ABa ciydaja: wian q ¢ F(M),
umi ¢ € F(M) u 3a ceako p € F~1(q) npecrmukasame DF(p) je cypjex-
THBHO.

Jeana Bapujanra rephema (9) je caenehe rephewe: Axo je ¢ € F(M)
peryiapHa BpeJHOCT Tpecinkasamba F, ouma je F~1(q) C M mommuo-
rocrpykoct. Ilpu Tome je KoamMmensuja moaMuOrocTpykoct F1(q) jen-
HaKa JAUMeH3uju MHorocTpykoctn N. YUwmraomy mpemymTamMo Ja JOKa3
usBezie u3 (9) wiau aupexkrHo u3 Teopeme o panry.
3agarak: Heka je S, C R™ ™ npocrop cuMerpudHux 1 X 1 MaTPHUIA.
JokazaTn 1a je je jeIWHWYIHA MATPUIA PeryJapHa BPEIHOCT TPECTUKa-
Baba

R™" 5 S, Ars AA*

KojuM je nedunucana rpymna oproronasnux Marpuna O(n) u 3akibyduTu
u3 (10) za je O(n) nogmuorocrpykocr y R™*™. 3pauynaru mweHy JuMeH-
sujy. Jokasaru ja cy ouepauuje y OBOj I'Dyld Lyarke (3a MHOXKEE ce
paJiut 0 TIIATKOCTH y OIHOCY Ha CTPYKTYpPY mpon3soza (3) Ha O(n) x O(n)).
Ipyna (G,*) koja je riarka MHOTOCTPYKOCT, TAKBa Ja Cy IPYNOBHE
onepanmje rIaTKa npecanKaBama, Hasusa ce Jujesom 2pynom. Pasme ma-
TPUYHE TPyIe Cy OCHOBHM npumepwn JlujeBux rpyna.
Umepsuje u yaazarva. Hexa cy M u N riarke MmHOrocrpykoctu. [aTko
npecankaBame F': M — N ce Ha3mBa uMmep3ujom ako je 3a cBako p € M
PaHT U3BOJA

DF(p) : T,M — TppN
jenHax auMensuju MHorocrpykoctu M. Axo je F' umepsuja u ako je

F: M — F(M)

xomeomopduszam (y pesarusuoj rouosnoruju Ha F(M) nacnelenoj uz N),
oHJIa KaXkeMo J1a je F' yaazarve.

Bamarak: Ckunupari Kpusy r2 = sin 20 y £y—KOOPIMHATHO] PABHH.
JlokazaTu Ja 0Ba KpUBa MOXKe JIa ce peasu3yje Kao mMep3uja WHTEPBaJIa,
y R2, asi He U Kao yIarame.

3amarak: /laru mpumMep nmose3ame MHOrocTpykoctu M un uMjexmueHe
nmep3uje F': M — N Koja Huje yrarame.
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Bagarak: Ckunuparu kpuBy 7 = 1y zy—koopaunaTaoj pasuu (6
y3uma cBe Bpeanoctu u3 |0, +0o[). a ju oBa KpuBa MOXKe Jia ce peasu3yje
kao nMep3uja’? Jla i oBa KpUBA MOXKE Ja Ce peasn3yje Kao yaarame?

(13) Cneneha nsa tBphema crene u3 Teopeme o panry ((86) Ha crp. 222):

3amarak: Heka je F': M — N umepsuja. /loka3aTu ga cBaka Tadka
p € M uma orsopeny oxkosimay U 3 p TakBy Ja je PECTPHUKIHjA

FlUZU—>N

yarame.

Bagarak: Heka je F : M — N ynarame. okazaru ga je F(M)
noaMmuorocrpykocr y N. O6prayTo, Heka je S C N IIOAMHOIOCTPYKOCT.
HoxkazaTtu 1a je

is:S— N, ig(x)==x

yJlarame.

(14) Jugepenuyujan dymnryuje. Axo je M riaarka MHOrOCTPYKOCT, OHJIA Ce
m3Boa dynkmmje f : M — R o3nauasa ca df w mazmwBa n dugepen-
yujaasom. IlpucycrBo BeKTOpCKe CTpyKType Ha R 00e30ehyje kamoHCKY
unenrudukanujy Ty R = R, na mudepenuunjan dynkmuje f y rauxku p
MOZKEMO [[a CXBATHUMO U Kao mpecimkasame df (p) : T,M — R. Ilomro je
OBO IIpecIMKaBarbe JimHeapHo, maudepennujan df (p) je enemeHT JyajHOr
npocropa TyM. Ilpocrop T;M nHasuBamo KomaHnzeHMHuM NPOCMOPOM
MHOrocrpykocru My tadkwu p.

(15) TIpecmukapame F, : T,M — Tp,) N nHIyKyje IyalHo TpecanKapame

F* TN = Ty M, F*(n)(X) := n(F.X).

OBie cMO KOpHUCTHIIN UCTH cuMO0s F™* Kao 3a npecinkaBame f — fo F n3
sagarka y (6). Taj uzbop je komsucrenran u3 cieaeher pasora. Ako je
7 T—JMHEAPHO TpecuKaBame Ha Tr(,) N, oH1a JedbuHnImemo r—amHeapHo
npecnuKasame F*n na T,M ca

F () (X1,...,Xr) i=n(Fu(Xq), ..., Fu(X,)).

Axko dyukuuje cxparumo kao 0-uHeapHa NpeciuKaBama (CeTuMo ce Ja
CMO yIpaBo TO ypajuiu kaj cMo ux 3saiu O—dopmama), onza je nedunu-
uuja upeciukasawa F* y 3aparky y (5) cuenujasnu ciydaj ose Kojy na-
jemo cama.??

Bagarak: Hekacy F: M — N u G : N — S riaTka npecjimKaBamba
rJIaTKuX MHOrocrpykocru. Jlokasaru

(GoF)*=F"0G*, (GoF),=G,0F,

23 Ako je f + M — N npecnukapame m3meljy mekmx objekata M m N (To mory ma Oymy
CKYIOBH, MHOTOCTPYKOCTH, TOIOJIOMIKA IPOCTOPU, MUHTBUHE, Kupade win 6UiIo mTa Apyro) u
ako ce oGjextuma M u N npunpyxyjy o6jextu O(M) u O(N) a npecnukaBamy [ IPeCIHKABAGE
m3mehy O(M) u O(N), onzga je yobuuajeHO ga NPHIPYKEHO MPECIHKABAImE O3HAYABAMO €A fx
4KO CTpeJuna mae y mCToM cmepy kao 3a f (f« : O(M) — O(N)), a f* ako mae y CynpoTHOM
(f* : O(N) - O(M)).
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Bagarak: Heka je f = (f1,...,fn) : R™ — R"™ rjnarko npecsuka-
Bamwe u (y1,...,Yn) Jdekaprose koopauunare y R™. Tokazaru na je
[rdyr = dfy

M W3BECTH OJIATIIE OMIITY (DOPMYITY
£ asdys) = (ago fdfs,
J J
re je, kao u y rauku (115) (crp. 236), 3a J = {j1,...,Jxt C {1,...,n}
dyy :=dyj, N--- Ndy;,, dfy:=df;, A--- Ndfj,.
Bagarak: Wspauynaru f*(dx A dy) y koopaunarama (r,6), ako je
f(r,0) = (rcosf,rsind).
Bagarak: Wspauynatn f*n ako je f : R* — R3 mpecimkapame 1aTo
ca
a 1 nudepennujanna 3-dopma y R3 zazara ca
(mermoBuTu mpouseos y R3).
YHHja CBUX TAHT€HTHUX MPOCTOPA
T™ = | J T,M
peEM

Ha3WBa Ce MaAH2EHMHUM paciojerbem MHOTOCTpYKocTn M. YHHja CBUX
KOTAHTeHTHUX [IPOCTOPA

M= | T;M
peEM
Ha3WBAa CE KOMAH2EHMHUM pacaojervem MHOTOCTpyKOocT M. Ha Tanrent-
HOM pacJjojemy je meduHncana mpojeximja
v TM — M, n(X,)=p 3acse X,ecT,M.
Nusep3na ciauka orBopenor ckyna U C M y onHOCY HA OBY IPOjEeKIHjy je
o (U) = | T,M = TU,
peU

TAHI'€HTHO pacjiojerbe MuHorocrpykocru U.
TanrenTHO paciojeme je MHOTOCTPYKOCT JTUMEH3Wje

dimTM = 2dim M,

Tonoaorujy riaarky crpykrypy #Ha TM nebununty kapre (TU, (@, ¢.)),
rae ¢y (U, ) xkapre Ha M u

(0, 9")(Xp) = (0(p), px(0)(Xp)) € p(U) x RIMM ¢ R2AM A,
Cmwano, KapTe
(T*U, (¢, (¢71)))
JeduHuIy CTPYKTYpy IJIaTKe MHOrocTpykoctu Ha 1 M.
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(17) ¥V (104) cmo Buzmenn 12 je TanrentHu mpocrop 1,R™ remepucan BekTopuMa

0 0

0xy q’“"axn

q
Ako je (U,v) nokanua xapra na muorocrpykoctu M u p € U, onua je
TaHrenTHH Hpoctop T, M reHepucaH BEKTOPHMA

w(m)

-1 i -1 i

Hyasnno, xoranrentan npocrop T5'R™ je renepucan Bekropuma

dz1(q), ..., dza(q),

na je T,y M renepucan BeKTOpHMa
* *
w dfﬂl»-'-ﬂ/} d{En,

e je ¢*dr; ckpahena osmaka®® 3a (v(p))* (dz; (¥ (p))).
[Ipumernmo na je T,U =T, M n T;U = T; M, nowro cy nedunnnmje
TAHTE€HTHOI' ¥ KOTAHTEHTHOI IIPOCTOPA JIOKAJIHOT KapakTepa (3aBuce camo
0/l HEKe OKOJIMHE TadKe D).
(18) IIpecamkaBame X : M — TM koje 3anosossasa X (p) € T,M nasusa
ce (manzewmuum) eexmopckum nowem wHa M. VYwmecro X (p) mwmmmemo
u X,. Komymamop TanrenTHuxX BeKTOpcKuxX nompa X,Y : M — TM je
BekTOpCKO 1osbe [ X, Y] koje nejcryje na dyukuuje uz C°(p) no npasuiy

(X, Y], (f) i= Xp (Y f) = Yp(X ).
[Ipumernmvo na cy Y f u X f dyukuuje, na uzpasu XY (f)(p) = X,(Y f) u

YX(f)(p) = Y,(Xf) umajy cuucaa. dpyrum pednma, moryhe je gedun-
UCATH CAMO KOMYTATOP GEKIMOPCKUL NOMbA, & HE BEKTOPA.

Baparak: [lokazatn na je [X,Y] 3amcra BekTopcko mosbe (Tj. 1a
je JmHeapHO ¥ 3aj0BOJbaBa JlajoHuroBo mpasuio), a ga XY u YX, y
OTIIIITEM CJIy4ajy, HUCY, jép APYTH W3BOIU HE 3a0BOJbaBAjy JIajOHUIIOBO
IIPABUIIO.

(19) Jugpepenuyujanne dopme na mmozocmpykocmu. Ako je (V1) koopuu-
HaTHA Kapra Ha MHOrocrpykoctu M u 1y audepennujaaHa (popma Ha
Y(V) C R™, onga je ca ny := ¢*ny neduHACaAHO AHTUCUMETPUIHO BUIIIE-
JMHEeapHO TpecinKapame Ha 1,V 3a cBako p € V. OBo mpecanmkabame
Ha3UBaMO Jdugepenyujartom dopmom na V.

IIpernocrasumo ma je (U, ¢) npyra kapra, U NV # 0, u na je Ha 0]
sgedunucada ¢popma ny. AKO cy 1 ¥ ) HHKIy3Hje

1 UNV U, 7:UNV >V

7 aKo je v*ny = J*ny, Kaxkemo 1a cy Gopme ny | 1y Ca2aacHe.

Lugpepenyujarna k—popma n wa muozocmpykocmu M je davwuinja
carslacuux (opMu 1y Ha MeJIoM ariacy. 3a cBako p € M 7 je anTucumer-
PHYHO k—HMHeapHO mpecnuKasame Ha T, M.

240paxse ckpahene o3Hake, y KOjuMa HM30CTaB/baMO HJIH MOAPA3yMeBaMO TadkKy p € M, a
3arpaje m30CTaB/baMo U nuimemo YP*n ymecro ¢*(n) hemo ybynyhe xopuctutu 6e3 ynozopema u
M3BUHEHA.
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Iommro je mudepennujan dopme y R™ nedunucan 10KaIHO, IHETOBY
JedrHUIIjy MOKEMO [a MpeHeceMo Ha audepeHIiujaane popme Ha MHO-
rocrpykocru: mudepeniujan dopme n na M je moBospHO nedbunmcaTA Y
cBakoj koopauHaTHoj Kapth (U, ¢). Heka je y Toj kapT ny = ¢*ng, OHIa
JeduaAIIIEMO

dnu = ¢ (dno).
U3 nedwunumnuje cieam ma, ako je f : M — N riaTKO HIpPECIUKABAHE
u & nudepennujanna Gopma wa N, onna je f*(d€) = d(f*€), onnocuo,
mpecankaBame f* KoMmyTupa ca AudepeHInjagoMm:

ffod=do f*.

Kao u y (118), crp. 241, nedbunuimemo me—PaMoBy KOXOMOJIOrH]jy Kao
KOJMYHUYKA MPOCTOP TAYHUX W 3aTBOpeHnx dopmu. [Ipmvernmo 1a n3
ffod=do f* cmenn ma rraTKo MpecINKaBAbE

f:M—>N
HHIYKYje XOMOMOpdu3me
f* i HER(N) — HER(M) sacee ke{0,1,2...}

3anmarak: Heka je

Hjp(M) := @ Hir(M).
k>0

Hoxkazaru na je (H*(M),~+,/\) upcres ca jeuHUIOM.

3amarak: lokazaru 1a je
f* : (H;R(N)a =+, /\) — (H;R(M)v =+, /\)

XOMOMOP(HU3aM TPCTEHA.
3arBopenoct GhoOpMe je A0KaAAHO, & TATHOCT 24006410 CBOjcTBO. VmycTpo-
Bahemo TO ciemehumM TpuMepoM.

Heka je M = S' jemuamann xpyr {z € C | |z| = 1}. Honapra koop-
guHara 0 Huje riaobasino gedunucada Ha M Kao jenHo3Ha4YHA (DYHKIM]A,
HErO CaMo JI0 HA QJMTUBHY KOHCTaHTy 2km. AKO XKeimMoO Ja u3abep-
eMo jemHy rpany 3a 6 (ump. umzabepemo k = 0), nobuhemo HempexugHy
dbyukumjy nebunncany 4o0kaaHo, Tj. Ha HEKOM HHTEPBAJIY OKO CBAKe TAUKe
Ha KPYTy, aJIu HEe U TJI00aTHO HempeKuIHy (PyHKIHU]jy, jep npu oOUIacKy
nyHor Kpyra (1j. npu npubiimKaBamy IIOYETHO] TAYKU CA JAPyre CTPAHE)
uMaMO CKOK pyHKImje 0 3a 27, JaKje HAPYNIABAbE HEIPEKUTHOCTH.

Mebhytum, df mobpo medwunmucana 1-bopma, jep je d(f + 27) = db.
Hpyrum peunma, df je 1-popma medunncana ca

€T Y
df := d(arctan(y/x)) = Zi g dy e
[Tommrro je mudepennmjan nokaaHo nedwuHmcan objekar, m momTo je 6
nokanmHo nedunncana dynkmmuja, dbopma df je sarsopema’®: d(df) =

dr.

25Z[a je df saTBopena ma S! ce BEIM U U3 AEMeH3Hje, jep je TO 2-oOpMa HA MHOTOCTPYKOCTH

IUMEeH3uje

ma C\ {0}.

1. MebhyTum, majemo jomr jegan apryMeHT KOju mokazyje na je df 3aTeopena gopma u
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dod(f) = 0 (jep je dod = 0). Mebyrum, dbopma df muje Tauna®.
Jla 6ucMo TO MOKa3aJsu, MPETIOCTABIMO CYIIPOTHO — 1A je

o = df

3a Heky dynxmujy (0-dopmy) f : S' — R. Heka je v : [0,27] — S!
CTaHJAap/HA ITapaMeTPU3aluja Kpyra

z(t) = cost, y(t) =sint.

W3 jennakocru df = df Ha ropmweM LOJYKPYTY U YdibeHuue ga je 6 106po
neduHUCaHA rIaTKA DYHKIN]a Ha JOHEM MOJYKPYTY CIAETN 113, je

2m
Fotzm) = 16m) = [ (o)) i

= df o y(s)y'(s) ds

U

= [ aonts(s)ds

27
= /ﬂ %(907(5)) ds
— 0(+(2m)) — 0(x(r)) = 7.

CimaHo, Ha ropmeM MOJIYKPYTy je 6 nobpo nedununcana, mna je

f(v(m) = F(4(0)) = B(v(7)) — B(+(0)) = .
Oparie cnenn
f(y(2m)) = f(7(0)) = 2,

wro je Kourpaaukuuja, nowro je v(2w) = (0), na je u f(y(27)) =
f((0)).

OBume cMmo goKa3au fa je df 3arBopena 1-dbopma Koja HEje TadHA,
1a je meHa kiaca [df] nerpusnjanna y ne Pamosoj koxomomoruju H 5 (S1).

Heka je a 1-dopma ma S'. Tazna je v*a 1-bopma ma [0, 27, ma je
obusuka h(t) dt. Heka je

1 2m

c h(t) dt

:% )

u meka je f : [0,21] = R dbynkumja nebunncana na ciesehn nagnn®’

) :/0 (d0(v()(7'(5)) — ¢~ h(s)) ds.

OBa dyHKIMja 3310BOHABA f(O) = f(27r), na pedwunuiie Gyuknujy f :
St — R, raxsy 1a je v*f = f. U3 Ibyrn-Jlajouunose dopmye caeam

df = do— Lo,
C

dy — —L— dz, a me mudepennujas

26He 3abopaBumo Ja je df camo o3Haka 3a dpopmy P

_z
z24y?
2n06a410 depunucane OYHKIH]E.

27HpBI/I cabupax je Bpegnoct qudepennujanne ¢popme df Ha TAHrEHTHOM BEKTOPY 7' y Tadku
~v(s); Taj cabupak MOXKe jja Ce HAIHIIe U Kao 'y*de(d%), rae je dis TaHreHTHH BeKTOp Ha [0, 27];

pugeru (104). Jdakie, taj cabupak je dbyukumja [0, 27] — R.
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1j. [a] = ¢[df], rue [-] o3nauaBa e PamoBy Koxomosiomiky Kiaacy. OBume
cMo fokasanu ga [df] reneparop 3a Hip(SY), 1j. naje Hi5(SY) = R. Us
1yTHE 1oBe3aHocTu Kpyra cieau ja je u Hn(S') 2 R, jep je qumensuja
HynTe e PamMoBe KOXOMOJIOTHje MHOTOCTPYKOCTH jeqHAaKa OpPOjy HeroBUxX
KOMTIOHEeHTH TyTHe ToBe3aHoctu (Buaern (118) ma crp. 241). Ilomrro cy
3a k > 1 ce k—dopume ma S! TpuBmjaHe, 3aKByIyjeMo

R ke {0,1}
Hjp(SY) =14 7 ’
ar(S") 0, k> 1.
Jle PamMOBa KOXOMOJIOTH]4, HgR(M ) je BEKTOPCKM MPOCTOD HAT MosbeM R.
Bpoj
dim M

- i 15 J
x(M) := g (—1)dim H;) (M)
=0
HasuBa ce OjAeposom KapaKmepucmukxom MHOTOCTPYKoCT M.
Bexmopcko nome Ha MHO20CMPYKOCMU je TIPECTUKABAHE

X:M—->TM

ca BPEJHOCTUMA y TAHPEHTHOM paciojeby, Koje 3agoBombasa X (p) € T).
Jpyrum pedrma, BEKTOPCKO NOJbe CBAKOj Tauku p € M npuapyxyje Bex-
TOp KOju je Tanrentan Ha M y moj mauxu. Ymecro X (p) KopucTnmo n
03HaKy X, 33 BPEIHOCT BEKTOPCKOTL 1OJba y Tauku p. Ha ramrentHOM
paciojemy je nedunucana KaHoHcKa mpojexiuja (16)

ey TM — M, wm(X,)=p 3zacse X,¢eT,M,

1a, BEKTOPCKO MOJh€ MOXKEMO 13 JepUHUIIEMO U Ka0 Ipec/InKaBame X :
M — T M 3a xoje Baxku 7y 0 X = Idyy.

IIpumerumo 1a je oBa meduHUNKja AyanaHa gedeHUnjn TudepeHI-
jamue 1-dopme, Koja je TpecInKaBame

n:M—T*M

Koje 3as10B0/bana 1)(p) € Ty M, Tj. wp-p on = Idy.

Lugpepenyupare esexmopcruxr noma. llomwro wa M u wa TM umamo
raTKy crpykrypy (Bumern (16)), MOKEMO /a TOBOPHMO O 2AGMKUM ek~
mopcrum nosuma. MeljyTum, 3a pa3auky o paHuje pa3MaTPAHOT CIydaja,
M = R", He TOCTOjU KGHOHCKU HAYWH 13 UICHTAUMUKYjEMO TAHTEHTHE
MIPOCTOPE Y PA3THIUTHM TAYKAMA, A BPEIHOCTH BEKTOPCKOL MOJba, JIEIKE
y pasmuumrum npocropumaZ®. ITociaenumuno, uspas kojum aedunumemo

W3BOJT BEKTOPCKOT To/ha y R™
X(p+h)—X(p)=DX(p)+o(h), h—0

HEMA CMUCAG 33 BEKTOPCKA MM0Jba HA MHOTOCTPYKOCTH, TOIITO Cy HA JIEBO]
CTPAHU BEKTOPH M3 PA3INUUTUX MIPOCTODA, I1a HE MOTY J1a ce cabupajy.

Yumecrto Tora, BekTopcko mosbe X : M — TM wmoxkemo ga audepen-
[IEPaMo Kao MpecjmkaBame u3mely nse moorocrpykoctu. Ajm onja je,
3a Y, € T, M, n3BoJ, BeKTOpCKOr nojba X y IpaBIly BeKTOpa Y

DX(Y,) € Tx,(TM),

280Ba cuTyammja je camana curyanmju y (6) ma cTp 187.
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Tako ma cama X m DX mucy objekTu m3 mcrmx mpocropa. Mehyrum,
HEKaJ/la je 3rOJHO IIOCMATPATH BEKTOPCKO II0Jbe M HErOB U3BOJL KAO eJie-
MEHTE MCTOI' BEKTOPCKOI IPOCTOPa (KAO LITO MOXKEMO Y CJLy4ajy eyKJiu/i-
CKHUX TTPOCTOPA).

IIpernocraBuMo ma je HaIMA MHOTOCTPYKOCT M CMemITeHa Y eyKIUI-
cku 1pocTop (Tj. ma je ona nogmuorocTpykoct y R™ 3a neko n > dim M),
onysa X MOXKEMO J[a IIOCMAaTPAMO Kao IPECTUKABADE

X: M — R,

a IeroB M3BOJ y TpaBIly BeKTopa Y, € T,M, 3axBamyjyhu mocrojamy
KAHOHCKE MIeHTU(DUKAIUjE MAPATEJHUX BEKTOPA UCTOI MHTEH3UTETA W
cmepa y R™ xkao
n
DX(Y,) e R".

OBaj BEKTOp HE MOpA Ja MIPUTIAA TAHTEHTHOM TPOCTOpPY moBpitun M. Ann
npoctop R™ je cHabmeBeH CKaTapHAM IIPOU3BOIOM, IIa ITOCTOjHU TIPUPOIHA
[POjeKIrja Ha IOTIPOCTOP — OPTOroHaHA mpojekiuja. OproroHaaHy
npojeknnjy Bektopa DX (Y,) na T, M HA3UBAMO K08aAPUJAHMHUM U3E000M
BEKTOPCKOT 1ojba X y NpaBIly BEKTOpa Y.

Y onmTeM cIydajy, aKO MHOTOCTPYKOCT HHje TIOBPII Y BEKTOPCKOM
IIPOCTOPY, HE MOCTOjU KAHOHCKA TTPOjEKITN]ja

7y Tx, (TM) — T, M,

Tj. MOXKEMO 13 m3a0epeMo IPOU3BOJHHY TAKBY IPOJEKIIH]y, U CBH TH U3-
0opu Cy PaBHOIIPABHU.

CBaky TakBy TpOjeKIHjy Ha3UBAMO kKonexcujom va T M. Ako je u3a-
OpaHa KOHEKCHja 7, OHJIA, je ca

Vy, X = mp(Dy, (X)) € T,M

JedUHUCAH K08aPUjaHMHYU 43600 BEKTOPCKOr Mojba X y MPAaBIly BEKTOPA
Y,. PazmmanTn n3bopu KOHEKCHje /1ajy Pa3IndnTe KOBapHjaHTHE U3BOJE.
Hekaza ce repmuHu kKoHekcuja U K08aPUJAHMHU U3600 KOPUCTE 34 MCTH
objekat Vy X u To nMa ompaBama, MoITO Cy Ta IBa 00jeKTa y N3BECHOM
CMUCJy ekBUBajieHTHA (CBaku OJ] mux oapebhyje Apyru, mro je tema 3a
cebe Ha K0joj ce neliemo 3aapKaBaTh).

Kapmanosa gopmysa. Heka je ¢p : M — M rnarka (no t) dbavuiuja
rmarknx (mo x € M) mpeciukaBama, X (¢¢(x)) = %gbt(:c) u « k—dopma
na M. Tana je

d * . * - o
i = 67(d(i(X)a) + i(X)da),

rue je i(X) oneparop gedunucan y (120) ma crp. 243.
Hokaz: Napykmujom no k. 3a k = 0 Kapranosa dpopmysia

d
LS = 011 (X),

mTo je camo pedopmynanuja medbwHumje n3Bona ¢Gyuknuje [ y npasiy
Bekropa X. Heka je 8 (k + 1)-dopma. Oma moxe Ja ce 3amuiie Kao
8 = df AN, na kopuihemeM WHIYKTUBHE IPETIIOCTABKE U 0coOnHA audep-
eHIIPamba 100MjaMo:
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d d d
S0 (df A a) = ZOTdf A+ Gidf A dia =
O di(X)df Ao+ df Ai(X)da + df A di(X)a]

o [i(X)d(df A a) + di(X)(df A a)]
= 7 [—i(X)(df A da) + d(i(X)df Ao — df Ai(X)a)]
= ¢7[di(X)df Ao+ df Ai(X)do + df A di(X)a).

3amarak: Heka je a; rnarka damunnja gudepeHnujaannx GopMu.
HoxkazaTtu 1a je

d * * . . Oa
i =01 (d6xX)00) + iX)day + 5L,
Heka je ¢ : M — M rnarko pejcrso rpyune (R,+) na M, 1j. rmiarka

davmuja qudeomopduzama Koja 3a10BO/bABA

Gsit = ¢s 0 ¢, OmHOCHO Pyyi(x) = Ps(Pe(7)).

Taga je
d
= — (bt (CE)
dt{,_,
TAHI'€HTHO BEKTOPCKO mosbe. AKo je a mudepennmjasina k—dopma, meH
Jlujes u360d y npasily BEKTOPCKOI mojba X je

d
Lxoa := — Yo
X i t:o(bta

Kapranosa dopmyiia (24) moxke na ce Hanuuie y obauky
Lx =doi(X)+i(X)od,

u3 KOra ce Buau Be3a u3Mely JlujeBor, cro/baIiber u yHy TpaImher n3B0/1a.
Xomomonuga. Ilpecaukasamwa hg,h; : M — N cy xomomonua (uau zo-
MOMONCKU EK6USAAEHIMHE) AKO IIOCTOJU HEIPEKUIHO [IPECIIUKABAE

H:Mx[0,1]—N

rakBo na je H(x,0) = ho(x) m H(x,1) = hy(x). IIpecankaBamwe H ce
Ha3WBA TOMOMONUjoMm KOja cmaja hg u hy. I'narka mpeciukaBama hg u
hi cy aaamxo romomonma akKO MOCTOjU TTaTKa XoMoromuja H Koja mx
crmaja. Pemamuja XoMOTOIICKEe eKBUBAJIEHIIH]E je Pesiallija eKBUBAJICHITH]E,
03HAYABAMO je Ca ~; YUIbEHUILly J1a cy hg u A XOMOTOLCKY €KBUBAJIEHTHA
TIPEC/TMKABAA 3AMMUCYjEMO Ca,

ho ~ hl.

Axo je M = [a,b], rOBOPDUMO O TOMOMONCKYU €KBUBAAECHIMHUM NYME-
sumay M. Ako y pedununuju 3axresamMo ga upu gedpopmanyju H kpa-
jeBu Oymy dburcupanu, Tj. 1a je

H(a,1) = hola) = ho(b), H(b,t) = ho(b) = hy (b),

KaxkeMo ja cy myresu hg, hy : [a,b] = N zomomoncku exeusarenmmy ca
Purcupanum Kpajesuma.
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Ha mpumep, cBaka aBa myTa
ho, hy : [a, 0] = C

Y KOMILIEKCHO] PABHU CY XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTHH Ca (DUKCUPAHUM KPa-
jeBUMa, aJik MyTeBU

ho,hy : [0,7] = C\ {0}, ho(s) = €™, hy(s) =e "

(roptbu ¥ 10U IOJIYKPYT') HUCY XOMOTOICKU €KBUBAJIEHTHU €A (DUKCUP-
aHUM KPajeBuMa, jep ce He Mory 1edOpMUCATH jeJaH 0 APyror, 6e3 mpo-
JICKa KPO3 KOOPIMHATHH TIOYETaK KOju je m30adeH.

Bagarak: Heka je df dopma uz (20); nocmarpajmo nosapia Koop-
gunaara f je nedmuncana mod 27Z, Tj. MOKEMO A je TOCMATPaMoO Kao
suwesnaywny Pynryujy Ha C\ {0}. OukcupajmMo meHy BpeIHOCT ¥ Tadkd 1
Ha x—ocu ca §(1) = 0. 3a z € C u 3a nenpeknzgan myt v y C\{0} koju cnaja
tauke 1 u z geduaummmo O(z,y) Kao BpemHOCT Bume3HaTHE DyHKIHjE 0
KOja ce 100uja mwenuM Henpekuanum (1j. 6e3 ckokoBa mod 27Z) mema-
weM o7 6(1) = 0 10 6(z) ayx kpuse 7. lokasaru na je

O(z,71) = O(z,72) & 71 =~ 72 ca bUKCUpAHUM KPajeBUMA.

Ha oBaj Haunn moslapHa KOOPAWHATA MOYKE Ja Ce CXBATU KO jedH03-
HaYHe DYHKIMja HA KOJUIHAYKOM MPOCTOPY HEMPEKUIHUX MyTEeBa KOju
nosnase u3 pukcupane rauke (y 3a1aTKy je To 6usa tadka 1) y omHOCy Ha
pesiaImjy XOMOTOIICKe eKBUBaJIeHIH]je ca pukcupanuM Kpajesuma. OBakas
KOJIMYHUYKH [IPOCTOD MOXKE J[a Ce [PUJIPYKHU IIPOU3BO/LHOM IIyTHO IIOBE-
3aHOM ¥ JIOKAJHO MYTHO MOBE3aHOM TOIMOJOMKOM mpocTtopy X (ymecTto
npocropa C \ {0} n3 mperxofHOr 3a1aTKa) W HA3WBA CE FHETOBUM YHU-
6EP3ANHUM HAMKPUBAHEM.

Tomnosomku npocropu M u N cy zomomonnu (Uiam xomomoncku ex-
6UBAAEHNHU) AKO LIOCTOj€ [IPECIIMKABAA

fM—-N un g:N—-M
TaKBa Ja je
gof~idy m fog=~idy.

Yumenniy 1a cy M u N XOMOTOTICKM €KBUBAJIEHTHU TTPOCTOPH 3ATTHUCY-
jemo ca M ~ N.

Baparak: lokasarn na je kpyskuu npcren {z € C | 1 < |z| < 2}
XOMOTOIICKH eKBUBAJICHTaH Kpyry S! = {zeC||z| =1}.

3amarak: [/la mm cy muauagap u MebujycoBa Tpaka XOMOTOIICKU €K-
BUBAJICHTHU !

29 Axo je X YHMBED33JIHO HATKPUBAHEE TOMNOJIOIIKOL IIPOCTOPA X, oHJa TOCTOjU TIPUPOHA,
mpojeknuja II : X — X koja kmacy [y] myTa v mpeciamkaBa y HeroBy Kpajiby Taduky. CKym
X moxe ma ce cHabme Tomosormjom, Tako a3 je II mempekmaHo npecnukasBame (Bumeru (92) Ha
ctp. 70).
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XomeoMOpdHT TTPOCTOPU Cy XOMOTOICKHM E€KBUBAJIEHTHU, AW HE U
OOpHYTO: Ha MpUMED, EyKIUIACKH IPOcTop R™ je XOMOTOIICKU eKBUBAJIEH-
TaH MPOCTOPY KOjU Ce CacToju of jeane Tadke. IIpocrope Koju cy xomo-
TOTICKY eKBUBAJICHTHN TAYKN HA3UBAMO KOHMPAKMUOUAHUM NPOCMOPUMA.

3amarak: /lokasaru [a je CBakM KOHBEKCAH IOJICKYI TOMOJIONIKOTD
BEKTOPCKOT MPOCTOPA KOHTPAKTUOUIIAH.
13 Kapranose ¢popmyrte caean 1a rIaTKO XOMOTOICKY eKBUBAJIEHTHA IIpe-
caukaBama hg, hy : M — N uHAYKYjy BCTO IPECTHKABAE

ho = hi : HgR(N) - H(IiCR(M)'

Hokas: Osnauumo H(x,t) ca Hy(x). U3 Kapranose dopmyiie ciemu
1 d 1
hia - hia :/ o :/ HE (d((X)a) + i(X)de) dt.
0 0

Ob6a cabupka Cy jemHaKa HYJIM y KOXOMOJIOTHjU: TIPBH 300T TOTQ IMITO je

CH (X)) dt = d / CHri()adt

rayna ¢opma (oBue cmo upumennsu H* od = do H* u upasuio pudepen-
nupabha uarerpana (40) ma crp. 200), na je jeqHaka HyJu y KOXOMOJIOTHjA
(mpunana camim im d), a apyru 36or Tora mto je da = 0 3a dpopme Kojuma,
je neduHncaHa KOXOMOJIOTH]a.

U3 (27) cnenn

M~N = HE,(M)= H}y(N) 3acse k.
Joka3z: Ako cy
f:M—-N u g:N—>M
MIpecInKaBamba TaKBa /13 je
gof~idy m fog~idy,
OHJIA je
[rogh =idge (M) m g"o f* =idge (N),
I1a Ccy JIMHeapHa lLpeciukaBamba f* u ¢* uzomopdusmu, jep umajy JieBu u

JIeCHU WHBEP3.

3amarak: /lokazaru ga je peasna mpaBa R KOHTpaKTHOWIHA U W3BE-
CTH OJIaT/e 13 je

Hin(R) = {0 k> 1

Kao mocnemuity, y3 nomoh (20) 3aksbyunTu fa npasa U KPyr HUCY XOMO-
TonHu (a CAMUM THM HU XOMEOMOP(MHHM) POCTOPH.
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(29) Hoenxapeosa aema. Eykmuncku npocrop R™ je konTpak TubUIaH mpocTop.
13 (28) cnenu 1a je

R, k=0

HC’?R(R") = 0 E>1

Jpyrum peunma, cBaka 3arBopeHa dopma y R” je tauna. Cmerumjasno,
HEOITXO/IH! YCJIOBH MOTEHIINjaJTHOCTH M COJIEHOMIHOCTH BEKTOPCKUX TOJba
y eykauackom npocropy (114) cy yjeauo u moBosbuu. ¥ (114) cmo Bumenu
Jla, OHM HUCY JIOBOJbHU y OOJACTUMA Ca CJIOKEHUJOM TOTIOJIOIHjoM; ciaenehn
3aaTaK je oIl jelHy MIyCcTpalnuja ucror peHoMeHa Ha je3uky audepeH-
nujaaHuX (POPMH.

3amarak: lokazaru 1a je

R, ke{0,1}

Hip@\{on =4 7

(30) e PamoBe KOXOMOJIOTHjE Cy CAMO je[aHa O ajarebapCKuX TOMOJIONIKAX
(M XOMOTOICKMX) WHBapujaHTu. [0 BUX CMO CTUTIM QHAJUTHIKUM
nyrem. Cieneha mupekTHHja, reOMETPUjCKA KOHCTPYKIIN]ja, Taje HAM aJi-
rebapcKe MHBApUjaHTe CaAUYHe (U y U3BECHOM CMUCILY JyasHe) ae PamoBum
KOXOMOJIOI'AjaMa.

Heka je A™ KoHBekcHM oMoTau>? Tauaka

ap = (0,0,...,0), a1 = (1,0,...,0), an = (0,0,...,0,1)

y R™. Ckyn A™ HazuBaMo cmandapoHum n—Cumniexcom.

Craumapaaun O—cuMmIiekc je Tauka, 1-CUMIJIEKC je IyK, 2—CUMILIEKC
TPOyrao, 3—CUMIJIEKC TeTpaeaap. l'pannma l-cumMmiekca ce cacTOju Of,
aBa 0—cmMIIIeKca, rpaHulla, 2—CUMIIJIEKCa Ce CACTOju O TpH l—CUMILIeKca,
rPaHUIA 3—CHMILJIEKCA CE€ CACTOjU OJ 9eTHPHU 2-CHMILIEKCA. ¥ OIIITeM
ciyuajy, paHuna n—cuMmiuiekca ce cacroju of (n — 1)—cumiuiekca (mbux
uma (n + 1)), Koje 30BeMO weropuM cmpanama. CTpaHy Koja He Caap:Ku
TeMe aj HA3UBAMO K—1MoM CMPaHOM.

Inarko mpecnukaBame o : A" — M crasgapAHOT N—CUMILIEKCA Y
MHOTOCTPYKOCT M HA3UBAMO 244MKUM CUH2YAGPHUM cumnaercom y M.
®opmasHy KOHAYMHY JTHHEAPHY KOMOUHALU)Y ), Gk0k, TAE CY (f PEATHH
6pojesu a oy cuHryaapuu n—cuMmiuiekcu y M nazusamo n—aanuyemy M. Y
CKYTIy CBUX n—aaHanay M yBeamMo pejanujy eKBUBAJIEHITNje 01 ~ 0y aKO
mocroju audeomopduszam 1 : A" — A™ Koju dyBa OpUjEHTAIN]y, TaKaB
Ja je o1 = 090, U 01 ~ —09 aKo nocroju gudeomopduzam ¢ : A" — A"
KOju M€Iba OPHjEHTAIIN]y, TAKaB MIa je 01 = 03 0 ¢. KOIUIHWIKI TTPOCTOP
Yy OJHOCY Ha OBY peJIallijy je BEKTOPCKHU IIPOCTOP, KOju O3HAYABAMO Ca
Cpn(M) n HABUBAMO AGHUACTRUM KOMNAEKCOM.

I'panuya n—cuMmIeKca o je JTaHar

n
00 =Y (~1)FFi(0) € Cpa (M),

k=0

30 Koneencru omomas CKyna A y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY je HajMamu KOHBEKCaH cKyn C Takas
naje C D A.
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rue je Fi (o) pecrpukimja npecivkasama o Ha k—Ty crpanuny. Oneparop
0 je oBume nedunucan Ha reHeparopuma BekTopckor npocropa C, (M),
10 JINHEAPHOCTH T'a IPOYKYJjEMO JI0 JTUHEAPHOr IPECIUKABAbA

81 Cp(M) = Cr_y(M).

N3 nedununuje oBor omneparopa AUPEKTHOM IIPOBEPOM 3aKJbY4yjeMO Jia
Baxkn 0o 0 =0, ma je

im (0 : Crp1(M) — Cx(M)) Cker (0: Cr(M) — Cr—1(M)).
36or Tora cy m00po aebUHNCAHN KOJIUIHUIKY TPOCTOPH

ker (0 : Cx(M) — Cr_1(M
1) K @2 GO (M)

im (0 : Cyp1(M) — Cx(M))

KOje HA3WBAMO CUH2YAGPHUM TOMOAO2UjaMa MHOTOCTPYKOCTH M. AKO je
f : M — N menpekunno mnpeciukasame u o : AF — M cunrynapun
cumiiekc y M, ouga je f o o cunrynapuu cumigiekc y N. Ha Taj magwn

je nobpo nedunucano npecaukasamwe fi : Hp(M) — Hp(N). Moxe na ce
JIOKAzKe JIa BaXKQ

f~g = fi=9s
a omarie na (28) Baxku W 3a XOMOJIOTHjY, Tj. Ja jé U XOMOJIOTHja XOMO-
TOICKA WHBAPHjAHTA.

Mpumerumo ga je dim Hy(M) 6poj KOMIIOHEHTH MyTHE MOBE3aHOCTH
muorocrpykoctu M (jep cy Co(M) nyresu y M).

Iaparxomnarmrocm. Heka je U oTBOPEHO MOKPUBAIHE TOIOJIOMIKOL IIPOC-
topa X. ®amMuanja OTBOPEHNUX CKYTOBA V j& A0KAAHO KOHAYHO TPOPUIbEHE
damunuje U ako cy ucnymwenu cienehn ycmosu:

e ) je OTBOPEHO MOKPHUBAE MPOCTOpa X ;

e cBaku cKym u3 damuiuje V je caapkaH y HEKOM CKymy u3 damuiinje

U;

e cBaka Tayka p € M unpunasa camo KOHAYHOM OpOjy CKylOBa u3

damunmje V.

Tomosomku mpoctop X je napakomnaxmar akKo CBAKO HErOBO OTBOPEHO
MOKpUBabe U UMa AOKAAHO KOHAYHO Npodutberve V.

Cranmapman pesynrar u3 Ominre TOMOJOTHjE je 1A je CBaK# JIOKATHO
KOMITAKTaH XaycaopdoB mpocTop ca npedpojuBoM 6a30M TOMOJIOTHjE ITa-
pakommakTad. Crenujasno, CBakKa MHOTOCTPYKOCT jé TMapaKOMITAKTHA.
Hoxkazahiemo jenny Bep3ujy tor tBphema, y ciaemehoj dopvu. Heka je
U otBOpeno mokpuBame MHOroctpykoctu M. Taza mocroju mpedpojuBo
JIOKAJTHO KOHAYHO Npodumemne )V Koje ce CacToju O KOOPAMHATHUX KapaTa
(Vj,¢;), raksux ga je @;(V;) = B]0; 3] sonTa nosynpednuka 3, TakBo Ja
ckynosu W, = <pj_1(B]0; 1]) Takobhe mokpuBajy M.

Jokas: Axo je M kommnakTHa, TBpheme je TpuBnjaaro. I[IpenocraBuMo
na M muje kommakrtHa. Ilomro je M JIOKAJIHO eyKJIWACKU (JaKje u
JIOKQJIHO KOMIIAKTAH) IPOCTOP M uMa 1pedpojuBy 0a3y TONOJIOruje, Ha
M mocroju mpebpojuBa 6a3a TOMOIOTHje

S=1{51,5,...},

TaKBa 712 je 3a CBAaKO S; CKyN S; KOMNakTaH. JleuHuIIMMO HI3 KOMITaKT-
Hux ckynosa {K;} na cienehu naunn. Heka je Ky = S;. IIpernocraBumo
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3aTuM 13 ¢y K, ..., K; nedurncann. Hexa je d Hajmamn npuponan 6poj
TakaB ma je d > j u

Kj CcSiU---uUSy.
Heduaurmmnmo
Kj+1 =S5 uU---uUSy.
Heka je Uy € U. Ilocmarpajmo oTBOpEHE CKYTIOBE
Pj’)\ = (Int(Kj+2) \Kjfl) n U)\

rae je Int ymyrpammocr ckyna m K ;3 = Ko = (. Oxo cBake Tauke
p € P; » mocroju xkooprunataa kapra (Vp a, ¢p 2) Taksa ma je Vp, x C Py,
(pp,)\(p) =0mn
ep.a(Vox) = BJ0; 3[.

Hexka je Wy \ = 50;7}\(B]O; 1[) C Int(P; »). PaMunuja OTBOPEHHUX CKYLIOBA
W)\ je oTBOpeHo MoKpuBare KoMmakTHor ckym K1 \ Int(K;)), ma moc-
TOjU HEHO KOHAYHO TOTIOKpuBambe. Osnaunmo wera ca Wi, ... Wi, a
onrosapajyhe ckynose pamummje V ca Vj1,... V), . @amunumje

W:{W‘71,...Wj7kj‘j€N}, V:{‘/j,la---vj,kj|j6N}

3a/10B0JbABA]Y YCJIOBE TBphEmA.
Pasnazare jedunuye na muorocrpykocru M je pammnmja rmarkux ys-
kiuja py : M — R, A € A, takBux ja
e 0<py<1lzacse € Awucsezxec M,
e craka Tavyka p € M mma okonmuuy U S p takBy 71a je py = 0 wa U 3a
CBE C€M KOHAYHO MHOTO A € A;
® > eara(r)=13aceez € M.
JIpyro cBOjCTBO je CBOjCTBO A0KGAHE KOHAYHOCTU; U3 HEra CIeu 113 je
cyma y tpehem CBOjCcTBY KOHAYHA.
3a cBako mokpusawe U = {Uy | A € A} muOorocTpykoctn M mocroju
pasmarame jemuuuie {p, }yer TAKBO 13

(Vy € T')(3X € A) supp p, C Uy,
r7e je supp pa Hocay MYHKIHjE Py, Tj.
supp px 1= {z € M | pA(z) # 0}.

Hoxkaz: Heka cy V = {(Vj,¢;)} 1 W npebpojuse damunuje KOHCTPY-
ucane kao y tephewy (31). V (55) ma crp. 210 cMo Buiesu pa nocroju
dbynxmmja h kmace C* taxsa na je h = 1 ma B[0;1] u h = 0 Ban BJ0; 2[.
Heka je h; := ho ;. Taga je ca

Pj =
Z]‘ h;
Ie(UHUCAHO TPAYKEHO PA3JIArabe jeTuHUIE.
Axko je O = {V) | A € A} orBOpeHO TOKpHBame MHOrOCTpyKocTH M,
KaXKeMO [1a je pasjiarame JeIUHUIE p) nomyurbero noxpusary O axo je
supp px C Vi

3a cee A € A. Ca mano Bullie naxme, MOTY Ja ce Jokaxky ciejehie Bep3uje
tBphema (32):
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(a) 3a cBAKO OTBOPEHO MOKPUBAIHE MHOMOCTPYKOCTH M KOODIMHATHUM
kaprama U := {Uy | A € A} nocroju paznarame jeaunuie {p}rea
KOje MY je IOTYUHEHO.

(6) 3a cBAKO OTBOPEHO TIOKPUBAHKE MHOTOCTPYKOCTH M KOODIMHATHUM
kaprama U := {Ux | A € A} nocroju paznarame jeaunuiie {p}yer
cacraB/beHo o1 dyHKIMja ca KOMIAKTHUM HOCAYEeM, TaKBO /1

(V)(3A) supp p, C U,

VY ommrem ciiy4ajy, 3a 4aTo MOKpuBamke U Huje Moryhe KOHCTpyucaTh
pasJiarame jeJIMHUIE KOje HCTOBPEMEHO 3a10BosbaBa (&) u (6). Ha npumep,
meka je M = R" u U nokpuBambe Koje ce cacToju camo of jeaue kapre U =
R™. OuursiesHo je Ja Taja He IOCTOjU Pa3J/iaraibe jeJUMHUIE HOTYHHEHO
MOKpUBakY U Koje ce cacToju o1 (byHKIN]ja Ca KOMIIAKTHUM HOCAYEM.

Paznarame jenunuiie je BaskaH HHCTPYMEHT KOjU HAM HeKaJ, omoryha-
Ba 1a npehemo ca JiokajaHuxX Ha TiiobasHe obOjekTe, Tj. ma rIodaIn3yjeMo
HEKe JIOKaJTHe KOHCTPyKIiuje. IlomTo je MHOroCTpyKOCT JIOKATTHO ey KJIH/I-
CKa, TO 3HAYM Ja HEKEe [OjMOBE W3 EYKJIMJICKUX I[IPOCTOPA MOXKEMO Jia
IIpeHeceMo Ha, MHOrocrpykoctu. JlahemMo HEKOIHKO mpuMepa.
3apnarak: Kopucrehu Pasnarame jenunaune u BajepmrpacoBy Teopemy o
anpoKcUManuju Henpekuanux dbyHkimja nojusomuma (Bugeru Lnasy 1),
JOKAa3aTH Ja cBaka HempekuaHa dymkmmja f : M — R Ha rmatkoj MmHO-
rocrpykoctu M Moxke yHH(POPMHO [1a ce allPpOKCUMHUPA ITIATKOM PYHKITH-
joM.

Pumarosa mempura Ha MmuorocTpykoctu M je bamunmja ckaJapHUX MTpO-
n3BOIA

gp : TpM x T,M — R
KOja TJIaTKO 3aBHUCH o, p € M y cmuciy na je, 3a CBaka JBa TJIaTKa
BekTOpCcKa mosba X,Y : M — T M ¢dyuxknuja

M>p— gp(Xp,Y,) €R

rIaTKa.
Ha cBakoj rimaTkoj MHOTOCTPYKOCTH TOCTOju PuMaHoBa MeTpuKa.
Hokas: Hekacy V = {(V},¢;)}, W kao y (31). Ha cBakoM oz cKynosa
V; je nedunucana Pumanosa meTpuka, ca

g = @i () (),

rae je (-,+) CTAHZAPIHW CKAJApHW TPOW3BOMA Y EYKIWICKOM MPOCTODY.
Tuwme je PumanoBa merpuka geduHCAHA JIOKAIHO, Tj. y CBAKOj KOOpP-
JMHATHO] KapTu. [obamnuo je nedununiemMo Kao

9 =>_rip)g)
j

3amarak: Jlokasaru na je mperxoaHOj AedUWHUNN)U 3aucTa J00pO
JebnrnCcana Puvanosa MeTprKa, Tj. ma damMunmja g, TIATKO 3aBHCH O
P U 1 je gp CKaJIapHU IIPOU3BOJL 33 CBE P.

IIpucycrBo PumanoBe merpuke Ham omoryhaBa [a KOHIIENT Meperba
JLy’KUHE KPUBE U3 eyKJIUJCKUX MPOCTOPA MPEHECeMO HA MHOTOCTPYKOCTH:
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Jly’KWHA TJIaTKe Kpuse v : [a,b] — M je

dv d’y
\/9 dt.
/ dt dt

Opujenmabuane mmozocmpyrocmu. Yuopeaumo Kupor #Ha MebujycoBoj
TpaIy ca KUBOTOM Ha 3eMsbH, Koja je enmrcousi. Ha MebujycoBoj rpamum
je moryh cimenehn morahaj. /IBa ydecHWKa y eKCIIEPUMEHTY C€ CACTAHY Yy
TavyKu p. Jeman ox muXx MoxkKe 1a npehe myT koju he ra omer mosectu 10
TadKe P, aJIA Ca IpyTe CTpane. AKO U OH M HeroB Jpyrap KOju ra je 9ekao
y TauKW p y TPEHYTKY KaJa ce cpeTHy (Camo ca CYIPOTHUX CTPAHA) UMA]y
JEeIIHEe CATOBE, U aKO WX y TPEHYTKY cycpera cirycre HA MebujycoBy Tpaky,
Ka3asbKe fie Ha MOBpIHK 113 OMUCYjy KPYrOBE Yy CYIPOTHUM cMepoBuMa. Ha
€JIUTICON/TY je OBa YAaCOBHUYAPCKA KOMILIMKAIMja Hemorylhia, mro 3HATHO
T0jeTHOCTaBJbYje, U 6€3 TOra JOBO/FHO KOMILJIMKOBAH, XKUBOT HA 3EMJbU.

IIpaBarm kperama Ka3abKu Ha cary oxpeljyje opujeHTalnjy MOBPIII
y TadK® y KOjoj croju car. IlyTHHK HaMEPHHUK MOXKE /13 MPOIyTYyje Ieay
Bemsby (msim GUJIO KOjy TJIAHETY MCTOr, €JIMICOMIHOr, OOIMKA) M HALPTA
KOODJWHATHUA CUCTEM HA 3€MJbU TAKO IITO MOBYYE MPOW3BOJ/HHO jeTHY MO-
JIyIpaBy ¥ HA30BE je £—0COM, a y—OCy IO IIPABUM YIJIOM y CM€pPY CyIIpPOT-
HOM Of], CMepa KpeTarma Ka3a/bKu Ha cary. AKO ce Tocjie W3BeCHOT Bpe-
MEHA OIET BPATH Y UCTY TAYKY U yPAJH UCTO, 10bnhe eKBUBAJIEHTHY OPH-
jearanmjy. Ilyrauk ma MebujycoBoj Tpamu TO HE MOXKE, HErOB JIPYrd
IPTEXK y WCTOj TauKy| 3aBucuhe o Tora Kyda je y meyBpemeny ayTao, Tj.
mehe OMTH WCTH AKO j€ HANPABUO AP KOPAKA W BPATHO CE WCTUM IIYTEM,
1 aKO je HAIPaBUO BEJIMKH IIyT OKO CBETA II0CJIe KOra My Ce CBeT OKDEHYO
HarIaBavKe.

OBaj orse; moxkemo Ja popmasiuzyjemo Ha ciaenehu naqun. Lprame
KOODJIMHATHUX 0Ca Ha TECKY OJITOBapa OPHjEHTAINjH BEKTOPCKOT IMPOC-
TOpa, Koja HaM je mo3Hara u3 Jluneapue anrebpe. Ako myTHuK He uzabe
73 KOOpPJIWHATHE KapTe, OH ce 3ampaso kpehie mo R™ u e mpumehyje na auje
Y EYKJIHIACKOM IPOCTOPY, JAKJIe CABPIIEHO je OPUjEHTHCAH Y TOM MAaJIOM
Jeny Muorocrpykoctu. Axo mpelje y apyry kapTy, meroB car My u Jajbe
CJIy2KH Ko IIOMON y OpujeHTannju, 1 OH U JaJbe YCIIEIITHO IIPTa CBOje KOOp-
JWHATHE CUCTEME TI0 TTeCKy. nmeHuIa 1a u Ipyry KapTy U Jajbe TPETHPa,
kao R™ (jep HUKO HEMa CIOCOOHOCT @ carseia neo CeeMup, ma HU HaIl
IYTHUK, KOjU Ce y CBaKOj KapTu ocelia Kao Ja je y eyKJIuICKOM IIPOCTOPY )
¥ OPHjeHTHINEe je Ha HUCTH HAYWH, IOMONY CBOT caTa, MOXKE [1a Ce M3Pa3H
OBaKO: Ka/i je CILyCTHO CaT Ha TJO, CAT je 3a mera Ouo [UCK y eyKJIn/I-
CKOM TIPOCTOPY, & MaJIM €0 TJIa KOjU je CaT MOKPHUO OWUJIO je OTBOPEH CKYTI
U,. Tauka p Ha TiIy JOAMPHYJA je TauKy ¢4 (p) Ha cary; Tako je dopmu-
pana kapta (Uy, ¢ ). Ha Apyrom mecTy je Ha UCTU HAYMH HACTAJA KapTa
(Us, ¢p). Kommosummja @, o gpgl pecjinkaBa, caT y caT, ajld TO je jelan
WCTH CaT, CAT HAIIEr MyTHUKA, Yhje Ka3a/bKe Uy CTAJHO y UCTOM CMEpy
(Bpeme HeymosbuBO Teue). JIpyrum peduma, @, o ngl qyBa OPUjEHTAIN]Y
(cara). Ako myTHHK HacTaBH CBOj myT n 3acTawe y Tpehoj kaptu (U, ¢,),
CIIyCTH CaT Ha 3eMJby, HAIPTa KOODJMHATHU CHCTEM, HACTABU [aJbe W,
[OCJIe U3BECHOI BpeMeHa, MOHOBO ce Bparu y Kapry (U,, @a), TY MOXKe
Ja ra cadeka m3HeHaheme — KOOPAWHATHYU CHCTEM KOjHU je CaJl HAIPTao je
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OPHjEeHTHUCAH CYNPOTHO OJ] OHOra KOjH je HAIPTao KaJa je mnomao (a Hu y
JEIHOM TPEHYTKY TOKOM ITyTOBalha HUje MIPUMETHO Ja je HeroB CaT Mo4eo
na uge ynazan)! Tako memro moxe ga ce gecu na MebujycoBoj Tpanm,
aJIv He W HA eJIUTICOUIY .

Tako cmo momuin 10 neduHUIMje: MHOTOCTPYKOCT je opujeHmabuina
aKO TIOCTOjU FHeHO MOKpuBarbe haMuinjoM Kapara U, TaKBOM /13, 3a CBaKe
JIBE KapTe

(Uon 9004)7 (UBa QDB) eu

nudeomopduzam @, o <p/§1 9yBa OPUjEHTAIM]Y €yKJIUICKUX IPocTopa (Tj.
uma nosuruBan Jakobujau; suzeru (119) ma crp.242). U36op raxsor
TTOKpUBama U HA3UBAMO OPUJEHMAUUJOM MHOTOCTPYKOCTH. MHOTOCTPY-
KOCT j€ OPUJEHMUCGHA aKO je OpUjeHTa0mIHA U aKO je Ha 0] 33/aTa Oph-
jeHTanmja.

Kao u y (119), nedbununujy opujeHTanuje MHOIOCTPYKOCTU MOXKEMO
Ja JaMo y TepMuHuMa audepernujananx ¢popmu: MHOrocTpykoct M au-
MEH3Hje 7 je OpHWjeHTAOMIHA aKO Ha Fh0j MOCTOjU TyIaTka n—dopma Koja
HU y jenHoj Tauku Huje jegnaka myau. OpujenTtannja je u3bop jesme
TakBe (opme, KOjy Ha3mBaMO @opmom opujenmayuje. Opujentabuina
MHOTOCTPYKOCT UMa, JIBE PA3JIMYUTE OpPUjeHTaIlH]e.

Tlokaxkumo ma cy oBe naBe jaeUHUINMjE OPHjEeHTAOUTHOCTH, MTOMONY
damunuje kapara U u nomohy n—dopme, exksusanenrue. Heka je na M
3asara riaarka n—dopMa i Koja HU Y jelHOj TaYKW HHUje jemHaka HyJIH.
Hexa je U mpom3BO/bHO MOKpPUBAKHE MHOTOCTPYKOCTH M KapTaMa U HeKa
je

po =dxy A -+ Adxy,
n—dopma y R™. Nzabepumo Heko (U, pq) € U. Tomro je dim Q™ = 1,
Taja je
Oatto = fao b
3a Heky riaarky GyHkiujy fo @ U, — R koja Hurge nuje jegnaka Hysu,
11 je Wi yBeK [O3WTUBHA, WM yBeK HeraruBHa. Ako je f, HeraruBHa,
3aMEHUMO @, Ca (P, O T, TIIE je

o (T1,22,...,20) = (=21, T2,...,7p)

mudeomopduzaM Koju Mema opujenTarmjy y R™; Ttako mobujemo HOBO
MMOKPUBAake KapTaMa Koje AepUHHUIILY OPHjeHTAIH]y .

O6puyTo, ako je Ha M 3amara opujeHTanuja moMoNy MOKpUBamba U,
3a cBaky Kapry (Uy, @) € U MoxkemMo na nedunumemo dopmy

fo i=@h(dzy A+ - Adxy,)

va U,. U3 uumenune na U medunwuime OpujeHTAN]y CIAETU T3 Cy OBE
dbopme TO3UTHBHO MPOTOPIMOHATHE Ha IpecernnMa, Tj. Ja je fq = f g
3a meky nogumueny Gyuxunjy f na U, NUg. Heka je {p,} pasnarame
jenmHNIe moTunmeno nokpuBamy U. Taza je

1= palla

nobpo gedbunncana riarka n—¢opma va M. Ilomro cy y cBakoj Taduku y
K0joj cy medunucane hopme i, TOZUTUBHO MPOMOPIUOHAIHE U p, > 0,
clequ Ja (4 HUTAE HUje jelHaKa HyJIH.
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(37) 3amarak: Hexa je ¥ C R? rimarka nospmr mumensuje 2. Jlokazatu 1a je 3
OpHUjeHTHCAHA AKO H CAMO aKO IOCTOjH IVIATKO BEKTOPCKO I0Jbe 7 ¢ ¥ — R3
TaKBO J1a je

(VpeX) ip) LTS u |[Ap)]| = 1.

Y ToM ciyuajy KaxkKeMo Jia je Y OpHjeHTUCAHA 3adasatbem nosa jedunuy-
HUT HOpMaaHuT eexmopa. JlokazaTu 1a je Taja ca

w(Xp,Yp) =1 X, xY, 3a X, Y,eT,X

(MewoBuTH 1IPOU3BOJL BEKTOPA) 3aara jequa (opMa opujenranuje na X.

(38) I'padujernm, dusepeenyuja, Jlanaacujan. Axo je g Pumanosa merpuka Ha
MHOTOCTPYKOCTH M, OHIa MOXKeMO fa AeduHuinemMmo zpadujernm Gynryuje
f: M — R, ciimuno pedbununuju (42) rpagujenra y Xuni6epToBoM mpoc-
TOPY, Ka0 jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO mosbe grad f Koje 3a10B0/paBa

df (p)(Xp) = gp(grad f(p), Xp) szacse X, € T,M,

Hamomenumo na medwHunmja rpaanjenta 3aBucu oa PuMmaHoBe MeTpuke,
pasmunTe MEeTpuKe AePUHUIITY PABIUIUTE TPAIHjEeHTE.

Axko je M opwujenTHCaHa MHOTOCTPYKOCT, OHJA, UMajyhu y Bumy 3a-
narak (120) Ha crp. 243, Mmoxkemo Ja gedunuieMo dusepzenyujy 2aamroez
sexmopcroz nowa>t X ca

d(X op) = div X p.
Kan nmamo mperxoaue ape nedbununyje, Jlanaacujorn dbyurmumje f :
M — R knace C? nedurumemo®® yommrasajyhn (113):
A f = div(grad f).

Oga, gedunmimja 3aBucy o, n36opa PuMmanoBe MeTpuke i opujenTanmje’s.
Jlannacujanu dbyukiuje f y ogHOCy Ha pasnuuute mMerpuke u(au) dhopme
OpHjeHTaIje MOTY Jla Ce PA3JIUKYjy.

(39) Heka je M koMmakTHa rjiaTkKa MHOTOCTPYKOCT AMMEH3Hje 7. 300r KOM-
LHAKTHOCTH, II0CTOjJU KoHauHo nokpuBame V) kao y (31) koje ce cacroju of
k KOOpIMHATHUX KapaTa

(‘/17 @1), ceey (Vk» Sok)
TakBUX Ja je ¢, (V;) = BJ0; 3] monra moynpedHuKa 3, # KOje IMa OCOOUHY
na ckynosu W = @}1(3]0; 1[) Taxobe mokpusajy M. Heka cy, kao y (32),
h; rmatke dynkmnuje, Takse ga je h; =1 na W; u hy = 0 Ban V.
3amarak: /[oka3aTn 13 je MpecaInKaBambe

F:M—-R"x-- - xR"xRx---xR
k k

31HOCTOjI/I ¥ ApYyTH Ha4WH 1a ce gedunuine nupeprennuja, 63 opujeHTanuje.

32Hapasuo, Jlamacujal Ha MHOIOCTPYKOCTH HE MOYKEMO A2, 1epMHUIIEMO Ka0 Y (52), Oynyhin
Jla HeMaMO KoopauHare (Z1,...,%Tn), YAK HU JIOKAJHO, jep He IIOCTOjH HEKA CIEIHjaIHa KOOp-
OWHATHA KApPTa KOja OM Hrpaja THX YJIOTY KOODAWHATA — CBE KOODAHMHATHE KAPTE ATIacd Cy
paBHOIIPABHE.

331/1Majyhn Yy BHAY IPETXOIHY (byCHOTY, HAIOMHUE-eMO Ja je moryhe medwunucaru Jlammacu-
jan u 6e3 opme opujenrtanuje, camo y3 momoh PumamoBe MeTpuke. VY OmIITEM CJIy4Yajy, OBe
neduHUIMje 1ajy pa3anduTe o0jeKTe.



(46)

(47)

(48)

2. INOEPEHIIUPAILE

JeduHICAHO Ca
F(p) = (hi@)e1(p),-- -, he(p)er(p), hi(p), - .., hi(p))

uHjekTuBHA MMep3uja. OJarie u u3 KOMIaKTHOCTU M U3BEeCTH 3aKJbydaK
Ja je F' ynarame.

U3 3azarka y (39) ciaequ Ja cBaka KOMIAKTHA MHOIOCTPYKOCT MOXKE Jia, Ce
YIIOXKHU Y €YKIUJICKH TPOCTOP, OJHOCHO JIa ce peann3yje Kao rIaTKa MOBPII
(Bumern (13) nHa crp.249 u nedunnuujy rmnarke nospiu (90) Ha cTp.226).
Ogo rBpherme Baxku u 6€3 MPETIIOCTaBKe O KOMIAKTHOCTH U IIO3HATO je Kao
Bummugjesa meopema o yaazaryy: CBaka ryiaTKa MHOTOCTPYKOCT JTNMEH-
3Uje M MOXKE 3 Ce YJIO0XKM Ka0 IJIATKa, MOJAMHOTOCTPYKOCT y €YKJIUICKA
npoctop R?".

IIpumerumo ma momohy BuTHujeBe Teopeme MOXKEMO 1a JaMO JAPYTH
JIOKa3 MoCTojama PuMaHoBe MeTPHUKe HA CBAKO] IJIATKO] MHOTOCTPYKOCTH:
axo je F' : M — R?" ynarame u (-,-) cTaHgap/HNU CKadapHU MPOU3BOT Y
R?" onna je ca g := F*(,-) nedunucana jeqna Pumanosa merpuka ua M.
Hapasno, mMerpuka Koja je koHcTpyucana y (35) Ha Apyru Ha4YMH MOXKE
Ja Oyzie cacBUM Jpyraduja oJl OBe.

Axo je F : M — RY ynarame muorocrpykocta M y eyKIHACKH IPOC-
rop (rj. ako je M peasu3oBaHa Kao LOBPLL y EYKJIUICKOM IIPOCTODY),
mMerpuka F™*(-,-) ce Ha3WBa jOII U NPEOM K6adPamHOM HOPMOM TIOBPIITHA
M.

Bagarak: Hahu jerHadniy TaHTeHTHE PaBHE MOBPIIH 12422y —1y% +22 =
7y rauku (1, —1,3) u jeqHauuny npaBe OpPTOrOHAJIHE HA IIOBPII Y TOj Ta-
YKH.

Bamarak: Hahu cee Tpojke (a,b, ) 3a Koje cy cdepe

(r—a)’+y—0>+(z—c)?=1 u 2> +y*+22=1

MehycobHO opToroHaJue.
3agarak: Hahu A € R Tako ga cy y cBakoj Tauku mnpeceka cdepa

(x—=MN?+9y2+22=3 u 22 +(@y—-12+22=1
IbUXOBE TAHTEHTHE PaBHU Mel)ycoOHO OpTOTOHATHE.
Sagarak: Hahu tauky kpuBe y = €* y K0joj je MOIyNpeIHUK KPUBHHE
(Bumern (154) Ha cTp. 92) HajMawmu.
3amarak: /lara je KpuBa

o |
x :/ cos (=mt?)dt, y z/ sin (= t?) dt.
0 2 0 2

Haliu xpuBuny k kao dyukuumjy nyzxube jayka mepere oz tadke (0,0) na
KPUBOj.

3anarak: /larajekpuBax =t,y =1, 2 = %tg’/g. Hahwu jeqnaunny paBau
Koja mpoJias3u Kpo3 tadky (1,1,2/3) u oproroHasiHa je Ha TAHTEHTY KpUBe
y TOj Ta9KH.

Bagarak: Hahu jennaguny HopMasiHe u OCKysiaropHe paBHU Kpuse r(t) =
t + t2j + t3k y mauxu (1,1,1) (Bumern (154) ma crp. 92).

3agarak: OapenuTn mom KOJUM YIJIOM Ce Ce CeKy KPUBE

(a) y? =4z, 22 =4y

(6) y =sinz, x = siny.
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TJIABA 3
NuaTerpaiuja

1. MaTerpanyja y eyKJNJICKOM IPOCTOPY
JlekapToB IPOXU3BOJ, L UHTEPBAJIA
J = [al,bﬂ X oo X [CLn,bn] C R™

Ha3UBa ce N—dumeH3uoHum Keadpom. berosa sanpemuna (i n—dumen-
3uona mepa) je 6poj

w(J) == [J (¥ = ay).
j=1

SampeMuHa n—IAMEH3UOHOT KBaIpa uMa ciaeaeha cBojcTa:
o pulaJ)=a"u(J)3a a > 0;
e ako cy J, Jy, ..., JJ, KBagpu TakBu 1a je J = Ule Ji, onna je p(J) <
it 1(Ji);
e axo cy J, Ji,...,Ji KBajgpu TakBu 1a je J = Ule J; n kBagpm J; He-
Majy 3ajeJHNYKUX YHYTPAllbUX Tadaka, ouaa je u(J) = Zle w(Jy).
IIpocmop nodeaa. Heka je J = [ay,b1] X -+ X [an,b,]. Heka cy nare
Hozese KOOPANHATHUX UHTEPBANa [a;,b;] (Bumeru (31) ma cTp. 56):

.0 1 kj _ o
aj =x; <z; <...<x; =b;

JlekapToBy MPOU3BOIN MHTEPBAIA TUX IOIENA AePUHAITY Oy KBaapa
J na mame kBajgpe. Tauke x§ Ha3WBAMO TOOJCOHUM Maukama iogene P.
[Monena P; je ¢hunuja ox momene P, ako cy CBe mojeoHe Tadke momene P
HCTOBPEMEHO U TMOJIeoHe Tadke mojesne Py. Ako cy P, u P, npou3sBosbHe
rozene, nogaena A00njeHa o0jeInbaBamheM CBUX IUXOBUX MOJIEOHNX Tada-
Ka je ¢punuja ox momena Py u Ps.

Heka je P nogpena kBagpa J. Ilapamemap nodese P, ca o3HakoM
A(P), je MakcMMaJIHM IujamMeTap KBajapa mozese. JIpyruM pedmma, ako
je J = J1 U--- U J, nomemra KBaJipa HAa Mame KBaJpe Ca JIUCjyHKTHUM
VHYTPAIHOCTUMA, OHJIA je

A(P) := max {diam (J;) | 1 <14 < k}.
Axo je y cBakom kBazipy nogzese J; uzabpauna tadka ¢;, uap (P, ¢), rue
je €= (c1,...,C) HABUBAMO NOJEAOM €O YOUECHUM MAUKAIMA.
Ckym cBux momesa KBaapa J ca youeHuM Tagkama o3Hadnhemo ca P.

Ha wemy nedunumemo dunrep F; nHa ciaenehu nauma: X € Fj ako u
caMo axo 3a Heko d > 0 Baxknu

AP)<d = PeX.

267



3)

3. UHTETPAIINJA

Pumaros unmeepas. Hexa je mara dbyskumja f : J — C nedunncana uHa
n—auMen3uonom kBaapy J C R™. ®yukimja

k
Bp:Py s C Bp(PE) =Y flen(Ty),
i=1

cBakoj nouenu P ca youenum raukama (i, ..., Ck) UPUAPYKYje KOMILIEK-
can 6poj.

Kaxemo ma je dbyukmumja f uwmeepabuana no Pumany ako mocroju
anMec dynakmmje ® ¢ mo dbuarepy Fy. Kommmexcan 6poj

/Jf(:v) dx = li}_rrJNI)f

HaszuBamMo Pumarnosum unmezpasom byukimje f o kBaapy J. Ako xe-
JIUMO Yy JIa O3HAIM WHTETPAJIA HABEIEMO W JUMEH3W]y 7 JOMEHA, YMECTO
J; f(z) dz numenmo

/"'/f(xh--.,xn)dxl...dxn.
N

Sagarak: /lokazaru na je pecrpukija PuManoBor mHTerpata Ha CKYyIl
C.(R™) menpekunux peansnux GpyHkimja Ha R™ ca KOMIAKTHUM HOCAYEM
cnenujanan ciaydaj Pajgonosor unrerpana (342) uwa crp. 170. [Iperusuuje:
JI0OKa3aTH J1a je ca

[:C.R") SR, I(f) ::/Jf(x)dx,

rae je J mpom3BOJbHEM KBaJAp KOjU Caap:ku HOcad dyHKmmje f, mo06po
nedunancan jeman Pagonos maTErpast.

Bagarak: Jlokaszaru na je kommsekcua dyskiuja f : J — C uarerpa-
6unna mo Pumany ako m camo ako cy nuterpabmine Re f n Im f n qa tana
BaXKu

/Jf(x)d:n:/]Ref(x)dx+i/]1mf(x)dx,

qUMe Ce WHTerparuja KOMILIEKCHIX (DYHKIIA]a CBOAU HA WHTErPAIU]y pe-
AJTHUX.

Axo je dyukmmja f : J — C umnrerpabunna mo Pumany, onma je oHa
OTpaHUYEHA.

Hokas: Heka je (P, ¢) nogena ksaapa J u Heka je f HeorpaHuveHa y
kBaapy J; e nouese. Heka je (P, ) nogesna koja ce pasiukyje 0J Loese
(P, ¢) camo y m3bopy youeHe tauke y KBaapy J;. JIpyrum peumma, ako je
c= (Cl, o3 Ci—1,Ciy Cig 1y e ,Ck) OHJlaje U= (Cl, ey Ci—1, V5, Cig 1y - - e ,Ck).
Taga je

@7 (P,¢) — 5 (P,7)| = |f(ci) = f(vi)| (i)
Ako dukcupamo Taduky ¢; U Bapupamo v;, JECHy CTPaHy OBE jeJHAKOCTH
MOXKEMO Ja HaIlpaBUMO MPOU3BOJHHO BEJWKOM, TOMmTO je dbyHKIHja f
HEOTpaHWYeHa HA KBaAPY J;. Mehyrum, 1o mporuspeun Kormjesom ycio-
BY ersucTreHnuje aumMeca o guarepy F, mo Kome Ou JieBa CTpaHa MOIJa
Jla Ce HAIPABU IPOU3BOJbHO MasoM ((32) na crp. 57).
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TI'oprou u dorwu apbyos unmeepan. Hexa je f : J — R orpanuuena
dyuknuja nedurMCcana HA N—auMeH3uoHOM KBaapy J. Heka je P mozmena
kBaapa J u vHeka cy Ji, ..., Ji kBagpu nozere. Heka je

m; = inf{f(x) |z € J;}, M;:=sup{f(z)|ze€ J;}.
Lowa u zopra apbyosa cyma dyukimje f koje oarosapajy mogenu P cy
BeJINYNHE
k k
s(f;P) =Y mip(Ji),  S(f;P) =Y Miu(J).
i=1 i=1
Kao u y cayuajy JdapOyosux cyma (yHKIHje jegHe MPOMEHbUBE, aKo je
nomena Py ¢unruja ox mogeme P, omma je
s(f; P2) < s(f; 1) < S(f; P1) < S(f; Pa).
Oparie ciaenn ma 3a TPOW3BOJbHE ABE momene Py, P, Baxkn
s(f; Pr) < S(f; P2),

jep je momena P nobujena objequibaBambeM MOMEOHNX Tadaka mogena P u
P, dbunnja on P; u P, ma je

s(f;P1) < s(f; P) < S(f; P) < S(f; Pa).

Toproum u dorwum apbyosum urmezparom orpanudere pyHknuje f
Ha3UBajy Ce BeJIUYnHE

/Jf(x)dx = ir}ng(f;P), /Jf(ac)dx = sgps(f;P).

W3 nperxomue HEejeHAKOCTH 34 A0me u ropme Japbyose cyme ciemn

/J f()do < /Jf(w) da.

@yukiuja f: J — R je uarerpabunna no Pumany ako u camo ako je

/Jf(x) dx /Jf(x) dx
/Jf(:z:) das/Jf(x) dar/Jf(x)dx.

Hoxkas: (=) IpermocraBumo ga je f wnaTerpabunna mo Pumany, Tj.
JTa TIOCTOj! JIIMeC

Taga je

I:=1lim®;
Fi
kao y (3). Heka je € > 0. Taza nocroju > 0 TakBo ja 3a A\(P) < § Baxu
I—% < ®;(P,0) <I+g.

U3 (6) ciequ ma je f orpanuvena, ma NPEJacKOM Ha CYIPEMyM IO C y
JIECHO] HejeJHAKOCTH U Ha MH(UMYM 10 €y JIeBOj 100ujamo

[—S <s(fiP)SS(fiP)<T+5.



3. UHTETPAIINJA

[Iommro je

()< [fwie< [ f)ae < s

ojaTie ciieau

/Jf(x) dx —/Jf(:v) dr < e.

[Iomro je € > 0 mpou3BOJBbHO, O/IATIIE CAEAN JOKA3 MPBE UMILIUKAIIH]E.
(<) IIpernocrasumo na je

/Jf(ac)dm :/Jf(x) de =1.

Heka je € > 0. Taga nocroju nonena Py kBazapa J, raksa 1a je

s(fiPo) > 1~ <.
Heka je G ckyn tadaka kBagpa J Koje He Jiexke y yHyTPAIlbOCTA HEKOD
kBazapa mojene Py. Ckynm G je KOMIakTaH W yHUja CKYTTOBA TTO3UTHBHE
KOILI/IMGHBI/Ije. HOH_ITO Ce CBaKM KOMITAKTaH TOACKYI XUTIEPPAaBHU HaJIa3W
y KBaJIpy MPOU3BO/FHO Majie 3ampeMuHe, moctoju d > 0 ca 0cOOMHOM 11
je 3a cBaky nozesy P rakBy na je A(P) < ¢ 30up 3ampemMuHa KBajapa Te
moJiesie KOju HUCY JUCjyHKTHU ca G Mamu O €.
Heka je P mpomsBossHa mojena ca A(P) < § m Heka je P; momena
nobujena 0bjenumbaBABEM TIOEOHNX Tadaka mojaena Py u P. Tana je

IT—e<s(f;Py) <s(f; ) <.

Cpenma HejeIHAKOCT Cledu U3 4YUIbeHHIEe Ja je nozaesaa P dunuja o
nonese Py. Ceu cabupum y s(f; P1) u s(f; P) xoju onrosapajy KaapuMa
KOju ce He cexy ca (G Cy 3ajeIHWYKH, 1A je

s(f; P) = s(f; P1)| < 2| fllce-

Oparae nobujamo sna 3a csaky nogeny P ca A(P) < § Baxu
I =2 flloe +1)e < s(f; P).

Cnuuna mejennakocr Baxku 3a S(f; P). Jloka3 rBphema caja cienu u3
S(fiP) < 04(P.3) < S(f; P).

3amarak: /lokazaru ga je
[1@dr=tmsriP) w [ @ de =t ).

NsBectu omarie moka3 Tephemba (8) npumenom Teopeme o Tpu jmmeca.
13 (6) u (8) caenu na je dyuxuuja f : J — R unrerpabusina ako u camo
aKO Cy HCIyIbeHa caeaeha aBa ycaoBa:

e f je orpaHuveHa;

e 3a cBako ¢ > 0 mocroju mozena P, rakea na je S(f; P) — s(f; P) < e.
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Crynosu mepe wyaa. Tlomckyn A C R™ je ckyn Jlebezose mepe Hyaa ako
3a cBako € > () mocroju npebpojusa dpamunuja n—IUMEH3UOHUX KBAIAPa
J; C R™ rakBa ma je

ACUJi " ZM(J’L')<6~
=1 =1

Hanomenumo ma cmo y (256) ma crp. 125 Bugenu kako ce, nomohy Kom-
ILUTeTUPAaha, KOHCTpywuiie Jleberos nuTerpas HyHKIHje jesHe TPOMEeHbUBE
(ra KoHCTpYKUHUja ce 6e3 MKAKBUX W3MEHA [IPEHOCH Ha Ciaydaj DyHKIuja
Bule npomensbuBux). Taja cMo pekiu Ja je cKyn A MepsbuB y OQHOCY Ha
uHaTerpaj I ako je \eroBa KapaKTEePUCTUUIHA, (DYHKIN]A X 4 WHTErpaOUIHA,
(Tj. mamasu ce y gomeny I) u merosa mepa je

m(A) :=1(xa).

Mozke na ce mokazxe (aup. dopMupamem onaajyher Hu3a KBaJapa u Ipu-
MeHOM TBphema 0 MonoToHO] Kouseprenuuju (E3) y (271) uwa 132 crpanu)
na je nedununmja ckyma Jleberose mMepe Hysa KOjy CMO OBJie JIajIl €KBH-
BasientHa ca m(A) = 0, rae je m mepa ussenena us Jleberosor unrerpana
1.
Konauan ckyn mma JleberoBy mepy mysna. Ako ckynm A wMma HempasHy
YHYTDAIIHOCT, OH/Ia OH Huje cKy JlebGerose mepe Hysa (mokaszaru!).
[IpebpojuBa yuuja ckymosa JleGerose mepe mysia je ckym Jleberose mepe
HYyJIA.

Jlokas: Heka cy A ckymoBu mepe Hyna. Tama 3a cBako k mocToju
npebpojuBa damuanja KBaIapa Ji’C TaKBa Ja je

o0 o0 €

AvcJJE om D oulah) < o

i=1 i=1

. k . .
DQamunuja A} i ken Je Ipebpojusa u Baxu

OAkC G JF m i M(Jlk)<i2%:a
k=1 ik=1 ik=1 k=1

OJlaKJjIe CJIeIu A je UZ:1 Ay ckym Jleberose mepe HyJia.

Hexka je U orBopen noackym y R, A C U ckyn Jleberose mepe Hymna u
f:U — V mudeomopduzam kmace C'. N3 Teopeme 0 Cpeamoj BPeTHOCTH
caenu 1a je f(A) ckyn JlebGerose mepe Hysa.

Wmajyhu y Buny (13) u uumenuily Ja je MHOIOCTPYKOCT IIAPAKOMIIAKTAH
npoctop (ma Moxke J1a ce MOKpHje MpebpojuBoM (haMUIMjOM KOODIUHAT-
HUX Kaparta), qebunuimjy ckymna JleGerose Mepe Hy/1a MOXKEMO J1a MPOIITH-
puMO Ha ryiaTKe MHOrocTpykocTu. Kazxkemo 1a je momckyn A C M riarke
n—auMen3uone muOrcrpykoctu M Jleberose mepe Hysia ako je 3a CBaKky
koopaunarHy kapry (U, ¢) ckyu (A NU) JleGerose mepe nyna y R™.
U3 (14) caeau na oBa pedununuja He 3aBucu o u360pa KOOPAUHATHUX
Kapara.

Heka cy M u N raarke muOrocrpykoctu u f : M — N mpecimkaBarmbe
kmace Cl. Axo je dim M < dim N, ouna je f(M) ckyn JleGerose mepe
HYyJIA.
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3. UHTETPAIINJA

Hoka3: 36or (13) 1 mapakOMIaKTHOCTHU, JOBOJHHO j€ JO0KA3aTH TBP-
heme 3a cmyuaj kaga je M = B™ jgonra mumensuje m u N = R”, e je
m < n. Ilomrro je

B™ C [—a,a] x -+ X [—a,a]

3a Heko a > 0, mocroju koncranTa C; > (0, TakBa ga 3a cBako k € N
ckyn B™ moxke ma ce moxpuje ca C1k" komkm @); cTpaHmIlE % N3 Teo-
peMe O Cpefoj BPeIHOCTH clenn na je cauka f(();) CBake O THX KOIKH
caJprkaHa y Kouku R; aujamerpa Marber oj C’2||Df||00%, 3a HEeKy KOH-

crauty Co. Onarie cienyu ja je yKyliHa 3ampeMuHa Kouku [2; mama o

CE™||IDfI%
kn

3a Heky kouctauty C > 0. 360r m < m MOCAEIHU W3Pa3 TEKU HYIU KaJ
k — oo, mrro 3uaun ma f(M) MoKe [ja ce TOKpHUje KOIKama MPOU3BOHHO
MaJie YKyIIHE 3alpeMuHe.
Tephemwe (16) je cueuujanuu ciayuaj Capdose meopeme: Heka cy M, N
rinarke maorocrpykocru dimM = m, dimN = n, u Heka je f : M —
N npecnvkaBame kiace C” 3a Heko r > max{0,m — n}. Tana je ckym
currynapaux speanocta ((10) wa crp. 248) ckyn JleGerose Mepe Hyna y
N. Ckyn peryjapHux BpegHoOCTH je rycT y N.

Cuernujanno, CKyT CHHTYJIapHUX BPEIHOCTH MpecIuKaBama kirace C'™°
je ckyn JleberoBe mepe HyJia, a CKyIl HErOBHX PEryJIapuX BPETHOCTH je
rycr, 6e3 ob3upa Ha auMensuje muorocrpykoctu M u N.

Jloka3 oBe TeopeMe M30CTaB/haMoO. HamomMeHWMO caMo Ja Cy pery-
napue Bpeanoctu, no gedununuju (10) Ha crp. 248, cee rauke y N Koje
HUCY CJIMKE CHHTYJapHUX Tadaka, gakie u tauke uz N \ f(M) koje nucy
ciauke Hujenne tadke. llomro je, y caydajy m < m cBaka TadkKa MHO-
rocrpykocru M cunrysapua, repheme (16) je cuenujannu caydaj Capuose
TeopeMe.

YumeHnIa 14 je CKyI CHHTYJApHUX BpemHOCTH CKym Jleberose mepe
HyJIa, & CKYIl peryJapHuX BPEIHOCTH TYCT je 3Ha4YajHa u u3 cjemeher pa-
zmora: ako je f : M — N rmarko mpecimKaBaibe, OHIA je, 3a CKOPO CBe
y € N ckyn f~'(y) mnm mpasaH, Wim raaTKa IOAMHOTOCTPYKOCT y M
(Bugeru (10) ma crp. 248).

Jebezosa meopema o unmeepabusrocmu. Orpanyena dyuknuja f:J —
C na kBazpy J je nnrerpabuiina o Pumany ako u camo ako je CKyIl IeHUX
npekuga ckyn Jleberose mepe Hyta.

Hoxka3: JloBosbHO je mokaszaru TBpheme 3a peanne gyukumje f: J —
R. Ha ocuosy (25) na crp. 54 tpeba sa jokaxemo na je dynkuuja f
WHTErpabuiHa aKO W CaMO aKoO je

A={zeJ|w(x;f)>0}

~ k’ﬂl—n.

ckym Jleberose mepe Hyuia.
(<) IpernocraBumo aa je f unrerpabunna dyukiuja. Cxkyn A mo-
2KEMO /1 [IPEJICTABUMO KAO yHUjy

A= GAn,

n=1
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rae je A, = {z € J |w(f,z) > 1}. U3(13) carenn 1a je noBomHO soKa3aTH
Ja je cBaku on ckynosa A, JleGerose mepe Hyma.
IMocmarpajmo ckyn A,,. Heka je ¢ > 0. Ilomwro je f unrerpabumna,
u3 (10) cneam ma mocroju momesna P kBasgpa J TakBa J1a je
S(f,P) = s(f,P) < —.
no

Heka cy J; kBaapu nonene P u Heka je
K:={keN|J,NA,, #0}

V3 o3Hake
My, = sup f(x), my = inf f(x),
z€Jy z€Jk
3a k € K Baxu )
My, —mp > —,
1o

OJIaKJIe CJIeIn

LS ) < 32 (M — mi(i) < S P) = s(£.P) < —.

"0 jek keK Mo
Onarie mobujamo
Z w(Jg) < e.
keK
ITomro kBagpu {Ji}rex mokpusajy ckyn V. = A,  \ T, rae je T cryn
tagaka u3 A,, Koje cy pyOHe Tauke KBaJgapa mojeie P, u3 mocienme
HejennakocTu ciaeau ga je V' ockyn Jleberose mepe myna. Ilomro je m T
ckyn Jleberose mepe myna, crenu ga je u A,, = V UT ckyn Jleberose
Mepe HyJIa.
(=) HpernocraBumo ga je A ckyn Jleberose mepe nyma. Y (100) na
CTp. 73 CMO BUJEIH J1a je CKyI
€
= > -
A={rello@ )2 o)
3aTBOPEH, JIAKJI€ W KOMIAKTAaH, MOJICKYT KBaIpa J.
U3 A, C A cnenn na je A. ckyn Jleberose mepe Hysma. 3600 KOMITAK-

THOCTH TOCTOju KoHadHA (bamumuja Ji, ..., Jp KBamapa taksa aa je
€
IMomro je 3a t € J \ Ule(Ji)
€
2u(J)

3a cBako t € J \ Ule J; mocroju xBamap I; Takas na je t € Iy m

sup f(z) — inf f(z) <

_c
x€ly 2”(‘])

[Mowro je ckym J '\ Ule J; 3aTBOpEH MOACKYI KBaJjpa J, U3 mOKpuBarmba
k
J=A{L|teJ\|JJ}
i=1

MOZKEMO JIa U3/BOJUMO KOHAYHO HOTHOKpuUBamwe Iy, ..., I; .

T
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3. UHTETPAIINJA

Hexka je P monmena kBajipa J TakBa /la CBaKW KBaJap

le'--7Jk7 It17"'7It

r

MOXKE JIa Ce IIPEJCTaBH Kao YHHja KBaJapa Te MOee.
Pazupajajyhiu cymy S(f, P)—s(f, P) = >_(M;—m;)u(J;) na use cyme,
OJl KOJUX IpBa Ojiropapa KsaJpuma J; a apyra Kpajpuma I;,, IpuMenom
£ g

Hejennakoctn pu(Jy) + -+ + u(Jy) < M= ¥ Supy, f—inf;, f < STIE))
Jobujamo

S(f,P)—s(f,P) <e.
Oparae u u3 (10) caenu ja je dyunkuuja f unrerpabusna 1o Pumany.
Heka je A C R"™ orpanuveH MOACKYI W X4 FHErOBa KAPAKTEPUCTUYIHA,
byrknyja,
1, reA
0, rd A
Ckyn npekuna dysaknuje x4 je pyd 0A ckyma A. U3 JleGerose Teo-
peme (18) caenu ja je dyHKUHUja X 4 UHTErPAOUIHA AKO U CaMO ako je OA

ckyn JleberoBe mMepe Hysma. Y TOM cay4ajy, KaxKeMmo 1a je ckyn A mepapus
y XKopdanosom cmucay (unm mepwus no 2Kopdany), a BeTuauny

u(A) = [ xata)da,

xa(z) =

rie je J npousBosbHU KBaJap Koju caapxku ckyu A, Hasupamo XKopdaro-
6om mepom ckyna A. I3 nedununuje narerpana cieau 1a je 2Kopmanosa
Mepa KBaJIpa HEroBa 3ampeMuHa, ma 3aro 3a 2KopmaHoBy mepy ymorpe-
6JpABAMO MCTU CUMOOJ [i KOJU CMO KOPUCTUIU 33 3alPEMUHY KBajpa.
Bagarak: Heka je A C R™ orpanuuen ckyun. Jokazaru na je pu(A) =0
aKO M CaMO aKO 3a CBAaKO £ > () mocToju KoHa4YaH CKyl KBagapa Ji, ..., Jg
TaKaB Ja je

JU---UJy DA m M(J1)+"'+M(Jk)<€.

Oparre crean ma je (orpammaent) ckyn 2Kopaanose Mepe Hyaa ckyT JleGe-
rOBE Mepe HyJIa.

Bagarak: [Tokazatu na je A = [0,1] N Q ckyn JlebGerose mMepe Hyina,
a 1a Huje MepbuB y 2KOPIaHOBOM CMECITY.
3agarak: Heka je f: J — C unrerpabuina GyHKIMja 1 HEKa je

{zeJ|f(x)#0}

ckyn JleGerope mepe myna. [okaszaru aa je raga [ J f(z)dx = 0. Kao
TTOCJIEINILY, M3BECTH 3aKJbY9IaK Ja BPEIHOCT MHTEerpaJa (PyHKIHje He 3a-
BUCH O]l TIOHAIama Te GyHKIHje HA CKyIy Jleberose mepe HyIIa.

13, necduruujy 2KopaaHoBe Mepe HEOTDAHHYEHOT CKyIla MOTpebaH HAM je HECBOjCTBEHH

uarerpaa. Hmp, 3a n = 1, Tj. 3a caydaj peasHe npase, JaKO je BUACTH 43 HEOIDAHWIEHH MOACKYIL
Z uma 2KopaaHoBy Mepy HyJa y R — To je mocjeuna YHE-EHHIE 13 BPeJHOCT (HECBOjCTBEHOT)
PuMaHOBOr MHTErpaJia He 3aBUCH O] BPETHOCTH HOUHTErPAJIHE (PYHKIU]e y M30/I0BAHUM TAYKAMa.
3a cay4aj n > 1 Bugeru (36) Ha 278. cTpaHH.
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HUnmeepayuja no cxyny. Heka je A C R™ orpanuven CKym MepJbUB IO
Koppany. ®@yuknuja f: A — C je unmezpabuina no Pumany wa cxyny
A ako je dpyHKImja

f(x), zeA

(fxa)(x) = {O vd A

UHTErpabujIHa Ha HEKOM (€KBUBAJIEHTHO: CBAKOM) KBaapy J D A. Bemu-

o [ r@de = [ (@ s

Ha3WBa ce Pumanosum unmeepasom Pynryuje f no cxyny A.

Ckyn npekuna byHKIHje fy4 TOICKYI yHHUjE CKyma mpekuaa GpyH-
kiuje f Ha A u pyba dA. Tlomro je A mepsbus no ZKopmany, na je A ckyn
JleGerose mepe nyuaa, uz Jleberose reopeme (18) cienu aa je dynkuuja f
nHTerpabuina Ha A aKO W camMo akKo je ckymn mpekuga pynkmnuje f wa A
ckyn Jleberose mepe HyI1a.

Jluneaprocm umnmezpana. Axo cy dyskimje f : A > Cug: A - C
uHTerpabuine no Pumany #a ckyny A koju je mepssus y 2KopaaHoBoM
cvucay u o, 5 € C, onya je u dynkiuja o f + 59 uarerpabuinna no Pumany

[ (@t + otz = o [ f@yde+5 [ gta)ds

Hokaz: Ckyn upekuja dyuknuje af + Sg je noickyn yHuje ckyia
npekuga ¢yukja f u g, ma uaTerpabunnoct dyuknuje of + Bg caemn
u3 Jleberose Teopeme o maTerpadbusnocTu. Axo je J KBajgap KOju caapiKu
ckyn A, 3a cBaky mweroBy nozeiy (P, ¢) ca youeHUM Tadukama BazKu

PofxatBoxa (P,c) = a®py (P,¢) + BPgx (P, ¢).

IToce nmpenacka Ha limr, 1o6ujaMO JTUHEAPHOCT UHTETPAJIA.
Axo je ckyn A mepmus mo ZKopmawy n f,g : A — R wumTerpabuine
dyuxmmje Takse 1a je f < g, oHma je

/A flz)dz < /A 9() da.

Hoxkaz: U3 f < g cmemn fxa < gxa, ma 3a nogeny P xkBaapa xoju
caupxku A Baxu s(fyxa; P) < s(gxa; P). Hejeqnakocr unrerpasa ce 1o-
Ouja mpesackoM Ha CYIPEMYM.

Teopema o cpedrvoj epednocmu 3a unmezpane. Axo je A C R™ mosesan
ckym, f: A — R nnrerpabuina GyHKIMja Koja 33/10BO/HABA

m< f(x) <M 3acsexzc A

ug: A— [0,+00[ nenerarusua maTerpabunna Gynkmja, u3 (24) cueam

/ dm</f dm<M/

Axo je mpu Tome f mempekmzHa, OHIA mMocTOju £ € A 3a KOje BaXKM

| t@gtada = 1) [ atwaa.



3. MHTETPATIIIA
Crenumjanuo, 3a g = 1 mobujamo

< /A f() de < Mu(4),

OJIHOCHO, aKO je f HempekIuHa,

/ f(x)dz = F(€)u(A)
A

3a "Heko & € A.
(26) Hejednarocm mpoyeaa 3a unmezpase. Ao je ckyn A mepspus mo 2Kop-
nany u dyskuuja f : A — C unrerpabunna no Pumany, onza je u |f] :

A — R unrerpabuina u
< [ 1@ aa.
A

/Af(a:) dx

Hokaz: Ckyu npekuga dyukuuje | f| je nogckyn ckyna nupekuua dyu-
kuuje f, ma u3 Jleberope Teopeme O WHTErpabWIIHOCTH caemn 1a je |f|
uaTerpabuana. TpakeHa HEjeTHAKOCT CJIEIN U3 HEjeTHAKOCTH TPOYTJIa
3a cyme u (3).

(27) Adumuenocm no cxyny unmeezpayuje. Heka cy A u B IUCjyHKTHU CKYIIO-
Bu, MepsbuBu y 2KopaanoBom cmuciy. Ako je dyskmuja f : AUB — C
unrerpabunaa no Pumany, ouna cy u pecrpuxumje f|4 u f|p mHTErpa-
ounne o Pumany u Baxku

AUBf(x)dx:/Af(x)dH/Bf(z)dx

Hokaz: Narerpabuinoct pecrpukimja ciaeau u3 Jleberose reopeme o
UHTErpabUIHOCTH, 8 TPAYKEHA jeTHAKOCT U3 fxauB = fXxa + fxB 1 (23).
(28) Dybunujesa meopema. Hexa je I n—pumensuonu u J m—IuMEH3UOHU
kBamap u f : I x J — R dyuknuja narerpadbmana mo Pumany. Tanma

cy u QpyHKIH]je

m/Jf(oc,y)dy " m/Jf(x,y)dy

naTerpabuiiae nmo Pumany u Baxku

B () e (o

Cnnano, dyuknje
y /f(fﬂvy)dl‘ woy /f(a%y)d%‘
JIL I
cy uHTerpabuine no Pumany u Baxku

g () ey = /, (/,f(W) dx) dy = /J </If(x,y) da:) dy.

Jokaz: JlokazaheMmo mpBy jegHAKOCT, OCTaje ce T0Ka3yjy Ha WCTH
nauna. Heka cy P;r m Pj; nomene kBamapa I n J m meka je P momena
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kBagpa I x J xojy caummasajy llekapToBu mpom3BOAHM KBaJapa IMOAesa
Pr u P;. U3 nedpunnnmje 3anmpeMute KBaapa, CJIEIH

ply x i) = p(ly) - p(J0),

TJie CMO MCTOM O3HAKOM [ O3HAYWIN k—INMeH3WOoHY, [-nmumensnony n (k+
l)—mumensuony 3anpeMuny. Kopucrelin oBy jeaHakocT u HejeIHAKOCT

inf f < inf f(z 3a cBex € [
IkXJlfiyEJlf( ay) k>

Jobujamo

s(f:P) = inf fu(l x Jp)
PR

= Zk: (Zligfjl fu(Jz)) (1)

l
<3t (3 it sl ) ) nlr)
k l
< ; inf /Jf(wyy) dy p(I,).

xz€Jy

IMocaenmun n3pas je goma Jdapbyora cyma s(1; Pr) 3a dbyHKImMjy
vla) = [ Sy dy
Jr

Crmano ce sokasyje ja je
S(f;P) > S(¢; Pr)
3a ynxuujy
@) = [ ey
Tomro je ¥ < ¢, muamo
s(f; P) < s(v; Pr) < s(¢; Pr) < S(¢; Pr) < S(f; P).

[Tomro je f warerpabuisina, 3a cBako € > 0 momesna P Moxe na ce m3a-
6epe Tako na Oyne S(f; P) — s(f; P) < e. Ognawie ciaenu na cy u ¢ u ¢
uHTErpabu/iHe ¥ 13 BayKU TPAYKEHA JeTHAKOCT.

Axo cy, y3 ocrase npermnocragke Oybunujese Teopeme, PyHKIH]jE

y = f(z,y)

nHTerpabmine mo PuMmany 3a cBako x, OHIA je

[ twpdaty = [ ( | fa) dy) dr.

OybunmjeBa TEOpPEMA Ce y OBOM OOJMKY HA, OYUIJIETAH HAYHH YOIIITABA
Ha Gyakmnyje ca speagnoctuma y C.

3aparak: U3sectu noka3z PybOunujeBe Teopeme 3a Henpekuaae GhyHKIH]je
npumenom Crou—Bajepiirpacose Teopeme (Buzgeru crp. 154) u KOHCTPYK-
uuje (345) ma crp. 171.
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3. UHTETPAIINJA

Hexka je A C R™ orpanmden cKym u
S={(zy) € AxR|a(x) <y <bz)}.

Axo je ckyn S mepsbuB y ZKopmanoBom cmucay, a dysknuja f : S — C
unTerpabuiiHa Ha S, oHJa je

Lﬂawmwzﬁ(LﬁVmw@)m

Hoxka3z: Heka je
T AXR =R, w(z,y)==
npojekija u S, := 7 1(x) NS. Tana je

xs(z,y) = xalz) - xs. (),
na Jioka3 cuaeau u3 gedpununuje uaTerpaia no ckyiy (22) u ®@ybunujese
TeopeMe.
Banarak: Heka je dymxumja f : [0,1] — C maTerpabunna nmo Pumamy.
JlokazaTu jeTHaKOCT

/01 ([f(t)dt) dx:/oltf(t)dt.

3agarak: V3MennTn nmopegak WHTErpaluje, a 3aTUM U3PATyHATH:
1 1 4 —4)/2 1 p2—
(@) [1y [adyde  (©) fy [V dady  (8) [y [75 Y7 aydady.

Hexa je y (31) A orsopen R" ™! ckyn u a, b nenpeknnne bynxmnuje. Tama
je ckyn S mepssuB y 2KopmanoBom cmucity u merosa 2Kopanosa mepa je

uwvz/;wm—awnin

Hoka3 osor tephemwa caenu u3 (31) 3a f = 1.

Crenujanuu cirydaj @ybunujese reopeme je Kasarujepujes npunyun: He-
ka je orpanmden ckymn S C R™ mepspus y 2KopmamoBom cmucay. Heka je
J KBaJap xoju caapxu S u Heka je J = Jy x I, tae je Jy xBagap y R? 1
a [ marepasn y R. Heka je

p:JoxI =R, plx,y)=y

upojeknuja u neka je S, = p~1(y) N S. Tana cy ckynosu S, Mep/busH y
ZKopaaHoBOM CMHCTY #
u(s) = [ us,) v
I
rae je pu(S) n-aumensnona ZKopaanona mepa ckyma S, a u(Sy) (n — 1)
qumensuona ZKopranosa Mepa CKymosa Sy, .
Hoxkas cienu u3 @ydbunujeBe Teopeme 3a f = xg U jeIHAKOCTH

xs(z,y) = xs, () - X1 (Y)-

Hecesojcmeenu unmeepaa. Heka je A C R™. ®amunuja mepspupux (1o
ZKopuany) ckynoBa Ay ce HA3UBA MOHOMOHUM TOKPUBAHbEM CKyla A aKO
je

A CApyp1 CAz3acek nu A= UAk.
k=1
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Heka je mara dynknuja f: A — C. Ako 3a CBAKO MOHOTOHO TIOKPH-
Bamwe Ay ckyma A mocroju jimMec

lerr;o /Ak f(z)dzx

KOjU He 3aBUCH OJI u300pa MOKpUBama Ay, OHIA HEroBy BPEIHOCT HA3HU-
BaMO HeEC80jcmeeHuM unmezparom Qyaknuje f mo ckymy A:

/f o= Jim [ fia)de

Tana kaxemo na [, f(x)dx Koneepzupa; y CynPOTHOM KaxKeMO 13 OBaj
uHTErpaj dueepaupa.

(37) Hedununumja (36) ce cBomu Ha nedbuHNUIM]y CBOjCTBEHOr PUMAHOBOT MH-
Terpajia y ciaydajy Ja je ckyn A mepspuB mo ZKopmany, a dyuknuja f
naTerpabmna. [Ipermusmuje, y ToM caydajy BaxKu

Jim p(A0) = u(4) n tim g de = IR

k—o0

Hokas: no npernocrapuy, A je mepsbus 1o 2Kopaany u, ClenujasiHo,
orpanuden. Pyb OA je ckyn Jleberose mepe Hysa, a [MOCTOjU YHUjA
OTBOpEHUX KBaJapa (o3uaummo je ca V) koja mokpuBa JA, Taksa Ja je
w(V) < e. Onarne caenu

p(AUV) < p(A) +pu(V) < u(A) +e.

Cnmano, 3a cBako k mocroju yuuja Vi OTBOpEHMX KBaJapa KOja MOKPUBA
DA, Taksa ma je u(Vy) < g/2*.

1(Ax U Vi) < p(Ak) + (Vi) < p(Ag) + 2%

Ckynosu V, Ay UV, AU Vs, ... ¢y, 10 KOHCTPYKIIUjU, OTBOPEHU U IIOKPU-
Bajy kommakTan ckyn A. Heka je

VA uVv; Ai,.UV;M 11 <9 < - < gy

G190

koHa4yHO moTnoKpuBame ckyna A. Tama u ckynosu V,V;,,...,V; A,
OKPHUBAjy CKyl A, na je

w(A) < p(A) < (V) + p(Viy) + -+ p(Vi,) + p(As,) < 28 + p(Aq),

OJIaKJIe CJIeTn

1(A) < lim p(Ay).
k—o0

IMomro w3 A C A cnenu 1a BaykKu W ODpHYTa HEjeJHAKOCT, OBUME je
JIOKa3aHa MPBa jeTHAKOCT TBphema.

Ia 6ucMo J10Ka3au ApYry jeJHAaKOCT, IPUMETHUMO HPBO 13 je [ uH-
TerpabujiHa Ha cBakoM off ckymoBa Ay (1o cienu u3 Jleberose Teopeme o
UHTErpabuaHOCTH U uHTerpaduanoctu dyuakuuje [ na A) u orpanudena

Ha A, ma je
‘/f )dx — flx dm—‘/ x)dx
Ag

Osunwme ce jemnaxkocT

S loon(AN Ag).
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CBOIM HA JIOKA3aHY jeTHAKOCT
lim p1(Ar) = u(A).
k—o0

3a dbyukunjy f : [a, 8= C jenne mpomensbuBe cMo, Kopucrefin cremnu-
duaHOCT peasiHe npase, AedUHNUCAIA HECBOjCTBEHU MHTErPAJI Ko

B b
dr:= i dx.
| t@ie = im [ g de
Hedununuja (36) ce ne ceodu na oBy nedununujy y ciaydajy n = 1. Ha
npumep, Heka je dynkmuja f : [0,+00[— R medwurmcana ma cnenehn
HaunH. Heka je ¢, un3 y R, TakaB ma je Y ¢, HEANcoAymuo Koweep-
menman pea. Heka je

flx)=¢, 3a xz€[n—1n[

Taga je

b &S]
li dx = -
Jm, [ fada=3e

MehyTtum, momro pes Y ¢, HEANCOJIyTHO KOHBEPIHpa, HA OCHOBY Pu-
manoBe Teopeme (Bumerw (181) ma crp. 103) cream na 3a TPOU3BOBHO
a € R nocroju nepmyTanuja Cq(,) HU3a C, TaKBa Ja PeJl KOHBEPrupa Ka
«. Heka je A MoHOTOHO HOKpUBamme unrepBaia [0, +oo[ qedunucano ca

Ay =[o(1) —1,0(1)], Ag = Aj_y Ulo(k) — 1,0(k)].

Taga je

k
f(x) de = Zco(j)v
k j=1
ma je

lim fl@)dz = a.
k—o0 A
k
11 j 2 f(x)d
OIITO je v TPOU3BOJHHO, MHTETPAJT fo f(x) dx He KOHBeprUpa y cMuUCIy
nedbununuje (36), MakKO KOHBEPrUpa y CMUCIY Y KOME ce 00U9IHO srepuHu-
1I1e KOHBEPreHIlnja nHTerpaia (pyHKIuje jeamne peanrHe IpOMeHbUBe.
Moxxkenmo ga medunuITEMO I0jaM KOHBEPreHIIHje BUIIECTPYKOT MHTE-
rpaja u Ha JAPYId HAYMH, CJIUYaH JAeDUHUIU]UA [JIABHE BPEIHOCTU HECBO-
jcrBenor unTerpasa GyHKIHUja jeaHe NTpoMeHbuBe (M HeKaza hie nam Garr
Tta gedwHUIMja OWTHU 3rOAHMja, HIp. TPH Pa3MATPamy HHTErpaia Ca
napamerpom y [naBu 4) — ako je xg € A cuneysapna mawka, Tj. Tauka
y OKOJIMHHU Koje je dyHKuuja f HeorpaHudeHa WK ,0ECKOHAYHO JajeKa
TadKa”, OH/IA MOXKEMO 13, AeprHUIIIeMO

/ f@)dz:= lim f(z)dzx
A e=0+ J A\ Blzo,e[
aKo je rg KOHaYHA TavIKa, OJHOCHO

/ f(z)dx := lim f(z)dx
A

4% JAnB[0;r]



(39)

(40)

(41)
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3a Cllydaj OECKOHAYHO Jajieke Tauke (Tj. Ciydaj HeorpaHudene objacTu
A). Kao mro cmo Bugenu, oBa neduHunuja Huje eKBUBajIeHTHA AeUHU-
uju (36).

Hecsojcmeenu unmezpas nenezamusHur pynrxyuje. Heka je f : A —
[0, +00[ HereraTuBHa dyHKIMja neduHncana Ha ckymy A C R™. Axko 3a
HEKO MOHOTOHO TOKpHuBame Ay ckyma A mocrtoju

I := lim f(z) dz,
k—o0 Ay
OHJIA Taj JIMMEC TIOCTOjH 3a CBAKO MOHOTOHO MOKPUBAE; IPYTUM PEUNMA,
ouna [, f(x)dxr xomseprupa.
Hokas: Heka je B,, npyro MoHOTOHO oKpuBame ckyna A. Taza je 3a
cBako k damunnja ckynoBa A N By, k =1,2,... MOHOTOHO MOKPUBAabHE
ckyna By,. 13 (37) cnean na je

/ f(z)dx = lim f(z)dx < lim flz)dx < 14.

Bm k— oo AkﬁBm k— oo Ak

[Mocnenme nBe HEjeqHAKOCTH Ciene u3 HeHeraruBHOCTH dynrumje f. U3
HCTOT PA3JIOTa CIEeIN O je Hu3 fB’ f(z) dz pacryhu, na nocroju

Ig = lim flx)de < 14.
m—0o0 Bm

Wszmenom ynora Ax u By nobujamo obpayty Hejemnakoct [4 < Ig, mro
3HAYN 2 fA f(z) dx xoumeprupa ka I4 = Ip.
Iopedberu npunyun. Heka cy f,g: A — [0, +0o[ Heneratusne bynkuuje,
rakse 12 je f(z) < g(r)3acse z € E.

e Axo [, g(z)dx xonseprupa, onma kouseprupa u [, f(x)dz.

e Axo [, f(x)dx auseprupa, onsa museprupa u [, g(z) du.

Hokas: Heka je Aj MOHOTOHO mokpubame ckyma A. Axo ng(x) dx

KOHBEprupa, OHJA je Hu3 fAk g(z) dx Kommjes, na u3

/Akm f(z)dx — N f(x)dx</Ak+m g(x)dx_/Akg(x)dx

clemu na je W Hu3 fAk f(z) dz Kowujes, wro 3ajenno ca (39) mokasyje
npso TBpheme. JIpyro TBpheme je KOHTPAIO3UIHja IPBOT.

Unrerpan [, f(z) dz xonseprupa y cuucay aedununuje (36) ako u camo
aKO OH arlCOJIyTHO KOHBEPTUPA; APYTAM PEUNMa,

/f(x) dr xouBeprupa < /|f(x)|dx KOHBEPrHUPA.
A A

Joxkas: JloBospHO je mokasaru TBpheme 3a peasine (pyHKIHje.
(<) Ilpermocrasumo ma [, |f(z)|de xonseprupa. Heka cy fi u f_
MMO3UTHBHU W HETATUBHU /€0 (pyHKIHje f, OMHOCHO

f(@) = max{f(z),0}, f-(z) = max{—f(z),0}.
Tazga je

fr(@) <[f(@)|, f-(x) < [f(2)],
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na u3 nopeadenor npunnuna (40) ciemu ga unrerpanu [, fi(z)dz Kou-
Beprupajy. A Taja KOHBEprupa u fA f(z)dx jep je
f(@) = f+(2) — f-(2).

(=) Osnaj cmep nousaauu cuenubugnocr aedbunuimje (36); cerumo
ce Ja OH He BaXKW 3a yobmduajeny meUHUIN]y KOHBEPTEeHIHje HHTErPaIa
bymukmyje jemxne npomensbuse. Ilpermocrasnmo ga [, |f(x)|dx nmsep-
rupa. Taja mocroju MOHOTOHO MOKpUBame Ay cKyma A, TakBo 1a je

lim |f(z)] dx = +o0.

k—o0 Ak

[Ipenasehn Ha nomuu3 Hu3a A aKO je HEOIXOIHO, MOXKEMO Ja IIpeT-
[IOCTABUMO 1A je

/ |f($)|dx>3/ |f(z)| dz + 2k.
Akt Ap
Tasma je
[ is@ldes2 [ is)deon
Ap+1\ Ak Ap

ITomro je | f(x)| = f+(x) + f-(z), onarae crean

/ f+(x)dx+/ f,(x)dx>2/ |f(z)| dx + 2E.
Ap+1\Ak Ak+1\ Ak Ak

[IpernocraBumo, HEe yMamyjyhu OMIITOCT, /13 IPBU HHTErPa HA JIECHO]
CTpaHu HUje Mamu O Apyror (Pe30HOBamE Koje cJeau OuIo 61 UCTo U 'y
obpuyTom ciaydajy). Tana je

/ fo(@) da >/ (@)l e+,
A1\ Ax Ap

OBa HejeJHAKOCT BaYKK U AKO MHTETPAJT HA JIEBOj CTPAHY 3aMEHUMO JIOFBOM
Hapb6yosom cymom dbyuknumje [, 3a T0BOBHO J00PY MOIETy HEKOT KBAIPa
KOju caupxu Apiq \ Ag:

> min(i) > / |f(z)|dz +k, m;:=inf f,
i Ak Ji
Heka je By yumja cBux KBamapa Te mozesie Ha kojuma je m; > 0. Taga je
(z)dx = f+(z)d:c>/ |f(z)|dx + k.
By By Ap
Cabupamem OBe HEjeTHAKOCTH W HEjETHAKOCTH
(@)=~ [ |f(a)|do

Jobujamo

/ fz)dz > k.
ARUBy

Onarne crequ na [ 4 f(x) dz nuseprupa. Tuwme je moKa3 3appiie.



(42)

(43)
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Bagarak: Kopucrehu (41) u nnejy u3 (38) mokaszaru aa je pex Y ¢, (vme
je ¢, Hu3 y R) ancosyrHO KOHBEPre€HTAaH aKO M CaMO aKO CBAKA HEroBa
nepMmyTanmja KoHBeprupa ka ucroj speguocru (rpheme koje cmo y (182)
Ha crp. 103 moKaszamw Ha IPYTH HAYWH).
Cmena npomennuee y unmezpaay. Heka je Dy C R™ orpanmden 0TBOpeH
MOJICKYIT U

¢ Dy — Dy = o(Dy)

mudeomopdmzam kaace Cl. Hexa je f : D, — C uaTerpabunna GyHKITja
ca koMmmakTHUM HOcadeMm supp f C D,. Tana je dynkiuja

(fop)-|det Do|: Dy — C, t f(p(t))|det Dp(t)],

rue je |det Dp(t)] anconyrha Bpeanoct Jakobujana, uHTerpabuiiHa U BaxKu

/D f(x)dz = i fop(t)|det Dp(t)| dt.

Hoxkaz: @yukumja f je mHTErpadWIHA, 1A j€ CKYN FHEHUX MPEKUIa
ckyn JlebGerose mepe Hyma, Ha OCHOBY Jleberose Teopeme o mHTErpabmI-
nocru. IlomTo je ¢ mucdeomopduzam kmace C1, u3 (14) cremm u 1a je
ckyn npekuna dyukmuje (f o ) - |det Dy| ckyn JleGerose mepe Hyna, na
je u oBa (bYHKIINja WHTErPAOWITHA.

Axko je n = 1 repheme Teopeme je TavuHO, Ha OCHOBY TPABUJIA CMEHE
MPOMEH/bUBE HWHTErpaia (GyHKIMje jeJHe MPOMEHTbUBE. 3aUCTa, Yy TOM
ciy4dajy je Jakobujan mudeomopdusma ¢ ckamapra GyHKuja ¢, a Teo-
peMa O CMEHU IMPOMEHJbUBE ce 00MYIHO (opMmyuiie 6e3 arcogayTHE BPe-
HOCTH, Y ODINKY

b el (b)

[t@de= " reun e
a v~ (a)

Anm, y ciygajy jeasne npomersbuse, audeomopdusam ¢ je Mmonorona GpyH-

kimja. Ako je oma pactyha, ancomxyTHa BpeIHOCT TPBOT W3BOAA j€ Hemo-

TpeGHa, jep je on mozutHBaH. AKo ¢ omasa, onja je ¢ (b) < ¢~ 1(a), na

W3MEHA, YJIOTa, TOWE W TOPIEe IPAHMIE WHTErpasa, 1aje

w7 (b)
/ foolt) o (t)dt = / foolt) o (t) dt,
p=1(a) [p=1(b),p~1(a)]

TAKO JIa MUHYC HCOPEJ WHTETPaa MOMHOXKEH ca HeraTuBHUM ¢ (t) maje
" (2)].

IIpernocrasumo cama ga je n > 1, a audeomopduszam ¢ TPOCT y
cvucay (89) Ha crp. 225, Tj. Ja Mema camo jeany Koopaunary. He ymarby-
jyhu ommroct (oxHOCHO, HyMepuInylin KoopauHaTe HA APYTU HAYUH aKO je
HOTPeBHO) MOZKEMO JIA IPETIIOCTABUMO JIA { MEHha CAMO N—TY KOODJIUHATY:

(p(tl, e ,tn) = (tl, e 7tn—17 Lpn(tl, - ,tn))
Tana je Jakobujea marpuna Dy nujaronanna, a Jakobujan je

Opn,
oz,
Cana w3 @ybunujese TeopeMe u ciydaja n = 1 ciaefau jga TBpheme Baxku
3a mpoct mudeomopduzam .

det Dy =
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Ako TBpheme 0 cMeHU mpoMeHJ/bUBE Baxku 3a nudeoMopdusMe ¢ u
1), OHJAa OHO BaxKu u 3a @ o 1. Crenujasno, OHO BaXKU 38 KOMIIO3UIH]Y
npoctux audeomopduzama.

IIpernocTraBnMo Ha Kpajy Ja je ¢ mpon3BosbaH anudeomopdu3am Kiace
Cl. U3 (89) wa crp. 225 cieam 1a OH MOYKe A0KAAHO 713 Ce HATTUIIe Kao
KOMTIO3UITHja TpocTuX. 10 3HAYM 13 3a CBaKy TAUKy a € Dy MOCTOju JIONTa,
Bla;d,| TakBa na je Ha woj audeoMopduzaM ¢ KOMIIO3UIHUjA IPOCTHX.
Hocau dyunkumje (f o @) - |[det Dy| je KoMunakTan u IOKPUBEH JIONTAMA
Bla; 6,/2[. Onatne cieqm na OH MOZKE 1A Ce OKPHUje KOHAYHOM (haMuiu-
jom montu Blay; 04, /2[,. .., Blay;da, /2. Heka je

6 = min{d,, /2,...,04,./2}.
Taza je cBakM CKyII AujaMeTpa Mamber o § CaaprKaH y HEKO] OJ JIOITH
Blay;dq,[,--.,Blar;d,, [ Heka je d pacrojame HOCawa dyuxmmje (f o ) -
|det Dp| no pyba obmactu Dy. U3 kOMIAKTHOCTH HOCA4a Cemu na je
d > 0. Heka je J kBamap koju canpsu ckyn D; u Heka je P = {Jy,...,Js}
nogziesia KBajapa J ca mapaMmerpoM
A(P) < min{4, d}.

Taga je

/D (o0 det Do ai =3 / (o)t et D)

I7e y MOCJIEI0j CYMU Y9eCTBYjy caMO KBaapu J; KOju mMajy Hermpas3aH
upecek ca nocauem byukuuje (foy)-|det Dp|. Ha cBakom oz mwux nudeo-
MopduzaMm ¢ je KOMIIO3UIUja IPOCTHUX, 1A HA CBAKOM OJ] IbUX BaXKHU TEO-
pemMa o0 CMEeHM MPOMEHJbHBE. 3aKJbydaK Ja OHA BaXKM HA IEJIOM CKYMy
caJia e U3 aJUTUBHOCTH IO CKyIly uHTerpanuje (27).

Teopema o cmenu npomensbube (43) Moxke na ce dbopMmysuine Ha je3uKy
mudepentmjananx popmu Ha ciegehn mauwa. Heka je

= f(z)dzy A ... ANdxy,

mudepentrjaraa n—dpopma y R™ ca KOMIAKTHUM HOCAYEM CAIPIKAHUM
y OIDAHUYEHOM OTBOPEHOM U nose3anom ckymy D, (tj. supp f C D).

Heduauimmmo
/ W= f(z)dz,
x D,

Heka je ¢ : Dy — D, nudeomopduzam. Y (119) na crp. 242 cmo Bujenu
12 je
o u=det Dy - .
U3 exkcunmuuraor uspasa p = f(z)dzy A - -+ Adx, caenu
o = f(p(t))det Dodty A --- Adty,.

Nwmajyhu y Buny oBaj 3anuc, Teopemy 0 cMenu npomensbuse (43) MoKeMO
Jla HAIMIIEMO y OOJIUKY

/ u:sign(detho)/ ©* .
D, Dy

[Ipumerumo na je sign(det Dy(z)) ucTu y cBakoj Tadyku x, HOIITO je ¢
mudeomopduszam u D, moBe3aH.
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Axko ckyn D, muje mose3an, oBa GOpMyJIalyja BaXKu y CBAKOj FHETOBO]
KOMITOHEHTH MTOBE3AHOCTH, AU 3HAK UCIIPE]] HHTErpaja Ha JIECHOj CTPpAHM
HE MOpa /1a Oy/ie UCTH Yy CBUM KOMIIOHEHTAMA.

(45) U3 (44) cnemm nma je weraa mpupomHo mudepeHnujamny dhopmy, a He
dyukujy, cmarparu o0jekTom nuTerpanuje. OBo omazkame heMo KacHuje
MCKOPUCTUTHU KaJa OyIeMO TOBOPWJIM O WHTETPAIMjd HA MHOTOCTPYKOC-
THMA.

(46) IIyaconos unmeepas. Heonpehenu unrerpas feﬂ”2 dx HUje eleMeHTapHA
dyHKIIja, aJi HECBOjCTBEHHU OApeheHn MHTErpaJ

+oo 5
I::/ e * dx

MOYKEMO Ja u3padyHnamo ua caeaehu wauun. 13 @ybunujese Teopeme (28)
u pedunuimje HECBOjcTBEHOr nHTerpasa (36) cremu na je

+o0 2 +o0
12</ emdx)~</ eydy) // —(@+y) dxdy.
—co —oo ]RXR

IMopuurerpanna ¢GpyHKIMja je MO3UTUBHA, T1a CMO, Ha OCHOBY (39), cio-
O6omHu 72 m3abepemMo MpPOM3BO/FHO MOHOTOHO MOKpuBame paBuu R x R.
N3abepumo HE3 KPYyroBa
n=1{(z,y) eERxR|z?+y? <n?}.
Cwmena npomensbue (r,0) = (x,y), rae je
r=rcosf, y=rsinf

(monapue koopauHare), ca jakobujanom det Do(r,0) = r u ®ybunujena
TeopeMa J1ajy

2m n
// e (@) dxdy = / / e rdrdd = m(l — e_”2).
A’ﬂ 0 0

[Ipenackom Ha JimMec Kaj n — 0O 100mjamo
+o0 2
/ e dx = /7.
—0o0

OBaj unrerpan ce nasusa Ilyaconosum unu QOjaep—Ilyaconosum wunre-
TPaJIOM.

Bagarak: (a) Uspauynaru

+o0 +oo
/ / _’\“’ —ny’ dxdy,

I7e Cy A 4 ji MO3UTHBHU PeasiHu Opojesu.
(6) Heka je A € R™ ™ cumerpuyna 103UTUBHO JeDUHUTHA DEAIHA

Marputna. 3pauynaru
/ e~ (A2} gy,

(47) Bapmarak: Uspauynaru f+oo erOQ 1+ 2% +42) 732 dady.
(48) Baparak: Uspauynaru [[,(1+ z* +y?)~2 dedy axo je D:
(a) Tpoyrao ca Temennma (0,0), (1,/3) u (2,0);
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(6) ynyrpammoct kpuse (22 + y?)? = 22 — 2.

(49) BamaTak: MspauynaTu sampemuny jgena jonte x2 + y% + 22 < 4 ymyrap
mumaaapa (x — 1)2 +y? = 1.

(50) Bamarak: V3padyHaTu 3alpeMUHY TEJIa OTPAHUYEHOT MOBPITUMA:
(a) z=a22+y?n2z=0a%+y%+1;
©) 22+ 92 +22=2mu 2z =22 + 9%
(B) *+y? =122 +2=1uz=0.

(51) BamaTak: 3ampeMuHa TesTa Koje ce HAMa3W MCIOJ mapaboiona 2 = 2 +
y? u m3naz obnactu Dy xy-pasHH je

1 py 2 p2—y
V= / / (2 + %) dody + / / (2 + y?) dody.
o Jo 1 Jo

(a) Ckunuparu obact D.  (6) Usmenutu nopegak unrerpaimje y V.
(52) Bapmarak: Hexka je V,,(r) sanpemuHa eyK/HJICKE JIONTE AUMEH3H]E N U
MMOJIYIIPEYHUKA T, Tj.
Va(r) == p({(z1,. .., 20) €R™ [ af + - +af, <P},
rrae je p ZKopmanosa mepa y R”™.
a) Kopucrehn nmokazatu na je Va(r) = mr?.
K hu (34 je V5 2
(6) Kopucrehu (35) u (a) mokasarn nHayKIujoM na je V,(r) = cp,r™,
re je
z
Cp = cn,l/ cos™ tdt.

3
(B) Hdokazaru 1a je

(27T)k 2R+l s (r) = (27T)k 2k

Ck+nn @R

(r) Yemy rexxu 3ampemuna V,,(1) jemunutdne jonre Kax n — 0o?
(m) ¥V kojoj mumeH3uju 1 je 3anpeMuHa jequHudHe jonre Hajseha?
(53) Bagmarak dokasaru dbopmyiy

1 b
7(6_(11 _ e—bm) :/ e—mydy,

T
a 3aTUM U3pavYyHaTH

+o0 1
/ —(e79® — e dy.
0

T

V2k+1 (7“) =2

(54) Bapmarak: la ju mocroje KoHCTaHTE a,b, ¢ € R 3a Koje BaxKu
+oo  ptoo 5 5
/ / ef(az +2bzy+-cy )dIdy =17
—0o0 — 00

(55) Bamarak: Uspauynaru

|xyz| dedydz.
I/

a

(56) Bamarak: cuuraru KOHBEPreHiujy uHTErpasia

// (1 — 2% — 9P dady
{z2+y2<1}

y 3aBHCHOCTH O mapamerpa p € R.



(57)

(62)
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Sagarak: Vzpauynaru

/ cos? (l(xl—&—-“—l—xn))d:cl...da:n.
[0,1]" 2n

Pememwe: 1/2.
Bagarak: Heka je f: [0,1] — (0,400) nenpexnnna ¢ynkmuja. U3paqay-

HATH
[y, g,
o1 f(@1) + -+ flzn)
3a k€ {l,2,...,n}.
Pememe: k/n.
3amarak: 3pagynarn

// min{z, y} dedy n // max{z,y} dzdy.
[0,1]? [0,1]?

Pememe: 1/3 u 2/3.
3amarak: Heka je

flz,y) = {;y i ; g

/ / flz,y) dzdy
[0,1]x[0,1]
He TIOCTOjH, a J1a je

/01 </01f(a:,y)dy> dz =1.

3amarak: Jlokazaru

% //[O,t]x[O.,t] Flewy)dody = /ot Jletydes /ot fltwdy

Sagarak: Vzpauynaru

_ dxdy
lim ¢5/2 // _ dwdy
t—+oo 0,0x[0,] L TvVT+Yy

Pememe: 8(v/2 —1)/3.
3ajgarTak: I/I3pat1yHaTI/I

// dxdy
t""“x’ logt 0,£]x[0,¢] 1422 +y?

Pememe: /2.
Sagarak: Vzpauynaru

i ] oy
t—=+oo 22 4y2<t2,3>0,y>0 1 + 1+ (z+y)>

300 < A < 1.
Pememwe: 7/(4 — 4)\).

HokazaTtu 1a



288 3. UHTETPAIINJA

(65) Bamarak: Ucnuraru GyHkimjy

o) = / 15t dsdt
r2<s2412<4zx2

U HAIPTATH heH rpaduk.
Pememe caemu u3 f/(r) = 30z5.
(66) Bamarak: Heka je f : [0,1] — C nenpekunna dbyukuuja. Jokazaru na je

i 1 s n—1
/[0,1]71' max{m,...,;z:n}]};[lf(xk)d:m...dxn :n/o 5</0 f(t) dt) £(s) ds.

Perieme cieau u3 anmbeHUIE 14 je, 3000 CHMETPUIHOCTH IO CBUM Tf,
WHTErpaJj Ha JIeBOj CTPaHU jeJHaK

n
n!/ 1 Hf(ack)dxl...dacn
0<z1<<za <l

(67) Bamarak: lokaszaru xaa je

1
/ (1‘1152.‘.1'”)111?“13” d:l?ldl'g...dl‘n _ 2 logn—l Zdx
[0,1] z

1
(n—1)!
3aceen > 1.
(68) Bamarak: Heka je f : [0,400) — C menpekunna dbyunxuuja u t > 0.
Hoxkazaru 1a je

/075 /ﬂ: /;1 flzp) depdry_q...dxy = (n—ll)!/ot F(s)s™ 1 ds
// / fokd:vndmnl (/f )

Pememe: CI)y6I/1HHJeBa reopema uin audepenimpatse 1o t (y apyrom
cilydajy U MHIAYKLHja 10 N).
(69) 3amarak: Heka je f : [0,1] — C menpexkunna dbynkuuja. Jokasarn 1a je

T4+ T k /1 )n
)d .dxy, t)dt
/[0,1] 1+ +:an () das n( 0 1®

3ake{l,...,n}.

2. Nurerpanmuja Ha MHOTOCTPYKOCTHMA

(1) Heka je V riarka MHOrOCTPYKOCT JMMEH3HUjE€ 7. KOja j€ MOKPUBEHA CaMO
jemaom xaprom (V,¢) (Bumern (1) ma crp. 245). Heka je a € Q"(V)
rnarka audepennujanna n—dopma Ha V' ca KOMIakTHAM HOocadeM. laza
je (p~1)*a rnarka mudepentmjanna n—dopma Ha R™ ca KOMMTaKTHUM
HOCAYeM, Tj.

(e Y'a=a(zy,...,zn)dry A... ANdz,

3a HeKky riarky GyHKIEjy a : R™ — R ca komnakraum Hocadem. Ca

/Va:: /na(x)dx
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je mobpo nedunucan unmeepan dudpeperyujanne popme . 3aucra, IeCHA,
cTpaHa je mobpo medwHHUCAaH PUMaHOB MHTErpas, MOIITO je JOMEH HWHTe-
rpauuje koMmuakTan ckyn (nocad dpyukuuje a), a uz (44) ua crp. 284 caenu
Jedunanmmja He 3aBuCH o audeoMopdUIMa KOJU YYEG OPUJEHMAUUTY.
Hpyrum peunma, axo je (V1)) apyra KoopamHaTHa Kapra, TakBa J1a -
dbeomopduzam 1 o ¢~ uyBa OpHjeHTaIMjy eyKJIWJICKOT mpocTopa (mMa
HO3UTHBAH JakoOujaH) u

(W Ya=b(zy,...,v,)dry A .. Adxy,

3a HeKy TiaaTtKy ¢ysrumjy b : R” — R ca koMmakTHUM HOCadeM, OHJIA je

ca
[ [ wora

neduancan nctu objekar.
3navajuo je monsyhu yiory opujeHTarmje y npeTxoaHoj aeduHAINjn
— ako gudeomopdu3amM Merma OPUjeHTAIN]y, OHIa, WHTErpaj AudepeHIiu-
jamae dhopme Merba 3HAK.
(2) Hexka je J C R untepsan u r : J — RF mapamerpmsopama raTka pery-
aapua kpusa. Heka je C' = r(J) onrosapajyha nenapamerpuzoBana Kpusa
u F : C — R* pexropcko nosbe (ne obasesno ranrentHo) jyx kpuse C.
BexTopcko nobe F nedunumme 1-gopmy a € QLH(O):

a(X(p)) :=X(p) - F(p) sa X(p) € T,C

7€ je MHOKeEbe Ha, IeCHO] CTPAHH CTAHIAP/IHE CKaJIapHi mpousBos y RE.
Nurerpan ose dhopme (kao crenujaaau ciaydaj uarerpana (1) za n = 1)
HEKAJ], CE HA3UBA U KPUGOAUHUJCKUM UHMEZPAAOM 0DPY2€ 6PCIIE NI UHTE-
epanom eexmopckoz nowa F dyoc kpuse C' m o3mavaBa ca

/F~dr.
C

Axo je xpua C 3ameopena (Tj. cimka mpecimKaBama T : [a,b] — RF
takBor Ja je r(a) = r(b)), oHZa HEKa/, KOPHUCTHMO U O3HAKY

]{F~dr.
c

[Toapasymesa ce 1a je opujeHTanyja Ha KPUBO] JATa MAPAMETPHU3AIIjOM T
— TIOTITO je TapaMeTPU30BaHa KPUBA CIIEIMjaIHN CIy9aj MHOTOCTPYKOCTH
KOja je TOKpuBeHa jeaHoM kaprtoMm kKao y (1), opujenramuja je 3amara
usbopom te kapre (U, p) wim, eKBUBAJIEHTHO, W300POM HapaMeTpU3alnje
(p(U), o™ 1) (koopmunaTHa TpecinKapambe Cy WHBEP3 MapaMeTpu3aluje;
Bugeru (1) ma crp. 245). Hwmajyhiu 1o y Buiy, nuperxoiHu uHTErpaj ce

CBOIN HA
/F~dr:/F-@dt.

WNuterpan wa mecHoj crpanu je obwunm PumanoB muTerpas QyHKImje
jeqHe mpoMeHJbUBE.

(3) Bamarak: Uspauynaru fc F-dr ako je C kpyr 22 +¢y?> =1y R?, a
(a) F = zi + yj (6) F = —yi+ j (B) F = (z —y)i+ (z +v)j-
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Baparak: W3paaynaru fc F'-dr ako je C' enmrica mo kKo0joj paBau 2z+3y =
z mpecena mmmHEnap 2 +y2 =12, a

(a) F = V(2y?23) (6) F =V x (zi4+yj+zk) (B) F =zi+yj+zk.
3agarak: Mzpauynarn fc(xi + yj + zk) - dr ako je C' myx Koja crmaja
rauke (1,1,1) n (2,1, —1).

Axo je Zle a; dzy (tme ¢y a; = aj(z1,. .., ) raarke Gynxnuje k mpo-
merpupnx) 1-opma y R* u C perynapra kpusa jara napaMeTpusamijom

r(t) = (z1(t),...,zx(t)),

/aldx1+~~+akd:ck:/F'dr,
C C

rae je F = (ay,...,ax). [oka3 ciexu u3 cBohema 0b6a uHTErpaja Ha
Pumanos waTErpan GpyHKOHje jeane mpoMeHbIBe.
3amarak: 3pagynarn
) $ 3y dx+2x dy rae je C py6 cxyna {0 <z < 7,0 <y <sinz} C R?.
) $oy? dx+x* dy rpe je C rpannua Tpoyria ca remenmma (0,0), (0,1),
u (1,0).
I'punosa gopmysa. Hexa je C riarka 3aTBOpeHa IPOCTA KPUBAZ y PABHU
R? koja orpammuasa obmact D (tj. C' = dD) w neka cy P,Q : D — R
bynxmje xrace CL. Tana je

jide—l—Qdy://D(gcj—gj) dxdy,

rjie je y uHTerpaJjy Ha JieBOj CTPAHM KPHUBA OPUJEHTUCAHA TAKO Jla IIPU
obmmaxkemwy KpuBe objacT D ocraje ca jieBe CTpaHe.

Hoxaz: Ilomro hemo yckopo [a [TOKaKeMO OIIITH]y TEOpeMy, CaJa
hemo ma mokazkemo I'pmuHOBY (hopmymy camo 3a ciaydaj obmactu Dy Koja
je orpanmdeHa rpadunumMa HEMPeKuIHUX PYHKIH]A , Tj:

Do ={(z,y) la <z <b, fi(z) <y < fa(z)}
a 9ATAO0ILy OCTAB/HAMO Ja JIOKA3 YOIIIIITH HA CJI0XkKeHuje obmactu D, nemehn
X HA jeqHOCTaBHUje obnactu obmauka Dy.

ITohumo ox mHTErpasa ua jecuoj crpanu. Ilpumemyjyhu @younujey

reopemy (28) mobujamo

[ = [ ([ G o)
:/:(P(m,fg(:c)) P(e, fi(x fpda:.

Ha wctu mauwna mobujamo

// dxdy-?(@dx

Bagarak: Pemuru 3azarak (7) momohy I'punose dopmyiie.

OHJIA je

2ZprrHM peunma, kpusa C HeMa camonpecexa, Tj. wma mapamerpusamujy r : S! — R? koja

je WHjeKTUBHA.
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W3 T'punose dopmyie ciemn Aa mospmmuHa obtactr D C R? moxe ga ce
n3pasu GopMyIoMm

1
(D) = *]{ zdy — ydz,
2 oD

nim jegHoM of, (popmysia

n(D) =}éDwdy, (D) =—ngydx-

3amarak: [lokazartu ma je mOBpIIMHA OOJACTH YHYTAp €JIUICE T =
acosf, y = bsin @ jennaka abm.
Hszonepumempujcra nejednaxocm. Heka je vy npocra® xpusa xnace C! u
ayxkuHe L, u Heka je noppiunHa yayrap we A. Tana je

AmA < L2

Jloka3: TOBYIIMMO JiBe TTapaJjiesiHe TpaBe y PaBHHU, TAKO /a je KPUBa -y
u3mely BuX, U TPAHCIUPAJMO UX jeIHY Ka JAPYroj, JOK o0emMa He J0Iup-
HeMO KpuBy 7. (O3Ha4YMMO TaKO A00WjeHE MpaBe Ca P_ U Py. YBEIAUMO
KOODJIMHATHU CUCTEM TAKO Ja Cy OBE MIPaBe OPTOIOHAJIHE HA T—OCY U CEKY
jey raukama (—r,0) u (r, 0) u ;La ce KpHBa ~ HaJIa3® Y TOPIHO] MOy DABHE
y > 0. Heka je C xpyr 22 + y2 = 2. Hexa je

3?:.’17(8), yzy(s), 0<s<L

napaMeTpu3alyja Kpuse 7y IPUPOJHUM MapaMeTpoM (Tj. My>KUHOM JIyKa)
s (Buzern (154) Ha crp. 92). Heka KpuBa -y cede IpaBe p_ U Py y Ta4KaMa
v(s—) u y(s4), ¥ OPETHOCTABUMO /1 je apaMeTpPU3alyja yBeIeHa TAKO Ja
je s— < s4. Tana je

r2 — x2(s) s_<s<sy
r2—a2(s) sy <s<s_+1L

x=ux(s), y=h(s):= {_

napamerpusanuja kpyra C. 13 (10) cienn

At mr? = %xdy 7{ ydx = / z(s)y'(s)ds — /L h(s)x'(s)ds

- / (2(s)y(5) — h(s)a'(s)) ds < / V@) — b () ds.

0
N3 Komwm—IIIBapiioBe HejeIHAKOCTH CJI€IH

(2(s)y(5) — h(s)a'(5))* = {((s), ~h(s)), (5 (s), 2/ (s)))
< (@(s) + () (@'())” + (' ())?)
= a2(s) + H(s),

jep je, 36or mpmpomne mapamerpusarmje, (2(s))? + (v/(s))? = |T|*> = 1
(Bumern (154) ma crp. 92). Ogarie cineqn na je

L
A+7rr2§/ Va?(s) + h2(s)ds = Lr.
0

3Tj. 6e3 TaguaKa CaMOIPECEeKa — MAPAMETPH30BAHA UHJEKMUSHUM IPECIHKaBameM v : ST —
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Onariie, HA OCHOBY HEjeTHAKOCTU apUTMETHUIKE W I'eOMEeTPHjCKEe CPeJIHHE,
caemn
VATr2 < M < E,
- 2 -2
onuocHO 4mA < L?, mTo je m Tpebaso ma ce JOKaKe.
U3 (11) cnemu:
e Mely cBuM mpocTuM KpHBaMa Koje OrDaHHYaBajy 33/aTy MOBPIIHHY

A Kpyr uMa HajMarby J1yKUHY.

e Mebhy cBuM mpocTuM KpuBama Jare JAy2KHWHE KPYT OrDAHNYaABA HAjBe-
hy nospruny.

[IpoGiemn oBe BpCTe HA3WBA]Yy CE U3ONEPUMEMPUICKUM TPOOAEMU-
ma win Judonumnum npobremuma®.  Jemna wep3mja oBux mpobiema je
Tpakermhe MAKCHMAJIHE IOBPIIMHE OTPAHUYEHE CETMEHTOM TIPABE U KPUBOM
ca KpajeBmMa Ha TOM cerMeHTy. llocToje m BuIleIMMEH3NOHE AHAJIOTHU)E
OBUX IIPODJIEMA, OHE Ce U3Yy4daBajy y TEOPUju MUHUMAJIHUX IIOBPIIU U BaP-
MjarmoOHOM DAYYHY.

Hexka je ¥ C R? 1BogmMen3nona MOBPII, JaTa IIaTKOM TapaMeTPH3aIjoM

S:D — R3,
rae je D C R? obnact y pasnu. Heka je

oS 0S
dsS = % X % dud'U,

rue cy (u,v) koopauHare Ha D, a MHOXEe X CTaHJAp/HU BEKTOPCKU
nmpouzson y R?). Tlospmr je peeyaapna axo je dS # 0 y cBakoj meHOj
TauKd. Y TOM Ciiydajy, n3b6opom

S 9S S 0S
T30 X By TMECTO oo X o-
u3abpasu cMo jenny oz ase moryhe opujenranuje na X (Bugeru (37) Ha
crp. 265).
Heka je F : ¥ — R3 Bektopcko nosbe (He 06aBe3HO TaHTEHTHO) HA X
u Heka je a € Q?(X) 2-dbopma nedunncana ca

a(X(p), Y(p)) :==F(p) - (X(p) x Y(p)) sa X(p),Y(p) € T,%,

e je Ha JIeCHO] CTPAHH CTAHIAPAHE MeIIoBHTH npou3sos y R3. MuTerpas
ose ¢dopme mo X je cnemujasinu ciaydaj uarerpasia (1) 3a n = 2; oBaj
HHTErpaJl ce HeKaJ Ha3UBa NOSPUIUHCKUM UHMEZPAIOM OpYy2e 6pCme Wih
unmezpasom eexmopckoz nona F no nospwu ¥ u o3nadasa ca

//EF-dS.

OBaj mHTErpaJ Ce CBOAM Ha NBOCTPpYKu PuMaHOB mHTErpas:

oS 0S
//X:F-dS—//DF-<8u><60>dudv.

4Hpewlau JIEreH 11, OCHUBAYUIA U IPBa Kpasbuna Kaprarune, deHuvancka npunnesa /lugona,
ce obpena y Ceeepuoj Adpunu, rae je mobersa niu 6maa nporepana u3 poaHor rpasa Tupa, 30or
MOJIUTUYKHUX CIUIeTKU. CTapocegeonu Cy joj JO3BOJIUIIM Jla Ce HAcCeJIW Ha IOBPIIMHU KOjy MOXKE JIa
OrpaHuY’ KOXKa jenHor 6muka. OHa je MCekjia KOXKY Ha TaHKe TPAKe U OKPYKUJIA EBUMa IPOCTPaHy
obyacT, Ha Kojoj je HacTasia Kapraruna.
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I'punosa dopmyaa y sexmopcrom obaury. Crienujasnu Cayda] MOBPITITH-
CKOT' HHTErpaja je IBOCTpyKH Pumanos maTerpai. Axo obmact D C R?
mocMaTpaMo Kao nospi y R3 sazary napamerpusanujom

D> (z,y) — (z,y,0) € R?,

ouza I'punosy dbopmysy (8) MOKEMO /14 HAIUIIEMO Y BEKTOPCKOM 3aIlUCy

ngFdr:/B(VxF)dS

Axko je ma mecnoj crpauu F = Pi+ @Qj, ouna, 3amucyjyhu ['punosy ¢op-
MYJIy ¥ BEKTOPCKOM OOJIHKY 3a BEKTOpPCKO mosbe G = Qi — Pj, mobujamo
jorr jemam BekTOpckm 3amuc I'punose ¢popmyie:

74 G-dN:/LV-dedy,
oD D

rae je dN pedunrcano moMohy BEeKTOpa HOpMaJe HA KPUBY U Ib€HE OPH-
jenranuje (ananmorno gedununuju dS Ha MOBPIIUMA), Tj.

dy. dx . .
dN<dt dt)dt dyi—dzj

38 MO3UTUBHO (CYyNIPOTHO KPETamby Ka3a/bKH Ha CaTy) OPUjEeHTUCAHY KPUBY .
Teopema o dusepeenyuju niu Popmyaa Layca—Ocmpoepadcroe. Heka je
V C R3 obnacr kojy orpanuyasa riarka nosprm X = JV. Tazna je

//de/\dz+de/\dx+Rda:/\dy—/// (6‘P %zg—i-(?:)dxdydz,

(17)

rJie je TOBPIIl ¢ OPHUjeHTHCaHa MoMohy cnospamnihe (y ommocy Ha V') HOp-
masie (Bumeru (37) ma crp. 265). Y BeKTOpCKOM 00JHKY, 0Ba (hbOpMyJia

UMa 3aMUC
//F-dSz///ﬁV-dedydz.
b 1%

Jlokas oBe Teopeme ce n3Boau n3 OyoOmHUjeBe TeopemMe Ha NCTH HATHH
(camo ca komiuinkoBanujum 3anmcom) Kao I'punosa dopmyra (8). Kac-
nuje hemo m oBy Teopemy, kKao m ['puHoBy opmyny, ma m3BEIEMO u3
OTIITHjer TBphema.

Kao mrro (10) caenu u3 Ppunose dpopmysie, Ha cauyuad Hadus u3 Teopeme
o nuseprentumju (15) caenu ja je 3anpemuna obsactu V' jeqHaka

1
M(V):g// xdy Ndz+ydz Ndx + zdx A dy,
ov

WJIA, Y BEKTOPCKOM OOJIUKY,

u(V):%//avr-dS.

[Ipucycrso ¢dopme opujeHTaruje p HA MHOTOCTPYKOCTH V guMeH3uje n
omoryhaBa Ham ma medwunutremo unmezpas gpyukyuje f V. — C xao
nuTerpaa n—dopme f - p, Tj. Kao BEJIUUNHY

/Vfu
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u Mepy nogckyna A C V kxao Benuuuny

/ XA -
14

JemHoMMeH3MOHY Mepy Ha3MBaMO OYoHCUuHOM, TBOAVMMEH3UOHY NOSPULU-
HOM, BUIIEAVMEH3NOHE Hajuerthe sanpemunom. Hexkan m y BuinemnmeH-
3UOHOM CJIy4ajy yHoTpeh/haBaMO TEPMUH NOSPULUHA KAJA j€ TO TPUPOJIHO,
HIIP. nospwuna cepe ST~ je mpupOIHUjE TEPMUH 01, 3anpemuna c@epe.

Iomro dopma opujeHTaNMje HA MHOTOCTPYKOCTH IehUHUIITE MEPY
(3ampemuHy) Ha ONUCAHYM HAYUH, 30BEMO je jOIl U (OPMOM 3aNPeMUHE.

MHOrocTpyKocT AUMEH3Mje HyJja je CKyIN Tadaka, Koje Cy FheHe KOMIIO-
Henre nosesanocru. ®opma opujenranuje (3anpemune) Ha woj je 0—dop-
Ma, Tj. PYHKIHja, KOja HATIE HUje jeqHaka Hymu. Kaxkemo ma je Tadka
(KOMIIOHEHTa TIOBE3AHOCTH) MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Uje HYJ/Ia, TTO3UTHBHO
OpPHjeHTHCAHA, aKO je Ta (DYHKIINja ¥ HOj IO3UTUBHA; Y TPOTHBHOM KAXKEMO
Ja je OHA HEraTUBHO OPHUjEeHTHUCAHA.

Yxonuko je ma V 3amara PumanoBa merpuka ¢ (Buzmern (35) Ha 262.
crpanu), upupojan je uzbop dopme opujenranmje [ Koja 3a/10B0JbaBa

|w(Er, ..., Ey)| =1

3a HeKy (a TEMe W cBaKy®) opToHOpMmpany (y omHOCY Ha PHMaHOBY Me-
Tpuky ¢) 6asy Ei, ..., E, TanrenrHor upocropa. OBaj ycsoB je upuposas
jep obe3dehyje ma je 3ampemMuna jeIMHIYIHE KOIKE Y TAHT€HTHOM IIPOCTOPY
jemnaka 1 n oBaxkBy OpPMY HA3MBAMO KGHOHCKOM (DOPMOM 3ampeMume y
npucycrBy PumanoBe meTpuke.

YV JOKasHUM KOOpAWHATaAMa, OBAKBA (DOpMa MOXKe A Ce KOHCTPYHIIe
Ha cnenehn naunn. Heka je ¢ KoopauHATHA KapTa u {8%1, ce B%n} CTaH-

nmaprana 6asa y TR™. Taga je X : @jlﬁ, j=1,...,n6a3ay TV. Heka
J

je G nerepmunanTa marpute ¢rs := ¢(X,, Xs); G je ckanapua dbyukiuja

ma V. Taza je

pi= " (VGdxy A ... Adxy,)

rpaxkena ¢dopma. Saumcra, Heka je Fi,...,FE, oproHopMupana 06aza u
A = (ajx) Marpuna npesacka ca re 6ase na 6asy Xi,... Xy, 1j.

Xj == Z ajkEk.
k=1

Tazna je g, = ZZ=1 Ay sp, OMHOCHO (gps) = AT A, ma momro je (o~ 1) *u =
det Adxy A ... Adx,, onarie cneau p = @*(\/édxl Ao ANdxy).
Pa3zmMoTprMo HEKOMKO CIIENujaTHuX CaydajeBa mHTerpasa QyHKIHje Ha
opujeHTucaHoj Mmuorocrpykocru (17).

Hexka je MHOTOCTPYKOCT AWMEH3Wje HyJIa; HyMEPHUIINMO FheHe TadKe
npupoguauM 6pojesuma: M = {1,2,3,...}. Heka je byukuuja p: M —

5Bugern (119) ma cTp. 242; mMaTpuna Opesacka ca jegHe OpTOHOpMEpaHe 6ase HA APYry je

OPTOrOHAJIHA U K-eHa JleTepMUHAHTA je 1.
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R\ {0} wena 0—dopma opujenranuje (Bugeru (18)). Tana je, 3a byuximjy
f: M — C (koja je y oBom cayuajy uuz y C)

Aﬁw—g;ﬂmmm,

MITO 3HAYM JIa MHTErpas MO0 MHOTOCTPYKOCTH JIMMEH3Hje HyJia YOIIITaBa,
cyme (Miiu pejoBe, aKO MHTErPAJ 110 HEKOMIIAKTHO] MHOIOCTPYKOCTU HMH-
TEPIPETHPAMO KAO HECBOjCTBEHM).

YV caygajy n = 1, 1j. y caygajy kpuse C C R¥ ca mapamerpusa-
mujom r(t), t € [a,b], kKaHOHCKa dopma y ofHOCY HA PrMaHOBY MeTpHKY
Hacreljery u3 eykmuackor mpocropa R je mara ca

dr
dl = ||dr|| = ||=|| dt,
ol = |5
rae je |lz|| = /2t + - -+ 27 crammapasa eykiamicka HopMma. Y TOM

cay4ajy, uarerpai ¢gpyskuuje f

Lfﬂ:éfmmmwmﬁ

HEKaJ|, ce Ha3uBa U KPUSOAUHUJCKUM UHMEZPAIoMm npee epcme. Benmndnna,
|lx’(#)|| dt onroBapa Benuaunn da y Pumanosom unTerpany GyHKImje jenne
IPOMEHJ/bUBE — KA0 1ITO Kog, PuManoBor uaTerpaia da yKasyje Ha L1y KUHY
Ax; naTepBaa mojese (OAHOCHO HeH HH(PUHUTE3NMANHE CIyTIaj, Tj. Tpa-
HUYHY CJIy4aj y Ta4KK), Tako u u3pa3 ||r'(t)|| dt ykasyje na mpyxuny Kpuse,
ANIPOKCHMUPAHE Jy?KUHOM F-eHOT TAHTEHTHOT BekTopa ||r’(t)|| y nndwunrn-
TE3UMAJHOM CJIy4ajy.

Y ciydajy nospmu 3 C R3 3amare mapamerpusamujom S(u, v) KaHOH-
cka dopMa y omHOCy Ha PuMmanoBy Merpuky Hactehemy m3 R? je mara
ca

S S
ds :=||dS|| = ng X (;)H du A dv.

Nurerpan pyakmuje f: X — R

J[ ras

HEKaJI Ce Ha3MBA NOSPUUHCKUM Urmezpasom npee epcme. OHO MITO CMO Y
CJIy4ajy KPUBOJIMHU)CKOT HHTEIPAJIA [IPBE BPCTE PEKJIH O NHPUHATEINMAJI-
HOj aIlPOKCUMAalMjU Jy?KUHE KPUBE JIy?KMHOM TAHI'€HTE, y CJIy4ajy HOBP-
TMIMHCKOT WHTErpaja BayK¥W 3a AIPOKCUMAIIN]y TOBPIINWHE MOBPIITH TTOBP-
IMAHOM TIapajesiorpaMa HaJl TAHTEeHTHUM BEKTOPUMAa, ‘g—g u g—f (xoja ce
U3padyHaBA KAO UHTEH3UTET BEKTOPCKOI MPOU3BOJIA).

AKko je mapamerpusaiuja 3ajara y KOOpAUHATAMA

S(u,v) = (x(u, v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € D
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yobudajene cy O3HaKe

-2 2 () () (2]
Oou Ju ou ou ou
0S 0S Oxdr Oyody 0z0z
du dv  Oudv  Oudv  Oudv

0S 9SS  [ox\® [oy\® [0z\?
G=— —=|=—) +(=) +| ]
dv  Ov ov v ov
mna je

/ / Jds = / /D F(@(u, ), y(u,v), 2(u,0)VEG — F? dudv,

T7e je HA JeCHOj CTpaHu 0O0WYaH ABOCTPpYKH PuMaHOB mHTErpaJ.

Y tepmuauMa rope gedbuHHcaHuX BeqmuwHa F, G, F', npBa KBaapaTHa
dbopma nospiu (ogHocHo PumanoBa MerTpuka MHIYKOBAaHA CKAJAPHUM
npoussogoM y R? (sumern (40) ma 266. crpanm) ce HeKaJ| 3alucyje ca

ds®> = Edu® + 2F dudv + Gdv?,

F =

aJiu je mpenusHuje
ds? =Fdu®du+ Fdu®dv+ Fdv®du+ Gdv® dv,

IMTO 3HAYM Ja Ce PAJIM O METPUIIM JHja je BPEIHOCT Ha Tapy BeKTopa &, 1,
TAaHTEHTHUX Ha D, jeqHaxa

(&n) = Edu(§)du(n) + Fdu(&)dv(n) + Fdu(n)dv(§) + Gdv(&)dv(n).
Zpyeaa xeadpammua gopma. Ilpeciukaparme
ds _os|'os _ 8s
. 3 — |22 « 2= T ow -
n:>—-R° n= auxﬁv 8uX8v

j€ BEKTOPCKO I10J/b€ jeIMHIIHIX HOpMaJia Ha noBpii . Busauxeapo mnpec-
JINKABAHE
II(X,Y)=-Dn(X)-Y
Ha3uBa ce dpy2om Keadpammom popmom nospiu Y. Ilpumerumo ga apyra
kBagparHa dopma Moxke na ce neduHmie u Ha xunepuospum® y Pu-
MAHOBOj MHOTOCTPYKOCTH, aKO Ce CKAJAPHU MPOM3BOJ HA JIECHOj CTPAaHW
3aMenn PumaHoBOM MerpukoM, a n3Bod Dn(X) KoBapujaHTHUM H3BOJOM
VX n.
Ipyra xBagparaa dopma mospmu y R3 je mara marpuiom

L M
1] = [ M N ]
rie je
_ o8 _ oS L N8
oz ™ Y Bz ™

IIITO Ce HEeKaJI 3amucyje y o0IuKy

I = Ldu?® + 2M dudv + Ndv?.

6 Ipyra xBagparma Qopma MOxKe ma ce gebMHHIIE H 33 MOIMHOTOCTPYKOCTH IPOH3BOJGHE
KOIUMEH3Hje, aJii je nedUHUITH]a HeIITO KOMIIJIMKOBAHM]a.
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(26)
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ConcrBene BpemHocTH OBe (OpMe y OpTOHOPMHUPAHO] Oa3u HA3UBAjy Ce
2aa6num Kpusunama tospiu. Owe cy peanne, jep je Il cumerpuuna
dopma. Mozke sa ce JoKaxKe Jia Cy IJIaBHE KPUBUHE MUHUMAJIHA U MAKCH-
MaJjIHa, KPUBWHA KPUBUX KOje ce Mo0Mjajy Kao Tmpecek TMOBPINH X W PABHU
Koje cazpxke n (Tj. Hopmaanur pashu nospinn). laycosa wpusuna K
MOBPINHU je TPOU3BOJ, NIABHUX KPWBUHA; OHA MOXKE Ja Ce M3PadyHa Kao
KOJIUYHUK JeTePMUHATH IPyTe U MpBe KBaaparHe (opme:

LN — M?

EG - F?°

Jokaze oBux TBphema n30cTaB/bamo.

BagaTak: 3pauynaru nospmumny mena chepe z2 + y? + 22 = 1 yuyrap
mumaaapa (x —1)% +y2 = 1.

3agarak: Heka cy S; u Sy KpyKHHIE TOIymIpednwka 1 u 2 pemom,
Koje Jeske y Meljyco6HO opToromaaHuMm pasHmMa y R3, mpm gemy men-
Tap KpyxXKHUIE S JIexXu Ha Kpyxkuunm S. Hahu mapamerapcky jemHad-
WHY TOpyca Koju ce nmobuja Kaja ce KPyKHHUIA S POTUPA OKO IpaBe Koja
CAZPIKY TEHTAD KPYKHHIE Sy ¥ KOja je HOPMAaJHA HA PAaBaH KPYKHUIE
Sa (1j. uenrap Kpyzkuuue S7 Kiu3u 10 KpyxHuuy S) u naliu werosy
MOBPIIUHY U 3alPEMUHY.

Bagarak: 3padynary HOBPIIMHCKH HHTErPAJ IpBe Bpcre | fz fdS dyn-
knuje f no mospmu ¥ C R3 axo je

(a) f(z,y,2) =a+y, E={a®+y*> +22=1,2>0};

6) f(z,y,2) =2, B ={2?+9?>+22=4,2>0};

(B) f(z,y,z) =sinz, X={z+y==z2,2>0,y >0,z <7}

Bagmarak: WUspauynaru [, F-dS, rue je ¥ geo chepe 2 + y* + 2% =
KOjU JIEKU Y TIPBOM OKTAHTY U

(a) F jeaunuuna HopMasia Ha ¥

K =

(6) F=zk
() F = —yi + 13
(r) F=zxi+yj.

Bamarak: HeKa je f:R3 = R ¢pynkmmja knace C! u mexa je V f # 0 Ha
ckymy ¥ = f~1(1). Jlokazatn 1a je

‘/ v dS‘ //||Vf||dS

[Ipormupumo cama medwnunmjy uaTerpana mudepeniujaane dopme Ha
CJIyvaj OpUjeHTHCaHe MHOTOCTPYKOCTH KOja HYje TOKPUBEHA CAMO jeTHOM
KapTOM.

Hexka je M riaTka opujeHTHCAHA MHOTOCTPYKOCT JUMEH3Hje 1 U HEeKa
je a € Q*(M) raarka n—dopMa ca KOMIAKTHUM HOocadeM. U3 kommnak-

THOCTH CJIEJIN JTa, TIOCTOjU KOHAYHO MOKpuBame Uy, ..., Uy HOCada supp o
KapTaMa HEKOT aTjaca KOj! 3ajaje OpUjeHTalln]y.
Heka je p1,...,pr pasnarame jeaunune (Bugeru (32) ma crp. 261)

TaKBoO 72 je supp p; C Uj.
Hedunuimumo urwmezpas opme o Ha mrozocmpyrocmu M ca

k
o= pice
fo=3 e
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rje Cy MHTerpajau Ha aecHoj crpanu gebunucanu y (1) (mpumerumo aa
cBaka o7 GhopME pja IMa KOMIAKTAH HOCAY CaIpKaH y Kapru Uj).

Hokaxumo ma oa neduHnnja He 3aBUCH Of moKpusama {U;} u pa-
3marama jequanie {p;}. Heka je {V;} npyro nokpusame Koje 3amaje ncry
OPHjeHTaNnjy W 0; HeMy NPUIPYKeHO pasziarame jenuuaune. llomro je
2. Ppi =2_;0i =1, Baxuhe

Z/ P = Z/ P00 = Z/ pP;o
j Ui g VUi i

U;nNV;
= E / P00 = E /02'0(
ij 7V i oV

Hanomenumo aa je, na 6u oBa nedununuja 6uia 1o6pa (rj. HeaBucHa
on JoKaJMHEX KoopauHata ¢; : U; — R™ u ¢; : V; - R™) meomxonuo na
atnac U; Oyzne carmacan y CMHCIy OpHjeHTaIyje, Kao IMTO je 00jalTmeno
y (1).

Mmnozocmpyrocmu ca epanuyom. O3HAIIMO ca

H" := {(z1,...,2,) € R" | 21 <0}

001U NOAYNPOCNOP EYKIUICKOD MIPOCTOPA, CA PEJATHBHOM TOIMOJOTHjOM
nacaeherom u3 R”.

Mmnozocmpyrocm ca eparnuyom je Xaycmopdor mpocrop M ca mpe-
6pojuBom 6azom ronosoruje u dbavunjom U = {(Uy, pa)}, Tae cy U,
OTBOPEHN CKYIOBH ¥ CBAKO (, XomMoMmopdmuzam ckyma U, Ha OTBOpEH'
noackyn y H™, taksu ma:

e bamunuja {U, } mokpusa M;
e axo je Uy, NUg # 0 onga cy ¢, 0 wgl 1 g o p, 1 mubeomopduzmu®

OTBOpEHHX MOACKYHOBA ¢o(Us NUg) u (U, N Ug) momymopocTopa

H™;

o dbammimja U je makcumanHa paMUIKja KOja MMa MPETXO/IHA JBa CBO-
jera.

3 Teopeme o unsepsuoj dbyuxiuju (crp. 220) caeau ga ce yHyTpail-
€ Tauke CKymna mpu audeoMopdusMy CIUKa]y y YHYTPAIlhe TadKe, ma
aKo ce Tadka p € M Tpu HEKOM KOOPAWHATHOM ITPECTUKABAILY CIHKA Y
py6 OH" = {x; = 0}, onza ce ona ciauka y pyb LpU CBAKOM KOOD/IH-
HATHOM npeciukaBamy. CKyll TAKBUX Ta9aKa HABHBAMO 2PGHUUOM MHO-
e2ocmpyrocmu M u o3uaugaBamo ca OM.

3 Teopeme o panry (crp. 222) ciaenu ga je OM moaMHOrOCTPYKOCT
MHOTOCTpYKOCTH M nuMmeH3uje n — 1 u J1a je WHKIIy3Huja

1:0M — M

rIaTKo yiarame (Bugeru (12) na crp. 248).

7y DeJIaTHBHOj TONOJIOrMjU HOIYIPOCTOPa Ka0 NOTIPOCTOPA eYK/IHACKOr IPOCTOpa

8TTomTo cMO u3BOA He(PUHKUCAINA CAMO y YHYTDAIIEH0] TAYKHU, C IPABOM C€ TOCTAB/ba IIUTALE
T8 3HAYW J1a je IpecinKaBame IJIATKO y TadykaMma rpanune. Oxarosop je cnenehu: ako je X C R™,
npecaukapame f : X — R je riarko ako cBaka Tavyka r € X mMa OTBOPEHy OkojuHy V 3 x,
TaKBY 72 f MOXKe Ja Ce TPOIYKH J0 TJIATKOT IpecankaBama f: V — R™.
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(30) I'panuny muOrocTpykocTu (Koja je cama MHOTOCTPYKOCT KoauMeHn3uje 1y
M) oznauaBamo ca M, uctum cumMBOIIOM KOjUM 03HAYABAMO U PyD cKyIia.
MebhyTum, Tpeba pasmukoBaru oBa ABa mojMa. Hmp, auck 6e3 jemme Tadke

Dy={z€C|0< |z| <1}
uma (rononomku) py6 0Dy = {0} US!, amu Taj cKyn Huje rpaHuia MHO-
rocrpykoctn Do ({0} Huje xommmensuje 1 Hero 2), mako ce (Kama Hema

onacuocTu o 3a0yne) o3HadaBa uctuMm cumbonaom. Ckyn Dy je mmuO-
TOCTpyKOCT 6€3 TpaHuIle, a

D ={ze€C|0<|z|] <1}

je muorocrpykoct ca rpanutom St := {z € C | |z| = 1}. Tononomxu py6
oba ckyna, Do u Dy, je merm: {0} US!,

(31) Opujenmanuja epanuye. Hexa je M opujenTucana MHOrOCTPYKOCT 33/1aTa
opujerrucamum armacoM {(Uy,¢q)}. IlpumernMo ga cMena Kapara Ha
TpaHUIIA UMa O0JINK

g o @;1(0,2727 coyZn) = (0,y2(0, 22, . .y n), - o Yn (0,22, ..oy 2y)).

Oparie cmenn 1a je HA TPAHUITA

Oy .
Sy 0 0
N dya  Ody2 ... Oy2
R e I
OYn  OYn ... Ouyn
oxq Oxo 0Ty

Bynyhu na je oBa marpuia mHecwHryIapHa, MOpa 1a Oyae g—gi # 0. Me-

DyTum, nomro g o ¢, caMKa J0BH MOTYIPOCTOpP HA JOKH MOLYIPOC-
TOp, OJaTjie CJIelu Ja je ngﬁ > 0 (apyrum peduma, y; pacre 1o i
Iy x1—KoopauuatHe oce). Ilomrro je atmac {(Uy, @)} OpHjeHTHCAH, Tj.
det D(pgopyt) > 0, omatae caemn u ga je nowu (n— 1) X (n— 1) murOp
Behiu oz nyne. JIpyruM peduma, pECTPUKIM]E pq|ons AedbunuIiy ariac Ha
OM. Opujenranujy geduHCaHy OBHM ATIACOM HA3UBAMO OPHUjEHTAIITjOM
Ha OM undyxosany opujenmavujom na M.

Y tepmumHEMa opwujeHTanuje momohy audepennujaaHux (HopMu TO
3HAYW JIa, aKO je OPHjeHTalMja Ha YHYTPAITHoCTH moaynpocropa H™ mara
dopmom dxyA- - -Adx, 1 Y, 9yBajy OPUjEHTALN]Y, OHIIA je OpUjeHTaIln]a Ha,
OM 3anara Tako 1a PECTPUKILU]E ©q|on UyBajy OpHjeHTalu]y, IIPU YeMy
je opujenramuja na py6y OH" = R"~! zanara dopmom dry A - -+ A dxy,.

(32) Opwujenranmnjy kpaja MokeMO Ja (DOPMYJUIIEMO M y TEPMUHUMA OPU-
jEeHTaIMje TAHT€HTHUX TPOCTOpa. Y JAeMUHUINjU MHOTOCTPYKOCTH Ca TPa-
aunoM (29) y3uMamo dorbu MOJYIPOCTOD, & 338 OPUjEHTAIM]Y IPAHUIE y3-
umamo popmy dzxs A - -+ Adx, y KOjoj je ucnymrena koopauaara dri Koja
je AyasHa BEKTODPY 6%1' OBaj BeKTOD je 8eKkmop cnosawrve Hopmane Ha
TPAHMUILY, A HEKA/I 3a OBAKO OPHJEHTHUCAH KPAaj MHOTOCTPYKOCTH KaXKeMO
713 je opujenmucan 8eKMoOPOM CNOHAULHE HOPMANE.

Cuenujanno, neka je M = [a, b] koMnakTHa 1-1MMEeH3UOHA MHOTOCTDY-
koct ca kpajem OM = {a, b} u meka je opujentanuja na M nara 1-hpopmom
dt. Ouma je opujenrarmuja rpanuie 331ara 0—dopmom, Tj. OyHKIHEjoM

f:{avb}*}R, f(a’)zf]-v f(b):1



300

3. UHTETPAIINJA

Baucra, ako je |—1, 0] kapra (y ,z0mem nojynpocropy” aumensuje 1) koja
OIrOBapa OKOJIMHHU TadKe b, OHJA je OphjeHTaIlrja y H0j, KOja OAroBapa
opujertanuju dt wa M 3amara dopmom dx, jep mudeomopduszaMm Koju
civka | — 1,0] Ha b — €,b] uyBa opmjentannjy. ®@yuxmmja (0-dopma)
Koja ce mobuja kax ce u3 dx wzocrasu dx je f(b) = 1. Heka je caza
] — 1,0] kapra y okonmun tadke a. dndeomopduszam unrepsana | — 1,0]
Ha [a,a + €] Mema opujenranujy, tj. y Kapru | — 1,0] opujenranuja Koja
onrosapa opujentanuju dt je mara ¢gpopmom —dx. M3ocraBmamem dr u3
ose 1-dopme pobujamo 0—popmy f(a) = —1.

Jpyru HaunH 1a 00jaCHUMO 3aT1TO je OPHjeHTAINja TavuKe @ HeraTuBHA,
a TavukKe b MO3WTHMBHA je Ja KaXKeMO J1a Cy BEKTOPH CITOJ/bAITEhe HOpMAaJie Ha
[PAHUILy Y TUM TAYKaMa CylPOTHO OpujeHTucanu (y CMUCJY OpHUjeHTAInje
Ha [a, b)).
Cmoxcosa meopema. Heka je M KOMIIaKTHA OPHUjEHTHCAHA TJIATKA MHO-
FOCTPYKOCT TUMeHn3Hje n ca rpanutiom OM u Heka je w € Q" 1(M) mudep-
ernujaaaa ¢popma. Tama je

/dw:/ w,
M oM

I7e ce HA WHTErpajy Ha JIeCHOj CTPAHW MOIPA3yMeBA WHIYKOBAHA OPHU-
jenranuja rpanute. CrenujasHo,

oM =0 = dw = 0.
M

Hoxka3: Iormrro je marerpan geduHrcan moMohy pasiarama jeHHuIe
Po TAKO J1a cBaka (opMa paw WMa HOCAY y KOOPAWHATHO] KapTH, J0-
BOJBHO je JI0Ka3aTu TBpheme 3a CBaKy KOOPIMHATHY KapTy II0jeMHAYHO."
[Ipu Tome Tpeba pa3TUKOBATH KApTe OKO TAYAKA TPAHUIE U YHYTPAITHUX
Tadaka. pyruMm pedmma, JOBOJHHO je JOKa3aTu TBpheme 3a GhopMy Koja
MMa KOMIIAKTAH HOCAY Yy CKYILY

A={(z1,...,2n) eR"|0<z; <1,j€{1,...,n}}

(rj. jennaka je mynu y okosiunu pyba OA) u 3a dopmy uuju je HOcau
KOMTIAKTHO CAIPYKAH y CKYITy

B={(z1,...,2,) eR"|0<2: <1,0<2; <1,5€{2,...,n}}

(1. jemmaxa je mysu y GIM3UHU CBUX Tadaka pyda 0B ocum Tagaka Xumep-
pasuu 1 = 1), jep muOorocrpykocr M MoxKe Jia ce MOKpuje Kaprama 00-
muka A unu B.

Csaka (n — 1)-dopma na A nnun B uma 061k

n
w:Zaj(m)dxl/\-~-/\da:j/\~-~/\dxn,
j=1

9Kao 3aJlaTaK, OCTaB/FaMO UYHTAOIly Ja JOKaXKe Jla pasJjarame jenuHune Ha M UHAYKYje
pasnarame jeqmmune Ha OM, w ga omarne m3Bede ma w3 Tora mTo CTOKCOBA TEOpEMa BAaXKWU Y
CBaKOj KOODJAMHATHO] KapTH CJIeU Ja OHA BaxKu u Ha M.
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rje cuMO0I1 d/:c\J (T3B. Y3umaeauyae) O3HATABA I je WiaH dT; U30CTaBIbEH.
Hudepenmujan ose dopme je
- da;
dw = 1) L dzy A Aday,.
Jj=1
N3 Bbyra—Jlajoruriose dbopmysie cienu

d.%‘j = a]‘<$1,...,$j71,17xj+1,...,$n) —aj(xl,...,mj,l,O,ijrl,...,ain).

ITomro je HOCaw byHKIMjE a; KOMIAKTHO CaJpKaH y KapTH Koja ce pas-
Marpa, HOCJIeAbU U3Pa3 je jeJHaK HyJu aKo ce paau o ckyuy A (u tume je
Yj€IHO 3aBpIIEH J0Ka3 3a caydaj OM = (), a ako ce paau o ckymy B om
je jemnak Hymu 3a j # 1, 1ok je 3a j = 1 jemnax aq(1,z2,...,2,). Jdoka3
caga crnenn n3 OyburmjeBe TeopeMe, momMohy Koje ce maTerpa ¢popme dw
y pa3MarTpaHoj KapTh CBOJIX HA TMOHOBJbEHU WHTErDAJI

1 1
B 0 0 o O0z1
1 1
:/ / al(l,JCQ,...,J?n)dZEQ...dl'n:/ w.
0 0 OB

13 Crokcose Teopeme (33) ciene I'punosa dopmyna (8) u Teopema o au-
Beprennuju (15) kao cnenujasuu ciayvajesu. Ebyru—Jlajonunosa dopmyia
3a (PyHKIIHje jeqaHe IpoOMEeHbUBE

b
/ df = £(b) — f(a)

je crermjamau caydaj CrokcoBe Teopeme 3a 1 = 1.

Hasoauwmo jorn jenan cnenmjasnau cay4daj — CTOKCOBY TeopeMmy 3a moBp-
mu y R® Heka je ¥ rnarka opujenrtucana mospm y R? ca riarkom
rpaaunom C' = 03, OPUjEeHTHCAHOM TAKO /13 TTPUINKOM OOMIAXKEHHa, KPUBE
C mospmr ocTaje ca Jese crpame. Heka cy P, Q, R C'-¢dbynknuje Tpu
npoMensbuse. Tamga je

%Pdm—&—@dy-i—Rdz—// (6R 8?) dy N\ dz+

(35)

oP OR oQ op
+(az—6z>dz/\dx+<ax—ay)d$/\dy~

Y BeKTOpPCKOM 3anucy osa (hopMmysa IIacu

§ Feir [[(vxr).as

Hexa je M rmarka mHOroctpykocT u N C M meHa TyIaTKa KOMITAKTHA
OpHjeHTHCAaHA IOAMHOIOCTPYKOCT 0e3 rpanume. Ako je dim N = k, u3
CrokcoBe Teopeme cienu jga uHTerpan audepennujaiare gopme m106po
nedbunuiie suneapuu GyHKUMOHAN (KOjU 03HAYABAMO UCTUM CUMOO0JIOM):

[ cminn oo [
N N

rae je j: N +— M, j(x) = x ynarame.



302

3. UHTETPAIINJA

Crenujanno, ako je M KOMMaKkTHA OpUjeHTAOUIHA MHOTOCTPYKOCT 6€e3
rpanune u dim M = n, ouna je n—ta me Pamosa xoxomomoruja HYp (M)
HerpuBMjasiHa. 3aucra, Heka je p € Q" (M) dbopma opujenranuje. Oua je
cBaKaKo 3aTBOpeHa, jep je dim M = n, ma je Q"t1(M) = {0}. Tomro
HUje HUT/E jeTHaKa HYJIU, CJAeau 14 je

[

Ha CBakoj KoMmnonenTu nose3anocru y M. Omarie u u3 CrokcoBe Teopeme
caenu na p Huje ragHa gopma, jep 6u y nporuBHOM OUIIO

/u:/dn:O 36or OM = ().
M M

To 3naunm 1a je

([ s Hinor) > ®) £ (0),
o H, (M)
ker [y,

Baxku u MHOro jade TBpheme: KOMIIAKTHA MOBE3aHA MHOTOCTPYKOCT 6e3
rpanure M je opujeHTabMIHA aKO M CAMO aKO je

HymM(M) = R.

1%

R.

Kopucrehu (35) moxkemo ma nmokazxkeMo Ja eykiauacku npocropu R™ u R™
Hucy xomeoMopduu 3a n # m. 3aucra, Kaga 6u oHu G XOMeOMOpP(hHH,
6w 6u xomeomopduu u upocropu R™ \ {0} u R™ \ {0}. ITowro je

R™\ {0} ~5"1,  R™\ {0} =87,

onaTie 6U CJIequsIo0, TOMTO je ~ pesalfja eKBHBaJeHnuje, na je S 1 ~
Sm=1. Mebhytnyv, ako je m < n, onma je Hjp'(S™™!) = 0, momro
Hema HerpuBdjanHux (n — 1)—hopMu Ha MHOMOCTPYKOCTH Mam€ JMMEH-
smje (m — 1). Homro je, 36or (35), Hjg'(S"™1) # 0, n3 xomoroncke
uHBapujanTHOCTH Je PaMoBe KOXOMOJOruje cieiu Ja He MOxKe ja Oyze
Sn—l ~ Sm—l‘

Y TI'naBu 2 cmo Bugen 1a je yeaoB dw = 0 Heomxo1aH, ajIu He U JOBOJbAH,
Ja 6u dopma w. 6uia rauHa (Bumern (118) ma 241. crpanu). YKOJIHKO je
w dopma y npocro nosesanoj obaacru (Bugeru (122) na crp. 78), onua je
3a 1-dopme Taj ycioB u J0BObAH. 3auCTa, HEKA je w 3aTBopeHa 1-dopma
Ha IPOCTO oBe3aHoj muHorocrpykoctu M u meka je p € M upousBosbHA

Tauka. Tasma je ca
f(z) ::/ w,
Ca:

rue je Cp 1pou3BOJbHA IJIATKA KPUBA KOja Cliaja p U T, J00po AeduHucana
dbyukmmja f : M — R, 1j. nedwununcana je tTako ma He 3aBUCH O KPWUBE
C,, Beh camo ox tauke x. 3amcra, ako je B, apyra KpuBa KOja Claja
p u z, ouzna je yuuja Cp, U (—B;) (rge 3HaK MUHYC O3HAYABA MPOMEHY
opujenTanuje) 3arsopena kpusa y M. Ilomro je M npocro nosesana,
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nocroju ABoauMen3uona obsacr D C M raksa xa je C, U (—B;) = 0D,

mna je
/w—/ w:j{ w:/ dw =0,
C. B, oD D

maje [ w= [p w,1j. f: M — R je n06po sedunncana pynkmuja. 13
Byru-Jlajonunose dbopmyse cienn w = df, ma je w tadna.

(38) Heka cy p, ¢ use tauke na muorocrpykocru M. W3 (37) Buaumo ja
akKo je objiacT IpPOCTO MOBE3aHa, OHAA je WmHTerpaj 3arBopene l—dgopwme
JIy’K KpUBe KOja CIlaja TadKe p W ¢ UCTH 34 CBAKY TaKBY KpHUBY. pyrmm
peunMa, mHTerpaJ 3arsopene hbopMe Iy»K KPUBE Y TPOCTO TOBE3AHOj MHO-
TOCTPYKOCTH 3aBUCH CAMO OJ] Kpajibux Tadaka Te Kpuse. CrenujaaHo, Ha
je3HKY BEKTOPCKHUX 1I0/ba y R® T0 3HAYM /1 KDUBOJIMHMjCKI HHTErPAJ BeK-
TOPCKOT I10Jba UUjH j& POTOP HYJIA ¥y MPOCTO MOBE3aHOj 00JIACTH HE 3aBUCH
o7 TIyTa KOju craja Kpajibe Tauke: ako je 71(0) = 42(0) n v1(1) = v2(1),
oHJa je 3a TakBO mojbe F

/F'dr:/F~dr.
Y1 Y2

(39) Heka je M nosesana muorocrpykocr, p € M u 71 (M, p) ckyn Kiaca Xo-
MOTOIICKM eKBUBAJeHTHUX lpeciukasamba St — M koja ciukajy 1 € Sty
p (Tj. KJ1aca XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTHUX nemau y M ca 6asnom maurkom
p). Cryn 71 (M, p), unu, kpahe o3uadeno, 71 (M), nasusa ce gyndamen-
maarom 2pynom® vmorocrpykocr M. Y (37) cMo Buenn aa je caka
3aTBopeHa 1—(opma y mpocTo noBe3aH0j MHOrOCTPYKOCTH TadHa. JIpyrum
pednma

m(M)=0 = Hjz(M)=0.

OBo je Be3a mpocre 1MOBE3aHOCTH W IPBe Jile PamoBe Koxomosoruje Kojy
cmo Harosectunu y (118) ma 241. crpanu.

3anarak: Heka je M mose3ana MHOTOCTPYKOCT, M meno YHUBEP3aJI-
HO HaTKpuBame (Bugeru (26) na crp. 256) u I1 : M — M npojekuuja Koja
KJacu [7y] myTa -y nNpuapyxKyje mberoBy Kpajiy Tauky. Jlokasaru ja 3a
p € M napoBe3upatbe nersbe Ha nyr gedunuie jejerso rpyue (M, p)
na ckyny I117!(p). [la m je oBo mejcteo TpamsutusHo? Kaxsa je Besa
usmely kapmunannocru ckyna 1 (p) u w1 (M, p)?

Youmrewa dyHzaMentanne rpyne cy xomomoncke epyne w, (M, p) —
CKyIl KJIaCa XOMOTOIICKH €KBHBAJICHTHHX IIpeciIHKapBama S — M koja
caukajy radky (1,0,...,0) € S y p. OBu ckynosu rakohe umajy crpyk-
Typy Tpyme, Koja je Abenosa 3a n > 2. Meljytum, 3a n > 2 He BaXU
nperxonna ummukanmja. U3 m,(M) = 0 ne caedu Hjp(M) = 0. Ha
IpHIMep, MOXKe JIa ce TMOKasKe Ja je CBako mpecinkasame S? — T? apomn-
Menzuone cdepe y asomumensuonu topyc T2 = S' x S! xomoroncku ex-
BUBAJICHTHO KOHCTAHTHOM IIpeciuKapamby, ma je mo(T2) = 0. Mebyrum,
dbopma df A dg, Te cy 0 u ¢ momapHe KoopanHaTe Ha S je m06po Jedun-
ucana 3arBopeHa dopMa koja Huje Tauna (ymopemuru ca (20) ma 252.

1OOBaj CKYII 3aHCTa MOXKe J1a ce cHabJ/le CTPYKTYpPOM IpyIie.
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crpann), Tako Aa je H3p(T?) # 0. Illrasuume, W3 OpHjeHTAOMIHOCTH
topyca u (35) cienu na je H3,(T?) = R,

Heka je 0 : A¥ — M cunrynapan k-cuvmmekc y M (suzern (30) ma
crp. 259) u w € QF(M) mudepennujammaa k—bopma na M. Tama je o*w
mudepennujanua k-popma na AF € RF, na je ca

/w:z/ ocfw
o Ak

mo6po medHMHHCAH uHmMeE2pas Bopme no cuHaysapHom cumnaexcy. U3
JIyQJIHOCTH XOMOJIOLIKOI' oeparopa 0 M KOXOMOJIOLIKOI' d yCTaHOBJbEHE
CTOKCOBOM TEOPEeMOM CJIeIM JIa WHTErpaj 1O CHHTYJIAPHOM CHMILIEKCY
WHIYKYje 100po nedWHUCAHO OUIMHEAPHO TPECINKABAKE

HER(M) x Hy(M) 5 R, (], [o]) / w,

Tj. 4 TO IPECTUKABABE HE 3aBHCH OJl IPECTABHUKA W U 0 KJiaca [w| u
[c]. Cem Tora, oBO GUIMHEAPHO TIPECINKABAbE je HEJIETeHEPHUCAHO — OBO
TBpheme je mo3Haro Kao de Pamosa meopema.
dopma
n —_—
o= - Z(fl)kflxkdxl Ao Ndxg A+ ANdxy,
k=1

—

rme drp 3HAYXM JA je Taj] WIAaH W30CTaB/beH, MeUHUIIE HEeTPUBHjATHY
knacy [0] € Hjp ' (S*1). Bancra, ns CTokcose Teopeme cein

/ O':/ doz/ dxy A - ANdx, = u(B™) #0,
S§n—1 n n

rpe je B" := {z € R" | |lz| < 1} jeauuuna sonra y R™. Oparne, na
ocaoBy CTOKCOBe Teopeme, cjaeu Ja o Huje Taduna ¢gopma Ha chepu. OBo
je cnenujanau ciaydaj TBphema (35). Moxe ma ce mokaxke ja je

R, ke{0,n—1}

Hir(8") = {o, ke {0,n—1}).

Ban =2, 1j. 3a S, noka3 je campzkan y (20) Ha 252. cTpaHH; a MOKe
n1a ce u3sese u — 3a k = 0 u3 nose3anocru, a 3a k = 1 u3 opujenrabusinocTu
KpyTa.

3an = 3, 1j. 3a gBOaMMeH3HOHY cdepy SZ, pesynrar 3a k = 0
cjaemyw W3 TOBe3aHOCTH, 33 k = 1 m3 mpocTe moBe3aHoCTH, & 33 k = 2 u3
OpHjEeHTAONUTHOCTH.

3a n > 3 10Ka3 je MaJio CJIOXKEHU]H U HE HABOJIUMO TA.

IMomro je jonta B" kourpakTubuana (jep je kousekcHa; sumeru (26)
Ha cTp. 256), U3 XOMOTONCKE WHBapHUjaHTHOCTH Je Pamose xomoJjioruje

(Bumern (27) na 258. crpaHu) ciaean na je
R k=0

HE(B") =4 "
ar(B") {o, k> 0.

Osga koxomosioruja uuje uzomopdua koxomosoruju chepe (41), na onarie
3aKJby4yjeMO Ja JIOITa HUje XOMOTOICKU €KBUBAJICHTHA C(HEpH.
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(43) He mocroju rnarko'! mpecrmxasame h : B® — S"~1 koje me momepa Tauke
chepe S*1 = OB, 1. Taxso na je h(r) = r Ha rpaHuIy.
Hoxka3z: IlpermocTaBuMO CyImpPOTHO, /14 ITOCTOjA TAKBO IMPECINKABAIHE
h. Heka je
j:S" B j(x) = .
Taza je hoj = idgn-1, 1a je
j*oh* = (hoj)* =id: Hjz (S — Hz ' (S"™1)
HIEHTUYKO TpecinkaBame R — R. MehyTum, 10 je KOHTpagukimja, jep
ce koMmmo3uIja j* o h* dakropurre Kkpo3

HZN SN — HIR (B = {0} — HjZ (S,
(44) Bpayeposa meopema o gurcnoj mauxu. CBAKO HELPEKUJIHO LPECAUKA-
Bame [ : B" — B" 3arBopene sonTe Ha cebe nMa (HUKCHY TAUKY.

Jlokaz: JlokakKmuMo mpBO TBpheme 3a riiaTka MpecinKaBama. I[lper-
MMOCTABUMO 1 TIaTKO mpeciankaBame [ : B" — B"™ mema dpuKCHY Tadky.
Tana cy 3a cse © € B™ tauke = u f(x) pasauuure, na onpebyjy jeaun-
creeny mpasy. Heka je h(x) Tauka y kojoj Ta npasa cede py6 S"~! jonre
ca OHe CTpaHe ca Koje je x; eKCIITUIIUTHO

h(z) =z + Az — f(2)[|7 (@ ~ f(2)),
rje je A jeIMHCTBEHU IO3UTHBHU cKasiap Takas ja je |[h(z)|| = 1. Tume
je nedunucano npecauxasame h : B® — S”! koje He momepa Tauke Ha
IPaHUIM, MITO je Y KOHTpaJuKuuju ca (43).

IIpernocrasumo cazma ga je f camo HempeKu HO, a He TIaTKo. 1locTroju
HU3 IJIATKUX TPECINKaBama f, KOju paBHOMepHO KoHBeprupa kKa f. Ilo
JIOKA3aHOM JIeJTy TeopeMe 3a IJIaTKa MPec]UKaBamba, 33 CBAKO 7. MOCTOjU
dukcHa Tavka T, npecaukaBama f,. 300r KOMIAKTHOCTH JIOIITE, OCTOjH
KOHBEPI'€HTAH [OJHHU3 T, ; O3HAYUMO IHErOB JIMMEC €A Too. llpesrackom
Ha JiMec y u3pasy f(xg, ) = Xy, 3aksbydyjemo (y3 nomoh HejeaHAKOCTH
Tpoyria u yaudopMHe KOHBepreHimje fi ) Ja je Too GUKCHA TauKa mpec-
JMKaBama f.

(45) Bamarak: ITokaszaru npumepom na Bpaypeosa reopema o GpukcHoj rauku
HE BAXKU 34 OTBOPEHE JIONTE.

(46) Ako je A TomosOIMIKE TPOCTOP XOMeoMopdaH 3aTBOpeHoj jontu y R™,
OHJIa CBAKO HEMPEKWIHO mpecimkaBame f : A — A nma GUKCHY TaduKy.
Bpayeposa Teopema ce decTo dhOpMyJIUIie Y OBOM, ONINTHjeM OOJIUKY.

Hokaz: Heka je h : B® — A xomeomopduzam. W3 (44) cuenu na
npeciukasame h~1o foh : B" — B" uma dukcuy tauky x. Taza je h(x)
dbukcHa TpecaMKaBama MpecInKaBama, f.

(47) Hexka je C' KOHBEKCAH KOMIIAKTAH MOJACKYII €yKJIHICKOr ipocTopa. 13 (46)
cjaeaw Ja CBAKO HempeKugaHo npeciaukaBamwe f : C — C uma durcHy
TAYKY.

(48) Ilon onpeljenum ycnosuma, Bpayeposa reopema MozKe /1a ce IPOLIMPY U HA
OecKOHa4YHO auMeH3uoHe npocrope. To upowupemwe je Ilaydeposa meo-
pema o durcroj mawku: Heka je X Bamaxos mpocrop 2 m K C X

HTBpljeH,e BaXKK U 33 HENPEeKudHq MIPECIUKABAILA.
12 Teopema Baskn 1 MO, CIAGH{HM IPETIIOCTABKAMA — 33 JOKAIHO KOHBEKCHE TOIOJIONIKE BEK-
TOPCKE MPOCTOPE.
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HeIpa3aH KOMMAKTAH M KOHBEKCAH MOACKYIH. Taja CBAKO HEIPEeKWTHO
npecmukaBame f : K — K nvma GUKCHY TaUKy.

Jloka3 Moxke 1a ce m3Bene cBohemeM Ha BpayepoBy Teopemy, Tj. Ha
KOHA9HO aumen3uonn ciaydaj (47).Ilomro je K KOMMaKTaH CKyT, OH MMa
KOHA4HY e-Mpexy F = {p1,...,pn} (Bugern (225) u (227) y I'nasu 1).
Heka je K. xomBekcHm omoTad ckyma F u neka je X, aduHE MOTIPOCTOD
gumvensuje n — 1 pazamer taukama ckyna F. Ouwurnemno je K. C X..
ITocmarpajmo mpeciuKaBaimbe

Jei=meof: K. = K¢,

rae je m. : X — X, IMMayneposa npojekiuja (Buzern (359) y Tmasm 1).
[IpecnukaBame f. je nedbnHUCAHO HA KOMITAKTHOM KOHBEKCHOM ITOJICKYITY
K. xonayno numen3uoHor npocropa X, na no Bpayeposoj reopemu (47),
nMa (PUKCHY TaUKy T.. V3 KOMIaKTHOCTH CKyma K ciemau /a MOCTOju HU3
er — 0 rakas j1a HU3 T., KOHBEPI'UPA K& HEKOM T, € K. Ilpesiackom na
JIUMEC y u3pasy

fer (xak) = Tgy,

3aK/bydyjeMo na fe, (Te,) = Too. Ocraje na moKazkeMo na je

fer (Tey,) = f(@o0)

To cnenn u3

[few(@e) = flaoo)ll - < lme (f () = f (@) || + 1 f(2e,) = flzoo)l

(49)

<ep+ ||f(xak) - f(xOC)Ha

TJIe TIOCTeha HejeJHaKoCT Baky 3aTo mTo Illayneposa mpojeknmja 3a10-
BosbaBa ||me(z) —z|| <ezaz € K.

BagaTak: IloBprunna KpyzKHE HOBPLIX je 727; audepeHuparbe 1o r aaje
2r7, wro je obum Kpyra. 3alpeMuHa JIOITE je %r?’w; BEeH M3BOJ, 110 T
je 4r?m — nmospmuna sjomTe. Jla JIE OBO IPABHJIO BAazKH y IIPOU3BOJHHO]
mumvensuju n? la au OHO MOXKe Jja ce U3Beje Kao HOCTIEINIA J1yaTHOCTH
m3mely d u 0, ycranoBmbere CTOKCOBOM TeOpEMOM?

Bagmarak: Heka je f(x,y,z) = 2z — 3y + e*. Jloraszaru na je BPeTHOCT

WHTETpANa
/ V f-dr,
c

rae je C kpusa koja cnaja tauke (0,0,0) u (1,2, log 3) ucra 3a cBaky TakBy
KpuBYy. 3padyHaTw Ty BpeIHOCT.

Sagarak: Vzpauynaru
of
/ /2 s,
f

r7e je % n3Bo/ GyHKIMje f y MpaBIly jeIMHUIHOT BEKTOPA N HOPMAJIHOT

wa mospm ¥ C R3 axo je

(a) ¥ chepa 22 + 9% + 22 = 1, f(z,y,2) = 2% + y? + 2%, n Bekrop
CIIOJ/bAIIHE HOPMAJIE;

(6) ¥ chepa 22 + 9% + 22 =1, f(x,y,2) = 1/(2% + y*® + 2?), n BekTOp
YHYTPAIIE HOPMAJIE;

(8) X 1eo cdepe 12 +y?+2% = 1 koju nexu y npsom okranty, f(r,y,z) =

log v/x2 + y2 + 22, n BeKTOp yHyTpalllibe HOpMAaJle;
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(r) E={z=2z+3y,2 >0,y >0,z <5}, f(z,y,2) = x+y+2,nk>0.
Heka je F Bektopcko nosmse knace C? na R3.
(a) Ako je ¥ C R3 sarBopena opujeHTabUIHA TIOBPII, JOKA3ATH 12 je

//VxF~dS:O.
b

(6) Axo cy ¥1,%s C R3 opujenTucane TOBpIM ca 3ajeHUTKOM I'DaHU-
IIOM, JTOKA3aTh Ja je

// V xF-dS = V x F -dS.
21 22

Bamarak: /lara je kpusa x = 32t, y = 16t> — 4.

(a) Hahn nyxuny ayka kpuse uzmehy tavaka (0, —4) n (32,12).

(6) Uspauynaru mojynpedHuk Kpusuhe kpuse y tadxu (96, 140).

Banarak: Heka je C xpusa z = ¢?! cost, y = e*! sint.

(a) Hanucaru jequauuny kpuse C'y HOJApPHUM KOODJAUHATAMA.

(6) Hahu myxuny myka kpuse C msmehy tagaka (1,0) u (e, 0)

Bagarak: Hahn gyxumy myka kpuse

(a) z = a(t —sint), y = a(2t — V/2cost), z = 4asin (t/2) usmely nsa
Y3aCTOIMHA TPEeceKa Ca TYy—PABHHU.

(6) 2® = 3a’%y, 22z = a® uzmel)y Tauaka mpeceka ca paBHUMa Yy = a/3,
y = Ya.

(B) x =sin®t, y = cos®t, z = cos 2t.

Bagarak: 3arsopena kpusa C para je jeapauunama r = x(t), y = y(t),

a<t< B rmecyt— x(t) ut— y(t) bynsmuje knace CL.

(a) dokasaru ma je moBpinuHa orpanudeHa kpusom C' jemHaka

/j (z(t)cjg - y(t)‘Z> dt

(6) Kopucrehu pesyarar (a) n3padyHaTH TOBPIAHY 0GIACTH OrPaAHWYEHE
emuticoMm x = acosf, y = bsinf, 0 < 0 < 2m.
Bagarak: Wspauynaru ffsi 2dS u ffsi (2% + y?) dS, rzme je S1 ropma

1

2

nonycdepa 22 +y? + 22 =1, z > 0.
Bagartak: Kpusa vy R? je mara mapamerpusamujom

x=-cosf, y=sind, z=160, 0<60<2m.

Hexka je w = 2xye® dr + x2e? dy + x?ye? dz. UspauynaTn

/OJ7
Y

aKO je KPHUBA Y OPUjEHTHUCAHA, Y CMEPY OMaama mapamerpa 6.
Bagarak: Hexa je Si(t) := {(z,y,2) € R3 | 22 +y? + 22 = 2,2 > 0}
ropma nostycdepa nosynpednuka t > 0 u

f@) :/ xyzdy N\ dz 4+ ydz A dz.
S4(t)

Uspaaynaru f'(t).
3amarak: 3pagynarn fS w, aKo je
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(a) w=xdy Adz+ydz Adzx, a S ropma cTpaHa IOBpIIU
Py <1, z=a"+y%

(6) w==xzdx Ady, a S yayTpamima CTpaHa rpaHule IUIUHIPA
x2+y2§1, 0<2z<4;

(B) w=dx ANdz — zdy ANdz, a S ropma cTpana rpaHule HOJIYJIONTE
a:2—|—y2+z2 <1, z2>0;

(r) w=22dx Adz, a S ropma cTpaHa MOBPITH

?+yP=2% 0<z<1;

(1) w=xdrAdy+zydrAdz, a S yryrpammba cTpana pyba komxke [0, 1]3;
(e) w=xdxNdy+zydyNdz+xzdx ANdz, a S yuyrpamma crpana pyba
CUMILIIEKCA

r+y+2<1, >0, y>0, z2>0.

Bamarak: Hahu cse dynxuuje f: R? — R kuace C!, rakse 1a je ¢popma
w = f(z,y, z) dx Tauna.
Bagarak: Wspauynaru [, (x+y?)ds rae je C myx y R? koja cnaja rauke
(0,0) m (1,1).
Bajarak: Heka je F = (22 —y)i+ (y? — 2)j+ (2
y R3.
(a) Uszpauynaru fCF - dr ako je C cnemehia KpuBa Koja CIaja Tadke
(0,0,0) u (1,1,1):
(al) ayx
(a2) xpuBa ¥ =t, y =t 2 = t3.
Ha au je F norennujanno nose? Ha jqu je F comenonmanto mosme?
(6) Uspauynaru [ F - dr axo je S xpyr 2> +y* =1, 2 = 0.
arak: Heka je
F =221+ 2yj + 22k
F=yi—xj
F

2 — )k BEKTOPCKO TO/bE

W
£

(m) F=(y+2)i+ (z+2)j+ (z +yk.

Ja mu mocroju dyukiuja f raksa na je F = V f?7 Ako nocroju, nahu je,
aKO He II0CTOjU JIOKA3aTH Jla He IOCTOjH.

3amarak: Heka je F = 2xi + 2yj + 2zk. Uzpauynarn fc F -dr, rue je C
mexka Kpuba Ha chepn 22 + y? + 22 = 1. ([a mu je, ma 6u oBaj 3a7aTaK
UMao CMHUCJA, 1oTpebHo Buie uHdopMaluja o Kpusoj C u 3amro?)
Bagarak: Heka je C' nyr koju cuaja tauke (1,1, 21) u (22,ys2, 22). 13-
padyHaTn fC 22dx + 2y dy + 2x2 dz. (Jla mm je, na 6u oBaj 3a/aTaK UMA0
cMucaia, norpebno uie undopmanuja o nyry C u 3amro?)

BajaTak: Heka je r = zi+yj+ 2k Bekrop nonozxaja rauke (r,y, z) € R3,
F u G BexkTopcka nosa y R u f : R?® — R riarka dynxnumja. Jokazarn
(a) div(fF)=fV-F+F-Vf



(68)

(69)

(70)

(77)

2. UTHTETPAIINJA HA MHOTOCTPYKOCTUMA 309

Bagarak: Vcnnrarn coleHORIATHOCT BEKTOPCKOT Tosba f(r)r, rae je r =
zi+yj+zk, r=|r|| u f: R — R rmarka dbyusxuuja.
Bagarak: Heka je C Tpoyrao ca remenuma (0,0), (0,1) u (1,0). Uspauy-
narn uarerpan [, y* dx + x* dy
(a) nomohy I'punose reopeme
(6) 6e3 nomohu I'purose Teopeme.
Banarak: Heka je F = yi — xj u nexa je ¥ cdepa 22 +y> +22 =4,a X,
nonycdepa z = /4 — 22 — y2. JJokazatu 1a je
(@) [fs, VxF-dS= -8
6) [[xV xF-dS=0.
Ha sm pesynrar (6) 3aBucu o1 BekTopckor mosba F? a su pesynrar (6)
3aBUCHU OJI TOBPITH X7
Bagarak: Heka cy w; = dz A dy, we = ydx A dz, wg = dr Ady (rue je r
cepra xKoopaunata, Tj. 72 = 12 + y? + 22) Tpu mudepenrmjanne dopme
y R3. 3pauyHaru muX0OBe BPEIHOCTH HA IAPOBUMA BEKTOPA
(a) X =i+j+2k, Y =jy rauxu (0,1,0).
(6) X=1i—j,Y =—-i—jy rauku (2,2,1).
Bagarak: IIpecimkasame f : R? — R? zanato je ca f(s,t) = (st 1).
Uspauynaru f*(dz + xzdy).
Bamarak: 3a Bekropcko nobe A u dyuxuujy f y R? nebunucane cy
mudepentmjatae popme

wa(X) = (A X), wa(X,Y):=(A,X)Y), wj:=fdV,

re je (-, +) cKaJapHu mMpousBo, (-, -,-) MemoBuTH mponu3eo 1 dV dopma

3anpemuHe y R3.

(a) HokasaTu na ce caka mudepenrmjamna 1, 2 u 3 dbopma y R? moxe
HPEJCTABUTH Ha 0Baj HAYMH [OMOLY HEKOI BEKTOPCKOr 10Jba A wmiu
bynxumje f.

(6) Hokazaru ma je

1 1 _ 2 1 2 _ 3
WA NWR = WA xB> wAAwB—Lu(A’B).

Banarak: Koncrpymncatu mudepennujanny 2—dopmy y R\ {0} koja je
3arBopeHa, amu Huje Tauna. Wspauymaru satum Hjn(R3\ {0}) 3a x =
0,1,2,3,...
Bagarak: Koncrpymcaru mudepennujanue 1 u 2—-hopme ma Topycy T2
Koje Cy 3aTBOpeHe, ayu Hucy tadne. Wspauynarn 3arum Hjj,(T?) 3a % =
0,1,2,3,...

3amarak: /lokazaru ga aHTHIIOJATHO MPECTUKABAHE
a:S"—=S" x+— —=x

cdepe mapre nUMeH3Mje HEUje XOMOTOITHO WIEHTHYIKOM MTPECInKaBamy. /la
JIA UCTO BaKu 33 cdepe HemapHe AUMeH3uje’

BamaTak: Heka je QF(S?)/ ~ ckyn mudepernujamanx k—bopmu Ha chepn
S? koje cy uHBapujanTHE y OJHOCY HA AHTHIIOJAJIHO IIPECIUKABAIE O
S? — S2. JIpyrum peunma, F (S?)/ ~ je KOMMUHWYKE MPOCTOP y OIHOCY
Ha peJalyjy ekBuBaseHnuje n ~ a*n. Jokaszaru ga 3a HEmpeKumIHy (ByH-
kimjy f @ S? — R Bayku mMIIIKanmja

f(z) — f(a(x)) = const. = f=0.
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[Tocmarpajyhu mpojeKTUBHY paBaH Kao KOJUYHUIKH IIPOCTOP
RP? = §%/2 ~ a(x)

u mpupoHy npojekimjy 7 : S? — RP? nokaszaru:
(a) maje QF(RP?) = QF(S?)/ ~;
(6) maje
& 9 R, k=0
Hir(RP?) = {0’ B> 1
3ak/byYUTH JIa TPOjEKTUBHA PABAH HUjE OPUjeHTAOUITHA
(78) Bamarak: lokazaru na je chepa S™ npocro nosesana 3a CBako n > 2, a
1a n—auMens3uonn Topyc T? = S' x -+ x S! Huje mpocro nose3an mu 3a
jemaH mpupomHU OpPOj M.
(79) 3amarak: Heka je D obmacty C=R? u f: D — C = R? npecnkapame
kiaace C'. Hekaje,3ax,y € Ruz = z-+iy € C nedunncano dz := dx+idy
u dz := dx — idy, rue je i := /—1.
(a) U3 dopmyse 3a nudepenuujan df = gid:c + 2 dy = J:dz + %di

U3pas3suTu 8% u % LIPEKO gf; u %

(6) ITonazehu ogx,

13

a =4z P e

n CrokcoBe Teopeme y O6JII/IKy

[ ara=§ ra.

JIOKA3aTH 14, aKo je F = 0 y npocro nose3anoj (Bumeru (122) Ha
crp. 78) obnacru D (tj. ako je dynkuuja f xonomopdua y D), onja
3a CBaKy 3aTBOPEHy IJIATKy KpuBY ¥y D Baxkn f,y f(z)dz = 0 (Kowu-
jesa meopema,.
(B) Hexka je h(z) = (2 — ¢)~! 3a nexo ¢ € C. Hdoxasarnu ja je 92 = 0.
(80) Bamarak: Heka je D C C obanacr u f : D — C upeciukaBare Kﬂace Ct
na D u nenpexuauo na D. Heka je ¢ € D.

(a) Hoxasaru ga je d((z — )~ f(2)dz) = (2 — ()~ 2Ldz A d-.
(6) HpI/IMeHOM Crokcore (1j. I'puHOBe) Teopeme moKazaTh 1a je

f(2) f(z)
dz Ndz = —dz — —dz.
//D\Da e = oD Z— G ¢ ngEZ—C ¢

,ZLOKa3aTI/I Ia je

lim // dz/\dz- // dz/\dz lim f(z) dz = 2mif(C).
=0+ J/p\p, %z — DZ =0+ Jop. 2= ¢

(r) ,ZLOKaBaTH Ja 3a cBako ¢ € D Baxwm

_ 1 f(2)
f(oiQTm' op 2 —C 271'2/,3

1334 PA3JIUKY Of TIPOjEeKTHBHE PABHM, TpojekTuBHE TpocTtop RP3 je opujertabuman. Pazmor
JIeXKH Y TOME MITO AHTHIIOAAIHO IIPECauKaBame a : S” — S™ Mema OpHjeHTaIu]y 3a MapHO, a He
Mema 3a HemapHo n. Axko je n € Q"(RP™) u n napHo, oHIa je fsn m*n = 0 (ma u3 me Pamose
teopeme (40) caenu [7*n] = 0). To He BaXKM aKo je n HEMAPHO.
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(n) Hokaszaru ja, ako je

0
—{:0 3a ceako ( € D
0z
ouma Baxu Kowujesa unmezpasta Gopmyaa
1 z
fo =4 184

_27TZ 6DZ_C

() Pazsuru dyukuujy ¢ — ﬁ(fg y crenenu (reomerpujcku) pej 1o ¢

U 70Ka3aTy 12 je y (1) oupaBiaHa 3aMeHa IOPeTKa CyMUDPama TOr Pela u
nHTerparuje. 3BecTu 3ak/bydak Ja je CBaKa KOMILIEKCHO audepeHIuja-
ounna (1j. xomomopdua) Gynkuuja anaaurudka (Bugeru 15 va crp. 193).
Bagarak: Jlanaacujan Af dyuxuuje f cmo nedunmrcann ca

Af = div(gradf).

DOyukiyja je zapmonujcka axo je Af = 0.
(a) MoxazaTn ma je y eykamackom mpoctopy RF A =3

k 92
j=1 027"
(6) Hoxazatn ma je y eykamackom mpoctopy R? = C

(B) Hokasaru ma cy peanuu u umarusapuu geo dbyukuuje f : C — C,
f(z) = 2% xapmonnjcke bynkimje.

(r) Hexka je f xapmomnmjcka dbymkmmja y obmactn D C R3 ca rraTkom
rpanuriom ¥ = dD. Jloka3arTu ma je

(r1) [fg DufdS =0
(r2) [[g fDufdS = [[[, |V f|? dedydz,
rae je Dy u3BOM y IpaBIly jeIMHUYIHE HOPMAJIE N HA Y.
(1) Hexa je D C R? obmact ca riaTrkoM Tpanutom X = 0D u u, v TIaTKe
dyukmuje na D. Jlokazarn
(n1) [[guVv-dS = [[[, (uAv+ Vu-Vv) dzdydz
(n2) [ (anv — UDnu) s = [[[, (uAv — vAu) dxdydz
(13) [[guDnudS = [[[, (uAu+ || Vul?) dedydz
(14) [[s, DnudS = [[[,, Audzdydz.

(h) Heka je u xapmommjcka dbynkmmja y obmactn D C R3 ca riarkom

rPaHATIOM
(91) Heka je ulopp = 0. dokasaru ga je u = const.
(h2) Heka je Dhu|sp = 0. Hokazaru na je u = const.

(e) Hoxaszaru na Jlanaacosa jednanuna Au = 0y obnactu D C R? ca
[JIATKOM TPAHUIIOM MMa JeJUHCTBEHO DEIIeHe ako Cy 3aJaTH TPAHU-
YHW YCJIOBH

(el) ulop = ¢(x,y, 2) unnu
(e2) Dynulop = ¥(z,y, 2).
(k) Hokazaru ja je dyukuuja K : R" — R nedunucana ca

& log | n=2,
K@)=2 0 )
(2= m)on) Hal> 0>,

rjie je wy, 3anpemuna jequanane cdepe y R™, xapmonujcka. Osa dyn-
KIHja HA3UBA ce Pyndamenmannum pewervem Jlanaacose jednarwune.
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(82) Bamarak: Heka je K dynmamentanno pemieme Jlamiacose jeqaadune u D
obmact y R”. Heka jey € D u B, jionTa ca eHTPOM Y Y U MOIYTPEITHUKOM
e > 0. YBequmo o3naky K,(z) := K(z —y).
(a) Hdoxkasartu 1a je

/ K,AudV = / (Ky,Vu—uVK,) -dS + / (Ky,Vu—uVKy,) - dS
D\B. oD 8B,

3a MPOM3BOJHHY TVIATKY QYHKIMjY u Ha D.

(6) Hoxazaru ma je K(x —y) = K(||x —yl||) u omazie ussecru na je VK,
KoHCTaHTHO Ha cdepn OB. u jenpako VK, (e) = (nwpe™ )7L,

(B) Ussecru u3 (6) na [, uVK, -dS texu ka —u(y) kag e — 0.

(r) Hokasaru ja je

K,Vu-dS < nw,e" 'K, (¢)sup | Vul|
9B. D

U 73 TIOCTEeNbY U3Pa3 TexKW Hymm Kam € — 0.
(n) Hokazaru I'punosy dopmyay penpesenmayuje

u(y) = / K, ,AudV — / (KyVu—uVKy,) -dS.
D oD

(h) Ako je u byukuuja ca komnaxmuum nocavem y D, nokazaru ga 'pu-
HOBa (popMysa penpesenTanuje rracu u(y) = fD K,AudV.

(e) Heka je f ruarka dynkuuja ca komuakraum HocadeM. Jlokazaru ja
Iyaconosa jednavwuna Au = f uma permeme u = K * f, roe 3se3auna

o3mauaBa Koneoayyusy dynkyuje: (¢ *V)(y) == [, ¢(x — y)i(x) dx.



(1)

(2)

TJTABA 4
HuzoBu u dbamuiauje dbyHkimja

DaMUAUJOM TPECAUKABATHG HASUBAMO IPECITNKABAE
f: X XxT =Y,

KaJa je Apyra IPOMEHJbUBA U3 OHJIO KOU PA3jIora M3/BOjeHA U UMA HEKY
rocebny yiory. Ty mpoMeH/bUBY Ha3UBAMO NAPAMEMPOM DAMUIU]E; CKYTI
T nazuBamo ckynom napamemapa. Hekana ymecro f(x,t) mumenmo fi(x),
OZIHOCHO

fiX Y, teT.

Jenan npumep davuinje npeciukaBama je Hu3 [IPEC/IUKaABAbA
fm i X—=Y;

OB/IE je CKyT mapamMerapa CKyI mpupoaaux Opojesa N.

Hapagho, cacBuM paBHOIIPABHO MOXKEMO JIa, CMATPAMO L TTAPAMETPOM,
a t npomensbusoM byukuuje t — f(xz,t).
Ipernocrasumo aa je (Y, d) merpuaxn mpoctop, f : X XxT — Y davminja
npecaukaBama u Fp dunrep Ha ckymy mapamerapa 1. Kaxemo ma je
byrknmja

f:X—>Y
aAuMmec gamusuje fi no maukama axko je
(Va € X) f(x) = lim f,(x),
Fr
OJTHOCHO, aKO
(Vz € X) (Ve > 0) d(fi(z), f(z)) <z, e
W3 T'maBe 1 3HaMO 12 je IPETXOAHN MCKA3 eKBUBAJIEHTAH Ca
Ve e X)(Ve >0){t e T | d(fi(z), f(x)) < e} € Fr.

IpecnukaBame [ : X — Y je pasnomepnu (wnu yrudopmnu) sumec
damunuje f; ako

(Ve > 0) sup d(fi(x), (2)) <7: &,

OIHOCHO
Ve>0){teT|(VzeX)d(fe(x), f(z)) <e} € Fr.
"3
(Vo € X) d(fi(z), f(z)) < sup d(fi(z), f(z)),

ciaeny 13 je cBaku yHUMOPMHHU JMMEC VjeIHO W JIUMEC MO Tadkama. Y
TnaBu 1 cMmo Bugenu npumepe aumMeca (Hu30Ba (DYHKIMja) [0 TadKama
KOju HUCY YHUGDOPMHU JTUMECH.

313
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Kowuges ycaos nocmojarea pasromeproz sumeca. Heka je Y merpuuakn
MpOCTOpY U HeKa je T MEeTpHUYKH IMPOCTOP WK CKYI IMPHUPOTHUX OpojeBa
N. Heka je f; : X — Y davmuinja upeciinkaBamba ca CKyIOM IIapaMerapa
T wn Fr dunrep okonwnHa, dbuarep mpodymeHnx okoanaa uian Dperreon
dbunrep vHa T. Qavunuja f; ucnymwasa Kowujes ycao6 ako 3a CBako € > 0
mocToju ckyn 1y € Fr Takas 12
t1,t € To = sup d(fe, (x), fr,(2)) < e.
zeX

Kommmjes ycioB je HEOXOIAH yCI0B IOCTOjaha PABHOMEPHOT JIUMECa,
damunuje f; : X — Y. Axo je nmpocrop Y koMmIIeraH, oHIa je Taj yCIOB
M JI0BOJbAH.

Hoxkas: Heka je f paBHomepnu jaumec dbamvuinuje f;. Tana je

d(ftl (x)7ft2(x)) < d(ftl (l‘),f(m)) + d(f(m),ftz(x))a

omakje cienu ga je Kommjes ycios neonxomad. Ako je Y kowiuierad
u pamuiuja f; 3apososbasa Kowujes ycios, onga u3 Kowujesor yciosa
ersucTeniyje obmunor jumeca ((32) ma 57. crpaHu) ciemu 1a 3a CBAKO
z € X mocroju

Fr
a MPEIACKOM Ha JIMMec 10 to y Hejemuaroct d( ft, (x), fi,(x)) < € nobu-
jamo
d(fy, (z), f(x)) <e 3zacse t €T,

wro 1o geduHUIUjU 3Ha4u 13 je [ paBHOMEpHH JiuMec damuiuje fi.
Komymuparee aumeca. Heka cy X, T u Fr xao y (3),

[ XxT—Y, teT

damunuja mpecInKaBama y KOMILIETAH METPUIKY npoctop Y u Fx dbui-
rep Ha X. AKO mOCTOju paBHOMEPAH JIUMEC

f=limf,: X =>Y
Fr
7 aKo 3a CBakKo t € T mocToju JumMec
=i
ye = lim fy(2),

ouna nocroje mumecu limr, (limz, fi(z)) u limz, limz, f;(z)) un Baskn
jemTHaKOCT
lim(li = lim(li
lim(lim f,(2)) = lim(lim f(z))
Hoxkas: Hexka je € > 0. I3 mocrojama paBHOMEPHOT jinMeca mo hui-

repy JFr u Komujesor ycmnosa (3) caenu ga nocroju ckyu Ty € Fr, Takas
ma je 3a cBe ty,to € Tpmese x € X

d(ftl (I)a ftz (‘T)) <e.
[Ipenackom nHa jumec o dunrepy Fx mA00ujamo
d(ye,,y,) <€ 3acee ty,ty € Tp.

"3 Kommjesor ycmoBa ciaenn ma nocroju y = limr, y:. Octaje jorn ga
Jokazxkemo za je y = limr, f(x).
Hexka je t5 € Ty. Tana je

XO = {iL’ € X | d(ftz(m)vytz) < 5} € -FX
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Axo y mejegaakoctuma d(fi, (), fi,(x)) < € n d(ye,, y,) < € upehemo Ha
smmec 1o duarepy Fr y omHOCy HA t1, mobujamo

d(f(2), fir () <& m d(y,ys,) <e.

[Tormmro je

d(f(l’), y) S d(f(.’ﬂ), ft2 (l’)) + d(ftz (1’)7 ytz) + d(ytm y)a
cTIeqn Ja je
X1 ={ze X |d(f(z),y) <3} D X,.
[Mowro je Xo € Fx, cnequ na je u Xq € Fx, ua je y = limg, f(z).
Bagarak: Jlokazaru sa rspheme (4) Baxu (ca nesnarHom moudukanu-
jOM J0Ka3a) ¥ ako mpocTop Y HHUje KOMILIETAaH, YKOJMKO YMECTO TOra
IIPETIIOCTABUMO Ja HOCTOju lim g, y:.

Henpexuonocm aumeca. Heka cy X u Y merpuuku npocropu u Heka je T'
ckym ca ¢purrepom Fr. Heka je

£ XY, teT

damunuja npecankaBama ca napamerpuma y 1. Ako je 3a cBako t ¢yH-
KInja f; HETIPEKUIHA y TAYKU Tg € X W aKO MOCTOjW PABHOMEDPAH JIMMEC

f:l_;_f;lftiX%K

oHza je u dbyHKIHja f HENMPEKWUIHA ¥ TAYKUA Xy.
Jloka3 cienu w3 HejeIHAKOCTH TPOYTIIa

d(f(x), f(x0)) < d(f(z), fr(x)) + d(fi(z), fi(z0)) + d(fi(x0), f(x0)),

(7)

jep cy upsu u rpeliu cabupak mamu o1 €/3 3a cBe T u 3a { U3 HEKOr
To € Fr, a Ipyru je Mamu o1 €/3 3a = JI0BOJBHO OJIU3Y Xg.

Usz600 aumeca. Heka je X nHOpMupanm BeKTOpCKu mpoctop, V. C X
OTPAHWYEH, OTBOPEH W KOHBEKCAH MOJACKYM, T MEeTpWYKH MPOCTOpP WJIH
N u Fp dunrep okosuna, dbuiarep npobyiienux okosuna uiu (y ciaydajy
na je T = N) Opeweos dunrep na T. Heka je

£V oY, teT

damunuja nudepeHnujabIHIX TpecanKaBama y banaxos mpoctop Y.
[Ipernocrasumo ja dbavunuja uzsoxa (o x € V)

Dfi(z):V = L(X;Y)
MMa PABHOMEDHU JIIMEC
Y= ljirmet(x) V= L(X3Y)
T
u 1a 'y 6ap jeaHoj tTauku rg € V mocroju gumMec
li Y.
lim f; (z0) €
Tama mocToju paBHOMEPHH JTHMEC
f=limf,:V —>Y.
Fr

Oyukupja f je nudepennujabunna u saxu Df = 1.
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Hoxas: Ilokazahemo npBo 1a damunuja f; Ma paBHOMEDHU JIUMEC
mo Fp. Ilpumenumo HejeqHAKOCT TPOYIIa, a 3aTuM Teopemy O Cpeamoj
BPEIHOCTU HA, PA3JIUKY

1f12 () = foo (@) | < [ft2 (2) = fro (2)] = [f11 (w0) = fro (@) + [ f21 (20) = fo (o) |

< 3w [Dfe(zo + 0 = 20) = Dfiy (o + 0(x = z0)) | [l = ol|+

1o (0) = fun ()]

ITomro D f; mma paBHOMEpHH JnMec, a fi(zo) obnvan auMmec, 10Ka3 aa fi
uma pasHoMmepuu jumec f caeau u3 Komujesor yeimosa (3).

IIpumenmmo cama HejeaHAKOCT Tpoyriaa m TeopeMy o cpemrboj Bpe-
HOCTHU Ha Pa3JIUKy

I[fer (@ + h) = fo, () = Dfi, (2)(h)] = [fro (z + h) = fi, (x) = Dfe, (x)(R)]]| <
<[ sup [ Dfe,(x +68) = Dfiy @+ O] + 1D fus(x) ~ Des @)1l
Osa nejesnakoct Baxku Kaj 1o je ¢,z +h € V u u3 we ciaegu (Ha oc-
HOBY TPETIOCTABKE O MOCTOjamy paBHOMepHOr jumeca davunuje D f; u
Komujesor ycnosa) na dbavusmja

Ou(hy o TP = f:|s|(;|) ~ Df(@)(h)

3a cBako r € V uma y oguocy Ha dusrep Fr PABHOMEPHH JIUMEC IO CBUM
h # 0 takBum n1a je x + h € V. U3 nudepenmujabunnoctn GyHKIHja fr
CTIeqn Ja je

awus limg, fr = f ulimg, Dfi = ¢ crenn
fx+h) - f(x) —¢(x)(h)
17l '

Jokas tBphema cama ciaean u3 KOMyTATHBHOCTH OOMYHOT U PABHOMEPHOT
JIIMeca

1]1__1;1 Qi(h) =

Alg%) lgil Qi(h) = hfgl }Lli% Qi(h) =0.
(8) Hnmeepan sumeca. Heka je J C R™ n—numen3uonu KBauap u
ft :J—>C

damunuja waTerpadbmranx dyuknuja. Heka je Fr buarep va T C C* u
HEKa, [MOCTOjU PABHOMEPHH JTUMEC

f=limf,:J—C.
Fr
Taza je dynkuuja f unrerpabusina Ha J u BaxKu

/Jf(x) dle}_r;l/]ft(x) dzx.

Hoxaz: Heka je Py mpoctop mojena KBajpa J ca youeHUM Tadkama,
u P:={(J;,¢i)}i € Py. IlocmarpajMo MHTErpajHe CyMe

k k
(P8 =Y fledu(D) n ©p(Pd) =Y fule)uly)
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W13 nocrojama paBHOMepHOr juMeca f = limg, f; cienu na je 3a cBako
e>0

T.={teT| (Ve e X)[f(x) - filz)] <e/u(])} € Fr.

3a crako t € T, je

k
|4(P,&) = @5, (P3| < Y [f(ci) = feled)ln( i) < e
i=1

daceet €T, u Pe P,y Onarne cienn na je
‘I)f(P,E’) = limq)ft(P,E),
Fr

ua rpheme caenu u3 (4) 3a cuyuaj X = Py u Fx = Fy (dunrep na
mpocTopy mojena; Buzgeru (2) ua crp. 267).

(9) Henpexudnocm unmezpasa no napamempy. Heka je X merpuuku mpoc-
Top, J C R"™ n—nuMmeH3nonn KBajap u

f:XxJ—C

HenpekuaHa QyHknuja. Tamga je u QyHKIHja
F:X—>C, F(x) ::/f(x,t)dt
J

HEMPEKUTHA.
Ako mokaxkemo 1a je 3a GUKCHPAHO X,
lim f(z,t) = f(xo,t)
T—rT0o
paBHOMEpaH JjinMec 10 t € J, 10Ka3 HEempeKWHOCTU WHTerpasa cieanhe
u3 (8).
Heka je e > 0, x9 € X, tg € J. Tana nocroju d,,,+, > 0 ca cBojcrBOM
€
d($,$0)7d(t,t0) < §:Eo,t0 = |f($7t) - f(ajOytO)l < 5

3060r KOMIAKTHOCTH KBAPa J, U3 IerOBOT HOKPUBAaIba JonTaMa B, dy, [
MOZKE /I3 C€ M3/BOjU KOHAYHO MOTIOKPHUBAE JIONTAMA

Blt1, 804105 -+ Bltm, 0z £, |-
Heka je 6 := min{dy,...,d}. Axo je d(z,z¢) < 8, orna 3a cBako t € J
oCTOju ty, 32 Koje je t € Bltk, 0py 1, [, T jE
‘f(.T,t) - f('rOat)| < |f(l‘,t) - f(x()atk?)‘ + |f($07tk>) - f(l‘o,t)| <g,

YUMe je JOKa3aHa PABHOMEDPHOCT IPETXOJHOI JINMECA.

(10) Jugpepenyuparse unmezpana no napamempy. Hexka je X HopMmupanu Bek-
TOPCKHU [POCTOP KoHavHe mumensuje, V' C X orsopen moxckyn, J C R”
N—IUMEH3UOHW KBAJIAp U

f:VxJ—=C

HempekuaHa (PYHKIMja CA HEMPEKUIHUM MapIujajHuM u3BogoM Di f mo
pBOj mpoMeH/bUBOj. Tama je pyHKIm]ja

F:V—=C, F(z) ::/f(m,t)dt
J



‘F(mo +h) — Fzo) — (/]le(xo,t) dt)h

(11)
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kiace C u
DF(z) = / D, f(z,t) dt.
J

WNuterpan Ha mecHOj cTpaHu je mHTErpas (OyHKIMje ca BPETHOCTUMA, Y
BEKTOPCKOM MPOCTOPY KOHAYHE AUMEH3Wje, IOl THME TTOIPa3yMeBAMO

/J(vl(t),...,vk(t))dt - (/]vl(t)dt,...,/]vk(t)dt>.

Hoxka3: Jenuy Bep3ujy ose Teopeme Buzenu cMo y (40) ma crp. 200;
nokazaheMo je cajia Ha MaJIo JUPEKTHUjU HauuH, 063 no3uBaba Ha (39) Ha
crp. 200. U3 mejeqnakoctu Tpoyria 3a mHTErpasie u Teopeme 0 CPeImOj
BPEIHOCTH CJIeH J1a 33 IPOU3BOJBHO To € V Baxu

<

< [ s 1170+ 00,0 D s, D)t
J 0<6<1

rie je h € X TakBo 1a je xo+h € V. U3 nenpekuaunoctu D1 f u KanTopose

reopeme (crp. 120) cieau na noguaTerpaina QyHKIUja PABHOMEPHO TEXKU

Hysnu kazg h — 0, ma pesyarar ciaenu u3 (8).

Hecesojemeenu unmezpanru koju 3asuce od napamempa. Ilpu pasmarparmy

HECBOJCTBEHUX MHTErPaJia Ca IapaMerpoM, Tj. UHTerpaJsa

/Af(:n,t) dt

f: X xA—-C,

davunnja bynkimja

e je A C R™, paznukoBahemo ciygajeee n =1 u n > 1.
Paszmorpumo npso ciygaj n = 1. Heka je
f: X x[a,B[— C
¥ HEKA je [J CHHTYJIapHa TAadKa, Tj. WU KOHAYHA, TAYKA Y 9MjOj OKOJIUHU je
Heka og dbyukiuja t — f(x,t) HeorpanuveHa, uiam Tadka +0o (aHAIOTHO

ce pa3Marpa caydaj Tadke —oo. Taga KaxKeMmo 1a ff f(z,t) dt pasromepno
KOHBep2upa aKo 1ocToju paBHomepan (1o x € X) jumec

b
li t) dt.
i /a f(a,t)
VY cayuajy na je cunryaapua tadka [ €la,b[ ynyrpamma tadka, OHIA

b
KazkKeMO a HHTErpaJl fa f(x,t) dt paBHOMEpHO KOHBEpPrupa ako PaBHO-
MEPHO KOHBEPIUPA]y UHTErPAJIH

/jf(x,t)dt u /ﬁbf(amt)dt.

VY caygajy Buie cunrynapuux tadaka i, ..., O € [a,b] paBHOMepHA KOH-
BEPreHIyja e CBOAM Ha PABHOMEPHY KOHBEPIEHIIUjY CBUX MHTErpaJa

Bk‘ Ck+1
flat)dt, / Y fatydr,

Ck



(12)

(13)
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. +
T7e Cy ¢ HecuHrysnapue tadke. Crmernujasso, L;f f(z,t) dt paBaOMEpHO
KOHBEPTUPa aKO PABHOMEPHO KOHBEPTUPA]y WHTETPAJH

/Ooo Flot)dt /Om Ft) dt.

ITox komBeprenmujom 3a n > 1 fiemo ma moapa3yMeBaMO KOHBEPIEH-
uujy y cmuciay (38) ma crp. 280, a ne xouBeprenuumjy y cmuciy (36) Ha
ctp. 278.

Axo je tg € A KoHauHa cuHryJapHa Tadka (Tj. TAYKA Y YMjO] OKOJIMHU
cy Heke ox dbyHkumja t — f(x,t) HEOrpaHWUYEHe) W aKO je TO jeJWHa CHH-
ry/JapHa Tadka, OHJIa KazkeMo ga unrerpan [, f(x,t) dt pasnomepro xon-
6epeupa aKO TOCTOju paBHOMepaH (no x € X) jgumec

lim Sz, t)dt.
€20+ JA\BJtose]

Camano, ako je obmact A HEOTpAaHWYEHA W Yy 1hOj HEMA KOHAUHUX CHHTY-
napuux Tadaka, oupa [, f(x,t)dt pasnomepno komeepzupa axo mocroju
paBHOMepaH (1o x € X) uMec

lim f(z,t)dt.
r—+too ANB[0;r]

Kowwuges ycaos pasrnomepre xousepzenyuje unmezspasra. Heka je X mpo-
M3BOJBAH CKYI U

f: X x[a,B]— C

dyukuja Koja je 3a cBako x € X mHTErpabmiiHa 10 JAPYroj IPOMEHIbUBO]
Ha CBaKOM mHTepsasy [a,b] C [a, 8]. Unrerpan

/a * ety di

PABHOMEPHO KOHBEPTHPA AKO M CAMO aKO 3a CBaKO € > () MOCTOjH OKOJTMHA,
U radka [ TakBa jia BaxKu

ba
b1,bo €U = sup‘/ f(x,t)dt‘ <e.
reX b1

Hokaz cienn u3 (3).
Bajepuwmpacos kpumepujym. Heka cy

f: X x[a,f[—C, g:Xx[a,B[—=R
dyuknmje, Takse ma cy 3a csako r € X dyHKIHje
t— f(z,t) u t— g(x,t)

uHTErpabniHe Ha CBakOM WHTEpBady [a,b] C [a,[ n Takse nma 3a cme
(x,t) € X X [a, B] Bazku

|f (@, 8)] < g(z,1).

/aﬁ g(z,t)dt

Ako unrerpas
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PaBHOMEPHO KOHBEPIUPA, OHJA U WHTErpaJl

/a ’ Fla,t)dt

PaBHOMEPHO KOHBEPIUpa.
Jokas cienu u3

b2
b1

‘/:Zf(:c,t)dt‘ﬁ/ |f(x,t)|dt§/:2g(x,t)dt
u (12)

(14) Abenos u Jupuzaeos cmas. Heka cy
f: X x[a,f[—C, g: X x[a,B[—=R
dyukuje, Takse 1a cy 3a cBako r € X dyHKImje
t— f(z,t) u t— g(x,t)

uHTEerpabuiIHe HA CBAKOM UHTEpBaly |a,b] C [a, B[, npu yemy je 3a cBako x
dbyukuuja t — g(x,t) dbyukuuja orpanudene Bapujanuje. Taja unrerpas

B
/ P, )g(a, ) dt

PaBHOMEPHO KOHBEPTHPA aKO je UCIyHeH OMI0 Koju o1 cireaeha aBa mapa
yCIoBa:
(A1) faB f(z,t) dt paBHOMEPHO KOHBEPrupa;

(A2) sup(, iyexxja,pl9(@, 0] < M.
nJjin

b
(1) Sup,ex pefa,sr | Ju £l t) dt] < M;
(J2) blilél g(z,t) = 0 paBHOMEpHO 11O Z.
gl

Hokas: oBosbHO je mokasarw TBpheme 3a peandy GyHKuujy f u
MouoToHy dyHKIH]Yy ¢g. 13 Teopeme 3a cpeamoj BpeIHOCTH 3a HHTETPAJIE
caean

c

b b2
A [l t)g(x,t)dt = g(x,b1) i flzt)dt +g(z,b2) | flx,t)dt

3a HEKO ¢ € [by, by, ma mokas Tephema cnequ u3 Kommjesor ycmosa (12).
(15) Hecsojemeenu unmezpanr u aumec. Heka je A C R™ u

fiXxA>C

dammnmja PyHKIHUja TAKBHX 14 fA f(z,t) dt paBHOMepHO KOHBeprupa.
Heka je Fx dbunrep na X u HEKa 110CTOju PABHOMEDHH JILMEC

£(8) i= L f(o.1).
Tanga je

I}TAf(x,t)dt:/qf(t)dt.

Hoka3 cienu u3 npaBuia KOMyTaTHBHOCTH 1Ba Jiumeca (4) u Komy-
TATUBHOCTHU JiuMeca u uHTerpasa (8); u3BequMo ra Pajyu jeJHOCTABHOCTU
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zanuca 3a n =1 (3an > 1 goka3 je ucru). Ilo nedununuju je

B b
1}_1)1(1/@ fz,t)dt = I}r;?bg?al—/a f(z,t) dt.

[Tomrro mHTErpas paBHOMEPHO KOHBEPIUpPA, JAPYTH JUMEC Ha JTEeCHOj CTpa-
HU je paBHOMEDHU JIMMEC, 113, MOYXKEe Ja KOMYTHpa ca mpBuM. Tako mobwu-
jamo

B b
I ) dt = lim i 1) dt.
g [ stotde= g [0

Caja Qpyru JUMeC HA JIECHOj CTPaHU KOMYTHDA Ca MHTErPAJIOM, Ha OC-
HoBy (8), Tako ma mobujaMo

B b
l}_r)r(l/a fz,t)dt = bE%l—/a 1}1}1{1 f(z,t)dt.

Ha kpajy, mo geduauINjn HECBOjCTBEHOT HHTETPAJIA, MOCTEIIbY jeTHAKOCT
3amuCcyjeMo y OOTHUKY

B B
li t)dt = li t)dt
im [ fede= [Cimseoa

IIITO je jJeIHAKOCT KOjy je Tpebasio TOKa3aTH.
Henpexudnocm necsojecmeenoe unmezana. Heka je X merpudakm mpocTop,
ACR"u
f:XxA-C
nenpexuna dynknuja. Axo [, f(x,t) dt paBaomepuo KoHBeprupa, o
je
F(zx):= / flx,t)dt
A
HeMpeKuIHa (PYHKIIH]ja.
Hokas caenu u3 (6) u (9).
Zugepenyupare neceojcmeenoz unmezpara no napamempy. Heka je X

HOPMHMPAHW BEKTOPCKHU TMPOCTOP KOHAuHe ammen3uje, V' C X OTBOpeH,
OorpaHuveH u KOoHBeKcaH moackyn, A C R™ u

f:VxA—-C

HenmpekuaHa QPYHKIMja, TAKBA [ je mapiujaaau u3som Di f HempekuaH.
Axo fA f(xo,t) dt xouseprupa 3a Heko g € V u fA D, f(x,t) dt xouBep-
rupa paBHOMEpPHO, OHJA U fA f(x,t) dt koHBeprUpa PaBHOMEPHO U

D/Af(x,t)dt:/Ale(:c,t)dt.
).

Hokas cnenn u3 (10) u (7
Hrnmeezpanr neceojcmeenoz unmezpara. Heka je A C R, J C R™ m—
JIMMEH3UOHU KBaJap U

f:JxA=C

nerpeknana Gyskimja. Axo [ 4 f(x,t) dt paBHOMepHO KOHBeprmpa, OHIA
Je dynkmuja

x »—>/ flz,t)dt
A
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nHaTerpabusina Ha J U BaXwu

/J(/Af(x,t)dt> da:z/A(/Jf(a:,t)da;> dt.

Hokas caenu uz @ybunujese reopeme u (8).
Hecsojcmeenu unmezpan Heceojcmeenoe unmezpasa. Hexka je A C R™,
BCR™n
fiAxB—C

menpekuaHa Gyuknuja. IIpermocraBumo 1a nHTErpaIn

[ t@ads w [ sy

PABHOMEPHO KOHBEPIUPAjy W TO IPBU PABHOMEPHO 1O Yy € By 3a cBakm
KOMTAKTaH moackyn By C B, a apyru mo x € Ap 32 CBaKd KOMIAKTAH
monckyn Ag C A. IlpermocraBumo fa mocroju 6ap jemaH O WHTErpaja

/A(/B|f(x,y)|dy> dz, /Jg(/AU(x’y)ldx) dy.

Tana Baku

[ ([sena)a= [ ([ rwpr)a

Joka3: Paam jemHoctaBHOCTH 3amuca, mokazahemo TBpheme 3a m =

n=1A= [avﬁL B = [Ca'Y['

Hexka moctoju
v B
/ (/ If(x,y)ldw> dy

b
Fo.) = [ fGag)da.

[Tomiro je |F(b,y)| < ff |f(z,y)|den [] (ff | f(,y)| dz) dy xonseprupa,
u3 Bajepirpacosor crasa (13) cieau na fg F(b,y) dy xouBeprupa paBHo-
mepHo 10 b. Jloka3 cama ciaeam u3 (18) u (15), mpenackoMm Ha JEMeC KaJ
b— B—.

3anarak: /lokazaru ga uu3 f, : R — R medwunucan ca

n~t x n
fn('r) = { 7 | | =

0, |z| > n

" HEKa je

yuudopmHO KoHBeprupa ka 0, amm 1a je
+oo
/ () dx = 2.
—o00
Y I'masu 3 cmo m3pauynanm Ilyaconos urwmezpas
+o0 5
/ e dr =/
—00

y3 nomoh nosapuux koopaunara u @ydunujese reopeme (Bumeru (46) Ha
crp. 285). Canenehu 3ajzarak jaje join jeJaH HAYMH 1@ Ce OH U3PadyHA.
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[Ipumerumo 1a je 300r MapHOCTH MOAMHTErpaJIHE (DYHKIHjE TOBOJHHO U3~
padyHaTu uHTerpas 1o uarepsaiy [0, +ool.

3amarak: YBomehu cMmeny ¢ = xy JIOKa3aTH 113, je

+oo R +oo R
/ et dt:y/ e @) dg.
0 0

[MomuokMTH 00GE CTpame ca eV u uHTErpasuTH X no y Ha [0, +ool.
OmpaBaaTu v U3BPITUTYA TPOMEHY MTOPETKA WHTErPAIKje HA JeCHOj CTPAHM.
[IpounTtatu omarie Bpennoct IlyaconoBor mHTETrpasa.

(22) Bamarak: Heka je

t 2
I(t) = </ e dx) 3a t>0.
0

Omnpasaaru cienehe Kopaxe:

t 1 1 - 2)¢2
d (1+y*)t
I'(t) = 2t / e dy = / o=+t dy=—— £ dy
0 0 dt Jo 1+y?

U 3aKJbYYUTH J1a je

167(1+y2)t2
I=c- | “—_a,
0 =c- [ Sy

3a Heky KoHctanty C. Ilpenackom Ha smmec Kaj ¢ — 04 1okasaru j1a je
C = 7/4, a 3aTuM, IPEJIACKOM HA JIUMEC KaJ ¢t — 400 10Ka3arTu J1a je
NZ3

+o00
I(+OO) = g; Tj- /0\ e_xz dm = 7

Ogo je jour jenan Haywn Ja ce uspadyHa [lyacoHoB mHTErpadI.
(23) Lupuzneos unwmeepas. Heonpehenn wmnrerpan [ ==L dx uuje enmeMen-
TapHa QyHKIHja, ajId je MO3HATO 13, je

T ging T
der = —.
0 X 2

[Ipupoman mokyiiaj fa ce OBaj WMHTErpaJ M3padyHa Morao Ou ma Oyae

400 sin (tz) .
momohy audepeHIupama WHTErpasa fo —,—dx no t, jep Taxo ry-
6mmo = y Opojuorty. Ha kasoct, audepennupamem ce A00uja WHTErpaJl
f0+oo cos z dx koju muBeprupa. Meljyrum, mana momudukanmja oBe numaeje
JIOBOJIM HAC JIO TTPABOT METO/IA:

3amarak: Heka je

Foo i
sinx
F(t)= / — e "dx za t>0.
0 z
Oupasaaru mudepeHimparbe noj 3HaKOM uHTerpasia u uspadaynaru F'(t),
a omamie jgokasaru ja je F(t) = —arctant + C 3a neky koucrauty C.
OnpapnaTun KOMyTHPAmbe JTMMECa U MHTErPAIa U U3PadyHATH
lim F(t).
t—+oo

Hoxkazaru onarne na je F(0) = w/2 rpaxena speauoct IupuxieoBor
HHTETPAJIA.
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Hanowmena: 3a cBako x > 0 Baxu
. sinx

lim

t—+o0 xX

e "t =0,

aju 0Baj JuMec Huje pasromepar no z € [0, 400 (mokazaru!). 3aro komy-
THPAmbe JIMMECa W MHTErpasia He MOXKE JIa Ce JIOKAXKe JUPEKTHO. Y MeCTO
Tora, Tpeba mokazarm ma SBLe*! mexm Hyam Kag ¢t — +00 PABHOMEPHO
no x € [4,+o0o[ 3a ceako & > 0. 3armm, 3a garo € > 0 Tpeba nzabparu

JIOBOJHHO Majio § > 0, Tako 1a je
§ : +oo :
sinx € sinx €
/ et < <, / et < =
0 Fy xr 2

3a JOBOJHHO BEJHKO .
(24) T'ama gynryuja nan Ojaepos unmezpan dpyze epeme je dyHKIMjA

+oo
I'(z) = / t*~le 7t dt.
0

[omrro u3 t* = e*108t = erlogteivlost 55 » — g 44y, cieqn na je [°71| =
t*~1 dbymkmuja ['(z) je nedbunmcana axo je nedunmcana I'(x), Tie je
r = Rex. Harerpan xojum je nedumnucana ama dynknmja nma msa
cunarynapurera: 0 u +oo. IlomTo je

t*le b~ t™  kant -0+ u t*le ! <¢7* 7! kant — 400,

caemn na je T'(z) nedwmuncano 3a Rez > 0.

(25) 3a koMIIekcHe Opojese z u3 JecHe moaypasau Rez > 0 Baxku
I(z+1) = 2T(2).

zlogt cienn

%(tz) _ ezlogt% _ th—l’

ma, mpuMeHoM (hopMyJie mapIrjaiHe HHTerpanuje 100mujamo

3ancra, u3 t* = e

+oo +oo
- / 27 (—e ) dt = 2T(2).
0

+o0
P(z+1) = / e tdt = t*(—e™")
0 0

Cuernujaino, momTo je

+oo
ra) = / e tdt=—e"
0

u3 I'(n) = (n — 1)!T(n — 1) wHAyKIMjOM HO6GHjaMO
T'(n)=(n—1)

mTo 3Ha9n 13 ama dyHKImja yommrraBa ¢hakTOpHje.
(26) 3a peanny dynrmjy f :]0,+oo[— R cueneha nsa yciaosa cy exBuBa-
JIEHTHA:
1. f uma cnexneha cBojcrsa:
(a) f(z)>03acsex>0
©6) f(z+1)==zf(zr)3aceex >0
@) 1=

f je nozapumamcru xonsexcha, tj. log f je KOHBEKCHA.

+oo
=1

)

0
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Hoxa3: Jokaxumo npso (2 = 1), 1j. ga lama dyukimja uma cBojcrsa
(a)—(r). CsojcrBo (a) crean U3 MO3UTHBHOCTH HOJUHTErpaiHe QyHKIH]e.
CsojcrBa (6) u (B) cmo mokazamu y (25). Ocraje jom na gokaxemo (r).
Hexa cy z1, x5 > 0 peamnu 6pojeBu u3 gomena lama dyuxmnmje m Aq, Ay >
0, A1 + Ao = 1. Taga je

+o0
1_‘(/\1-731 + /\2.732) = / t>\1I1+>‘2I2*1€*t dt

0
+oo \ R

= tanfleft 1 thileit 5 gt

| et ee
A1 As
S <t$1—1e—t dt) <t12—16_t dt)
= ]_")\1 (xl)FAQ (1'2)
OBuie cMmo KopucTriM XeJIepoBy HEjeHAKOCT

ot v ([ (f o)

3a p = 1/A1, ¢ = 1/X2. JlorapurmoBameM 00 CTpaHe JTOKA3AHE HEjell-
HAKOCTHU

DAy 4 Agwa) < T (21)T72(22)
nobujamo (r).

3amarak: /lokazaru ma je dyakumja log ' cmpozo KoHBEKCHA.

Hokaxxumo caza (1 = 2). Ilpernocrasumo na dyuknuja f uma oco-

oune (a)—(r). Tazga je
flet+n)=z(@+1)-(z+n-1)f(z),
na je noBosbHO onpeautn bynkuujy f ma marepsany ]0,1[ (cojcrBo (B)
Beh ompebyje f(1)). @yukumja h(x) = log f(x) je KOHBEKCHA, TIa je HWeH
marub pacryha ¢yHKIHja, OTaK/Ie CJIean
h(n+1) — h(n) < h(n+1+z)—h(n+1) < h(n+2)—h(n+1)
(n+1)—-n — (r+l+z)—(n+1) — (n+2)—(n+1)

3a. 0 < z < 1. U3 (6) cneqn h(z + 1) = h(z) + logz. Cremmjanno,
h(n+1) =log (n!) m h(n+14z) = h(x)+logz(x + 1) - - - (z + n). Nmajyhin
TO y BUJLY, IPETXOHE HEJeTHAKOCTH IIOCTAjy

n!

2z +1)-(z+n) <zlog(n+1),

xzlogn < h(z) — log
OZHOCHO
n*n!
x(x+1)--(x+n)

[Ipenazehwn ma aumec kag n — co 100MjamMo

0 < h(x) —log <zlog(1+n7").

n*n!
h(z) = lim 1
(@) = Jim log oy )
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OJIHOCHO

I nn! 0 1
= <z <l
1) o z(zx+1)---(x+n) 7 v

Jobuan cMo ekciuiuTHy Gopmyiy 3a GYHKUIK]y f, IITO 3HAYH 3 je OHA,
jennoznauno oxpebena csojcrBuma (a)—(r). Hakie, nocroju camo jeaua
dyuknmja koja mma ta csojcrBa. Ilomro I' mma Ta cBojcTBa, MOopa Ja
oyne f=T.

dopwmyna

n—oo x(x +1)---(x+n)
KOjy cMo yokazanm y (26) 3a 0 < 2 < 1 Baskw 3a cBako x (36or I'(z+1) =
2l'(z) u T'(n + 1) = n!) n nosuara je nox nmenom laycosa dopmyaa.
3amarak: [lonazehwm ox

t n
et = lim (1—) ,
n—oo n
JIOKa3aTH 113, je

+oo n n
t
I(z) = / t*le~tdt = lim 1 (1 - ) dt
0 0 n

n—oo

(xopuerurn [ f(£)dt = [° f(t)x[o,n)(t) dt). Cmenom s = t/n y nocnen-
HEM WHTErpajly W3BECTH ;prrn ,ZLOKE)B Taycose dopmyie (27).
Ako na necnoj crpanu Taycose dopmyse (27) namnumiemo

n! 1 1

2z+1)-(x+n) z(l+2)1+z/2) - (1+z/n)
¥ UCKOPUCTUMO ACHUMIITOTCKE peslaluje

n® ~ (n+1)% = 18D xan n - oo,

n

log(n+1) = Z(log (k+1)—logk) Z log ( )

k=1

sl

—v+o0(1), kaun — oo,

bl
Il
L
| =

rIe je

/1 1 . 1 1
:;(k—log(l—i—k)):nlingo(l—i—2+-'-+n—log(n+1))

Ojaeposa Koncmanma, nobujamo Bajepumpacosy dopmyay 3a Tama dyn-
KIUjy:
o0

1 en
D(z) = e 7" 2
(w) = e nl;[l Tz

ITomohy T'(z 4+ 1) = 2T'(z) Tama dyHskmja Moxke na ce neduHUIIe 38 CBE
x € R\ (-NU{0}).

Bagarak: [lokasaru na Laycoa (27) u Bajepmirpacosa (29) dop-
mysia Baxe 3a ce ¢ € R\ (—-N U {0}).
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3amarak: Kopucrehu BajepirpacoBy dbopmyny u npasumio audep-
eHIpamba OECKOHAYHOT Pejia JIOKA3aTH A je

I« 1
D*(logT)(z) = (—1)*(k — 1)!(33,6 + nz::l (w+n)’“>

Kopucrehu I'(z+ 1) = aI'(x) usBectu onatie 3akspydak na je I' dyunxuuja
kimace C°.
3a l'ama dbyuknujy Baxku ciemeha gopmyaa donyrasarsa:

T(2)D(1—z) = —

sinmz’
Hoxaz: U3 Bajeprirpacose dbopumyie (29) cienn

1 1
P@)D(~2) = ——5—————
H:,o:1 (1 - ;ELQ)
mna je
T

[(z) (=)l (-z) =

7T$Hn 1(1_ 2)22>

Kopunthiemem dbopmyie zI'(z) = I'(x 4+ 1) mobujamo
D(2)D(1 — ) = T

T HZO:1 ( (m)2>

Ocraje Ham jorrr 1a JOKaXKEMO 14 je

s1na:—a:H< 2 2)
™

(OBaj n3pa3 no3HaT Je Kao O]./LepOG pa360_] CUHyca).
inx —inw

ITohumo ox 2isinnx = e'™* —e , Tj.
e sinnx = 2% — 1.
Homto cy e 2%7/" |k =0,...,n— 1, ayne nomuaoMa 2" — 1, ma je
n—1
n_q= H(z o 672zk7r/n),
k=0
3a z = 2™ jgobujamo
n—1
T sinnr = H (6212 _ e—2zk7r/n)
k=0

_ 1:[ ei(mfkﬂ'/n)(ei(erkﬂ'/n) o e*i(erkTr/n))

n—1
= 2" H sin (x + km/n).
k=0
Tume cmo mokazanu 1a je

sinnz = 2" tsinasin (x + 7/n) - - -sin (z + (n — )7 /n).
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Axo momenmmo obe crpane ca sinx u myctumo ga x — 0 mobujamo

n—1

. km n
Sin ? = 2n_1 .
k=1

Heka je n = 2r 4+ 1 3a r € N. Kopucrehn nnenrurere
sin(x + kr/n) = sin(r — x — kw/n) = —sin(x — (n — k)7 /n),
sin(a — B) sin(a 4 B) = sin?(a) — sin?(3)

J1001jaMo

sinnz = (—=1)"2" sinx l_I(Sin2 x —sin? (km/n)).

k=1
Kopucrehn Hk 1 sin? k = gatT Aobujamo
T .
. . sin? x
smnx:nsmzn l———7—7+),
fie sin” (km/n)

OJIHOCHO

T . 2 N
. . sin” (z/n)
sinz = nsin (x/n) H (1 - 2) = nsin (z/n) H (1= s(n, k, ),
k=1 Si (k‘ﬂ'/n) .
rae je
sin®
s(n, k) = 4 502 (Fx /) k<r
0 k>

[Ipenackom wHa lim, ., mobujamo OjaepoB pa3soj cumyca.
(32) Bamarak: lokasaru ja mocroje pa3soju y npoussou, cauunu OjrepoBum
pa3Bojuma cuHyca,

i 422
COST = H (1 - (271—1)2772>

n=1
3a KOCUHYC 1

. = x? e 472
Slnh.I:H 1+W s COSh:H 1+m

n=1 n=1
3a, XAMEepOOTUIKNA CHHYC B KOCHHYC.
(33) U3 Ojneposor passoja cuHyca J06HjaMO

log | sinz| = log |x| + Z log |1+

n=1

b

2
242

omakJe, audepeHnupameM 00e CTpaHe W CBODEmEM pPa3/IOMKa Ha JIECHO]
cTpaHu Ha 30Hp MPOCTHX, J0OMjaMO Pa3BOj KOTAHTEHCA Y Pe

1 1 1
tr = —
core x+z<x—nﬂ+x+nﬂ')

n=1

Cimuno, u3 (32) g06ujamMo pa3Boj XUIepOOIUIKOr KOTAHI€HCA Y el

j— 2z
cothx = — _ .
x + nzz:l 2 4+ n272
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U3 (31) caenm na je I'(1/2) = /7. Homro cmenom s? = t go6ujamo

“+o0 “+oo 5
I'(1/2) :/0 t712et dt = 2/0 e % ds,

OBUME CMO jOlII jeIHOM u3padyHasiu Bpeanoct Ilyaconosor unrerpasa (21).

3anarak: /lokazaru 1a je

(z) = %F(x/z)r((m +1)/2).

Hoxazaru Jleocandposy dopmyay
VT

I(z)(z+1/2) = 221

I'(2x).

OsBaj 3a1aTaK MOXKE JIa Ce PEIU JUPEKTHO (CMeHaMa MPOMEH/bUBE y WH-
TerpajuMa KOoju Ce y ieMy Hojasjbyjy) uiau momohy (26).
Ocum (26), nocroju u cuaexeha dyukimonasHa Kapakrepusanuja [ama
bynkmmje: To je jenmncrsena dymkmmja f 3]0, +oo[— R kmace C! koja
MMa CBOjCTBA
(a) flz+1)=azf(z);
(6) f(2)f(z+1/2) = R f(2a);
(®) f(@)f(1—2) = 5t

Baucra, I' dynkuuja 3anososbasa cBojcrsa (a)—(B): cBojcTBO (a), Kao
wro cMo Bujesau u 'y (26), ciaeau U3 napuujasHe MHTErpalyje, CBOjCTBO
(6) je bopmyna monymasama (31), a (B) Jlexxanaposa dhopmyia (35).

IMpernocraBumo na dbyukimja f 3am0BosbaBa (a)—(B) U JOKAXKUMO 14
je f =T. Heka je dyukumja g :]0, +oo[— R meduncana ca

f(@) = g(2)I'(2).
Tasza je
gx+1)=g(z) n g(r)g(z+1/2) = g(2z).
Cem Tora, dbynkmuja g je kmace C1 u wen gecan mavec y nym je g(04) =
g(1), na g MmoxKe Za ce mpoiyKu A0 HenpekuHe GyHKIUje Ha UHTEPBAJLY
[0,+0c]. Hexa je L(z) = logg(z) 3a g > 0. Tama je L kiace C' u
3a/10BOJbaBa
Lx+1)=L(z) u L(z)+ L(zx+1/2) = L(2x).
Heka je h(z) = L'(x) npeu usson dynxmuje L. ITomro je L kmace C1, h
je menpexkuana gysknmja. Cem Tora, oHa 33/I0BOJbABA
h(z+1)=h(z) u h(x)+h(x+1/2) =h(2z).

AKo y IpyroMm WAEHTUTETY yMECTO & CTABUMO IPBO /2, a 3aruM (z+1)/2
u cabepeMo moOmjeHe jeTHAKOCTH, T00MjaMo

h(z) = i[h(x/4) +h((x+1)/4) + h((x +2)/4) + h((z + 3)/4)].

[TonaBsparmemM OBOI TIOCTYTIKA T00HjaMO
2" -1

h(z) = 2in S h(( + k)2,
k=0
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N3pa3 wa gecHOj cTpaHuW je WHTerpajgHa cyMa 3a f01 h(t) dt. TIpemackom
Ha, JIUMEC, KaJ 1 — 00, 100mujamo

(360or 1-nepuoguunocru dyukuumje L). Iomro je h = L’ ogarie cieau 1a
je dyrkumnja L, a camuM tM 1 ¢, KoHcTaHTa. U3 g(x)g(z +1/2) = g(2x)
caemu g(1/2) =1, na je g = 1, wrro 3uaun f =T.

(37) Bema ¢ynryuja wnu Ojaepos unmezpas npee spcme je GyHKIMjA JBe
IIPOMEHJbUBE

1
Bl y) :/ =11 — 1)1 dt.
0
Nurerpan na mecuoj crpanu mma jse cunrynapuae tadke — 0 u 1. Ilomro
je
M1t et kant -0+ w1t e (1) kaat — 1,

Bera dyukiuja je nedpunucana 3a x>0 u y > 0.
(38) Cmenom s =1 — ¢ gokasyjemo cumerpuunocr Bera dynkuuje:

B(z,y) = B(y, z).
(39) U3 dopmyse napuujasine uHTErpaluje cienu
z—1
B = ———B(z—1,y).
(2,9) pra— (z —1y)

3ancra,

—1 rt
Bla,y) = < ; /O t"2 (1 —t)¥ dt
—1 [t
. / 21— t)Y 1 —t)dt
Y 0

r—1

(B(Jj - 17y) - B('Tay))v

ozakJe, pemasameM 10 B(z,y), nobujamo tpaxkeHy Gopmyiy.
U3 cumerpuunoctu Bera dynkimje (38) 3ak/bydyjeMo ga Baxu u

y—1
B - -
(2,9) p—

(40) Ako je n € N, u3 (39) crnenn

B(z,y —1).

(n—1)!
zz+1)--(x+n-1)
Cuennmjanmo, 3a m,n € N je

B(xz,n) =

(m—1)!(n—1)!
(m+n-—1)
(41) Bapmarak: CwmeHom t = log% y uHTerpajy kojum ce medwunwume [ama
dyukuja nokazaru HOPMyIIy

I(x) :/0 log” * (1/s) ds.

B(m,n) =



(43)

(45)

(46)
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Hoxkazaru ga Hu3 GyHKINja
fn 1 0,1] = [0,400[, fn(s) =n(1 —s'/™)

MOHOTOHO KOHBEPIupa Ka foo(s) = logs. IIpumenom dunujeBe reopeme
(ctp. 131) mokaszarm ja je

1

I'(z) = lim nmfl/ (1—s'™)*1ds = lim n®B(z,n).
n—oo 0 n—oo

UsBectu onmarie, nomohy (40), apyru gokas Faycose dopmyne (27).

Cumenom mpomensbuBe t = j_s y WHTerpajy KojuMm je medwuHHcana bera

dyaKIIIja 100KjaMO oIl jeaH u3pas3 3a mbY:

B(x,y)/OJroo( 571

——ds.
[+ syt @

Besa uamehy Tama u Bema gynryuje. @yukiuje Fama u Bera cy nosezane
cremehom dpopMyIoM:
I'(z)I(y)
B(z,y) =
(z,9) Iz+y)

Hokaz: Heka je y > 0 dukcupano. Hemocpenno ce mposepasa ma
bynxnuja

Iz +y)
flx) = ——B(z,y
(@) =~ By
3as10B07baBa (26).
3amarak: /lokazaru ga je
T
B(z,1—2)= ———
(z,1-2) sin(7x)

3a 0 < z < 1. CnenujanHo, u3Bectu ofatrie na je B(1/2,1/2) = 7.
Cwmenom t = sin? § y unTerpany

1
B(x,y):/ N1 —t)vtat
0

Jobujamo u3pas

/2
B(z,y) =2 / sin?* "1 0 cos?¥ =1 0 df.
0

Cneryjasno, 3a © = y = 1/2 uspadyHaBamo
B(1/2,1/2) = .
Oparne u u3 (43) cienn
I?(1/2) = B(1/2,1/2) = .

To je, y3 (21), (34) u (46) ma cTp. 285, jom jesan HAUUH Ja Ce U3padyHA
IIyaconoB muTErpauI.
3aparak: /lokazaru 1a je

/2 /2 ﬁ F()\/2)
sin* 10 do = / cos? 1 hdo = Y- L7
/0 0 2 T(A+1)/2)



(47)

(49)
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Bamarak: [lokazaru Ojaeposy dopmyay

/1 z"dx /1 2" dx 1 8> 0
= — s .
o V1—a2s Jo V1—22s s(r+1)2

VoyrcrBo: mokasaru na ce cmenom x° = cos § Ojneposa dbopmyna cBomu
HA

/2 w/2
/ (cos )T +s)/s=1 qg / (cos 0)rH1/s g = > T
0 0 1 +r 2

Bagarak: Jokaszaru ja je 1 — 2% ~ —2slogz xaxa s — 04 u onarie,
xopucrehin OjnepoBy dopmyny u3 mpeTxXomHOr 334aTKa, JOKA3aTH 14 je

([ A=) =

Cumenom y = /—logx y mocieimemM uHTerpaly JI0Ka3aru

+oo
0

Ha oBaj mauwun je mpBu myT m3padyHar I[lyacoHOB mHTErpas — Tako ra je
n3pauynao Jlammac 1774. roanme.
Bagarak: Heka cy a,b>0n —1 < ¢ < 1. [Jokazaru:
2 . g— _ T(a/2)T(b/2
(a) Oﬂ/ sin® ' xcos’ txdr = 72(&/(24_;)//2))5

/2 —
/Cal

/2 . q—1 o i
(6) Jo ' "sin"xdr = [ cos " wda;

/2 c— s
(8) Jy"* tan"" wde = IT((1+0)/20((1 = ¢)/2) = sotrsy-
3anarak: /lokazaru
1 d _ s .
(a‘) f0+ "1fzn ~ msin(n/n)?
oo d _ 27 .
©) Jo 1{23 =375
') —1
(B) 0+ T de= Sinzrm) a0 <A<,
WNurerpann

a+1
R(a) = / logT'(z) dx
Ha3uBajy ce Pabeosum unme(;p(muma. Akoy
R(0) = /01 logI'(z) dx
yBemeMo cMeny t = 1 — xz mobujamMo Apyru W3pas3 3a OBaj WHTErPAJI
R(0) = /1 logT'(1 — z) dx.
CabuparmeM Tocaeamba, IBa (1)43pa3a J1061jaMo
2R(0) = /01 log(I(2)T(1 — ) da.

[Ipumenumo caga dopmysy jouywasara (31) U yBeaquMo cMeHy 7T = s.
Jobujamo

1 1 71'/2
R(0) = = logm — 7/ log sin s ds.
2 ™ Jo



4. HUBOBU 1 ®AMWJINIE ®YHKIINJA 333

Nurerpan

/2
J :/ log sin s ds
0

nazusa ce Ojaeposum unmezparom ¥ u3padyHaBa nomohy cmene s = 2t:

/4 w/4 /4
J = 2/ log sin(2t) dt = glog 2+ 2/ log sin t dt + 2/ log cost dt.
0 0 0

Axo y nocnemem HHTErpany yBeaemMo cMeHy t = 3 — u, g00ujamo

/4 /2
/ log costdt = / log sint dt,
0 /4

11a 3aKJby4dyjeMo Jia je
J= g log2 + 2,
onnocuo J = —7 log 2.
Tako cMo 106uIN pe3yarar
R(0) = log V2.
Bagarak: lokasaru na je d%R(a) = log a u 3akbyIuTH JI2 j€
R(a) = a(loga — 1) 4 log V2.
(50) 13 (43) u I'(z + 1) = 2T'(z) crenn
Ny+1) T(x+y) —T'(x)

Axo npehemo y oBom m3pasdy na aumec Kaz y — 0, qobujamo

I"(x)

= lim(I'(y) — B(x,y)).

Ty = lm(T0) ~ Ba.y)
Axo caja nanmmemo, kao y (42), B(x,y) = f0+°o %dt nl(y) =
[P tv=te~t dt, nobmjamo

1'\/ +oo 1
(z) = lim Vet ——o ) da.

o) ~ by (+ 0
[Ipenackom Ha JMMec MO 3HAKOM WHTErpasa mobujamo Kowujesy dop-
Myay 3a joraputamcku u3Bon [ama dymkimje:

o ()

3amarak: OnpasgaTu OBaj TPAHUYHU MTPENas.
(51) Ako y nedbununuju (37) Bera dyunkiuuje nanpaBumo cmeny t = e~ ° no6u-
jaMmo u3pa3s

—+o0
B(z,y) = / e (1 —e %)Y ds.
0

Kopucrehu osaj uzpas ymecro (42) y uzsobewy y (50) pobujamo jouu jeany
dopmyny 3a jgoraputamcku u3sog ama dbymkIimje:

o (o)
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Opatse, nHTErpaEjoM MO T J00MjaMO U3pa3

+oo B e—t _ e—zt dt

(52) Bagarak: [okaszarn ma ce OjimepoBa koHcranta (Buzeru (29)) Moxe
u3pasuTu Ha caeaelin HAYMH IPEKO MHTerpasa:

f <1+t )‘?;
6) v= fo (1—et)dt — [T e tdt,
(53) @ymkuuja
=1

(s, x) ZZW

je necdounucanaza s> 1luxz >0mn

lim ¢(s,x) = ((s),

x—140

re je

PumanoBa 3era—dynkmmja.
o0
(54) Bamarak: Wcuuraru dynkuujy ((z) = Y -5 u ckuuupaTu wen rpadux.

n=1

(55) Bamarak: Paszsujamem nopunTerpasse byHKIMje y Pl 10KA3ATU

+o0 7fs—l
/0 , 1 I'(s)¢(s) 3a s>1

et —
+oo ts—l > n
/0 S Z >0,
JokazaTn omatie ma 3a s > 1 Baxu

+oo 15— 1 .
/0 et+1dt (1 =2777)0(s)¢(s).

3amarak: lokazaru 1a je

+00t9 1, —tx
/ ———dt =T(s)¢(s,7) 3a s>1,2>0
0 1—e"

too sl =z
/ . dt:F(s)Z— 3a —1<z<1,s>0 wm z=1,s>1
0 et —x
W3BecTtn n3 0BOT 3aaTKa TBPHEmE IPETXOTHOT.

3anarak: Kopucrehu nperxomau 3aaTak u peaujy

D)= (s = D(s—1), 1 —— :F(lf@)l)

JIOKa3aTH

1 1 +o0 e~ Tt et
- = 1 — =)t 1 .
¢(s,x) 1 F(s)/o (l—e—t ; > 3a s>1, >0
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JokazaTu 1a je onpaBIaHO U3padyHATH JTUMEC OBOT u3pas3a Kaj s — 1+0
Memajyhn mopenak guMeca m WHTErpaaa U 3aK/bXyIUTH OJATIE 11a je
1 I(s)
li — =
i (CW) - 1)

(ynmopenntn ca 3amarkom y (30)).
(56) Bamarak: Kopucrehu 3anarke y (52) u (53) mokasaru cienehu uspas 3a

OjnepoBy KOHCTAHTY:

. 1
1= sgrlrio (C(S) Cos— 1)

(57) Ipumerumo na je Pumanosa 3era—dynkuuja nedbunucana u 3a KOMIIEK-
CHE BPeJHOCTU IpoMeHJbuBe S, ako je Res > 1.

I'(s)

Bagarak: [Jokasaru ga dynkumja ((s) Moxke Ja ce IPEACTABU KAO
CruitjecoB mHTErpa

((s)/lJroo dlz] 3a Res>1,

Y
S
. T

rae je 0 < € < 1 u [z] meo meo 6poja x. IlpuMmeHOM mapumjajiHe WHTe-
rpaigje JIOKa3aTh Jia je
—+o0
o= [ A
s—1 1 x5t
rue je {x} = x — [z] pasnomsbenu geo 6poja x. Ilpumerumo na je mecHa
crpana 106po nedunncana ako je Res > 0 uw s # 1, ma ce Mmoxe y3eru
Kao gedununuja npoayxema dyukuuje ( HA necHy nosgypasan Res > 0
6e3 Tauke s = 1.
(58) Ako m3pauynamo mHTerpasn mspasa 3a logI' (51) mo muTepBany [a,a +
1] m mpoMeHHMO TOpeaK WHTerpanuje, Jo6ujaMo HOBH m3pa3 3a Pabeos
unarerpan (49) u

a+1 0 axr x
e e 2a — 1 dx
= 1 F = P —t _
R(a) /a og'(z) dx / ( pralle | 5 ¢ ) .

— 00

Axo oBaj uspas omysememo oz uspasa (51) 3a log I' u mpumenumo dopmyry
/0 e — e dr _ /+oo e — e dy lloga
oo 2 T 0 2 T 2
Koja cieau u3 (53) na crp. 286, mobujamo

1 0 1 1 1 ax
ogT) - Rl0) ~ toga= [ (g -1 g) S

N B

Axo y pasBojy xunepbouKor Koranrenca y pej (33) craBumo § yMmecro
T mobujamo pa3Boj GyHKIH]je

x +x71+i 222
et —1 2 — 22 + 4n?n2

OJlaKJIe CJIeJU /13 je MOAMHTErpaaHa (hYHKINja ¥ TPETXOTHOM HHTEr DALY

1 1  1)\e™ 1
= 22— 9pam - -
(ew—l x+2> x ‘ ;x2+4n27r2




logT'(a)

(60)

-1 < Bo,
=logVv2r+ ——1 — 6
og vV2m+ 5 0oga a—&—; (2n—1)2na?n 1 +
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Pen wa mecHoj cTpamu MOXKEMO @ WHTErpaanMo 4jiaH mo 4wian. CBaku of

HHTErpaa
0 0T
/_Oo 22 + 4n2n? de
s y crenenn (re-

MOKeMO J1a u3padyHamo pazsujajyhu dyukumjy m
oMeTpujcKu pen) u unTerpasehin gobujenu pes wiad no 4wiaH. Hrerpan
CBAKOI 4/IAaHA Ce JIAKO M3PAdyHABA, IMOIITO Ce PAAYM O M3PAUyHABAILY WH-

Terpaa
0 0!
n!
/ e 32" dy = ST
a

— 00

Onarie mobujamo dhopmyty

2a Bam+1)
(2m + 1)2ma2m+1’

3a Heko 0 €]0, 1], vae je

n—1 2(277")

By, = (-1) WC(ZH)~

(oBu Gpojesu nazusajy ce Bepuyaujesum 6pojesuma; ose Gpojese cmo seh
cycpemu y Tnasu 1, mux hemo gerapuuje usyuuru y Lnasu 5). @opmyma
KOjy cMo mobunm wazuBa ce Cmupaurnzosom gopmyaom. Crenmjasino, 3a
m = 0 oBa dopmysa nma 00IUK

2a — 1 0
logT'(a) = log V27 + aTlogafaf —

Wmajyhu y Buay upa je I'(n + 1) = nl, nobujamo knacuuny Crupiunrosy
dopmyy 3a dakTopujen

n! = V2nan"e (1 +0(n"Y?)) kag n — occ.

Youmrrewe Pumanose 3era—pyukimje je Jupuzaeos ped 270:;1 cpn” %, TIe
jec,um3zy Cu s € C.

Bagarak: [lokasaru ga nocroju zyp € R U {400} ca ocobunom na
JupuxiieoB pes ancosiyTHO KOHBEprupa y noiaypasuu Re z > x(, anu He u
y nomypasuu Re z < xg. Jokazaru na, 32 Tako n3abpano g, dupuxisieon
pes paBHOMEpPHO KOHBeprupa y moaypasun Re z > xg + € 3a cBako € > 0.
Ojaepos mpoussod. Pumanosa 3era—hyHKIINja MOXKE & C€ NCKOPUCTH 33,
JIOKa3 YME-EHHIIE /1 TIOCTOji GeCKOHAYHO MHOIO IpocTux 6pojesal. Ilper-
MMOCTABAMO CYIPOTHO: 11a Cy P1,...,Pkr CBU mpoctu OpojeBu. Tama 6u u3
OcHOBHOI cTaBa apUTMETHKE CJIEIUIIO Jla CBAKU MPUPOAAH OPOj n MOXKe
JIa Ce HAIUIIE y ODTHKY

Q1 Qo (097}
n=p"'py’... 0",

lHapaBHO, MOCTOjU W €JIEMEHTAPHU [0Ka3, 33 KOjU Ce 3HAJO JOII y aHTHYKO m00a: ako Cy
P1,P2...,Pr OpOoCTH OpOjeBH, OHOA je M p1p2...Pr + 1 IpocT, ma UX He MOXKe OUTH KOHAYHO
mHoro. Mehyrum, Ojnepos qoka3 KOju OBIe 1ajeMO je Toy4YaH, jep JOBOAU y Be3y mpocTte 6pojese
ca 3eTa—~hyHKIUjOM.
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rIe ¢y Qq,...,Q HeHeraTuBHU menu Opojesu. Omarie Oucmo mobuiu 1a
3a CBAKO S BarKu

(=D = >

n=1 Q1.0
B <§::0 (p?ll)q> o (;;:0 (p?l")s>

Il
—
N

=

I
% | =
N—
L

Y mocieameM KOpaKy KOPUCTUIN CMO (DOPMYIIy 3a 30Mp reOMeTpHjCKOr
pena. Hobujern m3pas je KoHAYAH IPOU3BOI, JaK/Ie KOHAYAH OPOj 3a CBAKO
s, 1ok pex ((s) nuseprupa 3a s = —1. OBa KOHTpPaMKIMja OKa3yje aa
nMa OECKOHATHO MHOIO IIPOCTHX Opojesa.

Ila 6u mobujena dpopmysia O6uira Tadna, MopaMo 1a mpehemo Ha aumec
kam k — oco. pyrum peumma, ako je Res > 1, u3 koHBepreumuje peaa

> ni u mpomssoga’ | (1 - ni), HA OCHOBY IPETXOJHOr PadyHa, CICIH 1A

pasiuka
o k -1
1 1
SL-T(-) |
n=1 j=1 J
rie je pi, ..., P OpBUX k mpoCcTHX OpOjeBa, TEXW HyJIU KaI k — 0o.

Taxo mobujamo Ojaeposy dopmyay

) =TI <1 - ;)1

p

r7e je Ha JEeCHOj CTpaHu OECKOHAYHU MPOW3BOJ MO CBUM IIPOCTUM OpOje-
BuMma p. Hekaza ce ona 3ammcyje y oOuKy

—ns

log((s) = =Y log(1—p~) = > > F—.

p n=1

(61) Hexka je, 3a x € R, w(x) 6poj npocrux 6pojeBa koju uucy seliu ox x;
JIPYTHM PEYnMa,

m(z) =1,

p<z

215 log(1l 4+ z) ~ z xag x — 0 cream xa, aKO pen Y ap ANCOILYTHO KOHBEPTUPA, OHAA K DEJ
>~ log(l + an), a Tume u npousson [[(1 + an), KOHBEPrUpa.
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T7Ie je Ha [EeCHOj CTPaHW CyMa IO CBUM IPOCTHM OpojeBuma p, p < x. U3
Ojnepose dbopwmyie (60) caenu na 3a s > 1 Baxku

log((s) = — Y _log (1 - pl)
—_— i(ﬁ(n) —m(n—1))log (1 - ;)

= zﬁ(n) {log (1 - nl) — log (1 - (nil))}

n+1

- gw(n) /n —— (xf_ 5

Onarne mobujamo cremehy Besy uamelhy dyrkuuja ¢ u 7

oo n(x
log ((s) = 3/2 x(xs(—)l)dz'

3anarak: Heka je Res > 1. Jlokazatu nma je

=3 4

)
ns
n=1

rae je d(n) 6poj Jeawresba MpuUpOTHOr Gpoja n, ykmbydyjyhu m n u 1 n
OWIITHje, 1A je

o di(n)
k k
(@) =30,
n=1
rae je di(n) 6poj HauMHA Ja ce IPUPOAHU OpPOj N HAIUINE KAO IIPOU3BO/L
k npupomuux 6pojesa.

Heka je f : R — C nmenpekuana dyHnuja u

xr
10 = [ s,
0
[TormTo je muaTerpasn nHempekugHa OYHKIN]a O TOPHOj rpaHulm, I je mune-
apuo npeciaukasame I : C(R) — C(R), na je nedunucano npeciukaBarbe
I"=1Jo---ol:C(R)— C(R),
——
n myTa

3a n € N. Kopucrehu unaykiujy, y3 momoh dbopmysie mapiujasine nare-
rpaigje 3aKJ/by4dyjemMo Jia je

n _ # N T — n—1
") = oy [ @0

Nwmajyhu y Bupy (47) va 206. crpanu, BaxKu
D"oI"=1d: C(R) —» C(R),
rae je D™ n—Tu u3Bog, ma je
m=(m,
IIITO ONPABIABA AeDUHUIII]Y
D™ :=1" 3a neN.
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Tume cmo medurHCATIN U3600 peda n 3a CBAKO n € 7.
Tlomrro Tama dynkmuja yommrasa ¢gpakTopujes, u3pas 3a 1™ MOKeMO
Jia, YOIIITHMO 3a IPOU3BOJHHO v > (:

v o.__ L * T — v—1
i s | =

a TUMe U
D™ :=1" 3a veZUl0,+ol.
Ha kpajy, 3a npeocrasne Bpeguoctu v, gakie 3a v < 0, aeduniemo
D—V — D—"'I’L(-D7'n—l/)7

e jem € Zum —v > 0. Tako cmo gedunncanu u36od peda v 3a CBaKO
v € R. Omeparop D" ce HA3UBA 0NEpamopom passommenoz dupepeHyu-
parva. CIuyHO ce JedUHUIIE U 0Nepamop pasiommsene urnmezpayuje IV 3a
veR.

Jlanaacosa mpanchopmayuja uarerpabunne dbyuxuuje [ : [0, +oo[— C je
bynkuuja

+oo
L(F)(s) = /0 f)estdt, seC.

Homen dynxuuje L(f) je ckyu KomiuiekcHux 6pojeBa s 3a Koje uHrerpas
Ha JIECHOj CTpaHU KOHBeprupa. Hekasma ce oBa Tpancdopmalmja Ha3uBa,
u jednocmparom Jlansacosom mpancgopmayujom, T0K ce

+oo

B(f)(s) = / fe*tdt, seC

—0o0

HaszuBa deocmparom Jlanaacosom mpancgopmayujom. Ymecro L(f)(s)
Hekas rremo n L(f(t))(s) yKOIMKO KeIMMO Ja HaBeIeMO eKCTITNITHA
obnuk dyHKIMje f, Tpu YemMy mMaMmo Ha yMy Ja Ce paJu O W3pasy Koju
3aBUCH caMo off s, a He u of, t; unp. L(e~t)(s) je Jlanacosa Tpancdop-
maiuja gynxuuje f(t) = e~ t.
Cueneha cBojerBa Jlammacose Tpancdopmaiiyje ce Jako MpoBepaBajy
(zamarax!):
o LN+ pg) = AL(f) + 1L(g) 3a KOMIUIEKCHe KOHCTaHTe A, [ (JInHe-
apHOCT);
. j; L(f)(s)=(=1)"L(t"f(t))(s) (n—n n3Box Jlarmtacore TpancdOop-
Marmje);
o L(fM)(s) = s"L(f)(s) — Z;’:—& 57 ) (0) (Jlammacosa Tpamcdopma-
uja n—Tor U3BOJA);
kas roz cy Jlamiacose rpancdopmanuje Koje y4ecrByjy y OBUM u3pas3uMa
nedunrCcane.
Jlanytacosa rpancdopmanuja umMa yJIory y peniaBamwy JudepeHiimjali-
HEUX jenHaqdnna. VaycrposaliemMo TO Ha jeJHOCTABHOM IIPUMEPY JTHHEAPHE
mudepeHIrjaaHe jeTHaInHe

Y () + My(t) = q(t).
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Ako oznauumo ca Y JlamacoBy Tpancdopmanujy (Henosuare) dyHkuuje
y, a ca @ JlammacoBy tpancdopmanujy mare ¢byHKIHje ¢, TOPHA je-
HAYNHA Ce TPAHCHOPMHUIIE y

SY (s) + AY () = Q(s)

(kopucTuiu cMo npasusio gudepennupama Jlamiacose Tpancdopmalyje,
HaBesieHo Buiie, 3a 1 = 1). OBo je caza anrebapcka jegnaduna 1o Y, Kojy
JIAKO MOKEMO 1 PEIuMO:

Q(s)

Y(s) = s+ N

TAKO JIa Ce PellaBabe moyiasue Judepeniiujaine jeJHaduHe CBOJIN Ha TPa-
xeme Gynkuuje umja je Jlammacosa rpancdopmanuja m3pas Ha JIECHO]
CTpaHu, Tj. Tpaykeme uneepaue Jlanaacose mpanchopmayuje

y(t) = L7 (s + XN 71Q(s)) = L7 ((s + M) L(q)(s)).

Tpazxeme naBep3ue Jlamracose Tpancdopmanmje HEKa1 YKIbYdyje MeToae
KowmiuiekcHe aHajin3e U HUje YBEK jeHOCTABaH IIPO0JIeM, ajau YeCTO MOXKE
Jla JOBeIe 10 periermha mojaasue audepeniujante jeqnadnne (jacHo je 1a
CMO OBJIe y3e/Ii JINHEAPHY jeJHAYHHY MPBOr PEIa CaMoO /13 OMCMO HIyC-
TPOBAJIM METOJ| Ha IPUMEPY Ca jeJHOCTABHUM 3aIUCOM ).

3amarak: lokazaru 1a je

L7H(s7VL(g)(s)) = I"(a),
rae je IV oneparop pasiomibere unrerpamuje (63).
Dypujeosa mpancopmayuja.  Heka je fjoooo |f(z)|de < +o0. Pypu-
jeosa mparncopmayuje unu DPypujeos unmezpas pyakyje f je cuemu-
januu cayyaj nBocrpane Jlannacose Tpancdopmaruje (64) 3a uucro umar-
WHAPHU apryMeHT S = 41X

Iy 1 oo —itx
fz) = E/_o@ f®)e™"" dt.

HOpMaJII/I3OBaHe3 MYJITUTIJINKATUBHUM (baKTOpOM \/% HOﬂ UHTETPAJIOM
™

y 0BOj meduHunmjE ce mompasyMeBa limyp_, oo fEFT (cau4yHO Kao 3a cyme
kox @ypujeosux peposa y (355) y [nasu 1).

Bagarak: [lokasatu ja je f menpekugna dysknuja. Onmruje, mo-
Kazary Ja u3

+oo
/ |z f ()| dz < 400

cienu na je ]?d)yHKqua krace CF u na je

D*f(x) = M*F,

30Ba mopmammsaruja je creap morosopa. Hekan ce mox @ypujeoBoM TpamCHOPMAIOM

1

moJipa3yMeBa MPETXOAHU UHTerpaj be3 VTt Heke dbopmyne y @ypujeoBoj aHAIU3ZU ce JenIne

3anucyjy YKOJHMKO Ce yCBOjU HOpMaJu3aluja, a Heke 6e3 me. 360p je, makjie, cTBap yKyca
(Bumern Takobe (4) Ha cTp. 357.)
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raeje (M f)(z) := —ixf(x)m M¥ = Mo...oM. OBa dpopMyTa ycTaHOBIba-
Ba JlyaJIHOCT MHOXKema U audepennupama (1ITo je AyaJHOCT [0JI0XKaja U
UMIyJICa Y KBAHTHO] (busuim).

OypwujeoBa Tpaucdopmanmja ce medunue u 3a GyHKIHjE n TPOMEH-
JbUBUX:

~

1
flzr, ... xn) = \/W/" f(t)e

[Iperxomnm 3amarak uMa ciaemgehe BaXKHO yOIIITEHE:

Siltmtektn) gty dt,,.

Bazgarak: 3a HeHeraTUBHE Leje OPOjeBe A, . .., Ay U 1= (A1, ..., Q)
JeUHUTIIEMO
bom (L) (L)
V1 0z V1 0z,
IMonuuomy koju 3aBucu ox n upomersbusux ¢ := (C1,...,¢)

p(C) = anca, raeje (=" G, ca €C

IPUAPYXKYJEMO AUHEAPHU UPEPEHUUIANHY ONEPAMOP €O KOHCTAHMHUM
KoepuuujeHmMUMa

p(D) = Z CaDe.

Axo je f € C*(R"™) dbyukipmja 3a Kojy je

sup sup [[2” Do f|| < 400,
o, zER™
JOKa3aTH Ja je

— ~ ~

P(D)f = Pf(t), Pf=P(-D)f

U oBaj 3amarak nokasyje na @ypujeoBa TpanchOpMaIHja yCIOCTABHA
JyaTHOCT nubePEHITUPAba U MHOXKEHA.

BazkHO je HAOMEHYTH /12 je yciioB 0 orpanndenoctd &P Dy, f cymuTus-
ckn. Hamommmo cienehn npumep u3 [19]. Heka je C[¢y,...,(,] mpcren
TTOJTMHOMA, 7 TPOMEHJHPUBUX HAJI MOJFEM KOMILJIEKCHUX OpojeBa. OBaj mpcren
je uzomopdan npcreny C[Dy, ..., D,]| nuneapaux audepeHujagsHux or-
epaTopa ca KOHCTAaHTHuUM Koedurujentuma (D, je mapuujagsn u3Box mo
¢j). Bamcra, oBa oBa mpcreHa ce GOPMATHO PA3IHKYjy CaMO y O3HAIU
IPOMEH/bUBHX, TIa TIpecanKaBame (; — D; nuayKyje nzomopdusam.

Ipcren C[(y, - - -, (] MOXKe ma ce cxBaTn 1 Kao momya wan C[¢q, - . ., (]
(cBaKM MPCTEH je MOJLYJI HaJl CAMUM COOOM ), aJld U Kao MOJLYJI Ha,Jl IPCTEHOM
C[D1, ..., Dy]. OBu moxynu nucy uzomopduu (nako ogrosapajyhiu npcre-
HU jecy). 3amcra, y APyroM MoAyiy mnocroje r # 0 u3 upcrena u m # 0
u3 Mojyna taxsu ga je r-m = 0 (anp. D3(¢?) = 0), 10K y npsoM Mozyty
OBaKBa pEJIAIKja HE MOYXKE 13 BaXKW, MOIITO je MPCTEH MOJIUHOMA, TMTPCTEH
6e3 nemuTesba HyJIe.

TIpocTop dyHKIMja KOje 33I0BO/HABAjY YCJIOB IMPETXOJHOr 3aIaTKa
nazusa ce Ilsapyosum npocmopom y R™ u o3naquasa ca S,. IIperxomau
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3ajaTak nokasyje aa je moaya S, uan npcrenom C[(y, .. ., (,] usomopdan
monyiny S, Haza upcresom C[Dq,...,D,] u na ®ypujeosa rpancdopma-
I@ja ocTBapyje Ttaj udomopdusam.
3aparak: /lokazarn ga je @ypmjeoBa tpanchopmanmja byaknuje ¢ —
f(At) byskuuja x — /\’1]?()\711”).

3agarak: [lokasaru na je @ypujeora Tpamcdopmannja dyuknnje

~

t — f(t —to) 3a dbuxcupany koucranty to € R dbynxuuja x — e~ f(x).

3anarak: Heka je a > 0. Hahu ®@ypujeoBy Tpanchopmarujy byn-
KIuje
-1 -1
a (11— |zla™"), | <a
Aoe) = { (1-lala™), 2
0, T > a.

3anarak: Heka je a > 0. Hahu ®@ypujeoBy tpanchopmarujy byn-

KIuje
(20)71,  Jz|<a
x) =
Xa(2) {O, T>a
u byuruuja X, () cosx, Xq(x +a) — Xo(x —a) u xo(x + 2a) — xo(x — 20a).
Konsoayyuja noxkamuo narerpabunanx dyukmmja u: R - Cuov: R — C
nedunaECcana je ca

u*v(x) = / u(t)v(z —t) dt,
R
KaJla UHTEerpas Ha JeCHOj CTPAHU MOCTOjH.

3amarak: /loka3zaru [1a je KOHBOIyIHja H00OPO AeduHICaAHA § CBAKOM
on ciaenehux ciydajesa
(a) Murerpamn [ [u(t)]?dt u [ [v(t)|* dt xouseprupajy.
(6) Murerpan [, |u(t)| dt xomBeprupa, a dyHKIEja v je OrpaHAYeHa.
(B) Jemma on dysKnuja u, v ©Ma KOMIAKTAH HOCAY.
3aparak: /lokasaru cienehy Be3y kouBosynuje u Jlamracose Tpauncdop-
Malgje:

L(f*g)=L(f)L(g)-
3amarak: /lokaszaru crnenehe Bese kousonytuje u @ypujeose Tpamcdop-
manuje (65):
frg=varf-5. f-g=Vorf+g.
Banarak: Heka je ¢dynkuuja v : R — C jiokayiHo uHrerpabuiiba, a v :
R — C dynkmuja kaace C™ ca KoMmakTHUM HOocadeM. Jlokazaru 1a je
dk dk

%(u*v)zu*wv

3a k <m.
Komymamuenocm xonsosyyuje. Ao je u * v neduHCaHO, OHJIA je U * U =
v * u. Jlokas je jemHOCTaBHA MOC/IEAUIA CMEHE IIPOMEH/bUBE iy = & — t.
Anpoxcumayuja jedunuue. Heka davumnmja dyskmmja Ky : R — R
3a/10BosbaBa ciesiehe yciose:

o (VA)(Va) Kx(z) >0

o (VA) g Kn(z)de =1
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. /\lim [y Kx(x) dz = 1 3a npomssosy okomumy V tauke 0 € R.
—w

[Mocnenmun ycnoB eKBUBAIEHTAH j& yCIOBY
e lim fR\V K (z)dz = 0 3a upoussosbay okosiuHy nyse V.
A—w

Qamvunnja K Ha3uBa ce anpokcuMayujom jedunuye Wil je3zpom d—muna
y Ta4dKd W.

Heka je orpanmuena dynknmja f : R — C paBHOMepHO HempekuHa
na uatepBany J C R u Heka je K ampokcuMmaluja jeUHUIE ¥ TAUKA W.
Taga je

lim f + Kx(2) = f(z)

A—w
paBHOMEpPHO Ha J.
Hokas: Heka je € > 0. Ilomro je f paBHOMEPHO HETPEKWUIHA, TOCTOjH
6 > 0 ca ocobuHOM

lz -yl <d = |f(x) - fly)| <e.

Kopucrehu komyrarusaoct kousoayiuje (71) u ocobune anpokcumanuje
jemmHUIE 100MjaMO

|f o Kx(z) — f(2)] =

Af@—ﬂKwﬂﬁ—fW)

=’A(ﬂw—0—f@DKA®ﬁ
sAV@—@—ﬂ@Mﬂﬂﬁ

- (/:+/:6+/+:w)|f(wt) — f(x)|Kx(t)dt
+6

<e Kk(t)dt+2||fHoo/ Ka(t) dt.

—4 R\]iévé[

[Mocnenmu cabupak Texu HyIu KaJg A — w, 300r Tpeher CBOjCTBa alpOKCH-
Mallfje jeanHuIe, oJaKe CIean 1a, aKo je A Yy JO0BOJ/HHO MAaJI0j OKOJIUHN

Ta4dKe W, 3a CBE T BazKu

|f * Kx(z) — f(2)] < 2e.
(73) Bamarak: Ilpumenom Tephema (72) na

Ko () cn(1—a?)", 3ajz| <1
€Tr) =
" 0, zalz| > 1,

3a MOBOJPHO M3a0paHO ¢, W w = —00 gokaszaru lIpBy BajepmrpacoBy
TEOPEMY O APOKCUMAIUjU HEHPEKuHUX (DYHKIHUjA HOTUHOMUMA.
(74) Bamarak: Heka je

—1/(1—2?)
ae ) lz] <1 1
T) = n Ky=—¢(z/N).
¥(a) {Q e S8/
ITpumenom Tphema (72) 3a noBosbHO u3abpano o u w = +0 KoKa3aru aa
cBaka Hempekuana dyukimja f : R — R ca KOMIAKTHEM HOCAYEM MOXKE
Jia ce paBHOMEPHO anpokcuMupa pyHKIrjama kaace C'°° ca KOMIAKTHAM
HOCaYeM.
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(75) 3aparak: Heka je
1y
Ky(@") = ;xz +y2

n neka je f : R — R nempeknnna m orpannvena dynkmuja. Jlokazarn
Ia je u(z,y) = f * K,(z) pemmeme Janaacose jednawune Au = 0 (rme je
A=25+ 3‘9—; Jlannacujaun) ca rpannaaum ycaosom u(z,0) = f(x).

(76) 3apmarak: Heka je

1 ( x2)

exp(——

2y/mt P

nueka je f : R — R mempekuana u orpanndena dyukimja. Jlokazaru 1a je

Kf(ll?) =

u(x,t) := f*K;(x) pelueme jednauune nposohera monsome %—? — g%‘ =0
ca rpanuanuM yciosoM u(z,0) = f(z).

(77) 3aparak: JenHaumna

0%u 5, 0%u
R i
ot? Ox?
Ca MOYETHUM yCJIOBOM
ou
u(xvo) :f(m)a E(xao) :g(l')a
rjie je ¢ # 0 KOHCTaHTa, HA3UBa Ce jeIHONUMEH3UOHOM MaAaCHOM jedHAYU-

HOM.
(a) Hokazaru sa ce cMEHOM

E=x—ct, n=x+ct

OBa jegHadMHA TpaHchoOpMuUIIe y

62
g .
9En
(6) U3Becru u3 (a) 3ak/bydyak Ja je OINIITE pellemhe TaJacHe jeJlHAUNHE
obuka
u(§,n) = F(§) +Gn),
OZIHOCHO

u(z,t) = Fax — ct) + G(z + ct).

(B) Kopucreliu nmoderne yciose, J0oKa3aTu [a je DEIIEHE jeJIHOAUMEH-
3WOHE TAJIACHE jeJIHAYNHE

x+ct
u(w,t) = %(f(x—kct) + flx —ct)) + %/7 t g(s)ds.

_m
n+m-’

(78) Bamarak: Heka je apy, = Uspauynaru

lim lim a,, # lim lim a,.,.
n—o0 Mm—00 m—00 N—r 00

(79) Bamarak: Vcnuraru paBHoMepHy KOHBepreHiujy ciaenelinx nuszosa yH-

[0,1] = R, fn(x) =a™;
:[0,1[—= R, fu(x) = 2™
0,1 =% = R, fu(z) =2™;
‘R R, fo(z) = 202,

n
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(1) f:R >R, fo(a) = <02)

nZ
3aparak: Vcnurarn paBHOMEPHY KOHBEPIEHITH]Y PEIOBA
(8) Yon ' (—a) " na [0, 1];
(6) S (~1)"(n+ )~ ma [0, +ool;
(8) Y (=1)"e "*n~1 ma [0, +-o0l.
3ajmarak: lcnurarun paBHOMEPHY KOHBEPIEHIH]Y PEIOBA

o0 o0

DDt 40w Y ()" (@ +n)

n=0 n=0
Bagmarak: Heka je Y a, amcomyTHO KOHBepreHTaH pen. Jlokasarn Ja
penoBu Y ansin(nz) u Y a, cos(nr) paBHOMEPHO KOHBeprupajy Ha R.
3amarak: Heka je a,, MOHOTOH HI3 KOju KOHBEprupa Ka Hyiau. Vcnuraru
PABHOMEDHY KOHBEPTEHIH]y PEIOBa Y 4y sin(nx) u » | a, cos(nx).
Sanmarak: Heka je —1 < r < 1. N3pauynaru

oo oo
Z apsin(nz) wu Z ap sin(nx)a,, cos(nx).
n=0 n=0

Bapgarak: lcnuraru paBHOMEpHY KoHBepreuuujy uusa f, : [0,1] — R,

(a) fn(m) = 1+7:1€xz

©) folz) = 2n2ze—""""
(8) fn(z) =n’z(l—a?)"
(r) fn(z)

_ 1
(m) fnl(2) = 150z

. ; _ 1
Bamarak: VMcmuraru paBHOMEpHY KOHBepreHmujy uusa fn(r) = 7 Thz Ha
omsoperom narepBaiy |0, 1[. Bakmyuntn na Jnanjesa reopema (crp. 131)
HE BaXKM aKO C€ M3 € MCKJbYYHU MPETIOCTABKA O KOMIAKTHOCTH JTOMEHA.
3asmartak: lcnurarn paBHOMEPHY KOHBEPIEHIIH]Y HU3a

fn(z) = n~tsin (nz)

ma R. Jla i KOHBeprupa HH3 %fn (z)?
3ajmarak: Heka je

1
O’ T < n+1
o 102 1 1
fu(x) i= {sin® T, T <z <y
1
0, x S o

(a) Hokaszarm ma je lim,_, o frn(x) Hempeknana dyHKIMja, nako HU3 f,
He KOHBEPIUpa PABHOMEPHO.

(6) Hokasaru nxa je pex > fn(x) ancosyrHo KOHBEPreHTaH 34 CBAKO .

(B) Hokasaru ma pexn > fn(x) nuje yuudopMHO KOHBEPreHTaH.

Bajatak: Jlokazaru g1a pen y (—1)"n~2(z?+n) paBHOMEPHO KOHBEPrUpa

HA CBAKOM KOMIAKTHOM WHTEPBAJIY, aJIH 14 HUjE allCOIyTHO KOHBEPTEHTAH

HU 3a jeaHy BpeaHocT x € R.

Bapgarak: Ucnuraru paBHOMEPHY KOHBEPIEHIU]Y HU3A

folz) =z(1+ nx2)*1
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u Hahwu cBe Tauke r € R y kojuma je
. / _ . /
Tim f(2) = (lim_f,)/(2).
(91) Bagmarak: lar je uu3 dyHkimja
fn:[0,1] =R, fo(z) = 2(1 +n?z?)~L.

N3pagynarn

(a) limp,— oo fol fo(z)dr w fol limy,— 00 fn(z) dx.

(6) limy, oo fol nfn(z)de u fol lim,, 00 nfn () dz.

Ucnuraru 06uuHy U paBHOMEDHY KOHBEPreHIUjy Hu30Ba fn(z) u nf,(x).
(92) Bamarak: Heka je f,(z) = 2(n+ 1)z(1 — 2?)". okasaTu ja je 3a cBaKo

z € [0,1] vu3 f,(z) kouseprenran. Uspauynaru

1 1
lim fa(x)dx wm / lim f,(x)dz.
Ha sm uu3 f,, KoHBeprupa pasHomepHo Ha [0, 1]?

(93) Uspauynaru
1

1
. 2.2 . 2.2
lim mixe ™™ dx wm lim 2n2ze ™ * dx.

Ucnurarn obnyany n paBHOMEPHY KOHBEPTEHIN]y HU3a 2n2ze T

(94) I'panuywnu npeaas y Cmuamjecosom unmeepasy 1. 3amarak: Heka je
g : [a,b] —» C dyukumja orpanuuene Bapujauuje u f, € R(g) (1j. fn
je uu3 kKoMmitekcHux (yHkuuja Ha [a,b] TakBux ma mocroju Cruirrjecos

b
HHTErpaJ fa fndg). Hokasaru na, ako f, pPAaBHOMEDHO KOHBEPruUpa Ka

b b
foo, BAKY foo € R(g) 1 ILm [ fadg= [ fsdyg.

(95) I'panuywnu npeaas y Cmuamjecosom unmezpaary 11. 3amarak: Heka je
o0
fl@) = Z k=2 cos (k) u g, =n""/?sin(nz).
k=1

Jokazaru na HU3 ¢, KOHBEprupa paBHOMEpHO Ha [0, 27| Ka ¢y, anu 1a je
27

2
lim [ fdgn # [ fdgeo.

(96) I'panuwnu npeaaz y Cmuamgjecosom umnmezpany 111, amarak: Heka
je gn @ [a,b] — C nu3 dyskuuja orpanuveHe Bapujalje TaKBUX A
je gn(a) = 0 m meka je goo : [a,b] — C dynxmmja koja 3amoBOBABA
Jim V2 (gn = goo) = 07 goo(a) = 0.

(a) Hokaszaru na 3a cBaky Heunpekuady dbyukuujy f : [a,b] — C Baxu
b b

li = .
Jim af fdgn z[ fdgeo
(6) Hokaszaru 1a g, KOHBEPIHpA Ka (oo PABHOMEDHO Ha [a, b].

(97) I'panuywnu npeaas y Cmuamjecosom unmeepaay IV. Bamarak: Heka je
f :[a,b] — C uenpekugua u g, : [a,b] — C dynruuje orpanuyene Bapu-
jarmmje. Axo je V%(g,) < M (1j. Bapmjammja dbyHKmmja g, je paBHOMEPHO
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orpanudena) u (Vz € [a,b]) lim g,(z) = goo(x), NOKa3aTH 12 je
n—oo

lim f dg, = / f dgee.

n— oo

Bagarak: lokasaru ma perx » (—1 KOHBEPTMpPA PABHOMEPHO Ha
CBAKOM KOMIIAKTHOM WHTEPBALY y R, anu 1a He KOHBEPIHUPA AICOJYTHO
uu 3a jeguo x € R.
3ajmarak: /lokazaru nga ciaemehn peoBr KOHBEPIUPa]y PAaBHOMEPHO:
(a) Z(%?nz"3a0§x§1
) > (_1)“ e 3a0<z <400
(B) Z( i 3a 0 <z < +00.
BaKJLquTH u3 CBAKOI' O/ OBUX Ipumepa ja je Bajepmrpacos nopeabenu
TMPUHITATI JOBOJHAH, A7 HE W HEONXOJAH YCJIOB 32 PABHOMEPHY KOHBEp-
TeHIINjy peaa.

n 2
3aparak: /lokazaru ma pen E a +z2 — KOHBepTUpa paBHOMepHO Ha R.

)n errn
n2

2
Bagmarak: Jlokasaru na pem m KOHBeprupa 3a ceako x € R. la
JIA OBaj peJ KOHBEprupa paBHoMepHOo Ha R?
o0

Bagarak: Hahu cymy pema > n(fliil)

n=2
Bagarak: Pazsuru dynkuujy f(x) = %H y CTEIIEHH PEe. Ca LEHTPOM Y
tayku 3 v Halim WHTEpBAJI KOHBEpreHImje JOOMjeHOT peIa.

Bagarak: Uspauynatn y -, n(:LJrll)
Sagarak: Pazsutn dynknnje
D=3 e 0= Y G
— u
k'l + a%ka? =kl 14a%a?

(rme je 0 < a < 1) y crenene pefose Ha uHTEpBay | — 1, 1].

Bagarak: Kopucrehn naenrurer sin®z = (1 — cos (2z)) passuru dyn-
kimjy sin?z y cremenn pex. Judepentmpamenm gobujeror m3pasa mahu
crenenu pen 3a YHKIM]Y 2Sinx cosT U MPOBEPUTH IUPEKTHO J1a JIU je
Jobujenn pen crenenu pest 3a GYHKIWH]Y sin 2.

Bamarak: Ilonasehu on mnenrurera

r o1
arctanz = ——dt
o 1+1t2

nokazaru Jlajoruuosy gopmyay 3a 6poj m:
m

LA S S U
4 3 5 7

Konuko umamoBa oBor pema Tpeba cabpatu ga Oum ce mobmo Opoj 7 ca
TAYHOINY 10 ApyTe aernuMasie?

Bagarak: Paznoxuru dynkuuje e* u log(l+x) y crenenu pe u u3pady-
HaTUu

1 1oz 1 1
e” log x dx, / dr m / log xlog(1 + ) dx.
/0 0o Va3 0
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(109)

(110)

(111)

(116)

(117)

(118)

4. HU30BU U ®AMUJINIE ®YHKIIUIA
3aparak: 3pauynaru uaTErpase

/0,1 sin J /0,1 2 J 0,1 1 J
T, e T, ——dx
0 z 0 o V1+azt

ca tauronthy mo 1073.
Sagarak: Vzpauynarn

cos31°, sin6,3, tan46°, arctanl,02

ca TavHOMINY HA TPU JAEIUMAJIE.
3aparak: /lokazaru 1a je

arctanz Lody
r /0 1+ 22y?

U M3padyHaTu
! arctanz
0o V1 — a2

3amarak: 3paugynaru 30up % - %(%)2 + %(%)3 — %(%)4 + .-

3ajaTtak: Pemuru momohy crenenux pemposa qudepeHIujaany jeHaduny

y" —y =0 ca moueTHUM yCI0BUMA

(a) y(0)=0,y(1)=1
(6) y(0) =1, y(1) =0.
Bagarak: [dokaszaru ga ako Jupux.aeos ped :‘;—ﬁ KOHBEPTHPA § TAUKH
T, OHJIa OH KOHBEPrUpa PABHOMEPHO HA CKYIy & > Xg, & allCOJIyTHO 33
T >x9+ 1.
Bagarak: /lokazatu ja je dyHKIHja
2 [ cos(xt)
Jo(z) = — ——=dt

o(z) = — e
pememe Beceaose dudepenyujarne jednawune y" + 1y +y = 0 u na
nMa Pa3Boj

dx.

an

Jo(z) =1+ ;(_1)7122”(71!)2.
Bagarak: Jlokazaru ma je dyukuuja Jo u3 (115) jennaka
2 7\'/2
Jo(z) = f/ cos(zsind) do
0

™

u 11a je f0+°° Jo(z)dz = 1.
(Yuyrcerso: uspauynaru limy o4 f0+°° e Jo(z) dx.)
3amarak: /lokazaru ga cy dyuknuje

" / cos(zcosf)dd u / cos(nf — xsinf) df
0 0

pemrera audepentumjaane jennaanne 2y’ + vy + (22 —n?) = 0.
3amarak: Heka je
0, sa v < (n+1)7!
fu(z) = { sin? (mz~ 1), s3a (n+1)71<z<n!

0, 3a ¢ >n"l.



(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)
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a) [lokasaru Ja HU3 f,, HEPABHOMEDPHO KOHBEPrUpa Ka (MPYHKIUJH foo.
6) Hokasaru na je foo (unak) HEnpekuHa.
)
)

TIOBJIAYM PABHOMEDPHY KOHBEPTEHIIH]Y.
&)

Bagatak: Heka je f(z) = Y (1 +n2z)"L.

n=1
(a) Ompenuru pomen dyukiwmje f.
(6) Ucnuraru paBHOMEPHY HEIPEKHIHOCT Peja Ha JEeCHO] CTPAHMU.
(B) Ucnuraru nenpekunnocr pyukuuje f.
(r) Ucuuraru orpanuyenocr dyukuuje f.
Bagarak: Ucmuratn dbyrkumjy f(z) = > oo 2?(1 + 2?)™" u manp-
tatu wen rpabuk. Ha kojum unreppamuma je pex y oo, x?(1 + z2)™"
PaBHOMEPHO KOHBEpPIreHTaH?
Sagarak: Vzpauynarn

: _ _ 1
CEl}rlnol xZ (1 =z~

Ucnuraru obuvHy, pABHOMEPHY W aICOJyTHY KOHBEPIEHIIH]Y Deaa

oo

Z(_I)n(l _ xZn)fl.

n=1
Banarak: Hexa je f(z) = z(1 + nz?)~!. Jlokasatu na f, paBHOMEPHO
Ha R kouBeprupa Ka fo.. Jokazaru ga je f. (z) = lim f!(x) ako u camo
n—oo

ako je z # 0.
Bagarak: Heka je {a} := a — [a] pasaommwenu deo peannor 6poja a u

flay =30

n2

n=1

(a) Hokasaru ua je ckyn npekuna dbyukuuje f csyua rycr y R.

(6) Hokazatu ma je ¢dynkumja f unrerpadbunna no Pumany Ha CBAKOM
KOMITAKTHOM WHTEpBAJY .

3aparak: Heka je

1 0
k(w): s 38 T >
0, 3a <0

U HeKa je x, H13 MehycobHO pa3nuunTux Tadaka wHTeppana (a,b). Heka

je ¢, HU3 KOMILIEKCHUX OpOjeBa, Takas Ja Pel » . |¢,| KoHBeprupa.

(a) Hokasaru ma pexn Y. ¢, k(x — x,,) KOHBeprupa paBHOMEPHO Ha [a, b].

(6) Hokasarum na je byuxmmja f(x) = Y ¢, k(z—1,) HEIpEKHIHA ¥ CBAKO]
TauKW T # T, W OTpaHWYeHe Bapujaiyje Ha [a,b].

Bagarak: Heka je f, : [a,b] = C paBHOMepHO orpannven un3 byHKINja

naTerpabunnnx no Pumany. /lokazaru ma Hu3 QyHKIH]jA,

Fy o = C, Fu /fn

UMa PABHOMEPHO KOHBEPI'€HTaH IIOJHU3.



(126)

(127)
(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

4. HUBOBU 1 ®PAMWJINIE ®YHKIINJA

3aparak: /lokazaru ma ako haMuirja HEMPEKUIHUX (DYHKIIH]ja,

ft : [a, b] — (C
KOHBEeprupa paBHOMepHO Ha (a,b) Kan t — tg, OHIA f; KOHBEprUpa, u TO
pPaBHOMEDHO, U Ha 3aTBOPEHOM WHTEpBANY [a, b].

(71)7[
3n+1 "

o0
Bagarak: Uspagynaru »
n=0

3agarak: Heka je f,, : T'— C au3 #enpexknannx HyHKINja KOjH PABHO-
MEpPHO KOHBeprupa kKa foo : 1T — C. [okasaru ma 3a cBaku HU3 t, € T
Tavaka KOju KOHBEPrupa Ka to, € 1 BaxKu

nh_{go fn(tn) = foo(too)-
Baparak: /lokazaru

x n— n
(a) lim > &L - = 1log?2
n=1

z—>1-0,= n ldazn

oS n
©) lim (1=2) 3 (~1)" 2 = §log2
Bagarak: okasaru ma je anreOpa remepucana dynkmmjama e(z) = 1 un
g(z) = 2? rycra y ckymy cBuX mapuux Hempekuauux dynknuja #a [—1,1].
Ha yu je anrebpa renepucana dgyukuujom h(z) = x rycra y cKyiy CBAX
HenapHux Henpekuauux Gyskuuja va [—1,1]7
3amarak: /lokaszarm ga je anrebpa TeHepHCaHa MIPOU3BOHFHOM CTPOTO
MOHOTOHOM (DYHKIHjOM KOja Hema Hyma Ha [a,b] rycra y C([a,b],R). 3a
Koje a m b je anreGpa renepucana dyukimjom f(z) = z rycray C([a,b], R)?
Bagarak: /la qu je moryhe cBaky dyHKInjy
(a) f€C([0,7],C)
(6) f € C([-r,),C)
(5) f € C(R,C), flw+2m) = f(2)
yHUGDOPMHO aTPOKCUMUPATH (PYHKITHjaMa U3 aJIredpe reHEPUCAHE CKYTTOM
{1,ei*}?
Bagarak: Heka je Q,(z) = p,(1l — x
TaKo Ja je

) 3an € N, tae je u, nzabpano

1
/ Qn(z)dx = 1.
—1

(a) Tdokazaru ma je p, < v/n.

(6) Heka je 6 > 0. Hokazaru 1a 3a 6 < |z| < 1 Baxn Qn(z) < /n(1 —
),

(B) Hokasaru ma 3a csako 0 > 0 Hu3 (), KOHBEprupa PaBHOMEDHO HA
cermenty [0, 1] u nahu lim Q,(z).

n—oo

(r) Hampraru rpaduke byukmuja Q, 3an=1,2,3,...

(n) Heka je f: R — R nenpekuaua dbyukuuja, jeqnaka vyau sad [0, 1], u
Heka je,3a 0 <2 <1,

Po(a) = /_ @+ 0Qu()dt

Hoxkazaru na je

Pao) = [ T @ 0Qu(t) dt = [ 1@

—



(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)
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7 3aKJBYUHUTH Ja je P, HU3 MOJIuHOMA.
(h) Heka je ¢ > 0. Hokazaru ma nocroju § > 0, TaKBO Ja BaxKu

lz—y[<d = |f(=)-fyl<e

U 13 3a TAKBO 0 BaXKHU
n . €
[Pa(a) = F(@)] < 4 fllowv/m(1 = 07" + 2.

(Vuyrcrso:
Po(w) = f(x) = [, (f(@ + 1) = FO)Qu(@) de = [+ [T+ [ -+ )
(e) Hoxasaru ma P, xoueeprupa ka f pasaomepno Ha [0, 1].

(:x) UsBectu mupexran noka3 Bajepinrpacose Teopeme o yHUMOPMHO] ari-
POKCHMAIINjU HeMpeKuIHIX (byHKIINja TTOINHOMUMA, 0€3 MO3WBarha, Ha,
Cron—BajepmrpacoBy mwiun KoposkunoBy Teopemy. (YIyTCTBO: aKko
je f:]0,1] = R dyukuuja raksa ma je f(0) = f(1) = 0, npomupuru
je HempeKuIHO HyJ0M Ha R M IPUMEHUTH IPETXOMHO PE30HOBAME, Y
nporusroM nocmarparn byukumjy g(z) = f(x)—f(0)—z(f(1)—f(0)).
Hokazatu n na n3bopom unTepsana [0, 1] ymecro [a, b] Huje ymameHa
OIIIIITOCT. )

Bamatak: OapeauTn JOMEH W U3PAdyHATH MPBH U3BOI (DYHKIIH]jE

o= [ g,

+sint T

3amarak: /lokazaru ga je

/0 log (—logz) dz =T (1).

3amarak: la s je 103BO/FEHO M3MEHUTH IOPEIAK WHTErPAIHje y HHTEe-
rpajiuma

+oo ptoo 2,2 +oo 1 _
/ / % drdy mn / / ziyg dz dy?
1 1 Tty 1 o (+y)

3agarak: Heka je 0 < a < b.
(a) dokasaru jma ce y UHTErpasLy

bl
/ / x¥ dx dy
a JO

MOKE 3aMEHUTH TOPEJIAK WHTETPAIH]E.
(6) M3pauynarn
1. b a
2’ —x
/ dz.
o logz

3agarak: Heka je 0 < a < b. U3pauynarn

+oo —ax _ ,—bx +oo _
/ e e / cos (ax) — cos (bx) da
0 0

T 2

3amarak: 3pagynarn

1 2 1.3
2xt ,
lim/ N dr owm lim/ T =/t dg.
t—+0 Jo (22 +12)? t—+0 Jy 2
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(140) 3aparak: Wspauynaru

too 1 _ e~ T
/ cosx dz.
0

x

(141) 3aparak: W3pauynaru
+oo 5 +oo 5
/ e " cos(2tx)dr u / e " sin (2tz) dz.
0 0

(142) 3aparak: Hekajea >0mn s € R.
(a) dokasaru ma je

T Feo
(S) :/ ys—le—ya; dy
0

(6) Mspauynarn

+oo o0 si
/ COS(bm)dx 3, 0<s<1 m / Mdz 3a 0<s<2.
o 0

Hia Hiad
(143) 3aparak: [Tokazarn na je fo% log(1 — 2t cos + t2) dx = 0.
(144) 3aparak: Heka je
+oo o;
t
si(x) := / ST g,

t

Jokazaru 1a je

+oo
™
“Tsi(z) dr = —.
/0 e si(x) dx 1

(145) Baparak: Uspauynaru

/+°° 1 — cos(tx) A /+°° sin(tx) sin(sx) .
0 0

xT xT x

(Vuyrcrso: pudepeHuupary 110 Hapamerpy.)
(146) 3aparak: Uspauynaru

o0 1—e 7
cosx dx.
0 X

(Voyrcrso: mudepennuparu f0+oo % cos dx.)
(147) Baparak: /lokazaru ga cy dbyHKIHjE

+oo  —tx +oo o;
t_
xH/ eidt u x»—)/ Mdt
0 +t2 T t

pemema mudepennujamae jennaaune y’ +y = 1/z. Uspauynatn muxose
JMece Kal T — +00 W 3aKJbY9IHTH Ja je

/ T e / Tosint-2) 4
o 1+ . t

s

(148) Bamarak: Iosasehu ox tanz = —cot (z — Z) u (32) ussecru Qopmy.y
3a pa3BOj TAHTEHCA Y PET
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Kopucrehu oBy dopmyny u
1 1
= —(tan(z/2) + cot(z/2))

sinx 2

JIOKa3aTH 113 je
1  — 2z
= - 1)
sinx Z:1: +7;1( ) 2 —n2n2

HudepennupameM, U3BECTH OJATIIE PA3BOj

R A
sinz a2 (x —nm)2  (z+nm)?)

n=1

3amarak: Jlokasaru

1 - . 2
=—+> (-1
n=1

sinh z 22 4+ n2n2’






['JIABA 5

YBoa y PypujeoBy aHaInu3y

(1) Heka je f : R — R dyukuuja peanne npomensbuse. OHa MOXKe ja ce
Hamwuilne Kao 30up mapHe u HenapHe (yHKIH]je:

1

£(2) = S(F) + F—a)) + 5(F () — f(-2).

Ha mpumep, dynrmmja e” je 30up XumepOOJHIKOr KOCHHYCA U XUIEP-
GOJTMYKOT CUHYCA.

3amarak: /[oka3aru /13 je 0Ba PEMPE3EHTAIN]a, jeIMHCTBEHA.

IIpBu cabupak Ha JIECHOj CTpaHuU je mapHa (yHKIHja, Tj. DYHKIHjA
KOja je MHBapHjaHTHA y OTHOCY HA [I€jCTBO MYJITHILTUKATHUBHE TpyIe Zo

h(z) — h(vz), vely={-1,1}

npocropy peanuunx dyukmnuja h : R — R a apyru mHenapsa, Tj. WHBapHU-
jaHTHA, y OIHOCY Ha, J€jCTBO:

h(z) — vh(vz), velZly={-1,1}.

Cimuno, ako je G rpyna koHadnor pena |G| Koja nejcrByje HA CKyIo-
Buma S1 u Se u f: 51 — Sz, oHza je dyHKIHMja

~ 1
flz) = @l > gf(gx)

geG

uHBapujaHTHA y oxHocy Ha zejcrBo h(z) — gh(gx) Ha ckyiy npecsiuka-
Bama h: S; — Ss.

Axo ce pajsii 0 6eCKOHATHO] TPYITH, OHIA HeKa Tl 30Up Ha JeCHOj CTPAHN
(koju mpezcTaBiba cpeby BpeaHocT dynkuumje f y omHocy Ha aejcreo G)
MOKEMO JIa 3aMeHUMO HeCKOHAYHUM peioM uin uarerpasoM. Huop, y (355)
Ha crp. 177, 3amnuc

1

+oo -
f(z) = Z F(n)e™®, meje f(n)= o fte ™dt, nez,

n=—oo

je pasnarame dyHKIMje HA 30up cabupaka KOju Ce, Y W3BECHOM CMUCIY,
IPABUJIHO TOHAINAjy y OJHOCY HA /I€jCTBO MYJITHILINKATUBHE TPYyIeE je-
JMHAYHUX KOMIIEKCHUX OpojeBa.

Oge mojmoBe hemo cafia 1a pa3MOTPUMO MAJIO TIPEIU3HEje U OIIITH]e.

1HpI/IMeTI/IMO Ja cMO caum4Hy curyanujy umanum y (14) ma 192. crpaHu, Kaja CMO DEAsHO
JINHEAPHO IPEeC/INKABahe IPeJCTABIIN Ka0 30MD KOMIIJIEKCHO JTHHEAPHOT ¥ KOMIIJIEKCHO aHTHUJIHH-
eapHOr — Ty ce paauio o pejcrsuMa L(x) — —iL(ix) u L(z) — iL(iz) rpyne Zs.

355
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5. YBOO YV ®YPUJEOBY AHAJIN3Y

Heka je (G, +) nokanHO KoMIakTHA AGeoBa TOMOJIONIKA IPya, (TOmOoI0-
nike rpyne cmo gedbunucanu y (130) va 82. crpanu). Xomomopduzam

v:G =St
Y MYJATUIIJIMKATUBHY I'PYILY jeﬂI/IHI/I“IHI/IX KOMIIJIEKCHUX 6pojeBa, Tj. upec-
JINKaBambe Koje 33I0BOJHABA
V(@ +y) =) 7(y)
Ha3uBa ce Kapaxmepom Ha rpynu G. CKyn CBUX HEIIPEKMIHMX KapaKTePa
na G nHasuBa ce dyaanom epynom rpyne G u oznagasa ca I'. Crpykrypa
A6enose rpyne na I' je medunucana nmomohy crpykrype Abemose rpyre
Ha S':
(11 +72)(2) = n(2) - 12(2).
Heyrpan rpyne (T', +) o3mauasamo ca 0, mTo je yobuuajeno 3a AGenose
rpyue. Yobuuajena je o3naka (x,7) ymecro y(z),3a vy €l u z € G.
IIpumerumo ma je

<£C,O> = <07’Y> =1
acegereGuyeln
<_ZE7’Y> = <£E, _’Y> = <x’7>71 :W'

Crenujanu ciaydaj (2) je ciayuaj n—numensuone Abenose Jlujese rpyre
(Bugeru (11) ma crp. 248). Knacuuan pesyarar u3 reopuje JlujeBux
rpyma je Ja je cBaka mnoBe3aHa n—auMensuona Abenosa JlujeBa rpyma
uzomopdua (Kao rpyna u Kao MHOIOCTPYKOCT) [IPOU3BOALY

G=RP xT?

p—auMen3uoHor Bekropckor npocropa (RP)+) u g—aumensuoHor Topyca
(T4 = (SH)9,-), tue je p+ q = n.

ITpernocrarumo 1a je p € Q"(G) dopma 3anpeMnne Koja je WHBAPH-
JAHTHA y OTHOCY Ha, TPAHCJAIHje

To: G—= G, 7.(x)=2x+a,
3a cBe a € (G, Tj. TakBa J1a je
Tipw=u 3acse a€dG.
Jenna raxsa dopma na RP x TY je dpopma?
p=dri N---ANdx, NdOy A --- A\ dby.
Dypujeos unmezpan unu Pypujeosa mpanchopmayuje dyuxnuje f: G —

C je dpynkuuja
Firec, fi) = /G F(@)(—2,7) lz).

2Mepa WHIAYKOBaHa OBAKBOM hpopMoM je mpumep Xapose mepe — 1O je mepa Ha AGesoBOj

TOIIOJIONIKOj TPYIH KOja je HHBapHjaHTHA y OJHOCY Ha TpaHcaanujy. [lo3HaTo je na cBaka JIOKAJIHO
KOMIAKTHA AGeI0Ba TOMOJOMKA IPyma UMa XapoBYy Mepy, KOja je jeIWHCTBEHA A0 Ha MYJITHII-
JUKATUBHY KOHCTAHTY. Mu nehemo yrnaszutu gybspe y TY KOHCTPYKIH]jYy U ocTaheMo y KaTeropuju
AbenoBux JlujeBux rpyna, aju HanoMumeMo 13 PypujeoBa aHAIM3A MOXKE 13 Ce U3JI0XKU y KaTe-
rOpHUjU JIOKAJIHO KOMIAKTHUX ADeJIOBHX TONOJIOMIKUX IPYIIa.
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(4) Kaacuuna @ypujeosa anasusa omuocu ce ua cienehie rpu Jlujese rpyue:
(Ra +)7 (Sl = R/Q’R’Z,'), (Za +)‘

Heka je G jenna on upse ase rpyne, R uwiu S!, u neka je v € I'. Us
nenpekuaHocru vy u y(0) = 1 caenu ga je 3a Heko € > 0

I=/057(5)d5790,

re ca ds o3aavaBamo uaBapujantay Gopmy p(s). Uz y(x+s) = y(z)-y(s)
ciemn

e = [+ sis= [ e

(y mociyienmeM KoOpaky cMO KOpucTuiu uaBapujaaTaoct dbopme ds). Ozxa-
e caexu aa je vy pudepenumjadbunna GyHkumja (MHTErpal HEIPEKUHEe
dbyukuyje je qudepennujabuina HyHKIMja 110 TPAHUIM UHTErPALME), 1A
uspas y(z + s) = y(z) - v(s) Moxkemo na mudepeHIpamo 1o S, MTO HaM,
3a s = 0, maje

(@) = Cy(2),
rae je C = ~'(0). Oparie ciaenu

yz) = e

3a meko t € R. VYV cayuajy G = R 1o maje pesynrar I' = R. Axo je
G =S 2 R/27Z, ycnos v(0) = v(27) naje I’ = Z.

Ako je G = Z n y(1) = €, ouma je y(n) = €?, omakne cienn ga
je myamna rpyna I' y oBom ciydajy mzomopdmua ca St (m3omopdusam je
nedunucan ca y — ef).

Tako mobujamo @ypujeoBe Tpanchopmalmje 3a OBe TPHU KJIACHIHE
rpyre:

o G=R,I'=R: f(z) = [T f(t)e "= dt;

e G=ST=27: f(n)= = |7 f(e?)e=™? db;

e G=7,T =S fle") = R () i
Ose u3pasze cmo Beh BHeIN y NPETXOZHUM IIOTJIAB/HUMA y BE3W €A KJla-
cuunnm Pypujeosum nnrerpamuma’, ®ypujeosum koedunujentuma u Dy-
PHUjeoBUM peoBHMA.

(5) Koneoayyuja dyukuuja f,g: G — C je dynkuuja
frg:G=C frgla) = [ fo= o) dy

(rme je ca dy ymecro p(y) osHauena mHBapujanTHa (opma Ha G) nedu-
HUCAHA, MO TPETIIOCTAaBKOM 714 je

/ If(z —y)g(y)| dy < +oo.
G

3V (65) ma 340 cmo yserm Pypmjeosy Tparcdopmanmjy ca xorcranTom (27)”1/2 mempen

WHTErpaJja, OAHOCHO KOPUCTHIA CMO ADPYTY XapoBy Mepy. ¥ JUTEePATypH Ce II0jaBJ/bYjy PA3IU<IUTe
HOpMaJIn3aluje XapoBe Mepe, OTHOCHO KOHCTaHTe ucipen Oypujeosor naTerpana. Heke dpopmyse
Dypujeose aHaNM3e JIEIIIE U]y aKO Ce PAIU Ca jeJHOM, a HEKe IDYre aKO Ce PAAU Ca APYTOM
XapoBOM MEpOM.
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Bagarak: [okasaru ga je || f x gll1 < || fll1 |lgll1, rze je

Il = /G Ih(t)] dt.

3agarak: /lokazaru /1a je MHOXKeH€ * KOMYTaTUBHO U ACOLNjaTUBHO.

~

3amarak: lokazaru 1a je m =f-g

Bagarak: Hekajey €T, f: G — Cu ||f]l1 < +oo. Hokazaru na je

o~

(f xv)(@) = (Z,Nf(7)

(6) Dopmyaa uneepsuje. Hexa je dx unsapujanrna ¢dpopma na Abesosoj Jlu-

jeBoj rpyuu G. Taua nocroju uaBapujantaa popma dy Ha JyaHO] IPyIId
T', TakBa ma 3a cBaky menpeknany oyukumjy f : G — C 3a kojy je

/ |f(z)] dz < +oo, /If(7)|d7<+oo
G T

BaXXn
f(a) = / F0 ) d.

Jlokas oBor TBphema y HABEIEHOj OMIITOCTH M30CTaB/hbamo. Pa3mo-
TPUMO caMo ciiy4aj Kiacuguux rpyna (4). Axo je G = R (unu, ommruje,
G = R"), nokas cieqn u3 Oybunmjese teopeme. Axko je G = S! wmm
G = 7, reopema ce cBoau na onpehusBame @ypujeoBux koedwuimjerara
®ypujeoBor pena, o uemy je 6uno peun y Lnasu 1 (Bumeru ctp. 177).
[IpumeTnmMo ma y TOM CIydajy YCIOB fZ |f(n)\ dn < +o00 3HAYM A pej

> len| (voe cy ¢, = f(n) ®ypujeoBu koebunujentu Gyukuuje f) amco-
JlyTHO KOHBeprupa, ogakie ciaean ga Oypujeos pex Y. c,e™ (koju ce y
TOM CJIydajy HHTEPIPETHpA Kao [, fA(n)emm dn) paBHOMEPHO KOHBEPTUDA
Ka HempeKumaHoj pyurnuju f.

Bagarak: Heka je a > 0u f(t) = e o

(a) Omnpasnaru mudepeniupamwe Pypujeose Tpancdopmanmje

for= [ swea

— 00
TO/T 3HAKOM MHTErpaJia 3a OBy (DYHKIIH]Y.

(6) Hokazaru ma ce aBocTpykoM npumenoMm ®Pypujeose Tpancdopmanuje
Jobmja

(f)(x) =27 f(—=).
(8) IIpumenom @ypujeose rpancdopmanuje Ha 06e crpaHe jeHAKOCTH
f'(@) = —2azf(z)

u upumenom (a) u (6) Jokazaru Ja je

N 1 -
/
z) = ——xf(x).
Flla) = 5o F(a)
(r) Hokaszaru Ja je ommire periemne AudepeHiujaane jeJHadanHe
1
/

Y=g,y
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JIaTO Ca

(1) Hekaje a =1, 1j. f(t) = e=t*/2. Tlokasaru na je

fla) = Cce™ 2 = Of (),

rae je C = f(O)
() Ipumenom ®@ypujeose Tpancdopmanuje Ha 006e CTpaHe jeIHAKOCTH

o~

f(z) = Cf(x) nokazane y (1) u jenHakoctn u3 (6) mokasaru na je
C? = 2.
(n) Ipumeruru na us () u () caenn
~ +oo 2
C’zf(O):/ e /2 dr =21

—0o0

7 OJIaTJie W3BECTH jOIT jeJJaH Ha4YuH Ja ce uspadyHa [lyaconos urme-
2pa.n

+oo 5
/ e dr = /7.

— 00

Ilpumena wa napyujaasne dugepenyujarre jednavure. Hexa je

P({l?"'agn)

nosuHoM 1 upoMensbusux. Tauna je ca P(D) nedunucan oueparop pude-
peHImparma — cabupky &7 - - - €2 onroeapa nudepenimpare DIt -« - DOn
rae je D)% maprujasau u3sos pefa oy, no k-toj npomenspusoj. Heka je v
Jgara GyHKIHja 1 TpoMeHBUBUX. [IPeTmocTaBuMOo 12 JKeIUMO Pa PEIuMo
NAPUUIAAHY JEOHAUUNRY €O KOHCMAHMHUM Koeduyujenmuma

P(D)u(zx) = v(z)

1o Hemo3HaToj GyHKIHju u. IIpenackom Ha @yprjeoBy TpanchOpMAaIH]y
) = / u(t)e € da

(rme je & -t Ha meCHOj cTpaHu cKasapHu pon3Bo BekTopa £ = (&1,...,&y)
ut=(ty,...,t,) nobujamo

VY (65) ma crp. 340 cmo Bugenu kako PypujeoBa rpaHcdoOpMaImja OCT-
Bapyje AyaqHOCT MHOXKEHA U AuepeHInpama, OJaKIe CIean

P(D)u(€) = P(i€)a(e),
ma, 700MjaMo jeHOCTABHY aare0apCKy jeIHATHHY
P(ig)u(§) = v(¢).

Ako wy MoxkeMo Ja permumMo 1o 4 (Hup. ako je P # 0 cByua), oHna ojarie
MOKeMO u Ja Haljemo peruere u kopucrehu dopmysy unsepsuje (6).
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3amarak: Jlokasaru ma ce mpumenom PypujeoBe Tpancdopmarmje

manacna jeonavuna®

o _ uit
otz ¢ 0z?
ca IOYeTHUM YCJIOBUMa
ou
u(z,0) = flz), 57(2,0) =g(z)

Tpancdopmuine y o6ntaHy AudepeHinjaniny jeTHaInHy
a"(€,1) = —Eu(E ).

Cwmenom v(t) = U(€,t)e’™ (uam nupexkTHOM TPOBEpPOM) TIOKA3aTH 1a je
pelliemne OBe jeHaunHe

u(§, t) = A(E) cos(cgt) + B(E) sin(ctt).
Kopucrehu nmoderne ycioBe moka3arn 1a je

A©) = fl©), B = 0—15@

" O/IaTIIE

B6.0) = SFIO@E +e75) + (e - %),

Nspauynasamem unsepsue @ypujeose Tpancdopmaruje’
u(z,t) = — u(&, t)e" d
( ) ) /72 [ (57 ) f

JOKa3aTu Ja je

ula,t) = (7w -+ )+ fla— ) + 5 / (9(z + cs) + g(z — cs)) ds

pereme TajacHe jequadune (ynopeautu ca (77) Ha crp. 344).

Bamarak: Jednawuna nposoherva monaome je mapuujasna audepen-
[UjasiHa jeTHAYNHA,

ou o
— = c“Au,
ot
ca LIOYETHUM YCJIOBOM
u(z,0) = f(z)
1o Heno3Haro] GYHKUMH u(Z1, . . ., Ty, t), tedurncanoj Ha R™ x [0, +00l.
2 2
Osze je A = 25 4. + 2, Jlannacujan, a ¢ # 0 KoHCTaHTA.
1 1

(a) Hokasaru na ce npumenom Dypujeose rpancdopmanumje no x € R”
jeTHaYNHA MPOBOhema TOmI0Te TPpAH(MOPMHUIIE y O0uIHy audepeHIin-
janHy jeHauuHYy

a/(f,t) = 701(5% et grzl)a(gat)

ATanacua jenHavuHa 1mo Hemo3HaTo] dyHKuujU u(x1,...,ZTn,t), KOja OMUCYje OCHUIOBAME
CTPpYHE U pyre eKBHBAJEHTHE I0jaBe, je jeHauInHa ?;)T;‘ = c?Au, rae je A Jlannacujam a ¢ # 0
xoHcTaHTa. Mu oBge padmarpamo ciaydaj n = 1, camo ga 6uCMO HIYCTPOBATIH PEIIABALE METOLOM
Dypujeose aHATN3E.

5080 n3pavuyHaBalbe MOXKe Jla Ce CKPAaTH akKo ce obe CTpaHe MOMHOXKE €a i€ U NpuMeHn GOp-

Mysa i€@ = Du u3 (65) ma crp. 340.
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(6) PemasameM oBe jeqnauune (Je/beHeM ca U Ha JIECHO] CTpaHU 100u-
jamo uzBox dyukuuje log ) u KopuinliemeM IOYETHOr YCJI0Ba JOKA-
3aTu 12 je

(e 1) = F(ge e,
B) IIpumenom wnBep3ne PypwujeoBe TpancdoOpMaIrmje AOKA3ATH Ia j€
ypu)j ] J
pelliembe jeHaunuHe NPOBOfjerba TOIoTe
u(xat) =[x K(xat)v
re je
K(z,t) = (2cx/7rt)7"67“g””2/4czt

Osgo perieme cmo, 3a n = 1, Bugenu y (76) ua 344. crpanu.
Memod pasdsajarva npomennsusur. 11 ®ypujeoBu peaoBu HaIa3e HIPUMEHY

y TeOpHjn TapIUjaJHUX jeIHaYnHA. Pa3MOoTpmMMo jomr jeqHOM TajlacHy
jemnaunny us (8)

u_ o
a2~ or2
ca MOYETHUM YCJIOBHUMA,
ou
u(xvo) :f(x)a E(xvo) :g(ﬁ)

[IpermocraBumo ma je ¢dyuknmja u gedpunncana 3a 0 < z < L u ma 3a710-
BOJ/bABA IPAHUYHH yCJIOB

u(0,t) = u(L,t) =0

(mro oxrosapa ciydajy KaJa OHa OHHMCyje CTpyHe myxkuue L Koja oc-
uuiyje; rpaduk byskuuje y = u(x,t) je 0010xkKaj CIpyHEe y TPEHYTKY
t, kpajesu u(0,t) u u(L,t) cy upuuspwhienu u ne ocumiyjy).

Iokymrajmo ma mHaljemo pereme y o0IUKY

u(z,t) = X (2)T(t)

rme cy X n T dyskiuje jeque mpomernbuBe. Tama TanacHa jeaHadnHa,

TTocTaje

X"(x) 1T"(t)

X(z) T
[Tomrro meBa cTpana He 3aBUCH O t, & JeCHa HE 3aBUCH O , 0be CTpaHe
Cy jeJHaKe MCTOj KOHCTAHTHH A, T1a je

X"(z) = AX(x), T"(t)=A\T(t),

ca movyersnM ycaosom X (0) = X (L) = 0. Opo cy obuune nndepeHnmjanHe
jennauune, Kakse cMo Beh pemasasu y (8); pememe 3a X je, y 3aBUCHOCTH
OJ] 3HAKa KOHCTAHTE \:
Ae** + Be %%, A=w?>0
X(z) =< Az + B, A=0
Acos(wz) + Bsin(wz), A=-w?<0,
3a HeKke KOHCTaHTe A m B. Y3 3aXTeB [a peleme 33J0B0/baBa TParKeHe

rPaHMYHEe yCJI0Be, BEAUMO 13 MOpa Ja Oyde A = —w?, ma je perreme

X(x) = Acos(wz) + Bsin(wz), T(t) = C cos(wct) + D sin(wect).
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I3 X(0) = X(L) =0cnemn A =0uw = =5 3anc N (urnopumemo
rpuBujannu ciaydaj B = 0). Tako cMo 106uiu Hu3 perrerba

un(2,t) = sin(nmwa /L) (Cy, cos((nmet /L) + Dy, sin((nmct/L)).

Perrerne koje obyxBaTa cBe HUX je

o0
u(xat) = § un(x,t),
n=1
y3 npasuiaHo ozapebene xkoucranre C, u D, (u ce HA3UBa CYNEPRO3ULU-
jom pemema u,). Hbux nanasumo u3 nouernux yciaosa u(z,0) = f(x),

3¢ (2,0) = g(x):

f(z) = Z Cpsin(nrz/L), g(x)= Z %Dn sin(nma/L).

n=1

Hakne, tpaxenu koedurnmjentu D, u C,, cy koedunujertu y pasbojy
dbyuxumja f n g y tpuronomerpujckn ®@ypujeon pex na nnreppainy [0, L].
Tume cMmo mpobJieM peraBama jeHe TapIujaHe jeJHAYNHE CBEJIN Ha
mpobiieM pas3soja ase dynxmnuje y Oypujeos pex’.

3amarak: /loka3aru 1a je pernermne jeJHOINMEH3HOHE je THATIHE TIPO-
Bobema Tommore

ou  ,0%u
U _ .
ot Ox?’
Ca MOYETHUM YCIOBOM
u(z,0) = f(x)

U TPAHUYHUM YCJIOBOM
u(0,t) =u(0,L) =0

(koju 3axTeBa 1A Ce Ha TPAHWIM OJPIKABA UCTA TeMIepaTypa) GpyHKIuja
e 2
u(z,t) = Z by sin(nwx/L)e " ™/ E
n=1
rae cy b, @ypujeoBu KoedunujeHTH y pasBojy

flx)= Z by, sin(nmz/L).

(10) BamaTak: Passuru dbyskmmje f(z) = e’ u g(z) = 2 y Tpuronomerpu-
jexkm @ypwujeos pen ua |0, 7[:

(a) mo cunycuma (6) mo KocuHyCUMA.

GTpI/IFOHOMeTpI/IjCKI/I Dypujeos pen dbyaknumje Ha uHTepBaty [—L, L] je pa3zsoj mo oprorOpME-

1 1 1 .
pPaHOM CHCTEMY {ﬁ’ N cos(nmz/L), I sin(nmz/L) | n € N}. Pa3soj ma unrepsay [0, L] camo
10 CHHyCUMa ce jnobuja TaKo MTO ce PYHKIHja KOja ce pa3BHja IPOAYXKHU Ja Oyle HemapHa Ha
[-L, L], jep y Tom ciay=ajy Tpuronomerpujckrn Dypujeos pen He canpxku KocuHyce. CrmdHO,
pa3BOj KOjU CaJPKU CAMO CHHYyCe ce J00Mja TaKO IITO Cce (PYHKIMja IPOYKHU TAaKo aa Oyre mapHa.



(11)

(12)
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U3 Becesnose nejennakoctu (337) Ha crp. 167 npumMemene Ha OPTOHOPMU-
panu cucreM Bekropa {€"® | n € Z} y npocTopy KBajpaTHO HHTErpaOuI-
HuX PYHKIH)jA
s
Rlma)={f : [mal = C| [ @) ds < +oo}

-7
ca CKaJIapHUM IIpou3BoJoM (f, g) f f(z)g(z) dz cnemu pa je
li T gy = 0.

A [ e s

Cnenehe TBpherme yormraBa OBO OMarKambe.

Pumanosa sema. Heka je f :]a, B[— C ancomyrno unrerpabuina ¢yH-
kuuja. IIpenusauje, moa TuMe noapasyMeBamo Ja je f mHrerpabuiiHa Ha
CBaKOM KOMTIAKTHOM WHTepBamy [a,b] Cla, 8] u, yKomnko cy Tauke a,f3
(unu jemHa o7 BHUX) CHHTYJIAPHE, IPETIOCTAB/HAMO 12 j€

B
/ |f(z)| dz < +o0.
«
Taga je

B
: IAT _
)\Erfoo/a f(z)e"* dx = 0.

JloBoJbHO je ma m3BemeMo JI0Ka3 3a ciy4aj kasn je f peamna dyHKImja
(ommuru cayuaj coexm u3 osor, npumenom Ha Re f u Im f). I3 uper-

IIOCTABKE O KOHBEPIeHIWjH I/IHTerpana f A |f(x)| dz caenu pa 3a cBako
¢ > 0 mocroju unrepsan [a,b] Cla, B[ Takas ga je

/f ) da — /f )" da

na je I0BOJBHO JI0KA3aTU TBpheme 3a uHrepsas |a,b] ymecro |a, B[. dpy-
EM pEYMMa, MOXKEMO Ja IPETIOCTABUMO Ja Ce y HeMY paid O CBO-

JCTBEHOM HMHTErpaJLy
b .
/ f(z)e® da,
a

rae je f : [a,b] — R unrerpabunna dyukumja. I[lomro y Tom ciayuajy
HOCTOju 110/IeJ1a uHTEpBaJIa [a, b] TakBa na je

b n
OS/ f(x)dac—ijAa:j<s,
a ]:1

,ZLOBOJ'bHO je noxazatu TRpheme 3a Gyukmjy g gedunncany ca g(x) = m;

Ha [z;_1, 2], jep je Taza
/\f (z)] dx < e.

/f de—/ g(x)e™* dz| <

3a GyHKIMjy ¢ HOCMATPAHN UHTErPAJ Ce JUPEKTHO U3PadyHaBA:

[ stwreae = AZmJ

[Tocnenmn u3pas3 TeKU HyIn Kaa A — +00.

<eg,

36:811
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PazaBajameM nMarnHapHOT ¥ PeATHOT fAesa, PumanoBa Jema Moxke f1a ce
dopmymuie y obIuKy

B B
lim / f(z)sin(Az)dr =0 =u )\Er}rl / f(z)cos(A\x)dxr =0

3a dyukumjy f Koja 3amoBosbasa yciaose (12).
VY Tnasu 1 (Bugeru crp. 177) cmo Bugenu na je rpuronoMerpujcku Oypu-

jeoB pen kBaaparuo unrerpabunne dyukuuje f : [—m, 7] — C nar ca
I A 1 7 ,
E cp,e™®, rmeje ¢, = — (t)e " dt.
2 J_,
n=-—oo

Ako xohemo s1a Harslacumo 1a cy ¢, @ypujeosu koeduuujenTu QyHKIMjE
f o3magaBaMo ux u ca cp,(f).
Hexka je

Sn(l‘) — z”: Cneinz — % _: f(t)( z’ﬂ: eik(z—t)) dt

k=—n k=—n

n—ra napiujaana cyma OypujeoBor pega u HeKa je

n
D, (z) = Z etk
k=—n

Oyuknuje D,, ce Ha3uBajy Jupursreosum jezepuma. ¥y Tepmuanma JInpux-
JIEOBUX je3rapa, maprujajana cyma @ypujeoBor pema nma 00JIUK KOHBOJIY-
nuje

1 ™

Sp(z) = — f(&)Dy(x —t)dt.

2 J_,
3amarak:
(a) IIpumenom opmyie 3a reomerpujcku 36up, JA0Ka3aTH Ja je

sin(n + 1/2)x

Dy (z) =
@) = =@
(6) Hokazaru ma je
1 ™
— | D,t)dt=1.
o | (t)

(8) IIpumenom Pumanose neme (12) na dbyukimjy

1
T Sy
JIOKa3aTh J1a je 3a cBako o €]0, 7|

™
lim D, (t)dt =0.
n—oo 5
ITpunyun aokarusayuje. Hexa cy f, g :] — 7, n[— C ancomyTHO nHTETrpa-
6unre GyHKIHje KOje Cy jeqHaKe HA HEKO] OTBOPeHO] okosmau U Tadke
xg €] — m,m[, Tj. TakBe ma mocroju orBopeH moackyn U C| — m, 7| Koju
Ca/IPKU TAYKY T U TAKAB 13 BaXKU

zeU = f(x) =g(x).
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Tanma @ypujeoBn penoBu

—+oo —+oo
> el u Y ealg)e
n=-—oo n=-—oo

y Tadku T = Xy uwin 00a KOHBEPrupajy, uiau 0ba auseprupajy. ¥ ciaydajy
J1a 0062 KOHBEPIHUPA]y, HUXOBU 30UPOBH y TOj TAYKY Cy jeTHAKU (TIPU TOME
He Mopajy Ja Oyny jemsaxu spexHoctu dyukimje f(zg) = g(xo)).

Hoxasz: Ipoxyxumo dyukimje f u g HA eIy peasHy OCy Tako aa Oyry
21-nepuonnune’ . Kopucrehn 2r-nepuogmanoct JTupuxieoBux jesrapa u
GUHEHUILY /13 je UHTerpas 2m—Tepuoandne (pyHKIHje UCTU MO OMI0 KOM
WHTEPBAJIY AyXKWHE 27, 100UjaMo, MOCjae CMeHe S = x — t,

Sn(z) = % _ﬂ f(x — s)Dy(s) ds.

Heka je 0 < § < 7. Taga je

Si(z) = 217T(/_j—l—/_i-&—/;)f(x—s)Dn(s)ds

e L [T f(z+s)+ flz—s)
_%/_éf(x—s)Dn(s)ds—i—% : Sin(s/2)

®ynkimja 1/sin(s/2) je orpanndena Ha [0, 7], ma u3 Pumanose seme (13)
CTIeIN A APYTH cabupak TEeXKHW HYIH Kal n — 00, 1A je

s
lim S,(z) = lim L f(x —s)Dy(s)ds.

n— 00 n—oo 27 _5

sin((n + 1/2)s) ds.

W3pa3 Ha [mecHOj CTpaHW 3aBHCH CaMO Ol PecTpukimje (yHknuje [ Ha
20—OKOJIMHY Ta4Ke I, IITO je U TPebaJio JOKA3aATH.
(17) Junujes yeaos xonsepeenyuje @ypujeosoe peda. Y Tmasu 1 cmo Bumenn

na nponsBosbHy byukumjy f : [—m, 7] — C (nam 2r—nepruogndny byH-
kugjy f: R — C) koja je kBagpaTHO wHTerpabuiHa Ha [—m, 7], Tj. TaKBa
12 je

113 = / (@) di < +oo,

—T

MOYKEMO 13 pa3BujeMo y TpuroHomerpujcku Oypujeos pes

'S i 1 (7 ‘
F@) = Yo ealDe™, elf)=o [ flt)e " dt
n=—oo L ——
y nopmu || - ||2. To cmemm m3 ommrTux TBpema Be3aHMHX 3a HOTIYHOCT

rTpuroHomerpujckor cucrema (/Ipyra BajepmrpacoBa Teopema) u opTOro-
nasuoct Tor cucrema (y [nasu 1 cMo Buzesu 1 je moTiyH OpTOHOPMUPAH
cucrem 6a3a). Kopucho je 3uaru kaua oBaj pa3Boj BaxKu 3a KOHWKpemHe
epednocmu x. Jeman of yciaoBa je koju To 0be3behyjy je Jdunujes ycaos —
dyuknuja f 3a70BO/bABA TAj YCIOB Y OKOJWHU TAYKE T aKO

(a) mocroje JieBU U JIECHU JIMMEC

fla-) = Jim fe—t), f(ey) = lm fl@+0)

7Hp1/1 TOME UTHODHIIEMO, 33 HHTerpanyjy HeOurHe, Tauke 00muka 2nm (y muMa Mozke 13 Gyme
HapYIIEeH YCJI0B MEPHOJUIHOCTH ).
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) 3a Heko € > 0 uHTErpaun

/fgc—t ; /fx+t flas) o

AIICOJLyTHO KOHBEPTUPAjy.

Axo je 2m—mepuogmuna dyukimmja f : R — C ancomyTHO mHTErpa-
GuiHa Ha [—m, 7] ¥ 3a70Bo/baBa JIMHWjEB YCJIOB y TauKH X, OHJA HeH
@ypujeoB pes y TOj TAUYKH KOHBEPTHPA W BaXKu

= e f(@) + flay)
Z en(f)e :%.

n=-—oo
Ako je y3 To dyHkuuja f HenpekuaHa y TadyKd X, OHua meH DPypujeos
pen KoHBeprupa Ka f(x).

Hokaz: Heka cy, kao u y (14), S, (z) mapuujanne cyme ®@ypujeosor
pena dyuknuje f. Tama je

sangljwf@—wDaww

(18)

(19)

(/ /> f(z —t)D,(t)dt
— (f(x—t)+f(x+t)D()dt
_ /f )
*?/o
I

)+ f(@y)
2

Da(t) dt+

f(ff—t) flao) | fla+t) -
( 2 * 2

_|_

Tlfla—t) - flzo)  flatt) = flag)) oo
+/0 w( 2ein(t/2) | 2sin(t/2) ) ((n+1/2)t)dt

[Momro je sin(t/2) ~ t xkan t — 04, u3 Pumanose seme (13) caeau ma
HOC/IeNbY CAOMPAK TEXXKU HYJIH KaJ, 1 — 00, IITO je W TPeOAO JTOKA3ATH.
®Oyukuuja f : [a,b] — C je deo no deo nenpexudna na unrepsady [a, b ako
[IOCTOjU KOHAYHA 110/IEJ1A

a=x9g<x1 <+ <x =D,

TaKBa 13 je f HempeKuaHa HA CBAKOM OJ] MHTEPBANA |T,_1,Z;[, & ¥ HU-
XOBUM TDAHWYIHUM TadKaMa WMa jemgHocTpane jguMece. DyHkimja je 1e0
o 1eo kinace C'! ako mMa €0 1o Jeo Hempekugan u3soz,. 13 Jlarpamxese
Teopeme cieau aa dyHKImja Koja je geo no jgeo knace C' 3a10B0/baBa
Hunujes ycaos (17).
unujes yeaos 3a Pypujeose unmeepase. Heka je f: R — C meo mo meo
HempekuaHa (DYHKIMja Koja 3310Bo/baBa unnjes ycioB y Tauku x. Tama
weH DypujeoB MHTErpas KOHBEPrupa y TOj TAYKU W BAaXKW, y O3HAKAMA
3 (17),
—+o0
f(ZE_) ;‘ f(x-l-) — / f(g)emg d§

— 00
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Jokas je cinuan foka3y JIwHmjeBOr KpuTepujyMa 3a KOHBEPLEHITH)Y
®ypujeosor pexa (17), npu yemy ysory uueHTUTETa

D, (s)ds =2x

—T
urpa upuxieosB wHTErpas

/+°° sin (T's) d8:/+°° sinudu:z
0 0 2

S

(Bumern (23) Ha crp. 323). Heka je

Sr(e)i= [ z foewsas = [ i (;ﬂ / f f(t)ee dt) de.

Yuraolry ocTaB/baMo J1a TTOKazKe Ja je OMpaBIaHa MPOMeHa MOPeTKa WHTe-
rpaimje y mocjaeIeM WHTErpay, OJak/e, Mocae eKCITMINTHOT W3Ppady-
HaBamba WHTErpaJIa 1o & caeau aa je

Hoeo sin (s
Se(a) =1 [ -9+ flo ™D

s

ds.

Oparne, n n3 JIMpUXJIEOBOT WHTErpaja, Cieam na je pasimka St(x) —

% jenHaka
, /m < Ja=s) =) fa+s)-] (“)) sin (5T ds.
m™Jo § ’

N3 Pumanose jieme ciemu Ja MHTEIPAJ HA [ECHOj CTPAHU TEXKU HYJINA KaJ
T — +o0.

Ojaepos paszeoj cunyca, KOju cMo enemenTapHo u3sesu y (31) ma 327.
cTpaHu, MOXKe 73 ce m3Bene u nmomohy ®ypwujeoBux pemoBa. Heka je A €
] — 1,1[. ®yurmmja f(x) = cos(Ax) 3amoBomasa duuuje ycinos (17) y
cBakoj Tauku x €] — m,7[, na je ona jexmnaka 36upy csor Dypujeosor
pena:

2Asin(wA) (1 = (=)
cos(Az) = — (2)\2 + nz::l o cos(nx)).

3a x = m omarie gp0bujamo

1 2= 1
ctg(WA)—?A:?ZW~
n=1

Ha cakom mHTepBasy |A| < \g < 1 je

1 1
A2 —n?| 7 n2-\%’

Tma peJl Ha JIECHOj CTPAHW PABHOMEPHO KOHBEPTHpA, UUME je OMpaBIaHa,
3aMeHa, MOpeTKa CyMuparma U WHTerpalmje:

& 1 1o~ [T 2\
——)dr=-— — 2 _dx
/0 (Ctg(W)\) 7r)\> T Z/O A2 —n?

n=1
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3a |x| < 1. U3pauyHaBarbeM OBUX MHTErpaJa J00HjaMo

log smmc Zlog(l—)

onakJe ciaenu OjiepoB pa3Boj cuHyca
2

singx) _ ﬁ (1 B ;)

n=1

3a |z < 1.

) U3 Ojaeposor passoja cunyca ciaenu Baaucosa gopmyaa

I 5)

2

) Bagmarak: Kopucrehu @ypujeos pa3soj byukuuje f(z) = z* na [—m, 7]

JOKa3aTH jeITHAKOCTHU

71'2 e 1 > n—l
Tl hex
n=1 n=1
) Jupuxseosa saema. Heka je g : [0, 3[— R pacryha m orpanmvena amco-

ayTHO wHTerpabuiHa dyukiuja n g(04) wen gecHu jnmec y Hynn. Taza
je
A sin(Ax) ™

li do = = .
Jim 9(x) z=59(0+)

Jokaz: NaTerpan Ha j1€BOj CTPAHW MOXKE 1 Ce HAIMIIEe Kao

ﬁsin €T B sin(A\x
9(0) / (2) 4y / (9() — 9020 gy,

T

[IpBu cabupax ce momohy cmene ¢t = Az Tpancdopmurie y

M sint
o) [ S

H IeroB JIIMec, Kaj A — +00 je g(04 )7, nomo je speanoct Jupuxieosor
UHTErpaJa (BI/I,ZLGTI/I crp. 323)

+oo
t
/ sin gt —
0 t T

Jla 6ucMo oKa3au JeMy, OCTaje jour Jga JOKAXKeMO 1A je

A sin(Ax)
- dx = 0.

Jim [ (@) - a(02))

Heka je € > 0 u neka je 0 €]0, 8] rakBo za je
0<g(t)—g(0y)<e 3a 0<t<4.

WNuTterpan xoju mocMaTpaMo MOMKEMO Ja HAMUIIEMO y OOJIMKY 30mpa

g sin(Az A sin(Ax
[ 60— 000D e s [ (g0) - g0,

Hpyru cabupak Texu Hyau Kajg A — +00 Ha ocHoBy Pumanose sieme (13),
jep je dynkuuja (g(x) — g(04))/x orpanuvena ua [J, 5[. IIpBu cabupax

dzr
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MO2KeMO, mpuMmemnyjyhu npeo JIpyry Teopemy O Cpenm0j BPETHOCTH 33,

WHTEerpaie, a 3aTHM CMeHy t = Ax, ma TpancdopmuimeMo Ha ciaemehm
HAYUH:
4 . S .
sin(Ax sin(Ax
[ o) =000 T = (6 - 900, [ o
A6 s
sint
— (06~ 90)) [t
AE

SO sint
t

3a Heko & € [0, 6]. Murerpan f0+ dt KOHBeprupa, BaXKn

T.
t
/ Sl?dt‘gM<+oo
0

(meBa crpana je menpekumna GyHkumja mo 1T Koja uMa JIUMEC y +00, 1a
je orpanunuena no T'). Oparie ciaenu

Ao : Ad : Y
t t t

‘/ SmdtH/ ﬂdt,/ Smdt‘gm
PV o 1 o 1

ITomro je |g(t) — g(0+)] < € ma [0, ], u3 HpeTxOIHE HEjETHAKOCTH CIIEIN

Ad

(9(6) — 9(04)) / < oMe,

AE
qUMe je JT0Ka3 3aBPITEH.

(24) Jupuzare—XKopdanos ycaos konsepzenyuje Pypujeosoez peda. Heka je xg €
|—m,w[u f:[-m, 7] = C dbyukuuja koja y nHexoj okosuuu |xg — B, xg+ 5[
Tayke To MMa orpaHudeny Bapujauujy. Tazma ¢ypujeos pex dyukuuje f
y TA4KH T KOHBEPIHUpa Ka, w.

Hoxka3z: IlomTo je cBaka peanna (QyHKIHja OrpaHHYIEHE BapHjallHje
pa3nKa JaBe MOHOTOHE, a KOMTIIEKCHY MOYKEMO Ja Pa3ABOjUMO Ha PeaHu
" MMaruHapHU Je0, TOBOJHHO je /T0Ka3aTh TBphere MoJ MPeTIoCTaBKOM
na je f peamna dyskumja koja je pacryha va |zg — S, 2o + [[. U3 Ipun-
uuna jgokaausanuje (16) ciaenu na je 3a rBpheme HEOUTHO Kako DyHKIHU]a
U3MJIe[Aa BaH TOD HHTEPBAJIA, [Ta MOYKEMO J1a, TIPETIOCTaBUMO JIa je f MOHO-
tona ua | — 7, w[. Tlocse oBux mpernocraBku, moKa3 TEphEmA je UCTU Kao
noka3 duuujesor ycaosa (17), camo mTo ce ymecto Pumanose Kopucru
Jupuxieosa nema (23).

(25) Hunujes (17) u Jupuxne—2Kopaanos (24) yciaoB Cy HEyHOPeIUBU:

3anmarak: Heka je

%a T 0 = 0
Ful) = {18 iG] # 0 folz) = rCos g, T F
0, z=0 0, z =0.

(a) Hokasaru na dbyukmuja f1 3an0B0/mbasa Jupuxie—2Kopaanos, anu He
3a/10B0sbaBa nHNjeB yCaoB.

(6) Hokasaru na dyukuuja fo 3a10B0/baBa JuHujes ycjos, ainu He 3310~
BosbaBa dupuxme—2Kopmanos.
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Crenumjaman ciyqaj dupuxiae—2Kopmamosor yciaosa je Jlupuraeos ycaos:
Ako je f: [-m,m] — R monorona dbyHKIMja KOja MMa HAjBUIIE KOHAYHO
MHOIO IpeKuzia, onja wen Oypujeos pen kouseprupa ka f(xg) y cBakoj
TAYKW HENPEKUIHOCTH U Ka, w
Oyukimje

y CBaKOj TAYKW MPEKUIA.

n—i—lk:O

rae cy D, Hupuxneosa jesrpa (14) masusajy ce Pejeposum jeszpuma.
Nwmajyhu y Bugy 1a je
sin(n + 1/2)x

Dn() = sin(z/2)

(3anarak y 14), cymupamem 36upa kojum je gedunucano Pejeposo jesrpo
(amp. y3 momoh Ojepose dopmyre sina = (e!* — e~%)/2i) nobujamo
sin?((n 4 1)z/2)
(n +1)sin®(z/2)

VY (14) cmo ca Sy () osHaumam n-ty mapumjanHy cyma ®ypujeoor
pena. U3 Ilronmose Teopeme caenu aa ako Sy (r) KOHBeprupa, OHIa u

So(x) + -+ + Sp(x)
n+1

F,(x)=

on(x) =

KOHBEprupa Ka HMCTO] IPAHUYHO] BpeAHocTH. Ilpumerumo ma ce o, (x)
MOYKE HAIIMCATH y OOJUKY KOHBOJIYITH]E
1 s
on(z) = — (x — t)F,(t) dt.

T on o

Bagarak: /lokasaru ja je bamnauja dyHknmja

K, - iFn(x), lz] <7
0, |z] >

anpOKCUMAIMja jemuHune, Tj. Ja 3a70BojbaBa yciaose y (72) ma 342.
crparu. Oparie w3secru goka3 lpyre Bajepmirpacose teopeme o am-
POKCHUMAITHji HEMPEeKUTHUX (PYHKIHNja TPUTOHOMETPHCKUM TIOJTHHOMIMA,
(rBpheme (312) ma crp. 156).

Banarak: Heka je dynkunja f : [—7, 7] — C Hempernana y Tauku
zo. JokazaTu 1a je

nh_}rr;o on(xo) = f(x0).

3agmarak: Kopucrehu IllronmoBy rteopemy mokazatu ga ®@ypujeon
pex dyukmumje f Koja je HEIPeKWIHA y TAUKH T( WA JUBEPLUPa’, HiIn
kouseprupa Ka f(zo).

8CIDypI/Ijema pen HenpekuHe YHKIHje MOXKe /13 JUBEPTUPA.
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Lugepenyuparwe Pypujeosoe peda. Heka je
f:R—=>C

2m-nepuoanyna dynkimja kaace O u

e}

Z Cn(f)emm

n=—oo

wen @ypujeos pen. Taza je @ypujeos pen npsor uzsoga f'(z) pex
oo

Z incy(f)e™®

n=—oo

Koju ce mobuja dbopmanganm nudepennupamem Oypujeosor pena dyukimje
f. Ipyrum peunma, mocroju ciaegeha se3a uamehy @ypujeoBux koeduim-
jeHara oBa JiBa peja:

en(f') = incn(f).

Jokas cineaun u3 ¢opmyrne 3a @ypujeose KoedwuimjeHTe u POpMyIe
rmapijajine uHTerpaiuje:

1 " —inc
enl(f) = Py f(z)e dx
1 —inx " in T —inx o
= 5 f@e | o [ fw)e e de = inea(f),

nommTo je e f(—n) = e~ f(7), 360r NEPUOTUTHOCTH.

Baxxno je mamomeHnyTHu 1a ce oBie He paau O AudepeHIupamy peaa
yian 1o wiad (gobujeHu pes He MOPa Ja KOHBEPIUpPa, KA0 HU [0JIA3HU;
BuzieTH 331atak u dycuory y (27)), Hero o mocaemuiu dhopMmysIe mapIy-
jasiHe mHTerpalmje.

13 (28) cnemn ja, ako je
fi[-m,7]—=C
dyuknmja kiace CP takBa na je
fP(=m) = fP(r) sa ke{0,1,...,p—1},
OHJIA je
cn(fP) = (in)Pen(f).
Onarie, Ha ocHoBy Becenose nejennakoctu, jgobujamo ciefehy BarkHy
acumnroruky @ypujeoBux koedunujenara bynknuje kiaace CP:

len ()] = n"Pm,
rzie je v, > 0 uu3 Takas 1a je Y.y < +oo. Cuernujasano
en(f) =o0(n7P), kam n— co.
Hekajep>1wm f:[—m, 7] — C dbyskuuja knace CP, Takpa 1a je
fE(=m) = f® (), 3za ke{0,1,...,p—1}.

Taga @ypujeor pen dyuknuje f KOHBEPrHpa alCOJIYTHO W PABHOMEPHO
ka f Ha unTepBauy [—m, 7.
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Hoxaz: U3 (29) caenu ga je
; 1
ea(D)E"™| < Py < L (3 + 7).

[Momro je p > 1, pex Y. n~2P Komseprupa, a peji Y. Y2 KOHBEprupa Ha
ocuoBy (29). Omarne, u3 BajepmTpacoBor mopeabeHor MPUHIAIA, CJIEIN
ma @ypujeos pen dbyHKIuje f paBHOMEPHO W AMCOJYTHO KOHBEPTHPA Ka
HEKOj cyMu S (), Tj.
Soo(x) = lim S, ().
n—oo

13 Munujesor ycnosa (17) ciaenu aa je S = f.

Humeepayuja DPypujeosoz peda. Heka je f : [—m,n] — C nenpekugua
dbyHKIITjA T
o0
Z en(f )emm
n=—oo

wed Oypujeos pea. Taza je

/Ow f(t) dt = Co(f) + Z M(einz . 1)

neznioy

Pen ma mecnoj crpanm je medpuHncan Kao

—1 k
Jm (343

U Taj JIMMeC je PABHOMEPAH.
Hoxas cienu u3 Tephema (28), mpuMemeHor Ha DYHKIHU]Y

/‘f dt — co(f)z

krace Cl. Ipumerumo na je F(—n) = F(r) 36or nebunununje Oypu-
jeosor koedunujenta co(f), ma Gynkuujy F MOKEMO [1a IPOIAYKUMO Ha,
HeJly peanHy oCy Tako ja Oyne 2m—mepuoamdHa W HempekmaHa. Jlokas
pasHoMephe Konsepreuuyje ciaenu u3z (30).

IIpumerumo ma y oBoMm TBphemy @ypujeos pen came dyukiuje [ He
MOpa J1a KoHBeprupa ka ¢gyukuuju f (Buzeru 3amarak u ¢ycuory y (27),
aJm je cyma pefa Koju ce mobuja dpopmannom maTErparujom Oypujeosor
pena dbyukuuje [ jednarxa unarerpany dpyukumje f. To, kao mrTo cMo y
Jl0Ka3y Hapesu, caeau u3 tBphema (30), auu u u3z Juuujesor ycaosa (17).
Hexka je v npocra sarsopena C' kpusa jyxzxune L y papuu C, Koja orpanu-
vaBa mospmuHy A. Y3 nomoh @ypujeoBnx peoBa MOXKEMO /1a JOKaKEMO
U30IepUMeTpHjcKy HejeqHakoct (Bumern crp. 291, rephema (11) u (12))

4rA < L?,

IIpY 9eMy jeJHAKOCT BaKU aKO W CaMO aKO je KpHUBA 7y KPYT.
Jloka3: Heka je KpHBA 7y [1apaMeTPHU30BAHA Ca

z=uz(t), y=y), -—-7<t<m,
mpu Yemy je mapamerap t m3abpaH Tako 1a je

t:27r%—7r,
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rue je s npuponnu napamerap (Bugeru (154) ma crp. 92). Heka je
z(t) = z(t) +iy(t).

Nz & = 27 chenm

ds ~— L
ds\2 L*
") = (2 (t 2 "(t 2 ()= =2
(0] = @ OF + 1) = (5) =15
us
zZ' = (v —iy) (2’ + i)
= (z2’ +yy') +i(zy’ —2'y)
1
= 5@+ ) +i(ey —a'y)
caenu ma GOpPMyIIa, 33 MOBPITUHY
1 ™
= o (zy' —a'y)dt

(Bumerm (10) ma crp. 291) Moxke Ja ce HANIUIIE Kao
L[ vwewa— ~ [ @@
= — z z - — X .
2% J_. 4 ) . 4
ITomro je z(t) 3arBopena kpwBa, Tj. x(—7) = z(w), y(—7r) = y(n), u3
Byru—Jlajorumose dbopmyste cienn ga je mocaeamu cabupak jeHaK HyJIH,
ma je
1 [/,
A=— Z'(t)z(t) dt.
5 | e

Hexka je
+oo
z(t) = Z e
— 00

®ypujeos pexn dynxnmje z. OyHKIHja z je kKiaace Cl, makie ucmymasa
Hunujes ycios (Buzeru (18)) na y nperxonnoj hbopmysu onpaBIaHo croju
3HaK jemmakoctu. @ypujeos pen npeor m3soma 2’ (t) je

+oo
g inc,e™.
— 00

On He Mopa ma KOHBeprupa Ka z', anm axke IlapceBanose jemHakocTn
(Bumern (354) na 176 crpanu)

1 1112 1 " / 2 = 2
2= o [ WA= Y el

-r n=-—o00

T +oo
i<z’,z> ::i/ 2 (t)2(t) dt = Z iNCnCrp.

- n=—oo

1™, 9 L? 1 (M, — 1
— = — — =—-A
5 |2/ (¢)|* dt 12 u 5 / 2'(t)z(t) dt )

—T —T
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ojaTje ciieau

+oo —+oo
2 _ 4.2 2 . _
L =A4r |nc,|* uw A=m NnCn,Cn-
n—=—oo n=—oo

N3 oBux jeanakocTu mobujamMo
+o00
L? — 47 A = 4r? Z (n? —n)lea]? > 0.
n=—oo
IMocnenma HejeTHAKOCT je cTpora, ceM ako je ¢, = 03an ¢ {0,1}. Amm
Taja je
2(t) =cog+ e, —mw<t<m,
LITO je jeJiHaYuHa Kpyra.
Ioenxapeosa wnejednaxocm. Hexa je f : J — C dynkuuja knace C! na
kBazpy J C R™. Hbena cpedwa spednocm je komtaekcHu Opoj

1
fJ:m/Jf(t)dt,

rae je u ZKopmamosa mepa. 3a cBako p > 1 mocroju koucranta C' > 0
TaKBa Ja je

1f = fillo < CIV £l
Osre je

- 1ol =( [ 1701 mpdt)l/p, vl =( f ||Vf<t>pdt)l/p,

r7e je HOpMa y MOCjeameM mHTerpasay eykiauicka mopma y C™. Oso je
IHoenxapeosa nejednaxocm (OHA Baxku U 1OJ CIa0MjUM OPETIOCTABKAMA
3a Gyukuujy f).

Kopucrehn @ypujeose peoBe MOXKEMO HA JeJHOCTABAH HAYWH /13, 10~
kaxkeMo IloeHKapeoBy HejeJHAKOCT 3a CHenujannu ciay4daj J = [—m, 7] u
p = 2: w3 llapceBaJsioBe jeqHAKOCTH CJIE/IH

o i

[ ropa= Y el =Yl = [ 150 -k

- n=-—oo n#0 -7

mro gaje IloenkapeoBy HejeqHakocT (0 OBOM CIIELUjATIHOM CIy4ajy aobuja
ce C' =1 Ha [IECHOj CTPAHU HEjeHAKOCTH).
Cabupak 3a n = 1 y 0oba nperxo/Ha pejia je ucru, na je

s s
[ irora- [ - npaz Y @ - vl

—T —T I’I’L|22
Tako fa y IloeHkapeoBoj jeqHAKOCTH BaxKM jeJHAKOCT aKO W CaMO aKo je
c,=03an>2.
Kopucrehu [ToenkapeoBy HejeiHAaKOCT, MOKEMO Ja CKPATUMO JI0Ka3 (32)
n3omepuMeTrpujcke HejeqHakoctu. Heka je

r=a(t), y=ylt), —r<t<nm

napaMerpusanuja Kpuse v Kao y (32). 360r nepuogudnocTu je

/ ") dt = y(r) — y(—m) =0,

—T
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ma je

Osie cmo kopucruim jeanakocr ab = £ (a®+b*—(a—b)?) y upom Kopaxy,
a W30CTABUJIM HETATUBAH CA0WpaK W MPENUIN Ha HEJeJHAKOCT y JIPYTOM.
Ako cazia Ha mpBHU cabWpaK y MOCIEAEM pely NpUMeHuMO [I0eHKapeoBy
HejeTHAKOCT, TOOMjaMo

1 (7 1 L?
<l "2 N2y g -
A< [ @R+t = 5o

OJIaKJIe CJIe/TU U30IEPUMETPUjCKA HEjeTHAKOCT.
(35) Bamarak: Passuru dbyunkuuje
(a) f:(—mm) =R

fla) = {ﬂ'—l‘ 3ax € (0,m)

—rm—2z 3az € (—m,0)

©) f:(0,2m) =R, f(z) = *5*
y Tpuronomerpujcku @ypujeos pes.

(36) 3amarak: [lokasaTu jeqnakocTn
(a) T —-%= Zf;l SILINE 35 () < g <
© T=>,, 75“1;1"__11)96 3a 0 <z <
() Jlajonuyos uspas sa bpojm: 5 =1—4++4+ -1 4....

(37) Baparak: Heka je f: R — R 2r-—nepuoguuna ¢yukuuja xiaace C™.
(a) Hokasaru ua je

M@=+ 2 [P0

™

rae je Po(s) =Y 5o, k™" cos (ks + ).
(6) Hokasarm na cy, 3a cee n € N, P, (s) moansomu. (YmyTcTBo: HCKO-
puctutu 3agarak (35) (0)).
(B) Hokasaru na je fo% P,(s)ds=03an>1.
(38) Bepnyaujesu nosunomu Cy IMOJIMHOMHU jeJHO3HAUHO oapeheHu ycjaoBuma
e By(z) =1;
o B () =nB,_1(x) 3an >1;
. fol B(x)dx=03an>1.
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OBako u3riesa NpBux cejjaM BepHyanjeBux moanHOMA:

Bo(z) =1

Bi(x) zx—%
Bg(x):xQ—aH—%

Bs(z) = z° — ng + %aj

By(z) = z* — 223 + 2 — 3—10
Bs(z) = 2° — 21’4 + §z3 — éx

) 1 1
_.6_qa5 2 4 1 o L1
Bs(z) = 2° — 3z +2:E 5% +42.

(39) Bamarak: Haliu Be3sy usmelly BepuysujeBux nommuoma u nomaunoma P,
u3 (37).

(40) U3 (38) ce saxo m3Boze ciegehia csojcrBa BepuyiujeBux nosmunoma:
(a) Bu(1l — ) = (=1)"Bn(x);
(6) B,(0)=8B,(1)3an>2
(B) Ban+1(0)=03an>1.

Hoka3z Tephema (a) u3BoauMo UHAYKIHEjOM. 3a n = 1 OHO OYHUIVIEHO

saxku. Ipernocrasumo za je B,_1(1 — z) = (=1)""1B,_1(z). Homro je
B! (x) = nB,_1(x), naTerpanmjom no6mujamo

“Ba(1— ) = (~1)""1B,(z) + C.

Oparne n u3 fol B, (z)dx =0 cieaqu C = 0, aume je gokazaHo (a).
Hokas Tephema (0) ciaenu u3

1 1
B, (1) = B,(0) = /0 B, (x)dr = n/o B—1(z)dx = 0.

Tepheme (B) cienu u3 (a) u (0).
(41) Bepny/ujeBu MOJMHOME MOTY Ja Ce AedUHUILY U MOMOhy

tet:v e +n
e B —,
et —1 nZ::O n(x)n'

HITO MOXKE Jia Ceé BUJM IIPOBEPOM ycJioBa (38).
(42) Bamarak: Ilosnazehu oz
z+1

Bo(z+1) - By(z) /

x

x+1
B, (t)dt = / B,_1(t)dt
nokazatu 7a je By (x + 1) — By, (z) = na"~!. Ussectn onarie dbopmymy
n+1
1k+2k+~--+nk:/ By(x) dx.
1

(43) Bpojesu
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HasuBajy ce Bepryaujesum Opojesuma. 1logerrn draHoBu OBOr HU3A CY:

1 1 1
By=1 Bi=—-,By=-,B3=0, By=——, By =
o=1, B 5 B2=¢, Bs 0, By a0 B 0,
B*lB*OBle*OB*5B*O
6_42a 7T—=Y 8 — 307 9 — Y 10_66’ 1 =Y,
691 7 3617
= " Bia=0 Bis=—. Bir=0. Bjg = — '
12 27307 13 ) 14 67 15 ) 16 510 )
43867 174611
Biy7=0, Bijg=——, Big=0, Bog= ————, Bo; =0...
17 =0, Bis 795 Do 0, Bao 330 D2 0
W3 (40) cnepu pa cy csu nenapuu Bepuysujesu 6pojesu jeuaxku Hysiu,
ocuMm By = —1/2. TundepenimparmeM jeTHAKOCTH

Bant2(l — ) = Banya(z)

u kopumhemem By, o(x) = (2n + 2)Bany1(7) 1 Bayq1 = 0 3ak/bydyjemo
na cy By, u Ba, o cynporHor 3uaka 3a n > 1.

(44) U3 (41) cnenu na Bepuysujesu 6pojesu mory na ce pedunuiny nomohy
KoeduImjenara y pa3pojy aHaauTnuke GyHkimje z — z/(e*—1) y crenenn

pen,
z = 2"
e —1 Z Bnﬁl
n=0
(45) Bagmarak: Ilpumenom unaykumje u cojersa B, (z) = nl3,_1(z) nokaszaru
ma je

(46) 3a cBako k € N je

k—1 (27T)2k32k

k) = (-1

rze je ¢(s) = Yo7, n~° Pumanosa 3era—dynkuuja.

Jokas: Pasnjamem dynkmmje Bi(z) = x — § y ©@ypujeos pex mo6m-
o9
jamo

n=1

Bi(x) =) (;T)n sin(2nm(z — 1/2)).
[Tomrro je B (z) = 2B (x), Tj.
By(z) = By + 2/; By (),

pa3Boj dbyukimje Ba(x) y @ypujeos pes m001MjaMo MO MPABUILY 38 UHTE-
rpanujy @ypujeosor pesa (uiu npumenom Hbyra—Jlajoruiose dbopmyse):

=, (-

Bg(x) = 42

onm)? cos(2nm(x — 1/2)).
n=1

9Pa3130j dyuruje y ®@ypujeos pen na unrepsany [—71,7T] je pa3soj 1m0 OPTOHOPMHPAHOM
cucremy {ﬁ, % cos(nwz/T), % sin(nmz/T) | n € N}. Paspoj dynkuuje x — % HA HHTEPBAIY

[0,1] o KoMe je ped gobuja ce TPAHCIALUJOM 32 % passoja dyukuuje x Ha [—1/2,1/2].
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AKO TIOHOBMMO MOCTYNAK ¥ 0BAj W3PA3 MHTEPAIUMO jOIII IBa MyTa, 100U~
jamo @ypujeos passoj 3a By(x). Uuaykumjom mosnazumo a0 ommnre Ghop-
MyJe

k1 o~ (=t
Bop(z) = 2(—1)F1(2k)1 Y B cos(2nm(z — 1/2)),

na je
X 1\n+1
Bt = Bax(0) = 2D 2t 3 ) costom)
—2(—1) 2k S (27;)%
—2(—1) 2R S (27;)%
n=1
(-1 2k N 1
S @m
O 2(=1)FTI(2k)!
= WC(WC)y

IITO je U TpebaIo JOKA3ATH.
(47) U3 (46) cnemu Ojaeposa dopmysra

(48) Bamarak: Jlokazaru 1a je Hu3 Bs, HEOrpaHUYEH.
(49) Bagmarak: Kopucrehu passoj napue dbyHkimje

f(x) =log(2cos(x/2))

y @ypwujeos peJ| Ha WHTepBasy | — 7, 7| IOKa3aTH WAEHTHTET
= cos(nx)
log(2 cos(z/2)) Z 17.

Bamemyjyhu m — x ymecro x y 0oBoj dhopmysn, JoKazaru Ja je

—log(2sin(z/2)) Z cos(n 3a 0<z<2m.

n=1

(50) Dypujeos ped gynxyuje logT(x). Ha Gucmo oapeauiu KoeduiujeHre y
pa3Bojy

logT'(z) = % + Z an, cos(2nmz) + by, sin(2nwx))

n=1
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dbyukuuje log I'(z) y @ypujeos pen na unrepsady |0, 1] Tpeba ga uspady-
HAMO MHTErpaJie

1
ap, = 2/ logI'(x) cos(2nmz) dz, n € {0,1,2,...}
0

1
by = 2/ logT'(z) sin(2nmx) dx, ne€{1,2,3,...}.
0
[Ipsu uurerpas je naxwe uzpadynaru: u3 Gopmyse g0y baBama (Bujera
crp. 327) crenu
logT'(z) 4+ logT'(1 — x) = log 2w — log(2sin(mzx)).

[Tpumerumo na Pypujeos pexn Gyunkuumje I'(1 — z) moxke ga ce pobuje ox
®ypujeosor pexa dyunkuuje I'(z), ako ce y wemy z 3amenu ca (1 — x).
[Tpu ToME Ce YIAHOBH Ca KOCUHYCHMA HE MEIbajy, & YIAHOBU Ca CUHYCHUMa
Memajy 3uak. Cabupamem oBa nsa PypujeoBa pema mobujamo

logT'(z) + logI'(1 — x) = ap + 2 Z ap, cos(2nmx).

n=1

Uspa3s Ha JieBoj crpanu je jeanak log 2w — log(2sin(nzx)). OBy dynkuujy
mMoxkeMo z1a passujemo y @ypujeos pex kopucrehin (49). Tako pobujamo

1
ag =logV2m, a,= o ne{l,2,3,...}.

3a uzpauynaBame KoeduimjeHara b, MOKEMO Ja Ce MOCIYKUMO (DPopMy-

oM
+oo —t —xt
B _, e ‘'—e dt
log I'(x) = /0 ((fU —1e™" - W) 5
t

mokazanom y (51) ma 333. crpanu. Ako y mW0j yBeIeMO CMeHy e ' = s,

J100mjaMo
1 z—1
1-s ds
logT'(z) = _— = 1
ogI'() /0 ( 1-—s v )logs7

ma KoeuImjenTe b, MOKEMO /13 U3PATYHAMO Kao

1 1 1
1—s" d

by, = 2/ (/ (8 —z+ 1) sin(2nmx) dw) >

0 0 1—s lOgS

3agarak: OnpaBmaTyu NpOMEHY MOPETKA WHTErPAIje Y MOCEIHEM
WHTErpagy u J0Ka3aTH Ja je

1
bn = — (3 +log(2nm),

rue je v Ojueposa koucranra (Bugeru (52) na crp. 334). Ilpu pewaBamwy
OBOT 3aJaTKa MO¥Ke 113 Oyme Kopucran pesyarar (53) ma crp. 286.
(51) 3aparak: Heka je
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napuujanHa cyma Tpuronomerpujckor @ypujeosor pena dyukimje f
[-7, 7] = C u o,(z) (PejepoBa) apurMeTHIKa CpeIUHA

1
on(x) = m[So(x) + Si(z) + - + Sp(2)].
JokazaTn:
(a) Axo je sup, |f(z)| < M, onna je sup, ,, |o,(z)| < M.
(6) Axo je f dyukumja orpanmuene Bapujanmje, oHga je Hu3 Sy (z) pas-
HOMEDPHO OTDAHUYEH.
(B) Huz >_}_; gm(TkT) je paBHOMEpPHO OTpaHWYECH.
(52) Bapmarak: Passutu hysruujy

f:l-ma]—=C, flx)=e* XeC

y Tpuronomerpujcku @ypujeos pes.
(53) Bamarak: Hanucaru Tpuronomerpujcke @ypujeose perose HyHKIM]ja,

flz) = {log(QcoS;) |z <7 o) = {a:, 0<z<mw

0 T ==+, 0, —T1<2x<0

Ha [—7, 7| ¥ UCTIUTATH HUXOBY KOHBEDPTEHIIH]Y.
(54) Bagmarak: lokasaru ga 3a x €]0, 27| Bazkn

i sin(nz)  7w—=x
n o 2

n=1

Hokazaru na 3a x €]0, 7 Baxu

— sin(2 -2 — sin((2n — 1
Z in(2nz) _T-2 Z sin((2n — 1)x) _T
—= 2n 4 = 2n—1 4

Hokazaru na 3a x €] — 7, [ Baxu

> psin(nz) w
S i) 2
[_

Hokazaru na 3a ¢ € [—m, 7| Bazxku

i(_l)n cos(nz)  3a? — w2
—~ n? 12

Kopucrehu ose 36upose, udpadyHaTu

oo _1)m ool oo _1)n
22(71—31’ Zﬁ . Z(n;

n=0 n=0 n=0

(55) Bamarak: Hahu nusose a, u b, Tako na Baxku
oo o0
Ax Ar :
et = apcosnr u e’ = b, sinnx.
n=0 n=1

3a cBako x € (0, 7).
(56) 3amatak: Heka je f : [0,7] — R dynkmuja kmace C!, Taksa na je

f(0) = f(m) = 0.
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(a) Hokasaru nejednarocm Crekaosa

[wrars [[wytan

OpU YeMy jeJHAKOCT BaxkKu ako U camo ako je f(x) = acosz.
(6) Hokazaru na nejemnakocr CrekiaoBa Baknm u ako ce ycnos f(0) =
f(m) = 0 samenn ycnosom [ f(z)dx = 0.
(57) Bamarak: Hexka je f : [-7, 7] — R dbynknuja kmace Cl, taksa ma je
f(=m)=f(r) m ffﬂ f(x)dz = 0. dokazatu Bupmumnzeposy nejednarocm

[ uwras [ @y

UpU YeMy jJeJHAKOCT BaXKu ako u camo ako je f(x) = acosx + bsinz.

(58) 3apmarak: Heka cy f,g : R — C 2nx—mepnoanune dynximje n c,(f),
¢n(g) mwuxosu @ypujeoBu KOeDUIUJEHTH Y OJHOCY Ha TPUTOHOMETDH]CKH
cucrem. [lokasaru ga Dypujeosu koedurmjentu ¢,(h) HOpMUPAHE KOH-
BOJIyIIHje

W)= 5 Fregw) = o [ 7= gtt)ar

3a/10BOJbaBAjy jeqHakoct ¢, (h) = ¢, (f)cn(g).
(59) Jlestcandposu nosuromu. Y 0BOj IJIABU CMO Pa3MaTpPaJd TPUTOHOMETDH-
jexke @ypujeose penose, Tj. passoje dbyHKIHja y omHocy Ha Gazy {ei™® |
n € Z}. Hapaswo, nmajyhu y Buay amncrpakTHy Teopujy ®@ypujeosux pe-
noBa n3 I'mase 1, nma cmucia ropoputn 0 PypujeoBuM pegoBUMa, y OTHOCY
Ha, OMJI0 KOjy OPTOHOpMUpAHY 0a3y.
VY (353) na crp. 175 cMo Buieu Ja je cucTeM BEeKTOpa

{1,z,2%,...}

[IOTIIYH Y IIPOCTODPY

1
R-11] = {f: [-L1] = C||f]3 = /_1 |f(2)[? dz < +o0},
anm 1a Huje O6asa.

3amarak: /lokazaru ma ce I'pam—IIIMuToBHM TOCTYIKOM OPTOTOHAJI-
mzammje cucrem {1,x, 72 ...} y oaHocy Ha ckajapHmu Tpoussoi (f,g) =
1 —— .
J-, f(z)g(z) dz nobuja cucrem Jlexanaposnx mommuoma'’
1 dn
- 2l dan

P, (x) (2 —1)".

JlokazaTu s1a je cucrem Jlexkanaposux nommaoMa 6aza y R%[—1,1]. Hahu
MpBa TPW YjaHa pa3eoja dyHKImje cos(ma) y Toj 6a3n (Tj. MpBa TpH UIaHa
wenor OypujeoBor pea y OJHOCY HA CUCTEM JIeXKaHIPOBUX MOJTUHOMA).

Opeq o OPTOrOHAJIM3ALN]Y, 3 HE OPTOHOPMAAU3anuju — JIeKaHAPOBY MOJMHOMHU Cy HOPMU-
PaHK TakKo J1a UM je Bojehn KoedunujeHT 1, a He TaKO Ja Cy jeIMHUYHE Y KHUHE.
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Banarak: Jlokasatu fa 3a ceaxy dyskimmjy f € R?[—1,1] Baxmu

/ 11 ()P di = f_oj (n3)| 11 Fo) P da|

rae ¢y P,(x) Jlexkanaposu nosuxoMHE (59).

3amarak: /lokasaTu 1a je MOJUHOM CTENeHa n ca Koedwurmjearom 1 y3 x™
koju je majbmuxu wymu y (R?[—1,1], | - ||2} Jlexxanapos nomurom P, (z).
3agarak: Hexka je f : R — C nenpeknana 2n—meproanyana GyHKIHja 1
) peasan 6poj, Takas Ja je A\~ 'm mpamuonasan. JIoKa3zaTH 13 BaXKH

R 1 (7
nlglgogf(:c—i-k/\) =5/ F(t)dt.

)

(YmyTceTro: mokazaTn TpeO Aa Tepheme Bau 3a f(z) = eF7.)

Bamarak: Heka je X npexn-XuntGepros npoctop u E = {ey | A€ A} C X

MOTIyH OPTOHOPMHUPAH CHCTEM BEKTOPA.

(a) Hokasaru na E Huje npaBu NOACKYII HUjeHOD HOTILYHOI OPTOHOPMHU-
PaHOr CHCTEMA.

(6) Hoxasaru na je |le,; — ec|| = v/26,¢, rae je 6, Kponekepos cumbou.

(8) Hoxazaru nma jemuumuna chepa S := {f € X | ||f|| = 1} uuje xom-
MaKTaH CKYyTI.

(r) Ja au je jemunuuna cdepa y XuiabepToBOM HPOCTOPY KOMILIETAH
cKy1?

(1) Jokaszaru ja je, ako je X cemapabusian, ckyu A npebGpojus.

3anarak: Heka je H cenapabuan XunbepTos npoctop Ham mosbem C.

(a) Axko je dim H = oo, noka3aru za je npocrop H uzomopdan mpocropy
[? KOMILIEKCHUX HU30Ba 2, TaKBUX Ja pel Y. |z,|? kouseprupa. Ta-
YHHje, IOKA3aTH [a IOCTOju auHeapH:u m3omopdusam ¥ : H — (2
BEKTOPCKHUX IIPOCTOPA KOjU 4yBa CKaJAPHU IIPOU3BOJL, Tj. TAKAB J1a je
\Il*<" iz = <" VH-

(6) Ako je dimH = n < oo, gokasaru ga je mpocrop H wmsomopdan
npocropy C" ca ckajapHUM MPOU3BOIAOM Z + W = 21W1 + « + * + 2, Wy,

Bagarak: lokazatu na y npezn-XuiabeproBoMm mpocropy Hopma || f :=

(f, f) 3amoBosbaBa jednaxocm napanesoepama

1F +glI* + 11 = gl = 2(IFII* + lg11?)-
Bamro ce oBa jegHakoct Tako 30Be! Koje TBpheme enemeHTapHe re-
OMeTpHje OHA YOTIIITaBa W KaKO Ce TO TBPleme eleMeHTapHo moKaszyje?
Jatn mprMep HOPMHPAHOT TPOCTOPA y KOMEe He BaXKM jeTHAKOCT TIap-

aJieJiorpaMa.
Bagarak: Heka je 1 <k <n, k,n € Nu fg, : [0,1] - R xapakrepuc-
TrYHA QYHKIM]a CKyIIa [%, %} Jokazarn:

(a) Hus fy, xouseprupa y npocropy (R?([0,1]),]-|l2) ca nopmowm || |2 :=

\/fol |£(t)]? dt) xa bynknuju f = 0.
(6) Hu3 fi,(t) He kKOHBeprUpa HH 3a jeano t € [0,1].
(B) Ioguus fy,(t) xkouseprupa 3a csaxo t € (0, 1].
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KapTa, 245
Kasanujepujes npunnun, 278
KrajroBa ¢urama, 71
KoguMen3uja, 226, 246
KOMIIaKTHUKaIKja, 122
jemnHoM TauxkoMm, 123
KOMILJIeTAPaibe, 75
KOMIIOHEHTA OBE3aHOCTH, 78
KOMIIOHEHTE II0BE3aHOCTH
nmyTHe, 78
KOMyTaTop, 251
KOHEKCHja, 255
KOHCTaHTa
Jlunmwuosa, 59
KOHTpaknuja, 59, 243
KOHBEPTEHIIN]ja
paBHOMEpDHA, 51
yuudopmHa, 51
KOHBOJIYIIHja
dyukumja, 342, 357
HU30Ba, 106
KOODAHHATE
MUAVHIpuYHe, 221
JOKanHe, 221, 226, 245
nomapHe, 221



chepue, 221
yomnmiTere, 221
KPHATEPHUjyM
Bajepmrpacos, 319
KpHUBa
riaTtka, 92, 185
HellapaMeTpu3oBaHa, 92, 185
napaMeTpu3oBaHa, 92, 185
perynapsa, 92, 216
KPHUBHHA
Kpuse, 93
TOJIyIPEeYHHuK, 93
HOBPIIN
Taycosa, 297
TyiaBHa, 297
KBajipaTHa hopma
apyra, 296
upsa, 266, 296

Jlannacujan, 209, 311

Ha MHOT'OCTDYKOCTH, 265
JIeMa

upwuxieosa, 368

Jle6erosa, 120

IToeukapeosa, 259

Puwmanosa, 363

Ypuconosna, 64
JIeNJbEee TOIOJIOMIKUX IIPOCTOPa, 72
TuMec

Oeckonauanu, 54

necHU W JeBu, 62

ropmu, 56

HeTaHreHTHU, 149

mo Taukama, 313

MpeCcJuKaBamba, 54

pasHOMeEpHH, 313

y 6ecKoHAaYHOCTHU, 54

yuudopman, 313
Jlonurasosa upasusa, 97
JIOTITa

orBOpeHa, 50

3aTBOpEHA, 50

MaTpuna
I'pamosa, 167
Jakobujesa, 188
Mebujycosa Tpaka, 70
mepa, 133, 294
Xaposa, 356
Jle6erosa, 133, 271
?Kopnanosa, 274
MeTOJ, HajMamuXx KBaapara, 174
METPHUYKHU IPOCTOPH
TOIOJIOIIKY €KBHUBAJIEHTHH, 68
MeTpuka, 48
p-ajcka, 52
AauCcKpeTHa, 50
Pumanosa, 262
yHudopMHa, 51

387

METPUKE
TOIOJIONIKN eKBUBAaJIEHTHE, 68
MHOTOCTPYKOCT
riaTka, 245
I'pacmanosa, 86
kaace CF| 245
ca rpaHUIoOM, 298
TOIIOJIOIIKA, 72
MYJITHUHAEKC, 212

HATKPUBAIHE
YHHUBeP3aJIHO, 257
HEjeHAKOCT
Becenosa, 167
n3onepuMmerpujcka, 291, 372
Kowmu-1llBapuosa, 164
Iloenkapeosa, 374
CrekoBa, 381
yJATpaMeTprudka, 52
Buprunreposa, 381
Henpeknaa Oujeknuja (koja Huje
xomeoMmopduzam), 79
HEIIPEeKUAHOCT
paBHOMEpDHA, 59
pasHOCTemeHa, 133
HHU3
Komujes, 58
orpaHuveHe Bapujaruje, 86
YHU(POPMHO orpanudes, 110
HOpMa, 84
JIMHEAPHOr oneparopa, 87
orepaTopcka, 87
paBHOMepHA, 86
YHUPOPMHA, 86
HOocad dyHKnuje, 114

OjnmepoBa KapaKTepUCTHKA, 254
OjmepoBa KoHCTaHTA, 326
OKOJINHA, 53, 62
oTBOpeHa, 53, 62
npobymrena, 53
OIINTH WIaH pera, 98
opujenTanuja, 242, 263, 294
rpaHure, 299
ocrunanuja, 53
OTBOPEHO IIOKpUBame CKyna, 118

mapaMerap

npupoaHu, 93
napameTap moxesue, 56
nmapaMeTpu3anuja

JIoOKasIHa, 226, 245

nospu, 226

npupoHa, 93
nmapumjajgHa cyma peja, 98
nozena

WHTepBaja, 56

KBajapa, 267

ca yo4eHUM TadkKaMma, 56, 267
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IOJMHOIOCTPYKOCT, 226, 246
MTOJITHOM
Bepnmrajuos, 158
Bepuynujes, 375
Jlexxauapos, 381
Tejnopos, 211
noJbe
APXUMEJICKO, 83
HeapxXuMeJICKOo, 83
HOPMHPAHO, 83
ypebeno, 83
BEKTOPCKO, 234
HA MHOT'OCTPYKOCTH, 254
MOTEeHIHjaIHO, 236
coJsieHOuIHO, 236
[IOJIyHENIPEKUJHOCT, 74
nmoTeHIujaj, 236
BEKTOPCKH, 236
IOTIIPOCTOP
meTprdku, 50
TOIOJIOMIKH, 61
MMOBPIIT
d-mumen3uona, 226
riaTka, 226
xaace Ck, 226
perysapua, 292
MO3UTHUBHHU U HETaTUBHU 11€0 T4, T, 81
[IPeCIUKaBabe
n ImyTa gudepeHIujaduaso, 206
nudepentujabunao, 186, 187
KOMIIJIEKCHO, 192
peasHo, 192
TJIATKO
Ha MHOI'OCTPYKOCTH, 246
xonoMopdHOo, 192
xoMOreso, 203
xmace C1, 196
kiaace C™, 206
kiace C°, 206
Jlunmmumoso, 59
HeNpeKuaHo, 61
HenpeKuaIHO audepennujabunuo, 196
orpaHu4eHo, 50
TO3UTUBHO XOMOTeHO, 203
NPUHIKI MaKcuMyMma, 147
IPOU3BOL,
6eckoHauHu, 98
MEeTPUYKHUX TpocTopa, H0
MHOI'OCTPYKOCTH, 246
HOPMHPAHUX IPOCTOPA, 85
QOjnepos 3a ¢ dyakuujy, 336
ckajgapuu, 163
crospalimu A, 237
TOIOJIOMIKHAX IIpocTopa, 69
npojexIuja
[layngeposa, 181
npojeKTuBMU3aINuja, 86
MIPOjeKTUBHA pDaBaH, 72

IPOCTOP
O—KOMMAKTaH, 122
adunu, 187
Banaxos, 84
Xaycnopdos, 69
Xunbepros, 171
KOMITIAaKTaH MeTpHUuKH, 114
KOMITAaKTaH TOIOJIOmKH, 119
KOMILJIETaH, 58
KOHTpaKTubUIaH, 258
KOTaHTeHTHH, 249
JIOKAJIHO KOMITaKTaH, 168
JIOKAJIHO IIOBE3aH, 78
MeTpudku, 47

nuckperas, 50
HEenoBe3aH, 75
HOpMaJiaH, 69
HOpMHUpaHu, 84
napakoMImakTaH, 260
netspu, 139
nonena, 56, 267
moBe3aH, 75

JIOKAJTHO, 78

upocTo, 78

IyTHO, 78
npeaxuabepTos, 163
MIpOjeKTUBHU, 72, 86
rnceyaoMeTpuyku, 48
pedaekcusBan, 183
perymapas, 74
cenapabuman, 120
ITsapuos, 341
TaHreHTHu, 227, 230, 247
TOLOJIOKY, 61
TOIOJIOMIKKA BEKTOPCKU, 85
yJITpaMeTpUIKu, 52
yHUTapHU, 163

IPCTEH
nojuHoma, 107

nceyaoMmerpuka, 48

paciojerme
KOTaHTE€HTHO, 250
TaHreHTHO, 250
paBan
OCKyJsaTopHa, 93
paziarame jepumHune, 161, 261
pex
allCOJIyTHO KOHBepreHTaH, 101
buroMHH, 141
Hupuxieos, 147, 336, 348
ABocTpyku, 105
®ypujeos, 176
reomerpujcku, 101
XapMOHUjcKHU, 99
yonmrenu, 100
Jlopanos, 9
HOPMAJIHO KOHBepreHTaH, 110



crenenu, 111
Tejnopos, 140

y HopMupano] AbesioBoj rpynu, 98

perysiapHa BpejHOCT, 248
penapamerpusanuja Kpuse, 92
POTOP BEKTOPCKOT I10Jba, 234
py6 ckymna, 62

cdhepa
Y METPHUIKOM IIPOCTOpY, 50
IIIBaprios npoctop, 341
curma npouec, 205
CUMILIEKC, 259
CHHTYJIapHA BpegHOCT, 248
CKyTI
rycr, 62, 81
Mepe Hy’a, 132, 271
MepJsbuB, 133
no 2Kopgany, 274
HUTJEe I'ycT, 66
orpaHuveH, 50
OTBOpeH, 53
npekoMIaKTaH, 118
npBe U gpyre Kareropuje, 66
peJaTUBHO KOMIIaKTaH, 118
pe3ugyasaH, 66
caspiieH, 65
TOTAJIHO OrpaHudYeH, 118
3aTBOpEH, 63
CMEHA MPOMEHJbUBE
y uHTerpasuy, 283
y aumecy, 55
cTaB
Aben—dupuxseos, 111, 320
BajepirpacoB o yHH(DOPMHO]
KOHBepreHIumju pega, 110
CBOjCTBO
Kantoposo, 64

Ta4YKa
duxkcua, 60
n30J10BaHa, 62
HATOMHUJIABAIHA, H4d
HArOMMJIABAKBHA CKyHa, 62
HeNoKpeTHa, 60
perynapua, 216
CHHTYJNApHa, 203, 216, 248
YHyTpallma, 62

TaHreHTa, 185, 203

TAHI€HTHH IIPOCTOD, 227, 230, 247

TAHT€HTHU BEKTOD, 92

TeopemMa
AbesoBa, 148
Apuena—Ackosujesa, 133, 135
BanaxoBa o dukcHOj Tayku, 60
Beposa o kareropujama, 66
Bpayeposa, 305
ne Pamosa, 304
Junwujesa, 131

MHIIEKC

Oybunujesa, 276
Tayca—Octporpasackor, 293
I'punosa, 290, 293
Xengeposa, 82
jeamncTBeHOCTH, 147
KanToposa, 120
Koposkunosa, 160

Jleberosa o murerpabuanocTu, 272

Jlnysusosa, 178
0 AuBepreHnuju, 293
0 UMILTHIUTHOj byHKIMju, 216
0 WHBepP3HOj dyHKUUju, 220
o mehyspennocTu, 77
0 paHnry, 222
0 cpeAmoj BpeaHocTH, 94
3a mHTErpaJse, 275
Ojneposa, 203
ITeanoBa, 136
ITukaposa, 123
Iluraropusna, 167
Pumanosa 3a pemose, 103
Pucosa, 180, 181
Capgosa, 272
ITayzeposa
o dukcuoj tauku, 305
o npojeknuju, 181
Crokcosa, 300
Crou—-Bajepmirpacosa, 154, 156
TayGeposa, 150
Bajepmrpacosa, 137, 156
Bejmosa, 156
Burnujesa, 266
TOmoJIOrUja, 61
AHUCKpeTHA, 64
KOJUYHUYIKA, 70
penaTuBHA, 61
Bapuckor, 69
TOIIOJIOIIKA I'pyma, 82
TOIOJIOIIIKY BEKTOPCKHU IIPOCTOD, 85
TOpP3uja
Kpuse, 94
TOTaJIHA OrpaHu4eHoct, 118
TparcdOopManuja
Oypujeona, 179, 340, 356
WHBEP3HA, 358
Jlamacosa, 339

yiaramme, 248
VHUBEP3aJHO HATKpUBame, 257
VHYTPaIIBOCT CKyna, 62
YCJIOB
Hunnjes, 365
Hupuxige—2Kopnanos, 369
Hupuxmeos, 370
Kommujes, 57
3a paBHOMEpHH Jjumec, 314
Jlunmuios, 59
y3uMmasuna, 301
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390 MHIEKC

Bapujauja
dbyuknuje, 87
HU3a, 86
ToTaJjHa, 87
BEKTOD
6uHopMadie, 94
umabua V, 234
HOpMaJie Ha KpUBY, 93
TAHI€HTHH, 92
BEKTODH
oprorosaJanu, 166
OpPTOHOPMHPAHHU, 166
BEKTOPCKH IPOCTOD
HOpMHpaHu, 84
BEKTOPCKO II0Jbe, 234
Ha MHOTOCTDYKOCTH, 254
MOTEeHIUjaJHO, 236
COJIEHOUTHO, 236
BUIIEINHEAPHA IPeCcanKaBama, 90

3aTBOpeme, 62



