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I'JIABA 1

OcHoOBHaA TeopeMa MHTErPAJTHOT pavdyHa

1. YBog

Heka je F : [a, 8] — C menpekuana dyukuuja. U3 nouernor kypca Ananuze
[MO3HATO je J1a je

d [t
%/ F(s)ds = F(t).

to
Jpyrum peanma, QyHKITH]a

yilwB = C yt) =g+ / F(s)ds

3a/I0BOJbABA jeTHAUNHY
dy
— =F(t 1
Y~ P 1)
U yCJIOB
y(to) = yo. (2)
Jeanauuna (1) je jenan on HajjeHOCTABHUjUX IIpUMEDPa, dudepenyujante jednauune.
Yeaio (2) HazuBa ce nowemHuum ycaogom; 6e3 mwera 106ujamMo daMuiujy peuerba
jemnaunne (1)
t
y(t) =C+ [ F(s)ds, (3)
to
rae je C € C npoussosbna koHcranta. Csa pemiema jeanauune (1) cy omnucana
dopmysiom (3). OBo cuienu u3 TEOpEMe 0 CPe/bOj BPEIHOCTH:

Teopema 1. (JIarpanxkeBa Teopema) Hexa je dynryuja f : [, 5] — R
Henpexudna Ha 3ameoperom unmepsany o, f] u dudepenyujorna na He2060f yny-
mpawrocmu |, 8. Tada je 3a nexo & €)a, S|

f(B) = f(e) = (B =) f(§).

N3 Jlarpams:keBe Teopeme ClIean 1a je W3BOMA (DYHKIUjE HG UHMEPSaAY NICH-
TUYKHU je/THAK HYJM aKO M CaMO akKo je (pyHKIMja KOHCTAHTHA Ha memy. JIpyrum
peanma, audepennujabuina QyHKIEja HA WHTEPBAIY je oapeheHa CBOjUM MPBUM
MU3BOIOM 10 HA KOHCTAHTY.

Hamowmena 1. Jlarpamxkesa TeopeMa He 6aotcUu 38 KOMILIEKCHE QYHKIH]jE, KAO
IIITO TTOKa3yje mpumMep QyHKIje

fi[-m,7]—C, f(t) =e™.

Mehyrum, npumenom Jlarpamxese Teopeme uHa dyukiuje Re f u Im f mako 3a-
K/BY9IyjeMO Ja je W KOMILIeKCHa (PYHKIHja 9Hju je TOMEeH WHTEPBAJ jeJHOZHATHO
onpeljena cBojuM MPBUM M3BOAOM 110 HA (KOMILIEKCHY) KOHCTAHTY. o
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4 1. OCHOBHA TEOPEMA MHTETPAJIHOI' PAHUYHA

2. Teopema o cpem0j BPEeHOCTH

Y upBom Tomy cBor Tpaxmama o anasusu [6] dujenone nasonu caenehie yor-
mretbe Teopeme 1:

Teopema 2. Heka je I = [a, ] komnaxman unmepsas y R, P C I najsuwe
npebpojus cxyn, B Banaxos npocmop u
f:1— B, p: I =R

HENPEKUIHA NPecAuKasara koja cy dudepenyujabusna y céaxoj mavku cxyna I\ P
U YUJu U3600U 3ad060.5G6aAJY

1@l < &' (1), 3a cee tel\P
Tada je
1£(8) = f(a)ll < @(B) — ¢(a).

A JI0BOJbHO je JoKa3aTu J1a je 3a cBako £ > 0

1£(B) = f(a)ll < @(B) — pla) +e(B —a+2),

jep omatiie, MpeJackoM Ha JuMec Kaja € — 04 cienm TpazKeHa HejeTHaKOCT.
Heka je P = {p1,p2,...} u Heka je

A= {tel| (Vs et |f(s) = f@)ll < @(s) —pla) +e(s —a) +e 27"}

Ckyn A je Henpasas, jep caJpKu TauKy v U OIpaHIYeH 010310 6pojeM [, ma mocToju
~ :=sup A.
Opnarne u u3 nedunnnmje ckyna A cienn na je A = [, 7).
N3 nedununumje ckyna A cienn ma je
1£() = F@)ll < o) — la) +e(y —a)+e Y 27" (4)
Pn <7

Ocraje mam nma mokaxkemo ma je v = . IlpermocraBumo cymporuo: v < . Moryha
cy JiBa cjydaja:

() v¢P

(2) ye P.
VY npeowm cay4ajy, n3 geduHUIMje M3BOAA CJea qa mocTojn wHTepBad [y, y+ 4] C I
TaKaB Ja je

<

1F ()= F) = F (s = < 5
3a cBe s € [y, + 0[. Oparne caenu

1£(8) = fFI < NFIs =)+ 5(s =)
<M= +5(5=7)
< p(s) —p(y) +e(s =)

(s=7) 1 |p(s)=e(V) = (V=) < 5(s—7)

N ™

Opnare u u3 (4) cnenn

175 = F(@)Il < 05) =~ ple) +els —a) & 5 27"
< pls) ~pla) te(s—a) e T 27"

IITO je y KOHTPAAUKIN]U ca [1eDUHHUIIIjOM .
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Y apyrowm ciy4ajy, ako je v = p,, € P, u3 Henpeku HOCTH IpecinkaBama f u
 caienu Jla nocToju uHrepsad [y, + 6] C I, rakas na 3a s € [y, + ] Baxku

1£6) = FNI <527 1 pls) - ply) < 527

Oparie u u3 (4) pobujamo

1f(s) = Fla)ll < pls) —pla) +e(y—a)+e 3 27"

Pn<s
<p(s) —pla) +e(s—a)+e 3, 277
Pn<s
IIITO je MOHOBO KOHTPAINKIIN]A. \V4

Hamnomena 2. 13 noka3a je jacHO Ja MPeTXOIHA TEOPEMa, BasKU U MO, CJIA0UjUM
OpeTnocTaBkaMa: Ja f W ¢ UMajy jeJHOCTpaHu (HIIp. JAECHU) U3BOJ, Y CBAKO] TAYKU
ckymna I\ P u na Baxku

! /
174 O < ©% (2)
zacetel\P. o
ITocnenuua 1. Axo je, y3 o3uaxe u3 npemxodne meopeme, npecauxasarse f

I — B nenpexuono na I u dupepenyujabuaro na ckyny I\ P u axo je || f/(s)|| < M
3a cee s € I\ P, onda je

1£(B) = fla)l < M(B - a)
A Caenu u3 Teopeme 2 3a cayuaj ¢(s) = M(s — a). \V/

IMocnemuna 2. Axo je, y3 osnaxe us npemxodue meopeme, npeciuxasare f
I — B nenpexudno na I u dupepenyujabuaro na ckyny I\ P u axo je f'(s) =0 sa
cee s € I\ P, onda je f = const.

3anarak 1. Heka cy By u B Banaxosu mpoctopu, D C Bj OTBOPEH U MOBE3aH
nonckyn u f : D — By mudepeHnunjabuiaHo mpeciaukaBame, Takgo na je f' = 0.
Hokazaru na je f = const. v

3. IIpuMuTBHO mMpecamKaBame U oapeljeHn MHTErpas

Heka je f : I — B upeciukaBamwe KomuakrHor unrepsasa I = [, 5] C Ry
Banaxos mpocrop B.

Iedwmummnuja 1. Henpekunno npecnukasamwe ® : I — B na3usa ce npumu-
MUBHUM TPECAUKABAIbEM 33, [ aKO TTOCTOju HajBuINe mpedpojuB ckyn P C I Takas

1a je

3acset e\ P. O

Hanomena 3. Ako je mpecnukaBamwe f : I — B HEIpeKUAHO y Tadku tg € [
u @ : I — B meroso NpUMUTUBHO IpeciukaBame, onia je O’ (tg) = f(to). Cueuu-
jammo, axo je f menpexumuo Ha I, ouma je ®'(t) = f(t) 3a cee t € I. Bancra, u3
Teopeme 0 Cpeliboj BPEIHOCTH CIIe1

[®(to +h) — ®(to) — f(to)hl| < h sup [[f(to+s) — f(to)ll,
0<s<h

na u3 Henpekuguocru f y tauku to cuemu D' (tg) = f(to)- o
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Teopema 3. Axo cy 1, P, : I — B npumumuena npecaurasarsa 3a f : I — B,
onda je
Py =P+ C

3a nexy woucmanmy C € B. Cneyujaano,
D2(B) — P2() = P1(B) — P1(e).
A Jloka3 caean mpuMmerom Ilocrenuie 2 Ha npecankaBame $o — P \V4

Hedmuaumnuja 2. Ako je ® : I — B npuMuTuBHO npeciukaBame 3a f : [ — B,
pas3mmKa

B
[ reae=a(s) - a(a)
«
Ha3WBa Ce 0dpeheHuM UHMEeZPaNOM TIPECTNKABAKA, f. %

IIpumerumo na je oBa medunHITja HeoapeeHOr HHTErpaia onpasmaHna Teope-
mom 3. OBaksy jebunuuujy npejaxe Jujesone y [6] kao anrepuarusy ysohema
Pumanosor marTerpasa. Hbom ce m3beraBajy meraspu KOHCTpyKImje momohy Jlap-
OyoBUX CyMa, ajl ce TOCTaBJha JIPYTO, TMPUPOJIHO MUTAME: KOja Cy TMPeCInKaBama,
MHTErpabuiIHa, Tj. KOja MPeCcanKaBamba MMajy TPUMUATHBHO IIPECIUKaBabe?

Iedununuja 3. Ilpeciukasame f : I — B je pezyaucano ako y CBAKOj TAIKH
AMa JICBU U JECHU JIIMEC. O

IIpumep 1. 1. Heupekuana upeciukapawa cy f: I — B cy peryiaucana.

2. Mouotone peasue ¢yHKIM]ja peasne npomensbuse f : [ — R cy perynucane.

3. Ilpeciukasamwe f : I — B je 10 mo €0 KOHCTAHTHO AKO MOCTOjU KOHAYTHO
MHOT'O Ta49aKa

Oé:to<t1<...<tk_1<tk:ﬂ

TakBe 712 je f KOHCTAHTHO Ha CBAKOM OJl OTBODEHHX WHTepBasia |tj,tjii[. Jacmo
je ma cy Jieo mo Je0 KOHCTAHTHA TpeciuKaBama perynucana. Creneha Teopema
MOKa3yje Jia BaXKW W BHIIE O] TOTa. f

Teopema 4. [6] IIpecaurasare f : I — B je peeyaucano axo u camo axo
nocmoju Hu3 deo no deo Koucmanmuuxr Pymryuja g, : I — B xoju pasnomepho
KOHBEP2UPG KA, f .

JIema 1. Jleo no deo KoHcmanmmo npecAukasarse uma NPUMUMUCHO NPECAUKA-
sarve.

A Heka je g : [ — B 1eo 1o 70 KOHCTAHTHO MPECTWKABAILE, Tj. TAaKBO Ja je
g(t) = ¢; Ha uuTepBany lt;,t;41[, oHZA je

i—1
F(t) = (t — ti)ci + Z(tj+1 - tj)Cj 3a t € [ti7ti+1}
=0

[IPUMUTHUBHA 33 . \V4

Iedmuumnuja 4. IIpumuTnHO npeciankasame €0 10 JIe0 KOHCTAHTHOI' IIPec-
JINKABaWba HA3UBA Ce deo 10 de0 AUHEGPHUM TIPECTUKABAHEM. O

Caza MOkKeMO J1a M3/IBOjUMO NPHJIMYHO MIMPOKY KJIACy IIPeCcInKaBamba Koja Cy
unrerpabuina (y cvuciy Jdedununumje 2), Tj. Koja uMajy NIPUMUTUBHO MPECTUKA-
Barbe.
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TeopeMa 5. Cesaxo PELYAUCAHO MPECAUKABATLE UMA TIPUMUTNUGHO NPECAUKA-
earve.

A Hexka je f: 1 — B perynmcano npecaukaBame. 113 Teopeme 4 ciaenu ma mocToju
Hu3 g, : I — B 1€0 mo [1e0 KOHCTAHTHUX (PYHKINja KOju PABHOMEDHO KOHBEPTIHPA
ka f. Heka cy T',, npumurusHe 3a g, (koje mocroje Ha ocuoBy Jleme 1), Trakse na
je Tn(a) = 0 3a cako n. Tama, xax I}, = g, paBHOMEpPHO KOHBeprupa Ka f, a
I',(«) = 0 kouBeprupa, omakie ciaeam Ja ', pAaBHOMEPHO KOHBEPTHUDPA Ka HEKOM
npeciukaBamy @ Taksom ma je &' = f cByma cem y HajBume mpeOpOjEBO MHOTO
ragaka (Tj. CByJa ceM y Tadkama mpekuzaa GyHKuuja gy )- \V4

Tloacernmo ce ma kmaca GyHKOEja KOje UMajy TIPUMHUTHBHY, HaKO je IIHpa O
KJlace HempeKuaHuX (PyHKIHUja, UIaK Ca OBOM KJIACOM JIeJIi HEKA CBOJCTBA. JemxHo
0/1 BUX je caapxkaj ciaenehe mo3Hare Teopeme U3 yBOJHOI KypCa aHAJIn3e.

Teopema 6. (JapbyoBa Tteopema) Hexa je I unmepsan y R, ® : I — R
Jugdepenyujabuana gynkyuja u f(t) = &' (t) wen uzeod. Axo je f(a) # f(b) 3a
nexe a,b € I, onda 3a ceaxo & usmehy f(a) u f(b) nocmoju ¢ usmehy a u b 3a xoje

je f(e) = ¢

3amarak 2. Jlatu npumep pyuknuje  : I — R koja je audepeniujadbuimna Ha
unrepsasy I, a wen uzpog ¢’ umMa UPeKu]| y HEKOj TauKu. v

Hamomena 4. Teopwuja ompebhenor maTerpasa kojy cmo osxae, ciaeaehu Byp-
6akwujeB u /luje10HEOB MPUCTYI, U3JIOKUAIN JUPEKTHO je U3BEJeHa U3 MI0jMa U3BO/IA,
(3a paznuky ox PuMaHOBOT MHTETpAasa I ce Ta Be3a U3BOIM Kao Teopema). Besa
ca M3BOJIOM M OocobuHe m3BojA oMoryhaBajy HaM Ja JIOKaXKeMO TO03HaTa CBOjCTBA
(unrasal MOXKe JIa UX CXBATHU Kao 3aJaTKe):

JIuneapuoct: Ako cy f,g: (o, 5] — B perymucane dbyHkimje u A, (i ckajapu,
OHJIA je

B

B B
/ (AF(E) + pg(t)) dt = A / ftdi+p / o(t) dt

Cwmena npomensbuBe: Heka je ¢ : [, f] — R npuvuTueHa dbyHKIMja per-
yiucane ¢dyuknuje u f : J — B perynucana dbyHKINja nedUHUCAHA, HA WHTEPBAILY
J D ¢([e, B]). HpernocraBumo ja je unu f HenpekuaHa wiu @ MoHoToHa. Taza je

B ©(B)
/ f o p(s)g'(s) ds = / F(t) dt.
a w(a)

IMapuujanna maTerpamuja: Ako cy [ : [o,8] — By u g : [o,8] = Bs
nIpuMUTHBHE (DYHKIHje perynucannx GpyHKmuja u b : By X By — B HenpekumHo
OUJIMHEAPHO IPECTUKABAILE, OHJA je

B

B
/ b(f (1), o' (1)) dt = (F(8). 9(8)) — bl (@), g()) — / bF (1), 9(1)) di

(e

Hejennakoct Tpoyraa: 3a perynucany Gyukimjy f : [, f] — B Baxmu

|/jf(t)dt

rae je || - || Hopma na B. o

B
< / 17 ()] dt,
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Hamomena 5. Bypbakwujes u /lujemoneoB npuctyn n3adpajid CMO Kao Hajjei-
HOCTaBHUjH, jep HAjOpKe BoaM AePUHUNINjU HHTErpaia (PyHKIHje ca BPETHOCTHMA,
y BamaxoBom mpocTopy Koju oOyxBaTa [IOBO/BHO BEIWUKY KJIACY WHTErPAOUTHHX
dbyHKIMja 3a Hare moTpede.

ITocroje w mpyrn npucrynu. Jeman ce Moxke Hahwu y PymunoBoj kKmusmu [9] u
3acuHuBa ce Ha caenehem. Hexka je

[:Q@—B (5)

npeciMKaBaihe ca BpejHocTuMa y Banaxosom npocropy B Haj mo/beM ckajapa
K € {R,C} , nedunucano na uekoMm mpoctopy (Q, ) ca MEpOM fi. JIOTHYHO je
3aXTEBATH Ja WHTETPAJI 33I0BOJbaBa CBOjCTBO JIMHEAPHOCTH. JIpyTuMm pedmMa, ako
je A € B* nenpekugHu JuHEAPHU (DYHKITHOHA,

A: B — K,

0Y€eKyjeMO Ja CBAKU MHTEIPAJI 3310BOJbABA

A( /Q fdu> - /Q (AS) dp. (6)

IIpumeTnmo 1a je HA JECHOj CTpaHW WHTErpaJj ckajapHe dbyuknuje. Kaxkemo ga je
npeciukaBambe f HHTerpabuIHO MO MEPH [t AKO j€ 33 CBaKW JIMHEAPHU (yHKIIMOHA
A € B* ¢dyuknuja Ao f : Q — K unrerpabuiiba mo j ¥ ako HOCTOjU BEKTOp y B,

noju 03HAYa8AMO CQ
/ Jdp
Q

TakaB J1a 3a cBako A € B* Baxu (6). OBako nedbunucan nHTErpas HEKaJL Ce HA3UBA
CAGOUM UHMEZPANOM.

CromeHnMo 13 NOCTOjU 1 JedUHUIKM]A MHTErPAJIa MPECInKaBama, (5) Koju ciamka
npocrop ca MepoM (@, i) y Banaxos nmpocrop B, Koja je mOTIIyHO aHAJOrHA e uHI-
nuju Jleberosor maTErpasia. ¥ 0BOj AeUHUINjH, HHTETPAJI Ce AedUHHUIIIE KAO JTAMEC
HHTErpaJa IpocTux (pyHKImja

k
s(x) =Y xg,(@)b;, w€Q, beB, ECQ,
j=1
3a Koje je

k
/ sdp = Z,u(Ej)bj.
Q j=1

MepsbuBa ¢yukuuja f ce Hasuba uwmezpabusrom no Bormepy ako mocroju Hus
npoctux PYHKIH]A S, TAKAB 114 je

i [ = salldu=0 ™)
n—oo
Q
u weH Boxuepos unmeezpan ce nedunmire ca
/ fdp = lim Sp dft.
Q n—oo Q

ITpumernmo n1a ce, omer, nedUHUIIja CBOIN HA HHTETPAI CKATapHe (y OBOM CIIydajy
peasine) byukuuje y (7).
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Y oba naBezeHa ciydaja (Kao u yBeK KaJ JeUHUIM]U WHTErpaJa IIPeTXOau
nedbununrja Mepe, a He OOPHYTO) HUje CACBUM OYUIVIEIHO INTA j€ KJIACA WHTEe-
rpabunnux QyHKIHEja. Y OPUCTYIy KOju CMO MH OBJle M3abpaJjid, BeJIMKA KJ1aca
MHTerpabnaHnx (GYHKIFja ce 0IMaX W3/Baja. o

ITojam muTerpana omoryhasa HaMm ma roBOpMMO O periersy jemnoctaBne andep-
EHITjaJTHE jeTHATIIMHE
dy
— = f(t), 8
0 ®)
rje je f: I — B npeciukaBame unrepsaia I C By Banaxos mpocrop B — perene
je dbaMmanja mpecauKaBamba

y: 1 — B, y(t):/ f(s)ds+C, (9)

rie je C € B KOHCTAHTA.

4. Youmrema

Bugenn cmo Kako cy moBe3aHu mpoOJieM pelaBamba jeTHOCTABHE TudEpeHIH-
janue jenuadune (8), Tj. HAJAKEHA IPUMUTUBHOL LIPECIIUKABAA 32 LIPECIIUKABAHE

f:I—-B

n wHTerpanuja Ha wHTepBady I[. Hwmajyhu y Buay unibeHUIy Ja je TPUPOAaH
aMOujeHT 3a pa3BHjarbe AUMEPEHINjAJHOI W WHTErPAJHOT PAYyHA TJIATKA MHO-
rOCTPYKOCT, OBA Pa3Marparma MOrY Ja Ce yOIIlTe Yy JiBa NPUPOJHA IpaBla. JegaH
je youurremwe uHTerpanuje ca uHTepsasia | Ha MHOIOCTPYKOCTH, & JIDYI'H YOIIITEHe
110jMa IPUMUTUBHOL [IPEC/IMKABAA HA [IPECIUKABALA

f:M— N,

rae cy M m N riaTke MHOTOCTPYKOCTH. Y TPBOM CIIYYajy JOJIA3WMO /0 YOIIIT-
era nHTerpaJsa (yHKIMje Ha WHTerpas gudepeHiyjagsnux GopMH, 0K HAC APYTH
npasar, oz ofApeleHnM JOTaTHIM HpeTrocTaBKaMal o MHOrocrpykoctr N, BOIH
1o mojma Jlapbyosor u3Bosa.

4.1. CrokcoBa Teopema. Heka je N KOMIAKTHA IJIATKA MHOTOCTPYKOCT [TH-
menswuje n ca rparunom ON, w € Q"1 (N) mudepennujanma (n — 1)—popuma na N
u dw € Q"(N) men crobarmsy u3Bod. Tana je

Jaw=[ w (10)

Crempmjanno, ako je N = [a,f] n f : [a, ] — R rnarka dynkmmja, onga je
df(t) = f'(t) dt nudepenunjanna 1-dbopma u IN = {a,b}, ma OcHoBHa Teopema
MHTETPAJTHOT padyHa

t=p

B
/ F(t)dt = f(t)

MOZKe JIa Ce CXBaTH Kao jeman ciaydaj dpopmyie (10). Jour neku ciayuajeu CTokcoBe
dopwmyte cy

t=a

pumerunmo ga ,+C 7 vy dpopmymn (9) mema cmucna ako Ha N Huje medmHHCAHO +, Tj. aKO
N HeMa, OCUM TJIaTKe, N aarebapcky CTPYKTYDY.
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Kenpua—CrokcoBa dopmyna. Axo je ¥ raarka mospm y R? ca raarxom

rpaHuIioM 03, oHIA je
//(VXF)-dS:j{ F - dr.
b %

I'punoBa dopmyma. Axo je D C R? orpaHmden OTBOPEH CKYI ca IJIATKOM

rpauutiom 0D, onna je
//(VxF)-dS:j{ F - dr.
D oD

®opmyna I'ayca u Ocrporpagckor. Axo je V C R3 orpammuen orsopen
CKYTI ca IJIaTKoM Tpanunom 0V, oHja je

///VVoFdxdydz://avF-dS.

ITojam TPUMUTHBHOT MPECIUKABAA MPUPOJHO CE YOIIITABA Ha, JAudepeHtu-
jamme dopme. Axo 3a marty mudepenmujamny k-dopmy w € QF(N) mocroju n €
Q*~1 raksa 1a je

dn=w (11)
OHIA KaXKeMO Ja je 1) npumumuseHa gopma dopme w. U3 mo3mare jemHaxocTu
dod =0 cremu ma je

dw =20 (12)
HEOIXOaH YCJIOB 33 TMOCTOjame pemena jeanaunne (11) mo 1. Osaj yciaos uuje u
JIOBOJbAH, Al YKOIWUKO y3 (12) Baxku u

Hgp(N) =0, (13)

rie je HXo(N) k—ra ne Pamosa koxomosnoruja muorocrpykocru N, jepnaduna (11)
MMa perrerhe, Koje je jeMnHCTBeHO do wa sameopeny (k — 1)—dopmy.

Cuenujanno, 3a k = 1 jemnauuna (11) no 7 ce cBoau Ha Tpaxkeme (yHKIHUje
(1j. 0-dopme) : N — R uuju je nudepeniujan 3amara 1-bopma w. Y ciayyajy
N = R"™ oBa jenmnaunna mMa IyaJjaH, BEKTOPCKHU 3aIKC, Tj. CBOIN Ce HA HATAYKEIHE
peliemma f jeaHadnne

Vf=F,

rae je F 3anaro Bekropcko mnosbe. Heonxoman ycios (12) y BeKTOPCKOM 0G/IMKY
MOXKe [1a Ce 3auIle Kao

VxF=0.

Hosospan yciios (13) je ucnymen ako je JOMeH BEKTOPCKOr mojba F mpocro nosesana
obJsract, Tj. aKo je
m1(DomF) = 0.

Axo je mpu Tome n = 1, 1j. ako je N yHmja WHTepBaja HA PEAJHO] OCH, OBa jeII-
HaumHa ce cBoau Ha jequaduny (1). Ilorpeban ycios (12) je y oBoMm cayuajy Tpusu-
jasHO MCIyheH 300r AuMeH3Hje, a 300r KOHTPAKTHOMTHOCTH HHTEPBAJIA HCIYHEH je
u 1oBosbad ycaos (13), wro je cariacho ca onume wro Beh 3uamo, ja jequaduna (1)
uMa, peremne 10 Ha 3arBopeny 0—dhopmy, Tj. 10 HA JIOKAJTHO KOHCTAHTHY (DyHKITH]Y .

Axo je k = 2, BekTopcku o6yukK jennauune (11) y eykauackom npocropy R™ je
jeHavYMHA 110 HEIIO3HATOM BEKTOPCKOM 1osby G

VxG=F, (14)
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a HeorxonHu yciaos (12)
V-F=0.

3a nokase HaseJeHnx TBphema u Buile Jerasba O mBuMa ymnyhyjemo umraona
Ha [1].

3anarak 3. Hahu npumep mpocro nmoBe3are 001acTé ¥ BEKTOPCKOT mojba F y
B0j 3a Koje jennauuna (14) nema perema. v

4.2. TapbyoB usBoa. Heka cy M u N rjiarke MHOTOCTPYKOCTH U
®: M —-N (15)

TJIATKO TpecanKaBame. Hberos n3Boxn y Taukn p € M je mpecimKaBarme TAHTEHTHUX
IIPOCTOpa
@l(p) : TPM — T@(p)N. (16)

3a m3Box mpecankapama P y taukm p, ocum P’ (p), xKopucrnmo u oznake DP(p),
P,(p) u, y ciyaajy N =R, d®(p).

Ako ynopenumo OBO ca cUTyalnjoM Kojy CMO MMaJju Kana je M 6uo wHTepBa,
a N Bamaxos mpocrop?, npumehyjemo ase crapu:

(1) Uspas ,+C 7 y dbopmynu (9) vema cmucna va N
(2) ®(p) y komomeny y (16) je cacraBHHU €0 OMMCA W3BOJA.

Y oba caydgaja, curyanuja ca Banaxosum mpocropom je buiia jemnocraBamja 300r
Tora mro Banaxos mpocTop, ocuM audepenIujasHo TOmoomKe (Tj. TIaTKe) CTPYK-
Type uMa u aarebapcky (Tj. CTPYKTypy BEKTODPCKOr mpocropa). Ta asrebapcka
cTpykTypa omoryhiaBa momaBarme KOHCTAHTE, ajii U WACHTU(DUKAIN]Y TAHTEHTHUX
MPOCTOpA y Pa3HUM TadKaMa MOMONy TPaHCJAIHje, TAKO 3 Y AeMDUHUIU]A KOIOM-
€Ha M3BO/IA IIPECJNKABAKHA HEMA ToTpebe HAIVIAMIABATH BPEIHOCT CAMOT IIPECInKa-
Bama. Y ciydajy upeciaukasamwa (15) u3Boy je upeciuxaBarbe

& :TM — TN,

rae cy
TM = U T, M, TN := U T,N
reM yeN

mamzenmma pacaojerva Mmuoroctpykoctu M u N.

3amarak 4. JlokasaTn Ja je TaHreHTHO paciojeme TS! xpyra St mpusujaao,
Tj. ma je omo obmuan Jdekapros mpomssog TS! = S! x R. Onmruje, noxkasaTtn ga je
TAHTEHTHO paciojeme n—aumensuoHor Topyca T = S! x - .- x S! rpusmjano, a 1a
TAHI'€HTHO paciiojeme Mebujycose Tpake Huje. v

Jlakye, y ciy4ajy mpecinKaBarmba MHOTOCTPYKOCTH, IIPOOIEM HAMAYKEHA TIPUM-
UTUBHOI IPECJIUKABabha HE MOXKEMO JIa [IOCTABUMO Y MCTOM BUJLYy KAO y CJy4ajy
MpPeCINKaBamka WHTEPBAJIa y BanaxoB mpocTop.

[Ipernocrasuhemo, 3aT0, 13 MHOTOCTPYKOCT KOja je KOJOMEH MMa U aJIredapcKy
cTpykTypy. llpenusnuje, mocMaTpajMo MpecinKaBambe

d: M — G,

2y Tom cIyd4ajy Cy IpeciuKaBame f U I|beroBo IPUMHTHBHO Impeciukasame O Ounu objexmu
ucmoe muna — npeciankaBamwa I — B
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rae je M riarka mmorocrpykoct, a G Jlujesa rpyna,® Taurentuu mpocrop y je-
muanmua e € G
g:=T1.G
unasupa ce Jlujesom anzebpom Jlujese rpymne G.
Axko je
L,:G— G, Ly(z)=9g-z
JieBa, TPAHCIAIN]ja, IeH U3BO/ y jeaununu € € G je mpecInKaBame
DLy(e): T.G =9 — T,G. (17)
Bamarak 5. Jloxkasarn ga je (DLg)~' = DL,-1. v

3anarak 6. Heka cy X., Y. enementu Jlujese anrebpe g = T.G, veka cy X, Y
BEKTOpCKa 1oJba Ha (G medurucana, moMohy JjieBe TpaHCIamnuje, ca

Xg:=DLg(e)(Xe),  Yy:=DLg(e)(Ye)
u Heka je [X,Y] := XY — Y X wuxos komyrarop. lokazaru aa je ca
gxg—g, (X, Ye) = [X,Y]e

1106po sedpunucano GuinHeapHo MHOXKee (0BO MHOXKee ce HasuBa Jlujesum mHo-
orcervem, unn Jlujesum 3azpadama) Koje je aHTUKOMYTATUBHO, Tj. 330BOHABA

X, Y], = —[¥, X].
(n, cnermjasnuo, [ X, X| = 0). v
IpecnukaBame (17) omoryhasa mpueujasusayujy manzeHmmoz pacaojera
TG =G x g, Xg—=(9,DLy-1(9)Xy).

IIpumep 2. Cdepa S? moxe ma ce cxparu Kao JlmjeBa Tpyma jeauHHTHEX
KBATEPHWOHA, Y OTHOCY HAa MHOXKeme KBarepHuoHa. Omarie cieam ma je mHeHo
TaHreHTHO pacojeme TS? Tpusujasno. f

Samarak 7. Jlokazatu g2 je tanrentao paciojeme T'ST Tpusmjammo.? v

3amarak 8. JokasaTh Ja je mpojektusrE mpocTop RP? nudpeomopdan rpymm
SO(3) u 3aKkJbyuuTH Ja je HEeroBO TAHIEHTHO PacJiojerbe TpuBujaano. la ju mpo-
jexrusua pasan RP? uMa TPUBHjaIHO TAHIEHTHO paciojeme? v

Tpusnjanuzanuja tanrenTHor paciojema TG Jlujese rpyne G moxke Ja ce
cxBatu u Kao gudepenmujaana 1—-dopma ca BPeIHOCTHMA Y §; H3ABAjaMo je y
crnenehoj medvaunmju.

Hepunumuja 5. Mope—Kapmanosa gopma na Jlujeroj rpynu G je andepen-
nujangua 1-dopma wa ca Bpegnoctuma y Jlujepoj anrebpu g nedbunmncana ca

wa(Xg) == DLy-1(g)(Xy)
3a X4 € TyG. O

3Tj. rpyna (G, -) KOja ©IMa U CTPYKTYPY [VIATKE MHOTOCTPYKOCTH, U TO TAKBY [a Cy IPYyIOBHE
onepanuje, MHOXKeme G x G — G, (g1,92) + g1 - g2 u museps G — G, g ~— g~ !, rmarka
[IPECJINKABAHA.

Tosrar u HETDHBHJAJIAH DE3yJITaT je na Cy jeauHe napasesusabuane cdepe (Tj. jenume

cepe Koje MMajy TPUBHjaIHO TaHTeHTHO paciojeme) S', S% u S7.
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Y3 nomoh oBe TpuBHjasm3anmje, U3BOM
O, :TM—-TG=Gxg

MOXKEMO J1a KOMIIOHYjeMO ca w¢ : 1T'G — g 1 J1a Ta CXBATUMO KAaO0 IIPECINKABAhE y
BEKTOPCKHU IPOCTOP @, O demy rosopu cieneha medununmja.

Hepunumnuja 6. /Japbyos useod npecinkapama ® : M — G je audepennn-
janua 1-dopma P*we (oaHOCHO Wi © ) ca BpeaHOCTHMA Y g. O

Cazma MOXkeMO Ja 1amMo U AepUuHUIN]y TPUMATHBHOT TpecInKaBama 1-dopme
ca BPEIHOCTHMA y ¢ KAO IMPeC/IKaBama duju je ta ¢hopma JlapOyos m3BOI.

Iepunuruja 7. Heka je G Jlujera rpyma, g mena JInjera anrebpa u Heka je
w mudepenmrjanna 1-dopma Ha rIaTKOj MHOrOCTpyKocTu M ca BPEIHOCTUMA Y (.
IIpecaukaBame
d:M—G

je npumumuero npecaurasarve popme w ako je w = P*wg. O

Creneha Teopema 0 je IMHCTBEHOCTH TPUMUTHBHOT MTPECTUKABATHA j€ YOIIIITEHE
Teopeme 3 Ha cTp. 6.

Teopema 7. Hexa je G Jlujesa zpyna, g wena Jlujesa anzebpa, M nosesara
2A0MKG MHOZOCMPYKOCT U W dudepenyujanna 1-gpopma na M ca epednocmuma y
g axo cy

D1,P: M -G
NPUMUMUBHA NPECAUKABAHA Popme w, onda nocmoju koucmauma C' € G makea
da je
Dy(x) =C - Py(x)
3a cee x € M.
IIurame ersucrenIyje MPUMATHBHOT IIPECTUKABAHA j€ CIOKEHHje Hero y Ciy-

qajy Bamaxosor mpocropa. Mope-Kapranosa dpopma wg 3amoBosbaBa Mope—Kap-
MAHOBY CMPYKMYPAAHY JeOHANUHY

dwe(X,Y) + [wa(X), wa(Y)] = 0,
MTO ce 3ammcyje u y obanKy °
dwg + %[w@wg] =0.
Oparne cienu na je
4w + %[@*wg, B*we] = & (dwe + %[wc,wg]) ~0.

Jakme, neonrodan yca06 3a €r3UCTEHIIN]y TPUMATHBHOT IPECTUKABAA Tu(EpeH-
nujarae 1-dopme w je ga ora 3amobosbaBa Mope—KapTanoBy jemnadumy

1
dw + i[w,w] =0.

5Komncramra % KOja Ce I0jaB/byje y APYrOM 3amucCy, a U30CTaje y IIPBOM, HUje IITaMIapPCKa
rpemka. Y npsom m3pady, (w(X),w(Y)] je JlujeBo MHOXKeme enemenara Jlujese amreGpe g. Y
JPYroM m3pasy, (w,w] je ned>WHHUCAHO HA CIOXKEHH)H HAYHH, KOMOWHOBAILEM JBE Ollepanuje —
JInjeBor MHOXKE®BA y ¢ U CHIOJbAIIBEr MHOXKeba A gudepernujanmanx Gopvu. CrnenujanHo, [w,w]

HUje HYAQ.
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WcnocraBmpa ce ma je 0Baj yC/IOB, ajldl CaMO A0KGAHO, W JTOBOJbAH. 3a TJI00AIHU
pe3yaTaT IOCTOje OICTPYKIHMje Be3aHe 3a MpobiieMe MoHoOpomuje, IITO 3aIupe
ay0sbe y TeopHrjy KOHEKCHja U KPUBUHA HA IJIABHUM PACJI0jebUMa U HUje HA IJIaBHO]
JINMHUjW OBOT' TeKCTa. UWTaoIa 3aMHTEPECOBAHOT 34 /Tajbe N3yIaBaMhe OBUX MNTAmA
yryhyjemo na [10] wam [11].



TJIABA 2
Peniemwe nudepennujasine jeJHaYnNHe

1. BekTopcKa moJjba M MHTErpajiHe KPpUBE

Heka je M rmatka MHOTOCTPYKOCT. ¥ OIIINTEM CIy4ajy, akKO Apyraduje He
HAIIOMEHEMO, He 3aXTeBaMO Ja OHA Oy/e KOHAYHE IMMEH3Wje W JOIYIITAMO 12
By/e, yMeCTO Ha eyKJIHICKOM, MOJIe/IOBaHa Ha IIPOU3BO/bHOM Banaxosom mpocropy.t
IIpecoukaBame

F:M—TM= ] T,M
peEM

Koje 3amoBosbasa F(p) € T, M nasuBamo sexmopcrum nosvem wa M uin ceverbem?

TAHTEHTHOT pacjojema. JlyanHo, ceuerba KOTAHTEHTHOT PACI0jerha,
. * *
n:M—T"M, n(p) € T,M

HA3WBAMO K0BEKMOPCKUM NOAdUMG. [IpUMETHMO /1a rTaTka KOBEKTOPCKA MOJba HUCY
HUIITA IPYTO HEero dugpepenyujanne 1-popme Koje cmo Beh cycpenu y Imasu 1.
Axko je F Bekropcko mosbe Ha M u

f:M—N
audeomopduzam, ouaa je fiF' BeKTOpcKo mosbe Ha N.

3anarak 9. IIpenusno dopmynucarn u goKa3aru mocaeame Tepheme. loka-
3aTH 3aTUM 13, 33 TPOU3BOJ/EHO TJIATKO MPECINKABAHE

f:M—N

(ne obaBesno qudeomopdusam), u BeKTOpcko nosbe F wa M, f,.F y onirem ciaydajy
HHUje BEKTOPCKO nosbe Ha N, anu u na f*n jecre nudepennujanna dpopma na M 3a
cBaky mudepennujanay dbopMy 1 Ha N (cnenujanano, 3a CBAKO KOBEKTOPCKO MOJbE
n: N — T*N, f*n je KOBeKTOPCKO nojbe Ha M). v

Heka je I C R unrepsan u vy : I — M rinarka kpusa. Bekrop

dry

E(to) € TyoyM

HA3UBAMO 6€KmMopom Op3ume KpUBe Y y Taduku to; o3HadaBamo ra u ca y(tp). Ako je
4(to) # 0, cBaKM TAHI€HTHU BEKTOD HA KPUBY Y y Tauku Y(to) je 1polopuuoHaian

OBOM BEKTODY Op3uWHE.

1[prmM peunMa, M je mokasHO XoMeoMopdHa BaHaX0BOM IPOCTOPY, & CMeHe KOODAUHAT-
HEX KapaTa Cy TJIATKA MPECANKaBarma BaHaxoBOT TPOCTOPA.

2y ommrem cay4ajy, cewerve je mpeciaukaBame s 1 T — F ckyna Ty yuujy pamuimje CKymoBa
E = Uyer B+ napamerpusoBane TaukaMa ckyna T', Koje 3a/0BosbaBa s(t) € Ey 3a ce t € T

15
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Bamarak 10. Heka je g : R® — R dynkmuja kmace C* u nexa je
M = {z e R" | g(z) = 0}.

ITpernocrarumo na je Vg(z) # 0 3a cee € M. okazaru 1a je M riarka xumep-
HOBpII, Tj. JaTKa moamuorocrpykocr y R"™ numensuje n — 1. (YmyrcrBo: mpu-
MeHuTH Teopemy O panry.) lokazaru 3aTum ga je rpajujeHT V¢ OPTOrOHAJIAH HA
cBaky kpusy 7 : I — M. U3sectu onarie moka3 JlarpankeBor MeToja HAIAKEHA
YCJIOBHUX eKCTpeMyMa. YONIITHTH OBO Ha CIydaj BUIE yCJIOBA, Tj. HA MPECINKa-
Bama g : R" — RF. v
Heka je ' : M — TM Bekropcko mosbe Ha M. InmaBuum mpobsiem Teopuje
nudepeHnjaHuX jeJHaYnHA je Hajaxkeme damvuinje Kpusux v : I — M koje y
cBakoj tauku ¢ € I umajy sBekrop 6p3une F(vy(t)). IIlpeuusnuje, Taga rosopumo o
aymonomuum mudepeHnujaTaM jearadnrama. OmmrTrje, 337aT0 BEKTOPCKO MOhe
MOKe Jla 3aBUCH W O t € I m Taja je ped 0 HeaymoromHuMm jemHaunaaMa. Hexasr
[IPOMEHJBUBY t € I HA3UBAMO BPEMEHCKOM NPOMEHDHUBOM UITH GPEMEHOM.

Hedbmaumuja 8. Heka je mara davmamja
F:IxM-—>TM

BEKTOPCKUX ToJsba Ha M, mapamerpu3oBaHa Tadkama uHTepBasa I C R. Kpusa
v: 1 — M je pewere dudpepenyujarne jednarwune

dy

— = F(t,y(¢ 18

L= Pt (1) (15)
ako je F(t,~(t)) mwen Bekrop 6Gp3uHe y cBakoj Tauku t € I. Axo je pg € M, pererme
KOje 33/10BOJhaBa

Y(to) = po (19)
HA3MBAMO DEIEmheM ca nowemuum ycaosom (19). O

Jennauyuny (18) wecro 3amucyjemMo Ha Apyre HAYMHE, O KOJUX HEKH I0jeHOC-
TaBJbYjy 3alKC KaJ HEMA OLACHOCTHU Of 3a0yHe, HIID.

;V(t):F(t”y)v ’-}/:FO’% ’Y:F

u camaao. Ako je M MHOrOCTpYKOCT KOHAYHE JUMEH3Uje N, ¥ JOKATHHUM KOOP/IU-

Harama (z1,...,Z,), OBa jeJlHAYMHA MOXKE /14 Ce HAluULIe y OOJIUKY

dz; )

d—tJ:Fj(t,xl,...,mn), 1<j<n, (20)
rae je F = (Fy,...,F,) nokaman 3ammnc BekTopckor mnosba F. O jenmaunun (20)

HEKaJ] TOBOPUMO 1 Kao O cucmemy n dupepenyujasnur jednawura. VI3pa3 Ha J1eBoj
CTPaHU MOXKeMO J[a CXBATHUMO W Kao KOMWYHHK audepentujana dr; u dt, Tj. Kao
JIOKAJTHU 3aInc KOMnIHuKa aBe 1—-dopme Ha MmHOrocrpykoctu I X M, ma jemnad-
uny (20) MOKEMO J1a 3ALUIIEMO U KAO

dxj:Fj(t,xh...,xn)dt, 1§]§n

U CXBAaTHMO je Ka0 TpaxKeme KpWBUX HA MHOrocrpykocru I X M na kojuma ce
anynupajy 1-dopme dr; — Fj(t,z1,...,2,)dt. Pewewa jeapauune (20) cy onua
cimKe TUX KpuBux Ha M mpm npojeknuju 7o @ I X M — M Ha npyry KOMIOHEHTY.
Kpuse y I X M o KojuMa OBJie TOBOPUMO HA3WBAjy CE UHMEZPANHUM KPUBAMA, A
wuxoBe npojexuuje Ha M dgaznum xpusama. Apyrum peduma, UHTErPATHE KPUBE
cy rpadury Gpa3sHuxX KPUBUX.
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3anmarak 11. (Jegnaumna koja pasasaja npomenspuBe) Heka cy f u g
nenpekuaue dbyukuuje u f(zo) u g(to) pasaudauTu ox HyJIe.
(a) Jdokazaru na cy uHTErpajHe KPUBE jeHAUUHE
dr  f(x)
—_— =" z(tg) =x 21
dt g(t) ) ( 0) 0 ( )
das3He KpuBe CUCTEMa,
= f(z), z(0) ==z
to.
Yuyrcrso: Bugern [3]
(6) Hdokazaru ma perieme jequnadune (21) moxke na ce n106Uje MHTErPALMjOM

Tdy / tds
v W) Jip 9(s)
Yuyrcrso: moka3aru ja cy speanoctu audepennujaaaunx 1-dopmu
dx dt
el u haadl
f(x) g(t)
jellHaKe HA TAHPEHTHUM BEKTOPHMMAa MHTErpajIHe Kpuse jeanaqune (21), na cy u mu-
XOBM KPUBOJIMHUJCKY MHTErPAJIM JIy2K MHTErpajiHe KpuBe Koja crnaja radke (to,Zo)

u (t,z) jennaku. Iim, va apyru Hadun: pewmrtu jeguaduse (22) csofjemem Ha
OCHOBHY TEOpEMy WHTETPAJHOT PAUYHA. v

Hanowmena 6. Ilpumerumo ga ce dudeperyujanme jednavune suuiez peda ob-
JIIKa

d™y e

dtin:F(tayay/a"'ay( 1)) (23)
CMEHOM

zy=yU7Y,  1<j<n,

cBoze Ha (20), a U BHUX MOKEMO J[a TPETHPAMO y OKBUDY jeJIMHCTBEHE TeOpHje
HAJIAXKEha KPUBUX Ca 33JIATHM BEKTOPOM Op3uHE.

Ako je y ¢dyHkuuja ca BpeaHOCTMMa y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY B, Tj. ako
je (23) cucrem jenmaumba, werose (pasHe KpuBe Cy Mpojekimje (hasHUX KPUBUX
(21(t),...,x,(t)) cucrema (20) y B™ na B. Uurerpaste Kpuse cy rpaburm dhasanx
KPHUBUX U Jexke y mpoctopy I X B. o

Ako je M upousBo/bna Banaxosa MHOrocrpykocr mojenupata Ha Banaxosom
npocTopy B, mokaiHu 3anuc audepeHiinjaaHe jeJHaunHe je

dx

o = Flt.a(t),

rae je F': I x B — B 3agaro npeciukaBame. Kajga HaC 3aHEMajy caMO JIOKAJIHA,
cBOjcTBa mupepeHIMjaTHuX jeTHaYHa, u3ydaBalieMo ux ympaBo y TOM OOJIHKY.
Taxko 3amucane jemHaYNHE BPJIO jeTHOCTABHOT ODJIMKA,

dx
= Pt
dt ()7

rjie JIeCHA CTPaHa HUje 3aBUCHJIA Ol TadKe T MHOrOCTpyKocTH Beh camo o Bpe-
Mencke mpomensbuBe ¢ € I, cmo Beh Bumesn y Imasu 1. Tamo cmo 3akspydwmnm ma
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TaKBe jeqHaunHe, ako je I’ Hempekwana yHKIWja, ©Majy peIleme Koje je jeauH-
CTBEHO JI0 Ha KOHCTAHTY, Tj. Ja je

x(t):xo—l—/tF(s)ds

to
jeTMHCTBEHO pellieme Koje 3a/]0BoJbaBa MOYEeTHH YCIOB Z(tg) = Xg. Y oOmmrem
CIydajy, CTBapU MOTY 1a Oy/y CIOXKeHHje, Kao ImTo mokasyjy ciaemeha npa mujame-
TPAJIHO CYyNPOTHA MPUMEPA.

IIpumep 3. Jennaunna
dx
dt
uMa GECKOHAYHO MHOIO pelllela Koja 3a/10BosbaBajy moderau ycios x(0) = 0. 3a-
HCTA, jeJHO TaKBO pelleme je koHcranTHa pyHkuuja £ = 0. Ocum me, pelerma cy

cBe dyHKIHje
0 0, t <\,
€T =
A t—N3 t>A

3a npou3BosbHO A > (. IIpumernmo ma cy cBa oBa perrema riaTka. f

= 32%/3

IIpumep 4. Heka je

1
F:R—-R, F(ac):{’ xig
z > 0.

Taga mudepennujanua jefHATAHA,

dx

HeMa permerma ca noueranm ycaosom z(0) = 0. Bancra, mpuvernom TapGyose Teo-
peme (crp. 7) u3 2’ (0) = —1 3aKksbydyjeMO a & CTPOTO OMaJa HA HEKOM WHTEPBAILY
[0,a], ma je Ty z(t) < (0) = 0, mTo je y cynporHoctu ca z'(t) > 03a z(t) < 0. 4§

2. T'pouBajioBa HejeTHAKOCT

Teopema 8. Hexa je u : [0,a] — [0, +00[ Henezamusna nenpexudua Pyrkyuja
u nexa cy C >0, K > 0 nenezamuene xoncmanme, maxse da je 3a cee t € [0, a]

u(t) < C+ /t Ku(s)ds.
0

Tada je
u(t) < Cekt
3a ceet € [0,al.

A IIpernocrasumo mpso ga je C > 0. Heka je
t
Ut) = C’+/ Ku(s)ds.
0

JudepentupameM 100mjamMo

ITo ycmoBy Teopeme je u(t) < U(t
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OZIHOCHO

d

—logU(t) < K

g losU() <

Nurerpauujom og 0 mo ¢, y3 nomoh ycaosa U(0) = C' nobujamo
logU(t) <logC + Kt, ommoco U(t) < CeXl.

Tomrro je u(t) < U(t), Tume je Teopema mokasana 3a ciayuaj C > 0. Axko je C' =0,
n3abepumo un3 0 < C,, — C. W3 mokasamor mena TBphema ciaean

u(t) < Cpe™t,
OJTaKJIe, MTPEJIACKOM Ha, JINMEC Ka n — 0o mobujamo tBpheme 3a C' = 0. \V4
3anarak 12. /lokazaru ma, ako Cy mOJ ocTajuM mpermnocraBkama Teopeme 8,
C,K:[0,a] = R

HEeHEraTHuBHe HempeKuaHe pyHKIMje TAaKBe 113 je

4 /0 " K(s)uls) ds
T /0 'O K (s)exp ( / K dr> ds

3a cBe t € [0,a]. YoyTcrBo: Heka je

/ K(s u 2(t) = y(t)exp (- /0 t K(s) ds>.

Hoxkazaru na je y'(t) — K(t)y(t) < C(t)K(t) u ogarie usBecru

J() < COK (t)exp (— /0 "K(s) ds) .

Nurerpanmuta nocnenmwy HejeqrakocT Ha uHTepBaty [0,t] m mckopucTuTH HEjen-

nakocr u(t) < C(t) + y(t). v

OHJIA BasKW

Iedmuumnuja 9. Heka je I narepran y R n V orBopen noackyn Banaxoror
npoctopa B. IlpecnukaBame
u:J =V

nedbwurucano Ha nmoaunaTepBasy J C I anpoxcumupa pewere dudepenyujante jeo-

HavuHe
dx

= =F(t.o) (24)

ca ampokcumarmjom € > 0 ako je
Ju'(t) — F(t,u(t)|| < e

dacet € l. O

Motusarnuja 3a nperxonny aedununiujy moxe ga ce sumu y ciaenehem. Iper-
HOCTaBUMO 3 CMO 3aMHTEPECOBAaHW 3a pelleme jenHauuue (24). Ako je mecHa
cTpaHa KOMILTUKOBaHA, HEKA/l MOYXKEMO JIa je 3aMEeHUMO jeJJHOCTaBHUjOM F., TAKBOM
1a je ||[F — Felloo < € (rze je || - ||oo yHHbOpMHA HOpMA) B Hal)eMO pelieme u jea-
HOCTABHUJE jeJIHAYnHE

du
E = Fs(tﬂ u) (25)
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ca UCTUM modeTHHM yciaoBoM. Tama je
[ () = F(&, @) < llu'(t) = Fe(t, u®)| + |F = Felloo <,

jep je v/ (t)— F(t,u(t)) = 0. Oparne caequ na u ATPOKCHMEUPA Penierbe qudepenty-
janue jennagunne (24) ca anpokcuMmarmjoM €. IIpUPOIHO MUTABE je: KAKO AllPOKCH-
Malmja pelema anpokcuMupa crBapuo pemee? Cremeha Tteopema je HEmTo or-
IITHja O OATOBOPpa HA TO muTame. ¥y woj cy I, V, B kao y Hedunnnmju 9.

Teopema 9. Hexa je F : I x V. = B dynxyuja xsace C' maxea da je
|D2F(t,z)|| < K 3a nexo K > 0 u neka cy

Ul,'LLQZJ—>V

anporcumayuje pewersa jednavune (24) ca anpoxcumeyujama €1 u o pedom. Hexa
je to yenmap unmepsasa J. Tada je
eKlt—t()l _ 1

lua (8) — w2 (DI] < [lur (fo) — wa(to)l| 17" + (e +£2) ——

3a ceet € J.

(26)

A Moxkemo, He yMambyjyhu ommroct, ma mpernocraBumo ga je to = 0 (cmena s =
t — to CBOIM ONIITH Cy4aj Ha Taj). U3

lui(s) — F(s,ui(s))|| <ei, 3a se€J, ie{l,2}
ciaeau 1a je, 3a 0 < s <'t,

w;(t) — u;(0) — /0 F(s,u;(s))ds

< g;t.

Opmarne mobujamo

[ur(t) = ua (D) < [lua(0) — uz(0)]| + /O(F(S,M(S))—F(SM(S))dS +(e1 +e2)t.

ITpumeHoM Teopeme O Cpelihoj BpemHOCTH Ha HejenHakoctn ||DoF(t, )| < K Ha
cpeamu cabupak Ha JIECHOj CTpaHu J00MjamMo

[[ur () — uz(B)[| < Jlua(0) — u2(0)] + /O Kl[ur(s) — ua(s)| ds + (e1 + €2)t.

Joka3 Teopeme caza cieaum u3 ommrer obsuka ['ponBanose Hejemnaxoctu (3a-
Jarak 12). \V/

Ilocnemuna 3. Hexa je, y3 npemnocmasxe o F' uz Teopeme 9, x : J — V
pewerve dudepenyujanne jednawune (24) u mexa je u : J — V anpoxcumayuja
1beH02 peuterva ca anporcumayujom €. Tada je
eKlt—tol _ 1

K

IMocnemuua 4. Axo cy, y3 npemnocmaske o F' us Teopeme 9, v : J =V u
x1 : JJ1 = V pewera dupepenyujanne jednavune (24), onda je

lz(t) — z1(8)|| < ||z(to) — 21 (to)|| X1t

3amarak 13. Jlokazarn ga Teopema 9 Baxkum n y caydajy K = 0, ¢ TuM 11ITO
Ta/ia BaXKM

H:L‘(t) - u(t)” < ||33(t0) - u(to)” eKlt—tol te

lur (t) — uz (@) < [Ju1(to) — uz(to)l| + (61 + 2)[t — ol

ymecro Hejepnakoctu (26), u cauuno 3a [Tocnenuny 3. v



3. INKAPOBA TEOPEMA 21

3. IlukapoBa Teopema

IIpumepu 3 u 4 Ham MOKAa3yjy /14 HU €r3UCTEHIN]A HU jeIMHCTBEHOCT PEIerha
nudepeHnujaIHuX jeHaInHA HEje yBeK 00e30eheHa, Kao mITo je Ouo caydaj ca jes-
HOCTABHUM HEAyTOHOMHUM jemHaumnama pasdmarpanum y Liasu 1. Cioemeha Teo-
pema HaM Jiaje J0BOJbHE yCJIOBe 3a er3UCTEHIIN]Y U jeIMHCTBEeHOCT perrersa. bymnyhu
Jla ce pajau O JOKAJIHOM TBphemy, dopmynucahemo ra y Banaxosom mpocTopy.

Teopema 10. (IImkapoBa Teopema) Hexa je B Banazos npocmop, V C B
te206 omeopen nodckyn, I C R omeopen unmepean u

F:IxV —>B

npecauxasare waace C1. Tada sa ceaxu nap (to,zo) € I X V dudepenyujarna
jednanuna

dx

P F(t,x), z(to) = o (27)
uma jeduncmeeno pewere x : J — V dedpunucano na nexom nodunmepsany J C I
ca yenmpom y tg. 0o pewere je jeduncmeeno y cmucay da, axo je x1 : J; — V
pewerve jednawune (27) dedpurucarno na nexom unmepsanry Ji C I ca yenmpom y
to, onda je x = x1 Ha J N Jy.

A W3 reopuje upumuruBHux GyHKnmja ussoxene y [nasu 1 ciaegu na je jea-
HaunHa (27) eKBUBAJICHTHA jeIHAYUHY

z(t) = xo —|—/t F(s,x(s)) ds.

WNneja mokasza cacroju ce y HaJaxKemwy (PUKCHE TAYKe MPECTMKABAHA

t
vyt a0+ [ Flsyls)ds (28)
to
Ha J106pO 0abpaHOM MPOCTOPY IpeC/auKaBama t — y(t).
Heka je Jy xommakTan maTepBan y R ca menTpom ty u Heka je By orBopeHa
jonra y B ca MEHTPOM Xg, TAKBU Ja CY

Li=sup{| DoF (t,2)|| | (t,2) € JoxBo} M i=sup{|[F(t,)|| | (t.x) € Jox Bo}

konaunu. 3zabepumo p > 0 3a Koje je OTBOpeHU MHTEPBAT |tg — p, to + p[ canpkan
y Jo m orBopena jomnra Blxg; p[ canpxana y By. IMocmarpajmo Banaxos mpocrop
C([to — p, to + p|, B) HENpEeKNIHUX TpECINKaBamwa y : [to — p,to + p] — B ca yHu-
bopuuom HOpMOM [[Yl[oo = SUPsc(y—p.1040] [|U(P)]|- Hexa je K sarsopena sonra y
C(J,, B), moxynpednka § ca IEHTPOM y KOHCTAHTHOM HPECIHKABaIby ¢ — Z(, TIe
je 0 u3abpaHo JOBOJHPHO MAJIO JIa 3a CBa HpecjukaBama y € Ky umajy cauky y V
(rako ma je 3a wux medunncano F(s,y(s))).
IMocmarpajmo npeciukasame ¢ nedunucano ca (28) ua jgontu Kg. Iomro je

/ F(sy(s)) ds

to

[4(y) — ol =’ s/t | F(s,y(s))||ds < Mp

cieny Ja ako m3abepeMo p JOBOJBHO MaJsio jna Baxku Mp < 4, mpecinkaBame 1
cmuka K y cebe. U3 Teopeme o cpeamoj BPEIHOCTH CIIEIH 114 je, 3a y1, Y2 € K
t

[¥(y1) = ¥ (g2)ll < tl 1E(s,y1(5)) = F(s,y2(s)) ds < pLlyr — w2l|,
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ma ako m3abepemMo p MOBOJHFHO MaJIo Ja Baxku pL < 1, mpeciaukaBame ¢ : K5 — K
je KoHTpakmmja, ma um3 banaxoBe TeopeMe O (PMKCHOj TAYKH CIEIA A& OHO HMA
jemuncreeny dukchy Tauky x € K. To npecnmkasame x : [tg — p,to + p] = V je
permeme mudepenimjamne jeqradanne (27). Axo je u a1 : [to — p1,to+p1] — V weHO
pemewse, u3 Iocaequie 4 cienn na je © = xq Ha [tg — p,to + p] N [to — p1,to + p1],
YuMe je JOKa3aHa W jeIUHCTBEHOCT. \V4

Hocnemuua 5. Heka je F : I x M — TM wenpexudna (not € 1) damuauja
anamrux (no x € M) eexmopekur nowa na 2aamxoj muozocmpyrocmu M. Tada,
bap rokaaro, nocmoje rene unmezpasre u gasne xKpuse. HMnmezpasne xpuse ce ne
cexy.

3amarak 14. /lokaszaru ga ¢a3He KpUBE ayTOHOMHOI' CHCTEMAa HE MOTY 1a Ce
cexy. Jla M WCTO BasKW M 32 HeayTOHOMHe cucTeMe’? v

3amarak 15. [la s uarerpanne kpuse y(t) cucreMa jeTHAYMHA BUIIET DEJA
pa3MaTpaHor y HAmoMeHu Ha cTp 17 mory ma ce cexy? Oarosop: ma. v

Hamomena 7. 3 nmokaza [lukapose Teopeme je jacHO 1a OHa, BayKW W TIOJ,
c1abujuM ycaoBUMa: JOBOJBHO je Ja je mpecaukasame F(t,x) HenmpekumHo no t u
JIummuoBo mo x, Tj. Ja MOCTOjU peasiHa KOHCTaHTa L TakBa /1a 3a cBe t € I u cBe
2,y € V sanc |[F(t,a) — F(t,y)]| < Ll — y].

ITomrro je TBpheme JTOKAJTHOT KapaKTepa, 0Baj YCIOB MOXKE JIa/be J1a, Ce OCJIa0un
3aXTEBOM J1a HEMPEKUIHO MpecanKaBame F Oyme u jokaaHo JIUmmmIoso, Tj. 1a 3a
cBaky Tauky u3d I xV mocroju mena okonuny J xU y K0joj je F' orpanndena u peajHa
koucranta L (koja moxe na 3asucu of J u U) raksa na je ||[F(t,x) — F(t,y)|| <
L||z — y|| 3a ce z,y € U.

AKko ce, ga/be, HEIPEKUIHOCT 110 ¢ 3aMeHH CAa0KjuM YCJA0BOM Ja je F' JIOKaJHO
OrPaHUYEHO U JIOKAJHO JIMIIIKUIIOBO 110 T ¥ /14 je 32 CBAKO HEIPEKU/IHO IIPEC/IUKa-
Bame u : I — V npecavkaBamwe t — F(t,u(t)) peryancano, IlnkapoBa Teopema
BasKH, C TOM Pa3JIMKOM IITO PelIeihe 330B0/baBa jeHaunny (27) Ha KOMILIEMEHTY
HajBuIe MpedPojuBor CKymna y J. o

3anarak 16. [la nmm jennagmna

dx
r— =1, z(—1) =0
o (=1)
uma (jeauncrseno) peuteme? Ynopeauru gobujenu pesynrar ca [Tukaposom Teope-
mom. Cxunmparu cmuxy. Yemy texu z'(t) xam t — —17 v

3anarak 17. a nu jennaguna

cclTatc =z, z(0) =0
nMa (jeZIMHCTBEHO) perere? v
Bamarak 18. Hekaje F' kmace C' u Hexa cy x1(t) u xo(t) pemema mudepen-
IjaJTHe jeTHATNHE
d—x = F(t to) =
dt (75(:)’ .%‘( 0)_$0a
nedbunucane Ha uarepsaiy J koju caapxku tadky to. U3 Ilukapose reopeme cienu
Ja je x1 = xo HA HEKOM WHTEPBAJIY KOju caap:ku to. [la jm Taj mHTEpBAT MOXKE /13
Oyme mamu of J7

3O,ZLI"OBOPI HE BaxKH.
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Oxrosop: He. YmyTcrBo: Heka je |a,b[C J MakCUMaJHU MHTEPBAJ HA KOME
je x1 = x9, upu uemy je b € J. Tazna je, 36or menpekumnoctu, x1(b) = x2(b).
IIpumenuru IlukapoBy reopemy ca nodernum ycaosom x(b) = z1(b) = x2(b) u
M3BECTH KOHTPAJMKIIN]Y Ca MPETITOCTABKOM O MaKCHMAJIHOCTH WHTEpBaaa |a,b[. v

IIpumep 5. Pazmorpumo ITukaposy Teopemy 3a ciyuaj B = R u F(x) = 22

Henocpenno ce mpoBepaBa J1a jeTHATHHA
i,
dt ’

uma pertemse z(t) = (1 —t)~1. Baucra, ounraenno je ma je nogernn ycios x(0) = 1

3a/0BOJbEH, & AU(EPEHITUPABEM T00HjaMO
dz

z(0)=1

— =1-t)"2=22%

prill )
Ilomrro je dbyrkmmja F kmace C, m3 [ImkapoBe TeopeMe CIEIN 113 je peremhe je -
crBeno. ITpumerumo na je ono gedbunucano va unrepsaiy J =]—oo, 1[ koju caapxu

HYJIy W Ja He MOXKe Ja ce IPOy’Ku Ha Behum mHTEpBaj, nako je F' medpunncano 3a
cBako ¢ (mrasurie, ne 3asucu of t). Omarie BUAAMO 14 je OrpaHUIChe HABEICHO
y TlukapoBoj Teopemu, ja pemieme moCToju Ha HekoM moaunaTepsany J C I (a e
HY?KHO Ha IIeJIOM UHTEpBaJLy I) HEOIXOIHO.
Onrmruje, moCMaTPajMo jeTHATUHY
T=5@,  alto) =,
rae je f: R — R nenpexkuana dbyukuuja. Ako je f(xg) > 0, dyukuuja f je, 360r
HETMPEKNIHOCTH, TO3NTHBHA HA HEKOM WHTEPBANY |21, To| KOju canpku xo. Ha Tom
MHTEPBAJLy MOXKEMO 00e CTpaHe jeJHa4YnHe Ja MOAeauMo ca f(x) W WHTerpaJmMo,

qnMe 100mjamo
t—tgt [ 2
=10 _—
2o f(2)
T dx

Mormrro je dyuknuja x — f% 7(z) MOHOTOHA, ' MOYe /3 Ce H3DA3N MPEKO t 1 Tako

nobujamo peremse x(t). OHo je medburncano 3a t €]a, [, rae je
a=to+ tm [ . goys tm [ 9T
z—z1+0 To f(.’L‘)7 z—w2—0 To f((E)

Opmarie BuamMo 12 je pereme aeduHucano 3a c¢ee t > ty ako je

2 dx
—— = 400,
v [(@)
OIHOCHO aKO OBaj WMHTerpaj ampeprupa. Camdno, pememe je neduHUCAHO 3a CBe

t < tgp aKO MHTErpaJl
o dy

w0 (@)

JIMBEPIUPA. f

3anmarak 19. ITukapoBa Teopema rapanryje €rsuCTEHIUjy W jeJIUHCTBEHOCT
pewiema gudepennujanie jequnadune u3 [Ipumepa 5 3a 6usio KOje 1O0Y€THE YCJIOBE.
Ha xom mHTepBamy je perieme Te jeqHatnHe AeUHICAHO aKO Ce TOYETHH YCJIOB
3aMeHHU Ca

(a) z(0) = —17

(6) z(1) =07 v
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3anarak 20. Heka je B Banmaxos mpoctop wax C, V' C B orBOpeH CKym,
D C C auck y xomiumekcuoj papau u F : D X V' — B x0710MOp(hHO IMPECTHKABAME.
Hokazaru na 3a ceaku nap (29,29) € D X V jennauyuna

dx

a :F(Z,x(z))v x(ZO) = X0
uMa jeqmHCTBEHO perese x : Dy — V nedunucano na sexkom maucky Dy C D xoju
caJpKA TaIKy 2g. v

Y namomenu Ha crp. 17 cMO Bujesn [1a jeHAYNHE BHUIIEr Pea PeIuBe [0 Ha-
jBULLEM U3BOJY MOXKEMO /14 HOCMATPAMO KA0 jegHadune (y BUILe [MMEH3Uja) IPBOr
pema. Pemema TakBux jenmnaunua he 3aBucuTn on Beher 6poja KOHCTaHTH, KOje
ce ompelyjy u3 nowemmnoe ycaosa. Jlakie, ako jeIHadunHA N—TOT PEIA 3a10BOJHABA
(mocsie cBohewa Ha n jenuauumna npsor pexaa) yciose Ilukapose Teopeme, ona je
onpebena, y ckiaay ca cMeHOM KOjy cmo Hasesn y Hamomenu na crp 17, KoHCTaH-
Tama

y(to),y (to) -, y" "V (to).
He Tpeba morperHo MUCAUTH Ja MPON3BOJLHUX N BpeIHOCTH onpehyje audepentn-
janny jenmaumuy n—ror pega. Ha npumep, epanuuny ycao6u (BpEIHOCTH HA IPAHU-
HaMma MHTEPBAJIA) YMECTO MOYETHUX HE JIajy YBEK Delliere, mTo nokasyje caexehin
3a/1aTaK.

3amarak 21. JlokazaTu 1a jeqHATHHA

d2
Ff =—z, 2(0)=0, a(r)=1

HEMa peLIekba. v

4. IleanoBa TeopeMa

Y Ilpumepy 3 wa cTp. 18 cMO Buaenn Ja peIleme jeTHaATHHE

d
= =3 2(0)=0

TTOCTOj!, aJIu HUje jeanHCcTBeHo. [IpmMeTnMo OBZE /1a je JecHa CTpaHa HEeMpeKuIHa,
aju He u 1J1aTKa, GyHKIIHja, TAKO 1A He 3310B0JbaBa ycioBe [lukapose Teopeme. Y
IIpumepy 4 cMmo 3aTUM BUIETN jeIHATUHY

dr |1, <0

@w_ 0)=0
i1 xso0 O

)
3a KOjy pelreme He ocToju. IIpnmernmMo na y IpyroM caydajy fecHa CTpaHa HUje HI
mempekuaHa. Vcmocraspa ce 1a je 0Bo manudecramja ommrer Tephema, mo3Haror
kao [leanoBa Teopema, Koje Baxku y BanaxoBum mpocTopuMa KOHAYHE JUMEH3H]E.

Teopema 11. (IleanoBa Teopema) Hexa je B Banazos npocmop konaume
dumensuge, V C B omeopen ckyn, I C R unmepsas u F : I X V — B nenpexudho
npecaukasarve. Tada jednavuma

(fl—f = F(t,z(t)), z(to) = zo

uma (He obaseano jeduncmeeno) pewere x : J — V defunucano na nexom nodum-
mepsary J C I xoju cadporcu mauxy tg.
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Jlokazahemo oBy Teopemy mpumenom I[llaymepose Teopeme 0 (buKCHO] TaduKwh.
IMoxncerumo ce dopmynanuje oe reopeme (3a jgokas sumeru [1]).

Teopema 12. (IIlayseposBa Teopema o dbukcuoj rauku) Heka je X Ba-
Hnaxos npocmop u K C X nenpasan, xomnaxman u xoneexcan nodckyn. Ceaxo
nenpexudno npecauxasare T : K — K uma durcrhy mauxy.

IIpehumo caga na mokas IleanoBe Teopeme.

A M3zabepumo a > 0 Tako jga je
Q={{t,x)| |t—to| <a, dlz,xp) <alCIxV
u Heka je M = maxq |F|, c=a/M u J = [ty — ¢, to + c¢|. Ha Banaxosom mpocropy

X HempekuHUX npeciaukaBama & : J — B ca yaudopmaOM HOPMOM j1ebUHUIIIIMO
[IPECJIUKABAHE

T:X — X, Tx(t) ==z + /t F(s,z(s))ds.

to

Heka je K C X noackyn meduHmrCaH ca
K:={zx e X [|z(t) -zl <a, [Ja(tr) — x(t2)[| < Mty —t2]}.

JenmocTaBHa moceNIA HEjeTHAKOCTH Tpoyraa je ma je K komBekcan ckym. U3
Apuena—Ackonujese Teopeme (Bugeru [1]) caenu ga je K komnakran. Ocraje joun
n ma gokaxkemo ga T cimka Ky K, mrro Ham omoryhaBa ma 3aBpmImMO J0Ka3
upumenom Ilaynepose reopeme.

Heka je € K. Tana je ||z(t) — zo|| < a, ma jen

t
I Tz(t) — o] < / |F(s,z(s))|ds < M|t —to] < Mc = a.
to
Coaumuno, u3 ||z(t1) — z(t2)|| < M|t1 — t2| cnenn

| Ta(tr) - Ta(ta)]| < / | F(s,2(s)| ds < Mt — ta),

t1
Opnarne cnenn T(K) C K, aumMe je 10Ka3 3aBpIIEH. \V4

3amarak 22. [ne ce y mokasy xkopuctu dim B < +00? v

IIpumep 6. 3a pasmuky ox IlukapoBe Teopeme, KOja BaxKu y TTPOU3BOJHHOM
Banaxosom mpoctopy, IlearmoBa Teopema He BaxKu y MPOCTOPUMa OECKOHAYHE TH-
mvensuje. Cnenehu npumep, koju je Koncrpyucao lujenone, ro nokasyje. Heka je
B npocrop peajHUX HA30BA KOJU KOHBEPIHUPAjy HYJIH, C4 PABHOMEPHOM HOPMOM

[{zn}| := sup |n].
neN

Ogaj npocrop je Banaxos, jep je 3arBopen y BanaxoBom npocropy ¢Bux orpanude-
HUX peaTHUX HU30BA ca paBHOMepHOM HOpMoM. IlocmaTpajMo mpecankaBarmbe

1
F:B— B, F{{z,}) :—{ |xn|+1} .
n+ neN
U3 pasromepue nenpexugnoctu peanue dbyHkuuje  — +/|x| ciaenu ga je npeciauka-
Bame F' mempekunno Ha B. Mehyrtum, mudepenmujanta jeHadnHa

dx

C=F@),  w(0)={0}
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(rme je ca {0} o3Ha4yeH KOHCTAHTAH Hyla—HHU3) HEMA pelllema. 3aucra, Kajga ou
x(t) = {x,(t)} 6uno pememwe, Baxusao 6u

dx, 1
- n — n = U. 2
FTi |x\—|—n 1 2,(0) =0 (29)

OBa jennauwmna, 3a cBe n € N, MOXKe [1a ce pel pas3iaBajambeM MTPOMEHbUBUX
(3agarak 11 ma crp. 17). Pememe je jeamucrsena dynkumja z, (t), Koja je memapua

7 33/I0BOJbABA HEjEeTHAKOCT
2

t
n(t)] = —.
(0] 2 5

U3 nocaenmwe nejennakoctu caeau jga uus {x,(t)} He upunajsa npocropy B. i

IIpumep 7. Heka je F' : R — R Henpexknana byrkunja raksa na je F(xg) # 0.

Tama ayronomua audepeHIujaaHa jeTHAINHA,

Lo P@), i) =0
nMa jeduncmeeno perier-e y HeKOj OKOJIMHU Taduke tg. 3ancra, n3 HempeKuIHOCTH
dyuxmje F cremn na je F(x) # 0 y HEKOj OKOJIMHM TadKe g, A OBA jeJHAIMHA
MOZKeE J1a C€ HallUIEe y eKBUBAJICHTHOM O6.]'II/IKy

dt. 1

de  F(z)
Kao mro cmo Buzenn y noriasby o OCHOBHOj TeOpeMn MHTErPaJHOT padyHa, OBa
jeTHAUMHA UMa, JeIMHCTBEHO DeTerhe

tto+/I;€;). (30)

0
OBo mokasyje na, nox ycaosuma [leanoBe Teopeme, je TMHCTBEHOCT ayTOHOMHE JIH-
depennujasne jennaunne Moxe Ja Oyjie HAPYIIEHA CAMO Y OKOJIMHU PAGHOTNEHCHOZ
noaoscaja, tj. Tadke ro y kojoj je F(xg) = 0. Tazna je z(t) = z¢ cBakako jeaHo
pewteme. [Ipumernmo ga Taja 1ocToju jour jeHo peemne camMmo ako unrerpad y (30)
KOHBeprupa. AKo Taj mHTerpan ameeprupa, m3pas (30) Hema cMmucaa, Tj. jeauHO
pememe je x(t) = xqg. Iomro unrerpan

S du
0o uPf
KOHBEPIHPA aKO U CaMO ako je p < 1, 3aksbydyjemo na, ako pyHukiuja F' 33108056282
Jlununos yesios, uarerpas (30) auseprupa (To je rpanuunu ciay4daj, p = 1), Kao
mto u TBpau IIlukaposa Teopema.

Cuenujasno, jeqnaduna (29) uma jeIMHCTBEHO PEIIEHHE, KAO [ITO CMO U TBDIM/IH
y Ilpumepy 6, jep je mecHa cTpaHa Te jeJHAUWHE PA3JIUIUTA OJ HYJIE. f

t(l‘g) = to.

Banarak 23. (a) Hahu csa pewmema jegumadune

d
di; =lz[,  2(0)=0.
(nma ux BuITe).
(6) HdokaszaTu ma jerHavunHa
d
* z?, z(0) =0

E:

UMa JeJIMHCTBEHO pelllerhe.
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O6jacautu oBo y ceeriy I[lukapose u Ileamoe Teopeme. Y TpPBOM Ciaydajy
dynkuuja Ha necuoj crpanu je (yHudOpMHO) HEIPEKUHA HA PEATIHO] OCH, AJIU HUje
Jlumnunosa (na ITukaposa reopema He MOXKe Jja Ce IPUMEHHU); Y APYTOM CIydajy je
HEMpPEeKNIHA, aJIi HIje YHUMOPMHO HEMPEKUIHA (& TUM Tpe Hu JIMMImuIoBa); Uaxk,
IMukaposa TeopeMa MO¥XKe J1a ce mpuMenu (3amTo?). v

5. IIpoxy>kaBame peniema

VY Ilpumepy 5 Ha crp. 23 n 3agarky 19 mocie mera CMO BHIENN A PEIIehe
nudepeHIyjaiHe jeJHaYnHE HEKAT He MOYKe 4 Ce TIPOITUPHU BAH HEKE OKOJINHE TAUKE
y K0joj je 3azar no4uernu ycsoB. Cienehn 3a7arax gaje jorn jesjan mpuMep.

3amarak 24. Permuru gudepennujanty je HATHHY

dx
— =1 + ,’]’,‘2 X O =T
dt ’ (0) =20
U OJpeIUTH MAKCUMAJIQH WHTEPBAJ HA KOME je pereme IepuHUCAHO. v

Y OBUM NpUMEPUMA, PEIerhe TeKN OECKOHAYHOCTH HA PYyOy MaKCAMAJIHOT WH-
TepBasa Ha Kome je gedunucamo. To je ommre mpaBmio, 0 KojeM rosopu cieaeha
TeopeMa.

Teopema 13. Hexa je V C R™ omeopen ckyn, I C R unmepsasr u F : [ XV —
R" npecaurasarve xaace C1. Hexa je z(t) :]a,b[— V pewerwe dudepenyujame

jednavune

dx

— =F(t,x

o = )

dedpunucaro na ozpanuvenom unmepsasry la,b[, maxeom da je [a,b] C I, xoje ne
mooice da ce mpodyscu na eehu unmepsaa, xoju cadpoicu |a,bl. Tada 3a ceaxu

xomnaxman cxyn K C'V nocmoju t €]a, b| 3a xoje je x(t) ¢ K.

A TIpernocraBumo cynporHo, na je x(t) C K 3a cBe t €]a,b]. Henpekunxo mpec-
nukasame [ je orpanntieno na [a,b] X K; neka je supy, y) i |F'| = C. dokaxkumo
Jla T MOXKe JIa ce HPOJYKH JI0 peliewma & :|a, b+ 6[— K, 3a neko 6 > 0.

Ba ty,ta €la, b| je
to d
/ a ds
¢y ds

OflaKJIe CJIeIM PABHOMEDHA HEIPEKHUIHOCT TpeciIuKaBama ¢ :|a,b[— K. Moxemo
13, mepUHUTIIEMO

Ja(t) — a(tz)] = < / (s, a(s) ds < Cltz — ta],

t1

z(b) :== lim z(t)
t—b_
jeép JimMec Ha JEeCHOj CTpaHU MOCTOju 300r paBHOMEpHE HempekuaHocTu. (OBaKO
nedrHECAHO TIpEeCcIUKaBame & je andepeHnjabuiIHo ca JeBe CTPAaHe y Ta9IKh b, jep
je

w(b) —x(b—h) _1 [ _1/”
=3 tlj;rl?, - F(s,z(s))ds = h b F(s,2(s)) ds,
dz

na je 7 (b) = F(b,x(b)). W3 Ilnkapope Teopeme clean Ja TIOCTOjU pereme ca
nodeTHUM yciaoBoM z(b) Ha mHTepBaNy |b — d,b+ 6] M 1A je OHO Ha TOM MHTEpPBAIY
jenuHCTBEHO, Tj. Na ce mokjamna ca x Ha |b— ,b]. Jakie, x MOxke 1a ce mpomyxKu

110 peliea Ha [a, b+ 0] 1j. [a,b] HUje MakcCUMaIHU UHTEPBAJL. \V4
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ITocnemuua 6. Axo eaamxo eexmopcko nowe F ma KOHAWHO OUMEH3UOHOJ
muozocmpykocmu M uma Komnaxmar Hocaw, onda cy He208e unmepasHe Kpuee
depunucare Ha ueaoj pearroj npasoj. Cneyujasno, unmezpastne Kpuee 2aamroe
8EKMOPCKO2 NOMHG HA KOMNAKMHO] MHO20CMPYKOCU ¢y depunucane Ha yeroj pe-
anHoj Npasoy.

IMocnemuma 7. Axo je B Konawno dumensuonu Banaxos npocmop, npeciura-
earve F': R X B — B xaace C' u x(t) pewere jednanune

dx
E :F(tvx)a ‘T(tO):‘TO

depunucaro Ha MAKCUMasHoM unmepsary |a, b, onda je

Jim Jlo(t)] = lim [lo(t)]| = +oc.

ITocnemuua 8. Heka je B xonauwno dumensuonu Banazroe npocmop, npecau-
xasarve F : R x B — B xaace C' u nexa je x(t) pewere jednawune

dx
= F(t,z), z(tg) =
o = ) (to) = o
dedpunucaro na marcumasnom unwmepsasy J. Axo je x(t) cadporcano y merom

ozpanunenom cxkyny, onda je J = R.

IIpumep 8. Teopemy 13 u meHe mOCTAETUIIE CMO JOKAZAIH 3 KOHAYTHO JIMMEH-
suone npocrope. OnHa He Baxku y banaxoBuM mpocTOprMa OECKOHAUHE IMMEH3-
nje. Koarpanpumep 3a Ilocaeauity 8 kKoju HaBOAMMO KOHCTPYHUCAO je, KAO U OHaj Y
IIpumepy 6, dujenone. Hexka je, kao u y Tom npumepy, B Banaxos npocrop Hu3osa
KOju KOHBEPIUPAjy HYJIU, CA PABHOMEPHOM HOPMOM.

Hexka je e, nu3 y B (Hu3 y nmpocTopy Hu30Ba) TAKAB J1a Cy CBU YJIAHOBU HH33
e, Hyna, ceM n—ror koju je 1. Ilpumermmo na oBaj uu3 uuje Kommjer y B, ma He
KOHBEPTUpa.

JedwurumumMo HU3 npecaukasama F, : B — B ca

Fo({oe}) = {(2(zn + pg1) — Dt(ent1 — €n) bnen,
rae je ca (+)4 O3HAYEH MO3UTUBHU /€0 peasiHor Gpoja.
IIpecsiukaBamwe F),, je JIunummioBo, MAEHTUYKH jeIHAKO HYJIM HA 3aTBOPEHO]
gontn ||z|| < 4 n 3a KOHBeKCHY KoMOHHAIM]Y & = Ae,, + (1 — A)en41 (3a cBe A € R)
je Fr(x) = ent1 — en-

Hexa je
1 1
P |——,—| = [0,4+0
Xn [n+1,n] [0, +o0]
MIPEeCJINKABAaEe KOje ce aHy/IMpa Ha KpajeBUMa JIOMEHA U YU je MHTEerPAJI 110 JJOMEHY
jennak 1.
Heka je I =] — 00, 1]. Hedunnmumo npecankapamwe F: I X B — B ca

F(t,a) = Xn(O)Fo(z), 82 g <t<+
o, 3a t<0.

OBo Tpec/IMKaBame je HEMPEKWTHO ¥ JIOKAJIHO JIAIIHITOBO.
JedwHUIIIMO HU3 TpecauKaBama T, : I — B ca

e1 + (e2 —e1) ftl x1(s) ds, 3a 3 <
t

t =
() 0, 3a
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u,3an > 2,
1
T (t): en+(€n+1_en)ft /an(S)ds7 3a %H Stgéa
" 0, 3a t< g u o t> .

Hexka je z(t) = Y.~ 2,(t). Ilpumerumo na je 3a duxcupano t €]0,1] oa cyma
KOHavHAa, npu demy je 3a 1/(n+1) <t <1/n

1/n
.’L'(lf) =e, + (€n+1 — en)/ Xn(s) ds
t

Tako sa je x nobpo npedunucano gudepennujabuino npeciukasame. OHO je u
orpaHuWveHo: Jiako ce mpoeepasa Ja je ||z(t)]| < 13a 0 < t < 1. U3 nedurnimje
npecankaBama F' cieau na je x pereme audepeHiinjaaHe jeIHaInHEe

dx
i —F(t,x), z(1) =ey.

Mebhyrum, nowro je z(1/n) = e, £(t) nema sumec xazn t — 0. Oparne caenu na
je J =]0,1] C I =] — oo, 1] MaKCMMAJIHN WHTEPBAJ Ha KOMe je 1ebUHUCAHO PEIlere
x, nako je oo orpannyeno. laxme, Ilocienuma 8 we Baxkm y mpoctopy B. f

MehyTtum, 1o Majao CTPOXKUJUM TMPETIOCTABKAMA TEOPEMa O TMPOILYKABAY
pelema BayKi Uy MPOU3BOHFHUM BamaxoBUM MpOCTOpPUMA.

Teopema 14. Hexa je I omeopen unwmepsan y R, V omeopen nodckyn Ba-
nazosoz npocmopa B, u F : I x V. — B npecaukasare xaace C'. Hexa je x(t)
pewerve jedHauuHe

T = F(t,x), x(tg) = xo,

depunucaro na omsoperom unmepeary J ca yewmpom y ty, maxeom da je J C 1.
Axo cy ucnyrwenu ycaosu

(1) =(J) CV;

(2) npecaukasare t — F(t,x(t)) je oepanuueno y J,
onda pewerve x(t) mooice da ce npodyocu do pewerva deunucarnoe Ha OMEOPEHOM
uHmepsary Koju cadpocy J.

A Heka je J =la,b[. 13 mperniocrapke ||F(t,z(t)|| < C caemn ||2'(t)|| < C, na u3
Teopeme 0 cpearb0j BpeIHOCTH CAEN 1A je

lz(t1) — z(t2)|| < Clt1 — tal.

Opmasne u w3 KommjeBor yciioBa mMOCTOjama JIUMECa y KOMILJIETHOM MpocTopy B
3aKJbydyjeMO /1a TIOCTOjU
zp = lim (¢
b t—b_ (),
ma x(t) MOXKeMO HEempeKuIHO Ja TPOMYKUMO Ha |a,b] yaumajyhn x(b) := xp. U3
ITukapoBe Teopeme ciaenu Ja MOCTOjU jeIUHCTBEHO perreme audepeHIinjaane jei-
Ha4YUHE

dx
p = F(t,x), x(b) = xp.

W3 jenuucTBeHOCTH perierma Caean Ja OBO Pellerhe MPOAYKYje T JeCHO O Tadke b.
Ha uctu nauun pemreme ce npojykKaBa u JIEBO O G. \V4
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Teopema 15. Heka je B Banaxos npocmop, I =]ty — p,to + p| omeopen un-
mepsan Yy R u
F:IxB—B

HenpexudHo npecaurasare. Ako nocmoju wenpexudna dynkyuja

¢:[0,p[= R
maxea da je
|F(t,x1) — F(t,x2)|| < (|t — to])||z1 — z2]|, sa cee tel, 1,19 € B,
mada 3a ceaxo vy € B nocmoju jeduncmeeno pewerve jednanune
dx
E = F(t,.’t), x(tO) =T

Koje je dedpunucaro na yeaom unmepsanry I.

A Jlokanua ersucrennuja u jeauHcrBeHoct cieau u3 [lukapose Teopeme; ocraje
Jla TOKaXKeMo 14 je pemreme nedunncano ua menom matepsany . IlpermocraBumo
na je J =|tg — §,tg + §] naTEpBAT Ha KOMe je medunucaHo permeme u aa je J C I.
TTokaxkumo ma cy ucnymenu yciou Teopeme 14. Tlomrro je, y o03Hakama Te Teopeme,
V = B ueo Banaxos upocrop, ycaos z(J) C V je rpusujanno ucnymwen. Ocraje
jomr ma mokaxkeMo I1a je mpeciaukaBame t — F(t, x(t)) orpaHuteHo.

DyHKIMja ¢ je HeNpeKuaHa Ha KOMMakTHOM wmHTepBany [0,0], a dyHkuunja
t — ||F(t,20)|| Ha koMmakTHOM MHTEpBATY J, OaK/Ie CeIH HIXOBa OTPAHNIEHOCT.
Oparie, v U3 jeJHOCTABHE MPUMEHE HEjeTHAKOCTH TPOYTJIA, CJIEIN Ja MOCTOje T03-
urtuBHe KouCTaHTe C1 n Co Takse 11a je

|E'(t, z)|| < Cillz|| + Ca 3acse z€B,teJ

OJTaKJIe CIIeMH
llz'(t)]] < Cillz(t)]| + Ca  3acse te€J.

Hexka je u(t) := ||x(to + t)||- I3 uperxonue nejeanakocru u

t
u(t) = 3:0—|—/ z'(to + s) ds
0

caenn
u(t) < [Jwol| + C26 + Cy /Otu(s) ds.
3 I'ponBasioBe HEjeTHAKOCTH CAIQ CIIETN
(]| < CeCrli=tol 4 D

3a meke koucrante C' u D, omaksie BUAMMO Ja je npecankasame ¢ — 2 (¢) orpannaeno
Ha J. I3 mejenuaxocru | F(t, z(t))|| < Cy|lz(t)|| + C2 cneqm na je u npeciukaBarbe
t — ||F(t,z(t))| orpanuueno na J. \V/

3anarak 25. Hahu makcumasam uHTEpBAJI HA KOME je 1eUHUCAHO PEIlerhe
jeaHaunHe
de log(t+1 t
de _log(t+1)
dt t—1 Vt+1

ca modernuM yciosom z(0) = 1. v
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3anarak 26. Hahu makcumasam nHTEpBAJI HA KOME je neUHUCAHO PEIlerhe
jeaHavdnHe
Pr dx 1 sint

a a1t T 3o
ca nouernum ycaosom x(m) =0, &' () = —1. v

3anmarak 27. @yukmuja F : R — R gedunucana je ca
1, 383 <1
a, 3a x> 1.

Y 3aBHCHOCTH OJ, pEATHOT TTapaMeTpa @ OAPEeIUTH MAKCUMAIHU WHTEPBAJ HA KOMe
MTOCTOjU HEMpEeKuIHA (PYHKIINAja KOja 33I0BO/HABA jeTHATHHY

dz
— =F(x
o = F()
CByJa ceM y Hymu u noderHu yciaos x(0) = 1. v

6. 3aBucHocT Ol IMMoYeTHMUX YyCJiOBa M IIapaMeTapa

6.1. Henpeknana 3aBucHoct. Ilukaposa reopema (crp. 21) obesbehyje na
3a cBakm map (to,xo) € I x V mocroju unrepsan J C I ca 1eHTpoM t(, Takap Ja
nudepeHIjaTHa, jeTHATNHA

dx

T F(t,x), z(to) = wo (31)

uMa, jenuHCcTBeHO pemiese J — V. YV 10j dopmynamnuju, J Moxke 1a 3aBUCH O tg U
xg. Cmemeha Teopema moka3yje moa KojuMm ycaoBuma J MoOXkKe Ja ce n3abepe yHu-
$OopMHO, KAO ¥ [1a e MO TUM YCJIOBHMA Pelllekhe HEMPEKUIHO 3aBUCH O IOUYETHOT
ycaosa. Y memy heMo ga ce orpanmanmo Ha BaHaxos npocTop KOHAYHE JUMEH3H]E,
a omiTy ciay4daj hemo J1a IPOKOMEHTAPUILIEMO II0CHIE J0KA3A.

Teopema 16. Hexa je B Banazos npocmop konaune dumenduje, V C B rez06
omeopen nodcxyn, I C R omeopen unmepsan v F : I x V — B nenpexudno npec-
AUKABAILE Koje je aokaano JIunwuyuso no dpyzoj npomennusoj. Heka je (o, xg) €
I XV u nexa je J C I xomnaxmarn unmepsar ca ueHmpom ty Ha Kome nocmoju
jeduncmeeno pewerve x : J — V' jednawune (31).

Tada nocmoje okoauna U CV mauke o u nodumusena xoncmarma L, mareu
da 3a ceakro yg € U nocmoju jeduncmeeno pewere y : J — V' jednawune

dy

o = Fy), ylto) =yo (32)
depurucaro Ha yeaom unmepsasy J. Ceaxo maxeo pewere 3600606466 Hejeo-
HAKOCTN

l2(t) = y(®)]| < llzo — woll *—7!
3a ceet € J.

Cneyujaano, axo pewerve jednavune (31) osnanumo, da bucmo nodsyxiu cee
napamempe Koju Y remy ywecmeyjy, ca ¢y, (o), npeciuxasaroe

JIxU—=V, (t, o) — dry,t(x0)

Jje pasHOMEPHO HENPEKUIHO.
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A Tlpumerumo 13 je ¢y, (xo) Hempexunno nudepennujadunuo (ma Tume u Jlum-
mIMIoBo) 1o t jep je, no gedununmju, pememe (31), Tako Ja 1OCIENHE 3aK/byYaKk
TeopeMe CIeIU U3 MPBOr Aena. JJ0KaxKuMO IPBHU €0,

ITo mpernocrapin, wHTEepBaa J je KOMMakTaH, ma MocToju € > () TaKBO Ja je

K:={beB|@te)|b—ad) <} V.

Ckyn K je KOMIakTaH, ma je JOKATHO JIMMIMIIOBO mpeciwkaBame I Ha memy
Jumunoso; Heka je L JIunmuuosa koncranra pecrpukuuje F|k.

Heka je § > 0 moBossHO MasIo ga Baxkn 6 < ¢ u dell—tl < ¢ Jlokazknmo 1a 3a
cBaKo Yo u3 Jjonre Blxo; I jennavyuna (32) uma jeMHCTBEHO pellierbe aeUHUCAHO
Ha uesiom unrepsaiy J. U3 Ilukapose reopeme cienu ja (32) uMa jeJuHCTBEHO
perieme 1edUHUCAHO HA HEKOM MAKCUMAJIHOM noaunrepsaty J; C J ca ueHrpom
to. I3 I'ponBaioBe HEjeTHAKOCTU CJAETU Ja je 3a cBe t € Jp

() = y(®) < llzo — yolle™**ol. (33)
Ocraje jormn ma mokaxkemo aa je J; = J. IlpermocraBumo 1a je
sup J1 = 8 < t; =sup J.
U3 (33) cnenu na je
lz(t) = y(8)|] < set 0l < e,
na pemieme y(t) nexxu y kommakTHoMm ckymy K. Ilo reopemu o mpomy:kapamy
pemiema (cTp. 27) cieau na Ji He Moxke aa Oyae MakCuMaJiaH WHTEPBAJI. \V/

3anarak 28. Heka je, y o3nakama u3 Teopeme 16,

1

B=R, V=0,1cB, I=]-11cR, F(tz)=1 x= 3
JlokazaTu 1a je MAKCHMAJIHH HHTEPBAJ Ha KOMeE je Je(PUHUCAHO PEeIlerhe jeTHa-
anne (31) J =] — 1/2,1/2[. Hokasarn na um 3a jeguo yo € V \ {zo} pereme
jennauune (32) uuje pedbunucano Ha uejaom J. Jla jiu je TO y IPOTUBPEYHOCTH Ca,
Teopemom 167 v

Y nokazy Teopeme 16 cMO KOPUCTHIN BEP3U]jy TeOPEME O POy KaBATLY PEIEHa,
KOjy CMO JOKa3ajii CaMoO 3a IMpocTope KoHadHe aumensuje. Ilocroju m dunmja
Bep3uja TeopeMe O MPOIYKAaBaIby, KOja MOXKE Ja Ce MCKOPHCTH Ja ce mpesasulje
OrpaHUYerbe O JUMEH3UjU Y HPETXOJHO] TeopeMu. 3a Jerasbe JoKa3a yrnyhyjemo
3aMHTEPECOBAHOT YMTAOIA Ha [6], a OBIe HABOAMMO caMo TBpheme:

Teopema 17. Hexa je B Banazos npocmop, V. C B tez206 omsopen nodckyn,
I C R omeopen unmepsan u
F:IxV —>B

HENPEKUIHO NPecaukasarve Koje je aokaano JIunwuyueo no 0pyzoj npomensusoj.
Tada 3a ceaxu nap (s,a) € I X V nocmoju omeopen unmepsas J C I ca yenmpom
s u omeopena aonma U C 'V ca yenmpom a maxeu da eadrcu caedehe.

1. 3a csaxu nap (to,z9) € J X U nocmoju jeduncmeeno pewere x : J —
V' jednawune (31). a bucmo nodsykau 3asucrocm 00 C6UT NAPAMEMAPa Koju Y
16€2080M OePUHUCAILY YHECNBYTY, 03HAUUMO 26 €4 ¢ty +(T0).

2. Ilpecauxasarse

IxJIxU—=YV, (t,t0,20) + Pto,¢(0)

Jje pasHOMEPHO HENPEKUIHO.
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3. Iocmoju omeopena aonma W C U ca yewmpom a maxea da 3a ceaxy
mpojry (t,t0,x0) € J x J x W jednavwuna xo = ¢y 4, () uma jedurcmeseno pewerve

T =¢u(z) yU.

BekTopcko mospe Koje aedunuine qudepeHujanny jeHaInHy IeCTO 3aBUCH Off,
rmapamerpa, Tj. 9eCTO MMaMo, JOKATIHO TJIeaHO, TPECINKABAHE

F:IxVxA—=YV,

rie je A ckym mapamerapa u \BuMe, 33 CBAKO A M3 CKyITa mapaMerapa A, nedunncany
mmdbepennmjanny jeapaunay?. Moryhe je mocTaBnTH THTaMe HEMPEKHIHOCTH DeT-
€rha TI0 TTapaMeTpy, YKOJIUKO CKYyT mapaMerapa A uMa CTPYKTYpPy METPHIKOT TIPOC-
ropa. Paszmorpumo npso ciaydaj kaza je A rsarka MHOrocTpyKocT (MJIM OTBODEH
ckyll y BanaxoBom 1npocropy, ILITO je eKBUBAJIEHTHO jep Ce PaJiu O JIOKAJIHOM CBO-
jersy).

Teopema 18. Hexa je B Banazos npocmop konaune dumenduje, V C B rez06
omeopen nodckyn, I C R omeopen unmepsanr A omsopen nodckyn nexoe Bana-
z0602 npocmopa E wonawne dumensuje u F' : I XV x A — B nuenpexudno npec-
AuKasarbe Koje je aoxaano Junwuyueo no dpyzoj u mpehoj npomennusoj. Hexa je
(to,xo,Ao) € I XV x A u nexa je J C I ozpanuven unmepsan ca yenmpom to na
Kome nocmoju jedurcmeeno pewene x : J — V jednauune

WP, alto) = (34)

Tada pewere HenpexudHo 3asucu 00 \.

A Jemnauuny (34) MOXKeMO /1a HANUIIEMO Y eKBUBAJECHTHOM OOJIUKY

dx ax

E :F(t,$,>\), E —0, (m(to),/\(to)) = (330,)\0)

U IOCMaTpaMo Kao jeaHadnHy y V X A, yume n3b0p mapamerpa CBOAUMO Ha u3bOp
o4erHor yciaosa, a Teopemy 18 na Teopemy 16. \V4

Kao u Teopema 16, Teopema 18 Baxku u y Banaxosum npocropuma 6eckonadne
JuMensuje u noz cjaabujum ycsaosom za je A camo merpuuku upocrop (y [6] moxe
Jla ce BUJM Tpenu3Ha GopMyIammja u 10Kas).

6.2. I'marka 3aBucHOCT. Heka je ¢y, () peieme jenHadune ca Mo4eTHUM
ycioBoM x(tg) = x, 1j. Heka je

d
%(bto:t(x) :F(t>¢to7t(x))’ ¢t07t0(l‘) =Z.
QopmanuanM audepeHnupameM OBOr U3pasa Mo T JI00HjamMo 1a

y(t) = 8%

bro.,()

r=
3a/10BOJbaBa AudepeHInjaIHy jeJaHaHHy

dy. 0

ke D(t) -y(t), rmeje D(t)= — F(t,x).

ﬂ?:d’to,t(‘l)

4Je;;aH TAaKaB IpUMep CMO mMasu y jegHaunnu (25) Ha crp. 19 m Teopemu 9 mcnoz me, rae
je mpocTop napamerapa € OmJIa peaJiHa IIpaBa.
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OBa jemHauunHa je jeqHOCTABHU]ja, OJ MOYETHE, jep IECHA CTPAHA JIMHEAPHO 3aBUCH
on y. Iokazahemo ma oHa WMa pellieme U J1a je OHO 3auCTa U3BOJ, TPECTUKABAbA,
¢to.¢(T) O  y TauKy @ (TaKO 13 NPETXOAHO ,,bopManHo AudepeHnnpame” 3a1mpaBo
uuje camo dpopmainno). Ilpermsnnje, Baskn cieneha Teopema.

Teopema 19. Ilod ycrosuma Teopeme 16, y3 dodamny npemnocmasky da je
npecauxacarve F xaace C*, pewere ¢y, (7o) je xaace CF.

A Mokazahemo ciayuaj k = 1; onmru ciy4daj ce u3soau ungykuujom. Heka je x(t)
pelreme jeTHaIIHE

dx
=F(t,x 35
W R (35)
ca noverHuM yciaosom z(ty) = g, nedbunucano Ha unrepsBaiy J u Heka je
oF

D(t) == - (t.a(t).

Jakobujesa marpuia npeciaukasamwa ¢ — F(t,x) y rauku x(t). Iocmarpajmo jes-
HAYIHHY °

dy

5 = PO -yt (36)
N3 Teopeme 15 wa crp. 30 cienn na oBa jenHaunHa nMma pererse y(t) nedburncaHo
HA I[EJIOM MHTEpBaIy J 3a IMpou3BO/bHU HoueTHU yCioB y(to) = yo. Heka je x(t, h)
pemieme jeqnauune (35) ca nodernum yciaosom z(tp,h) = xg + h (cneunujasuo,
x(t,0) = z(t)) u sHeka je y(t,h) pememe jennaunsue (36) ca HOYETHUM YCIOBOM
y(to, h) = h. oBosbHO je na JOKaXKeMo Ja je

o 261 = () = y(t, 1)
h—0 It

=0 (37)

pasHOMepHO 10 ¢ € J. Bancra ¢y, +(z) je C! no ¢ na ocuoBy nocraeke npobiema, a
3a maJio h je
Gro.t(x0 + h) = 1 1(2) = 2(t, h) — x(t),
na u3 (37) cnenu ga je
a¢t0 t
~(x)-h=y(t,h
Ot (1) b= y(t,h),

mITo je HenpekuaHa GyHKmja, 36or nenpekuanoctu (36) no mogernom ycsaosy (Teo-
pema 16). Ocraje na mokazkemo (37).

U3 nudepennmjannux jeauaunna kojuma cy 3azaru z(t,h) (u crnenujanHo 3a
x(t,0) = x(t)) u y(t,h) cienu

x(t,h) =x9+ h +/ F(s,x(s,h))ds, y(t,h) =h +/t DF(s,z(s)) - y(s,h)ds.

to

Opmarne mobujamo

[t h) —(t) —y(t, )| S/t [1E (s, 2(s,h)) = F(s,x(s)) = DF(s, 2(s)) - y(s, h)|| ds.

(38)
N3 Tejmopose dopmyse ciaeau ma je

F(s,b) — F(s,a) — DF(s,a)(b—a) = R(s,b— a),

50Ba jeIHAYMHA Ce HA3BWBA 6aDPUJAUUOHOM JEOHANUHOM.
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rae 3a dyukuujy R (ocrarak Tejoposor pena) Bazku

lim 250 =) _
e [[b—a

DPABHOMEPHO 110 $ Ha KOMIIAKTHOM uHTepBasy [to,t]. Onarie u u3 (38) cieau

U(t)é/t IDE(s,2(s)) - (z(s,h) —x(s) —y(s,h)) | ds + [ [[R(s,z(s,h) —2(s))| ds

to
(39)
rae cMo ca u(t) o3HAYMIM u3pa3 Ha JieBoj crpaHu y (38).
3a mpousBosbHO € > 0 uzabepumo § > 0 TaKo j1a BaKu

[1R(s,x(s, k) = z(s))l| < elle(s,h) —a(s)|  3a  sel,

ako je ||z(s,h) —x(s)|| < §. 113 Teopeme 16 caenu a mMOCTOje MO3UTHBHE KOHCTAHTE
L u §; TakBe Ja je
(s, h) —a(s)]| < |lle"**ol < 8

aKoO je |h| S 51- O/IaTJ—Ie " nu3 (38) BUIUMO 13 je
t t
) < [DF | [ utsyds+ [ elpletl=l as,
to to
ma je
t
u(t) < ||DFHoo/ u(s) ds + Celh|.

to
Opasne, Ha ocaoBy ['poHBasIOBE HEjETHAKOCTH, 3aKI/bYdyjeMO j1a je

u(t) < Ceel PFll=lt=tol|p)

3at € Ju|h| <41, mpu yemy §; 3aBucu camo ox . Ilomro je £ > 0 MpoU3BOIBHO,
oJlaTIe CIIeIN g, je

. ult)
lim 2 =0
B0 |h]

paBHOMEpHO 110 ¢ € J, unme je mokazano (37). \V4

Hamomena 8. Teopema 0 r1aTkoj 3aBHCHOCTH OJf IOYETHUX yCJIOBA MOZKE, KAO
Uy CIIy9ajy HEMPEKUIHE 3aBUCHOCTH, 13 e TPedOpMyIHIe Ka0 TEOPEMA, O TIATKO]
3aBUCHOCTH O[T mapamerapa. lIpemusny dopmyianujy ocTaB/baMo IUTAOILY . o

VY usyuaBaiby TJIATKE 3aBUCHOCTHU OJI IOYETHUX YCJIOBa, (M ITapaMerapa) CMo ce,
Ka0 ¥ KOJ HEITPEKUTHE 3aBUCHOCTH, 33/IPZKAJIN CAMO Ha, CJIY4ajy KOHAYHE TUMEH3H]E,
300r TOra MITO Cy MOKa3W 3a Taj CJy4aj jemHocraBHuju. Ul 3a rIaTKy 3aBHCHOCT
nocroje anasiorua TBphema y Banaxosum npocropuma Geckonadne jgumensuje [6].

7. HejcTBo jeaHomapaMeTrapcKe rpyiie
IMoxcerumo ce cienehe nedpununuje us kypca Anrebpe.
Hepunumnuja 10. /lejemeo epyne G na ckyny E je xomomopdnsam rpymna
h:G — Sym (F), (40)

rae je Sym (E) rpyna nepmyranuja ckyna F, ogHocHO ckyn Oujekuuja ckyna E ca
oreparjamMma cjaarama MpPeCciInKaBamba U WHBEP3A MPECTUKABAbA. %
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Axo ckyn E y Hebunummjn 10 nma HeKy J0AATHY CTPYKTYDPY, 9€CTO je 3aH-
MMJbUBO M3ABOJUTH OHA JEjCTBA KOja UyBajy Ty CTPYKTypy. Ha mpummep, ako je
E ronomnoiku mpocTop, MOXKEMO Jia roBopuMo o JejcrBy rpyne G na FE xomeo-
mopdusmuma: To je ceako mejctro (40) 3a koje je Im (h) momrpyma rpyme xome-
omopdmsama ckyna F. Couuno, ako E mMa CTPYKTypy TIaTKe MHOTOCTPYKOCTH,
MOYKEMO J1a TOBOPHUMO O dejemey dugeomopdusmuma.

Ako mpu rome u rpyna G mMa J0JATHY CTPYKTYPY, MOMXKEMO Ja FOBOPUMO W
0 JejcTBEMA KOja TOIITYjy u Ty crpykrypy. Hmp, ako je G romosoliika rpymna, a
E merpuyku mpocTop, MOXKEMO Jia TOBOPHMO O HEnpexudnom 0ejcmey romeomop-
Pusmuma: TO je mejcTBO 3a Koje je mpeciukaBame (40) HENPEKUIHO y OJHOCY HA
Tomosiorujy rpyme xomeoMmopduzama’ ckyna E. Caabuju ycioB o] HEMPEKHIHOCTI
JIejCTBa je HEeNpPeKUTHOCT IO TadKaMma, Kajla 3aXTeBaMo Ja 3a CBako r € F mpec-
Jmkasawe h : g — h(g)(z) 6yne nenpexkunuo. Cumuno, ako je G Jlujesa rpyna, a
E riarka MHOrOCTPYKOCT, MOXKEMO /& I'OBOPUMO O 24amkom dejcmsy dupeomop-
Pusmuma, NN JEjCTBY KOjE j€ 24aMKO N0 MAUKAMG.

Crenpjasnno, ako je G anuTuBHa rpyna peannux opojesa (R, +) roopnmo o de-
jemey jednonapamemapcke epyne, a CJIUKY npeciukasamba (40) 30BeMo jednonapam-
emapckom nodzpynom Tpyne nepMmyranuja. JIpyrum pednma, jegHOIApAMETAPCKA
noarpyna rpyue Sym (E) je dbavmunuja 6ujekuuja ¢, : E — E Koja 3a10B0osbaBa

Di4s = Pt © Vs, po = id.

[IpuMeTnMo [a U3 IPBe jeHAKOCTH CIeH ©; - = p_;. VI3 KOMyTaTHBHOCTH IpyIie
(R,+) cieau KOMyTaTHBHOCT CBAaKe jeJHOIAPAMETapCKe HOArPYIIe.
lejerBo jeanonapaMeTapcKe Ipylie ce IMPUPOIHO M0jaB/byje y BE3U Ca aAYMmOHOM-
Hum cuctemuma. Heka je F' ayTOHOMHO BEKTOPCKO TIOJb€ Ha TJIATKO] MHOTOCTPYKO-
ctu M (naksie, BEKTOPCKO 10Jbe Ha M Koje He 3aBucH of t), Koje 3a70B0JbaBa, yCIOBe
Teopeme 16 0 HempeKw HO] 3aBUCHOCTH Ol MOYETHOr yciaoBa. lIpermocraBumo u
na je M komnakTaa wiu na F' uma komnakran Hocad (J1a 6uCMO MOrJM, y3 HOMOR
Teopewme 13, na roBopumo o peruerby AeduHUCAHOM HA 1eJI0] peasnoj upasoj). Taxa
je jemHaunHOM
Lo P, 20 =2 (a1)

nedrarCcana haMuInja HEMPEKUIHUX TPECTUKABATHA
wr M — M, xo > (1)

(y osnakama u3 Teopewme 16 je ¢y = ¢ ). dpyru Haunn ga ce manumie (41) je

A _ P, o) ==

OJIHOCHO

depy .

H =Fo Oty Yo = id. (42)
IMpumerumo na je ca (41) 3amaro 6€CKOHAYHO MHOIO jeJIHAYMHA HA KOHAYHOIUMEH-
3uoHoj muorocrpykocru M (3a cBako zp 1o jeana jexanaquna, g0k je (42) jeana

jemHaunHa Ha OECKOHAYHOAMMEH3WOHO] MHOTOCTPYKOCTH audeomMopdu3ama.

Teopema 20. @145 = @1 0 @s.

GHapaBHo, 0Ba TONOJIOTHjd HUje jeQUHCTBEHA. 1ecTo ce mMOAPA3YMEeBa KOMNAKMHO—0ME0OpeEHa
ronoJsioruja; ugern [1].
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A Hekajepe M u
z(t) = 0irs(p),  Y(t) = o @s(p).

Judepentiupamem 110 t 100mjaMo

dx @_

o = F@), 2(0) =), 7 = F), y(0) = s(p).

Jlakme, x u y 33/10BO/baBajy UCTY Au(PEPEHITHjaTHy jeJHATNHY, Ca HCTUM TTOYETHIM
ycioBom. U3 jenmucreenocru pemewa caexu ga je x(t) = y(t), tj. @irs(p) =
¢t © ps(p). Iomro je p € M npousBo/bHO, TOKA3 je 3aBPIIeH. \V4

3anarak 29. Heka je bavunuja ¢, : M — M upecimkaBama gara gudepen-
IINjaJTHUOM jeTHATIHOM
dipy(z)
dt :F(t750t($))7 (PO('T) =&,
rae F' 3agoBosbaBa yciiose Ilnkapose Teopeme m TeopeMe o mpoyKuBamy, TaKO 114,
je pi(x) neduncano 3a cee t € R u x € M. okasaru obpuyru cmep Teopeme 20,
Tj. JIOKa3aTh Ja je @ jeIHomapaMeTapcKa Ipyna ako W caMo ako F' He 3aBucCH Of,

t. v

13 Teopeme 16 ua ctp. 31 cinenu na je cBako @y menpekuauo. [lorrro je gat_l =
Y_t, CIEIU U 1A je o, ! menpexunsno, 1j. 1a je cako ¢y xomeomopduzam. Jdaxie,
O/, YCJIOBOM Ja ayTOHOMHO BEKTODPCKO TMOJbe F' Ha MHOTOCTPYKOCTH 33I0BOHABA
yciose Teopeme 16, nunavuaku cucrem (41) nedunuie gejcTBO jeqHONapaMeTapCKe
rpyne Ha M xomeomopduzmMuma.

Cnuano, ako cy 3a/10Bo/beHu ycsioBu Teopeme 19, umaMo J1€jCTBO jeHOTApaM-
erapcke rpyme andeomopdusMuma.

3anarar 30. Heka je F(t,x) BeKTOPCKO 110Jb€ KOje 3a10BosbaBa yciose Iuka-
pose reopeme u Teopeme 0 TpomyKaBamy pellema, TAaKO Ja je hpaMuinja mpeciu-
Kapama ¢; : M — M nedunncana jeIHATHHOM

P Plga), pola) =2

nedunucana 3a cse t € R. Axko je F' meayronomuo, u3 3amarka 29 ciaenud ga pq
HHUje jeaHomapamerapcka rpyma. [la am je m mopen Tora ¢, XoMeoMopduzaM ako
cy ucnymenu ycioBu Teopeme 16, ogHOcHO mudeomopdu3am ako Cy 3a710BObEHU
ycaosu Teopeme 197 Oprosop: ga!l YmyTcTBO: MCKOPHUCTHTH WIE]Y U3 JI0KA3a
Teopeme 18 ma crp. 33 u mpomupuBameM (Ha3HOr MPOCTOPA CBECTH TBpherme Ha
ayTOHOMHH CJIydYaj. v

3a caydaj a 9uTaor HEje Permo MPeTXOIHU 33aTaK, 1ajeMO PEIlenhe Y BUILY
nokasa cienehe Teopeme.

Teopema 21. Heka je F(t,x) neaymonommo 2aamxo 6eKmopcko nowe ca Kom-
NAKMHUM HOCaveM Ha mHozocmpykocmu M. Pewere jednavune

W)= Pltae), g0 =id

Jje damuauja dupeomoppusama. Apyzum pewuma, axo je pi(xo) pewerse jednanure

dz
o =F(ta),  2(0) =, (43)
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onda je, 3a ceako t € R, npecaurasarve x — o(x) dupeomopdusam mrozocmpyro-
cmu M.

A Bajenno ca jenmauunom (43) guje je pememe (o), TOCMATPAJMO ayTOHOMHI
cuctem Ha R X M:

dt dx

— =1, — =F(t,z 44

o 5 = Ftz) (44)
ca MOYETHUM yCJIOBOM

t(O) = to, .Z‘(O) = Zg-
Ilomrro je oBaj cucrem ayToHOMaH, meroo pememe Uy : R X M — R x M je
jennonapamerapcka rpyua qudeomopdusama. Pewasamwem upse jeanaqune y (44)
u ybaIuBameM peIema y Apyry 3akbydyjemo ma ¥, nma o0nmK

Us(to, z0) = (to + 8,95 (x0)),

e je o (z) pememe jemrnauune

d
d—sg = F(to+ s,x), x(0) = xo.
Crenujanno, 1 (xg) je pememe jeHaunte
d
d—z = F(s,x), 2(0) = xo,

urTo je jemmaunna (43), ma je 12 (z0) = ¢s(7o).
Ilomrro je 3a cBako s
U, RxM—->RxM

nudeomopdu3zaM, u HErOBa PECTPUKITH]A
Uy {0} x M = {s} x M, (0,20) = (5,9 (20)) = (s, 05(20))

je nudeomopduzam. To je moryhe camo ako je x — pq(x) nudeomopduzam. 7

8. UcnpaB/puBOCT BEKTOPCKHUX TI0JhA

Cieneha Teopema mokasyje Ja Cy, y H3BECHOM CMUCIY, j€MHE TOMOJIOUIKY HH-
TepecaHTHe TauKe BEeKTOPCKUX MOJba — PABHOTEXKHU MOJIOXKAJH, Tj. TaUKe Y KOjUMa
j€ BEKTODPCKO MOJbe HYIIA.

Teopema 22. Hexa je M 2aamka muozocmpykocm, p € M v F : M — TM
244MK0 8eKMOPCKO nowve maxso da je F(p) # 0. Tada nocmoje eanamxe xoopduname
Y HEKOJ OKOAUHU Mayke p Yy Kojuma je F' = 8%1.

A Tepheme je JIOKaAITHOr KAPAKTETPA, 114 HE yMakbyjeMO OMIITOCT KO I'a JOKAKEMO

daM=R"up=0.
Heka je ¢¢(x) pememe ayToHOMHE jeHaduume

WD) _ pee)), pole) =

Tomrro je F(0) # 0, MmoxkeMo 12 m3abepeMo KOOpIWHATE ¥ OKOJIWHM HyJIe Tako
F(0) Oyue jemna KOODAMHATA, Tj.

R™ ~< F(0) > xR" 1,

rae je < F(0) > npasa oxpehena BekropoM F'(0). dedbuHummo npecimkaBame
¢:R xR 5 R, (t,x) — ¢(0, ).
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OBo mpecukaBame je 100po medbWHUCAHO v HEKO] OKOoauHu Hyse. dudepenmupa-
BEM 110 ¢ BUAUMO JIa BeroB U3BOJ y CBAKOj Tadku (¢, ) U3 T€ OKOJMHE 3310BO/bABA
TPaXKeH! yCJIOB

dor
«(t,x) (1,0 — = F,
bulti) : (1,0) =
Tj. F = 5.
W3 aumenunne ga je
¢ |{O}r><]R"*1 = id‘{O}XR”*l ) ¢*(0)(1,0) = F(O)

ciemu n1a je JakobujeBa Marpuiia MpeciankaBama ¢ y Hyiau napeprudbmina. 13 Teo-
peme o uHBep3HOj pyHKIUju ciaenu 1a je ¢ sokanau gudeomopuduzam. Ou medun-
UIlle TPaykeHe KOOPJAWHATE Yy OKOJIMHU HYJIE. \V4

13 Teopeme 22 ciaeam na ce, y OKOJWHH HEPABHOTEKHOT IOJIO¥KAjad, CBAKH
cucreM audepeHInjaTHnX jeJHAINHa KOjU 33,/I10BO/haBa yciose [Iukapose Teopeme
CBO/IM, y HEKUM KOODJMHATAMA, HA

oy _ dry _  _
a7’ e dt

Y TuM KOOpJuHATaMa TPajeKTOPHje CHCTeMa Cy BEOMa jeHOCTaBHE: TO Cy Iap-
aJjiesiHe 1pase

=0.

l‘l(t):t-FCl, .Ij(t):Cj 3a jZQ
Y npou3BOHHUM KapTaMa, OBE TPAJEKTOPHje Cy XOMeOMOpP(QHE CIUKe MapaeTHuX
[IPABUX.

Y OKOJIMHU PABHOTEXKHOT MOJIOXKAja, MejyTuM, CUTyalnja je 9ecTo 3HATHO CJIO-
skernja. Heka je p pasHoTexkHM mosoxaj, tj. F(p) = 0. He ymamyjyhn ommrocr,
OpeTnocTaBuMo Ja je p = 0y jiokajauM KoopauHarama. lomro je F'(0) = 0, npsu
mran TejmopoBor pa3Boja mpecaukaBama F' y OKOTUHE HYJE je HeroB W3BOI:

F(z)=A -z +r(z),

rae je A = DF(0) nuneapHO TipecinkaBame, a 1 TejIopoB ocTarak KOju je Masn
y nopehemy ca A - x. 13 Teopeme 9 na crp. 20 BUIUMO Ja Ce Tala W WHTETPAJIHE
KpHBe BEKTOPCKOT ToJba F', y OKOJMHW PABHOTEZKHOT TOJI0XKajd, MOTY Y W3BECHOM
CMHCJTYy OIMHUCATH TOMONY perremna JuHeapHe jeIHadnHe

dx
ST A
dt .

OBe jegHaunHe Cy IpeaMeT HaIller H3ydaBarmba y cienelieM IOrIaBiby.






IJTABA 3
JIuneapue maudepeHiinjajHe je JHAYNHE

1. Ersucrennuja pemrema

Heka je B Banaxos npocrop u L(B; B) IpocTOp HEIPEKUTHUX JIMHEAPHUX TIPEC-
nukaBama L : B — B. Heka je I orBopen uurepBan y R Koju cagapku Taduky to u
HEKa Cy

A:I— L(B;B), b:I—= B

HEIIPEKUIHa IIpeC/InKaBalba.

Hedwmuunuja 11. Judepennujanna jesaadanna

CC% —A) -4 b(t),  a(te) =g

HA3WBA Ce AUHEGPHOM dudeperyujartom jednauunom. Axo je b = 0, TakBy JIWH-
€apHy jeJHAUNHY HA3UBAMO LOMO2eHOM. AKO Cy A m b KOHCTaHTHA TPECTNKABAIHA,
TOBOPUMO O JINHEAPHO] AUMEPEHINjATHO] JETHATUHA €4 KOHCIMAHIMHUM KOePUyU-
jenmuma. O

Ipecavkapamwe F(t,z) = A(t) - « + b(t) 3amoBomasa yciaore Teopeme 15 Ha
crp. 30, mTo 3a mocaeauIly uma ciaenehie BayKHO CBOJCTBO JimHEApHUX audepeHIim-
JaTHUX jeTHaYMHA.

Teopema 23. Jluneapna dudepenyujarmna jednavuna uma jeduncmeeno peus-
ewe, dedpurucaro Ha yeaom domeny I npecaurasarwa A ub. Cneyujaino, AuHeapHa
Judepenyujanta jedHauura ca KOHCMAHMHUM KOePHUUUIEHTIUME UMG JedUHCTMEEHO
pewerve x(t) dedpunucarno 3a cee t € R.

2. Cuyuaj peasiHe npaBe

Pa3zmorpumo nuHeapHy mudepeHIujaany jeHAUNHY y Hajje HOCTaBHHUjeM Ba-
HaxoBoM 1pocropy (Hax nossem R) — peannoj upasoj.
Heka je a € R peanna xoncranrta. ludepennujasna jeqnadanna,

dx
dt
no Heno3Haroj dpyskmmju z : R — R HasuBa ce jednauwunom HOPMaAHOZ pacma.

Hajnaxmy HaumH 72 ce OHA peId je pa3aBajarbe MPOMEH/PUBHUX: HHTETPAIIAjOM
€KBHUBAJIEHTHE j€/[HAYNHE

axr, I(to) =T (45)

1

d?x = adt, x(to) = o

10sa jesHAYMHA OmHCyje NMPHEPOAHE HpOIece Ka0 IWITO je pacT momynanuje Gaxrepmja (rme je
a > 0) nnm pagmoakTueHU pacnan (Kaq je a < 0).

41
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HaJIa3UMO PEIICHHEe

z(t) = zoedt—t),

Kao narogemraj moryhiHocTu yommremna Ha Banaxose mpocTope ciokenunje o
peaJiHe IpaBe, CIOMEHUMO Ja jeaqnaduna (45) MoxKe /1a ce pemu u 1oMoly CTerneHux
PEeI0Ba — TPAXKUMO PeIleme y 00IuKy

o0
2(t) =D calt —to)".
n=0
Hudepennupamem u ybauusamem y (45) nobujamo nc, = ac,—1. Omarie, uHIyK-
uujoM, caemu nlc, = a”co. Umajyhu y Buay moyernu ycios, mobujamo

n

a
Cp = x()ip
n!
o/laKJe, y3 moMoh pasBoja
oo
An
A
n=0

CITeJTA J1a, je perrnerne
oo n n
t—t
x(t) =z E u = goet—to),

3anarak 31. Heka je x(t) koquunHa pajuOaKTUBHE CYIICTAHIIE Y TPEHYTKY t.
Jokazaru 1a BpeMe 3a KOje ce 0Ba KOJMYHMHA IIPEINOJIOBH HE 3aBHCU OJ [IOYeTHE
komuaune rg. OBO BpeMe HA3MBA Ce NEPuodom nosYypacnada. v

Hewro omruja ox jeauaduune (45) je jennauuna
dz
i a(t)x, x(to) = o,
rae je a : I — R nenpeknana Gynkimja geduHncana va narepsaity I =|to—p,to+p|
ca neHTpom y to. W oBa jenHadmHa ce peliaBa HAa UCTU HAYUH — Pa3/IBajameM
npomenspbuBuX. VIHTErpanujoM eKBUBaJIEHTHE jeTHAYNHE

d
f —a(t)dt,  x(to) = o (47)
00MjaMO pelremne
x(t) = Ioeftto a(s)ds (48)
3amarak 32. OnpeauTn JOMEH OBOT PEIIEhHa. v

Yumecro ga rosopumo o (48) kao pememwy jeqnadune (47), MOKEMO J1a KazKeMO
na je

(t) = Celto 9905 (49)
OIINTE pernemne AudepeHInjaane jeTHATNHE
d
= =albe, (50)

npu demy ce KoHcrauTa C' onpeljyje u3 mOYeTHOr ycJjIoBa.



2. CJIYYHAJ PEAJIHE TTPABE 43

3anarak 33. Pemuru nudepennujanny jennauuny (50) momohy crenenux pe-
JTOBa: JTOKA3aTH Ja ce TudepeHnupameM n3pa3a

[oe]
z(t) = Z ent”
n=0

u ybauusamwem y (50) mobuja cucrem jeHadMHA
neé, = a(t)cn—la
YMjuM ce peraBarmeM noomuja (49). v

ITocmaTpajMo caja HEXOMOTEHY jeTHAINHY

9T e + b)), (51)
dt

TlocToju Buile HAYMHA A Ce OHA PEIIM; MK NeMO [a JeMOHCTPHPAMO jeIaH KOju
WIyCTpyje BaxKan MeToJ, — memod eapujoyuje xoncmanme. Ominra waeja oBor
Meroa Moxke Ja ce dhopmysuine oBako. IIpernocraBumo ga Heku npob/ieMm MOXKeMo
Jla PEIIMO aKO ra TMojeqHocTaBuMO (HIp. wurHopuiemo b(t) y jennauwnu (51) u
ceseMo je na jemnauuny (50)) u na perneme 3aBucu on Heke Konctante C (Kao
wro je g y (49)). Moxkemo ga HOKymiamo Jia JIOKaXKeMo Jia je e yCJIOXKIbaBAbeM
upobsiema (KakBo je pojasarbe b(t) Ha JeCHO] CTpaHU) YCJIOKIbABA U PELIeHhe TAKO
mro Koucranta C' nocraje yHkiumja.

Hakie, nokyiajMo 1a Hal)eMo perreme HexoMorene juneapue jeaunadune (51) y
00Ky perema xomorene (49), anu ¢ rom pasaukom mro C cMaTpaMo QyHKILjOM
o t:

2(t) = C(t)eo “O % ommocro  a(t) = C(t)y(t). (52)
rae je
y(t) = el 94,
Hudepennupamem (52) Hamazumo

de dC dy

2oy 53
a @ T (53)
TTomrro je y(t) dynkuuja xoja (kao cnenujannu ciayvaj (49) 3a C = 1) 3amoBosbaBa
xoMmoreny jexnauuny (50), ybarusamem uspasa (53) y jennauuny (51) mobujamo
nudepeHnmjaTHy jeJHATHHY

dC . . @ . —ftt a(s)ds
Y@ =0(), oz —=0(t)e o

o Henosuaroj Gyukuuju C. Hbeno pememe je

t w
C(t) = Co + / b(w)e” Jio “) 8 gy,

to

2Jlen mpuMep OBAKBOT DE30HOBAHa HABOAL ADHONZ y [8]: ymecro ma y ommc Heke mojase
Ha 3emsbn (HOD. OmMC KpeTama OpoAa mo MOpy) yk/bydmmoO Mecen, MOXKEMO a IPBO DEIIHMO
Taj nmpobseM Kao jga Mecell He MOCTOjH U JOOUjeMO pelllere KOje 3aBHUCH O] HEKMX KOHCTAHTH.
To Hmje IPABO pemIeme, jep HIHODHINE yTHNR] IIMMe W Oceke (mociemume pesonynmje Mecena)
Ha KpeTame 6pona. llpaBo pememe ce mobuja KaJg ONUIIEMO KAaKO Ce Te KOHCTAHTE MeEMmajy, IO
yrunajem kperama Mecena, y Toxy 24 carta. JIpyruMm pedmma, Tperupamo ux Kao (PpyHKOHje Koje
3aBHCE Ol BpEMEHA.
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Yo6anusamem oBor uspasa y (52) mobujaMo ONINTE pEliee HEXOMOTEHE JIMHeapHe
jemnaqune (51)

t t t . ;
z(t) = <00+/ b(u)e” [ a(s) ds du) eliy alds. (54)

to

rae je Cy KoHCTAHTA KOja ce onpehyje u3 mouerHux yciosa.

3anarak 34. [la nmu jennadmna

v _ 1 cost
—_— =X COSs
dt

UMa HEPUOJIMIHUX Pellieba’ v

3anarak 35. Heka je a(t) = a koncranTna dyskuuja. Jokasaru 1a je

t
z(t) = ety +/ et=2)ap(s) ds

to

pememse jemuaqanne (51) ca moderHnM ycaoBoM z(tg) = To. v

Hamomena 9. YV meromy Bapujanuje KOHCTAHTH, KaO M y METOY PEIlaBarba
moMONy CTEemeHnX peoBa, TPAXKUIN CMO perieme y odpehenom obauxy. dpyrum
pednMa, y M3BECHOM CMHUCIY CMO nozoduau perieme. Kaga cMo y TOMe ycresw,
[POIVIACHJIA CMO jeJHa4uuHy penieHoM. HapaBuo, To je moryhe Ha OCHOBY jenuH-
CTBEHOCTH PEIlieha. ¥ KOJIUKO yCJIOBU Koju 00e36ehyjy jequHcTBEHOCT perieha HUCY
HCIIyIbeHd, Moryhe je 7a HaM je HEKO perneme mpoMakso. Mehyrum, Kao mro cMo
Bumenn y Teopemu 23, Koj JMHeApHWX jenHadYMHA yBeK MMaMmo obe3beheny jemmn-
CTBEHOCT. o

3. Onmrru ciryd4daj

Heka je B Banaxos npoctop u A € £(B; B) orpanudenu JMHEAPHU OLEPATOP.
Uspas (46) uma cmucaa u y BanaxoBom 1pocTopy, OJHOCHO MOXKEMO /3 FOBOPUMO
0 JIMHEAPHOM OIIEPATOPY

oo
A'H/
A _ A
eti=>" >
n=0
rae je AY = I unentuuaku oneparop u A" := A" oA, a mumec y 6eCKOHAIHOM 36HPY
HA JIECHO] CTPAHU Y3€T Y OlHOCY Ha onepaTopcky nopmy [|A|| = supjy = [|Az].

3anarak 36. Tokasaru j1a je e mecdbunncano 3a cse A € £(B; B). Yuyrerso:
HOPMUPAHU [POCTOD je BaHaxoB akKo U caMO ako je CBaKW allCOJIyTHO KOHBEPIeHTAH
pex kouseprenran. ITpocrop L£(X;Y) je Banaxos ako u camo ako je Y Banaxos
(Bumern [1]). v

3anarak 37. lokazaru ma je

A m
e = lim <I + — .
m— oo m
Yuyrcro: I u A xomyrupajy, na crangapiHa OuHoMHA (GOPMYyIa MOXKE Ja Ce
MPUMEHU HA U3Pa3 Ha JIECHOj CTPAHU. v
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Hemnocpenanm nudepeHnupameM CTEMEHOT Pefa Ce MPOBEPABA 1A j€ PEeIlemhe
nudepeHImjaaHe jeHadnne
dx
=A-x, z(ty) =
o (to)

IaTO W3Pa30M AHAJIOTHHAM CJIy4ajy PEasHe IIpaBe
a(t) = el =g, (55)

W3 Teopeme 23 cireu 12 je OBO periemne jeJUHCTBEHO U AeUHUCAHO HA TEJI0M
ckyny R.

Hanowmena 10. o perema (55) moxkemo Ja gohemo u 6e3 norabharma 1mosu-
BalbE€M HA AHAJIOTHjy CA PEATHOM IPABOM, aKO Ce JeTa/bHHje yayOmmo y mgoKa3
ITukapose Teopeme. Ilomcermmo ce ma cmo Tamo, Ha cTp. 21, [0 pelnema AOULIN
npumeHoM BanaxoBor craBa 0 (DPUKCHO] TAYKHM HA TMTPECTNKABATHE

P y(t) — xo —|—/t F(s,y(s))ds.

Y cayuajy Juneapue jennauune koju pasmarpamo je F(t,y) = A-y. Cerumo ce na
ce Bamaxos ctaB o ¢dukcHoj Tauku goKazyje npumernom Ebyru-Ilnkaposor merona
uTepalmje: 3a MPOU3BOJHPHO T TparkeHa (PUKCHA TAYKA j€ FPAHUTIHA BPEJHOCT HU3A,

Tn+1 = w(xn)

Ilocmarpajmo a3

xo(t) = w0, Tpt1(t) :=xo + / A-xp(s))ds.

to

Tana je
t

.’El(t):.’bo-l- A~;v0ds:x0+(t—t0)A-x0.
to

IIpomyxaBameM MOCTyIKa 100MjaMO

t
1
.’EQ(t) =29 + A- xl(s) ds = xo + (t — to)A - Ty + i(t —t0)2A2 - Xo
to

" JIaJbe, UHLYKIIHjOM,

n k k
t—to A
$n+1 = E *Zo-

I'panndHa BpeJHOCT OBOT HU3a je ympaBo (55). o

Pememe nexomorene jeqnadnne

dx
E_A x + b(t), z(to) = w0,

YKOTMKO A He 3aBuCH O ¢, je JATO MCTHM H3PA30M Kao y CJIydajy PeasHe mpaBe
(Bumern 3amarak 35)

t
2(t) = et Az, 4 / (= 4b(s) ds (56)

to

IIITO Ce MPOBEPABA HEMOCPETHUM TU(DEPEHITUPAIHEM.
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3anarak 38. [la 1 u xoMOreHa jeaHavnHa,
dx
— = A(t) - x, z(tg) = x
dt ( ) ( 0) 05
ca nekoncranTHuM A(t), Moxke 1@ ce pemu nomoly creneHux penoBa Kao y Bamna-
XOBOM MPOCTOPY, Kao 1iTo je ypaljeno y 3amarky 33 na peannoj mpasoj? Omrosop:

He. v
IlocmaTrpajmo caga ommmTH Caytaj
d
di; —A(t)-z+b(t),  a(te) = 0, (57)

rae u A(t) w b(t) 3aBuce ox t. Y 3amarky 38 cmo BuIean Ja dak u 3a b = 0 He
MOZKEMO 713 TOHOBAMO METO/I Ca PeasiHe IpaBe, Tako Ja je Beh m xomorena jeHadnma,
Ca HEKOHCTAHTHUM KoedHIHUjeHTUMA JOBOHPHO KOMILIHKOBAHA.

IMokaxxumo mehyrum, ga pemiaBarme Hexomorene jeanaqdune (57) moxke pa ce
CBeJle Ha pellaBaibe XOMOIeHe, ajli y JAPyroM mpocropy. llocmarpajMo ymecro
jemnauune (57) y npocropy B, jemHaduny

dL

i A(t)L
y Banaxosom npocropy L(B;B). Heka je L(t,s) meHo pelieme Koje 0Jroapa
novernom ycauosy L(s) = I. Taua je

t

x(t) = L(t,t0)xo +/ L(t, s)b(s) ds (58)
to

jenuHcTBEHO pellewe jenHauude (57), WITO ce npoBepaBa HemocpedHuM JudepeH-

LUPAHEM.

3anarak 39. Ussectu, y cayuajy kaz je A(t) = A KOHCTAHTHO IPEC/IUKABAE,
uzpas (56) u3 (58). v

4. KoHauyHOAMMEH3UOHH CJIydYaj

PemmaBame HeayTOHOMHE XOMOTeHE jeHAUNHE

%:A-x, x(to) = xo
y caygajy BamaxoBmx mpocropa KOHAYHE IUMEH3Wje CBOIU Ce HA M3PAdyHABAHE
marpure elt~t0)4 Opo je mocebHO mako ako MaTpuna A Mozke 1a ce aujaroHaamsyje,
Tj. aKO TOCTOje IMjaroHaHa MATpuIa D U WHBEPTHOUIHA MaTpHUIA S Takse 13 je

A= S71DS. Tlomro je
e(t=t0)STIDS _ Slelt=to)Ag (59)

pobJyieM ce CBOJIM HA jeJHOCTABHO M3pPAadyHABaI€ €KCIOHEHTA /MjaroHajHe Ma-
tpuie. Jlako ce Buam ga je e(!~1)P oner nujaronanna MaTpHIA, GHjH CY €J1EMEHTH
obiuka e~ pre cy Aj JWjarOHATHHU eJleMeHTH MaTpuile D, OZHOCHO CONCTBEHE
BPEIHOCTU MATPHIE A.

3anarak 40. lokazaru ma marpuie

a=(y1) ws=(0 7

HE MOTY JIa C€ JIUjarOHAJIU3Yjy.



4. KOHAYHOUMEH3UOHU CJIYUAJ 47

(6) Uspauymatn e!(A+5) i etA . etB,
(8) Heka cy P u ) kBagparue n X n Marpuie xoje komymupajy. Jokasaru na
je eF1@ = ePeQ = eQel y PeQ = @ P, v

VY ommrrem ciydajy, MaTpuily A MOxKeMo 1a ceemgemo Ha 2KOpIaHOB KAHOHCKH
obmuk. U3 kypca Jluneapue ajrebpe Ham je mo3HaTo ga Marpuia y 2KopaaHoBoOM
00JIMKY WMa COICTBEHE BPEIHOCTH HA, [IWjarOHAJIHU, HyJEe WCIOM AWjaroHae W Ka-
HOHCKe GitokoBe m3Haj aujaronarne. Axko je C' 2KopganoBa marpuiia Koja W3HAL,
)€ ce, ocum
elt=t0)Ai  nojasibyjy 1 nosmHOMCKe dyHKIMje (kaza ce y GIIOKOBUMA U3HA/|, PEAJIHUX
COIICTBEHUX BPEJIHOCTH MOjaBJbYjy jeIUHHUIE) U TpUroHoMmerprjcke dbyHukimje (Kaga
MaTPUIA UM KOMILJIEKCHE COICTBEHE BpeaHocTH). To MoxkeMo na (opMy/umemo
Kao Teopemy.

JMjaroHaze UMa W eJeMeHTe pasamuuTe of Hyse, y Mmarpumm elfto

Teopema 24. Pewera Tomozene suneapre dudepenyujoste jednauumne ca KoH-
CMAHMHUM KOEPUUUJEHMUMA
dz
—=A-z (60)
dt
y R™ npunadajy arzebpu 2enepucano) ekcnoHenyujastum, NOAUHOMCKUM U MPU20-

HOMEMPUJCKUM PYHKUUJAMA.

3anarak 41. (a) Pemuru nmuneapuu cucrem (60) 3a cienehe marpune A

) E () E G Y R G

0 1 2 2 00 1 o090
1 0 0 0
00 3], 03 0},
0 0 0 0 1 3 1000
1 0 00
(6) Pemutu cucrem
=Tty
dy _
a = Y
(B) Cecru nudepeHnpjaity jeJHa9uHy APYTrOr Peia
d*x
Ha CHCTEM O]I JIBe jeHAYWHE TTPBOT PeJia W PEITUTH Taj CUCTEM. v
3anarak 42. Permmutu cucrem
d
d%j =tA-x+ xcost
3a cBaky oJ marputia A u3z Sazarka 41 (a). v

3amarak 43. 3a koje A € R jeqnaunna
d*z
dt?

uma pemieba? YIOpeIuTH OBaj 3a7arak ca 3ajgarkom 21 Ha crp. 24. v

= -\, z(0) = 0, z(m)=1



48 3. JUHEAPHE JU®EPEHIINJAJIHE JEJHAYNHE

3amarak 44. Permuty HeMHEAPHN CHCTEM
dr __
ﬁ = |y\
dy _ _
a — 7T

" CKHUIUPATH Fherose (pa3He KpuBe.



I'JIABA 4

O eKCINIMIIUTHO] PEHINBOCTU Ju(EePEeHITNjATHUX
jeJTHaYMHA

1. PemmBocTt nomohy kBajgparypa

IMocrynak uspauynaBarma noBpiuuHa (OZHOCHO UHTErPalja) y KJIACUYHO] JIM-
Teparypu HasuBao ce keadpamypom. OBaj repmun norude jom oj ITuraropejana,
koju ¢y onpehuBame moBpiiuHe HUTrypa MOKYIIABAJIN 1 CBEAY HA MOCTYIMAK HAJIA-
JKemha KBaJipara ucre nospiinuae. Hnp. mpobiem keadpamype npasoyzaonuka anje
CTpaHMIe Majy JAyKUHY a 1 b CBOIN ce Ha KOHCTPYKIMjy KBaJpaTa cTpaHuie v ab
(reomerpujcka cpeauna). Meby najseha mocrurnyha aHTudke MareMaTuke Coagajy
peremna npobeMa KBaJIpaTypa CIOKEHUJUX JIMKOBA, KA0 IITO je APXUME/IOB J0KAa3
Jla OBPIIMHA OjcedKa Lapabosie uznocu 4/3 LOBpLIMHE TPOYIUIA YUMCAHOL Y Taj
orncevdak. HepemmBocT aHTHYKOr TPoOIeMa KBAJIpaType Kpyra IOKA3aHa je TEeK y
XIX Beky — To je mocaemuna JImnaeman—BajepmTpacoBe Teopeme 3 1882. roaume,
KOja ToKa3syje m ma je Opoj m TpaHcueHAeHTaH. Pememe mpobmeMa KBaaparype
xunepbosie y = 1/x no kora je y XVII Bexy momao I'peropuje ne Cen—Bencan
J10BeJ10 je 10 aedpununuje GyHKLIUje NPpupooHoz A02aPUMMA

/m dt
log x := —
1 t

KOja je KacHUje uMaJjia BazKHy YJIOI'y Y MAaTEeMaTHUIIH.

YKoJIMKO ce pernasaibe fAudepeHnujaine jeiHaqnHe camMo aaredapCKuM TPaHC-
dopmarmjama CBOIM HA TPOOJIEM U3PauyHABAA WHTErPAIA, KAXKeMO 14 je audep-
eHIMjaJIHA jeTHAYMHA pewusa nomohy keadpamypa. Ha mpumep, xao mro cMo
Buznenu y LitaBu 3, nmuHeapHa audepeHInjaTHa je THAYNHA

d
dif = a(t)z + b(t) (61)
je pemuBa moMmohy kBagparypa. Hbero pereme je

t , .
gj‘(t) = x(t) = (C +/ b(u)e_ fto a(s)ds du> efto a(s) ds'
to

Jlahiemo jorrr jeman mpuMep jegHadHHE pemmBe TOMONy KBaaparypa.

IIpumep 9. (Jegnaunna ca rorannum audepenuujasiom) Hekacy Pu Q
rnaTke pyHknuje mepunncane Ha orsopeHoM ckymy V C R x R. /Iudepenrujaamna
jeHaYnHA

dx  P(t,x)

i Qo) "

MOXKe J1a Ce HAIUIIe Y 00JIUKY
P(t,x)dt + Q(t,x) dx = 0, (62)

49
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ma Cce HAJIAXKEHhe IHEeHNX MHTErPATHUX KPUBUX CBOAW HA HAJIAXKEHE KPUBUX HA KO-
juMma ce amynmpa audepennujanaa 1-popma

w=Pdt+Qdx € Q'(V).

Kao mrro cmo Bugenu y Tmasu 1 (Bugeru crp. 10), HeONXomaH yCI0B 33 €r3UCTEHIA]Y
npumurushe dyrkuje (0-dopme) dopme w je dw = 0. Iomro je

0P oQ _(orP 0Q
dw = %dx/\dt—i— Edt/\dm- (3x — 815) dx A dt,
HEOIXO/IaH yCJIOB 33 er3ucteniujy dbyukimje f : V — R rtakse na je df = w je
oP  0Q
oz = ot (63)

OBaj ycJIOB je u TOBOJbAH, AKO j€
H;R(N) =0

(Bugeru (13) na crp. 10). Jlako ce Buau ga cy, y TOM Ciydajy, Deliera jejHa-
unHe (62) mara ca
flt,z)=C,

rae ce koHcranTa C Haja3u U3 IOYETHUX YCJIOBA. f

3anarak 45. Jlokaszaru 1a jeHaunHa Koja pas3asaja npomersbuse (3azarak 11
Ha cTp. 17) MOXKe J1a ce CBe/ie Ha jeJHaYUHY ca TOTaJHuM Audepennujajgom. Pemuru
jemHaunHy KOja pa3aBaja mpoMensbuBe merogaom u3 Ilpumepa 9. v

Hanowmena 11. (MuTerpanmonn MHoXKuTesb) YKonko GyHkimje P u Q y
jennauunu (62) He 3am0BosbaBajy (63), U Ja/be MOKEMO Ja MOKYIIAMO JIa PEIIUMO
Ty jemuaaunny merogom u3 Ilpmmepa 9. Moxkemo na npobamvo na nahemo dyukiumjy
wu(t, x) TakBy, na jenHaduHa

w(t,z)P(t,x)dt + u(t,2)Q(t,z)dx =0

MOCTaHEe jeTHAYNHA, Ca TOTaIHUM audepennujasom. OyHKIN]y (1 TPAKUMO TAKO 13
BaXKH

Ao (uP) = 2. (@)

1 Ha3UBaMO je UHMEZPAUUOHU MHOHCUTNESD. <&

3anmarak 46. Jokasaru ja xomoreHa juHeapHa jennauuna (jennauuna (61) ca
b = 0) MoxKe Ja ce PeIu Kao jeJHAYNHA Ca TOTAJTHUM Ju(EepeHImjagaoM.
YryrcrBo: HahM MHTErpAIMOHN MHOXKUTED Y 00suKy w(t, ) = \(t)z. v

ITpobaemom pemmBocTu (He camo nudepeHpjasIHux) jeHadIMHa OaBuiu cy ce
muorn maremarudapu — A6es, Tamoa, TTukap, JIuyeun u apyru. Kiacuuan pesyi-
tar I'asoaoBe Teopuje o HemoryhiHoCTH HaslaKeba pelerha HEKUX ajirebapcKux je/I-
HA4YMHA MTOMONY pajMKajia MMa CBOjy AHAJIOTH]y U y TEOpHju JAudepeHInjasnnx
jemnaumna. Jenma ox JIujeBux MoTmBanuja 3a yBoheme OGECKOHAYHWX TPyIa KoOje
maHac HazuBaMmo JlujeBum Oumiia je ympaso mpomwupere merona l'asoaose Teopuje
Ha Teopujy audepeHunjasHUuX jeJHAYMHA. YJO0ry KOjy y anrebapckoj l'asoaosoj
TeOpuju NMajy KOHaUHe rpyTte, v audepennnjannoj nmajy Jlujese. IIpse pesynrare
0 HEPEIMWBOCTHU HEKUX JuDEPeHINjaTHIX jeTHAYnHA, 10010 je JlmyBu.

Jlamac 3HaMO 1a camMo Maau Opoj audepeHnujaTHuX jeJHAUINHA MOXKEMO I
pemmmo nomohy kBaaparypa. Ha npumep, Beh ako na mecuoj crpanu y (61) umamo
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KBaIPATHU ITOJIMHOM, YMECTO JIMHEAPHOTr, 100ujaMo jeaHadnHy K0joj moceehyjemo
crenehn nmpumep.

IIpumep 10. (PukatujeBa jeguadmnaa) Moxe na ce nokaxe 1a jeiHadnHa

dx

i a(t) + b(t)x + c(t)z? (64)
y OTINITEeM CIy4ajy He MoKe Ja ce pernu momohy kBazaparypa. MehyTtuwm, ako vam je
MO3HATO jeJIHO HhEHO peliene (,IapTUKYJIapHo peliense” ) u(t), OHJa OIIITe Peliehe
MOXKeMO J1a A00ujemMo moMohy cMene

1
z(t) = u(t) + —
y()
kojuMm ce PukarujeBa jennauuna (64) ceoau na juneapuy (61). f

Axo Ha mecHOj crpanu, yMecTo JiuHeapHOr (Kao y JIMHEAPHO] jeHAYUHU) HIIU
kBagparHor (kao y Pukarujesoj) mosmHoMa uMaMo IIOJIMHOM BUILIEr CTELEeHA, HIP.
AKO UMAMO jeJIHAYUHY

Z—f = a(t) + b(t)x + c(t)z® + d(t)2*,
y ONINTEM CJIy4ajy HAM HH TO IITO 3HAMO HEKO MAPTHUKYIAPHO PEIerhe HE MOMAaXKe
na Hahemo omrrre.

Puxarujesa jennauuna, paszmarpana y IIpumepy 10, ce cBoau Ha juHeapHy ako
je ¢ = 0, ma MoXKe Ja ce CMaTpa HEHUM YONIITemeM. JOIl jeHO YOIITEeme /1aje
crnenehn nmpumep.

IIpumep 11. (BepuyimujeBa jemuaumua) Jennaguna

d .

= +a(t)e +b(t)a” =0 (65)
je, 3a r € {0,1} nuneapua jemnauuna (61). 3a r ¢ {0,1}, Bepuynujesa jes-
HaunHa (65) ce CBOAM Ha JIMHEAPHY CMEHOM
dx dy
2 p—129
at P ar
3a morozHo u3abpaHo p. 3aucra, nocie oBe cMere jegnaduna (65) mocraje (mocse
ckpahusama ca yP~ 1)

x=yP, Tj.

d
pdi; +a(t)y +b(t)y? P = 0.
Axo uzabepemo p tako na je pr—p—+1 =0, rj. p=1/(1—r), 106unu cMo JuHEAPHY
jeHAYMHY. f

2. Cumerpuje n cMeHe

Moryhnoct 7a Heke jenHadMHE WIAK PEITUMO €KCILIMIUTHO OOMYHO Ce jaBiba
K4/l je y 10j IPUCYyTHA HEKa CHMETpHja KOja mojemHoctasspyje mpobsem. Hajjem-
HOCTaBHUjU IPUMED TOra Cy jeaHadYnHe KOJIMa CMO IOYEH O0Baj TEKCT, OOJINKA

L@, i) =m0 (66)
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Kao mro 3HaM0, oHe ce pemaBajy aupekTHOM mpumernoM OCHOBHE Teopeme WHTe-
I'PaJIHOl padyHa:
t
x(t) = xo —|—/ F(s)ds.

to
Cumerpuja Koja je mpucyTHa y jennadunu (66) je MHBAPUjaHTHOCT JECHE CTPAHE Y
OJTHOCY Ha BePTHKAJIHY TpaHCIalujy, Tj. y oaHocy Ha mejctso rpyme (R, +) ma R?
naro ca g - (t,x) := (t,z + g). Popmanuzosahemo oBaj nojam caezneliom pedununu-
joM.

Iedbwmuumnuja 12. Hdudeomopduzam v : M — M je cumerpuja BEKTOPCKOr
nosma F wa M ako je ¥, F = F. o

3anarak 47. Jloka3aru 13 je CKyI CUMETpHja JaTOr BEKTOPCKOT TOJba, CA OTI-
epaImjoM cjarama TpecanKaBama TpyIa. v

3anarak 48. Jloka3aru [1a CHMETPHja BEKTOPCKOT TOJbA CJANKA HHTETDAJIHE
KpWBE y WHTErpaJjHe KpuBe. v

Hedbuaunuja 13. Hdudeomopduzam ¢ : M — M je cumerpuja ayToHOMHE
nudepeHIjaane jeanadnne
dx
— =F(x
o = F()
aKO je OH CHMeTpHja BEKTOpCKOr mosba F wa M.
Iudeomopduszam ¢ : I x M — I x M je cumerpuja HeayTOHOMHE AudEpPEHITH-

jasHe jeTHAYMHE

dx
— = F(x,t
= F(.1)
aKO je OH CHMeTpHja ayTOHOMHE Au(epeHIinjaTHe jeTHATHHE:
dt
— =g(t,
o =9(t.z)
dx
— =g(t,z) - F(t,
= = glt,0) F(t.2)
Ha MHOroctpykocta I X M. O

IIpumep 12. dudepentujaana je HATITHA
dx
— =F(x z(to) = xp.
= F@),  alt) =
je cuMeTpuvHa y OJHOCY Ha XOPU3OHTAIHY TpaHcjamujy. Axo je F(xzg) # 0, y
OKOJIMHU T€ TaYKe OBA jeJHAYNHA MOKe /[a C€ HAIUIIE y eKBUBAJIEHTHOM OOJIUKY

a1
dr  F(x)
u pemu npuMeroM OCHOBHE TeopeMe WHTErpajiHor padyHa, kao u (66). f

IIpumep 12 maycrpyje Meron pemaBama AuepeHInjaTHX jeTHAIHHA KOjU ce
HEKa/[ HA3MBA U METOJOM CMEHe [POMEH/bUBUX. ¥ jeJHAYUHU W3 TOI IIPUMEPA
YOUUJIU CMO CAMETPH]Y (XOPU30HTAIHA TPAHCIAIN}A) KOja HAM j€ TIOMOTJIA, 12 MPO6-
JIEM CBEJIEMO Ha ApyrHu Koju Beh 3Hamo Ja pemumo, Tj. Ha jeauaunny (66). To cmo
yPaIuiv TPOMEHUBINK YJI0Te KOOPIWHATHUX Oca paBuu. Eby ocTBapyje audeomop-
duzam

RxR—RxR, (t,z) — (x,t),
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uim, Apyraduje pedeno (Hekas, je Ta ¢opmyJiauja 3roJHUja 33 IPAKTUIHO pelra-
Batbe npobJieMa) yBohemeM HOBUX IIPOMEHJBbUBHX (S, y) yMecTo crapux (t, 2) cMEeHOM
s=ux,y==1.

Pazmorpumo ommruju caywaj.

Teopema 25. Hexa je F(t,x) 2aamxo eexmopcro none y pasnu R X R. Axo
NOCMOJUu JeOHONAPAMENAPCKA 2DYNA CUMEMPUIA KOJG 2AGMEKO U HEMPUBUJAAHO Je-
jemeyje na R x R, onda je jednavumna

dx
— = F(t,x)
dt
EKCNAULUMHO PEWUBE Y OKOAUHU C8AKE HECALUOHAPHE Mauke Jejcmea.

A Kao y Teopemn 22 Ha crp. 38, MmoxkeMo na Haljemo KoopanHare (S,y) y Kojuma
je nejcrBo esementa € rpyne (R, 4) Ha Tauky (s,y) maro ca

(5,9) = (s,y +¢). (67)

Kao u y goka3sy ciomenyre Teopeme, bmpamo 3a ,,KoopAuHaTHE Oce” opOuTy 1aejcTBa
1 KPUBY KOja je TpPAHCBEP3aJHA HA Y.

ITomTo je BekTOpCKO MOJbe F' WHBAPHjAHTHO y OFHOCY HA JI€jCTBO, ¥ KOOPIH-
HaTama (S,Yy) OHO je MHBAPHUJAHTHO y OJHOCY HA BEPTUKAJIHY TPAHCJIAIM]Y, Ha jel-
HaunHa 1obuja obuuk (66), Koju ce pemasa qupekTHOM npuMmenom OCHOBHE Teopeme
MHTErpaJjHor padyHa. \V4

Awanm3om soKa3a 0Be TEOpEME MOXKEMO /14 (POPMYITHINIEMO OTIIITH METOJ] CMEHE
MIPOMEHJbUBE Y TIPUCYCTBY jeTHOTIapaMeTapCKe rpyte riarkux cumerpuja. um vam
je ma ca koopaunara (t, ) npehemo ua HoBe npomensbuse s(t, ) u y(t, ) y Kojuma je
BEKTOPCKO T10Jb€ MHBAPHUJAHTHO Y OJIHOCY HA TPAHCJIAILM]Y JIy2K y—O0ce, 1 jeIHAYNHA,
MOXKE J1a Ce pelnd AupeKTHOM npuMenoM OCHOBHE TeopeMe MHTErPAJIHOD PadyHa.

Jundepenmnmpamem MOXKeMO 1a npehemo ca jeIHonapaMeTapcke rpyre Ha KOjoj
je medunmCcaHO /1€jCTBO HA BEKTOPCKO MOJbe £ KOje je TAHTeHTHO Ha eroBe OpouTe.
Ha 6u jejerBo y HOBUM KoOpauHarama (s,y) uMajio obiauk (67), Mopajy ma Oymy
ucnymena cieneha npa ycimosa:

e kpuse s(t,x) = const cy TanrenTHe Ha &;
e kpuBe y(t,x) = const HUCY HUTIE TAHTEHTHE Ha .

OBW yCJIOBH CY HCITyH-EHHU aKO BayKh
£-Vs=0, £-Vy=1. (68)

OBo je cucreMm napumjasHUX jeqHAYHHA 110 S U y. Ha npBu morsem, oBUME CMO
00U TN KOMTIJIMKOBAHU]H TIPOOJIEM, aJIu TIOTITO je moTpebHo Hahu caMO HEKO HEeroBO
perrerse, HeKaJ MOXKeMO Ja MoMohy mera HaljeMo TpakeHy CMeHy.

Cem Tora, 3axreBn Ja HUBOM (yHKIMje s Oyday TaHreHTHH, a dyHKIHje y
TpAHCBEP3ATHU Ha & Cy UCIYIEHU U aKo je, ymecto (69), ucnymwen ciabuju ycjios

£-Vs=0, §-Vy#0. (69)

IIpumep 13. (Xomorena jegnauumna) Judepenuujasina jeguaduna

dzx
= _F(t
= F(t,2)
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ce Ha3uBa Tomozenom ako je F xomorena dbyukimja, Tj. ako je F(eft,ex) =
F(t,z). Judepennupamem dbaMusmje XoMoTeTHja

(t,z) — (e°t,e’x)
1o £ 106MjamMo BEKTOPCKO mosbe & (¢, ¢) = ti+xj Koje je TAaHTeHTHO Ha OPOUTE IEjCTBA.
Yeaios (69) y oBom catyuajy je

Js ds oy Jy
t— — =0 t— — #0
R PR T M
U 3a/0BOJbaBa Ta, 3a t > 0, cmena s(t,z) = x/t, y(t,z) = t (umm y = logt ako
JKeMMo Jsia Oyzie 3a10BosbeH jauu ycsios (68)). f

3anarak 49. Pemutu xomoreny jemHadquHy

dr 22 +tx
a2 7
3a t > 0 cMeHOM T = st M3 TIPETXOHOT TIPUMeEPA. v

3anmarak 50. (KBasuxomorena jemuauuna) Oyukimja F(t, z) je kBasuxo-
MOT€Ha, Ca TeXXKHHAMA o ¥ 3 aKO BaXKu

F(e“t,ePox) = eP=e £ (¢, 2).

Ako je F rakpa dyHKIHja,
dx

— =F(t,x

"~ F(t,2)
Ce Ha3WBA KBA3UTOMOZEHOM jednawunom. JloKazaTu na ce KBA3UXOMOIEHA jel-
HAYMHA Pelrasa cMenoMm s = % /t5, t =y, v

3anarak 51. Kopucrehu yumenuny n1a je jeqnadwmaa

7=t ()

WHBApWjaHTHA Yy OJHOCY HA JIejCTBO
(t,x) — (e°t,e )
rpyne (R, +), nokazaru ja ce ona cmenom s = x/t*, y = logt conu Ha jejHauunmy
dy 1
ds  F(s)— s
KOja pasiBaja IpPOMEHJbUBE. v
IIpumep 14. (JImaeapna jemmaumua) Beh cmo Buupenu Buie nauuna 3a
PEITaBabe JTMHEAPHE jeTHAUNHE
dr
dt
IMokaxkuMO Kako MOYKEMO /4 je PEuMOo U KopuinhemeM cumerpuja. Jeanaauna, (70)
je muaBapujanTHa y ogHocy Ha aejcrso rpyne (R, 4) 3azaro ca

(t,x) — (t,z + eed @B dt),

a(t)z + b(t). (70)

Bekropcko mosme
&= (0,ef )
je TaHreHTHO Ha opbuTe OBOr JejCTBA, na jeanauunne (68) mocrajy

Os _ 0 @ef“(t) a— 1.
T

oxr p)
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Opariie ciiequ Ja ce CMEHOM

s—1 t) dt

y:xeffa(

)
jennauuna (70) cBOIM Ha jeJHAYMHY KOja pa3/Baja IIPOMEH/bUBe. Jaucta, akoy (70)
YBPCTHMO CMEHY

T = yef a(t) dt7
nobujamo mobpo mo3HaTy (GOpMyITy 3a periemne guHeapHe jeqHaunne. [Iposepy oc-
TaB/HAMO UUTAOILY KAO 33ATAK. v






JOJIATAK: Texuuke periaBama
andepeHnnjaTHuX jeTHaYHA

Kao mrro je gurasmam npuMeTno, y OBOM TEKCTY Ce HICMO MHOTO OABWJIM TEXHU-
KaMa pelnaBama OHUX Au(epeHInjaTHnX jeIHadnHa Koje je Moryhie eKCITUIIuTHO
peruTu. Buine maxme cMO [IOCBETHIIN OIUCY HEKUX METO/a KOoju HaM omoryhasajy
Jla aHAJIM3UPAMO pellerha, 0e3 003upa Ha TO Ja Jin MOXKeMo ma Hahemo ,,bopmysty
pemmema”’ wiu we. HapaBHO, HEKaIa je BaykHO HahW ympaBo TakBY (OPMYJIY.
Texauke peraBama HEKAX KOHKPETHUX AU(EPEHIHjATHUX jeTHAYNHA MOTY Ia Ce
nabhy y pasumm npupyunuimma. Ha npumep, mpeasakemMo YuTaoly Jga HOrjesa
cajr

http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

HA KOMe Cy WM3JIOXKEHM IIOCTYIIIM pelllaBaiba BEJIMKOr Opoja jelHAuYMHA, HEe CaMO
nudepeHIyjaTHuX.
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