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{ Xta se, ustvari, mo�e otkriti?
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GLAVA 1

Brojevi

Najstarija ideja o broju vezana je za koncept brojaǌa, dakle za skup N
prirodnih brojeva. Potreba vrxe�a operacija (raquna�a) sa prirodnim bro-
jevima prirodno vodi do koncepta racionalnog broja. Oni su polazna taqka
naxeg izuqava�a u ovom tekstu. Polaze�i od pretpostavke da je sistem racio-
nalnih brojeva poznat qitaocu, bar na intuitivnom nivou, izdvoji�emo spisak
tvr�e�a, aksioma, iz kojih se mogu izvesti sva ostala svojstva ovog sistema.
Pokaza�emo, zatim, �egovu nepotpunost i ukazati na naqin �enog prevazi-
la�e�a. Time �emo motivisati strogo, formalno i aksiomatsko, zasniva�e
po	a R realnih brojeva, koje �emo zapoqeti u Paragrafu 2 ove glave.

1. Po	e racionalnih brojeva

1.1. Arhimedsko po	e. Qitaocu su poznata pravila za raquna�e u sku-
pu Q racionalnih brojeva, tj. brojeva oblika m

n , gde su m i n celi brojevi i
n 6= 0. Sva ta pravila se mogu izvesti iz slede�ih aksioma:

(A1) (x+ y) + z = x+ (y + z) (asocijativnost operacije +)
(A2) (∃ 0)(∀x)x + 0 = 0 + x = x (postoja�e neutralnog elementa za op-

eraciju +)
(A3) (∀x)(∃(−x))x+ (−x) = (−x) +x = 0 (postoja�e inverznog elementa za

operaciju +)
(A4) x+ y = y + x (komutativnost operacije +)
(A5) (x · y) · z = x · (y · z) (asocijativnost operacije ·)
(A6) (∃ 1)(∀x)x·1 = 1·x = x (postoja�e neutralnog elementa za operaciju ·)
(A7) (∀x)x 6= 0⇒ (∃x−1)x·x−1 = x−1 ·x = 1 (postoja�e inverznog elementa

za operaciju ·)
(A8) x · (y + z) = x · y + x · z, (x + y) · z = x · z + y · z (distributivnost

operacije · u odnosu na +)
(A9) x · y = y · x (komutativnost operacije ·)
(A10) 0 6= 1 (netrivijalnost)
(A11) x ≤ x (refleksivnost relacije ≤)
(A12) (x ≤ y) ∧ (y ≤ z)⇒ x ≤ z (tranzitivnost relacije ≤)
(A13) (x ≤ y) ∧ (y ≤ x)⇒ x = y (antisimetriqnost relacije ≤)
(A14) (x ≤ y) ∨ (y ≤ x) (aksioma totalnog poretka)
(A15) x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z (saglasnost relacije ≤ i operacije +)
(A16) (0 ≤ x) ∧ (0 ≤ y)⇒ 0 ≤ x · y (saglasnost relacije ≤ i operacije ·).
(ARH) (Arhimedova1 aksioma) Za svako a > 0 i svako b postoji n ∈ N

takvo da va�i n · a > b.

1Arhimed (′Aρχιµήδης, 287{212. pre Hrista), starogrqki mislilac
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8 1. BROJEVI

Na primer, poznato tvr�e�e

x ≤ y ⇒ −y ≤ −x
izvodi se iz aksioma na slede�i naqin:

x ≤ y ⇒ x+ ((−x) + (−y)) ≤ y + ((−x) + (−y)) (A15)
⇒ (x+ (−x)) + (−y) ≤ y + ((−x) + (−y)) (A1)
⇒ 0 + (−y) ≤ y + ((−x) + (−y)) (A3)
⇒ −y ≤ y + ((−x) + (−y)) (A2)
⇒ −y ≤ y + ((−y) + (−x)) (A4)
⇒ −y ≤ (y + (−y)) + (−x) (A1)
⇒ −y ≤ 0 + (−x) (A3)
⇒ −y ≤ −x. (A2)

Sliqno se rexava i slede�i zadatak.

Zadatak 1. Dokazati ekvivalenciju 0 ≤ x⇔ −x ≤ 0. X

Zaboravimo sada, na trenutak, da se svojstva (A1){(A16), (ARH) odnose na
brojeve i razmotrimo ih kao apstraktne aksiome definisane na nekom skupu.
Tako dobijamo razne algebarske strukture, tj. skupove na kojima su defin-
isane operacije i relacije koje zadovo	avaju neke od gore navedenih aksioma.

Skup T na kome je definisana relacija ≤ koja zadovo	ava aksiome (A11),
(A12) i (A13) naziva se ure�enim skupom, a relacija ≤ relacijom poretka.
Ako na skupu va�i i (A14) on se naziva totalno ure�enim skupom. Na svakom
ure�enom skupu definixu se i relacije ≥, < i >:

x ≥ y def.⇐⇒ y ≤ x, x < y
def.⇐⇒ x ≤ y ∧ x 6= y, x > y

def.⇐⇒ y ≤ x ∧ x 6= y.

Neka je T ure�en skup i E ⊂ T . Element m ∈ E je najma�i element ili
minimum skupa E, ako

(∀e ∈ E) m ≤ e.
Minimum skupa E se oznaqava sa minE. Sliqno se definixe najve�i element
ili maksimum skupa, maxE:

M = maxE ⇔ (∀e ∈ E)e ≤M.

Neka je T ure�en skup i A ⊂ T . Element t ∈ T naziva se gorǌim ograni-
qeǌem (gorǌom granicom, majorantom) skupa A ako je a ≤ t za svako a ∈ A.
Supremum skupa A je �egovo najmaǌe gorǌe ograniqeǌe, tj. element s ∈ T
takav da je a ≤ s za svako a ∈ A i s ≤ t za svako gor�e ograniqe�e t skupa A.
Supremum skupa A oznaqava se sa supA. Dakle, ako sa A≤ oznaqimo skup svih
majoranti skupa A, onda je

supA = minA≤.

Element t ∈ T naziva se doǌim ograniqeǌem (doǌom granicom, minoran-
tom) skupa A ako je t ≤ a za svako a ∈ A. Infimum skupa A (u oznaci inf A je
�egovo najve�e doǌe ograniqeǌe, tj. element s ∈ T takav da je s ≤ a za svako
a ∈ A i t ≤ s za svako do�e ograniqe�e t skupa A.

Ka�emo da je skup ograniqen odozgo ako ima bar jednu majorantu, a ograni-
qen odozdo ako ima bar jednu minorantu. Skup je ograniqen ako je ograniqen
i odozdo i odozgo.

Skup ne mora da sadr�i svoj supremum, npr. ako je
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B = {x ∈ R | 0 ≤ x < 1}, (1)

onda je

supB = 1 /∈ B.

Ukoliko je supA ∈ A, onda se taj supremum naziva maksimumom skupa A i
oznaqava sa maxA. Sliqno se definixe minimum skupa, u oznaci minA kao
�egov infimum, ukoliko on pripada samom skupu.

Primer 1. Skup B iz (1) ima supremum, ali nema maksimum, dok je
minB = inf B = 0. ]

Primer 2. Neka je A neprazan skup i P (A) skup svih podskupova skupa
A (skup P (A) se naziva partitivnim skupom skupa A). Relacija inkluzije
⊂ je relacija poretka na P (A). U odnosu na ovu relaciju je maxP (A) = A,
minP (A) = ∅. ]

Zadatak 2. Dokazati da je na skupu N prirodnih brojeva relacija | de-
finisana sa

k | n ⇔ n je de	ivo sa k

relacija poretka. Da li je ona relacija totalnog poretka? Da li skup
B = {2, 3} ima maksimum (minimum) u (N, |)? Da li ovaj skup ima supremum
(infimum)? X

Neka je (T,≤) ure�en skup i B ⊂ T . Element b0 ∈ B naziva se maksimal-
nim elementom skupa B ako va�i

b1 ∈ B ∧ b0 ≤ b1 ⇒ b1 = b0.

Sliqno se definixe i minimalni element skupa.

Zadatak 3. Da li skup B iz Zadatka 2 ima maksimalni (minimalni)
element? X

Napomena 1. Parcijalno ure�en skup mo�e da ima vixe maksimalnih i
minimalnih elemenata, ali najvixe jedan maksimum i najvixe jedan mini-
mum. Jedinstvenost maksimuma i minimuma je posledica antisimetriqnosti
relacije poretka (qitaocu ostav	amo da ovo doka�e u slkopu slede�eg za-
datka). �

Zadatak 4. (a) Dokazati da je maksimum ure�enog skupa, ako postoji,
jedinstven.

(b) Dokazati da je maksimum ure�enog skupa �egov jedinstveni maksimalni
element.

(v) Dokazati da ure�eni skup mo�e da ima jedinstveni maksimalni ele-
ment, koji nije maksimum. Uputstvo: Neka je na beskonaqnom skupu

A = {c, a1, a2, . . .}

zadata relacija < sa
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a1 < c, a1 < a2 < a3 < . . .. Dokazati da je sa

x ≤ y ⇔ x = y ∨ x < y

definisana relacija poretka na A i da ovaj skup ima jedinstveni maksimalni
element, ali nema maksimum. X

Zadatak 5. Na skupu R×R je definisana relacija

(x1, y1) � (x2, y2) ⇔ x1 ≤ x2 ∧ y1 ≤ y2.

(a) Dokazati da je � relacija poretka.
(b) Neka je

T := {(x, y) ∈ R×R | x2 + y2 = 1}.
Na�i sve minimalne i maksimalne elemente ure�enog skupa (T,�).

(v) Na�i supT i inf T.
(g) Da li skup T ima minimum i maksimum?

Rexe�e: (b) skup maksimalnih elemenata je {(x, y) ∈ T | x ≥ 0, y ≥ 0}; (v)
supT = (1, 1), inf T = (−1,−1); (g) ne, jer za svaku taqku postoji taqka koja je
sa �om neuporediva. X

Skup G u kome je definisana operacija + koja zadovo	ava svojstva (A1),
(A2) i (A3) naziva se grupom. Kad �elimo da naglasimo o kojoj se operaciji
radi, ka�emo i da je ure�eni par (G,+) grupa, a ako �elimo da istaknemo i
neutral, govorimo o grupi (G,+, 0).

Primer 3. Neka je G = {e} jednoqlan skup i + operacija na �emu, defin-
isana sa

e+ e = e.

Tada je par (G,+) grupa. Ova grupa naziva se trivijalnom grupom. ]

Primer 4. Struktura (Z,+), gde je

Z := {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 . . .}
skup celih brojeva i + operacija sabira�a, je jedan primer grupe. Struk-
tura (Z, ·), gde je · operacija mno�e�a, nije grupa, jer ne zadovo	ava aksiomu
postoja�a inverznog elementa. Struktura (Q∗, ·), gde je

Q∗ = Q \ {0}
jeste grupa. Neutral ove grupe je 1. Me�utim, (Q, ·) nije grupa, jer 0 nema
inverz u odnosu na mno�e�e. ]

Zadatak 6. (Grupa permutacija) Neka je E proizvo	an skup i neka je
SE skup svih bijekcija f : E → E. Na �emu je definisana operacija

◦ : SE × SE → SE , (f, g) 7→ f ◦ g
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slaga�a preslikava�a. Specijalno, ako je E = {1, 2, . . . , n}, umesto SE koristi
se oznaka Sn.

(a) Dokazati da je (SE , ◦) grupa. Ova grupa se naziva grupom permutacija
skupa E. Xta je �en neutralni element, a xta inverz?

(b) Dokazati da grupa Sn ima n! = n(n − 1) · . . . · 3 · 2 · 1 elemenata. Ova
grupa naziva se simetriqnom grupom. X

Grupa je komutativna (ili Abelova2) ako u �oj va�i i aksioma (A4).
Grupa u kojoj ta aksioma ne va�i naziva se nekomutativnom ili neabelovom.

Primer 5. Grupe iz Primera 3 i 4 su Abelove. ]

Zadatak 7. Dokazati (primerom) da je grupa permutacija SE u opxtem
sluqaju neabelova. Dokazati da je, u sluqaju da je skup E jednoqlan ili
dvoqlan, grupa SE Abelova. Da li su to jedina dva sluqaja kada je grupa
permutacija Abelova? X

Aksiomom (A2) se definixe neutralni element 0 grupe. Ovaj element
je jedinstven. Zaista, pretpostavimo da postoje dva neutralna elementa 01 i
02 koja zadovo	avaju aksiomu (A2). Ako napiximo ovu aksiomu za x = 01, a
zatim za x = 02, dobijamo 01 + 02 = 01 i 01 + 02 = 02. Odatle sledi 01 = 02.

Za proizvo	ne elemente a, b ∈ G jednaqina

a+ x = b (2)

ima jedinstveno rexe�e, tj. postoji jedan i samo jedan element x ∈ G takav da
va�i a+x = b. Zaista, element x1 = (−a)+b je rexe�e jer, primenom aksiome
(A1), zatim (A3) i na kraju(A2), dobijamo a + ((−a) + b) = (a + (−a)) + b =
0 + b = b. Ovime smo dokazali da postoji jedno rexe�e. Da bismo dokazali da
postoji samo jedno, pretpostavimo da za neki element x2 grupe va�i a+ x2 =
b. Pokaza�emo da je x2 = x1. Zaista, primenom aksioma (A2), (A3), (A1) i
definicije elementa x1 dobijamo x2 = 0+x2 = ((−a)+a)+x2 = (−a)+(a+x2) =
(−a) + b = x1.

Specijalno, neka je b = 0. Iz jedinstvenosti rexe�a jednaqine a + x = 0
sledi i jedinstvenost inverznog elementa za operaciju +.

Imaju�i to u vidu, lako se dokazuje da je

−(−x) = x. (3)

Zaista, po definiciji inverznog elementa je (−x)+(−(−x)) = 0 i (−x)+x = 0,
tako da su i −(−x) i x inverzni elementi za (−x), pa je −(−x) = x zbog
jedinstvenosti inverznog elementa.

Primer 6. Oznaqimo sa 2Z skup svih parnih celih brojeva. Tada je
(2Z,+) grupa. Me�utim skup svih neparnih brojeva nije grupa u odnosu na
sabira�e { zbir dva neparna broja nije neparan broj, tako da operacija +
uopxte nije definisana na tom skupu. Struktura (N,+), gde je

N = {1, 2, 3, . . .}
skup prirodnih brojeva, tako�e nije grupa, jer nijedan element n ∈ N nema
inverzni element u skupu N. ]

Primer 6 nas motivixe da uvedemo slede�i pojam.

2Abel (Niels Henrik Abel, 1802{1829), norvexki matematiqar
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Definicija 1. Neka je (G,+) grupa. PodskupH ⊂ G nazivamo podgrupom
grupe G ako va�i

x, y ∈ H ⇒ x+ y ∈ H, x ∈ H ⇒ −x ∈ H. (4)

Drugim reqima, podgrupa grupe G je svaki �en podskup koji je zatvoren u
odnosu na grupovne operacije { binarnu operaciju + i unarnu operaciju −. ♦

U prethodnoj definiciji je req o unarnoj operaciji −, ali qesto istim
simbolom oznaqavamo i jednu binarnu operaciju u grupi, definisanu sa

x− y = x+ (−y).

Uslov (4) je ekvivalentan uslovu

x, y ∈ H ⇒ x− y ∈ H. (5)

Zaista, neka su x i y elementi skupa H. Ako pretpostavimo da va�i (4), onda
iz druge implikacije u (4) sledi da je (−y) ∈ H, a odatle i iz prve implikacije
sledi x − y = x + (−y) ∈ H, tj. va�i (5). Obrnuto, ako pretpostavimo da
va�i (5), iz te implikacije sledi da je 0 = x− x ∈ H, pa je i −x = 0− x ∈ H,
xto je druga implikacija u (4). Sliqno se dokazuje i da je (−y) ∈ H, pa iz (5),
uz pomoc (3), sledi i da je x+y = x− (−y) ∈ H, xto je prva implikacija u (4).

Ako je H podgrupa grupe (G,+), onda je i struktura (H,+) grupa. Skup
svih parnih brojeva iz Primera 6 je jedna podgrupa grupe (Z,+), ali pod-
skupovi neparnih i prirodnih brojeva nisu.

Zadatak 8. Neka su H1 i H2 podgrupe grupe G. Dokazati da je i �ihov
presek H1 ∩H2 podgrupa grupe G. X

Zadatak 9. Neka je E neprazan skup, SE �egova grupa permutacija i p ∈ E
neki �egov element. Dokazati da je

Γp = {f ∈ SE | f(p) = p}
podgrupa grupe SE . X

Zadatak 10. Neka je (G, ?) grupa i g ∈ G neki �en element. Za n ∈ N
definiximo

gn := g ? . . . ? g︸ ︷︷ ︸
n

i g−n := g−1 ? . . . ? g−1︸ ︷︷ ︸
n

gde je g−1 inverz elementa g. Tako�e, definiximo g0 := e, gde je e neutralni
element grupe G. Dokazati da je

〈g〉 = {gn | n ∈ Z}
podgrupa grupe G. Ova podgrupa naziva se cikliqnom podgrupom generisanom
elementom g. X

Totalno ure�ena Abelova grupa je Abelova grupa u kojoj je definisana
relacija totalnog poretka ≤ takva da, sem aksioma Abelove grupe, va�i i
aksioma (A15).

Abelova grupa u kojoj je, sem operacije + definisana i operacija · koja
zadovo	ava (A5) i (A8) zove se prsten. Prsten je, dakle, struktura (P,+, ·),
koja zadovo	ava spomenute aksiome. Ako je (P,+, ·) prsten, Abelova grupa
(P,+) se naziva aditivnom grupom prstena P .
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Primer 7. (Z,+, ·) i (Q,+, ·) su primeri prstena. ]

Prsten u kome va�i (A6) i (A10) zove se prsten sa jedinicom. Aksioma
(A10) obezbe�uje nam da trivijalni prsten {0}, koji zadovo	ava sve ostale
aksiome prstena sa jedinicom, ne zovemo prstenom sa jedinicom.

Element 1 prstena sa jedinicom, definisan aksiomom (A6), je jedinstven;
dokaz ovog tvr�e�a se dobija kad se u dokazu tvr�e�a o jedinstvenosti ele-
menta 0 u grupi simboli + i 0 zamene simbolima · i 1. Kad �elimo da is-
taknemo neutrale 0 i 1, govorimo o prstenu sa jedinicom kao ure�enoj petorci
(P,+, ·, 0, 1).

Primer 8. U strukturi prstena mo�emo da izvedemo tvr�e�e 0 · x = 0:
poxto je 0 + 0 = 0, iz distributivnog zakona sledi

0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x+ 0 · x,

pa iz jedinstvenosti rexe�a jednaqine 0 · x+X = 0 · x sledi 0 · x = 0. ]

Prsten u kome va�i (A9) zovemo komutativnim prstenom.
Slede�a definicija je analogija Definicije 1 za prstene.

Definicija 2. Neka je (P,+, ·) prsten. Podskup P0 ⊂ P je potprsten
prstena (P,+, ·) ako va�i

x, y ∈ P0 ⇒ x+ y ∈ P0, −x ∈ P0 x · y ∈ P0. (6)

Ekvivalentno: P0 ⊂ P je potprsten ako je (P0,+) podgrupa aditivne grupe
(P,+) i ako je uz to skup P0 zatvoren u odnosu na operaciju mno�e�a ·. ♦

Primer 9. Skup svih parnih celih brojeva 2Z je potprsten prstena
(Z,+, ·). Skup celih brojeva je potprsten prstena racionalnih brojeva, pa
je i skup parnih celih brojeva potprsten prstena (Q,+, ·). ]

Potprsten parnih brojeva u prstenu (Z,+, ·) ima i svojstvo koje je jaqe od
zatvorenosti u odnosu na operaciju mno�e�a u (6):

x ∈ Z, y ∈ 2Z ⇒ x · y ∈ 2Z.

Ovakve podskupove prstena izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 3. Neka je (P,+, ·) komutativni prsten. Podskup I ⊂ P
naziva se idealom prstena (P,+, ·) ako va�i

1. (I,+) je podgrupa aditivne grupe (P,+);
2. x ∈ P, y ∈ I ⇒ x · y ∈ I.

Qi�enica da je I ideal u prstenu P oznaqava se sa I / P . ♦

Primer 10. Skup 2Z parnih brojeva je ideal u prstenu (Z,+, ·), ali nije
ideal u prstenu (Q,+, ·). ]

Primer 11. Neka je X proizvo	an skup i QX skup svih preslikava�a

f : X → Q. (7)

Definiximo na QX operacije sabira�a i mno�e�a sa

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x) · g(x)
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(ovde operacije + i · na desnoj strani oznaqavaju operacije sabira�a i mno�e-
�a u Q, a na levoj strani novodefinisane operacije u QX , iako ih oznaqavamo
istim simbolom). Tada je (QX ,+, ·) komutativni prsten sa jedinicom

1 : X → Q, 1(x) = 1 za sve x ∈ X.
Neka je S ⊂ X proizvo	an skup. Podskup

IS = {f ∈ QX | (∀s ∈ S) f(s) = 0} ⊂ QX

je ideal u prstenu (QX ,+, ·). ]

Primer 12. Prethodni primer mo�e da se uopxti tako xto se umesto (7)
posmatra skup preslikava�a

f : X → P,

gde je P neki prsten, ne obavezno prsten racionalnih brojeva. ]

Prsten sa jedinicom u kome va�i aksioma (A7) naziva se telom, ili
prstenom sa deǉeǌem. Komutativno telo naziva se poǉem. Po	e na kome je
definisana relacija poretka koja zadovo	ava aksiome (A15) i (A16) naziva
se ure�enim poǉem; ako se radi o relaciji totalnog poretka, govorimo o to-
talno ure�enom poǉu.

Zadatak 11. Neka su a i b elementi tela i a 6= 0. Dokazati da jednaqina

a · x = b (8)

ima jedinstveno rexe�e. Formulisati i dokazati tvr�e�e o jedinstvenosti
inverznog elementa za operaciju · u prstenu. X

Zadatak 12. Izvesti iz aksioma (A1){(A16) slede�a tvr�e�a:
(a) x ≤ 0 ∧ y ≤ 0⇒ x · y ≥ 0
(b) x1 ≤ y1 ∧ x2 ≤ y2 ⇒ x1 + x2 ≤ y1 + y2

(v) 0 < 1. X

Aksiomu (ARH) smo izdvojili iz numeracije i oznaqili posebno iz razloga
koji �e biti jasniji kasnije, kada ovu aksiomu budemo zamenili opxtijom Ak-
siomom supremuma, ili nekom od �oj ekvivalentnih aksioma, qime �emo pro-
xiriti po	e racionalnih brojeva. Ure�eno po	e u kome va�i (ARH) naziva
se Arhimedskim poǉem. Arhimedova aksioma je originalno formulisana u
sklopu aksiomatskog zasniva�a geometrije, kao mogu�nost da nanoxe�em date
du�i a na pravoj mo�emo, polaze�i iz taqke A, pre�i preko proizvo	ne taqke
B na pravoj.3 Izraz na levoj strani nejednakosti na > b pri tome nije mogu�e
tumaqiti kao mno�e�e, ve� kao ,,dodava�e du�i n puta". Drugim reqima,
Arhimedova aksioma u strukturi (G,+,≤) u kojoj, uz relaciju poretka, imamo
samo operaciju sabira�a (npr. u ure�enoj grupi) utvr�uje da postoji n ∈ N za
koje va�i

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n

> b. (9)

Grupa u kojoj va�i Arhimedova aksioma naziva se Arhimedskom grupom.
Ubudu�e �emo iz oznaka izostav	ati znak · i umesto a · b pisati ab.

3Mi ovde ne�emo ulaziti u analogiju izme�u analitiqke i geometrijske aksiomatike,
koja se deta	nije izuqava na kursu Analitiqke geometrije (v. [17]), ali �emo, motivisani
�om, skup realnih brojeva zvati jox i realnom pravom.
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1.2. Nepotpunost po	a Q. Vratimo se sada sa razmatra�a ovih ap-
straktnih algebarskih struktura po	u Q racionalnih brojeva. U �emu, kao u
svakom po	u, jednaqine (2) i (8) za a 6= 0 imaju jedinstvena rexe�a. Poka�imo
da to nije sluqaj sa jednaqinom

x2 = 2. (10)

Pretpostavimo da je racionalan broj x rexe�e ove jednaqine i napiximo ga
kao x = m

n gde su m i n uzajamno prosti (tj. bez zajedniqkog delite	a) celi
brojevi. (Drugim reqima, napiximo x u vidu koliqnika dva cela broja, xto
je definicja racionalnog broja, i izvrximo �ihovo skra�iva�e tako da se
oni vixe ne mogu skra�ivati.) Zamenom ovog izraza u (10) dobijamo

m2 = 2n2. (11)

Odavde sledi da je m2 paran, xto znaqi da je i m paran (jer je kvadrat
neparnog broja neparan), tj. oblika m = 2k. Ako uvrstimo to u jednaqinu (11)
dobijamo 4k2 = 2n2, pa je n2 = 2k2 paran broj. Odatle sledi da je i n paran,
xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da su m i n uzajamno prosti. Iz ove
kontradikcije sledi da jednaqina (10) nema rexe�a u skupu racionalnih bro-
jeva.

Zadatak 13. Dokazati da jednaqina x2 = 3 nema rexe�e u skupu racio-
nalnih brojeva, koriste�i ideju dokaza analognog tvr�e�a za jednaqinu (10).
Na kom mestu taj dokaz ne prolazi za jednaqinu x2 = 4 (koja ima rexe�e u
skupu racionalnih brojeva: ±2 ∈ Q)? X

Dokaz koji smo izlo�ili navodi Aristotel4, kao primer dokazivaǌa svo-
�eǌem na protivreqnost, odnosno, u savremenim oznakama, tautologije

(p⇒ q ∧ ¬q)⇒ ¬p.
Samo otkri�e nepostoja�a rexe�a jednaqine (10) pripisuje se Pitagorejci-
ma,5 xkoli antiqkih filosofa koja se odvojila od sofista (sklonih loxim
demokratskim uticajima6) i pristupila aristokratskom sloju. Smatra se da
je ovo �ihovo najznaqajnije otkri�e i pretpostav	a ,,da su do �ega doxli
prouqava�em geometrijske sredine a : b = b : c koja je naroqito interesovala
Pitagorejce, a slu�ila je kao simbol aristokratije" (v. [12]). Geometrijski
gledano, ovaj rezultat govori da dijagonala kvadrata sa stranicom du�ine
1 nije racionalan broj. Za Pitagorejce, koji su poznavali samo racionalne
brojeve, kao i za antiqku matematiku uopxte, ovo je oznaqilo ulazak u ve-
liku krizu matematike. Pitagorejci su, u svom celokupnom pogledu na svet,
nastojali da sve svedu na broj. Poznavali su parne brojeve, neparne, parno{
neparne, neparno{parne, proste, slo�ene, savrxene, prijate	ske, trougaone,
qetvorougaone, petougaone itd. Otkri�e geometrijskih veliqina koje se ne
mogu opisati racionalnim brojevima navelo ih je da poqnu da negiraju mogu�-
nost aritmetike da opixe sve geometrijske objekte. Izlaz iz krize tra�en
je u asimetriji izme�u geometrije (tj. ,,vid	ivog sveta") i teorije brojeva, a

4Aristotel (′Aριστóτελης 384{322. pre Hrista), starogrqki filosof
5Pitagora (Πυϑαγóρας, ∼580{500. pre Hrista), jonski aristokrata, mistik i nauqnik
6,,Major Lawford napravi zajed	ivu primedbu na raqun demokratije, koja statistiqki

izjednaquje glupost s razumom, a idiotima, samo ako ih je dovo	no, dopuxta da uprav	aju
svetom" (B. Peki� [7])
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ne u proxire�u koncepta broja, do koga se doxlo mnogo kasnije. I kasnije,
tokom qitave istorije matematike, sme�ivali su se periodi uspeha onoga xto
je Galilej 7 formulisao kao program ,,meriti sve xto je mer	ivo i uqiniti
mer	ivim sve xto jox uvek nije", sa periodima �egove krize i tra�e�a pro-
xire�a ili uopxte�a pojma ,,mere�a", tj. broja. I HH vek je doneo jedan
takav period { period razvoja kvantne fizike suxtinski je promenio (i jox
uvek me�a) naqin gleda�a na koncept mere�a. Napomenimo da je ovde req samo
o ulozi koncepta mere�a u nauci, a ne o �enom svo�e�u na kvantitativnu di-
menziju. Bukvalno shvata�e Galilejevih reqi Anri Poenkare8 je duhovito
okarakterisao reqima: ,,Da li prirod�ak mo�e dobro da prouqi slona ako ga
posmatra mikroskopom?"

Razmotrimo malo neformalnije koncept mere�a du�i, kako bismo mo-
tivisali proxire�e aksiomatskog sistema koji smo do sada razmatrali i
uvo�e�e skupa realnih brojeva R. Iz Arhimedove aksiome sledi da ne postoje
,,nedosti�ne" taqke na realnoj pravoj. Ako je a ,,jedinica mere" (nazovimo je
npr. metar) i ako je na = b za neki prirodan broj n, onda ka�emo da ,,b ima
du�inu n metara". Ako ne postoji takav prirodan broj n, potrebno je uvesti
ma�u jedinicu mere�a. Podelimo zato du� a na 10 jednakih delova (nazovimo
ih decimetrima). Ako postoji prirodan broj n takav da je n a

10 = b, izmer-
ili smo du�inu b u decimetrima; u suprotnom, moramo da podelimo du� a

10
na jox 10 ma�ih delova itd. Ukoliko posle konaqno mnogo koraka uspemo da
izmerimo du� b, dobijamo �enu meru u decimalnom zapisu

b = xmxm−1 · · ·x1x0, x−1x−2 · · ·x−k,

xto je oznaka za

b = xm ·10m+xm−1 ·10m−1+· · ·+x1 ·10+x0+x−1 ·10−1+x−2 ·10−2+· · ·+x−k ·10−k.

Me�utim, mo�e da se desi da se ovaj postupak nikad ne zavrxi, tj. da broj b
ima beskonaqan decimalni zapis.

Zadatak 14. Dokazati da je broj racionalan ako i samo ako je �egov deci-
malni zapis konaqan ili periodiqan. (Uputstvo: za dokaz jedne implikacije
koristiti qi�enicu da se u algoritmu de	e�a celih brojeva m i n mo�e jav-
iti samo konaqno mnogo ostataka, pa je postupak ili konaqan ili periodiqan;
za dokaz druge iskoristiti formulu za sumu geometrijskog niza9.) X

Dakle, ukoliko �elimo da merimo i du�i kao xto je hipotenuza jed-
nakokrakog pravouglog trougla sa katetama du�ine 1, moramo da proxirimo
skup racionalnih brojeva. Jedan od naqina da se to uradi je da mu dogovorom,
ili definicijom, pridru�imo i brojeve koji imaju beskonaqan decimalni za-
pis. Primetimo da pri tome nije postojao ni jedan razlog da poqetni, ,,jedini-
qni" interval delimo na 10 delova. Qi�enica da imamo 10 prstiju je jedini
istorijski razlog zbog kojeg koristimo decimalni sistem. Mnogo podesnije
bi bilo koristiti sistem sa osnovom 12: broj 12 ima veliki broj delite	a

7Galilej (Galileo Galilei, 1564{1642), italijanski nauqnik
8Poenkare (Jules Henri Poincaré, 1854{1912), francuski matematiqar
9Qitalac kome je ova formula nepoznata mo�e da je vidi u Lemi 5 na 24. strani, gde

se �emo i da je doka�emo.
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(de	iv je sa 2,3,4,6 i 12), xto bi olakxalo algoritam de	e�a brojeva, a zahte-
valo uvo�e�e jox samo dva nova simbola za cifre.10 Dakle, skup racionalnih
brojeva mo�emo da proxirimo tako xto mu dodamo ,,elemente koje dobijamo
beskonaqnim de	e�em intervala na ma�e delove", ili, reqeno u terminima
aksiomatike, tako xto Aksiomama (A1){(A16) i (ARH) dodamo jox jednu, tzv.
Kantorovu aksiomu:

(KAN) Kantorova aksioma: Neka je za svako n ∈ N dat interval [an, bn] i
neka va�i [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn]. Tada je⋂

n∈N

[an, bn] 6= ∅.

U slede�im paragrafima pozabavi�emo se deta	nije problemom proxire-
�a skupa racionalnih brojeva. Vide�emo da postoji nekoliko ekvivalentnih
naqina da se on rexi. Jedan je preko tzv. Aksiome supremuma

(SUP) Aksioma supremuma: Ako je podskup T ⊂ R neprazan i odozgo
ograniqen, onda postoji �egovo najma�e gor�e ograniqe�e supT ∈ R.

U paragrafu 4 �emo da poka�emo da se dodava�em aksiome (KAN) ak-
siomama (A1){(A16), (ARH) dobija sistem ekvivalentan sistemu odre�enom
aksiomama (A1){(A16), (SUP). U me�uvremenu �emo se susresti sa jox dva
ekvivalentna pristupa: Dedekindovom aksiomom i Aksiomom neprekidnosti.
Svaki od ovih pristupa definixe sistem realnih brojeva R. U slede�em
paragrafu mi �emo se opredeliti da sistem definisan aksiomama (A1){(A16),
(SUP) uzmemo za definiciju sistema R, a zatim �emo ostale spomenute pris-
tupe da izvedemo kao teoreme i doka�emo da su oni ekvivalentni izabranom.

2. Potpuno ure�eno po	e

2.1. Aksioma supremuma. Vratimo se jednaqini x2 = 2. Posmatrajmo
skup

T = {x ∈ Q | x2 < 2}.
Skup T ne sadr�i najve�i element; taqnije, da za svaki racionalni broj x ∈ T
postoji racionalni broj y ∈ T takav da va�i x < y. Zaista, neka je x ∈ T ; tada
je x2 < 2. Izaberimo broj q ∈ Q takav da va�i 0 < q < 1 i q < (2−x2)(2x+1)−1.
Tada je y = x+ q racionalan broj koji je ve�i od x i pripada skupu T .

Zadatak 15. Dokazati da skup

S = {x ∈ Q | x2 > 2}
ne sadr�i najma�i element. X

Motivisani ovim razmatra�ima, dodajmo aksiomama (A1){(A16) i slede�u.

(SUP) Aksioma supremuma: Ako je podskup T ⊂ R neprazan i odozgo
ograniqen, onda postoji �egovo najma�e gor�e ograniqe�e supT ∈ R.

Skup na kome je definisana relacija poretka koja zadovo	ava aksiomu
(SUP) naziva se potpuno ure�enim skupom. Primetimo da je skup T ogra-
niqen odozgo, ali da nema supremum kao podskup ure�enog skupa Q. Zaista,

10Neki stari merni sistemi koriste upravo sistem sa osnovom 12, ovi sistemi su se
zadr�ali i danas npr. u anglosaksonskom svetu. Kod nas, termin tuce oznaqava 12 kao
,,okrugao broj". Brojqanik sata je pode	en na 12 delova, godina ima 12 meseci.
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svi pozitivni elementi skupa S su gor�a ograniqe�a skupa T , a prema Za-
datku 15 ovaj skup nema najma�i element. Dakle, skup Q nije potpuno ure�en
i dodava�em aksiome (SUP) aksiomama (A1){(A16) dobili smo strukturu koja
proxiruje ure�eno po	e Q.

Aksiome (A1){(A16), (SUP) karakterixu realne brojeve; drugim reqima,
mo�emo ih uzeti kao definiciju po	a realnih brojeva R.

Definicija 4. Ure�ena xestorka (R,+, ·,≤, 0, 1), gde je R skup, + i ·
binarne operacije, ≤ binarna relacija i 0, 1 ∈ R istaknuti elementi, koja
zadovo	ava aksiome (A1){(A16), (SUP) naziva se poǉem realnih brojeva.

Da bi ovakva definicija bila opravdana, bilo bi potrebno dokazati

1. da struktura koja zadovo	ava aksiome (A1){(A16), (SUP) postoji i
2. da je struktura koja zadovo	ava aksiome (A1){(A16), (SUP) jedin-

stvena.

Na ova pita�a �emo se vratiti u Paragrafu 8.
Iz aksiome (SUP) sledi

Teorema 1. Svaki neprazan i odozdo ograniqen podskup S ⊂ R ima infi-
mum.

4 Neka je T = −S = {−s | s ∈ S}. Tada je T neprazan i ograniqen odozgo.
Zaista, iz S 6= ∅ sledi da postoji neko s ∈ S, a po definiciji skupa T to
znaqi da t = −s ∈ T , tj. T 6= ∅. Poxto je S ograniqen odozdo, sledi da
postoji m ∈ R takvo da je m ≤ s za svako s ∈ S. Neka je M = −m; mno�e�em
prethodne nejednakosti sa −1 dobijamo t ≤M za svako t ∈ T , xto znaqi da je T
ograniqen odozgo. Iz (SUP) sledi da postoji λ = supT . Tada je lako videti
da je −λ = inf S. Zaista, potrebno je samo ponovo pomno�iti odgovaraju�e
nejednakosti sa −1 i videti najpre da je −λ do�e ograniqe�e skupa S, a
zatim i da je najve�e (koriste�i qi�enicu da je gor�e ograniqe�e λ skupa T
najma�e).

Preciznije, ako je s ∈ S, onda je −s ∈ T , pa je −s ≤ λ, jer je λ gor�e
ograniqe�e skupa T , odakle sledi −λ ≤ s, tj. −λ je do�e ograniqe�e skupa
S. Ako je i µ do�e ograniqe�e skupa S, onda je µ ≤ s za svako s ∈ S, odakle,
mno�e�em sa −1 dobijamo, imaju�i u vidu definiciju skupa T , da je t ≤ −µ za
svako t ∈ T . Dakle, −µ je gor�e ograniqe�e skupa T , pa nije ve�e od �egovog
najma�eg gor�eg ograniqe�a λ = supT : −µ ≤ λ. Odatle sledi −λ ≤ µ. Po-
xto je µ proizvo	no do�e ograniqe�e skupa S, sledi da je −λ �egovo najve�e
gor�e ograniqe�e, tj. −λ = inf S. 5

Poxto postoji dualnost izme�u ≤ i ≥, Teoremu 1 smo mogli da uzmemo za
aksiomu umesto (SUP). Tada bi (SUP) bila teorema, koju bismo dokazali na
potpuno isti naqin kao Teoremu 1, zamenom simbola ≤ simbolom ≥ i zamenom
uloga simbola sup i inf, do�eg i gor�eg ograniqe�a itd.

Primetimo da smo u dokazu Teoreme 1 dokazali da va�i inf(−A) = − supA,
gde je

−A = {−a | a ∈ A}.
Izdvoji�emo ovo i jox neka svojstva supremuma i infimuma u slede�oj lemi.
Za skupove A i B definiximo

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, A ·B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}
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i
A ≤ B ⇔ (∀a ∈ A)(∀b ∈ B) a ≤ b.

Lema 1. Neka su A, B neprazni i ograniqeni skupovi realnih brojeva i
A0 ⊂ A neprazan podskup. Tada va�i

1. inf A ≤ inf A0 ≤ supA0 ≤ supA
2. inf(−A) = − supA, sup(−A) = − inf A
3. sup(A+B) = supA+ supB, inf(A+B) = inf A+ inf B
4. sup(A ∪B) = max{supA, supB}, inf(A ∪B) = min{inf A, inf B}.
5. Ako je 0 ≤ A, 0 ≤ B onda je sup(A · B) = supA · supB, inf(A · B) =

inf A · inf B.

4 Tvr�e�e 1. je oqigledno; tvr�e�e 2. smo dokazali u dokazu Teoreme 1.
Doka�imo da je sup(A + B) = supA + supB. Poxto je (∀a ∈ A) a ≤ supA i
(∀b ∈ B) b ≤ supB, sledi da je (∀a ∈ A)(∀b ∈ B) a + b ≤ supA + supB, pa je
supA + supB gor�e ograniqe�e skupa A + B. Doka�imo da je ono najma�e.
Neka je x < supA + supB. Tada je x − supA < supB. Poxto je supB naj-
ma�e gor�e ograniqe�e skupa B, postoji b ∈ B za koje va�i b > x − supA,
tj. x − b < supA. Odatle sledi da x − b nije gor�e ograniqe�e skupa A, pa
postoji a ∈ A za koje je a > x− b, pa je a+ b > x, tj. x ne mo�e da bude gor�e
ograniqe�e skupa A+B. Time je dokazano sup(A+B) = supA+ supB. Dokaz
ostalih svojstava prepuxtamo qitaocu za ve�bu. 5

2.2. Dedekindova aksioma i Aksioma neprekidnosti. Navex�emo
sada jox dva tvr�e�a ekvivalentna Aksiomi supremuma. Za prvo od �ih nam
je potrebna slede�a definicija.

Definicija 5. Neka je X ure�en skup. Par (D1, D2) podskupova D1, D2 ⊂
X naziva se Dedekindovim11 presekom ako ima slede�a svojstva

(A) D1 ∪D2 = X
(B) D1 6= ∅, D2 6= ∅
(V) δ1 ∈ D1 ∧ δ2 ∈ D2 ⇒ δ1 < δ2

Za nas je ovde od interesa sluqaj X = R. Va�e slede�a dva tvr�e�a, koja
nazivamo aksiomama jer svako od �ih (v. Teoremu 2 ni�e) mo�emo uzeti za
aksiomu umesto Aksiome (SUP); preostala dva tvr�e�a, naravno, onda postaju
teoreme.

(DED) Dedekindova aksioma: Ako su D1, D2 ⊂ R takvi da je (D1, D2),
Dedekindov presek, onda postoji najma�e gor�e ograniqe�e

supD1 ∈ R

skupa D1.

(NEP) Aksioma neprekidnosti (ili Aksioma potpunosti): Neka su
T i S dva neprazna podskupa skupa R koja imaju svojstvo

(∀t ∈ T )(∀s ∈ S) t ≤ s.
Tada postoji c ∈ R za koje va�i (∀t ∈ T )(∀s ∈ S) t ≤ c ≤ s.

Teorema 2. Tvr�e�a (SUP), (DED) i (NEP) su ekvivalentna.

11Dedekind (Richard Dedekind, 1831{1916), nemaqki matematiqar
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4 Pretpostavimo da va�i (SUP) i neka je (D1, D2) Dedekindov presek uR. Iz
Definicije 5 sledi da je skup D1 neprazan i ograniqen odozgo. Zaista, D1 6= ∅
sledi iz (B), dok iz (V) sledi da je svaki element skupa D2 gor�e ograniqe-
�e skupa D1. Iz (SUP) sledi da postoji supD1, xto dokazuje implikaciju
(SUP) ⇒ (DED).

Pretpostavimo sada da va�i (DED) i neka su T i S skupovi sa svojstvima
iz (NEP) Neka je D1 = {x ∈ R | (∀s ∈ S)x < s} i D2 = R\D1. Tada je (D1, D2)
Dedekindov presek. Zaista, (A) va�i po definiciji skupova D1 i D2. Neka
je ε > 0 i

Tε := {t− ε | t ∈ T}

Oqigledno je S ⊂ D2 i Tε ⊂ D1, pa poxto su, prema pretpostavci (NEP) S i
T (a time i Tε) neprazni, sledi da va�i (B). Ako je δ1 ∈ D1, onda je δ1 < s za
sve s ∈ S. Neka je

δ2 ∈ D2. (12)

Ako bi va�ilo δ2 ≤ δ1, tada bi va�ilo i δ2 < s za sve s ∈ S. To bi, po
definiciji skupa D1, znaqilo da va�i δ2 ∈ D1, xto, zajedno sa (12) i (V) daje
kontradikciju δ2 < δ2. Prema tome, (D1, D2) je Dedekindov presek, pa postoji
c = supD1. Iz definicije supremuma i Tε ⊂ D1 sledi da je t − ε ≤ c za sve
t ∈ T i sve ε > 0. Odatle sledi t ≤ c za svako t ∈ T . Zaista, ako bi za neko
t0 ∈ T bilo t0 > c, onda bi bilo i t0 − 1

2 (t0 − c) > c, xto je u suprotnosti sa

t0 − ε < c za ε = 1
2 (t0 − c) > 0.

Neka je s ∈ S. Iz definicije skupa D1 sledi da je δ1 ≤ s za svako δ1 ∈
D1, pa je gor�e ograniqe�e skupa D1. Poxto je supremum najma�e gor�e
ograniqe�e, sledi da je c ≤ s. Time je dokazana implikacija (DED)⇒ (NEP).

Pretpostavimo, na kraju, da va�i (NEP) i neka je T neprazan i odozgo
ograniqen podskup skupa R. Neka je S skup svih gor�ih ograniqe�a skupa T .
Poxto je T ograniqen odozgo, sledi da je i S neprazan, pa T i S zadovo	avaju
uslove iz aksiome (NEP). Odatle sledi

(∃c)(∀t ∈ T )(∀s ∈ S) t ≤ c ≤ s. (13)

Tada je c = supT . Zaista, iz prve nejednakosti u (13) sledi da je element
c gor�e ograniqe�e skupa T , a iz druge (i iz definicije skupa S) da je on
najma�e gor�e ograniqe�e, tj. supremum. 5

2.3. Intervali. Definiximo sada va�ne podskupove skupa R.

Definicija 6. Neka su a i b realni brojevi.
1. Skup (a, b) = {x ∈ R | a < x < b} naziva se otvorenim intervalom

sa krajevima a i b.
2. Skup [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} naziva se zatvorenim intervalom

ili segmentom sa krajevima a i b.
3. Skupovi [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} i (a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}

nazivaju se poluotvorenim intervalima sa krajevima a i b.
4. Skupovi (a,+∞) = {x ∈ R | x > a} i [a,+∞) = {x ∈ R | x ≥ a} nazi-

vaju se redom otvorenim i poluotvorenim intervalom sa krajevima
a i +∞. Simbol +∞ qita se plus beskonaqno. Specijalno, interval
(0,+∞) oznaqavamo i sa R+.
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5. Skupovi (−∞, b) = {x ∈ R | x < b} i (−∞, b] = {x ∈ R | x ≤ b} nazi-
vaju se redom otvorenim i poluotvorenim intervalom sa krajevima
−∞ i b. Simbol −∞ qita se minus beskonaqno.

6. Skup [−∞,+∞], koji se oznaqava jox i sa R i naziva proxirenim
sistemom realnih brojeva je skup koji se dobija dodava�em dvaju
simbola −∞, +∞ skupu R, pri qemu su ispu�eni slede�i uslovi:
6.1 Za svako x ∈ R va�i

−∞ < x < +∞, x+ (+∞) = +∞, x+ (−∞) = −∞, x

+∞
=

x

−∞
= 0

6.2 Za svako x > 0 va�i

x · (+∞) = +∞, x · (−∞) = −∞

6.3 Za svako x < 0 va�i

x · (+∞) = −∞, x · (−∞) = +∞

Umesto +∞ qesto pixemo samo ∞.

Zadatak 16. Dokazati da je svaki Dedekindov presek (D1, D2) u R oblika
((−∞, a), [a,+∞)) ili ((−∞, a], (a,+∞)). X

Lema 2. (Karakterizacija intervala) Podskup J ⊂ R je interval ako
i samo ako za svaka dva broja a, b ∈ J , takva da je a < b, va�i [a, b] ⊂ J .

4 Da svaki interval ima navedeno svojstvo sledi iz Definicije 6. Pret-
postavimo da je J skup sa svojstvom opisanim u formulaciji leme. Ako je J
neograniqen, onda je J = R, dakle J je interval (−∞,+∞). Zaista, iz ne-
ograniqenosti skupa J sledi da za svako x ∈ R postoje a, b ∈ J takvi da je
a < x < b (jer bi u suprotnom x bilo ili gor�e ili do�e ograniqe�e skupa J),
a odatle, na osnovu pretpostavke o skupu J , sledi x ∈ J . Neka je J ograniqen
odozgo, ali ne odozdo, i neka je s = supJ . Tada za svako x < s postoje a, b ∈ J
takvi da je a < x < b (zaxto?). Odatle sledi x ∈ J , tj. J = (−∞, s) ili
J = (−∞, s]. Sliqno se razmatra sluqaj skupa koji je ograniqen odozdo, ali
ne i odozgo. Na kraju, neka je J ograniqen i neka je s = sup J , ı = inf J . Tada
za svako x ∈ (ı, s) postoje brojevi a, b ∈ J takvi da je a < x < b. Odatle sledi
x ∈ J , pa je J jedan od intervala (ı, s), [ı, s], (ı, s], [ı, s). 5

Definicija 7. Brojeve iz intervala (0,+∞) zovemo pozitivnim, a bro-
jeve iz intervala (−∞, 0) negativnim brojevima.

Primer 13. Broj 1 je pozitivan broj. Pokaza�emo kako se ovo tvr�e�e
mo�e izvesti iz aksioma (tj. rexi�emo Zadatak 12 na 14. strani). Iz aksioma
(A10), (A14) i definicije relacije < sledi da va�i taqno jedna od relacija
0 < 1 i 1 < 0.

Pretpostavimo da va�i 1 < 0. Tada je, na osnovu (A15), 1+(−1) < 0+(−1),
tj. 0 < −1. Odatle i iz (A16) bi sledilo 0 ≤ (−1)(−1). Ako doka�emo da je
desna strana posled�e nejednakosti jednaka 1 (primetimo da izraz (−x)(−y) =
xy nije me�u aksiomama, pa zahteva dokaz) dobi�emo da je 0 ≤ 1, xto je u
suprotnosti sa pretpostavkom 1 < 0. Iz ove kontradikcije sledi 0 < 1.

Doka�imo da je

(−x)(−y) = xy. (14)
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Dokaz �emo podeliti u nekoliko koraka. Primetimo najpre da iz (A2) i (A8)
sledi 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x. Odavde, na osnovu jedinstvenosti rexe�a je-
dnaqine a+ x = b sledi 0x = 0 (jox jedno ,,oqigledno" tvr�e�e koje nije me�u
aksiomama i zahteva dokaz!).

Doka�imo sada da va�i
−(−x) = x. (15)

Iz (A3) sledi (−x) + x = 0 i (−x) + (−(−x)) = 0, a odatle, na osnovu jedin-
stvenosti inverznog elementa za sabira�e, sledi −(−x) = x.

Iz 0 = 0y = (x+ (−x))y = xy+ (−x)y, na osnovu jedinstvenosti inverznog
elementa za sabira�e, sledi

(−x)y = −(xy). (16)

Sliqno se dokazuje i
x(−y) = −(xy). (17)

Sada imamo
(−x)(−y) = −(x(−y)) sledi iz (16)

= −(−(xy)) sledi iz (17)
= xy sledi iz (15),

xto dokazuje (14). Time je zavrxen dokaz da je 0 < 1. ]

Iz prethodnog primera i aksioma (A12) i (A15) sledi 0 < 1 + 1. Broj 1 + 1
oznaqava se simbolom 2 i naziva se dva. Sliqno, 0 < 1 + 1 + 1 itd. Time smo
izdvojili jedan va�an podskup skupa pozitivnih brojeva, skup brojeva koji
se mogu dobiti od broja 1 primenom operacije +. Ovaj skup je nax slede�i
predmet izuqava�a.

3. Prirodni, celi i racionalni brojevi

Sumirajmo ukratko xta smo do sada uradili. Potrebom prelaska od (bli-
skih intuiciji) racionalnih brojeva na realne smo motivisali definiciju
sistema realnih brojeva (R,+, ·,≤, 0, 1) kao strukture koja zadovo	ava aksiome
(A1){(A16), (SUP). Usvajaju�i ove aksiome za definiciju (realnih) brojeve,
poqeli smo �ihovo aksiomatsko zasniva�e. Kako sada da u ovom sistemu
prepoznamo i formalno izdvojimo one objekte qija nam je jasna intuitivna
predstava poslu�ila kao motivacija { prirodne, cele i racionalne brojeve?

3.1. Prirodni brojevi. Peanove aksiome. Neka je N klasa svih pod-
skupova N ⊂ R koji imaju slede�e dve osobine

1 ∈ N i n ∈ N ⇒ n+ 1 ∈ N.
Relacija ⊂ je relacija poretka na skupu N , pa mo�emo da govorimo o �egovom
najmaǌem elementu.

Definicija 8. Skup N je najma�i element klase N . Elemente skupa N
nazivamo prirodnim brojevima.

Ekvivalentno, skup N se mo�e definisati kao presek svih skupova klase
N . Odatle se lako vidi i da je N ∈ N . Prirodni brojevi imaju svojstva
koja izdvajamo slede�om teoremom. Ona se nazivaju Peanovim12 aksiomama,
jer se u zasniva�u aritmetike mo�e po�i od �ih kao definicije sistema

12Peano (Giuseppe Peano, 1858{1932), italijanski matematiqar
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prirodnih brojeva, a potom iz �ih izvesti realne brojeve (vixe o ovome �emo
re�i u Paragrafu 8). U naxem pristupu, u kome smo aksiomacki zasnovali
realne brojeve, a prirodne iz �ih izdvojili definicijom, Peanove ,,aksiome"
dobijaju status teoreme. Neka je σ(n) = n+ 1 ,,sledbenik prirodnog broja n".

Teorema 3. (Peanove aksiome) Skup prirodnih brojeva N ima slede�a
svojstva

(Π1) preslikava�e σ : N→ N, je dobro definisano
(Π2) σ(m) = σ(n)⇒ m = n
(Π3) 1 ∈ N
(Π4) (∀n ∈ N)σ(n) 6= 1
(Π5) princip indukcije: ako za podskup S ⊂ N va�i

1 ∈ S ∧ (n ∈ S ⇒ σ(n) ∈ S)

onda je S = N.

4 Svojstva (Π1) i (Π3) slede iz N ∈ N , a svojstvo (Π2) iz jedinstvenosti re-
xe�a jednaqine a+ x = b. Pretpostavimo da ne va�i (Π4), tj. da je 1 = n+ 1.
Tada je n = 0. Lako se vidi da interval (0,+∞) pripada klasi N . Poxto je
N najma�i skup iz N , va�i N ⊂ (0,+∞), pa 0 /∈ N. Time je dokazano (Π4).
Doka�imo (Π5). Iz definicije skupa S sledi S ∈ N , pa je N ⊂ S, poxto je
N najma�i skup iz N . Me�utim, po pretpostavci je S ⊂ N, pa je S = N. 5

Iz (Π5) se izvodi metod dokazivaǌa indukcijom. Pretpostavimo da �e-
limo da doka�emo neko tvr�e�e o prirodnim brojevima. Pretpostavimo da
smo dokazali da ono va�i za broj 1 i da iz pretpostavke da va�i za neki
prirodan broj n sledi da va�i i za n + 1. Oznaqimo sa S skup prirodnih
brojeva za koje va�i tvr�e�e. Onda je, prema (Π5), S = N, tj. tvr�e�e va�i
za sveki prirodan broj. Ilustrova�emo to dokazima slede�ih tvr�e�a.

Lema 3. (a) σ(N) = N \ {1}
(b) m,n ∈ N⇒ m+ n ∈ N ∧mn ∈ N
(v) m,n ∈ N ∧ n < m⇒ m− n ∈ N.

4 (a) Neposredno se proverava da S = {1} ∪ σ(N) zadovo	ava (Π5), odakle po
principu indukcije sledi S = N. Odatle i iz (Π4) sledi (a). Dokaz tvr-
�e�a (b) sledi indukcijom po n (za fiksirano m). Da bismo dokazali (v),
fiksirajmo m i primenimo indukciju po n. Ako je n = 1, tada je m > 1, pa iz
(a) sledi m ∈ σ(N), tj. m = k + 1 za neko k ∈ N. Tada je m− 1 = k ∈ N, qime
je dokazano tvr�e�e (v) za n = 1. Pretpostavimo da (v) va�i za neko n ∈ N.
Neka je m > n + 1. Tada je i m > n, pa po induktivnoj pretpostavci va�i
m−n ∈ N. Poxto je m−n > 1, iz (a) sledi da je m−n = k+ 1 za neko k ∈ N.
Odalte sledi m− (n+ 1) = m− n− 1 = k ∈ N. Time je dokazano (v). 5

Lema 4. Svaki neprazan podskup A ⊂ N ima minimum. Specijalno,
minN = 1.

4 Doka�imo prvo da je minN = 1, tj. da je 1 ≤ n za sve n ∈ N. Neka je
S ⊂ N skup prirodnih brojeva za koje va�i 1 ≤ n. Tada je 1 ∈ S. Ako je
n ∈ S va�i 1 ≤ n. Sabira�em ove nejednakosti i nejednakosti 0 ≤ 1 dokazane
u Primeru 13 dobijamo 1 ≤ n+ 1, tj. n+ 1 ∈ S. Na osnovu principa indukcije
zak	uqujemo S = N, tj. 1 ≤ n za svaki prirodan broj n.
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Pretpostavimo sada da A nema minimum. Neka je T = {n ∈ N | (∀a ∈
A)n < a}. Poxto je 1 = minN, a pretpostavili smo da A nema minimum,
sledi da je (∀a ∈ A) 1 < a, tj. 1 ∈ T . Neka je n ∈ T . Doka�imo da odatle
sledi n+ 1 ∈ T . Neka je a ∈ A. Iz pretpostavke da A nema minimum sledi da
postoji a1 ∈ A takvo da je a1 < a. Poxto je n ∈ T , va�i

n < a1. (18)

Iz a − a1 ∈ N (Lema 3 (v)) i 1 = minN sledi 1 ≤ a − a1, tj. a1 + 1 ≤ a.
Odatle i iz (18) sledi n + 1 < a1 + 1 ≤ a. Na osnovu principa indukcije je
T = N. Poxto je T ∩A = ∅, odatle sledi da je A = ∅, xto je u kontradikciji
sa pretpostavkom da je A neprazan. 5

Svojstvo (Π5) je u osnovi va�nog principa definisaǌa indukcijom. Pret-
postavimo da smo neki pojam, vezan za prirodne brojeve, definisali za broj 1 i
opisali pravilo po kome se iz definicije za prirodan broj n izvodi defini-
cija za prirodan broj n + 1. Ako je S skup za koji smo na ovaj naqin opisali
dati objekat, onda iz (Π5) sledi da je on definisan za svaki prirodan broj.
Ilustrujmo to primerima.

Primer 14. Konaqne sume i konaqni proizvodi. Neka je n ∈ N.

Definiximo simbole
n∑
k=1

i
n∏
k=1

sa

1∑
k=1

xk = x1,

n+1∑
k=1

xk =

n∑
k=1

xk + xn+1

i
1∏
k=1

xk = x1,

n+1∏
k=1

xk =

n∏
k=1

xk · xn+1

za realne brojeve x1, · · · , xn. Specijalno, za x1 = x2 = · · · = xn = x pixemo
n∑
k=1

x =: nx,

n∏
k=1

x =: xn.

Ako je x 6= 0, (x−1)n oznaqavamo sa x−n. Za xk = k dobijamo broj
n∏
k=1

x =: n!,

koji se naziva faktorijelom broja n. Definixemo i faktorijel nule sa

0! = 1.

Za prirodne brojeve k i n izraz(
n

k

)
:=

{
n!

k!(n−k)! , k ≤ n
0, k > n

se naziva binomnim koeficijentom ]

Zadatak 17. Dokazati da va�i
(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
i odatle, primenom

metoda indukcije, da je
(
n
k

)
prirodan broj za sve k, n ∈ N, k < n. X

Zadatak 18. Dokazati da je k
(
n
k

)
= n

(
n−1
k−1

)
za sve k, n ∈ N, k < n. X

Lema 5. Operacije uvedene u Primeru 14 imaju slede�a svojstva:
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1.
( n∑
k=1

xk
)
y =

n∑
k=1

(xky) (uopxteni distributivni zakon)

2. nx = n · x, gde je na levoj strani izraz uveden u Primeru 14, a na
desnoj proizvod realnih brojeva n i x

3. xn · xm = xn+m, (xn)m = xnm, (xy)n = xnyn

4. (Binomna formula) (x+ y)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
xkyn−k

5. (Geometrijska progresija)
n∑
k=0

xk = 1−xn+1

1−x .

4 Doka�imo prvo tvr�e�e. Za n = 1 ono glasi x1y = x1y i oqigledno va�i.
Pretpostavimo da ono va�i za neko n ∈ N i doka�imo da va�i i za n+ 1. Iz
definicije operacije

∑
i distributivnog zakona (Aksioma (A8)) sledi( n+1∑

k=1

xk

)
y =

( n∑
k=1

xk + xn+1

)
y =

( n∑
k=1

xk

)
y + xn+1y.

Primenimo sada induktivnu pretpostavku
(∑n

k=1 xk
)
y =

∑n
k=1(xky) i defi-

niciju operacije
∑
. Dobijamo

(∑n
k=1 xk

)
y + xn+1y =

∑n+1
k=1(xky). Time je

dokazano da prvo tvr�e�e va�i i za n+1. Dokaze ostalih tvr�e�a ostav	amo
qitaocu. 5

Zadatak 19. Dokazati da je
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n i

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

Uputstvo: za drugu formulu iskoristiti Zadatak 18. X

Zadatak 20. Dokazati da je(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ . . .+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

Uputstvo: iskoristiti jednakost (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n. X

Zadatak 21. Izraqunati
m∑
k=1

n∑
j=1

(k + j) i
m∑
k=1

k∑
j=1

(k + j). X

Zadatak 22. Dokazati da je
n∑
k=1

(xk+1 − xk) = xn+1 − x1. (19)

X

Zadatak 23. Izraqunati
n∑
k=1

1

k(k + 1)
.

Uputstvo: pokazati da je

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

i primeniti (19). X
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Zadatak 24. Izraqunati 1 · 1! + 2 · 2! + . . .+ n · n!. X

Zadatak 25. Dokazati da je
n∑
j=0

(
j

k

)
=

n∑
j=k

(
j

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
Uputstvo: iskoristiti Zadatak 17 i formulu (19). X

Zadatak 26. Izraqunati
n2−1∑
k=1

[
√
k],

gde je [·] ceo deo realnog broja. Uputstvo: napisati tra�enu sumu kao
n−1∑
m=1

( (m+1)2−1∑
k=m2

[
√
k

)
=

n−1∑
m=1

m(2m+ 1).

Rezultat: n(n+ 1)(4n+ 1)/6. X

Zadatak 27. Dokazati uopxte�e binomne formule

(x1 + x2 + · · ·+ xn)k =
∑

k1+k2+···+kn=k

(
k

k1, k2, . . . , kn

) ∏
1≤j≤n

x
kj
j , (20)

gde je (
k

k1, k2, . . . , kn

)
:=

k!

k1!k2! · · · kn!
(21)

tzv. multinomni koeficijent. X

Napomena 2. Multinomni koeficijent (21) ima kombinatornu inter-
pretaciju kao broj naqina da se k = k1 + . . .+kn kuglica rasporedi u n kutija,
tako da se u prvu kutiju stavi k1 kuglica, u drugu k2 itd. Specijalno, ako je
n = 2, onda je (21) binomni koeficijent, koji je jednak broju podskupova skupa
{1, 2, . . . , k} koji imaju k1 elemenata. �

Zadatak 28. Dokazati da postoji 630 razliqitih reqi koje mogu da se
napixu od slova reqi ,,trotoar". X

Primer 15. (Broj e) Iz Leme 5, 3. sledi(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1k
( 1

n

)n−k
=

n∑
k=0

( 1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

))
≤

n∑
k=0

1

k!
. (22)

Indukcijom se lako dokazuje da va�i k! ≥ 2k−1, pa iz prethodne jednakosti
dobijamo (

1 +
1

n

)n
≤

n∑
k=0

(1

2

)k−1

< 3.

Posled�a nejednakost sledi iz Leme 5, 4. Odatle sledi da je skup {(1 + 1
n )n |

n ∈ N} ograniqen odozgo, pa ima supremum. Broj

e := sup
{(

1 +
1

n

)n ∣∣∣ n ∈ N
}

(23)
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naziva se Ojlerovim13 brojem. Ovaj broj je iracionalan; �egovih prvih neko-
liko decimala je

e = 2, 718281828459045 . . .

Iracionalnost broja e bi�e dokazana u Primeru 24 u Glavi 2. ]

Lema 6. (Bernulijeva14 nejednakost) Neka je α ∈ (−1,+∞) i n ∈ N.
Tada va�i

(1 + α)n ≥ 1 + nα.

Jednakost (1 + α)n = 1 + nα va�i ako i samo ako je n = 1 ili α = 0.

4 Za n = 1 tvr�e�e je oqigledno je taqno. Za n = 2 ono glasi (1+α)2 ≥ 1+2α,
xto je taqno jer je (1 + α)2 = 1 + 2α + α2 i α2 ≥ 0. Pretpostavimo da ono
va�i za neko n ∈ N, tj. da je (1 + α)n ≥ 1 + nα. Mno�e�em obe strane ove
nejednakosti pozitivnom brojem 1 + α dobijamo

(1 + α)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)α+ nα2 ≥ 1 + (n+ 1)α,

qime je, na osnovu principa indukcije, dokazan prvi deo tvr�e�a. Drugi deo
sledi iz qi�enice da se u sluqaju da je n > 1 i α 6= 0 u prethodnom dokazu
znak ≥ mo�e svuda zameniti znakom >. 5

Zadatak 29. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 8 va�i nejednakost
n2 < 2n+1. X

Zadatak 30. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i nejednakost

1

2
· 3

4
· 5

6
· · · 2n− 1

2n
≤ 1√

3n+ 1
.

X

Zadatak 31. Primenom metoda indukcije dokazati jednakosti

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
i

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

Na�i formulu za

sr(n) :=
n∑
k=1

kr, r ∈ N.

Uputstvo: primenom binomne formule na (k + 1)r+1 − kr+1 i sumira�em po k
izraziti tra�enu sumu sr preko poznatih s1, s2, . . . , sr−1. X

Zadatak 32. Dokazati da se svi brojevi oblika 22n+1

+1, n ∈ N zavrxavaju
cifrom 7. X

Zadatak 33. Linearne diferencne jednaqine. Neka je niz xn zadat sa

x0 = a, x1 = b, xn+2 = pxn+1 + qxn.

i neka su t1 i t2 rexe�a jednaqine

t2 = pt+ q.

Indukcijom po n dokazati:

13Ojler (Leonhard Euler, 1707{1783), xvajcarski matematiqar
14Bernuli (Jakob Bernoulli, 1654{1705), xvajcarski matematiqar
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(a) Ako je t1 6= t2, onda je xn = Atn1 + Btn2 , gde su A i B rexe�a sistema
jednaqina A+B = a, At1 +Bt2 = b.

(b) Ako je t1 = t2, onda je xn = Atn1 + nBtn1 , gde su A i B rexe�a sistema
jednaqina A = a, At1 +Bt1 = b. X

Zadatak 34. Rexiti diferencnu jednaqinu

an+2 = 4an+1 − 3an + 3n, a1 = 1, a2 = 2. (24)

Uputstvo: Dokazati da je opxte rexe�e jednaqine an+2 = 4an+1−3an+3n

oblika an = xn + yn, gde je xn opxte rexe�e homogene (tj. bez qlana 3n)
diferencne jednaqine

xn+2 = 4xn+1 − 3xn (25)

a yn bilo koje rexe�e (tzv. partikularno rexe�e) yn jednaqine

yn+2 = 4yn+1 − 3yn + 3n (26)

Metodom Zadatka 33 na�i opxte rexe�e xn jednaqine (25) i pogoditi neko
rexe�e yn jednaqine (26) { prirodni pokuxaji su yn = C3n, ili y = Cn3n itd,
za neku konstantu C (primetimo da takvo, metodom poga�a�a na�eno, rexe�e
yn ne mora da bude tra�eno rexe�e an sa zahtevanim poqetnim uslovima a1 =
1, a2 = 2). Na�i zatim rexe�e sa tra�enim poqetnim uslovima. (Primetimo
da tako dobijeno rexe�e nije nijedno od rexe�a yn dobijenih poga�a�em {
poga�a�e jednog partikularnog rexe�a je samo jedan korak u tra�e�u opxteg
rexe�a). X

Zadatak 35. Dokazati da je (3 +
√

5)1389 + (3 −
√

5)1389 ceo broj i na�i

�egovu posled�u cifru. Uputstvo: primetiti da su 3±
√

5 koreni jednaqine
t2 − 6t + 4 = 0, pa iz Zadatka 33 sledi da je tra�eni broj qlan niza zadatog
diferencnom jednaqinom

xn+2 = 6an − 4xn, x0 = 2, x1 = 6.

Dokazati da su qlanovi ovog niza celi brojevi, qije se posled�e cifre peri-
odiqno ponav	aju. X

Zadatak 36. U konveksnom n{touglu povuqeno je nekoliko dijagonala, tako
da svake dve od �ih ili polaze iz istog temena, ili se ne seku. Time je poligon
pode	en na delove. Koji je najve�i mogu�i broj tih delova? X

Zadatak 37. Na�i grexku u slede�em ,,dokazu" tvr�e�a ,,da su svi pri-
rodni brojevi jednaki".

Neka je Sn slede�e tvr�e�e: Ako su k i m prirodni brojevi i ako je
max{k,m} = n, onda je k = m. Tvr�e�e S1 je taqno, jer iz max{k,m} = 1
sledi k = 1 i m = 1 (poxto su k i m prirodni brojevi, a 1 = minN). Pret-
postavimo da je tvr�e�e Sn taqno i doka�imo da je tada taqno i Sn+1. Neka je
max{k,m} = n+ 1. Neka je p = k− 1, q = m− 1. Tada je max{p, q} = n. Poxto
je, po induktivnoj pretpostavci, Sn taqno, odavde sledi p = q. Ali, tada je i
m = n. Time je, na osnovu principa indukcije, dokazano da va�i Sn.

Neka su k,m proizvo	na dva prirodna broja i neka je n = max{k,m}.
Poxto je dokazano da za svako n va�i Sn, sledi k = m. X



3. PRIRODNI, CELI I RACIONALNI BROJEVI 29

3.2. Celi brojevi. Iz Leme 3 sledi da je skup N zatvoren u odnosu na
operacije + i ·. Me�utim, ovaj skup nije zatvoren za operacije invertova�a u
odnosu na ove dve operacije. Zaista, pretpostavimo da va�i {−n, n} ⊂ N. Iz
Aksiome (A14) i Zadatka 1 sledi da tada va�i bar jedna od nejednakosti n ≤ 0,
−n ≤ 0, xto, zbog 0 < 1, protivreqi Lemi 4. Sliqno, iz {m,m−1} ⊂ N za
m 6= 1 sledilo bi m < 1 ili m−1 < 1, xto je opet kontradikcija sa Lemom 4.

Skup celih brojeva Z je najma�e proxire�e skupa N koje je zatvoreno za
ivertova�e u odnosu na +. Precizirajmo ovu formulaciju. Podgrupom grupe
(G,+) nazivamo svaki podskup H ⊂ G koji je i sam grupa u odnosu na grupovnu
operaciju +. Lako se vidi da je podskup H ⊂ G podgrupa ako i samo ako za
sve g1, g2 ∈ H va�i g2 − g1 ∈ H.

Definicija 9. Skup celih brojeva Z je najma�a podgrupa grupe (R,+)
koja sadr�i broj 1.

Naravno, termin najmaǌa odnosi se na relaciju poretka ⊂. Ekvivalentno,
Z je presek svih podgrupa grupe (R,+) koje sadr�e broj 1.

Slede�a teorema pokazuje da je ova apstraktna algebarska definicije ek-
vivalentna uobiqajenoj definiciji, poznatoj qitaocu iz kurseva elementarne
matematike.

Teorema 4. Z = {0} ∪N ∪ {−n | n ∈ N}.

4 Dokaz sledi iz qi�enice da je skup na desnoj strani podgrupa koja sadr�i
broj 1 i minimalnosti podgrupe Z. 5

Skup Z je zatvoren u odnosu na sabira�e, oduzima�e i mno�e�e, ali ne
i u odnosu na de	e�e: pri de	e�u broja a ∈ Z brojem b ∈ Z \ {0} jav	a se
ostatak. Preciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 5. Za svako a ∈ Z i b ∈ N postoje jednoznaqno odre�eni brojevi
q ∈ Z i r ∈ N ∪ {0} takvi da je a = bq + r i 0 ≤ r < b.

4 Treba da doka�emo da, polaze�i od a i oduzimaju�i b, pa zatim, 2b, 3b, . . .,
posle konaqno mnogo koraka dobijamo broj ma�i od b.

Iz Leme 4 lako sledi da u skupu {a − kb | k ∈ Z} postoji najma�i broj
r oblika a − qb koji je prirodan ili jednak nuli. On zadovo	ava tra�eni
uslov 0 ≤ r < b,jer bi u sluqaju r ≥ b broj r0 = a − (q + 1)b bio prirodan ili
jednak nuli, a ma�i od r. Time je dokazana egzistencija brojeva q i r. Da
bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da postoji jox jedan par brojeva
q1, r1 takav da je a = bq1 + r1 i 0 ≤ r1 < b. Odatle i iz a = bq + r sledi
b(q − q1) = r1 − r, pa je kb = |r1 − r| < max{r1, r}, gde je k = |q − q1| ∈ N ∪ {0}.
Poxto su r i r1 prirodni brojevi ma�i od b, ova nejednakost je mogu�a samo
za k = 0, tj. q1 = q. Ali tada je i r1 = r. 5

Definicija 10. Neka je a ∈ Z i b ∈ Z \ {0}. Ako postoji q ∈ Z takav da
je a = bq ka�emo da je broj a de	iv brojem b, ili da b deli a i pixemo b|a.

Broj p ∈ N zovemo prostim brojem ako je p > 1 i ako p nije de	iv nijednim
prirodnim brojem sem 1 i p.

Broj d ∈ Z je zajedniqki delilac brojeva a, b ∈ Z ako d|a i d|b. Najve�i
zajedniqki delilac brojeva a i b oznaqavamo sa (a, b). Ako je (a, b) = 1 ka�emo
da su brojevi a i b uzajamno prosti.
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Zadatak 38. Dokazati da je | relacija poretka naN. Da li je ovo relacija
totalnog poretka na N? Da li je ovo relacija poretka na Z? X

Zadatak 39. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva.
Uputstvo: pretpostavimo da su p1, p2, . . . , pn svi prosti brojevi; tada broj

p = p1 · p2 · . . . · pn + 1 nije de	iv nijednim prostim brojem. X

Zadatak 40. Dokazati da za svako n ∈ N postoji n uzastopnih brojeva
koji nisu prosti. Drugim reqima, postoji proizvo	no veliki interval u
kome nema prostih brojeva.

Uputstvo: posmatrati brojeve

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + (n+ 1)

i pokazati da je (n+ 1)! + k de	ivo sa k ako je 2 ≤ k ≤ n+ 1. X

Zadatak 41. Neka je n prirodan broj, takav da je 2n − 1 prost. Dokazati
da je n prost.

Uputstvo: (akm − 1) = (ak − 1)(ak(m−1) + ak(m−2) + · · ·+ ak + 1). X

Zadatak 42. Dokazati da je 2 jedini prost broj oblika n3 + 1. X

Zadatak 43. Dokazati da za sve a, b, k ∈ Z va�i (ka, kb) = |k|(a, b). X

Teorema 6. Ako je d najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b, onda
postoje celi brojevi k i m takvi da je ka+mb = d. Specijalno, ako su a i b
uzajamno prosti, onda postoje celi brojevi k i m takvi da je ka+mb = 1.

4 Neka je c najma�i prirodan broj u skupu S = {ua+vb | u, v ∈ Z}. Doka�imo
prvo da je broj c zajedniqki delilac brojeva a i b. Iz c ∈ S sledi

c = ka+mb (27)

za neke k,m ∈ Z. Iz Teoreme 5 sledi da postoje q, r ∈ Z, 0 ≤ r < c takvi da je
a = cq + r, xto zajedno sa (27) daje r = a− cq = (1− kq)a−mqb. Ako bi bilo
r > 0, onda bi r bio prirodan broj oblika ua + vb koji je ma�i od c, xto je
suprotno pretpostavci da je c najma�i takav broj. Odatle sledi r = 0, tj. c|a.
Na isti naqin se dokazuje c|b.

Doka�imo sada da je c najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b, tj. da je
c = d. Poxto d|a i d|b, postoje u, v ∈ Z takvi da je a = ud, b = vd. Odatle
i iz (27) sledi c = (ku + mv)d, pa je d ≤ c. Poxto je d najve�i zajedniqki
delilac, sledi da je d = c, xto zajedno sa (27) daje dokaz Teoreme. 5

Primetimo da smo, dokazuju�i Teoremu 6 dokazali i slede�e tvr�e�e.

Posledica 1. Najve�i zajedniqki delilac celih brojeva a i b je najma�i
prirodan broj oblika ka+mb, k,m ∈ Z.

Zadatak 44. Dokazati da su celi brojevi a i b uzajamno prosti ako i samo
ako postoje celi brojevi k i m takvi da je ka+mb = 1. X

Zadatak 45. Dokazati da su brojevi a
(a,b) i

b
(a,b) uzajamno prosti. X

Zadatak 46. Neka je n prirodan broj. Dokazati da su brojevi 3n + 2 i
5n+ 3 uzajamno prosti. X
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Zadatak 47. Neka su m i n uzajamno prosti celi brojevi. Dokazati da je
(m+ n,m− n) = 1 ili (m+ n,m− n) = 2.

X

Teorema 7. Ako je a = bq + r, onda je (a, b) = (b, r).

4 Neka je d0 zajedniqki delilac brojeva a i b. Tada je a = ud0, b = vd0 za
neke u, v ∈ Z, pa je r = d0(u − vq). Time je dokazano d0|r; dakle svaki zajed-
niqki delilac brojeva a i b je i zajedniqki delilac brojeva b i r. Jox lakxe
je dokazati da va�i i obrnuto: svaki zajedniqki delilac brojeva b i r je i
zajedniqki delilac brojeva a i b. Odatle sledi tvr�e�e Teoreme. 5

Teorema 7 nam daje postupak za nala�e�e najve�eg zajedniqkog delioca
celih brojeva a i b. Ovaj postupak naziva se Euklidovim15 algoritmom i
sastoji se u slede�em. Pretpostavimo da su a i b prirodni brojevi (zaxto
time ne uma�ujemo opxtost?). Primenom Teoreme 5 izvrximo niz uzastopnih
de	e�a:

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < b
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2

. .

. .

. .
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1

rn−1 = rnqn+1.

Poxto je rk < rk−1 za svako k, ovaj postupak �e se zavrxiti posle konaqnog
broja koraka. Navodimo dve posledice ovog postupka.

Posledica 2. (a, b) = rn.

4 Dokaz sledi iz Teoreme 7 prime�ene n puta. X

Zadatak 48. Primenom Posledice 2 na�i najve�i zajedniqki delilac bro-
jeva 1389 i 2014. X

Posledica 3. Svaki razlomak κ = a
b , a, b ∈ N mo�e da se napixe u

obliku

κ = q1 +
1

q2 + 1

q3 + ·
·
·+ 1

qn
,

(28)

gde su q1, q2, . . . , qn prirodni brojevi.

4 Primenom Euklidovog algoritma dobijamo

κ = q1 +
r1

b
= q +

1
b
r1

= q1 +
1

q2 + r2
r1

= q1 +
1

q2 + 1
r2
r1

= · · · .

Posle n koraka dobijamo (28). 5

15Euklid (oko 365{oko 300. g. pre Hrista) { starogrqki matematiqar
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Definicija 11. Razlomci vida (28) nazivaju se konaqnim neprekidnim
(ili veri�nim) razlomcima. Opxtije, veri�ni razlomak je izraz oblika

κ = q1 +
1

q2 + 1

q3 +
. . . ,

, (29)

i mo�e da bude konaqan ili beskonaqan. Veri�ni razlomak (29) oznaqavamo
i sa κ = [q1, q2, q3, . . .].

Zadatak 49. Dokazati da je 7
11 = [0, 1, 1, 1, 3]. Napisati 11

7 u obliku
veri�nog razlomka. X

Zadatak 50. Ako je x = [q1, q2, . . . , qn], gde je q1 6= 0, dokazati da je

1

x
= [0, q1, q2, . . . , qn]

(uporediti sa Zadatkom 49). X

Svaki realni broj mo�e da se predstavi u obliku (konaqnog ili beskona-
qnog) veri�nog razlomka. Zaista, neka je x ∈ R proizvo	an broj i neka je
q1 = [x] �egov ceo deo. Tada je

x = q1 + b1, za neko 0 ≤ b1 < 1.

Ako je b1 = 0, postupak je zavrxen i dobili smo predstav	a�e broja x u
obliku veri�nog razloga. U protivnom, ponovimo postupak za broj b−1

1 : neka
je q2 = [b−1

1 ], tj.
1

b1
= q2 + b2, za neko 0 ≤ b2 < 1.

Tada je

x = q1 +
1

q2 + b2
.

Ako je b2 = 0 postupak je zavrxen; u protivnom ponav	amo ga za b−1
2 . Da li �e

se ovaj postupak zavrxiti posle konaqno mnogo koraka ili ne, zavisi od toga
da li je x racionalan ili iracionalan broj. Taqnije, va�i slede�e tvr�e�e.

Posledica 4. Broj je racionalan ako i samo ako se predstav	a kao kona-
qan veri�ni razlomak.

4 Jedan smer ovog tvr�e�a je ve� dokazan (Posledica 3). Drugi smer se
lako dokazuje indukcijom po broju qlanova u veri�nom razlomku (broj n u
Posledici 3). 5

Napomena 3. Strogo govore�i, mi jox uvek nismo definisali beskonaqni
veri�ni razlomak. Rekli smo da ako ni za jedno k u konaqnom broju od k
koraka u prethodno opisanom postupku ne dobijemo bk = 0, imamo posla sa
,,beskonaqnim veri�nim razlomkom". To se odnosi samo na situaciju kad po-
lazimo od broja x i prethodno opisanm postupkom mu pridru�ujemo niz {qn}.
Jox uvek nismo definisali opxti pojam beskonaqnog veri�nog razlomka, tj.
uslova pod kojim mo�emo da govorimo o obrnutom postupku: kako za dati niz
{qn} na�i x za koje je x = [q1, q2, . . .]. Da bismo taj pojam strogo definisali
i pridru�ili mu realan broj x (na jedinstven naqin), potreban nam je pojam
konvergencije, sa kojim �emo se susresti tek kasnije.
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Me�utim, nekad za dati niz brojeva {qn}, zahva	uju�i nekoj �egovoj speci-
fiqnosti ili pravilnosti, mo�emo da na�emo (ili pogodimo) realni broj x,
takav da je q1 = [x] i da, prime�uju�i prethodno opisani postupak u k{tom
koraku dobijamo broj qk, za svako k. U tom sluqaju pixemo x = [q1, q2, . . .],
imaju�i u vidu postupak kojim smo od broja x doxli do niza {qn}, a ne strogu
definiciju obrnutog postupka, dola�e�a od niza {qn} do broja x, i formalnu
definiciju ,,konvergencije veri�nog razlomka" (za koju nam je potreban ma-
terijal koji izla�emo u Glavi 4).

Ovo �e posatati jasnije kroz slede�e primere. ]

Primer 16. Neka je x =
√

2 + 1. Mno�e�em i de	e�em ovog broja sa
(
√

2− 1) dobijamo x = 1/(
√

2− 1), tj.
√

2 = 1 + 1/x, pa je

x = 2 +
1

x
= 2 +

1

2 + 1
x

= · · · .

Oqigledno je da ovaj postupak mo�emo beskonaqno da ponav	amo, pa tako dobi-
jamo predstav	a�e iracionalnog broja x (a time i

√
2) u obliku beskonaqnog

veri�nog razlomka:
√

2 = [1, 2, 2, . . .]. ]

Zadatak 51. (Zlatni presek) (a) Izraqunati

φ = 1 +
1

1 + 1

1 +
. . . ,

(30)

(tj. na�i broj φ = [1, 1, . . .], koji ima beskonaqni veri�ni razlomak sastav	en
samo od jedinica). Uputstvo: primetimo da (30) mo�emo da napixemo kao

φ = 1 +
1

φ
,

a posled�u jednaqinu mo�emo da reximo po φ.
(b) Dokazati da je

φ =
√

1 + φ =

√
1 +

√
1 + φ = · · · . (31)

Ova qi�enica se nekad zapisuje kao16

φ =

√
1 +

√
1 +
√

1 + · · ·. (32)

Broj φ o kome je req u ovom zadatku naziva se zlatnim presekom. Koristi
se i termin zlatna proporcija. U VI k�izi Elemenata Euklid objax�ava da
taqka deli du� u odnosu zlatne proporcije ako je odnos du�ina cele du�i i
ve�eg segmenta podele jednak odnosu segmenata podele; odnosno, reqima danax-
�e algebarske notacije, ako je

a+ b

a
=
a

b
, (33)

16Kao i u sluqaju beskonaqnih veri�nih razlomaka o kojima je bilo reqi u Napomeni 3,
i izrazu (32), koji ima beskonaqno mnogo sabiraka, mo�emo da damo smisao samostalnog
pojma (a ne samo druge oznake za (31)), ali za to moramo da saqekamo dok ne stignemo do
Glave 4 (videti Zadatak 22 na str. 186).
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gde je a du�ina ve�eg, a b du�ina ma�eg segmenta podele du�i ukupne du�ine
a + b. Qitaocu prepuxtamo da doka�e da je koliqnik (33) uvek jednak φ, bez
obzira na to kolike su du�ine a i b.

Oznaka φ uvedena je po Fidiji17, jer se smatra da je ovu proporciju qesto
koristio u svojim skulpturama. X

Zadatak 52. Fibonaqijev18 niz je niz Fn zadat sa

F0 = 1, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Dokazati da je

Fn =
φn+1 − (−φ)−(n+1)

√
5

za n > 0,

gde je φ zlatni presek, uveden u Zadatku 51. Broj −φ−1 se qesto oznaqava sa
ψ, tako da prethodna formula mo�e da se napixe u vidu

Fn =
φn − ψn√

5
ili Fn =

φn − ψn

φ− ψ
.

Qitalac koji je rexio Zadatak 51 verovatno je ve� primetio da su φ i ψ koreni
jednaqine x2 − x− 1 = 0. X

Teorema 8. (Osnovni stav aritmetike) Svaki prirodan broj mo�e da
se predstavi kao proizvod prostih. To predstav	a�e je jedinstveno do na
poredak mno�ite	a.

4 Ako n nije prost, onda je n = k ·m. Ako su k i m prosti dokaz je zavrxen,
ako nisu, ponovimo rezonova�e za k i n. Ovaj postupak se zavrxava posle
konaqnog broja koraka jer je k,m < n.

Da bismo dokazali jedinstvenost ovog predstav	a�a, pretpostavimo su-
protno: da postoji prirodan broj koji mo�e da se predstavi kao proizvod
prostih na dva razliqita naqina. Neka je n najma�i takav prirodan broj i
neka je

n = p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs, (34)

gde su p1, . . . pr, q1, . . . , qs prosti brojevi, ure�eni tako da je p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤
pr, q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qs. Tada je p1 6= q1, jer bi u suprotnom iz (34) skra�i-
va�em sa p1 = q1 dobili broj n0 < n koji ima dva razliqita predstav	a-
�a, xto je u suprotnosti sa izborom n kao najma�eg prirodnog broja sa ti
svojstvom. Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost, da je p1 < q1. Neka je
n1 = n− p1q2q3 · · · qs; jasno je da je n1 < n. Iz (34) sledi

n1 = (q1 − p1)q2q3 · · · qs, (35)

pa je n1 ∈ N. Ali iz (34) sledi i

n1 = p1(p2p3 · · · pr − q2q3 · · · qs). (36)

Poxto je n najma�i prirodan broj koji nema jedinstveno predstav	a�e i N 3
n1 < n, iz (35) i (36) sledi da se p1 pojav	uje kao mno�ilac ili u q1 − p1 ili
u q2 · · · qs. Prvo nije mogu�e jer bi iz q1 − p1 = p1d sledilo q1 = p1(d+ 1), xto
je kontradikcija, poxto je q1 prost. Ostaje mogu�nost da je p1 mno�ilac u

17Fidija (Φιδιας, 490{430. pre Hrista), starogrqki skulptor
18Leonardo iz Pize (Leonardo Pisano Bigollo, 1170–1250), poznat i kao Leonardo Bonaqi

(Bonacci) i Fibonaqi (Fibonacci), italijanski matematiqar
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q2 · · · qs. Zbog q2 · · · qsn sledi da je predstav	a�e q2 · · · qs kao proizvoda prostih
jedinstveno, pa bi p1 morao da bude neki od brojeva q2, . . . , qs. Me�utim, ovo je
nemogu�e zbog p1 < q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qs. 5

Zadatak 53. (a) Dokazati da ako va�i d|ab i (d, b) = 1, onda d|a.
(b) Neka je p prost broj takav da p|ab. Dokazati da p|a ili p|b. X

Zadatak 54. Neka su a, b i n prirodni brojevi, takvi da an | bn. Dokazati
da a | b. X

Zadatak 55. Neka su a i n prirodni brojevi i p prost broj, takvi da p | an.
Dokazati da pn | an. X

Zadatak 56. Zbir svih delite	a prirodnog broja n (uk	uquju�i i 1 i n),
oznqava se sa σ(n); drugim reqima

σ(n) =
∑
d|n

d

(npr. σ(6) = 12, σ(7) = 8, σ(8) = 15, σ(9) = 13). Dokazati da, ako su m i n
uzajamno prosti, va�i σ(mn) = σ(m)σ(n). X

Broj koji je jednak zbiru svojih pravih (tj. razliqitih od �ega samog)
delite	a se naziva savrxenim. U terminologiji iz Zadatka 56, broj n je
savrxen ako je σ(n) = 2n (poxto je u σ(n) uk	uqen i sam broj n). Na primer,
brojevi

6 = 2 · 3, 28 = 22 · 7, 496 = 24 · 31 8128 = 26 · 127 (37)

su savrxeni.

Zadatak 57. Slede�e tvr�e�e se nalazi u IX k�izi Euklidovih Eleme-
nata. Neka je 2n − 1 prost broj. Tada je 2n−1(2n − 1) savrxen. Dokazati ovo
tvr�e�e. Uputstvo: iskoristiti Zadatak 56. X

Mo�emo da primetimo da su svi brojevi (37) oblika 2n−1(2n − 1) (gde je
2n−1 prost) o kome je req u Zadatku 57. To nije sluqajno { Ojler je dokazao
da su svi parni savrxeni brojevi tog oblika. Do danas nije poznato da li
postoje neparni savrxeni brojevi, iako je poznato da ih nema me�u brojevima
sa ma�e od 300 cifara, tj. me�u prvih 10300 prirodnih brojeva. Primetimo
da je i ovaj rezultat netrivijalan, tj. da se ne radi o proveri, qak ni uz pomo�
kompjutera. Kako je duhovito primetio ameriqki matematiqar �on Kuk na
svom internet blogu, godina ima ma�e od 108 sekundi; da je neko poqeo da
proverava u doba Euklida (pre oko 2500 godina) i proveravao 109 (milijardu)
brojeva u sekundi, do sada bi stigao tek do brojeva sa 200 cifara.

Zadatak 58. (a) Neka su k i n prirodni brojevi, takvi da je kn − 1 prost
broj. Dokazati da je k = 2 ili n = 1. Uputstvo: dokazati (k − 1)|(kn − 1).

(b) Mersenovi19 brojevi su brojevi oblika Mn = 2n − 1. Dokazati da je n
prost ako je Mn prost20. Primetimo da smo proste Mersenerove brojeve ve�
susreli u Zadatku 57. X

19Mersen (Marin Mersenne, 1588{1648), francuski monah, teolog, matematiqar i teo-
retiqar muzike

20Iako su neki matematiqari u Mersenovo verovali da va�i i ekvivalencija, obrnuto
nije taqno: M11 = 2047 = 23 · 89. Nije poznato da li postoji beskonaqno mnogo prostih
Mersenovih brojeva.
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3.3. Racionalni brojevi. Do celih brojeva smo doxli tra�e�i zatvo-
renost u odnosu na operaciju x 7→ −x. Na sliqan naqin, tra�e�i zatvorenost
u odnosu na operaciju x 7→ x−1 dolazimo do po	a racionalnih brojeva Q. Ako
je (F,+, ·) po	e, podskup E ⊂ F nazivamo potpoǉem ako je (E,+, ·) po	e; E je
potpo	e ako i samo ako za sve a, b ∈ E i c ∈ E \{0} va�i b−a ∈ E i a ·c−1 ∈ E.

Definicija 12. Skup racionalnih brojeva Q je najma�e potpo	e po	a
(R,+, ·). Skup R \Q se naziva skupom iracionalnih brojeva.

Slede�a teorema se dokazuje na sliqan naqin kao Teorema 4.

Teorema 9. Q = {mn−1 | m ∈ Z, n ∈ N}.

4 Dokaz sledi iz qi�enice da je skup na desnoj strani potpo	e u R, i iz
minimalnosti potpo	a Q. 5

Zadatak 59. Dokazati da ne postoji racionalan broj qiji je kvadrat prost
broj.

Uputstvo: (mn )2 = p ∧ (m,n) = 1 ⇒ p|m ⇒ p|n. X

Ve� smo definisali pojam ure�enog po	a, tj. strukture (F,+, ·,≤, 0, 1),
takve da je (F,+, ·, 0, 1) po	e, a ≤ relacija poretka koja je saglasna sa operaci-
jama po	a, tj. koja zadovo	ava aksiome (A15) i (A16).

Po	e racionalnih brojeva je najma�e totalno ure�eno po	e (podsetimo
se da je ≤ relacija totalnog poretka ako zadovo	ava aksiomu (A14)). Da
bismo ovo precizirali, uvodimo slede�u definiciju.

Definicija 13. Neka su (F1,+1, ·1,≤1, 01, 11) i (F2,+2, ·2,≤2, 02, 12) ure-
�ena po	a. Preslikava�e f : F1 → F2 je morfizam (ili homomorfizam) po	a
ako va�i

f(x+1 y) = f(x) +2 f(y), f(x ·1 y) = f(x) ·2 f(y). (38)

Ako su (F1,+1, ·1,≤1, 01, 11) i (F2,+2, ·2,≤2, 02, 12) dva ure�ena po	a, presli-
kava�e f : F1 → F2 je homomorfizam ure�enih poǉa ako uz (38) va�i i

x ≤1 y ⇒ f(x) ≤2 f(y).

Homorfizam koji je bijekcija naziva se izomorfizmom, homomorfizam koji je
injekcija monomorfizmom , homomorfizam koji je surjekcija epimorfizmom.

Zadatak 60. Neka je
f : F1 → F2

homomorfizam po	a. Dokazati da je f(01) = 02 i f(11) = 12. X

Neformalno reqeno, homomorfizam je preslikava�e koje quva strukturu
po	a i ure�e�a, a izomorfizam preslikava�e koje uz to quva i kardinalnost.
Analogno se definixu (izo)morfizmi (ure�enih) grupa, prstena i tela, kao i
(izo)morfizmi ure�enih skupova, zahtevom da quvaju odgovaraju�e strukture.
Homomorfizam ure�enih skupova naziva se jox i monotonim preslikava-
ǌem; homomorfizam ure�enog skupa (X,≤) u (X,≤) naziva se rastu�im, a
homomorfizam ure�enog skupa (X,≤) u (X,≥) opadaju�im preslikava�em.

Ako je
f : F1 → F2 (39)
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homomorfizam po	a, onda je f(F1) potpo	e po	a F2 ili {0}. Zaista, iz (38)
sledi

f(x− y) = f(x)− f(y), f(x · y−1) = f(x) · f(y)−1,

pa je skup f(F1) zatvoren u odnosu na operacije po	a F2. Skup f(F1) naziva
se slikom homomorfizma f i oznaqava sa Im(f).

Zadatak 61. Neka je ϕ : F1 → F2 morfizam po	a. Jezgro homomorfizma
ϕ se definixe kao skup

Ker(ϕ) := {x ∈ F1 | f(x) = 02}.

Dokazati da je Ker(ϕ) ili {0} ili celo po	e F1. X

Izomorfne strukture se, oqigledno, mogu potpuno identifikovati { one
se razlikuju samo u oznakama elemenata, operacija i relacija. Ako je (39)
monomorfizam, onda je

f : F1 → f(F1)

izomorfizam po	a F1 i potpo	a f(F1). Poxto izomorfna po	a identifiku-
jemo, mo�emo da ka�emo da je u ovom sluqaju F1 potpo	e po	a F2.

Definicija 14. Ako je F1 potpo	e po	a F2 ka�emo da je po	e F2 raxi-
re�e po	a F1. ♦

Teorema 10. Ako je (F,+, ·,≤, 0, 1) proizvo	no totalno ure�eno po	e,
onda postoji monomorfizam ure�enih po	a

ϕ : Q→ F.

Drugim reqima, svako totalno ure�eno po	e je raxire�e po	a racionalnih
brojeva.

4 Neka je (F,+F , ·F ,≤F , 0F , 1F ) totalno ure�eno po	e. Definiximo pres-
likava�e

ϕ : Q→ F, ϕ(mn−1) := (m · 1F ) · (n · 1F )−1,

gde je n ∈ N, n · 1F := 1F + . . .+ 1F zbir n jedinica u po	u F , m ∈ Z i m · 1F
zbir m jedinica ako je m > 0, 0 ako je m = 0 i −(−m · 1F ) ako je m < 0.

Lako je videti da je ϕ morfizam. Da bismo dokazali da je monomorfizam,
pretpostavimo da je mn−1 6= 0. Iz qi�enice da se radi o relaciji totalnog
poretka, odatle sledi da je mn−1 > 0 ili mn−1 < 0. Pretpostavimo da je
mn−1 > 0, drugi sluqaj se razmatra analogno. Poxto je n ∈ N, to znaqi da je
i m ∈ N. Poxto je u svakom totalno ure�enom po	u 0F < 1F , iz saglasnosti
relacije poretka sa operacijama po	a sledi da je m · 1F > 0 i n · 1F > 0, pa je
(m · 1F ) · (n · 1F )−1 > 0. Time smo dokazali implikaciju

mn−1 6= 0 ⇒ ϕ(mn−1) 6= 0. (40)

Odatle lako sledi da je ϕ injekcija. Zaista, ako je ϕ(q1) = ϕ(q2), iz qi�enice
da je ϕ morfizam sledi

0 = ϕ(q1)− ϕ(q2) = ϕ(q1 − q2),

a odatle, zbog (40), da je q1 = q2. 5
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Napomena 4. Primetimo da smo, u sklopu dokaza prethodne teoreme,
dokazali slede�e tvr�e�e: Morfizam ϕ : F1 → F2 je monomorifizam ako i
samo ako ima trivijalno jezgro, tj. ako i samo ako je

Ker(ϕ) = {01}
(videti Zadatak 61). �

Primer 17. (Racionalizacija razlomaka) Neka je

Q[
√

2] := {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q}.
Ovaj skup je po	e, koje je raxire�e po	a Q. Zaista, sve aksiome po	a se lako
proveravaju, sem egzistencije inverznog elementa za mno�e�e, jer na prvi
pogled nije oqigledno zaxto je za a, b ∈ Q broj

1

a+ b
√

2
∈ Q[

√
2].

Me�utim, mno�e�em brojioca i imenioca sa a− b
√

2 dobijamo

1

a+ b
√

2
=

1

a+ b
√

2
· a− b

√
2

a− b
√

2
=

a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2,

xto pokazuje da ovaj broj pripada skupu Q[
√

2]. X

4. Arhimedovo i Kantorovo svojstvo realne prave

4.1. Arhimedova i Kantorova aksioma. Ve� smo spomenuli, a sada
�emo to i dokazati, da u po	u u kome va�e aksiome (A1){(A16) Arhimedova
aksioma

(ARH) Arhimedova aksioma: (∀a ∈ (0,+∞))(∀b ∈ R)(∃n ∈ N)na > b

sledi iz Aksiome supremuma. Obrnuto ne va�i: iz Arhimedove aksiome ne
sledi Aksioma supremuma, tj. Arhimedsko po	e ne mora da bude kompletno {
primer nekompletnog Arhimedskog po	a je po	e Q. Ali ako, kao xto smo
nagovestili na 17. strani, Arhimedovoj aksiomi dodamo i slede�u, Kan-
torovu,21 aksiomu, ove dve aksiome zajedno su ekvivalentne Aksiomi supre-
muma.

(KAN) Kantorova aksioma: Neka je za svako n ∈ N dat interval [an, bn] i
neka va�i [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn]. Tada je⋂

n∈N

[an, bn] 6= ∅.

Teorema 11. Arhimedova i Kantorova aksioma, uzete zajedno, su ekvi-
valentne Aksiomi supremuma.

4 Pretpostavimo prvo da va�i Aksioma supremuma. Kada ne bi va�ila
Arhimedova aksioma, postojali bi realni brojevi a > 0 i b, takvi da je na ≤ b
za svako n ∈ N. Tada bi skup T = {na | n ∈ N} bio ograniqen odozgo i
neprazan, pa bi, prema Aksiomi supremuma, imao supremum. Neka je λ = supT .
Poxto je a > 0 va�ilo bi λ − a < λ, pa λ − a nije gor�a granica skupa T .
Odatle sledi da za neko n ∈ N va�i na > λ − a, tj. (n + 1)a > λ, xto je
kontradikcija sa λ = supT . Ovime smo dokazali (SUP) ⇒ (ARH).

21Kantor (Georg Cantor, 1845{1917), nemaqki matematiqar
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Neka su an, bn kao u (KAN). Tada za m < n va�i

am ≤ an ≤ bn ≤ bm (41)

i, specijalno, a1 ≤ an ≤ bn ≤ b1. Odatle sledi da je b1 gor�a granica skupa
A = {an | n ∈ N} i a1 do�a granica skupa B = {bn | n ∈ N}. Iz Aksiome
supremuma i Teoreme o infimumu (Teorema 1) sledi da postoje a = supA i
b = inf B. Doka�imo da je an ≤ a ≤ b ≤ bn za svako n, odakle �e da sledi

[a, b] ⊂
⋂
n∈N

[an, bn]. (42)

Pretpostavimo da je b < an za neko n. Tada an ne mo�e da bude do�a granica
skupa B, pa za neko bm va�i

bm < an. (43)

Ako jem < n, iz (43) i (41) sledi bn ≤ bm < an ≤ bn, xto je kontradikcija. Ako
je n < m, iz (43) i (41) sledi bm < an ≤ am ≤ bm, xto je opet kontradikcija.
Dakle b ≥ an za svako n. Sliqno se dokazuje i (∀n) a ≤ bn. To dokazuje (42), a
time i implikaciju (SUP) ⇒ (KAN).

Pretpostavimo da va�e (ARH) i (KAN). Neka je T ⊂ R neprazan i odozgo
ograniqen skup. Neka je a1 ∈ T proizvo	an element skupa T i b1 �egova pro-
izvo	na gor�a granica. Neka je n ∈ N. Iz Arhimedove aksiome i Leme 4
sledi da postoji najma�i prirodni broj mn za koji je bn = a1 +mn2−n gor�a
granica skupa T . Neka je an = a1 + (mn − 1)2−n. Tada je [an, bn] ∩ T 6= ∅.

Dokaza�emo da intervali [an, bn] zadovo	avaju pretpostavke Kantorove
aksiome. Iz mn2−n = 2mn2−(n+1) sledi da a1 + 2mn2−(n+1) jeste, a a1 +
(2mn − 2)2−(n+1) nije gor�e ograniqe�e skupa T . Odatle sledi da va�i ili
mn+1 = 2mn ilimn+1 = 2mn−1. Sada se lako vidi da je [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn],
pa iz (KAN) sledi ∩n∈N[an, bn] 6= ∅.

Pretpostavimo da skup ∩n∈N[an, bn] sadr�i dva elementa a < b. Tada bi
za svako n ∈ N va�ilo b − a ≤ 2−n, tj. 2n(b − a) ≤ 1. Poxto iz Bernulijeve
nejednakosti (Lema 6) sledi 2n ≥ n, dobijamo n(b − a) ≤ 1 za sve prirodne
brojeve n, xto je u kontradikciji sa (ARH). Dakle, skup ∩n∈N[an, bn] sadr�i
taqno jedan element c. Doka�imo da je c = supT .

Pretpostavimo da c nije gor�e ograniqe�e skupa T . Tada je t > c za neko
t ∈ T . Rezonuju�i kao malopre, zak	uqujemo da iz Bernulijeve nejednakosti i
Arhimedove aksiome sledi da postoji prirodan broj n za koji va�i t−c > 2−n.
Odatle, poxto je c ∈ [an, bn], sledi da je a1 +mn2−n < t. To je u kontradikciji
sa definicijom broja mn.

Pretpostavimo sada da postoji gor�e ograniqe�e d skupa T , takvo da je
d < c. Tada, ponovo na osnovu Bernulijeve nejednakosti i Arhimedove aksiome,
za neko n ∈ N va�i c − d > 2−n. Tada bi, poxto je c ∈ [an, bn], va�ilo
a1 +(mn−1)2−n > d, tako da bi a1 +(mn−1)2−n bilo gor�e ograniqe�e skupa
T , xto je opet u kontradikciji sa definicijom mn. Sledi da je c = supT .
Ovime je dokazana implikacija (ARH) ∧ (KAN) ⇒ (SUP). 5

Do sada smo videli da, prilikom aksiomatskog zasniva�a sistema realnih
brojeva, uz aksiome (A1){(A16) mo�emo dodati bilo koju od ekvivalentnih
aksioma (SUP), (NEP), (DED) ili (ARH)+(KAN). U Paragrafu 6 �emo se
susresti sa jox dva ekvivalenta ovih aksioma.

Navodimo sada nekoliko posledica Arhimedove aksiome.
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Posledica 5. 1) Za svaki realan broj x > 0 postoji prirodan broj n
takav da va�i 1

n < x.

2) Ako je 0 ≤ x < 1
n za sve n ∈ N onda je x = 0.

4 Iz (ARH) sledi (∃n)n · x > 1, a odatle 1). 2) sledi iz 1). 5

Posledica 6. Za svaki realan broj x postoji ceo broj k takav da va�i
k ≤ x < k + 1.

4 Neka je x ≥ 0. Iz Arhimedove aksiome i Leme 4 sledi da postoji najma�i
prirodan broj n za koji je n · 1 > x. Tada za k = n − 1 va�i k ≤ x < k + 1.
Sluqaj x < 0 izvodi se iz ovog, mno�e�em sa −1. 5

Broj k iz Posledice 6 naziva se celim delom realnog broja x i oznaqa-
va [x]. Razlika {x} := x − [x] naziva se razlomǉenim delom broja x. Prema
Posledici 6 za svaki broj x ∈ R va�i [x] ≤ x < [x] + 1. Neka je d0 = [x].
Pretpostavimo da je d0 < x i podelimo interval [[x], [x] + 1] na 10 jednakih
delova. Tada postoji prirodan broj d1, 1 ≤ d1 < 9 takav da va�i x ∈ [d0 + d1 ·
10−1, d0 + (d1 + 1) · 10−1). Ako je x = d0 + d1 · 10−1 pixemo x = d0, d1. Ako je
x > d0 + d1 · 10−1, onda postoji prirodan broj d2, 1 ≤ d2 < 9 takav da va�i
x ∈ [d0 + d1 · 10−1 + d2 · 10−2, d0 + d1 · 10−1 + (d2 + 1) · 10−2). Produ�imo li ovaj
postupak, induktivno definixemo (konaqan ili beskonaqan) skup d0, d1, . . .
i pixemo x = d0, d1d2 · · · . Ovaj izraz nazivamo decimalnim zapisom realnog
broja x; zapis �egovog razlom	enog dela je {x} = 0, d1d2 · · · .

Naravno, de	e�e intervala na 10 delova je stvar konvencije. Ako, umesto
na 10, intervale u prethodnoj konstrukciji delimo na dva dela, dobijamo bi-
narni zapis razlom	enog dela, pri qemu za svako k va�i dk ∈ {0, 1}, de	e�em
na tri dela dobijamo zapis u osnovi tri, sa dk ∈ {0, 1, 2} itd.

4.2. Gustina skupa racionalnih brojeva. Slede�a va�na posledica
Arhimedove aksiome opisuje raspored racionalnih brojeva na realnoj pravoj.

Teorema 12. (Gustina skupa racionalnih brojeva) U svakom inter-
valu (a, b) za a < b postoji bar jedan racionalan broj.

4 Po pretpostavci je a < b, tj. b − a > 0. Iz Arhimedove aksiome sledi da
postoji prirodan broj n za koji va�i n(b− a) > 1, odnosno

nb > na+ 1. (44)

Neka je k = [na] ceo deo broja na; tj.

k ≤ na < k + 1. (45)

Tada iz (44) i (45) sledi nb > na+ 1 ≥ k + 1 > na, tj.

a <
k + 1

n
< b.

Tako smo dobili racionalan broj q = (k + 1)n−1 pripada intervalu (a, b). 5

Zadatak 62. Dijadski brojevi Elementi skupa

D =
{m

2n
| m ∈ Z, n ∈ N

}
nazivaju se dijadskim racionalnim brojevima. Dokazati da je skup D gust u
R.
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Uputstvo: imitirati dokaz prethodne teoreme. Primetiti da je

a <
m

2n
< b ⇔ 2na < m < 2nb.

Dokazati da postoji n ∈ N sa svojstvom da je 2n(b−a) > 1, koriste�i Arhime-
dovu aksiomu22. Zak	uqiti odatle da u intervalu (2na, 2nb) postoji bar jedan
ceo broj m. X

Teorema 12 pokazuje da su, za razliku od prirodnih i celih brojeva, ra-
cionalni brojevi gusto raspore�eni na realnoj pravoj. Kasnije �emo videti,
me�utim, da u izvesnom smislu racionalnih brojeva nema vixe od prirodnih
(iako su svi prirodni brojevi racionalni, ali ne i obrnuto), dok realnih
brojeva ima mnogo vixe od racionalnih (Teoreme 15 i 16). Pre toga, treba da
preciziramo xta to znaqi da elemenata jednog beskonaqnog skupa ima vixe
od elemenata drugog. To je slede�a tema naxeg izuqava�a.

5. Brojnost skupa

5.1. Kardinalni brojevi. Konaqni i beskonaqni skupovi. Na po-
qetku ove glave smo rekli da je pojam prirodnog broja vezan za koncept broja�a,
tj. utvr�iva�a broja elemenata nekog skupa. Pri tome je pojam broja mnogo
mla�i od koncepta brojaǌa. Jox u neolitsko doba, 	udi su umeli da utvrde
brojnost svog stada, plemena i sl, iako nisu znali za apstraktne pojmove kao
xto je pojam broja. Kako su to qinili? Upore�iva�em. Na primer, ujutru
bi napravili gomilu kamenqi�a na koju bi za svaku �ivoti�u stada stavili
po jedan kamenqi�, a uveqe bi sa gomile skinuli po jedan kamenqi�, i tako
bi utvrdili da li se neka �ivoti�a izgubila. Primetimo da i mi danas qe-
sto upravo tako utvr�ujemo brojnost skupova { ako �elimo da utvrdimo da li
imamo dovo	no tacni za svaku od n xo	ica za kafu, ne�emo dvaput brojati
do n (naroqito ako je n veliko), nego �emo jednostavno na svaku tacnu staviti
xo	icu i videti da li neka nedostaje. I to xto mi danas raqunamo u sistemu
sa osnovom 10 je vezano za qi�enicu da imamo 10 prstiju { prvi brojni sistemi
u istoriji su upravo sistemi sa osnovom 10 i 20, nastali iz koncepta broje�a
,,na prste", tj. pridru�iva�a elemenata nekog skupa prstima na rukama.

Sada �emo dati strogu formulaciju ovog koncepta, koja ima smisla i za
beskonaqne skupove.

Definicija 15. Ka�emo da su skupovi A i B ekvipotentni (ili da
imaju istu mo�, ili istu brojnost) ako postoji bijekcija

ϕ : A→ B.

Skup A je konaqan ako je prazan ili je za neko n0 ∈ N ekvipotentan skupu
{k ∈ N | n ≤ n0}. Skup A je beskonaqan ako nije konaqan.

Ako su skupovi A i B ekvipotentni, pixemo A ∼ B. Lako se vidi da va�i
A ∼ A, A ∼ B ⇒ B ∼ A, A ∼ B ∧B ∼ C ⇒ B ∼ C.

Primer 18. (1) Skup 2N := {2n | n ∈ N} parnih brojeva je ekvipotentan
skupu prirodnih brojeva. Zaista, ϕ : N→ 2N, ϕ(n) = 2n je bijekcija.

22Arhimedovu aksiomu u ovom obliku, sa mno��em sa 2n umesto sa n, ve� smo izveli i
koristili u dokazu Teoreme 11.
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(2) Za proizvo	ne realne brojeve a, b, a < b interval (a, b) je ekvipotentan
intervalu (0, 1), jer je x 7→ (b− a)x+ a bijekcija (0, 1)→ (a, b).

(3) Iz bijektivnosti funkcije ϕ : R → (−1, 1), ϕ(x) = x(1 − |x|)−1 sledi
da je (−1, 1) ∼ R. ]

Zadatak 63. Dokazati N ∼ Z. X

Klasu svih skupova ekvipotentnih skupu A nazivamo �egovim kardinal-
nim brojem i oznaqavamo Card(A). Ka�e se jox i da je Card(A) mo� skupa A.
Ako je skup A konaqan i n0 broj iz Definicije 15, pixemo i Card(A) = n0; za
prazan skup Card(∅) = 0. Da je ova definicija opravdana, tj. da za konaqan
skup A postoji jedinstven broj n0 odre�en Definicijom 15 sledi iz slede�eg
tvr�e�a.

Tvr�eǌe 1. Ako za m,n ∈ N va�i

{k ∈ N | k ≤ m} ∼ {k ∈ N | k ≤ n},

onda je m = n.

4 Treba da doka�emo da za n 6= m ne postoji bijekcija

ϕ : {k ∈ N | k ≤ n} → {k ∈ N | k ≤ m}.

Doka�imo ovo tvr�e�e indukcijom po n. Za n = 1 ono je oqigledno. Pret-
postavimo da va�i za n i neka je

ϕ : {k ∈ N | k ≤ n+ 1} → {k ∈ N | k ≤ m}

bijekcija. Ako je ϕ(n+ 1) = m oznaqimo sa ψ restrikciju bijekcije ϕ na skup
{k ∈ N | k ≤ n}; ako je ϕ(n+ 1) = m1 6= m i m = ϕ(n1), definiximo

ψ : {k ∈ N | k ≤ n} → {k ∈ N | k ≤ m− 1}, ψ(k) =

{
m1, k = n1,

ϕ(k), k 6= n1.

Oqigledno je da je ψ bijekcija, pa prema induktivnoj pretpostavci va�i m−
1 = n, tj. m = n+ 1. 5

Posledica 7. Konaqan skup nije ekvipotentan nijednom svom pravom
podskupu.

Zadatak 64. (Kombinatorika) (a) Dokazati da je kardinalni broj skupa
svih bijekcija f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} jednak n!. (Ve� smo rekli da
se bijekcije skupa {1, 2, . . . , n} u sebe nazivaju permutacijama.) Uputstvo:
primeniti metod indukcije.

(b) Dokazati da je kardinalni broj skupa svih ure�enih k{torki elemenata
skupa {1, 2, . . . , n} jednak nk. Ure�ene k{torke elemenata skupa {1, 2, . . . , n}
zovu se varijacijama k{te klase od n elemenata.

(v) Dokazati da je kardinalni broj skupa svih ure�enih k{torki razli-
qitih elemenata skupa {1, 2, . . . , n} jednak n!

(n−k)! . Ovi elementi nazivaju se

varijacijama bez ponavǉaǌa k{te klase od n elemenata.
(g) Dokazati da je broj podskupova skupa {1, 2, . . . , n} koji imaju k ele-

menata jednak
(
n
k

)
. Ovaj broj naziva se brojem kombinacija k{te klase od n

elemenata.
(d) Dokazati da je broj svih podskupova skupa {1, 2, . . . , n} jednak 2n. X
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Primer 19. Razmotrimo Zadatak 64 (g), u kome se govori o broju pod-
skupova skupa {1, 2, . . . , n} koji imaju k elemenata na slede�i naqin. Pret-
postavimo da grupi od n studenata treba da podelimo k karata za pozorixte,
tako da svaki student mo�e da dobije najvixe jednu kartu. To mo�emo da
izvedemo tako xto uzmemo n cedu	a, od kojih k obele�imo sa t, a ostalih
n− k sa 1, i podelimo ih studentima. Student koji dobije cedu	u obele�enu
sa t dobija kartu.

Dakle, svaki student dobija jedan sabirak iz binoma 1 + t. Pita�e je: na
koliko naqina k studenata mo�e da dobije sabirak t (a ostali 1)?

Posmatrajmo polinom

f(t) = (1 + t)n = (1 + t) · . . . · (1 + t)︸ ︷︷ ︸
n

.

U formira�u koeficijenta uz tk uqestvuju svi mogu�i proizvodi u kojima se
t pojav	uje k taqno puta. Dakle, broj naqina da podelimo k karata grupi od
n studenata je upravo taj koeficijent uz tk u p(t). Iz binomne formule sledi
da je taj broj

(
n
k

)
. ]

Zadatak 65. Koliko ima injekcija f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . ,m}? X

Zadatak 66. Registarske tablice na automobilima u Beogradu poqi�u
slovima BG, iza kojih idu 4 cifre i jox dva latiniqna slova. Koliko auto-
mobila mo�e da se registruje na taj naqin? X

Zadatak 67. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva kojima su sve cifre
razliqite? Dokazati da je me�u �ima 2296 parnih brojeva. Koliko ima
neparnih? X

Zadatak 68. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji
(a) imaju sve cifre razliqite?
(b) nemaju nijednu cifru 7?
(v) imaju taqno jednu cifru 7?
(g) imaju najma�e jednu cifru 7?
(d) imaju najvixe jednu cifru 7?
(�) imaju taqno jednu cifru 7 i taqno jednu cifru 0? X

Slede�e tvr�e�e je kontrast Posledici 7 i daje karakterizaciju konaqnih
(a time i beskonaqnih) skupova.

Tvr�eǌe 2. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna.

(1) Skup A je ekvipotentan nekom svom pravom podskupu.
(2) Skup A je beskonaqan.
(3) Postoji injekcija ϕ : N→ A.

4 (1) ⇒ (2) sledi iz Posledice 7. Neka va�i (2). Definiximo injekciju ϕ :
N→ A induktivno. Neka je ϕ(1) proizvo	an element skupa A. Pretpostavimo
da smo definisali ϕ(n). Poxto je skup A beskonaqan, skup A \ {ϕ(k) | k ≤ n}
je neprazan; neka je ϕ(n + 1) �egov proizvo	an element. Time je dokazana
implikacija (2) ⇒ (3). Pretpostavimo sada da va�i (3). Primetimo da je
σ : N → N, σ(n) = n + 1 injekcija skupa N na �egov pravi podskup N \ {1}
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(Teorema 3). Definiximo preslikava�e

ψ : A→ A, ψ(a) =

{
a, a /∈ ϕ(N),

ϕ(σ(n)), a = ϕ(n).

Lako se vidi da je ψ bijekcija skupa A i �egovog pravog podskupa A \ {ϕ(1)},
xto dokazuje implikaciju (3) ⇒ (1). 5

Zadatak 69. Neka je A konaqan skup. Dokazati da je preslikava�e f :
A→ A 1{1 ako i samo ako je NA. Da li isto va�i za beskonaqne skupove? X

Iz Tvr�e�a 2 sledi da je N ,,najma�i" beskonaqan skup, u smislu da svaki
beskonaqan skup sadr�i podskup koji je ekvipotentan skupu N. Precizirajmo
ovu formulaciju.

Definicija 16. Ka�emo da je Card(A) ≤ Card(B) ako postoji injekcija
ϕ : A→ B.

Ovime je uvedena jedna relacija poretka. Zaista, refleksivnost sledi iz
injektivnosti identiqkog preslikava�a idA : A → A, ida(x) = x, a tranzi-
tivnost iz qi�enice da je kompozicija dve injekcije injekcija. Antisimetri-
qnost je sadr�aj slede�e teoreme.

Teorema 13. (Kantor–Bernxtajnova23 teorema)

Card(A) ≤ Card(B) ∧ Card(B) ≤ Card(A)⇒ Card(A) = Card(B).

4 Neka su f : A→ B i g : B → A injekcije. Treba da konstruixemo bijekciju
ϕ : A→ B.

Neka je x0 ∈ A proizvo	ni element. Ako je x0 ∈ g(B), neka je x1 element iz
B koji se slika u x0, tj. takav da je g(x1) = x0. Ako je sada x1 ∈ f(A) oznaqimo
sa x2 element skupa A koji se slika u x1, tj. f(x2) = x1. Produ�imo ovaj
postupak. Ako za neko n element xn+1 ne postoji, tj. xn nije slika nijednog
elementa, broj n nazivamo poretkom elementa x0. Ako xn+1 postoji za svako
n ∈ N, ka�emo da je x0 beskonaqnog poretka. Skup A se mo�e napisati kao
unija

A = A0 ∪A1 ∪A∞
gde je A0 skup elemenata parnog (uk	uquju�i i nulti) poretka, A1 skup eleme-
nata neparnog poretka i A∞ skup elemenata beskonaqnog poretka. Na sliqan
naqin je B = B0 ∪ B1 ∪ B∞. Primetimo da f preslikava A0 na B1 i A∞ na
B∞, dok g

−1 preslikava A1 na B0. Odatle sledi da je

ϕ : A→ B, ϕ(a) =

{
f(a), a ∈ A0 ∪A∞,
g−1(a), a ∈ A1

bijekcija. 5

Zadatak 70. Neka je f : A→ B surjekcija. Dokazati da je skup B ekvipo-
tentan nekom podskupu skupa A. X

Definicija 17. Ako je Card(A) ≤ Card(B), a A i B pri tome nisu ekvipo-
tentni (tj. nije Card(A) = Card(B)), ka�emo da je Card(A) < Card(B). ♦

23Bernxtajn (Felix Bernstein, 1878{1956), nemaqki matematiqar
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Zadatak 71. (Dirihleov princip) Neka su A i B konaqni skupovi,
takvi da je Card(A) < Card(B). Dokazati da ne postoji preslikava�e

f : B → A

koje je injektivno24. Da li ovo va�i za beskonaqne skupove? X

Zadatak 72. Neka je A proizvo	an podskup skupa {1, 2, . . . , 2n} sa (n+ 1)
elemenata.

(a) Dokazati da postoje dva broja k,m ∈ A takva da je k|m.
(b) Dokazati da postoje dva broja k,m ∈ A koja su uzajamno prosta.
Uputstvo: a ∈ A je oblika a = 2α(2k + 1), za k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}; postoje

a, b ∈ A takvi da je a− b < 2. X

Zadatak 73. Dokazati da se posled�e cifre Fibonaqijevog niza (videti
Zadatak 52 na str. 34) periodiqno ponav	aju. Uputstvo: neka je fn posled-
�a cifra broja Fn. Primeniti Dirihleov princip (Zadatak 71) na parove
(fn, fn+1) { razliqitih parova nema vixe od 100, tj. konaqno mnogo, a radi
se o beskonaqnom nizu. Zak	uqiti da se bar neki par ponav	a, tj. da za neke
n i k va�i (fn, fn+1) = (fk, fk+1). Iskoristiti uslov Fn+2 = Fn+1 + Fn i
zak	uqiti da je (fn+1, fn+2) = (fk+1, fk+2); zatim ponoviti postupak. X

Zadatak 74. Da li postoji broj Fn u Fibonaqijevom nizu koji se zavrxava
sa 1389 nula? Uputstvo: koriste�i ideju iz Zadatka 73, dokazati da se svi
parovi posled�ih cifara periodiqno ponav	aju. Kada na n{tom mestu pojavi
prvi par (fn, fn+1) = (1, 1), iz definicije Fn+2 = Fn+1 +Fn sledi da je fn−1 =
0, qime je dokazano da postoji broj u Fibonaqijevom nizu koji se zavrxava
jednom nulom. Uopxtiti ovaj postupak na 1389 nula. X

Zadatak 75. Unutar kruga polupreqnika 1 nalazi se 7 taqaka. Rastoja�e
izme�u svake dve je najma�e 1. Dokazati da je jedna od tih taqaka centar.
Uputstvo: podeliti sa 3 preqnika krug na 6 jednakih delova i primeniti
Dirihleov princip. X

5.2. Prebrojivi i neprebrojivi skupovi. Najma�e beskonaqne sku-
pove izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 18. Skup je prebrojiv ako je ekvipotentan skupu N. Besko-
naqan skup koji nije prebrojiv nazivamo neprebrojivim. Ako je skup konaqan
ili prebrojiv, ka�emo da je najvixe prebrojiv.

Kardinalni broj skupa N oznaqava se ℵ0.
Da�emo jox jednu formulaciju pojma prebrojivosti. Za to nam je potreban

slede�i pojam.

Definicija 19. Niz u skupu A je preslikava�e a : N→ A.

Umesto a(n) pisa�emo an. Skup je prebrojiv, ako se �egovi elementi mogu
pore�ati u niz.

Teorema 14. Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

24Ovo tvr�e�e se nekad formulixe ovim reqima: ako je n golubova zatvoreno u k kaveza
i ako je k < n onda se u nekom kavezu nalaze bar dva goluba.
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4 Neka su An = {an1, an2, an3, . . . }, n ∈ N prebrojivi skupovi. Da�emo pravilo
po kome se elementi skupa A := ∪n∈NAn mogu pore�ati u niz. Posmatrajmo
tabelu

a11 a12 a13 a14 · · ·
↗ ↗ ↗ ↗

a21 a22 a23 a24 · · ·
↗ ↗ ↗ ↗

a31 a32 a33 a34 · · ·
↗ ↗ ↗ ↗

a41 a42 a43 a44 · · ·
↗ ↗ ↗

· · · ·
· · · ·

i pore�ajmo �ene elemente u niz po ,,dijagonalnom pravilu"

a11, a21, a12, a31, a22, a13, a41, a32, . . .

Primetimo da se, ako skupovi nisu disjunktni, neki elementi ponav	aju, tj.
va�i Card(A) ≤ ℵ0. Poxto je A beskonaqan, iz Tvr�e�a 2 sledi ℵ0 ≤ Card(A).
Zak	uqak teoreme sledi iz Teoreme 13. 5

Posledica 8. Ako je skup A prebrojiv, onda je i An := A × · · · × A pre-
brojiv.

Teorema 15. Skup Q je prebrojiv.

4 Na isti naqin kao u dokazu Teoreme 14 dokazuje se da je skupQ+ pozitivnih
racionalnih brojeva

1
1

1
2

1
3

1
4 · · ·

↗ ↗ ↗ ↗
2
1

2
2

2
3

2
4 · · ·

↗ ↗ ↗ ↗
3
1

3
2

3
3

3
4 · · ·

↗ ↗ ↗ ↗
4
1

4
2

4
3

4
4 · · ·

↗ ↗ ↗
· · · ·
· · · ·

prebrojiv, tj. da ga je mogu�e pore�ati u niz {q1, q2, . . .}, pa Q mo�emo da
pore�amo u niz {0, q1,−q1, q2,−q2, . . .}. 5

Zadatak 76. Dokazati da je svaka familija disjunktnih intervala na
pravoj R najvixe prebrojiva. X

Teorema 16. Skup R je neprebrojiv.

4 Dovo	no je dokazati da je interval (0, 1) neprebrojiv (v. Primer 18). Pret-
postavimo da smo sve brojeve iz intervala (0, 1) pore�ali u niz x1, x2, . . . i
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posmatrajmo �ihov decimalni zapis:

x1 = 0, d11d12d13 · · ·
x2 = 0, d21d22d23 · · ·
x3 = 0, d31d32d33 · · ·
· · ·
· · ·

Neka je y broj qiji je decimalni zapis 0, c1c2 · · · , gde su brojevi c1, c2, . . . defin-
isani sa

ck =

{
0, dkk = 1,

1, dkk 6= 1.

Tada je y 6= xn za sve n. Zaista, iz y = xn bi sledilo dnn = cn, xto je
suprotno definiciji brojeva cn. Sledi da za svaki niz brojeva iz intervala
(0, 1) postoji broj koji nije u tom nizu, tj. (0, 1) je neprebrojiv. 5

Zadatak 77. Dokazati Teoremu 16 na slede�i naqin. Neka je dato pres-
likava�e ψ : N → [0, 1]. Neka je I1 = [a1, b1] ⊂ [0, 1] proizvo	an interval
koji ne sadr�i ψ(1). Definiximo interval I2 = [a2, b2] ⊂ I1 kao onaj od
intervala [a1,

1
2 (a1 + b1)], [ 1

2 (a1 + b1), b1] koji ne sadr�i ψ(2). Produ�ava-
�em ovog postupka dobijamo (primenom principa definisa�a indukcijom)
niz intervala In takav da je In+1 ⊂ In. Primenom Kantorovog svojstva realne
prave zak	uqiti da ψ nije surjekcija. X

Zadatak 78. Dokazati da je Card([0, 1)) = Card([0, 1) × [0, 1)). (Uputstvo:
neka su f : [0, 1) → [0, 1) × [0, 1) i g : [0, 1) × [0, 1) → [0, 1) preslikava�a
definisana sa

f(x) = (x, 0) g(x, y) = 0, a1b1a2b2 . . .

gde su x = 0, a1a2 . . . i y = 0, b1b2 . . ., aj , bj ∈ {0, 1} binarni zapisi brojeva
x i y. Dokazati da su preslikava�a f i g injekcije i primeniti Kantor{
Bernxtajnovu teoremu). X

Iz Teorema 15 i 16 vidimo da racionalnih brojeva ima mnogo ma�e od
realnih, iako izme�u svaka dva realna broja postoji racionalan (Teorema 12).

Kardinalni broj skupa R oznaqava se sa ℵ1 ili c. Koristi se i oznaka 2ℵ0 ,
qiji �emo smisao videti kasnije. Za skupove qiji je kardinalni broj c ka�emo
da imaju mo� kontinuuma (lat. continuum { neprekidan) . Iz Teoreme 16
sledi da je ℵ0 < c. Prirodno je postaviti pita�e da li postoji kardinalni
broj ve�i od c. Potvrdan odgovor daje slede�a teorema. Podsetimo se da se
partitivnim skupom skupa A (u oznaci P (A)) naziva skup svih podskupova
skupa A.

Teorema 17. (Kantorova teorema) Neka je A proizvo	an skup i neka je
P (A) �egov partitivni skup. Tada je Card(A) < Card(P (A)).

4 Poxto je sa a 7→ {a} definisana injekcija A→ P (A), sledi da je Card(A) ≤
Card(P (A)). Doka�imo da je Card(A) 6= Card(P (A)). Pretpostavimo suprotno,
da postoji bijekcija ϕ : A→ P (A). Neka je

S := {a ∈ A | a /∈ ϕ(a)} ⊂ A.
Poxto je, po pretpostavci, ϕ surjekcija, skup S ∈ P (A)je slika nekog elementa
a0 ∈ A, tj. S = ϕ(a0). Jasno je da mora da va�i jedno od slede�a dva tvr�e�a:
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a0 ∈ S ili a0 /∈ S. Me�utim, oba od ovih tvr�e�a daju kontradikciju:

a0 ∈ S = ϕ(a0)⇒ a0 /∈ S
a0 /∈ S = ϕ(a0)⇒ a0 ∈ S.

Obe implikacije su posledica definicije skupa S. 5

Posledica 9. Ne postoji najve�i kardinalni broj.

U sluqaju skupa N, kardinalni broj Card(P (N)) je opisan slede�om teo-
remom, koja i opravdava oznaku ℵ1 = 2ℵ0 (v. Zadatak 64 (d)).

Teorema 18. Kardinalni broj skupa P (N) jednak je kardinalnom broju
skupa R.

4 Iz Primera 18 sledi da je dovo	no dokazati da je P (N) ∼ (0, 1). Neka je
f : P (N) → (0, 1) preslikava�e koje podskupu A ∈ N pridru�uje realni broj
f(A) sa decimalnim zapisom 0, d1d2 · · · , gde je

dk =

{
0, k /∈ A,
1, k ∈ A.

Obrnuto, neka je g : (0, 1) → P (N) preslikava�e koje broju sa binarnim
zapisom x = 0, d1d2 · · · (v. diskusiju posle Posledice 6) pridru�uje skup
g(x) := {n ∈ N | dn = 1} ⊂ N. Oba preslikava�a su injekcije, pa dokaz
teoreme sledi iz Teoreme 13. 5

Primetimo da iz Teorema 18 i 17 dobijamo jox jedan dokaz Teoreme 16.

Zadatak 79. Dokazati da je skup svih konaqnih podskupova prebrojivog
skupa prebrojiv. X

5.3. Operacije sa kardinalnim brojevima. Ako su A i B disjunktni
skupovi, onda je, po definiciji

Card(A) + Card(B) = Card(A ∪B).

Za proizvo	ne (ne obavezno disjunktne) skupove A i B proizvod �ihovih kar-
dinalnih brojeva se definixe sa

Card(A) · Card(B) = Card(A×B).

Stepenova�e kardinalnih brojeva se definixe sa

Card(B)Card(A) = Card(BA),

gde je BA skup svih preslikava�a f : A→ B.
Oqigledno je da se ova pravila svode na obiqne operacije sa prirodnim

brojevima u sluqaju konaqnih skupova. Slede�i zadatak pokazuje neke speci-
fiqnosti vezane za neke beskonaqne skupove. Podsetimo se da smo sa c oz-
naqavali kardinalni broj skupa R, a sa ℵ0 kardinalni broj skupa N.

Zadatak 80. Dokazati da je
(a) ℵ0 · ℵ0 = ℵ0;
(b) c · c = c;
(v) 2ℵ0 = Card(P (N)) = c;
(g) cc = (2ℵ0)c = 2ℵ0·c = 2c;
(d) c+ ℵ0 = c.
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X

Napomena 5. Neka pravila raquna�a sa prirodnim brojevima prenose
i na kardinalne brojeve. Ako je α = Card(A), β = Card(B), λ = Card(L),
µ = Card(M), mo�e da se doka�e da je

(a) αλ+µ = αλ · αµ;
(b) (αλ)µ = αλ·µ;
(v) αλ · βλ = (α · β)λ;
(g) ako je α ≤ β i λ > 0, onda je αλ ≤ βλ;
(d) ako je α 6= 0 i α ≤ β onda je λα ≤ λβ ;
(�) Card(P (A)) = 2α.

U izrazu (�) broj 2 na desnoj strani oznaqava kardinalni broj dvoqlanog skupa;
drugim reqima, 2α na desnoj strani je kardinalni broj skupa {0, 1}A svih
preslikava�a f : A→ {0, 1}. �

6. Neka metriqka i topoloxka svojstva realne prave

6.1. Apsolutna vrednost i metrika. U skupu realnih brojeva defin-
isana je operacija | · | izrazom

|x| = max{−x, x}. (46)

Ova operacija naziva se apsolutnom vrednox�u ili modulom realnog broja.
Lako se proverava da je za svako x ∈ R

|x| =

{
x, za x ≥ 0

−x, za x < 0

i da va�i

|x| ≤ a⇔ −a ≤ x ≤ a, |x| < a⇔ −a < x < a, −|x| ≤ x ≤ |x|. (47)

Brojeve

x+ =

{
x, za x > 0

0, za x ≤ 0
x− =

{
0, za x ≥ 0

−x, za x < 0
(48)

Nazivamo pozitivnim i negativnim delom broja x. Oqigledno va�i

|x| = x+ + x−, x = x+ − x−, x+ =
|x|+ x

2
, x− =

|x| − x
2

.

Lema 7. Apsolutna vrednost ima slede�a svojstva:

1. |x| ≥ 0 i |x| = 0⇔ x = 0
2. |λx| = |λ||x|
3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|
4. ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

4 Dokaz prvog svojstva je oqigledan. Dokaz drugog svojstva lako se izvodi
diskusijom sluqajeva kada su λ i x oba pozitivna, suprotnog znaka i oba neg-
ativna. Iz tre�eg izraza u (47) sledi

−|x| ≤ x ≤ |x| i − |y| ≤ y ≤ |y|.
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Sabira�em ovih nejednakosti dobija se −(|x|+ |y|) ≤ x+ y ≤ |x|+ |y|, odakle,
na osnovu prvog izraza u (47) sledi dokaz tre�eg svojstva. Doka�imo qetvrto
svojstvo. Iz tre�eg sledi

|x| = |y+ (x− y)| ≤ |y|+ |x− y|, |y| = |x+ (y−x)| ≤ |x|+ |y−x| = |x|+ |x− y|,
xto daje

−|x− y| ≤ |x| − |y| ≤ |x− y|.
Dokaz qetvrtog svojstva sada sledi iz (47). 5

Definicija 20. Preslikava�e d : R × R → [0,+∞) definisano sa
d(x, y) = |x − y| nazivamo standardnim rastojaǌem ili standardnom me-
trikom na realnoj pravoj R.

Iz osobina apsolutne vrednosti sledi da preslikava�e d ima slede�a svoj-
stva:

(M1) d(x, y) ≥ 0 i d(x, y) = 0⇔ x = y
(M2) d(x, y) = d(y, x)
(M3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Zaista, svojstva (M1) i (M3) slede iz Leme 7, a svojstvo (M2) neposredno
iz definicije apsolutne vrednosti. Svojstvo (M3) se naziva nejednakox�u
trougla; istim imenom naziva se i svojstvo (3) u Lemi 7.

6.2. Teorema o otvorenom pokriva�u. Primetimo da se otvoreni i
zatvoreni intervali, qija definicija je izvedena iz strukture poretka, mogu
opisati jezikom metrike:

(x0−ε, x0 +ε) = {x ∈ R | d(x0, x) < ε}, [x0−ε, x0 +ε] = {x ∈ R | d(x0, x) ≤ ε}.
Interval (x0−ε, x0 +ε) naziva se ε–okolinom taqke x0. Koristi�emo i oznaku
B(x0, ε) := (x0 − ε, x0 + ε).

Definicija 21. Familija J skupova se naziva pokrivaǌem skupa A ako
je A ⊂ ∪J∈J J . Potpokrivaǌe pokriva�a J skupa A je familija J0 ⊂ J
koja je i sama pokriva�e skupa A. Pokriva�e skupa otvorenim intervalima
naziva se �egovim otvorenim pokrivaǌem. Pokriva�e nazivamo konaqnim
ako se familija J sastoji od konaqnog broja skupova.

Teorema 19. (Borel25–Lebegova26 teorema) Svako otvoreno pokriva-
�e J segmenta [a, b] ima konaqno potpokriva�e.

4 Pretpostavimo da je I1 = [a, b] segment koji se ne mo�e pokriti konaqnom
familijom otvorenih intervala iz J . Podelimo interval I na dva intervala
[a, (a+ b)/2], [(a+ b)/2, b]; tada se bar jedan od �ih ne mo�e pokriti konaqnom
familijom intervala iz J . Oznaqimo taj segment sa I2 i ponovimo postupak.
Tako dobijamo niz segmenata I1 ⊃ I2 ⊃ . . . koji ne dopuxtaju konaqno po-
kriva�e skupovima familije J . Po Kantorovoj aksiomi, postoji broj c koji
pripada svakom od intervala In. Broj c svakako pripada i nekom intervalu
(λ, µ) ∈ J . Neka je δ = min{d(c, λ), d(c, µ)} rastoja�e taqke c do bli�eg kraja
intervala (λ, µ), tako da je

(c− δ, c+ δ) ⊂ (λ, µ). (49)

25Borel (Emil Borel, 1871{1956), francuski matematiqar
26Lebeg (Henri Lebesgue, 1875{1941), francuski matematiqar
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Primetimo da je interval In konstruisan de	e�em intervala I1 du�ine b−a
na dva dela n puta, pa je �egova du�ina jednaka 2−n(b−a). Za dovo	no veliko
n va�i 2−n(b− a) < δ. Poxto je c ∈ In sledi da je

In ⊂ (c− δ, c+ δ). (50)

Iz (49) i (50) sledi In ⊂ (λ, µ), xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da se
In ne mo�e pokriti konaqnim brojem intervala iz J . 5

6.3. Taqke nagomilava�a. Zatvoreni skupovi. Posmatrajmo skup
A = { 1

n | n ∈ N}. Iz Arhimedove aksiome sledi da svaka ε{okolina nule
sadr�i beskonaqno mnogo taqaka skupa A. Primetimo da nijedno x 6= 0 nema
to svojstvo { svaki broj razliqit od nule ima okolinu koja ne sadr�i vixe od
jedne taqku skupa A. Slede�i ovu intuiciju, re�i �emo da je nula taqka na-
gomilavaǌa skupa A, a da su taqke 1

n �egove izolovane taqke. Precizirajmo
ove pojmove slede�om definicijom.

Definicija 22. Taqka x0 ∈ R se naziva taqkom nagomilavaǌa skupa
A ⊂ R ako svaka �ena ε{okolina sadr�i beskonaqno mnogo taqaka skupa A.
Skup svih taqaka nagomilava�a oznaqava�emo sa A′. Skup A := A∪A′ naziva
se zatvoreǌem skupa A. Ako je A = A skup A nazivamo zatvorenim. Ako
je B ⊂ A i B = A ka�emo da je skup B gust (ili svuda gust) u A. Taqka
a0 ∈ A koja nije taqka nagomilava�a naziva se izolovanom taqkom skupa A.
Rub skupa A ⊂ R je skup ∂A := A ∩ (R \A). Skup qije su sve taqke izolovane
naziva se diskretnim skupom.

Primetimo da taqka nagomilava�a skupa ne mora da pripada tom skupu,
dok mu svaka izolovana taqka, po definiciji, pripada. Iz definicije sledi
da je taqka x0 ∈ A izolovana ako i samo ako postoji ε{okolina B(x0, ε) za koju
va�i A ∩B(x0, ε) = {x0}.

Primer 20. (a) Ako je A = (0, 1) ∪ {2} onda je A′ = [0, 1], A = [0, 1] ∪ {2},
∂A = {0, 1, 2}. Taqka 2 je izolovana taqka skupa A.

(b) Za skup racionalnih brojeva va�i Q = R (v. Teoremu 12 na str. 40).
(v) Zatvoreni interval je zatvoren skup. Konaqna unija zatvorenih inter-

vala je zatvoren skup. Za beskonaqnu uniju ovo ne mora da va�i: ∪n∈N[ 1
n , 1] =

(0, 1] nije zatvoren skup. ]

Zadatak 81. Neka je A ⊂ R ograniqen i zatvoren skup. Dokazati da je
supA ∈ A i inf A ∈ A. X

Zadatak 82. Dokazati da je skup E = {
√
m−

√
n | m,n ∈ N} gust u R.

Uputstvo: neka je x ∈ R; treba dokazati da za svako ε > 0 postoje prirodni
brojevi m i n takvi da je

|
√
m−

√
n− x| < ε.

Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je x ≥ 0 (sluqaj x ≤ 0 se

izvodi iz ovog zamenom uloge brojeva m i n). Primetiti da je
√
k + 1−

√
k =

1√
k+1+

√
k
i zak	uqiti da za dato ε postoji k, takvo da je

√
k + 1 −

√
k < ε.

Posmatrati brojeve

n(
√
k + 1−

√
k) =

√
n2k − n2 −

√
n2k

Iskoristiti Arhimedovu aksiomu i dokazati da postoji n ∈ N sa svojstvom
n(
√
k + 1−

√
k) ∈ [a, a+ ε). X
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Primer 21. U Zadatku 62 videli smo da je skup dijadskih brojeva

D =

{
m

2n
| m ∈ Z, ;n ∈ N

}
gust u R. Evo jox jednog dokaza tog tvr�e�a. Neka je x proizvo	an realni
broj. Napiximo x = k + a, za k ∈ Z i a ∈ [0, 1). Neka je bn = [a/2n], gde je [·]
ceo deo realnog broja. Tada je ∣∣∣∣ bn2n − a

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
,

pa za proizvo	no ε > 0 postoji n ∈ N takvo da je∣∣∣∣k +
bn
2n
− x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ bn2n − a
∣∣∣∣ < ε.

Poxto je k + bn
2n ∈ D, ovime je tvr�e�e dokazano. ]

U Ve�bi (63) na kraju ove glave vide�emo uopxte�e prethodnog primera.

Teorema 20. (Bolcano27–Vajerxtrasova28 teorema) Svaki beskonaqan
i ograniqen podskup A ⊂ R ima taqku nagomilava�a.

4 Poxto je A ograniqen, postoji pozitivan realan broj ρ takav da je A ⊂
[−ρ, ρ]. Pretpostavimo da nijedna taqka intervala [−ρ, ρ] nije taqka nagomi-
lava�a skupa A. Tada za svaku taqku x ∈ [−ρ, ρ] postoji εx{okolina I(x) =
(x− εx, x+ εx) koja sadr�i najvixe konaqno mnogo taqaka skupa A. Familija
ovih εx{okolina pokriva segment [−ρ, ρ], pa iz Teoreme 19 sledi da postoji
konaqna familija I(x1), . . . , I(xn) koja pokriva [−ρ, ρ], a time i A. Poxto se u
svakom od ovih skupova nalazi najvixe konaqno mnogo taqaka skupa A, odatle
sledi da je A konaqna unija konaqnih skupova, xto je u protivreqnosti sa
pretpostavkom da je A beskonaqan. 5

Analizirajmo deta	nije dokaze Teoreme 19 i Teoreme 20. Vidimo da smo
Teoremu 19 izveli kao posledicu Aksiome supremuma (SUP), a zatim, Teo-
remu 20 kao posledicu Teoreme 19. Tako smo dobili lanac implikacija

(SUP) ⇒ Borel{Lebegova teorema ⇒ Bolcano{Vajerxtrasova teorema.

Zajedno sa ekvivalencijom (SUP) ⇔ (ARH) ∧ (KAN) dokazanom u Teo-
remi 11 na strani 38 i slede�im zadatkom, dobijamo jox dve aksiome ekviva-
lentne Aksiomi supremuma.

Lema 8. Va�i implikacija

Bolcano–Vajerxtrasova teorema ⇒ (ARH) ∧ (KAN).

4 Za a > 0 skup {na | n ∈ N} nema taqku nagomilava�a, pa ne mo�e biti
ograniqen, odakle sledi Arhimedova aksioma. Za dokaz (KAN) posmatrajmo
skupove {a1, a2, . . .} i {b1, b2, . . .} iz formulacije Kantorove aksiome. Oni su
ograniqeni (jer su podskupovi segmenta [a1, b1]), pa imaju taqke nagomilava�a
a i b. Lako je videti da za �ih va�i inkluzija (42) na strani 39. 5

Iz Leme 8 i diskusije pre �e sledi da se u aksiomatskom zasniva�u po	a
R aksioma (SUP) mo�e zameniti bilo kojom od Teorema 19 i 20.

27Bolcano (Bernhard Bolcano, 1781{1848), qexki matematiqar
28Vajerxtras (Karl Weierstrass, 1815{1897), nemaqki matematiqar
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6.4. Otvoreni skupovi. Topologija. Skupove koji se mogu predstavi-
ti kao proizvo	na unija otvorenih intervala izdvajamo slede�om definici-
jom.

Definicija 23. Podskup U ⊂ R zovemo otvorenim ako je on unija
neke familije otvorenih intervala. Po definiciji, prazan skup ∅ je tako�e
otvoren. Familiju otvorenih podskupova u R zovemo topologijom realne
prave i oznaqavamo sa τR.

Slede�e dve leme slede direktno iz definicije.

Lema 9. Podskup U ⊂ R je otvoren ako i samo ako sa svakom svojom ta-
qkom sadr�i i neku �enu ε{okolinu, tj. ako i samo ako za svako x0 ∈ U
postoji ε > 0 takvo da je (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ U .

Lema 10. Topologija τR realne prave ima slede�e osobine:

(T1) ∅ ∈ τR, R ∈ τR
(T2) U, V ∈ τR ⇒ U ∩ V ∈ τR.
(T3) Za proizvo	nu familiju {Uλ}λ∈Λ skupova iz τR va�i

⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ τR.

Iz (T2) sledi, indukcijom, da je presek konaqne familije otvorenih sku-
pova otvoren skup. Za beskonaqne familije to ne va�i: ∩n∈N(− 1

n ,
1
n ) = {0}

nije otvoren skup.

Definicija 24. Otvorena okolina taqke x0 ∈ R je otvoren podskup
U ⊂ R takav da je x0 ∈ U . Otvorena okolina taqke +∞ ∈ R je svaki otvoren
skup koji sadr�i interval {x | x > a} za neko a ∈ R; otvorena okolina taqke
−∞ ∈ R je svaki otvoren skup koji sadr�i interval {x | x < a} za neko a ∈ R.

Slede�a lema objax�ava vezu izme�u otvorenih i zatvorenih skupova.

Lema 11. Skup K ⊂ R je zatvoren ako i samo ako je �egov komplement
R \K otvoren.

4 Pretpostavimo da jeK zatvoren i neka je x0 ∈ R\K. Poxto jeK = K, va�i
x0 /∈ K, tj. x0 nije taqka nagomilava�a skupa K. Odatle sledi da postoji ε{
okolina B(x0, ε) taqke x0 takva da va�i B(x0, ε)∩K = ∅, tj. B(x0, ε) ⊂ R \K.
To znaqi, na osnovu Leme 9, da je R \K otvoren.

Obrnuto, pretpostavimo da je R \ K otvoren i x0 ∈ K. Kada bi va�ilo
x /∈ K, iz otvorenosti skupa R \ K i Leme 9 sledilo da postoji okolina
B(x0, ε) ⊂ R \ K. Tada bi va�ilo B(x0, ε) ∩ K = ∅, xto je u suprotnosti sa
definicijom zatvore�a. Dakle za svako x0 ∈ K va�i x0 ∈ K, tj. K = K. 5

Poka�imo sada jox jedno svojstvo otvorenih podskupova realne prave.

Teorema 21. Svaki otvoren podskup U ⊂ R mo�e se predstaviti kao
prebrojiva unija disjunktnih otvorenih intervala.

4 Iz Teoreme 12 o gustini skupa Q sledi da za svako x ∈ U postoji otvoreni
interval J ⊂ U sa krajevima u Q koji sadr�i x. Pridru�imo svakom x ∈ U
jedan takav interval i oznaqimo dobijenu familiju intervala sa J . Poxto
svakom intervalu [q1, q2] ∈ J mo�emo da pridru�imo par (q1, q2) ∈ Q×Q, iz
Teoreme 15 i Posledice 8 sledi da familija J sadr�i najvixe prebrojivo
mnogo intervala. Oqigledno je da svi ovi intervali pokrivaju skup U .
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Uvedimo u J slede�u relaciju ekvivalencije: I i J su ekvivalentni ako
postoji konaqno mnogo intervala I1, I2 . . . , In ∈ J takvih da va�i

I1 = I, In = J, Ik ∩ Ik+1 6= ∅.
Pridru�imo svakoj klasi ekvivalencije C ⊂ J uniju svih ∪J∈CJ intervala
koji joj pripadaju. Doka�imo da je svaka takva unija i sama otvoreni inter-
val. Neka je M = sup∪J∈CJ ako ovaj supremum postoji, u protivnom neka je
M = +∞. Sliqno, neka je m = inf ∪J∈CJ ili m = −∞. Oqigledno va�i
∪J∈CJ ⊂ [m,M ]. Doka�imo da je ∪J∈CJ = (m,M). Neka je x ∈ (m,M).
Po definiciji supremuma i infimuma, postoje a, b ∈ ∪J∈CJ takvi da va�i
m < a < x < b < M . Po definiciji relacije ekvivalencije koju razma-
tramo, to znaqi da postoje intervali J0, . . . , Jn ∈ J takvi da va�i a ∈ J0,
b ∈ Jn i Jk ∩ Jk+1 6= ∅. Izaberimo u svakom od skupova Jk ∩ Jk+1 taqku xk.
Tada je x ∈ [xk, xx+1] za neko k, xto znaqi x ∈ Jk+1. Odatle sledi da va�i
(m,M) ⊂ ∪J∈CJ . Ostaje jox da doka�emo da m,M /∈ ∪J∈CJ . Kada bi bilo
M ∈ J za neko J ∈ C, tada, poxto je interval J otvoren, M ne bi mogao
da bude �egov supremum, a samim tim ni sup∪J∈CJ . Sliqno se dokazuje i
m /∈ ∪J∈CJ .

Poxto su intervali koji odgovaraju razliqitim klasama disjunktni i
ima ih prebrojivo mnogo, sledi tvr�e�e teoreme. 5

Iz Teoreme 21 i Leme 11 sledi da je svaki zatvoren skup komplement
prebrojive unije disjunktnih otvorenih intervala. Slede�i primer daje jednu
takvu reprezentaciju.

Primer 22. (Kantorov skup) Neka je C0 zatvoreni interval [0, 1]. Od-
stranimo iz C0 otvoreni interval ( 1

3 ,
2
3 ) i oznaqimo sa C1 preostali skup, tj.

uniju zatvorenih intervala [0, 1
3 ] i [ 2

3 , 1]. Odstranimo sada sred�e tre�ine iz
ova dva intervala i oznaqimo preostali skup sa C2, tj.

C2 =
[
0,

1

9

]
∪
[2

9
,

3

9

]
∪
[6

9
,

7

9

]
∪
[8

9
, 1
]
.

Produ�imo ovaj postupak i definiximo induktivno niz skupova Cn. Skup

C =

∞⋂
n=1

Cn

se naziva Kantorovim skupom. ]

Zadatak 83. (a) Dokazati da Kantorov skup ima mo� kontinuuma. Uput-
stvo: dokazati da se u decimalnom zapisu sa osnovom tri (str. 40) skup C1

sastoji od brojeva qija prva cifra nije 1, skup C2 od brojeva qije prve dve
cifre nisu 1, itd. Zak	uqiti da je C skup brojeva koji se u sistemu sa osnovom
tri zapisuju pomo�u cifara 0 i 2. Dokazati da ovaj skup ima mo� kontinuuma
koriste�i ideju dokaza Teoreme 18 (str. 48).

(b) Dokazati da svaki interval (a, b) ⊂ [0, 1] sadr�i otvoreni podinter-
val u kome nema taqaka Kantorovog skupa. Uputstvo: Po konstrukciji, ni u
jednom od intervala ((3m+1)3−n, (3m+2)3−n) nema taqaka Kantorovog skupa.
Indukcijom se dokazuje da je 3n > n, pa odatle i iz Arhimedove aksiome sledi
da postoji n za koje je 3n > 6

b−a , tj. 3−n < b−a
6 . Ponovo prime�uju�i Arhime-

dovu aksiomu, zak	uqiti da postoji k ∈ N za koje je (3k + 1)3−n > a. Neka je
m minimum skupa takvih k. Tada je ((3m+ 1)3−n, (3m+ 2)3−n) ⊂ (a, b). X
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Iz Zadatka 83 (b) vidimo da su taqke Kantorovog skupa priliqno retko
raspore�ene na intervalu [0, 1]. Za skup koji ima svojstvo iz Zadatka 83 (b)
ka�emo da je nigde gust u [0, 1]. Zadatak 83 nam daje primer skupa koji je
nigde gust u [0, 1], ali neprebrojiv. To je kontrast u odnosu na Teoreme 12
i 15, koje pokazuju da je skup racionalnih brojeva iz intervala [0, 1] svuda
gust u tom intervalu, ali prebrojiv. Ovime smo otkrili jedno zanim	ivo
svojstvo realne prave: na �u se brojqano ve�i skup mo�e smestiti tako da
zauzme ma�e mesta od brojqano ma�eg.

7. Jednaqina xn = a

U Primeru 14 smo definisali izraz xn za n ∈ N. Sada �emo dokazati
jednu va�nu teoremu, vezanu za rexava�e jednaqine

xn = a.

Setimo se da nas je razmatra�e ove jednaqine za n = 2, a = 2 dovelo do pojma
iracionalnog broja.

Teorema 22. Neka je a ≥ 0 i n ∈ N. Tada postoji jedinstven broj x ∈
[0,+∞) takav da va�i xn = a.

4 Doka�imo prvo jedinstvenost. Neka za x, y ∈ [0,+∞) va�i xn = a, yn = a.
Iz nenegativnosti brojeva x i y, aksioma (A16) i (A12) i principa matemati-
qke indukcije lako sledi

x < y ⇒ xn < yn. (51)

Odatle sledi da je x < y u protivreqnosti sa xn = a, yn = a. Na isti naqin
se eliminixe mogu�nost y < x, pa je x = y. Time je dokazana jedinstvenost.

Doka�imo egzistenciju. Neka je

S = {s ∈ [0,+∞) | sn ≤ a}.

Skup S je neprazan, jer je 0 ∈ S i ograniqen odozgo, jer je (∀s ∈ S) s ≤
max{1, a}. Iz Aksiome supremuma sledi da postoji

x = supS. (52)

Iz Posledice 5 (str. 40) sledi da za neko m ∈ N va�i 1
m < x, tj. x− 1

m > 0.

Odatle, na osnovu (51) i (52) sledi x− 1
m ∈ S i x+ 1

m /∈ S, pa je(
x− 1

m

)n
< a <

(
x+

1

m

)n
. (53)

Odatle, na osnovu binomne formule (Lema 5 na str. 5) sledi

0 <
(
x+ 1

m

)n
−
(
x− 1

m

)n
= xn +

n−1∑
k=0

(
n
k

)
xkm−(n−k)−

−
(
xn −

n−1∑
k=0

(
n
k

)
xk(−m)−(n−k)

)
= 1

m

n−1∑
k=0

(
n
k

)
xk(m−(n−k−1) − (−m)−(n−k−1))

< 1
m

n−1∑
k=0

(
n
k

)
xk.
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Ponovnom primenom Posledice 5 (str. 40) zak	uqujemo da za svako ε > 0 pos-
toji m ∈ N za koje je posled�i izraz ma�i od ε. Odatle, iz (53) i Kantorove
aksiome (v. izraz (42), str. 39) sledi⋂

m∈N

[(
x− 1

m

)n
,
(
x+

1

m

)n]
= {a}.

Kada bi bilo xn 6= a, va�ilo bi xn /∈
[(
x− 1

m

)n
,
(
x+ 1

m

)n]
za neko m, xto je

u suprotnosti sa (51). 5

Na 111. strani �emo videti jox jedan dokaz ove teoreme.

Definicija 25. Neka je a > 0. Jedinstveno rexe�e jednaqine xn = a
nazivamo n–tim korenom broja a i oznaqavamo sa n

√
a. Za m ∈ Z, m < 0

definixemo am := (a−m)−1, a za q ∈ Q, q = m
n , m ∈ Z, n ∈ N definixemo

aq = n
√
am.

Po definiciji, a0 = 1.

Zadatak 84. Dokazati da za a ≥ 0, b ≥ 0 va�i nejednakost
√
a+ b ≤

√
a+
√
b.

X

Svojstva stepenova�a racionalnim brojem izdvajamo slede�om lemom.

Lema 12. Neka je a > 0, b > 0 i p, q ∈ Q. Tada va�i

(a) ap+q = apaq, apq = (ap)q, (ab)p = apbp

(b) p > 0 ∧ a < b ⇒ ap < bp

(v) a > 1 ∧ q < p ⇒ aq < ap, a < 1 ∧ q < p ⇒ aq > ap.

4 Dokaz lako sledi iz analognih svojstava stepenova�a prirodnim brojem,
koja se dokazuju indukcijom, i svo�e�a racionalnih brojeva na zajedniqki
imenilac. 5

Sada mo�emo da uvedemo i stepenova�e proizvo	nim realnim brojem.

Definicija 26. Za x ∈ R i a ≥ 1 definixemo

ax := sup{aq | q ∈ Q, q < x}, (54)

a za 0 < a ≤ 1

ax =
(1

a

)−x
,

Za a = 0 i x > 0 je 0x = 0.

Primetimo da izraz (54) ima smisla. Zaista, iz Leme 12 sledi da je skup
{aq | q ∈ Q, q < x} ograniqen odozgo bilo kojim brojem ap za p ∈ Q, p > x. Na
osnovu Aksiome supremuma, supremum na desnoj strani u (54) postoji.

Lema 13. Za a > 1 va�i ax := inf{aq | q ∈ Q, q > x}.



7. JEDNAQINA xn = a 57

4 Neka je A = {aq | q ∈ Q, q < x}, B = {aq | q ∈ Q, q > x}. Iz Leme 12 sledi
da je A ≤ B, pa je supA ≤ inf B. Kada bi bilo supA < inf B, iz Bernulijeve
nejednakosti i Arhimedove aksiome sledilo bi da

(∃m ∈ N)n > m ⇒
(

1 +
inf B − supA

supA

)n
> a. (55)

Tada bi za svaki par racionalnih brojeva p, q takvih da je p < x < q i q− p =
1
n <

1
m va�ilo

0 < inf B − supA < aq − ap = ap(aq−p − 1) < supA(aq−p − 1). (56)

Lako se vidi da je (55) u kontradikciji sa (56). 5

Slede�a lema proxiruje osobine ustanov	ene u Lemi 12 na sve realne
brojeve.

Tvr�eǌe 3. Neka je a > 0, b > 0 i x, y ∈ R. Tada va�i

(a) ax+y = axay, axy = (ax)y, (ab)x = axbx

(b) x > 0 ∧ a < b ⇒ ax < bx

(v) a > 1 ∧ y < x ⇒ ay < ax, a < 1 ∧ y < x ⇒ ay > ax.

4 Da�emo dokaz prve jednakosti u (a) i prve implikacije u (v); ostala tvr�e�a
ostav	amo qitaocu kao zadatak. Dovo	no je razmotriti sluqaj a > 1. Iz
Definicije 26 i Leme 13 sledi da za svako n ∈ N postoje racionalni brojevi
p, q takvi da je

|axay − apaq| < 1

2n
i |ap+q − ax+y| < 1

2n
. (57)

Zaista, iz Definicije 26 i Leme 13 sledi da za svako ε > 0 postoje r0 ∈
Q∩(−∞, x), r1 ∈ Q∩(x,+∞) takvi da je ax−ε < ar0 i ar1 < ax+ε. Iz Leme 12
(v) sledi da za svako p ∈ (r0, r1) va�i ax − ε < ap < ax + ε. Sliqno, postoje
racionalni brojevi s0, s1 takvi da za svako q ∈ (s1, s2) va�i ay−ε < aq < ay+ε.
Mno�e�em ovih nejednakosti i uzima�em dovo	no malog ε dobijamo prvi par
nejednakosti u (57).

Sliqno dobijamo da je za postoje racionalni brojevi t1, t2 i u1, u2 takvi
da za svako p ∈ (t1, t2) i svako q ∈ (u1, u2) va�i |ap1+q1 − ax+y| < 1

2n . Odatle
sledi da za p ∈ (r0, r1) ∩ (t1, t2) i q ∈ (s1, s2) ∩ (u1, u2) va�i (57). Poxto je,
prema Lemi 12, ap+q = apaq, a iz nejednakosti (57) dobijamo

axay − 1

2n
< apaq < axay +

1

2n
i ap+q − 1

2n
< ax+y < ap+q +

1

2n
,

sledi da je

axay − 1

n
< ax+y < axay +

1

n
,

tj. |ax+y−axay| < 1
n za svako n ∈ N. Odatle, na osnovu Posledice 5 na str. 40,

sledi ax+y = axay. Time je dokazana prva jednakost u (a).
Doka�imo jox i prvu implikaciju u (v). Pretpostavimo da je a > 1 i

y < x. Iz gustine skupa racionalnih brojeva na realnoj pravoj sledi da
postoje racionalni brojevi p i q takvi da je y < q < p < x { prva nejednakost
sledi iz Leme 13, druga iz Leme 12, a tre�a iz Definicije 26. Tada va�i
ay < aq < ap < ax. Time je prva implikacija u (v) dokazana. 5
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Zadatak 85. Da li postoje iracionalni brojevi a i b, takvi da je ab

racionalan broj?

Uputstvo: Posmatrati brojeve
√

2
√

2
i
(√

2
√

2)√2
. X

8. Jedinstvenost i postoja�e realnih brojeva

U ovom paragrafu �emo se osvrnuti na pita�e jedinstvenosti i posto-
ja�a kompletno ure�enog po	a, definisanog aksiomama (A1){(A16), (SUP).
Podsetimo se Definicije 13 na str. 36, kojom smo uveli pojam izomorfizma
ure�enih po	a.

Teorema 23. Ako su (R1,+1, ·1,≤1, 01, 11) i (R2,+2, ·2,≤2, 02, 12) dva pot-
puno ure�ena po	a, tj. dve ure�ene xestorke koje zadovo	avaju aksiome (A1)–
(A16), (SUP), onda postoji jedinstveni izomorfizam f : R1 → R2.

Drugim reqima, po	e realnih brojeva je jedinstveno do na izomorfizam.

4 Skica dokaza. Neka su N1 ⊂ Z1 ⊂ Q1 ⊂ R1 i N2 ⊂ Z2 ⊂ Q2 ⊂ R2

podskupovi prirodnih, celih i racionalnih brojeva u R1 i R2. Iz Teoreme 9
(str. 36) sledi da postoji jedinstveni izomorfizam fQ : Q1 → Q2. Zaista, za
svaki izomorfizam mora da va�i

f(01) = 02, f(11) = 12, f(−x) = −f(x), f(x−1) = (f(x))−1,

a odatle sledi da se izomorfizam fQ jednoznaqno i dobro definixe najpre
na N1 (indukcijom, polaze�i od fQ(11) = 12), a zatim, primenom Teoreme 4
(str. 29) i Teoreme 9 (str. 36) na Z1 i Q1. Lako se vidi da se tako dobija
izomorfizam

fQ : Q1 → Q2

ure�enih po	a (Q1,+1, ·1,≤1, 01, 11) i (Q2,+2, ·2,≤2, 02, 12). Definiximo, za
x ∈ R1,

f(x) := sup2{fQ(q) | q ∈ Q1, q <1 x},
gde je sa sup2 oznaqen supremum u odnosu na relaciju poretka ≤2. Doka�imo
da je f : R1 → R2 bijekcija. Neka je y0 ∈ R2. Poxto fQ, kao izomorfizam
ure�enih po	a, quva poredak, skup D1 = {x ∈ R1 | fQ <2 y0}, zajedno sa
svojim komplementom D2 qini Dedekindov presek. Na osnovu tvr�e�a (DED),
ekvivalentnog aksiomi (SUP), sledi da postoji x0 supD1. Nije texko videti
da je f(x0) = y0, xto dokazuje da je f surjekcija. Doka�imo da je f injekci-
ja. Neka je f(x1) = f(x2) = y0 za x1, x2 ∈ R1, y0 ∈ R2. Tada iz definicije
preslikava�a f i iz qi�enice da je fQ izomorfizam ure�enih po	a Q1 i Q2

sledi
{q ∈ Q1 | q <1 x1} = {q ∈ Q1 | q <1 x2},

pa je x1 = x2.
Ostaje jox da se doka�e da je f morfizam, xto sledi iz

{q1 + q2 | q1, q2 ∈ Q1, q1 <1 x1, q2 <1 x2} = {r ∈ Q1 | r < x1 + x2},
{q1q2 | q1, q2 ∈ Q1, 0 <1 q1 <1 x1, 0 <1 q2 <1 x2} = {r ∈ Q1 | 0 <1 r <1 x1x2}

i iz qi�enice da je fQ : Q1 → Q2 izomorfizam ure�enih po	a. 5

Xto se tiqe postoja�a realnih brojeva, �ega, naravno, ne mo�emo dokazati
,,ni iz qega". Ali, ako po�emo od pretpostavke da je prirodnije pretpostaviti
postoja�e prirodnih brojeva, tj. strukture definisane Peanovim aksiomama
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(Teorema 3 na strani 23), slede�u teoremu smatramo dokazom postoja�a real-
nih brojeva.

Teorema 24. Ako postoji ure�ena trojka (N, σ, 1) koja zadovo	ava Peanove
aksiome, onda postoji ure�ena xestorka (R,+, ·,≤, 0, 1) koja zadovo	ava ak-
siome (A1)–(A16), (SUP).

4 Skica dokaza. Neka je (N, σ, 1) ure�ena trojka koja zadovo	ava Peanove
aksiome. Tada u N mo�emo, koriste�i princip indukcije, da definixemo
operacije + i · i relaciju ≤ pomo�u

n+ 1 = σ(n), n+ σ(m) = σ(n+m)
n · 1 = n, n · σ(m) = n ·m+ n
n < m⇔ (∃k ∈ N)m = n+ k, n ≤ m⇔ n < m ∨ n = m.

Definiximo sada skup Z. Pridru�imo svakom elementu n ∈ N element koji
�emo oznaqiti sa −n; skup {−n | n ∈ N} oznaqimo sa −N. Osim toga, uvedimo
jox jedan element, koji �emo oznaqiti sa 0. Neka je Z = −N ∪ {0} ∪N. Op-
eracije + i · i relacija ≤ mogu se produ�iti sa N na Z. Za operaciju + to
qinimo na slede�i naqin. Ako je m,n ∈ N onda je m+ n ve� definisano u N.
Ako je m ∈ −N, n ∈ N, onda je m = −m0 za neko m0 ∈ N. Ako za prirodne
brojeve m0, n ∈ N va�i m0 < n, onda postoji k ∈ N za koje va�i n = m0 + k.
Sada definixemo n+m = k. Sliqno se postupa u sluqaju n < m0. Na kraju
n + 0 = n za svako n ∈ Z. Definiciju operacije · i proveru da je dobijena
struktura (Z,+, ·) komutativni prsten sa jedinicom ostav	amo qitaocu. Na
kraju, relaciju poretka ≤ u Z uvodimo tako xto smatramo da je −n < 0 < m
za sve −n ∈ −N, m ∈ N i da je −n < −m ako je m < n, gde je posled�a
nejednakost definisana, jer smo u N ve� uveli relaciju poretka.

Da bismo definisali Q, posmatrajmo na skupu N× Z relaciju

(n1, z1) ∼ (n2, z2) ⇔ n1z2 = n2z1.

Ovo je relacija ekvivalencije; skup klasa ekvivalencije je, po definiciji,
skup Q. Oznaqimo klasu ekvivalencije para (n, z) sa [n, z] ili z

n . Operacije
+ i · i relaciju ≤ definixemo sa

[n1, z1] + [n2, z2] = [n1n2, n1z2 + n2z1],
[n1, z1] · [n2, z2] = [n1n2, z1z2],
[n1, z1] ≤ [n2, z2]⇔ z1n2 ≤ z2n1.

Proveru da je ova definicija dobra (tj. nezavisna od predstavnika klase) i
da je struktura (Q,+, ·,≤, 0, 1) ure�eno po	e ostav	amo qitaocu.

Na kraju, skup R definixemo kao skup svih Dedekindovih preseka u Q.
Relaciju poretka izme�u dva Dedekindova preseka a = (A1, A2), b = (B1, B2)
uvodimo sa a ≤ b⇔ A1 ⊂ B1. Operacije + i · definixemo na slede�i naqin.
Neka su a = (A1, A2), b = (B1, B2) dva Dedekindova preseka i neka je

A1 +B1 := {q1 + q2 | q1 ∈ A1, q2 ∈ A2}, A1 ·B1 := {q1 · q2 | q1 ∈ A1, q2 ∈ A2}.

Tada se a+b definixe kao Dedekindov presek (A1 +B1,Q\(A1 +B1)). Sliqno
se definixe a · b za a > 0, b > 0. Mno�e�e u opxtem sluqaju se definixe na
oqigledan naqin, formulama x · (−y) = −(x · y) i sl. 5
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9. Kompleksni brojevi

9.1. Po	e kompleksnih brojeva. U razmatra�u jednaqine xn = a u
Paragrafu 7 ograniqili smo se na pozitivne brojeve. Slede�a lema objax�a-
va zaxto.

Lema 14. Jednaqina x2 = −1 nema rexe�a u skupu R.

4 Pretpostavimo da je x2 = −1 za neko x ∈ R. Poxto je 02 = 0, va�i ili
0 < x ili x < 0. Pretpostavimo da je 0 < x. Iz aksiome (A16) tada sledi
0 < x2. Kako je x2 = −1, imamo 0 < −1. Sabira�em ove nejednakosti i
nejednakosti 0 < 1 koju smo dokazali na strani 21, dobijamo kontradikciju
0 < 0. Pretpostavimo sada da je x < 0. Tada je, na osnovu Zadatka 1, 0 <
−x, pa je, ponovo na osnovu aksiome (A16), 0 < (−x)(−x). Odatle, na osnovu
jednakosti (14) na strani 14, sledi 0 < x2 = −1, xto opet daje kontradikciju
sa 0 < 1. 5

Sada se nalazimo u sliqnoj situaciji kao kada smo se na strani 10 susreli
sa nerexivox�u jednaqine x2 = 2 u skupu Q. Kao i tada, rexe�e �emo na�i u
proxire�u pojma broja.

Definicija 27. Poǉe kompleksnih brojeva je ure�ena xestorka

(C,+, ·, 0, 1, i) gde je C := {x+ iy | x, y ∈ R},

a operacije + i · definisane sa

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)
(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Napomena 6. Lako je videti da jeC stvarno poǉe. Zaista, nula i jedinica
ovog po	a su 0 := 0 + i · 0 i 1 := 1 + i · 0. Sve aksiome po	a se neposredno
proveravaju, sem egzistencije inverznog elementa za mno�e�e, jer na prvi
pogled nije oqigledno da za a+ ib postoji c+ id, sa osobinom

(a+ ib) · (c+ id) = 1.

Ovde postupamo sliqno kao u Primeru 17 na str. 38:

(a+ ib) · a− ib
a2 + b2

=
a2 − (ib)2

a2 + b2
=
a2 + b2

a2 + b2
= 1,

pa je (a2 + b2)−1a− i(a2 + b2)−1b inverz elementa a+ ib.
Time je opravdana oznaka

x+ iy

a+ ib

za proizvod kompleksnog broja x + iy i inverza (u odnosu na mno�e�e) kom-
pleksnog broja a+ ib. �

Zadatak 86. Napisati kompleksni broj
3
√

2 + 3i

2 +
√

2i

u obliku x+ iy, za x, y ∈ R. X
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Kompleksne brojeve oblika x+ i · 0, gde je x ∈ R, nazivamo realnim, qime
identifikujemo skup R sa istaknutim podskupom {x+ i · 0 | x ∈ R} skupa C.
Umesto x+ i · 0 pixemo samo x. Kompleksne brojeve oblika iy = 0 + i · y, gde je
y ∈ R nazivamo qisto imaginarnim. Kompleksni broj i zovemo imaginarnom
jedinicom.

Za kompleksni broj z = x+ iy definixemo �egov realni deo Re (z) = x i
imaginarni deo Im (z) = y. Ako je z = x+ iy, onda je �emu inverzni element
u odnosu na mno�e�e z−1 = x

x2+y2 + i −yx2+y2 .

Definicija 28. Konjugovana vrednost kompleksnog broja z = x+ iy je

z̄ = x− iy.
Apsolutna vrednost ili modul kompleksnog broja z = x+ iy je broj

|z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2.

Primetimo da je |z| nenegativan realan broj. ♦

Lako je videti da va�i

1) Re (z) = 1
2 (z + z̄), Im (z) = 1

2i (z − z̄), z · z̄ = x2 + y2.
2) z1 + z2 = z̄1 + z̄2, z1 · z2 = z̄1 · z̄2, ¯̄z = z.
3) zz̄ = |z|2.

SkupC se na oqigledan naqin mo�e identifikovati sa Dekartovim29 pro-
izvodom R ×R: broj z = x + iy identifikujemo sa parom (x, y). Motivisani
time i geometrijskom analogijom iz fusnote na strani 14 za skup C koristimo
i termin kompleksna ravan. Skupove

I = {z ∈ C | Re (z) ≥ 0, Im (z) ≥ 0}, II = {z ∈ C | Re (z) ≤ 0, Im (z) ≥ 0},
III = {z ∈ C | Re (z) ≤ 0, Im (z) ≤ 0}, IV = {z ∈ C | Re (z) ≥ 0, Im (z) ≤ 0}
nazivamo prvim, drugim, tre�im i qetvrtim kvadrantom.

9.2. Polinomi. Jednaqina iz Leme 14 ima rexe�e u C:

i2 = (0 + i · 1) · (0 + i · 1) = −1.

Va�i i vixe od toga { svaka jednaqina oblika

a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n = 0, a1, . . . , an ∈ C, n ≥ 1, an 6= 0 (58)

ima rexe�e z0 ∈ C. Ovo tvr�e�e naziva se Osnovnim stavom algebre. Izraz
na levoj strani u (58) naziva se polinomom n–tog stepena, brojevi a0,. . . ,an
�egovim koeficijentima. Koeficijent uz najve�i stepen nazivamo vode�im
koeficijentom polinoma; polinom qiji je vode�i koeficijent jednak jedini-
ci nazivamo moniqnim polinomom. Rexe�e jednaqine (58) nazivamo nulom
polinoma a0 + a1z + a2z

2 + · · · + anz
n. Po	e u kome svaki polinom ima nulu

naziva se algebarski zatvorenim po	em. U kursu Algebre se pokazuje da je C
najma�e algebarski zatvoreno po	e koje sadr�i po	e R.

Direktna posledica Osnovnog stava algebre je da svaki polinom stepena
n ≥ 1 mo�e da se napixe kao proizvod polinoma stepena 1, tj. kao proizvod
linearnih funkcija. Zaista, neka je

p(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n, an 6= 0

29Dekart (René Descartes, 1596–1650), francuski filosof i nauqnik
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polinom stepena n. Iz Osnovnog stava algebre sledi da je p(r1) = 0 za neko
r1 ∈ C. Indukcijom po n zak	uqujemo da je

p(z) = (z − r1)p1(z),

gde je p1 polinom stepena n− 1. Za n = 1 tvr�e�e je trivijalno, a induktivni
prelaz sa pretpostavke da tvr�e�e va�i za polinome stepena n−1 na polinome
stepena n se ostvaruje primenom induktivne pretpostavke na polinom

q(z) = p(z)− zn−1

an
(z − r1)

stepena n− 1: iz p(r1) = 0 sledi q(r1) = 0, pa je po induktivnoj pretpostavci
q(z) = (z−r1)q1(z), odakle sledi p(z) = (z−r1)(a−1

n zn−1 +q1(z)). Ponav	a�em
ovog postupka sa p1(z) = a−1

n zn−1 + q1(z) itd, dobijamo da je

p(z) = an(z − r1)(z − r2) · . . . · (z − rn), (59)

gde su r1, r2 . . . , rn nule polinoma p. Neke od ovih nula mogu da se ponav	aju;
u tom sluqaju govorimo o vixestrukim nulama polinoma. Npr. ako je

r1 = r2 = . . . = rk

ka�emo da je r1 nula vixestrukosti k.

Zadatak 87. (a) Dokazati da polinom stepena n ima najvixe n razliqitih
nula. Specijalno, kvadratna jednaqina ima najvixe dva rexe�a.

(b) Dati primere kvadratnih jednaqina sa jednim rexe�em i bez rexe�a.
(v) Neka su a, b i c razliqiti realni brojevi. Dokazati da su oni rexe�a

jednaqine

(x− b)(x− c)
(a− b)(a− c)

+
(x− a)(x− c)
(b− a)(b− c)

+
(x− a)(x− b)
(c− a)(c− b)

= 1.

Da li je ovo u protivreqnosti sa (a)? X

Zadatak 88. Neka je p(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima i neka
su a, b ∈ Z razliqiti celi brojevi. Dokazati da je broj p(a)−p(b) de	iv brojem
a− b. Uputstvo: x = a je nula polinoma p(x)− p(a). X

Zadatak 89. Neka je p polinom stepena n, takav da je

p(k) =
k

k + 1
za k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Izraqunati p(n+ 1). Uputstvo: dokazati da se polinom

q(x) = (x+ 1)p(x)− x

stepena n+ 1 razla�e na linearne faktore, pa je

p(x) =
cx(x− 1) . . . (x− n) + x

x+ 1
za neko c ∈ Z. (60)

Dokazati da, poxto je p polinom, x = −1 mora da bude nula polinoma u
brojiocu izraza (60). Odatle sledi c = (−1)n+1/(n+1)!. Kada znamo c, p(n+1)
izraqunavamo iz (60). X
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Napomena 7. Oqigledna je sliqnost faktorizacije (59) sa Osnovnim
stavom aritmetike (Teorema 8 na str. 34), koja govori o faktorizaciji u
prstenu (Z,+, ·). Komutativni prsten (P,+, ·) bez delite	a nule30 se naziva
prstenom sa jednoznaqnom faktorizacijom ako svaki �egov neinvertibilni
element p ∈ P razliqit od nule mo�e da se predstavi kao proizvod

p = up1 . . . pn, (61)

gde su pj ∈ P ireducibilni elementi prstena P (tj. neinvertibilni elementi
koji ne mogu da se napixu kao proizvod neinvertibilnih), na jedinstven (do
na permutaciju mno�ilaca i do na invertibilni element) naqin.

Prsten celih brojeva Z je prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom. Na
primer, broj 6 mo�e da se napixe kao

6 = 2 · 3 i 6 = (−3) · (−2),

ali ova dva zapisa se razlikuju samo u do na permutaciju prostih mno�ilaca
i do na �ihovo mno�e�e invertibilnim elementom -1.

Iz faktorizacije (59) sledi da je prsten polinoma (C[z],+, ·) sa komplek-
snim koeficijentima prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom31.

Na isti naqin se dokazuje da je za svako po	e F prsten polinoma (F [z],+, ·)
sa koeficijentima u F prsten sa jednoznaqnom faktorizacijom. �

Primer 23. Neka je p(z) = z4−1. Primenom formule za razliku kvadrata
lako vidimo da polinom p ima faktorizaciju

p(z) = (z − 1)(z + 1)(z − i)(z + i)

na ireducibilne elemente (polinome prvog stepena). ]

Zadatak 90. Na�i faktorizaciju polinoma p(z) = z4 +1 na ireducibilne
polinome. X

Ako su koeficijenti a0, a1, . . . , an polinoma

p(z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n

realni brojevi, onda se kompleksne nule pojav	uju u parovima: ako je r nula
polinoma p, onda je i �ena konjugovana vrednost r̄ nula tog polinoma. Zaista,
ako je p(r) = 0, onda je i p(r) = 0, a poxto su koeficijenti realni (pa su
jednaki svojoj konjugovanoj vrednosti, va�i

p(r) = p(r) = 0. (62)

Naravno, ako koeficijenti polinoma p nisu realni brojevi, ova jednakost ne
mora da va�i.

Primetimo da je

(z − r)(z − r̄) = z2 − 2Re (r)z + |r|2

30x ∈ P \ {0} je delite	 nule ako je xy = 0 za neko y 6= 0; npr. 2 je delite	 nule u Z6,
jer je 2 · 3 ≡ 0 (mod 6).

31Qitaocu ostav	amo da ustanovi kako je na skupu polinoma definisana struktura
prstena, po ugledu na Primer 12 na str. 14. Primetimo da su ±1 jedini invertibilni
elementi prstena (Z,+, ·) i da su invertibilni elementi prstena (C[z],+, ·) konstantni
polinomi razliqiti od nule. Ireducibilni elementi prsterna (Z,+, ·) su prosti brojevi,
a ireducibilni elementi prstena (C[z],+, ·) su polinomi stepena 1.
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polinom sa realnim koeficijentima, pa iz (59) sledi da svaki polinom sa re-
alnim koeficijentima mo�e da se napixe kao proizvod linearnih i kvadrat-
nih polinoma, tako�e sa realnim koeficijentima. Me�utim, ova faktor-
izacija u opxtem sluqaju ne mo�e da se svede na faktorizaciju na lin-
earne faktore (a da se istovremeno postigne da koeficijenti svih faktora
budu realni), jer kvadratni polinom ne mora da ima realne nule. Drugim
reqima, ireducibilni realni polinomi su kvadratni i linearni, dok su ire-
ducibilni kompleksni polinomi linearni. Proizvo	ni polinom mo�e da se
faktorixe nad C kao proizvod linearnih, a nad R kao proizvod linearnih
i kvadratnih koji nemaju realne nule.

Primer 24. U Primeru 90 smo videli faktorizaciju polinoma

p(z) = z4 − 1

nad C. �egova faktorizacija nad R je

p(z) = (z − 1)(z + 1)(z2 + 1).

Polinom z2 + 1 koji se pojav	uje u ovoj faktorizaciji nema realnih nula, pa
je ireducibilan nad R, tj. ne mo�e da se napixe kao proizvod dva linearna
polinoma sa realnim koeficijentima. ]

Primer 25. Faktorizacija polinoma p(z) = z3 − 1 nad R je

p(z) = (z − 1)(z2 + z + 1).

Kvadratni polinom u ovoj faktorizaciji nema realnih nula, jer je

z2 + z + 1 =

(
z +

1

2

)2

+
3

4
> 0

za z ∈ R.
U Zadatku 114 na str. 79 �emo da vidimo kako se ovaj polinom faktorixe

nad C na linearne faktore. ]

Zadatak 91. Faktorisati polinom iz Zadatka 90 nad R. X

Primer 26. Jednaqina

az2 + bz + c = 0, tj. z2 + a−1bz + a−1c = 0

se rexava kompletira�em kvadrata na levoj strani:

z2 + a−1bz + a−1c = (z + a−1b/2)2 − (a−1b/2)2 + a−1c.

Odatle sledi da su

r1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
nule polinoma p(z) = az2 + bz + c. Izraz pod korenom,

D = b2 − 4ac

naziva se diskriminantom kvadratnog polinoma. Primetimo da kvadratni
polinom ima dvostruku nulu r = r1 = r2 ako i samo ako jeD = 0. U tom sluqaju
kvadratni polinom mo�e da se napixe u obliku a(z− r)2, tj. proporcionalan
je potpunom kvadratu. Specijalno, moniqni (tj. takav da je a = 1) kvadratni
polinom x2 + bx+ c je potpun kvadrat ako i samo ako je �egova diskriminanta
jednaka nuli. ]
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Primer 27. (Elementarni simetriqni polinomi. Vijetove32 for-
mule) Izrazi

σ0 = 1, σ1 =
∑

1≤i≤n

ri, σ2 =
∑

1≤i<j≤n

rirj , σ3 =
∑

1≤i<j<k≤n

rirjrk

itd, do σn = r2r2 · . . . · rn, ili, u opxtem sluqaju,

σk =
∑

1≤j1<j2<...<jk≤n

rj1rj2 · . . . · rjk ,

nazivaju se elementarnim simetriqnim polinomima promen	ivih r1, . . . , rn.
Ako su r1, . . . , rn nule polinoma

p(z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n

i σ0, σ1, . . . , σn simetriqni polinomi promen	ivih r1, . . . , rn, onda je

σk = (−1)k
an−k
an

.

Ovi izrazi nazivaju se Vijetovim formulama. Dokaz mo�e da se izvede in-
dukcijom po n. Za n = 1 tvr�e�e je oqigledno taqno. Pretpostavimo da je ono
taqno za polinome stepena n. Neka je p polinom stepena n + 1. Iz Osnovnog
stava algebre sledi da je

p(z) = an+1(z − rn+1)q(z),

gde je rn+1 nula polinoma p, a q(z) polinom stepena n qiji je koeficijent uz
zn jednak jedinici. Neka su r1, . . . , rn nule polinoma q (a time i polinoma p).
Iz induktivne pretpostavke sledi da je

q(z) = zn − σ1z
n−1 + . . .+ (−1)nσn.

Odatle sledi da je

p(z) = an+1(z − rn+1)(zn − σ1z
n−1 + . . .+ (−1)nσn),

odakle, mno�e�em, dobijamo Vijetove formule. ]

Primer 28. (Kubna jednaqina) Jednaqina tre�eg stepena

ax3 + bx2 + cx+ d = 0, a 6= 0

svodi se, smenom

x = t− b

3a
, (63)

na jednaqinu

t3 + pt+ q, gde je p =
3ac− b2

3a2
, q =

2b3 − 9abc+ 27a2d

27a3
.

Uvedimo sada u jednaqinu t3 + pt+ q = 0 smenu

t = u+ v, (64)

gde je u nova promen	iva, a v �emo da izaberemo kasnije tako da maksimalno
uprosti jednaqinu. Ako uvrstimo (64) u jednaqinu t3 + pt + q = 0, posle
sre�iva�a nastalog izraza dobijamo

u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0.

32Vijet (Francois Viète, 1540{1603), francuski matematiqar
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Izaberimo sada v tako da je 3uv + p = 0, tj.

uv = −p
3

(65)

Tada je
u3 + v3 = −q. (66)

Primetimo da (65) mo�e da se napixe i u obliku

u3v3 = −p
3

27
,

xto, zajedno sa (66) pokazuje da u3 i v3 zadovo	avaju Vijetove formule (Pri-
mer 27 za n = 2), tj. da su u3 i v3 rexe�a jednaqine

z2 + qz − p3

27
= 0.

Rexava�em ove jednaqine postupkom iz Primera 26 dobijamo u i v. Odatle,
uz pomo� (64) nalazimo t, a zatim iz (63) i x. Ovo je tzv. Kardanov33 metod
rexava�a kubnih jednaqina. Smatra se da je ovaj metod otkrio Nikolo Tar-
ta	a34 i otkrio ga Kardanu, koji je obe�ao (i zatim prekrxio obe�a�e) da �e
ovaj metod da quva kao tajnu. ]

Primer 29. (Jednaqina qetvrtog stepena) Sliqno kao u Primeru 28,
jednaqina

ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0, a 6= 0

smenom

x = t− b

4a
svodi se na jednaqinu oblika

x4 + px2 + qx+ r = 0.

Ova jednaqina mo�e da se napixe u obliku

(x2 + p)2 = px2 − qx+ (p2 − r). (67)

Uvedimo, privremeno, jox jednu promen	ivu y i napiximo (67) u obliku

(x2 + p+ y)2 = (p+ 2y)x2 − qx+ (p2 − r + 2py + y2) (68)

(drugim reqima, (68) se dobija iz (67) dodava�em veliqine 2(x2 + p)y + y2 na
obe strane). Izaberimo sada y tako da izraz na desnoj strani bude potpun
kvadrat. To znaqi, kao xto smo videli u Primeru 26, da diskriminanta
kvadratnog polinoma na desnoj strani treba da bude jednaka nuli, tj.

q2 − 4(p+ 2y)(p2 − r + 2py + y2) = 0.

Primetimo da je ovo kubna jednaqina po y, koju mo�emo da reximo Kardanovim
postupkom iz Primera 28. Ako dobijeno rexe�e uvrstimo u (68), dobijamo
potpune kvadrate na obe strane. Skra�iva�em kvadrata jednaqinu svodimo na
kvadratnu, koju rexavamo kao u Primeru 26.

Ovaj metod rexava�a jednaqine qetvrtog stepena otkrio je Kardanov uqe-
nik Ferari35 ]

33Kardano (Gerolamo Cardano, 1501{1576), italijanski matematiqar, lekar, astrolog,
kockar i xahista

34Tarta	a (Niccolò Fontana Tartaglia, 1499/1500{1557), italijanski matematiqar
35Ferari (Lodovico Ferrari, 1522{1565), italijanski matematiqar
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Napomena 8. Prirodno je postaviti pita�e da li postoje metodi, sliqni
metodima iz prethodnih primera, za rexava�e jednaqina petog i vixeg reda.
Preciznije, da li se rexe�e jednaqine petog (ili vixeg) reda mo�e izraz-
iti polaze�i od koeficijenata i jox nekih racionalnih konstanti (npr. 1/2
u formuli rexe�a kvadratne jednaqine), pomo�u operacija sabira�a, oduzi-
ma�a, mno�e�a, de	e�a, stepenova�a i korenova�a. Odgovor na ovo pita�e
je, u opxtem sluqaju, negativan. Do ovog rezultata su, nezavisno jedan od
drugog, doxli Abel i Galoa36. �

Primer 30. (Racionalne nule polinoma) Nekad je mogu�e na�i nule
polinoma vixeg stepena sa celobrojnim koeficijentima37 na slede�i naqin.
Neka je

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

polinom sa koeficijentima a0, a1, . . . , an ∈ Z. Ako je ceo broj k ∈ Z nula poli-
noma p, onda je slobodan koeficijent a0 de	iv sa k. Zaista, pretpostavimo
da je p(k) = 0. Tada je

a0 = −a1k − a2k
2 − · · · − ankn,

odakle sledi k|a0. Primetimo da je ovo specijalni sluqaj Zadatka 88 na
str. 62: celobrojne nule polinoma p dele p(0).

Opxtije, ako je racionalan broj kj (k ∈ Z, j ∈ N), nula polinoma p, onda

je slobodan koeficijent a0 de	iv sa k, a nastariji koeficijent an je de	iv
sa j. Zaista, mno�e�em obe strane jednakosti p(k/j) = 0 sa jn dobijamo

a0j
n + a1j

n−1k + · · ·+ an−1jk
n−1 + ank

n = 0,

odakle sledi naxe tvr�e�e.
Ako na ovaj naqin uspemo da pogodimo bar jednu nulu polinoma, tj. da

na�emo r za koje je p(r) = 0, onda mo�emo polinom p da podelimo sa (x − r) i
dobijemo

p(x) = (x− r)q(x),

gde je q polinom stepena ma�eg od n (dakle jednostavniji od polinoma p), qije
nule mo�da mo�emo da na�emo.

Na primer, jednaqinu tre�eg stepena

3x3 + 15x2 − 12x− 60 = 0 (69)

mo�emo da reximo na ovaj naqin. Ako jednaqina (69) ima celobrojno rexe�e,
onda je to rexe�e jedan od faktora (ne obavezno prostih) u faktorizaciji
slobodnog koeficijenta

60 = 1 · 22 · 3 · 5, (70)

Proverom zak	uqujemo da je p(2) = 0, tj. x = 2 je zaista nula polinoma.
Mo�emo da nastavimo i proverimo da li su ostali faktori u (70) nule poli-
noma (npr. x = ±4 nije, kao ni x = 60, ni x = 1...), a mo�emo i da podelimo
polinom na desnoj strani u (69) sa x− 2 i dobijemo

3x3 + 15x2 − 12x− 60 = (x− 2)(3x2 + 21x+ 30),

36Galoa (Evariste Galois, 1811{1832), francuski matematiqar
37Naravno, isti metod mo�e da se primeni i na nala�e�e nula polinoma sa racional-

nim (a ne samo celobrojnim) koeficijentima, jer se u tom sluqaju jednaqina p(x) = 0
mno�e�em sa zajedniqkim sadr�aocem imenilaca koeficijenata svodi na tra�e�e nula
polinoma sa celobrojnim koeficijentima.
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a zatim jednaqinu 3x2 +21x+30 = 0 reximo kao u Primeru 26. Tako dobijamo
da su rexe�a jednaqine (69) 2, −5 i − 1

2 . ]

Zadatak 92. Rexiti jednaqinu (69) metodom iz Primera 28. X

Zadatak 93. Rexiti jednaqinu x4 + 2x3 + x2 − 2x− 2 = 0. X

Zadatak 94. Dokazati da jednaqina

2x3 + 3x2 + 5 = 0

nema racionalnih rexe�a. X

Napomena 9. Pomo�u metoda iz Primera 30 mo�emo da damo jox jedan
dokaz qi�enice da je

√
2 iracionalan broj: jednaqina x2−2 = 0 nema racional-

nih rexe�a, jer bi imenilac takvog rexe�a morao da deli broj 1, a brojilac
2. Jedini takvi brojevi su ±2 i ±1, a oni oqigledno nisu rexe�a. �

Zadatak 95. Dokazati da za n ∈ N va�i
√
n ∈ Q ⇔

√
n ∈ N

Da li va�i uopxte�e:
k
√
n ∈ Q ⇔ k

√
n ∈ N

za sve k ∈ N? Uputstvo: videti Napomenu 9. X

Zadatak 96. Neka je n ∈ N potpun kvadrat. Dokazati da su jedina celo-
brojna rexe�a jednaqine

x2 − ny2 = 1 (71)

(x, y) = (±1, 0). X

Napomena 10. Jednaqina (71) naziva se Pelovom38 jednaqinom. Ako n
nije potpun kvadrat, kao u Zadatku 96, iz Zadatka 95 sledi da je

√
n ira-

cionalan broj. U tom sluqaju, rexava�u Pelove jednaqine

x2 − ny2 = 1

(tj. nala�e�u �enih celobrojnih rexe�a) mo�emo da pristupimo na slede�i
naqin. Skup

Z[
√
n] := {a+ b

√
n | a, b ∈ Z}

je prsten. Pelova jednaqina mo�e da se napixe u obliku

(x+ y
√
n) · (x− y

√
n) = 1. (72)

Mno�ioci na levoj strani su elementi prstena Z[
√
n].

Po ugledu na definciju konjugata i modula kompleksnog broja, mo�emo da
definixemo konjugat i normu u prstenu Z[

√
n] sa

x+ y
√
n = x− y

√
n i N(α) = α · α.

Lako se vidi da je norma multiplikativna, tj. da va�i

N(α · β) = N(α) ·N(β) za sve α, β ∈ Z[
√
n].

Jednaqina (72) nam ka�e da su rexe�a Pelove jednaqine jediniqni el-
ementi (tj. elementi qija je norma 1) prstena Z[

√
n]. Primetimo da su je-

diniqni elementi invertibilni u prstenu Z[
√
n] : iz (72) sledi da je inverz

38Pel (John Pell, 1611–1685), engleski matematiqar
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jediniqnog elementa x + y
√
n element x − y

√
n, odakle sledi da je inverz je-

diniqnog elementa α element ᾱ.
Pretpostavimo da osim trivijalnog rexe�a

(x, y) = (±1, 0), tj. x+ y
√
n = ±1

postoji i netrivijalno rexe�e x0 + y0
√
n, x0, y0 ∈ Z, koje je razliqito od ±1.

Tada su i

x0 − y0

√
n, −x0 + y0

√
n, −x0 − y0

√
n

tako�e rexe�a jednaqine (72). Oqigledno je da je bar jedno od tih rexe�a
ve�e od 1.

Neka je α najma�e takvo rexe�e, tj. najma�e rexe�e jednaqine (72) koje
je ve�e od 1. Pokaza�emo da su onda sva rexe�a Pelove jednaqine (72) oblika
±αm, m ∈ Z.

Zaista, neka je β proizvo	no rexe�e Pelove jednaqine, tj. neka je

β ∈ Z[
√
n], N(β) = 1.

Kao i nekoliko puta do sada, kombinova�em Arhimedove aksiome i Bernuli-
jeve nejednakosti zak	uqujemo da postoji k ∈ Z za koje je

αk ≤ β ≤ αk+1.

Ako pomno�imo ovu nejednakost sa ᾱ (setimo se da je to inverz elementa α;
qitaocu ostav	amo kao zadatak da poka�e da je ovaj broj pozitivan) k puta,
dobijamo

1 ≤ ᾱk · β < α. (73)

Me�utim, iz multiplikativnosti norme sledi da je

N(ᾱk · β) = N(ᾱk) ·N(β) = 1,

pa je ᾱk ·β jediniqni element. Poxto je, po pretpostavci, α najma�i jediniqni
element ve�i od jedan, iz (73) sledi da je

ᾱk · β = 1, tj. β = αk.

Mo�e da se doka�e da, ako n nije potpun kvadrat, Pelova jednaqina uvek
ima netrivijalno rexe�e. Iz prethodne diskusije sledi da ona u tom sluqaju
ima beskonaqno mnogo celobrojnih rexe�a. �

Zadatak 97. Na�i sve jediniqne elemente prstena Z[
√

2] i rexiti Pelovu
jednaqinu x2 − 2y2 = 1. X

Zadatak 98. Neka su r1, r2, r3, r4, r5 nule polinoma

p(z) = 3z5 − 2z4 + z3 + 7z2 − 11z +
3
√

2.

(a) Izraqunati

r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 + r2
5. (74)

Uputstvo: dokazati da je zbir (74) jednak( ∑
1≤k≤5

rk

)2

− 2

( ∑
1≤i<j≤5

rirj

)
i primeniti Vijetove formule.
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(b) Izraqunati

1

r1 + 1
+

1

r2 + 1
+

1

r3 + 1
+

1

r4 + 1
+

1

r5 + 1
. (75)

Uputstvo: ako je r nula polinoma a0 +a1z+ · · ·+anz
n, dokazati da je 1/r nula

polinoma a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an, a da je r+ 1 nula polinoma a0 + a1(z − 1) +
· · ·+ an(z − 1)n. Na�i polinom takav da je svaki sabirak u (75) �egova nula i
primeniti Vijetove formule. X

U Primeru 30 na str. 67 smo videli koja svojstva moraju da imaju ra-
cionalni brojevi koji su nule polinoma sa celobrojnim (ili, ekvivalentno,
racionalnim) koeficijentima. Naravno, nule polinoma sa racionalnim (tj.
celobrojnim) koeficijentima ne moraju da budu racionalni brojevi, kao xto

smo videli na primeru broja
√

2, koji je nula polinoma x2−2. Nule polinoma
sa celobrojnim koeficijentima izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 29. Broj α ∈ C naziva se algebarskim brojem ako postoji
polinom P sa celim (ili, ekvivalentno, racionalnim) koeficijentima, takav
da je P (α) = 0. Stepen algebarskog broja je najma�i stepen polinoma P takvog
da je P (α) = 0. Drugim reqima, α je algebarski broj stepena d ako je on nula
nekog polinoma stepena d sa racionalnim koeficijenima, i nije nula nijednog
polinoma sa racionalnim koeficijentima koji ima stepen ma�i od d. Broj je
transcendentan ako nije algebarski. ♦

Zadatak 99. Dokazati da je skup algebarskih brojeva prebrojiv. X

Primer 31. (Liuvilov broj) Iz Zadatka 99 sledi da postoje transcen-
dentni brojevi. Xtavixe, iz �ega sledi da transcendentnih brojeva ima vixe
nego algebarskih. Ali, nije lako konstruisati transcendentan broj! Prvi
primer transcendentnog broja konstruisao je Liuvil39 1844. godine, kada je
dokazao da broj

L = 10−1! + 10−2! + 10−3! + 10−4! + · · ·
nije algebarski. Broj L se po �emu naziva Liuvilovim brojem40. Transcen-
dentnost broja L �emo da doka�emo u Glavi 4 (Primer 46 na str. 196). ]

Zadatak 100. Neka je α ∈ C algebarski broj. Dokazati da je

Q[α] := {c0 + c1α+ . . .+ cnα
n | n ∈ N, ck ∈ Q}

po	e. Dokazati da je ovo po	e najma�e raxire�e po	a Q koje sadr�i α.
Uputstvo: specijalni sluqajevi ovog zadatka su Primer 17 na str. 38 i

Napomena 6 na str. 60. Iskoristiti istu ideju.
Deta	nije uputstvo: Treba da doka�emo da je

1

c0 + c1α+ . . .+ ckαk
∈ Q[α]. (76)

Poxto je α algebarski broj, on je nula nekog polinoma p(x) sa racionalnim ko-
eficijentima. Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je stepen
polinoma p ve�i od k, gde je k stepen polinoma

h(x) = c0 + c1x+ . . .+ ckx
k

39Liuvil (Joseph Liouville, 1809{1882), francuski matematiqar
40Preciznije, L je samo jedan od tzv. Liuvilovih brojeva, koje �emo susresti u

Napomeni 3 na str. 146.
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u imeniocu izraza (76) { u suprotnom, de	e�em polinoma h sa p dobijamo
h(x) = p(x)q(x) + h1(x), gde je h1 polinom qiji je stepen ma�i od stepena
polinoma p. Poxto je p(α) = 0, bi�e h(α) = h1(α), pa imenilac u (76) mo�emo
da zamenimo sa h1(α).

Dakle, pretpostavimo da je k, tj. stepen polinoma h, ma�i od stepena
polinoma p. Postupkom de	e�a polinoma dobijamo

p(x) = h(x)q(x) + r(x), tj. h(x)q(x) = p(x)− r(x)

gde je stepen polinoma r ma�i od k. Pomno�imo i podelimo (76) sa q(α).
Poxto je p(α) = 0, izraz (76) je jednak

q(α)

r(α)
.

Treba da doka�emo da je
1

r(α)
∈ Q[α]. (77)

Stepen polinoma u imeniocu izraza (77) je ma�i od onog u (76). Ponav	aju�i
ovaj postupak najvixe k puta, sti�emo do stepena 0 u imeniocu, tj. do kon-
stante c ∈ Q.

Dokaz da je Q[α] najmaǌe raxire�e po	a Q koje sadr�i α sledi iz zatvo-
renosti za operacije po	a. X

Zadatak 101. Neka je α algebarski broj i p polinom stepena m sa racio-
nalnim koeficijentima, takav da je p(α) = 0. Dokazati da je

Q[α] = {c0 + c1α+ . . .+ cm−1α
m−1 | ck ∈ Q}.

Opisati Q[
√

1 + 3
√

2]. X

Zadatak 102. (Gausovi celi brojevi) Dokazati da je skup

Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z}
komutativni prsten sa jedinicom (elemente ovog prstena nazivamo Gausovim
celim brojevima). Dokazati da prsten Z[i] ima taqno qetiri invertibilna
elementa: ±1, ±i. X

9.3. Neure�enost po	a C. Primetimo da, za razliku od po	a R, po	e
C nije ure�eno. Preciznije, va�i slede�a lema.

Lema 15. Ne postoji relacija poretka ≤ na C takva da je (C,+, ·, 0, 1,≤)
ure�eno po	e.

4 U dokazu Leme 14 na str. 60 videli smo da u svakom ure�enom po	u va�i
x2 > 0. Kada bi po	e C bilo ure�eno, va�ilo bi −1 = i2 > 0, tj. (na osnovu
Zadatka 1 (str. 8) 1 < 0. Me�utim, iz Primera 13 (str. 21) sledi da u svakom
ure�enom po	u va�i 0 < 1. 5

9.4. Metriqka i topoloxka svojstva kompleksne ravni. Ve� smo
rekli da se realni broj

|z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2 ∈ R (78)

naziva se apsolutnom vrednox�u ili modulom kompleksnog broja z.

Lema 16. Apsolutna vrednost ima slede�a svojstva
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0. |x + i · 0| = |x|, |x + iy| ≥ max{|x|, |y|}, gde je | · | u izrazima na
levoj strani apsolutna vrednost kompleksnog broja definisana dor-
mulom 78, a na desnoj apsolutna vrednost realnog broja, definisana
formulom (46) na strani 49.

1. |z| ≥ 0, |z| = 0⇔ z = 0
2. |λ · z| = |λ| · |z|
3. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
4. |z| = | − z| = |z̄|.

4 Dokaz tvr�e�a 0{2. i 4. svodi se na neposrednu proveru. Doka�imo tvr�e�e

3. Primetimo da je za svaki kompleksni broj z = x+ iy va�i |z| =
√
x2 + y2 ≥

max{x, y}, pa je
Re z ≤ |z|, Im z ≤ |z|.

Koriste�i ove nejednakosti, dobijamo

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2)
= (z1 + z2)(z̄1 + z̄2)
= z1z̄1 + z1z̄2 + z2z̄1 + z2z̄2

= |z1|2 + z1z̄2 + z1z̄2 + |z2|2
= |z1|2 + 2Re (z1z̄2) + |z2|2
≤ |z1|2 + 2|z1z̄2|+ |z2|2
= |z1|2 + 2|z1z2|+ |z2|2
= (|z1|+ |z2|)2.

Time je dokazano 3. 5

Zadatak 103. Dokazati da je skup U(1) := {z ∈ C | |z| = 1} grupa u odnosu
na mno�e�e kompleksnih brojeva i da z−1 = z̄ za svako z ∈ U(1). X

Definicija 30. Skup U(1) := {z ∈ C | |z| = 1} nazivamo jednodimen-
zionom unitarnom grupom ili jediniqnim krugom. Oznaqavamo ga i sa S1;
oznaka U(1) obiqno se koristi kada �elimo da istaknemo �egovu algebarsku
(grupovnu) strukturu, a S1 geometrijsku. Elemente skupa S1 nazivamo jedi-
niqnim kompleksnim brojevima. Za z0 ∈ S1 skup {λz0 | λ ∈ [0,+∞)} zovemo
polupravom sa poqetkom u nuli.

Zadatak 104. Dokazati da je za svako z ∈ S1 \ {−1, 1} koliqnik
z + 1

z − 1

qisto imaginarni broj. X

Zadatak 105. Dokazati je da za svaki broj z ∈ S1, takav da je z2n 6= −1,
koliqnik

zn

1 + z2n

realan broj. X

Definicija 31. Preslikava�e d : C × C → [0,+∞) definisano sa
d(z1, z2) = |z2 − z1| nazivamo euklidskim rastojaǌem ili euklidskom metri-
kom u kompleksnoj ravni C.

Iz Leme 16 sledi da d ima slede�a svojstva, analogna svojstvu metrike na
realnoj pravoj (v. str. 6.1):



9. KOMPLEKSNI BROJEVI 73

(M1) d(z1, z2) ≥ 0 i d(z1, z2) = 0⇔ z1 = z2

(M2) d(z1, z2) = d(z2, z1)
(M3) d(z1, z3) ≤ d(z1, z2) + d(z2, z3).

Nejednakost (M3), kao i nejednakost 3) u Lemi 16, nazivamo nejednakox�u
trougla. Ekvivalenciju u (M1) nazivamo svojstvom nedegenerisanosti met-
rike.

Zadatak 106. Na�i rastoja�e taqke
1 + i√
3i− 1

kompleksne ravni C od koordinatnog poqetka. X

Zadatak 107. Dokazati da za kompleksne brojeve z, w va�i jednakost pa-
ralelograma:

|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2).

Zaxto se ova jednakost tako zove? X

Definicija 32. Preslikava�e f : C→ C za koje va�i

d(f(z1), f(z2)) = d(z1, z2) (79)

naziva se izometrijskom transformacijom ili izometrijom kompleksne rav-
ni.

Zadatak 108. (a) Dokazati da je skup svih izometrijskih transformacija
kompleksne ravni grupa u odnosu na operaciju kompozicije preslikava�a. Ova
grupa se oznaqava sa E(2) i naziva Euklidskom grupom. Uputstvo: dokazati
prvo da je svaka izometrija bijekcija, a zatim da je skup izometrija podgrupa
grupe SC (Zadatak 6 na str. 10). Injektivnost je lakxe dokazati, ona sledi
iz (79) i nedegenerisanosti metrike (M1). Za dokaz surjektivnosti iskoris-
titi qi�enicu da izometrija slika prave na prave (zaxto?), pa samim tim
i trouglove na trouglove. Za w ∈ C posmatrati trougao sa tememnima f(z1),
f(z2) i w i dokazati da je on slika nekog trougla.

(b) Dokazati da je skup svih izometrijskih transformacija kompleksne
ravni koje slikaju nulu u nulu podrgupa grupe E(2). Ova podgrupa oznaqava
se sa O(2) i naziva ortogonalnom grupom. X

Primer 32. Iz definicije metrike i osobina modula sledi da su pres-
likava�a z 7→ −z, z 7→ z̄, z 7→ −z̄, z 7→ z + z0 (za neko fiksirano z0 ∈ C)
izometrijske transformacije kompleksne ravni.
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Izometrijsku transformaciju z 7→ −z nazivamo centralnom refleksijom
u odnosu na koordinatni poqetak, z 7→ z̄ i z 7→ −z̄ osnim refleksijama u
odnosu na realnu i imaginarnu osu, a z 7→ z + z0 translacijom. ]

Slede�om definicijom izdvajamo podskupove kompleksne ravni koji igra-
ju ulogu intervala na realnoj pravoj.

Definicija 33. Za z0 ∈ C i r > 0 skup

D(z0, r) = {z ∈ C | |z − z0| < r}

naziva se otvorenim diskom, a skup

D(z0, r) = {z ∈ C | |z − z0| ≤ r}

zatvorenim diskom sa centrom u z0 i polupreqnikom r. Skup D(z0, ε) naziva
se ε{ okolinom taqke z0.

Imaju�i prethodnu definiciju na raspolaga�u, topoloxke pojmove oko-
line, taqke nagomilava�a, izolovane taqke, otvorenog i zatvorenog skupa,
definisane na realnoj pravoj, mo�emo da definixemo i u kompleksnoj ravni
na potpuno isti naqin. Taqka z0 ∈ C se naziva taqkom nagomilavaǌa skupa
A ⊂ C ako svaka �ena ε{okolina sadr�i taqku skupa A \ {z0}. Skup svih
taqaka nagomilava�a oznaqava�emo sa A′. Skup A := A ∪ A′ naziva se zatvo-
reǌem skupa A. Ako je A = A skup A nazivamo zatvorenim. Taqka a0 ∈ A
koja nije taqka nagomilava�a naziva se izolovanom taqkom skupa A. Pod-
skup V ⊂ C je otvoren ako se mo�e predstaviti kao unija otvorenih diskova.
Iz ove definicije direktno sledi karakterizacija otvorenih skupova u C
analogna Lemi 9 na strani 53. Otvoren skup koji sadr�i taqku z0 naziva se
�enom otvorenom okolinom. Kolekcija svih otvorenih skupova u C naziva
se topologijom kompleksne ravni; oznaqava�emo je sa τC. Topologija τC ima
svojstva topologije τR opisana u Lemi 10, str. 53. Rub skupa A ⊂ C je skup
∂A := A ∩ (C \A).

Zadatak 109. Neka je A = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}∪{1+i}. Na�i sve izolovane
taqke skupova A i C\A. Na�i sve taqke nagomilava�a ovih skupova i �ihove
rubove. X

Zadatak 110. Neka je

A = {z ∈ C | Re z > 0 ∧ |z| ≤ 1} i B = {z ∈ A | Re z ∈ Q ∧ Im z ∈ Q}.

Na�i ∂A i ∂B. X

Podskup Z ⊂ C se naziva ograniqenim, ako postoji M > 0 takvo da je
|z| ≤ M za svako z ∈ Z. Kasnije �emo da doka�emo da teorema analogna
Teoremi 20 va�i i za skupove u C (v. Teoremu 3 na str. 173).

9.5. Trigonometrija. Neka su

z0 = x0 + iy0, z1 = x1 + iy1 ∈ S1

dva jediniqna kompleksna broja u prvom kvadrantu. Pretpostavimo da je x0 >
x1 ≥ 0 (tada je 0 ≤ y0 < y1). Skup

{z ∈ S1 | x1 ≤ Re z ≤ x0}
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nazivamo lukom jediniqnog kruga izme�u taqaka z0 i z1 ili lukom ẑ0z1. Neka
je w = x0 + iy1. Tada je

d(z0, z1) ≤ d(z0, w) + d(w, z1) = (y1 − y0) + (x0 − x1). (80)

Neka su z0, z1, . . . , zk kompleksni brojevi za koje va�i

z0, z1, . . . , zk ∈ S1,
Re (z0) > Re (z1) > · · · > Re (zk) ≥ 0,
Im (zk) > Im (zk−1) > · · · > Im (z0) ≥ 0.

(81)

Brojeve z0, z1, . . . , zk nazivamo podelom luka ẑ0zk. Primenom (80) na svaki
sabirak i skra�iva�em sabiraka suprotnog znaka dobijamo

d(z0, z1) + d(z1, z2) + · · ·+ d(zk−1, zk) ≤ Re (z0)−Re (zk) + Im (zk)− Im (z0) ≤ 2.

Neka su ζ, η ∈ S1 jediniqni kompleksni brojevi. Videli smo da je skup

L = {d(z0, z1)+· · ·+d(zk−1, zk) | z0 = ζ, zk = η, z0, z1, . . . , zk zadovo	avaju (81)}

ograniqen odozgo, pa ima supremum.

Definicija 34. Broj supL iz prethodne konstrukcije nazivamo du�i-
nom luka jediniqnog kruga izme�u taqaka ζ i η ili uglom izme�u polupravih
{λζ | λ ∈ [0,+∞)} i {λη | λ ∈ [0,+∞)}.

Preslikava�a z 7→ −z, z 7→ z̄, z 7→ −z̄ preslikavaju prvi kvadrant u
tre�i, qetvrti i drugi redom. Osim toga, kao xto smo videli u Primeru 32,
ova preslikava�a quvaju metriku. Poxto je pojam ugla (tj. du�ine luka jedi-
niqnog kruga) izveden iz pojma metrike, definixemo ugao izme�u polupravih
u ostalim kvadrantima koriste�i ove tri izometrije. Na primer, ako su
l1, l2 dve poluprave u qetvrtom kvadrantu, ugao izme�u �ih definixemo kao
ugao izme�u �ihovih slika pri preslikava�u z 7→ z̄. Na kraju, ugao izme�u
polupravih u raznim kvadrantima definixemo po aditivnosti. Na primer,
ako su z1, z2 jediniqni kompleksni brojevi, takvi da je z1 u prvom, a z2 u dru-
gom kvadrantu, ugao izme�u �ima odre�enih polupravih definixemo kao zbir
uglova izme�u polupravih {λz1 | λ ∈ [0,+∞)} i {z ∈ C | Re (z) = 0, Im (z) ≥ 0}
i polupravih {z ∈ C | Re (z) = 0, Im (z) ≥ 0} i {λz2 | λ ∈ [0,+∞)}.

Specijalno, ugao izme�u pozitivne realne poluose {z ∈ C | Re (z) ≥
0, Im (z) = 0} i pozitivne imaginarne poluose {z ∈ C | Re (z) = 0, Im (z) ≥ 0}
nazivamo pravim uglom. Dvostruku vrednost pravog ugla oznaqavamo sa π. ♦
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Zadatak 111. Dokazati da je du�ina luka aditivna, tj. da je

ẑ0z2 = ẑ0z1 + ẑ1z2,

za =(z0) < =(z1) < =(z2). X

Simbol π, koji je poqetno slovo grqke reqi περιϕερια { periferija (krug),
za oznaku ovog broja prvi je upotrebio Vilijem �ons.41

Broj π nije racionalan. Ovu qi�enicu dokazao je Johan Lambert42 1761.
godine (mi �emo u Glavi 6 izlo�iti jednostavniji dokaz ove qi�enice koji
je prona�en kasnije). Oko vek i po kasnije, Ferdinand Lindeman43 dokazao je
da je broj π transcendentan, tj. da nije nula nijednog polinoma sa celobro-
jnim (ekvivalentno, racionalnim) koeficijentima. Ovime je rexen drevni
problem o ,,kvadraturi kruga".44

Izborom dovo	nog broja taqaka z0, . . . , zk ∈ S1 mo�emo da odredimo �e-
govih prvih nekoliko decimala:

π = 3, 1415926535897932 . . .

Upravo na ovaj naqin je Ludolf van Cojlen45 odredio prvih 35 decimala broja
π koji se, po �emu, zove i Ludolfovim brojem. Ovaj Ludolfov rezultat je
ugraviran na �egovom nadgrobnom spomeniku. Pre Ludolfa, bilo je mnogo
raznih aproksimacija broja π, poqev od doba drevnih Egip�ana i Vavilonaca.
Arhimed daje procenu 3 10

71 < π < 3 10
70 . Ludolfov savremenik Vijet46 dobio je

izraz za π u obliku beskonaqnog proizvoda

2

π
=

√
1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2

√√√√1

2
+

1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2
· · · . (82)

Me�u ostalim interesantnim formulama za π su Valisova47 formula

π

4
=

2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · . . .
3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · . . .

(83)

i Lajbnicova48 formula

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . . (84)

Ugao izme�u pozitivne realne poluose i poluprave odre�ene koordinatnim
poqetkom i kompleksnim brojem z naziva se polarnim uglom ili argumentom
broja z. On ima vrednosti u intervalu [0, 2π). Oznaqimo argument broja
z ∈ S1 ∩ I sa arg(z), a sa Arg (z) skup

Arg (z) = {arg(z) + 2kπ | k ∈ Z}.

41�ons (William Jones, 1675{1749), engleski matematiqar
42Lambert (Johann Heinrich Lambert, 1728{1777), xvajcarsko { nemaqki matematiqar
43Lindeman (Ferdinand von Lindemann, 1852{1939), nemaqki matematiqar
44Transcendentnost brojeva e i π �emo da doka�emo u Primerima 4 i 5 u Glavi 6.
45Ludolf van Cojlen (Ludolf van Ceulen, 1540{1610), holandski matematiqar
46Vijet (Frans Vi, 1540{1603), francuski matematiqar
47Valis (J. Wallis, 1616{1703), engleski matematiqar
48Lajbnic (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646{1716), nemaqki filosof i matematiqar
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Podelu kompleksne ravni na kvadrante mo�emo da opixemo u terminima ar-
gumenta:

I = {z ∈ C | 0 ≤ arg(z) ≤ π
2 }, II = {z ∈ C | π2 ≤ arg(z) ≤ π},

III = {z ∈ C | π ≤ arg(z) ≤ 3π
2 }, IV = {z ∈ C | 3π

2 ≤ arg(z) ≤ 2π}.

Neka su ζ1 = x1 + iy1, ζ2 = x2 + iy2 ∈ S1 ∩ I. Posmatra�em podela

1 = z1, z2, . . . , zj = ζ1, zj+1, . . . , zk = ζ2

luka 1̂ζ2 lako vidimo da za kompleksne brojeve iz prvog kvadranta va�i

x1 > x2 ⇒ arg(ζ1) < arg(ζ2). (85)

Odatle sledi da je uglom arg(z) broj z ∈ S1 ∩ I jednoznaqno odre�en, tj. da
je pridru�iva�e z 7→ arg(z) injekcija skupa taqaka iz S1 koje su u prvom
kvadrantu u interval [0, π2 ]. Primenom Aksiome supremuma dokaza�emo da je
ovo pridru�iva�e i surjekcija, dakle bijekcija. Neka je θ0 ∈ [0, π2 ]. Skupovi

A = {x ∈ [0, 1] | x = Re (z) za neko z ∈ S1 ∩ I sa arg(z) ≤ θ0},
B = {x ∈ [0, 1] | x = Re (z) za neko z ∈ S1 ∩ I sa arg(z) ≥ θ0}

su ograniqeni i neprazni (i ∈ A, 1 ∈ B), pa postoje a = supA i b = inf B. Tada
iz (85) sledi da je a ≤ b. Kada bi bilo a < b, tada bi broj a+b

2 pripadao jednom
od skupova A i B, xto je u kontradikciji sa a = supA, b = inf B. Znaqi, va�i
a = b. Sada se lako vidi da za broj z0 ∈ S1 za koji je Re (z0) = a = b zadovo-
	ava arg(z0) = θ0, jer bi arg(z0) 6= θ0 bilo u kontradikciji ili sa a = supA
ili sa b = inf B.

Definicija 35. Neka je z ∈ S1 ∩ I broj qiji je polarni ugao θ. Realne
brojeve

sin θ := Im (z), cos θ := Re (z)

nazivamo sinusom i kosinusom ugla θ.

Iz Definicije 35 i (78) sledi sin2 θ + cos2 θ = 1.
Definiciju sinusa i kosinusa sada mo�emo da proxirimo na sve θ ∈

[0, 2π] { mno�e�e imaginarnom jedinicom i je izometrijska transformacija
kompleksne ravni koja slika prvi kvadrant u drugi, drugi u tre�i, a tre�i u
qetvrti, pa izrazi u Definiciji 35 imaju smisla za svako z ∈ S1. Konaqno,
mo�emo da definixemo izraze sin θ i cos θ za svako θ ∈ R formulama

sin(θ + 2kπ) = sin θ, cos(θ + 2kπ) = cos θ, za svako k ∈ Z.

Za ovako definisane funkcije sinus i kosinus va�i

sin (−θ) = − sin θ, cos (−θ) = cos θ.

Funkcije sa ovim svojstvima izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 36. Funkcija f : (−a, a) → C naziva se parnom ako je
f(−x) = f(x), a neparnom ako je f(−x) = −f(x).

Funkcija f(x) = xn je parna za parno, a neparna za neparno n, qime je
i motivisana terminologija iz prethodne definicije. Sinus je neparna, a
kosinus parna funkcija.

Neka je z ∈ C \ {0}.Tada je z
|z| ∈ S1, pa je z

|z| = cos θ + i sin θ, tj.

z = r(cos θ + i sin θ), gde je r = |z|. (86)
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Izraz (86) nazivamo trigonometrijskim zapisom kompleksnog broja. Par
(r, θ) nazivamo polarnim koordinatama kompleksnog broja z = x + iy (ili
taqke (x, y) ∈ R×R). Izraz cos θ + i sin θ oznaqava se i sa cis θ.

Lema 17. Sinus i kosinus imaju slede�a svojstva:

sin(θ + π
2 ) = cos θ, cos(θ + π

2 ) = − sin θ,
sin(θ + π) = − sin θ, cos(θ + π) = − cos θ
sin(−θ) = − sin θ, cos(−θ) = cos θ,
sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ,
cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

4 U osnovi dokaza je qi�enica da za fiksirano η ∈ S1 preslikava�e

rη : S1 → S1, z 7→ η · z
quva du�inu luka. Zaista, poxto je |η| = 1, mno�e�e sa η je izometrija:

d(η · z1, η · z2) = |η · z2 − η · z1| = |η(z2 − z1)| = |η||z2 − z1| = |z2 − z1| = d(z1, z2).

Poxto je definicija du�ine luka (Definicija 34) izvedena iz definicije
rastoja�a, sledi da rη quva du�inu luka. Doka�imo formule

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ, cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ. (87)

Neka je
z = cisα, w = cis (α+ β). (88)

Odatle, na osnovu aditivnosti du�ine luka (Zadatak 111 na str. 76) sledi da
je du�ina luka izme�u taqaka z i w jednaka β. Poxto mno�e�e sa η = z−1 ∈ S1

quva du�inu luka, i du�ina luka izme�u 1 i z−1w jednaka je β. Odatle sledi
da je z−1w = cisβ, tj. w = zcisβ. Odatle i iz (88) sledi

cis (α+ β) = cisα · cisβ,

tj. cos(α+β) + i sin(α+β) = (cosα+ i sinα) · (cosβ+ i sinβ). Mno�e�em izraza
na desnoj strani i izjednaqava�em realnih i imaginarnih delova na desnoj i
levoj strani dobijamo (87). Dokaz ostalih formula prepuxtamo qitaocu. 5

Iz Leme 17 slede sve ostale formule za transformacije trigonometri-
jskih funkcija poznate qitaocu iz kursa elementarne matematike, i mi �emo
ih sve smatrati dokazanim.

Zadatak 112. (a) Dokazati Moavrovu 49 formulu

cis nθ = cis (nθ), n ∈ Z

(b) Koriste�i Moavrovu formulu dokazati formule

sin (3θ) = −4 sin3 θ + 3 sin θ, cos (3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ.

Na�i formule za sinus i kosinus qetvorostrukog ugla.
(v) Dokazati da su rexe�a jednaqine zn = rcis θ data sa

z = n
√
rcis

θ + 2kπ

n
, n ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

(g) Izraqunati (1 + i)19 i 3
√

1 + i.
(d) Izraqunati Re ( 1

1+i (i
9 + i−9)99) i Re ( 1

1+i (i
9 − i−9)99). X

49De Moavr (Abraham De Moivre, 1667{1754), francuski matematiqar
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Zadatak 113. Koriste�i Moavrovu formulu dokazati formule

cos (α/2) = ±
√

1 + cosα

2
, sin (α/2) = ±

√
1− cosα

2
.

Objasniti izbor znaka ispred korena. X

Zadatak 114. Izraqunati sve tri vrednosti 3
√

1. Na�i faktorizaciju
polinoma p(z) = z3 − 1 iz Zadatka 25 na str. 64 na linearne faktore nad
po	em C.

Na�i faktorizacije polinoma q(z) = z3 + 1 na ireducibilne polinome
nad R i nad C. X

Zadatak 115. Na�i nule polinoma

P (x) = (x+ 1)6 − (x− 1)6.

Uputstvo: primetiti da x = 1 nije nula polinoma, pa je mogu�e uvesti novu
nepoznatu

ζ =
x+ 1

x− 1
i svesti zadatak na rexava�e jednaqine ζ6 = 1 i linearne jednaqine. X

Zadatak 116. Neka je

ω = cos
2π

5
+ i sin

2π

5
.

Dokazati da je
1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 = 0.

Uputstvo: opa�a�e da je ω5 = 1 znatno skra�uje raqun. X

Zadatak 117. (a) Neka je θ0 ∈ [0, 2π]. Dokazati da je preslikava�e

Rθ0 : z 7→ cis θ0 · z
izometrijska transformacija kompleksne ravni i da je

Rθ0(rcis θ) = rcis (θ + θ0).

Izometrijsku transformaciju Rθ0 nazivamo centralnom rotacijom sa
centrom 0 i uglom θ0.

(b) Dokazati da je skup centralnih rotacija sa centrom 0 podgrupa grupe
izometrijskih transformacija kompleksne ravni (v. Zadatak 108). Ova pod-
grupa oznaqava se sa SO(2) i naziva specijalnom ortogonalnom grupom.

(v) Dokazati da je preslikava�e θ 7→ Rθ morfizam grupe U(1) u grupu
SO(2). X
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Napomena 11. Iz kursa elementarne euklidske geometrije poznato nam je
da se svaka izometrijska transformacija ravni mo�e dobiti kao kompozicija
konaqnog broja osnih refleksija, pri qemu je taj broj paran ako je transfor-
macija direktna (tj. ako quva orijentaciju), a neparan u suprotnom sluqaju.
Zapisano na jeziku kompleksnih brojeva, svaka izometrijska transformacija
ravni mo�e da se zapixe kao

f(z) = az + b ili g(z) = az + b,

za neke a ∈ S1 i b ∈ C. Pri tome, transformacija f quva, a transformacija
g me�a orijentaciju ravni C. �

Zadatak 118. Gusar je zakopao blago na pustom ostrvu na kome su se na-
lazile dve stene i jedno drvo. Mesto je odabrao na slede�i naqin. Od drveta
je ixao do jedne stene broje�i korake. Stigavxi do �e skrenuo je levo pod
pravim uglom i napravio isto onoliko koraka koliko je napravio od drveta
do stene. Taqku do koje je tako stigao je obele�io sa X. Zatim je ponovio isti
postupak sa drvetom i drugom stenom, samo xto je ovaj put, stigavxi do druge
stene, skrenuo pod pravim uglom desno. Taqku do koje je na taj naqin stigao,
obele�io je sa Y . Blago je zakopao na sredini du�i XY .

�egov unuk (tako�e gusar kao i deda), vo�en dedinom priqom o ovoj pus-
tolovini, posle 60 godina sti�e na isto ostrvo sa namerom da iskopa blago.

Na svoje veliko iznena�e�e i razoqare�e, otkriva da drvo iz dedine pri-
qe vixe ne postoji, niti je od �ega ostao ikakav trag. Ipak, uspeva da na�e
blago. Opisati kako.
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Uputstvo: Vrativxi se razoqaran i bez blaga u Evropu, unuk pokuxava
da unese malo radosti u svoj �ivot, pa odluquje da se upixe na Matematiqki
fakultet. Posle godinu dana mar	ivog rada i studira�a na M smeru, saznaje
da je mno�e�e sa i =

√
−1 rotacija za prav ugao na levo. Shvata i da broj

z =
z1 + i(z1 − z0) + (z2 − i(z2 − z0))

2

ne zavisi od z0. Tokom let�eg raspusta ponovo razapi�e jedra, vra�a se na
ostrvo i otkopava blago. X

Primer 33. Neka su (z1, z2, z3) i (w1, w2, w3) dve trojke nekolinearnih
taqaka u kompleksnoj ravni. Trouglovi 4z1z2z3 i 4w1w2w3 su direktno
sliqni50 ako i samo ako je

z2 − z1

z3 − z1
=
w2 − w1

w3 − w1
, (89)

ili, ekvivalentno, ako i samo ako je∣∣∣∣∣∣
z1 w1 1
z2 w2 1
z3 w3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Zaista, ovi trouglovi su direktno sliqni ako i samo ako su im po dve stranice
proporcionalne i uglovi izme�u �ih podudarni, tj.

|z2 − z1|
|z3 − z1|

=
|w2 − w1|
|w3 − w1|

i arg
z2 − z1

z3 − z1
= arg

w2 − w1

w3 − w1

xto je ekvivalentno sa (89).
Poxto osna refleksija z 7→ z̄ me�a orijentaciju, sledi da su trouglovi

4z1z2z3 i 4w1w2w3 sliqni ako i samo ako je

z2 − z1

z3 − z1
=
w2 − w1

w3 − w1
ili

z̄2 − z̄1

z̄3 − z̄1
=
w2 − w1

w3 − w1
,

]

Primer 34. Neka je p ∈ N i ζ = cis 2π
p i Zp = {ζk | k ∈ Z}. Iz Moavrove

formule sledi ζp = 1, a odatle da je Zp konaqna podgrupa unitarne grupe U(1)
i ima p elemenata: svaki element g ∈ Zp je stepen broja ζ:

Zp = {1, ζ, ζ2, . . . , ζp−1}.

Ka�emo da je ζ generator grupe Zp. Grupa koja je generisana jednim elementom
naziva se cikliqnom grupom. Svake dve konaqne cikliqne grupe sa istim
brojem elemenata su izomorfne. Zaista, dovo	no je preslikati generator jedne
u generator druge i, koriste�i grupovnu operaciju, produ�iti ovo preslika-
va�e do izomorfizma.

Do grupe Zp se mo�e do�i i polaze�i od beskonaqne cikliqne grupe (Z,+).
Definiximo relaciju ekvivalencije

m ≡ n (mod p) ⇔ m− n je de	ivo sa p;

50Direktna transformacija sliqnosti je transformacija sliqnosti koja quva ori-
jentaciju; trouglovi su direktno sliqni ako su sliqni i isto orijentisani.
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ova relacija naziva se kongruencijom po modulu p. Iz svake klase ekvivalen-
cije mo�e se izdvojiti jedan od brojeva 0, 1, . . . , p − 1, pa se koliqniqki skup
Z/≡ mo�e identifikovati sa skupom ostataka pri de	e�u sa p:

Z/≡ = {0, 1, . . . , p− 1}.
Skup na desnoj strani mo�e da se zameni bilo kojim drugim skupom pred-
stavnika klasa ekvivalencije relacije ≡ (mod p); svaki takav skup naziva se
kompletnim skupom ostataka po modulu p. Drugim reqima, podskup R ⊂ Z
je kompletan skup ostataka po modulu p ako ima p elemenata, i ako su ostaci
tih elemenata pri de	e�u sa p me�usobno razliqiti.

Iz oqigledne qi�enice

m ≡ n (mod p) ⇔ m+ k ≡ n+ k (mod p) (90)

sledi da je operacija sabira�a dobro definisana u koliqniqkom skupu Z/≡.
Zaista, ako su [m] i [n] klase ekvivalencije celih brojeva m i n, iz (90) sledi
da je sa

[m] + [n] = [m+ n]

dobro definisano (tj. nezavisno od predstavnika m i n klasa [m] i [n]) sabi-
ra�e u Z/≡, qime je skup Z/≡ snabdeven strukturom grupe (dokazati!). Poxto
su cikliqne grupe sa jednakim brojem elemenata izomorfne, sledi da je ovako
dobijena grupa izomorfna Zp. Tako smo dali dva opisa grupe Zp, polaze�i od
multiplikativne grupe (U(1), ·) i od aditivne grupe (Z,+). ]

Zadatak 119. Na�i sve podgrupe grupe (Z6,+). X

Zadatak 120. Neka je m1 ≡ n1 (mod p) i m2 ≡ n2 (mod p). Dokazati da je

m1 ·m2 ≡ n1 · n2 (mod p).

Izvesti zak	uqak da je pomo�u operacije mno�e�a celih brojeva dobro defin-
isana operacija mno�e�a u Zp i da je (Zp,+, ·) komutativni prsten sa jedini-
com. X

Zadatak 121. (a) Dokazati da za svaki ceo broj k va�i

k2 ≡ 0 (mod 3) ili k2 ≡ 1 (mod 3).

(b) Neka je n neparan broj. Dokazati da je n2 ≡ 1 (mod 8).
(v) Dokazati da za svaki ceo broj m va�i m3 −m ≡ 0 (mod 3). X

Zadatak 122. Neka su a i p uzajamno prosti celi brojevi i b proizvo	an
ceo broj. Dokazati da jednaqina

[a] · [x] ≡ [b]

ima jedinstveno rexe�e [x] ∈ Zp, tj. da jednaqina

ax ≡ b (mod p)

ima jedinsveno rexe�e (mod p).
Uputstvo: Poxto su a i p uzajamno prosti, iz Teoreme 6 sledi da pos-

toje celi brojevi k i n takvi da je ka + np = 1. Pomno�iti obe strane sa
b i dokazati egzistenciju rexe�a. Za dokaz jedinstvenosti, pretpostaviti
suprotno, da postoje dva rexe�a x1, x2. Pokazati da je tada a(x1−x2) de	ivo
sa p. Dokazati da, poxto su a i p uzajamno prosti, odatle sledi da je x1 − x2

de	ivo sa p, tj. da je [x1] = [x2]. X
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Napomena 12. Primetimo da nam Zadatak 122 sem informacije da lin-
earne jednaqine u Zp imaju jedinstveno rexe�e, obezbe�uje i postupak za �i-
hovo rexava�e. Naime, pomo�u Euklidovog algoritma (tj. Posledice 2 na
str. 31) nalazimo brojeve k i n takve da je ak+np = 1 a zatim, mno��em sa b,
dobijamo rexe�e. �

Zadatak 123. Dokazati da jednaqina ax ≡ b (mod p) ima rexe�e ako i
samo ako je broj b de	iv sa najve�im zajedniqkim delite	em d = (a, p) brojeva a
i p. Ovaj zadatak govori samo o egzistenciji, ali ne i jedinstvenosti rexe�a.
Dokazati da je broj rexe�a ove jednaqine jednak d. X

Zadatak 124. (a) Rexiti jednaqinu 3x ≡ 7 (mod 4).
(b) Na�i sva celobrojna rexe�a x, y jednaqine 3x+ 4y = 7. X

Zadatak 125. Element a prstena sa jedinicom je invertibilan ako postoji
element b tog prstena, takav da je

a · b = 1 i b · a = 1.

Dokazati da su 1 i 3 jedini invertibilni elementi prstena Z4. X

Poxto su svi elementi po	a (sem nule) invertibilni, iz prethodnog za-
datka sledi da, u opxtem sluqaju, Zp nije po	e. Preciznije o tome nam govori
slede�i zadatak.

Zadatak 126. Dokazati da je (Zp,+, ·) po	e ako i samo ako je p prost broj.
Uputstvo: Ako p nije prost broj, onda postoje celi brojevi m < p i n < p

takvi da je mn = p, tj. mn ≡ 0 (mod p). To znaqi da u Zp va�i relacija

[m] · [n] = 0,

pa [m] i [m] nisu invertibilni, jer bi iz [n] · b = 1 sledilo, posle mno�e�a
obe strane sa [m], da je [m] = 0, xto je nemogu�e zbog mn = p.

Obrnuto neka je p prost broj. Treba dokazati da je svaki element [a] ∈
Zp \ {0} invertibilan, tj. da jednaqina

[a] · [x] = 1

ima rexe�e [x] ∈ Zp, za svako a ∈ {1, 2, . . . , p − 1}. Pokazati da ovo sledi iz
Zadatka 122. X

Ako je p prost broj, po	e Zp se qesto oznaqava i sa Fp.

Napomena 13. U skladu sa reqenim u Napomeni 12, mo�emo da primetimo
da Zadatak 126 daje efektivan naqin za odre�iva�e inverznog elementa u po	u
Zp kada je p prost broj. �

Zadatak 127. (a) Na�i 2−1 u Z7.
(b) Da li je 4 invertibilan element prstena Z15? Ako jeste, na�i �egov

inverz. Koliko invertibilnih elemenata ima prsten Z15? X

Zadatak 128. Neka je a ∈ Zp.
(a) Dokazati da je niz

a, a2, a3, a4, . . . ∈ Zp

periodiqan poqevxi od nekog an.
(b) Na primeru p = 8 i a = 2 pokazati da periodiqnost niza iz (a) ne mora

da poqi�e od prvog qlana.
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(v) Ako je p prost broj, dokazati da je ap = a, tj. da periodiqnost niza
iz (a) poqi�e od prvog qlana. Ovo tvr�e�e je poznato kao Mala Fermaova51

teorema.
Uputstvo: primeniti Dirihleov princip (Zadatak 71 na str. 45) i Za-

datak 126. X

Zadatak 129. (Kriterijumi de	ivosti) Neka broj n ∈ N ima deci-
malni zapis

n = xk · 10k + · · ·+ x3 · 103 + x2 · 102 + x1 · 10 + x0. (91)

(a) Dokazati da je broj paran ako i samo ako mu je posled�a cifra u de-
cimalnom zapisu, x0, parna.

(b) Dokazati da je broj de	iv sa tri ako i samo ako mu je zbir cifara u
decimalnom zapisu x0 + x1 + x2 + x3 + · · ·+ xk de	iv sa tri.

(v) Dokazati da je broj de	iv sa 11 ako i samo ako je alterniraju�i zbir
�egovih cifara u decimalnom zapisu x0 − x1 + x2 − x3 + · · ·+ (−1)kxk de	iv
sa 11.

(g) Izvesti sliqne kriterijume de	ivosti sa 4, 5, 6, 7, 9, 13.
Uputstvo: iz 10 ≡ 1 (mod 3) sledi 10m ≡ 1m = 1 (mod 3), pa iz (91) sledi

n ≡ x0 + x1 + x2 + x3 + · · · + xk (mod 3), odakle sledi tvr�e�e (b). Sliqno,
10 ≡ −1 (mod 11)⇒ 10m ≡ (−1)m (mod 11), odakle sledi kriterijum de	ivo-
sti sa 11. Sliqno se izvode i ostali. X

Zadatak 130. Dokazati da u nizu

11, 111, 1111, 11111, . . .

ne postoji broj koji je potpun kvadrat.
Uputstvo: Dokazati da je 111 · · · 1 ≡ 3 (mod 4) i opisati potpune kvadrate

u Z4. X

9.6. Tri nejednakosti. Zavrxi�emo ovo poglav	e dokazom tri va�ne
nejednakosti. Koliqnici

tg θ :=
sin θ

cos θ
, sec θ :=

1

cos θ
nazivaju se tangensom i sekansom ugla θ. Za tangens se koristi i oznaka tan.

Lema 18. Za 0 ≤ θ < π
2 va�e slede�e dve nejednakosti: sin θ ≤ θ ≤ tg θ.

4 Neka je 0 ≤ θ ≤ π
2 ; tada je z = cis θ u prvom kvadrantu. Iz

|z − 1|2 = (cos θ − 1)2 + sin2 θ ≥ sin2 θ

sledi sin θ ≤ d(1, z). Poxto je θ du�ina luka 1̂z, iz Definicije 34 sledi
θ ≥ d(1, z). Time je dokazana prva nejednakost.

Neka je 1 = z1, . . . , zk = z podela luka 1̂, z u prvom kvadrantu, kao u
Definiciji 34, pri qemu je zj = cisαj , αj > αj−1, α1 = 0, αk = θ. Ele-
mentarne trigonometrijske transformacije daju

|zj − zj−1| ≤ |cisαj − cisαj−1| = 2 sin 1
2 (αj − αj−1)

≤ 2 sin 1
2 (αj − αj−1)

cos 1
2 (αj−αj−1)

cos(αj−αj−1)

=
sin(αj−αj−1)
cos(αj−αj−1) =

tgαj−tgαj−1

1+tgαjtgαj−1

≤ tgαj − tgαj−1,

51Ferma (Pierre Fermat, 1601{1665), francuski matematiqar
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pri qemu prva nejednakost sledi iz | secαj−1| ≥ 1, druga iz svojstva kosinusa
0 ≤ x ≤ y ≤ π ⇒ cosx ≥ cos y, a tre�a iz tgα ≥ 0 za 0 ≤ α ≤ π

2 . Odatle sledi

|z2 − z1|+ |z3 − z2|+ · · ·+ |zk−1 − zk−2|+ |zk − zk−1| ≤ tg θ,

xto, na osnovu Definicije 34, daje drugu nejednakost. 5

Teorema 25. (Koxi52–Xvarcova53 nejednakost) Za kompleksne brojeve
a1, . . . , ak, b1, . . . , bk va�i∣∣∣ k∑

j=1

aj b̄j

∣∣∣2 ≤ k∑
j=1

|aj |2
k∑
j=1

|bj |2.

4 Neka je A =
∑k
j=1 |aj |2, B =

∑k
j=1 |bj |2, C =

∑k
j=1 aj b̄j . Mo�emo da pret-

postavimo B > 0 (u protivnom je b1 = · · · = bj = 0 i tvr�e�e je oqigledno
taqno). Tada iz

0 ≤
∑
|Baj − Cbj |2 =

∑
(Baj − Cbj)(Bāj − Cb̄j)

= B2
∑
|aj |2 −BC

∑
aj b̄j −BC

∑
ājbj + |C|2

∑
|bj |2

= B2A−B|C|2 = B(AB − |C|2)

sledi tra�ena nejednakost |C|2 ≤ AB. 5

Napomena 14. Korisno je imati na umu geometrijsku interpretaciju Ko-
xi { Xvarcove nejednakosti. Neka su ~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3) vektori
u trodimenzionom prostoru R3. �ihove du�ine su

|~a| =
√
a2

1 + a2
2 + a2

3 i |~b| =
√
b21 + b22 + b23,

a �ihov skalarni proizvod ~a ·~b = |~a||~b| cos∠(~a,~b) u koordinatama je dat sa

~a ·~b = a1b2 + a2b2 + a3b3.

Qi�enica da skalarni proizvod vektora nije ve�i od proizvoda �ihovih du-
�ina mo�e da se zapixe kao∣∣∣ 3∑

k=1

akbk

∣∣∣ ≤
√√√√ 3∑
k=1

|ak|2

√√√√ 3∑
k=1

|bk|2.

Koxi{Xvarcova nejednakost na oqigledan naqin uopxtava ovu geometrijsku
qi�enicu. Na �u �emo se vratiti u Glavi 7. �

10. Ve�be

(1) Da li postoji prirodan broj n, takav da je

1 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
∈ N?

(2) Koja od slede�ih tvr�e�a su taqna:
(a) (∃n ∈ N) (∀m ∈ N)

√
nm ∈ N,

(b) (∀n ∈ N) (∃m ∈ N)
√
nm ∈ N,

(v) (∃n ∈ N) (n ≥ 10 ∧ (∀m ∈ N)
√
nm2 ∈ N),

(g) (∀n ∈ N) (∃p, q ∈ Q) pq + p = n,

52Koxi (Augustin Cauchy, 1789–1857), francuski matematiqar
53Xvarc (Karl Schwarz, 1843–1921), nemaqki matematiqar
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(d) (∀a ∈ R) (∃x ∈ R)x2 + ax = 0,
(�) (∀a ∈ R) (∃x ∈ R)x2 + 2ax+ a = 0,
(e) (∃a ∈ R) (∀x ∈ R)x2 − 2ax+ a > 0?

(3) Dokazati da za svako n ∈ N va�i√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n korena

= 2 cos
π

2n+1
.

(4) Dokazati da brojevi 3
√

2, 3
√

3,
√

5,
√

2 +
√

3,
√

2 + 3
√

2,
√

2 +
√

3 +
√

5
nisu racionalni.

(5) Izraqunati (ne koriste�i raqunar)
√

5 i 3
√

5 sa taqnox�u 10−2.

Uputstvo: 4 < 5 < 9, pa je 2 <
√

5 < 3. Time je odre�ena prva
cifra broja

√
5. Ponav	a�em ovog postupka (2, 22 < 5 < 2, 32 itd)

odrediti drugu i tre�u.
(6) Dokazati da je(

2n

0

)2

−
(

2n

1

)2

+

(
2n

2

)2

− . . .−
(

2n

2n− 1

)2

+

(
2n

2n

)2

= (−1)n
(

2n

n

)
.

Uputstvo: videti Zadatak 20 na str. 25.
(7) Dokazati da slede�e jednaqine nemaju rexe�a u skupu Q:

(a) x6 + x− 1 = 0 (b) x2 = 6 (v) 2x5 + 3x3 + 7 = 0.
(8) Da li postoji polinom P sa celobrojnim koeficijentima, takav da

su ispu�ena slede�a dva uslova:
• preslikava�e P : Q→ Q je injektivno;
• preslikava�e P : R→ R nije injektivno.

Uputstvo: posmatrati polinom P (x) = 2x3 − x.
(9) Na�i sve n ∈ N za koje je 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0 (mod n).
(10) Na�i sva celobrojna rexe�a jednaqine 1!+2!+· · ·+x! = y2. Uputstvo:

dokazati da kvadrat celog broja ne mo�e da se zavrxava cifrom 3.
(11) Neka su a, b, c celi brojevi i neka je d = (a, b).

(a) Dokazati da su sva rexe�a jednaqine ax+by = 0 oblika x = b
d t,

y = −ad t, t ∈ Z. (Uputstvo: a
dx = − b

dy i (ad ,
b
d ) = 1. Primeniti

Zadatak 53 na 35. strani.)
(b) Dokazati da jednaqina ax+ by = c ima celobrojna rexe�a ako

i samo ako d|c i da su u tom sluqaju sva celobrojna rexe�a data sa
x = c

dx0 + b
d t, y = c

dy0 + a
d t, t ∈ Z, gde su x0, y0 celi brojevi koji

zadovo	avaju ax0 + by0 = d, a postoje na osnovu Teoreme 6. (Uput-
stvo: Desna strana je de	iva sa d, pa to mora da bude i leva. Ako je
ax+ by = c. Jedno rexe�e je ( cdx0,

c
dy0). Primeniti (a).)

(v) Na�i sva celobrojna rexe�a jednaqine 21x+ 7y = 147.
(g) Na�i sva celobrojna rexe�a jednaqine 2x+ 4y = 5.

(12) (a) Neka je p prost broj ve�i od 2. Dokazati da je p ≡ 1 (mod 4) ili
p ≡ 3 (mod 4).

(b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva kon-
gruentnih 3 po modulu 4.

Uputstvo za (b): Pretpostavimo suprotno, da su 3, p1, p2, . . . , pn
svi prosti brojevi koji su kongruentni 3 po modulu 4. Posmatrati
broj m = 4p1p2 · · · pn + 3. Koriste�i (a) dokazati da u faktorizaciji
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broja m na proste brojeve postoji prost broj oblika 4k+ 3. Dokazati
zatim da nijedan od brojeva 3, p1, . . . , pn ne deli m, xto znaqi da to
nisu svi prosti brojevi oblika 4k + 3.

(13) Neka je p prost broj. Dokazati da je n2 ≡ 1 (mod p) ako i samo ako
p | (n+ 1) ili p | (n− 1).

Uputstvo: n2 ≡ 1 (mod p)⇔ p | n2 − 1 = (n− 1)(n+ 1).
(14) Neka su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi. Napisati

2p2q + p2 + pq + 2p+ 1

2pq + p+ 2

u obliku veri�nog razlomka.
(15) Dokazati Vilsonovu54 teoremu: Broj p ∈ N je prost ako i samo ako je

(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Uputstvo: (⇒) Ako je p = 2, kongruencija je oqigledno taqna.
Neka je p prost broj ve�i od 2. Poxto je Zp po	e, svaki prirodan
broj n < p ima inverz m < p; mn ≡ 1 (mod p). Iz jedinstvenosti
inverznog elementa u po	u, kao i iz qi�enice da je (a−1)−1 = a, sledi
da se Zp sastoji od (p− 1)/2 parova me�usobno inverznih elemenata i
elemenata koji su sami sebi inverz. Iz Ve�be 13 sledi da su jedini
elementi koji su sami sebi inverz 1 i p−1. Sparuju�i svaki element
u proizvodu sa svojim inverzom dobijamo

2 · 3 · . . . · (p− 2) ≡ 1 (mod p).

Pomno�iti obe strane sa (p− 1).
(⇐) Pretpostavimo da je (p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p) i da p nije

prost, tj. p = p1p2 za neke p1, p2 ∈ {2, 3, . . . , p − 1}. Dokazati da bi
tada brojevi (p − 1)! i (p − 1)! + 1 bili de	ivi sa p1, pa bi i �ihov
zbir bio de	iv sa p1 i izvesti odatle kontradikciju.

(16) Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je 2(p−3)!+1 ≡ 0 (mod p).
(17) (a) Dokazati Kinesku teoremu o ostacima: Neka su n1, n2, . . . , nk

prirodni brojevi, takvi da su svaka dva uzajamno prosta: (ni, nj) = 1
za i 6= j. Tada, za proizvo	ne cele brojeve b1, b2, . . . , bk sistem kon-
gruencija

x ≡ b1 (mod n1), x ≡ b2 (mod n2), , . . . , x ≡ bk (mod nk)

ima rexe�e. Ovo rexe�e je jedinstveno po modulu n1n2 · · ·nk.
(b) Rexiti sistem kongruencija x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 3 (mod 7).
Uputstvo za (a): Neka je m = n1n2 · · ·nk i mj = m/nj . Dokazati

da je (mj , nj) = 1 za sve j. Zak	uqiti da svaka od kongruencija mjx ≡
1 (mod nj) ima jedinstveno (mod nj) rexe�e xj (videti Zadatak 122
na str. 82). Dokazati da je x = b1m1x1+b2m2x2+· · ·+bkmkxk tra�eno
rexe�e sistema. Za dokaz jedinstvenosti (mod m), pretpostaviti
da je y drugo rexe�e. Tada je x − y de	ivo sa svakim od brojeva nj .
Poxto su svaka dva od �ih uzajamno prosta, odatle sledi da je x− y
de	ivo i sa �ihovim proizvodom m.

54Vilson (John Wilson, 1741-1793), engleski matematiqar
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(18) Neka je n ∈ N, R ⊂ Z kompletan skup ostataka po modulu n (defin-
isan u Primeru 34 na str. 81) i x ∈ Z broj koji je uzajamno prost sa
n. Dokazati da je

xR := {xr | r ∈ R}

kompletan skup ostataka po modulu n.
Uputstvo: Neka za r1, r2 ∈ R va�i xr1 ≡ xr2 (mod n). Koriste�i

qi�enicu da su x i n uzajamno prosti, dokazati da je r1 ≡ r2 (mod n),
a zatim, koriste�i qi�enicu da je R kompletan skup ostataka, da je
r1 = r2. Zak	uqiti odatle da skup xR ima n elemenata.

(19) (a) Neka je n ∈ N i ϕ(n) broj elemenata skupa {1, 2, . . . , n} koji su
uzajamno prosti sa n. Funkcija ϕ naziva se Ojlerovom fi{funkcijom.
Dokazati da je broj invertibilnih elemenata u prstenu Zn jednak
ϕ(n). Uporediti ovaj rezultat sa Zadatkom 127 na str. 83.

(b) Dokazati da je prirodan broj n prost ako i samo ako je ϕ(n) =
n− 1.

(v) Dokazati Ojlerovu teoremu: Ako su brojevi x i n uzajamno
prosti, onda je

xϕ(n) ≡ 1 (mod n).

(g) Dokazati da je Ojlerova funkcija multiplikativna, tj. da
va�i ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) ako su m i n uzajamno prosti prirodni
brojevi.

(d) Dokazati da, za prost broj p, va�i ϕ(pn) = pn−1(p− 1).
(�) Izraqunati ϕ(1000).
Uputstvo: (v) ϕ(n) je broj elemenata skupa S = {s | 1 ≤ s ≤

n, (s, n) = 1}. Koriste�i ideju iz uputstva za Ve�bu 18, dokazati
da skupovi S i xS definixu iste klase ekvivalencije u odnosu na
relaciju kongruencije po modulu n. Zak	uqiti odatle da je∏

s∈S
(xs) ≡

∏
s∈S

s (mod n).

Poxto je ϕ(n) broj elemenata skupa S, proizvod na desnoj strani je
jednak xϕ(n)

∏
s∈S s. Za dokaz svojstva (g) dokazati da, ako je (m,n) =

1, onda je (a,mn) = 1 ako i samo ako je (a,m) = 1 i (a, n) = 1, pa su
skupovi

{a < mn | (a,mn) = 1} i {a < mn | (a,m) = 1 i (a, n) = 1}

ekvipotentni. Dokazati da je broj elemenata prvog ϕ(mn), a drugog
ϕ(m)ϕ(n). Tvr�e�e (d) sledi iz (g), a (�) iz (d).

(20) (a) Primenom Ojlerove teoreme iz Ve�be 19 dokazatiMalu Fermaovu
teoremu Ako je p prost broj i a prirodan broj koji nije de	iv sa p,
onda je

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Setimo se da smo drugi dokaz ove teoreme videli u Zadatku 128.
(b) Dokazati da za svaki prost broj p i svaki prirodan broj a

va�i

ap ≡ a (mod p).
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Uputstvo: Za (a) primeniti Ojlerovu teoremu iz Ve�be 19. Ako a
nije de	ivo sa p, (b) sledi iz (a), a ako je a de	ivo sa p, onda su obe
strane u (b) jednake nuli.

(21) Neka su p i q neparni prosti brojevi, takvi da je Mersenov broj Mq

(videti Zadatak 58 na str. 35) de	iv sa p. Dokazati da je p ≡ 1
(mod q) i p ≡ ±1 (mod 8). Dokazati da iz p|M31 sledi

p ≡ 1 (mod 248) ili p ≡ 63 (mod 248). (92)

Na ovaj naqin je Ojler, u pismu Bernuliju iz 1772, pokazao da je
M31 prost broj, proveravaju�i da li prosti brojevi ma�i od

√
M13

koji zadovo	avaju (92) deleM13. Uslov (92) mu je omogu�io da znatno
redukuje broj kandidata za delite	aM13. Npr, prva dva prosta broja
koja zadovo	avaju taj uslov su q = 311 i q = 1303.

(22) Odrediti posled�u cifru broja 7999.
Uputstvo: Poxto je (7, 10) = 1, iz Ojlerove teoreme (Ve�ba 19)

sledi da je 7ϕ(10) ≡ 1 (mod 10). Iz Ve�be 19 (d) sledi da je ϕ(10) =
ϕ(2 · 5) = (2− 1)(5− 1) = 4, pa je

7999 ≡ 7249·4+3 ≡ 73 (mod 10).

(23) (a) Na�i ostatak pri de	e�u broja 5100 sa 7.
(b) Dokazati da je broj 10! + 1 de	iv sa 11.
(v) Na�i ostatak pri de	e�u broja 5! · 25! sa 31.

(24) Neka je P (x) nekonstantan polinom sa celobrojnim koeficijentima.
Dokazati da postoji ceo broj k takav da broj P (k) nije prost.

(25) Dokazati da je cos 1◦ iracionalan broj. (Uputstvo: ako je cos 1◦ ∈ Q
onda su, zbog cos 2x = 2 cos2 x− 1 i cos 2◦, cos 4◦, cos 8◦, cos 16◦, cos 32◦

racionalni. cos 32◦ = cos(30◦ − 2◦).)
(26) (a) Dokazati da je cos (nx) polinom n{tog stepena po cosx sa celobro-

jnim koeficijentima.
(b) Dokazati da je 2 cos (nx) polinom n{tog stepena po 2 cosx sa

celobrojnim koeficijentimai sa vode�im koeficijentom 1:

2 cos (nx) = (2 cosx)n + an−1(2 cosx)n−1 + . . .+ a1(2 cosx) + a0,

za neke cele brojeve a0, . . . , an−1.
(v) Neka je 0 < r < 1/2 racionalan broj. Dokazati da je

cos (πr) ∈ Q ⇔ r =
1

3
.

(27) Dokazati da za x ∈ (0, π) i n ∈ N va�i

1

2
+ cosx+ cos (2x) + · · ·+ cos (nx) =

sin((n+ 1/2)x)

2 sin (x/2)
.

(28) Dokazati nejednakost

1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 2− 1

n
za n ∈ N.

(29) Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi. Dokazati da va�e
nejednakosti

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

≤ n
√
a1a2 · · · an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≤
√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n

n
,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = . . . = an.
Veliqine koje uqestvuju u ovim nejednakostima nazivaju se harmoni-
jskom, geometrijskom, aritmetiqkom i kvadratnom sredinom bro-
jeva a1, a2, . . . , an. Ako ove sredine oznaqimo sa Hn, Gn, An, Kn,
prethodna nejednakost glasi

Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Kn.

Uputstvo: Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, a1 < an.

Dokazati prvo da je

a1 < An < an,

a zatim dokazati nejednakost

An(a1 + an −An)− a1an = (a1 −An)(An − an) > 0.

Dokazati nejednakost

G2 ≤ A2.

Primeniti zatim metod indukcije: pretpostaviti da je Gn−1 ≤ An−1.
Primeniti ovu nejednakost na aritmetiqku i geometrijsku sredinu
brojeva

a1 + an −An, a2, . . . , an−1

i zavrxiti dokaz nejednakosti Gn ≤ An. Primeniti ovu nejednakost
na brojeve a−1

1 , a−1
2 , . . . , a−1

n i dokazati nejednakost Hn ≤ Gn. Za ne-
jednakost An ≤ Kn iskoristiti Koxi{Xvarcovu nejednakost (Teo-
rema 25).

(30) Dokazati da za sve prirodne brojeve n > 2 va�e nejednakosti

nn/2 < n! <

(
n+ 1

2

)n
.

(31) Dokazati da za sve prirodne brojeve n ≥ 2 va�i nejednakost

1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
> 2(
√
n+ 1− 1).

(32) Dokazati da za sve prirodne brojeve n va�i nejednakost√√√√
n+

√
n− 1 +

√
n− 2 + · · ·+

√
2 +
√

1 <
√
n+ 1.

(33) Dokazati nejednakost a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca.
(34) Dokazati da za a > 0, b > 0 va�i nejednakost

√
a+
√
b ≤

√
a2

b
+

√
b2

a

(35) Dokazati da za realne brojeve a, b, c va�i nejednakost

|
√
a2 + b2 −

√
a2 + c2| ≤ |b− c|.

(36) Dokazati da za a > 0 i n ∈ N va�e nejednakosti

1 +
1− a−1

n− 1 + a−1
≤ n
√
a ≤ 1 +

a− 1

n
.



10. VE�BE 91

(37) Dokazati da za prirodan broj n ≥ 3 va�e nejednakosti

1 < n
√
n < 1 +

2√
n
.

(38) Dokazati da za realne brojeve a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn va�i

| max
1≤k≤n

ak − max
1≤k≤n

bk| ≤ max
1≤k≤n

|ak − bk| ≤
n∑
k=1

|ak − bk|.

(39) Dokazati Qebixev	evu55 nejednakost: Ako je

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an i b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn,
onda je

a1 + a2 + · · ·+ an
n

· b1 + b2 + · · ·+ bn
n

≤ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
n

.

Uputstvo: po�i od nejednakosti
n∑
k=1

n∑
j=1

(ak − aj)(bk − bj) ≥ 0.

Ona va�i zbog pretpostavki o brojevima ai, bi: (ak−aj) i (bk− bj) su
istog znaka.

(40) Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c va�i nejednakost

a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b
≥ a+ b+ c

2
.

Uputstvo: primeniti Qebixev	evu nejednakost iz ve�be (39), a za-
tim nejednakosti izme�u harmonijske, aritmetiqke i kvadratne sre-
dine iz ve�be (29).

(41) (a) Dokazati Xurovu56 nejednakost:

xr(x− y)(x− z) + yr(y − z)(y − x) + zr(z − x)(z − y) ≥ 0 za x, y, z ≥ 0, r > 0.

Uputstvo: ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je
z ≤ y ≤ x. Dokazati da u tom sluqaju va�i nejednakost

(x− y)[xr(x− z)− yr(y − z)] + zr(x− z)(y − z) ≥ 0

i iz �e izvesti Xurovu nejednakost.
(b) Dokazati da, ako je r paran prirodan broj, Xurova nejednakost

va�i za sve realne brojeve x, y, z.
(v) Dokazati nejednakost

x3 + y3 + z3 + 3xyz ≥ xy(x+ y) + yz(y + z) + zx(z + x).

(42) Neka je su x1, . . . , xn i y1, . . . , yn realni brojevi, takvi da je

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn i y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn
i neka je σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} proizvo	na permutacija.
Dokazati da je

x1yn + . . .+ xny1 ≤ x1yσ(1) + . . .+ xnyσ(n) ≤ x1y1 + . . .+ xnyn.

Ovo je tzv. nejednakost pregrupisava�a.

55Qebixev (Pafnuti� L~voviq Qebyx�v, 1821{1894), ruski matematiqar
56Xur (Issai Shur, 1875–1941), nemaqki matematiqar
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Uputstvo: dovo	no je dokazati desnu nejednakost; leva sledi iz
�e zamenom brojeva y1, . . . , yn sa −y1, . . . ,−yn. Dokazati je za n = 2
(polaze�i od nejednakosti (x2 − x1)(y2 − y1) ≥ 0), a zatim primeniti
indukciju po n. U induktivnom prelazu sa n na n+ 1, uoqiti k koje
permutacija σ : {1, 2, . . . , n + 1} → {1, 2, . . . , n + 1} slika u n + 1, tj.
σ(k) = n+ 1. Iz dokazanog sluqaja za n = 2 sledi da je

xkyn+1 + xn+1yσ(n+1) ≤ xkyσ(n+1) + xn+1yn+1,

pa je

x1yσ(1)+. . .+xkyσ(k)+. . .+xn+1yσ(n+1) ≤ x1yσ(1)+. . .+xkyσ(n+1)+. . .+xn+1yn+1.

Za dokaz da izraz na desnoj strani nije ve�i od x1y1 + . . .+ xn+1yn+1

primeniti induktivnu pretpostavku i zak	uqiti da je

x1yσ(1) + . . .+ xkyσ(n+1) + . . .+ xnyn ≤ x1y1 + . . .+ xkyk + . . .+ xnyn.

(43) Dokazati da za nenegativne realne brojeve a, b, c va�i nejednakost

a3 + b3 + c3 ≥ a2b+ b2c+ c2a.

Uputstvo: mo�emo da pretpostavimo da je a ≤ b ≤ c (time ne uma�u-
jemo opxtost jer je tvr�e�e simetriqno po a, b, c). Tada je (poxto su
a, b, c nenegativni) a2 ≤ b2 ≤ c2. Primeniti nejednakost pregrupisa-
va�a iz ve�be (42).

(44) Neka su α1, α2, . . . , αn i β1, β2, . . . , βn realni brojevi, takvi da je

n∑
k=1

α2
k =

n∑
k=1

β2
k = 1.

Koriste�i nejednakost trougla i nejednakost izme�u geometrijske i
kvadratne sredine, dokazati∣∣∣∣ n∑

k=1

αkβk

∣∣∣∣ ≤ 1.

Izvesti iz ove nejednakosti jox jedan dokaz Teoreme 25.
(45) Dokazati da za realne brojeve a1, a2, . . . , an (n ≥ 2) va�i nejednakost( n∑

k=1

ak

)2

≤ (n− 1)

(
2a1a2 +

n∑
k=1

a2
k

)
.

(46) Neka su a1, a2, . . . , an realni brojevi za koje va�i

|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| > 0

i neka je

A = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn |
n∑
k=1

akxk = 1}.

Na�i

min{x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n | (x1, x2, . . . , xn) ∈ A}.
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(47) Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi za koje va�i

n∑
k=1

ak ≤ 1.

Dokazati da je
n∑
k=1

1

ak
≥ n2.

(48) Na�i sve n{torke pozitivnih realnih brojeva a1, a2, . . . , an za koje
va�i jednakost ( n∑

k=1

ak

)2

=

n∑
k=1

a2
k.

(49) Dokazati da za neprazne i ograniqene podskupove A, B skupa R va�i

sup(A ∪B) = max{supA, supB}, inf(A ∪B) = min{inf A, inf B}.

(50) Na�i supremum i infimum skupova
(a) A = {mn | m,n ∈ N,m < n} (b) B = { m

|m|+n | m ∈ Z, n ∈ N}.
(51) Na�i

(a) inf
n∈N

sup
m∈N

m−n
m+n (b) sup

m∈N
inf
n∈N

m−n
m+n

(v) inf
n∈N

sup
m∈N

m
m+n (g) sup

m∈N
inf
n∈N

m
m+n .

(52) Izraqunati ∑
1≤i<j≤n

ij i
∑

1≤i≤j≤n

i

j
.

(53) Dokazati da postoje tri taqke z1, z2, z3 ∈ C sa svojstvom da je za pro-
izvo	nu taqku ξ ∈ C bar jedno od rastoja�a

|ξ − z1|, |ξ − z2|, |ξ − z3|

iracionalan broj.
(54) Dokazati da je za svaki kompleksni broj z ∈ S1

|z + 1|2 + |z − 1|2 = 4.

(55) Dokazati da su za (1 + i)4k i i(1 + i)4k+2 realni brojevi za sve k ∈ Z.
(56) (a) Dokazati da je

cis (α− β) =
cisα

cisβ
.

(b) Dokazati da za svako θ ∈ R \ {π2 + nπ | n ∈ Z} postoji Cθ ∈ R,
takvo da je

Cθcis θ = 1 + i tan θ.

(v) Koriste�i (b) dokazati formulu

tan (α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
.

Uputstvo: U (b) uzeti Cθ = sec θ. Za (v) pomno�iti izraze iz (b) za
θ = α i θ = −β i zak	uqiti da je

CαCβcis (α− β) = (1 + tanα tanβ) + i(tanα− tanβ).
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Primeniti zatim (b) na θ = (α− β) i zak	uqiti da je

Cα−βcis (α− β) = 1 + i tan (α− β).

Izraziti cis (α− β) na dva naqina i uporediti dobijene izraze.
(57) (a) Dokazati da su taqke z1, z2, z3 kompleksne ravni kolinearne ako i

samo ako je
z2 − z1

z3 − z1

realan broj.
(b) Dokazati da su taqke z1, z2, z3 kompleksne ravni kolinearne

ako i samo ako je ∣∣∣∣∣∣
z1 z̄1 1
z2 z̄2 1
z3 z̄3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

(58) Dokazati da je taqka

T =
z1 + z2 + z3

3

te�ixte trougla qija su temena taqke z1, z2, z3 kompleksne ravni.
(59) (a) Neka je ω bilo koji n{ti koren jedinice razliqit od 1 (tj. ω =

cis (2ikπ/n) za neko k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Dokazati da je

1 + ω + ω2 + · · ·+ ωn−1 = 0.

Primetimo da je ovo uopxte�e Zadatka 116 na str. 79.
(b) Neka je ω = e2iπ/3 = (−1 + ±i

√
3)/2 jedan tre�i koren iz 1.

Dokazati da je trougao sa temenima 1, ω i ω2 jednakostraniqan.
(v) Dokazati da je trougao qija su temena taqke z1, z2, z3 komplek-

sne ravni jednakostraniqan ako i samo ako je

z1 + ωz2 + ω2z3 = 0,

gde je ω tre�i koren iz jedinice uveden u (b).
Uputstvo: Ideja za (v) je sliqna kao u Primeru 33 na str. 81.

Dokazati da je trougao jednakostraniqan ako i samo ako je

z3 − z1

z2 − z1
= −ω2

(primetimo da je koliqnik na levoj strani oqigledno jednak −ω2 ako
je 4z1z2z3 = 41ωω2; u opxtem sluqaju trougao je jednakostraniqni
ako i samo ako je |z3 − z1|/|z2 − z1| = 1 i ugao kod temena z1 jednak
π/3 = arg (−ω2)). Odatle, posle mno�e�a obe strane imeniocem z2−z1

i primene (a), sledi (v).
(60) Primenom Ve�be 58 i Ve�be 59 dokazati Napoleonovu57 teoremu :

Ako nad stranicama proizvo	nog trougla 4ABC konstruixemo jed-
nakostraniqne trouglove4PaBC,4PbAC,4PcAB, onda te�ixta Ta,
Tb, Tc ta tri trougla formiraju jednakostraniqni trougao 4TaTbTc.

57Napoleon (Napoléon Bonaparte, 1769{1821), francuski vojskovo�a
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(61) Neka je 4A1A2A3 oxtrougli trougao i neka su H1, H2, H3 podno�ja
visina iz temena A1, A2, A3 redom. Dokazati, primenom Primera 33
na str 81, da su trouglovi4A1A2A3,4A1H2H3,4H1A2H3,4H1H2A3

sliqni.
Uputstvo: Ne uma�uje opxtost, a pojednostav	uje problem, ako

koordinatni sistem postavimo tako da je A1 = (0, 0), A2 = (c, 0),
A3 = (a, b).

(62) Dokazati da je skup Z[
√

2] = {m+ n
√

2 | m,n ∈ Z} gust u R.

Uputstvo: Pretpostaviti suprotno { da je Z[
√

2] ∩ (a, a + ε) = ∅
za neko ε > 0. Poxto je skup Z[

√
2] gust u R ako i samo ako je gust

skup a+Z[
√

2] := {a+ e | e ∈ Z[
√

2]}, mo�emo, ne uma�uju�i opxtost,
da pretpostavimo da je a = 0. Zak	uqiti da je

ν := inf Z[
√

2] ∩ (0,+∞) > 0 i Z[
√

2] ∩ [0, s) = {0}.

Dokazati zatim da je ν ∈ Z[
√

2] { u suprotnom bi bilo ν = inf Z[
√

2]∩
(0,+∞), pa bi postojali elementi e1, e2 ∈ Z[

√
2] ∩ (0,+∞), takvi da

je

ν ≤ e1 < e2 ≤ ν +
1

2
ν.

Odatle bi sledilo Z[
√

2] ∩ (0,+∞) 3 e2 − e1 < ν/2 < ν, xto je kon-

tradikcija. Dokazati zatim da za svako e ∈ Z[
√

2] postoji ceo broj k,
takav da je e = kν (uzeti k = [e/ν] i iz kν ≤ e < (k + 1)ν zak	uqiti

da je e− kν ∈ Z[
√

2] ∩ [0, ν), odnosno e− kν = 0). Specijalno, postoje

celi brojevi k1, k2 takvi da je 1 = k1ν,
√

2 = k2ν. Izvesti odatle
kontradikciju.

(63) Uopxtavaju�i ve�bu (62) dokazati da je podgrupa (G,+) grupe (R,+)
ili gusta ili diskretna (diskretan skup smo definisali u Defini-
ciji 22). Izvesti odatle jox jedno rexe�e Zadatka 62 na str. 40
(videti i Primer 21 na str. 52). Uputstvo: Neka je ν = inf G∩(0,+∞).
Dokazati (koriste�i ideju Ve�be (62)) da iz nν > 0 sledi G = νZ.

(64) Neka je E neprebrojiv skup taqaka u kompleksnoj ravni C. Dokazati
da postoji disk D = {z | |z| ≤ ρ} sa centrom u nuli u kome se nalazi
neprebrojivo mnogo taqaka skupa E.

(65) Neka je P skup taqaka u ravni sa svojstvom da je rastoja�e izme�u
svake dve �egove taqke ve�e od ε > 0. Dokazati da je skup P najvixe
prebrojiv.

(66) Neka je S prebrojiv skup pravih koje le�e u ravni σ. Dokazati da
postoji taqka x ∈ σ koja ne pripada ni jednoj pravoj skupa S.

(67) Neka je T prebrojiv skup pravih u trodimenzionom euklidskom pros-
toru. Dokazati da postoji prava koja ne seqe ni jednu pravu skupa
T .

(68) Dokazati da svaki beskonaqni skup ima pravi (neprazan i razliqit
od celog skupa) podskup koji je prebrojiv.

(69) Dokazati da je svaki beskonaqan podskup prebrojivog skupa prebro-
jiv.

(70) Dokazati da se kardinalnost neprebrojivog skupa ne me�a ako mu se
doda ili oduzme prebrojiv skup.
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(71) Neka je T prebrojiv skup taqaka na krugu S1. Da li postoji ugao θ,
takav je T ∩ Rθ(T ) = ∅ (Rθ je rotacija oko koordinatnog poqetka za
ugao θ)?



GLAVA 2

Funkcije realne i kompleksne promen	ive

Operacije i relacije definisane na C prenose se na preslikava�a proiz-
vo	nog skupa u podskup kompleksne ravni. Preciznije, za dva preslikava�a
f1 : X1 → C, f2 : X2 → C i λ, µ ∈ C definiximo preslikava�a

f1 + f2 : X1 ∩X2 → C, (f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x),
λf1, µ+ f1 : X1 → C, (λf1)(x) := λ · f1(x), (µ+ f1)(x) = µ+ f1(x),
f1 · f2 : X1 ∩X2 → C, (f1 · f2)(x) := f1(x) · f2(x),
f1
f2

: X1 ∩X2 \ {x ∈ X2 | f2(x) = 0} → C, ( f1f2 )(x) := f1(x)
f2(x) .

(1)

Ako je X1 = X2 definixemo relaciju f1 ≤ f2 ⇔ (∀x) f1(x) ≤ f2(x).
Termin funkcija se qesto (mada to nije opxte prihva�ena terminologija,

pa se ponekad termini funkcija i preslikavaǌe smatraju sinonimima) koristi
za takva preslikava�a, koja imaju vrednosti u skupu brojeva, tj. za presli-
kava�a f : X → Y , gde je Y ⊂ C. Mi �emo preslikava�a f : X → Y , gde
je X ⊂ R i Y ⊂ R ili Y ⊂ C nazivati funkcijama realne promenǉive; u
prvom sluqaju govori�emo o realnim, a u drugom o kompleksnim funkcijama
realne promen	ive. Funkcije f : X → Y , gde je X ⊂ C zva�emo funkcijama
kompleksne promenǉive.

1. Elementarne funkcije

U ovom paragrafu uvex�emo pojam elementarne funkcije realne promen-
	ive, ali �emo na odre�enim mestima govoriti i o funkcijama sa domenom u
po	u kompleksnih brojeva.

1.1. Polinomske funkcije. Ve� smo se susreli sa pojmom polinoma.
Polinomska funkcija stepena n je preslikava�e

f : C→ C, f(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, (2)

sa domenom D(f) = C. Ako su koeficijenti a0, . . . , an realni, restrikcija
funkcije (2) na podskup R ⊂ C definixe funkciju

f |R : R→ R.

U opxtem sluqaju, ako je a0, . . . , an ∈ C restrikcija funkcije (2) na R je
funkcija

f |R : R→ C.

Specijalno, polinomska funkcija funkcija z 7→ zn naziva se stepenom fun-
kcijom.

97
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1.2. Racionalne funkcije. Racionalna funkcija je koliqnik dve po-
linomske funkcije:

f : C→ C, f(z) =
a0 + a1z + · · ·+ anz

n

b0 + b1z + · · ·+ bmzm
. (3)

Domen funkcije (3) je skup D(f) = {z ∈ C | b0 + b1z + · · ·+ bmz
m 6= 0}. Ako su

koeficijeni aj i bj realni brojevi, restrikcija funkcije (3) na R je realna
funkcija realne promen	ive, sa domenom {x ∈ R | b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m 6= 0}.
Oznaqimo brojilac i imenilac izraza (3) sa A(z) i B(z), tj. neka je

A(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, B(z) = b0 + b1z + · · ·+ bmz

m (4)

i neka je

f : C→ C, f(z) =
A(z)

B(z)
. (5)

Teorema 1. (De	e�e polinoma) Ako je m ≤ n, funkcija (5) mo�e da
se napixe u obliku

f(z) = Q(z) +
R(z)

B(z)
,

gde je R polinom stepena ma�eg od m. Drugim reqima, za polinome (4) pos-
toje polinomi Q i R takvi da je

A(z) = B(z)Q(z) +R(z), (6)

pri qemu je stepen polinoma R ma�i od m.

4 Neka su A i B polinomi (4) i neka je

B1(z) = B(z) · an
bm

zn−m i A1(z) = A(z)−B1(z).

Tada je A1 polinom stepena n− 1 i va�i

A(z) =
an
bm

zn−mB(z) +A1(z).

Ako je n − 1 < m, time je dokazano (6). Ako je m ≤ n − 1, ponovimo isti
postupak za A1 umesto A. Posle n−m koraka dobijamo (4). 5

Posledica 1. Ako je ξ nula polinoma A, onda je

A(z) = (z − ξ)Q(z)

za neki polinom Q, qiji je stepen ma�i od stepena polinoma A.

4 Iz Teoreme 1, prime�ene na B(z) = z − ξ, sledi da je
A(z) = (z − ξ)Q(z) +R(z), (7)

za neki polinom R stepena ma�eg od stepena polinoma B. Poxto je B = z − ξ
polinom stepena 1, sledi da je R polinom stepena 0, tj. konstanta. Me�utim,
iz A(ξ) = 0 i (7) sledi da je R ≡ 0. 5

Posledica 2. Ako su ξ1, . . . , ξn ∈ C nule polinoma A, onda je

A(z) = an(z − ξ1) · . . . · (z − ξn).

4 Dokaz sledi iz vixestruke primene Posledice 11 5

1Ovaj dokaz se suxtinski ne razlikuje od onog koji smo dali na str. 62.
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Napomena 1. U duhu Napomene 7 na str. 63, mo�emo da primetimo sliq-
nost Teoreme 1 sa Teoremom 5 na str. 29, koja govori o de	e�u u prstenu
(Z,+, ·). Komutativni prsten (P,+, ·) bez delite	a nule se naziva euklidskim
prstenom ako za sve a, b ∈ P , takve da je b 6= 0, postoje q, r ∈ P , takvi da je
a = bq + r. Teorema 1 ka�e da je prsten polinoma (C[z],+, ·) sa kompleksnim
koeficijentima euklidski. Na isti naqin se dokazuje da je za svako po	e F
prsten polinoma (F [z],+, ·) sa koeficijentima u F euklidski. �

Lema 1. Neka su A(z) i B(z) polinomi (4), pri qemu je n ≤ m, i neka je
ξ ∈ C kompleksan broj koji nije nula polinoma B. Tada postoje polinom P
stepena ma�eg od m i konstanta C ∈ C, takvi da je

A(z)

(z − ξ)B(z)
=

C

z − ξ
+
P (z)

B(z)
.

4 Treba da doka�emo da postoje polinom P i konstanta C, takvi da je

A(z) = CB(z) + (z − ξ)P (z). (8)

Oqigledno je da konstanta C mora da zadovo	ava

A(ξ) = CB(ξ). (9)

Poxto je, po pretpostavci, B(ξ) 6= 0, uslovom (9) konstanta C je dobro defi-
nisana. Treba jox da doka�emo postoja�e polinoma P , takvog da va�i (8),
tj.

(z − ξ)P (z) = A(z)− CB(z). (10)

Poxto je konstanta C izabrana tako da je ξ nula polinoma A(z) − CB(z), iz
Posledice 1 sledi da desna strana u (10) mo�e da se napixe kao proizvod
(z − ξ)Q(z), gde je Q neki polinom stepena ma�eg od n. Tada (10) postaje

(z − ξ)P (z) = (z − ξ)Q(z),

odakle dobijamo tra�eni polinom P (z) = Q(z). 5

Posledica 3. Neka je A(z) polinom stepena n i ξ1, . . . , ξm razliqiti
kompleksni brojevi, pri qemu je n < m. Tada postoje konstante C1, . . . , Cm ∈
C, takve da je

A(z)

(z − ξ1) · . . . · (z − ξm)
=

C1

(z − ξ1)
+ . . .+

Cm
(z − ξm)

.

Primetimo da smo Lemu 1 i dokazali pod pretpostavkom da ξ nije nula
polinoma B(z). Samim tim, Posledica 3 va�i pod pretpostavkom da su sve
nule ξ1, . . . , ξm imenioca razliqite. Na suxtinski isti naqin (mada tehniqki
malo slo�eniji) se dokazuju i slede�a lema i �ena posledica.

Lema 2. Neka su A(z) i B(z) polinomi (4) i neka je ξ ∈ C kompleksan broj
koji nije nula polinoma B. Neka je k prirodan broj, takav da je n < m + k.
Tada postoje polinom P stepena ma�eg od m i konstante D1, . . . , Dk ∈ C,
takve da je

A(z)

(z − ξ)kB(z)
=

D1

z − ξ
+

D2

(z − ξ)2
+ . . .+

Dk

(z − ξ)k
+
P (z)

B(z)
.
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Posledica 4. Neka je A(z) polinom stepena n i ξ1, . . . , ξm razliqiti
kompleksni brojevi i k1, . . . , kn prirodni brojevi, pri qemu je n < k1 + k2 +
. . .+ km. Tada postoje konstante Cij ∈ C, takve da je

A(z)
(z−ξ1)k1 ·...·(z−ξm)km

=

(
C11

(z−ξ1) + C12

(z−ξ1)2 + . . .+
C1k1

(z−ξ1)k1

)
+

+

(
C21

(z−ξ2) + C22

(z−ξ2)2 + . . .+
C2k2

(z−ξ2)k2

)
+

+ . . . +

+

(
Cm1

(z−ξm) + Cm2

(z−ξm)2 + . . .+
Cmkm

(z−ξm)km

)
.

Pretpostavimo sada da su svi koeficijenti a0, . . . , an i b0, . . . , bm u (4)
realni brojevi. Nule polinoma B tada su ili realni brojevi, ili se jav	aju
u parovima konjugovano kompleksnih brojeva (videti (62) na str. 63). Ako u
izrazu iz Posledice 4 grupixemo sabirke u kojima se pojav	uju konjugovane
nule i svedemo ih na zajedniqki imenilac, dobijamo sabirke qiji su imenioci
kvadratni, a brojioci linearni, polinomi sa realnim koeficijentima. Tako
dobijamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 2. Neka su

A(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n i B(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m

polinomi sa realnim koeficijentima. Tada je

A(x)

B(x)
=

r∑
i=1

ki∑
j=1

Cij
(x− ri)j

+

s∑
i=1

li∑
j=1

Dijx+ Eij
(x2 + pix+ qi)j

,

za neke realne brojeve ri, pi, qi, Cij, Dij, Eij. Konstante ri su realne nule
polinoma B(x) vixestrukosti ki, a kvadratni polinomi u drugoj sumi nemaju
realnih nula.

Primer 1. Poka�imo kako racionalnu funkciju

f(x) =
x

x3 − x2 − x+ 1

mo�emo da napixemo u obliku iz Teoreme 2. Pre svega, faktoriximo imeni-
lac. Lako je videti da su nule imenioca ±1 i da je

f(x) =
x

(x+ 1)(x− 1)2
.

U skladu sa Teoremom 2, tra�imo konstante C1, C2 i C3, takve da je

f(x) =
C1

x+ 1
+

C2

x− 1
+

C3

(x− 1)2
. (11)

Svo�e�em desne strane na zajedniqki imenilac i sre�iva�em dobijenog izraza
dobijamo

x = (C1 + C2)x2 + (−2C1 + C3)x+ (C1 − C2 + C3),

tako da su tra�ene konstante rexe�a sistema linearnih jednaqina

C1 + C2 = 0, −2C1 + C3 = 1, C1 − C2 + C3 = 0.

Rexava�em ovog sistema dobijamo C1 = −1/4, C2 = 1/4, C3 = 1/2, pa je

x

x3 − x2 − x+ 1
= − 1

4(x+ 1)
+

1

4(x− 1)
+

1

2(x− 1)2
.
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Imenilac funkcije f smo razlo�ili na linearne faktore. Posmatrajmo
funkciju

g(x) =
x2

(x+ 1)(x− 1)2(x2 + x+ 1)(x2 + 1)2

kod koje to nije mogu�e. U tom sluqaju, umesto (11) pixemo

g(x) =
C1

x+ 1
+

C2

x− 1
+

C3

(x− 1)2
+
D1x+ E1

x2 + x+ 1
+
D2x+ E2

x2 + 1
+
D3x+ E3

(x2 + 1)2
,

i odatle tra�imo konstante Cj , Dj , Ej . ]

Zadatak 1. Izraqunati
n∑
k=1

(k − 1)2k

k(k + 1)
.

Uputstvo: u Zadatku 23 na str. 25 smo ve� videli sliqnu ideju, koja je u duhu
Teoreme 2. X

1.3. Eksponencijalne funkcije. Neka je a > 0. U Definiciji 26 na
str. 56 smo definisali broj ax za svako x ∈ R. Lako je videti da je ax > 0.
Funkciju

f : R→ (0,+∞), f(x) = ax (12)

sa domenom D(f) = R nazivamo eksponencijalnom funkcjom.

1.4. Trigonometrijske funkcije. U Definiciji 35 (str. 77) smo de-
finisali sinus i kosinus realnog broja. Funkcije

x 7→ sinx, x 7→ cosx (13)

imaju domene D(sin) = D(cos) = R. Fukcije

tg x =
sinx

cosx
, secx =

1

cosx
(14)

se nazivaju tangensom i sekansom i imaju domen D(tg ) = D(sec) = R\{π2 +kπ |
k ∈ Z}. Funkcije

cotg x =
cosx

sinx
, cosecx =

1

sinx
(15)

se nazivaju kotangensom i kosekansom i imaju domen D(cotg ) = D(cosec ) =
R \ {kπ | k ∈ Z}.

1.5. Inverzne funkcije. Da bi funkcija f : X → Y imala inverznu
funkciju f−1 : f(Y )→ X, neophodno je da bude 1{1.

1.5.1. Korene funkcije. U Definiciji 25 na str. 56 smo definisali n{ti
koren pozitivnog broja. Stepena funkcija f : R → R, f(x) = xn je 1− 1 ako
i samo ako je n neparan broj.

Neka je n = 2k + 1. U tom sluqaju, definisana je inverzna funkcija

f : R→ R, f−1 = 2k+1
√
x,

gde je 2k+1
√
x := − 2k+1

√
−x za x < 0 i 2k+1

√
0 = 0. Ovu funkciju nazivamo

korenom funkcijom. �en domen je D(f−1) = R.
Neka je n = 2k. Tada je restrikcija funkcije f na [0,+∞) 1{1, pa ima

inverznu funkciju. Primetimo da je i restrikcija funkcije f na inter-
val (−∞, 0] tako�e 1{1, pa i ona ima inverznu funkciju. Ove dve inverzne
funkcije nazivaju se dvema granama korene funkcije. Oznaqimo ih sa f−1

+ i
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f−1
− . Obe imaju isti domen D(f−1

+ ) = D(f−1
− ) = [0,+∞), ali razliqite oblasti

vrednosti:

f−1
+ : [0,+∞)→ [0,+∞), f−1

− : [0,+∞)→ (−∞, 0].

1.5.2. Logaritamske funkcije. Ako je a > 0 i a 6= 1 eksponencijalna
funkcija (12) je 1{1.

Zadatak 2. Dokazati da je f : R → (0,+∞) NA. (Uputstvo: ukoliko ne
uspete, saqekajte dok stignete do 111. strane) X

Inverznu funkciju f−1 : (0,+∞) → R nazivamo logaritamskom funkci-
jom i oznaqavamo sa loga x. U sluqaju a = e (broj e je definisan na str. 26)
pixemo lnx ili log x umesto loge x.

2 Iz ove definicije i iz Tvr�e�a 3 na
str. 57 sledi da logaritamska funkcija ima slede�a svojstva:

loga(xy) = loga x+ loga y, loga x
y = y loga x, loga x logb a = logb x

(a > 1 ∧ y < x) ⇒ loga y < loga x, (0 < a < 1 ∧ y < x) ⇒ loga x > loga y.

Zadatak 3. Dokazati da je log10 2 iracionalan broj. Da li je broj log10 3
racionalan ili iracionalan? X

1.5.3. Inverzne trigonometrijske funkcije. Kao i u sluqaju stepenih fu-
nkcija sa parnim stepenom, trigonometrijske funkcije nisu 1{1, ali �ihove
restrikcije na pojedine intervale jesu, pa mo�emo da izdvojimo vixe grana
inverznih trigonometrijskih funkcija. Po dogovoru, glavnim granama sma-
tramo one koje se dobijaju od restrikcije sinusa na interval

[
− π

2 ,
π
2

]
, kosinusa

na interval [0, π], tangensa na
(
− π

2 ,
π
2

)
, sekansa na

(
− π

2 ,
π
2

)
, kotangensa na (0, π)

i kosekansa na (0, π). Ove, glavne, grane nazivamo inverznim trigonometri-
jskim funkcijama, ili arkus (lat. arcus { lûk) funkcijama i oznaqavamo sa
arc ispred oznake za funkciju:

arcsin : [−1, 1]→
[
− π

2 ,
π
2

]
, arccos : [−1, 1]→ [0, π],

arctg : R→
(
− π

2 ,
π
2

)
, arcsec : {x ∈ R | |x| ≥ 1} →

(
− π

2 ,
π
2

)
,

arccotg : R→ (0, π), arccosec : {x ∈ R | |x| ≥ 1} → (0, π).

Zadatak 4. Dokazati opravdanost ovih definicija, tj. surjektivnost
restrikcija trigonometrijskih funkcija na intervale koji su u prethodnoj
definiciji domeni inverznih funkcija. (Uputstvo: kao za Zadatak 2) X

1.6. Klasa elementarnih funkcija. Elementarnim funkcijama nazi-
va�emo funkcije koje se mogu dobiti iz funkcija koje smo do sada razmatrali
u ovom paragrafu, operacijama sabira�a, mno�e�a, de	e�a i kompozicije.
Dajemo preciznu definiciju.

Definicija 1. Klasa elementarnih funkcija je najma�a klasa E real-
nih funkcija realne promen	ive koja ima svojstva

(e1) polinomske, korene, eksponencijalne, logaritamske, trigonometri-
jske i inverzne trigonometrijske funkcije pripadaju klasi E

(e2) f, g ∈ E ⇒ f + g, f · g, fg ∈ E (sa odgovaraju�im domenima)

(e3) za X,Y, Z ⊂ R i f : X → Y , g : Y → Z va�i f, g ∈ E ⇒ g ◦ f ∈ E .

2Napuxtamo xkolski obiqaj korix�e�a posebne oznake za logaritam sa osnovom 10.
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Primer 2. (Hiperboliqke funkcije) Funkcije

shx :=
1

2
(ex − e−x), chx :=

1

2
(ex + e−x)

(hiperboliqki sinus i kosinus) su elementarne funkcije, kao i hiperboliqki
tangens i kotangens

thx :=
shx

chx
, cthx :=

chx

shx
.

Hiperboliqki sinus je neparna, a hiperboliqki kosinus parna funkcija:

sh (−x) = −shx, ch (−x) = chx.

Ove funkcije zadovo	avaju identitet ch 2x− sh 2x = 1. ]

Zadatak 5. Dokazati da funkcija x 7→ shx bijektivno preslikava R na
R i da je �ena inverzna funkcija

arsh y = log(y +
√

1 + y2), y ∈ R,

a da funkcija x 7→ chx bijektivno preslikava svaki od intervala (−∞, 0],
[0,+∞) na [1,+∞), pa ima dve inverzne grane

arch−y = log(y −
√
y2 − 1), arch +y = log(y +

√
y2 − 1).

Dokazati da hiperboliqki tangens ima inverznu funkciju

arth y =
1

2
log

1 + y

1− y
, |y| < 1

a hiperboliqki kotangens

arcothy =
1

2
log

y + 1

y − 1
, |y| > 1.

X

2. Neprekidnost

2.1. Pojam neprekidnosti. Posmatrajmo funkciju

g : R \ {−2} → R, g(x) =
3x2 + 5x− 2

x+ 2
. (16)

Izraz na desnoj strani u (16) mo�emo da transformixemo:

3x2 + 5x− 2

x+ 2
=

(3x− 1)(x+ 2)

x+ 2
= 3x− 1

za x 6= −2. Posled�i izraz je definisan za svako x ∈ R, dok je izraz u (16)
definisan na skupu D(g) = R \ {−2}. Funkcija

g̃(x) = 3x− 1

zadovo	ava g(x) = g̃(x) za svako x ∈ R \ {−2}, pri qemu g nije definisana u
taqki −2, dok je g̃(−2) = −7. Funkcija

g̃(x) =

{
3x2+5x−2

x+2 , x 6= −2,

−7, x = −2.
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se razlikuje od funkcije

h(x) =

{
3x2+5x−2

x+2 , x 6= −2,

1, x = −2.

po svojstvu neprekidnosti u taqki −2, koje uvodimo slede�om definicijom.

Definicija 2. Funkcija f : D(f)→ R je neprekidna u taqki x0 ∈ D(f)
ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna u svakoj taqki domena, tj. ako
va�i

(∀ε > 0)(∀y ∈ D(f))(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (17)

Ka�emo da je funkcija prekidna u taqki x0 ako nije neprekidna u toj
taqki; u tom sluqaju taqku x0 nazivamo taqkom prekida funkcje f . ♦

Slika: prekid u taqki x0

Zadatak 6. Nacrtati grafike funkcija g̃ i h iz diskusije koja je prethod-
ila Definiciji 2. Dokazati da je funkcija g̃ neprekidna u taqki −2. Za
zadato ε > 0 na�i δ > 0 tako da va�i

|x− (−2)| < δ ⇒ |g̃(x)− g̃(−2)| < ε.

Dokazati da funkcija h nije neprekidna u taqki −2. X

2.2. Primeri. Ilustrova�emo pojam neprekidnosti primerima.

Primer 3. Konstantna funkcija f(x) ≡ c je neprekidna u svakoj ta-
qki svog domena. Zaista, poxto je f(x) − f(y) = c − c = 0, implikacija iz
Definicije 2 u ovom sluqaju glasi

(∀ε > 0)(∀y ∈ U)(∃δ > 0)(∀x ∈ U) |x− y| < δ ⇒ 0 < ε

i oqigledno je taqna. ]

Primer 4. Funkcija f(x) = |x| je neprekidna. Neka je ε > 0. Iz Leme 7,
4. na 49 sledi da je implikacija iz Definicije 2 taqna za δ = ε. ]

Primer 5. Funkcija signum (lat. signum { znak), definisana sa

sgnx =


1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

je prekidna u taqki 0 i neprekidna u svakoj taqki a ∈ R \ {0}. Zaista, neka
je ε = 1

2 . Tada za svako δ > 0 interval |x − 0| < δ sadrzi par a, −a za neko
a 6= 0. Iz |sgn a− sgn (−a)| = 2 > ε sledi da je 0 taqka prekida funkcije sgn .
Neprekidnost u ostalim taqkama sledi iz Primera 3. ]
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Primer 6. Funkcija f(x) = xn (za n ∈ N) je neprekidna na skupu R.
Zaista, neka je x0 ∈ R. Tada je xn − xn0 = (x − x0)(xn−1 + xn−2x0 + · · · +
xxn−2

0 + xn−1
0 ). Lako se vidi da postoji M > 0 takvo da za x ∈ (x0 − 1, x0 + 1)

va�i |xn−1 + xn−2x0 + · · · + xxn−2
0 + xn−1

0 | < M . Neka je ε > 0. Tada za
δ = min{εM−1, 1} va�i implikacija |x− x0| < δ ⇒ |xn − xn0 | < ε. ]

Primer 7. Funkcije x 7→ sinx i x 7→ cosx su neprekidne na skupu R.
Zaista,

| sinx− sin y| =
∣∣∣2 sin

x− y
2

cos
x+ y

2

∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣ sin x− y

2

∣∣∣ ≤ |x− y|,
gde posled�a nejednakost sledi iz Leme 18. Odatle sledi da za svako ε > 0,
svako δ ≤ ε ispu�ava uslove Definicije 2. Sliqno, iz

| cosx− cos y| =
∣∣∣− 2 sin

x− y
2

sin
x+ y

2

∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣ sin x− y

2

∣∣∣ ≤ |x− y|
sledi neprekidnost kosinusa. ]

Primer 8. Funkcija x 7→ ax (za a > 0) je neprekidna na skupu R.
Dokaza�emo to za a > 1, sluqaj a < 1 se dokazuje analogno, dok je sluqaj
a = 1 razmotren u Primeru 3.

Doka�imo prvo neprekidnost u nuli. Iz Tvr�e�a 3 na str. 57 sledi da
za x ∈ R, va�i

|x| < 1

n
⇒ −a− 1

n < ax < a
1
n . (18)

Neka je ε > 0. Iz Bernulijeve nejednakosti i Arhimedove aksiome lako sledi
da

(∃m ∈ N)n > m ⇒ (1 + ε)n > a.

Odatle, na osnovu Tvr�e�a 3 na str. 57 sledi a
1
n < (1 + ε), tj. a

1
n − 1 < ε.

Odatle lako sledi 1− a− 1
n < a−

1
n ε < ε. Zajedno sa (18) sada imamo

−ε < ax − 1 < ε,

odakle sledi da δ = 1
n zadovo	ava uslov Definicije 2. Time je dokazana

neprekidnost u nuli. Neprekidnost u proizvo	noj taqki x0 ∈ R lako sledi
iz ax − ax0 = ax0(ax−x0 − 1) i neprekidnosti u nuli. ]

Primer 9. Funkcija x 7→ loga x (za a > 0, a 6= 1) je neprekidna na (0,+∞).
Zaista, neka je x0 > 0 i ε > 0. Pretpostavimo da je a > 1, sluqaj a < 1 tretira
se sliqno. Tada je

x0a
−ε < x < x0a

ε ⇒ −ε < loga
x

x0
= loga x− loga x0 < ε,

pa za δ := min{x0 − x0a
−ε, x0a

ε − x0} = x0 − x0a
−ε va�i

|x− x0| < δ ⇒ | loga x− loga x0| < ε,

odakle sledi neprekidnost funkcije loga x u x0. Kasnije �emo dati jox jedan
dokaz neprekidnosti logaritamske funkcije (v. Teoremu 11 na str 116). ]

Zadatak 7. Dokazati da je funkcija f(x) = x−1 neprekidna na svom
domenu. Na�i najve�e δ > 0 za koje iz |x− 2| < δ sledi |f(x)− f(2)| < 0, 01. X
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Zadatak 8. Dokazati da je Hevsajdova3 funkcija

H(x) =

{
0, x ≤ 0

1, x > 0

prekidna u taqki x = 0 i neprekidna u svim ostalim taqkama. X

Zadatak 9. Ispitati neprekidnost funkcije f(x) = [x] (ceo deo realnog
broja). X

2.3. Jox neke definicije neprekidnosti. Imaju�i u vidu defini-
ciju otvorenog skupa datu na str. 53, dobijamo slede�u lemu kao jednostavnu
preformulaciju definicije neprekidnosti.

Lema 3. Funkcija f : D(f) → R je neprekidna u taqki x0 ∈ D(f) ako za
svaku otvorenu okolinu V taqke f(x0) postoji otvorena okolina U taqke x0

takva da va�i f(U ∩ D(f)) ⊂ V .

Zadatak 10. Dokazati da je svaka funkcija neprekidna u svakoj izolo-
vanoj taqki svog domena. X

Napomena 2. Prirodno se postav	a pita�e da li je pojam neprekidnosti
vezan isk	uqivo za realne funkcije realne promen	ive. Odmah vidimo da
implikacija

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε, (19)

a time i Definicija 2, ima smisla i za kompleksne funkcije kompleksne pro-
men	ive. Zaista, Definiciju 2 smatra�emo od sada i definicijom neprekid-
nosti kompleksne funkcije kompleksne promen	ive, bez potrebe da je pona-
v	amo. Imaju�i u vidu definiciju otvorenog skupa u C datu na str. 74,
pojam neprekidnosti kompleksnih funkcija kompleksne promen	ive mo�emo
da formulixemo i kao u Lemi 3.

Iz |Re z|2 ≤ |z|2 = |Re z|2 + |Im z|2, |Im z|2 ≤ |z|2 = |Re z|2 + |Im z|2 sledi da
va�i slede�a lema.

Lema 4. Kompleksna funkcija f : D(f) → C je neprekidna u taqki x0

ako i samo ako su neprekidne realne funkcije Re f, Im f : D(f) → R, gde je
(Re f)(x) = Re (f(x)), (Im f)(x) = Im (f(x)).

4 Dokaz sledi direktno iz

|Re f(x)− Re f(x0)|2 ≤ |f(x)− f(x0)|2
= |Re f(x)− Re f(x0)|2 + |Im f(x)− Im f(x0)|2

|Im f(x)− Im f(x0)|2 ≤ |f(x)− f(x0)|2
= |Re f(x)− Re f(x0)|2 + |Im f(x)− Im f(x0)|2

i definicije neprekidnosti implikacijom (19). 5

Posledica 5. Projekcije π1, π2 : C → R, π1(z) = Re z, π2z = Im z su
neprekidne u svakoj taqki.

4 Dokaz sledi primenom Leme 4 na neprekidnu funkciju f(z) = z. 5

3Hevsajd (Oliver Heavside, 1850{1925), engleski matematiqar
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Napomena 3. Implikacija (19) mo�e da se napixe u terminima pojma me-
trike (v. Definiciju 31 na str. 72), u vidu d(x, x0) < δ ⇒ d(f(x), f(x0)) < ε.
Dakle, jedina specifiqnost po	a kompleksnih brojeva koju smo koristili u
Definiciji 2 je postoja�e metrike u kompleksnoj ravni. Ovo opa�a�e �emo
kasnije iskoristiti za uopxte�e pojma neprekidnosti (v. Dodatak 1).

Napomena 4. Neka su f1 : D(f1)→ C i f2 : D(f2)→ C dve funkcije realne
ili kompleksne promen	ive i neka je x0 ∈ D(f1) ∩ D(f2). Pretpostavimo da
postoji otvorena okolina U taqke x0, takva da je f1(x) = f2(x) za svako x ∈ U .
Tada je, na osnovu Definicije 2, oqigledno da je funkcija f1 neprekidna u
taqki a ako i samo ako je funkcija f2 neprekidna u toj taqki. Drugim reqi-
ma, pojam neprekidnosti u taqki zavisi samo od ponaxa�a funkcije u nekoj
okolini te taqke. Zato ka�emo da je neprekidnost lokalno svojstvofunkcije.

Napomena 5. Imaju�i u vidu Napomenu 4, pri razmatra�u osobina fun-
kcije f : D(f) → C vezanih za neprekidnost u taqki x0 ∈ D(f) qesto �emo
se ograniqiti na posmatra�e �enog ponaxa�a u otvorenoj okolini te taqke.
Pri tome, taqka x0 mo�e da bude takva da nijedna �ena otvorena okolina nije
sadr�ana u D(f) (npr. taqka 0 ako je D(f) = [0, 1]). Zato uvodimo slede�i
pojam.

Definicija 3. Neka je A ⊂ R. Tada je skup V otvoren u skupu A, ako
postoji otvoren skup U ⊂ R takav da je V = U ∩ A. Ka�emo jox i da je V
relativno otvoren u odnosu na A. Kolekcija svih podskupova skupa A koji
su otvoreni u A naziva se relativnom topologijom skupa A.

Skup K je zatvoren u skupu A, ako postoji zatvoren skup L ⊂ R takav da
je K = L ∩A. Ka�emo jox i da je K relativno zatvoren u odnosu na A.

Na primer, interval [0, 1
2 ) je otvorena okolina taqke 0 ∈ [0, 1] u skupu

[0, 1]. Kada govorimo o otvorenim okolinama taqke domena funkcije D(f),
po pravilu �emo pod time podrazumevati skupove otvorene u skupu D(f), bez
posebnog naglaxava�a.

Lema 5. Kompleksna funkcija kompleksne promen	ive f : D(f) → C je
neprekidna ako i samo ako je za svaki otvoren skup V ⊂ C skup

f−1(V ) := {z ∈ D(f) | f(z) ∈ V }

otvoren u D(f).

4 Dokaz sledi iz Leme 3 i definicije otvorenog skupa. 5

Posledica 6. Kompleksna funkcija kompleksne promen	ive f : D(f) →
C je neprekidna ako i samo ako je za svaki zatvoren skup K ⊂ C skup

f−1(K) := {z ∈ D(f) | f(z) ∈ K}

zatvoren u D(f).

4 Dokaz sledi iz Leme 5, Leme 11 na str. 53 i svojstva f−1(A \B) = f−1(A) \
f−1(B). 5

Zadatak 11. Neka su
f, g : R→ C
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neprekidne funkcije, takve da je f(0) = g(0). Dokazati da je funkcija

h(x) =

{
f(x), x ≤ 0

g(x), x ≥ 0

neprekidna. X

2.4. Osobine neprekidnih funkcija. Iz svojstva neprekidnosti fu-
nkcije u taqki mo�emo da izvedemo neke zak	uqke o ponaxa�u funkcije u
okolini te taqke. Jedan od �ih je zak	uqak o ograniqenosti i lokalnoj sta-
bilnosti znaka funkcije koji izdvajamo u lemama 6 i 7. Pre toga, dajemo
slede�u definiciju.

Definicija 4. Funkcija f : D(f)→ C je ograniqena na skupu X ⊂ D(f)
ako postoji M ≥ 0 za koje va�i (∀x ∈ X) |f(x)| ≤M .

Iz |Re z|2 ≤ |z|2 = |Re z|2 + |Im z|2, |Im z|2 ≤ |z|2 = |Re z|2 + |Im z|2 sledi da
je kompleksna funkcija f : D(f)→ C ograniqena ako i samo ako su ograniqene
realne funkcije Re f, Im f : D(f)→ R.

Lema 6. Neka je funkcija f : D(f) → C neprekidna u taqki z0. Tada je
f ograniqena u nekoj otvorenoj okolini taqke z0.

4 Iz napomene posle Definicije 4 sledi da je dovo	no razmotriti sluqaj
realne funkcije. Neka je ε > 0. Iz definicije neprekidnosti sledi da za
neko δ > 0 va�i z ∈ (z0 − δ, z0 + δ) ⇒ f(z0) − ε < f(z) < f(z0) + ε, pa je
|f(z)| < M = |f(z0)|+ ε u okolini |z − z0| < δ taqke z0. 5

Lema 7. Neka je funkcija f : D(f)→ R neprekidna u taqki z0.

(a) Ako je f(z0) > 0, onda postoji otvorena okolina U taqke x0 takva
da je f(z) > 0 za sve z ∈ U .

(b) Ako je f(z0) < 0, onda postoji otvorena okolina U taqke z0 takva
da je f(z) < 0 za sve z ∈ U .

4 Neka je f(z0) > 0 i ε = 1
2f(z0). Tada iz definicije neprekidnosti sledi za

neko δ > 0 va�i

|z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < 1

2
f(z0).

Iz posled�e nejednakosti sledi f(z) > f(z0) − 1
2f(z0) > 0. Time je dokazano

(a), (b) se dokazuje na isti naqin. 5

Posledica 7. Ako kompleksna funkcija f : D(f)→ C neprekidna u taq-
ki z0 i ako je f(z0) 6= 0, onda postoji otvorena okolina U taqke z0 takva da
je f(z) 6= 0 za svako z ∈ U .

4 Ako je f(z0) 6= 0, onda je Re f(z0) 6= 0 ili Im f(z0) 6= 0. Pretpostavimo da je
Re f(z0) 6= 0. Tada, prema Lemi 7, postoji otvorena okolina U 3 z0 takva da
je Re f(z) 6= 0 za sve z ∈ U . Ali tada je i f(z) 6= 0 za z ∈ U . 5

Algebarske operacije (1) quvaju svojstvo neprekidnosti. Preciznije, va�i
slede�a teorema.

Teorema 3. Neka je Z ⊂ C i neka su funkcije f, g : Z → C neprekidne u
taqki z0 ∈ Z. Tada su neprekidne i funkcije f + g, f · g i, pod uslovom da je
g(z0) 6= 0, fg .
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4 Neka je ε > 0.
Poxto su f i g neprekidne funkcije, za neko δ > 0 va�i

|z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε

2
∧ |g(z)− g(z0)| < ε

2
.

Tada je |(f +g)(z)− (f +g)(z0)| ≤ |f(z)−f(z0)|+ |g(z)−g(z0)| < ε, odakle sledi
da je f + g neprekidna u z0.

Iz Leme 6 sledi da za neku okolinu U taqke z0 i neko M ≥ 0 va�i (∀z ∈
U) |f(z)| ≤M ∧ |g(z)| ≤M . Iz neprekidnosti funkcija f i g sledi da za neko
δ1 > 0 va�i

|z − z0| < δ1 ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε

2M
∧ |g(z)− g(z0)| < ε

2M
.

Tada je, za δ = min{δ0, δ1} i |z − z0| < δ,

|(f · g)(z)− (f · g)(z0)| = |f(z)g(z)− f(z)g(z0) + f(z)g(z0)− f(z0)g(z0)|
≤ |f(z)||g(z)− g(z0)|+ |f(z)− f(z0)||g(z0)|
≤M |f(z)− f(z0)|+M |g(z)− g(z0)|
< ε

2M + ε
2M = ε,

odakle sledi da je f · g neprekidna u z0.
Doka�imo na kraju da je, ako je g(z0) 6= 0, 1

g neprekidna, odakle �e, na

osnovu prethodno dokazanog, slediti da je f
g = f · 1

g neprekidna. Kao u dokazu

Leme 7, iz neprekidnosti funkcije g sledi za neko δ0 > 0 va�i

|z − z0| < δ0 ⇒ |g(z)− g(z0)| < 1

2
|g(z0)|,

tj. 1
2 |g(z0)| ≤ |g(x)| ≤ 3

2 |g(x0)|, a za neko δ1 > 0 va�i

|z − z0| < δ0 ⇒ |g(z)− g(z0)| < |g(z0)|2ε
2

.

Tada je, za δ = min{δ0, δ1} i |z − z0| < δ,∣∣∣ 1

g(z)
− 1

g(z0)

∣∣∣ =
∣∣∣g(z)− g(z0)

g(z)g(z0)

∣∣∣ ≤ |g(z)− g(z0|)
1
2 |g(z0)||g(z0)|

≤ ε,

tj. 1
g je neprekidna u z0. 5

Teorema 4. Neka su X,Y podskupovi kompleksne ravni C i

f : X → Y, g : Y → C

funkcije takve da je f neprekidna u taqki x0 ∈ X, a g neprekidna u taqki
y0 = f(x0). Tada je funkcija g ◦ f neprekidna u taqki x0.

4 Neka je ε > 0. Iz neprekidnosti funkcije g u y0 sledi da postoji δ1 > 0 sa
osobinom

|y − y0| < δ1 ⇒ |g(y)− g(y0)| < ε.

Poxto je funkcija f neprekidna u taqki x0 i f(x0) = y0, postoji δ > 0 sa
osobinom

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− y0| < δ1.

Iz ove dve implikacije sledi neprekidnost funkcije g ◦ f u x0. 5
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Zadatak 12. Neka je Z ⊂ C i neka su

f, g : Z ⇒ R

neprekidne funkcije. Dokazati da su funkcije

M(z) = max{f(z), g(z)} i m(z) = min{f(z), g(z)}

neprekidne. Uputstvo: funkcije

z 7→ |f(z)| i z 7→ |g(z)|

su neprekidne, kao kompozicije neprekidnih. Iskoristiti identitet

max{x, y} =
x+ y + |x− y|

2

i sliqan identitet za minimum. X

Teorema 5. Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na segmentu [a, b]
i neka va�i f(a) ·f(b) < 0. Tada postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f(c) = 0.

4 Iz f(a) · f(b) < 0 sledi da je vrednost funkcije na jednom kraju intervala
pozitivna, a na drugom negativna. Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost, da
je f(a) < 0, f(b) > 0. Podelimo interval [a, b] na dva dela taqkom a+b

2 . Ako

je f(a+b
2 ) = 0, taqka c = a+b

2 ispu�ava uslove teoreme. Pretpostavimo da

je f(a+b
2 ) 6= 0, tj, ne uma�uju�i opxtost, f(a+b

2 ) > 0. Oznaqimo a1 = a+b
2 ,

b1 = b. Na krajevima segmenta [a1, b1] funkcija f ima vrednosti razliqi-
tog znaga. Ponovimo sa segmentom [a1, b1] isti postupak: podelimo ga taqkom
a1+b1

2 na dva intervala i oznaqimo sa [a2, b2] onaj od ta dva intervala na qijim
krajevima funkcija f ima vrednosti suprotnog znaka. Produ�imo taj proces
da	e.

Dobijamo niz segmenata [an, bn], n ∈ N koji zadovo	avaju [an+1, bn+1] ⊂
[an, bn]. Poxto je du�ina segmenta [an, bn] jednaka 2−n(b− a), sledi da je

inf{bn | n ∈ N} − sup{an | n ∈ N} ≤ bn − an ≤ 2−n(b− a)

za svako n ∈ N, pa je inf{bn | n ∈ N} − sup{an | n ∈ N} = 0. Neka je

c := inf{bn | n ∈ N} = sup{an | n ∈ N}. (20)

Doka�imo da je f(c) = 0. Pretpostavimo suprotno, da je f(c) 6= 0, tj, ne uma-
�uju�i opxtost, da je f(c) > 0. Tada, po Lemi 7, postoji interval (c− δ, c+ δ)
na kome je funkcija f strogo pozitivna:

(∀x ∈ (c− δ, c+ δ)) f(x) > 0. (21)
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Me�utim, iz (20) sledi da (∃n) [an, bn] ⊂ (c − δ, c + δ), pa je (21) u kontradik-
ciji sa konstrukcijom intervala [an, bn] po kojoj funkcija f ima vrednosti
suprotnog znaka u taqkama an i bn. 5

Posledica 8. (Teorema o me�uvrednosti) Ako je funkcija f : [a, b]→
R neprekidna i f(a) = α, f(b) = β, onda za svaki broj γ koji je izme�u α i β
postoji c ∈ [a, b] takvo da je f(c) = γ.

4 Dokaz sledi primenom Teoreme 5 na funkciju g(x) = f(x)− γ. 5

Posledica 9. Neprekidna funkcija slika interval na interval.

4 Dokaz sledi iz Posledice 8 i Leme 2 na str. 21. 5

Primer 10. Preslikava�e

f : [0,+∞)→ [0,+∞), f(x) = xn

je neprekidno i 1 − 1, pa iz prethodne teoreme sledi da je ono bijekcija.
Primetimo da smo ovime dobili jox jedan dokaz Teoreme 22 sa 55. strane. ]

Zadatak 13. Rexiti na sliqan naqin Zadatke 2 i 4. X

Primer 11. Neka je funkcija f : R→ R ograniqena i neprekidna. Tada
f ima fiksnu (ili nepokretnu) taqku, tj. postoji c ∈ R takvo da je f(c) = c.
Zaista, f je ograniqena, pa (∃m,M ∈ R)(∀x ∈ R)m ≤ f(x) ≤M . Posmatrajmo
funkciju h(x) = f(x)− x; ona je neprekidna i va�i m− x ≤ h(x) ≤M − x za
svako x. Odatle sledi h(m − 1) ≥ 1 > 0, h(M + 1) ≤ −1 < 0, pa po Teoremi o
me�uvrednosti (∃c ∈ (m− 1,M + 1))h(c) = 0, tj. f(c) = c. ]

Zadatak 14. Neka je f : [0, 1] → [0, 1] neprekidna funkcija. Dokazati da
ona ima fiksnu taqku. Dati primer neprekidne funkcije g : (0, 1) → (0, 1)
koja nema fiksnu taqku. X

Pre formulacije slede�e teoreme potrebna nam je jedna definicija. Neka
je X proizvo	an skup (ne nu�no podskup u R ili C).

Definicija 5. Supremumom i infimumom funkcije f : X → R na skupu
A ⊂ X nazivamo veliqine

sup
x∈A

f := sup{f(x) | x ∈ A}, inf
x∈A

f := inf{f(x) | x ∈ A}.

Ukoliko za neko x0 ∈ A va�i f(x0) = sup
x∈A

f , broj f(x0) nazivamo maksimu-

mom funkcije f i oznaqavamo sa max
x∈A

f . U tom sluqaju ka�emo da funkcija

f dosti�e svoj maksimum na skupu A. Analogno se definixe i minimum
funkcije.

Zadatak 15. (a) Dokazati da za f, g : X → R i A ⊂ X va�i

max
x∈A

f = max{f(x) | x ∈ A}, min
x∈A

f = min{f(x) | x ∈ A},
sup
x∈A

(−f) = − inf
x∈A

f, inf
x∈A

(−f) = − sup
x∈A

f,

sup
x∈A

(f + g) ≤ sup
x∈A

f + sup
x∈A

g, inf
x∈A

(f + g) ≥ inf
x∈A

f + inf
x∈A

g,

f, g ≥ 0⇒ sup
x∈A

(f · g) ≤ sup
x∈A

(f) sup
x∈A

(g), inf
x∈A

(f · g) ≥ inf
x∈A

(f) inf
x∈A

(g)
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Pokazati primerom da prethodne nejednakosti mogu da budu i stroge (upore-
diti ovo sa Lemom 1 na str. 19).

(b) Ako je f : X1 ×X2 → R, A1 ⊂ X1, A2 ⊂ X2, dokazati da je

sup
(x1,x2)∈(A1×A2)

f(x1, x2) = sup
x1∈A1

( sup
x2∈A2

f(x1, x2)).

(v) Ako je f1 : X1 → R, f2 : X2 → R, A1 ⊂ X1, A2 ⊂ X2, dokazati da je
sup

(x1,x2)∈(A1×A2)

(f(x1) + f(x2)) = sup
x1∈A1

f(x1) + sup
x2∈A2

f(x2). X

Teorema 6. (Vajerxtrasova teorema) Neka je funkcija f : [a, b] → R
neprekidna na segmentu [a, b]. Tada je f ograniqena i dosti�e svoj minimum
i maksimum.

4 Iz Leme 6 sledi da za svaku taqku x ∈ [a, b] postoji okolina U(x) takva
da je f ograniqena na U(x). Skupovi U(x) pokrivaju [a, b]. Po Borel { Lebe-
govoj teoremi (str. 50) postoji konaqno potpokriva�e, tj. konaqan skup taqaka
x1, . . . , xn ∈ [a, b] takav da skupovi U(x1), . . . , U(xn) pokrivaju [a, b]. Poxto je
(∀x ∈ U(xk)) |f(x)| ≤Mk, sledi da je

(∀x ∈ [a, b]) |f(x)| ≤M := max{M1, . . . ,Mn},
xto znaqi da je funkcija f ograniqena.

Doka�imo da f dosti�e maksimum. Pretpostavimo suprotno { neka je
S = supx∈[a,b] f , ali f(x) < S za sve x ∈ [a, b]. Tada je funkcija g(x) := (S −
f(x))−1 dobro definisana i neprekidna (po Lemi 3). Prema upravo dokazanom
tvr�e�u, svaka neprekidna funkcija je ograniqena na [a, b]. Me�utim, po
definiciji supremuma, (∀n ∈ N)(∃x)S − f(x) < n−1, tj. g(x) > n, xto znaqi
da je g neograniqena. Ova kontradikcija pokazuje da za neko x0 ∈ [a, b] va�i
f(x0) = S, tj. f dosti�e maksimum. Analogno se dokazuje i da f dosti�e
minimum. 5

Primer 12. Funkcije

f : (−1, 1)→ R, f(x) = x, g : [−1, 1]→ R, g(x) =

{
x, |x| 6= 1

0, |x| = 1

su ograniqene i va�i

sup f(x) = sup g(x) = 1, inf f(x) = inf g(x) = −1,

ali ni jedna od �ih ne dosti�e ni maksimum ni minimum ni u jednoj taqki
domena. Primetimo da one ne ispu�avaju uslove Vajerxtrasove teoreme: fun-
kcija f zato xto joj domen nije zatvoren interval, a funkcija g zato xto nije
neprekidna na svom domenu (taqke prekida su ±1). ]

2.5. Ravnomerna neprekidnost. Iz Primera 6 na str. 105 sledi da je
funkcija f(x) = x2 neprekidna. Neka je ε = 1; na�imo δ tako da implikacija

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε (22)

iz definicije neprekidnosti va�i u taqki x0 = 0. U tom sluqaju, nejednakost
|f(x) − f(0)| < ε = 1 je ekvivalentna nejednakosti −1 < x2 < 1, koja je zado-
vo	ena za x ∈ (−1, 1), tj. za |x − 0| < 1. Zak	uqujemo da je implikacija (22)
taqna za δ = 1. Neka je sada x0 = 2. Lako se vidi da u ovoj taqki za δ = 1 koje
nam je u sluqaju taqke x0 = 0 obezbe�ivalo taqnost implikacije (22) u ovom
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sluqaju to ne qini: |x−2| < 1⇒ |x2−22| < 1 nije taqno, npr. za x = 5
2 . Znaqi,

za zadato ε > 0, izbor δ > 0 koje zadovo	ava implikaciju (22) zavisi od taqke
x0.

Sa druge strane, u Primeru 7 (str. 105) smo videli da za funkciju f(x) =
sinx mo�emo, za zadato ε > 0, da na�emo jedno δ > 0 tako da je implikacija (22)
taqna za svako x0. Funkcije kod kojih je mogu� ovakav, uniforman (tj. nezav-
isan od taqke x0) izbor δ nazivamo uniformno (ili ravnomerno) neprekidnim.
Precizirajmo to slede�om definicijom.

Definicija 6. Funkcija f : D(f)→ C se naziva uniformno (ili ravno-
merno) neprekidnom ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀y ∈ D(f))(∀x ∈ D(f)) |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (23)

Pojam ravnomerne neprekidnosti je jaqi od pojma neprekidnosti. Taqnije,
va�i slede�a lema.

Lema 8. Ravnomerno neprekidna funkcija je neprekidna.

4 Ako va�i implikacija (17) iz Definicije 2 (str. 104), onda va�i i imp-
likacija (23). 5

Primer 13. Funkcija f : R → R, f(x) = x2 je neprekidna, a nije rav-
nomerno neprekidna. Primetimo da to nismo dokazali u razmatra�ima pre
Definicije 6, gde smo pokazali samo da je za jedno δ implikacija (22) taqna za
x0 = 0, a nije za x0 = 2. Da bismo dokazali da f nije ravnomerno neprekidna,
potrebno je pokazati vixe od toga { potrebno je dokazati da va�i

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃y ∈ D(f))(∃x ∈ D(f)) |x− y| < δ ∧ |f(x)− f(y)| ≥ ε. (24)

Neka je ε = 1. Posmatrajmo brojeve xn =
√
n+ 1 i yn =

√
n. Tada je xn − yn =

1√
n+1+

√
n
. Jasno je da za svako δ > 0 postoje xn, yn takvi da je xn − yn < δ.

Me�utim, uvek va�i f(xn)− f(yn) = 1 ≥ ε. Time je dokazano (24). ]

Teorema 7. (Kantorova teorema) Ako je funkcija f : [a, b] → C nepre-
kidna na ograniqenom i zatvorenom intervalu [a, b], onda je ona i ravnomerno
neprekidna.

4 Neka je ε > 0. Iz definicije neprekidnosti sledi da za svako x ∈ [a, b]
postoji δx za koje va�i |x − y| < δx ⇒ |f(x) − f(y)| < 2−1ε. Neka je Ux =
(x − 2−1δx, x + 2−1δx) za svako x. Intervali Ux qine otvoreno pokriva�e
intervala [a, b]. Iz Borel { Lebegove teoreme (str. 50) sledi da postoji ko-
naqno potpokriva�e Ux1

, . . . , Uxn . Neka je δ = min{2−1δx1
, . . . , 2−1δxn}. Tada

va�i

(∀x)(∀y) |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (25)

Zaista, neka za x, y ∈ [a, b] va�i |x − y| < δ. Poxto intervali Ux1 , . . . , Uxn
pokrivaju [a, b], za svako x ∈ [a, b] postoji Uxk takvo da je x ∈ Uxk . Tada, iz

|xk − y| ≤ |xk − x|+ |x− y| < 2−1δxk + δ ≤ 2−1δxk + 2−1δxk = δxk

sledi da je |f(y)− f(xk)| < 2−1ε, pa je

|f(x)− f(y)| < |f(x)− f(xk)|+ |f(xk)− f(y)| < 2−1ε+ 2−1ε = ε,

odakle sledi (25), a time i ravnomerna neprekidnost funkcije f . 5
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Primer 13 pokazuje da se uslov ograniqenosti intervala [a, b] u Teoremi 7
ne mo�e ispustiti. Poka�imo da se ne mo�e ispustiti ni uslov zatvorenosti.

Primer 14. Funkcija f : (0, 1) → R, f(x) = x−1 je neprekidna, a nije
ravnomerno neprekidna. Zaista, neprekidnost sledi iz neprekidnosti fun-
kcije g(x) = x i Teoreme 3. Doka�imo da f nije uniformno neprekidna.
Neka je ε = 1 i δ > 0 proizvo	no. Tada postoji x ∈ (0, 2−1δ) takvo da je
x−1 ≥ 1 + 2δ−1. Neka je y = 2−1δ. Tada je |x− y| < δ i |f(x)− f(y)| ≥ ε. ]

Qitalac �e lako videti da smo u Primeru 14 zapravo izlo�ili dokaz
slede�e leme.

Lema 9. Ako je funkcija f : (a, b) → C neograniqena u svakoj okolini
taqke a, onda ona nije ravnomerno neprekidna.

Zadatak 16. Dokazati da su f(x) =
√
x i g(x) = sin x2

√
x

ravnomerno nepre-

kidne funkcije. Uputstvo za g: dokazati da za svako ε > 0 postoji M > 0 sa
osobinom da je |g(x)| < ε/2; na [0,M ] primeniti Kantorovu teoremu. X

2.6. Neprekidnost monotonih funkcija. Funkciju f : X → R nazi-
vamo rastu�om ako va�i

(∀x1, x2 ∈ X)x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2),

a opadaju�om ako va�i

(∀x1, x2 ∈ X)x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Ako va�i
(∀x1, x2 ∈ X)x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2),

funkciju f nazivamo strogo rastu�om, a ako va�i

(∀x1, x2 ∈ X)x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2),

nazivamo je strogo opadaju�om. Ponekad funkcije koje su rastu�e, ali ne
strogo rastu�e, zovemo neopadaju�im; dok za funkcije koje su opadaju�e, ali
ne strogo opadaju�e, koristimo i termin nerastu�e. Funkciju koja je rastu�a
ili opadaju�a na celom domenu nazivamo monotonom, xto je ekvivalentno
definiciji datoj na str. 36.

Teorema 8. Monotona funkcija ima najvixe prebrojivo mnogo taqaka
prekida.

4 Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost da je f rastu�a i x0 ∈ D(f). Posma-
trajmo skupove

A0 := {f(x) | x < x0} i B0 := {f(x) | x > x0}.
Poxto je f rastu�a funkcija, sledi da je skup A ograniqen odozgo, a skup B
odozdo brojem f(x0). Neka je a0 = supA0, b0 = inf B0. Tada, poxto je f rastu�a,
sledi

a0 ≤ f(x0) ≤ b0.
Ako je x0 taqka prekida, onda je bar jedna od prethodne dve nejednakosti stroga.
Zaista, ako je a0 = f(x0) = b0 onda, po definiciji supremuma i infimuma, za
svako ε > 0 postoje brojevi α, β ∈ D(f) takvi da je α < x0 < β i

f(α)− ε

2
< a0 = f(x0) = b0 < f(β) +

ε

2
.
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Iz posled�e nejednakosti, na osnovu monotonosti funkcije, sledi

(∀x ∈ (α, β)) |f(x)− f(x0)| < ε,

xto je u suprotnosti sa prekidnox�u funkcije f u x0.
Ovime smo dokazali da za svaku taqku prekida x0 postoji interval (a0, b0)

takav da je

f(D(f)) ∩ (a0, b0) = {f(x0)} ili f(D(f)) ∩ (a0, b0) = ∅. (26)

Pri tome razliqitim taqkama prekida odgovaraju razliqiti intervali. Za-
ista, neka je x1 taqka prekida razliqita od x0, npr. x1 < x0, i neka je (a1, b1)
�oj pridru�en interval, na isti naqin na koji je (a0, b0) pridru�en taqki
x0. Neka su t, s ∈ D(f) takvi da va�i x1 < t < s < x0. Tada iz monotonosti
funkcije f sledi f(t) ≤ f(s), pa je

b1 := inf{f(x) | x > x1} ≤ sup{f(x) | x < x0} = a0,

pa je (a0, b0)∩ (a1, b1) = ∅. Poxto u svakom intervalu postoji racionalan broj,
zak	uqak teoreme sledi iz prebrojivosti skupa Q. 5

Teorema 9. Monotona funkcija f : (a, b) → R je neprekidna ako i samo
ako je f((a, b)) interval.

4 Ako je f neprekidna onda je f((a, b)) interval na osnovu Posledice 9 na
str. 111. Obrnuto, ako je f monotona, onda svakoj taqki prekida odgovara
interval (a0, b0) takav da va�i (26), xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
da f slika interval na interval. 5

Posledica 10. Ako strogo monotona funkcija f : (a, b) → R slika in-
terval (a, b) na interval (α, β), onda su i f i f−1 neprekidne funkcije.

4 Dokaz sledi iz Teoreme 9, jer f−1 slika (α, β) na (a, b). 5

Iz prethodne Posledice i Posledice 9 na str. 111 dobijamo slede�u po-
sledicu.

Posledica 11. Ako je strogo monotona funkcija f : (a, b) → R nepre-
kidna, onda je i f−1 neprekidna funkcija.

Teorema 10. Neka je f : [a, b] → R neprekidna. Tada je f injektivna ako
i samo ako je strogo monotona.

4 Jedan smer je oqigledan (i va�i i bez pretpostavke o neprekidnosti):
strogo monotona funkcija je injektivna. Pretpostavimo da je f injektivna
i neprekidna, a da nije strogo monotona. Tada postoje taqke x1, x2, x3 ∈ [a, b]
takve da je x1 < x2 < x3, ali da f(x2) nije izme�u f(x1) i f(x3). Pret-
postavimo, ne uma�uju�i opxtost da je f(x1) izme�u f(x2) i f(x3). Primenom
Teoreme 5 na interval [x2, x3] zak	uqujemo da postoji taqka c ∈ (x2, x3) takva
da je f(c) = f(x1). Me�utim, iz x1 < x2 i c ∈ (x2, x3) sledi x1 6= c, xto je u
suprotnosti sa pretpostavkom o injektivnosti funkcije f . 5
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2.7. Neprekidnost elementarnih funkcija. Sada mo�emo da doka-
�emo slede�u teoremu.

Teorema 11. Elementarne funkcije su neprekidne.

4 Neprekidnost funkcija xn, sinx, cosx, ax smo dokazali u Paragrafu 2.2.
Iz Teoreme 9 sledi da one slikaju interval (na kome su 1{1) na interval.
Neprekidnost �ima inverznih funkcija arcsinx, arccosx, loga x sada sledi iz
Teoreme 10. Odatle, na osnovu Teoreme 3 i Defincije 1 sledi neprekidnost
elementarnih funkcija. 5

Primer 15. Funkcija f(x) =
3
√
x+cos(logx2+2(x6+6x))

x4+4x je neprekidna na R. ]

2.8. Poluneprekidnost. Suxtina koncepta neprekidnosti je u tome da
se vrednost neprekidne funkcije ne me�a mnogo pri maloj promeni promen	ive.
Nexto opxtiji koncept je koncept poluneprekidnosti odozgo, koji opisuje
funkcije qija se vrednost ne pove�ava mnogo pri maloj promeni promen	ive.
Sliqno se definixe i pojam funkcije koja je poluneprekidna odozdo, kao
funkcije qija se vrednost ne sma�uje mnogo pri maloj promeni promen	ive.
Precizna definicija je slede�a.

Definicija 7. Funkcija f : D → R je poluneprekidna odozgo u taqki
x0 ∈ D ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D) |x− x0| < δ ⇒ f(x) < f(x0) + ε.

Sliqno, funkcija f je poluneprekidna odozdo ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D) |x− x0| < δ ⇒ f(x0)− ε < f(x).

Funkcija je poluneprekidna odozgo (ili odozdo) ako je takva u svakoj taqki
domena.

Primetimo da prethodna definicija ima smisla samo za funkcije sa vred-
nostima u R (jer se podrazumeva poredak u skupu vrednosti), dok domen D
mo�e da bude podskup u R ili C.

Zadatak 17. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
1 + x2, x ≥ 0

−x2, x < 0

poluneprekidna odozgo, a da nije poluneprekidna odozdo u taqki x = 0. X

Zadatak 18. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
x2, x 6= 0

1, x = 0

poluneprekidna odozgo. Da li je ona i poluneprekidna odozdo? X

3. Graniqna vrednost

3.1. Taqke prekida. Posmatrajmo funkcije f, g : R \ {1} → R

f(x) =

{
x+ 1, x > 1

x− 1, x < 1
i g(x) =

x2 − 1

x− 1
.
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Posle faktorizacije brojioca i skra�iva�a, dobijamo da je g(x) = x+ 1 tamo
gde je g definisana, tj. na skupu R \ {1}. Ako dodefinixemo funkciju g za
x = 1, tj. definixemo funkciju

g̃(x) =

{
g(x), x 6= 1

2, x = 1,

dobijamo funkciju g̃ : R→ R koja je neprekidna u taqki x = 1. Primetimo da
to ne mo�emo da uradimo sa funkcijom f . Razlog je u tome xto se funkcija f ,
za razliku od funkcije g, razliqito ponaxa na granici svog domena, tj. u ta-
qki x = 1, sa leve i desne strane, dok funkcija f ima jednu, dobro definisanu
graniqnu vrednost u toj taqki. Pristupimo strogoj definiciji ovog pojma.

3.2. Limesi. Pojam graniqne vrednosti, ili limesa funkcije f defi-
nixe se za taqke nagomilava�a �enog domena D(f) (v. Definiciju 22 na
str. 51). Va�no je imati na umu da ovaj pojam ne zavisi od vrednosti funkcije
u toj taqki, niti od toga da li je funkcija u toj taqki uopxte definisana.

Definicija 8. Neka je x0 taqka nagomilava�a domena D(f) funkcije
funkcije f : D(f)→ R. Broj y0 je graniqna vrednost funkcije f u taqki x0

ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D(f)) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− y0| < ε.

U tom sluqaju pixemo y0 = lim
x→x0

f(x) ili ,,f(x)→ y0 kad x→ x0".

Zadatak 19. Neka je

f(x) =

{
x2+6x+5
x+5 , x 6= −5√
2, x = −5

i

L = lim
x→−5

f(x).

(a) Na�i L.
(b) Na�i δ > 0 tako da va�i

0 < |x+ 5| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

za ε = 0, 03 i L na�eno u (a).
(v) Da li postoji δ > 0 tako da va�i

|x+ 5| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

za ε = 0, 03 i L na�eno u (a)? X

Iz Definicije 23 na str. 53 vidimo da pojam limesa mo�emo da formu-
lixemo u terminima otvorenih skupova.

Lema 10. Neka je x0 taqka nagomilava�a domena D(f) funkcije funkcije
f : D(f) → R. Broj y0 je graniqna vrednost funkcije f u taqki x0 ako za
svaku otvorenu okolinu V taqke y0 postoji otvorena okolina U taqke x0

takva da je f((U \ {x0}) ∩ D(f)) ⊂ V .

Lema 11. Limes funkcije u taqki x0 je jedinstven.
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4 Neka y′0 i y′′0 zadovo	avaju uslove Defincije 8, tj. y′0 = lim
x→x0

f(x) i y′′0 =

lim
x→x0

f(x). Tada za svako ε > 0 postoji x kao u Definciji 8, pa je

|y′0 − y′′0 | = |y′0 − f(x) + f(x)− y′′0 | ≤ |y′0 − f(x)|+ |f(x)− y′′0 | ≤ 2ε

za svako ε > 0. Odakle sledi y′0 = y′′0 . 5

Primetimo da su Definicija 8 i Lema 10 sliqne Definiciji 2 i Lemi 3.
Jedina razlika sastoji se u zahtevu 0 < |x− x0| u Definiciji 8. Kao xto smo
rekli na poqetku, on je vezan sa qi�enicom da pojam graniqne vrednosti u
taqki ne zavisi od vrednosti funkcije u toj taqki. Ilustrujmo to slede�im
primerom.

Primer 16. Funkcija

h(x) =

{
x+ 1, x 6= 0

2, x = 0,

ima graniqnu vrednost u taqki x0 = 0 i va�i lim
x→0

h(x) = 1, ali nije neprekidna

u nuli. Primetimo da je h(0) 6= lim
x→0

h(x). ]

Prethodnim primerom motivisali smo slede�u teoremu.

Teorema 12. Funkcija f : D(f)→ R je neprekidna u taqki x0 ∈ D(f) ako
i samo ako je lim

x→x0

f(x) = f(x0).

4 Dokaz sledi direktno iz Definicije 8 i Definicije 2. 5

Zadatak 20. Dokazati da je neprekidna funkcija f : (a, b) → C na ogra-
niqenom intervalu (a, b) ravnomerno neprekidna ako i samo ako ima limese u
taqkama a i b. X

Primer 17. Rimanova4 funkcija

R(x) =

{
1
n x ∈ Q \ {0}, x = m

n , m, n uzajamno prosti

0 x /∈ Q ili x = 0

je neprekidna u svakoj iracionalnoj taqki i u nuli, a prekidna u svakoj
racionalnoj taqki sem nule.

Zaista, u x0 ∈ Q je f(x0) > 0. Poxto funkcija f nije strogo pozitivna
ni u jednoj okolini taqke x0, iz Leme 7 na str. 108 sledi da je ona prekidna
u toj taqki.

Neka je x0 iracionalan broj. Za proizvo	no k ∈ N u proizvo	nom inter-
valu (x0 − ε, x0 + ε) postoji samo konaqno mnogo taqaka m

n takvih da je n < k,

pa postoji okolina (x0 − δ, x0 + δ) takva da je (∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)R(x) < 1
k .

Odatle sledi da je lim
x→x0

R(x) = 0. ]

Napomena 6. Kao xto smo u Napomeni 2 pojam neprekidnosti proxirili
i na funkcije f : D(f)→ C, sa D(f) ⊂ C, mo�emo da proxirimo i pojam gra-
niqne vrednosti. Zaista, i taj pojam je potpuno definisan samo u terminima
rastoja�a kao i pojam neprekidnosti (v. Napomenu 3). Lema 11 i Teorema 12
va�e i u ovom u sluqaju, sa neprome�enim dokazima.

4Riman (Berhnard Riemann, 1826{1866), nemaqki matematiqar
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Napomena 7. Egzistencija limesa (i �egova vrednost) u taqki x0 je lo-
kalno svojstvo, tj. zavisi samo od vrednosti funkcije u nekoj okolini taqke
x0 (v. Napomenu 4).

Na sliqan naqin kao i Lema 4 dokazuje se i slede�a Lema.

Lema 12. Neka je f : D(f)→ C kompleksna funkcija. Tada je

lim
x→x0

f(x) = z0 ⇔ lim
x→x0

Re f(x) = Re z0 ∧ lim
x→x0

Im f(x) = Im z0.

Qesto se koristi i slede�a jednostavna posledica definicije limesa.

Lema 13. lim
z→z0

f(z) = 0 ako i samo ako lim
z→z0

|f(z)| = 0.

4 Dokaz sledi direktno iz definicije graniqne vrednosti. 5

3.3. Beskonaqni limesi i limesi u beskonaqnosti. Neka je x0 taqka
nagomilava�a skupa D(f). Tada

lim
x→x0

f(x) = −∞ ⇔ (∀m < 0)(∃δ > 0) 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) < m,

lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇔ (∀M > 0)(∃δ > 0) 0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > M,

definixe beskonaqne limese, a

lim
x→−∞

f(x) = y0 ⇔ (∀ε > 0)(∃m < 0)x < m⇒ |f(x)− y0| < ε,

lim
x→+∞

f(x) = y0 ⇔ (∀ε > 0)(∃M > 0)x > M ⇒ |f(x)− y0| < ε

limese u beskonaqnosti. Kombinacijom ove dve definicije dobijamo defini-
cije beskonaqnih limesa u beskonaqnosti, npr.

lim
x→−∞

f(x) = +∞ ⇔ (∀M > 0)(∃m < 0)x < m⇒ f(x) > M.

Napomena 8. Imaju�i u vidu definiciju otvorenih okolina u R (De-
finicija 24 na str. 53) pojmove beskonaqnih limesa i limesa u beskonaqno-
sti mo�emo da formulixemo na isti naqin kao u Lemi 10. Osobine limesa
date u Lemama 11, 12 i 13 lako se prenose na limese u beskonaqnosti i be-
skonaqne limese (imaju�i u vidu pravila za raquna�e u R sa str. 21). Taqne
formulacije i modifikacije dokaza prepuxtamo qitaocu.

Primer 18. lim
x→+∞

(xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0) = +∞.

Zaista, xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 = xn(1+an−1x

−1+· · ·+a1x
−(n−1)+a0x

−n).
Lako je videti da je limes izraza u zagradi jednak 1 (jer je limes svakog
sabirka u zagradi, sem prvog, jednak nuli), dok je lim

x→+∞
xn = +∞. ]

Zadatak 21. Izraqunati lim
x→+∞

anx
n+an−1x

n−1+···+a1x+a0
bmxm+bm−1xm−1+···+b1x+b0

. X

Zadatak 22. Da li Tvr�e�e Zadatka 20 na str. 118 va�i ako je interval
(a, b) neograniqen, tj. ako je a = −∞ ili b = +∞? X

Va�an specijalni sluqaj limesa u beskonaqnosti je pojam konvergencije,
koji se odnosi na funkcije definisane na skupu N, tj. nizove. �ega �emo da
razmotrimo deta	nije u Glavi 4.



120 2. FUNKCIJE REALNE I KOMPLEKSNE PROMEN�IVE

3.4. Otklo�ivi i neotklo�ivi prekidi. Funkcija u Primeru 16
ima graniqnu vrednost u taqki prekida x = 0. Ukoliko promenimo vrednost
funkcije u toj taqki, tj. ako definixemo funkciju

h̃(x) =

{
h(x), x 6= 0

1, x = 0,

dobijamo neprekidnu funkciju. To ne mo�emo da uradimo sa funkcijama

f(x) =

{
x+ 1, x > 0

x− 1, x ≤ 0
i g(x) =

{
1
x , x > 0

x− 1, x ≤ 0.

Sistematizujmo ova opa�a�a slede�im definicijama.

Definicija 9. Broj y0 je desni limes funkcije f u taqki x0 ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)x0 < x < x0 + δ ⇒ |f(x)− y0| < ε.

Broj y je levi limes funkcije f u taqki x0 ako va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− y0| < ε.

Desni limes oznaqavamo sa lim
x→x0+0

f(x) ili f(x0 + 0), a levi sa lim
x→x0−0

f(x)

ili f(x0 − 0).

Zadatak 23. Izraqunati lim
x→1−0

e
2

x−1 . X

Oqigledno va�i slede�a lema.

Lema 14. Funkcija ima limes u taqki x0 ako i samo ako ima levi i
desni limes i ovi limesi su jednaki:

(∃ lim
x→x0

f(x)) ⇔
(
(∃ lim

x→x0−0
f(x))∧(∃ lim

x→x0+0
f(x))∧ lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0−0
f(x)

)
.

Definicija 10. Funkcija f je neprekidna sa leve strane u taqki x0

domena ako je �en levi limes u taqki x0 jednak f(x0). Sliqno, funkcija f je
neprekidna sa desne strane u taqki x0 domena ako je �en desni limes u taqki
x0 jednak f(x0).

Zadatak 24. Dokazati da je funkcija

f(x) =


1, x > 0

2, x < 0

3, x = 0

poluneprekidna odozgo u taqki 0 (videti Definiciju 7 na str. 116), ali da
nije neprekidna ni sa leve ni sa desne strane u toj taqki. X

Definicija 11. Neka je x0 ∈ D(f) taqka prekida funkcija f . Ka�emo da
f ima otkloǌiv prekid u taqki x0 ∈ D(f) ako je lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0+0
f(x) (tj.

ako postoji lim
x→x0

f(x)), u suprotnom prekid nazivamo neotkloǌivim. Neotklo-

�iv prekid zovemo prekidom prve vrste ako postoje lim
x→x0−0

f(x) i lim
x→x0+0

f(x),

ali je lim
x→x0−0

f(x) 6= lim
x→x0+0

f(x), a prekidom druge vrste ako bar jedan od

limesa lim
x→x0−0

f(x), lim
x→x0+0

f(x) ne postoji.
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Funkcije f , g i h iz prethodnih razmatra�a su prekidne u 0. U toj taqki
funkcija f neotklo�iv prekid prve, funkcija g druge vrste, a funkcija h
ima otklo�iv prekid, jer je f(0− 0) = −1 6= 1 = f(0 + 0), g(0 + 0) ne postoji i
lim
x→0

h(x) = 1.

Zadatak 25. Za svaku od funkcija na slici

odrediti vrstu prekida u taqki x0. X

Zadatak 26. Odrediti taqke i vrste prekida funkcije

f(x) =


1

1−ex/(1−x) , x /∈ {0, 1}
0, x = 0

1, x = 1.

X

Lema 15. Neka je f rastu�a funkcija. Tada je

lim
x→x0−0

f(x) = sup{f(x) | x < x0}, lim
x→x0+0

f(x) = inf{f(x) | x > x0}.

4 U dokazu Teoreme 8 smo dokazali da sup{f(x) | x < x0} i inf{f(x) | x > x0}
postoje. Neka je s = sup{f(x) | x < x0} i ε > 0. Po definiciji supremuma, za
neko x1 < x0 va�i f(x1) > s − ε, tj. s − f(x1) < ε. Zbog monotonosti odatle
sledi s− f(x) < ε za svako x ∈ (x1, x0), tj. f(x0 − 0) = s. Sliqno se dokazuje i
druga jednakost. 5

Posledica 12. Monotona funkcija ima samo prekide prve vrste.

Definicija 12. Neka je X ⊂ C. Modulom neprekidnosti funkcije f :
X → C naziva se funkcija

ωf (δ) := sup{|f(z1)− f(z2)| | z1, z2 ∈ X, |z1 − z2| < δ}.

Zadatak 27. Dokazati da su moduli neprekidnosti funkcija

f : R→ R, f(x) = x, i g : R→ R, g(x) = sinx2

ωf (δ) = δ i ωg(δ) = 2. X

Zadatak 28. Dokazati:
(a) Modul neprekidnosti je neopadaju�a nenegativna funkcija, defin-

isana za δ > 0.
(b) (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z1, z2 ∈ X) |z1−z2| < δ ⇒ |f(z1)−f(z2)| < ωf (0+0)+ε.
(v) Ako je X interval u R ili disk u C, onda je

ωf (δ1 + δ2) ≤ ωf (δ1) + ωf (δ2).

(g) f je ravnomerno neprekidna ako i samo ako je ωf (0 + 0) = 0. X
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Primer 19. U Primeru 15 na str. 26 smo definisali broj e kao

e := sup
{(

1 +
1

n

)n ∣∣∣ n ∈ N
}
.

Razvija�em po binomnoj formuli i uprox�ava�em binomnih koeficijenata
kao u (22) na str. 26 dobijamo(

1 + 1
n

)n
=

n∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

))
≤

n∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n+1

))
≤
n+1∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n+1

))
=
(

1 + 1
n+1

)n+1

.

Time je dokazano da je funkcija f(x) = (1 + 1
[x] )

[x] rastu�a, odakle, na osnovu

Leme 15 sledi da je

e = lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x]

,

gde je [x] ceo deo realnog broja x (v. str. 40). ]

3.5. Osobine limesa. Sada �emo dokazati neka svojstva graniqne vred-
nosti vezana za algebarske operacije i relaciju poretka u R. Ona va�e i za
leve i desne limese, ali �emo ih, radi jednostavnosti, formulisati samo za
limese.

Teorema 13. Neka je z0 taqka nagomilava�a skupa Z ⊂ C, f, g : Z → C i

lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B

Tada va�i

lim
z→z0

(f + g)(z) = A+B, lim
z→z0

(f · g)(z) = A ·B

i, ako je B 6= 0 i g(z) 6= 0 na Z,

lim
z→z0

f

g
(z) =

A

B
.

4 Dokaz je analogan dokazu Teoreme 3 (ili sledi iz �e imaju�i u vidu Teo-
remu 12). 5

Slede�a teorema opisuje osobine limesa vezane za relaciju poretka u R.

Teorema 14. Neka je z0 taqka nagomilava�a skupa Z ⊂ C.
1. Neka su f, g : Z → R dve funkcije takve da je

lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B

i A < B. Tada postoji okolina U taqke z0 takva da je f(z) < g(z) za sve
z ∈ U ∩ Z \ {z0}.

2. Neka su f, g : Z → R dve funkcije takve da je f < g i

lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B.

Tada je A ≤ B.
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3. Neka su f, g : Z → R dve funkcije takve da je f ≤ g i
lim
z→z0

f(x) = A, lim
z→z0

g(z) = B.

Tada je A ≤ B.
4. (Teorema o tri limesa) Neka su f, g, h : Z → R tri funkcije takve

da je h ≤ f ≤ g i
lim
z→z0

h(z) = C = lim
z→z0

g(z).

Tada je lim
z→z0

f(z) = C.

4 Tvr�e�a 2. i 3. slede iz 1. Ostaje da doka�emo 1. i 4. Neka je ε = B−A
2 .

Po definiciji limesa, postoji okolina U taqke z0 takva da je |f(z) − A| < ε
i |g(z)−B| < ε za svako z ∈ U ∩ Z \ {z0}. Tada je

f(z) < ε+A =
B −A

2
+A =

B +A

2
= B − B −A

2
= B − ε < g(z)

za svako z ∈ U ∩ Z \ {z0}. Time je dokazano 1.
Naka su f , g i h kao u 4. i ε > 0. Tada postoji δ > 0 takvo da ako je

0 < |z − z0| < δ va�i

C − ε < h(z) < C + ε, C − ε < g(z) < C + ε.

Poxto je h ≤ f ≤ g odatle sledi C − ε < f(z) < C + ε, xto dokazuje 4. 5

Sada �emo dokazati Teoremu o smeni promen	ive u limesu. Formulisa-
�emo je prvo u jednostavnijem obliku, u Lemi 16, a zatim u potpunom obliku
u Teoremi 15.

Definicija 13. Bijekcija f : X → Y naziva se homeomorfizmom ako su
f i f−1 : Y → X neprekidna preslikava�a.

Lema 16. Neka funkcija f : (a, b) → C ima graniqnu vrednost u taqki
x0 ∈ [a, b], i neka je ϕ : [α, β]→ [a, b] homeomorfizam. Tada je

lim
x→x0

f(x) = lim
t→ϕ−1(x0)

f ◦ ϕ(t).

4 Neka je ϕ−1(x0) = t0, lim
x→x0

f(x) = y0 i ε > 0. Tada postoji δ0 > 0 za koje

va�i
0 < |x− x0| < δ0 ⇒ |f(x)− y0| < ε. (27)

Iz neprekidnosti i bijektivnosti funkcije ϕ sledi da postoji δ > 0 takvo
da va�i

0 < |t− t0| < δ ⇒ 0 < |ϕ(t)− ϕ(t0)| < δ0. (28)

Iz (27) i (28) sledi 0 < |t− t0| < δ ⇒ |f ◦ ϕ(t)− y0| < ε. 5

Teorema 15. (Teorema o smeni promenǉive u limesu) Neka su f :
Y → C i ϕ : X → Y funkcije definisane na skupovima X,Y ⊂ C i z0 taqka
nagomilava�a skupa Y i ζ0 taqka nagomilava�a skupa X. Pretpostavimo
da postoji lim

z→z0
f(z).

Ako za svaku otvorenu okolinu V taqke z0 postoji otvorena okolina U
taqke ζ0 takva da je ϕ(U \ {ζ0}) ⊂ V \ {z0}, onda funkcija f ◦ ϕ ima limes u
taqki ζ0 i va�i lim

z→z0
f(z) = lim

ζ→ζ0
f ◦ ϕ(ζ).

4 Dokaz je u suxtini isti kao dokaz Leme 16. 5
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Primer 20. Doka�imo da je

lim
x→0

sinx

x
= 1.

U Lemi 18 na str. 84 smo dokazali da za 0 ≤ x ≤ π
2 va�i sinx ≤ x ≤ tg x,

odakle sledi cosx ≤ sin x
x ≤ 1. Na osnovu Teoreme o tri limesa odatle sledi

sin x
x → 1 kad x → 0 + 0. Smenom t = −x i primenom Teoreme o smeni promen-

	ive dobijamo lim
x→0−0

sin x
x = lim

t→0+0

sin(−t)
−t = lim

t→0+0

sin t
t = 1. ]

Zadatak 29. Izraqunati

lim
x→a

sinx− sin a

x− a
.

X

Zadatak 30. Ispitati neprekidnost funkcije

f(x) =

{
sin x
|x| , x 6= 0

1, x = 0

u nuli. X

Primer 21. Doka�imo da je

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (29)

Oznaqimo sa ϕ(x) = [x] funkciju ceo deo, uvedenu na str. 40. Iz nejednakosti
[x] ≤ x < [x] + 1 sledi(

1 +
1

[x] + 1

)[x]

<
(

1 +
1

x

)x
<
(

1 +
1

[x]

)[x]+1

.

Iz Teoreme o tri limesa i Primera 19 sledi lim
x→+∞

f ◦ϕ(x) = lim
x→+∞

g◦ϕ(x) = e,

odakle sledi (29). ]

Zadatak 31. Dokazati da je

lim
x→+∞

(
1− 1

x

)x
= e.

Uputstvo: Primetiti da je(
1− 1

x

)x
=
(x− 1

x

)x
=
( x

x− 1

)−x
=
(

1 +
1

x− 1

)−x
i u posled�em izrazu uvesti smenu t = x− 1. X

Primer 22. Neka je λ ∈ R. Tada je

lim
x→+∞

(
1 +

λ

x

)x
= eλ.

Zaista iz Primera 21 i neprekidnosti funkcije y 7→ yλ sledi da je

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)xλ
= eλ.

Ako je λ > 0, smenom t = xλ dobijamo

lim
t→+∞

(
1 +

λ

t

)t
= eλ.

Za λ < 0 rezonujemo sliqno kao u Zadatku 31, a sluqaj λ = 0 je trivijalan. ]
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Primer 23. Jox jedan naqin da se broj e napixe kao limes je

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

Zaista, smenom t = x−1 iz (29) dobijamo desni limes u nuli, a levi limes
svodimo na �ega pomo�u Zadatka 31. ]

Zadatak 32. Neka je

P (x) = c0 + c1x+ . . .+ cmx
m, cj ∈ C

polinom stepena m. Dokazati da je

lim
x→+∞

P (x)

ex
= 0.

Uputstvo: napisati

P (x)

ex
=
xm

ex
·
(
cm +

cm−1

x
+ . . .+

c0
xm

)
.

Iskoristiti Primer 22 i dokazati da je

ex = lim
t→+∞

(
1 +

x

t

)t
>
( x

m+ 1

)m+1

,

koriste�i ideju iz Primera 19. ]

Primer 24. Doka�imo da je

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Iz Primera 23 sledi da je

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = 1.

U posled�em koraku smo koristili neprekidnost logaritma i ln e = 1. ]

Primer 25. Doka�imo da je

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Uvedimo smenu t = ex − 1, tj. x = ln(1 + t). Tada je

lim
x→0

ex − 1

x
= lim
t→0

t

ln(1 + t)
= lim
t→0

1
1
t ln(1 + t)

= 1,

na osnovu Primera 24. ]

Zadatak 33. Izraqunati lim
x→0

ax−1
x . X

Primer 26. Doka�imo da je

lim
x→0

(1 + x)p − 1

x
= p.

Uvedimo smenu (1 + x)p − 1 = t. Tada je p ln(1 + x) = ln(1 + t), pa je

(1 + x)p − 1

x
= p · t

ln(1 + t)
· ln(1 + x)

x
.

Iz Primera 24 sledi da oba koliqnika na desnoj strani te�e ka 1 kad x→ 0
(tj. t→ 0). ]
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3.6. Asimptotske relacije. Neka je z0 ∈ C. Na klasi funkcija f, g :
Z → C definisanih na nekom skupu Z ⊂ C kome je z0 taqka nagomilava�a
uvodimo slede�e relacije.

3.6.1. Slabe asimptotske relacije.

f � g kad z → z0 ⇔ (∃M > 0)(∃δ > 0) 0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)| < M |g(z)|,
f � g kad z → z0 ⇔ f � g ∧ g � f kad z → z0.

Umesto f � g pixemo i f = O(g).
3.6.2. Jake asimptotske relacije.

f � g kad z → z0 ⇔ (∀ε > 0)(∃δ > 0) 0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)| < ε|g(z)|,
f ∼ g kad z → z0 ⇔ f − g � g kad z → z0.

Umesto f � g pixemo i f = o(g).
Ako je g 6= 0 u okolini taqke z0, onda

1. f = O(g) kad z → z0 oznaqava da je za neko M > 0 |f(z)|
|g(z)| < M u nekoj

okolini taqke z0,

2. f � g kad z → z0 oznaqava da je za neke m,M > 0 m < |f(z)|
|g(z)| < M u

nekoj okolini taqke z0,

3. f = o(g) kad z → z0 oznaqava da je lim
z→z0

|f(z)|
|g(z)| = 0,

4. f ∼ g kad z → z0 oznaqava da je lim
z→z0

f(z)
g(z) = 1.

Simbole o i O nazivamo Landauovim5 simbolima.

3.7. Asimptote funkcije. Prava y = ax + b, a, b ∈ R, a 6= 0 naziva se
kosom asimptotom funkcije f u +∞ ako je f(x) = ax+ b+ o(1) kad x→ +∞.
U tom sluqaju je

a = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− ax).

Prava y = b, b ∈ R naziva se horizontalnom asimptotom funkcije f u
+∞ ako je f(x) = b+ o(1) kad x→ +∞.

Sliqno se definixe i kosa i horizontalna asimptota u −∞.
Prava x = b se naziva vertikalnom asimptotom funkcije f ako je

lim
x→b+0

|f(x)| = +∞ ili lim
x→b−0

|f(x)| = +∞.

Primer 27. Neka je f(x) = |x+3|e− 1
x . Prava y = −x−3 je kosa asimptota

funkcije f u −∞, prava y = x+ 2 je �ena kosa asimptota u +∞, a prava x = 0
je vertikalna asimptota. ]

Zadatak 34. Na�i asimptote funkcije f(x) = cos 1
x . X

4. Ve�be

(1) Dokazati da je skup svih bijekcija f : [0, 1] → [0, 1] takvih da je
f = f−1 neprebrojiv. Da li je neprebrojiv podskup ovog skupa koji
se sastoji od neprekidnih bijekcija sa istim svojstvom?

(2) Uopxtiti Zadatak 3 na str. 102: ako je n prirodan broj, dokazati da
je broj log10 n racionalan ako i samo ako je n = 10k za neki prirodan
broj k. Za koje racionalne brojeve r je broj log10 r racionalan?

5Landau (Edmund Landau, 1877{1938), nemaqki matematiqar
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(3) Na�i taqke i vrste prekida funkcije

f : R→ R, f(x) = x+ [x].

Dokazati da je f injekcija i na�i domen i eksplicitan izraz za in-
verznu funkciju f−1.

(4) Dokazati da je funkcija

f : [1/2,+∞)→ R, f(x) = [x] + (x− [x])[x]

neprekidna. Dokazati da f strogo raste na [1,+∞).
(5) Dokazati da je funkcija

f : R→ R, f(x) = [x] sin (πx)

neprekidna i nacrtati �en grafik.
(6) Izraqunati desni limes L+ funkcije f(x) = x2(x−2)|x−2|−1 u taqki

x = 2, a zatim, za ε = 0, 05 na�i δ > 0 tako da va�i

2 < x < 2 + δ ⇒ |f(x)− L+| < ε.

Formulisati i rexiti analogan zadatak za levi limes L−.
(7) Dokazati, koriste�i formalnu definiciju graniqne vrednosti (na

ε− δ jeziku) u −∞, da je
lim

x→−∞
2x = 0.

(8) Dokazati, koriste�i formalne definicije graniqnih vrednosti (na
ε− δ jeziku), da je

lim
x→1+0

e1/(1−x) = 0 i lim
x→1−0

e1/(1−x) = +∞.

(9) Neka je

f(x) =

{
x2 − 2x, x ≤ 0

ax2 − 2x, x > 0.

Na�i sve a ∈ R za koje f ima neprekidnu inverznu funkciju f−1 i
za te vrednosti a na�i f−1.

(10) Ako je

lim
x→2

f(x)

x2 − 4x+ 4
= 1,

na�i

lim
x→2

f(x) i lim
x→2

f(x)

x− 2
.

(11) Neka je f realna funkcija realne promen	ive, takva je

lim
x→a

f(x) = α ∈ R \ {0}.

Dokazati da postoji interval I = (a− ε, a+ ε) takav da za x ∈ I \ {a}
va�i sgnf(x) = sgnα.

(12) Izraqunati

lim
x→+∞

x(
√
x2 + 2x− 2

√
x2 + x+ x).

(13) Izraqunati

lim
x→−∞

3
√
x− 5
√
x

3
√
x+ 5
√
x
.
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(14) Izraqunati levi i desni limes funkcije (1 + e1/x)−1 u nuli.
(15) Izraqunati

lim
x→0

(1 + αx)p(1 + βx)q − 1

x
,

za p, q ∈ R, α, β ∈ R \ {0}.
(16) Dokazati da je

lim
x→0

(1 + x2)cot2 x = e.

(17) Izraqunati

lim
x→0

(
1 + tanx

1 + sinx

)sin x

.

(18) Neka su a1, a1, . . . , an, b1, b2, . . . , bn realni brojevi, takvi da je

(∀x ∈ (0, 1))

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak sin (bkx)

∣∣∣∣ ≤ sinx.

Dokazati da je ∣∣∣∣ n∑
k=1

akbn

∣∣∣∣ ≤ 1.

(19) Izraqunati

lim
x→+∞

log (x2 − x+ 1)

log (x10 + x5 + 1)
.

(20) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

lim
x→0

(
ax+1 + bx+1 + cx+1

a+ b+ c

) 1
x

= (aabbcc)
1

a+b+c .

(21) Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni brojevi. Dokazati da je

lim
t→0

(
at1 + at2 + · · ·+ atn

n

)1/t

= n
√
a1a2 · · · an.

(22) Ako za funkciju f : [a− ε, a+ ε]→ (0,+∞) va�i

lim
x→a

(
f(x) +

1

f(x)

)
= 2,

dokazati da je

lim
x→a

f(x) = 1.

(23) Neka za funkciju f : [a− ε, a+ ε]→ R \ {0} va�i

lim
x→a

(
f(x) +

1

|f(x)|

)
= 1.

Dokazati da postoji

lim
x→a

f(x)

i izraqunati ga.
(24) Izraqunati

lim
x→0

x

a

[
b

x

]
i lim

x→0

b

x

[
x

a

]
,

gde su a i b pozitivni realni brojevi.
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(25) Dokazati da je

lim
x→+∞

(
xk

1 + x+ x2 + · · ·+ xk

)1+2x

=
1

e2

(26) Neka je P (x) = x13 + x7 + x+ 1. Izraqunati

lim
x→+∞

[P (x)]

P ([x])
.

(27) Odrediti taqke i vrste prekida funkcije f(x) = sgn(sinx).
(28) Neka je f : [0,+∞)→ R neprekidna funkcija za koju postoji

lim
x→+∞

f(x) = α ∈ R.

Dokazati da je f ograniqena.
(29) Neka je f : R→ (0,+∞) neprekidna funkcija, takva da je

lim
x→+∞

f(x) = 0 i lim
x→−∞

f(x) = 0.

Dokazati da

(∃c ∈ R) (∀x ∈ R) f(x) ≤ f(c).

(30) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija. Dokazati da su funkcije

M(x) = max
a≤t≤x

f(t) i m(x) = min
a≤t≤x

f(t)

neprekidne.
(31) Neka je P polinom. Dokazati da funkcija |P (x)| dosti�e minimum

u nekoj taqki c ∈ R.
(32) Neka je P polinom koji nije identiqki jednak nuli. Dokazati da

(∃c ∈ R) |P (c)| = ec.

(33) Neka je f : [0, 1] → R neprekidna funkcija. Dokazati da postoji
c ∈ [0, 1], takvo da je

(1− c)f(c)2 = c.

(34) Neka je f : [−1, 1]→ R neprekidna funkcija i f(−1) = f(1). Dokazati
da postoje a, b ∈ [−1, 1] za koje je |b− a| = 1 i f(a) = f(b).

(35) Neka je f : R → R ograniqena neprekidna funkcija. Dokazati da
postoji c ∈ R za koje je f(c) = c3.

(36) Neka je f : R→ (0,+∞) neprekidna funkcija i a1, a2, · · · , an realni
brojevi. Dokazati da postoji c ∈ R, takvo da je

f(c) = n
√
f(a1)f(a2) · · · f(an).

(37) Neka je f : R → R neprekidna funkcija, takva da je f(f(7)) = 7.
Dokazati da je f(c) = c za neko c ∈ R.

(38) Neka su f, g : [0, 1] → [0, 1] neprekidna preslikava�a, takva da je
f ◦ g = g ◦ f . Dokazati da je za neko c ∈ [0, 1] f(c) = g(c). Uputstvo:
Ako pretpostavimo suprotno, onda je, zbog neprekidnosti g(x)− f(x)
istog znaka za sve x. Pretpostavimo da je g(x) − f(x) > 0. Skup
F = {x | f(x) = x} je neprazan (videti Primer 11 na str. 111). Neka
je c = supF . Iz neprekidnosti sledi da je c ∈ F . Me�utim, tada je i
g(c) ∈ F , xto je u suprotnosti sa g(c)− f(c) > 0.
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(39) Neka je f : [0, 1] → [0, 1] neprekidna funkcija, takva da je za neko
n ∈ N

f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

(x) = x

za sve x ∈ [0, 1]. Ako je f(0) = 0 i f(1) = 1, dokazati da je f(x) = x
za sve x ∈ [0, 1]. Uputstvo: dokazati prvo da je f 1{1. Odatle sledi
da f strogo raste, jer kad bi za neko 0 < a < b < 1 bilo f(b) <
f(a) iz neprekidnosti i f(0) = 0 sledilo bi da za neko c ∈ (0, a)
va�i f(c) = f(b), xto je u suprotnosti sa dokazanim svojstvom in-
jektivnosti funkcije f . Iz qi�enice da f strogo raste i fn(x) = x
dokazati da svaka od pretpostavki ξ < f(ξ) i f(ξ) < ξ dovodi do
kontradikcije.

(40) Neka je f : R → R funkcija sa osobinom da je za sve y ∈ R skup
f−1(y) dvoqlan. Dokazati da f nije neprekidna. Uputstvo: neka je
f−1 = {a, b}, a < b. Ako je f neprekidna, onda je f stalnog znaka na
intervalu (a, b) (inaqe f−1(0) ne bi bio dvoqlan). Pretpostaviti da
je f pozitivna na (a, b) i dokazati da je onda f negativna na R \ [a, b].
Tada postoji M = max f , pa je skup f−1(y) prazan za y > M , xto je u
suprotnosti sa pretpostavkom da je ovaj skup uvek dvoqlan.

(41) Neka je f : [0, 1] → R neprekidna funkcija, takva da je f(0) = f(1).
Dokazati da za svako n ∈ N postoji x ∈ [0, 1] za koje je f(x) = f(x+ 1

n ).
Uputstvo:

n−1∑
k=0

(f(k/n)− f((k + 1)/n)) = f(0)− f(1) = 0,

pa ne mogu svi sabirci da budu istog znaka. Primeniti teoremu o
me�uvrednosti na funkciju x 7→ f(x)− f(x+ 1

n ).
(42) Neka je f : [a,+∞)→ R neprekidna funkcija i neka postoji

lim
x→+∞

f(x) = α ∈ R.

Dokazati da je f ravnomerno neprekidna.
(43) Ispitati ograniqenost i ravnomernu neprekidnost funkcija:

(a) f : [0,+∞)→ R, f(x) =
√

1 + x;
(b) g : (0, 1)→ R, g(x) = 1

x ;
(v) h : (0, 1]→ R, h(x) = sin π

x .
(44) Neka je f : R → R ravnomerno neprekidna funkcija. Dokazati da

postoje pozitivne konstante A i B, takve da je |f(x)| ≤ A|x| + B.
Uputstvo: izabrati δ > 0 takvo da je |f(x)− f(y)| < 1 za |x− y| < δ i
dokazati (koriste�i nejednakost trougla) da je |f(x)−f(0)| < n ako je
|x| < nδ i, za tako izabrano x, |f(x)| < |f(0)|+n. Ako je nx := min{n |
|x| < nδ}, pokazati da je |f(x)| < |f(0)|+ nx i nx < δ−1|x|+ 1.

(45) Funkciju
f : Q→ R, f(q) = q

produ�iti na R tako da ona
(a) ima limes u nuli;
(b) ima samo desni limes u nuli.

(46) Neka je f neprekidna funkcija, takva da je f(R) ⊂ Q. Dokazati da
je f konstantna funkcija.
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(47) Neka su a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bn realni brojevi, takvi da je

a0 < b0 < a1 < b1 < . . . < an < bn.

Dokazati da su sve nule polinoma

P (x) =

n∏
k=0

(x+ ak) + 2

n∏
k=0

(x+ bk)

realne.
(48) Neka je P polinom stepena n. Dokazati da funkcija x 7→ sgnP (x)

ima najvixe n taqaka prekida.
(49) Ispitati neprekidnost funkcija f, g, h : (0, 1) → R definisanih na

slede�i naqin. Neka je dat broj x ∈ (0, 1) u decimalnom zapisu (pri
qemu se ne uzima beskonaqno mnogo cifara 9 na kraju, ve� beskonaqno
mnogo nula; npr. uzima se x = 0, 1 umesto x = 0, 0999 . . .).
(a) f(x) je broj koji se dobija kad se u decimalnom zapisu broja x

obrixu cifre na neparnom mestu iza decimalne zapete (npr.
f(0, 234698) = 0, 368, f(0, 158) = 0, 5).

(b) g(x) je broj koji se dobije kad se u decimalnom zapisu broja x na
svakom mestu umesto 0 napixe 1, umesto 1 napixe 2 itd, umesto
8 se napixe 9, a umesto 9 se napixe 0.

(v) h(x) je broj koji se dobije kad se u decimalnom zapisu broja x na
svakom mestu umesto 0 napixe 9, umesto 1 napixe 8 itd, umesto 4
se napixe 5 i obrnuto { umesto 5 se napixe 4, umesto 6 se napixe
3 itd, umesto 9 se napixe 0.

Uputstvo: Funkcije f i g su prekidne (u svakoj okolini taqke x = 0, 5
se nalazi neki od brojeva 0, 49; 0, 499; 0, 4999; . . . { posmatrati �ihove
vrednosti pri preslikava�ima f i g). Funkcija h je neprekidna
(dokazati da je h(x) + x = 1).





GLAVA 3

Izvod funkcije realne promen	ive

Neka je f : (a, b) → R neprekidna funkcija. Jednaqina tetive �enog
grafika koja spaja taqke (x0, f(x0)) i (x0 + h, f(x0 + h)) je

y = f(x0) +
f(x0 + h)− f(x0)

h
(x− x0),

a �en koeficijent pravca, tj. tangens ugla izme�u �e i pozitivnog dela x{ose

je f(x0+h)−f(x0)
h . Koeficijent pravca tangente na grafik u taqki (x0, f(x0))

bi�e

f ′(x0) := lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
ukoliko ovaj limes postoji.

Slika: f ′(x0) = tgα

1. Diferencijabilnost

1.1. Definicija izvoda. Neka je data funkcija f : (a, b) → C i taqka
x0 ∈ (a, b). Ako postoji limes

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
, (1)

on se naziva izvodom funkcije f u taqki x0 i oznaqava sa f ′(x0) ili df
dx (x0).

Tada ka�emo da je funkcija f diferencijabilna u taqki x0. Funkciju zovemo
diferencijabilnom ako je ona diferencijabilna u svakoj taqki domena.

Klasa diferencijabilnih funkcija je u�a od klase neprekidnih, tj. va�i
slede�a lema.

Lema 1. Ako je funkcija f : (a, b) → C diferencijabilna u taqki x0,
onda je ona u toj taqki i neprekidna.

133
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4 Poxto postoji limes (1), va�i

lim
h→0

(f(x0 + h)− f(x0)) = lim
h→0

h · f(x0 + h)− f(x0)

h
= 0 · f ′(x0) = 0,

pa je lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0), tj. lim
x→x0

f(x) = f(x0). 5

Iz definicije izvoda i Leme 12 na str. 119 sledi da je kompleksna fun-
kcija f : (a, b) → C diferencijabilna ako i samo ako su diferencijabilne
realne funkcije Re f i Im f i da va�i

f ′(x0) = (Re f)′(x0) + i(Im f)′(x0), (2)

pa je dovo	no da se u izuqava�u diferencijabilnosti ograniqimo na realne
funkcije.

1.2. Primeri. Izraqunajmo izvode nekih funkcija.

Primer 1. Neka je f(x) ≡ c konstantna funkcija. Tada je

f ′(x) = lim
h→0

c− c
h

= 0.

]

Primer 2. Neka je f(x) = xn, za neko n ∈ N. Tada je

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
= lim
h→0

1

h

n∑
k=1

(
n

k

)
hk−1xn−k = nxn−1

]

Primer 3. Neka je f(x) = |x|. Iz definicije apsolutne vrednosti i
Primera 2 za n = 1 sledi da je

f ′(x) =

{
1, za x > 0

−1, za x < 0.

Poxto

lim
h→0

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0

sgnh

ne postoji, sledi da funkcija f(x) = |x| nije diferencijabilna u nuli (xto
je i u skladu sa naxom intuitivnom predstavom o tome kako izgleda grafik
funkcije koja u datoj taqki ima tangentu). Odavde vidimo i da tvr�e�e obr-
nuto Lemi 1 ne va�i. ]

Primer 4. Neka je a > 0 i f(x) = ax. Tada je

f ′(x) = lim
h→0

ax+h − ax

h
= lim
h→0

ax · a
h − 1

h
= ax log a.

]

Zadatak 1. Ispitati diferencijabilnost funkcije

f(x) =

{
ex, za x > 0

e−x, za x ≤ 0.

X
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Primer 5. Neka je a > 0, a 6= 1 i f(x) = loga x, za x > 0. Tada je

f ′(x) = lim
h→0

loga(x+h)−loga x
h = lim

h→0

1
h loga

x+h
x =

= lim
h→0

loga
(
1 + h

x

)1/h
= loga e

1/x = 1
x loga e.

]

Primer 6. Neka je f(x) = sinx. Tada je

f ′(x) = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim
h→0

2 sin h
2 cos 2x+h

2

h
= cosx.

]

Zadatak 2. Neka je f(x) = cosx. Dokazati da je f ′(x) = − sinx. X

Zadatak 3. Ispitati diferencijabilnost funkcije

f(x) = x2χQ(x) =

{
x2, za x ∈ Q

0, za x /∈ Q.

X

1.3. Pravila diferencira�a.

Lema 2. (Izvod algebarskih kombinacija) Neka su funkcije f, g :
(a, b)→ C diferencijabilne u taqki x0 ∈ (a, b) i λ, µ ∈ C. Tada va�e slede�a
pravila.

(a) Linearnost izvoda:

(λf + µg)′(x0) = λf ′(x0) + µg′(x0)

(b) Lajbnicovo pravilo za izvod proizvoda:

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0)

(v) Pravilo za izvod koliqnika:(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0) · g(x0)− f(x0) · g′(x0)

(g(x0))2

(ako je g(x0) 6= 0).

4 (a) sledi iz

(λf + µg)′(x0) = lim
h→0

λf(x0+h)+µg(x0+h)−λf(x0)−µg(x0)
h

= λ lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h + µ lim

h→0

g(x0+h)−g(x0)
h

= λf ′(x0) + µg′(x0).

(b) sledi iz

(f · g)′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)·g(x0+h)−f(x0)·g(x0)
h

= lim
h→0

( f(x0+h)−f(x0)
h · g(x0 + h) + f(x0) · g(x0+h)−g(x0)

h

)
= f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0).
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(v) sledi iz(
f
g

)′
(x0) = lim

h→0

f(x0+h)

g(x0+h)
− f(x0)

g(x0)

h

= lim
h→0

1
g(x0)g(x0+h)

( f(x0+h)−f(x0)
h · g(x0)− f(x0) · g(x0+h)−g(x0)

h

)
= f ′(x0)·g(x0)−f(x0)·g′(x0)

(g(x0))2 .

5

Primer 7. Neka je f(x) = tg x. Tada je

f ′(x) =
( sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Sliqno se dokazuje da je (cotg x)′ = − 1
sin2 x

. ]

Lema 3. (Izvod slo�ene funkcije) Neka je funkcija f : (a, b)→ (α, β)
diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b), a funkcija g : (α, β) → C diferencija-
bilna u taqki y0 = f(x0). Tada je funkcija g◦f : (a, b)→ C diferencijabilna
u taqki x0 i va�i

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

4 Po definiciji izvoda je

(g ◦ f)′(x0) = lim
h→0

g(f(x0 + h))− g(f(x0))

h
. (3)

Neka je t = f(x0 + h)− f(x0) = f(x0 + h)− y0. Poxto je funkcija f diferen-
cijabilna u x0, ona je u toj taqki i neprekidna (Lema 1), pa t→ 0 kad h→ 0.
Odatle i iz (3) sledi

(g ◦ f)′(x0) = lim
h→0

g(f(x0+h))−g(f(x0))
h

= lim
t→0

g(y0+t)−g(y0)
t · th .

Dokaz Leme sledi iz g(y0+t)−g(y0)
t → g′(y0) i t

h = f(x0+h)−f(x0)
h → f ′(x0). 5

Zadatak 4. Na�i i ispraviti nedostatak u prethodnom dokazu, prepi-
suju�i ga na jeziku Landauovih simbola, na kome definicija izvoda glasi
f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ o(h) kad h→ 0. X

Primer 8. Primenom Leme 3 mo�emo da izraqunamo izvod funkcije

f : R \ {0} → R, f(x) = x2 sin
1

x
.

Dobijamo

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
za x 6= 0. ]

Primer 9. Funkcija

f(x) =

{
x2 sin 1

x za x 6= 0

0 za x = 0
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je diferencijabilna u svakoj taqki. Zaista, za x 6= 0 �en izvod nalazimo
koriste�i pravila za raquna�e izvoda, dok za x = 0 izvod mo�emo da izraqu-
namo po definiciji (1). Tako dobijamo

f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x za x 6= 0

0 za x = 0

Primetimo da funkcija x 7→ f ′(x) ima prekid u nuli, jer za svako δ > 0
postoji n ∈ N takvo da je 1

nπ < δ. Poxto je f ′( 1
nπ ) = ±1, sledi da f ′ nema

limes u nuli. ]

Zadatak 5. Neka je

f(x) =

{
|x|p sin 1

x za x 6= 0

0 za x = 0.

Za koje p je ova funkcija neprekidna? Za koje p je ona diferencijabilna? Za
koje p je �en izvod neprekidan? X

Primer 10. Neka je f(x) = xα za neko α ∈ R. Tada je log f(x) = α · log x.
Odatle, diferencira�em i primenom pravila za izvod slo�ene funkcije,
dobijamo

1

f(x)
· f ′(x) = α · 1

x
,

tj.

f ′(x) =
α

x
f(x) =

α

x
xα.

Odatle sledi (xα)′ = αxα−1, xto je uopxte�e Primera 2. ]

Primer 11. Neka je f(x) = 3

√
x+1
x−1 . Tada je

log f(x) =
1

3
(log (x+ 1)− log (x− 1)).

Diferencira�em dobijamo

f ′(x)

f(x)
=

1

3

(
1

x+ 1
− 1

x− 1

)
,

odakle sledi

f ′(x) = −2

3

3

√
x+1
x−1

x2 − 1
.

]

Zadatak 6. Odrediti domen i izraqunati izvod funkcije f(x) = xx. X

Lema 4. (Izvod inverzne funkcije) Neka je f : X → Y bijekcija i
f−1 : Y → X �ena inverzna funkcija. Ako je

(1) funkcija f diferencijabilna u taqki x0,
(2) f ′(x0) 6= 0,
(3) f−1 neprekidna u taqki y0 = f(x0)

tada je funkcija f−1 diferencijabilna u taqki y0 i va�i

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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4 Po definiciji izvoda je

(f−1)′(y0) = lim
h→0

f−1(y0 + h)− f−1(y0)

h
. (4)

Neka je

f−1(y0 + h)− f−1(y0) = t. (5)

Poxto je f−1(y0) = x0, iz (5) dobijamo h = f(x0 + t) − f(x0). Iz (5) i
neprekidnosti funkcije f−1 i y0 sledi da t → 0 kad h → 0 (ovde koris-
timo neprekidnost f−1 u taqki y0, kao i qi�enicu da je f−1 bijekcija, pa je
f−1(y0 + h) = f−1(y0) samo za h = 0). Odatle i iz (4) dobijamo

(f−1)′(y0) = lim
t→0

t

f(x0 + t)− f(x0)
=

1

f ′(x0)
.

5
Iz prethodne teoreme i Posledice 11 na str. 115 sledi

Posledica 1. Neka je f : (a, b) → (α, β) neprekidna monotona funkcija
i f−1 : (α, β) → (a, b) �ena inverzna funkcija. Ako je funkcija f diferen-
cijabilna u taqki x0 i f ′(x0) 6= 0, tada je funkcija f−1 diferencijabilna u
taqki y0 = f(x0) i va�i

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

Zadatak 7. Neka je f : X → Y diferencijabilna u x0 i f−1 : Y → X
diferencijabilna u y0 = f(x0). Dokazati da je tada (f−1)′(y0) = 1

f ′(x0) .

Primetimo da odatle sledi f ′(x0) 6= 0, xto je u Lemi 4 potrebno kao pret-
postavka. (Uputstvo: primeniti Lemu 3)

Da li Lema 4 mo�e da se primeni na funkciju f(x) = x3 u taqki x0 = 0 i
zaxto? X

Iz prethodnog zadatka vidimo da uslov (2) u Lemi 4 ne mo�e da se izostavi.
Slede�i primer pokazuje da je i uslov (3) neophodan.

Primer 12. (Bijekcija sa izvodom razliqitim od 0 i nediferen-
cijabilnim inverzom) Neka je

S =

{
1

n
| n ∈ N

}
.

Posmatrajmo niz prirodnih brojeva

cn = n+ [
√
n− 1],

gde je [·] ceo deo. Obele�imo prirodne brojeve koji ne pripadaju nizu cn sa
m1 < m2 < m3 · · · .

Primetimo da je niz mk beskonaqan (brojevi oblika k2 + k − 2 za k > 1 nisu
qlanovi niza cn). Definiximo funkciju

f : R→ R, f(x) =


x, x /∈ S ∪N

1/cn, x ∈ S
1/mk, x = 2k, k ∈ N

k + 1, x = 2k − 1, k ∈ N.
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Poxto su svi qlanovi niza cn razliqiti, lako je videti da je f bijekcija. U
okolini nule je f(x) = x van S i f(1/n) = cn, a poxto je

lim
n→∞

cn
n

= 1,

sledi da je f ′(0) = 0. Me�utim,

lim
k→∞

f−1(1/mk) = +∞,

pa f−1 nije qak ni neprekidna, pa tim pre ni diferencijabilna, u nuli. ]

Primer 13. Neka je f(x) = arcsinx. Tada je

f ′(x) =
1

(sin y)′
=

1

cos y
, gde je x = sin y.

Odatle i iz cos y =
√

1− sin2 y =
√

1− x2 sledi (arcsinx)′ = 1√
1−x2

. ]

Zadatak 8. Dokazati da je
(a) (arccosx)′ = − 1√

1−x2

(b) (arctg x)′ = 1
1+x2

(v) (arccotg x)′ = − 1
1+x2 . X

Zadatak 9. Neka je P polinom. Dokazati da je koeficijent uz x u poli-
nomu P (x+ a) jednak P ′(a). X

Zadatak 10. Dokazati da je, za n > 1,(
n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− . . .+ (−1)n−1n

(
n

n

)
= 0.

Uputstvo: funkciju f(x) = 1 − (1 − x)n napisati na drugi naqin pomo�u
binomne formule; diferencirati oba izraza i uvrstiti x = 1. X

Zadatak 11. Neka je C = {(x,
√
x) | x ≥ 0} ⊂ R×R.

(a) Na�i ugao izme�u x{ose i tangente na krivu C u taqki sa x{koordi-
natom 3

4 .
(b) Na�i taqku na krivoj C u kojoj tangenta seqe x{osu pod uglom π

4 .
(v) Na�i tangentu na krivu C koja prolazi kroz taqku (−1, 0).

X

1.4. Desni i levi izvod. Ukoliko postoje limesi

f ′+(x0) = lim
h→0+0

f(x0 + h)− f(x0)

h
, f ′−(x0) = lim

h→0−0

f(x0 + h)− f(x0)

h

oni se nazivaju desnim i levim izvodima funkcije f u taqki x0. Oqigledno
je da je funkcija diferencijabilna u taqki x0 ako i samo ako u toj taqki ima
levi izvod jednak desnom izvodu.

Zadatak 12. Dokazati da je funkcija f : (a, b)→ C koja ima levi i desni
izvod u taqki x0 ∈ (a, b) neprekidna u toj taqki. X
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1.5. Izvod implicitno zadate funkcije. Ako jednaqina

F (x, y) = 0 (6)

ima jedinstveno rexe�e po y, �om je zadata funkcija y = f(x). �en izvod
mo�emo da izraqunamo diferencira�em obe strane jednaqine (6), koriste�i
pravilo za izvod slo�ene funkcije.

Primer 14. Funkcija y = f(x) zadata je jednaqinom

y3 + 3x2y +
√
x3 + x+ 1 = 0. (7)

Izraqunajmo f ′(0). Diferencira�em jednaqine (7) dobijamo

3y2y′ + 6xy + 3x2y′ +
3

2

√
x+ 1 = 0. (8)

Iz (7) sledi da je f(0) = −1, pa stav	aju�i x = 0, y = −1 u (8) dobijamo
f ′(0) = − 1

3 . ]

1.6. Izvod parametarski zadate funkcije. Neka je funkcija y =
f(x) zadata parametarski:

x = x(t), y = y(t); a ≤ t ≤ b.

Tada je y(t) = f(x(t)), pa je

dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy
dt
dx
dt

,

pri qemu prva jednakost sledi iz pravila za izvod slo�ene, a druga iz pravila
za izvod inverzne funkcije.

Zadatak 13. Neka je a pozitivna konstanta. Kriva zadata, u polarnim
koordinatama, sa

r = a(1 + cos θ)

naziva se kardioidom.
(a) Skicirati ovu krivu krivu i videti zaxto je dobila ime1.
(b) Na�i taqke u kojima je tangenta na kardioidu horizontalna.
Uputs̄tvo: (b) Ako u Dekartove koordinate, izra�ene preko polarnih,

x = r cos θ, y = r sin θ,

uvrstimo r = a(1 + cos θ), dobijamo parametarsku jednaqinu kardioide. X

Primetimo da jednakost

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

(9)

ima oblik ,,de	e�a brojioca i imenioca sa dt". Iako na prvi pogled izgleda
da ta interpretacija nema smisla, jer smo izraz dy

dx uveli samo kao oznaku za
y′, vide�emo da jednakost (9) mo�e upravo tako da se interpretira. Da bismo
to videli, potreban nam je pojam diferencijala funkcije.

1Prevod grqke reqi καρδια (kardia) je srce (ali i unutrax�i �ivot, namera, um,
karakter, duhovni centar).
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1.7. Diferencijal funkcije. Neka je f : (a, b)→ C diferencijabilna
funkcija. Iz definicije izvoda sledi da va�i

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ o(h) kad h→ 0. (10)

Drugi qlan na desnoj strani izraza (10) naziva se diferencijalom funkcije
i oznaqava sa df(x)h. Preciznije, diferencijal funkcije f je preslikava�e

df : (a, b)×R→ C, df(x, h) = f ′(x)h.

Oqigledno je da je diferencijal linearan po drugoj promen	ivoj; preciznije,
za svako fiksirano x ∈ (a, b) preslikava�e h 7→ f ′(x)h je linearno. Ovo
preslikava�e oznaqavamo sa df(x) i nazivamo diferencijalom funkcije f u
taqki x:

df(x) : R→ C, df(x)(h) = f ′(x)h. (11)

Specijalno, diferencijal funkcije f(x) = x u svakoj taqki je preslikava�e
dx(h) = h. Imaju�i to u vidu, izraz (11) mo�emo da napixemo kao df(x)(h) =
f ′(x)dx(h). Ova jednakost va�i za svako h, tj. funkcije df(x) i f ′(x)dx su
jednake (kao funkcije po h):

df(x) = f ′(x)dx, ili f ′(x) =
df(x)

dx
. (12)

Iz jednakosti (2) sledi

df(x) = d(Re f)(x) + id(Im f)(x).

2. Osnovne teoreme diferencijalnog raquna

U ovom paragrafu �emo dokazati neke teoreme koje nam omogu�avaju da na
osnovu osobina izvoda ispitujemo ponaxa�e i svojstva funkcije.

2.1. Teoreme o sred�oj vrednosti.

Teorema 1. (Fermaova teorema) Neka funkcija f : [a, b]→ R dosti�e
svoj maksimum ili minimum u taqki c ∈ (a, b). Ako je funkcija f diferen-
cijabilna u taqki c, onda je f ′(c) = 0.

4 Pretpostavimo da f dosti�e u taqki c minimum, tj. da je f(c) ≤ f(x) za
svako x. Tada je, za h > 0

f(c+ h)− f(c)

h
≥ 0,

a za h < 0
f(c+ h)− f(c)

h
≤ 0.

Prelaskom na limes kad h→ 0, iz prve nejednakosti zak	uqujemo da je f ′(c) ≥
0, a iz druge da je f ′(c) ≤ 0, xto zajedno daje f ′(c) = 0. 5

Napomenimo da je x0 ∈ X taqka lokalnog minimuma funkcije f : X → R
ako

(∃δ > 0)(∀x ∈ X ∩ (x0 − δ, x0 + δ)) f(x0) ≤ f(x). (13)

Ako va�i
(∃δ > 0)(∀x ∈ X ∩ (x0 − δ, x0 + δ)) f(x0) < f(x) (14)

ka�emo da je x0 taqka strogog lokalnog minimuma. Taqke lokalnog maksi-
muma i strogog lokalnog maksimuma se definixu zamenom simbola ≤ i <
u (2.1) i (14) simbolima ≥ i >. Iz Teoreme 1 sledi
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Posledica 2. (Potreban uslov postoja�a lokalnog ekstremuma)
Da bi funkcija f : [a, b] → R imala lokalni ekstremum u taqki c ∈ (a, b)
neophodno je da bude ispu�en jedan od slede�a dva uslova: ili f nije diferen-
cijabilna u c, ili je f ′(c) = 0.

Primer 15. Na primeru funkcije f(x) = x3 koja nema lokalni ekstremum
u 0 iako je f ′(0) = 0 vidimo da uslov iz Posledice 2 nije i dovo	an. ]

Primer 16. Posledica 2 daje potreban uslov postoja�a ekstremuma u unu-
trax�oj taqki. Funkcija f : [0, 1] → R, f(x) = x3 + x ima minimum u 0, a
maksimum u 1, iako je f ′(x) = 3x2 + 1 6= 0 za svako x ]

Teorema 2. (Rolova2 teorema) Neka je funkcija f : [a, b] → R nepre-
kidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji
taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = 0.

4 Poxto je funkcija f neprekidna, iz Vajerxtrasove teoreme (Teorema 6 na
str. 112) sledi da ona na segmentu [a, b] dosti�e svoj maksimum i minimum.
Ako je jedna od taqaka u kojima se ove vrednosti dosti�u unutrax�a taqka
intervala (a, b), iz Fermaove teoreme sledi da je izvod funkcije f u toj taqki
jednak nuli, qime je dokaz zavrxen. Ako se i maksimum i minumum dosti�u u
rubnim taqkama a i b, onda iz uslova f(a) = f(b) sledi da je f konstantna, pa
je f ′ ≡ 0 (Primer 1). 5

Zadatak 14. Dokazati da jednaqina

a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx = 0

ima bar jedno rexe�e na intervalu (0, π). Uputstvo: na funkciju

f(x) = a1 sinx+
a2

2
sin 2x+ · · ·+ an

n
sinnx

primeniti Rolovu teoremu X

Napomena 1. Rolova teorema ne va�i za funkcije sa vrednostima u C.
Na primer, funkcija

f : [0, 2π]→ C, f(x) = cosx+ i sinx

je diferencijabilna i va�i f(0) = f(2π) = 1, ali �en prvi izvod f ′(x) =
− sinx+ i cosx je uvek razliqit od nule. �

Teorema 3. (Koxijeva teorema) Neka su funkcije f : [a, b] → R i g :
[a, b] → R neprekidne na [a, b] i diferencijabilne na (a, b) i neka je g′(x) 6= 0
za svako x ∈ (a, b). Tada postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

4 Funkcija F (x) = (f(b) − f(a))g(x) − (g(b) − g(a))f(x) zadovo	ava uslove
Rolove teoreme, pa postoji c ∈ (a, b) takvo da je F ′(c) = 0, xto je ekvivalentno
sa

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c). (15)

Po pretpostavci je g′(c) 6= 0. Va�i i g(b) − g(a) 6= 0, jer bi u suprotnom
iz Rolove teoreme sledilo da za neko co ∈ (a, b) va�i g′(co) = 0, xto je u

2Rol (M. Rolle, 1652{1719), francuski matematiqar
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suprotnosti sa pretpostavkom da je g′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b). Odatle sledi
da obe strane u (15) mo�emo da podelimo sa (g(b) − g(a))g′(c), xto dokazuje
tvr�e�e teoreme. 5

Teorema 4. (Lagran�ova3 teorema) Neka je funkcija f : [a, b] → R
neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b). Tada postoji taqka c ∈ (a, b)
takva da je

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c). (16)

4 Dokaz sledi iz Koxijeve teoreme, za g(x) = x. 5
Napomena 2. Lagran�ova teorema ima oqiglednu geometrijsku inter-

pretaciju: izraz na desnoj strani u (16) je nagib tangente u taqki c, a na
levoj nagib tetive koja spaja taqke (a, f(a)) i (b, f(b)).

Lagran�ova teorema ka�e da postoji taqka na grafiku diferencijabilne
funkcije u kojoj je tangenta paralelna tetivi koja spaja dve taqke na grafiku.

Primetimo da istu interpretaciju ima i Koxijeva teorema, za grafik
parametarski zadate krive x = f(t), y = g(t). �

Posledica 3. Ako funkcija f : X → R ima ograniqen prvi izvod, onda
je ona ravnomerno neprekidna.

4 Dokaz sledi iz |f(x) − f(y)| = |f ′(c)(x − y)| < L|x − y| i definicije
ravnomerne neprekidnosti. 5

Zadatak 15. Dokazati da obrnuto nije taqno: ravnomerno neprekidna di-
ferencijabilna funkcija mo�e da ima neograniqen prvi izvod. (Uputstvo:
videti Zadatak 16 na 114. strani) X

Posledica 4. Neka je f : (a, b)→ R diferencijabilna funkcija. Tada je
f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b) ako i samo ako je funkcija f konstantna.

4 Jedan smer je oqigledan: izvod konstantne funkcije je nula (Primer 1).
Pretpostavimo obrnuto, da je f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b). Iz Lagran�ove
teoreme sledi

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f ′(c) = 0,

tj. f(x1) = f(x2) za sve x1, x2 ∈ (a, b). 5
Posledica 5. (Kriterijumi monotonosti) Ako je f : (a, b) → R

diferencijabilna funkcija, va�i svaka od slede�ih implikacija:

f ′ > 0 ⇒ f je strogo rastu�a ⇒ f ′ ≥ 0
f ′ ≥ 0 ⇒ f je neopadaju�a ⇒ f ′ ≥ 0
f ′ < 0 ⇒ f je strogo opadaju�a ⇒ f ′ ≤ 0
f ′ ≤ 0 ⇒ f je nerastu�a ⇒ f ′ ≤ 0.

3Lagran� (J. Lagrange, 1736{1813), francuski matematiqar
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4 Neka je x1 < x2. Iz Lagran�ove teoreme sledi

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f ′(c)

za neko c ∈ (x1, x2). Posled�i izraz je nenegativan ako je f ′(x) ≥ 0, a strogo
pozitivan ako je f ′(x) > 0. Sliqno se dokazuju i ostale implikacije. 5

Primer 17. Izvod funkcije f(x) = x3 je f ′(x) = 3x2 ≥ 0. Odatle sledi da
je ova funkcija neopadaju�a. Primetimo da va�i i vixe: f je strogo rastu�a
funkcija, ali izvod nije strogo pozitivan: f ′(0) = 0. ]

Zadatak 16. Dokazati da je diferencijabilna funkcija f : (a, b) → R
strogo rastu�a ako i samo ako je f ′(x) ≥ 0 i skup

{x ∈ (a, b) | f ′(x) > 0}
svuda gust u (a, b). X

Zadatak 17. Neka je f : [a, b] → R diferencijabilna funkcija koja ima
neprekidan prvi izvod. Da li za svako c ∈ (a, b) postoje taqke x1, x2 ∈ [a, b],
takve da je

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
= f ′(c)?

Uputstvo: videti Zadatak 17. X

Iz Posledice 5 izvodimo dovo	an uslov postoja�a lokalnih ekstremuma
u terminima prvog izvoda.

Posledica 6. (Dovoǉan uslov postojaǌa ekstremuma) Ako je fun-
kcija f : (a, b) → R diferencijabilna svuda sem mo�da u taqki x0 i nepre-
kidna u x0, onda va�e slede�e implikacije:

(∀x ∈ (a, x0))f ′(x) < 0 ∧ (∀x ∈ (x0, b))f
′(x) < 0 ⇒ f nema ekstremum ux0

(∀x ∈ (a, x0))f ′(x) < 0 ∧ (∀x ∈ (x0, b))f
′(x) > 0 ⇒ x0 je lokalni minimum

(∀x ∈ (a, x0))f ′(x) > 0 ∧ (∀x ∈ (x0, b))f
′(x) < 0 ⇒ x0 je lokalni maksimum

(∀x ∈ (a, x0))f ′(x) > 0 ∧ (∀x ∈ (x0, b))f
′(x) > 0 ⇒ f nema ekstremum ux0.

4 Iz Posledice 5 sledi da funkcija koja zadovo	ava pretpostavku prve im-
plikacije strogo opada na (a, b) \ {x0}. Poxto je f neprekidna u x0 sledi da
ona uzima i ve�e (za x < x0) i ma�e (za x > x0) vrednosti od f(x0), pa x0 nije
ekstremum.

Ako f zadovo	ava pretpostavku druge implikacije, onda ona, na osnovu
Posledice 5, raste na (a, x0), a opada na (x0, b), pa iz neprekidnosti u taqki
x0 sledi da u toj taqki f ima lokalni minimum.

Sliqno se dokazuju i ostale implikacije. 5

Zadatak 18. (a) Da li su lokalni ekstremumi qije postoja�e utvr�uje
Posledica 6 strogi?

(b) Da li Posledica 6 va�i i ako se znakovi strogih nejednakosti > i <
zamene znakovima ≥ i ≤?

(v) Da li u tvr�e�ima Posledice 6 va�e i obrnute implikacije? (Odgovor:
ne!)

(g) Dokazati da funkcija

f(x) =

{
2x2 + x2 sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0
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ima strogi lokalni minimum u 0, ali da se to ne mo�e utvrditi primenom
Posledice 6. X

Zadatak 19. Dokazati da je izvod funkcije

f(x) =

{
x+ 2x2 sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0

u taqki x = 0 pozitivan, ali da funkcija nije monotona ni u u jednom inter-
valu koji sadr�i nulu. X

Prethodni zadatak pokazuje da, u opxtem sluqaju, iz vrednosti izvoda u
taqki nije mogu�e zak	uciti nixta o monotonosti funkcije. Me�utim, uz
dodatnu pretpostavku o neprekidnosti prvog izvoda, to je mogu�e:

Zadatak 20. Neka je f : (a, b) → R diferencijabilna funkcija, qiji je
prvi izvod f ′ neprekidan4 i neka je f ′(t0) < 0 za neko t0 ∈ (a, b). Dokazati da
je funkcija f opadaju�a na nekom intervalu (t0 − δ, t0 + δ). X

Zadatak 21. Na�i grexku u slede�em rasu�iva�u: neka je f funkcija iz
Primera 9 na 136. strani. Primenom Lagran�ove teoreme dobija se

x2 sin 1
x

x
= 2c sin

1

c
− cos

1

c

za neko c ∈ (0, x). Iz 0 < c < x sledi da c→ 0 kad x→ 0, pa je

0 = lim
x→0

x sin
1

x
= lim
c→0

(2c sin
1

c
− cos

1

c
).

Oqigledno je da je rasu�iva�e pogrexno jer posled�i limes ne postoji. Gde
je naprav	ena grexka? X

Zadatak 22. (a) (Izvod determinante) Neka su funkcije fk, gk, hk
(k ∈ {1, 2, 3}) diferencijabilne u taqki x0. Dokazati da se determinanta

∆(x) =

∣∣∣∣∣∣
f1(x) g1(x) h1(x)
f2(x) g2(x) h2(x)
f3(x) g3(x) h3(x)

∣∣∣∣∣∣
diferencira po pravilu

∆′ =

∣∣∣∣∣∣
f ′1 g′1 h′1
f2 g2 h2

f3 g3 h3

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
f1 g1 h1

f ′2 g′2 h′2
f3 g3 h3

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
f1 g1 h1

f2 g2 h2

f ′3 g′3 h′3

∣∣∣∣∣∣ .
(b) Neka su funkcije f, g, h : [a, b]→ R neprekidne na [a, b] i diferencija-

bilne na (a, b) i neka je

∆(x) =

∣∣∣∣∣∣
f(x) g(x) h(x)
f(b) g(b) h(b)
f(a) g(a) h(a)

∣∣∣∣∣∣ .
Dokazati da ∆ ispu�ava uslove Rolove teoreme. �enom primenom na h(x) ≡ 1
dokazati Koxijevu, a primenom na h(x) ≡ 1, g(x) = x Lagran�ovu teoremu. X

4Diferencijabilna funkcija qiji je izvod neprekidan naziva se funkcijom klase C1

ili C1{funkcijom
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Primer 18. (Liuvilova teorema) Na str. 70 smo definisali alge-
barske brojeve stepena d. Slede�a teorema je vezana za �ih.

Neka je α ∈ R algebarski broj stepena d. Tada postoji konstanta C ≥ 0
takva da za svaki racionalan broj p/q, p ∈ Z q ∈ N va�i∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ C

qd
. (17)

Doka�imo ovo tvr�e�e. Neka je

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ adx
d, a0, . . . , ad ∈ Z, ad 6= 0

polinom stepena d, takav da je P (α) = 0. Tada je P (p/q) 6= 0 (u protivnom bi
bilo P (x) = (x−p/q)P1(x) za neki polinom P1 sa racionalnim koeficijentima
stepena ma�eg od d, odakle bi sledilo P1(α) = 0, xto je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je α stepena d). Mno�e�em broja P (p/q) 6= 0 sa qd dobijamo
qdP (p/q) ∈ Z \ {0}, tj.

|qdP (p/q)| ≥ 1. (18)

Poxto je P (α) = 0, iz Lagran�ove teoreme sledi∣∣∣∣ P (p/q)

(p/q)− α

∣∣∣∣ ≤ max |P ′(c)|, (19)

gde je izraz na desnoj strani maksimum po svim c izme�u α i p/q. Pret-
postavimo da je |α− (p/q)| ≥ 1 (u suprotnom, (17) va�i za C = 1). Neka je

M = max
α−1≤c≤α+1

|P ′(c)|.

Iz (18) i (19) sledi ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1

Mqd

za p/q ∈ [α− 1, α+ 1]. Time je dokazano da va�i (17), sa C = min{1, 1/M}. ]

Napomena 3. Liuvilova teorema, o kojoj je bilo reqi u Primeru 18, mo-
tivixe slede�u definiciju: broj α ∈ R je Liuvilov, ako za svaki prirodan
broj d postoje brojevi p ∈ Z i q ∈ N, takvi da je

0 <

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qd
. (20)

Iz Liuvilove teoreme sledi da je svaki Liuvilov broj transcendentan. Se-
timo se da smo termin Liuvilov broj ve� koristili za broj

L = 10−1! + 10−2! + 10−3! + 10−4! + · · ·

o kome smo govorili u Primeru 31 na str. 70. U Glavi 4 �emo videti da je L
zaista Liuvilov broj u smislu definicije date u ovoj napomeni5. Upravo na
ovaj naqin je Liuvil dokazao da je broj L transcendentan. �

5Preciznije, L je samo jedan od Liuvilovih brojeva, tj. brojeva koji zadovo	avaju (20).
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2.2. Darbuova teorema. Neka je f diferencijabilna funkcija. Iako
izvodna funkcija f ′ ne mora da bude neprekidna (v. Primer 9), ona ima
slede�e svojstvo, karakteristiqno za neprekidne funkcije (v. Posledicu 8
na str. 111).

Teorema 5. (Darbuova6 teorema) Neka je f : (a0, b0)→ R diferencija-
bilna funkcija i a0 < a < b < b0. Neka je γ broj koji je izme�u f ′(a) i f ′(b).
Tada postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = γ.

4 Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost, da je f ′(a) < γ < f ′(b). Ako je
f(b)−f(a)

b−a = γ, dokaz sledi iz Lagran�ove teoreme, jer je f(b)−f(a)
b−a = f ′(c) za

neko c. Pretpostavimo da je f(b)−f(a)
b−a > γ. Neka je

φ(x) =

{
f(x)−f(a)

x−a za x > a

f ′(a) za x = a.

Funkcija φ je neprekidna na [a, b] i va�i φ(a) = f ′(a) < γ < f(b)−f(a)
b−a = φ(b),

pa postoji taqka x0 ∈ (a, b) takva da va�i φ(x0) = γ. Dokaz sada sledi iz
Lagran�ove teoreme, jer je

γ = φ(x0) =
f(x0)− f(a)

x0 − a
= f ′(c)

za neko c ∈ (a, x0). Sluqaj f(b)−f(a)
b−a < γ tretira se analogno. 5

Zadatak 23. Da li prvi izvod ima i svojstvo neprekidnih funkcija iz Va-
jerxtrasove teoreme (Teorema 6 na str. 112): ako je f ′(x) definisano i konaqno
za svako x iz ograniqenog segmenta [a, b], onda je f ′ ograniqeno? Odgovor: ne.
Uputstvo: dokazati da je funkcija

f : [−1, 1]→ R, f(x) =

{
0, −1 ≤ x ≤ 0

x3/2 sin (1/x), 0 < x ≤ 1

diferencijabilna u svakoj taqki. Izraqunati desni limes izvoda u nuli. X

Zadatak 24. Dokazati da ako postoji lim
x→x0+0

f ′(x) onda postoji i f ′+(x0)

(v. str. 139) i
lim

x→x0+0
f ′(x) = f ′+(x0).

Da li va�i i obrnuto? Uputstvo: za pita�e o obrnutom tvr�e�u videti
Zadatak23, ili Primer 9 na str. 136. X

Zadatak 25. Dokazati da funkcija f ′(·) mo�e da ima samo prekide druge
vrste. X

2.3. Neodre�eni oblici. Lopitalova pravila. Aksiomama realnih
brojeva i pravilima za raquna�e u proxirenom skupu realnih brojeva koja
smo dali na 21. strani nisu definisani izrazi oblika

∞
∞
, ∞−∞, 0 · ∞, 1∞, ∞0,

0

0
, 00.

Ovi izrazi, kao limesi, mogu da budu jednaki bilo kom realnom broju, kao i
±∞. Slede�a teorema omogu�ava nam da nekad izraqunamo limese oblika 0

0 i
∞
∞ .

6Darbu (Darboux, 1842{1917), francuski matematiqar
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Teorema 6. (Lopitalova7 pravila) Neka su funkcije f : (a, b) → R i
g : (a, b) → R diferencijabilne na (a, b) i neka je g′(x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b)
(−∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞). Neka je

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= A.

Tada u svakom od slede�a dva sluqaja

1. lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0

2. lim
x→a+0

g(x) =∞
va�i

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= A.

Analogno tvr�e�e va�i i za lim
x→b−0

.

4 Pretpostavimo da va�i lim
x→a+0

f(x) = lim
x→a+0

g(x) = 0. Tada su funkcije

F (x) =

{
f(x) za x ∈ (a, b)

0 za x = a
i G(x) =

{
g(x) za x ∈ (a, b)

0 za x = a

neprekidne na [a, b) i diferencijabilne na (a, b). Iz Koxijeve teoreme sledi
da za svako x ∈ (a, b) postoji taqka c ∈ (a, x) takva da va�i

f(x)

g(x)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=
F ′(c)

G′(c)
=
f ′(c)

g′(c)
(21)

Poxto je a < c < x, iz x → a + 0 sledi c → a + 0. Odatle i iz (21) sledi
tvr�e�e teoreme u prvom sluqaju.

Pretpostavimo sada da je lim
x→a+0

g(x) =∞. Neka je ε > 0. Iz

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= A

sledi da postoji s > a takvo da je

A− ε < f ′(x)

g′(x)
< A+ ε za x < s. (22)

Neka je β ∈ (a, s). Poxto je lim
x→a+0

g(x) =∞, postoji β1 ∈ (a, β) takvo da je, za

svako α ∈ (a, β1), g(α)− g(β) > 0. Iz Koxijeve teoreme i (22) sledi

A− ε < f(α)− f(β)

g(α)− g(β)
=
f ′(c)

g′(c)
< A+ ε,

odakle, posle mno�e�a pozitivnim brojem g(α)− g(β) dobijamo

(A− ε)
(

1− g(β)

g(α)

)
+
f(β)

g(α)
<
f(α)

g(α)
< (A+ ε)

(
1− g(β)

g(α)

)
+
f(β)

g(α)
.

Poxto

(A+ ε)

(
1− g(β)

g(α)

)
+
f(β)

g(α)

7Lopital (G.F. de l’Hospital, 1661{1704), francuski matematiqar
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te�i ka A+ ε kad α→ a+ 0, mo�emo da izaberemo δ > 0 takvo da je

α ∈ (a, a+ δ) ⇒ (A+ ε)

(
1− g(β)

g(α)

)
+
f(β)

g(α)
< A+ 2ε

i sliqo

α ∈ (a, a+ δ) ⇒ (A− ε)
(

1− g(β)

g(α)

)
+
f(β)

g(α)
> A− 2ε.

Poxto je ε proizvo	no, odatle sledi tvr�e�e teoreme. 5
Zadatak 26. Dokazati da Lopitalovo pravilo va�i i u sluqajevima
(a) a = −∞ (i, analogno, b = +∞)
(b) A = ±∞.
Uputstvo: oba tvr�e�a mogu da se doka�u analizom dokaza Teoreme 6,

ili smenom t = 1/x za tvr�e�e (a), odnosno posmatra�em koliqnika g(x)/f(x)
umesto f(x)/g(x) u tvr�e�u (b) (osim sluqaja kada g(x)→∞). X

Zadatak 27. Uporediti rasu�iva�e u dokazu Lopitalove teoreme sa po-
grexnim rasu�iva�em iz Zadatka 21 na 145. strani. X

Zadatak 28. Dokazati da ne va�i obrnuto tvr�e�e u Lopitalovim prav-

ilima, tj. da iz postoja�a lim f
g ne sledi postoja�e lim f ′

g′ . (Uputstvo: neka je

f funkcija iz Primera 9, g(x) = x i a = 0.) X

Primer 19. Iz Lopitalovog pravila sledi lim
x→+∞

x
qx = 0 za q > 1. ]

Primer 20. Primer 19 lako se uopxtava na slede�i naqin: ako je q > 1,

onda za svako β ∈ R va�i lim
x→+∞

xβ

qx = 0. Zaista, ako je β ≤ 0 tvr�e�e je

oqigledno taqno, a za β > 0 ono sledi iz xβ

qx =
(

x
(q1/β)x

)β
i Primera 19. ]

Primer 21. Neka je a > 1. Tada je

lim
x→∞

loga x

x
= 0. (23)

Zaista, smenom t = loga x, tj. x = at, (23) se svodi na Primer 19. ]

Zadatak 29. Izraqunati lim
x→∞

loga x
x za 0 < a < 1. X

Primer 22. Neka je a > 1 i α ∈ R. Tada je

lim
x→∞

(loga x)α

x
= 0. (24)

Zaista, smenom t = loga x, tj. x = at, (23) se svodi na Primer 20. ]

Primer 23. Neka je a > 1, q > 1 i neka su α, β, γ realni brojevi. Iz
Primera 20 i 22 lako sledi da je

lim
x→+∞

(loga x)αxβqγx = +∞

ako je γ > 0 ∨ (γ = 0 ∧ β > 0) ∨ (γ = 0 ∧ β = 0 ∧ α > 0),

lim
x→+∞

(loga x)αxβqγx = 0

ako je γ < 0 ∨ (γ = 0 ∧ β < 0) ∨ (γ = 0 ∧ β = 0 ∧ α < 0) i

lim
x→+∞

(loga x)αxβqγx = 1

ako je α = β = γ = 0. ]
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Zadatak 30. Izraqunati
(a) lim

x→0

x cos x−sin x
x3

(b) lim
x→+∞

x1/x. X

Zadatak 31. Da li je logiqki ispravno izraqunati

lim
x→0

sinx

x

primenom Lopitalovog pravila? (Odgovor: ne!) X

Zadatak 32. Da li Zadatak 24 na str. 147 mo�e da se rexi pomo�u Lopi-
talovog pravila? X

Zadatak 33. Neka je f : (a,+∞)→ R diferencijabilna funkcija i neka
je lim

x→+∞
(f(x) + f ′(x)) = A. Dokazati da je lim

x→+∞
f(x) = A. X

3. Izvodi vixeg reda. Tejlorova formula

Neka je f : (a, b) → C diferencijabilna funkcija. Ako je �ena izvodna
funkcija f ′ : (a, b) → C diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b), �en izvod
(f ′)′(x0) nazivamo drugim izvodom funkcije f i oznaqavamo sa f ′′(x0) ili
d2f(x0)
dx2 .

Induktivno se definixe n–ti izvod f (n)(x) sa

f (0)(x) = f(x), f (n)(x) = (f (n−1))′(x).

Za n{ti izvod se koristi jox i oznaka dnf(x0)
dxn . Funkciju koja ima n{ti izvod

nazivamo n puta diferencijabilnom. Funkciju koja je n puta diferencija-
bilna za svako n nazivamo beskonaqno puta diferencijabilnom.

Izvod n{tog reda je linearan, tj.

(λf + µg)(n)(x) = λf (n)(x) + µg(n)(x)

za konstante λ, µ ∈ C i n puta diferencijabilne funkcije f i g. Za proizvod
n puta diferencijabilnih funkcija va�i uopxteno Lajbnicovo pravilo

(fg)(n)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

koje se lako dokazuje indukcijom (zadatak!).
Za kompoziciju g ◦ f n puta diferencijabilnih funkcija f i g va�i di

Brunova8 formula

(g ◦ f)(n)(x) =
∑ n!

k1!k2! . . . kn!
g(k)(y)

(
f (1)(x)

1!

)k1(f (2)(x)

2!

)k2
· · ·
(
f (n)(x)

n!

)kn
,

(25)
gde je k = k1 +k2 + · · ·+kn i gde se sumira�e vrxi po svim k1, k2, . . . , kn takvim
da je k1 + 2k2 + · · · + nkn = n. Ova formula mo�e da se doka�e na slede�i
naqin. Pre svega, primetimo da je (g ◦ f)(n)(x) svakako izraz oblika∑

C(n, k1, k2 . . . , kn)g(k)(y)

(
f (1)(x)

)k1(
f (2)(x)

)k2
· · ·
(
f (n)(x)

)kn
, (26)

8Franqesko di Bruno, (Francesco Faà di Bruno, 1825–1888), italijanski svextenik i
matematiqar
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za neke konstante C(n, k1, k2 . . . , kn) koje ne zavise od f i g. Da bismo naxli
te konstante, uzmimo funkcije

f(x) = a1x+ · · ·+ anx
n, g(y) = yk.

Tada iz uopxte�a �utnove binomne formule (formula (20) na str. 26) sledi
da je

g ◦ f(x) =
∑ k!

k1!k2! · · · kn!

( n∏
j=1

a
kj
j

)
xk1+2k2+···+nkn , (27)

gde se suma vrxi po svom k1, . . . , kn takvim da je k1 + k2 + · · · + kn = k.
Izvod reda n ovog polinoma mo�emo da izraqnamo eksplicitno. Koefici-
jente C(n, k1, k2 . . . , kn) dobijamo upore�iva�em vrednosti n{tog izvoda poli-
noma (g ◦ f)(n) dobijenog eksplicitnim diferencira�em formule (27) n puta
sa izrazom dobijenim zamenom x = 0 u (26).

Zadatak 34. Koliko puta je funkcija f(x) = |x|3 diferencijabilna u
nuli? X

Zadatak 35. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
e−1/x2

za x > 0

0 za x ≤ 0

beskonaqno puta diferencijabilna. X

Slede�i zadatak daje va�an primer beskonaqno diferencijabilne fun-
kcije koja je pozitivna na intervalu i jednaka nuli van �ega.

Zadatak 36. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
e−1/x2(1−x)2 za 0 < x < 1

0 za x /∈ (0, 1)

beskonaqno puta diferencijabilna. X

Zadatak 37. Dokazati da je funkcija

f(x) =


e−1/x2(1−x)2 za 0 < x < 1

0 za x ≤ 0

1 za x ≥ 1

beskonaqno puta diferencijabilna. Ovo je primer monotone beskonaqno di-
ferencijabilne funkcije koja je konstantna na (−∞, 0] i [1,+∞) i strogo
monotona na [0, 1]. X

Zadatak 38. Da li je funkcija iz Primera 14 na str. 140 dvaput difer-
encijabilna u nuli? X

Zadatak 39. Za koje p je funkcija iz Zadatka 5 na 137. strani k puta
diferencijabilna? X

Zadatak 40. Funkcija y = f(x) data je u parametarskom obliku

x = t+ t3, y = et + t

Izraqunati f ′′(0). X
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Primer 24. Polinomska funkcija p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amx

m

je beskonaqno puta diferencijabilna i va�i p(n)(0) = n!an za 0 ≤ n ≤ m i
p(n)(x) = 0 za n > m. Odatle sledi da polinom mo�emo da napixemo u obliku

p(x) =
m∑
n=1

p(n)(0)
n! xn. ]

Primer 24 mo�emo da uopxtimo na slede�i naqin. Neka je funkcija f :
(a, b)→ R n puta diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b). Polinom

Pn(x0, x; f) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

naziva se Tejlorovim9 polinomom stepena n funkcije f u taqki x0. Razlika

rn(x0, x; f) = f(x)− Pn(x0, x; f)

naziva se n{tim ostatkom Tejlorove formule

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + rn(x0, x; f).

Za x0 = 0 Tejlorova formula se qesto naziva Meklorenovom.10 Va�i slede�a
teorema.

Teorema 7. Neka je funkcija f : (a, b) → R n puta diferencijabilna
u taqkama zatvorenog intervala sa krajevima x, x0 ∈ (a, b), neka je �en n{
ti izvod neprekidan u svim taqkama tog zatvorenog intervala i neka pos-
toji n+ 1 izvod u taqkama otvorenog intervala sa krajevima x, x0. Neka je
Pn(x0, x; f) Tejlorov polinom funkcije f i rn(x0, x; f) ostatak. Tada va�i

(a) rn(x0, x; f) = 1
n!f

(n+1)(c)(x− c)n(x− x0) za neko c izme�u x i x0

(b) rn(x0, x; f) = 1
(n+1)!f

(n+1)(c)(x− x0)n+1 za neko c izme�u x i x0

Formula (a) naziva se Koxijevom, a formula (b) Lagran�ovom formom
ostatka.

4 Neka je F (t) = f(x)− Pn(t, x; f), tj.

F (t) = f(x)−
(
f(t) +

f ′(t)

1!
(x− t) + · · ·+ f (n)(t)

n!
(x− t)n

)
.

Tada je

F ′(t) = −f ′(t) + f ′(t)
1! −

f ′′(t)
1! (x− t) + f ′′(t)

1! (x− t)−
− f

′′′(t)
2! (x− t)2 + · · · − f(n+1)(t)

n! (x− t)n =

= − f
(n+1)(t)
n! (x− t)n.

(28)

Neka je G proizvo	na funkcija definisana i neprekidna na zatvorenom in-
tervalu sa krajevima x i x0 i diferencijabilna u unutrax�im taqkama tog
intervala, takva da je G′ svuda razliqito od nule. Iz Koxijeve teoreme sledi
da postoji taqka c izme�u x i x0 takva da je

F (x)− F (x0)

G(x)−G(x0)
=
F ′(c)

G′(c)
. (29)

9Tejlor (B. Taylor, 1685–1731), engleski matematiqar
10Mekloren (K. Maclaurin, 1698–1746), engleski matematiqar
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Poxto je F (x)− F (x0) = 0− F (x0) = −rn(x0, x; f), iz (28) i (29) sledi

rn(x0, x; f) =
G(x)−G(x0)

n!G′(c)
f (n+1)(c)(x− c)n.

Specijalno, za G(t) = x − t dobijamo formulu (a), a za G(t) = (x − t)n+1

formulu (b). 5

Napomena 4. U Primeru 2 na str. 267 vide�emo jox jedan naqin izvo�e�a
Tejlorove formule.

Napomena 5. (Peanov oblik ostatka) Ako je funkcija f (n+1) ograniqe-
na onda iz (b) sledi rn(x0, x; f) = o((x− x0)n) kad x→ x0; ovaj ostatak naziva
se Peanovom formom ostatka. Tejlorova formula sa ovom formom ostatka
je taqna i pri mnogo slabijim pretpostavkama { dovo	no je pretpostaviti
da funkcija f ima prvih n izvoda u taqki x0. Dokaz je posledica slede�eg
zadatka.

Zadatak 41. (a) Neka je funkcija ψ : (x0− δ, x0 + δ)→ R n puta diferen-
cijabilna u taqki x0 i neka je

ψ(x0) = ψ′(x0) = · · · = ψ(n)(x0) = 0.

Dokazati da je ψ(x) = o((x− x0)n) kad x→ x0. (Uputstvo: primeniti induk-
ciju po n. Za n = 1 tvr�e�e definicija prvog izvoda. Neka je ψ funkcija za
koju tvr�e�e va�i za prirodan broj n. Primeniti induktivnu pretpostavku
na funkciju ψ′(·) i iskoristiti Lagran�ovu teoremu

ψ(x) = ψ(x)− ψ(x0) = ψ′(c)(x− x0)

i induktivnu pretpostavku)
(b) Izvesti iz (a) dokaz tvr�e�a iz Napomene 5. (Uputstvo: neka je ψ(x) =

f(x)− Pn(x0, x; f)) X

Primer 25. Neposrednim izraqunava�em izvoda u taqki x0 = 0 dobijamo

ex =
n∑
k=0

xk

k! + rn(0, x; ex)

sinx =
n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k+1)! + r2n+1(0, x; sinx)

cosx =
n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)! + r2n(0, x; cosx)

log(1 + x) =
n∑
k=1

(−1)k−1 xk

k + rn(0, x; log(1 + x))

(1 + x)α =
n∑
k=0

(
α
k

)
xk + rn(0, x; (1 + x)α),

gde je (
α

k

)
:=

α · (α− 1) · . . . · (α− k + 1)

k!
.

Posled�a formula uopxtava binomnu formulu (Lema 5 na 24. strani) ]

U Posledici 6 na 144. strani videli smo dovo	an uslov postoja�a lo-
kalnog ekstremuma u terminima prvog izvoda. Slede�e tvr�e�e daje dovo	an
uslov u terminima izvoda vixeg reda.
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Tvr�eǌe 1. (Dovo	an uslov postoja�a lokalnog ekstremuma) Neka
je funkcija f : (x0 − δ, x0 + δ) → R n puta diferencijabilna u taqki x0 i
neka je

f (k)(x0) = 0 za k < n, f (n)(x0) 6= 0.

Tada:

(1) Ako je n neparan broj x0 nije taqka ekstremuma.
(2) Ako je n paran broj x0 je taqka lokalnog ekstremuma i to

(a) taqka maksimuma ako je f (n)(x0) < 0,
(b) taqka minimuma ako je f (n)(x0) > 0.

4 Taqka x0 je taqka lokalnog ekstremuma ako je znak izraza f(x)−f(x0) stalan
u nekoj okolini taqke x0. Iz Tejlorove formule sa ostatkom u Peanovom
obliku sledi

f(x)− f(x0) =
1

n!
f (n)(x0)(x− x0)n + α(x)(x− x0)n,

gde α(x) → 0 kad x → x0. Odatle sledi da znak razlike f(x) − f(x0) zavisi
samo od znaka izraza f (n)(x0)(x−x0)n. Ako je n neparan broj, znak ovog izraza
se me�a u zavisnosti od toga da li je x sa leve ili sa desne strane taqke x0,
pa x0. Ako je n parno, ovaj znak je stalan i zavisi samo od znaka f (n)(x0). 5

Primer 26. (Uputstvo za lako pam�e�e Tvr�e�a 1) I bez primene difer-
encijalnog raquna lako je videti da funkcija f(x) = xn ima lokalni ek-
stremum u 0 ako i samo ako je n paran broj. U tom sluqaju, radi se o taqki
lokalnog minimuma. ]

4. Konveksne funkcije

Funkcija f : (a, b)→ R naziva se konveksnom ako za proizvo	ne dve taqke
x1, x2 ∈ (a, b) va�i

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) za 0 ≤ λ ≤ 1. (30)

Geometrijski, ovaj uslov znaqi da se du� koja spaja bilo koje dve taqke grafika
funkcije nalazi iznad tog grafika.

Slika: konveksna funkcija

Ukoliko va�i obrnuta nejednakost

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2) za 0 ≤ λ ≤ 1

funkcija f se naziva konkavnom.. Ako je funkcija f : [a, b]→ R konveksna na
intervalu [a, c] a konkavna na intervalu [c, b] (ili konkavna na intervalu [a, c]
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a konveksna na intervalu [c, b]), taqka c se naziva prevojnom taqkom funkcije
f .

Neka je x1 < x2 i x = λx1 +(1−λ)x2. Tada je λ = x2−x
x2−x1

, pa nejednakost (30)
mo�emo da napixemo u obliku

f(x) ≤ x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1

x2 − x1
f(x2).

Odatle, posle mno�e�a sa x2 − x1 dobijamo

(x2 − x)f(x1) + (x1 − x2)f(x) + (x− x1)f(x2) ≥ 0.

Ako napixemo x2−x1 = x2−x+x−x1, iz prethodne nejednakosti lako dobijamo

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
. (31)

Geometrijski, ova nejednakost znaqi da je, za fiksirano x, koeficijent pravca
prave koja spaja taqke (x, f(x)) i (α, f(α)) rastu�a funkcija od α. Odatle se,
imaju�i u vidu da rastu�a funkcija ima levi i desni limes u svakoj taqki
(videti Lemu 15 na 121. strani) , lako izvodi slede�e tvr�e�e:

Zadatak 42. Dokazati da konveksna funkcija f : (a, b) → R ima levi i
desni izvod u svakoj taqki x0 ∈ (a, b) i da je

f ′−(x0) ≤ f ′+(x0).

Uz pomo� Zadatka 12 na str. 139 zak	uqiti da je svaka konveksna funkcija
neprekidna. X

Zadatak 43. Neka je f : [a, b] → R konveksna funkcija i a < x1 < x2 <
x3 < b.

(a) Dokazati da je

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

(b) Dokazati da za sve c ∈ (a, b) va�i f ′−(c) ≤ f ′+(c).
(v) Dokazati da se za svaki broj k takav da je f ′−(c) ≤ k ≤ f ′+(c) grafik

funkcije y = f(x) nalazi iznad prave L zadate jednaqinom y = f(c) +k(x− c),
pri qemu, ako je f strogo konveksna, �en grafik i prava L imaju taqno jednu
zajedniqku taqku.

(g) Dokazati da se grafik diferencijabilne konveksne funkcije nalazi
iznad svake svoje tangente. X

Pretpostavimo da je konveksna funkcija f diferencijabilna. Prelaze�i
u (31) na limes, prvo kad x→ x1, a zatim kad x→ x2, dobijamo

f ′(x1) ≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2),

xto znaqi da je funkcija f ′ rastu�a. Specijalno, ako je f dva puta diferen-
cijabilna, onda je f ′′ ≥ 0.

U prethodnim razmatra�ima smo dokazali slede�e tvr�e�e.

Tvr�eǌe 2. Neka je f : (a, b)→ R konveksna funkcija. Tada va�i:

1. Funkcija f ima levi i desni izvod u svakoj taqki.
2. Funkcija f je neprekidna.
3. Ako je funkcija f diferencijabilna, �en izvod je rastu�a funkcija.
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4. Ako je funkcija f dva puta diferencijabilna, onda je f ′′ ≥ 0.

Slede�e tvr�e�e je asimptotska verzija tvr�e�a (g) u Zadatku 43

Tvr�eǌe 3. Neka je f : [a,+∞)→ R strogo konveksna funkcija i L �ena
asimptota. Tada se grafik funkcije f nalazi strogo iznad prave L.

4 Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je L prava y = 0 (u
protivnom, ako je y = ax+ b jednaqina prave L, posmatramo strogo konveksnu
funkciju f(x)− (ax+ b)), tj. da je

lim
x→+∞

f(x) = 0. (32)

Treba da doka�emo da je f strogo pozitivna.
Doka�imo prvo da je f opadaju�a funkcija. Zaista, kada bi za neke x1 < x2

bilo f(x1) < f(x2), veliqina

λ :=
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

bi bila pozitivna. Iz konveksnosti bi sledilo da je za sve x > x2

λ =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x)− f(x2)

x− x2
,

tj. f(x) ≥ f(x2) + λ(x− x2)→ +∞ kad x→ +∞, xto je u suprotnosti sa (32).
Pretpostavimo da f nije strogo pozitivna, tj. da je f(c) ≤ 0 za neko c.

Poxto f opada, odatle bi sledilo da je za sve x ≥ c
0 = lim

t→+∞
f(t) ≤ f(x) ≤ f(c) ≤ 0,

tj. da je f ≡ 0 na [c,+∞), xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je f strogo
konveksna funkcija. 5

Zadatak 44. (a) Dokazati da je zbir konveksnih funkcija konveksna fun-
kcija.

(b) Ako je f konveksna, a g rastu�a konveksna funkcija, dokazati da je
funkcija g ◦ f konveksna. X

Zadatak 45. Neka je f : [a, b]→ R konveksna funkcija.
(a) Dokazati da ako f dosti�e maksimum u nekoj unutrax�oj taqki inter-

vala (a, b), onda je f ≡ const.
(b) Neka su x1, x2 ∈ (a, b) fiksirane taqke. Dokazati da je (30) ili stroga

nejednakost za svako λ, ili jednakost za svako λ. (Uputstvo: primeniti (a) na
funkciju F (x) = f(x)− L(x), gde je y = L(x) jednaqina prave koja spaja taqke
(x1, f(x1)) i (x2, f(x2))) X

Zadatak 46. Neka je f : [0,+∞) → [0,+∞) strogo konkavna funkcija, sa
osobinom

f(x) = 0 ⇔ x = 0.

Dokazati da je f strogo rastu�a.
Uputstvo: iz stroge konkavnosti funkcije f sledi da je

f(c)− f(b)

c− b
<
f(c)− f(a)

c− a
<
f(b)− f(a)

b− a
za sve 0 ≤ a < b < c. Ako za neke a < b va�i f(b) ≤ f(a), onda je za sve x > b
va�i f(x) < f(b) + kx, gde je k < 0, pa f(x) seqe x{osu u nekoj taqki x0 > 0,
sto je suprotno pretpostavci da je f razliqito od nule za x > 0. X
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Zadatak 47. Neka je f : (a, b) → R dvaput diferencijabilna funkcija i
c ∈ (a, b) prevojna taqka. Dokazati da je f ′′(c) = 0. Da li je f ′(c) = 0? X

Slede�a lema je uopxte�e nejednakosti (30).

Lema 5. (Jensenova nejednakost)11 Neka je f : (a, b) → R konveksna
funkcija, x1, . . . , xn taqke intervala (a, b) i λ1, . . . , λn nenegativni brojevi,
takvi da je λ1 + · · ·+ λn = 1. Tada va�i nejednakost

f(λ1x1 + · · ·+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + · · ·+ λnf(xn).

4 Dokaz izvodimo indukcijom. Za n = 2 Lema se svodi na nejednakost (30).
Pretpostavimo da nejednakost va�i za n−1 taqaka. Pretpostavimo, ne uma�u-
ju�i opxtost, da su λ1, . . . , λn realni brojevi takvi da je λn 6= 0 i λ1+· · ·+λn =
1. Neka je µ = λ2 + · · ·+ λn. Tada iz (30) sledi

f(λ1x1 + · · ·+ λnxn) = f(λ1x1 + µ(λ2

µ x2 + · · ·+ λn
µ xn))

≤ λ1f(x1) + µf(λ2

µ x2 + · · ·+ λn
µ xn).

Poxto je λ2

µ + · · ·+ λn
µ = 1, po induktivnoj pretpostavci va�i

f

(
λ2

µ
x2 + · · ·+ λn

µ
xn

)
≤ λ2

µ
f(x2) + · · ·+ λn

µ
f(xn).

Iz prethodne dve nejednakosti sledi dokaz Leme. 5

Primer 27. (Jangova nejednakost)12 Funkcija f(x) = − log x je konvek-
sna (jer je f ′′(x) = 1

x2 > 0), pa va�i

log(λ1x1 + · · ·+ λnxn) ≥ λ1 log(x1) + · · ·+ λn log(xn),

odakle sledi
xλ1

1 · · · · · xλnn ≤ λ1x1 + · · ·+ λnxn

za xk ≥ 0, λk ≥ 0, λ1 + · · ·+ λn = 1. U sluqaju n = 2 ova nejednakost se obiqno
zapisuje u vidu

a
1
p b

1
q ≤ 1

p
a+

1

q
b za a > 0, b > 0, p > 1 i

1

p
+

1

q
= 1. (33)

Specijalno, ako je λ1 = · · · = λn = 1
n dobijamo

n
√
x1 · . . . · xn ≤

x1 + · · ·+ xn
n

,

xto je nejednakost izme�u geometrijske i aritmetiqke sredine. ]

Zadatak 48. Neka je a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, . . . , an ≥ 0 i

Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

, Gn = n
√
a1a2 · · · an

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, Kn =

√
a2

1 + a2
2 + · · ·+ a2

n

n
(harmonijska, geometrijska, aritmetiqka i kvadratna sredina). Dokazati da
je

min{a1, a2, . . . , an} ≤ Hn ≤ Gn ≤ An ≤ Kn ≤ max{a1, a2, . . . , an}
i da bilo koja jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = . . . = an. X

11Jensen (I. L. Jensen, 1859–1925)
12Jang (W. Young, 1882–1946), engleski matematiqar
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Napomena 6. Zadatak 48 mo�e da se uopxti na sredine reda t; to su veli-
qine

St =

(
at1 + at2 + · · ·+ atn

n

)1/t

.

Specijalno, S−1 = Hn, S1 = An, S2 = Kn. Iz Ve�be (21) na str. 128 sledi da
ima smisla re�i da je S0 = Gn. Sem toga,

S−∞ = lim
t→−∞

St = min{a1, a2, . . . , an}, S+∞ = lim
t→+∞

St = max{a1, a2, . . . , an}.

Funkcija t 7→ St je rastu�a, pa va�i

S−∞ ≤ S−1 ≤ S0 ≤ S1 ≤ S2 ≤ S+∞,

xto je tvr�e�e Zadatka 48. Setimo se i elementarnih dokaza nekih od ovih
nejednakosti iz Ve�be 29 na str. 89. �

Zadatak 49. Neka je a > 0, b > 0, 0 < p < 1, 1
p + 1

q = 1. Dokazati da tada
va�i

a
1
p b

1
q ≥ 1

p
a+

1

q
b.

Uputstvo: na�i nule prvog izvoda funkcije f(x) = xλ − λx+ λ− 1 i dokazati
da je za λ > 1 taqka x = 1 �en apsolutni minimum, odakle sledi f(x) ≥ 0.
Staviti p = 1

λ ,
1
q = 1− 1

p i x = a
b . X

Primetimo da metodom Zadatka 49 mo�emo da doka�emo i nejednakost 33
bez poziva�a na konveksnost. Dovo	no je primetiti da u sluqaju λ < 1
funkcija f iz Zadatka 49 ima maksimum u taqki x = 1.

Primer 28. (Helderova nejednakost)13 Funkcija f : [0,+∞) → R,
f(x) = xp je konveksna za p > 1 (jer je f ′′(x) = p(p − 1)xp−2). Iz Jensenove
nejednakosti sledi ( n∑

k=1

λkxk

)p
≤

n∑
k=1

λkx
p
k. (34)

Neka je q takvo da je 1
p + 1

q = 1 i neka su ak i bk nenegativni brojevi. Stav	a-

ju�i

λk =
bqk∑n
j=1 b

q
j

, xk =
ak
∑n
j=1 b

q
j

b
1
p−1

k

u (34) dobijamo
n∑
k=1

akbk ≤
( n∑
k=1

apk

) 1
p
( n∑
k=1

bqk

) 1
q

.

Posled�a nejednakost se naziva Helderovom nejednakox�u. ]

Zadatak 50. Dokazati da za p < 1, p 6= 0, 1
p + 1

q = 1 i ak ≥ 0, bk ≥ 0 va�i

n∑
k=1

akbk ≥
( n∑
k=1

apk

) 1
p
( n∑
k=1

bqk

) 1
q

.

Uputstvo: za 0 < p < 1 funkcija f(x) = −xp je konveksna. X

13Helder (Otto Hölder, 1859{1937), nemaqki matematiqar
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Zadatak 51. (Nejednakosti Minkovskog)14Neka su ak, bk, k = 1, 2, . . . , n
nenegativni brojevi. Dokazati da va�i( n∑

k=1

(ak + bk)p
) 1
p

≤
( n∑
k=1

apk

) 1
p

+

( n∑
k=1

bpk

) 1
p

za p ≥ 1

i ( n∑
k=1

(ak + bk)p
) 1
p

≥
( n∑
k=1

apk

) 1
p

+

( n∑
k=1

bpk

) 1
p

za p < 1, p 6= 0.

Uputstvo: primetiti da je
n∑
k=1

(ak + bk)p =

n∑
k=1

ak(ak + bk)p−1 +

n∑
k=1

bk(ak + bk)p−1,

primeniti Helderove nejednakosti na svaki od sabiraka na desnoj strani i

podeliti obe strane dobijenih nejednakosti sa
(∑

(ak + bk)p
)1/q

. X

5. Ve�be

(1) Izraqunati lim
x→0

x(
√

1 + 3x− 1)−1

(a) pomo�u Lopitalovog pravila;
(b) pomo�u Tejlorovog polinoma;
(v) bez pomo�i Lopitalovog pravila i Tejlorovog polinoma.

(2) Izraqunati lim
x→0

tg x−sin x
x3 .

(3) Izraqunati

lim
x→1

(x+ 1)
√
x+ 2

√
x− 3x− 1

(x+ 15)
√
x+ 3− 6x− 26

.

(4) Na�i f ′(x) ako je funkcija y = f(x) zadata implicitno sa x2 + 2xy−
y2 = 4x.

(5) Neka je y = 5

√
x2+1
x+1 . Izraqunati

dy
dx . Uputstvo: diferencirati log y;

ovime se raqun i sre�iva�e izraza pojednostav	uje.
(6) Skicirati krive

(a) y = x3 + x2 − 4x− 4;
(b) r = 2 + sin θ;
(v) y = f(x) ako je f : R \ {0} → R parna funkcija za koju va�i

f(1) = 0 i f ′(x) = x−1.
(7) Na�i taqke preseka parabola

r =
1

1− cos θ
i r =

3

1 + cos θ

i na�i ugao izme�u �ihovih tangenti u svakoj taqki preseka.
(8) Da li funkcija f(x) = x+ sinx ima ekstremne vrednosti? Ako ima,

na�i ih.
(9) Neka je f(x) = x2 + λx−1.

(a) Za koje λ ∈ R funkcija f ima minimum u taqki x = −3?
(b) Za koje λ ∈ R funkcija f ima minimum u taqki x = 2?
(v) Za koje λ ∈ R funkcija f ima prevoj u taqki x = 1?
(g) Za koje λ ∈ R funkcija f ima maksimum?

14Minkovski (Hermann Minkowski, 1864–1909), nemaqki matematiqar i fiziqar
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(10) Dva putnika polaze iz iste taqke. Prvi se kre�e brzinom 3 kilo-
metra na sat prema istoku, a drugi brzinom 2 kilometra na sat ka
severoistoku. Kojom brzinom se rastoja�e izme�u �ih me�a posle 15
minuta?

(11) Dokazati binomnu formulu (Lema 5 na str. 24) pomo�u diferenci-
jalnog raquna. (Uputstvo: pokazati prvo da se opxti sluqaj svodi na
sluqaj y = 1.)

(12) Neka je P polinom stepena n > 1 koji ima n razliqitih realnih
korena x1, . . . , xn i koeficijent an uz x

n i neka je Q polinom stepena
ne ve�eg od n− 1. Dokazati da je

P ′(xk) = an
∏
j 6=k

(xj − xk) i
Q(x)

P (x)
=

n∑
k=1

Q(xk)

P ′(xk)(x− xk)

za x ∈ R \ {x1, . . . , xn}. Izraqunati zbir
n∑
k=1

1

P ′(xk)
.

(13) Stanovnici dva grada koja se nalaze na istoj strani reke pravolini-
jskog toka prave pumpu koja �e ih snabdevati vodom. Rastoja�e izme�u
prvog grada i reke je p, izme�u drugog grada i reke q, a rastoja�e izme-

�u gradova je r. Dokazati da du�ina cevi mora da bude bar
√
r2 + 4pq.

(14) Neka su f1, f2, . . . , fn diferencijabilne funkcije, qija vrednost taqki
a nije jednaka nuli. Dokazati da je(∏n

k=1 fk

)′
(a)∏n

k=1 fk(a)
=

n∑
k=1

f ′k(a)

fk(a)
.

(15) Neka su f1, f2, . . . , fn, g1, g2, . . . , gn diferencijabilne funkcije qija
vrednost u taqki a nije jednaka nuli. Dokazati da je( n∏

k=1

fk
gk

)′
(a) =

n∏
k=1

fk(a)

gk(a)

n∑
k=1

(
f ′k(a)

fk(a)
− g′k(a)

gk(a)

)
.

(16) Neka je f : [1,+∞)→ R diferencijabilna funkcija takva da je

1

x
≤ f ′(x) ≤ x.

Dokazati da je

lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x)

x3
= 0.

(17) Dokazati da za pozitivne brojeve x, y, a, b va�i nejednakost(
x+ y

a+ b

)x+y

≤
(
x

a

)x(
y

b

)y
.

Kada va�i jednakost? Dokazati uopxte�e(∑n
k=1 xk∑n
k=1 ak

)∑n
k=1 xk

≤
n∏
k=1

(
xk
ak

)xk
za pozitivne brojeve x1, . . . , xn, a1, . . . , an.
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(18) Dokazati da za a ≥ 0, b ≥ 0 va�i

a+ b ≥ 1 ⇒ a4 + b4 ≥ 1

8
.

(19) Dokazati da za pozitivne brojeve a1, a2, . . . , an va�i nejednakost

a1

a2
+
a2

a3
+ · · ·+ an−1

an
+
an
a1
≥ n.

(20) Dokazati da je za sve m,n ∈ N

m+ n

2
≤ (mmnn)

1
m+n ≤ m+ n.

(21) Dokazati nejednakosti

112233 · · ·nn ≤
(

2n+ 1

3

)n(n+1)
2

i
1

n
+

1

n+ 1
+

1

2n
>

2

3

za n ∈ N.
(22) Na�i broj rexe�a jednaqine

(a) x3 − 6x2 + 9 = 10,
(b) ex = cx2, c ∈ R.

(23) Funkcija f : (−a, a)→ R je diferencijabilna i zadovo	ava uslove

f(x+ y) =
f(x) + f(y)

1− f(x)f(y)
, lim

h→0

f(h)

h
= 1.

Na�i f . Uputstvo: uporediti izraze koji se dobiju diferencira�em
date funkcionalne jednaqine po x i po y i zak	uqiti da je f ′(x) = 1+
f(x)2. Tra�ena funkcija je tangens u okolini nule. Poxto tangens
nije definisan za sve realne brojeve, tra�ena funkcija ne postoji
ako je a > π/2. Ako je a < π/2 rexe�e je f(x) = tgx.

(24) Nacrtati slede�e krive (tj. ispitati funkcije):
(a) y = (x− 2)2/3(x+ 1)1/3

(b) y = arcsin x√
2x2+4x+4

(v) y = x log x
x−1

(g) y = 1
log (1+ 1

|x| )
− |x|.

(25) Nacrtati krivu zadatu parametarski sa x = t− log t, y = t log t.
(26) Dokazati nejednakost∣∣∣∣ 1

1 + a
− 1

1 + b

∣∣∣∣ ≤ |a− b|
za pozitivne realne brojeve a, b.

(27) Dokazati nejednakosti
(a) | sinx− sin y| ≤ |x− y|
(b) | arctanx− arctan y| ≤ |x− y|,
za sve x, y ∈ R.

(28) Dokazati �ordanovu15 nejednakost

2x

π
< sinx < x za 0 < x <

π

2
.

15�ordan (Camille Jordan, 1838{1922), francuski matematiqar
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(29) Dokazati nejednakost

tgx > x+
x3

3
za 0 < x <

π

2
.

(30) Dokazati nejednakost

xe ≤ ex za x ≥ 0.

(31) Dokazati da za {x1, x2, . . . , xn} ⊂ (0, π) va�i nejednakost

n

√√√√ n∏
k=1

sinxk ≤ sin

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
.

Uputstvo: dokazati da je funkcija log (sinx) konkavna.
(32) Dokazati da za {x1, x2, . . . , xn} ⊂ (0, π) va�i nejednakost

n

√√√√ n∏
k=1

xk sin

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
≥ 1

n

n∑
k=1

xk n

√√√√ n∏
k=1

sinxk.

(33) Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi, takvi da je

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

i neka je a > 0. Dokazati nejednakost

n∑
k=1

(
xk +

1

xk

)a
≥ (n2 + 1)a

na−1
.

Uputstvo: dokazati da je funkcija x 7→ (x+x−1)a konveksna za a ≥ 1
i iskoristiti Jensenovu nejednakost (Lema 5 na str. 157). Drugo re-
xe�e (za a ≥ 1): primeniti Koxi{Xvarcovu nejednakost (str. 85)
na sumu

n2 =

( n∑
k=1

1

)2

=

( n∑
k=1

√
xk

1
√
xk

)2

i dokazati da je
n∑
k=1

1

xk
≥ n2.

Zatim iskoristiti konveksnost funkcije x 7→ xa za a ≥ 1. Sluqaj
0 < a < 1 ispitati odvojeno.

(34) Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost

1

n

n∑
k=1

xk ≥ n

√√√√ n∏
k=1

xke
1
2n

∑n
k=1

1
xk
− n

2
∑n
k=1

xk .

(35) Neka je funkcija f : [0, 1] ⇒ R neprekidna na [0, 1] i diferencija-
bilna na (0, 1). Dokazati da postoji c ∈ (0, 1), takvo da va�i

f(1)− f(0) =
1

2
(f ′(c) + f ′(1− c)).
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(36) Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na [a, b] i diferenci-
jabilna na (a, b) i neka je f(a) = a, f(b) = b. Dokazati da postoje
razliqite taqke ξ, η ∈ (a, b), takve da je

1

f ′(ξ)
+

1

f ′(η)
= 2.

Uputstvo: koriste�i neprekidnost, dokazati da postoji c ∈ (a, b) za
koje je f(c) = (a + b)/2, a zatim primeniti Lagran�evu teoremu na
intervale [a, c] i [c, b].

(37) Funkcija f : [0,+∞)→ R neprekidna na [0,+∞), diferencijabilna
na (0,+∞), zadovo	ava uslov f(0) = 0 i �en izvod f ′ raste. Dokazati
da je

g(x) =
f(x)

x
rastu�a funkcija.

(38) Neka je f : (a, b) → R diferencijabilna funkcija koja zadovo	ava
uslov

f ′(x) + (f(x))2 ≥ −1 za sve x ∈ (a, b),

i neka je

lim
x→a+0

f(x) = +∞ i lim
x→b−0

f(x) = −∞.

Dokazati da je b− a ≥ π.
(39) Neka je f : R → R dvaput diferencijabilna funkcija koja zadovo-

	ava uslov

f ′′(x) + exf(x) = 0 za sve x ∈ R.

Dokazati da za svako T ∈ R funkcija f ograniqena na intervalu
[T,+∞). Uputstvo: dokazati da je funkcija g(x) = (f(x))2 + (f ′(x))2

nenegativna i opadaju�a.
(40) Neka je f : R → R diferencijabilna funkcija koja ima ograniqen

prvi izvod i neka je g(x) = x2 + f(x).
(a) Izraqunati

lim
x→±∞

g(x) i lim
x→±∞

g(x)√
1 + x4

.

(b) Dokazati da funkcija g nije ravnomerno neprekidna na R.
(41) Neka je funkcija f definisana u okolini taqke x i neka u toj taqki

ima drugi izvod. Dokazati da je

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
.

Pokazati primerom da limes na desnoj strani mo�e da postoji i ako
f ′′(x) ne postoji.

(42) Neka je f : (−ε, 1 + ε)→ R dvaput diferencijabilna funkcija i neka
je f(0) = f(1). Ako je

(∀x ∈ (0, 1)) |f ′′(x)| ≤M,

dokazati da je

sup
x∈(0,1)

|f ′(x)| ≤ M

2
.
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Uputstvo: Napisati f(1) pomo�u Tejlorovog polinoma u okolini taq-
ke x. Uraditi isto sa f(0) i oduzeti dobijene izraze.

(43) Neka je f : (a,+∞) → R dvaput diferencijabilna funkcija i neka
je

sup
x>a
|f (k)(x)| = Mk < +∞

za k ∈ {0, 1, 2}. Dokazati Adamar16 { Kolmogorov17 { Landauovu ne-
jednakost

M2
1 ≤ 4M0M2.

Dokazati odatle da ako funkcija f ima ograniqen drugi izvod, onda
va�i implikacija

lim
x→+∞

f(x) = 0 ⇒ lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

Uputstvo: razviti f(x + 2h) u Tejlorov polinom sa ostatkom u La-
gran�ovom obliku. Zak	uqiti da je M0 −M1h + M2h

2 > 0, odakle
sledi da je diskriminanta ovog kvadratnog trinoma negativna.

(44) Neka je 0 ≤ ε < 1. Dokazati da postoji funkcija y = f(x) zadata
jednaqinom

y − ε sin y = x

i na�i �en izvod.
(45) (a) Neka je f : R→ R diferencijabilna funkcija koja je periodiqna

sa periodom T . Dokazati da je �en izvod f ′(x) periodiqna funkcija,
sa istim periodom T .

(b) Neka je P polinom. Dokazati da je funkcija sin (P (x)) peri-
odiqna ako i samo ako stepen polinoma P nije ve�i od 1.

(46) Neka su a1, a2, . . . , an nenegativni realni brojevi. Dokazati nejed-
nakosti

1

n

n∑
k=1

ake
−ak ≤ 1

e
,

1

n

n∑
k=1

a2
ke
−ak ≤ 4

e2
,

n∏
k=1

ak ≤
(

3

e

)n
e

1
3

∑n
k=1 ak .

(47) Na�i

sup
x∈R

(
1

1 + |x|
+

1

1 + |x− 1|

)
.

Da li se ovaj supremum dosti�e u nekoj taqki?
(48) Neka su a1, a2, . . . , an realni brojevi, takvi da je

a1 < a2 < . . . < an.

Na�i

inf
x∈R

n∑
k=1

(x− ak)2.

Da li se ovaj infimum dosti�e u nekoj taqki?

16Adamar (Jacques Hadamard, 1865{1963), francuski matematiqar
17Kolmogorov (Andre� Nikolaeviq Kolmogorov, 1903{1987), ruski matematiqar
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(49) Neka je f : (a, b) → R konveksna diferencijabilna funkcija. Doka-
zati da je

(∀x ∈ (a, b)) f(x) = max
t∈(a,b)

(f(t) + f ′(t)(x− t)).

Dati geometrijsku interpretaciju ove jednakosti. Formulisati i
dokazati analogno tvr�e�e za konkavne funkcije.

Uputstvo: primeniti Lagran�evu teoremu i qi�enicu da prvi
izvod konveksne funkcije raste.

(50) Za koje p ∈ R funkcija

f : R→ R, f(x) = x+ p sinx

ima diferencijabilnu inverznu funkciju f−1?
(51) U zavisnosti od realnog parametra p odrediti broj rexe�a slede�ih

jednaqina:
(a) log x = px;
(b) x3 + 3x2 − px+ 5 = 0;
(v) x3 log x = x− p;
(g) pex = 1 + x+ x2

2 ;

(d) 2x3 log x+ x2 = 4x− p;
(�) x+ sinx+ p = 0.





GLAVA 4

Nizovi i redovi

1. Konvergencija nizova

1.1. Primeri. Ponav	aju�i definiciju limesa u beskonaqnosti datu na
str. 119, ka�emo da niz zn kompleksnih brojeva ima graniqnu vrednost z∞,
ili da konvergira ka z∞ ∈ C, ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ |zn − z∞| < ε. (1)

U tom sluqaju pixemo lim
n→∞

zn = z∞ ili ,,zn → z∞ kad n → ∞". Za niz koji
nije konvergentan ka�emo da je divergentan. Napomena 8 na str. 119, naravno,
va�i i za limese nizova. Analogija Napomene 7 na str. 119 je oqigledna qi-
�enica da konvergencija niza ne zavisi od ponaxa�a konaqnog broja �egovih
qlanova.

Napomena 1. Limes niza mo�emo da posmatramo kao specijalan sluqaj
limesa funkcije u beskonaqnosti. Preciznije, ako je zn niz kompleksnih
brojeva, �emu mo�emo da pridru�imo funkciju

f : [1,+∞)→ C, f(x) = z[x].

Tada je

z∞ = lim
n→∞

zn ⇔ z∞ = lim
x→∞

f(x).

Imaju�i ovo u vidu, ne�emo ponav	ati neke ve� dokazane stavove o limesima
funkcija za limese nizova. �

Primer 1. Niz xn = 1
n je konvergentan i lim

n→∞
1
n = 0 jer je | 1n − 0| = 1

n < ε

za n > [ε−1]. Sliqno se pokazuje da je lim
n→∞

(−1)n

n = 0. ]

Primer 2. lim
n→∞

n
n+1 = 1 jer je | nn+1 − 1| = 1

n < ε za n > [ε−1]. ]

Primer 3. Niz an = (−1)n je divergentan. Zaista, pretpostavimo da je
limn→∞ an = a∞. Neka je 0 < ε < 2−1. Iz (1) sledilo bi da (∃n0 ∈ N)n >
n0 ⇒ |an − a∞| < ε < 2−1. Tada bi za svako n > n0 va�ilo

2 = |(−1)2n − (−1)2n+1| = |a2n − a2n+1| = |a2n − a∞ + a∞ − a2n+1|
≤ |a2n − a∞|+ |a∞ − a2n+1| < ε+ ε < 2−1 + 2−1 = 1,

xto je kontradikcija. ]

Primer 4. Iz nejednakosti − 1
n ≤

sinn
n ≤ 1

n , Teoreme o tri limesa (Teo-

rema 14, 4, na str. 122) i Primera 1 sledi lim
n→∞

sinn
n = 0. ]

167
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Primer 5. Neka je 0 < θ < 2π. Tada bar jedan od nizova an = sinnθ i
bn = cos(nθ) divergira. Zaista, ako bi oba niza konvergirala, prelaskom na
limes u

sinnθ + sin(n− 2)θ = 2 cos θ sin(n− 1)θ,
cosnθ + cos(n− 2)θ = 2 cos θ cos(n− 1)θ

dobijamo

2a∞ = 2 cos θa∞, 2b∞ = 2 cos θb∞. (2)

Prelaskom na limes u cos2 nθ + sin2 nθ = 1 dobijamo a2
∞ + b2∞ = 1. Odatle

sledi da je bar jedan od brojeva a∞, b∞ razliqit od nule, pa iz (2) dobijamo
cos θ = 1, xto je u suprotnosti sa 0 < θ < 2π. ]

Primer 6. Neka je q ∈ R.

lim
n→∞

qn =


0, |q| < 1

1, q = 1

+∞, q > 1

ne postoji, q < −1.

Zaista, neka je |q| < 1 i ε > 0. Tada je |q|−1 − 1 > 0, pa iz Bernulijeve
nejednakosti i Arhimedove aksiome sledi

|q|−n = (1 + (|q|−1 − 1))n > 1 + n(|q|−1 − 1) > ε−1

za dovo	no veliko n, tj. |qn| < ε. To, po definiciji, znaqi da qn → 0 kad
n→∞. Ako je q = 1 imamo konstantan niz qn ≡ 1 koji konvergira ka 1. Sluqaj
q = −1 je razmotren u Primeru 3. Neka je |q| > 1 i M proizvo	an pozitivan
broj. Primenom Bernulijeve nejednakosti dobijamo |qn| = (1 + |q| − 1)n >
1 + n(|q| − 1) > M za dovo	no veliko M . Po definiciji beskonaqnog limesa
to znaqi da Sluqaj |qn| → ∞ kad n → ∞. Ako je pri tome q > 1, imamo
qn →∞ kad n→∞. Ako je q < −1, onda je q2n > M , q2n+1 < −M za dovo	no
veliko n, xto znaqi da se beskonaqno mnogo taqaka niza qn nalazi van bilo
kog otvorenog podskupa u R, razliqitog od celog R, pa lim

n→∞
qn ne postoji za

q < −1. ]

Primer 7. Niz ζn = zn u C konvergira ako i samo ako je |z| < 1 ili
z = 1. Zaista, ako je z = 1 imamo konstantan niz, a za |z| < 1 iz Primera 6
sledi da |zn| = |z|n → 0 kad n → ∞, pa na osnovu Leme 13 zn konvergira ka
nuli. Ako je |z| > 1, iz Primera 6 sledi da |zn| = |z|n →∞ kad n→∞, pa je
niz ζn neograniqen, dakle divergentan. Na kraju, neka je |z| = 1 i z 6= 1, tj.
z = cos θ + i sin θ za 0 < θ < 2π. Tada je zn = cos(nθ) + i sin(nθ), pa rezultat
sledi iz Primera 5 i Leme 12 na str. 119.

Do posled	eg zak	uqka, o tome da za |z| = 1 zn konvergira ako i samo ako je
z = 1, mo�emo da do�emo i na slede�i naqin. Pretpostavimo da zn konvergira
ka ζ∞. Prelaskom na limes u zn = zzn−1 dobijamo ζ∞ = zζ∞, odakle sledi
z = 1. ]

Primer 8. lim
n→∞

n
√
n = 1. Zaista, neka je xn = n

√
n− 1. Tada je

n = (1 + xn)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkn. (3)
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Iz Tvr�e�a 3 na str. 3 sledi da je za n > 1 n
√
n > n

√
1 = 1, pa je xn > 0. Odatle

sledi da su svi sabirci u prethodnoj sumi pozitivni, pa je cela suma ve�a od

�enog drugog sabirka, tj.
n∑
k=0

(
n
k

)
xkn >

(
n
2

)
x2
n = n(n−1)

2 x2
n. Odatle i iz (3) sledi

xn <
√

2
n+1 , pa xn → 0, tj. n

√
n→ 1 kad n→∞. ]

Primer 9. Niz an =
√
n+ 1−

√
n je konvergentan. Zaista

an = (
√
n+ 1−

√
n) ·
√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

=

√
n+ 1

2 −
√
n

2

√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n
→ 0

kad n→∞. ]

Napomena 2. Analogije Teoreme 13 na str. 122 i Teoreme 14 iza �e, va�e
i za limese nizova, imaju�i u vidu Napomenu 1. �

Zadatak 1. Neka je CN skup svih kompleksnih nizova, b(C) �egov podskup
svih ograniqenih kompleksnih nizova, tj.

b(C) = {zn ∈ CN | (∃M,m)m ≤ |zn| ≤M},

c(C) skup svih konvergentnih kompleksnih nizova i c0(C) skup svih komplek-
snih nizova koji konvergiraju ka nuli.

(a) Dokazati da su svaki od ovih skupova ima strukturu prstena u odnosu
na operacije + i · definisane u Primeru 12 na str. 14 za sluqaj X = N i
P = C.

(b) Dokazati da je c0(C) ideal u c(C) (videti Definiciju 3 na str. 13).
(v) Dokazati da je c0(C) ideal u b(C).
(g) Dokazati da c(C) nije ideal u b(C).
(d) Da li je c0(C) ideal u CN? X

1.2. Neodre�eni oblici. Podsetimo se da aksiomama realnih brojeva
i pravilima za raquna�e u proxirenom skupu realnih brojeva koja smo dali
na 21. strani nisu definisani izrazi oblika

∞
∞
, ∞−∞, 0 · ∞, 1∞, ∞0,

0

0
, 00. (4)

Qitalac koji je rexio Zadatak 21 na 119. strani video je da izraz ∞∞ , kao
limes, mo�e da bude jednak bilo kom realnom broju, kao i ±∞. Drugim re-
qima, ako an → ∞, bn → ∞, limes niza an

bn
je neodre�en, tj. zavisi od toga

kakvi su konkretni nizovi an i bn. Isto va�i za ostale izraze (4), koji se
nazivaju neodre�enim oblicima. Slede�a teorema omogu�ava nam da nekad iz-
raqunamo limese oblika ∞∞ . Qitalac �e u �oj prepoznati ,,diskretnu" verziju
Lopitalovih pravila (str. 148).

Teorema 1. (Xtolcova1 teorema) Neka je bn rastu�i niz realnih bro-

jeva takav da bn → +∞ kad n → ∞. Ako postoji lim
n→∞

an+1−an
bn+1−bn ∈ R, onda

postoji i lim
n→∞

an
bn

i

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

.

1Xtolc (Otto Stolz, 1842{1905), austrijski matematiqar



170 4. NIZOVI I REDOVI

4 Pretpostavimo prvo da je lim
n→∞

an+1−an
bn+1−bn = L konaqan. Neka je ε > 0. Tada

postoji n0 ∈ N, takvo da za k ≥ n0 va�i

L− ε

2
<
ak+1 − ak
bk+1 − bk

< L+
ε

2
.

Poxto je niz bn rastu�i, tj. bk+1 − bk > 0, mno�e�em prethodne nejednakosti
sa bk+1 − bk dobijamo(

L− ε

2

)
(bk+1 − bk) < ak+1 − ak <

(
L+

ε

2

)
(bk+1 − bk)

za k ≥ n0, pa je(
L− ε

2

) n−1∑
k=n0

(bk+1 − bk) <

n−1∑
k=n0

(ak+1 − ak) <
(
L+

ε

2

) n−1∑
k=n0

(bk+1 − bk)

za svako n > n0. Poxto je
∑n−1
k=n0

(ak+1 − ak) = an − an0
,
∑n−1
k=n0

(bk+1 − bk) =
bn − bn0

, odatle dobijamo(
L− ε

2

)
(bn − bn0

) < an − an0
<
(
L+

ε

2

)
(bn − bn0

).

De	e�em ovih nejednakosti pozitivnim brojem bn − bn0
dobijamo

L− ε

2
<
an − an0

bn − bn0

< L+
ε

2
,

tj. ∣∣∣an − an0

bn − bn0

− L
∣∣∣ < ε

2
.

Odatle dobijamo∣∣∣an
bn
−L
∣∣∣ =

∣∣∣an0
− Lbn0

bn
+
(

1−bn0

bn

)(an − an0

bn − bn0

−L
)∣∣∣ ≤ ∣∣∣an0

− Lbn0

bn

∣∣∣+∣∣∣an − an0

bn − bn0

−L
∣∣∣.

Drugi sabirak na desnoj strani je ma�i od ε
2 za n > n0. Poxto bn → ∞,

postoji n1 ∈ N takvo da je prvi sabirak na desnoj strani ma�i od ε
2 za n > n1.

Odatle sledi

n > max{n0, n1} ⇒
∣∣∣an
bn
− L

∣∣∣ < ε,

xto znaqi da je lim
n→∞

an
bn

= L.

Sluqaj lim
n→∞

an+1−an
bn+1−bn = +∞ svodi se na prethodni. Tada je, za dovo	no

veliko n, an+1 − an > bn+1 − bn, pa je niz an rastu�i (poqev od nekog qlana) i
an → +∞ kad n→∞. Primenom dokazanog tvr�e�a na bn

an
dobijamo

lim
n→∞

bn
an

= lim
n→∞

bn+1 − bn
an+1 − an

= 0,

tj. lim
n→∞

an
bn

= +∞. 5

Posledica 1. (Koxijeva teorema) Ako niz an konvergira i lim
n→∞

an =

a∞, onda konvergira i niz aritmetiqkih sredina

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
i va�i lim

n→∞
An = a∞.

4 Dokaz sledi iz Xtolcove teoreme. 5
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Posledica 2. Ako niz an konvergira ka a∞, onda konvergira i niz �e-
govih harmonijskih sredina

Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

i va�i limn→∞Hn = a∞.

4 Sledi iz prethodne posledice, prime�ene na 1/Hn. 5

Posledica 3. Neka je an > 0 i lim
n→∞

an = a∞. Tada niz Gn = n
√
a1a2 · · · an

geometrijskih sredina konvergira i va�i

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = a∞.

4 Dokaz sledi iz primene Xtolcove teoreme na logGn ili iz nejednakosti
Hn ≤ Gn ≤ An i prethodne dve posledice. 5

Primer 10. Neka je

an =
1 +
√

2 + 3
√

3 + · · ·+ n
√
n

n
.

Iz Xtolcove teoreme i Primera 8 sledi lim
n→∞

an = 1. ]

Primer 11. Neka je xn (n = 1, 2, . . .) niz pozitivnih brojeva takav da
postoji

lim
n→∞

xn
xn−1

.

Tada je niz n
√
xn konvergentan i

lim
n→∞

xn
xn−1

= lim
n→∞

n
√
xn.

Ovo tvr�e�e mo�e da se izvede i iz Posledice 3 prime�ene na geometrijske
sredine qlanova niza

yn =
xn
xn−1

,

gde je x0 = 1. ]

Zadatak 2. Neka je k ∈ N. Izraqunati limn→∞
(

1k+2k+···+nk
nk

− n
k+1

)
. X

1.3. Konvergencija i neprekidnost. Pojam neprekidnosti i limesa
funkcije mo�e se svesti na pojam limesa niza.

Lema 1. Neka je ξ ∈ C taqka nagomilava�a skupa Z ⊂ C. Tada postoji
niz zn ∈ Z takav da je lim

n→∞
zn = ξ.

4 Neka je B(ξ, 1
n ) = {z ∈ C | |z − ξ| < 1

n}. Po definiciji taqke nagomilava-

�a, za svako n ∈ N skup Z ∩ B(ξ, 1
n ) je neprazan, tj. za svako n postoji taqka

zn ∈ Z ∩B(ξ, 1
n ). Iz |zn − ξ| < 1

n sledi zn → ξ kad n→∞. 5

Teorema 2. Ako je ξ taqka nagomilava�a skupa Z onda je A = lim
z→ξ

f(z)

ako i samo ako za svaki niz zn ∈ Z \ {ξ} va�i

lim
n→∞

zn = ξ ⇒ lim
n→∞

f(zn) = A. (5)
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4 Neka je A = lim
z→ξ

f(z) i lim
n→∞

zn = ξ. Neka je ε > 0. Tada

(∃δ > 0) 0 < |z − ξ| < δ ⇒ |f(zn)−A| < ε.

Poxto zn → ξ kad n→∞ i zn 6= ξ, (∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ 0 < |zn − ξ| < δ. Iz ove
dve implikacije sledi f(zn)→ A kad n→∞.

Pretpostavimo sada da za svaki niz zn ∈ Z \{ξ} va�i (5) i da A nije limes
funkcije f u taqki z0. Tada

(∃ε > 0)(∀n ∈ N)(∃zn ∈ Z) 0 < |zn − ξ| <
1

n
∧ |f(zn)−A| ≥ ε.

Tada niz zn konvergira ka ξ, ali f(zn) ne konvergira kaA, xto je u suprotnosti
sa (5). 5

Posledica 4. Neka je Z ⊂ C. Funkcija f : Z → C f je neprekidna u
taqki ζ ∈ Z ako i samo ako za svaki niz zn ∈ Z va�i

lim
n→∞

zn = ζ ⇒ lim
n→∞

f(zn) = f(ζ).

4 Dokaz sledi iz Teoreme 12 i Teoreme 2. 5

Zadatak 3. Neka je xn > 0 i lim
n→∞

xn = x∞. Dokazati da je

lim
n→∞

n
√
x1 · x2 · . . . · xn = x∞.

Uputstvo: posmatrati niz an = loga n
√
x1 · · · · · xn i iskoristiti neprekidnost

logaritamske i eksponencijalne funkcije i Xtolcovu teoremu. X

Primer 12. Dirihleova2 funkcija

χQ : R→ R, χQ(x) =

{
1 x ∈ Q

0 x /∈ Q

je prekidna u svakoj taqki. Zaista, iz gustine skupa Q na realnoj pravoj
sledi da za svaku taqku x0 ∈ R postoji niz qn ∈ Q takav da qn → x0, a
time χQ(qn) → 1, kad n → ∞. Sa druge strane, postoji i niz iracionalnih
brojeva αn koji konvergira ka x0, jer u svakom intervalu (x0 − 1

n , x0 + 1
n )

postoji iracionalan broj (inaqe bi Q bio neprebrojiv). Za takav niz va�i
χQ(αn) → 0 kad n → ∞. Odatle, na osnovu Teoreme 2 sledi da Dirihleova
funkcija nema limes ni u jednoj taqki, pa u svakoj taqki ima neotklo�iv
prekid. ]

Zadatak 4. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
x, x ∈ Q

0, x /∈ Q

neprekidna u nuli, a prekidna u svim ostalim taqkama. X

Zadatak 5. Dokazati da je funkcija f : [0, 1]→ R, definisana sa

f(x) =

{
x, x ∈ Q

x2, x /∈ Q

neprekidna u 0 i 1 i predkidna u svim taqkama intervala (0, 1). X

2Dirihle (Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805{1859), nemaqki matematiqar
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Zadatak 6. Dokazati da je funkcija

f(x) =

{
sinx, x ∈ Q

0, x ∈ R \Q

neprekidna u svim taqkama skupa {kπ | k ∈ Z} i prekidna u svim ostalim
taqkama. X

Zadatak 7. Neka je funkcija f : (−1, 1)→ R neprekidna u nuli, takva da
je f(x) = f(x2) za sve x ∈ (−1, 1). Dokazati da je f konstantna funkcija.

Uputstvo: Dokazati da je f(x) = f(0) (xn → 0 kad n→∞). X

Zadatak 8. Iz Posledice 4, Leme 1 i definicije zatvorenog skupa izvesti
drugi dokaz Posledice 6 sa str. 107. X

1.4. Podnizovi. Taqke nagomilava�a. Podniz niza n 7→ zn je niz
k 7→ zn(k), gde je k 7→ n(k) neko strogo rastu�e preslikava�e.

Lema 2. Ako je lim
n→∞

zn = z∞, onda je lim
k→∞

zn(k) = z∞ za svaki podniz zn(k).

4 Dokaz sledi direktno iz definicije konvergencije. 5

Definicija 1. Taqka ζ ∈ C je taqka nagomilava�a niza zn ∈ C ako
postoji podniz zn(k) takav da je lim

k→∞
zn(k) = ζ.

Primer 13. Niz an = (−1)n + n−1 ima dve taqke nagomilava�a, a2n → 1,
a2n−1 → −1 kad n→∞. Niz bn = n+(−1)n(n+n−1) ima jednu taqku nagomila-
va�a, nulu. Niz zn = in + n−1 ima qetiri taqke nagomilava�a. U Teoremi 15
na str. 46 smo videli da se skup racionalnih brojeva mo�e pore�ati u niz;
iz Teoreme 12 na 40. strani sledi da taj niz ima beskonaqno mnogo taqaka
nagomilava�a. ]

Lema 3. Ako zn → z∞ kad n→∞, onda je z∞ jedina taqka nagomilava�a
niza zn.

4 Dokaz sledi iz Leme 2. 5

Teorema 3. (Bolcano–Vajerxtrasova teorema za nizove) Svaki ogra-
niqen niz kompleksnih brojeva ima taqku nagomilava�a.

4 Neka je zn = xn + iyn ograniqen niz, tj. |zn| < M . Poxto je |zn| =√
|xn|2 + |yn|2, i nizovi xn, yn su ograniqeni, pa je dovo	no dokazati teoremu

za realne nizove.
Neka je an ograniqen niz realnih brojeva. Skup A = {an | n ∈ N} je

ograniqen. Ako je on konaqan, onda postoji bar jedna taqka a ∈ A takva da
je an = a za beskonaqan skup indeksa n1, n2, . . ., pa je an1 , an2 , . . . konvergentan
(taqnije, konstantan) podniz niza an koji konvergira ka a. Ako je skup A bes-
konaqan, onda on, po Teoremi 20 na str. 52 ima taqku nagomilava�a a. Po
definiciji taqke nagomilava�a, za svako n ∈ N postoji ak(n) ∈ (a− 1

n , a+ 1
n ).

Poxto, po definiciji taqke nagomilava�a, u svakoj okolini taqke a ima bes-
konaqno mnogo taqaka skupa A, brojevi k(n) mogu biti izabrani tako da je
k(n) < k(n + 1), tj. tako da je ak(n) podniz niza an. Iz ak(n) ∈ (a − 1

n , a + 1
n )

sledi da ak(n) konvergira ka a. 5
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Tvr�e�e obrnuto tvr�e�u prethodne leme nije, u opxtem sluqaju, taqno:
taqka 0 je jedina taqka nagomilava�a niza bn iz Primera 13, a ovaj niz neo-
graniqen, pa zato i divergentan.

Definicija 2. Najve�u taqku nagomilava�a niza xn ∈ R nazivamo �e-
govim gorǌim limesom ili limesom superiorom i oznaqavamo sa limxn ili
lim supxn. Najma�u taqku nagomilava�a niza xn ∈ R nazivamo �egovim do-
ǌim limesom ili limesom inferiorom i oznaqavamo sa limxn ili lim inf xn.

Lema 4. Za niz realnih brojeva an va�i ekvivalencija

lim
n→∞

an = L ⇔ liman = liman = L.

4 liman = liman = L ako i samo ako je limes svakog podniza niza an jednak L,
xto je ekvivalentno sa limn→∞ an = L. 5

Definicija 3. Neka je ζ ∈ C taqka nagomilava�a skupa Z ⊂ C. Gorǌi
limes ili limes superior funkcije f : Z → R u taqki ζ (u oznaci limz→ζf(z)
ili lim supz→ζ f(z)) je supremum skupa taqaka nagomilava�a svih nizova f(zn),
gde Z \ {ζ} 3 zn → ζ kad n→∞, tj.

lim
z→ζ

f(z) = sup{limf(zn) | zn ∈ Z \ {ζ}, lim
n→∞

zn = ζ}.

Doǌi limes ili limes inferior funkcije f : Z → R u taqki ζ (u oznaci
limz→ζf(z) ili lim infz→ζ f(z)) je infimum skupa taqaka nagomilava�a svih
nizova f(zn), gde Z \ {ζ} 3 zn → ζ kad n→∞.

Lema 5. Funkcija f ima graniqnu vrednost u taqki z0 ∈ D(f) ako i samo
ako je

lim inf
z→ζ

f(z) = lim sup
z→ζ

f(z) = lim
z→ζ

f(z).

4 Dokaz sledi iz Leme 4 i Teoreme 2. 5

Zadatak 9. Dokazati da je funkcija f : D → R poluneprekidna odozdo
(videti str. 116) u taqki ζ ∈ D ako i samo ako va�i

lim inf
z→ζ

f(z) ≥ f(ζ).

Formulisati i dokazati odgovaraju�e tvr�e�e za poluneprekidnost odozgo. X

Zadatak 10. (a) Neka je an niz u R i an = supk≥n an, an = infk≥n an.
Dokazati da je

liman = lim
n→∞

an = inf
n∈N

an, liman = lim
n→∞

an = sup
n∈N

an

(b) Neka je ζ ∈ C taqka nagomilava�a domena Z ⊂ C funkcije f : Z → R,
δ > 0 i B(ζ, δ) = {z ∈ C | |z − ζ| < δ}. Definiximo

f(δ) := sup f(Z ∩B(ζ, δ)), f(δ) := inf f(Z ∩B(ζ, δ)).

Dokazati da je

limz→ζf(z) = lim
δ→0+0

f(δ) = inf
δ>0

f(δ), limz→ζf(z) = lim
δ→0+0

f(δ) = sup
δ>0

f(δ).
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(v) Neka su f, g : A → R dve funkcije (ili dva niza, ako je A = N).
Dokazati da va�i

lim
a→α

f(z) = η ⇔ lima→αf(z) = lima→αf(z) = η

lim(−f) = −limf, lim(−f) = −limf

f ≤ g ⇒ limf ≤ limg ∧ limf ≤ limg

limf + limg ≤ lim(f + g) ≤ limf + limg,

limf + limg ≤ lim(f + g) ≤ limf + limg.

Ako je f ≥ 0 i g ≥ 0 onda je

limf · limg ≤ lim(f · g) ≤ limf · limg,
limf · limg ≤ lim(f · g) ≤ limf · limg.

Ako je f > 0, onda je

lim
1

f
=

1

limf
, lim

1

f
=

1

limf
.

Uputstvo: videti Zadatak 15 na 111. strani. X

Primer 14. Ispitajmo konvergenciju niza an definisanog sa a1 = 1 i

an+1 =
1

1 + an
. (6)

Indukcijom se lako pokazuje da je an > 0. Prelaskom na lim u (6) i primenom
svojstava iz Zadatka 10 (v) dobijamo

liman =
1

1 + liman
, (7)

Sliqno, prelaskom na lim u (6) dobijamo

liman =
1

1 + liman
. (8)

Rexava�em sistema (7) (8) od dve jednaqine sa dve nepoznate liman, liman
dobijamo liman = liman =

√
5−1
2 , pa je lim

n→∞
an =

√
5−1
2 . ]

Zadatak 11. Neka je an niz pozitivnih brojeva sa osobinom

(∀ε > 0) (∃n0) (∀n > n0) (∀k) an+k ≤ an + ε.

Dokazati da niz an konvergira.
(Uputstvo: primeniti na nejednakost an+k ≤ an + ε gor�i limes po k, a

zatim na novodobijenu nejednakost primeniti do�i limes po n; zak	uqiti da
su do�i i gor�i limes jednaki) X

Zadatak 12. Neka za niz an va�i

0 ≤ am+n ≤ am + an.

Dokazati da niz an
n konvergira. Dokazati da bez prve nejednakosti, tj. samo

pod pretpostavkom
am+n ≤ am + an

niz an
n ili konvergira ili mu je limes −∞ i da je

lim
an
n

= inf
an
n
.
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Ovo tvr�e�e je poznato kao Feketeova3 lema. X

Primer 15. Izraqunajmo gor�i i do�i limes funkcije

f : C \ {0} → R, f(z) =
z2 − z̄2

i|z|2

u nuli. Prelaskom na polarni zapis z = rcis θ dobijamo f(rcis θ) = 2 sin 2θ,
odakle sledi da je (u oznakama iz Zadatka 10) f(δ) ≡ 2, f(δ) ≡ −2. Iz Za-

datka 10 sada sledi limz→0f(z) = 2, limz→0f(z) = −2. ]

Primer 16. Neka je an ≥ 0. Tada je

lim
an+1

an
≤ lim n

√
an ≤ lim n

√
an ≤ lim

an+1

an
,

ili, ekvivalentno,

lim
an+1

an
< R ⇒ lim n

√
an < R i lim

an+1

an
> r ⇒ lim n

√
an > r. (9)

Zaista, neka je liman+1

an
< R. Tada za neko ε ∈ (0, R) postoji n0 ∈ N, takvo

da je an+1

an
≤ R− ε, pa je

an+1

(R− ε)n+1
≤ an

(R− ε)n
≤ · · · ≤ an0

(R− ε)n0

za n ≥ n0. Odatle sledi da je (∀n > n0) an ≤ C(R− ε)n, gde je C =
an0

(R−ε)n0
, tj.

n
√
an ≤ (R− ε) n

√
C.

Prelaskom na lim (i korix�e�em lim n
√
C = 1) dobijamo nejednakost (9) za lim.

Nejednakost za lim dokazuje se na isti naqin. ]

Primer 17. Iz Primera 16 sledi da, ako postoji lim
n→∞

an+1

an
, onda postoji

i lim
n→∞

n
√
an i va�i

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an+1

an
,

qime smo dali drugi dokaz tvr�e�a iz Primera 11 na str. 171. ]

1.5. Monotoni nizovi. Niz an realnih brojeva zovemo monotonim (ra-
stu�im ili opadaju�im) ako je preslikava�e a : (N,≤) → (R,≤), n 7→ an
monotono (rastu�e ili opadaju�e) u smislu definicije na str. 36 (ili na
str. 114). Dokaz slede�e teoreme je analogan dokazu Leme 15 na str. 121.

Teorema 4. Svaki monoton i ograniqen niz je konvergentan.

4 Neka je an rastu�i i ograniqen niz. Tada je skup A = {an | n ∈ N} ograni-
qen. Neka je a∞ = supA. Tada an → a∞ kad n → ∞. Zaista, iz definicije
supremuma sledi da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N takvo da je a∞−ε < an0

< a∞.
Iz monotonosti niza an sledi da je a− ε < an < a za svako n ≥ n0, xto znaqi
da je a∞ = lim

n→∞
an. 5

Lema 6. Ako je niz an rastu�i i neograniqen, onda an → +∞ kad n→∞.
Ako je niz bn opadaju�i i neograniqen, onda bn → −∞ kad n→∞.

3Fekete (Mihály Fekete, 1886{1957), ma�arsko{izraelski matematiqar
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4 Neka je M > 0. Po pretpostavci, niz an nije ograniqen odozgo, pa postoji
n0 ∈ N za koje je an0 > M . Tada je, zbog monotonosti, an > M za svako n > n0,
xto, po definiciji beskonaqnog limesa znaqi da je lim

n→∞
an = +∞. Na sliqan

naqin se dokazuje i lim
n→∞

bn = −∞. 5

Primer 18. Neka je q > 1. Doka�imo da je

lim
n→∞

n

qn
= 0.

Neka je an = n
qn . Tada je

an+1 =
n+ 1

nq
an. (10)

Poxto je n+1
qn →

1
q < 1, za dovo	no veliko n va�i an+1 < an, tj. niz an je,

poqev od nekog n, opadaju�i. Poxto je an > 0, niz xn je ograniqen odozdo,
pa an → a∞ kad n → ∞. Prelaskom na limes u (10) dobijamo a∞ = q−1a∞,
odakle, zbog q > 1, sledi a∞ = 0. ]

Zadatak 13. Izraqunati lim
n→∞

n
qn za q ≤ 1. X

Zadatak 14. Neka je q ∈ C, |q| < 1 i k ∈ N. Dokazati da je

lim
n→∞

nkqn = 0.

Uputstvo: neka je an = |nkqn|. Dokazati da je an+1

an
= (1 + 1/n)k|q|. Zak	uqiti

da je an opadaju�i niz koji je ograniqen odozdo, pa zato konvergira. Prelaskom
na limes u an+1 = (1 + 1/n)k|q|an zak	uqiti da an → 0. X

Primer 19. Koriste�i Zadatak 14 mo�emo da damo jox jedan dokaz qi-
�enice da je

lim
n→∞

n
√
n = 1. (11)

Neka je ε > 0 i q = 1/(1 + ε). Iz Zadatka 14 sledi da je

lim
n→∞

n

(1 + ε)n
= 0,

pa postoji n0 ∈ N, takvo da je za n ≥ n0

n

(1 + ε)n
< 1.

odatle sledi n
√
n < 1 + ε. Poxto n

√
· rastu�a funkcija, va�i 1 = n

√
1 ≤ n

√
n,

pa dobijamo da je

1 < n
√
n < 1 + ε, tj. | n

√
n− 1| < ε

za n ≥ n0. ]

Zadatak 15. Dokazati (11) primenom Lopitalovog pravila. X

Primer 20. Neka je a > 0. Iz Arhimedove aksiome sledi da je an0 ≥ 1 za
neko n0 ∈ N, pa je za n ≥ n0

1

n
≤ 1

n0
≤ a ≤ n0 ≤ n, tj.

1
n
√
n
≤ n
√
a ≤ n

√
n.

Poxto je lim
n→∞

n
√
n = 1, odatle sledi da je lim

n→∞
n
√
a = 1 ]
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Primer 21. Doka�imo da je za svako z ∈ C

lim
n→∞

zn

n!
= 0.

Poxto je | z
n

n! | =
|z|n
n! i lim

n→∞
an = 0 ⇔ lim

n→∞
|an| = 0, dovo	no je dokazati da je

lim
n→∞

qn

n!
= 0

za svako q ≥ 0. Neka je an = qn

n! . Tada je

an+1 =
q

n+ 1
an, (12)

pa je an+1 < an poqev od nekog n. Poxto je an i ograniqen odozdo (an > 0), on
ima graniqnu vrednost a∞. Prelaskom na limes u (12) dobijamo a∞ = 0. ]

Primer 22. Niz

sn = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2

je rastu�i, jer je sn+1 − sn = 1
(n+1)2 > 0. Doka�imo da je on ograniqen odozgo.

Iz k2 > k(k − 1) sledi 1
k2 <

1
k(k−1) = 1

k−1 −
1
k , pa je

sn < 1 +
(1

1
− 1

2

)
+
(1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

( 1

n− 2
− 1

n− 1

)
+
( 1

n− 1
− 1

n

)
= 2− 1

n
< 2.

Odatle sledi da je sn konvergentan. ]

Primer 23. U Primeru 15 na str. 26 smo definisali broj e kao

e := sup
{(

1 +
1

n

)n ∣∣∣ n ∈ N
}
.

Tom prilikom smo dokazali i da je niz (1 + 1
n )n ograniqen. Doka�imo da je

on i monotono rastu�i. Razvija�em po binomnoj formuli i uprox�ava�em
binomnih koeficijenata kao u (22) na str. 26 dobijamo(

1 + 1
n

)n
=

n∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

))
≤

n∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n+1

))
≤
n+1∑
k=0

(
1
k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n+1

))
=
(

1 + 1
n+1

)n+1

.

Time je dokazano da je niz

xn =
(

1 +
1

n

)n
rastu�i, odakle sledi da je on konvergentan i da va�i

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

]
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Zadatak 16. Dokazati da je niz

yn =
(

1 +
1

n

)n+1

opadaju�i i da je �egov limes e. X

Primer 24. Doka�imo da je e iracionalan broj. Iz (22) i (23) na str. 26
sledi

e ≤
n∑
k=0

1

k!

za svako n. Sa druge strane, iz (22) sledi da je za svako m ≥ n(
1 +

1

m

)m
=

m∑
k=0

( 1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

m

))
≥

n∑
k=0

( 1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

m

))
. (13)

Prelaze�i na lim
m→∞

, iz (13) vidimo da je

e ≥ 1 +
1

1!
+ · · ·+ 1

n!
.

Odatle i iz (22) na str. 26 sledi

e = lim
n→∞

(
1 +

1

1!
+ · · ·+ 1

n!

)
. (14)

Oznaqimo niz na desnoj strani u (14) sa xn. Tada je

0 < xn+k − xn = 1
(n+1)! + · · ·+ 1

(n+k)!

= 1
(n+1)!

(
1 + 1

n+2 + 1
(n+2)·(n+3) + · · ·+ 1

(n+2)·...·(n+k)

)
< 1

(n+1)!

(
1 + 1

n+2 + 1
(n+2)2 + · · ·+ 1

(n+2)k−1

)
< 1

(n+1)!
n+2
n+1 <

1
n!n

(u posled�em koraku koristili smo nejednakost n+2
(n+1)2 < 1

n ). Prelaskom na

lim
k→∞

dobijamo

0 < e− xn <
1

n!n
,

tj.

e = 1 +
1

1!
+ · · ·+ 1

n!
+

θ

n!n
(15)

za neko θ ∈ (0, 1). Kada bi bilo e = m
n za neke cele brojeve m i n, iz (15) bi,

posle mno�e�a sa n!n, sledilo m = k + θ za neko k ∈ N, xto je nemogu�e zbog
θ ∈ (0, 1). ]

Primer 25. Neka je λ ∈ R. Iz Primera 23 i neprekidnosti funkcije
y 7→ yλ sledi da je lim

m→∞
(1 + 1

m )mλ = eλ. Smenom n = mλ dobijamo

lim
n→∞

(
1 +

λ

n

)n
= eλ. (16)

Na isti naqin kao u Primeru 24 dokazuje se da je niz (1+ λ
n )n rastu�i za svako

λ ∈ R, pa se limes u (16) mo�e zameniti supremumom. ]
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Zadatak 17. Dokazati da je

lim
n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

Uputstvo: iskoristiti Primer 17 na str. 176. X

1.6. Koxijevi nizovi. Pojam Koxijevog niza, na koji se odnosi slede�a
definicija, uveo je Bolcano, za realne nizove.

Definicija 4. Niz zn kompleksnih brojeva je Koxijev ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)m,n > n0 ⇒ |zm − zn| < ε.

Teorema 5. (Koxijev kriterijum konvergencije nizova) Niz zn ∈ C
konvergira ako i samo ako je Koxijev.

4 Pretpostavimo da niz zn konvergira ka z∞. Neka je ε > 0. Tada postoji
n0 ∈ N takvo da va�i n > n0 ⇒ |zn − z∞| < 2−1ε. Tada za m,n > n0 va�i

|zm − zn| = |zm − z∞ + z∞ − zn| ≤ |zm − z∞|+ |z∞ − zn| < 2−1ε+ 2−1ε = ε,

xto znaqi da je niz zn Koxijev.
Pretpostavimo sada da je niz zn Koxijev. Neka je ε > 0. Tada je, za neko

n0 ∈ N |zn − zn0
| < ε, tj.

|zn0
| − ε < |zn| < |zn0

|+ ε (17)

za svako n ≥ n0. Poxto qlanova niza sa indeksom ma�im od n0 ima konaqno
mnogo, iz (17) sledi da je niz zn ograniqen, pa iz Teoreme 3 sledi da niz zn
ima konvergentan podniz zk(n). Oznaqimo limes ovog podniza sa z∞. Neka

je ε > 0. Tada za neko n1 ∈ N va�i n > n1 ⇒ |zk(n) − z∞| < 2−1ε. Poxto

je niz Koxijev, za neko n2 ∈ N va�i n > n2 ⇒ |zn − zk(n)| < 2−1ε. Neka je
n0 = max{n1, n2}. Tada za n > n0 va�i

|zn−z∞| = |zn−zk(n) +zk(n)−z∞| ≤ |zn−zk(n)|+ |zk(n)−z∞| < 2−1ε+2−1ε = ε,

tj. zn konvergira ka z∞. 5

Pomo�u karakterizacije limesa preko nizova (Teorema 2 na str. 171) do-
bijamo slede�u posledicu Teoreme 5.

Posledica 5. (Koxijev kriterijum egzistencije limesa) Neka je
X ⊂ C i η taqka nagomilava�a skupa X. Tada postoji lim

z→η
f(z) ako i samo

ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀z, w ∈ X) 0 < |z−η| < δ∧0 < |w−η| < δ ⇒ |f(z)−f(w)| < ε.
(18)

4 Neka va�i (18) i neka je zn niz u X koji konvergira ka η. Neka je ε > 0
proizvo	no i δ takvo da va�i (18). Poxto zn → η, za dovo	no veliko n0 va�i

n ≥ n0 ⇒ |zn − η| < δ,

pa Iz (18) sledi da je niz f(zn) Koxijev. Iz Teoreme 5 sledi da on konvergira
ka nekom A ∈ C. Neka je wn drugi niz koji konvergira ka η. Tada niz f(wn)
konvergira ka nekom B ∈ C. Iz (18) lako sledi da je tada A = B. Zaista, za
proizvo	no ε1 postoji δ takvo da va�i (18). Poxto su za dovo	no veliko n
i zn i wn u δ{okolini taqke η, iz (18) sledi da je |f(zn) − f(wn)| < ε1 za sve
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osim konaqno mnogo n. Prelaskom na limes dobijamo |A − B| ≤ ε1, a odatle,
poxto je ε1 proizvo	no, A = B.

Prema Teoremi 2 na str. 171 to znaqi da je lim
z→η

f(z) = A.

Obrnuto, neka je lim
z→η

f(z) = A i ε > 0. Po definiciji limesa

(∃δ > 0) |z − η| < δ ⇒ |f(z)−A| < ε

2
.

Tada, ako su z i w taqke skupa X za koje va�i |z− η| < δ i |w− η| < δ, onda je

|f(z)− f(w)| = |f(z)−A+A− f(w)| ≤ |f(z)−A|+ |A− f(w)| < ε,

qime je (18) dokazano. 5

Posledica 5 se nekad formulixe pomo�u pojma oscilacije funkcije.

Definicija 5. Neka je X ⊂ C i f : X → R ograniqena funkcija i
A ⊂ X. Broj

ω(f,A) := sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)|

naziva se oscilacijom funkcije f na skupu A. Neka je x0 taqka nagomilava�a
skupa X. Broj

ω(f, x0) := lim
δ→0

ω(f,X ∩B(x0, δ)),

gde je B(x0, δ) lopta sa centrom x0 i polupreqnikom δ, naziva se oscilacijom
funkcije f u taqki x0.

Ako je f : X → R realna funkcija i

M(f, x0, δ) = sup{f(x) | x ∈ X, |x− x0| < δ},
m(f, x0, δ) = inf{f(x) | x ∈ X, |x− x0| < δ}. ,

onda se oscilacija u taqki x0 mo�e napisati i u vidu

ω(f, x0) = lim
δ→0

(
M(f, x0, δ)−m(f, x0, δ)

)
.

Posledicu 5 sada mo�emo da formulixemo na slede�i naqin.

Posledica 6. Funkcija f : X → C je neprekidna u taqki x0 ako i samo
ako je ω(f, x0) = 0.

Zadatak 18. Neka je a ∈ R i f : [0, a)→ R neprekidna funkcija. Dokazati
da je f ravnomerno neprekidna ako i samo ako postoji

lim
x→a−0

f(x).

Dokazati da jedan smer ove ekvivalencije ne va�i za beskonaqne intervale:
dati primer ravnomerno neprekidne funkcije g : [0,+∞)→ R koja nema limes
u +∞. Da li va�i drugi smer za beskonaqne intervale? X

Primer 26. Niz an = (−1)n iz Primera 3 na str. 167 nije Koxijev, jer
je |an+1 − an| = 2 za svako n ∈ N. To je jox jedan naqin da se vidi da ovaj niz
divergira. ]
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Primer 27. Niz

sn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
divergira jer je

|s2n − sn| =
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
,

pa niz sn nije Koxijev. Primetimo da je

lim
n→∞

sn = +∞

jer je niz sn rastu�i i divergentan. ]

Zadatak 19. Koriste�i Primer 23 na str. 178 i Zadatak 16 iza �ega
dokazati nejednakosti (

1 +
1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

.

Pomo�u �ih dokazati da je niz

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− log n

opadaju�i i pozitivan, pa zbog toga i konvergentan. Graniqna vrednost ovog
niza poznata je kao Ojlerova konstanta, i oznaqava se sa c ili γ. �enih
prvih nekoliko cifara je

γ = 0, 5772156649015328606065120...

Nije poznato da li je Ojlerova konstana racionalan ili iracionalan broj. X

Primer 28. Neka je I = [a, b] ili I = (−∞,+∞). Funkcija

F : I → I

naziva se kontrakcijom ako postoji konstanta q, 0 < q < 1, takva da je

|F (α)− F (β)| < q|α− β|
za sve α, β ∈ I. Takva funkcija naziva se kontrakcijom. Svaka kontrakcija
ima jedinstvenu fiksnu ili nepokretnu taqku, tj. taqku c ∈ I takvu da je
F (c) = c.

Zaista, neka je x0 ∈ I proizvo	na taqka i neka je
xn+1 = F (xn), za n ≥ 1.

Tada je

|xn+1 − xn| ≤ q|xn − xn−1| ≤ . . . ≤ qn|x1 − x0|.
Odatle sledi

|xn − xn+m| ≤ |xn − xn+1|+ · · ·+ |xn+m−1 − xn+m| ≤ |x1 − x0|
n+m−1∑
k=n

qk.

Koriste�i formulu za zbir geometrijskog niza, odavde dobijamo

|xn − xn+m| ≤
qn

1− q
|x1 − x0|

Poxto je 0 < q < 1, qn → 0, pa iz posled�e nejednakosti sledi da je niz
xn Koxijev, dakle konvergentan. Ako �egovu graniqnu vrednost oznaqimo sa
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c, iz rekurentne formule sledi, prelaskom na limes (primetimo da je svaka
kontrakcija ravnomerno neprekidna),

c = F (c).

Taqka c je jedinstvena, jer iz F (c1) = c1 i qi�enice da je F kontrakcija sledi

|c− c1| = |F (c)− F (c1)| ≤ q|c− c1|,

xto je, zbog 0 < q < 1, mogu�e samo ako je c = c1. ]

2. �utnov metod rexava�a jednaqina

Neka je

f : [a, b]→ R

konveksna funkcija sa pozitivnim prvim izvodom, takva da je f(a) < 0, f(b) >
0. Po Teoremi o me�uvrednosti za neprekidne funkcije, postoji c ∈ (a, b)
takvo da je f(c) = 0. Iz pretpostavke o pozitivnosti prvog izvoda sledi da f
strogo raste, pa je takvo c jedinstveno.

�utnov metod, ili metod tangente, nala�e�a taqke c, odnosno rexa-
va�a jednaqine f(x) = 0, sastoji se u slede�em. Izaberimo proizvo	nu taqku
x0 ∈ (a, b). Radi odre�enosti, pretpostavimo x0 > 0. Jednaqina tangente na
grafik funkcije y = f(x) u taqki (x0, f(x0)) je

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Ova prava seqe x{osu u taqki

x1 = x0 − (f ′(x0))−1f(x0).

Ponovimo ovaj postupak sa taqkom x1 u ulozi x0, a zatim sa dobijenom preseq-
nom taqkom x2 tangente u taqki (x1, f(x1)) sa x{osom itd. Drugim reqima,
konstruiximo rekurentni niz

xn+1 = xn − (f ′(xn))−1f(xn).

Poxto grafik konveksne funkcije le�i iznad tangente u proizvo	noj taqki,
sledi da je f(xn) > 0, pa iz pretpostavke o pozitivnosti prvog izvoda sledi da
je niz xn opadaju�i. Ovaj niz je ograniqen odozdo taqkom c (i to zak	uqujemo iz
qi�enice da je grafik konveksne funkcije iznad tangente). Odatle sledi da
je xn konvergentan. Ako �egov limes oznaqimo sa x∞, iz rekurentne formule
sledi

x∞ = x∞ − (f ′(x∞))−1f(x∞),

odnosno f(x∞) = 0. Iz jedinstvenosti rexe�a jednaqine f(x) = 0 sledi da je
x∞ = c.

Pretpostavimo da funkcija f ima neprekidan i pozitivan prvi izvod.
Ako umesto posmatranog niza xn posmatramo niz

an+1 = an − (f ′(a0))−1f(an),

gde je a0 ∈ I proizvo	na taqka, govorimo o modifikovanom �utnovom metodu,
koji se od �utnovog razlikuje po tome xto se u konstrukciji niza an vred-
nost prvog izvoda izraqunava samo u jednom, u taqki a0 (xto za funkcije
sa slo�enim izrazom za prvi izvod nekad znatno olakxava konstrukciju).
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Qi�enica da niz an konvergira ka rexe�u jednaqine f(x) = x sledi iz
Primera 28. Zaista, neka je

F (x) = x− (f ′(a0))−1f(x).

Iz Lagran�eve teoreme o sred�oj vrednosti sledi da je

|F (α)− F (β)| = |(f ′(a0))−1f ′(ξ)− 1| · |α− β|
za neko ξ ∈ (α, β). Iz neprekidnosti prvog izvoda sledi da je za neki interval
J ⊂ I koji sadr�i taqku a0

ξ ∈ J ⇒ |(f ′(a0))−1f ′(ξ)− 1| ≤ q < 1,

pa je F : J → J kontrakcija. Iz Primera 28 sledi da F ima jedinstvenu
fiksnu taqku c. Poxto je, po pretpostavci, f ′(a0) > 0, iz F (c) = c sledi
f(c) = 0.

Primer 29. Niz

xn+1 =
xn
2

+
1

xn
, x0 = p

konvergira za svako p > 0. Zaista, primenom �utnovog metoda na funkciju

f(x) = x2 − 2

zak	uqujemo xn →
√

2 kad n→∞, bez obzira na izbor poqetnog qlana p > 0. ]

Napomena 3. (Rekurentno zadati nizovi) Vixe puta smo se susreli
sa nizovima an koji zadovo	avaju jednaqinu

an+1 = g(an) (19)

gde je g neka funkcija realne promen	ive, ili, opxtije,

an+1 = h(n, an, an−1 . . . , an−k), (20)

gde je h funkcija vixe realnih promen	ivih. Za takve nizove ka�emo da su
rekurentno zadati. Jasno je da je niz zadat jednaqinom (19) potpuno odre�en
ako je zadat prvi qlan a1 (tzv. poqetni uslov), a niz (20) ako su zadati poqetni
uslovi a1, a2, . . . , ak+1.

Vrlo retko iz izraza kojim je niz rekurentno zadat mo�emo da na�emo
eksplicitan izraz za taj niz, kao xto je bio sluqaj sa linearnim diferencnim
jednaqinama (videti Zadatak 33 na str. 27 i par zadataka iza �ega, u kojima
je bilo reqi o nizovima tipa (20), gde je funkcija h bila linearna funkcija
dve promen	ive). Mnogo qex�e, zak	uqke o konvergenciji moramo da donosimo
posredno, na osnovu osobina funkcija koje figurixu u �ihovom rekurentnom
zadava�u, kao xto je to bilo u sluqaju nizova tipa (19) koje smo razmatrali
u vezi sa �utnovim metodom rexava�a jednaqina.

Pretpostavimo da je niz an zadat rekurentnom formulom (19), gde je g
neprekidna funkcija. Ako niz konvergira, onda je �egova graniqna vrednost
a∞ rexe�e jednaqine g(x) = x, jer iz (19) sledi

a∞ = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

g(an) = g(a∞),

zbog neprekidnosti funkcije g. Dakle, ako je funkcija g neprekidna, nala�e-
�e limesa niza (19) svodi se na rexava�e jednaqine g(x) = x, pod uslovom da
niz an konvergira. Utvrditi da li an konvergira je qesto najsadr�ajniji deo
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problema i, kao xto smo videli kod �utnovog metoda, qesto sledi iz nekih
dodatnih svojstava funkcije g.

Pretpostavimo, na primer, da je g(x) ≤ x. Tada iz (19) sledi da je
an+1 ≤ an, pa je niz an opadaju�i. Sliqno, ako je g(x) ≥ x, niz an je rastu�i.
To znaqi da, ako je g(x) − x konstantnog znaka, niz an je monoton, pa konver-
gira ako i samo ako je ograniqen i preostaje jox da se ispita pita�e �egove
ograniqenosti.

Opxtije, qak i ako g(x) − x nije konstantnog znaka, ali ako mo�emo da
zak	uqimo da an ostaje na intervalu na kome je g(x) − x konstantnog znaka,
vidimo da je niz an monoton.

Tako smo konvergenciju niza iz Primera 29 mogli da ispitamo, bez pozi-
va�a na �utnov metod, na slede�i naqin. Lako je skicirati grafik funkcije

g : (0,+∞)→ (0,+∞), g(x) =
x

2
+

1

x

i videti da on seqe pravu y = x samo u taqki x =
√

2. U skladu sa prethodno
reqenim, to znaqi da je

√
2 jedini mogu�i limes niza xn (u sluqaju da on

uopxte konvergira). Sem toga, iz toka funkcije g se vidi da je g(x) > x za

0 < x <
√

2 i g(x) < x za x >
√

2. Va�no je primetiti i da je g opadaju�a na

(0,
√

2], a rastu�a na [
√

2,+∞).

Odatle lako sledi da, ako prvi qlan niza pripada intervalu (
√

2,+∞),
onda i ceo niz pripada tom intervalu { poxto g na tom intervalu raste, va�i
implikacija

xn >
√

2 ⇒ xn+1 = g(xn) > g(
√

2) =
√

2,

tj. niz xn je ograniqen odozdo sa
√

2. Poxto je g(x) > x na (
√

2,+∞), sledi
da je niz xn opadaju�i. Odatle zak	uqujemo da xn konvergira i to, kao xto
smo videli, ka

√
2.

Ako je x1 ∈ (0,
√

2), iz qi�enice da g na tom intervalu opada sledi da je
niz

x2 = g(x1) > g(
√

2) =
√

2,

pa qlanovi niza xn za n ≥ 2 pripadaju intervalu (
√

2,+∞). Odatle, kao i u

sluqaju x1 ∈ (
√

2,+∞), sledi da niz xn konvergira ka
√

2.

Sluqaj x1 =
√

2 je trivijalan, jer se tada radi o konstantnom nizu. �

Zadatak 20. Ispitati konvergenciju niza

an+1 = 2an + 1

u zavisnosti od poqetnog uslova a1. Uputstvo: dokazati, koriste�i diskusiju
iz Napomene 3 da an konvergira ako i samo ako je a1 = −1. X

Zadatak 21. Ispitati konvergenciju niza

an+1 =
1− an

2

u zavisnosti od poqetnog uslova a1. Uputstvo: funkcija g(x) = (1 − x)/2 je
opadaju�a g(x) = x ako i samo ako je x = 1/3. Ako je prvi qlan a1 < 1/3, onda
je, zbog toga xto g opada, a2 > 1/3. Iz istog razloga je a3 < 1/3, a4 > 1/3
itd, pa niz an ne ostaje na intervalu na kome je g(x) − x konstantnog znaka
(isti zak	uqak va�i i ako je prvi qlan a1 > 1/3). Me�utim, postoji i slede�a
pravilnost: svaki drugi qlan niza an ostaje na intervalu na kome g ne me�a
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znak. Dokazati da odatle sledi da podnizovi a2n i a2n+1 konvergiraju (oni
zadovo	avaju rekurentne jednaqine

a2n+2 = g(g(a2n)), a2n+1 = g(g(a2n−1))

i g◦g je rastu�a funkcija, jer je kompozicija dve opadaju�e). Da li konvergira
i niz an? X

Zadatak 22. Ispitati konvergenciju nizova

xn+1 = 1 +
1

xn
, x1 = 1 i yn+1 =

√
1 + yn, y1 = 1.

Uporediti ovaj zadatak sa Zadatkom 51 na str. 33. X

Zadatak 23. Na str. 34 uveli smo Fibonaqijev niz { niz Fn zadat sa

F0 = 1, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Koriste�i Zadatak 33 na str. 27 (ili rezultat Zadatka 52 na str. 34) odrediti
Fn u funkciji od n. Dokazati da je

lim
n→∞

Fn+1

Fn
=

√
5 + 1

2
= φ,

gde je φ zlatni presek4. Opxtije, dokazati da je

lim
n→∞

Fn+p

Fn
= φp.

Specijalno,

lim
n→∞

Fn
Fn+1

=

√
5− 1

2
= −ψ,

gde je ψ = −φ−1 (videti Zadatak 51 na str. 33). X

Zadatak 24. Ispitati konvergenciju niza

an+1 =
1

an

u zavisnosti od poqetnog uslova a1. X

Zadatak 25. Ispitati konvergenciju niza

an+1 = qan

u zavisnosti od poqetnog uslova a1 i parametra q. X

Zadatak 26. Ispitati konvergenciju niza

an+1 = qan + r (21)

u zavisnosti od poqetnog uslova a1 i parametara q i r. Uputstvo: Ako je yn
proizvo	an niz koji zadovo	ava jednaqinu (21), onda je svako drugo rexe�e
te jednaqine oblika an = xn + yn, gde je xn niz koji zadovo	ava jednaqinu
iz Zadatka 25. Dokazati da jednaqina (21) ima konstantno rexe�e yn ≡ C

4Na str. 33 smo videli da je zlatni presek odnos izme�u dve veliqine koje imaju svojstvo
da je odnos ve�e od �ih prema ma�oj jednak odnosu �ihovog zbira prema ve�oj; drugim
reqima, zlatni presek je rexe�e jednaqine (a+A)/A = A/a po A/a.
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(izraqunati C!) i uz pomo� Zadatka 25 pokazati da je opxte rexe�e jedna-
qine (21)

an =
r

1− q
+Bqn.

(Primetimo sliqnost ovog zadatka sa Zadatkom 34 na str. 28 { radi se o metodu
nala�e�a opxteg rexe�a nehomogenih jednaqina pomo�u opxteg rexe�a ho-
mogenih i poga�a�a jednog partikularnog rexe�a nehomogene). X

3. Beskonaqni redovi i beskonaqni proizvodi

U Primerima 22 i 27 smo se susreli sa nizovima qiji su qlanovi sume. Pri
tome se broj sabiraka beskonaqno uve�ava kad n → ∞. Takvi nizovi nazivaju
se beskonaqnim redovima, ili samo redovima. U ovom paragrafu zapoqe�emo
�ihovo deta	nije izuqava�e.

Neka je zn, n = 0, 1, 2, . . . niz kompleksnih brojeva. Induktivno defini-
ximo nizove sn i pn na slede�i naqin.

s0 = z0, sn+1 = sn + zn+1, (22)

p0 = z0, pn+1 = pn · zn+1, (23)

tj. sn =
n∑
k=0

zk, pn =
n∏
k=0

zk. U ovoj glavi izuqava�emo pita�a vezana za

konvergenciju ovakvih nizova.

3.1. Konvergencija reda i proizvoda. Nizove koji zadovo	avaju (22)
ili (23) izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 6. Beskonaqni red (ili samo red) kompleksnih brojeva sa
opxtim qlanom zn i parcijalnim sumama sn je ure�eni par (zn, sn) kom-
pleksnih nizova za koje va�i (22).

Beskonaqni proizvod kompleksnih brojeva sa opxtim qlanom zn i par-
cijalnim proizvodima pn je ure�eni par (zn, pn) kompleksnih nizova za koje
va�i zn 6= 0 i (23).

Uslovom zn 6= 0 u definiciji proizvoda isk	uqili smo trivijalni pro-
izvod. Umesto ,,red (zn, sn)" i ,,proizvod (zn, pn)" govorimo i o ,,redu

∑
zn" i

,,proizvodu
∏
zn".

Definicija 7. Beskonaqni red (zn, sn) konvergira ako konvergira niz

sn. Graniqnu vrednost lim
n→∞

sn nazivamo sumom reda i oznaqavamo sa
∞∑
n=0

zn.

Beskonaqni proizvod (zn, pn) konvergira ako konvergira niz pn i ako je

lim
n→∞

pn 6= 0. Graniqnu vrednost lim
n→∞

pn oznaqavamo sa
∞∏
n=0

zn.

Ako red (ili proizvod) ne konvergira, ka�emo da on divergira.

Primetimo da, po prethodnoj definiciji, proizvod divergira ne samo ako
lim
n→∞

pn ne postoji ili je beskonaqan, ve� i ako je lim
n→∞

pn = 0. Ovaj, na prvi

pogled neprirodan, uslov uvodimo da bismo proizvode mogli da tretiramo
kao ,,multiplikativno zapisane" redove, xto pojednostav	uje formulacije i
dokaze nekih od teorema koje slede.



188 4. NIZOVI I REDOVI

3.2. Opxti qlan i ostatak reda i proizvoda. Ako odbacimo prvih
nekoliko qlanova konvergentnog reda

∑
zn dobijamo niz

rn :=

∞∑
k=n+1

zk.

Ovaj niz naziva se ostatkom reda
∑
zn. Sliqno, ostatkom proizvoda

∏
zn

nazivamo niz

ρn :=

∞∏
k=n+1

zk.

Lema 7. Ako je rn ostatak konvergentnog reda
∑
zn, onda je lim

n→∞
rn = 0.

Ako je ρn ostatak konvergentnog proizvoda
∏
zn, onda je lim

n→∞
ρn = 1.

4 Neka je s∞ =
∞∑
n=0

zn. Tada je

s∞ = sn + rn,

odakle, prelaskom na limes dobijamo s∞ = s∞ + lim
n→∞

rn, tj. lim
n→∞

rn = 0.

Dokaz drugog tvr�e�a je samo multiplikativni zapis dokaza prvog: neka je

p∞ =
∞∏
n=0

zn. Tada je

p∞ = pn · ρn,
pa prelaskom na limes dobijamo p∞ = p∞ · lim

n→∞
ρn, tj. lim

n→∞
ρn = 1, jer je, po

definiciji konvergencije proizvoda p∞ 6= 0. 5

Lema 8. Ako red
∑
zn konvergira, onda je lim

n→∞
zn = 0. Ako proizvod

∏
zn

konvergira, onda je lim
n→∞

zn = 1.

4 Neka su sn parcijalne sume konvergentnog reda
∑
zn. Neka je ε > 0. Iz Ko-

xijevog kriterijuma konvergencije nizova (str. 180) sledi da postoji takav
broj n0 ∈ N da va�i m,n > n0 ⇒ |sm − sn| < ε. Specijalno, n > n0 ⇒
|zn+1| = |sn+1 − sn| < ε, xto znaqi da je lim

n→∞
zn = 0. Dokaz drugog tvr�e�a je

multiplikativni zapis dokaza prvog. 5

Posledica 7. Ako je xn ∈ R niz realnih brojeva i
∏
xn konvergentan

proizvod, onda je xn > 0 za sve n osim, mo�da, �ih konaqno mnogo.

Napomena 4. Tvr�e�e obrnuto tvr�e�u Leme 8 nije taqno u opxtem slu-
qaju: red

∑
1
n divergira (Primer 27 na str. 182), iako je lim

n→∞
1
n = 0.

3.3. Primeri. U Glavi 2 smo se ve� susreli sa nekim primerima redova
(Primeri 22 i 27, red (14) na str. 179). Da�emo jox nekoliko primera.

Primer 30. Iz Leme 8 i Primera 5 na str. 168 lako sledi da red
∑

sinnθ
konvergira ako i samo ako θ = kπ za neko k ∈ Z. Red

∑
cosnθ divergira za

svako θ ∈ R. ]

Primer 31. (Geometrijski red) Red
∑
zn konvergira ako i samo ako je

|z| < 1 i tada va�i
∞∑
n=0

zn =
1

1− z
.
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Zaista, iz (1− z)
n∑
k=0

zk =
n∑
k=0

(zk − zk+1) = 1− zn+1 sledi

lim
n→∞

n∑
k=0

zk = lim
n→∞

1− zn

1− z

za z 6= 1. Limes na desnoj strani je jednak 1
1−z ako je |z| < 1 i ne postoji ako

je |z| ≥ 1, z 6= 1 (Primer 7 na str. 168). Za z = 1 je

sn =

n∑
k=1

zk =

n∑
k=1

1k = n→∞

kad n→∞. ]

Primer 32. Red
∑

ln(1 + 1
n ) divergira, jer

sn =
n∑
k=1

ln
(

1 + 1
k

)
=

n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln k) = ln(n+ 1)→∞ kad n→∞. ]

Na sliqan naqin se rexava i slede�i zadatak.

Zadatak 27. Dokazati da red
∑(

1
(n−1)α −

1
nα

)
za konvergira ako i samo

ako je α ≥ 0. X

Primer 33. Primer 32 i Zadatak 27 lako se uopxtavaju na slede�i na-
qin. Neka je zn proizvo	an niz kompleksnih brojeva. Tada red

∑
(zn − zn+1)

konvergira ako i samo ako konvergira niz zn. Pri tome va�i
∞∑
k=j

(zk − zk+1) = zj − lim
n→∞

zn.

Dokaz sledi iz
n∑
k=j

(zk − zk+1) = zj − zn+1,

prelaskom na lim
n→∞

. ]

Primer 34. Red
∞∑
k=2

1
n2−1 konvergira, jer je

sn =
∑n
k=2

1
k2−1 =

∑n
k=2

1
(k−1)(k+1) = 1

2

∑n
k=2

(
1

k−1 −
1
k+1

)
=

= 1
2

∑n
k=2

[(
1

k−1 + 1
k

)
−
(

1
k + 1

k+1

)]
= 1

2

(
1 + 1

2 −
1
n −

1
n+1

)
,

pa sn → 3
4 kad n→∞. ]

Zadatak 28. Ispitati konvergenciju redova
(a)

∑
1

n(n+1)(n+2) (b)
∑

2n+1
n2(n+1)2 (v)

∑ 2n+(−1)n

3n (g)
∑

2n

n

i, u sluqajevima kada su konvergentni, odrediti im sume. X

Primer 35. Beskonaqni proizvod
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
konvergira. Zaista, va�i

n∏
k=2

(
1− 1

k2

)
=

n∏
k=2

k2 − 1

k2
=

n∏
k=2

(k − 1)(k + 1)

k2
=

1

2
· n+ 1

n
→ 1

2
,

kad n→∞. ]
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Primer 36. Beskonaqni proizvod
∞∏
n=1

(
1+z2n

)
konvergira ako i samo ako

je |z| < 1 i tada va�i
∞∏
n=1

(
1 + z2n

)
=

1

1− z
.

Zaista, neka je pn =
n∏
k=1

(
1 + z2k

)
. Mno�e�em sa 1− z dobijamo

(1− z)pn = (1− z)(1 + z)(1 + z2) · . . . · (1 + z2n) = 1− z2n+1

,

odakle, na osnovu Primera 7 na str. 168 sledi rezultat tvr�e�a. ]

Zadatak 29. Dokazati da je
∞∏
n=1

cos θ
2n = sin θ

θ za 0 < θ < π/2 i izvesti

odatle formulu (82) na str. 76. X

Zadatak 30. Niz an je definisan sa

a1 = 1, an+1 = (n+ 1)(1 + an).

Dokazati da proizvod
∞∏
n=1

(
1 +

1

an

)
konvergira i izraqunati �egovu vrednost.

Uputstvo: iskoristiti qi�enicu da je

1 +
1

an
=

1 + an
n(1 + an−1)

i 1 + an = 2n!. X

Primer 37. Red
∑ (−1)n−1

n konvergira. Neka je

sn =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
.

Tada je s2n − s2(n−1) = (−1)2n−2

2n−1 + (−1)2n−1

2n > 0 i s2n+1 − s2(n−1)+1 = (−1)2n−1

2n +
(−1)2n

2n+1 < 0, pa je podniz s2n rastu�i, a podniz s2n+1 opadaju�i. Pri tome va�i

s1 > s2n+1 = s2n + 1
2n+1 > s2n > s2, pa su oba podniza ograniqena. Odatle

sledi da su s2n i s2n+1 konvergentni. Iz s2n+1 = s2n + 1
2n+1 sledi da je

lim
n→∞

s2n+1 = lim
n→∞

s2n, pa niz sn konvergira. ]

Primetimo da je jedino svojstvo niza bn = 1
n koje smo koristili u Prime-

ru 37 svojstvo da je on opadaju�i i da te�i nuli. Drugim reqima, na potpuno
isti naqin dokazuje se slede�e tvr�e�e.

Tvr�eǌe 1. (Lajbnicovo pravilo) Neka je bn opadaju�i niz realnih
brojeva i neka je lim

n→∞
bn = 0. Tada red

∑
(−1)n−1bn konvergira.
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3.4. Apsolutna konvergencija. U Primeru 27 na str. 182 smo videli

da red
∑

1
n divergira, a u Primeru 37 da red

∑ (−1)n−1

n konvergira. Ka�emo da
takav red neapsolutno konvergira. Precizirajmo to slede�om definicijom.

Definicija 8. Neka je zn niz kompleksnih brojeva. Ka�emo da red
∑
zn

apsolutno konvergira ako konvergira red
∑
|zn|. Ako red

∑
|zn| divergira,

a
∑
zn konvergira, ka�emo da on neapsolutno konvergira.

Tvr�eǌe 2. Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan; tj. ako
red

∑
|zn| konvergira, onda konvergira i red

∑
zn.

4 Neka je

σn =

n∑
k=1

|zk|, sn =

n∑
k=1

zk.

Poxto je red
∑
|zn| konvergentan, niz σn je Koxijev. Iz

|sn − sm| =
∣∣ n∑
k=m+1

zk
∣∣ ≤ n∑

k=m+1

|zk| = |σn − σm| za n > m

sledi da je i niz sn Koxijev, dakle konvergentan. 5

Primer 37 i Primer 27 na str. 182 pokazuju da tvr�e�e obrnuto Tvr�e�u 2
nije taqno.

3.5. Sabira�e redova. Poqnimo sa slede�om jednostavnom posledicom
Teoreme 13 sa 122. strane.

Lema 9. Neka su
∑
zn i

∑
wn konvergentni kompleksni redovi i λ, µ ∈ C.

Tada red
∑

(λzn + µwn) konvergira i va�i

∞∑
n=1

(λzn + µwn) = λ

∞∑
n=1

zn + µ

∞∑
n=1

wn.

Specijalno, red
∑
zn konvergira ako i samo ako konvergiraju redovi

∑
Re zn

i
∑

Im zn i va�i
∞∑
n=1

zn =
∞∑
n=1

Re zn + i
∞∑
n=1

Im zn.

4 Po definiciji beskonaqne sume va�i

∞∑
n=1

(λzn + µwn) = lim
n→∞

n∑
k=1

(λzk + µwk)

= lim
n→∞

(
λ

n∑
k=1

zk + µ
n∑
k=1

wk

)
= λ lim

n→∞

n∑
k=1

zk + µ lim
n→∞

n∑
k=1

wk

= λ
∞∑
n=1

zn + µ
∞∑
n=1

wn,

xto je i trebalo dokazati. 5
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Posledica 8. Neka su z1n, z2n, . . . , zkn kompleksni nizovi, takvi da re-
dovi

∑
zmn konvergiraju za svako m ∈ {1, 2, . . . , k} i neka su λ1, . . . , λk kom-

pleksni brojevi. Tada red
∞∑
n=1

( k∑
m=1

λmzmn
)
konvergira i va�i

∞∑
n=1

( k∑
m=1

λmzmn

)
=

k∑
m=1

λm

( ∞∑
n=1

zmn

)
.

3.6. Uopxteni asocijativni zakon. Slede�e tvr�e�e i napomena po-
sle �ega pokazuju pod kojim uslovima asocijativnost sabira�a mo�emo da
uopxtimo na beskonaqne sume.

Tvr�eǌe 3. Neka je
∑
zn konvergentan red, n → k(n) rastu�e presli-

kava�e, takvo da je k(1) = 1, i wn =
k(n+1)−1∑
m=k(n)

zn. Tada
∑
wn konvergira i

va�i
∞∑
n=1

zn =

∞∑
n=1

wn, tj.

∞∑
n=1

zn =

∞∑
n=1

k(n+1)−1∑
m=k(n)

zn.

4 Konvergencija niza parcijalnih suma reda
∑
wn se svodi na konvergenciju

podnizova niza parcijalnih suma reda
∑
zn, a svaki podniz konvergentnog

niza je konvergentan. 5

Napomena 5. Obrnuto nije taqno: iz Primera 31 sledi da red
∑

(−1)n

divergira, ali
∑(

(−1)n − (−1)n+1
)

=
∑

0 = 0 konvergira.

Primer 38. Uz neke dodatne uslove, u Tvr�e�u 8 va�i i obrnuta imp-
likacija. Na primer, neka je an niz pozitivnih realnih brojeva i n → k(n)
strogo rastu�e preslikava�e, takvo da je k(1) = 1. Ako je

bn =

k(n+1)−1∑
k=k(n)

ak,

onda redovi
∞∑
n=1

(−1)k(n)−1an i

∞∑
n=1

(−1)n−1bn

istovremeno konvergiraju ili divergiraju. Zaista, ako je prvi red konvergen-
tan, konvergencija drugog sledi iz Tvr�e�a 8. Pretpostavimo da konvergira
red

∑
(−1)n−1bn i neka je

sn =

n∑
m=1

(−1)k(m)−1am, σn =

n∑
m=1

(−1)m−1bm.

Za svako k ∈ N postoji n ∈ N takvo da je k(n) < k ≤ k(n+ 1), odakle sledi

σk(n+1) = sk ± (ak+1 + ak+1 + · · ·+ ak(n+1)).

Odatle sledi

|σk(n+1) − sk| = ak+1 + ak+1 + · · ·+ ak(n+1) ≤ bn+1 → 0

kad k → ∞ (xto je ekvivalentno sa n → ∞), jer (−1)nbn+1, kao opxti qlan
konvergentnog reda, te�i nuli. ]
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4. Redovi sa pozitivnim qlanovima

4.1. Monotonost. Ako je an ≥ 0 za svako n, red
∑
an naziva�emo redom

sa pozitivnim qlanovima (iako pri tome dozvo	avamo i an = 0). U tom
sluqaju, iz

sn+1 − sn =

n+1∑
k=0

ak −
n∑
k=0

ak = an+1 ≥ 0

sledi da je niz sn rastu�i, pa iz Teoreme 4 i Leme 6 u Glavi 2 dobijamo slede�i
rezultat.

Tvr�eǌe 4. Red sa pozitivnim qlanovima konvergira ako i samo ako je
niz �egovih parcijalnih suma ograniqen.

Primer 39. Red
∑

1√
n
divergira jer je

sn =

n∑
k=1

1√
n
> n · 1√

n
=
√
n,

pa je niz parcijalnih suma neograniqen. ]

Primer 40. Uopxtimo rezultate Primera 22 na str. 178, Primera 27 na
str. 182 i Primera 39. Posmatrajmo red

∞∑
n=1

1

np
. (24)

U Primeru 27 na str. 182 smo videli da su parcijalne sume reda
∑

1
n neogra-

niqene. Ako je p ≤ 1, onda je 1
kp ≥

1
k , pa je

n∑
k=1

1
kp ≥

n∑
k=1

1
k . Odatle sledi da su

i parcijalne sume reda
∑

1
np neograniqene, tj. taj red divergira za p ≤ 1.

Neka je p > 1. Grupiximo qlanove parcijalnih suma reda na slede�i
naqin:

s2n =
(

1+
1

2p

)
+
( 1

3p
+

1

4p

)
+
( 1

5p
+ · · ·+ 1

8p

)
+ · · ·+

( 1

(2n−1 + 1)p
+ · · ·+ 1

(2n)p

)
.

Poxto je

1

(2k−1 + 1)p
+ · · ·+ 1

2p(k−1)
< 2k−1 · 1

(2k−1)p
=
( 1

2p−1

)k−1

,

parcijalne sume s2n su ma�e od parcijalnih suma geometrijskog reda
∑
qn sa

q = 1
2p−1 < 1, dakle ograniqene. Odatle i iz monotonosti sledi da su sve

parcijalne sume sn ograniqene, tj. red
∑

1
np je konvergentan za p > 1. ]

Primer 41. Specijalni sluqaj reda (24) iz Primera 40 je harmonijski
red

∞∑
n=1

1

n
,

koji je divergentan. Ako iz harmonijskog reda izbacimo sve sabirke qiji
imenilac u dekadnom zapisu sadr�i cifru 7, dobijamo konvergentan red.

Zaista, u intervalu [10m−1, 10m] ima 9m − 9m−1 prirodnih brojeva koji
ne sadr�e cifru 7 (uporediti sa Zadatkom 68 na str. 43). Odatle sledi da
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su parcijalne sume reda koji se dobije kad se iz harmonijskog reda izbace ti
qlanovi ma�e od

9− 1

1
+

92 − 9

10
+

93 − 92

100
+ . . . = (9− 1)

∞∑
k=0

(
9

10

)k
= 80,

pa taj red konvergira. ]

Primer 42. Neka je α ∈ R i

an =

(
α

n

)
:=

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
.

Koriste�i divergenciju harmonijskog reda, pokaza�emo da ovaj niz kon-
vergira ako je α > −1. Izaberimo neko n0 ≥ α i primetimo da je

|an| =
(
α

n0

)
e
∑n−1
k=n0

log k−α
k+1 . (25)

Poxto je

log
k − α
k + 1

= log

(
1− α+ 1

k + 1

)
≤ −α+ 1

k + 1
,

iz (25) sledi

|an| ≤
(
α

n0

)
e−

∑n−1
k=n0

α+1
k+1 .

Odavde i iz

lim
n→∞

n−1∑
k=n0

1

k + 1
= +∞

(divergencija harmonijskog reda) sledi je za α > −1

lim
n→∞

an = 0.

Ostaje da razmotrimo sluqaj α ≤ −1. Iz(
α

n+ 1

)
=
α− n
n+ 1

(
α

n

)
sledi da je niz |an| rastu�i za α ≤ −1. Poxto za α /∈ N va�i

an+1 = −an,
za sve n > α, sledi da za α ≤ −1 niz an divergira. ]

4.2. Poredbeni principi. Konvergencija ili divergencija reda sa po-
zitivnim qlanovima qesto se ustanov	ava pore�e�em sa drugim redom, qiju
konvergenciju ili divergenciju smo ve� ustanovili.

Teorema 6. Neka je 0 ≤ an ≤ bn. Tada iz konvergencije reda
∑
bn sledi

konvergencija reda
∑
an, a iz divergencije reda

∑
an sledi divergencija reda∑

bn.

4 Poxto se radi o redovima sa pozitivnim opxtim qlanovima, �ihova kon-
vergencija je ekvivalentna ograniqenosti niza �ihovih parcijalnih suma
(Tvr�e�e 4). Ako

∑
bn konvergira, niz �egovih parcijalnih suma je ogra-

niqen, pa iz an ≤ bn sledi da je i niz parcijalnih suma reda
∑
an ograniqen,

pa i taj red konvergira.
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Ako red
∑
an divergira, onda i red

∑
bn divergira { suprotna pret-

postavka dala bi kontradikciju sa upravo dokazanim tvr�e�em. 5

Teorema 7. Neka su
∑
an i

∑
bn redovi sa pozitivnim qlanovima, takvi

da je bn 6= 0 i postoji

lim
n→∞

an
bn

= C ∈ [0,+∞].

Tada

1. ako je C < +∞ i red
∑
bn konvergira, onda konvergira i red

∑
an,

2. ako je C > 0 i red
∑
bn divergira, onda divergira i red

∑
an.

4 Neka je C < +∞ i red
∑
bn konvergira. Iz definicije limesa sledi da

postoji n0 ∈ N takvo da za n > n0 va�i an
bn

< 2C, tj. an < 2Cbn. Rezultat
prvog tvr�e�a sada sledi iz Teoreme 6.

Pretpostavimo da je C > 0 i red
∑
bn divergira. Tada je

lim
n→∞

bn
an

= C−1 < +∞,

pa red
∑
an divergira, jer, kada bi on konvergirao, iz upravo dokazanog tvr-

�e�a sledilo bi da konvergira i red
∑
bn. 5

Teorema 8. Neka su
∑
an i

∑
bn redovi sa pozitivnim qlanovima, takvi

da va�i an 6= 0, bn 6= 0 i
an+1

an
≤ bn+1

bn
.

Tada iz konvergencije reda
∑
bn sledi konvergencija reda

∑
an, a iz divergen-

cije reda
∑
an sledi divergencija reda

∑
bn.

4 Posle mno�e�a nejednakosti

a2

a1
≤ b2
b1
,

a3

a2
≤ b3
b2
, · · · an

an−1
≤ bn
bn−1

i skra�iva�a, dobijamo an
a1
≤ bn

b1
, tj. an ≤ Cbn, gde je C = a1b

−1
1 . Odatle, na

osnovu Teoreme 6, sledi dokaz. 5

Primer 43. Vratimo se jox jednom redu
∑

1
np . Iz Primera 24 na str. 125

sledi da je

lim
n→∞

ln
(

1 + 1
n

)
1
n

= 1,

pa iz Teoreme 7 i Primera 32 dobijamo jox jedan dokaz divergencije reda
∑

1
n .

Odatle, iz 1
n < 1

np za p < 1 i iz Teoreme 6 sledi divergencija reda
∑

1
np za

p < 1.
Neka je p > 1, tj. p = 1+α za neko α > 0. Tada iz Bernulijeve nejednakosti

lako sledi
1

nα+1
<

1

α

( 1

(n− 1)α
− 1

nα

)
.

Poxto red
∑(

1
(n−1)α −

1
nα

)
konvergira (Zadatak 27), iz Teoreme 6 sledi da∑

1
np konvergira za p > 1. ]

Zadatak 31. Da li konvergira red
∑

1
n1+1/n ? (Odgovor: ne!) X
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Primer 44. Poxto je za svako ε > 0

lim
n→∞

log n

nε
= 0,

red
∞∑
n=1

log n

np

konvergira za sve p > 1, na osnovu poredbenog stava sa redom
∑

1
np−ε , gde je

0 < ε < 1− p. ]

Zadatak 32. Neka je ν(n) broj cifara prirodnog broja n. Ispitati kon-
vergenciju reda ∑ ν(n)

np
.

Uputstvo: dokazati da je log10 n < ν(n) ≤ log10 n+ 1. X

Primer 45. Red
∞∑
n=2

(
n

1
n2+1 − 1

)
konvergira. Zaista, primenom Tejlorove formule sa ostatkom u Peanovom
obliku dobijamo

n
1

n2+1 = e
logn

n2+1 − 1 = 1 +
log n

n2 + 1
+ o

(
log n

n2 + 1

)
− 1 ∼ log n

n2

kad n→∞, pa zak	uqak sledi iz Primera 44 i poredbenog principa. ]

Zadatak 33. Ispitati konvergenciju redova
(a)

∑
1√

n(n+1)

(b)
∑

1√
n2(n+1)

(v)
∑

n!
nn

(g)
∑

1
(logn)logn

(d)
∑

1
(log logn)logn

(g)
∑

1
(logn)log logn . X

Primer 46. (Liuvilov broj) U Primeru 31 na str. 70 smo rekli da je
prvi primer transcendentnog broja konstruisao Liuvil, dokazavxi da broj

L =

∞∑
n=1

10−n! (26)

nije algebarski. Primetimo da je 10−n! ≤ 10−n. Poxto geometrijski red∑
(1/10)n konvergira, odatle sledi, primenom poredbenog principa, da i red

na desnoj strani u (26) konvergira.
Doka�imo da je broj L transcendentan. Pretpostavimo suprotno, da je L

algebarski broj stepena d (videti Definiciju 29 na str. 70) i neka je ε > 0
proizvo	an broj. Neka je prirodan broj, takav da je

k ≥ d i k! > log10 (2ε−1). (27)
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Broj 10−1! + 10−2! + . . .+ 10−k! je svakako racionalan, i mo�e da se napixe u
obliku

k∑
n=1

10−n! = p/q, p ∈ Z, q = 10−k!.

Lako je videti da je

L− p

q
=

∞∑
n=k+1

10−n! ≤ 2 · 10−(k+1)!. (28)

Iz (27)sledi
10dk!)

10(k+1)!
= 10(d−k−1)k! ≤ 10−k! <

ε

2
,

pa iz (28) dobijamo ∣∣∣∣L− p

q

∣∣∣∣ < ε

10dk!
=

ε

qd
.

Poxto je ε > 0 proizvo	no, posled�i izraz je u suprotnosti sa Liuvilovom
teoremom o kojoj je bilo reqi u Primeru 18 na str. 146. ]

4.3. Veza konvergencije reda i proizvoda. UPosledici 7 smo videli
da su svi qlanovi konvergentnog proizvoda realnih brojeva, sem mo�da �ih
konaqno mnogo, pozitivni. Poxto konvergencija proizvoda ne zavisi od kona-
qnog broja �egovih qlanova, pri izuqava�u konvergencije beskonaqnih proiz-
voda pretpostav	a�emo da su svi �egovi qlanovi pozitivni. 5

Lema 10. Neka je an > 0. Proizvod
∏
an konvergira ako i samo ako kon-

vergira red
∑

ln an. Pri tome va�i

∞∏
n=1

an = e

∞∑
n=1

ln an
.

4 Neka je pn =
n∏
k=1

ak. Iz neprekidnosti logaritamske i eksponencijalne

funkcije sledi da niz pn konvergira ako i samo ako konvergira niz ln pn =
n∑
k=1

ln ak. Odatle sledi tvr�e�e leme. 5

Lema 11. Neka je xn > 0. Tada proizvod
∏

(1 + xn) konvergira ako i samo
ako konvergira red

∑
xn.

4 Iz Leme 8 sledi da je i za konvergenciju reda
∑
xn i proizvoda

∏
(1 + xn)

neophodan uslov lim
n→∞

xn = 0. Odatle, na osnovu Primera 24 na str. 125, sledi

lim
n→∞

ln(1 + xn)

xn
= 1.

5Ova pretpostavka je prirodna i iz slede�eg razloga. Proizvod je ,,multiplikativno
zapisan red". Drugim reqima, pojam reda u grupi (R,+) odgovara pojmu proizvoda u �oj
izomorfnoj grupi (R+, •). Jedan izomorfizam ovih struktura je log : (R+, •) → (R,+).
Tako dobijamo tvr�e�a za proizvode koja su analogna tvr�e�ima za redove. Npr, kao xto
opxti qlan konvergentnog reda te�i nuli (neutralu u (R,+)), tako i opxti qlan kon-
vergentnog proizvoda te�i jedinici (neutralu u (R+, •)). Uopxte, mo�emo da govorimo
o ,,uopxtenim redovima" u svakoj grupi (G, �) u kojoj ima smisla pojam limesa (a time i
neprekidnosti). Takve grupe, u kojima je grupovna operacija neprekidna, nazivaju se topo-
loxkim grupama (v. [9]).
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Dokaz sada sledi iz Teoreme 7 i Leme 10. 5

Primer 47. Proizvod
∏(

1 + 1
np

)
konvergira ako i samo ako je p > 1. ]

Zadatak 34. Neka je an rastu�i neograniqen niz realnih brojeva. Doka-
zati da red

∞∑
n=1

an+1 − an
an+1

divergira. (Uputstvo: 1− an+1−an
an+1

= an
an+1

.) X

Primer 48. Skup taqaka nagomilava�a niza

zn =

n∏
k=1

(
1 +

i

k

)
,

gde je i =
√
−1 ∈ C je kru�nica. Zaista, iz

|zn| =

√√√√ n∏
k=1

(
1 +

1

k2

)
i Primera 47 sledi da postoji r∞ := lim

n→∞
|zn|. Poxto je

Arg (zn) =

n∑
k=1

Arg

(
1 +

i

k

)
=

n∑
k=1

arctg
1

k
,

iz divergencije reda
∑

arctg 1
n i konvergencije niza arctg 1

n ka nuli sledi da
je skup taqaka zn svuda gust na kru�nici S = {z ∈ C | |z| = r∞} (zadatak!). ]

4.4. Kriterijumi konvergencije. Ve� smo se upoznali sa poredbenim
kriterijumima konvergencije redova sa pozitiv�im qlanovima. Da�emo sada
jox neke kriterijume.

Tvr�eǌe 5. (Koxijeva teorema) Neka je an opadaju�i niz pozitivnih
brojeva. Tada red

∑
an konvergira ako i samo ako konvergira red

∑
2na2n .

4 Iz pozitivnosti i monotonosti niza an sledi∑2n

k=1 ak < a1 + (a2 + a3) + · · ·+ (a2n + · · ·+ a2n+1−1) <
∑n
k=1 2ka2k∑2n

k=1 ak = a1 + a2 + (a3 + a4) + · · ·+ (a2n−1+1 + · · ·+ a2n) > 1
2

∑n
k=1 2ka2k ,

odakle sledi dokaz tvr�e�a. 5

Primer 49. Rezultat Primera 40 mo�e se dobiti i primenom Tvr�e�a 5:
red

∑
1
np konvergira ako i samo ako konvergira red

∑
2n 1

2pn =
∑(

1
2p−1

)n
.

Posled�i red konvergira ako i samo ako je p < 1 (Primer 31). Primetimo
da ovo, u suxtini, nije novi pristup ispitiva�u konvergencije ovog reda {
metod dokaza Tvr�e�a 5 je upravo metod iz Primera 40. ]

Primer 50. Red
∑

1
n(lnn)r konvergira ako i samo ako je r > 1. Zaista,

za r = 1 red
∑

1
n lnn divergira jer divergira red

∑
2n 1

2n ln 2n = 1
ln 2

∑
1
n . Za

r < 1 je 1
n(lnn)r > 1

n lnn pa red divergira na osnovu poredbenog principa.
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Neka je r > 1. Tada red
∑

2n 1
2n(ln 2n)r = 1

(ln 2)r

∑
1

(n lnn)r konvergira na osnovu

Teoreme 7, jer je

lim
n→∞

1
(n lnn)r

1
nr

= 0,

a red
∑

1
nr konvergira za r > 1. ]

Primer 51. Iz prethodnog primera, Primera 21 na str. 149 i principa
pore�e�a sledi da red

∑
1

np(lnn)r konvergira ako je

1. p > 1
2. p = 1 i r > 1,

a divergira u ostalim sluqajevima. Zaista, neka je p > 1 i neka je p1 ∈ (1, p).
Tada je

lim
n→∞

1
np(lnn)r

1
np1

= lim
n→∞

1

np−p1(lnn)r
= 0,

pa rezultat sledi iz konvergencije reda
∑

1
np1 i Teoreme 7. Sluqaj p = 1 je

razmatran u Primeru 50. Neka je p < 1 i neka je p1 ∈ (p, 1). Tada je

lim
n→∞

1
np(lnn)r

1
np1

= lim
n→∞

np1−p

(lnn)r
= +∞,

pa rezultat sledi iz divergencije reda
∑

1
np1 i Teoreme 7. ]

Primer 52. Red
∑

1
np(lnn)retn konvergira ako je

1. t > 0
2. t = 0 i p > 1
3. t = 0, p = 1 i r > 1,

a divergira u ostalim sluqajevima. Zaista, sluqaj t = 0 razmotren je u
Primeru 51, a rezultat u sluqajevima t > 0 i t < 0 sledi iz Primera 31,
Primera 23 na str. 149 i Teoreme 7. ]

4.5. Koxijev i Dalamberov test. Poredbeni principi, prime�eni na
geometrijski red

∑
qn (Primer 31) daju nam slede�a dva kriterijuma konver-

gencije.

Teorema 9. (Koxijev test) Neka je an ≥ 0 niz nenegativnih realnih
brojeva. Red

∑
an

1. konvergira ako je lim n
√
an < 1

2. divergira ako je lim n
√
an > 1

4 Ako je lim n
√
an < 1, onda postoji q ∈ (0, 1) takvo da je n

√
an ≤ q (tj. an ≤ qn)

za sve n osim, eventualno, �ih konaqno mnogo. Odatle, na osnovu Teoreme 6 i
konvergencije reda

∑
qn za q < 1 (Primer 31) sledi da red

∑
an konvergira.

Sliqno, ako je lim n
√
an > 1, postoji r > 1 takvo da da neki podniz niza

n
√
an konvergira ka r. Tada za 1 < q < r va�i n

√
an ≥ q (tj. an ≥ qn) beskonaqno

mnogo prirodnih brojeva n, pa an ne te�i nuli. Odatle, na osnovu Leme 8,
sledi da red

∑
an divergira. 5

Posledica 9. Neka je zn niz kompleksnih brojeva. Red
∑
zn

1. apsolutno konvergira ako je lim n
√
|zn| < 1

2. divergira ako je lim n
√
|zn| > 1.
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4 Dokaz prvog tvr�e�a sledi iz Tvr�e�a 2. Dokaz drugog tvr�e�a sledi, kao
u dokazu Teoreme 9, iz qi�enice da u tom sluqaju |zn|, pa time ni zn, ne te�i
nuli. 5

Zadatak 35. Dokazati da red
∞∑
n=2

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)

konvergira. X

Teorema 10. (Dalamberov6 test) Neka je an ≥ 0 niz nenegativnih re-
alnih brojeva. Red

∑
an

1. konvergira ako je liman+1

an
< 1

2. divergira ako je liman+1

an
> 1.

4 Ako je liman+1

an
< 1, onda postoje q ∈ (0, 1) i n0 ∈ N takvi da je an+1

an
≤ q za

n ≥ n0. Odatle sledi
an+1

an
≤ qn+1

qn , odnosno

an+1

qn+1
≤ an
qn
≤ · · · ≤ an0

qn0

za n > n0, pa je
(∀n > n0) an ≤ Cqn,

gde je C =
an0

qn0
. Odatle, na osnovu Teoreme 6 i konvergencije reda

∑
qn za

0 < q < 1 sledi da red
∑
an konvergira.

Ako je liman+1

an
> 1, onda postoje q > 1 i n0 ∈ N takvi da je an+1

an
≥ q za

n ≥ n0. Odatle sledi da je an+1 ≥ qan > an, tj. da je niz an rastu�i, poqevxi
od an0

, pa ne te�i nuli. Iz Leme 8 sledi da
∑
an divergira. 5

Posledica 10. Neka je zn niz kompleksnih brojeva. Red
∑
zn

1. apsolutno konvergira ako je lim |zn+1|
|zn| < 1

2. divergira ako je lim |zn+1|
|zn| > 1.

4 Dokaz prvog tvr�e�a sledi iz Tvr�e�a 2. Dokaz drugog tvr�e�a sledi, kao
u dokazu Teoreme 10, iz qi�enice da u tom sluqaju |zn|, pa time ni zn, ne te�i
nuli. 5

Zadatak 36. Dokazati da red
∞∑
n=1

1! + 2! + · · ·+ n!

(2n)!

konvergira. X

Napomena 6. Neka je xn = 1
n , yn = 1

n2 . Tada je

lim
n→∞

xn+1

xn
= lim
n→∞

yn+1

yn
= 1 i lim

n→∞
n
√
xn = lim

n→∞
n
√
yn = 1.

Me�utim, red
∑
xn divergira, a red

∑
yn konvergira. Odatle vidimo da, ako

je lim
n→∞

n
√
an = 1 (ili lim

n→∞
an+1

an
= 1), Koxijev (ili Dalamberov) kriterijum

ne daju odgovor o konvergenciji.

6Dalamber (Jean le Rond d’Alambert, 1717{1783) francuski matematiqar i filosof
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Napomena 7. Iz Primera 16 na str. 176 sledi da je Koxijev kriter-
ijum mo�niji od Dalamberovog: ako konvergenciju (ili divergenciju) reda∑
an mo�emo da ustanovimo primenom Dalamberovog testa, onda mo�emo da

je ustanovimo i primenom Koxijevog. Da obrnuto nije taqno pokazuje slede�i
primer.

Primer 53. Posmatrajmo red
1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+

1

23
+

1

33
+

1

24
+

1

34
+

1

25
+

1

35
+ · · · .

Za ovaj red je

lim
an+1

an
= lim
n→∞

(2

3

)n
= 0 < 1, lim

an+1

an
= lim
n→∞

(3

2

)n
= +∞ > 1,

pa Dalamberov kriterijum ne daje nikakav odgovor o �egovoj konvergenciji.
Me�utim,

lim n
√
an = lim

n→∞
2n

√
1

3n
=

1√
3
, lim n

√
an = lim

n→∞
2n

√
1

2n
=

1√
2
< 1,

odakle, na osnovu Koxijevog kriterijuma zak	uqujemo da red konvergira. Op-
xtije, ovo va�i za svaki red oblika

a+ b+ a2 + b2 + a3 + b3 + · · · ,

gde je 0 < a < b < 1. ]

Zadatak 37. Ispitati konvergenciju redova
(a)

∑
1

(logn)n

(b)
∑
n!
(
x
n

)n
, x ≥ 0

(v)
∑(

x
n

)n
, x ≥ 0

(g)
∑(

an
n

)n
, an ≥ 0, lim

n→∞
an = a. X

4.6. Rabeov kriterijum. Primenom poredbenih principa na red
∑

1
np

(Primer 40) dobijamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 11. (Rabeov7 test) Neka je an ≥ 0. Ako postoji q > 1 takvo da
je

n
( an
an+1

− 1
)
≥ q

onda red
∑
an konvergira. Ako je

n
( an
an+1

− 1
)
≤ 1

onda red
∑
an divergira.

4 Pretpostavimo da postoji q za koje je zadovo	ena prva nejednakost. Neka je
p ∈ (q, 1). Iz Primera 26 na str. 125 sledi da je

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)p
− 1

1
n

= p,

7Rabe (Joseph Ludwig Raabe, 1801{1859), xvajcarski matematiqar
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pa je za dovo	no veliko n,(
1 + 1

n

)p
− 1

1
n

< q, tj.
(

1 +
1

n

)p
< 1 +

q

n
.

Odatle sledi

an
an+1

>
(

1 +
1

n

)p
,

odnosno

an+1

an
<
( n

n+ 1

)p
=

1
(n+1)p

1
np

.

Konvergencija reda
∑
an sada sledi iz Teoreme 8 i konvergencije reda

∑
1
np .

Pretpostavimo sada da va�i druga nejednakost iz postavke teoreme. Iz
�e sledi

an+1

an
>

n

n+ 1
=

1
(n+1)

1
n

,

pa iz Teoreme 8 i divergencije reda
∑

1
n sledi divergencija reda

∑
an. 5

Primer 54. Red
∞∑
n=0

(
α

n

)
, gde je

(
α

n

)
:=

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
(29)

apsolutno konvergira ako je α ≥ 0. Zaista, poxto je za n > α

n
( |an|
|an+1|

− 1
)

= n
1 + α

n− α
≥ 1 + α

n
= 1 + α,

zak	uqak sledi iz Rabeovog kriterijuma. ]

Zadatak 38. Dokazati da red (54) neapsolutno konvergira za −1 < α < 0
i divergira za α ≤ −1.

Uputstvo: za konvergenciju u sluqaju −1 < α < 0 iskoristiti Lajbnicovo
pravilo (Tvr�e�e 1 na str. 190) i Primer 42 na str 194; za dokaz da je ta
konvergencija neapsolutna, kao i za dokaz divergencije za α ≤ −1 iskoristiti
Rabeov test. X

Zadatak 39. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=0

(−1)n
(
α

n

)
u zavisnosti od α ∈ R.

X

Zadatak 40. Ispitati konvergenciju redova
(a)

∑
n!

(x+1)(x+2)·...·(x+n) , x > 0

(b)
∑ (nx)n

n! , x ≥ 0. X
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4.7. Kumerov kriterijum. Sada �emo da formulixemo kriterijum koji
uopxtava Dalamberov i Rabeov, i daje nove kriterijume.

Teorema 12. (Kumerov8 test) Neka je cn niz pozitivnih brojeva, takav
da red

∑
1
cn

divergira, i neka je an niz pozitivnih brojeva. Tada red
∑
an

1. konvergira ako za neko δ > 0 va�i cn
an
an+1

− cn+1 ≥ δ
2. divergira ako je cn

an
an+1

− cn+1 ≤ 0.

4 Neka je cn
an
an+1

− cn+1 ≥ δ > 0. Mno�e�em pozitivnim brojem an+1 dobijamo

cnan−cn+1an+1 ≥ δan+1 > 0. Odatle sledi da je cnan opadaju�i niz pozitivnih
brojeva, pa on konvergira. Poxto je

n∑
k=1

(ckak − ck+1ak+1) = c1a1 − cn+1an+1,

red
∑

(cnan − cn+1an+1) konvergira, pa na osnovu poredbenog principa kon-
vergira i red

∑
an.

Ako je cn
an
an+1

− cn+1 ≤ 0, onda je

an+1

an
≥

1
cn+1

1
cn

,

pa na osnovu Teoreme 8 sledi da red
∑
an divergira. 5

Posledica 11. Za cn ≡ 1 dobijamo Dalamberov test.

Posledica 12. Za cn = n dobijamo Rabeov test.

Posledica 13. (Bertranov9 test) Neka je an > 0. Tada red
∑
an

1. konvergira ako je lim
n→∞

lnn
[
n
(
an
an+1

− 1
)
− 1
]
> 1

2. divergira ako je lim
n→∞

lnn
[
n
(
an
an+1

− 1
)
− 1
]
< 1.

4 Dokaz sledi iz Kumerovog testa za cn = n lnn. 5

4.8. Gausov kriterijum. Doka�imo jednu va�nu posledicu do sada raz-
matranih kriterijuma.

Teorema 13. (Gausov10 kriterijum) Neka je an > 0 i

an
an+1

= λ+
µ

n
+
θn
n2
,

gde su λ i µ konstante, a θn ograniqen niz. Tada red
∑
an konvergira ako je

1. λ > 1
2. λ = 1 i µ > 1,

a divergira u ostalim sluqajevima.

4 Sluqajevi λ > 1 i λ < 1 slede iz Dalamberovog kriterijuma. Sluqajevi
λ = 1, µ > 1 i λ = 1, µ < 1 slede iz Rabeovog kriterijuma. Sluqaj λ = 1, µ = 1
sledi iz Bertranovog kriterijuma. 5

Zadatak 41. Ispitati konvergenciju reda
∑( (2n−1)!!

(2n)!!

)p
. X

8Kumer (Ernst Eduard Kummer, 1810{1893), nemaqki matematiqar
9Bertran (Joseph Louis Frans Bertrand, 1822{1900), francuski matematiqar
10Gaus (Carl Friedrich Gauss, 1777{1855), nemaqki matematiqar
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Zadatak 42. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=2

(n+ 1)!

(1 + 1√
2

+ a)(2 + 1√
3

+ a) · · · (n− 1 + 1√
n

+ a)

u zavisnosti od realnog parametra a. X

5. Redovi sa proizvo	nim qlanovima

5.1. Parcijalno sumira�e. Neka su an i bn dva niza kompleksnih bro-
jeva i neka je, za 0 < m ≤ n,

An =

n∑
k=m

ak i A−1 = 0.

Iz ak = Ak −Ak−1 sledi da va�i
n∑

k=m

akbk =

n∑
k=m

(Ak −Ak−1)bk =

n∑
k=m

Akbk −
n∑

k=m

Ak−1bk,

Poxto je
n∑

k=m

Ak−1bk =
n−1∑

k=m−1

Akbk+1, dobijamo

n∑
k=m

akbk =

n−1∑
k=m

Ak(bk − bk+1) +Anbn −Am−1bm. (30)

Ova formula naziva se Abelovom sumacionom formulom. Nekada se ona for-
mulixe u obliku

n∑
k=m

bk+1(ak+1 − ak) +

n∑
k=m

ak(bk+1 − bk) = an+1bn+1 − ambm, (31)

koji se lako dokazuje mno�e�em qlanova na levoj strani i skra�iva�em. Pri-
metimo da (30) sledi primenom (31) na nizove An i bn (umesto an i bn)..

Primer 55. U Glavi 1 smo videli da je
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
i

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (32)

Poka�imo kako ove sume mogu da se izvedu iz Abelove sumacione formule. Da
bismo izveli prvu, posmatrajmo nizove ak = k i bk = k. Tada je

ak+1 − ak = 1 i bk+1 − bk = 1,

pa iz (31) sledi
n∑
k=1

(k + 1) +

n∑
k=1

k = (n+ 1)2 − 1,

odakle sledi

2

n∑
k=1

k = n(n+ 1).

Time smo dokazali prvu formulu u (32). Da bismo dokazali drugu, posmatra-
jmo nizove ak = k2 − k i bk = k − 1/2. Sada je

ak+1 − ak = 2k i bk+1 − bk = 1,
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pa iz (31) dobjamo

n∑
k=1

(
k +

1

2

)
2k +

n∑
k=1

(k2 − k) = (n+ 1)n

(
n+

1

2

)
.

Odatle se, posle sre�iva�a, dobija druga formula u (32). ]

Zadatak 43. Primenom Abelove sumacione formule izraqunati
n∑
k=1

k3.

Uputstvo: uzeti ak = k2 i bk = (k − 1)2. X

Zadatak 44. Primenom Abelove sumacione formule izraqunati
n∑
k=1

k2

3k
i

n∑
k=1

(a+ kd)qk,

za d 6= 0, q /∈ {0, 1}. X

5.2. Dirihleov i Abelov kriterijum. Pomo�u Abelove sumacione
formule izvex�emo dva kriterijuma konvergencije redova.

Teorema 14. (Dirihleov test) Neka je an niz kompleksnih brojeva i
bn monoton niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je

1. niz An =
n∑
k=1

ak parcijalnih suma reda
∑
an ograniqen

2. lim
n→∞

bn = 0.

Tada red
∑
anbn konvergira.

4 Dokaza�emo da iz formule (30) sledi da je niz
n∑
k=1

akbk Koxijev. Neka je

ε > 0.
Po pretpostavci teoreme niz An je ograniqen, tj. |An| ≤ C za neko C > 0,

pa je

|Ak(bk − bk+1)| ≤M |bk − bk+1|. (33)

Mo�emo, ne uma�uju�i opxtost, da pretpostavimo da je monoton niz bn opa-
daju�i (ako bn je rastu�i, onda je −bn opadaju�i, a ako tvr�e�e teoreme va�i
kada se bn zameni sa −bn, va�i�e i za bn). Tada je

n∑
k=0

M |bk − bk+1| = M

n∑
k=0

(bk − bk+1) = M(b0 − bn+1). (34)

Poxto po pretpostavci niz bn konvergira, iz (34) sledi da i red
∑
M |bk −

bk+1| konvergira. Odatle, na osnovu (33) i poredbenog testa, sledi da red∑
Ak(bk − bk+1) (apsolutno) konvergira, pa je niz �egovih parcijalnih suma

Koxijev. To znaqi da je za dovo	no velike m i n apsolutna vrednost sume na
desnoj strani u (30) ma�a od ε

3 .
Poxto niz bn te�i nuli, a niz An je ograniqen, oba sabirka na desnoj

strani u (30) te�e nuli kad m,n→∞. Odatle sledi da je, za dovo	no velike
m i n, svaki od �ih ma�i od ε

3 . Sabira�em dobijamo da je za dovo	no velike
m i n izraz na desnoj strani u (30) ma�i od ε. 5
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Teorema 15. (Abelov test) Neka je an niz kompleksnih brojeva i bn
monoton niz realnih brojeva. Pretpostavimo da va�i

1. red
∑
an konvergira

2. postoji lim
n→∞

bn.

Tada red
∑
anbn konvergira.

4 Neka je lim
n→∞

bn = b∞; tada je lim
n→∞

bn − b∞ = 0. Primetimo da je

n∑
k=1

akbk =

n∑
k=1

akb∞ +

n∑
k=1

ak(bk − b∞).

Red
∑
ak konvergira po pretpostavci, a red

∑
ak(bk − b∞) konvergira na os-

novu Teoreme 14. 5

Kao posledicu, dobijamo jox jedan dokaz Tvr�e�a 1 (str. 190).

Posledica 14. (Lajbnicovo pravilo) Neka je bn opadaju�i niz realnih
brojeva i neka je lim

n→∞
bn = 0. Tada red

∑
(−1)n−1bn konvergira.

4 Dokaz sledi iz Teoreme 14 za an = (−1)n−1. 5

Primer 56. Red
∞∑
n=1

(−1)n

np

apsolutno konverira za p > 1, neapsolutno konvergira za 0 < p ≤ 1 i di-
vergira za p ≤ 0. Zaista, apsolutna konvergencija za p > 1 je ustanov	ena u
Primeru 51 (sluqaj r = 0). Ako je 0 < p ≤ 1, red konvergira po Lajbnicovom
pravilu. Ako je p ≤ 0, red divergira jer mu opxti qlan ne te�i nuli. ]

Primer 57. Red
∞∑
n=2

cos n2π
n+1

log2 n

konvergira. Zaista,

cos
n2π

n+ 1
= (−1)n cos

(
n2π

n+ 1
− nπ

)
= (−1)n cos

nπ

n+ 1
.

Red
∑ (−1)n

log2 n
konvergira, po Lajbnicovom pravilu, a niz cos nπ

n+1 je monoton i

ograniqen, pa zak	uqak sledi iz Abelovog testa. ]

Zadatak 45. Dokazati da red
∞∑
n=1

(−1)n
sin2 n

n

konvergira. X

Zadatak 46. Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=2

sin (nx)

log n

u zavisnosti od parametra x ∈ R. X
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Zadatak 47. Neka je
∑
an konvergentan red. Dokazati da su redovi∑ an

log n
,
∑ n+ 1

n
an,

∑
n
√
nan

konvergentni. X

6. Operacije sa redovima

6.1. Dvostruki redovi. U Posledici 8 na str. 191 videli smo da kona-
qna i beskonaqna suma komutiraju, tj. da va�i

∞∑
n=1

( k∑
m=1

zmn

)
=

k∑
m=1

( ∞∑
n=1

zmn

)
.

Slede�i primer pokazuje da, u opxtem sluqaju, dve beskonaqne sume ne komu-
tiraju.

Primer 58. Neka je

amn =


0, m < n,

−1, n = m

2n−m, m > n.

U obliku beskonaqne matrice, amn mo�emo da napixemo kao

(amn) =


−1 0 0 0 · · ·
1
2 −1 0 0 · · ·
1
4

1
2 −1 0 · · ·

1
8

1
4

1
2 −1 · · ·

· · · ·
· · · ·


Tada je, za fiksirano n, suma n{te kolone

∞∑
m=1

amn =

n−1∑
m=1

amn + (−1) +

∞∑
m=n+1

amn = 0 + (−1) +

∞∑
m=n+1

2n−m = −1 + 1 = 0,

a za fiksirano m suma m{te vrste je

∞∑
n=1

amn =

m−1∑
n=1

amn + (−1) +

∞∑
n=m+1

amn =

m−1∑
n=1

2n−m + (−1) + 0 = −2−m,

pa je
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn = −2 6= 0 =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn. ]

Slede�a teorema daje jedan uslov pod kojim dve beskonaqne sume komuti-
raju, tj. uslov pod kojim je dozvo	eno izmeniti poredak sumira�a. Neka je
data beskonaqna matrica

(zmn) =


z11 z12 z13 z14 · · ·
z21 z22 z23 z24 · · ·
z31 z32 z33 z34 · · ·
z41 z42 z43 z44 · · ·
· · · ·
· · · ·
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U teoremi 14 na str. 45 smo videli da se �eni elementi mogu pore�ati u
niz. Naravno, to je mogu�e uqiniti na vixe naqina, tj. dobijeni niz nije
jedinstven. Oznaqimo sa wn bilo koji od tih nizova.

Teorema 16. Ako red
∞∑
n=1
|wn| konvergira, onda konvergiraju i redovi

∞∑
n=1

zmn,

∞∑
m=1

zmn,

∞∑
n=1

∞∑
m=1

zmn,

∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn

i va�i
∞∑
n=1

∞∑
m=1

zmn =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn.

4 Neka je C =
∞∑
n=1
|wn|. Tada je, za svako m,

N∑
n=1

|zmn| ≤ C.

Odatle sledi da red
∞∑
n=1

zmn (apsolutno) konvergira. Da	e, va�i

M∑
m=1

∞∑
n=1

|zmn| ≤ C,

odakle sledi da i red
∑∞
m=1

∑∞
n=1 zmn konvergira. Na isti naqin se dokazuje

da i preostala dva reda konvergiraju.

Neka je W =
∞∑
n=1

wn. Doka�imo da je

∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn = W i

∞∑
n=1

∞∑
m=1

zmn = W. (35)

Neka je ε > 0. Iz konvergencije reda
∑
|wn| i Leme 7 na str. 188 sledi da

postoji k ∈ N takvo da je∣∣∣W − k∑
j=1

wj

∣∣∣ ≤ ∞∑
j=k+1

|wj | <
ε

2
. (36)

Za dovo	no velikem0, n0 ∈ N elementi w1, . . . , wk su sadr�ani me�u brojevima
zmn za m ≤ m0, n ≤ n0. Tada je za r > m0, s > n0 razlika

r∑
m=1

s∑
n=1

zmn −
k∑
j=1

wj

jednaka sumi qlanova niza wj sa j > k + 1, pa iz (36) sledi∣∣∣ r∑
m=1

s∑
n=1

zmn −
k∑
j=1

wj

∣∣∣ < ε

2
.

Odatle, prelaskom na lim
s→∞

, dobijamo

∣∣∣ r∑
m=1

∞∑
n=1

zmn −
k∑
j=1

wj

∣∣∣ ≤ ε

2
. (37)
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Iz (36) i (37) sledi ∣∣∣ r∑
m=1

∞∑
n=1

zmn −W
∣∣∣ < ε,

qime je dokazana prva jednakost u (35); na isti naqin se dokazuje i druga. 5

Posledica 15. Ako red
∞∑
n=1
|zmn| konvergira za svako m ∈ N i ako red

∞∑
m=1

∞∑
n=1
|zmn| konvergira, tada red

∞∑
n=1
|wn| konvergira i va�i

∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn =

∞∑
n=1

wn. (38)

4 Po pretpostavci je
∞∑
m=1

∞∑
n=1
|zmn| = C < +∞. Neka je k ∈ N. Tada je, za

dovo	no velike r, s
r∑

n=1

|wn| ≤
r∑

m=1

s∑
n=1

|zmn| < C,

odakle sledi da red
∞∑
n=1
|wn| konvergira. Jednakost (38) sada sledi iz pret-

hodne teoreme. 5

Posledica 16. Neka je amn ≥ 0. Tada je
∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn.

Primetimo da, pod uslovima Teoreme 16, sledi da rezultat dvostrukog
sumira�a ne zavisi od naqina na koji su qlanovi dvostrukog niza zmn pore�ani

u niz wn. U takvom sluqaju, izraz
∞∑
m=1

∞∑
n=1

zmn (tj.
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn) oznaqavamo sa

∞∑
m,n=1

zmn i nazivamo ga dvostrukim redom.

6.2. Uopxteni komutativni zakon. Posledica komutativnog zakona
za sabira�e je da za svaku n-torku z1, . . . , zn kompleksnih brojeva i proizvo-
	nu permutaciju σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} va�i

n∑
k=1

zk =

n∑
k=1

zσ(k).

U opxtem sluqaju, ovo nije taqno za beskonaqne redove.

Teorema 17. (Rimanova teorema) Neka je xn niz u R, takav da red∑
xn neapsolutno konvergira. Tada za svako α ∈ {−∞} ∪R ∪ {+∞} postoji

permutacija σ : N→ N, takva da je
∞∑
k=1

xσ(k) = α.

4 Neka je α ∈ R proizvo	an broj. Neka su x+
n i x−n pozitivni i negativni deo

broja xn, definisani formulom (48) na str. 49. Iz

x+
n =

1

2
(|xn|+ xn), x−n =

1

2
(|xn| − xn),
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divergencije reda
∑
|xn| i konvergencije reda

∑
xn sledi da redovi

∑
x+
n i∑

x−n divergiraju. Neka je pn n-ti po redu qlan niza xn koji je pozitivan, a
qn n-ti po redu qlan niza xn koji nije pozitivan. Oqigledno va�i

n∑
k=1

pk ≥
n∑
k=1

x+
k i

n∑
k=1

qk ≤ −
n∑
k=1

x−k ,

pa je
n∑
k=1

pk = +∞ i

n∑
k=1

qk = −∞. (39)

Tra�enu permutaciju σ definixemo induktivno. Neka je σ(1) = 1. Pret-

postavimo da su xσ(1), . . . , xσ(n) ve� definisani. Ako je
n∑
k=1

xσ(n) ≤ α, defin-

ixemo xσ(n+1) kao prvi od qlanova niza pn koji nisu me�u xσ(1), . . . , xσ(n). Ako

je
n∑
k=1

xσ(n) > α, definixemo xσ(n+1) kao prvi od qlanova niza qn koji nisu

me�u xσ(1), . . . , xσ(n).

Doka�imo da je
∑∞
k=1 xσ(k) = α. Neka je ε > 0. Poxto

∑
xn konvergira,

xn te�i nuli, pa postoji n0 ∈ N takvo da za n ≥ n0 va�i |xn| < ε. Odatle
sledi da postoji n1 ∈ N takvo da za n ≥ n1 va�i

|xσ(n)| < ε. (40)

Iz (39) sledi da postoji prirodan broj n2 ≥ n1 takav da je

α− ε <
n2∑
k=1

xσ(k) < α+ ε. (41)

Zaista, kada bi za svako n ≥ n1 bilo
n∑
k=1

xσ(k) ≤ α − ε, po definiciji per-

mutacije σ to bi znaqilo da posle qlana xσ(n1) mo�emo da dodajemo qlanove
niza pn i nikad ne dobijemo zbir ve�i od α, xto je u suprotnosti sa (39). Sli-

qno se dokazuje da ne mo�e da se desi da za svako n ≥ n1 va�i
n∑
k=1

xσ(k) ≥ α+ε.

Sada iz (40) i (41) sledi

α− ε <
n∑
k=1

xσ(k) < α+ ε

za svako n ≥ n2, tj.
∞∑
k=1

xσ(k) = α.

Ako je α = +∞, dokaz se izvodi na sliqan naqin. Neka je αn niz realnih
brojeva, takav da αn → +∞ kad n→∞. Tra�enu permutaciju σ opet defini-
xemo induktivno, s tom razlikom xto najpre dodajemo qlanove niza sve dok

je
n1∑
k=1

xσ(k) < α1, zatim qlanove niza qn sve dok je
n2∑
k=1

xσ(k) > α1, posle toga

opet qlanove niza pn, ali sada sve dok je
n3∑
k=1

xσ(k) < α2, zatim qlanove niza

qn sve dok je
n4∑
k=1

xσ(k) > α2 itd. Sluqaj α = −∞ razmatra se analogno. 5
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Zadatak 48. Neka je xn niz u R, takav da red
∑
xn neapsolutno konver-

gira. Dokazati, koriste�i ideju dokaza Rimanove teoreme, da za proizvo	ne
α, β ∈ {−∞} ∪R ∪ {+∞} takve da je α ≤ β postoji permutacija σ : N → N,

takva da je lim
n∑
k=1

xσ(k) = α i lim
n∑
k=1

xσ(k) = β. X

Zadatak 49. Neka je zn ∈ C niz kompleksnih brojeva, takav da red
∑
zn

neapsolutno konvergira. Da li za svako ζ ∈ C postoji permutacija σ : N→ N,

takva da je
∞∑
k=1

zσ(k) = ζ? (Odgovor: ne!) X

Napomena 8. Va�i slede�a kompleksna analogija Rimanove teoreme (vi-
deti [28]): Ako je

∑
zn neapsolutno konvergentan red sa kompleksnim qlano-

vima, onda postoji prava L ⊂ C takva da za svako ζ ∈ L postoji permutacija

σ : N → N, takva da je
∞∑
k=1

zσ(k) = ζ. Iz �ega sledi Rimanova teorema kao

specijalni sluqaj (Im zn = 0, L = Re {osa).

Za apsolutno konvergentne redove va�i slede�a teorema.

Teorema 18. Neka je red
∑
zn apsolutno konvergentan. Tada svaka �egova

permutacija konvergira istoj sumi.

4 Neka je σ data permutacija i neka je ε > 0. Poxto
∑
zn apsolutno konver-

gira, za neko n0 ∈ N va�i
∞∑

k=n0

|zk| < ε.

Izaberimo broj m ∈ N, takav da je {1, 2, . . . , n0 − 1} ⊂ {σ(1), . . . , σ(m)}. Tada
za svako n ≥ m va�i ∣∣ ∞∑

k=1

zk −
n∑
k=1

zσ(k)

∣∣ ≤ ∞∑
k=n0

|zk| < ε. (42)

Poxto je ε > 0 proizvo	no, prelaskom na limes u (42)

lim
n→∞

n∑
k=1

zσ(k) =

∞∑
k=1

zk.

5

Zadatak 50. Dokazati Teoremu 18 za apsolutno konvergentan realni red∑
xn na drugi naqin, pixu�i xn = x+

n − x−n i koriste�i qi�enicu da je suma
reda sa pozitivnim qlanovima jednaka supremumu niza �egovih parcijalnih
suma.

X

6.3. Mno�e�e redova. Slede�a teorema uopxtava distributivni za-
kon.

Teorema 19. Neka su an i bn nizovi kompleksnih brojeva, takvi da

1. red
∑
an apsolutno konvergira i

∞∑
n=0

an = A,

2. red
∑
bn konvergira i

∞∑
n=0

bn = B.
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Neka je cn =
n∑
k=0

akbn−k. Tada red
∑
cn konvergira i va�i

∞∑
n=0

cn = A ·B.

4 Neka je

An =

n∑
k=0

an, Bn =

n∑
k=0

bn, Cn =

n∑
k=0

cn, rn = B −Bn.

Tada je

Cn = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + · · ·+ (a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0) =
= a0Bn + a1Bn−1 + · · ·+ anB0 =
= a0(B − rn) + a1(B − rn−1) + · · ·+ an(B − r0) =
= AnB − (a0rn + a1rn−1 + · · ·+ anr0).

Poxto je lim
n→∞

AnB = AB, ostaje jox da se doka�e da je

lim
n→∞

(a0rn + a1rn−1 + · · ·+ anr0) = 0. (43)

Neka je ε > 0. Poxto red
∑
an apsolutno konvergira, suma A∗ =

∑
|an| je

konaqna. Iz konvergencije reda
∑
bn sledi da postoji n0 ∈ N takvo da je

|rn| < ε(2A∗)−1 za n ≥ n0. Tada je

|a0rn + · · ·+ anr0| ≤ |a0rn + · · ·+ an−n0−1rn0+1|+ |an−n0rn0 · · ·+ anr0|
≤ ε

2 + |an−n0
rn0
· · ·+ anr0|.

(44)
Poxto opxti qlan an konvergentnog reda

∑
an te�i nuli kad n → ∞, za

fiksirano n0 te�i nuli i posled�i qlan u (44), tj. postoji n1 ∈ N takvo da
za n ≥ n1 va�i

|an−n0rn0 · · ·+ anr0| <
ε

2
. (45)

Iz (44) i (45) sledi (43). 5

Definicija 9. Neka su an i bn kompleksni nizovi. Niz

an ∗ bn :=

n∑
k=0

akbn−k

naziva se konvolucijom nizova an i bn. ♦

Pomo�u pojma konvolucije mno�e�e mo�e da se formulixe na slede�i
naqin. Neka je l1(C) skup svih kompleksnih nizova zn, takvih da red

∑
|zn|

konvergira. Tada je struktura (l1(C),+, ∗, e), sa operacijama

(an, bn) 7→ an + bn i (an, bn) 7→ an ∗ bn

prsten sa jedinicom e := (1, 0, 0, . . .). Iz Teoreme 19 sledi

Teorema 20. Preslikava�e
∞∑
n=0

: (l1(C),+, ∗, e)→ (C,+, ·, 1)

je morfizam prstenova sa jedinicom.
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Napomena 9. U dokazu Teoreme 19 videli smo da ako jedan od redova∑
an,

∑
bn konvergira apsolutno, a drugi konvergira, onda konvergira i red∑

cn i jednak je �ihovom proizvodu. Prirodno je postaviti slede�e pita�e.
Pretpostavimo da znamo da sva tri reda konvergiraju, bez pretpostavke o ap-
solutnoj konvergenciji. Da li je tada suma reda

∑
cn jednaka proizvodu suma

redova
∑
an i

∑
bn? Vide�emo uskoro da je odgovor na ovo pita�e potvrdan

(Posledica 17 na str. 222).

7. Stepeni redovi

7.1. Polupreqnik konvergencije. Neka je cn niz kompleksnih brojeva
i a ∈ C. Red

∞∑
n=0

cn(z − a)n

je funkcija kompleksne promen	ive z i naziva se stepenim redom sa koefi-
cijentima cn i centrom u a. Slede�a teorema pokazuje da je oblast defin-
isanosti ove funkcije disk u kompleksnoj ravni (eventualno bez nekih taqaka
na graniqnoj kru�nici).

Teorema 21. Pretpostavimo da red
∞∑
n=0

cn(z − a)n konvergira za z = z0.

Neka je ρ := |z0 − a|. Tada red apsolutno konvergira za svako z takvo da je
|z − a| < ρ.

4 Poxto red
∞∑
n=0

cn(z0 − a)n konvergira, va�i cn(z0 − a)n < M , pa iz

cn(z − a)n = cn(z0 − a)n
( z − a
z0 − a

)n
sledi |cn(z − a)n| < Mqn, gde je

q =
∣∣ z − a
z0 − a

∣∣ < 1.

Odatle, na osnovu poredbenog principa i konvergencije geometrijskog reda∑
qn za q < 1 sledi dokaz teoreme. 5

Polupreqnik najve�eg diska na kome stepeni red konvergira naziva se �e-
govim polupreqnikom konvergencije. Slede�a teorema daje jedan naqin da se
on izraquna.

Tvr�eǌe 6. Neka je cn niz kompleksnih brojeva i

R =
1

lim n
√
|cn|

,

pri qemu je R = 0 ako je lim n
√
|cn| = +∞ i R = +∞ ako je lim n

√
|cn| = 0. Tada

stepeni red
∑
cn(z− a)n apsolutno konvergira ako je |z− a| < R, a divergira

ako je |z − a| > R.

4 Dokaz sledi iz Posledice 9. 5
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Naravno, primenom Dalamberovog kriterijuma (umesto Koxijevog), polu-
preqnik konvergencije mo�emo da izraqunamo kao

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

,

ukoliko ovaj limes postoji.

Primer 59. Polupreqnik konvergencije stepenog reda
∞∑
n=0

zn

n! je +∞, pa

taj red apsolutno konvergira za sve z ∈ C. ]

Primer 60. Redovi
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+1)! i
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)! su apsolutno konvergen-

tni za sve z ∈ C. ]

Primer 61. Polupreqnik konvergencije reda
∞∑
n=1

(−1)n−1zn

n je 1. ]

Primer 62. Polupreqnik konvergencije reda
∞∑
n=0

(
α
n

)
zn je 1. ]

Zadatak 51. Dokazati da stepeni red

s(z) :=

∞∑
n=0

Fnz
n,

gde su Fn Fibonaqijevi brojevi, konvergira na disku |z| < φ−1, gde je φ zlatni
presek (videti Zadatak 23, na str. 186) i da je na tom disku

s(z) =
z

1− z − z2
.

X

7.2. Neprekidnost i diferencijabilnost stepenog reda. Slede�a
teorema daje jedno va�no svojstvo stepenog reda.

Teorema 22. Neka je R polupreqnik konvergencije reda
∑
cn(z−a)n. Tada

je funkcija

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n

neprekidna na skupu DR := {z ∈ C | |z − a| < R}.

4 Pretpostavimo da je a = 0, xto samo pojednostav	uje oznake, a ne me�a
suxtinu dokaza. Neka je z0 ∈ DR, tj. |z0| = ρ0 < R. Neka je ρ0 < ρ < R. Ako
je |z| < ρ, tada va�i

|f(z)− f(z0)| =
∣∣∣∑∞n=0 cn(zn − zn0 )

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0
|cn||zn − zn0 |

= |z − z0|
∞∑
n=0
|cn||zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zzn−2

0 + zn−1
0 |

≤ |z − z0|
∞∑
n=0
|cn|nρn−1.

Poxto je R polupreqnik konvergencije reda
∑
cnz

n (dakle R = 1

lim n
√
|cn|

) i

ρ < R, va�i

lim n
√
|cn|nρn−1 = ρlim n

√
|cn| =

ρ

R
< 1,
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pa iz Koxijevog kriterijuma sledi da red
∑
|cn|nρn−1 konvergira. Oznaqimo

�egovu sumu sa S. Neka je ε > 0. Tada, ako je |z| < ρ i |z − z0| < εS−1 va�i
|f(z)− f(z0)| < ε, odakle sledi neprekidnost funkcije f u z0. 5

Na sliqan naqin se dokazuje i slede�a teorema.

Teorema 23. Neka je

f(x) =

∞∑
n=0

cn(x− a)n,

i neka je R polupreqnik konvergencije stepenog reda na desnoj strani. Tada
je funkcija f : (a−R, a+R)→ C beskonaqno puta diferencijabilna i va�i

f (k)(x) =
∞∑
n=0

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)cn(x− a)n−k.

Drugim reqima, stepeni red mo�e da se ,,diferencira qlan po qlan".
Specijalno,

f (k)(a) = k!ck,

pa je

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

4 Neka je

h(x) =

∞∑
n=0

ncn(x− a)n−1.

Tada je

f(x)− f(x0)

x− x0
− h(x0) =

∞∑
n=0

cn

(
xn − xn0
x− x0

− nxn−1
0

)
.

Izraz u zagradi mo�emo da napixemo kao

xn − xn0
x− x0

− nxn−1
0 =

n−1∑
k=0

xkxn−k+1
0 −

n−1∑
k=0

xn−1
0 =

n−1∑
k=0

xn−k+1
0 (xk − xk0).

Odatle, posle jox jednog faktorisa�a izraza xk−xk0 i prelaska na limes kad
x→ x0 sledi zak	uqak teoreme. 5

Primer 63. Diferencira�em obe strane jednakosti

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

dobijamo
∞∑
n=0

(n+ 1)xn =
1

(1− x)2
.

]
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Zadatak 52. Polaze�i od geometrijskog reda
∞∑
n=0

(−1)nx2n =
1

1 + x2

dokazati da je

arctgx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

i izvesti odatle Lajbnicovu formulu (84) na str. 76. X

Zadatak 53. Napisati funkcije

f(x) =
1

1− x
, g(x) =

1

1− ρ(x− 1)
, g ◦ f(x) =

1− x
1− (ρ+ 1)x

kao sume (geometrijskih) redova. Primenom di Brunove formule (25) na
str. 150 u taqki (x = 0) i oqitava�em odgovaraju�ih izvoda kao koefici-
jenata stepenih redova, dokazati formulu∑ k!

k1!k2! . . . kn!
ρk = ρ(1 + ρ)n−1

gde je k = k1 + k2 + · · · + kn i sumira�e se vrxi po svim k1, k2, . . . , kn takvim
da je k1 + 2k2 + · · ·+ nkn = n. X

Primer 64. (�utnovi identiteti) Posmatrajmo polinom

p(x) =

n∏
i=1

(x− ri), (46)

sa nulama r1, . . . , rn. �ega mo�emo da napixemo i u vidu

p(x) =

n∑
j=0

(−1)jσjx
n−j , (47)

gde su σj = σj(r1, . . . , rn) elementarni simetriqni polinomi promen	ivih
r1, . . . , rn:

σj :=

{∑
1≤i1<...<ij≤n

∏j
k=1 rik , j ≥ 0

0, j < 0

(videti Primer 27 na str. 65). Diferencira�em izraza (47) po x dobijamo

p′(x) =

n∑
j=0

(−1)j(n− j)σjxn−j−1. (48)

Sa druge strane, logaritmova�em izraza (46) i diferencira�em dobijamo

p′(x)

p(x)
=

n∑
i=1

1

x− ri
. (49)

Iz formule za sumu Geometrijskog reda (Primer 31 na str. 188) sledi da je

1

x− r
=

1

x
· 1

1− (x/r)
=

∞∑
k=0

rk

xk+1
,
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xto prime�eno na svaki sabirak u (49), daje

p′(x) = p(x)
p′(x)

p(x)
= p(x)

∞∑
k=0

sk
xk+1

, (50)

gde je

sk = rk1 + rk2 + . . .+ rkn, za k ∈ {0, 1, 2, . . .}. (51)

Ako u (50) uvrstimo (47), i izmenimo poredak sumira�a (videti Posledicu 8
na str. 191), dobijamo

p′(x) =

∞∑
k=0

( n∑
j=0

(−1)kσjsk−j

)
xn−k−1. (52)

Izjednaqava�em koeficijenata u izrazima (52) i (48) za p′(x) dobijamo �ut-
nove identitete

j−1∑
m=0

(−1)mσmsj−m + (−1)jjσj = 0,

koji povezuju elementarne simetriqne polinome σj(r1, . . . , rn) sa simetriqnim
polinomima (51). Prva tri �utnova identiteta su

s1 − σ1 = 0, s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0, s3 − s2σ1 + s1σ2 − 3σ3 = 0.

Podsetimo se da smo ovakve identitete ve� susreli pri rexava�u Zadatka 98
na str. 69. ]

Zadatak 54. Neka su a, b, c rexe�a jednaqine

x3 + 2x2 + 3x+ 4 = 0.

Izraqunati a3 + b3 + c3. Uputstvo: primeniti Vijetove formule i �utnove
identitete. X

Napomena 10. �utnovi identiteti iz Primera 64 su specijalni sluqaj
Osnovne teoreme o simetriqnim polinomima po kojoj svaki simetriqni11

polinom n promen	ivih r1, . . . , rn mo�e da se predstavi kao polinom po pro-
men	ivim σ1, . . . , σn.

Specijalno, diskriminanta n promen	ivih r1, . . . , rn je simetriqni poli-
nom

D =
∏
k<j

(rk − rj)2

i mo�e da se predstavi kao polinom po σ1, . . . , σn. �

Zadatak 55. Izraziti simetriqni polinom

P (x1, . . . , xn) =
∑
k 6=j

xkx
2
j

n promen	ivih pomo�u elementarnih simetriqnih polinoma. X

11Polinom je simetriqan ako se ne me�a pri permutaciji promen	ivih. Elementarni
simetriqni polinomi σj(r1, . . . , rn) i polinomi sk(r1, . . . , rn) iz Primera 64 su simetriqni.

Polinom p(r1, r2, r3) = r1r2 nije simetriqan jer je p(r1, r2, r3) = r1r2 6= r3r2 = p(r3, r2, r1).
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Teorema 24. (Abelova teorema) Neka je
∑
cn konvergentan red kom-

pleksnih brojeva i neka je

h(x) =

∞∑
n=0

cnx
n za − 1 < x < 1.

Tada je lim
x→1−0

h(x) =
∞∑
n=0

cn.

Primetimo da Abelova teorema ne sledi iz Teoreme 22: iz �e sledi samo
neprekidnost funkcije h na otvorenom intervalu (−1, 1). Predla�emo qi-
taocu da se, pre nego xto pre�e na dokaz Abelove teoreme, uveri da dokaz
Teoreme 22 ne prolazi za rubne taqke (±1 u naxem sluqaju).

4 Neka je

sn :=

n∑
k=0

ck, s∞ :=

∞∑
n=0

cn.

Iz cn = sn − sn−1 sledi, sliqno kao u dokazu Abelove sumacione formule
(formula (30) na 204. strani)

∞∑
n=0

cnx
n = (1− x)

∞∑
n=0

snx
n, (53)

a iz oqiglednog identiteta
∑∞
n=0 x

n −
∑∞
n=0 x

n+1 = 1 sledi

s∞ = (1− x)

∞∑
n=0

s∞x
n. (54)

Oduzima�em (53) od (54) dobijamo

s∞ −
∞∑
n=0

cnx
n = (1− x)

∞∑
n=0

(s∞ − sn)xn. (55)

Neka je ε > 0. Doka�imo da je leva strana u( 55) po modulu ma�a od ε. Iz
sn → s∞ kad n→∞ sledi da postoji m ∈ N takvo da va�i

n > m ⇒ |s∞ − sn| < ε/2. (56)

Napiximo izraz na desnoj strani u (55) kao zbir

(1− x)

m∑
n=0

(s∞ − sn)xn + (1− x)

∞∑
n=m+1

(s∞ − sn)xn.

Iz (56) i
∑
xn = 1/(1− x) sledi da je drugi sabirak po modulu ma�i od ε/2.

Poxto je suma u prvom sabirku konaqna, sledi da je za x dovo	no blizu 1 i
prvi sabirak po modulu ma�i od ε/2. Time je teorema dokazana. 5

Napomena 11. Primetimo da smo Teoremu 22, o neprekidnosti stepenog
reda na unutrax�osti domena, formulisali i dokazali za kompleksne redove
(tj. ustanovili smo neprekidnost po kompleksnoj promen	ivoj z). Abelovu
teoremu smo dokazali pod pretpostavkom da je x realna promen	iva { funkcija
h preslikava interval (0, 1] u C. Prirodno je postaviti pita�e da li Abelova
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teorema va�i i u sluqaju kompleksnih redova. Odgovor je slede�i. Ako kom-
pleksni red

h(z) =

∞∑
n=0

cnz
n

konvergira za |z| < 1 i ako red
∑
cn konvergira, onda

h(z)→
∞∑
n=0

cn (57)

kad z te�i ka 1, ali tako da ostaje unutar oblasti

|1− z|
1− |z|

< C

za neku fiksiranu konstantu C > 0. Specijalno, (57) va�i ako z → 1 unutar
oxtrog ugla sa temenom u taqki 1 koji le�i unutar kruga |z| < 1. Poxto je
preqnik kruga uvek unutar takvog ugla, jasno je da je realna verzija Abelove
teoreme posledica kompleksne.

Naravno, ovako formulisana Abelova teorema va�i i za proizvo	nu rubnu
taqku z0 (a ne samo z0 = 1), kao i za redove sa proizvo	nim polupreqnikom
konvergencije R (a ne samo R = 1), xto se lako vidi primenom homotetije i
rotacije.

Me�utim, u kompleksnom sluqaju funkcija h nije neprekidna u rubnim
taqkama diska konvergencije, qak i ako stepeni red kojim je ona definisana
u tim taqkama konvergira. �

Teoremom 24 motivisana je slede�a definicija.

Definicija 10. Red
∑∞
n=0 cn se naziva zbir	ivim po Abelu ako postoji

lim
x→1−0

∞∑
n=0

cnx
n. (58)

Ako je red
∑∞
n=0 cn zbir	iv po Abelu, graniqna vrednost (58) naziva se �e-

govom sumom po Abelu.

Iz Teoreme 24 sledi da ako je red konvergentan, onda je on zbir	iv po
Abelu i �egova suma u obiqnom smislu je jednaka �egovoj sumi po Abelu.
Obrnuto nije taqno:
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Primer 65. Red
∑∞
n=0(−1)n je divergentan, a poxto je

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
,

�egova suma po Abelu je 1
2 . ]

Ovaj primer pokazuje da obrnuta implikacija u Abelovoj teoremi ne va�i;
me�utim, pod odre�enim dodatnim uslovima (koji se nazivajuTauberovim uslo-
vima) va�i i obrnuto. Teoreme tog tipa nazivaju se Tauberovim teoremama.
Jedna od �ih je slede�a.

Teorema 25. Ako za niz cn va�i

lim
n→∞

ncn = 0,

onda iz postoja�a limesa

lim
x→1−0

∞∑
n=0

cnx
n = A

sledi konvergencija reda
∑
cn i va�i

∞∑
n=0

cn = A.

4 Neka je
δn = sup

m≥n
|mcm|.

Niz δn je opadaju�i, a iz uslova teoreme sledi da limn→∞ δn = 0. Za n0 ∈ N
va�i

n0∑
n=0

cn −A =

n0∑
n=0

cn(1− xn)−
( ∞∑
n=n0+1

cnx
n −A

)
.

Odatle, uz korix�e�e nejednakosti

1− xn = (1− x)(1 + x+ · · ·+ xn−1) ≤ n(1− x)

sledi∣∣∣∣∑n0

n=0 cn −A
∣∣∣∣ ≤ ∑n0

n=0 |ncn|+
∑∞
n=n0+1

|ncn|xn
n +

∣∣∣∣∑∞n=n0+1 cnx
n −A

∣∣∣∣
≤ (1− x)n0δ0 +

δn0+1

(n0+1)(1−x) +

∣∣∣∣∑∞n=n0+1 cnx
n −A

∣∣∣∣.
Neka je ε > 0. Izaberimo x tako da va�i

(1− x)n0 = ε.

Tada je x proizvo	no blizu 1 za dovo	no veliko n0. Neka je n0 izabrano tako
da je δn0+1 < ε2 i x dovo	no blizu 1 da va�i∣∣∣∣ ∞∑

n=n0+1

cnx
n −A

∣∣∣∣ < ε.

Tada je ∣∣ n0∑
n=0

−A
∣∣ ≤ (2 + δ0)ε,
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odakle sledi tvr�e�e teoreme. 5

Navex�emo jox jedan metod ,,sumira�a divergentnih redova".

Definicija 11. Neka su sn parcijalne sume reda
∑
cn. Red

∑
cn je zbir-

	iv po Qezaru12 ako konvergira niz aritmetiqkih sredina

σn :=
s0 + s1 + · · ·+ sn

n+ 1
.

Graniqna vrednost niza σn naziva se sumom reda Σcn po Qezaru.

Zadatak 56. Dokazati da je konvergentan red zbir	iv po Qezaru i da je
�egova suma po Qezaru jednaka �egovoj sumi u obiqnom smislu. (Uputstvo:
primeniti Xtolcovu teoremu.) X

Zadatak 57. Na�i sumu reda
∑

(−1)n po Qezaru. X

Ako je red
∑
cn zbir	iv po Qezaru, onda je

cn = o(n). (59)

Zaista, iz σn → σ∞ kad n→∞ sledi

lim
n→∞

sn
n

= lim
n→∞

(n+ 1)σn − nσn−1

n
= 0

sledi

lim
n→∞

cn
n

= lim
n→∞

(sn
n
− n− 1

n

sn−1

n− 1

)
= 0,

xto je ekvivalentno sa (59).

Zadatak 58. Dokazati da je red
∑

(−1)nn zbir	iv po Abelu, ali nije po
Qezaru. (Uputstvo: koristiti (59).) X

Napomena 12. Mo�e da se doka�e da je svaki red koji je zbir	iv po
Qezaru zbir	iv i po Abelu. Ideja dokaza se sastoji u slede�em. Dvostrukom
primenom postupka iz dokaza Abelove sumacione formule (str. 204) dobija se

∞∑
n=0

cnx
n = (1− x)2

∞∑
n=0

(n+ 1)σnx
n. (60)

Iz Primera 63 na 215. strani sledi

1 = (1− x)2
∞∑
n=0

(n+ 1)xn. (61)

Ako pomno�imo obe strane u (61) sa Qezarovom sumom σ∞ i od dobijenog izraza
oduzmemo (60) dobijamo

σ∞ −
∞∑
n=0

cnx
n = (1− x)2

∞∑
n=0

(n+ 1)(σ∞ − σn)xn.

Izraz na desnoj strani mo�emo da napixemo kao zbir dva reda (sliqno kao u
dokazu Teoreme 24) i doka�emo je on po modulu ma�i od unapred izabranog ε
ako je x dovo	no blizu 1. Deta	e prepuxtamo qitaocu. �

Kao posledicu Abelove teoreme, ispu�avamo obe�a�e dato u Napomeni 9
na 213. strani.

12Qezaro (E. Cesàro, 1859–1906), italijanski matematiqar
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Posledica 17. Neka su an i bn kompleksni nizovi i

cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Ako sva tri reda
∑
an,

∑
bn,

∑
cn konvergiraju, onda va�i( ∞∑

n=0

an

)
·
( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn. (62)

4 Neka je

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n, g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n, h(x) =

∞∑
n=0

cnx
n.

Iz Tvr�e�a 6 sledi da redovi
∑
anx

n,
∑
bnx

n,
∑
cnx

n apsolutno konvergiraju
za |x| < 1, pa iz Teoreme 19 sledi da je f(x) · g(x) = h(x). Odatle, prelaskom
na limes kad x→ (1− 0) i primenom Teoreme 24 dobijamo (62). 5

Primer 66. Razmotrimo slede�i zadatak, koji je pojednostav	e�e sli-
qnog problema koji je razmatrao �er� Poja13: na koliko naqina novqanica od
100 dinara mo�e da se razmeni za novqi�e od 2 i 5 dinara? Ovo pita�e je
ekvivalentno pita�u koliko jednaqina

2x1 + 5x2 = 100

ima nenegativnih celobrojnih rexe�a. Posmatrajmo opxtiji problem: neka
je an broj nenegativnih celobrojnih rexe�a jednaqine

2x1 + 5x2 = n.

Mno�e�em stepenih redova, lako je videti da su an koeficijenti uz tn u
slede�em izrazu: ( ∞∑

k=0

t2k
)
·
( ∞∑
k=0

t5k
)

=

∞∑
n=0

ant
n.

Mno�e�em redova na levoj strani dobijamo broj koji nam treba: a100 = 11.
Redovi na levoj strani su geometrijski, pa �ihove zbirove mo�emo i ek-

splicitno da izraqunamo. Tako dobijamo

1

(1− t2)(1− t5)
=

∞∑
n=0

ant
n.

Problem koji je 1956. postavio Poja bio je: na koliko naqina novqanica od
jednog dolara mo�e da se razmeni za novqi�e od 1, 5, 10, 25 i 50 centi. Odgovor
292 dobija se kao koeficijent uz t100 u razvoju funkcije

f(t) =
1

(1− t)(1− t5)(1− t10)(1− t25)(1− t50)
(63)

u stepeni red. Za to je dovo	no uzeti prva tri qlana razvoja funkcije

1

1− t50
= 1 + t50 + t100 + . . .

u geometrijski red po q = t50, pomno�iti ih sa prvih pet qlanova razvoja
funkcije 1/(1 − t25) itd. Ovo podrazumeva dugaqak raqun, koji mo�e znatno

13Poja (Pólya György, 1887{1985), ma�arski matematiqar



7. STEPENI REDOVI 223

da se skrati ako primetimo da su svi stepeni promen	ive t u (63) de	ivi sa
5, sem prvog. Poxto je

1− t =
1− t5

1 + t+ t2 + t3 + t4
,

funkciju (63) mo�emo da napixemo u obliku

f(t) = (1 + t+ t2 + t3 + t4)
1

(1− t5)2(1− t10)(1− t25)(1− t50)
. (64)

Poxto su svi stepeni promen	ive t u razlomku

1

(1− t5)2(1− t10)(1− t25)(1− t50)
(65)

de	ivi sa 5, u razvoju (64) se pojav	uje t100 samo kao proizvod slobodnog qlana
1 polinoma 1+ t+ t2 + t3 + t4 sa qlanom t100 u razvoju razlomka (65). Ako u (64)
uvedemo smenu s = t5, problem se svodi na nala�e�e koeficijenta uz s20 u
razvoju razlomka

g(s) =
1

(1− s)2(1− s2)(1− s5)(1− s10)

u stepeni red. Sada funkciju g(s) mo�emo da pojednostavimo na isti naqin,
koriste�i qi�enicu da je se promen	iva s jav	a sa stepenima koji su delite-
	i broja 20 i to da je

1− s20 = (1− s)(1 + s+ s2 + . . .+ s19)
= 1− (s2)10 = (1− s2)(1 + s2 + s4 + . . . s18)
= (1− s5)(1 + s5 + s10 + s15)
= (1− s10)(1 + s10).

Tako dobijamo da je

g(s) =
(1 + s+ s2 + . . .+ s19)2(1 + s2 + s4 + . . . s18)(1 + s5 + s10 + s15)(1 + s10)

(1− s20)5
.

Ostaje jox samo da primetimo se primeti da je (1 − s20) suma geometrijskog
reda

∑
(s20)n, pa mno�e�e ovog reda samim sobom 5 puta daje

(1− s20)−5 = 1 + 5s20 + . . . , (66)

gde je sa . . . ozaqen deo razvoja po stepenima ve�im od 20, koji nas ne zan-
ima. Tra�eni koeficijent uz s20 sada se izraqunava mno�e�em izraza (66) i
brojioca u izrazu za g(s). ]

Pojam o kome je bilo reqi u prethodnom primeru izdvajamo slede�om de-
finicijom.

Definicija 12. Neka je dat niz an kompleksnih brojeva. Funkcija

f(t) =

∞∑
n=0

ant
n (67)

naziva se generixu�om funkcijom niza an. ♦
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Primetimo da u prethodnoj definiciji nismo nixta rekli o domenu fun-
kcije f (tj. oblasti konvergencije stepenog reda kojim je ona definisana), koji
mo�e da bude i prazan skup. Zato qesto ka�emo i da je generixu�a funkcija
niza an formalni stepeni red na desnoj strani u (67).

Funkcije

1

(1− t2)(1− t5)
i f(t) =

1

(1− t)(1− t5)(1− t10)(1− t25)(1− t50)

u Primeru 66 bile su generixu�e funkcije nizova qiji smo stoti qlan �eleli
da odredimo. Pridru�iva�e generixu�e funkcije nizu nam nekad olakxava
rexava�e problema vezanog za taj niz, zahva	uju�i qi�enici da za analitiqke
funkcije imamo na raspolaga�u bogatiji matematiqki aparat nego za nizove.
Slede�i primeri daju jox neke ilustracija toga.

Primer 67. U Primeru 19 na str. 43 smo razmatrali problem podele k
karata za pozorixte grupi od n studenata, tako da svaki student mo�e da
dobije najvixe jednu kartu. Pita�e je bilo na koliko naqina mo�e da se
izvrxi ta podela. Ako oznaqimo taj tra�eni broj naqina sa ak, mo�emo da
ka�emo da smo problem rexili pomo�u �egove generixu�e funkcije

f(t) = (1 + t)n.

Posmatrajmo sada malo drugaqiji problem. Pretpostavimo da grupi od n stu-
denata treba da podelimo k karata za pozorixte, ali tako da svaki student
mo�e da dobije vixe karata. Na koliko naqina to mo�emo da ostvarimo?

Kao i u Primeru 19 na str. 43, svakom studentu mo�emo da dodelimo jedan
qlan izraza

1 + t+ t2 + t3 . . . ,

tako da studentu koji je dobio p karata dodelimo oznaku tp. Generixu�a
funkcija ovog problema je

f(t) = (1 + t+ t2 + t3 . . .)n,

tra�eni broj kombinacija je koeficijent uz tk. Iz formule za zbir geometri-
jskog reda sledi da je

f(t) =

(
1

1− t

)n
= (1− t)−n,

pa je tra�eni broj
(−n
k

)
. ]

Primer 68. Neka je

F (t) =

∞∑
n=0

Fnt
n (68)

generixu�a funkcija Fibonaqijevog niza. Podsetimo se da Fibonaqijev niz
Fn, koji smo definisali na str. 34, zadovo	ava rekurentnu relaciju

Fn+1 = Fn + Fn−1, (n ∈ N, F0 = F1 = 1).

Ako ovu jednakost pomo�imo sa tn, a zatim sumiramo po n, na levoj strani
dobijamo

∞∑
n=1

Fn+1t
n =

F (t)− 1− t
t

(69)
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a na desnoj
∞∑
n=1

Fnt
n +

∞∑
n=1

Fn−1t
n = F (t)− 1 + tF (t). (70)

Iz (69) i (70) sledi da je generixu�a funkcija Fibonaqijevog niza

F (t) =
1

1− t− t2
.

Nule polinoma 1− t− t2 su

r± =
1±
√

5

2
,

pa je

F (t) =
1

(t− r+)(t− r−)
.

Lako se vidi da je drugi zapis ove funkcije

F (t) =
1

r+ − r−
· 1

t

(
1

1− tr+
− 1

1− tr−

)
=

1

t
√

5

(
1

1− tr+
− 1

1− tr−

)
.

Svaki od sabiraka u posled�em izrazu mo�emo da razvijemo u stepeni red,
koriste�i formulu za zbir geometrijskog reda

1

1− tr±
=

∞∑
n=0

rn±t
n.

Odatle dobijamo da je

F (t) =
1√
5

∞∑
n=1

(rn+ − rn−)tn−1. (71)

Iz (68) i (71) dobijamo eksplicitnu formulu Fibonaqijevog niza

Fn =
1√
5

(rn+1
+ − rn+1

− ).

Primetimo da iz ovog izraza mo�emo direktno da izvedemo rezultat Za-
datka 23 na str. 186. ]

Primer 69. Neka je an niz zadat rekurentnom relacijom

an+1 = 2an + 1, a0 = 0. (72)

Ovaj niz, sa opxtijim izborom poqetnog qlana, smo ve� posmatrali u Za-
datku 20 na str. 185.

Poka�imo kako na izuqava�e ovog niza mo�emo da primenimo generixu�e
funkcije. Neka je

f(t) =

∞∑
n=0

ant
n (73)

generixu�a funkcija. Koriste�i rekurentnu relaciju i uslov a0 = 0, �u
mo�emo da napixemo u obliku

f(t) = t

∞∑
n=0

an+1t
n = t

∞∑
n=0

(2an + 1)tn = 2t

∞∑
n=0

ant
n +

∞∑
n=0

tn.
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Prvi sabirak u posled�em izrazu je 2tf(t), a drugi je zbir geometrijskog reda.
Tako dobijamo

f(t) = 2tf(t) +
1

1− t
,

a odatle, rexava�em po f(t),

f(t) =
t

(1− t)(1− 2t)
.

Posled�i izraz mo�emo da napixemo u obliku

f(t) = t

(
1

1− 2t
− 1

1− t

)
.

Oba sabirka na desnoj strani mo�emo da razvijemo u geometrijski red. Tako
dobijamo

f(t) =

∞∑
n=0

(2n − 1)tn.

Izjednaqava�em ovog izraza sa (73) dobijamo eksplicitnu formulu

an = 2n − 1

za niz (72). ]

Zadatak 59. Na�i eksplicitnu formulu za niz an zadat rekurentnom
jednaqinom (72), ali sa poqetnim uslovom a0 = 2. X

Zadatak 60. Rexiti diferencnu jednaqinu

an+2 = 5an+1 − 4an, a0 = 1, a1 = 2

primenom generixu�ih funkcija. Uputstvo: dokazati da funkcija

f(t) =

∞∑
n=0

ant
n

mo�e, zahva	uju�i diferencnoj jednaqini koju zadovo	ava niz an, da se izrazi
u vidu:

f(t) =
1− 3t

4t2 − 5t+ 1
.

Zatim ovu racionalnu funkciju predstaviti pomo�u Teoreme 2 na str. 100 kao
zbir dva razlomka koji mogu da se razviju u geometrijski red. X

Zadatak 61. Neka je fp generixu�a funkcija niza a0 = 0, an = np za
n ≥ 1.

(a) Dokazati da je

f0(t) =
t

1− t
, f1(t) =

t

(1− t)2
, f2(t) =

t(t+ 1)

(1− t)3
, f3(t) =

t(t2 + 4t+ 1)

(1− t)4
.

(b) Na�i f4(t).
(v) Pomo�u dobijenih generixu�ih funkcija izraqunati sume

sp(n) := 1p + 2p + . . .+ np za p ∈ {1, 2, 3, 4}.

Uporediti dobijeni rezultat sa Zadatkom 31 na str. 27.



7. STEPENI REDOVI 227

Uputstvo: za (a) i (b) koristiti formulu za zbir geometrijskog reda (za
p = 0) i pravilo diferencira�a stepenog reda. Za (v), neka je gp(t) generi-
xu�a funkcija niza sp(n). Mno�e�em izraza

sp(n) := sp(n− 1) + np

sa tn i sumira�em, pokazati da je gp(t) = tgp(t) + fp(t). Izraziti odatle gp
pomo�u (a) i (b) i na�i n{ti qlan stepenog reda gp(t), pomo�u razvoja funkcije

(1− t)−(p+1). X

Zadatak 62. Neka je f(t) generixu�a funkcija niza an.
(a) Dokazati da je tf ′(t) generixu�a funkcija niza nan.
(b) Dokazati da je (1− t)−1f(t) generixu�a funkcija niza sn = a0 + a1 +

. . .+ an.
(v) Dokazati da je

∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
tn =

1

1− t
log

(
1

1− t

)
za |t| < 1. X

7.3. Predstav	a�e funkcija stepenim redovima. Za funkciju koja
se mo�e predstaviti stepenim redom

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)n (74)

ka�emo da je analitiqka u taqki z0. Ako je funkcija analitiqka u svakoj ta-
qki domena, nazivamo je analitiqkom funkcijom. Red na desnoj strani u (74)
nazivamo Tejlorovim14 redom funkcije f . Analitiqke funkcije kompleksne
promen	ive su predmet izuqava�a kompleksne analize; mi �emo ovde dati
primere nekih realnih analitiqkih funkcija realne promen	ive.

Najjednostavnije analitiqke funkcije su polinomi, za koje je suma (74)
konaqna, a me�u �ima su najjednostavnije linearne funkcije. Slede�a lema
pokazuje kako se one mogu okarakterisati kao rexe�a jedne funkcionalne jed-
naqine, tj. jednaqine u kojima je nepoznata funkcija. Funkcionalna jednaqi-
na (β) u slede�oj lemi naziva se Koxijevom jednaqinom.

Lema 12. Neka je a ∈ R. Za funkciju f : R → R slede�a dva tvr�e�a su
ekvivalentna.

(α) f(x) = ax
(β) f je neprekidna i zadovo	ava uslove f(x+ y) = f(x) + f(y), f(1) = a.

4 Implikacija (α)⇒(β) je oqigledna. Iz

a = f(1) = f(1 + 0) = f(1) + f(0) = a+ f(0)

sledi f(0) = 0, a odatle i iz

0 = f(0) = f(1 + (−1)) = f(1) + f(−1)

sledi f(−1) = −f(1) = −a. Odatle se, primenom indukcije i uslova (β) lako
dokazuje da za sve m ∈ Z va�i f(m) = ma.

14Tejlor (Brook Taylor, 1685{1731), engleski matematiqar
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Neka je m ∈ Z, n ∈ N, q = mn−1 ∈ Q. Tada je

qa = qf(1) = mn−1f(nn−1) = mn−1nf(n−1) = mf(n−1) = f(mn−1),

tj. f(q) = aq za sve q ∈ Q. Na kraju, za proizvo	no x ∈ R postoji niz
qn ∈ Q,takav da qn → x kad n → ∞. Odatle i iz neprekidnosti funkcije f
sledi

f(x) = lim
n→∞

f(qn) = lim
n→∞

aqn = ax,

qime je dokazana implikacija (β)⇒(α). 5

Lema 13. Za funkciju g : R→ R slede�a tvr�e�a su ekvivalentna.

(α) g(x) = ex

(β) g je neprekidna i zadovo	ava uslove g(x+ y) = g(x) · g(y), g(1) = e

(γ) g(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

(δ) g je diferencijabilna i zadovo	ava uslove g′(x) = g(x), g(0) = 1.

4 Implikacija (α)⇒(β) je oqigledna. Funkcija f(x) = ln g(x) zadovo	ava
uslov (β) Leme 12 sa a = 1, pa je f(x) = x. Odatle sledi g(x) = ex, qime je
dokazana ekvivalencija (α)⇔(β).

Red
∞∑
n=0

xn

n! apsolutno konvergira za svako x ∈ R (Primer 59). Iz Teo-

reme 22, Teoreme 19 i formule (14) na str. 179 lako sledi da funkcija g defin-
isana sa (γ) zadovo	ava uslove (β). Poxto iz ekvivalencije (α)⇔(β) sledi da
je takva funkcija jedinstvena, time je dokazana ekvivalencija (β)⇔(γ).

Implikacija (α)⇒(δ) je oqigledna. Pretpostavimo da va�i (δ). Tada je
d

dx

(
g(x)e−x

)
= e−xg′(x)− e−xg(x) = 0,

pa je g(x)e−x konstantna funkcija. Iz g(0) = 1 sledi g(x)e−x = g(0)e0 = 1, pa
je g(x) = ex. Time je dokazana i ekvivalencija (α)⇔(δ). 5

Zadatak 63. Dokazati da su za funkciju h : R→ R slede�a dva tvr�e�a
ekvivalentna.

(α) h(x) = lnx
(β) h je neprekidna i va�i h(x · y) = h(x) + h(y), h(e) = 1. X

Zadatak 64. Neka je p ∈ R. Dokazati da su za funkciju k : (0,+∞) →
(0,+∞) slede�a dva tvr�e�a ekvivalentna.

(α) k(x) = xp

(β) k je neprekidna i va�i k(x · y) = k(x) · k(y), ln k(e) = p. X

Zadatak 65. Dokazati da tvr�e�a Leme 12, Leme 13, Zadatka 63 i Za-
datka 64 va�e ako se uslov neprekidnosti u (β) zameni

(a) uslovom monotonosti
(b) uslovom ograniqenosti na nekom intervalu [t0, t1] za t0 < t1. X

Lema 13 nam omogu�ava da definiciju eksponencijalne funkcije proxi-
rimo i na kompleksne brojeve.

Definicija 13. Neka je z ∈ C.

ez :=

∞∑
n=0

zn

n!
.
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Iz Primera 59 na str. 214 sledi da je funkcija z 7→ ez definisana na
celoj kompleksnoj ravni C.

Primetimo da formula (γ) u Lemi 13 sledi i iz Tejlorove formule. Za-
ista, ako u Primeru 25 na str. 153 uzmemo ostatak u Lagran�ovom obliku,
dobijamo

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+

1

(n+ 1)!
eξnxn+1

za neko ξn ∈ (−|x|, |x|). Odatle, prelaskom na limes i korix�e�em qi�enice
da je

lim
n→∞

1

(n+ 1)!
e|x|xn+1 = 0

(Primer 21 na str 178) dobijamo formulu (γ). Na sliqan naqin dobijamo

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! , cosx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)! ,

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 xn

n , (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn.

za svako x za koje redovi na desnoj strani konvergiraju.

Zadatak 66. Odrediti za koje x ovi redovi konvergiraju.
Uputstvo: najslo�eniji je sluqaj binomnog reda

(1 + x)α =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn (75)

koji je konaqan ako je α prirodan broj, a ako nije, onda red

• na itervalu −1 < x < 1 apsolutno konvergira za sve α;
• u taqki x = 1 konvergira apsolutno za α ≥ 0, uslovno za −1 < α < 0
i divergira za α ≤ −1;

• u taqki x = −1 apsolutno konvergira za α ≥ 0 i divergira za α < 0

(za ispitiva�e konvergencije na rubu intervala videti Primer 54 na str. 202
i Zadatke 38 i 39 posle �ega). Primetimo da za α = 0 i x = −1 leva strana
u (75) nije definisana. X

Sada je prirodno dati i slede�u definiciju

Definicija 14.

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+1)! , cos z =
∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)! ,

ln(1 + z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 zn

n , (1 + z)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
zn.

za svako z ∈ C za koje redovi na desnoj strani konvergiraju.

Oqigledno je da se za z ∈ R ovom definicijom dobijaju standardne tri-
gonometrijske, logaritamske i stepene funkcije realne promen	ive. Iz Teo-
reme 22 sledi da su ove funkcije, kao i funkcija ez, neprekidne.

Primer 70. (Ojlerova formula) Ako u redovima kojim se predstav	a-
ju funkcije ez, sin z i cos z stavimo z = ix, upore�iva�em dobijenih izraza
dobijamo formulu

eix = cosx+ i sinx.
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Ovo je Ojlerova formula. ]

Koriste�i Ojlerovu formulu, Moavrovu formulu (Zadatak 112 na str. 78)
mo�emo da napixemo u vidu (eix)n = einx. Ovaj zapis mo�emo da shvatimo i
kao drugi dokaz Moavrove formule, ako prethodno reximo slede�i zadatak.

Zadatak 67. Primenom Teoreme 19 dokazati da je ez1+z2 = ez1 · ez2 za
z1, z2 ∈ C. Izvesti odatle formulu (ez)n = enz. X

Zadatak 68. Dokazati da je (eix)′ = ieix na dva naqina:
(a) koriste�i Ojlerovu formulu
(b) po definiciji izvoda, koriste�i Zadatak 67 i Teoremu 22. X

Zadatak 69. Dokazati da je za z ∈ C

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ez.

Drugim reqima, uopxtiti Primer 22 na str. 124 na kompleksne brojeve. Uput-
stvo: primetiti da je, za z = x+ iy,∣∣∣(1 +

z

n

)n∣∣∣ =
(

1 +
2x

n
+
x2 + y2

n2

)n/2
, arg

(
1 +

z

n

)n
= n · arctg

y/n

1 + x/n

i da iz |zn| → |z∞|, arg(zn) → arg(z∞) sledi zn → z∞. Primeniti Ojlerovu
formulu. X

Zadatak 70. Koliko nenegativnih celobrojnih rexe�a ima jednaqina

x1 + x2 + x3 + · · ·+ x10 = 50?

Uputstvo: pokazati da je generixu�a funkcija za ovaj problem f(t) = (1−t)−10

(videti Primer 66 na str. 222 i Definiciju 12 posle �ega). Pokazati da je
tra�eni broj koeficijent uz t50 u razvoju

(1− t)−10 =

∞∑
n=0

(
−10

n

)
(−t)n

i na�i taj broj. X

Zadatak 71. Na koliko naqina prirodan broj n mo�e da se predstavi kao
zbir k prirodnih brojeva? Odgovor:

(
n+k−1
n

)
]

Primer 71. (Rimanova15 zeta funkcija) Funkcija

ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
(76)

je definisana za kompleksne brojeve z u poluravni Re (z) > 1. Zaista, neka je
z = x+ iy. Iz

|nz| = |ez logn| = |ex logneiy logn| = nx

(poxto je |eiθ| = 1 i ex log x = nx), vidimo da red na desnoj strani u (76)
konvergira za x > 1. Funkcija

ζ : {z ∈ C | Re (z) > 1} → R, ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz

15Riman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826{1866) nemaqki matematiqar
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naziva se Rimanovom zeta funkcijom. Ova funkcija igra znaqajnu ulogu u
teoriji brojeva. Ukaza�emo na jednu �enu vezu sa prostim brojevima. Neka je
P skup svih prostih brojeva, pore�anih u niz:

P = {p1, p2, . . .}.
Za Rimanovu zeta funkciju va�i Ojlerova formula

ζ(z) =
∏
p∈P

1

1− p−z
. (77)

Zaista, svaki prirodan broj n mo�e na jedinstven naqin da se napixe u obliku

n = pα1
1 · p

α2
2 · . . . , αj ∈ {0} ∪N.

Odatle dobijamo

ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
= lim
k→∞

∑
α1≥0

∑
α2≥0

· · ·
∑
αk≥0

1

(pα1
1 pα2

2 . . . pαkk )z
.

Primenom distributivnog zakona na konaqne sume u posled�em izrazu, dobi-
jamo

ζ(z) = lim
k→∞

( ∑
α1≥0

1

pzα1
1

)( ∑
α2≥0

1

pzα2
2

)
· · ·
( ∑
αk≥0

1

pzαkk

)
. (78)

Iz izraza za zbir geometrijskog reda sledi∑
αj≥0

1

p
zαj
j

=
1

1− p−zj
,

pa iz (78) sledi

ζ(z) = lim
k→∞

k∏
j=1

1

1− p−zj
,

xto dokazuje formulu (77).
Iz Ojlerove formule (77) sledi da je∑

p∈P

1

p
= +∞. (79)

Zaista, iz (77) sledi da je za realan broj x > 1,

log ζ(x) = −
∑
p∈P

log(1− p−x).

Ako upotrebimo Tejlorovu formulu za logaritam, odatle dobijamo

log ζ(x) = −
∑
p∈P

(p−x +O(p−2x)). (80)

Poxto je ∑
p∈P, p≤m

p−2x <

m∑
n=1

n−2x,

iz konvergencije reda
∑
n−2 sledi da red

∑
p−2x konvergira za x ≥ 1. Kada

bi konvergirao i red (79), izraz na desnoj strani u (80) bi bio konaqan za
x = 1, xto je nemogu�e, jer je

lim
x→1+0

ζ(x) = +∞, (81)
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zbog divergencije reda
∑

1
n (videti Zadatak 72 ni�e). Time je dokazano (79).

Primetimo da iz (79) dobijamo jox jedan dokaz da ima beskonaqno mnogo
prostih brojeva (elementarniji dokaz smo videli u Zadatku 39 na str. 30). ]

Zadatak 72. Dokazati da je funkcija

R 3 x 7→ ζ(x) ∈ R

opadaju�a i konveksna. Zak	uqiti da je ona neprekidna i skicirati �en
grafik. Specijalno, dokazati formulu (81). X

Primer 72. Neka je
∑
am apsolutno konvergentan red i

f(z) =

n∑
m=2

amz
m

�ime definisana analitiqka funkcija. Iz Teoreme 16 na str. 208 sledi
Fla�ole16{Vardijeva17 formula [19]:

∞∑
n=1

f(n−1) =

∞∑
n=2

anζ(n),

gde je ζ Rimanova zeta funkcija iz Primera 71. Zaista, iz

∞∑
n=1

∞∑
m=2

|amn−m| ≤
∞∑
n=1

∞∑
m=2

|amn−2| =
( ∞∑
m=2

|am|
)
·
( ∞∑
n=1

n−2

)
i apsolutne konvergencije reda

∑
am sledi opravdanost primene Teoreme 16.

Specijalno, polaze�i od Lajbnicovog izraza za broj π (84) na str. 76

π

4
=

∞∑
n=1

(
1

4n− 1
− 1

4n− 3

)
i primenom Fla�ole{Vardijeve formule na funkciju f(z) = z

4−3z −
z

4−z mo�e
da se izvede izraz

π =

∞∑
n=1

3n − 1

4n
ζ(n+ 1).

kojim se broj π izra�ava pomo�u ζ{funkcije. ]

Zadatak 73. Dirihleova eta funkcija je funkcija

η(z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
.

Dokazati da je

η(z) = (1− 21−z)ζ(z) za Re(z) > 1,

gde je ζ Rimanova zeta funkcija X

16Fla�ole (Philippe Flajolet, 1948{2011), francuski matematiqar
17Vardi (Ilan Vardi, 1957), kanadski matematiqar
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Primer 73. (Dirihleovi redovi) Rimanova zeta funkcija i Dirih-
leova funkcija iz Zadatka 73 su specijalni sluqajevi Dirihleovih redova

∞∑
n=1

an
nz
.

Za dati kompleksan broj z, oznaqimo sa Dz skup svih kompleksnih nizova an
takvih da Dirihleov red

∑
ann

−z apsolutno konvergira. Za {an}, {bn} ∈ Dz
sa

an ? bn :=
∑
d|n

adbn/d =
∑
jk=n

ajbk

je definisana operacija (tzv. Dirihleova konvolucija ili Dirihleov proiz-
vod), takva da je (D(z),+, ?) komutativni prsten. Iz Teoreme 19 na str. 211
sledi da, ako dva Dirihleova reda

∑
ann

−z i
∑
bnn
−z apsolutno konvergiraju

u nekoj taqki z ∈ C, onda je u toj taqki( ∞∑
n=1

an
nz

)
·
( ∞∑
n=1

bn
nz

)
=

∞∑
n=1

an ? bn
nz

. (82)

Drugim reqima, preslikava�e

Dz : (D(z),+, ?)→ (C,+, ·), Dz({an}) =

∞∑
n=1

an
nz

je homomorfizam prstenova.
Naravno, Dirihleovo mno�e�e definisano i na xirem skupu CN svih

kompleksnih nizova a : N→ C. Preslikava�e

e : N→ C, e(n) =

{
1, n = 1,

0, n ≥ 2

definixe niz en := e(n) koji je neutral za mno�e�e ?:

an ? en = en ? an = an.

Ako je G ⊂ CN skup svih kompleksnih nizova an takvih da je a1 6= 0, onda je
(G, ?) Abelova grupa sa neutralom en. Jedini netrivijalni deo ovog tvr�e�a
je konstrukcija inverza. Neka je {an} ∈ G dati niz. Inverz a−1

n u odnosu na ?
mo�e da se konstruixe induktivno: prvi qlan a−1

1 = 1/a1 je dobro definisan,
jer je a1 6= 0. Ako je a−1

k definisano za k < n, onda a−1
n definixemo iz

relacije

en = an ? a
−1
n =

∑
d|n

ada
−1
n/d,

tj. iz

a1a
−1
n = −

∑
d|n, d>1

ada
−1
n/d,

zahva	uju�i qi�enici da je a1 6= 0.
Na primer, ako je 1 = (1, 1, . . .) konstantan niz jedinica, �egov inverz je

niz

µ(n) =

{
0, (∃k > 1) k2|n
(−1)m, n = p1p2 · · · pm,

(83)
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gde su p1, . . . , pm razliqiti prosti brojevi. Pri tome je, po definiciji,
µ(1) = 1. Funkcija µ naziva se Mebijusovom funkcijom i znaqajna je u teoriji
brojeva. Iz µ(n) ? 1 = e(n) i (82) dobijamo formulu

1

ζ(z)
=

∞∑
n=1

µ(n)

nz
, za Re(z) > 1,

koja povezuje Mebijusovu funkciju sa Rimanovom zeta funkcijom. ]

Zadatak 74. Neka je τ(n) broj delite	a prirodnog broja n (uk	uquju�i i
trivijalne delite	e 1 i n), tj.

τ(n) =
∑
d|n

1.

Dokazati da je
∞∑
n=1

τ(n)

nz
= (ζ(z))2,

za sve z za koje je Re(z) > 1. Uputstvo: dokazati da je, u oznakama iz
Primera 73, τ(n) = 1 ? 1. X

Zadatak 75. (Dirihleova beta funkcija) Dokazati da red

β(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)z
(84)

konvergira za Re z > 0. Funkcija (84) naziva se Dirihleovom beta funkci-
jom. �ena vrednost u taqki z = 2,

G = β(2) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
= 0, 915965594177219015054603514932384110774 . . . ,

naziva se Katalanovom18 konstantom. Nije poznato da li je G racionalan
ili iracionalan broj. X

8. Ve�be

(1) Niz realnih brojeva an je zadat sa

a1 = a, a2 = b, an+2 =
1 + an+1

an
.

Na�i a1389.
(2) Niz an je zadat sa

a1 = 1, an+1 = 2an +
√

3a2
n + 1.

Dokazati da su svi qlanovi ovog niza prirodni brojevi. Da li ovaj
niz konvergira?

(3) Dokazati da su svi qlanovi niza

an =
5−
√

5

10

(
1−
√

5

2

)n
+

5 +
√

5

10

(
1 +
√

5

2

)n
prirodni brojevi. Da li ovaj niz konvergira?

18Katalan (Eugène Charles Catalan, 1814{1894), belgijski matematiqar
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(4) Niz an niz je dat sa

an+2 = αan+1 + βan,

gde su α > 0, β > 0 dati realni brojevi.
(a) Izraqunati

lim
n→∞

an+1

an
.

(b) Ispitati konvergenciju reda
∑
an u zavisnosti od α i β.

(5) Neka je f : R → R neopadaju�a funkcija i a1 ∈ R proizvo	an broj.
Dokazati da je niz

a2 = f(a1), a3 = f(a2), . . . , an+1 = f(an), . . .

monoton. Dati geometrijsku interpretaciju ovog tvr�e�a.
(6) Neka funkcija f : R→ R ima svojstvo

(∀x) f(x) ≥ x
i neka je a1 ∈ R proizvo	an broj. Dokazati da je niz

a2 = f(a1), a3 = f(a2), . . . , an+1 = f(an), . . .

monoton. Dati geometrijsku interpretaciju ovog tvr�e�a.
(7) Za koje realne brojeve α, β, a1 je niz

a1, a2 = αa1 + β, . . . , an+1 = αan + β, . . .

(a) ograniqen;
(b) konvergentan?

(8) Dokazati da slede�i nizovi konvergiraju i na�i �ihove limese:
(a) a1 = 3

2 , a
2
n+1 = 3an − 2;

(b) a1 = α ∈ [0, 1/4], an+1 = α+ a2
n;

(v) a1 = 1, an+1 = 1− 1
4an

;

(g) a1 = 0, an+1 = 1
4(1−an) ;

(d) a1 = 0, a2 = 1
2 , an+1 = 1

3 (1 + an + a3
n−1);

Uputstvo: dokazati da su svi dati nizovi monotoni i ograniqeni.
(9) Dokazati da niz sa osobinama

0 < an < 1 i an(1− an+1) >
1

4
konvergira.

(10) Izraqunati

lim
n→∞

n

( n
√
n!)2

.

(11) Dokazati da nizovi

an = 1 +
1√
2

+ · · ·+ 1√
n
− 2
√
n+ 1

i

bn = 1 +
1√
2

+ · · ·+ 1√
n
− 2
√
n

konvergiraju ka istoj graniqnoj vrednosti.
(12) Ispitati konvergenciju niza

xn = 1 +
1

2
+

1

2
√

2
+

1

2
√

3
+ · · ·+ 1

2
√
n
.
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(13) Odrediti maksimalne qlanove nizova

an =

√
n

100 + n
, bn =

100n

n!
.

Da li ovi nizovi konvergiraju?
(14) Izraqunati

lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

)
(15) Izraqunati

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank ,

gde su aj ≥ 0.
(16) Dokazati da niz xn zadat sa

x1 > 0, xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, a > 0

konvergira ka
√
a.

(17) Dokazati da niz

2, 2 +
1

2
, 2 +

1

2 + 1
2

, 2 +
1

2 + 1
2+ 1

2

, · · ·

konvergira i na�i �egovu graniqnu vrednost. (Uputstvo: niz je dat
sa

a1 = 2, an+1 = 2 +
1

an
.

Dokazati da ako an konvergira, onda je lim an = 1 +
√

2. Dokazati da
za niz δn = an − (1 +

√
2) va�i |δn+1| ≤ |δn|/2 i odatle zak	uqiti da

je lim δn = 0.)
(18) Neka je x1 > 0, y1 > 0 i

xn+1 =
√
xnyn, yn+1 =

xn + yn
2

.

Dokazati da nizovi xn i yn konvergiraju i da je limxn = lim yn.
(19) Neka je a1 = 1, b1 = 1 i

an+1 =
√

2 + bn, bn+1 =
√

2an.

Dokazati da ovi nizovi konvergiraju i na�i �ihove graniqne vred-
nosti.

(20) Ispitati konvergenciju niza

√
2,

√
2 +
√

2,

√
2 +

√
2 +
√

2,

√
2 +

√
2 +

√
2 +
√

2, . . .

(21) (a) Neka je |q| < 1 i an → a∞ kad n→∞. Izraqunati
lim
n→∞

(an + qan−1 + q2an−2 + · · ·+ qn−1a1).

(b) Neka je dat niz an i neka je

xn = an + an−1, yn = 2an + an−1.

Dokazati da iz konvergencije niza yn sledi konvergencija niza an, a
da iz konvergencije niza xn ne sledi konvergencija niza an.
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(v) Neka an → a∞, bn → b∞ kad n→∞. Dokazati da nizovi xn i
yn definisani sa

x0 = 1, an = 2xn + yn, bn = xn−1 + 2yn

konvergiraju.
(g) Neka je an ograniqen niz, takav da je

an+2 ≤
1

3
an+1 +

2

3
a.

Dokazati da an konvergira.
Uputstvo: U (a) iskoristiti identitet

an + qan−1 + q2an−2 + · · ·+ qn−1a1 =
1

q1−n

n∑
k=1

akq
1−k

i primeniti Xtolcovu teoremu. U (b) pokazati da je

an =
1

2
yn −

1

2
yn−1 + (−1)n−1 1

2n−1
a1

i odatle zak	uqiti da je

an =

n∑
k=0

(−1)k
1

2k+1
yn−k

Primeniti (a) i zak	uqiti da xn → 1
3 (2a∞ − b∞). Zatim iz yn =

an − 2xn zak	uqiti da yn → 1
3 (2b∞ − a∞). U (v) primetiti da je

4xn − xn−1 = 2an = bn → 2a∞ − b∞

i primeniti (b). U (g) dokazati da je niz an + 2
3an−1 monoton i

ograniqen i rasu�ivati analono sa (v).
(22) Neka je an niz pozitivnih brojeva, takav da je

lim
n→∞

an+1

an
= α.

Dokazati da je

lim
n→∞

n
√
an = α.

Kontraprimerom pokazati da obrnuto tvr�e�e ne va�i. Izraqunati
limese nizova(

n!

nne−n

) 1
n

,

(
(n!)2

n2n

) 1
n

,

(
n3n

(n!)3

) 1
n

,
n+1
√

(n+ 1)!
n
√
n!

.

Uputstvo: kontraprimer { 1, 1, 1
2 ,

1
2 ,

1
3 ,

1
3 , . . .. Videti Primer 53 na

str. 201.
(23) Neka je f : [0,+∞)→ R ravnomerno neprekidna funkcija i neka je

lim
n→∞

f(x+ n) = 0

za svako x ∈ [0,+∞). Dokazati da je

lim
x→+∞

f(x) = 0.
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(24) Neka je f : R→ R neprekidna funkcija, takva da je

f(x+ an) = f(x)

za neki niz an pozitivnih brojeva koji konvergira ka nuli. Dokazati
da je f konstantna funkcija. Uputstvo: Dokazati da je skup {man |
m ∈ Z, n ∈ N} gust u R.

(25) Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ R za koje va�i

f(x) = f(x2 − 2x+ 2).

Uputstvo: neka je xn niz dat sa

x1 ∈ (0, 2), xn+1 = x2
n − 2xn + 2.

Dokazati (indukcijom) da je ovaj niz monoton i ograniqen, pa zbog
toga i konvergentan. Iz rekurentne formule kojom je zadat, sledi da
je limxn = 1, pa zbog

f(xn+1) = f(xn) = · · · = f(x1)

i neprekidnosti f sledi f(x1) = 1. Poxto je x1 ∈ (0, 2) proizvo	no,
sledi da je f konstantna na [0, 2]. Sliqno, posmatra�em niza

y1 ∈ (2,+∞), yn+1 = 1−
√
yn − 1

dokazati da je f konstantna na [2,+∞). Na kraju, iz

x ∈ (−∞, 0) ⇒ x2 − 2x+ 2 ∈ (2,+∞)

izvesti zak	uqak da je f konstantna na celom R.
(26) Neka je f : (a,+∞)→ R neprekidna i ograniqena funkcija. Dokaza-

ti da za svaki realan broj t postoji niz xn takav da je

lim
n→∞

xn = +∞ i lim
n→∞

(f(xn + t)− f(xn)) = 0.

Uputstvo: ne uma�uju�i opxtost, mo�emo da pretpostavimo da je
t > 0. Ako je funkcija x 7→ f(x + t) − f(x) stalnog znaka na nekom
intervalu (b,+∞), onda je niz f(b + nt) monoton i ograniqen, pa
mo�emo da uzmemo xn = b + nt. Ako ta funkcija nije stalnog znaka
ni na jednom takvom intervalu, onda postoji neograniqen niz �enih
nula i taj niz mo�emo da uzmemo za xn.

(27) Neka je funkcija f diferencijabilna u taqki a i neka su xn, yn ni-
zovi, takvi da je za sve n ∈ N

xn 6= a, yn 6= a, xn 6= yn

i
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a.

Da li postoji

lim
n→∞

f(xn)− f(yn)

xn − yn
?

Dokazati da, ako sem navedenih uslova nizovi xn i yn zadovo	avaju
i uslov

(∀n ∈ Nxn < a < yn,

onda va�i

lim
n→∞

f(xn)− f(yn)

xn − yn
= f ′(a).
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Uputstvo: bez navedenog dodatnog uslova, limes ne mora da postoji {
posmatrati funkciju iz Zadatka 5 na str. 137 za p > 1 i nizove

xn =
2

π(4n+ 1)
, yn =

2

π(4n+ 3)
.

Ako je dodatni uslov ispu�en, primeniti Teoremu o tri limesa (Teo-
rema 14 na str. 122) na

f(xn)− f(yn)

xn − yn
=
f(xn)− f(a)

xn − a
xn − a
xn − yn

+
f(yn)− f(a)

yn − a
yn − a
xn − yn

.

(28) Neka je funkcija f diferencijabilna u nekoj okolini taqke a i neka
je �en izvod f ′ neprekidan u taqki a. Dokazati da je

lim
n→∞

n∑
k=1

(f(a+ kn−2)− f(a)) =
1

2
f ′(a).

Uputstvo: primeniti Lagran�evu teoremu.
(29) Neka je funkcija f diferencijabilna u taqki a i neka je k ∈ N.

Dokazati da je

lim
n→∞

(f(a+ n−1) + f(a+ 2n−1) + · · ·+ f(a+ kn−1)− kf(a)) =
k(k + 1)

2
i

lim
n→∞

(f(a+ n−2) + f(a+ 2n−2) + · · ·+ f(a+ nn−2)− nf(a)) =
1

2
f ′(a).

(30) Neka je a > 0, k,m ∈ N. Izraqunati limese nizova

(a) (n+1)m+(n+2)m+···+(n+k)m

nm−1 − kn;
(b) (a+n−1)n(a+2n−1)n···(a+kn−1)n

akn
;

(v) (1 + an−2)(1 + 2an−2) · · · (1 + nan−2).
(31) Neka je an rastu�i niz pozitivnih brojeva i

sn =

n∑
k=0

ak.

Izraqunati

lim
n→∞

(
a1

s0s1
+

a2

s1s2
+ · · ·+ an

sn−1sn

)
.

(32) Dokazati da redovi
∞∑
n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
i

∞∑
n=1

1

(a+ n)(a+ n+ 1) · · · (a+ n+ k)

(k ∈ N, −a /∈ N) konvergiraju i izraqunati �ihove sume.
(33) Izraqunati zbir reda

1

2
+

3

22
+

5

23
+

7

24
+ · · ·

(Uputstvo: neka je

sn =
1

2
+

3

22
+ · · ·+ 2n− 1

2n
.

Dokazati da je sn = 2sn − sn = · · · = 6− 2−n+1(2n+ 3).)
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(34) Dokazati da red
∞∑
n=1

(−1)n√
n+ (−1)n

divergira.
(35) Koriste�i razvoj funkcije ex u stepeni red, dokazati da za |x| ≤ 1

va�e nejednakosti

1 + x ≤ ex ≤ 1

1− x
, 1− x2 ≤ e−x

2

≤ 1

1 + x2
.

(36) Niz an je zadat sa

a0 = a1 = 1, an+1 =
1

1 + an
, n ≥ 1.

Ispitati konvergenciju reda
∑
an.

(37) Neka je
∑
an konvergentan red. Dokazati da su redovi

∞∑
n=2

an
log n

,

∞∑
n=1

1 + n

n
an,

∞∑
n=1

n
√
nan

konvergentni.
(38) Ispitati konvergenciju redova

∞∑
n=1

3
√
n− 3
√
n− 1

n
,

∞∑
n=1

1

n n
√
n!
,

∞∑
n=1

n3(
√

2 + (−1)n)

3n
.

(39) Odrediti sve vrednosti realnog parametra α za koje konvergira red∑
an(α) ako je

(a) an(α) = α2n

1+α4n

(b) an(α) = nα sin πn2

n+1 .

(40) Odrediti domen funkcija

f(x) =

∞∑
n=0

3n + (−2)n

n
xn i

∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
xn.

(41) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=1

p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!

1

nq

u zavisnosti od realnih parametara p i q.
(42) Neka je

∑
an konvergentan red. Dokazati da red∑(

1 + sin an
2

)n
konvergira.

(43) Na�i sve x ∈ R za koje red

∞∑
n=1

nxn

(n+ 1)(2x+ 1)

apsolutno konvergira.
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(44) Neka je an niz sa periodom 3, tj. takav da je an+3 = an. Dokazati da
red

∑ an
n konvergira ako i samo ako je

a1 + a2 + a3 = 0.

Uputstvo: Niz parcijalnih suma reda
∑
an je ograniqen, pa jedna

implikacija sledi iz Dirihleovog testa. Za dokaz druge implikacije
primetimo da parcijalne sume

s3n =

3n∑
k=1

ak
k

= a1

3n∑
k=1

1

3k − 2
+ a2

3n∑
k=1

1

3k − 1
+ a3

3n∑
k=1

1

3k

mogu da se napixu kao

s3n = a1

3n∑
k=1

(
1

3k − 2
− 1

3k

)
+ a2

3n∑
k=1

(
1

3k − 1
− 1

3k

)
+ a

3n∑
k=1

1

3k
,

gde je a = a1 + a2 + a3.
(45) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=3

1

n logp n logq (log n)

u zavisnosti od realnih parametara p i q.
(46) Neka je

∑
cn divergentan red sa pozitivnim qlanovima i

sn =

n∑
k=1

ck.

Dokazati da je red
∑ cn

sn
divergentan. (Uputstvo: videti Zadatak 34

na str. 198.)
(47) Neka je

∑
an konvergentan red sa pozitivnim qlanovima. Dokazati

da je

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= 0 i

∞∑
n=1

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n(n+ 1)

=

∞∑
n=1

an.

Uputstvo: Neka je

sn = a1 + a2 + · · ·+ an, σn = a1 + 2a2 + · · ·+ nan.

Dokazati da je

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= sn −
s1 + · · ·+ sn

n
+
sn
n

i
a1 + 2a2 + · · ·+ nan

n(n+ 1)
= σn − σn+1 + an+1.

(48) Dokazati da je red

∞∑
n=1

(
nx

n∏
k=1

sin2 (kθ)

1 + x2 + cos2 (kθ)

)
konvergentan za sve x, θ ∈ R.
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(49) Neka je
∑
an neapsolutno konvergentan red realnih brojeva i

Pn =
1

2

n∑
k=1

(|ak|+ ak), Nn =
1

2

n∑
k=1

(|ak| − ak)

parcijalne sume �egovih pozitivnih i negativnih qlanova. Dokazati
da je

lim
n→∞

Pn
Nn

= 1.

(50) Dokazati da red
∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

np

(gde je [·] ceo deo realnog broja) apsolutno konvergira za p > 1, neap-
solutno konvergira za 1

2 < p ≤ 1 i divergira za p ≤ 1
2 . (Uputstvo: za

p > 1 red je apsolutno konvergentan, kao i u Primeru 56. Neka je

bn =

n2+2n∑
k=n2

1

kp
.

Dokazati da je, za 1
2 < p ≤ 1, bn opadaju�i niz koji te�i nuli i

odatle zak	uqiti da
∑

(−1)nbn konvergira. Primeniti Primer 38
na str. 192. Za p ≤ 1

2 niz bn ne te�i nuli.)
(51) Dokazati da red

∞∑
n=1

(−1)[logn]

n

divergira
(52) Neka je ϕ(n) Ojlerova funkcija, uvedena u Ve�bi 19 na str. 88.

Dokazati da je
∞∑
n=1

ϕ(n)

nz
=
ζ(z − 1)

ζ(z)
, za Re(z) > 2.

Uputstvo: dokazati, koriste�i oznake iz Primera 73 na str. 233, da
je ϕ(n) = id ? µ(n), gde je id(n) = n i µ(n) Mebijusova funkcija.



GLAVA 5

Neodre�eni integral

1. Primitivna funkcija i neodre�eni integral

Pretpostavimo da je izvod dy
dx funkcije y = F (x), F : (a, b) → C dat

jednaqinom
dy

dx
= f(x), (1)

gde je f : (a, b) → C data funkcija. Jednaqine kao (1) u kojima je nepoz-
nata funkcija F zadata jednaqinom koju zadovo	avaju �eni izvodi naziva se
diferencijalnom jednaqinom. Funkcija F : (a, b) → C naziva se rexeǌem
diferencijalne jednaqine (1) ako va�i

dF (x)

dx
= f(x). (2)

Funkciju F : (a, b) → C koja zadovo	ava (2) zovemo jox i primitivnom
funkcijom funkcije f na intervalu (a, b).

Lema 1. Neka su F1 i F2 dve primitivne funkcije funkcije f na inter-
valu (a, b). Tada je razlika F2(x)− F1(x) konstantna.

4 Poxto je
d

dx

(
F2(x)− F1(x)

)
= f(x)− f(x) = 0,

dokaz sledi iz Posledice 4 na str. 143. 5

Napomena 1. Uslov da su F1 i F2 primitivne funkcije funkcije f na
intervalu je suxtinski u Lemi 1. Zaista, neka su date funkcije

F1(x) = x2 i F2(x) =

{
x2 za x < 0

x2 + 1 za x > 0

na skupu (−∞, 0) ∪ (0,+∞), koji nije interval. Tada je

dF1(x)

dx
= 2x =

dF2(x)

dx

za svako x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Me�utim,

F2(1)− F1(1) = 1 6= 0 = F2(−1)− F1(−1),

tako da razlika F2 − F1 nije konstantna.

Definicija 1. Familija svih primitivnih funkcija funkcije

f : (a, b)→ C

naziva se neodre�enim integralom funkcije f i oznaqava sa
∫
f(x) dx.

243
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Iz Leme 1 sledi da je ∫
f(x) dx = F (x) + C

gde je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b).

Napomena 2. U Lemi 1 dokazana je jedinstvenost primitivne funkcije.
Pita�e egzistencije primitivne funkcije, tj. neodre�enog integrala �emo
razmotriti u Glavi 6. Tamo �emo pokazati da svaka neprekidna funkcija
ima primitivnu (Teorema 3 na str. 264). Me�utim, primitivna funkcija
elementarne funkcije (v. Definiciju 1 na str. 102) nije uvek elementarna
funkcija. Qak i integrali nekih jednostavnih funkcija, kao∫

sinx2 dx,

∫
sinx

x
dx,

∫
ex

x
dx,

∫
x

log x
dx,

∫
e−x

2

dx,

∫ √
1 + x4 dx,

ne mogu da se izraze preko elementarnih funkcija.

Iz definicije neodre�enog integrala i tablice prvih izvoda sledi∫
xp dx = 1

p+1x
p+1 + C za p 6= −1∫

x−1 dx = log x+ C∫
ax dx = 1

ln aa
x + C za a > 0, a 6= 1∫

sinx dx = − cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
sec2 x dx = tg x+ C∫
cosec 2x dx = −cotg x+ C∫

1√
1−x2

dx = arcsinx+ C̃ = − arccosx+ Ĉ∫
1

1+x2 dx = arctg x+ C̃ = arccotg x+ Ĉ.

Primer 1. Poxto je
d

dx

(
1

2
sin 2x

)
= cos 2x i

d

dx

(
1

2
cos 2x

)
= − sin 2x

zak	uqujemo da je∫
sin 2x dx = −1

2
cos 2x+ C i

∫
cos 2x dx =

1

2
sin 2x+ C.

]

Lema 2. Neka su f : (a, b) → C i g : (a, b) → C dve funkcije koje imaju
primitivne funkcije i λ, µ ∈ C konstante. Tada va�i∫ (

λf(x) + µg(x)
)
dx = λ

∫
f(x) dx+ µ

∫
g(x) dx∫

f(x) dx =
∫

Re f(x) dx+ i
∫

Im f(x) dx.

4 Dokaz sledi iz odgovaraju�ih osobina izvoda i definicije primitivne
funkcije i neodre�enog integrala. 5

Primer 2. Izraqunajmo
∫ (
x3 + 1

3
√
x

)2
dx. Kvadrira�em izraza u zagradi

i primenom Leme 2 dobijamo∫ (
x3+

1
3
√
x

)2

dx =

∫
x6 dx+2

∫
x8/3 dx+

∫
x−2/3 dx =

x7

7
+

6x11/3

11
+3x1/3+C.

]
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Zadatak 1. Izraqunati∫
sin2 x dx i

∫
cos2 x dx.

Uputstvo: iskoristiti formule

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) i cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x)

i Primer 1. X

Primer 3. Neka je

I =

∫
ex sinx dx, R =

∫
ex cosx dx.

Tada je

R+ iI =

∫
ex(cosx+ i sinx) dx =

∫
exeixdx =

∫
e(1+i)x dx =

1

1 + i
e(1+i)x + C.

gde je C = C1 + iC2. Poxto je
1

1+ie
(1+i)x = 1−i

2 exeix = 1−i
2 ex(cosx+ i sinx)

= 1
2e
x(cosx+ sinx) + i 1

2e
x(sinx− cosx)

dobijamo

R+ iI =

(
1

2
ex(cosx+ sinx) + C1

)
+ i

(
1

2
ex(sinx− cosx) + C2

)
Odatle sledi R = 1

2e
x(cosx+ sinx) + C1 i I = 1

2e
x(sinx− cosx) + C2. ]

2. Osnovni metodi izraqunava�a neodre�enih integrala

2.1. Parcijalna integracija. Iz Lajbnicovog pravila

(u · v)′(x) = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x)

sledi formula

u(x) · v(x) =

∫
(u · v)′(x) dx =

∫
u′(x) · v(x) dx+

∫
u(x) · v′(x) dx

koja se qesto zapisuje u obliku∫
u dv = uv −

∫
v du (3)

i naziva formulom parcijalne integracije.

Primer 4. Izraqunajmo
∫

log x dx. Neka je u = log x, dv = dx. Tada je
v = x, pa primenom formule (3) dobijamo∫

log x dx = x log x−
∫
xd log x = x log x−

∫
x · 1

x
dx = x log x− x+ C.

]

Zadatak 2. Izraqunati ∫
x log x dx.

Uputstvo: primeniti formulu (3) sa u = log x, dv = xdx, tj. v = 1
2x

2. X

Zadatak 3. Izraqunati
∫
x3exdx. X
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Primer 5. (Primer 3 na drugi naqin) Neka je

I =

∫
ex sinx dx.

Primenom parcijalne integracije sa u = sinx, dv = exdx, tj. v = ex dobijamo

I = ex sinx−
∫
ex cosx dx.

Ako na posled�i integral ponovo primenimo parcijalnu integraciju, sa u =
cosx, dv = exdx, dobijamo

I = ex sinx− ex cosx−
∫
ex sinx dx = ex(sinx− cosx)− I.

Odatle sledi 2I = ex(sinx− cosx), tj.
∫
ex sinx dx = 1

2e
x(sinx− cosx) +C. Na

isti naqin mo�e se izraqunati i
∫
ex cosx dx. ]

Zadatak 4. Neka je P (x) = a0 +a1x+a2x
2 + · · ·+anxn i b ∈ R. Izraqunati∫

P (x)ebx dx,

∫
P (x) log x dx,

∫
P (x) sinx dx.

X

Zadatak 5. Na�i grexku u slede�em rasu�iva�u. Primenimo formulu (3)
na funkcije

u(x) =
1

x
, v(x) = x.

Tada je

uv = 1, du = − 1

x2
dx, dv = dx,

pa iz (3) dobijamo ∫
1

x
dx = 1 +

∫
1

x
dx.

Skra�iva�em, dobijamo ,,dokaz" da je 0 = 1. X

2.2. Smena promen	ive. Neka je na intervalu (a, b)∫
f(x) dx = F (x) + C

i neka je funkcija ϕ : (α, β)→ (a, b) neprekidno diferencijabilna (tj. difer-
encijabilna, sa neprekidnim prvim izvodom) i na. Tada je∫

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt = F ◦ ϕ(t) + C (4)

na intervalu (α, β). Jednakost (4) dobija se diferencira�em obe strane i
primenom pravila za izvod slo�ene funkcije. Ona je u osnovi metoda iz-
raqunava�a integrala smenom promen	ive koji se sastoji u slede�em. Treba
izraqunati integral

∫
f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt. Smenom x = ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt dobijamo

integral
∫
f(x) dx koji mo�e da bude jednostavniji od polaznog.

Primer 6. Izraqunajmo
∫

t
t2+1 dt. Primenom formule (4) i smene x =

t2 + 1 dobijamo∫
t

t2 + 1
dt =

1

2

∫
1

t2 + 1
(t2 + 1)′ dt =

∫
dx

x
=

1

2
ln |x|+ C =

1

2
ln(t2 + 1) + C.

]
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Zadatak 6. Izraqunati ∫
arctg x dx.

Uputstvo: iskoristiti formulu parcijalne integracije i Primer 6. X

Zadatak 7. Izraqunati
∫

arcsinx dx. X

Metod smene promen	ive mo�e da se primeni i u slede�em obliku. Treba
izraqunati integral

∫
f(x) dx. Smenom x = ϕ(t), dx = ϕ′(t)dt dobijamo inte-

gral
∫
f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt koji mo�e da bude jednostavniji od polaznog.

Primer 7. Izraqunajmo
∫ √

1− x2 dx. Smenom x = sin t, dx = cos tdt
dobijamo∫ √

1− x2 dx =

∫ √
1− sin2 t cos t dt =

∫ √
cos2 t cos tdt =

∫
cos2 t dt,

qime izraqunava�e polaznog integrala svodimo na Zadatak 1. Primetimo da
smo, iako je √

cos2 t = | cos t|,
izostavili apsolutnu vrednost, poxto smo promen	ivu t uveli kao x = sin t,
tj. t = arcsinx. Poxto vrednost funkcije arcsin (a time i t) le�i u intervalu
[−π2 ,

π
2 ], va�i�e cos t ≥ 0, xto opravdava izostav	a�e apsolutne vrednosti. ]

Zadatak 8. Neka je n ∈ N i a ∈ R. Izraqunati integrale∫
x2n

x2 + a2
dx,

∫
x2n

x2 − a2
dx,

∫
dx

x2n(x2 + a2)
.

X

Zadatak 9. Izraqunati

I =

∫
sin (2015x) sin2013 x dx.

Uputstvo: Primeniti identitete

sin (2015)x = Im (ei2015x) i sin2013 x =

(
eix − e−ix

2i

)2013

i pokazati da je I = Im (2−2013i
∫
e2ix(e2ix − 1)2013 dx), a zatim ovaj integral

rexiti smenom y = e2ix. X

Zadatak 10. Izraqunati
∫
x2x(1 + log x) dx. X

3. Integrali oblika
∫

sink x cosn x dx

3.1. Sluqaj kada je bar jedan od brojeva k, n neparan. Neka je n =
2s+ 1. Tada je ∫

sink x cosn x dx =

∫
sink x cos2s x cosx dx.

Uvedimo smenu t = sinx. Tada je dt = cosxdx i cos2 x = 1 − t2, pa posled�i
integral postaje ∫

sink x cos2s x cosx dx =

∫
tk(1− t2)s dt,
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xto je integral polinomijalne funkcije, koji se lako izraqunava. Sluqaj
parnog k se rexava sliqno, smenom t = cosx.

Zadatak 11. Izraqunati
∫

sin3 x cos2 x dx X

3.2. Sluqaj kada su k i n parni brojevi. U ovom sluqaju mo�emo da
iskoristimo identitete

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) i cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x),

qime sni�avamo stepene k, n u polaznom integralu. To mo�emo da ponovi-
mo dovo	an broj puta, sve dok se ne pojavi bar jedan neparan stepen, xto
omogu�ava da primenimo jednu od prethodno razmatranih smena. Ovaj metod
smo ve� susreli u Zadatku 1; ilustrova�emo ga jox jednim primerom.

Primer 8. Izraqunajmo
∫

cos4 x dx. Primenom drugog od prethodnih
identiteta dobijamo∫

cos4 x dx =
∫

(cos2 x)2 dx = 1
4

∫
(1 + cos 2x)2 dx

= 1
4

∫
(1 + 2 cos 2x+ cos2 2x) dx

= 1
4

∫
(1 + 2 cos 2x+ 1

2 (1 + cos 4x)) dx
= 3

8x+ 1
4 sin 2x+ 1

32 sin 4x+ C.

]

Zadatak 12. Izraqunati
∫

sin4 x cos2 x dx. X

Zadatak 13. Izraqunati
∫

sin6 x dx. X

4. Integrali oblika
∫

sin ax cos bx dx

Integrali oblika∫
sin ax sin bx dx,

∫
cos ax cos bx dx,

∫
sin ax cos bx dx

mogu da se izraqunaju primenom identiteta

sin ax sin bx = 1
2 (cos (a− b)x− cos (a+ b)x)

cos ax cos bx = 1
2 (cos (a− b)x+ cos (a+ b)x)

sin ax cos bx = 1
2 (sin (a− b)x+ sin (a+ b)x).

Primer 9. Izraqunajmo
∫

sin 3x cos 5x dx.∫
sin 3x cos 5x dx =

1

2

∫
(sin (−2x) + sin 8x) dx =

1

4
cos 2x− 1

16
cos 8x+ C.

]

Zadatak 14. Izraqunati
∫

sin 2x sin 3x dx. X

Zadatak 15. Izraqunati
∫

cos 7x cos 4x dx. X
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5. Integracija racionalnih funkcija

Primer 10. Izraqunajmo integral
∫

dx
x2−1 .∫

dx
x2−1 =

∫
dx

(x−1)(x+1) =
∫ ( 1

2

x−1 −
1
2

x+1

)
dx

= 1
2 (ln (x− 1)− ln (x+ 1)) + C.

Ovde smo koristili identitet

1

(x− 1)(x+ 1)
=

1
2

x− 1
−

1
2

x+ 1
. (5)

Do �ega smo mogli da do�emo na slede�i naqin. Napiximo

1

(x− 1)(x+ 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
. (6)

Svo�e�em desne strane na zajedniqki imenilac dobijamo

1

(x− 1)(x+ 1)
=

A(x+ 1)

(x− 1)(x+ 1)
+

B(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
,

odakle sledi 1 = A(x + 1) + B(x − 1) = (A + B)x + (A − B). Poxto su dva
polinoma jednaka ako i samo ako su im koeficijenti uz odgovaraju�e stepene
jednaki, iz posled�eg izraza dobijamo sistem

A+B = 0, A−B = 1,

qije je rexe�e A = 1
2 , B = − 1

2 , tako da (5) dobijamo iz (6). ]

Prethodni primer je primer primene opxteg metoda integracije racio-
nalnih funkcija koji je zasnovan na primeni teoreme o razlaga�u racional-
nih funkcija (Teorema 2 na str. 100). Sam metod �ene primene �emo sada
deta	nije da izlo�imo. Neka je

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

gde su P i Q polinomi. Integral
∫
R(x) dx mo�emo da izraqunamo u slede�ih

nekoliko koraka.
1. KORAK. Ukoliko stepen polinoma Q nije ve�i od stepena polinoma

P , podelimo polinom P sa Q (o de	e�u polinoma bilo je reqi u Teoremi 1
na str. 98; sam postupak de	e�a je sliqan postupku de	e�a celih brojeva).
Dobijamo

R(x) = h(x) +
f(x)

g(x)
,

gde su f , g i h polinomi, takvi da je stepen polinoma g ve�i od stepena poli-
noma f . Integral

∫
h(x) dx polinoma h je lako izraqunati, tako da je problem

sveden na izraqunava�e integrala
∫ f(x)
g(x) dx.

2. KORAK. Napiximo polinom g kao proizvod prostih (u prstenu poli-
noma R[x]) faktora, tj. kao prozvod linearnih i nerastav	ivih kvadratnih
polinoma sa realnim koeficijentima.

3. KORAK. Svakom linearnom faktoru (x−α)m polinoma g(x) u proizvodu
dobijenom u prethodnom koraku pridru�imo sumu

A1

x− α
+

A2

(x− α)2
+ · · ·+ Am

(x− α)m
.
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4. KORAK. Svakom nerastav	ivom kvadratnom faktoru (ax2 + bx + c)n

polinoma g(x) u proizvodu dobijenom u 2. koraku pridru�imo sumu

B1x+ C1

ax2 + bx+ c
+

B2x+ C2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Bnx+ Cn

(ax2 + bx+ c)n
.

5. KORAK. Napiximo koliqnik f(x)
g(x) kao zbir svih suma dobijenih u 3. i

4. koraku. Svedimo taj zbir na zajedniqki imenilac i izjednaqimo koefi-
cijente uz odgovaraju�e stepene promen	ive x. Rexava�em dobijenog sistema
linearnih jednaqina dobijamo konstante Aj , Bj , Cj .

6. KORAK. Ostaje jox da se izraqunaju integrali svakog od sabiraka iz
3. i 4. koraka, tj. integrali oblika∫

dx

(x− α)j
i

∫
Bx+ C

(ax2 + bx+ c)k
dx. (7)

Prvi od �ih je∫
dx

(x− α)j
=

{
ln |x− α|+ C ako je j = 1

1
−j+1 (x− α)−j+1 + C ako je j 6= 1.

Da bismo izraqunali drugi, kompletirajmo kvadrat u kvadratnom trinomu
ax2 + bx+ c:

ax2 + bx+ c = a
(
x2 + b

ax
)

+ c = a
(
x2 + b

ax+ b2

4a2

)
+ c− b2

4a

= a

((
x+ b

2a

)2
+ 4ac−b2

4a2

)
.

(8)

Primetimo da je 4ac − b2 > 0 (jer bi u protivnom polinom ax2 + bx + c imao
nule, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je nerastav	iv), pa mo�emo da

napixemo 4ac−b2
4a2 = λ2. Iz (8) sledi da se, posle smene t = x+ b

2a , izraqunava�e
drugog integrala u (7) svodi na izraqunava�e integrala∫

t

(t2 + λ2)k
dt i

∫
dt

(t2 + λ2)k
.

Prvi se lako izraqunava smenom y = t2 + λ2, tdt = 1
2dy, a drugi se smenom

t = λtg u⇒ t2 + λ2 = λ2 sec2 u, dt = sec2 udu

svodi na integral trigonometrijske funkcije razmatran u Paragrafu 3 na
str. 247.

Zadatak 16. Izraqunati∫
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
dx.

Uputstvo: iz

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2
=

A

x− 2
+
B1x+ C1

x2 + 1
+
B2x+ C2

(x2 + 1)2

dobijamo sistem
A+B1 = 0

−2B1 + C1 = 0
2A+B1 − 2C1 +B2 = 2

−2B1 + C1 − 2B2 + C2 = 2
A− 2C1 − 2C2 = 13



7. INTEGRALI OBLIKA
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx 251

qije je rexe�e A = 1, B1 = −1, C1 = −2, B2 = −3, C2 = −4. X

Zadatak 17. Izraqunati
∫

x
x3+1 dx. X

Zadatak 18. Izraqunati
∫

dx
x4+1 . Uputstvo:

x4 + 1 = x4 + 2x2 + 1− 2x2 = (x2 + 1)2− (
√

2x)2 = (x2 + 1 +
√

2x)(x2 + 1−
√

2x).

X

Zadatak 19. Izraqunati
∫

dx
x4−1 . X

Zadatak 20. Izraqunati ∫
dx

x5 + 1
.

Uputstvo: videti Zadatak 114 na str. 79 { na�i nule polinoma x5 + 1 ko-
riste�i Zadatak 112 na str. 78. Napisati x5 + 1 kao proizvod linearnih
faktora sa kompleksnim koeficijentima i pomno�iti parove koji odgovaraju
konjugovanim kompleksnim nulama. X

Zadatak 21. Izraqunati
∫

dx
x2(1+x2)2 . X

Zadatak 22. Izraqunati
∫
x7−2x6+4x5−5x4+4x3−5x2−x

(x−1)2(x2+1)2 dx. X

6. Integrali oblika
∫
R(sinx, cosx) dx

Neka je R racionalna funkcija. Integral oblika
∫
R(sinx, cosx) dx mo�e

se svesti na integral racionalne funkcije smenom t = tg x
2 . Zaista, lako se

proverava da tada va�i

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
,

a sve dobijene funkcije su racionalne.

Primer 11. Izraqunajmo
∫

dx
3+sin x . Prethodno opisanom smenom t = tg x

2

dobijamo ∫
dx

3 + sinx
=

∫
1

3 + 2t
1+t2

2dt

1 + t2
= 2

∫
dt

3t2 + 2t+ 1
.

Posled�i integral se izraqunava metodama integracije racionalnih funkci-

ja. Kao rezultat, dobijamo
∫

dx
3+sin x =

√
2arctg

3tg x
2 +1√
2

+ C. ]

Zadatak 23. Izraqunati
∫

sin x
sin x+sin 2x dx. X

7. Integrali oblika
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx

Neka je R racionalna funkcija. Pokaza�emo dva naqina da se izraquna
integral

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx.
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7.1. Trigonometrijske smene. Trigonometrijski identiteti

1− sin2 t = cos2 t, 1 + tg 2t = sec2 t, sec2 t− 1 = tg 2t

nam omogu�avaju da integrale∫
R(x,

√
λ2 − x2) dx,

∫
R(x,

√
x2 + λ2) dx

∫
R(x,

√
x2 − λ2) dx (9)

izraqunamo na slede�i naqin.∫
R(x,

√
λ2 − x2) dx rexavamo smenom x = λ sin t. Tada je

λ2 − x2 = λ2 cos2 t, dx = λ cos tdt.∫
R(x,

√
x2 + λ2) dx rexavamo smenom x = λtg t. Tada je

x2 + λ2 = λ2 sec2 t, dx = λ sec2 tdt.∫
R(x,

√
x2 − λ2) dx rexavamo smenom x = λ sec t. Tada je

x2 − λ2 = λ2tg 2t, dx = λ sec ttg tdt.

Odatle vidimo da u sva tri sluqaja dobijamo integrale oblika∫
R1(sinx, cosx) dx

za neku racionalnu funkciju R1, qije smo izraqunava�e razmotrili u Para-
grafu 6.

Ako �elimo da izraqunamo
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx, kompletira�em kva-

drata kao u (8) na str. 250) i smenom t = x+ b
2a �egovo izraqunava�e svodimo

na izraqunava�e jednog od integrala (9).

Zadatak 24. Izraqunati
∫

x√
x2−2x+5

dx. X

Zadatak 25. Izraqunati
∫ (1−x)√

8+2x−x2
dx. X

Zadatak 26. Izraqunati
∫ (x+1)√

2x−x2
dx. X

Zadatak 27. Izraqunati
∫ (x−1)√

x2−4x+3
dx. X

Zadatak 28. Izraqunati
∫ (x−1)√

x2−4x+4
dx. X

7.2. Ojlerove smene. Osim trigonometrijskih smena, postoji jox jedan
naqin da se izraqunaju integrali oblika∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c) dx. (10)

To je metod Ojlerovih smena koji �emo sada da razmotrimo.
PRVA OJLEROVA SMENA. Pretpostavimo da je a > 0. Uvedimo u inte-

gral (10) smenu √
ax2 + bx+ c = t−

√
ax (11)

Kvadrira�em obe strane i rexava�em po x dobijamo

x =
t2 − c

2
√
at+ b

,

odakle sledi√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

, dx = 2

√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt.
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Time smo dobili x,
√
ax2 + bx+ c i dx kao racionalne funkcije po t, pa smo

integral (10) sveli na integral racionalne funkcije, koji mo�emo da izra-
qunamo ranije opisanim metodom.

DRUGA OJLEROVA SMENA. Ako je c > 0, smenom√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c, (12)

na sliqan naqin kao i smenom (11), svodimo izraqunava�e integrala (10) na
izraqunava�e integrala racionalne funkcije.

TRE�A OJLEROVA SMENA. Ako je a ≤ 0 i c ≤ 0, ne mo�emo da pri-
menimo prve dve Ojlerove smene. Ali, tada je b2 − 4ac ≥ 0, pa polinom
ax2 + bx + c ima bar jednu nulu. Ako on ima samo jednu nulu, onda je on
potpun kvadrat, pa je (10) integral racionalne funkcije. Ako su x1, x2 dve
razliqite nule polinoma ax2 + bx+ c, smenom√

ax2 + bx+ c = t(x− x1), (13)

izraqunava�e integrala (10) svodi se na izraqunava�e integrala racionalne
funkcije.

Zadatak 29. Uraditi Zadatke 24{28 primenom Ojlerovih smena. X

8. Integrali oblika
∫
R(x, y(x)) dx

8.1. Racionalne krive. Neka je R racionalna funkcija i neka je jed-
naqinom

F (x, y) = 0 (14)

zadata kriva u koordinatnoj ravni. Pretpostavimo da rexava�em jednaqi-
ne (14) dobijamo funkciju y = y(x) i da �elimo da izraqunamo

∫
R(x, y(x)) dx.

Ako uspemo da na�emo parametarsku jednaqinu ove krive u obliku

x = r1(t), y = r2(t), (15)

gde su r1 i r2 racionalne funkcije, smenom x = r1(t) svex�emo integral∫
R(x, y(x)) dx na integral ∫

R(r1(t), r2(t))r′1(t) dt.

Posled�i integral je integral racionalne funkcije, za koji znamo metod ra-
quna�a.

Krive koje imaju parametrizaciju (15), gde su r1 i r2 racionalne funkcije
naziva se racionalnom krivom, a takva parametrizacija �enom racionalnom
parametrizacijom.

8.2. Geometrijski pristup Ojlerovim smenama. U vezi sa Ojlerovim
smenama (11), (12) i (13) mo�emo da postavimo dva prirodna pita�a: kako smo
do tih smena doxli i zaxto one rexavaju problem izraqunava�a integrala∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx.

Posmatrajmo promen	ive x i y(x) =
√
ax2 + bx+ c. One zadovo	avaju jed-

naqinu
y2 = ax2 + bx+ c,

tj. definixu krivu u koordinatnoj ravni. Eksplicitna jednaqina te krive
je

F (x, y) = 0 gde je F (x, y) = y2 − (ax2 + bx+ c). (16)
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Pokuxajmo da na�emo �enu racionalnu parametrizaciju. Neka je (x1, y1) pro-
izvo	na taqka na krivoj (16). Prava

y − y1 = t(x− x1) (17)

seqe krivu (16) u taqki (x, y1 + t(x− x1)), gde je x rexe�e jednaqine

F (x, y1 + t(x− x1)) = 0. (18)

Parametarsku jednaqinu krive (16) �emo dobiti tako xto �emo da opixemo
koordinate svih �enih taqaka kao preseqnih taqaka krive (16) i prave (17).
Neka su A i B koeficijenti uz x2 i x u kvadratnoj jednaqini (18). Oqigledno
je da su A i B polinomi po t. Poxto je (x1, y1) taqka na krivoj F (x, y) = 0,
x1 je jedno rexe�e jednaqine (18). Iz Vijetovih1 formula sledi da je drugo
rexe�e

x = −x1 −
B

A
. (19)

Time smo dobili x kao racionalnu funkciju po t. Zamenom (19) u jednaqini
prave (17) dobijamo i y kao racionalnu funkciju po t.

Specijalno, ako je c > 0 mo�emo da uzmemo x1 = 0, y1 =
√
c (jer taqka

(0,
√
c) le�i na krivoj (16)), pa jednaqina prave (17) ima oblik

y −
√
c = tx,

xto je druga Ojlerova smena.

Zadatak 30. Izvesti tre�u Ojlerovu smenu na ovaj naqin. Dokazati da se
prva Ojlerova smena svodi na drugu smenom u = 1/x u integralu. X

Zadatak 31. Dokazati da je za a > 0 kriva (16) hiperbola i da �ene asimp-
tote imaju koeficijent pravca ±

√
a. Uzima�em ,,beskonaqno daleke taqke" na

hiperboli u ulozi taqke (x1, y1) u prethodnim izvo�e�ima, umesto familije
pravih (17) dobijamo familiju pravih paralelnih asimptoti, npr.

y = −
√
ax+ t.

Izvesti na ovaj naqin prvu Ojlerovu smenu. X

Primetimo da smo u nala�e�u racionalne parametrizacije krive (16)
koristili samo qi�enicu da je F (x, y) polinom drugog stepena po x i y. Tu
qi�enicu �emo da iskoristimo i u slede�em zadatku.

Zadatak 32. Kriva

x = cosu, y = sinu

je kru�nica, dakle kriva zadata jednaqinom F (x, y) = 0, gde je F polinom
drugog stepena F (x, y) = x2 + y2 − 1. Dokazati da se do smena sinu = 2t

1+t2 ,

cosu = 1−t2
1+t2 razmatranih u Paragrafu 6 na str. 251 mo�e do�i tra�e�em

racionalne parametrizacije kru�nice, na isti naqin kao i do Ojlerovih. X

Zadatak 33. Na�i sva racionalna rexe�a jednaqine x2 + 2y2 = 1. X

1Vijet (Francois Viète, 1540{1603), francuski matematiqar
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∫
R(x, y(x)) dx 255

8.3. Integrali oblika
∫
R
(
x, n
√

ax+b
cx+d

)
dx. Kriva

y = n

√
ax+ b

cx+ d
(20)

je racionalna. Zaista, neka je t = n

√
ax+b
cx+d , tj. t

n = ax+b
cx+d . Tada je

x =
tnd− b
a− tnc

, y = t,

xto je racionalna parametrizacija krive (20). Odatle zak	uqujemo da se

integral
∫
R
(
x, n
√

ax+b
cx+d

)
dx smenom tn = ax+b

cx+d svodi na integral racionalne

funkcije.

Primer 12. Izraqunajmo
∫ √

1+x
1−x dx. Uvedimo smenu t2 = 1+x

1−x . Tada

je x = t2−1
t2+1 i dx = 4tdt

(1+t2)2 , pa polazni integral postaje
∫

4t2

(1+t2)2 dt, xto je

integral racionalne funkcije. ]

8.4. Integrali oblika
∫
xp(a + bxq)r dx. Neka su p, q i r racionalni

brojevi razliqiti od nule. Integral∫
xp(a+ bxq)r dx (21)

u opxtem sluqaju nije elementarna funkcija. Razmotrimo neke specijalne
sluqajeve.

Ako je r ∈ Z, onda, svo�e�em brojeva p i q na zajedniqki imenilac (p = j
k ,

q = i
k ), vidimo da je integral (21) integral racionalne funkcije po

k
√
x, koji

se lako rexava smenom k
√
x.

Pretpostavimo da r nije ceo broj. Ako uvedemo u (21) smenu y = xq dobijamo∫
xp(a+ bxq)r dx =

1

q

∫
(a+ by)rym dy, (22)

gde je m = p+1
q − 1. Ako je m ∈ Z i r = j

k onda je (22) integral racionalne

funkcije po promen	ivim y i k
√
a+ by, koji se lako izraqunava smenom tk =

a+ by.
Ako ni m = p+1

q − 1 nije ceo broj, napiximo integral (22) u vidu∫ (
a+ by

y

)r
yr+m dy. (23)

Ako je r+m ∈ Z i r = j
k , integral (23) je integral racionalne funkcije po y

i k

√
a+by
y i izraqunava se smenom tk = a+by

y .

Iz prethodnih razmatra�a vidimo da se integral (21) mo�e izraziti kao
elementarna funkcija ako je jedan od brojeva

r,
p+ 1

q
,

p+ 1

q
+ r

ceo broj. Qebixev2 je dokazao da u ostalim sluqajevima integral (21) nije
elementarna funkcija.

2Qebixev (P. L. Qebiyxev, 1821{1894), ruski matematiqar
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Zadatak 34. Izraqunati integrale

(a)
∫
x2 3
√

2− 3x dx (b)
∫

dx
x 3√1+x5

(v)
∫

dx
4√1+x4

(g)
∫ 3
√

1+ 4
√
x√

x
dx. X

8.5. Eliptiqki integrali. Integrali oblika∫
R(x,

√
P (x)) dx (24)

gde je R racionalna funkcija, a P polinom stepena ve�eg od dva u opxtem slu-
qaju nije elementarna funkcija. Ovu qi�enicu dokazali su Abel i Liuvil3;
ona sledi i iz spomenutog Qebixev	evog kriterijuma. U sluqaju kada je P
polinom stepena tri ili qetiri integrali (24) nazivaju se eliptiqkim (jer
se pojav	uju u zadatku izraqunava�a du�ine luka elipse; v. Zadatak 17 na
str. 277), a u sluqaju kada je stepen polinoma P ve�i od qetiri hiperelipti-
qkim.

Mo�e da se doka�e [11] da se svaki eliptiqki integral mo�e izraziti
pomo�u elementarnih funkcija i integrala oblika∫

dx√
(1−x2)(1−k2x2)

,
∫

x2dx√
(1−x2)(1−k2x2)

,∫
dx

(1+hx2)
√

(1−x2)(1−k2x2)

za neke k, h ∈ (0, 1). Smenom x = sinϕ ovi integrali se svode na integrale∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
,

∫ √
1− k2 sin2 ϕdϕ

∫
dϕ

(1 + h sin2 ϕ)
√

1− k2 sin2 ϕ

koji se, redom, nazivaju eliptiqkim integralima prvog, drugog i tre�eg
roda. Oznake F (k, ϕ) i E(k, ϕ) su uobiqajene oznake za eliptiqke integrale
prve i druge vrste redom, koji zadovo	avaju uslove F (k, 0) = 0, E(k, 0) = 0.

9. Ve�be

Izraqunati slede�e integrale:

1.
∫

sin3 x dx 2.
∫

secx tg x dx 3.
∫

tg 4x dx 4.
∫

sin6 x dx

5.
∫

sec2 x dx 6.
∫

sec3 x dx 7.
∫

cos2/3 x sin5 x dx 8.
∫

cos4 x dx

9.
∫

sin2 x cos4 x dx 10.
∫

dx√
2−x2

11.
∫

dx√
2+x2

12.
∫

dx√
x2−2

13.
∫

x dx√
x2−2

14.
∫

dx
(x2+2)2 15.

∫ √
2− x2 dx 16.

∫ √
x3 − 4x2 dx

17.
∫

dx√
2x−x2

18.
∫

dx
4x2+4x+2 19.

∫
x+1√

2x2−6x+4
dx 20.

∫
5x−3

(x+1)(x−3) dx

21.
∫ −2x+4

(x2+1)(x−1)2 dx 22.
∫

x5−x4−3x+5
x4−2x3+2x2−2x+1 dx 23.

∫
x2+1

(x−1)(x−2)(x−3) dx

24.
∫

x+4
x3+3x2−10x dx 25.

∫
x5 lnx dx 26.

∫
x arcsinx dx 27.

∫
x arctg x dx

28.
∫
eax cos bx dx 29.

∫
dx

1+cos x 30.
∫

dx
2+sin x 31.

∫ √x dx
1+ 4
√
x

32.
∫ √

1+x
1−x dx 33.

∫
(2−

√
x)2 dx 34.

∫
x2
√

1−x dx 35.
∫

ln(2x2 + 4) dx

36.
∫

dx
x(2+ln x) 37.

∫
x2 sin(1− x) dx 38.

∫
e
√
x dx 39.

∫
ex

1+e2x dx

40.
∫

e2x
4
√
ex+1

dx 41.
∫

sin
√

1 + x dx 42.
∫

dx
(ex+e−x)2 43.

∫
x ln(x3 +x) dx

44.
∫

dx
sec2 x+tg 2x 45.

∫
cos x√
1+cos x

dx 46.
∫

dx
(2x+1)

√
x2+x

47.
∫

dx√
3+πe

√
3x

48.
∫

ln(
√
x+
√

1 + x) dx 49.
∫

(arcsinx)2 dx 50.
∫

2e2x−ex√
3e2x−6ex−1

dx

3Liuvil (Joseph Liouville, 1809{1882), francuski matematiqar



GLAVA 6

Odre�eni integral

Smatra se da je Eudoks1 sa Knida tvorac metoda ekshaustije (ili iscr-
p	iva�a), kojom se povrxina ravnih figura izraqunava pomo�u niza upisanih
poligona. Iako se ovaj metod sre�e ve� kod Antifona2, izgleda da je Eudoks
prvi koji je ovaj metod dobro razumeo i strogo zasnovao.

Arhimed je koristio ovaj metod pri izraqunava�u povrxina nekih ravnih
figura. U Glavi 1 smo ve� spomenuli da je, aproksimiraju�i povrxinu kruga
povrxinama upisanih poligona, dobio ocenu za broj π

3
10

71
< π < 3

10

70
.

Poznata je i Arhimedova teorema o povrxini segmenta parabole:

Teorema 1. Neka su A i C taqke na paraboli i B proizvo	na taqka na

luku ÂB. Povrxina izme�u luka ÂC i tetive AC jednaka je 4
3 povrxine

trougla ABC.

Savremena teorija odre�enog integrala je zasnovana na ovim idejama an-
tiqke matematike, koje dovodi u vezu sa diferencijalnim raqunom. Evolucija
ovog koncepta kroz istoriju proxla je kroz vixe faza i uopxte�a. Poqe�emo
sa �utnovim integralom.

1Eudoks (Eνδoξoς, 408{355. pre Hrista), starogrqki mislilac, Platonov �ak
2Antifon (′Aντιϕων, V vek pre Hrista), starogrqki mislilac, sofista,

predsokratovac

257
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1. �utnov integral

Neka je f : (a, b) → C neprekidna funkcija i F : (a, b) → C �ena primi-
tivna funkcija:

F ′(x) = f(x) za sve x ∈ (a, b).

Broj

lim
x→b−0

F (x)− lim
x→a+0

F (x) ∈ C

se naziva �utnovim3 integralom funkcije f . On je dobro definisan, tj.
nezavisan od izbora primitivne funkcije F , jer se dve primitivne funkcije
za istu funkciju f na intervalu razlikuju za konstantu.

Na prvi pogled, nije jasno u kakvoj je vezi �utnov integral sa metodom
ekshaustije o kome je bilo reqi u uvodu. Me�utim, tu vezu �emo uskoro da
vidimo, u sklopu diskusije o Koxijevom integralu.

2. Koxijev integral

Neka je f : [a, b]→ R neprekidna i pozitivna funkcija. Neka je interval
[a, b] pode	en na n intervala jednakih du�ina b−a

n i neka je ξk = a + k b−an
desna granica intervala [a+ (k − 1) b−an , a+ k b−an ]. Veliqina

f(ξk)
b− a
n

je povrxina pravougaonika sa temenima

(ξk−1, 0), (ξk, 0), (ξk, f(ξk)), (ξk−1, f(ξk)),

pa veliqina

Sn :=

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

aproksimira povrxinu izme�u grafika funkcije y = f(x) i x{ose.

Intuitivno je jasno da kad n → ∞ ta aproksimacija postaje sve bo	a, pa
je logiqno veliqinu

lim
n→∞

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

,

3�utn (Sir Isaac Newton, 1643{1727), engleski fiziqar, matematiqar, astronom,
filosof i alhemiqar
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ukoliko ovaj limes postoji, uzeti za definiciju povrxine ispod grafika poz-
itivne neprekidne funkcije f .

U ovom paragrafu bavi�emo se uopxte�em ovih razmatra�a.

2.1. Definicija Koxijevog integrala. Neka je [a, b] ograniqen za-
tvoreni interval i f : [a, b] → C neprekidna4 funkcija. Podelimo interval
[a, b] na n intervala jednakih du�ina b−a

n . Neka je ξk = a+k b−an desna granica

intervala [a+ (k − 1) b−an , a+ k b−an ]. Posmatrajmo niz

Sn :=

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

.

Lema 1. Niz Sn konvergira.

4 Poka�imo da je niz Sn Koxijev. Za to je dovo	no pretpostaviti da je f
realna funkcija.

Neka je ε > 0. Iz Kantorove teoreme (Teorema 7 na str. 113) sledi da je
funkcija f uniformno neprekidna na intervalu [a, b]. Iz definicije uni-
formne neprekidnosti (str. 113) sledi da postoji δ > 0 takvo da va�i

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε(b− a)−1. (1)

Neka su, za m,n ∈ N, brojevi ξk = a + k b−an i ηj = a + j b−am pore�ani u
neopadaju�i konaqan niz x1, . . .xm+n i neka je x0 = a. Poxto je

f(ξk)
b− a
n

= f(ξk)(ξk − ξk−1) = f(ξk)(ξk − ηj) + f(ξk)(ηj − ξk−1),

razliku Sm − Sn mo�emo da napixemo u obliku

Sm − Sn =

m+n∑
k=1

∆k(f)(xk − xk−1), (2)

gde je ∆k(f) = f(ηj(k)) − f(ξi(k)) za neke ξi(k) i ηj(k) takve da je, za dovo	no
velike m i n

|ξi − ηj | < δ.

Odatle, na osnovu (1), sledi da je za dovo	no veliko m i n

|∆k(f)| < ε(b− a)−1,

pa iz (2) sledi

|Sm − Sn| ≤ ε(b− a)−1
m+n∑
k=1

(xk − xk−1) = ε(b− a)−1(b− a) = ε.

Odatle sledi da je niz Sn Koxijev, tj. konvergentan. 5
Prethodnom lemom je opravdana slede�a definicija.

Definicija 1. Broj∫ b

a

f(x) dx := lim
n→∞

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

(3)

naziva se Koxijevim integralom neprekidne funkcije f na intervalu [a, b].

4Uslov neprekidnosti �emo oslabiti u Paragrafu 5.
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Iako je u samoj definiciji Koxi koristio vrednosti funkcija u podeonim
taqkama ξk, pri dokazu egzistencije limesa (3) on dokazuje da izborom proiz-
vo	ne taqke ck ∈ [ξk−1, ξk] dobijamo isti objekat.5 Preciznije, va�i slede�a
lema.

Lema 2. Neka su ck ∈ [ξk−1, ξk] proizvo	ne taqke. Tada je

lim
n→∞

n∑
k=1

f(ck)
b− a
n

=

∫ b

a

f(x) dx.

4 Neka je

Sn =

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

i Scn =

n∑
k=1

f(ck)
b− a
n

.

Tada je

|Sn − Scn| ≤
n∑
k=1

|f(ξk)− f(ck)|b− a
n

. (4)

Neka je ε > 0. Iz uniformne neprekidnosti sledi da postoji δ > 0 tako da
va�i

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε(b− a)−1.

Ako je n dovo	no veliko, onda je ξk − ξk−1 = 1
n < δ, pa je |f(ξk) − f(ck)| <

ε(b− a)−1. Odatle i iz (4) sledi |Sn − Scn| < ε. Prelaskom na limes, dobijamo
tvr�e�e leme. 5

Lema 3. Neka je f : [a, b]→ C neprekidna funkcija. Tada je funkcija

F : [a, b]→ C, F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

neprekidna.

4 Neka je ε > 0. Iz uniformne neprekidnosti funkcije f sledi da postoji
δ > 0 sa svojstvom

|ξ − η| < δ ⇒ |f(ξ)− f(η)| < ε

2(b− a)
i δ max

η∈[a,b]
|f(η)| < ε

2

Podelimo svaki od intervala [a, x+ δ] i [a, x] na n intervala jednake du�ine.
Ako su ξk = a + k x+δ−a

n i ηk = a + k x−an desni krajevi dobijenih intervala,
onda je |ξk − ηk| ≤ δ, pa je∣∣ n∑

k=1

f(ξk)x+δ−a
n −

n∑
k=1

f(ηk)x−an
∣∣ =

=
∣∣ n∑
k=1

(f(ξk)x+δ−a
n − f(ηk)x+δ−a

n + f(ηk)x+δ−a
n − f(ηk)x−an )

∣∣
≤

n∑
k=1

|f(ξk)− f(ηk)|x+δ−a
n +

n∑
k=1

|f(ηk)| δn
< n ε

2(b−a)
b−a
n + n max

η∈[a,b]
|f(η)| δn <

ε
2 + ε

2 = ε.

Prelaskom na lim
n→∞

dobijamo |F (x+ δ)−F (x)| ≤ ε, qime je dokazana neprekid-
nost funkcije F . 5

5V. [8] za diskusiju o istoriji razvoja koncepta integrala.
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Na sliqan naqin se dokazuje i neprekidnost funkcije x 7→
b∫
x

f(x) dx. Kas-

nije �emo dokazati i jaqe tvr�e�e { da su ove funkcije diferencijabilne.

Posledica 1. (Aditivnost po intervalu integracije) Neka je c ∈ (a, b);
tada je ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

4 Pretpostavimo da je c−a
b−a ∈ Q, tako da interval [a, b] mo�emo da podelimo

na n intervala jednake du�ine tako da je c jedna od podeonih taqaka, recimo
c = ξm. Tada va�i

Sn :=

n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

=

m∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

+

n∑
k=m+1

f(ξk)
b− a
n

Sliqna jednakost va�i za sve qlanove podniza Skn, jer da	im de	e�em svakog
od n podeonih intervala na k delova taqka c ostaje podeona taqka. Prelaze�i
na lim

k→∞
u tom podnizu dobijamo∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

Pretpostavimo sada c−a
b−a /∈ Q. Iz gustine skupa Q u R sledi da u proizvo	noj

okolini taqke c postoji taqka c1 takva da je c1−a
b−a ∈ Q. Za svaku takvu taqku

c1 smo dokazali tvr�e�e teoreme. Neka je ε > 0. Iz Leme 3 sledi da ako taqku
c1 da izaberemo dovo	no blizu taqke c va�i∫ b

a
f(x) dx− ε =

∫ c1
a
f(x) dx+

∫ b
c1
f(x) dx− ε

<
∫ c
a
f(x) dx+

∫ b
c
f(x) dx

<
∫ c1
a
f(x) dx+

∫ b
c1
f(x) dx+ ε

=
∫ b
a
f(x) dx+ ε.

Poxto je ε > 0 proizvo	no, odatle sledi dokaz teoreme. 5

Prethodnim tvr�e�em motivisana je slede�a definicija.

Definicija 2. Ako je funkcija f definisana u taqki a, onda je∫ a

a

f(x) dx = 0.

Ako je a < b onda je ∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x) dx.

Posle ove definicije, formula∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

va�i bez obzira na to kako su raspore�ene taqke a, b, c na realnoj osi.
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Napomena 1. Neka je f : [a, b] → C neprekidna funkcija. Koriste�i
ideju koju smo videli u dokazu Posledice 1 mo�emo da poka�emo da za svako
ε > 0 postoji δ > 0 sa svojstvom da za svakih m taqaka x1, . . . , xm takvih da je

a = x1 < x2 < · · · < xm = b i ∆k := xk − xk−1 < δ (5)

va�i ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx−
m∑
k=1

f(ηk)∆k

∣∣∣∣ < ε

za proizvo	ne taqke ηk ∈ [xk, xk−1]. Zaista, neka je ε > 0. Iz definicije
Koxijevog integrala sledi da postoji n0 ∈ N sa svojstvom da za n ≥ n0 va�i∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx−
n∑
k=1

f(ξk)
b− a
n

∣∣∣∣ < ε

2
(6)

za proizvo	ne taqke ξk ∈ [a+ (k − 1) b−an , a+ k b−an ]. Neka su x1, . . . , xm taqke

koje zadovo	avaju (5) za δ = b−a
n0

. Iz neprekidnosti funkcije f i gustine
skupa Q u R lako sledi da mo�emo, ne uma�uju�i opxtost, da pretpostavimo
da su brojevi ∆k racionalni. Svo�e�em na zajedniqki imenilac dobijamo

∆k = k(b−a)
n . Iz ∆k < δ = b−a

n0
sledi n > n0, pa za taj zajedniqki imenilac

va�i (6). Odatle sledi∣∣ b∫
a

f(x) dx−
m∑
k=1

f(ηk)∆k

∣∣ =

=
∣∣ b∫
a

f(x) dx−
n∑
k=1

f(ξk) b−an +
n∑
k=1

f(ξk) b−an −
m∑
k=1

f(ηk)∆k

∣∣
≤
∣∣ b∫
a

f(x) dx−
n∑
k=1

f(ξk) b−an
∣∣+
∣∣ n∑
k=1

f(ξk) b−an −
m∑
k=1

f(ηk)∆k

∣∣
< ε

2 +
∣∣ n∑
k=1

f(ξk) b−an −
m∑
k=1

f(ηk)∆k

∣∣
Iz uniformne neprekidnosti funkcije f sledi da je, za dovo	no malo δ, i
drugi sabirak ma�i od ε

2 .

2.2. Svojstva Koxijevog integrala. Neke osobine konaqnih suma di-
rektno se prenose na integrale, prelaskom na limes.6 Va�i slede�a lema.

Lema 4. Neka su f : [a, b] → C i g : [a, b] → C neprekidne funkcije i
λ, µ ∈ C. Tada va�i∫ b

a
(λf(x) + µg(x)) dx = λ

∫ b
a
f(x) dx+ µ

∫ b
a
g(x) dx∫ b

a
f(x) dx =

∫ b
a

Re f(x) dx+ i
∫ b
a

Im f(x) dx∣∣ ∫ b
a
f(x) dx

∣∣ ≤ ∫ b
a
|f(x)| dx.

Ako su f i g realne, onda va�i implikacija

(∀x)f(x) ≤ g(x)⇒
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

Koriste�i aditivnost po intervalu integracije i posled�e tvr�e�e Le-
me 4 mo�emo da doka�emo slede�u lemu.

6I sam simbol
∫
uveden je kao stilizacija poqetnog slova latinske reqi Summa.
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Lema 5. Ako je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija takva da je(
∀x ∈ [a, b]f(x) ≥ 0

)
i

∫ b

a

f(x) dx = 0,

onda je f(x) = 0 za sve x ∈ [a, b].

4 Pretpostavimo da je f(x0) = A > 0 za neko x0 ∈ [a, b]. Iz neprekidnosti
funkcije f sledi da tada postoji δ > 0 takvo da va�i

|x− x0| < δ ⇒ f(x) >
A

2

Odatle sledi

b∫
a

f(x) dx =
x0−δ∫
a

f(x) dx+
x0+δ∫
x0−δ

f(x) dx+
b∫

x0+δ

f(x) dx

≥ 0 +
x0+δ∫
x0−δ

A
2 dx+ 0 = A

2 · 2δ > 0,

xto je u suprotnosti sa pretpostavkom
b∫
a

f(x) dx = 0 5

Primer 1. U Zadatku 14 na str. 142 videli smo kako mo�emo da doka�emo
da jednaqina

a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx = 0

ima bar jedno rexe�e na intervalu (0, π), primenom Rolove teoreme. Ovaj
zadatak mo�e da se rexi i primenom Leme 4: dovo	no je primetiti da je∫ π

0

(a1 cosx+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx) dx = 0.

Odatle i iz Leme 4 sledi da podintegralna funkcija nije stalnog znaka, pa
iz Teoreme o me�uvrednosti za neprekidne funkcije sledi da mora negde da
bude jednaka nuli. ]

Jednostavna posledica posled�e formule u Lemi 4 je slede�a teorema.

Teorema 2. (Prva teorema o sredǌoj vrednosti) Neka su f : [a, b]→ R
i g : [a, b] → R neprekidne funkcije i neka je g(x) ≥ 0 za sve x ∈ [a, b]. Tada
postoji taqka ξ ∈ [a, b] takva da je∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

4 Ako je
b∫
a

g(x) dx = 0, iz g(x) ≥ 0 i Leme 5 sledi da je g(x) = 0. Tada je i

b∫
a

f(x)g(x) dx = 0, qime je dokazano tvr�e�e teoreme.

Pretpostavimo da je
b∫
a

g(x) dx > 0. Poxto je f neprekidna funkcija, ona

dosti�e svoj maksimum i minimum na [a, b]. Neka je M = max f(x), m =
min f(x). Poxto je g(x) ≥ 0 za sve x, va�i

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x).
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Odatle, na osnovu Leme 4, sledi

m

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤M
∫ b

a

g(x) dx,

pa je

m ≤
∫ b
a
f(x)g(x) dx∫ b
a
g(x) dx

≤M.

Odatle, na osnovu Teoreme o me�uvrednosti za neprekidne funkcije (Posled-
ica 8 na str. 111) sledi da postoji taqka ξ ∈ [a, b] takva da va�i

f(ξ) =

∫ b
a
f(x)g(x) dx∫ b
a
g(x) dx

,

xto je i trebalo dokazati. 5

Napomena 2. Sred�a vrednost funkcije f : [a, b]→ R je veliqina

A(f) :=
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx,

koja na oqigledan naqin uopxtava pojam aritmetiqke sredine vrednosti fun-
kcije na konaqnom skupu, na funkcije definisane na intervalu. Iz Teo-
reme 2 (u specijalnom sluqaju g ≡ 1) sledi da se sred�a vrednost neprekidne
funkcije dosti�e u nekoj taqki intervala. �

Slede�om teoremom pokaza�emo u kakvoj su vezi neodre�eni i odre�eni
integral, tj. �utnov i Koxijev integral. Time ispu�avamo i obe�a�e dato
u Napomeni 2 na str. 244.

Teorema 3. (Osnovna teorema integralnog raquna) Neka je

f : [a, b]→ C

neprekidna funkcija i

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Tada je F ′(x) = f(x).

4 Ideja dokaza se sastoji u slede�em. Priraxtaj F (x0+h)−F (x0) je povrxina
ispod grafika krive y = f(x) na intervalu [x0, x0 + h]. Ona se aproksimira,
za malo h, povrxinom pravougaonika qije su stranice f(x0) i h:
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F (x0 + h)− F (x0) ≈ hf(x0) kad h→ 0.

De	e�em sa h dobijamo

F (x0 + h)− F (x0)

h
→ f(x0) kad h→ 0.

Doka�imo ovo preciznije. Iz Prve teoreme o sred�oj vrednosti (Teo-
rema 2 na str. 263) sledi

F (x0 + h)− F (x0)

h
=

1

h

∫ x0+h

x0

f(t) dt = f(ξ)

za neko ξ ∈ [x0, x0 + h]. Ako h → 0 onda i ξ → x0, pa zbog neprekidnosti
funkcije f u taqki x0 va�i i f(ξ)→ f(x0). 5

Zadatak 1. Izraqunati izvod funkcije ψ(x) =
x2+x∫
x

√
t3 + 4t dt. X

Teorema 4. (ǋutn–Lajbnicova formula) Neka je Φ : [a, b] → C pro-
izvo	na primitivna funkcija neprekidne funkcije f . Tada je∫ b

a

f(x) dx = Φ(b)− Φ(a).

Prethodna formula se zapisuje i kao∫ b

a

f(x) dx = Φ(x)
∣∣b
a
,

gde je Φ(x)
∣∣b
a

:= Φ(b)− Φ(a).

4 Jedan dokaz ove teoreme sledi direktno iz Teoreme 3 i Leme 1 na str. 243.
Prepuxtamo ga qitaocu.

Da�emo jox jedan dokaz. Neka je Φ′(x) = f(x). Iz Lagran�ove teoreme
sledi da postoji ck ∈ [ξk−1, ξk] takvo da je

Φ(ξk)− Φ(ξk−1) = Φ′(ck)(ξk − ξk−1) = f(ck)
b− a
n

.

Odatle sumira�em dobijamo

Φ(b)− Φ(a) =

n∑
k=1

(Φ(ξk)− Φ(ξk−1)) =

n∑
k=1

f(ck)
b− a
n

.

Prelaskom na limes i primenom Leme 2 dobijamo tvr�e�e teoreme. 5

Posledica 2. Uz pretpostavke Teoreme 4 va�e slede�e formule:
1. Smena promen	ivih. Ako je ϕ : [α, β] → [a, b] neprekidno diferencija-

bilna funkcija takva da je ϕ(α) = a i ϕ(β) = b, tada je∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

2. Parcijalna integracija. Ako su u i v neprekidno diferencijabilne
funkcije na intervalu [a, b] onda va�i∫ b

a

udv = uv
∣∣b
a
−
∫ b

a

vdu.
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4 Dokaz sledi iz odgovaraju�ih formula za neodre�ene integrale i �utn{
Lajbnicove formule. 5

Zadatak 2. Izraqunati

lim
n→∞

17 + 27 + · · ·+ n7

n8

svo�e�em limesa na integral. X

Zadatak 3. Izraqunati

lim
n→∞

1

nk+m+1

n−1∑
j=1

jk(j + 1)m,

za k,m ∈ N. X

Zadatak 4. Izraqunati ∫ 1

0

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

.

X

Nekada je mogu�e izraqunati odre�eni integral funkcije bez �egovog
svo�e�a na neodre�eni integral (i bez obzira na to da li je �en odre�eni
integral elementarna funkcija). Slede�i zadatak daje jedan takav primer.

Zadatak 5. Izraqunati integral

I =

∫ 1

0

log (1 + x)

1 + x2
dx.

Uputstvo: Pokazati da se smenom x = tan t, odnosno t = arctanx, dobija

I =

∫ π/4

0

log tan (1 + t) dt.

Uvesti zatim smenu s = π
4 − t i pokazati da je

I =

∫ π/4

0

(log (1 + tan (π/4− s))) ds.

Iskoristiti formulu

tan (α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ

i pokazati da je I = π
4 log 2− I, odnosno I = π

8 log 2. X

Zadatak 6. Uraditi Zadatak 5 smenom t = (1− x)/(1 + x). X

Zadatak 7. Izraqunati integral∫ 1

0

arctanx

x+ 1
dx.

X

Zadatak 8. Izraqunati integral∫ π/2

0

dx

1 + (tanx)π
.

Uputstvo: Uvesti smenu x = π
2 − t i dokazati da je I + I = π

2 , pa je I = π
4 . X
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Zadatak 9. Dokazati da je(
n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1

3

(
n

3

)
− . . .+ (−1)n−1

n

(
n

n

)
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

n

(uporediti sa Zadatkom 10 na str. 139). Uputstvo: dokazati da je zbir na levoj
strani jednak integralu ∫ 1

0

1− (1− x)n

x
dx.

Uvesti smenu 1− x = t i iskoristiti 1− tn = (1− t)(1 + t+ . . .+ tn−1). X

Primer 2. (Tejlorova formula) Neka je funkcija f neprekidna za-
jedno sa svojih prvih n+1 izvoda u okolini taqke a ∈ R. Iz �utn{Lajbnicove
formule sledi

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt.

Ako na integral na desnoj strani primenimo formulu parcijalne integracije
sa u(t) = f ′(t), v(t) = t− x dobijamo

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +

∫ x

a

(x− t)f ′′(t) dt.

Sada na integral na desnoj strani mo�emo da primenimo formulu parcijalne

integracije sa u(t) = f ′′(t), v(t) = − (x−t)2
2 . Time dobijamo

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)
(x− a)2

2!
+

∫ x

a

(x− t)2

2!
f ′′′(t) dt.

Ponav	a�em ovog postupka n puta dobijamo

f(x) =

n∑
k=1

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt.

Ovo je Tejlorova formula sa ostatkom u integralnom obliku. ]

Primer 3. (Iracionalnost broja π) U Glavi 1 obe�ali smo da �emo
da doka�emo da je broj π iracionalan. Dokaz koji ovde dajemo je jednostavniji
od originalnog Lambertovog dokaza iz XVIII veka7 i dao ga je I. Niven8 1947.
godine. Pretpostavimo suprotno, da je

π =
a

b
, za neke a, b ∈ N.

Definiximo funkcije f : R→ R i F : R→ R sa

f(x) =
xn(a− bx)n

n!
, F (x) =

n∑
k=0

(−1)kf (2k)(x).

Primenom binomne formule zak	uqujemo da je f polinom oblika

f(x) =
1

n!

2n∑
k=n

ckx
k,

7Lambert je dokazao da, ako je x 6= 0 racionalan broj, onda je tanx iracionalan. Odatle
sledi da je π iracionalan.

8Niven (Ivan Morton Niven, 1915{1999), kanadski matematiqar
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gde su ck celi brojevi. Odatle sledi da je fk(0) ceo broj za sve k (za k < n
i k > 2n jednak nuli, a za n ≤ k ≤ 2n jednak k!

n!ck), pa je i F (0) ceo broj.
Primetimo da je f(π − x) = f(x). Odatle sledi da je i f(π), pa time i F (π),
ceo broj.

Poxto je f (2n+2)(x) ≡ 0 (jer je f polinom stepena 2n), va�i

F ′′(x) + F (x) = f(x).

Odatle sledi da je

(F ′(x) sinx− F (x) cosx)′ = f(x) sinx.

Primenom �utn{Lajbnicove formule odatle dobijamo∫ π

0

f(x) sinx dx = (F ′(x) sinx− F (x) cosx)

∣∣∣∣π
0

= F (0) + F (π).

Poxto smo videli da su F (0) i F (π) celi brojevi, a funkcije f(x) i sinx
pozitivne za 0 < x < π, sledi da je∫ π

0

f(x) sinx dx ∈ N.

Me�utim, poxto je xn(a− bx)n ≤ (aπ)n za 0 ≤ x ≤ π, va�i nejednakost∫ π

0

f(x) sinx dx ≤ π (aπ)n

n!
.

To je kontradikcija, poxto je izraz na desnoj strani ma�i od 1 za dovo	no
veliko n (jer te�i nuli kad n→∞), pa izraz na levoj strani ne mo�e da bude
prirodan broj. Ova kontradikcija pokazuje da π nije racionalan broj. ]

Zadatak 10. Modifikovati dokaz iz Primera 3 i dokazati da je π2 ira-
cionalan broj. X

Napomena 3. U Glavi 1 smo rekli da je π zapravo transcendentan broj,
odakle sledi i da je iracionalan. Me�utim, dokaz ove qi�enice je ma�e ele-
mentaran. On se zasniva na Lindeman{Vajerxtrasovoj teoremi, qija formu-
lacija barata nekim pojmovima algebre koje ovde nismo uveli. Me�utim, jedan
specijalni sluqaj te teoreme ka�e da, ako je a ∈ C algebarski broj razliqit od
nule, onda je ea transcendentan. Odatle sledi da su e i π transcendentni bro-
jevi. Zaista, poxto je 1 algebarski broj, e = e1 je transcendentan. Kada bi π
bio algebarski broj, onda bi i iπ bio algebarski9, pa bi eiπ = −1 bio transcen-
dentan, xto je kontradikcija. Jednostavniji dokaz transcendentnosti brojeva
e i π, bez poziva�a na Lindeman{Vajerxtrasovu teoremu, dajemo u slede�im
primerima. �

Primer 4. (Transcendentnost broja e) U Primeru 24 na str. 179 do-
kazano je da je broj e iracionalan. Francuski matematiqar Ermit10 dokazao
je da va�i i vixe od toga { da je broj e transcendentan (xto znaqi, kako
smo ve� ranije spomenuli, da nije nula nijednog polinoma sa celobrojnim
koeficijentima).

9Ako je a ∈ C algebarski broj i P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima za koji je
P (a) = 0, onda je Q(x) := P (ix)P (−ix) polinom sa celobrojnim koeficijentima (dokazati!)
za koji je Q(ia) = 0, pa je i ia algebarski broj.

10Ermit (Charles Hermite, 1822{1901), francuski matematiqar
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Pretpostavimo suprotno, da postoje celi brojevi c0, c1, . . . , cn takvi da je

c0 + c1e+ · · ·+ cne
n = 0. (7)

Neka je p prost broj ve�i od n i |c0|. Funkcija

f(x) =
1

(p− 1)!
xp−1(x− 1)p(x− 2)p · . . . · (x− n)p

je polinom stepena m = (n + 1)p − 1 pa je �en izvod reda m + 1 jednak nuli.
Odatle sledi da, prime�uju�i parcijalnu integraciju (n+ 1)p puta dobijamo∫ k

0

f(x)e−x dx = −e−x
(
f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (m−1)(x)

)∣∣∣∣k
0

.

Odatle sledi

ϕ(k) + ek
∫ k

0

f(x)e−x dx = ekϕ(0), (8)

gde je ϕ(x) = f(x) + f ′(x) + · · ·+ f (m−1)(x). Mno�e�em obe strane u (8) sa ck i
sumira�em dobijamo, imaju�i u vidu (7),

n∑
k=1

ckϕ(k) +

n∑
k=1

cke
k

∫ k

0

f(x)e−x dx = 0. (9)

Poxto je proizvod p uzastopnih prirodnih brojeva de	iv sa p! (v. Zadatak 17
na str. 24), izvodi f (j)(x) funkcije f reda j ≥ p su polinomi sa celobrojnim
koeficijentima, de	ivim sa p. Odatle sledi da je za svaki ceo broj k i j ≥ p
broj f (j)(k) ceo broj de	iv sa p. Poxto su u taqkama x = 1, 2, . . . , n polinom f i
�egovih prvih p−1 izvoda jednaki nuli, odatle sledi da su ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)
celi brojevi de	ivi sa p. U taqki x = 0 polinom f i �egovih prvih p − 2
izvoda su jednaki nuli, pa je

ϕ(0) = f (p−1)(0) + f (p)(0) + · · ·+ f (m−1)(0).

Svi sabirci sem prvog su celi brojevi de	ivi sa p, a f (p−1)(0) = (−1)pnn! nije
de	iv sa p poxto je p prost broj ve�i od n. Odatle sledi da je ϕ(0) ceo broj
koji nije de	iv sa p, pa je i prva suma u (9) ceo broj koji nije de	iv sa p.
Samim tim, ta suma je razliqita od nule.

Iz nejednakosti

|f(x)| < n(n+1)p−1

(p− 1)!
i e−x ≤ 1 za x ∈ [0, n]

sledi ∣∣∣∣ ∫ k

0

f(x)e−x dx

∣∣∣∣ < n(n+1)p−1

(p− 1)!
k,

pa je ∣∣∣∣ n∑
k=1

cke
k

∫ k

0

f(x)e−x dx

∣∣∣∣ < (|c0|+ |c1|+ · · ·+ |cn|)en
n(n+1)p−1

(p− 1)!
.

Poxto je

lim
p→∞

n(n+1)p−1

(p− 1)!
= nn lim

p→∞

(n(n+1))p−1

(p− 1)!
= 0

(Primer 21 na str. 178), za dovo	no veliko p apsolutna vrednost druge sume
u (9) bi�e ma�a od prve, pa �ihov zbir ne mo�e da bude jednak nuli. Time smo
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pretpostavku (7) doveli do kontradikcije i dokazali da je e transcendentan
broj. ]

Primer 5. (Transcendentnost broja π) U Napomeni 3 smo videli da
je, da bismo dokazali da je π transcendentan broj, dovo	no dokazati da je broj
iπ transcendentan.

Pretpostavimo suprotno, da postoji polinom P1(x) sa celobrojnim koefi-
cijentima, takav da je P1(iπ) = 0. Pretpostavimo da je P1 polinom stepena n,
i oznaqimo �egove nule sa r1, . . . , rn, pri qemu je r1 = iπ.

Poxto je

er1 + 1 = eiπ + 1 = 0,

sledi da je

(er1 + 1) · (er2 + 1) · . . . · (ern + 1) = 0.

Posle mno�e�a izraza na desnoj strani dobijamo

es1 + es2 + . . .+ esr + e0 + e0 + . . .+ e0 = 0,

gde su s1, . . . , sr zbirovi brojeva rj koji su razliqiti od nule, a ostalih 2n− r
sabiraka odgovara zbirovima koji su jednaki nuli. Primetimo da svakako ima
takvih sabiraka, jer mno�e�em izraza na desnoj strani kao jedan od sabiraka
dobijamo 1, pa je

es1 + es2 + . . .+ esr + k = 0, (10)

za neko k ≥ 1.
Poxto brojevi r1 zadovo	avaju polinomijalnu jednaqinu sa celobrojnim

koeficijentima, iz Vijetovih formula (Primer 27 na str. 65) sledi da su
elementarni simetriqni polinomi po rj racionalni brojevi. Odatle sledi
da su i elementarni simetriqni polinomi po svim zbirovima ri + rj (i 6= j)
racionalni brojevi, pa sledi (opet iz Vijetovih formula) da postoji polinom
P2(x) sa racionalnim koeficijentima qije su nule zbirovi ri + rj . Sliqno,
postoji polinom P3(x) sa racionalnim koeficijentima qije su nule zbirovi
trojki ri + rj + rk itd, do polinoma Pn(x) sa racionalnim koeficijentima
qija je nula broj r1 + . . . + rn. To znaqi da svi zbirovi parova, trojki itd,
brojeva rj zadovo	avaju polinomijalnu jednaqinu

P1(x)P2(x) . . . Pn(x) = 0

sa celobrojnim koeficijentima. Polinom na levoj strani je oblika xjP (x),
gde je

P (x) = arx
r + . . .+ a1x+ a0, a0, a1, . . . , ar ∈ Z

polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da je a0 6= 0. Nule ovog poli-
noma su brojevi sj iz (10).

Neka je

m = rp− 1,

gde je p prirodan broj koji �emo da odredimo kasnije, i neka je

f(x) = amr x
p−1 (P (x))p

(p− 1)!
.

Neka je

F (x) = f(x) + f ′(x) + . . .+ fm+p(x).
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Tada je
d

dx
(e−xF (x)) = −e−xf(x),

pa je

e−xF (x)− F (0) = −
∫ x

0

e−uf(u) du.

Ako u integral na desnoj strani uvedemo smenu u = tx, dobijamo

F (x)− exF (0) = −x
∫ 1

0

e(1−t)xf(tx) dt. (11)

Ako u (11 uvrstimo
x = s1, x = s2, . . . x = sr,

gde su s1, . . . , sr iz (10), i sumiramo, dobijamo, koriste�i jednakost (10),
r∑
j=1

F (sj) + kF (0) = −
r∑
j=1

sj

∫ 1

0

e(1−t)sjf(tsj) dt. (12)

Poxto su sj nule polinoma P (x), iz definicije funkcije f sledi da za izvode

f (v) reda v, za 0 < v < p, va�i
r∑
j=1

f (v)(sj) = 0.

Izvodi reda p i ve�eg imaju faktor pamr , budu�i da je potrebno diferencirati
(P (x))p najma�e p puta da bi se dobio izraz razliqit od nule za x = sj . Izraz

r∑
j=1

f (v)(sj)

je, za v ≥ p, simetriqni polinom po sj reda ne ve�eg od m. Iz Vijetovih
formula sledi da je proizvod takvog simetriqnog polinoma i amr ceo broj, pa
je

r∑
j=1

f (v)(sj) = p · (ceo broj) za v ∈ {p, p+ 1, . . . , p+m}.

Odatle sledi da je leva strana u (12) oblika

p · (ceo broj) + kF (0).

Primetimo da je

f (v)(0) =


0, v < p− 1

amr a
p
0, v = p− 1

p · ceo broj, v ≥ p
Odatle sledi da je leva strana u (12) oblika

p · (ceo broj) + kamr a
p
0.

Posled�i sabirak nije de	iv sa p ako je

p > max{k, a0, ar}.
To znaqi da je za dovo	no veliko p, leva strana u (12) pozitivan ceo broj.
Me�utim, desna strana u (12) te�i nuli kad p → +∞ (zadatak!), xto je kon-
tradikcija. Time je dokazano da je π transcendentan broj. ]
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Napomena 4. Nije poznato da li su brojevi e + π i eπ racionalni ili
iracionalni. Otvoren problem u modernoj algebri, poznat kao Xanuelova11

hipoteza, kao specijalni sluqaj sadr�i hipotezu da su brojevi e i π alge-
barski nezavisni nad Q, tj. da ne postoji netrivijalan polinom P (x, y) dve
promen	ive sa racionalnim koeficijentima, takav da je P (e, π) = 0. Prime-
timo da je tvr�e�e ovog, jox uvek otvorenog, problema jox slabije od tvr�e�a
da je e+ π (ili eπ) iracionalan broj.

Me�utim, lako je videti da je bar jedan od brojeva e+π i eπ iracionalan:
iz

(x− e)(x− π) = x2 − (e+ π)x+ eπ,

sledi da su e i π nule polinoma x2 − (e+ π)x+ eπ. Poxto su e i π transcen-
dentni brojevi, ne mogu svi koeficijenti ovog polinoma da budu racionalni
brojevi.

Poznato je da je eπ transcendentan broj. Ovu qi�enicu su 1934. godine
dokazali, nezavisno jedan od drugog, A.O. Ge	fond12 i T. Xnajder13, u sklopu
opxtijeg tvr�e�a, poznatog kao VII Hilbertov14 problem. Tve�e�e koje su
dokazali, poznato kao Ge	fond{Xnajderova teorema, glasi: Ako su α, β ∈ C
algebarski brojevi, takvi da je

α 6= 0, α 6= 1, β /∈ Q

onda je broj αβ transcendentan. Specijalno, broj eπ = (eiπ)−i je transcenden-

tan, jer α = eiπ = −1 i β = −i zadovo	avaju uslove teoreme. Sliqno, broj 2
√

2,
poznat kao Ge	fond-Xnajderova konstanta, je transcendentan. Odatle sledi

da je broj
√

2
√

2
koji smo videli u Zadatku 85 na str. 58, transcendentan. �

Zadatak 11. Dokazati da je∫ π/2

0

sink x dx =

∫ π/2

0

cosk x dx =

{
(2n−1)!!

(2n)!!
π
2 za k = 2n

(2n)!!
(2n+1)!! za k = 2n+ 1.

Koriste�i nejednakosti

sin2n+1 x ≤ sin2n x ≤ sin2n−1 x za 0 ≤ x ≤ π

2

dokazati nejednakosti

(2n)!!

(2n+ 1)!!
≤ (2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
≤ (2n− 2)!!

(2n− 1)!!

i izvesti odatle Valisovu formulu

π

2
= lim
n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1

(formula (83) na str. 76). X

11Xanuel (Stephen H. Schanuel, ro�en 1933), ameriqki matematiqar
12Ge	fond (Aleks&andr &Osipoviq Gel~fond, 1906{1968), ruski matematiqar
13Xnajder (Theodor Schneider, 1911), nemaqki matematiqar
14Hilbert (David Hilbert, 1862–1943), nemaqki matematiqar. Hilbert je 1900. godine

postavio 23 problema koje bi, po �egovom mix	e�u, trebalo da pokuxa da rexi matematika
XX veka. Jedan deo ovih problema postavio je na Drugom svetskom kongresu matematiqara
u Parizu, 8. avgusta 1900.
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Primer 6. Primenom integrala mo�e da se izvede asimptotska formula

log n! ∼ n log n, kad n→∞. (13)

Iz aditivnosti integrala sledi∫ n

1

log x dx =

n∑
k=2

∫ k

k−1

log x dx. (14)

Poxto je logaritamska funkcija rastu�a, va�i

log (k − 1) < log x < log k za k − 1 < x < k. (15)

Iz (14) i (15) sledi∫ n

1

log x dx <

n∑
k=1

log k <

n∑
k=2

∫ k+1

k

log x dx =

∫ n+1

2

log x dx. (16)

Poxto je
n∑
k=1

log k = log

n∏
k=1

k = log n!,

iz (16) sledi

0 < log n!−
∫ n

1

log x dx <

∫ 2

1

log x dx+

∫ n+1

n

log x dx. (17)

Izraz iza posled�e nejednakosti u (17) je, zbog monotonosti logaritma, ma�i
od log 2 + log (n+ 1), pa je

0 < log n!−
∫ n

1

log x dx < log (2(n+ 1)),

odakle sledi

log n! =

∫ n

1

log x dx+O(log (2n+ 2)), kad n→∞. (18)

Izraqunava�em integrala u (18) dobijamo

log n! = n log n+O(n), kad n→∞,
odakle sledi (13). ]

Lema 6. Neka je f : [a, b] → R neprekidna, a h : [a, b] → R neprekidno
diferencijabilna, nenegativna i opadaju�a funkcija. Tada postoji taqka
ξ ∈ [a, b] takva da va�i∫ b

a

f(x)h(x) dx = h(a)

∫ ξ

a

f(x) dx.

4 Neka je F (x) =
∫ x
a
f(t) dt; tada je dF (x) = f(x)dx. Iz formule parcijalne

integracije sledi∫ b

a

f(x)h(x) dx =

∫ b

a

h(x) dF (x) = F (x)h(x)
∣∣b
a
−
∫ b

a

F (x) dh(x).

Poxto je F (a) = 0 i F (b) =
b∫
a

f(x) dx, odatle sledi∫ b

a

f(x)h(x) dx = h(b)

∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

F (x)h′(x) dx
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Neka je M = maxF , m = minF . Poxto je h(x) ≥ 0 i h′(x) ≤ 0, iz posled�e
jednakosti sledi

mh(b)−m
∫ b

a

h′(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)h(x) dx ≤Mh(b)−M
∫ b

a

h′(x) dx,

a odatle, poxto je
b∫
a

h′(x) dx = h(b)− h(a),

m ≤
∫ b
a
f(x)h(x) dx

h(a)
≤M.

Poxto je funkcija F neprekidna, postoji ξ ∈ [a, b] takvo da je∫ b
a
f(x)h(x) dx

h(a)
= F (ξ) =

∫ ξ

a

f(x) dx,

xto je i trebalo dokazati. 5

Teorema 5. (Druga teorema o sredǌoj vrednosti) Neka je f : [a, b]→
R neprekidna, a g : [a, b] → R neprekidno diferencijabilna i monotona
funkcija. Tada postoji taqka ξ ∈ [a, b] takva da va�i∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

4 Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost, da je g neopadaju�a funkcija (u
protivnom posmatrajmo umesto �e funkciju g1(x) = −g(x)). Dokaz sledi pri-
menom Leme 6 na funkciju h(x) = g(b)− g(x). 5

Teorema 6. (Integracija stepenog reda) Neka je x0 ∈ R i cn niz u C.
Neka je R polupreqnik konvergencije stepenog reda

∞∑
n=0

cn(x− a)n

i neka je interval [α, β] sadr�an u intervalu konvergencije (a − R, a + R).
Tada je ∫ β

α

∞∑
n=0

cn(x− a)n dx =

∞∑
n=0

cn
(x− a)n+1

n+ 1

∣∣∣∣x=β

x=α

.

Drugim reqima, integral integral stepenog reda mo�e da se izraquna in-
tegracijom qlan po qlan.

4 Dokaz sledi iz pravila diferencira�a stepenog reda (Teorema 23 na 215.
strani) i �utn{Lajbnicove formule. 5

Zadatak 12. Izraqunati integral∫ 1/2

0

xn dx

i, pomo�u �ega, zbir reda
∞∑
n=1

1

n2n
.

X
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Zadatak 13. Dokazati da je∫ 1

0

log x

1 + x2
= G,

gde je G Katalanova konstanta (videti Zadatak 75 na str. 234).
Uputstvo: (1 + x2)−1 je zbir geometrijskog reda. X

3. Primene integrala

3.1. Povrxine ravnih likova. Neka su f : [a, b] → R i g : [a, b] → R
neprekidne funkcije takve da je g(x) ≤ f(x) za svako x ∈ [a, b]. Povrxinu
dela ravni ograniqenog krivama y = f(x) i y = g(x), a ≤ x ≤ b, tj. skupa

S = {(x, y) ∈ [a, b]×R | g(x) ≤ y ≤ f(x)}

mo�emo da aproksimiramo zbirom povrxina pravougaonika sa temenima

(ξk−1, f(ξk)), (ξk−1, g(ξk)), (ξk, f(ξk)), (ξk, g(ξk)),

gde su ξ1, . . . , ξn, kao i u prethodnom paragrafu, desne taqke podele intervala
[a, b] na n jednakih delova. Povrxina svakog od ovih pravougaonika je (f(ξk)−
g(ξk)) b−an . Tako dobijamo izraz za povrxinu figure S

A(S) = lim
n→∞

n∑
k=1

(f(ξk)− g(ξk))
b− a
n

=

∫ b

a

(f(x)− g(x)) dx.

Zadatak 14. Dokazati da je povrxina oblasti ograniqene elipsom

x2

a2
+
y2

b2
= 1

jednaka πab. Specijalno, za a = b = r dobijamo povrxinu kruga. X

Zadatak 15. Dokazati Arhimedovu teoremu o paraboli sa str. 257. X

3.2. Zapremina tela. Neka je telo K u 0xyz{koordinatnom sistemu og-
raniqeno dvema paralelnim ravnima ortogonalnim na x{osu u taqkama x = a i
x = b i neka je A(ξ) povrxina preseka tela K i ravni ortogonalne na x{osu u
taqki x = ξ. Neka je Vk zapremina dela tela K ograniqenog ravnima x = ξk−1,
x = ξk. Tada je

min
ξ∈[ξk−1,ξk]

A(ξ)
b− a
n
≤ Vk ≤ max

ξ∈[ξk−1,ξk]
A(ξ)

b− a
n

,

Pa za ukupnu zapremina V (K) =
∑n
k=1 Vk va�i

n∑
k=1

min
ξ∈[ξk−1,ξk]

A(ξ)
b− a
n
≤ V ≤

n∑
k=1

max
ξ∈[ξk−1,ξk]

A(ξ)
b− a
n

Odatle, prelaskom na lim
n→∞

, dobijamo

V (K) =

∫ b

a

A(x) dx. (19)

Formula (19) poznata je pod imenom Kavalijerijevog15 principa.

15Kavalijeri (Bonaventura Cavalieri, 1598–1647), italijanski matematiqar



276 6. ODRE�ENI INTEGRAL

Posebno, ako je telo K dobijeno rotacijom krive y = f(x), a ≤ x ≤ b oko x{
ose, povrxina A(x) popreqnog preseka je povrxina kruga polupreqnika f(x),
pa je zapremina dobijenog tela

V (K) =

∫ b

a

π
(
f(x)

)2
dx.

Sliqno, ako je telo L dobijeno rotacijom krive y = f(x), a ≤ x ≤ b oko y{ose i
ako funkcija f : [a, b] → [α, β] ima inverznu funkciju g = f−1 : [α, β] → [a, b],
zapremina dobijenog tela je

V (L) =

∫ β

α

π
(
g(y)

)2
dy.

Pretpostavimo da f : [a, b] → [0,+∞) neprekidna funkcija i neka je telo
M dobijeno rotacijom oblasti

S = {(x, y) ∈ R×R | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}

oko y{ose. Tada zapreminu dobijenog tela mo�emo da izraqunamo na slede-
�i naqin. Podelimo interval [a, b] na n intervala jednake du�ine; neka su
ξ1, . . . , ξn desni krajevi tih intervala. Zapreminu Vk tela dobijenog rotacijom
oblasti

Sk = {(x, y) ∈ R×R | ξk−1 ≤ x ≤ ξk, 0 ≤ y ≤ f(x)}

oko y{ose mo�emo da aproksimiramo razlikom zapremina dva va	ka, sa polu-
preqnicima baza ξk i ξk−1 i ona zadovo	ava

π(ξ2
k − ξ2

k−1) min
ξ∈[ξk−1,ξk]

f(ξ) ≤ Vk ≤ π(ξ2
k − ξ2

k−1) max
ξ∈[ξk−1,ξk]

f(ξ). (20)

Ako sumiramo (20) po k i napixemo

ξ2
k − ξ2

k−1 = (ξk + ξk−1)(ξk − ξk−1) = 2
(ξk + ξk−1)

2

b− a
n

,

dobijamo da je zapremina V (M) izme�u

sn =

n∑
k=1

2πck min
ξ∈[ξk−1,ξk]

f(ξ)
b− a
n

i Sn =

n∑
k=1

2πck max
ξ∈[ξk−1,ξk]

f(ξ)
b− a
n

,

gde je ck = (ξk+ξk−1)
2 ∈ [ξk−1, ξk]. Poxto je lim

n→∞
sn = lim

n→∞
Sn =

b∫
a

2πxf(x) dx,

dobijamo formulu za zapreminu tela M

V (M) =

∫ b

a

2πxf(x) dx.

Zadatak 16. Izraqunati zapreminu tela koje se dobija rotacijom krive

x = t− sin t, y = 1− cos t, 0 ≤ t ≤ 2π

oko x{ose. X
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3.3. Du�ina krive. Neka je f : [a, b] → R neprekidno diferencija-
bilna funkcija. Du�inu L krive y = f(x) mo�emo da izraqunamo kao limes
du�ina izlom	enih linija. Podelimo, kao i ranije, interval [a, b] na n
intervala jednake du�ine i oznaqimo desne krajeve dobijenih intervala sa
ξ1, . . . , ξk. Rastoja�e izme�u taqaka (ξk−1, f(ξk−1)) i (ξk, f(ξk)) je

dk =
√

(ξk − ξk−1)2 + (f(ξk)− f(ξk−1))2,

pa je

L = lim
n→∞

∑n
k=1

√
(ξk − ξk−1)2 + (f(ξk)− f(ξk−1))2

= lim
n→∞

∑n
k=1

√
1 +

( f(ξk)−f(ξk−1)
ξk−ξk−1

)2
(ξk − ξk−1)

= lim
n→∞

∑n
k=1

√
1 +

(
f ′(ck)

)2 b−a
n .

U posled�em koraku prime�ena je Lagran�ova teorema. Tako dobijamo for-
mulu za du�inu krive

L =

∫ b

a

√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx.

Zadatak 17. Napisati integral kojim se izraqunava du�ina luka elipse

x2

a2
+
y2

b2
= 1

i pokazati da se, u opxtem sluqaju, dobijaju eliptiqki integrali razmatrani
na str. 256. X

Zadatak 18. Izraqunati du�inu krive

x =
1

4
y2 − 1

2
log y, 1 ≤ y ≤ e.

X

Zadatak 19. Skicirati krivu zadatu parametarskim jednaqinama

x = t2, y =
t3

3
− t, t ∈ R

i izraqunati du�inu dela te krive koji le�i u traci 0 ≤ x ≤ 3. X

3.4. Povrxina obrtnih tela. Neka je f : [a, b]→ R neprekidno difer-
encijabilna funkcija. Povrxinu povrxi S dobijene rotacijom krive y = f(x)
oko x{ose mo�emo da izraqunamo na slede�i naqin. Podelimo interval [a, b]
na n intervala [ξk−1, ξk], 1 ≤ k ≤ n, jednake du�ine. Povrxinu tela dobijenog
rotacijom krive y = f(x) za ξk−1 ≤ x ≤ ξk oko x{ose mo�emo da aproksimiramo
zbirom povrxina zarub	enih kupa qije su izvodnice

sk =
√

(ξk − ξk−1)2 + (f(ξk)− f(ξk−1))2,

a polupreqnici osnova rk = f(ξk−1) i Rk = f(ξk). Iz formule za povrxinu
zarub	ene kupe

Ak = π(Rk + rk)sk

sledi da se povrxina povrxi S aproksimira sa

A(S) ≈
n∑
k=1

π(f(ξk) + f(ξk−1))
√

(ξk − ξk−1)2 + (f(ξk)− f(ξk−1))2.
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Iz Lagran�eve teoreme sledi da je f(ξk−1) = f(ξk) + (ξk−1− ξk)f ′(sk). Odatle
sledi da, ako je f neprekidno diferencijabilna, va�i

A(S) ≈
n∑
k=1

2πf(ξk)
√

1 +
( f(ξk)−f(ξk−1)

ξk−ξk−1

)2
(ξk − ξk−1)

=
n∑
k=1

2πf(ξk)
√

1 + (f ′(ck))2 b−a
n

U posled�em koraku je korix�ena Lagran�ova teorema. Odatle, prelaskom
na lim

n→∞
, dobijamo

A(S) =

∫ b

a

2πf(x)

√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx (21)

Napomena 5. Prirodno je postaviti pita�e zbog qega smo u izraqunava�u
povrxine vrxili aproksimacije povrxinama zarub	enih kupa, a ne (jednos-
tavnije) povrxinama cilindara, kao xto smo radili u sluqaju zapremine.
Primetimo pre svega da je nemogu�e da oba metoda daju taqan rezultat. Naime,
uporedimo

∆A ≈ 2πy∆x,

xto bi se dobilo aproksimacijom cilindrima, sa

∆A ≈ 2πy
√

(∆x)2 + (∆y)2,

xto je aproksimacija zarub	enim kupama, vidimo da je koliqnik ove dve veli-
qine √

1 +

(
∆y

∆x

)2

.

Posled�i izraz ne te�i 1 kad δx → 0 (sem ako je dy
dx = 0. To znaqi da ove

dve aproksimacije daju razliqite rezultate u opxtem sluqaju. Kada bismo
dosledno sproveli postupak aproksimacije cilindrima, dobili bismo slede�u
pogrexnu formulu za povrxinu:

pogrexna formula: A =

∫ b

a

2πf(x) dx. (22)

Qitaocu ostav	amo da razmotri mogu�nost da se zapremina izraqunava apro-
ksimacijom zarub	enim kupama, umesto cilindrima. �

Slede�i zadatak pokazuje da se primenom formule (22) ve� u sluqaju naj-
jednostavnijih povrxi dobija pogrexan rezultat.

Zadatak 20. Izraqunati povrxinu kupe dobijene rotacijom du�i

y = x/
√

3, 0 ≤ x ≤
√

3

oko x{ose primenom formule (21). Uporediti taj rezultat sa poznatom for-
mulom za povrxinu kupe. Xta se dobije ako se primeni formula (22)? X

Napomena 6. Slede�i Xvarcov16 primer pokazuje da povrxina povrxi
ne mo�e da se definixe kao limes povrxina upisanih poliedara (kao xto
se du�ina krive definixe kao limes du�ina upisanih du�i). Neka je C
cilindar polupreqnika r i visine h. Podelimo cilindar na podudarne ma�e
cilindre, ravnima paralelnim osnovama. Neka je tako formirano m ma�ih

16Xvarc (Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843{1921), nemaqki matematiqar
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cilindara, xto znaqi da ravni seku povrx cilindra po (m + 1) krugova.
Podelimo sada svaki od tih (m+1) krugova na n lukova, tako da su taqke podele
najvixeg kruga iznad sredina podeonih lukova kruga ispod �ega, podeone taqke
drugog kruga odozgo su iznad sredina podeonih lukova kruga ispod �ega itd.
Susedne taqke ovih podela formiraju trouglove. Elementarno se proverava
da je povrxina poliedra qije su p	osni ti trouglovi

P = 2nr sin
π

n

√
r2m2(1− cos (π/n))2 + h2.

Kad m,n→∞, dijametri podeonih trouglova te�e nuli (xto mo�e da se sma-
tra analogijom zahteva u definiciji du�ine krive da du�ine podeonih du�i
te�e nuli). Me�utim, ako pri tome i n2/m te�i nuli, povrxina poliedra
te�i +∞, a ako m/n2 → c, onda je limes povrxine poliedra

2rπ
√
c2r2π4/4 + h2.

Odatle sledi da limes povrxina tako upisanih poliedara ne postoji.
Imaju�i u vidu ovaj primer, s pravom se postav	a pita�e { kako se defin-

ixe povrxina povrxi? Za sada �emo samo re�i da u ovom momentu za defini-
cije povrxine rotacione povrxi uzimamo limes povrxina zarub	enih kupa
(xto je intuitivnim razmatra�ima u ovom paragrafu, kao i prethodnom na-
pomenom i zadatkom, opravdano). Za opxtiju definiciju saqeka�emo slede�i
kurs Analize, u kome �emo govoriti o tzv. povrxinskim integralima. �

Zadatak 21. Skicirati krivu

x
2
3 + y

2
3 = 1

i izraqunati povrxinu povrxi koja se dobija �enim rotira�em oko x{ose. X

4. Nesvojstveni integral

4.1. Definicija i osobine. Koxijev integral smo definisali za ne-
prekidne funkcije definisane na zatvorenom intervalu. Pretpostavimo sada
da je data neprekidna funkcija f : [a, β)→ C, pri qemu je taqka β realan broj

ve�i od a ili +∞. Tada, za svako b ∈ [a, β) postoji Koxijev integral
b∫
a

f(x) dx.

Ukoliko postoji limes lim
b→β

b∫
a

f(x) dx, nazivamo ga nesvojstvenim integralom

i pixemo ∫ β

a

f(x) dx := lim
b→β

∫ b

a

f(x) dx. (23)

Taqka β se naziva singularnom taqkom ili singularitetom nesvojstvenog
integrala (23). Ako je β < +∞, iz Leme 3 na str. 260 sledi da je, u sluqaju da
funkcija f ima levi limes u taqki β (tj. ako mo�e da se neprekidno produ�i

u β), limes u (23) jednak integralu
β∫
a

f(x) dx. Time je opravdana upotreba

oznake
∫ β
a
u (23) i pokazano da je nesvojstveni integral uopxte�e Koxijevog.

Sliqno se definixe nesvojstveni integral
a∫
−∞

f(x) dx:∫ a

−∞
f(x) dx := lim

c→−∞

∫ a

c

f(x) dx. (24)
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Ako limes u (23) (ili (24)) postoji, ka�emo da nesvojstveni integral kon-
vergira; u suprotnom ka�emo da on divergira.

Primer 7. Integral
∫ +∞

1
dx
xp konvergira ako i samo ako je p > 1, a inte-

gral
∫ 1

0
dx
xp konvergira ako i samo ako je p < 1. Zaista, iz∫ b

1

dx

xp
=

 1
1−px

1−p
∣∣b
1 za p 6= 1

lnx
∣∣b
1

za p = 1

sledi da lim
b→+∞

b∫
1

dx
xp postoji ako i samo ako je p > 1, a iz

∫ 1

a

dx

xp
=

 1
1−px

1−p
∣∣1
a za p 6= 1

lnx
∣∣1
a

za p = 1

sledi da lim
a→0+0

1∫
a

dx
xp postoji ako i samo ako je p < 1. ]

Osobine nesvojstvenog integrala navedene u slede�oj lemi se dokazuju
prelaskom na limes u odgovaraju�im formulama dokazanim za Koxijev in-
tegral.

Lema 7. Neka su f : [a, β) → C i g : [a, β) → C neprekidne funkcije i λ,
µ kompleksni brojevi. Tada je

1.
β∫
a

(
λf(x) + µg(x)

)
dx = λ

β∫
a

f(x) dx+ µ
β∫
a

g(x) dx.

2.
β∫
a

f(x) dx =
c∫
a

f(x) dx+
β∫
c

f(x) dx za svako c ∈ [a, β).

3. Ako je ϕ : [s, ω)→ [a, β) neprekidno diferencijabilna bijekcija, onda je∫ β

a

f(x) dx =

∫ ω

s

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt.

4. Ako su funkcije f i g neprekidno diferencijabilne, onda je∫ β

a

f(x) dg(x) = f(x)g(x)
∣∣β
a
−
∫ β

a

g(x) df(x),

gde je f(x)g(x)
∣∣β
a

:= lim
b→β

f(x)g(x)
∣∣b
a
.

Primer 8. Integral

J =

∫ π/2

0

log sinx dx

je nesvojstven, poxto je sin 0 = 0. Ovaj integral naziva se Ojlerovim inte-
gralom i mo�e da se izraquna pomo�u na prvi pogled neobiqne smene x = 2t:

J = 2

∫ π/4

0

log sin(2t) dt =
π

2
log 2 + 2

∫ π/4

0

log sin t dt+ 2

∫ π/4

0

log cos t dt.

Ako u posled�em integralu uvedemo smenu t = π
2 − u, dobijamo∫ π/4

0

log cos t dt =

∫ π/2

π/4

log sin t dt,
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pa zak	uqujemo da je

J =
π

2
log 2 + 2J,

odnosno J = −π2 log 2. ]

Zadatak 22. Dokazati da je∫ +∞

0

log (1 + x)

1 + x2
=
π

4
log 2 +G,

gde je G Katalanova konstanta (videti Zadatak 75 na str. 234).
Uputstvo: videti Zadatak 5 na str. 266 i Zadatak 13 na str. 275. X

4.2. Kriterijumi konvergencije. Iz Koxijevog kriterijuma za egzis-
tenciju limesa (Posledica 5 na str. 180) izvodi se slede�i kriterijum kon-
vergencije nesvojstvenih integrala.

Lema 8. (Koxijev kriterijum konvergencije integrala) Integral
β∫
a

f(x) dx konvergira ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃B ∈ (a, β)) b1 > B ∧ b2 > B ⇒
∣∣∣∣ ∫ b2

b1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε

4 Dokaz se izvodi primenom definicije konvergencije integrala i Posledi-

ce 5 na str. 180 na funkciju F (b) =
∫ b
a
f(x) dx. 5

Ka�emo da integral
β∫
a

f(x) dx apsolutno konvergira ako konvergira in-

tegral
β∫
a

|f(x)| dx. Poxto je

∣∣∣∣
b2∫
b1

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b2∫
b1

|f(x)| dx,

iz Leme 8 sledi da je svaki apsolutno konvergentan integral konvergentan.
Obrnuto nije taqno, xto �emo videti kasnije, u Primeru 11.

Pita�e apsolutne konvergencije integrala se svodi na ispitiva�e kon-
vergencije integrala pozitivne funkcije. Dajemo nekoliko kriterijuma kon-
vergencije takvih integrala.

Lema 9. Neka je f : [a, β)→ R neprekidna funkcija, takva da je f(x) ≥ 0

za svako x ∈ [a, β). Tada integral
β∫
a

f(x) dx konvergira ako i samo ako je

funkcija F (b) =
b∫
a

f(x) dx ograniqena na [a, β).

4 Iz pozitivnosti funkcije f sledi da je funkcija F rastu�a, pa je, na
osnovu Leme 15 na str. 121, lim

b→β
F (b) = supF (b). 5

Posledica 3. (Integralni test konvergencije redova) Neka je f :
[1,+∞) → R neprekidna i nerastu�a funkcija i neka je f(x) ≥ 0 za svako
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x ∈ [a,+∞). Tada integral
+∞∫
1

f(x) dx konvergira ako i samo ako konvergira

red
∞∑
n=1

f(n).

4 Poxto je funkcija f nerastu�a, va�i

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x) dx ≤ f(k),

odakle sumira�em dobijamo

n∑
k=1

f(k + 1) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx ≤
n∑
k=1

f(k).

Odatle sledi da je rastu�a funkcija F (b) =
b∫
a

f(x) dx ograniqena ako i samo

ako je ograniqen rastu�i niz sn =
∑n
k=1 f(k). 5

Primer 9. Ranije smo videli da red
∑

1
np konvergira ako i samo ako je

p > 1. Ovo tvr�e�e sada mo�emo da izvedemo iz Posledice 3 i Primera 7. ]

Zadatak 23. Neka je an neograniqen rastu�i niz pozitivnih brojeva.
Dokazati da je red

∞∑
n=1

an+1 − an
ap+1
n+1

konvergentan za p > 0 (za p = 0 videti Zadatak 34 na str. 198). X

Zadatak 24. Neka je cn niz brojeva koji pripadaju intervalu [a,+∞),
takav da je, za neko δ > 0, cn+1 − cn ≥ δ. Neka je

f : [a,+∞)→ [0,+∞)

nerastu�a funkcija. Dokazati da ako postoji

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t) dt, (25)

onda red
∞∑
n=1

f(cn) (26)

konvergira. Dokazati da, ako niz cn ispu�ava dodatni uslov

sup
n≥2

(cn − cn−1) < +∞,

onda iz konvergencije reda (26) sledi egzistencija limesa (25). X

Lema 10. (Poredbeni princip) Neka su f : [a, β)→ R i g : [a, β)→ R
neprekidne funkcije takve da je

0 ≤ f(x) ≤ g(x)
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za svako x ∈ [a, β). Ako integral
β∫
a

g(x) dx konvergira onda konvergira i inte-

gral
β∫
a

f(x) dx. Ako integral
β∫
a

f(x) dx divergira, onda divergira i integral

β∫
a

g(x) dx.

4 Dokaz sledi iz
b2∫
b1

f(x) dx ≤
b2∫
b1

g(x) dx

i Leme 8. 5

Posledica 4. Ako su f, g : [a, β) → R pozitivne neprekidne funkcije,
takve da je

lim
x→β−0

f(x)

g(x)
= c /∈ {0,+∞}

onda su integrali
β∫
a

f(x) dx i

β∫
a

g(x) dx

ekvikonvergentni, tj. ili oba konvergiraju, ili oba divergiraju.

4 U okolini taqke β je

(c− ε) g(x) ≤ f(x) ≤ (c+ ε) g(x),

pa dokaz sledi iz Leme 10. 5

Primer 10. Iz
∣∣ cos x
x2

∣∣ ≤ 1
x2 i Primera 7 sledi da integral

+∞∫
π
2

cosx

x2
dx

apsolutno konvergira. ]

Primer 11. Integral
+∞∫
π
2

sin x
x dx je konvergentan, ali nije apsolutno kon-

vergentan. Zaista, parcijalnom integracijom dobijamo∫ +∞

π
2

sinx

x
dx = −cosx

x

∣∣+∞
π
2

−
∫ +∞

π
2

cosx

x2
dx = −

∫ +∞

π
2

cosx

x2
dx,

a posled�i integral konvergira. Me�utim∫ +∞

π
2

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx ≥ ∫ +∞

π
2

sin2 x

x
dx =

1

2

∫ +∞

π
2

dx

x
− 1

2

∫ +∞

π
2

cos 2x

x
dx.

Prvi integral na desnoj strani divergira, a drugi konvergira, pa∫ +∞

π
2

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx

divergira. ]
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Primer 12. Zapremina tela dobijenog rotacijom krive

y =
1

x
, 1 ≤ x < +∞

oko x{ose je

V =

∫ +∞

1

π

(
1

x

)2

dx = −π 1

x

∣∣∣∣+∞
1

= π,

dok je povrxina tako dobijene povrxi

A =

∫ +∞

1

2π
1

x

√
1 +

(
− 1

x2

)2

dx = +∞,

jer je 1
x

√
1 +

(
− 1

x2

)2
> 1

x , a integral
+∞∫
1

dx
x divergira. Dakle, dobijeno telo

ima konaqnu zapreminu i beskonaqnu povrxinu, tj. ono je ,,posuda koja mo�e
da sa napuni bojom, ali ne mo�e da se oboji". ]

Zadatak 25. Da li posuda dobijena rotacijom krive iz Primera 12 oko
prave x+ y = 1 mo�e da se

(a) oboji;
(b) napuni bojom? X

Primer 13. Integral ∫ +∞

0

e−x
2

dx

konvergira. Zaista,∫ +∞

0

e−x
2

dx =

∫ 1

0

e−x
2

dx+

∫ +∞

1

e−x
2

dx.

Prvi integral na desnoj strani nije nesvojstven, a drugi konvergira, jer na

[1,+∞) va�i e−x
2 ≤ e−x, a integral∫ +∞

1

e−x dx = −e−x
∣∣∣∣+∞
1

= e

konvergira. ]
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Navodimo sada dva kriterijuma za konvergenciju integrala funkcija koje
nisu obavezno nenegativne.

Lema 11. (Abelov i Dirihleov test) Neka je f : [a, β)→ R neprekidna,
a g : [a, β)→ R neprekidno diferencijabilna monotona funkcija. Ako va�i

(A1) integral
β∫
a

f(x) dx konvergira i

(A2) funkcija g je ograniqena
ili

(D1) funkcija F (b) =
b∫
a

f(x) dx je ograniqena i

(D2) lim
x→β

g(x) = 0

onda integral
β∫
a

f(x)g(x) dx konvergira.

4 Iz Druge teoreme o sred�oj vrednosti (str. 274) sledi∫ b2

b1

f(x)g(x) dx = g(b1)

∫ ξ

b1

f(x) dx+ g(b2)

∫ b2

ξ

f(x) dx.

Odatle dokaz sledi uz pomo� Leme 8. 5

Zadatak 26. Ispitati konvergenciju integrala∫ +∞

0

sinx

x
dx i

∫ +∞

0

x2 cos ex dx.

Uputstvo: u drugom integralu uvesti smenu ex = t. X

4.3. Nesvojstveni integrali sa vixe singulariteta. Neka je data
neprekidna funkcija f : (α, β)→ C. Tada je, po definiciji,∫ β

α

f(x) dx :=

∫ c

α

f(x) dx+

∫ β

c

f(x) dx, (27)

gde je c proizvo	na taqka izme�u α i β. Po definiciji, integral
β∫
α

f(x) dx

konvergira ako oba integrala na desnoj strani u (27) konvergiraju.

Primer 14. Integral ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

konvergira, jer konvergiraju integrali∫ 0

−∞
e−x

2

dx i

∫ +∞

0

e−x
2

dx

(v. Primer 13). ]

Primer 15. Neodre�eni integral∫
e−x

2

dx

nije elementarna funkcija, ali odre�eni integral

I =

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx,
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poznat kao Puasonov integral, mo�e da se izraquna. Jedan od naqina je
slede�i. Posmatrajmo povrx

z = e−(x2+y2).

Ova povrx se dobija rotacijom krive z = e−x
2

oko z{ose, nalazi se iznad xy{
ravni i izgleda kao beskonaqno zvono sa vrhom u taqki (0, 0, 1). Izraqunajmo
zapreminu ovog tela. Presek sa ove povrxi sa horizontalnom ravni na visini
z je krug qiji je polupreqnik r =

√
− log z (logaritam je negativan na inter-

valu (0, 1)), pa je povrxina popreqnog preseka −π log z. Iz Kavalijerijevog
principa sledi da je zapremina tela

V = −π
∫ 1

0

log z dz = π.

Izraqunajmo sada V pomo�u preseka sa vertikalnim ravnima y = const. Za
fiksirano y, presek sa ravni kroz (0, y, 0) koja je normalna na y osu ima povr-
xinu

A(y) =

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2) dx = e−y

2

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx.

Iz Kavalijerijevog principa sada sledi da je

V =

∫ +∞

−∞
A(y) dy =

∫ +∞

−∞
e−y

2

dy ·
∫ +∞

−∞
e−x

2

dx = I2.

Odatle sledi da je I =
√
π. ]

Primer 16. Integral∫ +∞

−∞
e−x dx =

∫ 0

−∞
e−x dx+

∫ +∞

0

e−x dx

divergira, jer prvi integral na desnoj strani divergira. ]

Primer 17. Neka su a, b pozitivni realni brojevi. Integrali oblika∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx

nazivaju se Frulanijevim17. integralima Pod raznim pretpostavkama o fun-
kciji f , va�i Frulanijeva formula∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) log

b

a
.

Npr, ona va�i ako je f : [0,+∞)→ R neprekidna funkcija, takva da integral∫ +∞

y

f(x)− f(+∞)

x
dx (28)

konvergira za svako y > 0. Doka�imo ovu formulu pod tim pretpostavkama.
Primetimo prvo da mo�emo da pretpostavimo da je f(+∞) = 0 (u suprotnom
umesto funkcije f(x) mo�emo da posmatramo funkciju f(x)− f(+∞)). U tom
sluqaju uslov (28) glasi da za svako y > 0 integral∫ +∞

y

f(x)

x
dx

17Frulani (Giuliano Frullani, 1795{1834), italijanski matematiqar
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konvergira. Tada je∫ R

ε

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ R

ε

f(ax)

x
dx−

∫ R

ε

f(bx)

x
dx.

Posle uvo�e�a smene t = ax u prvom i t = bx u drugom integralu na desnoj
strani i jednostavnog sre�iva�a dobijenog izraza, dobijamo∫ R

ε

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ bε

aε

f(t)

t
dt−

∫ bR

aR

f(t)

t
dt.

Ako na prvi integral na desnoj strani primenimo Prvu teoremu o sred�oj
vrednosti (videti str 263), dobijamo∫ bε

aε

f(t)

t
dt = f(ξ1)

∫ εb

εa

dt

t
= f(ξ1) log

b

a

za neko ξ1 ∈ [εa, εb]. Postupaju�i na isti naqin sa drugim integralom, dobi-
jamo da je ∫ bR

aR

f(t)

t
dt = f(ξ2) log

b

a

za neko ξ2 ∈ [aR, bR]. Poxto ξ1 → 0 kad ε→ 0 i ξ2 → +∞ kad R→ +∞, odatle
sledi dokaz Frulanijeve formule.

Iz Frulanijeve formule sledi, na primer, da je∫ +∞

0

arctan (ax)− arctan (bx)

x
dx =

π

2
log

a

b
i

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = log

b

a

za pozitivne brojeve a, b. ]

Zadatak 27. Dokazati da je∫ +∞

0

arctan(−ax)
ax − arctan(−bx)

bx

x
dx = log

a

b
.

za pozitivne brojeve a i b. X

Zadatak 28. Neka su a i b pozitivni brojevi. Dokazati da je∫ +∞

0

cos (ax)− cos (bx)

x
dx = log

b

a

i odatle izvesti formulu∫ +∞

0

sin (px) sin (qx)

x
dx =

1

2
log

∣∣∣∣p+ q

p− q

∣∣∣∣
za pozitivne brojeve p, q. X

Zadatak 29. Dokazati da je∫ 1

0

tb−1 − ta−1

log t
dt = log

b

a

za pozitivne brojeve a, b. X
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Primetimo da, po definiciji konvergencije integrala sa vixe singular-
iteta na str. 285, integral na levoj strani u (27) konvergira ako postoje

lim
a→α

∫ c

a

f(x) dx i lim
b→β

∫ b

c

f(x) dx.

Nije dovo	no da postoji lim
δ→0+0

β−δ∫
α+δ

f(x) dx.

Primer 18. Iako postoji

lim
b→+∞

∫ +b

−b
x dx = lim

b→+∞

x2

2

∣∣∣∣+b
−b

= 0,

integral
+∞∫
−∞

x dx =

0∫
−∞

x dx+

+∞∫
0

x dx

divergira, jer divergiraju oba integrala na desnoj strani. ]

Limes

v.p.

∫ β

α

f(x) dx := lim
δ→0+0

∫ β−δ

α+δ

f(x) dx,

ako su α, β konaqne singularne taqke, ili, u sluqaju α = −∞, β = +∞,

v.p.

∫ +∞

−∞
f(x) dx := lim

T→+∞

∫ T

−T
f(x) dx,

naziva se glavnom vrednox�u nesvojstvenog integrala. Tako je, u Primeru 18,

v.p.
+∞∫
−∞

x dx = 0.

Pretpostavimo sada da je data neprekidna funkcija

f : [a, γ) ∪ (γ, b]→ C.

Tada je, ∫ b

a

f(x) dx =

∫ γ

a

f(x) dx+

∫ b

γ

f(x) dx

i, po definiciji, integral na levoj strani konvergira ako konvergiraju oba
integrala na desnoj. Limes

v.p

∫ b

a

f(x) dx := lim
δ→0+0

(∫ γ−δ

a

f(x) dx+

∫ b

γ+δ

f(x) dx

)
naziva se glavnom vrednox�u nesvojstvenog integrala

∫ b
a
f(x) dx.

Primer 19. Integral
1∫
−1

dx
x divergira, dok je v.p.

1∫
−1

dx
x = 0. ]

Zadatak 30. Ispitati konvergenciju slede�ih integrala

(a)

π
2∫
0

tg x dx (b)
+∞∫
−∞

ex−e
x

dx (v)
+∞∫
0

dx√
x4+x

(g)
+∞∫
0

sin x
xp dx. X
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Zadatak 31. Neka je f : [0,+∞) → R neprekidna pozitivna funkcija.
Dokazati primerom da iz konvergencije integrala∫ +∞

0

f(x) dx

ne sledi da je
lim

x→+∞
f(x) = 0.

Da li iz konvergencije ovog nesvojstvenog integrala sledi da je funkcija f
ograniqena? X

Prethodni zadatak pokazuje da za nesvojstvene integrale ne va�i analogija
sa neophodnim uslovom konvergencije reda∑

an konvergira ⇒ lim
n→∞

an = 0.

Sa tim u vezi su i slede�i zadaci.

Zadatak 32. Neka je f : R → C neprekidno diferencijabilna funkcija.
Dokazati da iz konvergencije integrala∫ +∞

−∞
|f ′(x)| dx

sledi da postoji
lim

x→+∞
f(x),

a da iz konvergencije integrala∫ +∞

−∞
f(x) dx i

∫ +∞

−∞
|f ′(x)| dx

sledi da je
lim

x→+∞
f(x) = 0.

Uputstvo: primeniti

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣∣ ∫ x1

x2

f ′(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

−∞
|f ′(x)| dx

i Koxijev uslov egzistencije limesa. X

Zadatak 33. Neka je f : [a,+∞) → R monotona funkcija, takva da inte-
gral ∫ +∞

a

f(x) dx

konvergira. Dokazati da je

lim
x→+∞

f(x) = 0 i lim
x→+∞

xf(x) = 0.

Uputstvo: Iz Koxijevog uslova za konvergenciju integrala sledi

lim
x→+∞

∫ x

x/2

f(t) dt = 0,

a za opadaju�u funkciju f : [a,+∞)→ [0,+∞) je∫ x

x/2

f(t) dt ≥ 1

2
xf(x).
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za x > a. X

Zadatak 34. Neka je f : (0, 1]→ R monotona funkcija, takva da integral∫ 1

0

f(x) dx

konvergira.
(a) Dokazati da, ako funkcija f zadovo	ava navedeni uslov za p = 0, va�i

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(k/n) =

∫ 1

0

f(x) dx.

(b) Dokazati da je

lim
n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
,

qime dobijamo drugo rexe�e Zadatka 17 na str. 180.
Uputstvo: Ako je f pozitivna i opadaju�a, onda je∫ k/n

(k−1)/n

f(x) dx ≤ 1

n
f(k/n) ≤

∫ (k+1)/n

k/n

f(x) dx

za 2 ≤ k ≤ n− 1. Odatle sledi da za n > 2 va�i

1

n
f(1/n) +

∫ 1

1/n

f(x) dx ≤ 1

n

n∑
k=1

f(k/n) ≤
∫ 1

1/n

f(x) dx+
1

n
f(1).

Za dokaz jednakosti (b) uzeti f(x) = log x. X

5. Rimanov integral

U ovom paragrafu �emo uopxtiti Koxijev integral, oslab	uju�i uslov
neprekidnosti funkcije.

5.1. Definicija Rimanovog integrala. Neka je [a, b] ograniqen i za-
tvoren interval. Konaqan skup taqaka P = {x0, . . . , xn}, takvih da je

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

naziva se podelom intervala [a, b]. Taqke x1, . . . , xn nazivaju se podeonim ta-
qkama, a intervali [xk−1, xk] podeonim intervalima podele P .

Podela P1 je finija od podele P2 ako je P2 ⊂ P1, tj. ako je svaka podeona
taqka podele P2 istovremeno i podeona taqka podele P1.

Neka je data podela P = {x0, . . . , xn} i neka je, za 1 ≤ k ≤ n, ∆k = xk−xk−1

du�ina intervala [xk−1, xk]. Neka je f : [a, b]→ R ograniqena funkcija i neka
je

mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x), Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x).

Sume

s(f, P ) =

n∑
k=1

mk∆k i S(f, P ) =

n∑
k=1

Mk∆k

nazivamo doǌom i gorǌom Darbuovom sumom funkcije f po podeli P .

Lema 12. Neka je podela P1 finija od podele P2. Tada je

s(f, P2) ≤ s(f, P1) i S(f, P1) ≤ S(f, P2).
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4 Pretpostavimo prvo da je

P2 = {x0, . . . , xn}, P1 = {x0, . . . , xj , ξ, xj+1, . . . , xn}.
Tada tvr�e�e Leme sledi iz oqiglednih nejednakosti

inf
x∈[xj ,ξ]

f(x)(ξ − xj) + inf
x∈[ξ,xj+1]

f(x)(xj+1 − ξ) ≥ inf
x∈[xj ,xj+1]

f(x)(xj+1 − xj),

sup
x∈[xj ,ξ]

f(x)(ξ − xj) + sup
x∈[ξ,xj+1]

f(x)(xj+1 − ξ) ≤ sup
x∈[xj ,xj+1]

f(x)(xj+1 − xj).

Poxto se podela P1 dobija dodava�em konaqno mnogo taqaka podeli P2, pri-
menom prethodnog zak	uqiva�a konaqan broj puta dokazujemo da va�i tvr�e�e
Leme. 5

Posledica 5. Neka su P1 i P2 proizvo	ne podele intervala [a, b]. Tada
je s(f, P1) ≤ S(f, P2).

4 Neka je P unija podela P1 i P2, tj. podela qije su podeone taqke sve podeone
taqke podela P1 i P2. Podela P je finija od podela P1 i P2, pa iz prethodne
leme sledi

s(f, P1) ≤ s(f, P ) i S(f, P ) ≤ S(f, P2).

Dokaz sada sledi iz oqigledne nejednakosti s(f, P ) ≤ S(f, P ). 5
Iz prethodne posledice sledi da je skup

{s(f, P ) | P podela intervala [a, b]}
ograniqen odozgo bilo kojom gor�om Darbuovom sumom pa, na osnovu Aksiome
supremuma, ima supremum. Sliqno, skup

{S(f, P ) | P podela intervala [a, b]}
je ograniqen odozdo bilo kojom do�om Darbuovom sumom, pa ima infimum.
Veliqine ∫ b

a
f(x) dx := supP s(f, P ) i

∫ b
a
f(x) dx := infP S(f, P ).

nazivaju se gorǌim i doǌim Darbuovim integralom funkcije f .

Definicija 3. Ograniqena funkcija f : [a, b] → R je integrabilna po
Rimanu ako je ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

U tom sluqaju, zajedniqku vrednost gor�eg i do�eg Darbuovog integrala nazi-

vamo Rimanovim integralom funkcije f i oznaqavamo sa
b∫
a

f(x) dx.

Za kompleksnu funkciju f : [a, b] → C ka�emo da je integrabilna po Ri-
manu ako su takve funkcije Re f i Im f ; u tom sluqaju, �en Rimanov integral
je ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

Re f(x) dx+ i

∫ b

a

Im f(x) dx. (29)

Slede�a teorema pokazuje da je opravdana upotreba istog simbola
∫ b
a
za

Koxijev i Rimanov integral.

Teorema 7. Za neprekidnu funkciju f , Koxijev integral jednak je Ri-
manovom.
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4 Iz (29) vidimo da mo�emo, razmatraju�i odvojeno realni i imaginarni
deo, da se ograniqimo na sluqaj realne funkcije. Posmatrajmo proizvo	an

niz podela Pn. Neka je P̃1 = P1, P̃2 = P̃1 ∪ P2, . . . , P̃k+1 = P̃k ∪ Pk+1, za svako

k. Iz Leme 12 sledi da su nizovi s(f, P̃n) i S(f, P̃n) monotoni, pa je

lim
n→∞

s(f, P̃n) = sup
n
s(f, P̃n) ≤ inf

n
S(f, P̃n) = lim

n→∞
S(f, P̃n). (30)

Ako je funkcija f neprekidna, Napomene 1 sledi da je �en Koxijev integral
jednak bilo kom od limesa u (30), pa iz definicije Rimanovog integrala i
nejednakosti (30) sledi da je on jednak i Rimanovom. 5

Zadatak 35. Izraqunati do�i i gor�i Darbuov integral∫ b

a

χQ(x) dx i

∫ b

a

χQ(x) dx

Dirihleove funkcije

χQ(x) :=

{
1 za x ∈ Q

0 za x /∈ Q.

Da li je Dirihleova funkcija integrabilna po Rimanu? X

Teorema 8. (Darbuov kriterijum integrabilnosti) Ograniqena fu-
nkcija f : [a, b]→ R je integrabilna po Rimanu ako i samo ako za svako ε > 0
postoji podela P intervala [a, b] takva da je

S(f, P )− s(f, P ) < ε.

4 Pretpostavimo prvo da je f : [a, b]→ R integrabilna po Rimanu. Tada je

sup
P
s(f, P ) = inf

P
S(f, P ) =

∫ b

a

f(x) dx.

Neka je ε > 0. Tada postoje podele P1 i P2 takve da je∫ b

a

f(x) dx− s(f, P1) <
ε

2
i S(f, P2)−

∫ b

a

f(x) dx <
ε

2
,

pa je S(f, P2)− s(f, P1) = S(f, P2)−
∫ b
a
f(x) dx+

∫ b
a
f(x) dx− s(f, P1) < ε. Neka

je P unija podela P1 i P2. Iz Leme 12 sledi S(f, P )− s(f, P ) < ε.
Pretpostavimo sada da za svako ε > 0 postoji podela P intervala [a, b]

takva da je S(f, P )− s(f, P ) < ε. Tada je∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx < S(f, P )− s(f, P ) < ε.

Poxto je ε proizvo	no, odatle sledi da je gor�i Darbuov integral jednak
do�em. 5

Primetimo da iz Teoreme 8 sledi, nezavisno od Teoreme 7, da je neprekidna
funkcija integrabilna po Rimanu. Zaista, neka je f : [a, b] → R neprekidna
funkcija i neka je ε > 0. Iz Kantorove teoreme (str. 113) sledi da je f
uniformno neprekidna, pa

(∃δ > 0) |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

b− a
.
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Tada za proizvo	nu podelu P : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b takvu da je
∆k < δ za svako k va�i Mk −mk <

ε
b−a , pa je

S(f, P )− s(f, P ) =

n∑
k=1

(Mk −mk)∆k <
ε

b− a

n∑
k=1

∆k =
ε

b− a
(b− a) = ε,

xto, prema Teoremi 8, znaqi da je f integrabilna po Rimanu. Slede�a posled-
ica uopxtava ovo tvr�e�e i pokazuje da Rimanov integral zaista uopxtava
Koxijev.

Posledica 6. Neka je f : [a, b]→ C ograniqena funkcija koja ima konaqno
mnogo taqaka prekida. Tada je f integrabilna po Rimanu.

4 Iz (29) sledi da mo�emo, razmatraju�i odvojeno realni i imaginarni deo,
da se ograniqimo na sluqaj realne funkcije. Neka je ε > 0. Neka su [x1, y1],
. . . , [xm, ym] intervali koji sadr�e taqke prekida, takvi da je

m∑
k=1

(yk − xk) <
ε

4 sup
x∈[a,b]

|f(x)|
.

Iz Kantorove teoreme sledi da je funkcija f uniformno neprekidna na skupu

A = [a, x1] ∪ [y1, x2] ∪ · · · ∪ [ym−1, xm] ∪ [ym, b], (31)

pa

(∃δ > 0)(∀x, y ∈ A) |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

2(b− a)
.

Podelimo svaki od intervala u (31) na podintervale du�ine ma�e od δ; ozna-
qimo podeone taqke sa z1, . . . , zn. Neka je P podela intervala [a, b] sastav	ena
od taqaka z1, . . . , zn, x1, . . .xm, y1, . . . , ym. Tada je

S(f, P ) − s(f, P ) =
n∑
k=1

(
sup

x∈[zk,zk−1]

f(x)− inf
x∈[zk,zk−1]

f(x)
)
(zk − zk−1)+

+
m∑
k=1

(
sup

x∈[yk,xk]

f(x)− inf
x∈[yk,xk]

f(x)
)
(yk − xk)

< ε
2(b−a)

n∑
k=1

(yk − yk−1) + 2 sup
x∈[a,b]

|f(x)|
m∑
k=1

(yk − xk) < ε
2 + ε

2 = ε.

Dokaz sada sledi iz Teoreme 8. 5

Posledica 7. Neka je f : [a, b]→ R monotona funkcija. Tada je f inte-
grabilna po Rimanu.

4 Neka je ε > 0. Neka je P = {x0, x1, . . . , xn} podela intervala [a, b] za koju
va�i ∆k <

ε
|f(b)−f(a)| za sve k. Iz monotonosti funkcije f sledi da za sve

x, y ∈ [a, b] va�i Mk −mk = |f(xk)− f(xk−1)| i
n∑
k=1

∣∣f(xk)− f(xk−1)
∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)∣∣∣∣,
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pa je

S(f, P )− s(f, P ) =
n∑
k=1

(Mk −mk)∆k

< ε
|f(b)−f(a)|

n∑
k=1

∣∣f(xk)− f(xk−1)
∣∣

< ε
|f(b)−f(a)|

∣∣∣∣ n∑
k=1

(
f(xk)− f(xk−1)

)∣∣∣∣
= ε
|f(b)−f(a)| (|f(b)− f(a)|) = ε.

Odatle zak	uqujemo da dokaz sledi iz Teoreme 8. 5

5.2. Limes u prostoru podela. Neka je P podela intervala [a, b] sa
podeonim taqkama

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Veliqina

λ(P ) := max
1≤j≤n

|xj − xj−1|

naziva se parametrom podele P .
Neka je ξ = (ξ1, · · · , ξn) n{torka taqaka koje zadovo	avaju ξj ∈ [xj−1, xj ].

Par (P, ξ) naziva se podelom sa istaknutim taqkama. Neka je

σ(f, P, ξ) :=

n∑
j=1

f(ξj)(xj − xj−1).

Ka�emo da je

J = lim
λ(P )→0

σ(f, P, ξ)

ako za svako ε > 0 postoji takvo δ > 0, da za svaku podelu sa istaknutim
taqkama (P, ξ) qiji je parametar λ(P ) < δ va�i |J − σ(f, P, ξ)| < ε.

Oqigledno va�i

s(f, P ) ≤ σ(f, P, ξ) ≤ S(f, P ). (32)

Zadatak 36. Dokazati da va�i

s(f, P ) = inf
ξ
σ(f, P, ξ) S(f, P ) = sup

ξ
σ(f, P, ξ). (33)

Koriste�i (32) i (33) dokazati da je funkcija f integrabilna po Rimanu na
[a, b] ako i samo ako postoji lim

λ(P )→0
σ(f, P, ξ). X

Iz prethodnog zadatka dobijamo ekvivalentnu definiciju Rimanovog in-
tegrala: ∫ b

a

f(x) dx = lim
λ(P )→0

σ(f, P, ξ). (34)

Primetimo da ova definicija ima smisla i za funkcije sa vrednostima u
skupu C.
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5.3. Skupovi mere nula. Integrabilnost. Skup S ⊂ R je skup Lebe-
gove mere nula ako za svako ε > 0 postoji najvixe prebrojiva familija
otvorenih intervala

{
(an, bn)

}
n∈N takva da je

S ⊂
⋃
n∈N

(an, bn) i

∞∑
n=1

(bn − an) < ε.

Primer 20. Konaqan skup je skup Lebegove mere nula. Zaista, ako je
S = {s1, . . . , sk} i ε > 0, onda familija intervala Ij = (s1−2−j−1ε, s1+2−j−1ε),
1 ≤ j ≤ k pokriva S. Neka je |Ij | du�ina intervala Ij , tada je

∑
j

|Ij | =
∑
j

ε
2j <

ε. ]

Lema 13. Prebrojiva unija skupova Lebegove mere nula je skup mere nula.

4 Neka je
{
Sk}k∈N prebrojiva familija skupova mere nula i ε > 0. Po-

xto je svaki od skupova Sk Lebegove mere nula, za svako k postoji prebrojiva
familija intervala

{
Ikj }j∈N takva da je

Sk ⊂
⋃
j∈N

Ikj i

∞∑
j=1

|Ikj | <
ε

2k
,

gde je |Ikj | du�ina intervala Ikj . Tada je⋃
k∈N

Sk ⊂
⋃
k∈N

⋃
j∈N

Ikj

i
∞∑
k=1

∞∑
j=1

|Ikj | <
∞∑
k=1

ε

2k
= ε,

xto znaqi da je
⋃
k∈N Sk skup Lebegove mere nula. 5

Specijalno, iz Leme 13 i Primera 20 sledi da je svaki prebrojiv skup
mere nula. U slede�em primeru opisujemo jedan neprebrojiv skup Lebegove
mere nula.

Primer 21. UPrimeru 22 na str. 54 smo konstruisali Kantorov skup, kao
presek skupova Cn dobijenih odstra�iva�em ,,sred�ih tre�ina" intervala,
Primetimo da je svaki od skupova Cn unija 2n zatvorenih intervala od kojih
je svaki du�ine ( 1

3 )n, tako da je zbir du�ina svih intervala qija je unija Cn
jednak ( 2

3 )n. Poxto ( 2
3 )n → 0 kad n → ∞, sledi da je Kantorov C skup mere

nula. Iako to znaqi da je C zanemar	iv u smislu mere, setimo se da je C
,,veliki" u smislu kardinalnosti (v. Zadatak 83 na str. 54). ]

Primer 22. Interval [a, b] nije skup Lebegove mere nula. Zaista, za
proizvo	nu prebrojivu familiju (an, bn) intervala koja pokriva [a, b] va�i∑
n

(bn − an) ≥ b− a. ]

Lema 14. Neka je [a, b] ograniqen interval i S ⊂ [a, b] zatvoren skup.
Tada je S skup Lebegove mere nula ako i samo ako za svako ε > 0 postoji
konaqna familija intervala (a1, b1), . . . , (am, bm) takva da je

S ⊂ (a1, b1) ∪ · · · ∪ (am, bm) i

m∑
k=1

(bk − ak) < ε.
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4 Iz definicije skupa Lebegove mere nula sledi da postoji prebrojiva famil-
ija intervala {In}n∈N koja pokriva skup S i qija je ukupna du�ina ma�a od ε.
Poxto je S zatvoren, �egov komplement [a, b] \ S je otvoren, pa se, po defini-
ciji otvorenog skupa (Definicija 23 na str. 53), mo�e predstaviti kao unija
otvorenih intervala {Jλ}λ∈Λ. Intervali {In}n∈N, {Jλ}λ∈Λ obrazuju otvoreno
pokriva�e intervala [a, b]. Iz Borel{Lebegove teoreme (str.50) sledi da se
iz �ega mo�e izdvojiti konaqno potpokriva�e. Intervali Ik koji ulaze u
to potpokriva�e obrazuju konaqno pokriva�e skupa S i ukupna du�ina im je
ma�a od ε. 5

U Posledici 6 smo videli da je ograniqena funkcija koja ima konaqno
mnogo taqaka prekida integrabilna po Rimanu, a u Posledici 7 da i funkcija
sa beskonaqno mnogo prekida mo�e da bude integrabilna po Rimanu. Setimo
se, me�utim, da monotone funkcije, o kojima je req u Posledici 7, imaju naj-
vixe prebrojivo mnogo taqaka prekida (Teorema 8 na str. 114). U Primeru 35
videli smo primer funkcije kojoj je svaka taqka taqka prekida (v. tako�e
Primer 12 na str. 172) i koja nije integrabilna po Rimanu.

Sada �emo preciznije formulisati vezu izme�u neprekidnosti i integra-
bilnosti po Rimanu.

Teorema 9. (Lebegova teorema o integrabilnosti) Ograniqena fun-
kcija f : [a, b] → C je integrabilna po Rimanu ako i samo ako je skup �enih
prekida skup Lebegove mere nula.

4 Poxto je unija dva skupa Lebegove mere nula skup Lebegove mere nula
(Lema 13), iz (29) sledi da ako teorema va�i za realni i imaginarni deo
kompleksne funkcije, ona va�i i za samu funkciju. Ograniqimo se zato na
sluqaj realne funkcije. Neka je S skup prekida funkcije f : [a, b]→ R.

Pretpostavimo prvo da je f integrabilna i doka�imo da je S Lebegove
mere nula. Iz Posledice 6 na str. 181 sledi da je S skup taqaka x ∈ [a, b] u
kojima je oscilacija ω(f, x) funkcije f ve�a od nule. Predstavimo S kao uniju

S =

∞⋃
n=1

Sn,

gde je Sn = {x ∈ [a, b] | ω(f, x) ≥ 1
n}. Iz Leme 13 sledi da je dovo	no dokazati

da je svaki od skupova Sn Lebegove mere nula.
Posmatrajmo skup Sn0

. Neka je ε > 0. Poxto je f integrabilna, iz
Darbuovog kriterijuma integrabilnosti (Teorema 8) sledi da postoji podela
P = {x0, x1, . . . , xm} intervala [a, b] takva da je

S(f, P )− s(f, P ) <
ε

n0
.

Neka je

K := {k ∈ N | (xk−1, xk) ∩ Sn0
6= ∅}.

Uz oznake

Mk = sup
x∈[xk−1,xk]

f(x), mk = inf
x∈[xk−1,xk]

f(x),

za k ∈ K va�i

Mk −mk ≥
1

n0
,
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odakle sledi

1

n0

∑
k∈K

(xk − xk−1) ≤
∑
k∈K

(Mk −mk)(xk − xk−1) < S(f, P )− s(f, P ) <
ε

n0
.

Odatle dobijamo ∑
k∈K

(xk − xk−1) < ε. (35)

Primetimo da intervali {(xk−1, xk)}k∈K pokrivaju skup V = Sn0
\ T , gde je T

skup taqaka iz Sn0
koje su podeone taqke podele P . Iz (35) sledi da je skup

V Lebegove mere nula. Poxto je oqigledno da je i T skup Lebegove mere nula,
sledi da je i Sn0

⊂ V ∪ T skup Lebegove mere nula.
Pretpostavimo sada da je S skup Lebegove mere nula. Skup

Sε = {x ∈ [a, b] | ω(f, x) ≥ ε

2(b− a)
}

je zatvoren podskup intervala [a, b]. Zaista, ako je x0 ∈ [a, b] \ Sε, onda je
ω(f, x0) < ε

2(b−a) , pa postoji δ > 0 takvo da je

sup{f(x) | |x− x0| < δ} − inf{f(x) | |x− x0| < δ} < ε

2(b− a)
,

pa je (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b] \ Sε. Odatle sledi da je [a, b] \ Sε otvoren, pa je Sε
zatvoren.

Iz Sε ⊂ S sledi da je Sε skup Lebegove mere nula pa, na osnovu Leme 14,
postoji konaqna familija (a1, b1), . . . , (ak, bk) otvorenih intervala takva da
je

Sε ⊂
k⋃
j=1

(aj , bj) i

k∑
j=1

(bj − aj) <
ε

4 sup
x∈[a,b]

|f(x)|
. (36)

Poxto je za t ∈ [a, b] \
⋃k
j=1(aj , bj)

ω(f, t) <
ε

2(b− a)
,

za svako t ∈ [a, b] \
⋃k
j=1(aj , bj) postoji interval It takav da je t ∈ It i

sup
x∈It

f(x)− inf
x∈It

f(x) <
ε

2(b− a)
. (37)

Poxto je skup [a, b] \
⋃k
j=1(aj , bj) zatvoren podskup intervala [a, b], iz pokri-

va�a

J =
{
It | t ∈ [a, b] \

k⋃
j=1

(aj , bj)
}

mo�emo da izdvojimo konaqno potpokriva�e It1 , . . . , Itr (v. dokaz Leme 14).
Neka je P podela intervala [a, b] qije su podeone taqke taqke a1, b1, . . . , ak, bk
i graniqne taqke intervala It1 , . . . , Itr . Za ovu podelu va�i�e

S(f, P )− s(f, P ) < ε. (38)

Zaista, razdvajaju�i sumu S(f, P )−s(f, P ) =
∑

(Mj−mj)(xj−xj−1) na dve sume,
od kojih prva odgovara podeonim intervalima (aj , bj) a druga intervalima Itj ,
i prime�uju�i (36) na prvu i (37) na drugu dobijamo (38). Prema Teoremi 8
to znaqi da je funkcija f integrabilna po Rimanu. 5
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Primetimo da se Posledice 6 i 7 mogu dobiti i kao posledica prethodne
teoreme.

Zadatak 37. Primenom Lebegove teoreme o integrabilnosti ispitati in-
tegrabilnost Rimanove funkcije iz Primera 17 na str. 118 i Dirihleove
funkcije iz Primera 12 na str. 172. Uporediti posled�i zak	uqak sa Za-
datkom 35 na str. 292. X

5.4. �ordanova mera. Integracija po proizvo	nom skupu. Neka
je [a, b] ⊂ R ograniqen interval. Po definiciji Rimanovog integrala je∫ b

a

1 dx = sup
P

n∑
k=1

1 ·∆k = b− a,

tj.

du�ina intervala [a, b] =

b∫
a

1 dx. (39)

Motivisani time, mere�e du�ine intervala mo�emo da uopxtimo na slede�i
naqin. Neka je S ⊂ R i neka je

χS(x) :=

{
1 za x ∈ S
0 za x /∈ S

karakteristiqna funkcija skupa S. Funkcija χS je prekidna u svakoj taqki
ruba ∂S skupa S (v. Definiciju 22 na str. 51) i neprekidna u svim ostalim
taqkama. Zaista, pretpostavimo da je

x ∈ ∂S = S ∩ (R \ S).

Tada, po definiciji zatvore�a skupa (Definicija 22 na str. 51), u svakoj
δ{okolini taqke x postoje taqke x1 ∈ S i x2 ∈ R \ S. Poxto je tada

χS(x1)− χS(x2) = 1,

funkcija χS ne zadovo	ava Koxijev uslov u taqki x, pa je prekidna u toj
taqki. Obrnuto, neka va�i

x /∈ ∂S = S ∩ (R \ S).

Iz definicije zatvore�a skupa sledi da postoji δ > 0 takvo da je (x−δ, x+δ) ⊂
S ili (x − δ, x + δ) ⊂ R \ S. U prvom sluqaju je χS ≡ 1 na (x − δ, x + δ), a u
drugom χS ≡ 0 na (x − δ, x + δ). U oba sluqaja funkcija χS je neprekidna u
taqki x.

Neka je [a, b] interval koji sadr�i skup S. Iz Teoreme 9 sledi da je χS
integrabilna po Rimanu na [a, b] ako i samo ako je rub ∂S skup Lebegove mere
nula. U tom sluqaju, skup S naziva se merǉivim u �ordanovom smislu, a
broj

µ(S) :=

∫ b

a

χS(x) dx (40)

naziva se �ordanovom merom skupa S.
Do sada smo govorili o integralu funkcije definisane na intervalu.

Neka je sada S ⊂ R proizvo	an ograniqen skup i f : S → C ograniqe-
na funkcija. Integral funkcije f po skupu S definisa�emo kao integral



5. RIMANOV INTEGRAL 299

funkcije koja je jednaka funkciji f na skupu S i jednaka nuli van skupa S.
Preciznije, neka je ∫

S

f(x) dx :=

∫ b

a

f(x)χS(x) dx, (41)

gde je [a, b] bilo koji interval takav da je S ⊂ [a, b]. Ukoliko integral na
desnoj strani u (41) postoji, nazivamo ga integralom funkcije f po skupu S.
Uz ovu definiciju, �ordanova mera (40) skupa mo�e da se izrazi kao

µ(S) =

∫
S

1 dx,

xto, zajedno sa (39), pokazuje da je �ordanova mera intervala �egova du�ina.
Slede�a lema pokazuje da su ove definicije dobre, tj. da ne zavise od izbora
intervala [a, b] koji sadr�i skup S.

Lema 15. Neka je S ⊂ [a1, b1] i S ⊂ [a2, b2] i neka je f : S → C ograniqe-
na funkcija. Tada je funkcija f · χS integrabilna po Rimanu na intervalu
[a1, b1] ako i samo ako je integrabilna na intervalu [a2, b2] i va�i∫ b1

a1

f(x)χS(c) dx =

∫ b2

a2

f(x)χS(c) dx.

4 Funkcija f · χS mo�e da bude prekidna u taqkama prekida funkcije f i
u taqkama skupa ∂S. Odatle, na osnovu Lebegove teoreme o integrabilnosti,
sledi da je funkcija f · χS integrabilna po Rimanu na intervalu [a1, b1] ako
i samo ako je integrabilna na intervalu [a2, b2].

Neka su P̃1 i P̃2 podele intervala [a1, b1] i [a2, b2]. Neka je P1 podela inter-

vala [a1, b1] koja sadr�i sve taqke podele P̃1 i taqke podele P̃2 koje pripadaju
skupu [a1, b1] ∩ [a2, b2]. Na sliqan naqin konstruiximo podelu P2 intervala

[a2, b2], dodava�em taqaka podele P̃1 koje pripadaju skupu [a1, b1]∩[a2, b2] podeli

P̃2. Funkcija f · χS je jednaka nuli van intervala [a1, b1] ∩ [a2, b2], bi�e

S(f · χS , P1) = S(f · χS , P2).

Podela P1 je finija od podele P̃1, a podela P2 je finija od podele P̃2. Poxto

je ova konstrukcija mogu�a za proizvo	ne podele P̃1 i P̃2, dokaz Leme sledi
iz Leme 12 i definicije Rimanovog integrala. 5

Zadatak 38. (a) Dokazati da je �ordanova mera skupa S ⊂ [a, b] jednaka
nuli ako i samo ako za svako ε > 0 postoji konaqna familija intervala (a1, b1),
. . . , (an, bn) takva da je

S ⊂ (a1, b1) ∪ · · · ∪ (an, bn) i

n∑
k=1

(bk − ak) < ε.

(Uputstvo: ako je integral (40) jednak nuli, postoji podela intervala [a, b]
takva da za gor�u Darbuova sumu funkcije χS va�i

∑
Mk)∆k < ε.)

(b) Neka je skup S �ordanove mere nula. Dokazati da je S Lebegove mere
nula.

(v) Dokazati da je Q ∩ [a, b] skup Lebegove mere nula, ali da nije mer	iv
u �ordanovom smislu. (Uputstvo: dokazati da je ∂Q = R.) X
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5.5. Svojstva Rimanovog integrala. Iz Teoreme 7 sledi da se sva svo-
jstva Koxijevog integrala prenose na Rimanov integral neprekidne funkcije.
Navex�emo sada neka svojstva Rimanovog integrala koja va�e za proizvo	ne
funkcije integrabilne po Rimanu.

Lema 16. Neka je S ⊂ R ograniqen skup i neka su funkcije f : S → C i
g : S → R integrabilne po Rimanu. Tada va�i∣∣∣∣ ∫

S

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
S

∣∣f(x)
∣∣ dx.

Ako je i f realna i ako je f(x) ≤ g(x) za svako x ∈ [a, b] onda je∫
S

f(x) dx ≤
∫
S

g(x) dx.

4 Iz definicije integrala po proizvo	nom skupu sledi da mo�emo da pret-
postavimo da je S = [a, b]. Dokaz sada sledi iz odgovaraju�ih svojstava za
konaqne sume. 5

Lema 17. Neka je S ⊂ R ograniqen skup, neka su funkcije f : S → C i
g : S → C integrabilne po Rimanu i neka je λ ∈ C. Tada je∫

S

(
f(x) + g(x)

)
dx =

∫
S

f(x) dx+

∫
S

g(x) dx,

∫
S

λf(x) dx = λ

∫
S

f(x) dx.

4 Iz definicije integrala po proizvo	nom skupu sledi da mo�emo da se og-
raniqimo na sluqaj S = [a, b], a iz (29) da mo�emo da pretpostavimo da su f i
g realne funkcije.

Poxto su f i g integrabilne funkcije, za svako ε > 0 postoji podela P
intervala [a, b] takva da je

s(f, P ) >
b∫
a

f(x) dx− ε
2 , S(f, P ) <

b∫
a

f(x) dx+ ε
2 ,

s(g, P ) >
b∫
a

g(x) dx− ε
2 , S(g, P ) <

b∫
a

g(x) dx+ ε
2

Iz sup(f + g) ≤ sup f + sup g, inf(f + g) ≥ inf f + inf g sledi

s(f + g, P ) ≥ s(f, P ) + s(g, P ) >
b∫
a

f(x) dx+
b∫
a

g(x) dx− ε,

S(f + g, P ) ≤ S(f, P ) + S(g, P ) <
b∫
a

f(x) dx+
b∫
a

g(x) dx+ ε,

pa je

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx− ε <
b∫
a

(
f(x) + g(x)

)
dx <

b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

g(x) dx+ ε.

Poxto je ε proizvo	no, time je dokazana prva jednakost. Sliqno se dokazuje
i druga. 5

Lema 18. Neka je funkcija f : [a, b] → R integrabilna po Rimanu. Tada
va�i ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

za svako c ∈ [a, b].
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4 Poxto je f(x) = f(x)(χ[a,c](x) + χ(c,b](x)), iz svojstva 3. Leme 17 sledi

b∫
a

f(x) dx =
b∫
a

(f(x)χ[a,c](x) + f(x)χ(c,b](x)) dx

=
b∫
a

f(x)χ[a,c](x) dx+
b∫
a

f(x)χ(c,b](x)) dx

=
∫

[a,c]

f(x) dx+
∫

(c,b]

f(x) dx

=
c∫
a

f(x) dx+
b∫
c

f(x) dx.

U posled�em koraku smo koristili jednakost
∫

(c,b]

f(x) dx =
∫

[c,b]

f(x) dx koja

lako sledi iz definicije Rimanovog integrala. 5

Zadatak 39. Neka je a > 1 i f : [1, a] → C neprekidno diferencijabilna
funkcija. Dokazati da je∫ a

1

[x]f ′(x) dx = [a]f(a)−
[a]∑
k=1

f(k),

gde je [x] ceo deo realnog broja x. X

Zadatak 40. Dokazati da je, za n ∈ N,∫ n+1

1

sin (πx)

[x]
dx = − 2

π

n∑
k=1

(−1)k−1

k
.

X

U Teoremi 3 na 264. strani smo videli kako se diferencira integral
neprekidne funkcije po gor�oj granici. Isti rezultat va�i i za inte-
grabilne funkcije, ako se diferencira�e vrxi u taqkama u kojima su one
neprekidne. Preciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 10. Neka je f : [a, b] → C integrabilna funkcija. Tada je fun-
kcija

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

neprekidna na [a, b]. Ako je funkcija f neprekidna u taqki x0, onda je F
diferencijabilna u toj taqki i va�i F ′(x0) = f(x0).

4 Poxto je f integrabilna, ona je ograniqena, tj. va�i |f(x)| ≤ M za neko
M ∈ (0,+∞), pa je

|F (x+ h)− F (x)| =

∣∣∣∣ x+h∫
a

f(t) dt−
∫ x
a
f(t) dt

∣∣∣∣ =
∣∣ x+h∫
x

f(t) dt
∣∣

≤
x+h∫
x

|f(t)| dt ≤M |h|,

odakle sledi da je F neprekidna.
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Neka je funkcija f neprekidna u taqki x0. Tada je∣∣F (x0+h)−F (x0)
h − f(x0)

∣∣ =
∣∣ 1
h

x0+h∫
x0

f(t) dt− 1
h

x0+h∫
x0

f(x0) dt
∣∣

=
∣∣ 1
h

x0+h∫
x0

(
f(t)− f(x0)

)
dt
∣∣

≤ 1
h

x0+h∫
x0

|f(t)− f(x0)| dt

≤ sup
t∈[x0,x0+h]

|f(t)− f(x0)|.

Poxto je funkcija f neprekidna u taqki x0, posled�i izraz te�i nuli kad
h→ 0. 5

Slede�a teorema je uopxte�e Posledice 2 na str. 265.

Teorema 11. Neka je ϕ : [α, β]→ [a, b] neprekidno diferencijabilna bijek-
cija, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b i neka je f : [a, b]→ C integrabilna funkcija. Tada
je i funkcija f(ϕ(t))ϕ′(t) integrabilna na [α, β] i va�i∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

4 Poxto je funkcija f integrabilna, iz Lebegove teoreme o integrabilnosti
sledi da je skup �enih taqaka prekida mere nula. Poxto je ϕ neprekidno
diferencijabilna, sledi da je i skup prekida funkcije f(ϕ(t))ϕ′(t) mere nula,
pa je, opet po Lebegovoj teoremi, i ona integrabilna.

Poxto je ϕ bijekcija, dakle monotona, za svaku podelu P : α = t0 < t1 <
. . . < tn = β taqke xj = ϕ(tj) definixu podelu intervala [a, b]. Oznaqimo ovu
podelu sa Pϕ. Iz ravnomerne neprekidnosti funkcija ϕ i ϕ−1 sledi

λ(P )→ 0 ⇔ λ(Pϕ)→ 0,

gde je λ(·) parametar podele (v. Paragraf 5.2 na str. 294). Primenom La-
gran�ove teoreme na sabirke integralne σ(f, P, ξ) dobijamo∑

f(ξj)|xj − xj−1| =
∑

f ◦ ϕ(τj)|xj − xj−1| =
∑

f ◦ ϕ(τj)ϕ
′(τj)|tj − tj−1|,

pri qemu su taqke ξj izabrane tako da je ξj = ϕ(τj), gde je τj taqka dobijena
primenom Lagran�ove teoreme na funkciju ϕ na intervalu [tj , tj−1]. Odatle
sledi tra�ena jednakost integrala, prelaskom na limes kad λ(P ) → 0 (v.
formulu (34) na str. 294). 5

5.6. Nesvojstveni Rimanov integral. Rimanov integral smo defin-
isali za ograniqene funkcije koje su integrabilne po Rimanu na ograniqenom
intervalu [a, b]. Nesvojstveni Rimanov integral se odnosi na neograniqene
intervale ili neograniqene funkcije. Ako je funkcija f : [a, β) → C inte-
grabilna po Rimanu i ograniqena na svakom intervalu [a, b] ⊂ [a, β), limes∫ β

a

f(x) dx := lim
b→β

∫ b

a

f(x) dx (42)

nazivamo nesvojstvenim Rimanovim integralom funkcije f . Pri tome se
dopuxta i mogu�nost β = ∞ ili lim

x→β
|f(x)| = +∞. Ukoliko limes (42) pos-

toji ka�emo da integral (42) konvergira, u protivnom ka�emo da divergira.
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Nesvojstveni Rimanov integral sa unutrax�om singularnom taqkom, nesvo-
jstveni Rimanov integral sa vixe singulariteta i glavna vrednost nesvo-
jstvenog Rimanovog integrala definixu se na potpuno isti naqin kao u slu-
qaju Koxijevog integrala.

Analizom dokaza Leme 8 i Leme 10 zak	uqujemo da Koxijev kriterijum
konvergencije integrala i Poredbeni princip va�e i za nesvojstveni Rimanov
integral.

6. Riman{Stiltjesov integral

6.1. Definicija Riman{Stiltjesovog integrala. Jedno od uopxte-
�a Rimanovog integrala je Riman{Stiltjesov18 integral, koji se definixe
na slede�i naqin.

Neka je α : [a, b] → R rastu�a, a f : [a, b] → R ograniqena funkcija. Za
podelu P = {x0, x1, . . . , xn} intervala [a, b] definixemo

∆αk := α(xk)− α(xk−1)

i

s(f, α, P ) =

n∑
k=1

mk∆αk, S(f, α, P ) =

n∑
k=1

Mk∆αk,

gde je mk := inf
x∈[xk−1,xk]

f(x), Mk := sup
x∈[xk−1,xk]

f(x). Uvedimo oznake

∫ b

a

f(x) dα(x) := sup
P
s(f, α, P ) i

∫ b

a

f(x) dα(x) := inf
P
S(f, α, P ).

Definicija 4. Ako je∫ b

a

f(x) dα =

∫ b

a

f(x) dα.

ovu vrednost nazivamo Riman–Stiltjesovim integralomfunkcije f po fun-

kciji α i oznaqavamo
b∫
a

f(x) dα(x) ili
b∫
a

f dα. Kada zbog mogu�nosti zabune

postoji potreba da se naglasi da se radi o Riman{Stiltjesovom, a ne Ri-

manovom, integralu, koristimo oznaku (S)
b∫
a

f(x) dα(x).

Ako je f : [a, b] → C ograniqena kompleksna funkcija, �en Riman{Stil-
tjesov integral po monotonoj funkciji α : [a, b]→ R je∫ b

a

f dα :=

∫ b

a

Re f dα+ i

∫ b

a

Im f dα,

ukoliko integrali na desnoj strani postoje.

Napomena 7. (O uslovu monotonosti funkcije α) Iz monotonosti
funkcije α sledi �ena ograniqenost: (∀x ∈ [a, b])α(a) ≤ α(x) ≤ α(b). Mo-
gu�e je definisati Riman{Stiltjesov i u opxtijem sluqaju, za ograniqene
funkcije f i α, bez uslova monotonosti za α. Tada je uloga funkcija f i α u

18Stiltjes (T. J. Stieltjes, 1856{1894), holandski matematiqar



304 6. ODRE�ENI INTEGRAL

definiciji ,,simetriqna": ako postoji
∫ b
a
f dα onda postoji i

∫ b
a
αdf i va�i

,,formula parcijalne integracije"∫ b

a

f dα+

∫ b

a

αdf = f(b)α(b)− f(a)α(a)

(videti Zadatak 41 ni�e). Me�utim, poxto se glavne teoreme o egzistenciji
Riman{Stiltjesovog integrala odnose na monotone funkcije (ili, opxtije, na
funkcije ograniqene varijacije), mi �emo se zadr�ati na �ima. �

Naravno, Rimanov integral je specijalni sluqaj Riman{Stiltjesovog, za
funkciju α(x) = x.

Kao i Rimanov integral, Riman{Stiltjesov integral mo�e da se defini-
xe kao limes u prostoru podela. Ova definicija je analogna definiciji (34)
na 294. strani: ∫ b

a

f(x) dα = lim
λ(P )→0

σ(f, α, P, ξ), (43)

ukoliko je ispu�en jedan od slede�a dva uslova:

• f je neprekidna, ili
• α je neprekidna i postoji

∫
f dα.

Deta	e (definiciju σ(f, α, P, ξ) i ekvivalenciju (43) i Definicije 4) qitalac
�e lako izvesti sam, po uzoru na analogne deta	e kod Rimanovog integrala.

Zadatak 41. Koriste�i (43) dokazati ,,formulu parcijalne integracije"
iz Napomene 7. (Uputstvo: ako je P = {x0, . . . , xn} i ξ = (ξ1, . . . , ξn), dokazati
da je

σ(α, f, P, ξ) = f(x)α(x)|ba − σ(f, α,Q, χ),

gde je Q = {a, ξ1, . . . , ξn, b}, χ = (x0, x1, . . . , xn) i da λ(P ) → 0 ⇔ λ(Q) → 0;
dokazati da odatle sledi formula iz Napomene 7.) X

I slede�a teorema se dokazuje na isti naqin kao Teorema 8 na 292. strani.

Teorema 12. (Darbuov kriterijum integrabilnosti) Riman{Stil-
tjesov integral

b∫
a

f(x) dα(x),

gde je f : [a, b] → R ograniqena i α : [a, b] → R monotona funkcija, postoji
ako i samo ako za svako ε > 0 postoji podela P intervala [a, b] takva da je19

|S(f, α, P )− s(f, α, P )| < ε. (44)

Posledica 8. Ako je f : [a, b] → R neprekidna, a α : [a, b] → R rastu�a

funkcija, onda postoji
∫ b
a
f dα.

4 Neka je ε > 0. Tada postoji h > 0 takvo da je (α(b)− α(a))h < ε. Poxto je f
ravnomerno neprekidna na [a, b] (po Kantorovoj teoremi), postoji δ > 0 takvo
da

|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < h.

19Ako je α rastu�a, znak apsolutne vrednosti u (44) je suvixan, jer u tom sluqaju
do�a Darbuova suma nije ve�a od gor�e. Naravno, opxti sluqaj svodi se na sluqaj rastu�e
funkcije: ako je α opadaju�a, onda je −α rastu�a.
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Odatle sledi da za svaku podelu P za koju je λ(P ) < δ va�i Mk −mk < h, pa
je

S(f, α, P )− s(f, α, P ) =

n∑
k=1

(Mk −mk)∆αk ≤ h
n∑
k=1

∆αk = h(α(b)− α(a)) < ε.

Odatle, na osnovu Teoreme 12, sledi da postoji
∫ b
a
f dα. 5

Posledica 9. Ako je f : [a, b] → R monotona, a α : [a, b] → R rastu�a i

neprekidna funkcija, onda postoji
∫ b
a
f dα.

4 Neka je ε > 0 i n ∈ N takvo da va�i α(b)−α(a)
n (f(b)−f(a)) < ε. Iz neprekid-

nosti funkcije α sledi da postoji podela P takva da je ∆αk = α(b)−α(a)
n .

Pretpostavimo (ne uma�uju�i opxtost) da je f rastu�a funkcija. Tada je
Mk = f(xk) i mk = f(xk−1), pa je

S(f, α, P )− s(f, α, P ) = α(b)−α(a)
n

n∑
k=1

(f(xk)− f(xk−1))

= α(b)−α(a)
n (f(b)− f(a)) < ε.

To, na osnovu Teoreme 12, znaqi da postoji
∫ b
a
f dα. 5

Posledica 10. Neka je f : [a, b] → [A,B] ograniqena i α : [a, b] → R

rastu�a funkcija. Ako postoji
∫ b
a
f dα, onda za svaku neprekidnu funkciju

ψ : [A,B]→ R postoji
∫ b
a
ψ ◦ f dα.

4 Neka je ε > 0. Iz ravnomerne neprekidnosti funkcije ψ na [A,B] sledi da
postoji δ > 0 takvo da va�i

|x− y| < δ ⇒ |ψ(x)− ψ(y)| < ε

i da je ε > δ. Poxto postoji
∫ b
a
f dα, iz Teoreme 12 sledi da postoji podela

P = {x0, . . . , xn} intervala [a, b] takva da je

S(f, α, P )− s(f, α, P ) < δ2. (45)

Neka je

mk := inf
x∈[xk−1,xk]

f(x), Mk := sup
x∈[xk−1,xk]

f(x),

m∗k := inf
x∈[xk−1,xk]

ψ ◦ f(x), M∗k := sup
x∈[xk−1,xk]

ψ ◦ f(x).

Neka je

S := {k |Mk −mk < δ}, T := {k |Mk −mk ≥ δ}.
Iz (45) sledi

δ
∑
k∈T

∆αk ≤
∑
k∈T

(Mk −mk)∆αk ≤ δ2,

pa je

S(ψ ◦ f, α, P )− s(ψ ◦ f, α, P ) =
∑
k∈S

(M∗k −m∗k)∆αk +
∑
k∈T

(M∗k −m∗k)∆αk

≤ ε(α(b)− α(a)) + 2 sup |ψ(y)|δ
< ε((α(b)− α(a)) + 2 sup |ψ(y)|).

Zak	uqak sada sledi iz Teoreme 12. 5
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6.2. Svojstva Riman{Stiltjesovog integrala. Neka su α : [a, b]→ R
i β : [a, b]→ R rastu�e, a f : [a, b]→ C i g : [a, b]→ C ograniqene funkcije.

(1) Ako je µ ∈ C i ako postoje
∫ b
a
f dα i

∫ b
a
g dα, tada postoje i

∫ b
a

(f+g) dα

i
∫ b
a

(µf) dα i va�i∫ b

a

(f + g) dα =

∫ b

a

f dα+

∫ b

a

g dα,

∫ b

a

(µf) dα = µ

∫ b

a

f dα.

(2) Ako su f i g realne i (∀x ∈ [a, b]) f(x) ≤ g(x), i ako postoje
∫ b
a
f dα i∫ b

a
g dα, onda je ∫ b

a

f dα ≤
∫ b

a

g dα.

(3) Ako je a < c < b i ako postoje
∫ b
a
f dα,

∫ c
a
f dα i

∫ b
c
f dα onda je∫ b

a

f dα =

∫ c

a

f dα+

∫ b

c

f dα.

(4) Ako je (∀x ∈ [a, b]) |f(x)| ≤M i ako postoji
∫ b
a
f dα, onda je∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤M(α(b)− α(a)).

(5) Ako postoje
∫ b
a
f dα i

∫ b
a
f dβ, onda postoji i

∫ b
a
f d(α+ β) i va�i∫ b

a

f d(α+ β) =

∫ b

a

f dα+

∫ b

a

f dβ.

(6) Ako postoji
∫ b
a
f dα i ako je c > 0, onda postoji i

∫ b
a
f d(cα) i∫ b

a

f d(cα) = c

∫ b

a

f dα.

(7) Ako postoje
∫ b
a
f dα i

∫ b
a
g dα, onda postoji i

∫ b
a

(f · g) dα.

(8) Ako postoji
∫ b
a
f dα, onda postoji i

∫ b
a
|f | dα i va�i∣∣∣∣∣

∫ b

a

f dα

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f | dα.

Zadatak 42. Neka je

f(x) =

{
0, za x ∈ [−1, 0]

1, za x ∈ (0, 1],
α(x) =

{
0, za x ∈ [−1, 0)

1, za x ∈ [0, 1].

Dokazati da jednakost ∫ 1

−1

f dα =

∫ 0

−1

f dα+

∫ 1

0

f dα (46)

iz svojstva (3) ne va�i, poxto
∫ 0

−1
f dα = 0 =

∫ 1

0
f dα = 0, a

∫ 1

−1
f dα u

smislu (43) na str. 304 ne postoji. Da li ovaj integral postoji u smislu
Definicije 4 na str. 303?



6. RIMAN{STILTJESOV INTEGRAL 307

Uputstvo: integrali na desnoj strani u (46) mogu da se izraqunaju po
definiciji; nepostoja�e integrala na levoj strani u smislu (43) sledi iz
qi�enice da svaku podelu P takvu da 0 /∈ P va�i

S(f, α, P )− s(f, α, P ) = 1.

Uporediti ovaj zak	uqak sa Teoremom 12. X

Primetimo da smo sa (34) na str. 294 dali definiciju Rimanovog in-
tegrala ekvivalentnu definiciji pomo�u gor�ih i do�ih Darbuovih suma.
Prethodni zadatak pokazuje da analogna definicija Riman{Stiltjesovog in-
tegrala, data u (43) na str. 304 u opxtem sluqaju (ako nisu ispu�eni uslovi
navedeni iza �e) nije ekvivalentna Definiciji 4.

6.3. Svo�e�e Riman{Stiltjesovog integrala na Rimanov. Videli
smo da je Riman{Stiltjesov integral uopxte�e Rimanovog, na koji se svodi za
α(x) = x. Slede�a teorema daje jox jedan primer svo�e�a Riman{Stiltjesovog
integrala na Rimanov.

Teorema 13. Neka je funkcija f : [a, b]→ C integrabilna po Rimanu i α :
[a, b] → R rastu�a diferencijabilna funkcija, takva da je dα

dx integrabilna

po Rimanu. Tada postoji
∫ b
a
f dα i va�i∫ b

a

f dα =

∫ b

a

f
dα

dx
dx.

4 Primenom Lagran�eve teoreme na funkciju α dobijamo∑
j

f(ξj)(α(xj)− α(xj−1)) =
∑
j

f(ξj)α
′(cj)(xj − xj−1)

=
∑
j

f(ξj)α
′(ξj)(xj − xj−1)+

+
∑
j

f(ξj)(α
′(ci)− α′(ξj))(xj − xj−1).

Funkcija f je ograniqena, a α′ integrabilna, xto nam omogu�ava da izborom
dovo	no fine podele posled�i sabirak napravimo proizvo	no malim. Dokaz
sledi prelaskom na limes u prostoru podela. 5

Napomena 8. Teorema 13 i Zadatak 41 daju nam jox jedan dokaz formule
parcijalne integracije za Rimanov integral. Primetimo da se taj dokaz ne
poziva na �utn{Lajbnicovu formulu, tj. na vezu neodre�enog i odre�enog
(Rimanovog) integrala. �

Teorema 14. (Prva teorema o sredǌoj vrednosti za Riman–Stil-
tjesov integral) Neka je f : [a, b] → R neprekidna, a α : [a, b] → R rastu�a
funkcija. Tada postoji taqka c ∈ [a, b], takva da je∫ b

a

f dα = f(c)(α(b)− α(a)).

4 Neka je M = sup[a,b] f , m = inf [a,b] f . Tada je

m(α(b)− α(a)) ≤
∫ b

a

f dα ≤M(α(b)− α(a)).
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Odatle sledi da je ∫ b

a

f dα = θ(α(b)− α(a))

za neko θ ∈ [m,M ]. Iz neprekidnosti funkcije f sledi da je f(c) = θ za neko
c ∈ [a, b]. 5

Teorema 15. (Druga teorema o sredǌoj vrednosti za Riman–Stil-
tjesov integral) Neka su f, α : [a, b] → R monotone funkcije i neka je α
neprekidna. Tada postoji taqka c ∈ [a, b], takva da je∫ b

a

f dα = f(a)[α(c)− α(a)] + f(b)[α(b)− α(c)].

4 Iz Prve teoreme o sred�oj vrednosti i formule parcijalne integracije
(Zadatak 41) sledi∫ b

a

f dα = f(b)α(b)− f(a)α(a)−
∫ b

a

αdf

= f(b)α(b)− f(a)α(a)− α(c)(f(b)− f(a))

za neko c ∈ [a, b], odakle se sre�iva�em dobija tra�ena formula. 5

Zadatak 43. Izvesti teoreme o sred�oj vrednosti za Rimanov integral
iz teorema o sred�oj vrednosti za Riman{Stiltjesov. X

Zadatak 44. Koriste�i definiciju Riman{Stiltjesovog integrala kao
limesa u prostoru podela, dokazati slede�e uopxte�e teoreme o smeni promen-
	ive u Rimanovom integralu. Neka su f, ϕ : [a, b] → R neprekidne funkcije.
Neka je uz to ϕ strogo rastu�a, i neka je ψ = ϕ−1 �ena inverzna funkcija.
Tada je ∫ b

a

f(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(ψ(t)) dψ(t),

gde je na levoj strani Rimanov, a na desnoj Riman{Stiltjesov integral. Doka-
zati ovo tvr�e�e. Primetimo da dψ na desnoj strani predstav	a oznaku, i da
nismo pretpostavili da je ψ diferencijabilna. Ukoliko je ψ diferencija-
bilna, ovo tvr�e�e daje, kao specijalni sluqaj, Teoremu o smeni promen	ive
u Rimanovom integralu. X

6.4. Funkcije ograniqene varijacije. Neka je f : [a, b] → K defin-
isana na intervalu [a, b] ⊂ R sa vrednostima u po	u K ∈ {R,C}. Ako je

P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b

podela intervala I, �oj mo�emo da pridru�imo broj

V ba (f ;P ) = |f(t0)|+
n∑
k=1

|f(tk)− f(tk−1)|.

Totalna varijacija funkcije f na intervalu [a, b] je broj

Varba (f) := sup
P
V ba (f ;P ).

Ukoliko je ovaj broj konaqan, funkciju f nazivamo funkcijom ograniqene var-
ijacije.
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Ako je K = R, svaka funkcija ograniqene varijacije f : [a, b] → R je
razlika dve monotone funkcije:

f(t) =
Vartt0 (f) + f(t)

2
−

Vartt0 (f)− f(t)

2
.

Va�i i obrnuto, ako je f = f1 − f2 za monotone funkcije f1 i f2, onda je f
funkcija ograniqene varijacije.

Ovo opa�a�e nam omogu�ava da definicije i tvr�e�a vezana za Riman{
Stiltjesov integral i monotone funkcije, proxirimo na funkcije ograniqene
varijacije sa vrednostima u C.

Zadatak 45. Da li je

F : [0,+∞)→ R, F (x) =

∫ x

0

sin t

t
dt

funkcija ograniqene varijacije? X

Zadatak 46. Neka je f : [0, 2π] → R funkcija ograniqene varijacije koja
zadovo	ava f(0) = f(2π). Dokazati da je∣∣∣∣ ∫ 2π

0

f(x) cos(nx) dx

∣∣∣∣ ≤ 1

n
Var2π

0 f.

X

Zadatak 47. Skicirati grafik funkcije x 7→ Varxa f ako je

(a) f : [−2, 2]→ R, f(x) = 3x2 − 2x3, a = −2;
(b) f : [0, 2]→ R, f(x) = [x]− x, a = 0. X

Zadatak 48. Izraqunati
∫ 5

0
xd([x]− x). X

Zadatak 49. Neka je g : [a, b] → R funkcija ograniqene varijacije, ne-
prekidna u taqki ξ ∈ [a, b], i neka je f : [a, b] → R funkcija definisana sa
f(ξ) = 1 i f(x) = 0 za x 6= ξ.

(a) Da li postoji Stiltjesov integral
∫ b
a
f dg? Ako postoji, izraqunati

ga.
(b) Da li se odgovor u (a) me�a ako izostavimo uslov neprekidnosti

funkcije g u taqki ξ? X

Zadatak 50. Date su funkcije

ρ(x) =

{
1, x ≥ 0

0, x < 0,
χ(x) =

{
1, x > 0

0, x ≤ 0,
η(x) =


1, x > 0

0, x = 0,
1
2 x < 0.

Neka je f : [−1, 1]→ R ograniqena funkcija.

(a) Dokazati da Stiltjesov integral
∫ 1

−1
f dρ postoji ako i samo ako je f

neprekidna sa desne strane u nuli i izraqunati ga u tom sluqaju.

(b) Dokazati da Stiltjesov integral
∫ 1

−1
f dχ postoji ako i samo ako je f

neprekidna sa leve strane u nuli i izraqunati ga u tom sluqaju.

(v) Dokazati da Stiltjesov integral
∫ 1

−1
f dη postoji ako i samo ako je f

neprekidna u nuli i izraqunati ga u tom sluqaju.
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(g) Neka je {ξn}∞n=1 niz u (0, 1), {λn}∞n=1 niz pozitivinih brojeva, takav
da red

∑∞
n=1 λn konvergira i g(x) =

∑∞
n=1 λnρ(x − ξn). Dokazati da

za svaku neprekidnu funkciju ψ : [0, 1]→ R va�i∫ 1

0

ψ dg =

∞∑
n=1

λnψ(ξn).

Posled�a jednakost pokazuje da Stiltjesov integral uopxtava re-
dove. X

Zadatak 51. Neka su f, g : [a, b]→ R ograniqene funkcije.

(a) Neka je bar jedna od funkcija f, g neprekidna u taqki c ∈ (a, b).
Dokazati da iz egzistencije integrala∫ c

a

f dg i

∫ b

c

f dg

sledi egzistencija integrala∫ b

a

f dg.

(b) Da li (a) va�i i ako su obe funkcije prekidne u taqki c? X

7. Zasniva�e elementarnih funkcija pomo�u integrala

U Glavi 2 smo strogo zasnovali elementarne funkcije realne promen-
	ive (videti Definiciju 1 na str. 102) polaze�i od svojstava realnih brojeva
izuqavanih u Glavi 1. Pri tome je definicija racionalnih funkcija izvedena
iz algebarskih svojstava po	a realnih brojeva (i kao takva, va�i u svakom
po	u), dok je za definiciju eksponencijalnih i trigonometrijskih funkcija,
kao i �ima inverznih, bila neophodna Aksioma supremuma, ili neki od �enih
ekvivalenata. U sluqaju eksponencijalne funkcije, Aksiomu supremuma smo
primenili ve� pri dokazu egzistencije korena, tj. rexava�a jednaqine xn = a
(videti dokaz Teoreme 22 na str. 55), xto nam je omogu�ilo da definixemo
er za r ∈ Q. Zatim smo, ponovo pomo�u Aksiome supremuma, definisali ex za
sve x ∈ R, pokazali da je funkcija

f : R→ (0,+∞), f(x) = ex

bijekcija i definisali �oj inverznu, logaritamsku funkciju.
U sluqaju trigonometrijskih funkcija, Aksiomu supremuma smo iskoris-

tili da definixemo, ne funkciju, nego promen	ivu { argument trigonometri-
jskih funkcija je ugao, ili, ekvivalentno, taqka jediniqnog kruga u komplek-
snoj ravni (videti Definiciju 34 na str. 75). Za korektno zasniva�e pojma
ugla iskoristili smo Aksiomu supremuma i du�inu luka jediniqnog kruga
definisali kao supremum du�ina izlom	enih linija. Odatle smo izveli
definicije sinusa i kosinusa kao projekcija taqke jediniqnog kruga na ko-
ordinatne ose, a zatim i definicije ostalih trigonometrijskih i inverznih
trigonometrijskih funkcija.

U Glavi 4 smo videli kako elementarne funkcije mogu da se definixu na
elegantan naqin pomo�u stepenih redova (videti Definiciju 13 na str. 228
i Definiciju 14 iza �e). Podsetimo se da se na ovaj naqin elementarne
funkcije realne promen	ive proxiruju i na kompleksni domen.
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Poka�imo sada kako elementarne funkcije mogu da se definixu uz pomo�
integrala. Ve� smo spomenuli da su racionalne funkcije dobro definisane
u svakom po	u, pa �emo po�i od jedne od �ih { funkcije f(t) = 1/t. Pomo�u
�e, mo�emo da definixemo prirodni logaritam kao

log x :=

∫ x

1

1

t
dt, za x > 0. (47)

Iz Osnovne teoreme integralnog raquna (str. 264) sledi da je ovako defin-
isana funkcija diferencijabilna (specijalno, i neprekidna). Diferenci-
ra�em po gor�oj granici integrala (47) dobijamo

d

dx
log x =

1

x
> 0, (48)

odakle sledi da je logaritamska funkcija strogo rastu�a. Ve� znamo da nam
je poznava�e izvoda funkcija dovo	no da priliqno deta	no ispitamo �ihova
svojstva. Npr, logaritamska funkcija �e imati jedinstvenu nulu x = 1, jer je
strogo rastu�a i

log 1 =

∫ 1

1

1

t
dt = 0.

Iz divergencije integrala∫ 1

0

1

t
dt i

∫ +∞

1

1

t
dt

zak	uqujemo da je

lim
x→0+

log x = −∞ i lim
x→+∞

log x = +∞. (49)

Strogu monotonost logaritamske funkcije mo�emo da iskoristimo i da
damo alternativnu definiciju broja e, kao jedinstvenog rexe�a jednaqine
log x = 1. Primetimo da ova jednaqina ima rexe�e, poxto iz (49) i neprekid-
nosti sledi da logaritam uzima sve realne vrednosti, i da je ovo rexe�e
jedinstveno, zbog stroge monotonosti logaritma.

Iz monotonosti i neprekidnosti logaritma sledi da je

log : (0,+∞)→ R

bijekcija, pa ima inverznu funkciju. Na taj naqin mo�emo, polaze�i od
teorije odre�enog integrala, da definixemo funkciju x 7→ ex kao inverznu
funkciji (47). Iz pravila za izvod inverzne funkcije dobijamo

d

dx
ex = ex.

U ovom pristupu zasniva�u logaritamskih i eksponencijalnih funkcija
�ihova osnovna algebarska svojstva mnogo se lakxe dokazuju nego u pristupu
definisa�u pomo�u redova ili direktne primene Aksiome supremuma. Radi
ilustracije, doka�imo svojstvo

log (xy) = log x+ log y za sve x, y > 0.

Neka je y > 0 proizvo	na konstanta i

h(x) = log (xy)− (log x+ log y).
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Diferencira�em dobijamo

h′(x) = y
1

xy
− 1

x
= 0.

Poxto je h(1) = log y − (log 1 + log y) = 0, a funkcija h je definisana i
diferencijabilna na intervalu, iz Lagran�eve teoreme sledi da je h ≡ 0.

Zadatak 52. Dokazati da je log (ab) = b log a za a > 0. X

Zadatak 53. Polaze�i od ove definicije broja e kao jedinstvenog rexe�a
jednaqine log x = 1 dokazati da je

e = lim
h→0

(1 + h)1/h. (50)

Uputstvo: Iz (48) sledi da je (log)′(1) = 1. Po definiciji prvog izvoda je

(log)′(1) = lim
h→0

log (1 + h)− log 1

h
.

Izvesti odatle (50). X

Na sliqan naqin kao eksponencijalne i logaritamske, i trigonometrijske
funkcije mo�emo da definixemo pomo�u integrala. Npr, izrazom

arctanx :=

∫ x

0

1

1 + t2
dt

mo�emo da definixemo funkciju arkus tangens. Diferencira�em po gor�oj
granici dobijamo

(arctanx)′ =
1

1 + x2
> 0,

odakle sledi da je arkus tangens strogo monotona funkcija, pa ima inverznu,
xto nas dovodi do definicije tangensa. Kao xto ve� znamo, pomo�u tan-
gensa mo�emo da definixemo i ostale trigonometrijske funkcije. To nam
omogu�ava da damo i alternativnu definiciju broja π, npr. kao najma�e poz-
itivne nule sinusa (umesto definicije koju smo dali u okviru Definicije 34
na str. 75).

8. Neke nejednakosti

Na sliqan naqin kao Teorema 25 na str. 85 dokazuje se slede�a teorema.

Teorema 16. (Koxi–Xvarcova nejednakost za integrale) Neka je
I ⊂ R interval i

f, g : I → C

integrabilne (po Rimanu) funkcije, takve da je∫
I

|f(x)|2 dx < +∞,
∫
I

|g(x)|2 dx < +∞. (51)

Tada je ∫
I

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫

I

|f(x)|2 dx
)1/2(∫

I

|g(x)|2 dx
)1/2

, (52)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako postoji λ ∈ C, takvo da je

f(x) = λg(x)

za sve x ∈ I.
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Kao i u sluqaju Koxi{Xvarcove nejednakosti za konaqne sume, ova teo-
rema ima geometrijsku interpretaciju. Neka je R2(I) skup svih funkcija koje
su integrabilne po Rimanu na intervalu I i zadovo	avaju (51). Tada je R2(I)
vektorski prostor na kome je sa

〈f, g〉 :=

∫
I

f(x)g(x) dx

definisan skalarni proizvod, a sa

‖f‖ :=
(∫

I

|f(x)|2 dx
)1/2

iz �ega izvedena du�ina vektora. Nejednakost (52), koja sada mo�e da se
zapixe u obliku

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖ · ‖g‖,
znaqi da je skalarni proizvod vektora po modulu ma�i od proizvoda �ihovih
du�ina, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako su vektori kolinearni.

Prethodna teorema ima uopxte�e, u duhu Primera 28 na str. 158 za sume.

Teorema 17. (Helderova nejednakost za integrale) Neka su p, q > 1
realni brojevi, takvi da je

1

p
+

1

q
= 1,

I ⊂ R interval i

f, g : I → C

integrabilne (po Rimanu) funkcije, takve da je∫
I

|f(x)|p dx < +∞,
∫
I

|g(x)|q dx < +∞.

Tada je ∫
I

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫

I

|f(x)|p dx
)1/p(∫

I

|g(x)|q dx
)1/q

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako postoji λ ∈ C, takvo da je

f(x) = λg(x)q−1

za sve x ∈ I.

Dokaz je neznatna modifikacija onog izlo�enog u Primera 28 na str. 158.
Ostav	amo ga qitaocu za ve�bu, kao i dokaz slede�e posledice, u duhu Za-
datka 51 na str. 159

Posledica 11. (Nejednakost Minkovskog za integrale) Neka je p > 1
i neka su

f, g : I → C

integrabilne funkcije definisane na intervalu I ⊂ R, takve da je∫
I

|f(x)|p dx < +∞,
∫
I

|g(x)|p dx < +∞. (53)

Tada je(∫
I

|f(x) + g(x)|p dx

)1/p

≤

(∫
I

|f(x)|p dx

)1/p

+

(∫
I

|g(x)|p dx

)1/p

. (54)
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Nejednakost (54) ima slede�u geometrijsku interpretaciju. Neka je Rp(I)
skup svih funkcija koje su integrabilne po Rimanu na intervalu I i zadovo-
	avaju (53). Tada je Rp(I) vektorski prostor na kome je sa

‖f‖p :=

(∫
I

|f(x)|p dx

)1/p

definisana du�ina vektora. Nejednakost Minkovskog mo�e da se zapixe u
obliku

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p,
xto je poznata nejednakost trougla.

Zadatak 54. (Jangova nejednakost za integrale) Neka je

f : [0, a]→ [0, f(a)] ⊂ R

strogo rastu�a neprekidna funkcija takva da je f(0) = 0 i neka je

f−1 : [0, f(a)]→ [0, a]

�ena inverzna funkcija. Dokazati da je

xy ≤
∫ x

0

f(t) dt+

∫ y

0

f−1(t) dt

za sve x ∈ [0, a], y ∈ [0, f(a)]. Dati geometrijsku interpretaciju ove nejed-
nakosti.

Uputstvo: neka je

h(x) :=

∫ x

0

f(t) dt+

∫ f(x)

0

f−1(t) dt− xf(x).

Primetiti da je h′(x) = 0 za sve x ∈ [a, b]. X

Zadatak 55. Primenom Zadatka 54 na funkciju f(x) = xp−1 za p > 1
dokazati jednakost iz Primera 27 na str. 157.

X

9. Ve�be

(1) Izraqunati ∫ π

0

sin3 x cosx

1 + cos2 x
dx

(2) Izraqunati ∫ 0

−1

log (
√

1− x−
√

1 + x) dx.

(3) Izraqunati ∫ 1

0

log (
√

1− x+
√

1 + x) dx.

Uputstvo: uvesti smenu x = cos 2t.
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(4) Neka su a1, a2, . . . , an razliqiti pozitivni brojevi.
(a) Dokazati da je

n∑
j,k=1

xkxj

∫ 1

0

sak+aj ds =

∫ 1

0

( n∑
i=1

xis
ai

)2

ds.

(b) Dokazati da je matrica

A =

(
1

1 + aj + ak

)
1≤j,k≤n

nedegenerisana (tj. da je detA 6= 0).
Uputstvo za (b): iz (a) zak	uqiti da za proizvo	ne realne brojeve

x1, x2, . . . , xn razliqite od nule va�i nejednakost
n∑

j,k=1

xjxk
1 + aj + ak

> 0.

(5) Neka je f : [−a, a]→ C parna funkcija. Dokazati da je∫ a

−a

f(x)

1 + ex
dx =

∫ a

0

f(x) dx.

(6) Neka je f : [0,+∞)→ R neprekidna funkcija, takva da je

(∀x ≥ 0) 0 < f(x+ 1) < f(x) i lim
x→+∞

f(x) = 0.

Neka je

an =

∫ n+1

n

f(x) dx.

Dokazati da red
∞∑
n=0

(−1)nan

konvergira.
(7) Neka je

In =

∫ π/2

0

cosn x dx.

(a) Dokazati da je I0 = π/2, I1 = 1.
(b) Koriste�i parcijalnu integraciju dokazati da je

In =
n− 1

n
In−2.

(v) Indukcijom dokazati da je

I2nI2n+1 =
1

2n+ 1

π

2
.

(g) Dokazati da je

Im ≤ Im−1 ≤ Im−2 =
m

m− 1
Im

i odatle, uz primenu (v), da je

lim
n→∞

√
nI2n =

√
π

2
.
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(8) Koriste�i Ve�bu (35) na str. 240 dokazati da je∫ 1

0

(1− x2)n dx ≤
∫ 1

0

e−nx
2

dx ≤
∫ 1

0

dx

(1 + x2)n
.

Izvesti odatle zak	uqak da je

√
nI2n+1 ≤

∫ √n
0

e−t
2

dt ≤
√
nI2n−2,

gde je In integral iz Ve�be (7). Primenom rezultata iz Ve�be (7)
dokazati da je ∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
.

Ovo je jox jedan naqin da se izraquna Puasonov integral iz Prime-
ra 15 na str. 285.

(9) Izraqunati ∫ π

−π

cosx

1 + ex
dx.

(10) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

∫ n

0

e−x
2

dx.

(11) Neka je f : [1/2, 3/2] → C neprekidno diferencijabilna funkcija.
Dokazati da red

∞∑
n=1

∫ 3/2

1/2

f(x) sin (nx) dx

konvergira.
(12) Izraqunati

lim
n→∞

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2n

n2
i lim

n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
.

(13) Neka je f : [0, 1] → (0,+∞) neprekidna funkcija. Dokazati da za
svako n ∈ N postoji jedinstveno ξ(n) ∈ R takvo da je

1

n

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ ξ(n)

0

f(x) dx

i dokazati da je

lim
n→∞

nξ(n) =
1

f(0)

∫ 1

0

f(x) dx.

Uputstvo: Dokazati prvo da je ξ(n) > 0 i da ξ(n) → 0 kad n → ∞.
Zatim iz ∫ 1

0

f(x) dx = nξ(n)
1

ξ(n)

∫ ξ(n)

0

f(x) dx

izvesti tra�eni zak	uqak.
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(14) Dokazati da za svako n ∈ N postoji jedinstveno ξ(n) ∈ [1,+∞) takvo
da je

1√
n

∫ n

1

(
1 +

1

x

)x
dx =

∫ ξ(n)

1

(
1 +

1

x

)x
dx

i da je

lim
n→∞

ξ(n)√
n

= 1

(15) Dokazati da je

π

6
<

∫ 1

0

dx√
4− x2 − x3

<
π
√

2

8
.

(16) Ispitati funkciju

f(x) = x

(
π

2
− arctan

1

x

)
i nacrtati �en grafik. Dokazati da postoji inverzna funkcija f−1

i izraqunati ∫ π
4

0

f−1(y) dy.

(17) Neka je f : [0, 1] → R strogo rastu�a funkcija, takva da je f(0) = 0,
i neka je f−1 �ena inverzna funkcija. Dokazati da je

(∀x ∈ [0, 1])

∫ x

0

f(t) dt+

∫ f(x)

0

f−1(s) ds = xf(x).

(18) Dokazati da je∫ x

0

(∫ s

0

f(t) dt

)
ds =

∫ x

0

(x− s)f(s) ds.

(19) Funkcija y = f(x) data je implicitno sa

x =

∫ y

0

dt√
1 + 4t2

.

Dokazati (bez izraqunava�a integrala) da je drugi izvod f ′′ propor-
cionalan funkciji f i na�i konstantu proporcionalnosti. Odatle
na�i eksplicitan izraz za f(x).

(20) Neka je f : [0,+∞)→ [0,+∞) neprekidna funkcija, takva da je povr-
xina izme�u �enog grafika i x{ose na intervalu [0, c] jednaka

c2

2
+
c

2
sin c+

π

2
cos c,

za svako c > 0. Na�i f(π/2).
(21) Na�i du�inu krive

y =

∫ x

0

√
cos (2t) dt, 0 ≤ x ≤ π

4
.

(22) Dokazati nejednakost∫ a

0

√
1 + cos2 t dt >

√
a2 + sin2 a



318 6. ODRE�ENI INTEGRAL

(23) Dokazati da je povrxina izme�u krive y = 1/x i x{ose na intervalu
[1, 2] ista kao i na intervalu [10, 20]. Opxtije: dokazati da je povr-
xina izme�u te krive i x{ose na intervalu [a, b] (za 0 < a < b) ista
kao i na intervalu [ha, hb], za sve h > 0.

(24) Za koje vrednosti parametra p integral∫ +∞

1

(
px

1 + x2
− 1

2x

)
dx

konvergira? Izraqunati integral za te vrednosti p.
(25) Izraqunati

lim
n→∞

n∏
k=1

n

√
1 +

k

n
.

(26) Izraqunati

lim
n→∞

∫ 1

0

ntn−1

1 + t
dt.

(27) Izraqunati
∞∑
n=0

∫ n+1

n

dx

1 + x2
.

(28) Ispitati konvergenciju nizova

an =

∫ n

0

dx

xp
i bn =

1

n

∫ n

0

dx

xp
.

(29) Dokazati da je

In =

∫ 1

0

log (1 + xn) dx

opadaju�i niz koji konvergira ka nuli.
(30) Neka je

In =

∫ 1

0

xn arctanx dx.

Izraqunati
lim
n→∞

n(π − 4(n+ 1)In).

(31) Ojlerova Gama{funkcija definisana je sa

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Dokazati da je ova funkcija definisana za x > 0. Dokazati da je
Γ(n+ 1) = n!.

(32) Neka je

f(x) =

∫ x

0

arctan
1

t
dt.

(a) Ispitati funkciju f i nacrtati �en grafik.
(b) Neka je A = [0,+∞). Odrediti skup B = f(A) i dokazati da

restrikcija f |A : A→ B ima neprekidno inverzno preslikava�e
g : B → A.

(v) Izraqunati

lim
y→+∞

g(y)

y
i lim

y→+∞
g(y)1/y.
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(g) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=0

g(n)xn.

(33) Neka je

In =

∫ π/4

0

tann x dx, n ∈ N.

(a) Dokazati da je niz In monoton.
(b) Dokazati da je

1

2(n+ 1)
< In <

1

2(n− 1)
za n > 1.

(v) Ispitati konvergenciju reda

∞∑
n=1

Ipn logq
(
n+ 1

n

)
u zavisnosti od realnih parametara p i q.

(34) Neka je

In =

∫ 1

0

xn sin (πx) dx, Jn =

∫ 1

0

xne
√
x dx

Ispitati konvergenciju redova
∑
In i

∑
Jn.

(35) Neka je f : [0, 1]→ C neprekidna funkcija. Dokazati da je∫ π
2

0

f(sinx) dx =

∫ π
2

0

f(cosx) dx i

∫ π

0

xf(sinx) dx =
π

2

∫ π

0

f(sinx) dx.

(36) Neka je cn neopadaju�i niz realnih brojeva, a f : [a,+∞) → [0,+∞)
nerastu�a funkcija. Dokazati da red

∞∑
n=2

f(cn)(cn − cn−1)

konvergira ako postoji konaqan

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t) dt,

a red
∞∑
n=2

f(cn−1)(cn − cn−1)

divergira ako je

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t) dt = +∞.

(37) Neka je f : [0, 1] → [0,+∞) nenegativna neprekidna funkcija, takva
da je ∫ x

0

f(t) dt ≥ f(x)

za svako x ∈ [0, 1]. Dokazati da je f ≡ 0.



320 6. ODRE�ENI INTEGRAL

(38) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija, takva da je∫ b

a

f(x) dx = 0.

Dokazati da postoji c ∈ (a, b) takvo da je

f(c) =

∫ c

a

f(x) dx.

(39) Neka je f : [0, 1]→ R opadaju�a funkcija. Dokazati da je∫ a

0

f(x) dx ≥ a
∫ 1

0

f(x) dx

za svako a ∈ [0, 1].
(40) Neka je f : [0, 1]→ R neprekidna funkcija za koju je∫ 1

0

f(x) dx = 0 i

∫ 1

0

xf(x) dx = 0.

Dokazati da f ima bar dve nule.
(41) Dokazati da ne postoji neprekidna nenegativna funkcija f : [0, 1]→

[0,+∞) takva da je∫ 1

0

f(x) dx = 1,

∫ 1

0

xf(x) dx = a,

∫ 1

0

x2f(x) dx = a2.

(42) Neka je f : [0,+∞)→ R diferencijabilna funkcija, takva da je

|f ′(x)| ≤ 1 i

∫ 4

0

f(x) dx = 0.

Dokazati da je

f(4) =
1

4

∫ 4

0

tf ′(t) dt i f(x) ≤ x+ 2

za sve x ≥ 4.
(43) Neka je f : [0, 1]→ [0,+∞) nenegativna neprekidna konkavna funkci-

ja, takva da je f(0) = 1. Dokazati da je∫ 1

0

xf(x) dx ≤ 2

3

(∫ 1

0

f(x) dx

)2

.

Uputstvo: uvesti smenu t = λx u integral

F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

i, koriste�i konkavnost i f(0) = 1 dokazati da je

F (x) ≥ x

2
(1 + f(x)).

Odatle, uz pomo� parcijalne integracije, zak	uqiti da je∫ 1

0

xf(x) dx ≤ F (1)− 1

4
− 1

2

∫ 1

0

xf(x) dx.

(44) Ispitati konvergenciju integrala∫ 1

0

log
1 + x

x
dx.
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(45) Dokazati da integral ∫ +∞

0

dx

xp + xq

konvergira ako i samo ako je min{p, q} < 1 < max{p, q}.
(46) Dokazati da integral∫ +∞

0

dx

(1 + x2)(1 + xp)

konvergira i da �egova vrednost ne zavisi od p.
(47) Dokazati da integral∫ 1

0

xp

1 + xq sinx
dx

konvergira ako i samo ako je p > min{−1, q}.
(48) Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

∑
cn ako je

(a) cn =
∫ 1

0
x cos (nx) dx

(b) cn = (−1)n
∫ 1

0
xn arctan (x/n) dx,

(v) cn = (−1)n
∫ n+1

n−1
(1 + x3)−1 arctanx dx,

(g) cn = (−1)n
∫ 2n

n
(x5 + n)−1/2 dx,

(d) cn =
∫ n2

n
(1 + x4)−1 dx.

(49) Neka je f : [1,+∞) → [0,+∞) dvaput diferencijabilna funkcija
takva da je

(∀x > 1) f ′′(x) ≤ 0 ≤ f ′(x).

Dokazati da je

∞∑
n=1

(∫ n+1

n

f(x) dx− f(n) + f(n+ 1)

2

)
≤ f(2)− f(1)

2
.

Uputstvo: Koriste�i konkavnost funkcije f dokazati da je

f(n) + f(n+ 1)

2
≤
∫ n+1

n

f(x) dx

i f(x) ≤ f(n+ 1) + f ′(n+ 1)(x− n− 1). Iskoristiti nejednakost

f(k + 2)− f(k + 1)− f ′(k + 1) =
1

2
f ′′(ξk) ≤ 0,

koja sledi iz Tejlorove formule i pretpostavke o drugom izvodu
funkcije.

(50) Neka su f, g : R→ R realne funkcije, takve da integrali∫ +∞

−∞
(f(x))2 dx i

∫ +∞

−∞
(g(x))2 dx

konvergiraju. Dokazati da integral∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx

apsolutno konvergira.
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(51) Neka je f : R → R dvaput diferencijabilna funkcija sa neprekid-
nim drugim izvodom, takva da integrali∫ +∞

−∞
(f (n)(x))2 dx, n = 0, 1, 2

konvergiraju. Dokazati da je∫ +∞

−∞
(f ′(x))2 dx+

∫ +∞

−∞
f ′′(x)f(x) dx = 0.

(52) Neka je f : [a,+∞)→ R dvaput diferencijabilna funkcija takva da
integrali ∫ +∞

a

(f(x))2 dx i

∫ +∞

a

(f ′′(x))2 dx

konvergiraju i za koju va�i

(∃M) (∀x ≥ a) |f(x)f ′(x)| ≤M.

Dokazati da integral ∫ +∞

a

(f ′(x))2 dx

konvergira.
(53) Neka su a, b, p, q pozitivni brojevi. Dokazati da je

(a)
+∞∫
0

e−ax sin (ax)−e−bx sin (bx)
x dx = 0,

(b)
+∞∫
0

e−ax cos (ax)−e−bx cos (bx)
x dx = log (b/a),

(v)
+∞∫
0

1
x log p+qe−ax

p+qe−bx
dx = log (1 + qp−1) log (ba−1),

(g)
+∞∫
0

[(
ax+p
ax+q

)n
−
(
bx+p
bx+q

)n]
dx
x = (1− (p/q)n) log (a/b),

(d)
+∞∫
0

sin(ax+p)−sin(bx+p)
x dx = sin p log (b/a),

(�)
+∞∫
0

cos(ax+p)−cos(bx+p)
x dx = cos p log (b/a).

Uputstvo: Iskoristiti Primer 17 na str. 286.
(54) Izraqunati∫ +π/2

−π/2

1

2013x + 1
· sin2014 x

sin2014 x+ cos2014 x
dx.

Uputstvo: poqeti sa
∫ +π/2

−π/2 =
∫ +π/2

0
+
∫ 0

−π/2 i u drugom integralu
uvesti smenu t = −x.

(55) Na�i sve neprekidne funkcije f : [0,+∞) → (0,+∞) koje zadovo	a-
vaju uslov

(∀x > 0) 2x

∫ x

0

f(t) dt = f(x).
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(56) Neka je ζ(s) Rimanova zeta funkcija (videti Primer 71 na str. 230),
µ(n) Mebijusova funkcija (videti (83) na str. 233) i

M(x) =
∑
n≤x

µ(n).

Dokazati da je

ζ(z) = z

∫ +∞

1

[x]

xz+1
dx i

1

ζ(z)
= z

∫ +∞

1

M(x)

xz+1
dx

za Re(z) > 1.





GLAVA 7

Funkcije sa vrednostima u vektorskom

prostoru

Geometrijski, vektore u prostoru zamix	amo kao strelice, odnosno ,,ori-
jentisane du�i". Pri tome, identifikujemo vektore koji su paralelni, isto
orijentisani i jednake du�ine.

Formalno govore�i, orijentisanu du� u n{dimenzionom euklidskom pros-
toru En mo�emo da poistovetimo sa ure�enim parom (a, b) ∈ En × En; taqku
a nazivamo �enom poqetnom taqkom, a b kraj�om taqkom. Na skupu orijen-
tisanih du�i definisana je relacija ekvivalencije { dve orijentisane du�i
su ekvivalentne ako postoji translacija euklidskog prostora En koja prevodi
jednu od �ih u drugu. Elemente koliqniqkog prostora u odnosu na ovu relaciju
ekvivalencije nazivamo geometrijskim vektorima, a sam koliqniqki prostor
vektorskim prostorom geometrijskih vektora.

Pretpostav	amo da je qitalac upoznat sa geometrijskim definicijama
vektorskih operacija { sabira�a vektora (,,pravilo paralelograma"), mno�e-
�a vektora skalarom, skalarnog i vektorskog proizvoda dva vektora. U ovoj
glavi �emo dati algebarske definicije ovih operacija i ispitati �ihova
analitiqka svojstva, po analogiji sa analitiqkim svojstvima algebarskih ope-
racija u po	u R i C { izvod zbira ili proizvoda funkcija, neprekidnost
koliqnika neprekidnih funkcija i sl. { kojima smo se bavili u prethodnim
glavama.

1. Vektorske operacije u koordinatama

1.1. Vektori na pravoj. Neka je na pravoj data taqka 0; identifi-
kova�emo je sa nulom na realnoj pravoj. Svaki vektor na toj pravoj mo�e,
translacijom, da se dovede u polo�aj u kome mu je poqetna taqka O. Odatle
sledi da je svaki vektor na (realnoj) pravoj jednoznaqno odre�en svojom kraj-
�om taqkom { orijentisana du� sa poqetnom taqkom x0 i kraj�om taqkom x1

identifikuje se, translacijom, sa orijentisanom du�i sa poqetnom taqkom O
i kraj�om taqkom x1 − x0.

Oznaqimo sa i vektor sa poqetnom taqkom O (nulom realne prave) i kraj-
�om taqkom 1 (jedinicom realne prave). Svaki vektor r na realnoj pravoj
mo�e da se napixe u obliku

r = xi, za neko x ∈ R.

Neka su r1 = x1i i r2 = x2i dva vektora na realnoj pravoj i a ∈ R skalar. Tada
su sa

r1 + r2 = (x1 + x2)i, ar1 = (ax1)i, r1 · r2 = x1x2

325
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definisane operacije sabira�a vektora, mno�e�a vektora skalarom i ska-
larnog proizvoda dva vektora.

Oznaqimo sa ‖r‖ du�inu vektora r = xi, tj. broj ‖r‖ := |x|. Primetimo da
je ‖r‖ =

√
r · r.

1.2. Vektori u ravni. Neka je u ravni data taqka O; identifikova�emo
je sa nulom u kompleksnoj ravni. Svaki vektor ove ravni mo�e, translacijom,
da se dovede u polo�aj u kome mu je poqetna taqka 0, pa je, kao i u sluqaju realne
prave, svaki vektor na kompleksnoj ravni jednoznaqno odre�en kompleksnim
brojem z { �egovom kraj�om taqkom, posle translacije poqetne taqke u O. Vek-
tor sa poqetnom taqkom z0 i kraj�om taqkom z1 identifikuje se, translacijom,
sa orijentisanom du�i sa poqetnom taqkom O i kraj�om taqkom z1 − z0.

Oznaqimo sa i vektor sa poqetnom taqkom O (nulom kompleksne ravni)
i kraj�om taqkom 1 (jedinicom u C) i sa j vektor sa poqetnom taqkom O
i kraj�om taqkom i =

√
−1 (imaginarna jedinica u C). Svaki vektor r u

kompleksnoj ravni mo�e da se napixe u obliku

r = xi + yj, za neke x, y ∈ R,

xto odgovara zapisu kompleksnog broja u obliku z = x+ iy. Ako identifiku-
jemo kompleksnu ravan C sa R×R, onda je i vektor sa poqetnom taqkom (0, 0)
i kraj�om taqkom (1, 0), a j vektor sa poqetnom taqkom (0, 0) i kraj�om taqkom
(0, 1).

Neka su r1 = x1i+y1j i r2 = x2i+y2j dva vektora na realnoj pravoj i a ∈ R
skalar. Sa

r1 + r2 = (x1 + x2)i + (y1 + y2)j, ar1 = (ax1)i + (ay1)j, r1 · r2 = x1x2 + y1y2

su definisane operacije sabira�a vektora, mno�e�a vektora skalarom i ska-
larnog proizvoda dva vektora.

Ako uz vektore r1 i r2 posmatramo kompleksne brojeve z1 = x1 + iy1 i
z2 = x2 + iy2, mo�emo da primetimo da operaciji sabira�a vektora r1 i r2 u
ravni odgovara operacija sabira�a kompleksnih brojeva z1 i z2, a mno�e�u
vektora r1 skalarom a operacija mno�e�a kompleksnog broja z1 realnim brojem
a. O geometrijskoj interpretaciji mno�e�a kompleksnih brojeva nexto vixe
�emo da ka�emo kasnije, u Primeru 3 na str. 331.

Iz Pitagorine teoreme sledi da je du�ina vektora r = xi + yj broj

‖r‖ =
√
x2 + y2.

Lako se vidi da je i u ovom sluqaju, kao i na realnoj pravoj, ‖r‖ =
√
r · r. Ako

vektor r = xi + yj identifikujemo sa kompleksnim brojem z = x+ iy, onda je

‖r‖ = |z|.

Opxtije { du�ina vektora koji spaja taqke z0 i z1 (odnosno, rastoja�e izme�u
tih taqaka) je |z1 − z0|.

Svi vektori koji le�e na pravoj L koja spaja taqke z0 i z1 su kolinearni
vektoru z1 − z0, tj. sve taqke te prave su oblika

z = z0 + t(z1 − z0), t ∈ R. (1)

Ovo je parametarska jednaqina prave L koja spaja taqke z0 = x0 + iy0 i z1 =
x1 + iy1. Razdvaja�em realnog i imaginarnog dela dobijamo parametarsku
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jednaqinu prave u obliku

x = x0 + t(x1 − x0), y = y0 + t(y1 − y0), t ∈ R.

Poxto je svaki vektor na ovoj pravoj kolinearan vektoru z1 − z0, tj. za
proizvo	ni vektor v na pravoj va�i v = t0((x1−x0)i+(y1−y0)j), a parametar
t u (1) uzima sve realne vrednosti, svejedno je da li u (1) umesto t stoji t0t, pa
jednaqina prave (1) mo�e da se napixe i u obliku

r(t) = r0 + tv, (2)

gde je r0 vektor koji spaja koordinatni poqetak sa proizvo	nom fiksiranom
taqkom na pravoj L, a v proizvo	ni vektor paralelan toj pravoj.

Neka je θ (0 ≤ θ ≤ π) ugao izme�u vektora r1 = x1i + y1j i r2 = x2i + y2j.
Iz elementarne trigonometrije sledi da je

cos θ =
r1 · r2

‖r1‖ ‖r2‖
.

Zadatak 1. Dokazati da je vektor w = ai + bj ortogonalan na pravu ax+
by = c. Izvesti odatle formulu za ugao izme�u pravih a1x + b1y = c1 i
a2x+ b2y = c2. X

Zadatak 2. Dokazati da je jednaqina prave koja spaja dve taqke z1, z2

kompleksne ravni data sa

z̄ = az + b, gde je a =
z̄1 − z̄2

z1 − z2
, b =

z1z̄2 − z2z̄1

z2 − z1
.

Dokazati da osna refleksija u odnosu na osu z̄ = az + b preslikava taqku ζ u
aζ + b. X

1.3. Vektori u trodimenzionom prostoru. Kao i u sluqaju vektora
na pravoj ili u ravni, vektor u trodimenzionom euklidskom prostoru mo�emo,
posle translacije koja �egovu poqetnu taqku premexta u koordinatni poqetak
O = (0, 0, 0), da identifikujemo sa trokom realnih brojeva, (x, y, z) ∈ R3. Za
takav vektor pixemo

r = xi + yj + zk,

gde su i, j i k vektori sa poqetnom taqkom (0, 0, 0) i kraj�im taqkama (1, 0, 0),
(0, 1, 0) i (0, 0, 1); drugim reqima, to su jediniqni vektori du� x, y i z ose.

Ako su r1 = x1i+y1j+z1k i r2 = x2i+y2j+z2k dva vektora na realnoj pravoj
i a ∈ R skalar, operacije sabira�a vektora, mno�e�a vektora skalarom i ska-
larnog proizvoda dva vektora su definisane sa

r1 + r2 = (x1 + x2)i + (y1 + y2)j + (z1 + z2)k, ar1 = (ax1)i + (ay1)j + (az1)k,

r1 · r2 = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Vektor
O = 0i + 0j + 0k

je neutral za operaciju sabira�a; ovaj vektor nazivamo nula { vektorom.
Iz Pitagorine teoreme sledi da je du�ina vektora r = xi+yj+zk jednaka

‖r‖ =
√
x2 + y2 + z2 =

√
r · r,

a iz elementarne trigonometrije da je kosinus ugla θ izme�u vektora r1 =
x1i + y1j + z1k i r2 = x2i + y2j + z2k jednak

cos θ =
r1 · r2

‖r1‖ ‖r2‖
.
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Vektori r1 i r2 su ortogonalni ako je ugao izme�u �ih prav, tj. ako je r1 ·r2 = 0.
Vektor r nazivamo jediniqnim vektorom ako je ‖r‖ = 1.

Lema 1. Skalarni proizvod ima slede�a svojstva:

1. r1 · r2 = r2 · r1

2. a(r1 · r2) = (ar1) · r2 = r1 · (ar2)
3. r1 · (r2 + r3) = r1 · r2 + r1 · r3

4. O · r1 = 0.

4 Dokaz sledi iz definicije vektorskih operacija u koordinatama. 5

Definicija 1. Vektor

Pr2(r1) :=
r1 · r2

‖r2‖2
r2

naziva se ortogonalnom projekcijom vektora r1 na vektor r2. ♦

Primetimo da je

Pr2(r1) = ‖r1‖ cos θ
r2

‖r2‖
,

gde je θ ugao izme�u vektora r1 i r2, a
r2
‖r2‖ jediniqni vektor istog pravca i

smera kao r2.

Primer 1. Kosinusna teorema. Neka je 4ABC proizvo	an trougao u
ravni, i neka je α ugao kod temena A. Neka je

a =
−−→
BC, b =

−→
CA, c =

−−→
AB.

Tada je a + b + c = O, tj. a = −(b + c), odakle sledi

a · a = (b + c) · (b + c).

Primenom distributivnosti skalarnog proizvoda na izraz na desnoj strani
dobijam

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

gde su a = ‖a‖, b = ‖b‖, c = ‖c‖ du�ine stranica trougla. ]

Ako vektori r1 i r2 nisu paralelni, oni odre�uju jedinstvenu ravan u
trodimenzionom prostoru. Neka je n jedinstveni jediniqni vektor koji je
ortogonalan na tu ravan i usmeren po pravilu desne ruke u odnosu na vektore
r1 i r2: ako desnom rukom obuhvatimo pravu kojoj pripada vektor n, tako da
prsti pokazuju od r1 prema r2 po ma�em uglu, onda palac odre�uje pravac
vektora n. Vektorski proizvod vektora r1 i r2 se definixe sa

r1 × r2 := (‖r1‖ ‖r2‖ sin θ)n, (3)

gde je θ (0 < θ < π) ugao izme�u vektora r1 i r2. Ako su vektori r1 i r2

kolinearni θ = 0 ili π) �ihov vektorski proizvod je po definiciji nula{
vektor.

Iz elementarne trigonometrije sledi da je du�ina vektorskog proizvoda
dva vektora jednaka povrxini paralelograma qije su oni stranice, odnosno
dvostrukoj povrxini trougla konstruisanog nad �ima.



1. VEKTORSKE OPERACIJE U KOORDINATAMA 329

Primer 2. Sinusna teorema. Neka su, kao u Primeru 1, a, b, c vektori
odre�eni stranicama trougla 4ABC i a, b, c �ihove du�ine. Iz qi�enice da
je du�ina vektorskog proizvoda jednaka dvostrukoj povrxini trougla 4ABC,
sledi da je

a× b = b× c = c× a.

Odatle i iz (3) sledi
a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
,

gde su α, β, γ uglovi trougla naspram stranica a, b, c redom. ]

Ako su r1, r2, r3 vektori u trodimenzionom prostoru, �ihov mexoviti
proizvod je skalar

[r1, r2, r3] := (r1 × r2) · r3.

Lako se vidi da je zapremina paralelepipeda qije su ivice ovi vektori jednaka
apsolutnoj vrednosti mexovitog proizvoda

V = |[r1, r2, r3]|.
Zaista, du�ina vektora N = r1×r2 je jednaka povrxini baze paralelepipeda.
Poxto je vektor N ortogonalan na bazu paralelepipeda, apsolutna vrednost
skalarnog proizvoda N · r3 jednaka je proizvodu du�ine vektora N (tj. povr-
xine baze) i visine paralelepipeda.

U ovom izvo�e�u formule za zapreminu, mo�emo da uzmemo za bazu par-
alelepipeda bilo koja dva vektora, tako da zapreminu mo�emo da izrazimo,
pomo�u mexovitog proizvoda, na tri naqina. Ako pri tome povedemo raquna
i o znaku, dobijamo identitet

(r1 × r2) · r3 = (r2 × r3) · r1 = (r3 × r1) · r2. (4)

Drugim reqima, vrednost mexovitog proizvoda se ne me�a ako argumente cik-
liqno pomeramo:

[r1, r2, r3] = [r2, r3, r1] = [r3, r1, r2].

Primetimo i da je, zbog komutativnosti skalarnog proizvoda,

(r1 × r2) · r3 = r3 · (r1 × r2).

Lema 2. Vektorski proizvod ima slede�a svojstva:

1. r1 × r2 = −r2 × r1

2. a(r1 × r2) = (ar1)× r2 = r1 × (ar2)
3. r1 × (r2 + r3) = r1 × r2 + r1 × r3, (r1 + r2)× r3 = r1 × r3 + r2 × r3

4. O× r1 = O.

4 Dokaz svih svojstava sem distributivnosti (svojstvo 3) sledi direktno iz
definicije. Za dokaz distributivnosti po�imo od vektora

R = r1 × (r2 + r3)− r1 × r2 − r1 × r3. (5)

Treba da doka�emo da je R = O, xto je ekvivalentno sa ‖R‖2 = R · R = 0.
Ako pomno�imo obe strane (5) sa R, dobijamo

R ·R = R · (r1 × (r2 + r3))−R · (r1 × r2)−R · (r1 × r3).

Ako sada iskoristimo (4), dobijamo

R ·R = (R× r1) · (r2 + r3)− (R× r1) · r2 − (R× r1) · r3.
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Time smo dokaz sveli na distributivnost skalarnog proizvoda (Lema 1), iz
koje sledi da je posled�i izraz jednak nuli. 5

Sada mo�emo da izrazimo vektorski proizvod u koordinatama. Prime-
timo, pre svega, da iz definicije vektorskog proizvoda sledi da, za jediniqne
vektore i, j, k va�i

i× j = k, j× k = i, k× i = j, i× i = j× j = k× k = O. (6)

Neka je

r1 = x1i + y1j + z1k i r2 = x2i + y2j + z2k.

Koriste�i distributivnost vektorskog proizvoda i (6) dobijamo, posle kra�eg
sre�iva�a izraza,

r1 × r2 = (y1z2 − y2z1)i− (x1z2 − x2z1)j + (x1y2 − x2y1)k.

Drugi naqin da se napixe ovaj izraz je

r1 × r1 =

∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣ i− ∣∣∣∣ x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣k (7)

ili, najlakxe za pam�e�e,

r1 × r2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ .
Skalarnim mno�e�em izraza (7) sa r3 = x3i + y3j + z3k dobijamo izraz za
mexoviti proizvod

(r1 × r2) · r3 =

∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣x3 −
∣∣∣∣ x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣ y3 +

∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ z3

ili, u vidu jedne determinante

[r1, r2, r3] =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ . (8)

Zapremina paralelepipeda qije su ivice vektori r1, r2, r3 jednaka je apsolut-
noj vrednosti ove determinante.

Zadatak 3. Da li taqke A(2, 3, 1), B(0, 2, 5), C(6,−1, 3), D(−4, 6, 3) le�e u
istoj ravni? X

Zadatak 4. Date su taqke O(0, 0, 0), P (2, 0,−1), Q(2,−1, 0), R(1, 4, 0).
(a) Dokazati da taqke O, P , Q, R ne le�e u istoj ravni i da taqke O, P ,

Q ne le�e na istoj pravoj.
(v) Na�i rastoja�e izme�u taqke R i ravni odre�ene taqkama O, P , Q.
(g) Na�i kosinus ugla kod temena P trougla 4OPQ i du�inu ortogonalne

projekcije stranice OP na pravu odre�enu taqkama P i R. X

Neka su r1, r2, r3 tri vektora koja ne le�e u istoj ravni. Tada je vektor
r2×r3 ortogonalan na ravan odre�enu vektorima r2 i r3. Drugim reqima, svaki
vektor koji je ortogonalan na r2 × r3 pripada ravni odre�enoj vektorima r2 i
r3. Poxto je r1 × (r2 × r3) ortogonalan na r2 × r3 i na r1, sledi da je

r1 × (r2 × r3) = ar2 + br3
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za neke a, b ∈ R. Slede�a lema daje eksplicitan izraz za skalare a i b (bez
pretpostavke da vektori ne le�e u istoj ravni).

Lema 3. Neka su r1, r2, r3 proizvo	na tri vektora u trodimenzionom
prostoru. Tada je

r1 × (r2 × r3) = (r1 · r3)r2 − (r1 · r2)r3.

4 Dokaz sledi iz zapisa vektorskog i skalarnog proizvoda u koordinatama:
neka je

r1 = x1i + y1j + z1k, r2 = x2i + y2j + z2k, r3 = x3i + y3j + z3k.

Tada je komponenta uz i u r1 × (r2 × r3) jednaka

y1(x2y3 − y2x3)− z1(z2x3− x2z3) = x2(y1y3 + z1z3)− x3(y1y2 + z1z2).

Ako ovom izrazu dodamo i oduzmemo x1x2x3 dobijamo da je i komponenta tro-
strukog vektorskog proizvoda jednaka

x2(x1x3 + y1y3 + z1z3)− x3(x1x2 + y1y2 + z1z2) = (r1 · r3)x2 − (r1 · r2)x3.

Na isti naqin se izraqunavaju i ostale dve komponente. 5

Iz Leme 3 sledi da vektorski proizvod nije asocijativna operacija {
vektor r1 × (r2 × r3) le�i u ravni odre�enoj vektorima r2 i r3, a vektor
(r1 × r2) × r3 = −r3 × (r1 × r2) u ravni odre�enoj vektorima r1 i r2. Umesto
asocijativnosti, trostruki vektorski proizvod zadovo	ava slede�u relaciju.

Posledica 1. Neka su r1, r2, r3 proizvo	na tri vektora u trodimen-
zionom prostoru. Tada je

r1 × (r2 × r3) + r2 × (r3 × r1) + r3 × (r1 × r2) = 0.

4 Dokaz sledi iz Leme 3. 5

Jednakost iz Posledice 1 naziva se Jakobijevim1 identitetom za vek-
torski proizvod.

Primer 3. Mno�eǌe kompleksnih brojeva. Neka su

r1 = x1i + y1j i r2 = x2i + y2j

dva vektora u R3. Ako izraqunamo �ihov skalarni i vektorski proizvod u
koordinatama, dobijamo

r1 · r2 = x1x2 + y1y2, r1 × r2 = (x1y2 − x2y1)k.

Ako uz vektore r1 i r2 posmatramo i kompleksne brojeve

z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2

prime�ujemo da je proizvod kompleksnih brojeva z̄1 i z2 jednak

z̄1z2 = (x1x2 + y1y2) + i(x1y2 − x2y1),

tj. realni deo ovog proizvoda odgovara skalarnom, a imaginarni vektorskom
proizvodu vektora r1 i r2. Drugim reqima

r1 · r2 = Re (z̄1z2) =
1

2
(z̄1z2 + z1z̄2), r1 × r2 = Im (z̄1z2)k =

1

2i
(z̄1z2 − z1z̄2)k.

]

1Jakobi (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804{1851), nemaqki matematiqar
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Primer 4. Kvaternioni. Proxire�em sistema kompleksnih brojeva sa
skupa C ∼= R2 na skup H := R4 dobijamo kvaternione, algebarsku strukturu
koja, osim imaginarne jedinice i ima jox dve imaginarne jedinice j i k. Pre-
ciznije, kvaternioni su izrazi oblika a + ib + jc + kd, koji se sabiraju po
pravilu

(a1+ib1+jc1+kd1)+(a2+ib2+jc2+kd2) = (a1+a2)+i(b1+b2)+j(c1+c2)+k(d1+d2),

a mno�e�e je definisano distributivnim i asocijativnim zakonom i prav-
ilima

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Iz ovih relacija sledi i

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Struktura (H,+, ·) je telo (prsten koji zadovo	ava sve aksiome po	a sem komu-
tativnosti mno�e�a, videti definiciju u Glavi 1). Po analogiji sa komplek-
snim brojevima, kvaternione oblika ib + jc + kd zovemo qisto imaginarnim
kvaternionima. Konjugovana vrednost kvaterniona q = a + ib + jc + kd je
kvaternion

a+ ib+ jc+ kd = a− ib− jc− kd.
Iz definicije mno�e�a kvaterniona sledi da je qq̄ = a2 + b2 + c2 + d2. Pozi-
tivni realni broj

|q| :=
√
qq̄

naziva se apsolutnom vrednox�u kvaterniona q.
Primetimo da je

(a+ ib+ jc+ kd) = (a+ ib) + (c+ id)j,

a a+ ib i c+ id su kompleksni brojevi, pa kvaternione mo�emo da identifiku-
jemo sa elementima iz C×C.

Telo kvaterniona mo�emo da opixemo i pomo�u operacija skalarnog i
vektorskog proizvoda u R3. Posmatrajmo H kao R × R3 i identifikujmo
kvaternion q = a+ ib+ jc+ kd sa formalnim zbirom skalara i vektora

a+ r, gde je r = bi + cj + dk.

Tada je sabira�e kvaterniona definisano sa

(a1 + r1) + (a2 + r2) = (a1 + a2) + (r1 + r2),

a mno�e�e sa

(a1 + r1)(a2 + r2) = (a1a2 − r1 · r2) + (a1r2 + a2r2 + r1 × r2).

Oznaka H za telo kvaterniona koristi se u qast Hamiltona2, koji ih je
uveo kao sredstvo za prouqava�e mehanike trodimenzionog sistema. �egov
originalni pokuxaj, koji nije urodio plodom, je bio da sistem kompleksnih
brojeva proxiri na trodimenzioni prostor. Ne uspevxi u tome, proxirio
ga je na qetvorodimenzioni prostor. Ne ulaze�i u deta	e preciznije formu-
lacije, spomenimo da je danas poznato da se sistem brojeva, sem u R i R2 = C
gde je on asocijativan i komutativan, mo�e proxiriti samo jox naR4 = H ako
�elimo da ostane asocijativan iako nije komutativan, i uR8 ako se odreknemo
i asocijativnosti. Ovo tvr�e�e dokazali su metodama algebarske topologije,

2Hamilton (William Rowan Hamilton, 1805{1865), irski matematiqar
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nezavisno jedan od drugog, 1958. godine Kerver3 i Milnor4. Napomenimo da je
algebarska struktura koja proxiruje sistem brojeva naR8 poznata kao algebra
oktava, ili oktaniona. Uveli su je, nezavisno jedan od drugog, Grejvs5 (koji
joj je i dao ime oktave) i Kejli6, po kome se ona nekad naziva i Kejlijevim
brojevima. ]

Primer 5. Jednaqine prave i ravni. Neka su date dve razliqite
taqke P0(x0, y0, z0) i P1(x1, y1, z1) u R3 i

r0 = x0i + y0j + z0k, r1 = x1i + y1j + z1k

�ima pridru�eni vektori. Tada prava L koja sadr�i taqke P0 i P1 data
parametarskom jednaqinom

r(t) = r0 + t(r1 − r0), t ∈ R, (9)

ili, u koordinatama,

x = x0 + t(x1 − x0), y = y0 + t(y1 − y0), z = z0 + t(z1 − z0), t ∈ R,

koja uopxtava jednaqinu (2) i izvodi se na isti naqin. Kao i u (2), i u (9)
umesto vektora r0 mo�e da stoji proizvo	an vektor koji spaja koordinatni
poqetak sa nekom taqkom na pravoj L, a umesto r1 − r0 bilo koji vektor v koji
je paralelan pravoj L.

Neka je data jox jedna taqka P2(x2, y2, z2) koja nije kolinearna sa taqkama
P0 i P1, i neka je r2 = x2i+y2j+z2k. Tada su vektori r2−r0 i r1−r0 paralelni
ravni Σ kojoj pripadaju taqke P0, P1, P2, pa je vektor

n = (r2 − r0)× (r1 − r0)

ortogonalan na tu ravan. Neka je S(x, y, z) proizvo	na taqka ravni Σ i neka
je

r = xi + yj + zk.

Tada je vektor r− r0 paralelan ravni Σ, tj. ortogonalan na n, pa je

n · (r− r0) = 0.

Ovo je ,,jednaqina ravni u R3; poxto je n = (r2 − r0)× (r1 − r0), ona mo�e da
se napixe u obliku mexovitog proizvoda

[r2 − r0, r1 − r0, r− r0].

Imaju�i u vidu zapis (8) mexovitog proizvoda u koordinatama, jednaqinu
ravni koja sadr�i taqke P0, P1, P2 mo�emo da zapixemo i u obliku∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Dakle, ako je ravan data jednaqinom Ax+By+Cz = D, vektor v = Ai+Bj+Ck
je ortogonalan na �u (uporediti sa Zadatkom 1). ]

3Kerver (Michel Kervaire, 1927{2007), francuski matematiqar
4Milnor (John Willard Milnor, 1931), ameriqki matematiqar
5Grejvs (John Thomas Graves, 1806{1870), irski pravnik i matematiqar
6Kejli (Arthur Cayley, 1821{1895), britanski matematiqar
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Zadatak 5. Na�i parametarsku jednaqinu prave po kojoj se seku ravni

x− y + 2z + 8 = 0 i x+ 2y + z = 1

i na�i rastoja�e izme�u te prave i taqke (0, 1, 2).
Uputstvo: Za nala�e�e vektora prave upotrebiti vektorski proizvod vek-

tora ravni, a za rastoja�e projekciju iz Definicije 1. X

1.4. Vektori u k{dimenzionom prostoru. Po analogiji sa trodimen-
zionim prostorom, taqke u Rk zva�emo vektorima u k{dimenzionom prostoru.
Ako su v = (v1, v2, . . . , vk) i w = (w1, w2, . . . , wk) dva takva vektora, a a ∈ R
realni broj, onda su sa

v + w := (v1 + w1, v2 + w2, . . . , vk + wk) i av := (av1, av2, . . . , avk)

definisane operacije sabira�a vektora i mno�e�a vektora skalarom, koje na
prirodan naqin uopxtavaju odgovaraju�e operacije u trodimenzionom pros-
toru. Sliqno, skalarni proizvod je definisan sa

v ·w := v1w1 + v2w2 + · · ·+ vkwk,

a du�ina vektora sa

‖v‖ :=
√
v2

1 + v2
2 + · · ·+ v2

k =
√
v · v.

Euklidskim rastoja�em (ili, kra�e, rastoja�em7) izme�u taqaka

A(a1, a2, . . . , ak) i B(b1, b2, . . . , bk)

nazivamo broj

d(A,B) =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (ak − bk)2.

Rastoja�e izme�u taqaka A i B je jednako du�ini ‖a− b‖ vektora a− b, gde
je a = (a1, a2, . . . , ak) i b = (b1, b2, . . . , bk).

Iz Koxi{Xvarcove nejednakosti (Teorema 25 na str. 85) sledi da je

|v ·w| ≤ ‖v‖ ‖w‖,

pa postoji jedinstveni ugao θ ∈ [0, π] za koji je

cos θ =
v ·w
‖v‖ ‖w‖

.

Taj ugao nazivamo uglom izme�u vektora v i w. Vektori v i w su ortogonalni
ako je v ·w = 0.

Primer 6. Vektori

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1)

u R4 su me�usobno ortogonalni. Svaka dva od �ih su nekolinearna, tj. ne
postoji a ∈ R za koje je aei = ej za i 6= j. ]

7U Dodatku 1 razmatra�emo opxtiji koncept rastoja�a, odnosno metrike, koji uk	uquje
i rastoja�a koja nisu euklidska. Za sada �emo se ograniqiti samo na euklidska rastoja�a,
pa �emo pridev ,,euklidsko" qesto da izostav	amo.
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Primetimo da binarnu operaciju × vektorskog proizvoda iz R3 ne mo-
�emo da ponovimo za k{dimenzioni prostor { pri definisa�u vektorskog
proizvoda r1 × r2 u trodimenzionom prostoru koristili smo qi�enicu da
su svi vektori koji su ortogonalni na r1 i r2 kolinearni (pa je vektorski
proizvod bio jednoznaqno odre�en tim pravcem, du�inom jednakom povrxini
paralelograma nad r1, r2 i smerom odre�enim pravilom desne ruke). Me�utim,
kao xto smo videli u Primeru 6, ve� uR4 postoji vixe nekolinearnih vektora
koji su ortogonalni na par vektora { npr. i e1 i e2 su ortogonalni na par
vektora e3, e4.

Me�utim, koriste�i zapis vektorskog proizvoda u koordinatama, mo�emo
da definixemo (k− 1){arnu operaciju

∧
, koja uopxtava binarnu operaciju ×

iz sluqaja k = 3 (tada je k− 1 = 2), na slede�i naqin. Posmatrajmo jediniqne
vektore

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), · · · , ek = (0, 0, 0, . . . , 1),

koji na oqigledan naqin uopxtavaju vektore i, j k iz trodimenzionog prostora.
Neka su v1,v2, . . . ,vk−1 vektori iz Rk, sa koordinatama

vj = (vj1, v
j
2, . . . , v

j
k) za j = 1, 2, . . . , k − 1.

�ihov spo	ax�i ili klinasti proizvod
∧
je definisan sa

∧
(v1,v2, . . . ,vk−1) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 · · · ek
v1

1 v1
2 · · · v1

k

v2
1 v2

2 · · · v2
k

· · · · · · · · · · · ·
vk−1

1 vk−1
2 · · · vk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Umesto
∧

(v1,v2, . . . ,vk−1) koristi se i oznaka v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk−1.
Sada mo�emo da definixemo i mexoviti proizvod k vektora v1,v2, . . . ,vk

sa
[v1,v2, . . . ,vk] := (v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk−1) · vk,

koji uopxtava mexoviti proizvod iz R3. Oqigledno je da je on jednak deter-
minanti

[v1,v2, . . . ,vk] :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
v1

1 v1
2 · · · v1

k

v2
1 v2

2 · · · v2
k

· · · · · · · · · · · ·
vk1 vk2 · · · vkk

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Apsolutnu vrednost ove determinante, po analogiji sa trodimenzionim sluqa-
jem, nazivamo zapreminom k{dimenzionog paralelepipeda konstruisanog nad
vektorima v1,v2, . . . ,vk.

2. Limesi, izvodi i integrali

Podsetimo se da smo u Glavi 4 definisali limes niza zn kompleksnih
brojeva na slede�i naqin:

lim
n→∞

zn = z∞ ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ |zn − z∞| < ε. (10)

Odatle smo izveli pojmove limesa i neprekidnosti funkcije (Teorema 2 na
str. 171 i Posledica 4 iza �e).

Izraz |zn − z∞| u (10) je rastoja�e izme�u kompleksnih brojeva zn i z∞,
odnosno du�ina vektora odre�enog kompleksnim brojem zn − z∞, tako da ova
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definicija, kao i definicije limesa i neprekidnosti, ima prirodno uopxt-
e�e u vektorskim prostorima.

Definicija 2. Neka je rn niz vektora u Rk. Tada je

lim
n→∞

rn = r∞ ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ ‖rn − r∞‖ < ε.

Ako je ovo ispu�eno, ka�emo da niz rn konvergira ka r∞.
Neka je r : T → Rk preslikava�e skupa T ⊂ R u vektorski prostor Rk i

neka je a taqka nagomilava�a skupa T . Tada je A = lim
t→a

f(t) ako i samo ako za

svaki niz tn ∈ T \ {a} va�i
lim
n→∞

tn = a ⇒ lim
n→∞

r(tn) = A.

Funkcija t 7→ r(t) je neprekidna u taqki τ ∈ T ako za svaki niz tn ∈ T va�i

lim
n→∞

tn = τ ⇒ lim
n→∞

r(tn) = r(τ).

♦

Iz definicije sledi da je funkcija t 7→ r(t) neprekidna u taqki τ ako i
samo ako je

r(τ) = lim
t→τ

r(t).

Primetimo da smo u definiciji izvoda funkcije, datoj u Glavi 3,

f ′(t0) = lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h

koristili pojam limesa (koji smo upravo definisali i za funkcije sa vred-
nostima u vektorskom prostoru) i operacije sabira�a, oduzima�a i mno�e�a
skalarom 1/h, koje imamo na raspolaga�u i u vektorskom prostoru. To nam
omogu�ava slede�u definiciju.

Definicija 3. Neka t0 ∈ I unutrax�a taqka intervala I ⊂ R. Funkcija
r : I → Rk je diferencijabilna u taqki t0 ako postoji limes

r′(t0) = lim
h→0

1

h
(r(t0 + h)− r(t0)),

koji nazivamo izvodom funkcije r u taqki t0. ♦

Napomena 1. Primetimo da nije mogu�e ovako jednostavno uopxtiti po-
jam izvoda ako pretpostavimo da je domen, umesto kodomena, funkcije u vek-
torskom prostoru, jer izraz 1/h nema smisla ako h nije skalar. Izuqava�e
izvoda funkcija sa domenom u vektorskom prostoru je predmet diferenci-
jalnog raquna funkcija vixe promen	ivih. �

Sliqno se uopxtava i pojam Koxijevog integrala neprekidne funkcije
r : [a, b]→ Rk; rezultat je vektor∫ b

a

r(t) dt ∈ Rk.

U prethodnim glavama smo videli da limes kompleksne funkcije (i sa
�im vezani pojmovi neprekidnosti, limesa niza, izvoda, integrala) mo�e
da se svede na limes realnog i imaginarnog dela (videti npr. Lemu 12 na
str. 119). Ta tvr�e�a se, sa praktiqno istim dokazom, uopxtavaju na funkcije
sa kodomenom u Rk.
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Lema 4. Niz rn = (xn1 , x
n
2 , . . . , x

n
k ) niz u Rk konvergira ako i samo ako

konvergira po koordinatama, tj. ako i samo ako konvergiraju svi nizovi xnj ,
1 ≤ j ≤ k, i tada va�i

lim
n→∞

rn =
(

lim
n→∞

xn1 , lim
n→∞

xn2 , . . . , lim
n→∞

xnk
)
.

Funkcija t 7→ r(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xk(t)) ima limes u taqki nagomilava�a
domena a ako i samo ako sve funkcije t 7→ xj(t), 1 ≤ j ≤ k, imaju limes u
taqki a i tada va�i

lim
t→a

r(t) =
(

lim
t→a

x1(t), lim
t→a

x2(t), . . . , lim
t→a

xk(t)
)
.

Funkcija t 7→ r(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xk(t)) je neprekidna ako i samo ako su
sve funkcije t 7→ xj(t), 1 ≤ j ≤ k, neprekidne. U tom sluqaju, �en Koxijev
integral je vektor∫ b

a

r(t) dt =

(∫ b

a

x1(t) dt,

∫ b

a

x2(t) dt, . . . ,

∫ b

a

xk(t) dt

)
.

Ova funkcija je diferencijabilna u unutrax�oj taqki domena t0 ako i samo
ako su sve funkcije t 7→ xj(t), 1 ≤ j ≤ k, diferencijabilne u toj taqki i
tada va�i

r′(t0) =
(
x′1(t0), x′2(t0), . . . , x′k(t0)

)
.

4 Za vektor v = (v1, v2, . . . , vk) ∈ Rk va�e oqigledne nejednakosti

|vj | ≤ ‖v‖ ≤
√
kmax{|v1|, |v2|, . . . |vk|} za sve j ∈ {1, 2, . . . , k},

iz kojih sledi dokaz tvr�e�a za nizove, a odatle i ostala tvr�e�a, budu�i da
su ona izvedena iz pojma limesa niza. 5

3. Pravila diferencira�a

Neka je I ⊂ R interval.
Ako je r : I → Rk diferencijabilna funkcija sa vrednostima u vek-

torskom prostoru i f : I → R diferencijabilna skalarna funkcija, onda je
t 7→ r(f(t)) diferencijabilna funkcija sa vrednostima u vektorskom prostoru
i va�i

d

dt

(
r(f(t))

)
= f ′(t)r′(f(t)). (11)

Ovo pravilo sledi iz pravila za izvod slo�ene funkcije, prime�enog na
svaku koordinatu posebno, i Leme 4.

Ako su funkcije r1 : I → Rk i r2 : I → Rk diferencijabilne, onda je
takav i �ihov zbir i va�i

d

dt

(
r1(t) + r2(t)

)
= r′1(t) + r′2(t). (12)

Ako je funkcija r : I → Rk diferencijabilna i c ∈ R konstanta, onda je

d

dt

(
cr(t)

)
= cr′(t). (13)

Ako je r : I → Rk diferencijabilna funkcija sa vrednostima u vek-
torskom prostoru i f : I → R diferencijabilna realna funkcija, onda je

d

dt

(
f(t)r(t)

)
= f ′(t)r(t) + f(t)r′(t). (14)
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Ako su funkcije r1 : I → Rk i r2 : I → Rk diferencijabilne, onda je
diferencijabilan i �ihov skalarni proizvod t 7→ r1 · r2 i va�i

d

dt

(
r1(t) · r2(t)

)
= r′1(t) · r2(t) + r1(t) · r′2(t). (15)

Ako su funkcije r1 : I → R3 i r2 : I → R3 diferencijabilne, onda je
diferencijabilan i �ihov vektorski proizvod t 7→ r1 × r2 i va�i

d

dt

(
r1(t)× r2(t)

)
= r′1(t)× r2(t) + r1(t)× r′2(t). (16)

Ako je, uz to, i r3 : I → R3 diferencijabilna funkcija, onda je diferencija-
bilan i mexoviti proizvod t 7→ [r1(t), r2(t), r3(t)] i va�i

d

dt
[r1(t), r2(t), r3(t)] = [r′1(t), r2(t), r3(t)] + [r1(t), r′2(t), r3(t)] + [r1(t), r2(t), r′3(t)].

(17)
Opxtije, ako su r1, r2, . . . , rk → Rk diferencijabilne funkcije, onda je su

diferencijabilne i funkcije

t 7→ r1 ∧ r2 ∧ . . . ∧ rk−1 i t 7→ [r1, r2, . . . , rk]

i va�i
d
dt

(
r1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t)

)
= r′1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t)

+r1(t) ∧ r′2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t) + · · ·+ r1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ r′k−1(t)
(18)

i, sliqno za mexoviti proizvod,

d
dt [r1(t), r2(t), . . . , rk(t)] = [r′1(t), r2(t), . . . , rk(t)]

+[r1(t), r′2(t), . . . , rk(t)] + · · ·+ [r1(t), r2(t), . . . , r′k(t)].
(19)

Pravila (12){ (19) mogu da se izvedu iz zapisa odgovaraju�ih operacija
u koordinatima i primenom Leme 4 (xto ostav	amo qitaocu za ve�bu), ali
je korisno izvesti ih imaju�i u vidu i opxtiji pristup, za koji �e nam biti
potrebna slede�a definicija.

Definicija 4. Preslikava�e

L : Rk → Rm

je linearno ako va�i

L(av + bw) = aL(v) + bL(w)

za sve vektore v,w ∈ Rk i sve skalare a, b ∈ R. Preslikava�e

L :
(
Rk1

)
× (Rk2

)
→ Rm

je bilinearno ako je linearno po svakoj komponenti, tj. ako su za sve a ∈ Rk1

i b ∈ Rk2 preslikava�a

x→ L(x,b) i y→ L(a,y)

linearna preslikava�a. Opxtije, preslikava�e

L :
(
Rk1

)
× (Rk2

)
× · · · × (Rkn

)
→ Rm

je vixelinearno ili n{linearno ako je linearno po svakoj komponenti. Speci-
jalno, linearna preslikava�a su 1{linearna, bilinearna 2{linearna.
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Primer 7. Ako je c ∈ R fiksirana konstanta, sa v 7→ cv je definisano
linearno preslikava�e Rk → Rk. Preslikava�e

L : R×Rk → Rk, L(x,v) = xv

je bilinearno. Skalarni proizvod je bilinearno preslikava�e

Rk ×Rk 3 (v,w) 7→ v ·w ∈ R,

a vektorski proizvod je bilinearno preslikava�e

R3 ×R3 3 (v,w) 7→ v ×w ∈ R3.

Opxtije, klinasti proizvod je (k − 1){linearno preslikava�e

Rk × · · · ×Rk︸ ︷︷ ︸
k−1

→ Rk,

a mexoviti proizvod je k{linearno preslikava�e

Rk × · · · ×Rk︸ ︷︷ ︸
k

→ R.

]

Primer 8. Neka je
L : Rk1 ×Rk2 → Rm

bilinearno preslikava�e i v1,w1 ∈ Rk1 , v2,w2 ∈ Rk2 . Tada je, za h ∈ R

L(v1 + hw1,v2 + hw2) = L(v1,v1) + h(L(w1,v2) + L(v1,w2)) + h2L(w1,w2).

Opxtije, za n{linearno preslikava�e L sa kodomenom u Rm izraz L(v1 +
hw1, . . . ,vn + hwn) je polinom n{tog stepena po h sa koeficijentima u Rm. ]

Zadatak 6. Neka je

L : Rk1 ×Rk2 ×Rk3 → Rm

3{linearno preslikava�e, i neka su vj ,wj ∈ Rkj fiksirani vektori. Da li
postoji limes

lim
h→0

1

h
(L(v1 + hw1,v2 + hw2,v3 + hw3)− L(v1,v2,v3))?

X

Teorema 1. Neka je I interval u R i neka je

L :
(
Rk1

)
× (Rk2

)
× · · · × (Rkn

)
→ Rm

n{linearno preslikava�e. Ako su funkcije

rj : I → Rkj

diferencijabilne, i va�i

d

dt
L(r1(t), . . . , rn(t)) =

n∑
j=1

L(r1(t), . . . , r′j(t), . . . , rn(t))
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4 Po definiciji prvog izvoda je

d

dt
L(r1(t), . . . , rn(t)) = lim

h→0

1

h
∆L(h),

gde je
∆L(h) :=

(
L(r1(t+ h), . . . , rn(t+ h))− L(r1(t), . . . , rn(t))

)
.

Poxto su sve funkcije rj diferencijabilne, va�i

rj(t+ h)− rj(t) = r′j(t)h+ o(h), kad h→ 0.

Ako ove izraze uvrstimo u L(r1(t+h), . . . , rn(t+h)), primenom n{linearnosti
preslikava�a L i Primera 8 zak	uqujemo da je

∆L(h) = h

n∑
j=1

L(r1(t), . . . , r′j , . . . , rn(t)) + h2R,

gde su sa R oznaqeni svi sabirci u kojima se h pojav	uje vixe od jednom.
De	e�em sa h i limesom kad h→ 0 dobijamo tra�eni rezultat (uporediti sa
Zadatkom 6). 5

Zadatak 7. Dokazati (12){ (19), uz pomo� Primera 7 i Teoreme 1. X

Zadatak 8. Neka su f, g : I → C diferencijabilne funkcije. Izvesti
Lajbnicovo pravilo za izvod prozivoda

(fg)′(t) = f ′(t)g(t) + f(t)g′(t)

primenom Teoreme 1 na bilinearno preslikava�e

L : C×C→ C, L(ζ, η) = ζη.

Opxtije, izvesti formulu za izvod (f1f2 · · · fn)′ proizvoda n funkcija. X

Zadatak 9. Uraditi Zadatak 22 (a) na str. 145 primenom Teoreme 1. X

4. Brzina i ubrza�e

Shvatimo R kao vremensku osu i interval I kao vremenski interval u
kome prouqavamo kreta�e materijalne taqke8. Neka dvaput diferencijabilna
funkcija

r : I → R3, t 7→ r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k (20)

opisuje polo�aj te taqke u trenutku t ∈ I. Tada se vektori
v = r′(t) = x′(t)i + y′(t)j + z′(t)k i a = v′(t) = x′′(t)i + y′′(t)j + z′′(t)k

nazivaju vektorom brzine i vektorom ubrza�a. Du�ine ovih vektora v =
‖v‖ i a = ‖a‖ zovemo skalarnom brzinom i skalarnim ubrza�em ili, kad ne
postoji mogu�nost zabune, samo brzinom i ubrza�em. Nekad, me�utim, kad je iz
konteksta jasno o qemu se radi, termin brzina se koristi i za vektor brzine9

Napomena 2. Za izvod neke fiziqke veliqine po vremenu (ili matem-
atiqke po parametru t) qesto se koristi i taqka iznad slova kojim je oznaqena
ta veliqina. Tako se koriste oznake v = ṙ, a = v̇, a = r̈. �

8Pojam materijalna taqka je apstraktna idealizacija koja oznaqava telo koje nema
dimenzije, ve� samo polo�aj i masu. Koristi za opisiva�e problema kreta�a u kojima
nam je dovo	no da opixemo kreta�e centra mase tela, tj. u kojima mo�emo da zanemarimo
obrta�e tela oko sopstvenih osa u toku kreta�a.

9U literaturi na engleskom, velocity oznaqava vektor v, a speed �egov intenzitet v.
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Ako se kreta�e odvija pod uticajem vekorskog po	a sile10 F, ono je opisano
Drugim �utnovim zakonom

F = ma, odnosno r′′(t) =
1

m
F. (21)

Za zadato, tj. poznato, F ovo je diferencijalna jednaqina drugog reda po
nepoznatoj r. �eno rexe�e opisuje kreta�e materijalne taqke.

Ukoliko se kreta�e odvija po jednoj pravoj ili u jednoj ravni, logiqno je
pojednostavti (20) i posmatrati r kao funkciju sa vrednnostima u R ili R2.
Ako posmatramo kreta�e dve materijalne taqke u trodimenzionom prostoru,
�ihovo kreta�e je opisano preslikava�em

r : I → R3 ×R3 ∼= R6.

Zato je pravilno Drugi �utnov zakon (21) u opxtem sluqaju posmatrati kao
diferencijalnu jednaqinu po nepoznatoj funkciji

r : I → Rk

sa vrednostima u k{dimenzionom prostoru.

Primer 9. Tangenta na krivu. Vektor brzine v(t0) = r′(t0) je tangentan
na krivu r(I) ⊂ Rk u taqki r(t0). Parametarska jednaqina tangentne prave na
krivu r(I) u taqki r(t0) je t 7→ r(t0) + tv(t0). ]

Zadatak 10. Neka je γ kriva u R3 po kojoj se seku dva cilindra

x2 + y2 = 5 i y2 + z2 = 8.

Na�i jednaqinu prave L koja je tangentna na γ u taqki P (1, 2,−2) i jednaqinu
ravni kroz P koja je normalna na L. X

Primer 10. Kretaǌe u odsustvu sile – Prvi ǋutnov zakon. Ako
je F = O, Drugi �utnov zakon (21) glasi

r′′(t) = O, tj. v′(t) = O.

Odatle sledi (Primenom Posledice 4 na str. 143 na svaku koordinatu posebno)
v = c1, gde je c1 konstantan vektor. Drugim reqima, va�i

r′(t) = c1,

odakle sledi da je puta�a tela opisana jednaqinom prave

r = tc1 + c2,

Vidimo da se telo na koje ne deluje nikakva sila kre�e ravnomerno (konstant-
nom brzinom) i pravolinijski. To je sadr�aj Prvog �utnovog zakona. ]

Primer 11. Kretaǌe sa konstantnim ubrzaǌem. Ako a ne zavisi od
t, rexava�em jednaqine

v′(t) = a

dobijamo
v(t) = v0 + ta, (22)

10Formalno govore�i, vektorsko po	e na skupu D je preslikava�e F : D → Rk skupa
D u k{dimenzioni vektorski prostor Rk; zamix	amo ga kao skup strelica postav	enih u
svakoj taqki skupa D. U naxem sluqaju je k = 3, a D ⊂ R3 podskup euklidskog prostora u
kome se kreta�e odvija.
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gde je v0 = v(0), odnosno
r′(t) = v0 + ta.

Rexava�em ove jednaqine dobijamo

r(t) = r0 + tv0 +
t2

2
a, (23)

gde je r0 = r(0) poqetni polo�aj tela. Ako je, pri tome, vektor v0 poqetne
brzine kolinearan sa a, iz (22) sledi da je vektor v(t) kolinearan sa a za
svako t, pa iz (23) dobijamo izraz za pre�eni put s(t) := ‖r(t)− r0‖

s(t) = v0t+
at2

2
,

gde je v0 = ‖v0‖ i a = ‖a‖. ]

Primer 12. Kosi hitac. Pretpostavimo da je iz koordinatnog poqetka
lansiran projektil pod uglom θ0 u odnosu na horizontalnu ravan i sa poqetnom
brzinom v0. Ako ignorixemo vetar koji duva i sl, mo�emo da pretpostavimo
da se kreta�e odvija u jednoj ravni; izaberimo je tako da x{osa bude horizon-
talna, a y{osa vertikalna. Na projektil dejstvuje sila gravitacije, usmerena
vertikalno nani�e:

F = −mgj, gde je g = 9, 80665m/s2.

Odatle, i iz Drugog �utnovog zakona, zak	uqujemo da je kreta�e projektila
opisano diferencijalnom jednaqinom

r′′(t) = −gj.
Iz �e sledi da je

r′(t) = −gtj + v0,

a odatle

r(t) = −1

2
gt2j + tv0 + r0,

gde su r0 = r(0) i v0 = v(0) poqetni polo�aj i poqetna brzina. Po pret-
postavci je

r0 = O i v0 = v0 cos θ0i + v0 sin θ0j,

gde je v0 = ‖v0‖. Odatle dobijamo jednaqinu kreta�a u koordinatama

x(t) = v0 cos θ0t, y(t) = v0t sin θ0 −
1

2
gt2.

Specijalno, za θ0 = 0 i θ0 = π/2 dobijamo jednaqine kreta�a za horizontalni
i vertikalni hitac. ]

Zadatak 11. Lopta je baqena vertikalno u vis poqetnom brzinom 10m/s.
Odrediti maksimalnu visinu koju ona dosti�e, trenutak u kome je dosti�e i
trenutak u kome �e da padne na zem	u. X

Zadatak 12. Lopta je baqena sa svetionika visokog 15m, u vis pod uglom
π/4 u odnosu na horizontalnu ravan, poqetnom brzinom 10m/s.

(a) Izraqunati horizontalnu u vertikalnu komponentu brzine lopte posle
dve sekunde.

(b) Kada �e lopta da padne u more?
(v) Koliko daleko od podno�ja svetionika �e lopta da padne u more?
(g) Koju najve�u visinu iznad povrxine mora �e lopta da dostigne?
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(d) Kada lopta dosti�e najve�u visinu iznad povrxine mora?
(�) U kom trenutku i na kom rastoja�u od podno�ja svetionika se lopta

kre�e najbr�e?
(e) Kolika je brzina lopte u trenutku kad padne u more? X

Primer 13. Proste harmonijske oscilacije. Posmatrajmo teg mase
m koji je priqvrx�en za oprugu, tako da osciluje bez tre�a u horizontalnoj
ravni. Prema Hukovom11 zakonu, sila koja na deluje na teg je

F = −kx

gde je x rastoja�e tega od ravnote�nog polo�aja, a k konstanta elastiqnosti
opruge (poxto se kreta�e odvija po pravoj, silu F mo�emo da tretiramo kao
skalar). Iz Drugog �utnovog zakona sledi da je kreta�e tega opisano jed-
naqinom

d2x

dt2
= − k

m
x. (24)

Lako je proveriti da

x(t) = c1 cos (ωt) + c2 sin (ωt), gde je ω =

√
k

m

zadovo	ava (24). Rexe�e x(t) mo�e da se napixe i u obliku

x(t) = A cos (ωt− ϕ), gde je A =
√
c21 + c22, ϕ = arctan (c2/c1).

Broj A se naziva amplitudom, ω ugaonom frekvencijom, ϕ fazom, a T = 2π/ω
periodom oscilacija. ]

Zadatak 13. U kom polo�aju teg iz Primera 13 ima najve�u brzinu, a u
kom najve�e ubrza�e? X

5. Pokretni koordinatni sistemi

Videli smo kako kreta�e putnika (koga smo zvali materijalnom taqkom)
mo�e da se shvati kao kriva u fiksiranom koordinatnom sistemu. Nekad je,
me�utim, korisno da putnik ima svoj koordinatni sistem, koji nosi sa sobom
i pomo�u �ega opisuje svet u okolini taqke u kojoj se naxao. Da�emo nekoliko
takvih primera.

Primer 14. Polarni koordinatni sistem u ravni. Posmatrajmo, u
taqki sa polarnim koordinatama (r, θ), vektore

er = cos θ i + sin θ j i eθ = − sin θ i + cos θ j.

11Huk (Robert Hooke, 1635{1703), engleski fiziqar
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Primetimo da je vektor er u taqki P kolinearan vektoru polo�aja
−−→
OP taqke

P . Oqigledno je da su ovi vektori ortogonalni, tj. da je er · eθ = 0, i je-
diniqni, (‖er‖ = ‖eθ‖ = 1). Oni u svakoj taqki ravni formiraju ortogonalni
koordinatni sistem, koji se naziva polarnim koordinatnim sistemom. ]

Zadatak 14. Dokazati da se brzina i ubrza�e tela koje se kre�e po tra-
jektoriji r(t) u polarnom koordinatnom sistemu izra�avaju (uz oznake iz
Napomene 2) u formi

v = ṙer + rθ̇eθ a = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2rṙθ̇)eθ,

gde je r = ‖r‖.
Uputstvo: Primetiti da je r(t) = r(t)er = r(t)(cos θ(t)i+sin θ(t)j) i difer-

encirati. X

Zadatak 15. Neka je kreta�e materijalne taqke opisano sa

r(t) = (t+ 1)i + (t− 1)j.

Izraziti vektor brzine v preko er i eθ. X

Primer 15. Cilindriqki koordinatni sistem u prostoru. Vek-
tori

er = cos θ i + sin θ j, eθ = − sin θ i + cos θ j, k.

formiraju ortogonalni koordinatni sistem u prostoru, koji se naziva cilin-
driqkim koordinatnim sistemom. ]

Zadatak 16. Izvesti formule za brzinu i ubrza�e u cilindriqkom koor-
dinatnom sistemu, po analogiji sa Zadatkom 14. X

Primer 16. Sferni koordinatni sistem u prostoru. Primetimo da
je taqka u trodimenzionom prostoru jednoznaqno odre�ena trojkom (ρ, φ, θ), gde
je ρ rastoja�e taqke od koordinatnog poqetka, φ ugao izme�u vektora polo�aja
taqke i pozitivnog dela z{ose i θ ugao izme�u projekcije vektora polo�aja
taqke na 0xy{ravan i pozitivnog dela x{ose (tj. θ je polarna koordinata
projekcije taqke na 0xy{ravan). Vektori

eρ = sinφ cos θ i + sinφ sin θ j + cosφk
eφ = cosφ cos θ i + cosφ sin θ j− sinφk
eθ = − sin θ i + cos θ j

formiraju ortogonalni koordinatni sistem u prostoru, koji se naziva sfer-
nim koordinatnim sistemom. ]

Zadatak 17. Dokazati da je eρ × eθ = eφ, eθ × eφ = eρ, eφ × eρ = eθ. X

Zadatak 18. Izvesti formule za brzinu i ubrza�e u sfernom koordinat-
nom sistemu, po analogiji sa Zadatkom 14. X

Primer 17. Frene12 – Sereov13 koordinatni sistem. Neka je

r : I → R3

12Frene (Jean Frédéric Frenet, 1816{1900), francuski matematiqar i astronom
13Sere (Joseph Alfred Serret, 1818{1885), francuski matematiqar
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glatko preslikava�e definisano na intervalu I = [a, b] ⊂ R. U Glavi 6 smo
videli da je du�ina krive r(I)

L =

∫ b

a

‖v(t)‖ dt,

gde je v(t) = r′(t). Ako je za svako t vektor v(t) razliqit od nule, ka�emo da
je kriva regularna. U tom sluqaju je

t 7→
∫ t

a

‖v(u)‖ du

difeomorfizam intervala [a, b] na [0, L], jer je (zbog regularnosti) �egov prvi
izvod ‖v‖ > 0 (izvod integrala po gor�oj granici). Ovaj difeomorfizam
definixe reparametrizaciju krive parametrom

s =

∫ t

a

‖v(u)‖ du

koji se naziva prirodnim parametrom regularne krive. Iz ds/dt = ‖dr/dt‖
sledi da je

T(s) :=
dr

ds
=
dr

dt

dt

ds
jediniqni vektor za svako s ∈ [0, L], zovemo ga jediniqnim tangentnim vek-
torom na krivu r(I). Veliqina

κ =

∥∥∥∥dTds (s0)

∥∥∥∥
naziva se krivinom krive r(I) u taqki r(s0). Ako je T dato kao funkcija
proizvo	nog parametra t, tj.

T(t) =

∥∥∥∥drdt
∥∥∥∥−1

dr

dt
= ‖v‖−1v,

onda je

κ(t0) =

∥∥∥∥drdt (t0)

∥∥∥∥−1∥∥∥∥dTdt (t0)

∥∥∥∥.
Reciproqna veliqina 1/κ(t0) naziva se polupreqnikom krivine.

Diferencira�em izraza ‖T(s)‖2 = T ·T = 1 po prirodnom parametru s i
primenom Lajbnicovog pravila dobijamo

dT

ds
·T = 0,

xto znaqi da je vektor dT/ds ortogonalan na T . Iz definicije krivine sledi
da je

N =
1

κ

dT

ds
jediniqni vektor, zovemo ga jediniqnim normalnim vektorom krive r(I).

Ravan razapeta vektorima T iN naziva se oskulatornom ravni krive r(I).
Vektorski proizvod jediniqnih vektora je jediniqni vektor normalan na

�ih; vektor
B := T×N

nazivamo jediniqnim binormalnim vektorom krive r(I); B je vektor osku-
latorne ravni te krive. Vektori T, N, B definixu u svakoj taqki krive
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ortogonalni koordinatni sistem; ovaj sistem se naziva Frene { Sereovim
sistemom. Diferencira�em posled�eg izraza, kojim je definisan vektor
B, po prirodnom parametru s dobijamo (primenom Lajbnicovog pravila na
bilinearno mno�e�e ×)

dB

ds
=
dT

ds
×N + T× dN

ds
= T× dN

ds
,

jer je N×N = 0. Odatle sledi da je vektor dB/ds ortogonalan na T. Difer-
encira�em izraza ‖B‖2 = 1 zak	uqujemo da je on ortogonalan i na B, pa je
proporcionalan vektoru N:

dB

ds
= −τN.

Koeficijent τ u prethodnoj formuli nazivamo torzijom krive r(I). ]

Zadatak 19. Dokazati da se krivina κ krive t 7→ r(t) izra�ava, u ter-
minima brzine v = ṙ i ubrza�a a = v̇ kao

κ =
‖v × a‖
‖v‖3

Zak	uqiti da krivina krive meri koliko kriva odstupa od prave (kriva je
prava ako i samo ako je κ = 0). Dokazati da torzija meri odstupa�e krive od
ravni (kriva le�i u jednoj ravni ako i samo ako je τ = 0). X

Zadatak 20. Na�i jednaqinu normalne i oskulatorne ravni krive

r(t) = ti + t2j + t3k

u taqki (1, 1, 1). X

Zadatak 21. Dokazati da ubrza�e a mo�e da se izrazi u Frene { Sereovom
koordinatnom sistemu (T,N,B) kao

a = aTT + aNN,

gde je

aT =
d

dt
‖v‖, aN = κ‖v‖2.

Izvesti odatle slede�e zak	uqke:
(a) Vektor ubrza�a uvek le�i u ravni (T,N) i ne sadr�i informaciju o

tome koliko kreta�e odstupa od te ravni.
(b) Tangentna promena ubrza�a meri promenu intenziteta brzine.
(v) Normalna komponenta ubrza�a meri promenu pravca kreta�a.
(g) Te�e je ostati u sedixtu motocikla u oxtrijoj krivini (sa ve�im κ) i

pri ve�oj brzini v = ‖v‖, jer te veliqine odre�uju intenzitet centripetalne
sile FN = maN . X

Zadatak 22. (a) Neka se materijalna taqka kre�e pod dejstvom sile F kon-
stantnom skalarnom brzinom (v = ‖v‖ = const). Dokazati da je vektor sile F
u svakoj taqki kolinearan vektoru normale N na trajektoriju te materijalne
taqke.

(b) Neka se materijalna taqka kre�e pod dejstvom sile koja je u svakoj
taqki normalna na �enu trajektoriju. Dokazati da je skalarna brzina ove
materijalne taqke konstantna (v = ‖v‖ = const). X
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6. Ve�be

(1) Kreta�e materijalne taqke je dato, u polarnim koordinatama, sa

r = eαt + e−αt, θ = t.

Na�i vektor ubrza�a u momentu t = 0.
(2) Kriva, zadata u R3 dvema jednaqinama

x2 + y2 + z2 = 4, (x− 1)2 + y2 = 1.

(tj. kao presek sfere i cilindra) se naziva Vivijanijevom14 krivom.
(a) Skicirati ovu krivu u 0xyz { koordinatnom sistemu.
(b) Skicirati projekcije ove krive na sve tri koordinatne ravni.
(v) Dokazati da je

r(t) = (1 + cos t)i + sin tj + 2 sin (t/2)k

parametarska jednaqina Vivijanijeve krive.
(g) Izraziti du�inu Vivijanijeve krive preko eliptiqkih inte-

grala (str. 256).
(d) Dokazati da su krivina i torzija Vivijanijeve krive jednake

κ(t) =

√
13 + 3 cos t

(3 + cos t)3/2
, τ(t) =

6 cos (t/2)

13 + 3 cos t
.

(3) Materijalna taqka se kre�e po elipsi

r =
x

1− e cos θ

pod dejstvom po	a sile F koje je u svakoj taqki usmereno ka koordi-
natnom poqetku. Dokazati da je intenzitet sile F = ‖F‖ propor-
cionalan veliqini 1/r2.

(4) Kreta�e materijalne taqke je opisano sa

r = 4 cos ti + 4 sin tj + 4 cos tk.

(a) Izraqunati vektor brzine i ubrza�a.
(b) Izraqunati krivinu ove puta�e.
(v) Dokazati da se kreta�e odvija u jednoj ravni i na�i jednaqinu

te ravni u Dekartovim koordinatama.
(g) Dokazati da je puta�a elipsa.

(5) Lopta (x− 1)2 + (y− 2)2 + (z− 3)2 ≤ 99 rotira oko prave koja sadr�i
taqke (0, 0, 0) i (1, 1, 1) konstantnom ugaonom brzinom 6 rad/s. Opisati
trajektoriju centra (1, 2, 3) lopte i na�i �en vektor brzine.

(6) Na�i krivinu krive

x =
y4

4
+

1

8y2
.

(7) U kojim taqkama elipsa

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

(odnosno x = a cos t, y = b sin t) ima najve�u, a u kojim najma�u kriv-
inu?

14Vivijani (Vincenzo Viviani, 1622{1703), italijanski matematiqar
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(8) (a) Skicirati krivu x = ρ2 cos t, y = ρ2 sin t, z = ct u R3. Ovakva
kriva naziva se navojnicom. Dokazati da ona ima konstantnu kriv-
inu. Ako je c fiksirano, za koje ρ se dosti�e najve�a vrednost kriv-
ine (tj. oko kog cilindra se navojnica zadatog vertikalnog nagiba
najvixe zakriv	uje)? Dokazati da je torzija navojnice τ = c/(ρ2+c2).
Koja je najve�a vrednost torzije navojnice, ako je ρ fiksirano, a c se
me�a? Kakva je geometrijska interpretacija ovog rezultata?

(b) Neka je L1 tangenta na navojnicu x = cos t, y = sin t, z = t u
taqki (1, 0, 0), a L2 tangenta u taqki (0, 1, π/2). Dokazati da su L1 i
L2 mimoilazne prave. Na�i rastoja�e izme�u L1 i L2 i jednaqinu
(jedinstvene) prave L koja je ortogonalna na L1 i L2. Na�i jednaqinu
(jedinstvene) prave koja sadr�i taqku (0, 0, 1/2) i seqe prave L1 i L2.

(9) Data je kriva u kompleksnoj ravni, paramatrizacijom

z(t) =

∫ t

0

ei
π
2 u

2

du.

Na�i �enu krivinu κ kao funkciju du�ine luka s, merene od koor-
dinatnog poqetka (0, 0).

(10) Dve lopte istovremeno su baqene horizontalno sa tor�a visine 15 m.
Prva je imala poqetnu brzinu 10 m/s a druga 15 m/s.

(a) Posle koliko vremena je svaka od ove dve lopte pala na zem	u?
(b) Koliko daleko od podno�ja tor�a je svaka od ove dve lopte

pala na zem	u?



DODATAK 1

Topoloxke osnove analize

Centralni pojmovi u prethodnim poglav	ima su pojmovi neprekidnosti i
graniqne vrednosti realnih i kompleksnih funkcija i konvergencije realnih
i kompleksnih nizova. Ovi pojmovi su definisani na str. 104, 117 i 167
pomo�u pojma rastoja�a izme�u taqaka realne prave ili kompleksne ravni,
definisanog sa

d(a, b) = |b− a|, za a, b ∈ R ili C,

ili, opxtije, pomo�u pojma okolina taqke. Sada �emo te pojmove razmatrati
u opxtijim strukturama.

1. Konvergencija po filterima

Definicija 1. Filterom na skupu X naziva se neprazna familija F
podskupova skupa X koja ima slede�a svojstva:

F0: ∅ /∈ F
F1: B ∈ F ∧B ⊂ A⇒ A ∈ F
F2: A1, A2 ∈ F ⇒ A1 ∩A2 ∈ F .

Zadatak 1. Dokazati da su svojstva F1 i F2 ekvivalentna sa A1, A2 ∈
F ⇔ A1 ∩A2 ∈ F . X

Zadatak 2. Neka je F filter na skupu X. Dokazati: X ∈ F . X

Definicija 2. Neprazna familija B podskupova skupaX naziva se bazom
filtera ako

B0: ∅ /∈ B
B1: B1, B2 ∈ B ⇒ (∃B ∈ B)B ⊂ B1 ∩B2.

Ako je B baza filtera na skupu X, za minimalni (u odnosu na relaciju
poretka ⊂) filter F koji sadr�i sve skupove iz baze B ka�emo da je generisan
bazom B. Za bazu B tada ka�emo da je baza filtera F .

Definicija 3. Neka je B baza filtera na skupu X i f : X → C funkcija
na X. Taqka η ∈ C naziva se limesom funkcije f po bazi B i oznaqava

η = lim
B
f

ako za svaku okolinu Uη taqke η postoji elemenat B ∈ B baze takav da je
f(B) ⊂ Uη.

Zadatak 3. Neka je F filter na skupu X. Taqka η ∈ C naziva se limesom
funkcije f : X → C po filteru F i oznaqava

η = lim
F
f

349
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ako je za svaku okolinu Uη taqke η

{x ∈ X | f(x) ∈ Uη} ∈ F ,
ili, drugim reqima, ako za svako ε > 0 va�i

{x ∈ X | |f(x)− ζ| < ε} ∈ F .
Ako je filter F generisan bazom B, dokazati da η limes po bazi B, u smislu
Definicije 3. X

Zadatak 4. Dokazati jedinstvenost limesa po filteru. X

Primer 1. (Baza probuxenih okolina taqke ζ) Neka je X ⊂ C, ζ ∈ X
i neka je B familija skupova oblika

Bε := {z ∈ X | 0 < |z − ζ| < ε}
za sve ε > 0. Tada je

lim
B
f = lim

z→ζ
f(z),

gde je limes na desnoj strani standardni limes funkcije. ]

Zadatak 5. (Baza okolina taqke +∞) Neka je X ⊂ R i neka je B famil-
ija skupova oblika

BR := {x ∈ X | |x| > R}
za sve R > 0. Dokazati da je

lim
B
f = lim

x→+∞
f(x),

gde je limes na desnoj strani obiqan limes realne funkcije u +∞. X

Zadatak 6. (Baza okolina taqke ζ) Neka je X ⊂ C i neka je B familija
skupova oblika

Bε := {z ∈ X | |z − ζ| < ε}
za sve ε > 0. Dokazati da limB f postoji ako i samo ako je funkcija f
neprekidna u taqki ζ. X

Zadatak 7. (Frexeov filter)1 Neka je X = N i neka je B familija
skupova oblika

Bn := {k ∈ N | k > n}
za sve n ∈ N. Dokazati da je, za niz z : N→ C

lim
B
z = lim

n→∞
zn,

gde je limes na desnoj strani standardni limes niza. Baza Frexeovog filtera
generixe Frexeov filter na N koji se sastoji od podskupova A ⊂ N takvih
da je N \A konaqan skup. X

Zadatak 8. (Rimanov integral kao limes u prostoru podela) U
Paragrafu 5.2 na 294. strani uveli smo pojam podele intervala [a, b] sa is-
taknutim taqkama, i �emu pridru�ene pojmove parametra podele λ(P ) i inte-
gralne sume σ(f, P, ξ). Neka je P skup svih podela intervala [a, b] sa istaknu-
tim taqkama i neka je B familija skupova

Bd := {P ∈ P | λ(P ) < d}.

1Frexe (M. Fréchet, 1878{1973), francuski matematiqar
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Funkcija f : [a, b] → C je integrabilna po Rimanu ako i samo ako postoji
limes funkcije P 7→ σ(f, P, ξ) po bazi B i tada je

lim
B
σ(f, P, ξ) =

∫ b

a

f(x) dx.

X

Zadatak 9. Opisati filtere generisane bazama filtera iz prethodnih
zadataka. X

2. Neprekidnost i graniqna vrednost u metriqkim prostorima

2.1. Definicije i primeri. Metrika ili rastojaǌe na skupu M je
preslikava�e d : M ×M → R za koje va�i

(M1) d(x, y) ≥ 0
(M2) d(x, y) = 0⇔ x = y (nedegenerisanost)
(M3) d(x, y) = d(y, x) (simetriqnost)
(M4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (nejednakost trougla).

Neprazan skup M na kome je definisana metrika nazivamo metriqkim pros-
torom. Ponekad metriqkim prostorom nazivamo i ure�eni par (M,d).

Degenerisanu metriku, tj. preslikava�e d koje zadovo	ava (M1), (M3) i
(M4) nazivamo pseudometrikom.

Neka je M metriqki prostor sa metrikom d i M0 ⊂ M . Oqigledno je da
restrikcija metrike d na sukpM0×M0 definixe metriku na skupuM0. Skup
M0 sa ovom metrikom nazivamo potprostorom metriqkog prostora M .

Primer 2. Skup R sa rastoja�em d(x, y) = |x−y| je metriqki prostor (v.
Definiciju 20 na str. 50 i diskusiju posle �e). ]

Primer 3. Skup C sa rastoja�em d(z, w) = |z − w| je metriqki prostor
(v. Definiciju 31 na str. 72 i diskusiju posle �e). ]

Napomena 1. Ubudu�e �emo, kad god govorimo o realnoj pravoj ili kom-
pleksnoj ravni kao o metriqkom prostoru, podrazumevati da se radi o met-
riqkim prostorima sa standardnim metrikama iz Primera 2 i 3, sem ako ek-
splicitno ne napomenemo drugaqije. Slede�i zadatak daje jednu nestandardnu
metriku na realnoj pravoj.

Zadatak 10. Dokazati da je sa d(x, y) = arctan |y − x| definisana metrika
na R.

Uputstvo: diferencira�em dokazati da je funkcija f(t) = arctan (t+ s)−
arctan t− arctan s opadaju�a; zatim iz f(0) = 0 izvesti nejednakost trougla. X

Zadatak 11. Dokazati da su aksiome metrike nezavisne (tj. da ni jedna
od �ih ne sledi iz ostalih).

Uputstvo: posmatrati preslikava�a d1, d2, d3 : R×R→ R

d1(x, y) = |x2 − y2|, d2(x, y) = 2|y − x|+ y − x, d3(x, y) = (y − x)2.

X

Primer 4. (Euklidski prostori) Uopxtimo prethodna dva primera.
Na skupu

Rk = {x = (x1, . . . , xk) | xj ∈ R za 1 ≤ j ≤ k}
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definisane su operacije sabira�a i mno�e�a skalarom na slede�i naqin.
Neka je x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) i λ ∈ R. Tada je

x + y = (x1 + y1, . . . , xk + yk), λx = (λx1, . . . , λxk).

Time je skup Rk snabdeven strukturom vektorskog prostora. Napomenimo da
je neutral za sabira�e vektor 0 = (0, . . . , 0). Definiximo skalarni proizvod
vektora x i y i normu vektora x sa

x · y =

k∑
j=1

xj · yj i ‖x‖ =
√
x · x =

( k∑
j=1

x2
j

) 1
2

. (1)

Norma vektora ima slede�a svojstva:

(N1) ‖x‖ ≥ 0
(N2) ‖x‖ = 0⇔ x = 0
(N3) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ za skalar λ
(N4) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Zaista, prva tri svojstva su oqigledna. Iz Xvarcove nejednakosti (Teo-
rema 25 na str. 85) sledi x · y ≤ ‖x‖ · ‖y‖ za sve x,y ∈ Rk, a odatle

‖x + y‖2 = (x + y) · (x + y) = x · x + 2x · y + y · y ≤
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2,

odakle sledi (N4). Opxtije, vektorski prostor V (nad po	em R ili C) na
kome je definisana funkcija ‖ · ‖ : V → R sa svojstvima (N1){(N4) naziva
se normiranim vektorskim prostorom. Lako se vidi da je na normiranom
vektorskom prostoru sa

d(x,y) = ‖y − x‖
je definisana metrika. Metriku na Rk definisanu pomo�u norme (1) nazi-
vamo euklidskom metrikom. ]

Zadatak 12. Dokazati da je ‖x‖ = max
1≤j≤k

|xj | norma na Rk. X

Zadatak 13. Dokazati da je za svako p ≥ 1 sa

‖x‖ =

( k∑
j=1

|xj |p
) 1
p

definisana norma na Rk. Specijalno, za p = 2 ova norma definixe stan-
dardnu euklidsku metriku.

Uputstvo: nejednakost trougla sledi iz nejednakosti Minkovskog. X

Zadatak 14. Dokazati da je sa d(x, y) =
√
|x− y| definisana jedna metrika

na skupu R. Uputstvo: za nejednakost trougla iskoristiti Zadatak 84 na
str. 56. X

Zadatak 15. Da li je sa d(x, y) = |x− y|2 definisana metrika na R? X

Zadatak 16. Dokazati da je sa d(x, y) = | arctanx − arctan y| definisana
metrika na R. X

Zadatak 17. Dokazati da je sa

d(x, y) =
|x− y|√

(1 + x2)(1 + y)2



2. NEPREKIDNOST I GRANIQNA VREDNOST U METRIQKIM PROSTORIMA 353

definisana metrika na R. Uputstvo: Posmatrati trougao sa temenima A =
(0, 1), B = (x, 0), C = (y, 0) u R2. Neka je α ugao kod temena A. Dokazati da je
d(x, y) = 2 sinα i dokazati nejednakost sin (α1 + α2) ≤ sinα1 + sinα2. X

Primer 5. (Diskretna metrika) Neka je M neprazan skup i d : M ×
M → R preslikava�e definisano sa

d(x, y) =

{
1 za x 6= y

0 za x = y.

Lako je videti da je d metrika; nazivamo je diskretnom metrikom, a M
diskretnim metriqkim prostorom. ]

Zadatak 18. Neka je (M,d) metriqki prostor i f : [0,+∞) → [0,+∞)
strogo konkavna funkcija sa osobinom

f(x) = 0 ⇔ x = 0.

Dokazati da je sa
df (x, y) := f(d(x, y))

definisana metrika na M .
Uputstvo: iz stroge konkavnosti funkcije f sledi da je

f(c)− f(b)

c− b
<
f(c)− f(a)

c− a
<
f(b)− f(a)

b− a
za sve 0 ≤ a < b < c. Primeniti ovu nejednakost prvo za trojku a, b, c = a+ b,
a zatim za 0, a, b i dokazati

f(a+ b)− f(b)

a
<
f(a)− f(0)

a
=
f(a)

a
.

Izvesti odatle nejednakost trougla. Za dokaz nedegenerisanosti iskoristiti
Zadatak 46 na str. 156. X

Zadatak 19. Neka je (M,d) metriqki prostor. Dokazati da su sa

d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
i d2(x, y) = min{1, d(x, y)}

definisane metrike na M . X

Zadatak 20. Dokazati da niz xn ∈ Rk konvergira u odnosu na metriku
definisanu normom iz Zadatka 12 ako i samo ako konvergiraju svi nizovi
�egovih projekcija na koordinatne ose. X

Primer 6. Neka je B(X) skup ograniqenih funkcija f : X → C de-
finisanih na skupu X. Skup B(X) ima strukturu kompleksnog vektorskog
prostora u odnosu na operacije definisane u (1) na str. 97. Sa

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)| i d(f, g) = ‖g − f‖

definisane su norma i metrika na B(X). ]

Zadatak 21. Neka je I ⊂ R ograniqen interval i C(I) skup neprekidnih
funkcija f : I → C. Dokazati da je za p ≥ 1 sa

‖f‖ :=

(∫
I

|f(t)|p dt
) 1
p

definisana norma na C(I). X
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Zadatak 22. Neka su f, g : [0, 5]→ R funkcije date sa

f(x) = 3x− 6, g(x) = x2 − 4.

Izraqunati d(f, g) ako je

(a) d metrika iz Primera 6;
(b) d metrika iz Zadatka 21.

X

Primer 7. Skup BV [a, b] svih funkcija ograniqene varijacije na inter-
valu [a, b] sa vrednostima u C je normirani vektorski prostor, sa normom

‖f‖ = Varba(f). ]

Zadatak 23. Neka je, lp(C) skup svih kompleksnih nizova cn za koje red
∞∑
n=1

|cn|p

konvergira i neka je l∞(C) skup svih kompleksnih nizova cn za koje je

sup
n∈N
|cn| < +∞.

(a) Dokazati da je za 1 ≤ p < +∞ sa

‖{cn}‖ :=

( ∞∑
n=1

|cn|p
) 1
p

definisana norma na lp(C).
(b) Dokazati da je sa

‖{cn}‖ := sup
n∈N
|cn|

definisana norma na l∞(C).
(v) Neka je c(C) skup svih konvergentnih kompleksnih nizova i c0(C)

skup svih kompleksnih nizova koji konvergiraju ka 0. Dokazati da je

l1(C) ⊂ c0(C) ⊂ c(C) ⊂ l∞(C)

i da su sve ove inkluzije stroge.
(g) Dokazati da je za 1 ≤ p < q

lp(C) ⊂ lq(C)

i da je ova inkluzija stroga.

X

Zadatak 24. Dokazati da je na skupu svih kompleksnih nizova sa

d({an}, {bn}) =

∞∑
n=1

2−n
|bn − an|

1 + |bn − an|

definisana metrika.
Uputstvo: dokazati da za nenegativne realne brojeve a, b, c va�i imp-

likacija

a ≤ b+ c ⇔ a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
i odatle izvesti nejednakost trougla. X
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2.2. Neprekidnost i graniqna vrednost. Pojmovi konvergencije, li-
mesa i neprekidnosti definisane u C prenose se na proizvo	ni metriqki
prostor M .

Definicija 4. Niz xn ∈M konvergira ka x∞ ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n ≥ n0 ⇒ d(xn, x∞) < ε.

Ekvivalentno, lim
n→∞

xn = x∞ ⇔ lim
n→∞

d(xn, x∞) = 0, gde je posled�i limes

ranije definisan limes niza u R.

Lema 1. Graniqna vrednost niza je jedinstvena.

4 Pretpostavimo da niz xn ima dve graniqne vrednosti x∞ i x̃∞. Neka je
ε > 0 Tada je za dovo	no veliko n d(x∞, xn) ≤ ε

2 i d(xn, x̃∞) ≤ ε
2

d(x∞, x̃∞) ≤ d(x∞, xn) + d(xn, x̃∞) < ε.

Poxto je ε proizvo	no, sledi da je d(x∞, x̃∞) = 0, tj. x∞ = x̃∞. 5

Zadatak 25. Opisati konvergentne nizove u diskretnom metriqkom pros-
toru (videti Primer 5). X

Definicija 5. Neka su M1, M2 metriqki prostori sa metrikama d1, d2.
Neka je a ∈ M1. Ka�emo da je A ∈ M2 graniqna vrednost preslikava�a
f : M1 →M2 u taqki a ∈M1 ako za svaki niz xn ∈M1 \ {a} va�i

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(a).

Ekvivalentno, lim
x→a

f(x) = A ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0) 0 < d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), A) < ε.

Definicija 6. Neka su M1, M2 metriqki prostori sa metrikama d1, d2.
Preslikava�e f : M1 → M2 je neprekidno u taqki a ∈ M1 ako za svaki niz
xn ∈M1 va�i

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(a).

Ekvivalentno, f je neprekidno u a ako i samo ako va�i lim
x→a

f(x) = f(a),

xto je ekvivalentno sa

(∀ε > 0)(∃δ > 0) d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), f(a)) < ε.

Preslikava�e je neprekidno ako je neprekidno u svakoj taqki domena.

Primer 8. (Neprekidnost metrike) Neka je M metriqki prostor sa
metrikom d i c ∈M . Preslikava�e

d(·, c) : M → R, x 7→ d(x, c) (2)

je neprekidno (podrazumeva se da je metrika na R standardna, definisana
pomo�u apsolutne vrednosti). Zaista, neka je a ∈M , xn → a i ε > 0. Tada, na
osnovu definicije konvergencije, postoji n0 ∈ N takvo da va�i

n ≥ n0 ⇒ d(xn, a) < ε. (3)

Iz d(xn, c) ≤ d(xn, a) + d(a, c) i d(a, c) ≤ d(xn, a) + d(xn, c) sledi

−d(xn, a) ≤ d(xn, c)− d(a, c) ≤ d(xn, a),
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tj.
|d(xn, c)− d(a, c)| ≤ d(xn, a),

pa je, na osnovu (3), |d(xn, c)− d(a, c)| < ε za n ≥ n0. To znaqi da je

lim
n→∞

d(xn, c) = d(a, c),

tj. da je preslikava�e (2) neprekidno. ]

Zadatak 26. Neka je (V, ‖ · ‖) normirani vektorski prostor. Dokazati da
je norma ‖ · ‖ : V → R neprekidno preslikava�e. X

Zadatak 27. Neka je f(x, y) = x−y
x+y . Dokazati da je

lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = 1, lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)) = −1

i da
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

ne postoji. X

Zadatak 28. Dokazati da za funkciju

f : R×R \ {(0, 0)}, f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2

va�i
lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) = lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y)),

ali da ne postoji
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y).

Uputstvo: posmatrati nizove (n−1, n−1) i (2n−1, n−1). X

Zadatak 29. Dokazati da za funkciju f(x, y) = (x+y) sin 1
x sin 1

y ne postoje
ponov	eni limesi

lim
x→0

( lim
y→0

f(x, y)) i lim
y→0

( lim
x→0

f(x, y))

ali da je
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

X

Zadatak 30. Preslikava�e f : R×R→ R je definisano sa

f(x, y) =

{
2xy
x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

Dokazati da je za svako x funkcija y 7→ f(x, y) neprekidna i da je za svako y
funkcija x 7→ f(x, y) neprekidna, ali da funkcija f nije neprekidna u nuli.

Uputstvo: za dokaz prekidnosti u nuli posmatrati niz (n−1, n−1). X

Zadatak 31. Dokazati da je restrikcija funkcije

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

na svaku pravu y = ax neprekidna, ali da je f prekidna u (0, 0).
Uputstvo: posmatrati nizove (n−1, n−1) i (n−1, n−2). X
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Zadatak 32. Neka je C[0, 1] prostor neprekidnih funkcija f : [0, 1] → C.
Dokazati da je C[0, 1] ⊂ B[0, 1], gde je B[0, 1] prostor definisan u Primeru 6.
Ispitati neprekidnost funkcije f : C[0, 1] → C[0, 1] u odnosu na metriku iz
tog primera ako je

(a) f(x)(t) =
∫ t

0
est sin (x(s)) ds;

(b) f(x)(t) =
∫ 1

0
sin (1 + tx(s)) ds;

(v) f(x)(t) =
∑∞
n=1

1
n!

∫ 1

0
x(n−1ts) ds.

X

2.3. Otvoreni i zatvoreni skupovi. Neka je M metriqki prostor sa
metrikom d i x0 ∈M . Neka je r pozitivan realan broj. Skupovi

B(x0, r) := {x ∈M | d(x, x0) < r} i B[x0, r] := {x ∈M | d(x, x0) ≤ r}
nazivaju se otvorenom i zatvorenom loptom sa centrom x0 i polupreqnikom
r. Skup

S(x0, r) := {x ∈M | d(x, x0) = r}
naziva se sferom sa centrom x0 i polupreqnikom r.

Primer 9. Otvorene lopte u metriqkom prostoru R sa standardnom me-
trikom d(x, y) = |y − x| su otvoreni intervali, a zatvorene lopte zatvoreni
intervali. Sfera sa centrom x0 ∈ R i polupreqnikom r je dvoqlani skup
{x0 − r, x0 + r}. ]

Primer 10. Otvorene i zatvorene lopte u metriqkom prostoru C sa me-
trikom d(z, w) = |w − z| su otvoreni i zatvoreni diskovi (v. Definiciju 33
na str. 74), a sfere su kru�nice. ]

Primer 11. Neka je (M,d) diskretan metriqki prostor i r > 0. Tada je

B(x0, r) =

{
{x0} ako je r ≤ 1

M ako je r > 1,
B[x0, r] =

{
{x0} ako je r < 1

M ako je r ≥ 1

i

S(x0, r) =

{
∅ ako je r 6= 1

M \ {x0} ako je r = 1

za svako x0 ∈M . ]

Uopxtava�em pojma otvorenih i zatvorenih skupova u R i C (v. str. 53
i 74) dolazimo do slede�e definicije.

Definicija 7. Neka je M metriqki prostor. Podskup U ⊂ M nazivamo
otvorenim ako za svako x ∈ U postoji ε > 0 takvo da je B(x, ε) ⊂ U . Podskup
F ⊂M nazivamo zatvorenim ako je �egov komplement F c := M \ F otvoren.

Lema 2. Podskup F ⊂M je zatvoren ako i samo ako za svaki niz xn ∈ F
va�i

lim
n→∞

xn = x∞ ⇒ x∞ ∈ F. (4)

4 Neka je F zatvoren, tj. M \ F otvoren. Neka je xn ∈ F niz koji konvergira
ka x∞. Pretpostavimo da x∞ /∈ F . Poxto je M \ F otvoren, postoji lopta
B(x∞, ε) ⊂ M \ F . Odatle sledi d(x∞, xn) ≥ ε, xto je u suprotnosti sa
limxn = x∞.
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Pretpostavimo sada da za svaki niz xn ∈ F va�i (4). Doka�imo da je F
zatvoren, tj. da je M \ F otvoren. Neka je a ∈ M \ F . Pretpostavimo da ni
za jedno n ∈ N lopta B(a, n−1) nije sadr�ana u M \ F , tj. da za svako n ∈ N
postoji xn ∈ F ∩ B(a, n−1). Tada je d(xn, a) < n−1, pa xn → a kad n → ∞.
Odatle bi, na osnovu (4), sledilo a ∈ F , xto je u suprotnosti sa izborom
a ∈M \ F . 5

Definicija 8. Taqka x0 ∈ M se naziva taqkom nagomilavaǌa skupa
A ⊂ M ako svaka otvorena lopta B(x0, ε) sadr�i beskonaqno mnogo taqaka
skupa A. Skup svih taqaka nagomilava�a oznaqava�emo sa A′. Skup A := A∪A′
naziva se zatvoreǌem skupa A. Ako je B ⊂ A i B = A ka�emo da je skup B
gust (ili svuda gust) u A. Taqka a0 ∈ A koja nije taqka nagomilava�a naziva

se izolovanom taqkom skupa A. Skup ∂A := A∩M \A naziva se rubom skupa
A. Taqka a0 je unutraxǌa taqka skupa A ako je za neko ε > 0 B(a0, ε) ⊂ A.
Skup svih unutrax�ih taqaka skupa A naziva se unutraxnox�u skupa A, i
oznaqava sa IntA.

Zadatak 33. Odrediti A′, A, ∂A i IntA za skup A u metriqkom prostoru
(M,d) ako je

(a) A = [0, 1) ∪ {2}, M = R, d(x, y) = |x− y|;
(b) A = Q, M = R, d(x, y) = |x− y|;
(v) A = {(x, y) | x2 + y2 < 1} M = R×R, d euklidsko rastoja�e u ravni.
(g) A = {(x, y) | y = x2} M = R×R, d euklidsko rastoja�e u ravni. X

Zadatak 34. Neka je A skup u metriqkom prostoru (M,d). Dokazati da su
slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

(a) A je gust u M .
(b) A ima neprazan presek sa svakom otvorenom loptom.
(v) Za svaku taqku x ∈ M postoji niz an taqaka skupa A takav da je

x = lim
n→∞

an. X

Zadatak 35. Neka su A i B podskupovi u metriqkom prostoru (M,d).
Dokazati da je

(a) Int (A ∩B) = IntA ∩ IntB;
(b) A ∪B = A ∪B;
(v) A ⊂ B ⇒ (IntA ⊂ IntB ∧ A ⊂ B);

(g) (IntA)c = Ac, A
c

= Int (Ac),

gde je sa Xc := M \X oznaqen komplement podskupa X ⊂M . X

Zadatak 36. Neka je (M,d) metriqki prostor. Dokazati da je karakter-
istiqna funkcija podskupa A ⊂M

χ : M → R, χA(x) =

{
1, x ∈ A
0, x /∈ A

prekidna u taqkama ruba ∂A i neprekidna u ostalim taqkama. X

Zadatak 37. Neka je xn niz u metriqkom prostoru koji konnvergira ka
x∞. Dokazati da je skup

A = {xn | n ∈ N} ∪ {x∞}
zatvoren. X
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Zadatak 38. Neka su (M,d), (M,d1) i (M,d2) metriqki prostori iz Za-
datka 19 i A ⊂M . Dokazati da su sledeca tvr�e�a ekvivalentna

(a) A je zatvoren u (M,d);
(b) A je zatvoren u (M,d1);
(v) A je zatvoren u (M,d2).

X

Lema 3. A je najma�i zatvoren skup koji sard�i A.

4 Oqigledno je da va�i A ⊂ A. Doka�imo da je skup A zatvoren. Neka je
an niz u A i an → a∞ kad n → ∞. Ako niz an nije konstantan poqevxi od
nekog n, onda je a∞ taqka nagomilava�a skupa A, pa je a∞ ∈ A. Ako je niz an
konstantan poqevxi od nekog n, onda je a∞ = an za veliko n, pa je a∞ ∈ A, a
samim tim a∞ ∈ A. Time je dokazano da je skup A zatvoren. Pretpostavimo
da je F zatvoren skup i da je A ⊂ F . Neka je x ∈ A \ A. Tada je x taqka
nagomilava�a skupa A, pa postoji niz an ∈ A koji konvergira ka x. Poxto je
tada xn ∈ F , a skup F je zatvoren, sledi x ∈ F . Time je dokazano da je A ⊂ F ,
xto znaqi da je A najma�i zatvoren skup koji sard�i A. 5

Posledica 1. Skup F je zatvoren ako i samo ako je F = F .

Zadatak 39. Dokazati da je IntA najve�i otvoren skup koji je sadr�an u
A. Dokazati da je skup A otvoren ako i samo ako je IntA = A.

X

Teorema 1. Neka je τM familija svih otvorenih podskupova u metriqkom
prostoru M . Tada va�i:

(T1) M ∈ τM , ∅ ∈ τM
(T2) ako je {Uλ}λ∈Λ familija skupova iz τM , onda je

⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ τM

(T3) U1, U2 ∈ τM ⇒ U1 ∩ U2 ∈ τM .

4 Svojstvo (T1) je oqigledno. Neka je {Uλ}λ∈Λ familija skupova iz τM i
x ∈

⋃
λ∈Λ

Uλ. Tada je x ∈ Uλ0 za neko λ0. Poxto je Uλ0 otvoren, za neko ε > 0

va�i B(x, ε) ⊂ Uλ0
, pa je i B(x, ε) ⊂

⋃
λ∈Λ

Uλ. Time je dokazano da je
⋃
λ∈Λ

Uλ

otvoren skup, tj. svojstvo (T2). Doka�imo (T3). Neka su U1 i U2 otvoreni i
x ∈ U1 ∩ U2. Iz otvorenosti skupa U1 i x ∈ U1 sledi postoji ε1 > 0 takvo da
je B(x, ε1) ⊂ U1. Sliqno, B(x, ε2) ⊂ U2 za neko ε2 > 0. Neka je ε = min{ε1, ε2}.
Tada je B(x, ε) ⊂ U1 ∩ U2, xto dokazuje da je U1 ∩ U2 otvoren. 5

Posledica 2. Neka je ζM familija svih zatvorenih podskupova u met-
riqkom prostoru M . Tada va�i:

(Z1) M ∈ ζM , ∅ ∈ ζM
(Z2) F1, F2 ∈ ζM ⇒ F1 ∪ F2 ∈ ζM
(Z3) ako je {Fλ}λ∈Λ familija skupova iz ζM , onda je

⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ ζM .

4 Dokaz sledi iz de Morganovih2 zakona( ⋃
λ∈Λ

Aλ

)c
=
⋂
λ∈Λ

Acλ,

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)c
=
⋃
λ∈Λ

Acλ

2De Morgan (Augustus de Morgan, 1806{1871), xkotski matematiqar
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i prethodne teoreme. 5

Definicija 9. Familiju svih otvorenih podskupova metriqkog prostora
nazivamo topologijom tog prostora.

Neprekidnost mo�emo da opixemo samo u terminima topologije - va�i
slede�a teorema.

Teorema 2. Neka su M1, M2 metriqki prostori. Za preslikava�e f :
M1 →M2 slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

(a) f je neprekidno preslikava�e
(b) za svaki otvoren skup V ⊂M2 skup f−1(V ) je otvoren
(v) za svaki zatvoren skup F ⊂M2 skup f−1(F ) je zatvoren

(g) za svaki skup A ⊂M1 va�i f(A) ⊂ f(A).

4 Pretpostavimo da va�i (a). Neka je V ⊂ M2 otvoren podskup, a ∈ f−1(V ).
Doka�imo da je neka kugla sa centrom u a sadr�ana u f−1(V ), qime �emo
dokazati da je skup f−1(V ) otvoren. Neka je b = f(a). Poxto je skup V
otvoren, za neko ε > 0 je B(b, ε) ⊂ V . Iz neprekidnosti preslikava�a f u
taqki a sledi da postoji δ > 0 takvo da va�i

d(x, a) < δ ⇒ d(f(x), b) < ε,

tj. f(B(a, δ)) ⊂ B(b, ε) ⊂ V . Odatle sledi B(a, δ) ⊂ f−1(V ). Time je dokazana
implikacija (a) ⇒ (b).

Pretpostavimo da va�i (b). Neka je F ⊂M2 zatvoren skup. Tada jeM2 \F
otvoren. Iz (b) i

f−1(M2 \ F ) = M1 \ f−1(F )

sledi da je skup M1 \ f−1(F ) otvoren, xto znaqi da je skup f−1(F ) zatvoren.
Time je dokazana implikacija (b) ⇒ (v).

Pretpostavimo da va�i (v). Neka je A ⊂M1. Skup f(A) je zatvoren, pa iz

(v) sledi da je skup f−1(f(A)) zatvoren i va�i

A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(f(A)).

Poxto je A najma�i zatvoren skup koji sadr�i A, sledi da je A ⊂ f−1(f(A)),

tj. f(A) ⊂ f(A). Time je dokazana implikacija (v) ⇒ (g).
Pretpostavimo da va�i (g). Neka je x0 ∈M1, y0 = f(x0) i ε > 0. Doka�imo

da postoji δ > 0 takvo da je f(B(x0, δ)) ⊂ B(y0, ε), qime �emo dokazati ne-
prekidnost preslikava�a f u taqki x0. Neka je A = f−1(M2 \ B(y0, ε)) =
M1 \ f−1(B(y0, ε)). Tada va�i x0 /∈ A. Zaista, kada bi bilo x0 ∈ A, iz (g) bi
sledilo

y0 = f(x0) ∈ f(A) ⊂ f(A) = f(f−1(M2 \B(y0, ε)) ⊂M2 \B(y0, ε),

tj. y0 /∈ B(y0, ε), xto je kontradikcija. Dakle, x0 pripada otvorenom skupu
M1 \A, pa postoji δ > 0 takvo da je B(x0, δ) ⊂M1 \A. Odatle i iz definicije
skupa A sledi da je f(B(x0, δ)) ⊂ B(y0, ε), xto znaqi da je preslikava�e f
neprekidno u x0. Time je dokazana implikacija (g) ⇒ (a). 5
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2.4. Ekvivalentne metrike. Metrike d1 i d2 definisane na skupu M
su strogo ekvivalentne ako postoje pozitivne konstante α, β ∈ (0,+∞), takve
da je

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y).

Metrike d1 i d2 su topoloxki ekvivalentne ako definixu istu topologiju
na skupu M , tj. ako va�i da je skup V ⊂ M otvoren u metriqkom prostoru
(M,d1) ako i samo ako je otvoren u metriqkom prostoru (M,d2).

Napomena 2. Poxto neprekidnost i graniqna vrednost u metriqkom pros-
toru mogu da se definixu samo na jeziku topologije, ovi pojmovi se ne�e men-
jati ako umesto jedne metrike uzmemo neku drugu, �oj topoloxki ekvivalentnu.
�

Lema 4. Ako su metrike d1 i d2 strogo ekvivalentne, onda su one i
topoloxki ekvivalentne.

4 Ako su d1, d2 strogo ekvivalentne metrike i B1(a; ρ), B2(a, ρ) pomo�u �ih
definisane lopte sa centrom a ∈M i polupreqnikom ρ > 0, onda je

B1(a, β−1r) ⊂ B2(a, r) ⊂ B1(a, α−1r).

Poxto topologija, tj. familija otvorenih skupova, mo�e da se definixe samo
pomo�u lopti u metriqkom prostoru, odavde sledi da su topologije definisane
metrikama d1 i d2 iste. 5

Zadatak 40. Neka je (M,d) metriqki prostor. Dokazati da su metrike d
i

d1(x, y) :=
d(x, y)

1 + d(x, y)

topoloxki ekvivalentne, ali ne obavezno i strogo ekvivalentne.
Uputstvo: d1(x, y) ≤ 1, dok d ne mora da bude ograniqena. X

Zadatak 40 pokazuje da je svaki metriqki prostor topoloxki ekvivalentan
ograniqenom metriqkom prostoru { metriqki prostor (M,d) je ograniqen ako
je

d(M ×M) = {d(x, y) | x, y ∈M}

ograniqen podskup u R. Podskup A ⊂M metriqkog prostora je ograniqen ako
je metriqki prostor (A, d) ograniqen.

Zadatak 41. Dokazati da je podskup A metriqkog prostora (M,d) ograni-
qen ako i samo ako je, za neko p ∈M i neko ρ > 0, A ⊂ B(p, ρ). X

2.5. Koxijevi nizovi. Kompletni prostori. Po analogiji sa sluqa-
jem kompleksnih nizova, niz xn u metriqkom prostoruM nazivamo Koxijevim
nizom ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε. (5)

Va�i slede�a lema.

Lema 5. Svaki konvergentan niz je Koxijev.



362 1. TOPOLOXKE OSNOVE ANALIZE

4 Neka je xn niz koji konvergira ka x∞. Neka je ε > 0. Iz definicije
konvergencije niza u metriqkom prostoru sledi da postoji n0 ∈ N takvo da
va�i n > n0 ⇒ d(xn, x∞) < 2−1ε. Tada za m,n > n0 va�i

d(xm, xn) ≤ d(xm, x∞) + d(x∞, xn) < 2−1ε+ 2−1ε = ε,

xto znaqi da je niz xn Koxijev. 5
Obrnuto ne mora da va�i, xto pokazuje slede�i primer.

Primer 12. Neka je M = (0, 1) metriqki prostor sa metrikom d(x, y) =
|y − x|. Tada je niz xn = 1

n Koxijev, ali nije konvergentan, tj. ne postoji

taqka x∞ ∈ (0, 1) takva da je limn→∞
1
n = x∞. ]

Metriqke prostore u kojima je svaki Koxijev niz konvergentan izdvajamo
slede�om definicijom.

Definicija 10. Metriqki prostor je kompletan ako svaki Koxijev niz
xn ∈M konvergira.

Metriqki prostor iz Primera 12 nije kompletan. Realna prava R i kom-
pleksna ravan C sa standardnim metrikama su kompletni prostori (Teorema 5
na str. 180).

Zadatak 42. Dokazati da realna prava sa metrikom uvedenom u Zadatku 16
na str. 352 nije kompletan prostor. X

Za funkciju koja ima vrednosti u kompletnom metriqkom prostoru va�i
Koxijev kriterijum za egzistenciju limesa:

Lema 6. Neka je (N, dN ) proizvo	an, a (M,dM ) kompletan metriqki
prostor. Neka je X ⊂ N , f : X → M funkcija definisana na X i η ∈ X.
Tada postoji lim

x→η
f(x) ako i samo ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 sa svojstvom

(∀x1, x2 ∈ X) dN (x1, η) < δ ∧ dN (x2, η) < δ ⇒ dM (f(x1), f(x2)) < ε.

4 Dokaz je analogan dokazu Posledice 5 na str. 180. 5

Teorema 3. Potprostor S ⊂ M kompletnog metriqkog prostora M je
kompletan ako i samo ako je zatvoren.

4 Pretpostavimo da je S zatvoren. Neka je xn ∈ S Koxijev niz u S. Iz
kompletnosti prostora M sledi da xn konvergira ka x∞ ∈ M . Poxto je S
zatvoren, va�i�e x∞ ∈ S, xto znaqi da xn konvergira u S, pa je S kompletan.

Pretpostavimo sada da je S kompletan i neka je xn ∈ S niz u S koji
konvergira ka x∞ ∈ M . Iz Leme 5 sledi da je xn Koxijev niz, pa iz kom-
pletnosti prostora S sledi da on konvergira ka nekoj taqki prostora S. Iz
jedinstvenosti graniqne vrednosti (Lema 1) sledi da je ta taqka upravo x∞,
pa je x∞ ∈ S, xto znaqi da je S zatvoren. 5

Zadatak 43. Koji od slede�ih podskupova kompleksne ravni C su kom-
pletni:

(a) {z ∈ C | Im z = 0};
(b) {z ∈ C | 1 < |z| ≤ 2};
(g) {z ∈ C | |z| ≤ 2 ∧ |Re z| ≤ 1};
(d) {z ∈ C | 0 < Re z < 1 ∧ Im z = sin (1/Re z)}?
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X

Zadatak 44. (a) Neka je I ⊂ R ograniqen i zatvoren interval. Dokazati
da je prostor C(I) neprekidnih funkcija f : I → C sa metrikom

d(f, g) := max
t∈I
|f(t)− g(t)|

kompletan.
(b) Neka je b(C) prostor svih ograniqenih kompleksnih nizova sa metrikom

d({xn}, {yn}) := sup
k∈N
|xk − yk|.

Dokazati da je b(C) kompletan metriqki prostor.
Uputstvo za (a): Neka je fn Koxijev niz u C(I). Iz

(∀t ∈ I) |fn(t)− fm(t)| ≤ max
t∈I
|fn(t)− fm(t)| = d(fn, fm)

sledi da je za svako t ∈ I niz fn(t) Koxijev niz u C. Poxto je kompleksna
ravan C kompletan prostor, odatle sledi da za svako t ∈ I postoji limes

f∞(t) = lim
n→∞

fn(t).

Ostaje jox da se doka�e da je tako dobijena funkcija f∞ neprekidna, tj. da
je ona element prostora C(I), kao i da niz fn konvergira ka f∞ u smislu kon-
vergencije u metrici d. Za dokaz u konvergenciji u metrici d treba dokazati
da

sup
t∈I
|f∞(t)− fn(t)| → 0 kad n→∞,

xto mo�e da se vidi iz Koxijevog uslova

sup
t∈I
|fm(t)− fn(t)| < ε,

prelaskom na limes kad m → ∞. Za dokaz neprekidnosti funkcije f∞ doka-
zati nejednakost

|f∞(t)− f∞(t0)| ≤ 2d(f∞, fn) + |fn(t)− fn(t0)|

i iskoristiti neprekidnost funkcija fn i qi�enicu da fn → f∞. Dokaz
tvr�e�a (b) je sliqan. X

Zadatak 45. Neka je p ∈ [1,+∞). Dokazati da prostor C(I) neprekidnih
funkcija f : I → C na intervalu I = [a, b] ⊂ R nije kompletan u odnosu na
metriku

d(f, g) :=

(∫ b

a

|f(t)|p
)1/p

(6)

(uporediti sa Zadatkom 44). Uputstvo: neka je

fn(t) :=

{
−1, a ≤ t ≤ (a+ b)/2− 1/n,

1, (a+ b)/2 + 1/n ≤ t ≤ b

i neka je fn linearna funkcija na intervalu [(a+ b)/2− 1/n, (a+ b)/2 + 1/n].
Dokazati da je fn Koxijev niz u metrici (6), koji ne konvergira ka neprekid-
noj funkciji. X
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2.6. Kompaktni prostori. Metriqki prostor M nazivamo kompakt-
nim ako svaki niz xn ∈M ima konvergentan podniz.

Primer 13. Iz Teoreme 3 na str. 173 sledi da je interval [0, 1] kompaktan.
Interval (0, 1] nije kompaktan: niz 1

n ∈ (0, 1] nema podniz koji konvergira ka
nekom x∞ ∈ (0, 1]. Realna prava R i kompleksna ravan C nisu kompaktni
prostori: niz xn = n nema konvergentan podniz. ]

Teorema 4. Svaki kompaktan metriqki prostor je kompletan.

4 Dokaz je doslovna kopija drugog dela dokaza Teoreme 5 na str. 180. Neka
je M kompaktan metriqki prostor i xn ∈ M Koxijev niz. Iz kompaktnosti
sledi da postoji podniz xk(n). Oznaqimo limes ovog podniza sa x∞. Neka je

ε > 0. Tada za neko n1 ∈ N va�i n > n1 ⇒ d(xk(n), x∞) < 2−1ε. Poxto je

niz Koxijev, za neko n2 ∈ N va�i n > n2 ⇒ d(xn, xk(n)) < 2−1ε. Neka je
n0 = max{n1, n2}. Tada za n > n0 va�i

d(xn, x∞) ≤ d(xn, xk(n)) + d(xk(n), x∞) < ε,

tj. xn konvergira ka x∞. 5

Lema 7. Ako je M proizvo	an metriqki prostor i S ⊂ M �egov kom-
paktan potprostor, onda je S ograniqen.

4 Pretpostavimo da S nije ograniqen. To znaqi da za s ∈ S nijedna lopta
B(s, n) ne sadr�i ceo skup S, pa za svako n postoji xn ∈ S \ B(s, n). Ako bi
niz xn imao podniz xk(n) koji konvergira ka x∞, va�ilo bi

d(s, xk(n)) ≤ d(s, x∞) + d(x∞, xk(n)) < d(s, x∞) + ε (7)

za dovo	no veliko n. Me�utim, iz xn /∈ B(s, n) i k(n) → ∞ kad n → ∞
sledi da leva strana u (7) te�i ka ∞ kad n → ∞, xto je nemogu�e jer desna
strana ne zavisi od n. Odatle sledi da xn nema konvergentan podniz, xto je
u suprotnosti sa pretpostavkom da je S kompaktan. 5

Teorema 5. Potprostor S ⊂ M kompaktnog metriqkog prostora M je
kompaktan ako i samo ako je ograniqen i zatvoren.

4 Neka je S zatvoren i xn ∈ S niz u S. Zbog kompaktnosti prostora M niz
xn ima podniz xk(n) koji konvergira ka nekoj taqki x∞ ∈M . Iz zatvorenosti
prostora S sledi da je x∞ ∈ S, pa podniz xk(n) konvergira u S, xto znaqi da
je S kompaktan.

Pretpostavimo sada da je S kompaktan. Neka je xn ∈ S niz u S koji kon-
vergira ka x∞ ∈M . Iz kompaktnosti prostora S sledi da niz xn ima podniz
koji konvergira ka nekoj taqki iz S, a poxto svaki podniz konvergentnog niza
xn konvergira ka x∞ sledi da je x∞ ∈ S. To dokazuje da je S zatvoren. Ogra-
niqenost sledi iz Leme 7. 5

Posledica 3. Podskup realne prave R ili kompleksne ravni C je kom-
paktan ako i samo ako je ograniqen i zatvoren.

4 Poxto svaki ograniqen niz u C ima konvergentan podniz, skup B(0, r) =
{z ∈ C | |z| ≤ r} je kompaktan. Ako je S ⊂ C ograniqen i zatvoren, onda je
S ⊂ B(0, r) za neko r, pa dokaz sledi is prethodne teoreme.

Obrnuto, ako je S kompaktan, iz Leme 7 sledi da je on ograniqen, pa je
S ⊂ B(0, r) za neko r i dokaz sledi iz prethodne teoreme. 5
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Zadatak 46. Neka je A ⊂ Rk podskup k{dimenzionog euklidskog prostora
sa standardnom euklidskom metrikom. Dokazati da je A kompaktan ako i samo
ako je ograniqen i zatvoren. X

Zadatak 47. Koji od skupova iz Zadatka 43 su kompaktni? X

Teorema 6. Neka je M kompaktan i N proizvo	an metriqki prostor i
f : M → N neprekidno preslikava�e. Tada je potprostor f(M) ⊂ N kompak-
tan.

4 Neka je yn = f(xn) niz u f(M). Iz kompaktnosti prostora M sledi da pos-
toji podniz xk(n) koji konvergira ka x∞ ∈ M , pa iz neprekidnosti funkcije
f sledi da podniz yk(n) = f(xk(n)) konvergira ka f(x∞) ∈ f(M). 5

Posledica 4. Neka je M kompaktan metriqki prostor i f : M → R
neprekidna funkcija. Tada postoje taqke x1, x2 ∈M takve da je

f(x1) = max
x∈M

f(x), f(x2) = min
x∈M

f(x).

4 Iz prethodne teoreme sledi da je skup f(M) ⊂ R kompaktan, pa iz Posle-
dice 3 sledi da je f(M) ograniqen i zatvoren. Odatle, na osnovu Aksiome
supremuma, sledi da postoje sup f(M) i inf f(M). Iz definicije supremuma
sledi da za svako n ∈ N postoji taqka xn ∈M takva da je

f(xn)− 1

n
< sup f(M) < f(xn) +

1

n
. (8)

Poxto je M kompaktan, niz xn ima podniz koji konvergira ka x∞, pa iz (8)
sledi da je f(x∞) = sup f(M). Sliqno se dokazuje postoja�e taqke u kojoj f
dosti�e infimum. 5

Zadatak 48. Neka su A,B ⊂ Rn zatvoreni podskupovi, pri qemu je A
ograniqen. Definiximo

d(A,B) := inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B},

gde je d(a, b) standardno euklidsko rastoja�e izme�u taqaka a i b. Dokazati
da se ovaj infimum dosti�e, tj. da postoje taqke a0 ∈ A i b0 ∈ B takve da je
d(A,B) = d(a0, b0). X

Zadatak 49. Neka su M i N metriqki prostori i neka je M kompaktan.
Dokazati da je za svaku neprekidnu bijekciju f : M → N inverzno preslika-
va�e f−1 : N →M neprekidno. X

Zadatak 50. Dokazati da su metrike izvedene iz normi definisanih u
Zadacima 12 i 13 strogo ekvivalentne.

Uputstvo: Neka su ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 norme na Rk. Treba dokazati da za neke
pozitivne realne brojeve α, β va�i

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1

Poxto je ‖λx‖ = |λ‖ ‖x‖, dovo	no je dokazati prethodne nejednakosti za x na
jediniqnoj sferi S(0, 1) ⊂ Rk. Iskoristiti qi�enicu da je jediniqna sfera
kompaktan skup, a norma neprekidno preslikava�e. X
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Zadatak 51. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori i neka je X
kompaktan. Dokazati da je na skupu C(X,Y ) svih neprekidnih preslikava�a
f : X → Y sa

d(f, g) := sup
x∈X

dY (f(x), g(x))

dobro definisana metrika.Dokazati da je (C(X,Y ), d) kompletan ako i samo
ako je (Y, dY ) kompletan. Uputstvo: videti Zadatak 44. X

Definicija 11. Metriqki prostor M je separabilan ako ima najvixe
prebrojiv gust podskup, tj. ako postoji najvixe prebrojiv podskup S ⊂ M
takav da je S = M .

Primer 14. Skup R je separabilan, jer je Q = R. ]

Teorema 7. Ako je metriqki prostor M kompaktan, onda je on separa-
bilan.

4 Doka�imo prvo da za svako n ∈ N postoji konaqan skup Sn takav da va�i

(∀x ∈M)(∃s ∈ Sn) d(x, s) <
1

n
. (9)

Pretpostavimo suprotno, da za neko n0 ∈ N i za svaki konaqan podskup S ⊂M
va�i

(∃x ∈M)(∀s ∈ S) d(x, s) ≥ 1

n0
. (10)

Neka je x1 ∈ M . Poxto je skup {x1} konaqan, iz (10) sledi da postoji taqka
x2 ∈M za koju va�i d(x1, x2) ≥ 1

n0
. Ponovimo ovaj postupak: pretpostavimo da

smo �ime izdvojili konaqan skup taqaka {x1, . . . , xk} takav da je d(xi, xj) ≥ 1
n0
.

Tada iz (10) sledi da postoji taqka xk+1 ∈M takva da je d(xk, xj) ≥ 1
n0

za svako
j < k. Time smo konstruisali niz x1, x2, . . . takav da va�i

d(xi, xj) ≥
1

n0
za i 6= j. (11)

Iz (11) sledi da niz x1, x2, . . . nema Koxijev podniz pa, na osnovu Leme 5,
nema ni konvergentan podniz. To je u suprotnosti sa pretpostavkom da je M
kompaktan. Time je dokazano da za svako n ∈ N postoji konaqan skup Sn takav
da va�i (9). Neka je

S =

∞⋃
n=1

Sn.

Skup S je prebrojiva unija konaqnih skupova, pa je prebrojiv. Neka je x ∈M
proizvo	na taqka. Iz (9) sledi da za svako n ∈ N postoji taqka sn ∈ S za koju
va�i d(x, sn) < 1

n . Time smo dokazali da postoji niz sn ∈ S koji konvergira

ka x. Odatle sledi da je S = M . To dokazuje da je prostor M separabilan. 5

Definicija 12. Familija U otvorenih skupova se naziva otvorenim po-
krivaǌem skupa A ako je A ⊂ ∪U∈UU . Potpokrivaǌe pokriva�a U skupa A
je familija U0 ⊂ U koja je i sama pokriva�e skupa A. Pokriva�e nazivamo
konaqnim ako se familija U sastoji od konaqnog broja skupova.

Teorema 8. (Borel–Lebegova teorema) Metriqki prostor M je kom-
paktan ako i samo ako svako �egovo otvoreno pokriva�e U ima konaqno pot-
pokriva�e.
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Primetimo da smo specijalni sluqaj ove teoreme ve� dokazali u Teo-
remi 19 na str. 50.

4 Pretpostavimo prvo da svako otvoreno pokriva�e prostora M ima konaqno
potpokriva�e i doka�imo da je M kompaktan. Pretpostavimo suprotno { da
M nije kompaktan. Tada postoji niz xn ∈ M koji nema konvergentan podniz.
Doka�imo da su skupovi

Uk = M \ {xn | n ≥ k}

otvoreni. Neka je y ∈ Uk. Zaista, pretpostavimo suprotno: da svako m ∈ N
skup B(y, 1

m ) sadr�i neku taqku xk(m) ∈ {xn | n ≥ k}. Tada xk(m) → y kad
m → ∞, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da niz xn nema konvergentan
podniz. Dakle, za svaku taqku y ∈ Uk postoji lopta B(y, 1

m ) ⊂ Uk, tj. skup Uk
je otvoren.

Doka�imo sada da je familija {Uk}k∈N pokriva�e prostora M , tj. da
svaka taqka p ∈ M pripada nekom od skupova Uk. Ako p nije jedna od taqaka
niza xn to je oqigledno, jer je tada p ∈ Uk za svako k. Ako je p = xj , onda je
p ∈ Uj+1.

Time je dokazano da je familija {Uk}k∈N otvoreno pokriva�e prostora
M , pa, po pretpostavci, ona ima konaqno potpokriva�e Uk1 , . . . , Ukn . Neka je
m = max{k1, . . . , kn} + 1. Tada iz definicije skupova Uk sledi xm /∈ Uk1 ∪
· · · ∪Ukn , xto znaqi da familija Uk1 , . . . , Ukn ne pokriva ceo prostor M , xto
je kontradikcija. Time je jedan smer teoreme dokazan.

Pretpostavimo sada da je prostorM kompaktan. Neka je U �egovo otvoreno
pokriva�e. Doka�imo da ono ima konaqno potpokriva�e.

Iz Teoreme 7 sledi da postoji prebrojiv skup S ⊂ M takav da je S = M .
Odaberimo, za svaki par (s, n) ⊂ S ×N proizvo	an skup Us,n ∈ U takav da je
B(s, 1

n ) ⊂ Us,n. Familija {
Us,n

}
(s,n)⊂S×N

je prebrojiva potfamilija familije U . Doka�imo da ona pokriva skup M .
Neka je p ∈ M . Tada je p ∈ U za neko U ∈ U . Poxto je U otvoren, za neko
n ∈ N va�i B(p, 2

n ) ⊂ U . Iz S = M sledi da postoji taqka s ∈ S takva da je

s ∈ B(p, 1
n ), pa iz

B

(
p,

1

n

)
⊂ B

(
p,

2

n

)
⊂ U

sledi da je x ∈ Us,n. Ovime smo dokazali da svako pokriva�e ima prebrojivo
potpokriva�e. Ostaje jox da doka�emo da svako prebrojivo pokriva�e.

Pretpostavimo suprotno: da postoji prebrojivo pokriva�e
{
Vn
}
n∈N koje

nema konaqno potpokriva�e. Tada za svako n ∈ N postoji taqka xn ∈M takva
da va�i

xn /∈ V1 ∪ · · · ∪ Vn.
Tada niz xn nema konvergentan podniz. Zaista, neka je p proizvo	na taqka
prostora M . Tada je p ∈ Vk za neko k. Poxto se svi qlanovi niza xn osim
mo�da prvih k nalaze van skupa Vk, nijedan �egov podniz ne konvergira ka p.
To je u kontradikciji sa pretpostavkom o kompaktnosti prostora M . 5

Definicija 13. Neka su (M,dM ) i (N, dN ) metriqki prostori. Presli-
kava�e f : M → N naziva se uniformno (ili ravnomerno) neprekidnim ako
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va�i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈M)(∀y ∈M) dM (x, y) < δ ⇒ dN (f(x), f(y)) < ε. (12)

Iz definicije neprekidnosti i uniformne neprekidnosti lako sledi da
je svako uniformno neprekidno preslikava�e neprekidno (v. dokaz Leme 8
na str. 113). U sluqaju kada je prostor M kompaktan, va�i i obrnuto. Pre-
ciznije, va�i slede�e uopxte�e Teoreme 7 na str. 113.

Teorema 9. (Kantorova teorema) Neka je (M,dM ) kompaktan, a (N, dN )
proizvo	an metriqki prostor. Preslikava�e f : M → N je neprekidno ako
i samo ako je uniformno neprekidno.

4 Pretpostavimo suprotno: da je f : M → N neprekidno preslikava�e koje
nije uniformno neprekidno. Tada

(∃ε0 > 0)(∀n ∈ N)(∃xn, yn ∈M) dM (xn, yn) <
1

n
∧ dN (f(xn), f(yn)) ≥ ε0.

Poxto je prostor M kompaktan, niz xn ima konvergentan podniz xj(n). Iz
istog razloga niz yj(n) ima konvergentan podniz yk(n). Neka je

lim
n→∞

xk(n) = x i lim
n→∞

yk(n) = y.

Iz dM (xn, yn) < 1
n i neprekidnosti metrike sledi

d(x, y) = lim
n→∞

dM (xk(n), yk(n)) ≤ lim
n→∞

1

n
= 0,

pa je x = y. Poxto je dN (f(xk(n)), f(yk(n)) ≥ ε0, iz neprekidnosti funkcije f
i metrike sledi

d(f(x), f(x)) = lim
n→∞

dN (f(xk(n)), f(yk(n)) ≥ ε0,

xto je kontradikcija. 5

Primer 15. Neka su (M,dM ) i (N, dN ) metriqki prostori. Preslikava�e
f : M → N je Lipxicovo3) ako postoji konstanta L ≥ 0, takva da je

(∀x, y ∈M) dN (f(x), f(y)) ≤ LdM (x, y).

Lako se vidi da je svako Lipxicovo preslikava�e ravnomerno neprekidno.
Specijalno, ako je f realna funkcija realne promen	ive koja je diferenciha-
bilna i ima ograniqen prvi izvod, iz Lagran�eve teoreme o sred�oj vrednosti
sledi da je ona Lipxicova, pa zato i ravnomerno neprekidna. ]

Primer 16. Preslikava�e

f : R×R→ R, f(x, y) = arctan (x+ y)

je ravnomerno neprekidno. Zaista, iz Lagran�eve teoreme o sred�oj vrednosti
sledi

| arctan s− arctan t| = |s− t|
1 + c2

≤ |s− t|,

pa je

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ |(x1 + y1)− (x2 + y2)| ≤ |x1 − x2|+ |y1 − y2|.
Odatle sledi ravnomerna neprekidnost funkcije f . ]

3Lipxic (Rudolf Lipschitz, 1802{1829), nemaqki matematiqar
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Primer 17. Neka je (M,d) metriqki prostor i a ∈M proizvo	na taqka.
Tada je preslikava�e ψ : M → R, definisano sa ψ(x) = d(a, x), ravnomerno
neprekidno. Zaista, iz nejednakosti trougla

d(x, a) ≤ d(y, a) + d(x, y) i d(y, a) ≤ d(x, a) + d(x, y)

dobijamo |ψ(x) − ψ(y)| ≤ d(x, y), odakle sledi ravnomerna neprekidnost fun-
kcije ψ. ]

Primer 18. Neka je (X, ‖·‖) normirani vektorski prostor. Iz prethodnog
primera(za a = 0) sledi da je ‖ · ‖ : X → R ravnomerno neprekidno preslika-
va�e. ]

Zadatak 52. Neka su (M1, d1) i (M2, d2) metriqki prostori. Dokazati da
je preslikava�e f : M1 →M2 ravnomerno neprekidno ako i samo ako za svaka
dva niza an, bn sa osobinom d1(an, bn)→ 0 va�i d2(f(an), f(bn))→ 0. X

Primer 19. Preslikava�e f(x, y) = arcsin x
y je neprekidno, ali nije rav-

nomerno neprekidno na svom domenu. Zaista, domen ovog preslikava�a je

D = {(x, y) ∈ R× (R \ {0}) | |x| ≤ |y|}.
Posmatrajmo nizove an = (n−1, n−1), bn = (n−1,−n−1) ∈ D. Za �ih va�i

d(an, bn) =
2

n
→ 0, |f(an)− f(bn)| = π

(d je ovde standardna euklidska metrika u ravni), pa f nije ravnomerno nr-
prekidno. ]

Zadatak 53. Ispitati uniformnu neprekidnost funkcija iz Zadatka 32
na str. 357. X

2.7. Povezani prostori. Intuitivno govore�i, metriqki prostor koji
se sastoji iz vixe ,,odvojenih delova" je nepovezan. Ovu intuitivnu predstavu
mo�emo da formalizujemo na dva neekvivalentna naqina.

Definicija 14. Metriqki prostorM je nepovezan ako i samo ako postoje
otvoreni i neprazni podskupovi U, V ⊂M takvi da je U ∪V = M i U ∩V = ∅.
U suprotnom, prostor M je povezan.

Definicija 15. Metriqki prostor M je putno povezan ako za svake dve
taqke x0, x1 ∈M postoji neprekidno preslikava�e γ : [0, 1]→M (,,put u M"),
takvo da je γ(0) = x0, γ(1) = x1.

Posmatrajmo dvoqlani skup {0, 1} kao metriqki prostor sa diskretnom
metrikom d(x, y) = 1⇔ x 6= y, d(x, x) = 0. Va�i slede�a lema.

Lema 8. Metriqki prostor M je nepovezan ako i samo ako postoji nep-
rekidno preslikava�e φ : M → {0, 1} koje je NA.

4 Neka jeM nepovezan. Tada postoje neprazni otvoreni podskupovi U, V ⊂M
takvi da je U ∪ V = M i U ∩ V = ∅. Preslikava�e

φ : M → {0, 1}, f(x) =

{
1 za x ∈ U
0 za x ∈ V

je NA. Doka�imo da je ono neprekidno. Neka je a ∈ U i neka je xn niz koji
konvergira ka a. Poxto je U otvorena okolina graniqne vrednosti a niza
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xn, postoji prirodan broj n0 takav da je xn ∈ U za n ≥ n0. Tada je, po
definiciji funkcije φ, φ(xn) = 1 za n ≥ n0, pa je limφ(xn) = 1 = φ(a). Time
je dokazana neprekidnost funkcije φ u taqki a ∈ U . Na isti naqin se dokazuje
neprekidnost u proizvo	noj taqki skupa V .

Pretpostavimo sada da postoji neprekidno preslikava�e φ : M → {0, 1}
koje je NA.

U = φ−1(B(1,
1

2
)), V = φ−1(B(0,

1

2
)),

gde su (B(1, 1
2 )) i (B(0, 1

2 )) otvorene lopte polupreqnika 1
2 u prostoru {0, 1},

sa centrima u taqkama 1 i 0. Jasno je da je M = U ∪ V . Poxton je preslika-
va�e φ NA, skupovi U i V su neprazni. Iz neprekidnosti preslikava�a φ i
Teoreme 2 sledi da su skupovi U i V otvoreni. Time je dokazano da je prostor
M nepovezan. 5

Lema 9. Putno povezan prostor je povezan.

4 Pretpostavimo suprotno, da je M putno povezan, ali da nije povezan. Iz
Leme 8 sledi da postoji neprekidno preslikava�e φ : M → {0, 1} koje je NA.
Neka su x0, x1 ∈M taqke prostora M takve da je φ(x0) = 0, φ(x1) = 1. Poxto
je M putno povezan, postoji neprekidno preslikava�e γ : [0, 1]→ M takvo da
je γ(x0) = 0, γ(x1) = 1. Tada je preslikava�e φ ◦ γ : [0, 1]→ R neprekidno pre-
slikava�e intervala na {0, 1}. To je kontradikcija, jer je neprekidna slika
intervala interval (Posledica 9 na str. 111). 5

Zadatak 54. Neka je A povezan skup u metriqkom prostoru i A ⊂ B ⊂ A.
Dokazati da je B povezan. X

Zadatak 55. Dokazati da je skup

S =
{

(x, y) ∈ R×R | y = sin
1

x

}
∪
{

(0, y) ∈ R×R | −1 ≤ y ≤ 1
}

povezan, ali da nije putno povezan.
Uputstvo: iskoristiti Zadatak 54. X

Teorema 10. Potprostor realne prave R je povezan ako i samo ako je
interval.

4 Oqigledno je da je interval putno povezan, pa je povezan.
Neka je skup M ⊂ R povezan. Pretpostavimo da M nije interval. Tada

postoje taqke p, q ∈M i a ∈ R \M takve da je p < a < q. Posmatrajmo skupove

U = {x ∈M | x < a} i V = {x ∈M | x > a}
Oqigledno je da je U ∩ V = ∅ i U ∪ V = M . Ako je x0 ∈ U , onda je x0 < a, pa
postoji je

B
(
x0,

a− x0

2

)
=
{
x ∈M | d(x0, x) <

a− x0

2

}
⊂ U,

xto znaqi da je U otvoren. Sliqno se dokazuje i da je V otvoren. Poxto je
p ∈ U , q ∈ V , skupovi U i V su neprazni. Odatle sledi da je M nepovezan
skup, xto je kontradikcija. Time je dokazano da je svaki povezan podskup
realne prave interval. 5

Teorema 11. Neka je M povezan i N proizvo	an metriqki prostor i
f : M → N neprekidno preslikava�e. Tada je potprostor f(M) ⊂ N povezan.
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4 Pretpostavimo da je N nepovezan. Iz Leme 8 sledi da postoji preslikava�e
φ : N → {0, 1} koje je neprekidno i NA. Tada je i preslikava�e φ ◦ f : M →
{0, 1} neprekidno i NA. Iz Leme 8 tada bi sledilo da je M nepovezan, xto je
u suprotnosti sa pretpostavkom teoreme. 5

Napomena 3. Specijalno, iz prethodne teoreme sledi teorema o me�u-
vrednosti za realne funkcije na 110. strani: ako je f : [a, b]→ R neprekidna
funkcija, onda je f([a, b]) interval. �

Teorema 12. Neka je {Aλ}λ∈Λ familija povezanih podskupova metriqkog
prostora M , takva da za neko λ0 ∈ Λ va�i

(∀λ ∈ Λ)Aλ0
∩Aλ 6= ∅.

Tada je skup

A =
⋃
λ∈Λ

Aλ

povezan.

4 Neka je φ : A → {0, 1} neprekidno preslikava�e. Poxto su skupovi Aλ
povezani, na svakom od �ih, na osnovu Leme 8, preslikava�e ϕ je konstantno.
Pretpostavimo, ne uma�uju�i opxtost, da je φ ≡ 1 na Aλ0 . Poxto je za svako
λ skup Aλ0 ∩ Aλ neprazan, mora da va�i φ(x) ≡ 1 na svakom Aλ, tj. na celom
A.

Time je dokazano da je svako neprekidno preslikava�e φ : A → {0, 1}
konstantno. Odatle, na osnovu Leme 8, sledi da je A povezan. 5

Zadatak 56. Neka je (M,d) metriqki prostor i ∼ relacija na M , defin-
isana sa x ∼ y ako i samo ako postoji povezan skup koji sadr�i x i y. Dokazati
da je ∼ relacija ekvivalencije i da je klasa ekvivalencije [x] taqke x ∈ M
najve�i povezan skup koji sadr�i x. X

Definicija 16. Klase ekvivalencije iz Zadatka 56 nazivaju se kompo-
nentama povezanosti metriqkog prostora (M,d). Ako je A ⊂ M , komponente
povezanosti skupa A su komponente povezanosti metriqkog prostora (A, d|A).

Zadatak 57. Neka je (X, ‖ · ‖) normirani vektorski prostor i V ⊂ X
otvoren podskup. dokazati da je svaka komponenta povezanosti skupa V otvoren
skup. X

2.8. Proizvod metriqkih prostora. Neka su (M,dM ) i (N, dN ) metri-
qki prostori. Postoji vixe prirodnih naqina da se na skupu M × N defi-
nixe metrika. Mi �emo pod proizvodom metriqkih prostora podrazumevati
metriqki prostor M ×N sa metrikom

d((x1, y1), (x2, y2)) :=

√(
dM (x1, x2)

)2
+
(
dN (y1, y2)

)2
. (13)

Iz Koxi{Xvarcove nejednakosti sledi nejednakost trougla za metriku d, dok
se ostala svojstva metrike proveravaju lako. Ovakav izbor metrike na M ×N
uopxtava definiciju euklidske metrike na Rn.

Napomena 4. Lako mo�emo da definixemo i metrike na proizvodu koje
uopxtavaju Zadatak 50 na str. 365 i tako dobijemo druge, topoloxki ekviva-
lentne metrike na proizvodu metriqkih prostora. U skladu sa Napomenom 2,
izbor neke od tih metrika ne utiqe na pojmove neprekidnosti i graniqne vred-
nosti. �
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Lema 10. Niz (xn, yn) u M ×N konvergira ka (x∞, y∞) ako i samo ako niz
xn ∈M konvergira ka x∞ i niz yn ∈ N konvergira ka y∞.

4 Dokaz sledi iz nejednakosti

dM (xn, x∞) ≤
√(

dM (xn, x∞)
)2

+
(
dN (yn, y∞)

)2
,

dN (yn, y∞) ≤
√(

dM (xn, x∞)
)2

+
(
dN (yn, y∞)

)2
.

5

Slede�a posledica uopxtava Posledicu 5 na str. 106.

Posledica 5. Projekcije

πM : M ×N →M, πM (x, y) = x i πM : M ×N → N, πN (x, y) = y

su neprekidna preslikava�a.

4 Dokaz sledi iz Leme 10 i definicije neprekidnosti pomo�u nizova. 5

Kao posledicu, dobijamo slede�e uopxte�e Leme 4 na str. 106.

Posledica 6. Neka su X, M i N metriqki prostori. Preslikava�e f :
X →M ×N , f(x) = (fM (x), fN (x)) je neprekidno ako i samo ako su neprekidna
preslikava�a fM : X →M i fN : X → N .

4 Poxto je fM = πM ◦ f i fN = πN ◦ f , dokaz sledi iz Posledice 5. 5

Zadatak 58. Dokazati da je preslikava�e

f : C2 → R3, f(z1, z2) = (|z1|2 + (Re z2)3, eIm z2 + cos (Re z1), 0)

neprekidno. X

Primer 20. (Neprekidnost metrike) Metrika

d : M ×M → R

je neprekidno preslikava�e. Zaista, neka je (xn, yn) niz u M ×M takav da
(xn, yn) → (x∞, y∞) kad n → ∞. Na osnovu Leme 10 sledi da tada xn → x∞ i
yn → y∞. Iz nejednakosti trougla sledi

d(x, y) ≤ d(x, x∞) + d(x∞, y∞) + d(y∞, y)
d(x∞, y∞) ≤ d(x, x∞) + d(x, y) + d(y∞, y).

Odatle sledi

d(xn, yn)− d(x∞, y∞) ≤ d(xn, x∞) + d(y∞, yn)
d(x∞, y∞)− d(xn, yn) ≤ d(xn, x∞) + d(y∞, yn),

tj. |d(xn, yn) − d(x∞, y∞)| ≤ d(xn, x∞) + d(y∞, yn). Iz Primera 8 (str. 355)
sledi da leva strana te�i nuli kad n→∞. ]

Zadatak 59. Neka je (V, ‖ · ‖) normirani vektorski prostor. Dokazati da
je preslikava�e

ϕ : V × V → R, ϕ(x, y) = ‖y − x‖
neprekidno. X
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Zadatak 60. Neka su (M1, d1) i (M2, d2) metriqki prostori i f : M1 →M2

neprekidno preslikava�e. Dokazati da je grafik

Γ(f) := {(x, f(x) | x ∈M1}
zatvoren podskup u M1 ×M2. X

Teorema 13. Neka su (M,dM ) i (N, dN ) metriqki prostori. Metriqki
prostor M ×N ima neko od slede�ih svojstava

1. ograniqenost
2. separabilnost
3. kompletnost
4. kompaktnost
5. povezanost

ako i samo ako to svojstvo ima svaki od metriqkih prostora (M,dM ) i
(N, dN ).

4 Dokaz za prva qetiri svojstva sledi direktno iz definicije metrike (13)
i definicija ograniqenosti, separabilnosti, kompletnosti i kompaktnosti.

Doka�imo jox da jeM×N povezan ako i samo ako suM iN povezani. Neka
je M × N povezan. Poxto su projekcije neprekidna preslikava�a (Posled-
ica 5), iz Teoreme 11 sledi da su M i N povezani.

Pretpostavimo sada da su M i N povezani. Za svako x0 ∈ M i y ∈ N
preslikava�a

M →M × {y}, x 7→ (x, y) i N → {x0} ×N, y 7→ (x0, y)

su izometrije, pa su skupovi {x0} ×N i M × {y} povezani. Poxto je

M = {x0} ×N ∪
⋃
y∈N

M × {y} i {x0} ×N ∩M × {y} = {(x0, y} 6= ∅,

iz Teoreme 12 sledi da je M ×N povezan. 5

3. Neprekidnost u topoloxkim prostorima

Iz Teoreme 2 sledi da se neprekidnost mo�e opisati samo u terminima
topologije. Zato je prirodno razmatrati strukture na kojima je definisan
samo pojam otvorenog skupa, a ne i pojam metrike. Motivisani Teoremom 1,
ovakve strukture uvodimo slede�om definicijom.

Definicija 17. Par (X, τX), gde je X skup, a τX familija �egovih pod-
skupova za koju va�i

(T1) X ∈ τX , ∅ ∈ τX
(T2) ako je {Uλ}λ∈Λ familija skupova iz τX , onda je

⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ τX

(T3) U1, U2 ∈ τX ⇒ U1 ∩ U2 ∈ τX .
nazivamo topoloxkim prostorom, a familiju τX topologijom na X. Ele-
mente familije τX nazivamo otvorenim skupovima. Podskup F ⊂ X nazivamo
zatvorenim ako je skup X \ F otvoren.

Zatvoreni skupovi imaju slede�a svojstva.

Lema 11. Neka je ζM familija svih zatvorenih podskupova u metriqkom
prostoru M . Tada va�i:
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(Z1) M ∈ ζM , ∅ ∈ ζM
(Z2) F1, F2 ∈ ζM ⇒ F1 ∪ F2 ∈ ζM
(Z3) ako je {Fλ}λ∈Λ familija skupova iz ζM , onda je

⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ ζM

4 Dokaz je analogan dokazu Posledice 2. 5

Definicija 18. Neka su (X, τX) i (Y, τY ) topoloxki prostori. Pres-
likava�e f : X → Y je neprekidno u taqki a ∈ X ako za svaki otvoren skup
V ∈ τY koji sadr�i taqku f(a) postoji otvoren skup U ∈ τX koji sadr�i taqku
a takav da je f(U) ⊂ V . Preslikava�e je neprekidno na skupu A ⊂ X ako je
neprekidno u svakoj taqku a ∈ A. Specijalno, preslikava�e f je neprekidno
ako je neprekidno na celom prostoru X.

Zadatak 61. Dokazati da Teorema 2 na strani 360 va�i i u topoloxkim
prostorima (sa neznatnom modifikacijom dokaza). X



DODATAK 2

Pita�a i zadaci

1. Prvi semestar

1.1. Pita�a.

(1) Da li postoji funkcija f ∈ C∞(R) (tj. takva da postoji n{ti izvod
Dnf(x) za sve x ∈ R i sve n ∈ N) takva da je f(x) > 0 za x ∈]0, 1[ i
f(x) = 0 za x /∈]0, 1[?

(2) Da li postoji neprekidna funkcija f :]0, 1[→ R za koju je f ′−(x) = x
i f ′+(x) = 2x za sve x ∈]0, 1[?

(3) Neka je (F,+, ·, 0, 1) po	e i S ⊂ F \ {0} podskup koji je zatvoren u
odnosu na operacije po	a i za koji je S∩(−S) = ∅, F = (−S)∪{0}∪S.
Sa x < y ⇔ x−y ∈ S je definisana relacija totalnog poretka na S,
takva da je F ∗+ = S (dokazati!). Ako je (F,+, ·,≤, 0, 1) totalno ure�eno
po	e, da li je relacija poretka na �emu definisana nekim skupom S
na prethodno opisan naqin? Da li je taj skup jedinstven?

(4) Neka je F skup svih racionalnih funkcija na R, tj. skup funkcija
oblika p(x)/q(x) gde su p, q : R→ R polinomi koji nemaju zajedniqku
nulu (u C), pri qemu q nije identiqki jednak nuli. Neka je S ⊂ F
skup svih racionalnih funkcija oblika p(x)/q(x) takvih da najstari-
ji koeficijenti (koeficijenti uz x sa najve�im stepenom) polinoma
p i q imaju isti znak (ovaj skup zadovo	ava uslove Pita�a 3). Da li
je po	e sa relacijom poretka definisanom podskupom S arhimedsko?

(5) Da li svako totalno ure�eno po	e sadr�i potpo	e racionalnih bro-
jeva (preciznije: ure�eno potpo	e izomorfno po	u racionalnih bro-
jeva)? Da li postoji totalno ure�eno po	e u kome po	e racionalnih
brojeva nije gusto?

(6) Neka su a i b racionalni brojevi i [a, b]Q := {q ∈ Q | a ≤ q ≤ b}. Da
li za proizvo	nu neprekidnu funkciju f : [a, b]Q → R va�i neko od
slede�ih tvr�e�a:
(a) f je ograniqena;
(b) f je ravnomerno neprekidna;
(v) ako je f(a)f(b) < 0 onda je f(c) = 0 za neko c ∈]a, b[;
(g) f ima minimum i maksimum?
(d) Da li (g) va�i ako je f ravnomerno neprekidna?

(7) Neka su a, b i [a, b]Q kao u Pita�u 6. Funkcija f : [a, b]Q → C je
diferencijabilna u taqki q0 ∈]a, b[∩Q ako postoji broj z′0 ∈ C za koji
va�i f(q0 + h) − f(q0) = z′0 · h + o(h) kad Q 3 h → 0. Da li za takvu
funkciju va�i neko od slede�ih tvr�e�a:
(a) ako je f ′(x) ≡ 0 onda je f ≡ const;
(b) ako je f([a, b]Q) ⊂ R i f(a) = f(b) onda je f ′(c) = 0 za neko c ∈]a, b[?

375
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(8) Neka je S ⊂ C zatvoren skup. Da li postoji funkcija f : C→ C koja
je prekidna u svim taqkama skupa S i neprekidna na C \ S?

(9) Da li za niz an iz lim
n→∞

|an+p − an| = 0 za sve p ∈ N sledi da an

konvergira?
(10) Da li postoji skup X i niz An ∈ P(X) �egovih podskupova za koji

istovremeno va�i lim inf An = lim supAn = ∅ i lim
n→∞

Card (An) =∞?
(11) Da li postoji funkcija f : R→ R qiji je izvod u nekoj taqki strogo

pozitivan, a ona nije monotona ni u jednoj okolini te taqke?
(12) Da li postoji monotona funkcija f : R→ R za koju va�i f ∈ C∞(R)

i lim
x→+∞

f(x) = 0, ali ne i lim
x→+∞

f ′(x) = 0?

(13) Da li iz neprekidnosti funkcije f na [a, b] sledi neprekidnost fun-
kcije g(x) = sup{f(t) | a ≤ t ≤ x}?

(14) Da li iz diferencijabilnosti funkcije f na ]a, b[ sledi diferenci-
jabilnost funkcije g(x) = sup{f(t) | a < t ≤ x}?

(15) Da li iz diferencijabilnosti funkcije f na ]a, b[ sledi da funkcija
g(x) = sup{f(t) | a < t ≤ x} ima levi i desni izvod na ]a, b[?

(16) Da li postoji polinom tre�eg stepena qiji grafik prolazi kroz taqke
(−1, 0), (0, 0), (1, 0), takav da tangenta na grafik u (0, 0) obrazuje sa
pozitivnim delom x{ose ugao π/4? Ako postoji, da li je jedinstven?

(17) Neka je A ⊂ C, f : A → C neprekidna funkcija i zn ∈ A Koxijev
niz. Da li odatle sledi da je niz f(zn) Koxijev?

(18) Neka je B ⊂ C, f : B → C ravnomerno neprekidna funkcija i zn ∈ B
Koxijev niz. Da li odatle sledi da je niz f(zn) Koxijev?

(19) Neka su a0 < b0 < a1 < b1 < · · · < an < bn realni brojevi. Da li
polinom p(x) =

∏n
k=0(x+ ak) + 2

∏n
k=0(x+ bk) ima kompleksnu nulu?

(20) Da li je izvod diferencijabilne parne funkcije neparna funkcija?
Da li je izvod diferencijabilne neparne funkcije parna funkcija?

(21) Da li je izvod diferencijabilne periodiqne funkcije periodiqna
funkcija?

(22) Da li nekonstantna diferencijabilna periodiqna funkcija ima na-
jma�i pozitivni period?

(23) Da li proizvo	na nekonstantna periodiqna funkcija ima najma�i
pozitivni period?

(24) Da li funkcija f : R→ R mo�e da ima strogi lokalni ekstremum u
neprebrojivo mnogo taqaka?

(25) Da li postoji neprekidna funkcija f : R→ R takva da za svako y ∈ R
skup f−1(y) ima
(a) dva elementa;
(b) tri elementa?

(26) Da li postoji neprekidna bijekcija
(a) realne prave R na interval [0, 1];
(b) realne prave R na krug S1 = {z ∈ C | |z| = 1}?

(27) Neka je b(C) skup ograniqenih kompleksnih nizova i c0(C) skup kom-
pleksnih nizova koji konvergiraju ka 0 i neka je ∼ relacija ekviva-
lencije na b(C) definisana sa ζn ∼ ηn ⇔ ζn − ηn ∈ c0(C). Da li je
(b(C)/∼,+, ·) po	e?
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(28) Ako polinom p : R → R ima samo realne korene, da li isto va�i za
polinom d

dxp?
(29) Da li nekonstantna periodiqna funkcija f : R→ R ima lim

x→+∞
f(x)?

(30) Da li iz (∀a ∈ R) lim
n→0

f(a/n) = 0 sledi lim
x→0

f(x) = 0?

1.2. Odgovori. (1) Da. (2) Ne. (3) Da. (4) Ne. (5) Da. (6) Ne. (7) Ne. (8)
Da. (9) Ne. (10) Da. (11) Da. (12) Da. (13) Da. (14) Ne. (15) Da. (16) Da. (17)
Ne. (18) Da. (19) Ne. (20) Da. (21) Da. (22) Da. (23) Ne. (24) Ne. (25) (a) Ne.
(b) Da. (26) Ne. (27) Ne. (28) Da. (29) Ne. (30) Ne.

1.3. Zadaci.

(1) Skicirati skup {z ∈ C | min{|z − 1 − i|, |z + 1 − i|, |z + i|} ≤ 2} u
kompleksnoj ravni C.

(2) Dokazati da postoji realna funkcija f realne promen	ive, takva da
je kriva z : R \ {−1, 1} → C, z(t) = t(1− t2)−1 + i(t− 2t3)(1− t2)−1 �en
grafik u R2 ∼= C. Ispitati funkciju f i nacrtati �en grafik.

(3) Balon se pe�e vertikalno brzinom 40 cm/s. U trenutku kada je balon
na visini 20 m kroz taqku ispod �ega prolazi biciklista koji se
kre�e brzinom 5 m/s. Kojom brzinom se tri sekunde kasnije pove�ava
rastoja�e izme�u bicikliste i balona?

(4) U Dekartovom x0y{koordinatnom sistemu skicirati krivu γ zadatu u
polarnim koordinatama (r, θ) jednaqinom r2 sin 2θ = 2a2, gde je a > 0.
Neka je P ∈ γ proizvo	na taqka. Dokazati da je trougao koji obrazuju
tangenta na γ u P , prava OP i x{osa jednakokraki.

(5) Skicirati grafike slede�ih funkcija:

(a) f1(x) = lim
n→∞

n
√

1 + xn + (1− x)2n, x ≥ 0;

(b) f2(x) = lim
n→∞

n
√

1 + (x/2)2n + (1/x)2n, x > 0;

(v) f3(x) = lim
n→∞

2n
√

cos2n x+ sin2n x, x ∈ R;

(g) f4(x) = lim
n→∞

log (en+xn)
n , x ≥ 0

(d) f5(x) = lim
n→∞

x2enx+x
enx+1 , x ∈ R.

(6) Odrediti domene i ispitati neprekidnost slede�ih funkcija realne
promen	ive x:
(a) f(x) = lim

n→∞
xn

(b) g(x) = lim
n→∞

∑n
k=1 k

−x2−k

(v) h(x) = sup{n−x2−n | n ∈ N}.
(7) Neka je A(a1, · · · , an) aritmetiqka, a G(a1, · · · , an) geometrijska sre-

dina pozitivnih brojeva a1, . . . , an. Dokazati da funkcija

f :]0,+∞[→ R, f(x) :=
A(a1, · · · , an−1, x)

G(a1, · · · , an−1, x)

ima minimum u taqki koja je aritmetiqka sredina brojeva a1, . . . , an−1.
(8) Neka je ζ = a+ib taqka u kompleksnoj ravni i L prava kroz ζ koja seqe

realnu i imaginarnu osu u taqkama x0 i iy0. Dokazati nejednakosti
(a) |x0 + iy0| ≥ (|a|2/3 + |b|2/3)3/2

(b) |x0|+ |y0| ≥ (
√
|a|+

√
|b|)2

(v) |x0y0| ≥ 4|ab|.
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(9) Neka je zn niz u C.
(a) Dokazati ili opovrgnuti tvr�e�e: niz zn konvergira ako i samo

ako konvergira svaki �egov podniz.
(v) Dokazati ili opovrgnuti tvr�e�e: niz zn ima podniz koji kon-

vergira ili podniz koji je neograniqen.
(b) Neka je zn niz koji ne konvergira ka ζ ∈ C. Dokazati ili opo-

vrgnuti tvr�e�e: postoji podniz zϕ(n) sa svojstvom da nijedan
�egov podniz ne konvergira ka ζ.

(10) Na�i sve monotone funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i
f(x+ y) = eyf(x) + exf(y).

(11) Na�i limes superior i limes inferior niza xn ∈ R definisanog sa

x0 = 0, x2n =
x2n−1

2
, x2n+1 =

1

2
+ x2n.

(12) Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija koja ima levi izvod f ′−(x)
u svakoj taqki x ∈]a, b[.
(a) Dokazati da ako f nije monotona onda postoji c ∈]a, b[ za koje je

f ′−(c) = 0.
(b) Dokazati da ako je f(a) = f(b), onda je

inf
a<x<b

f ′−(x) ≤ 0 ≤ sup
a<x<b

f ′−(x).

(v) Dokazati da je

inf
a<x<b

f ′−(x) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ sup
a<x<b

f ′−(x).

(13) Funkcija f :]a, b[→ C ima neprekidan desni izvod f ′+(x) u svakoj
taqki x ∈]a, b[. Dokazati da je f diferencijabilna na ]a, b[.

(14) Neka je f :]0,+∞[→ R dvaput diferencijabilna funkcija i neka je
Mj := supx>0 |Djf(x)| za j ∈ {0, 1, 2}. Dokazati da je M2

1 ≤ 4M0M2.
(15) Neka je f :]0,+∞[→ R dvaput diferencijabilna funkcija sa ogra-

niqenim drugim izvodom, takva da je lim
x→+∞

f(x) = 0. Dokazati da je

lim
x→+∞

f ′(x) = 0. Pokazati kontraprimerom da tvr�e�e ne va�i ako

se izostavi uslov ograniqenosti drugog izvoda.
(16) Neka su f, g : R → R diferencijabilne funkcije. Dokazati da je

funkcija h(x) = max{f(x), g(x)} diferencijabilna u taqkama x u
kojima je f(x) 6= g(x) i u onima u kojima je f(x) = g(x) i f ′(x) = g′(x).
Qemu je jednak izvod h′(x) u tim taqkama? Xta je sa ostalim taqkama?

(17) Neka je f : R → R neprekidna funkcija i neka je lim
x→−∞

f(x) = −∞,
lim

x→+∞
f(x) = +∞. Dokazati da je funkcija g(x) = sup{t | f(t) < x}

neprekidna ako i samo ako je f strogo rastu�a.
(18) Neka je f : [0,+∞[→ R neprekidna funkcija koja zadovo	ava asimp-

totsku relaciju f(x) = o(x) kad x → +∞. Dokazati da za funkciju
g(x) := sup0≤t≤x f(t) va�i g(x) = o(x) kad x→ +∞.

(19) Dokazati da je funkcija f : [a, b] → R konveksna ako i samo ako za
x1 < x2 < x3 va�i∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x1 x2 x3

f(x1) f(x2) f(x3)

∣∣∣∣∣∣ ≥ 0
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i da je strogo konveksna ako i samo ako va�i stroga nejednakost.
(20) Niz an je zadat sa a0 =

√
a za a ∈ R, an+1 =

√
a+ an. Da li lim

n→∞
an

neprekidno zavisi od a?
(21) Funkcije f i g su diferencijabilne u taqki a. Izraqunati

lim
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(x)

x− a
.

(22) Dokazati da je ograniqena konveksna funkcija f : R→ R konstantna.
(23) Neka je E skup svih nizova a : Z → R takvih da postoji k ∈ Z (koje

mo�e da bude razliqito za razliqite a) sa svojstvom an = 0 za sve
n < k. U skupu E definisane su operacije sabira�a i mno�e�a
pomo�u

(a+ b)n = an + bn, (a · b)n =

n∑
j=0

ajbn−j .

(a) Dokazati da je (E,+, ·) sa ovako definisanim operacijama po	e.
(Ovo po	e se naziva po	em formalnih redova

∑
n∈Z anT

n; defin-
isane operacije uopxtavaju pravilo mno�e�a koeficijenata po-
linoma; req formalnih znaqi da ne postav	amo pita�e konver-
gencije prethodne sume, kao ni domena promen	ive T , ve� je ko-
ristimo samo kao drugu oznaku za niz a, radi lakxeg pam�e�a i
izvo�e�a definisanih operacija po	a.)

(b) Dokazati da leksikografski poredak

a <L b⇔ amin{n|an 6=bn} < bmin{n|an 6=bn}

definixe relaciju poretka a ≤L b ⇔ (a = b ∨ a <L b) i da je
(E,+, ·,≤L) totalno ure�eno po	e.

(v) Dokazati da u po	u (E,+, ·,≤L) ne va�i Arhimedova aksioma.
(24) Neka je f : I → R funkcija definisana na intervalu I ⊂ R. Le�an-

drovom transformacijom funkcije f naziva se funkcija

f∗(t) = sup
x∈I

(tx− f(x)).

Neka je I∗ domen funkcije f∗, tj. I∗ = {t ∈ R | f∗(t) 6=∞}. Dokazati:
(a) Skup I∗ je ili prazan, ili jedna taqka, ili interval.
(b) Ako je funkcija f konveksna, onda je I∗ 6= ∅ i (f∗)∗ = f (tj.

Le�androva transformacija je involutivna).
(v) Dokazati da za sve (x, t) ∈ I × I∗ va�i nejednakost

xt ≤ f(x) + f∗(t).

(g) Izvesti iz (v) dokaz nejednakosti

xt ≤ 1

p
xp +

1

q
tq za 1/p+ 1/q = 1

i nejednakosti

xt ≤ ex + t log(t/e).

(d) Ako je f diferencijabilna i konveksna, dokazati da je

f∗(t) = tx(t)− f(x(t)),
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gde je x(t) rexe�e jednaqine t = f ′(x) po x (daju�i pri tome
argument zaxto ta jednaqina ima rexe�e). Kakva geometrijska
interpretacija Le�androve transformacije se mo�e dati na os-
novu toga?

(25) Neka je f : R→ R konveksna funkcija i neka je

lim
x→−∞

f(x)

x
= 0 = lim

x→+∞

f(x)

x
.

Dokazati da je f ≡ 0.
(26) Dokazati da za svaku konveksnu funkciju f : R→ R postoji (konaqan

ili beskonaqan) lim
x→±∞

f(x)
x .

(27) Neka su f, g : R → R diferencijabilne funkcije koje zadovo	avaju
f ′(x) = g(x), f ′′(x) = −f(x) za sve x i neka je h(x) = (f(x))2 + (g(x))2.
Ako je h(0) = 5, na�i h(10).

(28) Funkcija f : A→ R se naziva poluneprekidnom odozgo u taqki a ∈ A
ako je

lim sup
x→a

f(x) ≤ f(a),

a poluneprekidnom odozdo ako je

lim inf
x→a

f(x) ≥ f(a).

(a) Dokazati da je funkcija neprekidna u taqki a ako i samo ako je
poluneprekidna i odozdo i odozgo u toj taqki.

(b) Dokazati da je karakteristiqna funkcija otvorenog skupa pol-
uneprekidna odozdo, a karakteristiqna funkcija zatvorenog sku-
pa poluneprekidna odozgo.

(v) Ispitati poluneprekidnost funkcije

f(x) =

{
(−1)n n

n+1 , ako je x = m
n neskrativ, m ∈ Z, n ∈ N,

0, za x /∈ Q.

(g) Dokazati da je Rimanova funkcija

R(x) =

{
1
n , ako je x = m

n neskrativ, m ∈ Z, n ∈ N,
0, za x /∈ Q.

poluneprekidna odozgo u svakoj taqki, a da je skup �enih prekida
gust u R.

(d) Dokazati da je supremum familije funkcija poluneprekidnih
odozdo poluneprekidan odozdo. Formulisati i dokazati dualno
tvr�e�e za infimum.

(29) Du�ine kateta pravouglog trougla su a i 1, a du�ina hipotenuze je c.
Ugao izme�u katete du�ine 1 i hipotenuze je s radijana. Izraqunati
limese slede�ih izraza kad s→ π/2:
(a) c− a
(b) c2 − a2

(v) c3 − a3.
(30) Ispitati funkciju f(x) = |x+ 2|e−1/x i nacrtati �en grafik.
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2. Drugi semestar

2.1. Zadaci.

(1) Neka je

pn =

n∏
k=1

(
1 +

k2

n2

)
.

Na�i graniqnu vrednost niza xn = n
√
pn.

(2) Izraqunati ∫ 4

0

|x− 1|
|x− 2|+ |x− 3|

dx.

(3) Izraqunati ∫ π

−π

cosx

1 + ex
dx.

(4) Izraqunati ∫ π

0

x sin2014 x

sin2014 x+ cos2014 x
dx.

(5) Neka su a1, . . . , ak pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

lim
n→∞

n
√
an1 + · · ·+ ank = max

1≤j≤k
aj .

Neka je f : [0, 1]→ [0,+∞[ neprekidna funkcija. Dokazati da je

lim
n→∞

(∫ 1

0

(
f(t)

)n
dt

) 1
n

= max
0≤t≤1

f(t).

Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=0

∫ 1

0

xne−nx dx.

(6) Neka je f : [0, 1]→ C funkcija integrabilna po Rimanu. Dokazati da
red

∞∑
n=1

1

2n

∫ 2

1

f(2−nx) dx

konvergira i izraqunati �egov zbir.
(7) Dokazati da za x, y ∈ R va�i formula

cos(x+ iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y,

gde su sinh, cosh hiperboliqki sinus i kosinus, a i =
√
−1.

(8) Neka je
∑∞
n=0 zn neapsolutno konvergentan red kompleksnih brojeva.

Dokazati da za svaki broj ζ ∈ C postoji niz µn ∈ S1 = {z ∈ C | |z| = 1}
takav da je

∞∑
n=0

µnzn = ζ.

(9) Neka je τ(n) broj delite	a prirodnog broja n. Dokazati da za |z| < 1
va�i

∞∑
n=1

zn

1− zn
=

∞∑
n=1

τ(n)zn.
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Dokazati da je ukupan broj nenegativnih rexe�a nezavisnih Diofan-
tovih jednaqina1

x+ 2y = n− 1,
2x+ 3y = n− 3,
3x+ 4y = n− 5,

· · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · ·

jednak n+ 2− τ(n+ 2).
(10) Dokazati da su funkcije

f(x) =

{
1 za x 6= 0

0 za x = 0
, g(x) =

{
0 za x /∈ Q
1
n za x = m

n , m ∈ Z, n ∈ N, m, n neskrativi

integrabilne po Rimanu na svakom intervalu [a, b], ali da �ihova
kompozicija f ◦ g nije ni na jednom.

(11) Neka je
∑∞
n=0 an neapsolutno konvergentan red u R i sn = |a0|+ · · ·+

|an|. Na�i graniqnu vrednost niza

bn =
sign(an)√

1 + sn
.

Da li red
∑∞
n=0 anbn konvergira?

(12) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
1

n

n∑
k=1

sin
2kπ

n

)2

.

(13) Konvolucija nizova an i bn kompleksnih brojeva je niz

an ? bn :=

n∑
k=0

akbn−k.

Ako niz an konvergira ka a∞ i red
∑∞
n=0 bn apsolutno konvergira,

dokazati da je

lim
n→∞

an ? bn = a∞

∞∑
n=0

bn.

(14) Neka je an = (−1)n(n+1)−1/2 i cn = an ?an. Dokazati da red
∑∞
n=0 an

konvergira, a red
∑∞
n=0 cn divergira. Ovaj primer pokazuje da je

mogu�e da se formalnim Koxijevim mno�e�em dva konvergentna reda
dobije divergentan red.

(15) Neka je a0 = 2, b0 = −1 i an = 2n−1, bn = 1 za n ≥ 1. Dokazati da
redovi

∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn divergiraju, a da red

∑∞
n=0(an?bn) konver-

gira. Ovaj primer pokazuje da je mogu�e da se formalnim Koxijevim
mno�e�em dva divergentna reda dobije konvergentan red.

(16) Neka je f : [1,+∞]→ R neprekidna funkcija takva da∫ +∞

0

f(x) dx

1tj. broj rexe�a x, y ∈ N∪ {0} prve jednaqine + broj rexe�a x, y ∈ N∪ {0} druge + · · · .
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konvergira. Dokazati da postoji neograniqen rastu�i niz an takav
da je ∫ +∞

0

f(x) dx =

∞∑
n=1

f(an).

(17) Na�i sve neprekidne funkcije f : R→ C za koje je∫ x

0

etf(x− t) dt = sinx

za sve x ∈ R.
(18) Na�i sve integrabilne funkcije f [0, 1]→ C za koje je

f(x) =
f
(
x
3

)
+ f

(
x+1

3

)
+ f

(
x+2

3

)
3

za sve x ∈ [0, 1] i f(1/π) = 1.
(19) Neka je f : [0,+∞[→ C neprekidna funkcija, takva da niz

zn =

∫ 1

0

f(n+ t) dt

konvergira ka z∞. Dokazati da niz

ζn =

∫ 1

0

f(nt) dt

konvergira i na�i �egovu graniqnu vrednost.
(20) Neka je f : [a, b]→ C neprekidna funkcija. Pretpostavimo da va�i∫ b

a

f(t)g(t) dt = 0

za svaku neprekidnu funkciju g : [a, b]→ C. Dokazati da je f ≡ 0.

2.2. Pita�a.

(1) Da li tvr�e�e u zadatku (20) va�i ako se pretpostavka u �emu zameni
slabijom pretpostavkom∫ b

a

f(t)g(t) dt = 0

za svaku neprekidnu funkciju g : [a, b]→ C takvu da je g(a) = g(b) =
0?

(2) Neka je an niz realnih brojeva, takav da red
∑∞
n=0 a

2
n konvergira. Da

li konvergira red
∑∞
n=0 a

4
n?

(3) Da li postoji niz realnih brojeva an, takav da red
∑∞
n=0 an konver-

gira, a red
∑∞
n=0 a

3
n divergira?

(4) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0,+∞[

takva da red
∑∞
n=1 f(n) konvergira, a integral

∫ +∞
1

f(x) dx diver-
gira?

(5) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0,+∞[

takva da red
∑∞
n=1 f(n) divergira, a integral

∫ +∞
1

f(x) dx konver-
gira?

(6) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0,+∞[

takva da integral
∫ +∞

1
f(x) dx konvergira, a f(x) ne te�i nuli kad

x→ +∞?
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(7) Da li postoji neprekidna pozitivna funkcija f : [1,+∞[→]0,+∞[
koja je neograniqena na svakom intervalu [a,+∞[, a > 0, a integral∫ +∞

0
f(x) dx konvergira?

(8) Neka
∑∞
n=0 an neapsolutno konvergentan red. Da li postoji niz bn

koji konvergira ka nuli, takav da red
∑∞
n=0 anbn divergira?

(9) Da li postoji stepeni red
∑∞
n=0 cnz

n koji konvergira u samo jednoj
taqki z ∈ C?

(10) Da li postoji funkcija f : R→ R qiji Meklorenov red
∑∞
n=0

f(n)(0)
n! xn

konvergira za sve x ∈ R, ali jednakost f(x) =
∑∞
n=0

f(n)(0)
n! xn va�i

samo u taqki x = 0?
(11) Neka je xn niz pozitivnih brojeva, takav da je lim inf xn = 0. Da

li postoji niz pozitivnih brojeva an koji konvergira ka nuli, takav
da
∑∞
n=0 an divergira i da je lim inf an/xn = 0? Da li postoji niz

pozitivnih realnih brojeva bn takav da red
∑∞
n=0 bn konvergira i da

je lim sup bn/xn = 0? Da li postoje nizovi pozitivnih realnih brojeva
cn i dn takvi da red

∑∞
n=0 cn konvergira, red

∑∞
n=0 dn divergira i

cn/dn = xn?
(12) Neka su

∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn konvergentni redovi sa pozitivnim qla-

novima. Da li red
∞∑
n=0

max{an, bn}

konvergira?
(13) Da li postoje opadaju�i nizovi pozitivnih realnih brojeva an i bn

takvi da redovi
∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn divergiraju, a red

∞∑
n=0

min{an, bn}

konvergira?
(14) Neka je funkcija f : [0, 1] → C integrabilna po Rimanu. Da li je

funkcija x 7→ f(|x|) integrabilna po Rimanu na intervalu [−1, 1]?
(15) Neka funkcija f : [a, b] → C ima konaqan limes u svakoj taqki. Da

li je f integrabilna po Rimanu?
(16) Neka je funkcija f : [a, b]→ R ograniqena. Da li je funkcija h(x) =

inf{f(t) | t ∈ [a, x]} integrabilna po Rimanu?
(17) Neka su funkcije f, g : [a, b] → R integrabilne po Rimanu. Da li je

funkcija h(x) = max{f(x), g(x)} integrabilna po Rimanu?
(18) Neka je f : [a, b] → C neprekidna funkcija klase C1. Da li konver-

gira niz

zn =

∫ b

a

f(t) sin2 (nt) dt?

(19) Neka je f(z) = ez =
∑∞
n=0

1
n!z

n. Xta je f(C)?

(20) Neka je g(z) = cos z =
∑∞
n=0

(−1)n

(2n)! z
2n. Xta je g(C)?

2.3. Odgovori: Da. C \ {0}. C.
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