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TJIABA 1
BpojeBu

Hajcrapuja umeja o Opojy Be3aHa je 3a KOHIENT 6pojama, Jakje 3a ckym N
npuponuux 6pojesa. Ilorpeba Bpiiema onepanuja (padyHarma) ca IPUPOIHUM 6PO-
jeBUMa MPUPOIHO BOAM JIO KOHIIENTA panuoHaTHOr 6poja. OHEU cy mosa3Ha Tadyka
Haler u3ydaBama y oBoM tekcry. ITosrazehu oj mpermocraBke n1a je cucTeM paruo-
HaJHAX OpOjeBa MO3HAT YUTAOILY, Oap HA HHTYUTHBHOM HHUBOY, U3/IBOjUNEMO CIIHCAK
TBphema, akcuoma, U3 KOjUX Ce MOTY M3BECTH CBA OCTAJIA CBOjCTBA OBOT CHCTEMA.
ITokazahemo, 3aTuM, HEroBy HEMOTIYHOCT W YKA3aTW HA HAYWUH FHEHOD IPEBA3W-
naxkema. Tume hemo MoTuBHCATH CTPOro, POPMATHO M AKCHOMATCKO, 3aCHUBAIHE
nosba R peanmnux 6pojeBa, Koje hemo 3amouern y Ilaparpady 2 ose rimase.

1. ITospe panmonaTHUX GpojeBa

1.1. Apxumeacko mosbe. Uuraolily cy mo3HATA TPABUIIA 334 PAYYHAE Y CKY-
ny Q payuonasnur bpojesa, Tj. Opojesa obmmKa r, rae cy m u n nenu O6pojesu u
n # 0. CBa Ta mpaBuia ce Mory m3sectu u3 cienehnx axcuoma:

(Al) (z+y)+2z=2a+ (y+ 2) (aconmjarupHOCT Omeparwje +)

(A2) (30)(Vx)z +0 = 0 + & = z (mocTojarbe HEyTPAJHOr €JeMEHTa 38 Oll-
epauujy +)

(A3) (Vx)(3(—z))z+ (—z) = (—x) + 2 = 0 (oCcTOjarbe HHBEP3HOL €JIEMEHTA 34

oneparujy +)

(A4) x4y =y + x (KOMyTaTUBHOCT omepaiyje +)

(A5) (x-y) -z==z"(y-2) (acouujaruBHOCT OmIEpALHUjE -)

(A6) (31)(Vx)z-1=1-z = z (mocTojarme HEyTPATHOL eJIeMEHTA 33 OIEPAIH]Y *)

(A7) (Vo)z #0= 3z~ 2z-27! =271 2 = 1 (mocrojame HHBEP3HOT eTEMEHTA

3a, oliepauujy -)

(A8) z- (y+z2)=2x-y+x- -2 (x4+y) -2 =2 2+y- 2z (aucrpubyTuBHOCT
omepanmje - y OIHOCY Ha +)

(A9) z-y =y -z (KOMyTATHBHOCT ONEpAIHje -)
(A10) 0 # 1 (merpuBHjanHOCT)
(All) z < z (pedaekcusnocr penaiuje <)
(A12) (z <y) A (y < 2z) = z < z (TpaH3uTHBHOCT penaruje <)
(A13) (v <y) A (y < 7) = x =y (arTHCEMeTPEIHOCT pesanmje <)
(A14) (z <y)V (y < z) (akcHOMa TOTATHOT HOPETKa)
(A15) 2 <y =z + z <y+ z (carmacHocr peaanuje < u onepauuje +)
(A16) (0<z)A(0<y)=0<z-y (caracHocr pejanuje < u onepaiuje -).
(APX) (Apxumenosa' akcmoma) 3a csako a > 0 u csako b nocroju n € N

TaKBO Ja BaXX®W 1 - a > b.

1ApXI/IMe,I[ (" Apxtunidns, 287-212. npe Xpucra), CTApOrPIKHA MHUCITHIIALL
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8 1. BPOJEBU

Ha npumep, mo3uaro TBpheme
r<y=-y<-u

M3BOMY Ce U3 aKCHOMAa Ha cjiegehn HaumH:

r<y = z+((-2)+(-y) <y+((—2)+(-y) (Al))
= (+(-2)+(-y) <y+((—2)+(-y) (A]
= 0+ (-y) <y+((—2)+(-y) (A3)
= —y<y+((-2)+(-y)) (A2)
= —y<y+((-y) +(-2)) (Ad)
= —y<@+(y)+(-= (A1)
= —y<0+(—2) (A3)
= —y< - (A2)
Caudno ce pemraBa u ciaenehin 3amaTax.
3anmarak 1. Hokasaru exsusasennujy 0 < z < —x < 0. v

BabopaBumo cajia, Ha TpeHyTak, aa ce ceojcra (Al)—(A16), (APX) ognoce na
OpojeBe U pa3MOTPUMO UX KAO ANCTPAKTHE aKCHOME JIeUHUCAHE HA HEKOM CKYITY.
Tako n00ujaMo pasHe aazebapcke cmpykmype, Tj. CKyIOBE Ha KOJUMa Cy JAeduH-
ncaHe omeparyje U peialnje Koje 3aI0B0/haBajy HeKe OJ1 TOpe HABEJIEHNX aKCUOMA.

Ckyn T na xome je nedunucana pejanuja < koja 3amoBosbaBa akcuome (All),
(A12) u (A13) nasuBa ce ypehenum ckynom, a peaanuja < peaayujom nopemra.
Axo na ckyny Baxku u (A14) o ce HazuBa momaaro ypeherum cxynom. Ha cBakom
ypebenom ckymy nedwunumry ce u penanuje >, < u >:

ed. ed. ed.
xzy%:diygx, x<y5=(b>x§y ANz #y, x>y5:(b)y§x ANz #y.

Heka je T ypeben ckyn u E C T. Enement m € FE je najmaru esemenm uiu
MUHUMYM CKyTTa, F, ako
(Vee E)ym <e.

Munumyw™m ckyna E ce o3nagasa ca min E. Crauano ce nedunuiie najeehu esemenm
WA MAKCUMYM CKYNA, Max F:

M =maxE & (Vee E)e < M.

Heka je T ypeben ckyn u A C T. Enement ¢t € T Ha3uBa ce 2opmum 02paHuU-
yewem (20pHOM 2ParuyoM, Majoparmom) cKyrma A ako je a < t 3a cBako a € A.
Cynpemym ckyma A je HEroBO Hajmame 20pme ozpanuyeme, Tj. ejemeHt s € T
TakaB 11a je a < s 3a cBako a € A u s <t 3a CBAKO ropwe orpanuyeme t ckymna A.
Cynpemym ckyna A ozmauasa ce ca sup A. Jlakie, ako ca AS 03HAYMMO CKyI CBUX
MajopanTu ckyma A, oHga je

sup A = min A<.

Enement ¢t € T Hasusa ce dowum ozparuuemnem (Q0mBOM 2PAHULOM, MUHOPAH-
mom) ckyna A ako je t < a 3a cBako a € A. Ungumym ckyna A (y o3nanu inf A je
IEroBo Hajeehe dowe ozpanuyeme, Tj. enemenT s € T takas na je s < a 3a CBaKO
a € Aut<s3acBaKo JI0be orpaHndeme t ckyma A.

Kaxkemo 1a je ckym ozpanuyen 000320 aKO nMa 6ap jeaHy MajoOpaHTy, a 02paHU-
wen 000300 ako mMa, 6ap jeary muHopanty. CKym je ozpanuuen akO je OrpaHWYIeH
U OJI03/10 U OJ03T0.

Ckyn HE MOpa J1a CaJIP’KU CBOj CyIPEMYyM, HIIP. aKoO je



1. IOJBE PAIIMOHAJITHMX BPOJEBA 9

B={zecR|0<z <1} (1)
OHJIA je
supB=1¢ B.

Ykonuko je sup A € A, onza ce Taj cyupeMmyM Ha3uBa MaKCuMymom ckyna A u
o3naudaBa ca max A. CiuudHo ce jedunuine MuHIMYM CKylia, y o3uamu min A kao
ErOB MHMUMYM, YKOJUKO OH MPUMAIA CAMOM CKYITY.

Ipumep 1. Cxkyn B u3 (1) uma cympemyM, ajii HeMa MaKCHMyM, JIOK j€
min B = inf B = 0. f

IIpumep 2. Heka je A nenpasan ckyn u P(A) ckyu cBUX HOACKYLOBA CKyla
A (ckyn P(A) ce mazuBa napmumusrum ckynom ckyna A). Penanuja uukiysuje
C je penanmja moperka Ha P(A). YV omnocy Ha oBy penanmjy je max P(A) = A,
min P(A) = 0. i

3amarak 2. lokazaru na je na ckyny N npupoanux 6pojesa pesanuja | je-
dunucana ca

k|ln < nje nemuso cak

penanuja moperka. Jla gum je oma penmammja toramHor moperka? Ja gm ckym
B = {2,3} uma makcumym (murnMyMm) v (N, ])? a am oBaj CKyI MMa CymnmpeMym
(nadumym)? v

Heka je (T, <) ypeben ckyn u B C T. Enemenr by € B nasuBa ce Maxcumai-
HUM eaemenmom ckyna B ako Baxku

bleB/\bQSbl = blzbo.
CinaHO ce nepuHUIIE U MUHUMGAHY EACMEHT, CKYNA.

3amarak 3. /la qu ckyn B u3z 3agarka 2 uMa MakCUMajHu (MUHUMAJIHU )
eJIeMeHT? v

Hamomena 1. Ilapnmjanno ypeher cKym MoxKe a WMa BHUIE MAKCUMATHUX ¥
MUHHUMAJIHUX eJIeMEeHATa, AJd HAjBUILE jeJIAH MAKCUMYM U HAjBUILE jeJIaH MUHU-
MyM. JeIWHCTBEHOCT MAaKCUMyMa U MUHHUMYMA, jeé TTOCTEIUIA AHTUCUMETPUIHOCTH
peJjiaiyje mopeTka (YuTaolly OCTaB/baMO Ja OBO JOKaxe y cikomy cieneher 3a-
JIATKA). o

3anmarak 4. (a) Jokasaru ja je makcumym ypeljeHOr cKyiia, ako [OCTOjH,
JEJMHCTBEH.

(6) Tokazaru ma je MakcuMyM ypeheHOr CKyIa HBeros jeJUHCTBEHN MaKCUMATHA
€JIEMEHT.

(B) Hokazaru na ypefenu ckyn Moxke Ja UMa jeIUHCTBEHU MAKCUMAJIHU €Jie-
MEHT, KOju Huje MakcuMyM. YmuyrcrBo: Heka je Ha OeCKOHAYHOM CKYILy

A={ca1,az,...}

3aJara pejanmja < ca
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a1 <c, a1 < as <ag < ... Hokazaru 1a je ca
zr<y & r=yVr<y
neduHUCAHA peJlalyja opeTkKa Ha A u 1a 0Baj CKyIl HMa, jeJJMHCTBEeHH MAKCUMAJIHU
€JIEMEHT, AJId HEMA MAKCHMYM. v
3anarak 5. Ha ckyny R x R je nedununcana pesnamnuja
(w1,91) 2 (22,92) & o1 <22 A y1 < yo.
(a) Hdokazaru na je < pesianuja HOpeTKa.
(6) Heka je
T:={(v,y) e RxR|2? +y*>=1}.
Haliu cBe munumasine u makcumasne ejemenre ypehenor ckyua (T, =<).

(B) Hahn supT n inf T.
r) Ja s ckyn T uma MUHAMYM ¥ MakCHMyM?
y y y

Pememe: (6) ckynm makcumannux enemenara je {(z,y) € T | 2 > 0,y > 0}; ()
supT = (1,1), inf T = (=1, —1); (r) He, jep 3a cBaKy Ta4uKy TMOCTOjM TaYKa KOja je
Cca BbOM HEYIIOPEeIUuBa. v

Ckyn G y xome je nedbunucana onepaiyja + Koja 3a10BosbaBa cBojcra (Al),
(A2) u (A3) nasusa ce epynom. Kaj xequmMo Ja HArIaCUMO O KOjOj Ce onepanuju

pazn, KaxkeMo u Ja je ypehenu nap (G,4+) rpymna, a ako KeIuMo Ja NCTAKHEMO U
HeyTpaJl, roBopumo o rpymu (G, +,0).

IIpumep 3. Heka je G = {e} jeanounan cKyn u + onepanuja Ha memy, gedun-
HCaHa Ca
et+e=e.

Tana je nap (G, +) rpyma. OBa rpymna Ha3WBa Ce MPUBUJAAHOM 2PYNOM. i
IIpumep 4. Crpykrypa (Z,+), rue je
Z:={.,-3,-2,-1,0,1,23...}

CKyT mesanx OpojeBa m + omeparmja cabupama, je jeman mpumep rpyme. Crpyk-
typa (Z,-), rae je - onepanuja MHOXKEbA, Huje TPyTa, jep He 3a[0BOJbaBa aKCHOMY
nocrojarma uHBep3HOr enementa. Crpykrypa (Q,-), rae je

Q" =Q\ {0}
jecre rpyna. Heyrpan ose rpyne je 1. Melyrum, (Q,-) nuje rpyua, jep 0 nema
WHBEP3 Yy OJHOCY HA MHOXKEE. f

3amarak 6. (I'pyna nepmyranuja) Heka je E mpon3BosbaH CKyI U HEKA je
SE ckyn cBux Oujexnuja f : E — E. Ha wemy je nedunucana oneparmja

0:S8g xSg — Sg, (f,g) > fog



1. IOJBE PAIIMOHAJITHMX BPOJEBA 11

cilarama npeciaukasamwa. Crnenujanno, ako je £ = {1,2,...,n}, ymecro Sg kopucru
ce O3HaKa Sy,.

(a) Hokazaru ja je (Sg,o) rpyna. OBa rpyna ce Ha3uBa 2pynom nepmMymayuja
ckyrma E. Illta je men HeyTpasHu eeMeHT, a MITa WHBep3?

(6) Jokasaru ma rpyma S, uma n! = n(n—1)-...-3-2-1 enemenara. Opa
IPyTNa HA3UBA CE CUMEMPUIHOM 2DYNOM. v

I'pyna je komyTtatmpHa (mim AGenopa?) ako y moj Baku u akcuoma (A4).
Ipyna y k0joj Ta akcuoMa He BazKM HA3HBA CE HEKOMYMAMUCHOM WA HeabeA060M.

ITpumep 5. I'pyne u3 [pumepa 3 u 4 cy AbGesose. f

3anmarar 7. Jdokasaru (mpumepom) na je rpyna mnepMmyTanuja Sg y ONIITEM
ciygajy mHeabenoBa. Jlokaszarm ma je, y caydajy ga je ckyn F jeaHOYTIAH WK
aBodsaH, rpyna Sy A6enosa. [la s cy To jenmHa nBa ciydaja Kaja je rpyia
nepmyTanuja Abenrosa? v

Axcuomonm (A2) ce medunuine neympaanu eaemenm 0 rpyne. OBaj enemeHTt
je jenunCcTBeH. 3amcra, MPETIOCTABUMO Ja MOCTOje /1Ba HeyTpaiHa enementa 0 u
02 koja 3anoBosbaBajy akcuomy (A2). Ako Hanmmmmo oBy akcuomy 3a x = 01, a
3arum 3a ¢ = 0, 1obujamo 07 + 05 = 01 u 07 + 02 = 02. Omarie ciaegu 07 = 0s.
3a mpousBosbHE eleMenTe a,b € G jenHaUNHA

at+zxz="> (2)

MMa jJeJUHCTBEHO PEINebe, Tj. MOCTOjH jeIaH U caMo jeaH eeMedT © € (G Takas J1a
Baxu a+x = b. Baucra, esement 1 = (—a)+b je peueme jep, IPUMEHOM AKCUOME
(A1), sarnm (A3) m wa kpajy(A2), nobujamo a + ((—a) +b) = (a + (—a)) + b =
04 b = b. OBuMe cMO JOKa3a/M JIa, TIOCTOjH jedno pemmemne. [la bucmo mokasanu ja
MOCTOJH CaMO je0H0, TPETIIOCTABAMO 13 33 HEKHU €JIEMEHT Tg TPYTIE BaXKU @ + Ty =
b. Tlokazahemo fa je xo = x7. 3amcra, npumeHoM akcuoma (A2), (A3), (Al) u
Jgedununygje exemMenTa 1 Joobujamo x2 = 0+x2 = ((—a)+a)+z2 = (—a)+(a+x2)
(—a)+b=x.

Crenujanno, aneka je b = 0. U3 jeauncTBeHocTn perema jeqnaunne a + ¢ = 0
CJIeJTM W jeTMHCTBEHOCT WHBEP3HOT €JIEMEHTA 3a OMepaIujy +.

Nmajyhu To y Buay, TaKko ce moKasyje aa je

—(—z) == 3)
3amcra, 1o neduHMIMjn nHBEp3HOT estemenTa je (—x)+(—(—z)) = 0u (—z)+z = 0,

TaKo ma ¢y u —(—x) W x WHBEp3HU ejemeHTH 3a (—z), na je —(—z) = x 30601
jeTMHCTBEHOCTN WHBEP3HOT €JIeMEHTA.

ITpumep 6. O3mauumo ca 27 ckyn cBux mapHux renmx OpojeBa. Tana je
(2Z,+) rpyma. Melyrum ckyn cBux HemapHuX GpOjeBa HUje IDyNa y OJHOCY HA
cabupame — 30up aBa HemapHa Opoja Huje HemapaH OpPOj, TAKO Ja omeparmja +
yommre Huje nedunucana Ha ToMm ckyny. Crpykrypa (N, +), rae je

N={1,2,3,...}
ckyn npuponuux OpojeBa, rakohe Huje rpymna, jep Hujenan ejsement n € N mema
MHBEpP3HU ejieMeHT y ckyiy N. f

[Ipumep 6 mHac moTuBmIIe A8 yBeaemo ciegehn mojam.

2A6en (Niels Henrik Abel, 1802-1829), HopBeIniku MaTeMaTu4yap
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IHedununmnuja 1. Heka je (G, +) rpyna. Hoackyn H C G nazuBamo nodepynom
epyne G aKO BaxKwu

r,ye H ==x+yeH, reH = —x€H. 4)

Jpyrum peumma, moarpymna rpyme (G je CBaKd EbEH MOACKYI KOjU je 3aTBOPEH Y
OJTHOCY Ha I'PYIOBHE Omepaliije — OMHAPHY ONEpAIjy + U yHAPHY omeparmjy —. ¢

Y nperxonnoj nedbuHUIUA je Ped O YHAPHO] OMEPAIUjU —, AU IE€CTO UCTUM
cuMO0I0M O3HAYABAMO U je/IHy OMHAPHY OIepalujy y rpymnu, 1edpuHucaHy ca

r—y=z+(-y)
VYeiios (4) je ekBUBAJIEHTaH YCIOBY
r,yeH =x—yeH. (5)

Baucra, Heka cy x u y enemenTu cKyrna H. Ako mpermocraBumo ja Baxku (4), oHIa,
u3 npyre umiiukamyje y (4) caenu na je (—y) € H, a omatiie v u3 NpBe UMILIAKAIH]e
creqn x —y = x + (—y) € H, 1j. Baxu (5). OGpHYTO, aKO NPETIOCTaABUMO 3
Baxku (5), u3 re uMnsmkanuje ciaeau gaje 0 =c—x € Hynajeu —x =0—x € H,
mTo je apyra nmmmkanuja y (4). Camano ce nokasyje u g1a je (—y) € H, nau3s (5),
y3 momors, (3), ciaeam u f1a je x+y = & — (—y) € H, mro je mpBa nmnankanuja y (4).

Axo je H moarpyna rpyne (G, +), ouza je u crpykrypa (H,+) rpyna. Ckyn
cBux napuux 6pojesa u3 Ilpumepa 6 je jemna noarpyna rpyne (Z,-+), anu mnoi-
CKYIIOBM HEIIADHHUX U IPHPOJHUX OpOjeBa HUCY.

3amarak 8. Heka cy Hy u Hy noarpyne rpyne G. Jokasaru ja je u HUXOB
npecexk Hy N Hy moarpyma rpymne G. v

3anarak 9. Heka je F menpasan ckyi, Sg merosa rpymna nepmyrarujau p € E
HEKW HBeroB esiemenT. Jlokazaru ja je

Iy ={f€Selflp)=n}
noArpyna rpymne Sg. v

3anmarar 10. Heka je (G,*) rpyna u g € G Heku meH ejement. 3a n € N
neduHUIIIMO
gt i=gx...xg n g =g k... kg
— —_—
n n

e je g~ ! waBeps ememenTa g. Taxobe, medunummmo ¢¥ = e, rae je e HeyTpasHn

enement rpymne (. Jlokasartu ma je
(9) ={g" In e Z}

moarpyna rpyme G. OBa moarpymna Ha3uBa, Ce YUKAUYHOM T00ZDYNOM TEHEPUCAHOM
€JIEMEHTOM (. v

Tomaano ypehena Abeaosa 2pyna je AbesioBa rpymna y Kojoj je nedunucana
pesangja TOTaIHOr Imoperka < TakBa Ja, ceM akcuoma AGesoBe Tpyne, BaXKud U
akcuoma (A15).

AbGenoBa rpyma y kojoj je, ceM omepanuje + geduHECAHA U ONepaluja - Koja
sagoBosbaBa (A5) u (A8) 3o0Be ce npcmen. Ilpcren je, nakye, crpykrypa (P, +,-),
KOja 3a10BoJ/baBa crnoMenyTe akcuome. Ako je (P,+,:) npcred, Abenosa rpyna
(P, +) ce nazuba adumusnom epynom npcmena P.
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Hpumep 7. (Z,+, ) u (Q,+,) cy UpuMepH IPCTEHA. f

IIpcren y kome Baxku (A6) u (A10) 30Be ce npcmen ca jedunuyom. Axcuoma
(A10) obesbehyje nam ma tpusmjannau npcrer {0}, Koju 3a10BOJbaBA CBE OCTAJIE
AKCHOME MIPCTEHA €A JEUHUIIOM, He 30BEMO MPCTEHOM €A jeJIMHUIIOM.

Enement 1 npcrena ca jemuaunom, nedunncan akcnomom (A6), je jequHCTBEH;
JIOKa3 OBOT TBphema ce mobuja Kaja ce y I0Ka3y TBpljema O jeWHCTBEHOCTH eJjie-
MenTa 0 y rpynu cumbosn + u 0 3amene cumbosmmva - n 1. Kan xennmo ja nc-
takaeMmo HeyTpase 0 u 1, rOBOPUMO O IPCTEHY Ca jeIMHUIIOM Ka0 ypeheHoj neropiu

(Pa =+, ’707 1)

IIpumep 8. ¥V crpykrypu mpcreHa MOxkeMmo na u3Begaemo Tepheme 0 - x = (:
momro je 0+ 0 = 0, u3 aucrpubyTUBHOr 3aKOHA CJIeIu

0-2=(040)-2=0-24+0-z,
na u3 jeguHcTBeHOCTH pemieiba jemuadune 0 -z + X =0z caequ 0 - = 0. f

IIpcren y kome Baxku (A9) 30BEMO KOMYMAMUEHUM NPCMENOM.
Cueneha nedununyja je ananoruja Jedbununuje 1 3a npcrewne.

JHe¢unuunuja 2. Heka je (P, +,:) upcren. Ilonckyn Py C P je nomnpcmen
upcrena (P, +,+) ako Baxu

r,yePy = z+ye Py, —x€ Py v-ye P, (6)

Exksupasenrno: Py C P je norupcren ako je (Pp,+) moarpyna ajurusae rpyie
(P,4) n ako je y3 10 ckyn Py 3aTBOpEH y OIHOCY Ha OMEpAINjy MHOXKema -. %

IIpumep 9. Ckyn cBux napHux nejaux OpojeBa 27 je LOTIPCTEH ILPCTEHA
(Z,+,-). Ckyn memux GpojeBa je MOTIMPCTEH MPCTEHA DAIMOHAIHWX OpojeBa, Tma
je u ckyn mapHuX nenux O6pojeBa nornpcren nperera (Q, 4+, -). f

IMornpcren napuux 6pojesa y nupcreny (Z,+,-) uMa u CBOjCTBO KOje je jade o1
3aTBOPEHOCTH y OJHOCY Ha Olepaiujy MHOXKema y (6):

x€Z,ye2Z = x-yec?2Z
OBakBe MOJICKYTIOBE MPCTEHA U3ABajaMo cienehom meUHIITIjOM.

Hedununmuja 3. Heka je (P,+,-) komyrarusuu npcred. Iloackyn I C P
Ha3uBa ce udeasom npcrena (P, 4+, ) ako Baxu

1. (I,+) je moarpyna amurusue rpymne (P, +);
2.z€eP,ycl = zxz-yel.

Yumenntia 1a je I maean y npcreny P o3HadaBa ce ca I < P. %

IIpumep 10. Ckyn 2Z napuux 6pojesa je nnean y npcreny (Z,+, ), amm nuje
uznean y npcreny (Q,+,-). f

IIpumep 11. Heka je X mpoussosban ckyn 1 QX cKyn cBUX mpecuKaBamba
f:X—-Q. (7

Tedunumumo na QX omeparuje cabupama I MHOMKEHA Ca

(f+9)(x) = f(2) +g(x),  (f-9)(x) = f(z)- g(x)
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(oBze onepaije + U - Ha JIECHOj CTPAHK O3HAYABA]Y ONepalluje cabuparba U MHOKE-
ma y Q, a Ha 71eBoj crpanu HoBomeduHECAaHe onepanuje y Q¥ , mako ux o3HaIaBaMo
uctum cumbosiom). Tama je (QX, +, ) KOMyTATHBHE NPCTEH Ca jeuHUIOM

1:X—-Q, 1(z)=1 3acse z € X.
Heka je S C X npowusBosban ckyt. Ilogckymn
Is={fe Q¥ |(¥s€S)f(s) =0} cQ¥

je wrean y npereny (Q,+, ). :

IIpumep 12. IIperxonHu npumMep MOXKE Jia ce youuiTu Tako mwro ce ymecro (7)
MOCMATPA, CKYTI TIPECTUKABAIBA

f: X —P

rie je P Heku mpcreH, He 00aBE3HO TPCTEH PAIMOHAIHUX OPOjeBa. i

IIpcren ca jenuuuiom y kome Baxku akcuoMma (A7) masuBa ce meaom, WIu
npemenom ca desvemwem. KomyraTrusHO Teso0 Ha3uBa ce nowem. llojbe Ha KOME je
nedbuHMCcaHa pesanuja noperka Koja 3anososbasa akcuome (Al5) u (A16) nasuba

ce ypehenum nomem; ako ce paju O Peslaliju TOTAJIHOT [IOPEeTKa, TOBOPUMO O Mo-
maaro ypehenom nomny.

3anarak 11. Heka cy a u b erementu tena u a # 0. Jlokasaru ma jeaHaduHa,

a-x=>b (8)
UMa, jJeIMHCTBEHO pererhe. DOopMyIncaTu U I0Ka3aTh TBpheme O jeTMHCTBEHOCTH
MHBEP3HOT eJIEMEHTA 32 OLEPaNfjy - y MPCTEHy. v

Banarak 12. Wssectn u3 akcuoma (Al)—-(A16) crenehia TBphema:

() 2 <0ANy<0=z-y>0

(6) 21 Sy1 Az Syo= 21+ T2 <Y1+ Y2

(B) 0 < 1. v

Axcuomy (APX) cMO0 u31BOjUIIM U3 HyMepalMje U O3HAYUIU TOCEOHO U3 Pa3Jjiora
Koju he OMTHU jacHUjU KACHHje, Ka1a OBy aKCHOMY OyaeMo 3aMeHMIN ommTujom Ax-
CUOMOM CYNPEMYMQ, WA HEKOM OJI O] EKBUBAJIEHTHUX AKCHOMA, duMe NemMo mpo-
LIMPUTHU 110JbE PanuoHa HuX 6pojesa. Ypeljeno nosme y kome Baxku (APX) nasusa
ce Aprumedcrkum momem. ApXUMenOBa aKCHOMA je OPUTHHAJIHO (DOPMYIHUCAHA Y
CKJIOIy aKCHOMAaTCKOT 3aCHUBaMa reoMeTprje, Kao MOryiHOCT 1a HAHOIIEemeM /1aTe
JIyKU @ HA TPaBOj MoxkeMo, nostazehu u3 rauke A, npelin npeko npou3BosbHe TaUKe
B na npasoj.® N3spas Ha j1€B0j cTpanm HejegHakocTd na > b upu Tome nuje Moryhe
TYMa4uTH Kao MHOXKeme, Beh Kao ,momaBame ayxm n myta’. Ipyrum pedmma,
Apxumenosa akcroma y crpykrypn (G, +, <) y K0joj, y3 pesaimjy moperka, iMamMo
camo omepanujy cabupama (Hup. y ypehenoj rpynu) yrephyje aa mocroju n € N 3a
KOje BayKu

a+---+a>b. (9)
n
I'pyna y kojoj Baxku ApxumesioBa akcuoma Ha3uBa ce Aprumedckom zpynom.
Yoynyhe hemo u3 03HaKa M30CTAB/BATH 3HAK - U YMECTO @ - b mucaru ab.

3Mu oBze Hehemo VJIA3UTH Y aHAJOTHjy U3MeDy aHAJUTHYKe W TeOMEeTPHjCKe aKCHOMATHKE,
KOja ce neTajpHUje M3ydaBa Ha Kypcy Ananmruuxe reomerpumje (B. [17]), amm Liemo, MoTuBHCAHR
BOM, CKYII peaJJHuX OpojeBa 3BaTH jOII U PEAJTHOM IIPABOM.
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1.2. Hemormysoct mossa Q. Bparumo ce cazma ca pa3marpama OBUX arll-
CTPAKTHUX aredapcKux CTPyKTypa mosby (Q pammonasinux 6pojesa. ¥y meMmy, Kao y
CBAaKOM 10JbY, jeanaqute (2) u (8) 3a a # 0 umajy jenuncrsena perierma. ITokaxxumo
J1a TO HUje CIydaj ca jeTHAUNHOM

2 =2 (10)

IIpernocraBuMo 112 je parmoHaIaH OPOj X peleibe OBe jeJHAYWHE W HAIIUIIIMO T,
Kao x = = e cy m m n ysajammo npocmu (Tj. Ge3 3ajeHUIKOT JeanTesba) Mewn
Opojesu. (Ipyrum pedmma, HAUIIMMO X y BUIY KOJMYHWKA JBA I€j1a Opoja, IITo
je meduHHUIja parMoOHAJIHOT Opoja, W W3BPIIUMO HBUXOBO CKpalimBame Tako a ce

ouu Buiie e mMory ckpahusaru.) 3amenom osor uspasa y (10) mobujamo

m? = 2n?%. (11)

Omasze ciemu ja je m? mapa, ITO 3Ha4W Ja je m m mapan (jep je Ksaapar

HenmapHor 6poja Henapam), Tj. obnuka m = 2k. Ako yBpctumo 10 y jemnauuny (11)
nobujamo 4k? = 2n?, ma je n? = 2k? mapam 6poj. Omatie caean fa je W n HapaH,
IIITO je y CYyIPOTHOCTHU Ca MPETHOCTAaBKOM Ja Cy M W M y3ajaMHO mpoctu. U3 oBe
KOHTPaJMKIMje ciaenu aa jeanaduna (10) Hema peinema y CKyIly PanuoHaJIHUX 6po-
jeBa.

Bamarak 13. [lokazaTy Ja jeqHaunHa r2 = 3 HeMa pelleme y CKyTy palmo-
HasHuX OpojeBa, kopucrelin uaejy moka3a aHajaorHor tBphema 3a jeanaduny (10).
Ha koM MecTy Taj j0Ka3 He Iposiasu 3a jeaHaduny o2 = 4 (Koja mMa pereme y
CKYTy palmoHAIHUX OpojeBa: +2 € Q)7 v

Jokas koju cMo m310zKuan HaBomu Apucroren?, kao npumep doxasusama ceo-

hemwem Hna npomuspewHocm, OJHOCHO, y CABPEMEHUM O3HAKAMA, TAyTOJIOrHUje

(p=qAN—q) = —p.

Cawmo orkpulie nenocrojama peniema jeauadune (10) npunucyje ce ITuraropejuu-
Ma,” KoM aHTHIKIX dumocoda Koja ce oapojusia o coducta (CKIOHUX JTOMHM
JIEMOKDATCKAM yTHIAjuMa’) 1 MPUCTYMH/Ia apuCTOKpaTckoM ¢1ojy. Cmarpa ce 1a
j€é OBO HUXOBO HAj3HAYAjHUje OTKpulie W MPETHOCTaB/bA ,,da Cy A0 Hera IO
POy YaBamheM TE€OMETPHjCKE CpefuHe a : b = b : ¢ KOja je HApOYUTO MHTEPECOBAJIA
IMuraropejue, a ciayxuma je kao cumbos apucrokparuje” (8. [12]). Teomerpujcku
IJIeIaHO, OBaj PE3yJITaT IOBOPHU A [WjaroHaja KBaJpara Ca CTPAHUIOM JIyKHAHE
1 nuje paumonasian 6poj. 3a IMuraropejue, KOju cy no3HaBaM CaMO PALMOHAJIHE
OpojeBe, Ka0 W 33 AHTUYKY MATEMATHUKY YOIIITE, OBO j€ O3HAYWJIO YIa3aK y Be-
JWKy Kpu3y maremaruke. lluraropejiuu cy, y CBOM HEJTOKYITHOM MOTJIEAY HA CBET,
HaCTOjaau 1a cBe cBexy Ha Opoj. Ilo3maBanm cy mapue OpojeBe, HeMapHe, MAPHO—
HEelapHe, HEIAPHO-TIAPHE, IPOCTe, CJIOXKEHe, CABPIIeHe, IPUjaTe/bCKe, TPOyTaoHe,
4eTBOpOyraoue, mneroyraone uria. Orkpuhe reoMerpujcKux BeJMYMHA KOje Ce He
MOTY OIHUCATH PAIMOHATHUM OPOjEBUMA HABEJIO WX j€ 1A MOYHY 3 HEerupajy mMoryh-
HOCT apUTMETHKE Ja OIHUIIEe CBe TeoMeTpujcke objekre. I3y1a3 m3 Kpuse TpaxKeH
je y acumerpuju uzmely reomerpuje (rj. ,BuiybuBor ceera’) u reopuje 6pojesa, a

4 Apmcroren (!AproTéTedns 384-322. npe Xpucra), craporpuku dpunocod

STuraropa (IIvdavydpas, ~580-500. npe Xpucra), jJOECKH APHCTOKPATA, MECTUK K HAYIHHK

6 ,Majop Lawford nanpasu 3ajedruey npumedsy na pavyn 0eMokpamuje, £0ja cmamucmuky
uajednauyje 2AYnocm ¢ pasymom, ¢ UOUOTNUMGE, CAMO aKO UT je 00680HHO, JONYUMA 06 YNPas.bajy
ceemom” (B. Tlekuh [7])
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HE y TpOIMpeny KOHIenTa O6poja, A0 KOora ce JonLIo MHOrO kacHuje. UV kacuwuje,
TOKOM YHTaBe UCTOPHje MATEMATUKE, CMEHUBAJIHN Cy Ce IEePUOIN yCIIeXa OHOTa IITO
je Tammnej 7 dpopMyamcao Kao mporpaM ,MEpPHTH CBE IITO jé MEP/bHBO U yIHHUTH
MEepJbUBUM CBE IIITO jOIT YBEK HUje”, Ca MEPUOINMA HETOBE KPU3e U TPAYKEHA TPO-
IUPEeha WK YOIIITeHha MojMa ,Mepema’, Tj. Opoja. M XX Bex je moneo jemax
TaKaB MepUOJ — MEepUoJ, pa3Boja KBaHTHE (bU3KMKe CyNITHHCKU je TPOMEHUO (U joru
YBEK Merba) HAUMH [JIe/Iatha Ha KOHIENT Mepema. HanomenumMo 1a je oze ped camo
0 Y.403U KOHIIENITA MEPEha y HAYIU, & HE O FhbeHOM CBODErbY HA KBAHTUTATUBHY M-
men3ujy. Byksanuo cxsarame LanuinejeBux peunm Ampu IToemkape® je ayxosuro
OKapaKTepucao peunma;: ,Jla ju npupoamak MoxKe 100po Ja TPOyYH CIOHA, aKO T,
TOCMATPa MUKPOCKOITOM?”

Pasmorpumo mamo mHedopMmasHuje KOHIENT Mepema IyKH, KakKo OUCMO MO-
TUBUCAJIA TPOIIUPEHhE AKCHOMATCKOI CHCTEMA KOju CMO JO0 CaJa Pa3MaTpaid u
yBohemwe crxyna peasnur bpojesa R. V3 Apxumenope akcuoMme cjieu J1a He IOCToje
LHEIOCTUXKHE” Tauke Ha PeasHoj mpasoj. Ako je a ,jenununa mepe” (Ha30BUMO je
HIIp. METap) U aKo je na = b 3a HEKH NPUPOJAH OpOj n, OHAA KaxKeMo 13 ,b uMa
nyKuHy N MeTapa”’. AKO He TIOCTOju TaKap MpUpOJaH 6poj n, MOTPeOHO je yBecTH
Maby jequnuily Mepema. [loxennmo 3aro nyx a Ha 10 jennakux jesioBa (Ha30BUMO
ux JlenuMerpuma). AKO MOCTOju mpupofan 6poj n Taxkas Ja je n{s = b, u3mep-
WM CMO JIy?KHHY b y JlemuMeTpuma; y CyIpOTHOM, MOPAaMO Jia IIOJIeTUMO JIyXK 15
Ha jorr 10 Mamux JejoBa UTA. YKOJHUKO TOC/Ie KOHAYHO MHOTO KOpPaKa, yCIeMo J1a,
U3MEPUMO YK b, T00MjaMO HEHY MepPY ¥ JeuUuMaIsHOM 3aNUCY

b=TmTm_1- 1T, T_1T_o - T_k,
IIITO je O3HaKa 33
b= 10" +2_1-10" " 42104 z0+2_1-10" '+ 251024+ - 4211075,

MebhyTum, MozKe Ja ce [ecH Ja ce OBaj MOCTYIAK HUKAJ, He 3aBPIH, Tj. Aa Opoj b
uMa 6eckoHauaH JeyuMasty 3aNUc.

3anarak 14. /lokazaru ga je Opoj parnoHaIaH aKO U CAMO aKO j€ FeroB JeIu-
MAJIHU 3AIMC KOHAYaH uiu nepuoaudad. (YIyTcTBO: 3a /I0Ka3 jeHe UMILIUKAIK]je
KOPHUCTUTHU YUILEHUILY 71 CE y AJTOPUTMY Je/berba Meanx OpojeBa m U n MOXKe jaB-
UTU CaMO KOHQYHO MHOT'O OCTaTaKa, Tta je TOCTyTaK WU KOHaYaH WUJIN TTEPUOANYIAH;
3a JI0Ka3 Jpyre MCKOPUCTATH (GOPMYIY 3a CyMy reoMeTpujckor umsa’.) v

Jlakiie, yKOJMKO 2KEJIMMO J[a MEPUMO U J[yKH KaO INTO je XUIOTeHy3a jel-
HAKOKPAKOI' IIPABOYIJIOI TPOYIJIA C& Karerama JyzKuHe 1, MOpaMo Ja HPOIIUPUMO
CKYTI paIMOHAJIHUX OpojeBa. JemaH on HAYWHA A Ce TO YPAIHU je 1a My d02080poM,
uin depuHuyujom, TPUAPYKUMO U OpojeBe KOju uMajy OECKOHAYAH JEIIUMAJIHA 3a-
nuc. [IpuMernmo ga npu TOMe HHje TTOCTOja0 HHU jeIaH PA3JIOr Ja MOYETHH, ,,j6TiHHA-
qnn” waTepBas geaumo Ha 10 genosa. Yumennna ga mmamo 10 nperujy je jeaunu
HACTOPHjCKU PA3Jior 300T KOjer KOPUCTHMO JenuMaiHu cucreM. MHOro momechuje
O OMJI0 KOPUCTUTH CUCTEM Ca OCHOBOM 12: 6poj 12 wma Beauku Opoj meauTespa

7FaJH/I.nej (Galileo Galilei, 1564-1642), ntanujaEcKy HayIHUK

81'[oeHKaupe (Jules Henri Poincaré, 1854-1912), dpannycku MaTemarnaap

ganaﬂau KOoMe je oBa (hopMyJia HEMO3HATA MOXKe ja je suau y Jlemu 5 Ha 24. crpanu, rae
ce heMo u 7a je moKaxKemo.



2. IOTIIYHO YPEBEHO IIOJBE 17

(mesmwus je ca 2,3,4,6 u 12), mro 6u os1aKIIaIo ajiropuTaM Jebetba OpojeBa, a 3axre-
BaJs10 yBobjeme jorr camo qBa HOBa cuM6o1a 3a udpe.'® akse, CKyII PAI[HOHATHIX
OpojeBa MOXKEMO 3 MPOIIHUPHUMO TAKO IITO MY JIOIaMO ,eJeMeHTe Koje T00mjaMo
OECKOHAYHUM Je/herheM WHTEPBAJIa Ha Mamhe IeI0Be”, UJIN, PEYEHO Yy TePMUHUMA,
akcromaruke, Tako mro Akcrnomama (A1)—(A16) u (APX) nomamo jomr jemuy, T3B.
Kanmoposy axcuomy:

(KAH) Kanroposa akcumoma: Heka je 3a ceako n € N gar unTepBai [ay,,b,] u
HEKa BaXKHU [an41,0n+1] C [an,by]. Tana je

ﬂ [an; bn] 7é 0.

neN
VY cinenehum maparpaduma mozabasuhemo ce geTasbHUje TPOOIEMOM TIPOITHPE-
ha CKyMa panuoHajHux OpojeBa. BuaeheMmo ma mocToju HEKOJIMKO €KBUBAJEHTHUX
HAYMHA Ja Ce OH pelnu. JeIaH je Ipeko T3B. Akxcuome cynpemyma

(CVII) Akcmoma cympemyma: Axko je mogackyn 7' C R uenpaszan u 0103ro
OrpaHuveH, OH/IA [IOCTOjU HEroBO HajMambe ropie orpanudeme sup 1’ € R.

Y maparpady 4 hemo ma mokaxkemo ma ce gomasamem akcuome (KAH) ax-
cuomama (A1)-(A16), (APX) mobuja cucreM eKBUBAJIEHTaH cucremy ozapeljernom
akcuomama (A1)-(A16), (CVII). ¥V mehyspemeny hemo ce cycpectu ca join asa
€KBUBAJEHTHA TIPUCTYTA: JIeIeKIHI0BOM aKCHOMOM U AKCHOMOM HENPEKUIHOCTH.
Csaku o1 oBux mnpucrymna depunuwe cucrem peannux 6pojea R. VY caenehem
naparpady mu fiemo ce oupeesuru ja cucrem gedunucan akcuomama (Al)—(A16),
(CVTI) yamemo 3a deunuyujy cucrema R, a 3arum hiemo ocrane crioMenyTe mpuc-
TyIIE JIa U3BEJEMO KAO meopeme U TOKaXKeMO Ja Cy OHU eK6UBAAECHINHY N3a0PAHOM.

2. IlornyHo ypeheHo moJbe

2.1. Akcmoma cympemyma. Bparmvo ce jemmaumnn x2 = 2. ITocMmarpajMo
CKYTI
T={recqQ|z*<2}.
Ckyn T He caapzku Hajselin eJieMeHT; TadHHK]je, 13 338 CBAKH paluoHa Hu 6poj © € T
OCTOju panuoHaanu 6poj y € T TakaB Ja Baxku x < y. 3aucta, Heka je x € T raga
je 12 < 2. Mszabepumo 6poj q € Q raxas na paxku 0 < ¢ < luq < (2—22)(2z+1)71.
Tanma je y = x + g panumonaan 6poj Koju je Behu ox = u mpumnaga ckymy 1.

3anarak 15. dokazaru ma ckyn
S={reqQ|s*>2}
HE CaJp2Ky HajMatby €JIEMEHT. v

MoruBucanu oBum pazmarpamuma, 1oaajmMo akcuomama (A1)—(A16) u caexehy.

(CVII) Akcmoma cympemyma: Axko je mogckyn 7' C R nenpaszan u 0103ro
OrpaHudveH, OH/IA [IOCTOjU HEroBO HajMaibe ropie orpanundeme sup 1’ € R.

Ckyn Ha KOMe je meduHHCaHA peJialyja MopeTka Koja 33I0BOJHABA AKCHOMY
(CVYTI) mazusa ce nomnyro ypehenum cxynom. Ilpumernmo ma je ckyn T orpa-
HUYEH O7[03r0, aJli 14 HEMA CYMpeMyM ka0 nodckyn ypehenoe cxyna Q. 3amcra,

10Hekn cTapm MepHE cHCTeME KODHCTE VIIPABO CHUCTEM Ca OCHOBOM 12, OB CHCTEMH Cy Ce
3aApKaJIU U JAHAC HIOP. ¥ AHIJIOCAKCOHCKOM cBery. Kopm Hac, TepMuH myue o3HaduaBa 12 xao
»OKpYyTao 6poj”. BpojyaHuk carta je mojesbeH Ha 12 menoBa, roguHa uMa 12 Mecenu.
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CBU TIO3UTWBHU €JIEMEHTH CKyTa S Cy ropma Orpanmyerna ckyma 1, a mpema 3a-
marky 15 oBaj ckym Hema HajMmamu esement. Jlakie, ckyn Q Huje normyHo ypehen
u nonasameM akcuome (CYII) akcuomama (A1)—(A16) gobumm cMO CTpYKTYpPY KOja
nporupyje ypehero mome Q.

Axcuome (A1)-(A16), (CVII) kapakrepurry peajiHe 6pojeBe; IpyruM peuuma,
MOXKEMO WX y3eTHu Kao jeduHUImjy mojba peasnnx opojesa R.

Je¢punuumnuja 4. Ypehena mwecropka (R,+,-,<,0,1), rue je R ckyn, + u -
6unapue onepanuje, < 6unapua penaunuja u 0,1 € R ucrakuyru esemenrtu, Koja
sagoBosbaBa akcuome (Al)—(A16), (CVII) nasuBa ce nomwem peasnux 6pojesa.

Jla 6m oBakBa medpuHHNINja OMIA OIpaBaaHa, OMI0 O TOTPEOHO JOKA3ATH

1. ma crpykTypa koja 3amoBosbasa akcuome (Al)—(A16), (CVII) mocroju u
2. ma je cTpyKTypa Koja 3anoBosbaBa akcuome (A1)—(A16), (CVII) jenun-
cTBeHa.

Ha oBa mutama hemo ce Bparutu y Ilaparpady 8.
N3 akcuome (CVII) cneam

Teopema 1. Csaxu nenpasan u 000300 ozpanuven nodckyn S C R uma ungu-
MYM.

A Heka je T = —S = {—s | s € S}. Tazna je T HenpasaH u OrpaHudeH OJ03rO.
Baucra, uz S # () cnenm na mocroju Heko s € S, a nmo medurmmin ckyma T TO
sHaun ga t = —s € T, 1j. T # (). Ilomwro je S orpanudeH o030, CJAEIU Ia
mocroju m € R TakBo na je m < s 3a crako s € S. Heka je M = —m; MHOXKemEM
nperxoHe HejeqrHakocTu ca —1 mobujamo t < M 3a cBako t € T, mro 3uaun ga je T’
orpanuuen oz03ro. 13 (CVYII) ciexu na mocroju A = sup 7. Taga je nako Bugeru
ma je —\ = inf S. 3amcra, moTpeGHO je caMO MOHOBO MOMHOXKUTH oArosapajyhe
HEJeIHAKOCTH ca —1 W BHIETH Hajupe Ja je —\ J0lme OrpaHmyene CKyma S, a
3aruM u aa je najsehe (kopucrelin uumenuily Ja je ropwe orpanuudere A ckyna I’
HajMarbe).

[Ipenusnuuje, ako je s € S, ouma je —s € T, ma je —s < A, jep je A ropme
orpanuderse ckyma 1, omakne ciequn —\ < s, Tj. —A je JA0me OrpaHUYEHe CKYTIa
S. Ako je u p 10We orpanuderme cKyna S, oHjaa je i < § 3a CBako s € S, oJakie,
MHOXKemeM ca —1 nobujamo, umajyhu y suny nedununujy ckymna 1, najet < —p3a
cBako t € T. Jlakje, —u je TOpibe orpanndeme ckyna 1, ma uuje Behie o1 meropor
HajMamer ropmer orpanndema A = supl @ —p < A. Ogzarne cmeqn —A < p. Ilo-
IIITO je [ TTPOU3BOJHHO J0E OrPDAHNYIEhE CKYTIa, S, Caeau 1a je —\ HeroBo najeehe
ropme orpanmdeme, Tj. —A = inf S. \V4

ITomrro moctoju myanunoct uamehy < um >, Teopemy 1 cMo Morm 13 y3memo 3a
akcuomy ymecro (CYII). Taga 6u (CVYII) 6una Teopema, Kojy OUCMO JTOKA3AIU HA
MOTITYHO MCTH HAa4YWH Kao Teopemy 1, 3amenom cumb0s1a < CHMOOJIOM > U 3aMEHOM
yJsrora cuM00J1a sup u inf, 10mer u ropmer OrpaHuyeha, uTI,

ITpumerumo ga cmo y nokasy Teopeme 1 jmokazanu jga Baxu inf(—A) = —sup A,
rie je

—A={-a|ac A}
WN3nsojuhiemo 0BO u jorm HEKa CBOjCTBA Cympemyma u nHpuMmyMma y caenehoj gemmu.
3a ckymose A u B peduHuMImmo

A+B={a+blac A beB}, A-B={a-b|lac A, be B}
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A<B & (Vae€ A)(Vbe B)a <hb.

Jlema 1. Heka cy A, B Henpasnu u 02paHuMeHYy CKYNOSU PEarHUT Opojesa u

Ay C A nenpasan nodckyn. Tada easrcu
1. inf A <inf Ag <supAg <supA

inf(—A) = —sup A, sup(—A4) = —inf A
sup(A + B) =sup A + sup B, inf(A+ B) = inf A + inf B
sup(A U B) = max{sup A, sup B}, inf(A U B) = min{inf A, inf B}.
Axo je 0 < A, 0 < B onda je sup(A - B) = sup A -sup B, inf(A- B) =
inf A -inf B.

Cu

A Tsphewe 1. je oumrienno; tepheme 2. CMO HoKa3aud y J0Kasy Teopeme 1.
Hoxkaxkumo na je sup(A + B) = sup A + sup B. Ilowro je (Va € A)a < supA u
(Vb € B)b < sup B, cienn na je (Va € A)(Vb € B)a+b < sup A + sup B, na je
sup A + sup B ropme orpanndeme ckyna A + B. JloKaxXuMo 7a je OHO HajMarbe.
Heka je x < sup A + sup B. Tazna je x — sup A < sup B. Ilomro je sup B naj-
Mame TOphe OrpaHudeme cKyma B, mocroju b € B 3a koje Baxku b > x — sup A,
1j. * — b < sup A. Oparnie cinenu na x — b HUje TOpBE OrpaHuyee cKkyna A, ma
nocroju a € A 3a koje je a > x — b, na je a+b > x, vj. x He Mmoxke ja Oyue ropmwe
orpanndeme ckyna A+ B. Tume je nokasano sup(A + B) = sup A + sup B. [Toka3s
OCTaJINX CBOjCTaBa MPEIYINTaMO YUTAOIY 3a BeXKOYy. \V4

2.2. JlenekuHaoBa akcmoMma m AKcmoma HempekuaHocTtu. Hasemrhemo
cajia jour aBa TBphema eKBUBAJICHTHA AKCHOMU CylIpeMyMa. 3a IIPBO O IbUX HAM
je morpebua cneneha medunnnmja.

IHedoununnuja 5. Heka je X ypehen ckyn. Ilap (D;, Ds) noackynosa Dy, Ds C
X nazusa ce Jedexurndosum’ npecexom axo uma cneneha csojersa

(A) DiUDy, =X
(B) D1 #0, D2 # 0
(B) 51€D1/\52€D2:>51<62

3a mac je oze ox mnrepeca ciaydaj X = R. Baxke creneha nsa tephema, koja

HA3UBAMO akcuomama jep cBako of wux (B. Teopemy 2 HuKe) MOKEMO y3eTu 3a

akcuomy ymecro Axcuome (CVII); upeocrana nsa rBphemwa, HapasHo, OHJa 1OCTAjY
TeopeMe.

(JEO) denmexmmmoBa akcmoma: Ako cy Di,Ds C R raksu na je (D1, Do),
Jle1eKnHI0B IPeceK, OH/Ia MOCTOjH HAjMAHhe TOPIHhe OrPAHIICHHEe

supD; € R
ckyma D1.

(HEII) Akcuoma HenpekmaHoctu (mym Akcmoma mormyHoctu): Heka cy
T u S nBa Hempa3sua moAcKyna ckyna R koja mmajy cBojcTBO

(VteT)(Vse S)t<s.
Tasa nocroju ¢ € R 3a koje Baxknu (Vi € T)(Vs € S)t < ¢ < s.

Teopema 2. Tephera (CYII), (IEI) u (HEII) cy exsusarenmua.

U Menexunsn (Richard Dedekind, 1831-1916), Hemauku MaTeMaTudap
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A TIpernocrasumo fga Baxu (CVYII) u veka je (Dy, Dy) denexnnios mpecek y R. 113
Hedbununuje 5 cienu na je ckyn D Hellpa3aH B OrpaHUYeH 0703r0. 3aucra, Dy #
ciepu u3 (B), nok u3 (B) cuaenu na je cBaku esement ckyna Do ropre orpanuye-
we ckyma Di. U3 (CVII) cnenm ga mocroju sup Dy, MTO J0Ka3yje MMILIAKAIINA]Y
(CVIT) = (IET).

ITpernocraBumo caza ga sBaxu (JIE/T) u neka cy T u S CKyIOBH €a CBOjCTBUMA,
u3 (HEII) Hexa je D1 = {z € R | (Vs € S)z < s} u Dy = R\ D1. Taza je (D1, Ds)
Henexkunnos npecek. 3aucra, (A) Baxku no medununuju ckynosa Dy u Dy. Heka
jee>0m

T.:={t—c|teT}

Ouuruienno je S C Dy u T, C Dy, na nowro cy, npema npernocrasuu (HEII) S u
T (a tume u T;) veupasuu, cuexu na saxu (B). Ako je 01 € Dy, onza je §; < s 3a
cBe s € S. Heka je

8y € Dy. (12)

Ako Ou Baxkusio 0o < d1, Taga Ou BaxKuio u 0o < s 3a cse s € S. To 6u, 1o
nebununuju ckyna D1, 3HaUnsI0 na Baxu 0o € Dy, mTo, 3ajeano ca (12) u (B) naje
KOHTPAIUKIM]y do < Oo. IIpema Tome, (D1, Ds) je Jdenekunmos npecek, mna mocToju
¢ = sup Dy. U3 pebununmje cynpemyma u 1T, C Dq cimeau 1a je t — e < ¢ 3a cBe
t €T ucsee>0. Omarne cinenu t < ¢ 3a cBako t € T. 3aucra, ako Ou 38 HEKO
to € T 6uno ty > ¢, onja 6u Ouio u ty — %(to —¢) > ¢, WTO je y CyLPOTHOCTU Ca
to—e<czae=3(tg—c)>0.

Heka je s € S. U3 pedununyje ckyna Dy ciaeau ga je §; < s 3a cBako 01 €
D;, ma je ropme orpanmdierme ckyma Di. IlomrTo je cympemym HajMarme ropimbe
orpanuuese, caeau ga je ¢ < s. Tume je gokazana umiuukanuja (JET) = (HEID).

IMpernocraBumo, Ha kpajy, na Baxku (HEII) u meka je T HempasaH u 0703ro
orpanmnyen moackyn ckyna R. Heka je S ckyn cBux ropmux orpannderma ckymna 1.
ITormrro je T orpanuven 0103ro, caenu Aa je u S HenpasaH, na 1T u S 3a10B0/baBajy
ycnose u3 akcurome (HEIT). Onarne crenn

(Fo)Vt e T)(Vs € S)t<c<s. (13)

Tazma je ¢ = supT. 3awucra, uz npse nejennakoctu y (13) ciaenu ma je ejgemeHt
¢ ropme orpanuderne ckyna T, a u3 apyre (u u3 gebununuje ckyna S) ga je o
HajMambe roOphe OrPaHUuYehe, Tj. CYNPEMYM. \V4

2.3. NnarepBasiu. leduHummmo cata BaKHE TOJACKYMOBe cCKyma R.

Iedununuja 6. Heka cy a u b peasnu 6pojesu.

1. Ckyn (a,b) = {x € R | a < x < b} Ha3WBa Ce 0MBOPEHUM UHMEPEAAOM
ca KpajeBuma a u b.

2. Cryn [a,b] = {z € R | a < z < b} Ha3mWBa Ce 3aMBOPEHUM UHINEPEAAOM
UM Ce2MeHMOM Ca KpajeBuMa a u b.

3. Cxymosu [a,0) ={z e R|a<zx<blu(a,b]={reR|a<z<b}
HA3UBAjy Ce NOAYOMBOPEHUM UHMEPEAAUMA CA KPajeBuMa a u b.

4. Cxynosu (a,+o0) ={z € R |z >a} ula,+0) ={r € R |z > a} Hazu-
Bajy Ce PEIOM 0MBOPEHUM U NOAYOMBOPEHUM UHMEPBAAOM CO KPAJEEUMA
a u +o0o. Cumbos +oo guta ce nayc beckonauno. CrenujaaHo, HHTEPBAI
(0, +00) ozHauaBamo u ca R .
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5. Crymosu (—00,b) ={r € R |z <b} u (—o00,b] = {x € R | z < b} Hazw-
Bajy Ce PejioM 0MmeEoOPeHUM U NOAYOMBOPEHUM UHMEPBAAOM CO KPAJESUMA
—oo u b. Cumbosr —o0 9uTa ce MuHYc bECKOHAUHO.

6. Cxym [—oo, +00], Koju ce ozHauaBa jorm u ca R U Ha3uBa npowupenum
CUCTNEMOM DEAAHUT Opojesa je CKyn KOju ce mobuja T0JABAFEM IBAjy
cumbosia —oo, +o0o ckyny R, npu demy cy ncnymenu ciaenehn yciosu:
6.1 3a cBako x € R Baxku

6.2 3a cBako x > 0 Bax#n

z - (+00) = 400, - (—00)=—00
6.3 3a cBako x < 0 Baxku

z - (+00) = —00, z-(—00) =400
YMecTo 400 4ecro HuuemMo camMmo oo.

3anmarak 16. [Jokazaru ga je caku denekunnos upecek (D1, Do) y R obauka
((=00,a),[a, +00)) nm ((—o0,dl, (a, +00)). v

Jlema 2. (Kapaxrrepusanuja uarepsaina) [lodckyn J C R je unmepsaa axo
U camo aKo 3a ceéaxa déa bpoja a,b € J, maxea da je a < b, eascu [a,b] C J.

A Ja cBaku WHTEpBAJ UMa HABEJEHO CBOjcTBO cienu u3 dedwununuje 6. Ilper-
mocTaBuMO Ja je J CKyn ca cBojeTBOM omucanum y dpopmysanuju jgeme. Ako je J
HeorpauudveH, ouga je J = R, makne J je muTepman (—oo,+o00). 3ancra, n3 He-
OTpaHWYEHOCTH CKyma J cjeaum 1a 3a ceako x € R mocroje a,b € J TakBu 1a je
a < x <b(jep 6u y CynpoOTHOM & OUJIO WJIM FOPH-E WU JOHE OrPAHUYIEHE CKYIa J ),
a ozaTie, Ha OCHOBY IpeTmocTaBke o ckymy J, cmeau x € J. Heka je J orpanunyen
0/10310, aJu He 07103710, u Heka je s = sup J. Taxa 3a cBako x < s mocroje a,b € J
TakBu Ja je a < x < b (3awro?). Oparne ciemu z € J, 1j. J = (—o00,s) wm
J = (—00,s]. Canvno ce pa3Marpa CjIyuaj CKyMa KOju je OrpaHWdeH 003710, aJu
e u omo3ro. Ha kpajy, neka je J orpanuwden u Heka je s = supJ, » = inf J. Tazma
3a CBaKO x € (1, ) mocroje 6pojesu a,b € J raksu ja je a < x < b. Oparie cienu
x € J, na je J jenaun oxn unrepsaia (1, ), [i, 8], (2,$], [¢,5). \V4

Iedoununnuja 7. Bpojese u3 unrepsaa (0, +00) 30BeMO noszumuerum, a 6po-
jeBe u3 unrepsasa (—o0,0) nezamushum 6pojesuma.

IIpumep 13. Bpoj 1 je mosutmBan 6poj. Ilokasahiemo xako ce oBO TBpheme
MOKe u3BecTu u3 akcuoma, (1j. pemufiemo 3anarak 12 na 14. crpanu). 113 akcuoma
(A10), (Al4) u nedununuje pesnanuje < cieAy Ja BaXKKU TAYHO jeJHA OJ PeJialuja
0<1ml<O.

ITpermocrarumo ma Baxku 1 < 0. Taza je, Ha ocroBy (A15), 14+(—1) < 04+ (-1),
1j. 0 < —1. Omarne u uz (Al16) 6u caequio 0 < (—1)(—1). Axo mokaxkemo Ja je
JIECHA CTPAHA II0CJIe/ e HejeiHaKoCTH jeanaka 1 (mpuMerumo na uspas (—z)(—y) =
xy uuje mely akcuomama, ma 3axreBa joka3) gobuhiemo ga je 0 < 1, mro je y
cynporuaoctu ca upernocraskom 1 < 0. 13 ose kourpamuknuje ciaemu 0 < 1.

Jokaxkumo Ja je

(—z)(~y) = zy. (14)
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Hoka3 fiemo mofieinT y HEKOIMKO Kopaka. [Ipumernmo Hajupe na u3 (A2) u (A8)
cienm 0x = (0 + 0)x = Ox + Ox. Op;aBie, HA OCHOBY jeIMHCTBEHOCTH PeIleiha je-
nuauube a +x = b cieau 0z = 0 (jow jenno ,ouursenuo” TBpheme Koje Huje mely
aKCHOMaMa ¥ 3aXTeBa J0Ka3!).
JlokaxKuMo cajia Ja BayKn
—(—z) ==z. (15)
N3 (A3) cnequ (—z) +x = 0 u (—z) + (—(—=)) = 0, a omarie, Ha OCHOBY jeJUH-
CTBEHOCTH MHBEP3HOI ejieMeHTa 3a cabupamwe, cieau —(—zx) = .
N30=0y=(x+(—2))y =2y + (—x)y, Ha OCHOBY jEIMHCTBEHOCTH WHBEP3HOT
eJIeMeHTa 3a cabuparbe, ClIeIn

(—2)y = —(2y). (16)
CiumgHo ce 10Ka3yje u
z(—y) = —(zy). (17)
Cazna umamo
(—2)(-y) =—(x(-y))  cnem u3 (16)
= —(—(zy)) crienn u3 (17)
=y cienu u3 (15),
mro gokasyje (14). Tume je 3apiied goka3 ga je 0 < 1. f

U3 nperxonuor npumepa u akcuoma (A12) u (A15) cienu 0 < 1+ 1. Bpoj 141
o3HadaBa ce cumbosiom 2 u Hasusa ce dea. Cramano, 0 < 1+ 14 1 urn. Tume cmo
M3/IBOJUJIN j€/IaH BasKaH IMOJACKYI CKyIa IMO3UTHBHUX OpojeBa, CKym OpojeBa KOju
ce mMory mobutu of O6poja 1 mpumenom omeparuje +. OBaj ckyn je mam ciemehu
MpEIMEeT U3y9IaBarba.

3. Ilpuponuu, e u panuoHaJIHU OpojeBuU

CyMupajMo yKparTKo Ita cMo 110 caja ypajauiu. [lorpebom npenacka oz (G-
CKUX MHTYHIUjH) PAlUOHAIHUX OpojeBa Ha PeasiHe CMO MOMUEucasy JeduHuujy
cucrema peannux 6pojesa (R, +, -, <, 0, 1) ka0 cTpyKType KOja 33J0BOJbABA AKCUOME
(A1)-(A16), (CVII). Ycajajyhu ose akcuome 3a dedunuyujy (peannux) Opojese,
MOYeNH CMO FHUXOBO GKCUOMGMCKO 3acHusarbe. Kako cajza ga y OBOM CHCTEMY
npeno3HamMo u (POPMATHO U3ABOJEMO OHE OOjeKTe Urja HaM je jacHAa WHTYHUTHBHA
peJicTaBa MOCIYKUIa KA0 MOTUBAIIAja — IPUPOJIHE, 16l U PAluoHalHe Opojese?

3.1. IIpupoauu 6pojeBu. Ileanobe akcuoMe. Hexka je N Knaca cBUX TOJI-
ckynosa N C R koju umajy ciaenehe nse ocobune

l1eN mw neN=n+1€N.

Penamuja C je penanuja mopeTka Ha cKymy A, Ta MOKeMO Ja TOBOPHMO O H-erOBOM
HAJMAHEM ENEMEHTNY.

Hepunumnuja 8. Ckxyn N je Hajmamu enement kinace N. Ememente ckyna N
HA3UBAMO NPUPOOHUM OPOjesuma.

ExeuajentHo, ckyn N ce MoxKe medUHUCATH KAO TTPECEK CBUX CKYTIOBA, KJIace
N. Oparne ce naxo sumu u 1a je N € A. ITlpupomnn 6pojeBn mMmajy CBOjCTBa
koja m3aBajamo ciaenehom Teopemom. Oma ce masusajy Ileamosum!? axcmomama,

jep ce y 3acHWBaWY apuTMETHKE MO)ke nohn o7 mux Kao geduHUIMje CHCTEMA

2Mleano (Giuseppe Peano, 1858-1932), urannjaHCKu MaTeMaTHyap
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npuponHux GpojeBa, a IOTOM M3 HUX U3BECTU peaJiHe Opojese (Buiie o oBome hemo
pehu y ITaparpady 8). YV namem npucryimy, y KOMe CMO aKCHOMAIKHU 3aCHOBAJIU
pease Opojese, a MPUPOIHE U3 HUX U3ABOjuIn aedpununmjom, [leanose ,axkcrnome”
nmobmjajy craryc reopeme. Heka je o(n) = n + 1 ,,caenbennk npupogsor 6poja n”.

Teopema 3. (Ileanose akcuome) Ckyn npupodnuz 6pojesa N uma caedeha
ceojcmea

(T11) npecaurasarse o : N — N, je dobpo dedunucaro
(I12) o(m) = 7(n) = m = n

(I13) 1e N

(I4) (vn € N)o(n) # 1

(I15)

I15) mpuammn naayknuje: axo 3a nodckyn S C N eaorcu
1eSAMneS = on)es)
onda je S = N.

A Cgojersa (I11) u (II3) caene n3 N € N, a csojerso (112) u3 jemuncTBeHOCTH pe-
wewa jennauune a + x = b. Ilpernocrasumo ga ue saxxu (I114), 1j. naje 1 =n+ 1.
Tana je n = 0. Jlako ce summ ga uarepsan (0, +00) mpunaga knacu N. ITomrro je
N najmamn ckym u3 N, Baxu N C (0,400), ma 0 ¢ N. Tume je mokazano (I114).
Hokazkumo (I15). U3 medurnnmje cxyna S cnemm S € N, ma je N C S, momrro je
N majmamu ckyn u3 N. Meljyrum, o npernocrasim je S C N, na je S =N. v

U3 (I1I5) ce uzBouu memod dokazueana undykyujom. Ilperuocrasumo ja xe-
JIUMO 3 JIOKayYKeMO HEeKO TBpheme 0 mpupomHuM Opojesuma. IIpermocraBumo na
CMO JIOKA3aJiM Ja OHO BaxkKM 3a O6poj 1 u 1a W3 mperrnocTaBKe /1a BayKM 3a HEKH
npupoman 6poj n ciaeau ma Baxku u 3a N + 1. O3magumo ca S CKyn TPUPOIHUX
6pojesa 3a koje Baxu tBpheme. Ounua je, npema (II5), S = N, 1j. rBpheme Baxu
3a cBeku npupogan 6poj. MiycrpoBahemo To mokasuma cienehux rBphema.

JIema 3. (a) o(N) =N\ {1}
6) mneN=m+neNAmneN
(B) mneNAn<m=m-—necN.

A (a) Hemocpenno ce mposepasa na S = {1} U o(IN) 3anoBomasa (I15), onakse 1o
npunnuny uaaykimje caegun S = N. Ogarine u u3z (I14) caenu (a). dokas TBp-
hemwa (6) caemu unaykuujom mo n (3a dukcupano m). Hda 6ucmo gokazanu (B),
dukcupajMo m u IpUMEHUMO UHAYKIUjy 10 n. Ako je n = 1, Taga je m > 1, ma u3
(a) ciemm m € o(N), vj. m =k + 1 3a neko k € N. Tana je m — 1 =k € N, unme
je mokazamno tepheme (B) 3a n = 1. Ilpernocrasumo 1a (B) Baxku 3a Heko n € N.
Heka je m > n+ 1. Tama je » m > n, ma Mo WHAYKTHUBHO] TPETIOCTABIN BaXKH
m —n € N. Tlomro je m —n > 1, uz (a) cienu ga je m —n = k+ 1 3a nexo k € N.
Opanre citequ m — (n+1) =m —n —1 =k € N. Tuwme je gokazano (B). \V/

Jlema 4. Csaxu nenpasan nodckyn A C N uma munumym. Cneyujanno,
minN = 1.

A Hokaxkumo upso ja je minN = 1, 1j. ga je 1 < n 3a cBe n € N. Heka je
S C N ckyn mpupoguux OpojeBa 3a koje Baxku 1 < n. Tama je 1 € S. Axo je
n € S Baxu 1 < n. Cabupamem oBe HejemHakocTu u HejeanakocTu 0 < 1 mokazane
y IIpumepy 13 nobujamo 1 < n+1, tj. n+1 € S. Ha ocHoBy npunnumna uHIyKIimje
zakspyayjemo S = N, 1j. 1 < n 3a cBaku npupojan 6poj n.
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ITpernocraBumo caga ga A wema munumym. Heka je T = {n € N | (Va €
A)n < a}. Iomro je 1 = minN, a npernocraBuiau cMo ga A HeMa MUHUMYM,
cienu ja je (Va € A)1 < a, 1j. 1 € T. Heka je n € T. [dokaxumo na onarsie
cmequ n+ 1 € T. Heka je a € A. U3 npernocraeke 1a A HEMa MUHUMYM CJIEIN T3
moctoju a1 € A TakBo na je a1 < a. Ilomro je n € T, Baxkn

n<a. (18)

Usa—a; € N (Jlema 3 (8B) ul = minN cienu 1 < a—aq, 1j. a1 +1 < a.
Onarie u u3 (18) ciequ n+ 1 < a; + 1 < a. Ha ocHoBy npunuuna usaykuuje je
T = N. Ilowro je TN A = (), onarie ciuequ ja je A = 0, wro je y Konrpajukuuju
ca MPETITIOCTABKOM [1a je A HempasaH. \V4

Csojcrso (II5) je y ocHOBE BaxHOT npunuuna dedunucana undyrkyujom. Ilper-
ITOCTABHUMO JIa CMO HEKH II0jaM, Be3aH 3a IPUpOogHe Opojese, nedunncann 3a 6poj 1 u
OIHUCAJIH IIPABUJIO IO KOMeE ce u3 JeduHuImje 3a MpUpoaaH 6poj n n3Boan aeduHu-
uuja 3a upupogan 6poj n + 1. Ako je S cKyll 3a KOju CMO HA OBaj HAYMH OLMCAJIU
naru objekar, ouga u3 (II5) ciaenu ga je on medunHuCcaH 33 CBAKU TPUPOIAH OPOj.
WNnycrpyjmo To mpumepuma.

IIpumep 14. Komaume cyme m komaunm nmpom3Bomu. Heka je n € N.

n n
Hedumnmumo cumbone > u [[ ca
k=1 k=1

n+1

1 n
E Tk = T1, E Ty = E Tk + Tpyl
k=1 k=1 k=1

48
1 n+1 n
H$k=$1, kaznwk'xnﬂ
k=1 k=1 k=1
3a peasiae Opojese 1, -+ , T,. Coenujaano, 3a 1 = Lo = -+ = T,, = T THUIIEMO

n n
E T =:nx, H:ﬂ:: z".
— k=1

k=1

n
™. Ba xzp = k nobujamo 6poj [[ =z =: nl,
k=1
KOju ce Ha3mBa gaxmopujensom 6poja n. dedburnmemo n dbarTopujes Hyme ca

ol =1.

Axo je x # 0, (z71)" osnauaBamo ca 1~

3a npupogne 6pojeBe k u n uzpas

n!
<”> — ) Fn—R)" k<n
k 0, kE>n

ce Ha3WBa OUHOMHUM KO ePUUUIEHTOM i

Samarak 17. JoxkasaTu 13 BaxXu ("Zl) = (Z) + (kfl) 1 OJaTIe, TPUMEHOM

MEeTO/Ia MHIAYKIIHje, 13 je (2) npupozsan 6poj 3a cse k,n € N, k < n. v
Bamarak 18. Jlokasaru na je k() = n(}~]) 3a cee k,n € N, k < n. v

Jlema 5. Onepayuje ysedene y Ilpumepy 14 umajy caedeha ceojcmear:
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n n
(X zp)y = Y (wxy) (yonwmenu ducmpubymueru 3axom)

k=1 k=1
2. nx = n-x, 2de je Ha Ae60j cmparu u3pas yeedew y Ilpumepy 14, a Ha

dechoj npousdeod peaanus bpojesa n u T
3‘ xn . xm — anrm’ (zn)m — xnm’ (l,y)n — l.nyn
n

4. (Bunomua ¢popmyia) (z +y)" = kzo (R)akyn—F

—

1_In+1

n
5. (Feomerpujcka nmporpecmja) Y. z* = 15—

k=0

A JlokaxkuMo TpBO TBpheme. 3a . = 1 OHO IJIach 1y = T1Y U OUUTJIETHO BAaXKH.
IIpermocTaBuMO fa OHO BaxkKu 3a HEKO n € N U JOKa>KUMO Ja BaxkKu u 3a n+ 1. U3
nedbununmje onepanuje » | U qucTpubyTuBHOr 3aKoHa (Akcuoma (A8)) caenu

n+1

(Zxk)y = <,§:1xk +xn+1>y = (Zn:xk>y—|—xn+1y.

IIpumenumo casa UHIYKTUBHY [IPETIIOCTABKY (Zzzl mk)y = ZZ:1($ky) u nedu-

. . . +1 .
munujy onmepammje y.. Jobujamo (Do), @k)y + Tpp1y = dopo; (zry). Tume je
JIOKa3aHo Ja IpBO TBpheme Baxku u 3a n+ 1. /lokase ocranux rBphema octaBmbaMo
YUTAOLLY . \V4

3anarak 19. okazaru nma je

i(:)zw I/I ék(Z):nQ"—l.

k=0
YuyTcTBo: 3a Apyry HOpMYyNy NCKOPUCTHTH 3amarak 18. v

3anarak 20. dokazaru 1a je
2 2 2
n n n T n\" _ 2n
0 1 o n n/)
+

Yuyrcerso: uckopucrutu jemnaxoct (1 +x)"(1+z)" = (1 + x)?". v

(it i)m 35 S (kt ). v

1 k=1j

M=

m
3amarak 21. Uspauynatn
k=1

~
Il
—

J
3amarak 22. /lokazaru 1a je

n

Z(l‘k+1 — Tk) = Tpy1 — 1. (19)

k=1
v
3amarak 23. Uzpauynarn
n 1
= k(k+1)
ViuyrcrBo: moka3aru 1a je
1 1 1

u npumMernurn (19). v
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3amarak 24. M3pauynarn 1-11+2-214 ...+ n-nl v

3anarak 25. [lokazaru ma je

>()-2()-(1)

YuyrcrBo: uckopucrutu 3azarak 17 u dopmymy (19). v
3amarak 26. Uspauynarn
n?-1
> IVH,
k=1

rae je [-] meo meo peasHor 6poja. YiyTCTBO: HAIUCATH TPAXKEHY CyMy Kao

n—1 (m+1)2—1 —
(X | )—Z (2m +1).

m=1 k=m?2

Pesynrar: n(n+1)(4n+1)/6. v
3anarak 27. [lokazaru yommrreme OuHOMHE (DOPMYIIe

(@1 +a+ o ta) =Y (klkzk ) [T =7, o

kit+ko++kn=k 1<j<n
rie je

k k!
= (21)
ki,ka, ... kn kilka!- - k!
T3B. MYJTHHOMHN KOeUIINjeHT. v

Hamomena 2. Mynrunomuu koedunmjenr (21) uma komMOGuHaropHy uurep-
nperanujy Kao 0poj HaunHa 1a ce k = ki +. ..+ k, KyrInia pacnopeau y n KyTuja,
TaKO Jla Ce y IPBY KyTHjy CTaBH ki KyIauna, y Apyry ke uta. CnernujasiHo, ako je
n = 2, ouga je (21) Gunomuu KoeduujeHT, KOjU je jesHak Opojy MOJCKYIOBaA CKYNa
{1,2,...,k} koju umajy k; enemenara. o

3anarak 28. okasaru ma mocroju 630 pa3am9auTux pedu Koje MOry ja ce
HAIWIILY O] CJIOBA PEYHU ,,TPOTOAP” . v

IIpumep 15. (Bpoj e) U3z Jleme 5, 3. caenu

RN IO M3 /(B Eb s

WnpykinujoM ce Jako Jokasyje ja Baxu k! > 281

Jo6mjamMo
1\ " 1Nkl
ten) <X )
( Jrn _kgo 2

IMocaenma nejequakoct caenn u3 Jleme 5, 4. Omarie crenn ga je ckym {(1 + %)” \
n € N} orpanuden 0703ro, ma uma cynpemym. Bpoj

, Tla U3 TPEeTXO/IHe jeTHAKOCTU

e::sup{(l+%)n’n€N} (23)
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nazusa ce Ojneposum’® 6pojem. OBaj 6poj je UPaIMOHAIAH; HETOBUX HPBUX HEKO-
JIUKO JIEIUMAJIa je

e = 2,718281828459045 . ..
Wpannonannoct 6poja e 6uhe mokazana y Ilpumepy 24 y I'masu 2. i

Jlema 6. (BepHyJII/IjeBa14 Hejemuaroct) Heka je o € (—1,400) un € N.
Tada saorcu
(1+a)" > 1+ na.

Jednawoem (14 o) =1+ no sasrcu ako u camo axo je n =1 uau o = 0.

A 3an = 1 tepheme je ounraenno je Tagno. 3a n = 2 ono raacu (1+a)? > 1+ 2a,
mro je Tauno jep je (1 +a)? = 14+ 2a + a? u a® > 0. IlpermocTaBEMO Ja OHO
Baxku 3a Heko n € N, 1. ga je (1 4+ «)” > 1+ na. Muoxemem 06e crpaHe oBe
HEjeTHAKOCTH O3UTUBHOM Opojem 1 + o mobujamo

14+a)"'>14+n+Da+na®>1+(n+1)a,

quMe je, Ha OCHOBY IPHUHIMIA WHIAYKIHjE, T0Ka3aH MpBu 1e0 TBphema. Ipyru mgeo
Cled U3 YUBEHHIE J1a ce y caydajy ga jen > 1 u a # 0y OperxoJHoM JI0Ka3y
3HAK > MOYKE CBYIa 3aMEHUTHU 3HAKOM >. \V4

3amarak 29. /lokasaTn ma 3a CBaKd IPHUPOIAH OPOj n > 8 BaXKM HEjeIHAKOCT
n? < 2ntl, v

3anarak 30. [lokazaru ma 3a cBaku NMpupOIaH OPOj n BaXKM HEjETHAKOCT
1 3 5 2n —1 < 1
2 4 6 2n T Bn+1

3anarak 31. I[IpumernoM meToma WHAYKIKjE TOKA3ATH j€IHAKOCTH

- o n(n+1)2n+1) - _[(n(n+1) 2
st = ()

k=1

Hahu dbopwmyay 3a
sr(n) := Zk", r e N.
k=1

Yuyrerso: npumenom 6unomue dopmyste na (k + 1)" T — k™ u cymupamem o k
U3PA3UTH TPAIKEHY CYMY S, IIPEKO MO3HATUX S1,892,...,Sp_1- v

3anarak 32. Jloka3aTtu ma ce cBu OpojeBu 00IMKA 22" 4 1, n € N 3aBpmasajy
mngpom 7. v

3anmarak 33. Juneapue dugepenyme jednavune. Heka je uuz x, 3azar ca
To=a, X1 =0, Tpys=pTpy1+qT,.
1 HeKa Cy t1 U tp periema jeJHadnHe
t? = pt +q.

Nuayknujom mo n 10Ka3aTH:

13Ojnep (Leonhard Euler, 1707-1783), mBajijapcku MaTeMaTudap
14BepHyJ'II/I (Jakob Bernoulli, 1654-1705), mBajuapcku MaTeMaTHIaAD
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(a) Axo je t1 # to, onga je x, = At} + Bty tne cy A u B pemiema cucrema
jennaunna A + B = a, Aty + Bty = b.

(6) Ako je t1 = to, onua je x, = At} + nBt}, rue cy A u B pewmewa cucrema
jemnaumna A = a, At; + Bt; = b. v

3anarak 34. Penmuru mudepennny jennadumy
Apy2 = 4an+1 - 3an + 3n, a1 = 1; as = 2. (24)

Yuyrcrso: Jlokazaru 7a je OnimnTe pereme jeJHAYUHE Gy o = 4day 11 — 3ay, + 37
00JMKa Ay, = Ty + Yn, LIE j€ T, omre peuiere romozene (rj. Ge3 wiana 3")
nudepenIiHe jeTHATNHE

Tpao = 4Tpy1 — 3, (25)

a Y, OUJIo Koje pereme (T3B. NapmuKkyAGPHO DEWEIbE) Yy jeTHAUNHE
Yn42 = 4yn+1 - Syn + 3" (26)

Meronom 3amarka 33 mahiu ommre pemieme ¥, jeaHauumde (25) U TOTOIUTH HEKO
pereme y, jeanagune (26) — npupoaHU NOKYIIAju cy ¥, = C3" umu y = Cn3™ urn,
3a Heky KoHcrauTy C (IpuUMeTHMO Ja TaKBO, METOIOM norajjarma HaljeHo, perierme
Yn, HE MOpA 12 Oy/Ie TPAXKEHO PEIIEHE @, Ca 3aXTEBAHUM MOYETHUM yCJIOBUMA G =
1, a; = 2). Haliu 3arum peweme ca rpaxenum noderaum yciaosuma. (IIpumerumo
Jla TaKO JOOHMjEHO peIlere HUje HUJjeIHO Of PeIlema Y, Ao0ujeHnx moraljamem —
roraharse jeHOT TapTUKYIAPHOT PEIerha je caMo je/IlaH KOPaK ¥ TParKerby OIIITer
pelema). v

Bamarak 35. [okazatu ma je (3 + v/5)13%9 4+ (3 — /5)13%9 neo 6poj u mahu
eroBy Tocteqmy mudpy. YIyTerso: npuMeruTs ga cy 3 + /5 Kopenu jegnadmme
t2 — 6t + 4 = 0, na u3 3azarka 33 cieau Ja je Tpaxkenu 6pPOj WIAH HH3A 3aJATOD
g EepeHITHOM jeTHATUHOM

Tnto = 6a, —4x,, 20=2, x1=06.

JlokazaTu fa Cy 9JIaHOBM OBOT HM3a Iejiu OpojeBu, duje ce mocienme mudpe mepu-
OJTMYHO TIOHABIHA]Y.- v

3anarak 36. Y KOHBEKCHOM N—TOYIJIy [TOBYYE€HO jeé HEKOJIMKO /INjaroHaJa, TAKO
J1a CBAKeE JIBe O/1 IbUX HJIM [10J1a3€ U3 UCTOI TEMEHA, UJIK CE He CeKy. TuMe je moauron
moziesber Ha nesoe. Koju je majsehn moryhum 6poj Tux naenosa? v

3amarak 37. Hahwu rpemky y cinenehem ,nokazy” rephema ,da cy céu npu-
podnu bpojesu jednaru”.

Heka je S, cmenehe Tepheme: Axo cy k u m npupodnu bpojesu u akxo je
max{k,m} = n, onda je k = m. Tephemwe S; je Tauno, jep u3 max{k,m} =1
ciequ k=1 um = 1 (mowro cy k u m npuponuu 6pojesu, a 1 = min N). IIper-
[IOCTABUMO JIa je TBpheme S, TadHo u TOKaXKUMO J1a je Taja Taquo u Sy, 1. Heka je
max{k,m} =n+1. Hekajep=Fk—1, ¢ =m — 1. Taga je max{p, ¢} = n. Ilomro
je, o MHIAYKTUBHO] TIPETTIOCTABIM, S,, TaYHO, OJABJE CJIeau p = ¢. Ajim, Taga je u
m = n. Tume je, Ha OCHOBY MPUHIIAIA WHIYKIHjE, JOKA3ZAHO 13 BAXKM S, .

Heka cy k,m npoussosba aBa npupogna Opoja u Heka je n = max{k,m}.
ITomTo je noka3aHo Aa 3a CBAKO N BaxKu Sy, ciaemau k = m. v
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3.2. Ilesiu 6pojeBu. 13 Jleme 3 cienu na je ckym N 3arBOpeH y OZHOCY HA
omnepanuje + u -. MehyTum, 0oBaj CKyII HHje 3aTBOPEH 3a ONEPAIHje HHBEPTOBAHA Y
OZIHOCY Ha OB€ [IBe Omeparmje. 3amcTa, mpeTnocTaBuMo faa axu {—n,n} C N. U3
Axcnome (A14) n 3amarka 1 ciean ma Tasa Baxku 6ap jemHa o HejeaHakoct 1 < 0,
—n < 0, mro, 360r 0 < 1, nporuspeun Jlemn 4. Cawuuno, uz {m,m~'} C N 3a
m # 1 caenuno 6u m < 1 mmm m~! < 1, mWTO je omeT KOHTPAIUKIH]a, ca Jlemom 4.

Cxyn yeaux 6pojesa Z je najumame npormupeme ckyna N Koje je 3aTBOpeHo 3a
uBeproBame y ogaocy Ha +. Ilpenusupajmo oBy dopmynanujy. I[lodzpynom rpyme
(G, +) nazusamo cBaku noackyu H C G Koju je u cam rpyua y OAHOCY HA IDYLIOBHY
omeparujy +. Jlako ce Bumm nma je moackyn H C G moarpyma ako W CaMoO akKo 33
CBe g1,92 € H Baxxu go — g1 € H.

Hepununnuja 9. Ckyn nenux 6pojea Z je najmamwa noarpyna rpyue (R, +)
Koja caapzxku 6poj 1.

Hapasno, TepMUH Hajmana OTHOCH ce Ha pesannjy noperka C. EXBUBaIeHTHO,
Z je npecek cux moarpyma rpyme (R, +) xoje caapske 6poj 1.

Creneha Teopema mokasyje ma je oBa ancrpakTHa ajrebapcka Aedunummje ex-
BHBAJIEHTHA yOOWYajeHo] JepuHANN]H, TO3HATO] YNTAOIY U3 KypCceBa eleMeHTapHe
MaTeMaTHuKe.

Teopema 4. Z = {0} UNU{—n|n € N}.

A Jlokas cjieny 3 YUEHUIE /13, je CKYI Ha JECHOj CTPAHU TMOATrPYIa KOja CaapIKHU
6poj 1 m MuHEMATHOCTH moArpyne Z. \V4

Ckyn Z je 3aTBOpeH y OJHOCY Ha cabWparbe, Oy3UMarbe U MHOXKeHme, ajau He
Uy OIHOCY Ha Je/bere: Ipu Jesbeiy 0Opoja a € Z 6pojem b € Z \ {0} jasma ce
ocmamax. Ilpenn3nmje, Baxku caegeha Teopema.

Teopema 5. 3a csaxo a € Z u b € N nocmoje jednosnauno odpehenu 6pojesu
q€Z ur e NU{0} maksu da jea=bg+r u0<r<b.

A Tpeba ma mokaxkemo Ja, mojasehu o a u omysumajyhu b, na 3arum, 2b, 3D, .. .,
IIOCJIe KOHATHO MHOI'O KOpaka, Jo0mjamMo Opoj Mamu of b.

N3 Jleme 4 naxo cnemm na y ckymy {a — kb | k € Z} nocroju majmamu 6poj
r 0bnuka a — qb Koju je mpupoman wiau jexHak wHyau. OH 33I0BOJHABA TPAXKEHU
yeaos 0 < r < b,jep 6m y ciayuajy r > b 6poj ro = a — (¢ + 1)b 6ro nmpuponas uin
jemHak Hysau, a Mamu of r. Tume je nmokaszaHa ersucreHimja Opojesa g u r. [a
OMCMO JOKA3a/M jeIMHCTBEHOCT, TIPETIOCTABUMO Ja TIOCTOJH jOII jemaH map Opojesa
q1,71 TakaB ga je a = bqgy + 1 u 0 < r; < b. Oparne u u3z a = bqg + r ciaenu
bl —q1) =r1 —r,naje kb= |ry —r| <max{ry,r}, rue je k = |¢ — (1] € NU{0}.
Iormro cy r u rq mpupomuu OpoOjeBU Mamu Of b, OBa HejeqHAKOCT je moryha camo
3a k=0,1. 1 =q. Arm Tama jen r; =r. \V4

Hepuuunuja 10. Heka je a € Zu b € Z )\ {0}. Axo nocroju ¢ € Z rakas ja
je a = bg kaxkemo z1a je 6poj a denus Opojem b, unu na b deau a u nuuemo bla.

Bpoj p € N 30Bemo npocmum 6pojem axo je p > 1 u aKo p HUje [AesbUB HUjETHUM
npupomauM 6pojem cem 1 u p.

Bpoj d € Z je sajednuuru deaunay 6pojeBa a,b € Z ako dla n d|b. Hajeehu
3ajednuury deaunay, 6pojeBa a u b o3navaBamo ca (a,b). Axo je (a,b) = 1 kaxkemo
J1a cy bpojeBu a u b y3ajammo npocmu.



30 1. BPOJEBU

3anarar 38. lokasaru aa je | penanuja noperka Ha IN. la jiu je 0BO pesanuja
roramHor noperka Ha N? [la nu je oBo penaruja noperka na Z7 v

3anarak 39. dokazaru ma nocroju 0eCKOHAYHO MHOIO IpocTux Opojesa.
YOyTcTBO: MPETTIOCTABUMO 1A CY D1, P2, - - - , Pr, C6U IPOCTH OpOjeBn; Tamaa O6poj
p=p1-pP2-... pp+ 1 HUje NE/HPUB HUjETHUM TTPOCTUM OpOjeM. v

3anarak 40. dokazaru ma 3a cako n € N mocroju n y3acromHux OpojeBa
KOju HuCy mpoctu. JIpyrum pedmma, MOCTOjU MPOU3BOJHHO BETUKH HHTEPBAT Yy
KOMe HeMa TIPOCTUX Opojena.

YuyrcrBo: mocMarpaTu OpojeBe

m+D)+2, (n+1)!14+3, ..., (n+ !+ (n+1)
u nokazaru Ja je (n+ 1) + k nemuso ca k ako je 2 < k <mn+ 1. v

3amarak 41. Heka je n nmpupoman 6poj, Takas ma je 2" — 1 mpocr. /lokazaru
J1a je m 1pocCT.

Vryrerso: (a*™ — 1) = (a¥ — 1)(ak(m=Y 4 gk(m=2) ... 4 gk 4 1). v
3amarak 42. Jokazaru 12 je 2 jeqwan mpocT 6poj obauka n + 1. v
Sanarak 43. Jokasaru na 3a cBe a,b, k € Z saxu (ka, kb) = |k|(a,b). v

Teopema 6. Axo je d najeehu 3ajednuuru deauray, yeaux bpojesa a u b, onda
nocmoje yeau 6pojesu k u m maxeu da je ka + mb = d. Cneyujaano, axo cy a u b
Y3ajamno npocmu, onda nocmoje yeau 6pojesu k u m makxeu da je ka + mb = 1.

A Heka je ¢ najmamwu npupogan 6poj y ckyiy S = {ua+vb | u,v € Z}. Jokaxumo
pBO Ja je 6poj ¢ 3ajepuudku penunan opojesa a u b. U3 ¢ € S caenu

¢=ka+mb (27)

3a Heke k,m € Z. U3 Teopeme 5 caeam ga nocrtoje q,r € Z, 0 < r < ¢ TakBu Ja je
a = cq + r, wrro 3ajenuo ca (27) naje r = a — cq = (1 — kq)a — mgb. Axo 6u 60
r > 0, ouma O6u r 6uo mpupoman Opoj obsimKa ua + vb KOju je Mamu Of ¢, ITO je
CYIPOTHO IIPETIIOCTAaBLM Ja je ¢ Hajmamu TakaB 6poj. Omarie caenu r = 0, 1j. cla.
Ha ucru nauun ce nokasyje c|b.

Jokaxkumo caga 1a je ¢ najpehn 3ajemumaku nesmitar Opojesa a u b, Tj. ma je
¢ = d. Tlomrro d|a n d|b, nocroje u,v € Z raxeu na je a = ud, b = vd. Oparie
u u3 (27) cnequ ¢ = (ku + mv)d, na je d < c¢. Tomro je d najsehu 3ajeguuaku
Jenuai, ciaenu aa je d = ¢, mro 3ajenno ca (27) naje nqoka3 Teopewe. \V4

IIpumerumo ma cmo, nokasyjyhu Teopemy 6 nokazanu u ciemehe TBpheme.

Ilocanemuna 1. Hajeehu sajednuyru deaunay, yeaux 6pojesa a u b je nHajmarou
npupodan 6poj obauka ka +mb, k,m € Z.

3anarak 44. Jlokazaru ma cy menu OpojeBu a u b y3ajaMHO MPOCTH aKO W CaMO

ako moctoje menu O6pojeBu k u m taksu na je ka + mb = 1. v
3anarak 45. lokazaru ma cy 6pojesu (aab) u (a%bb) y3ajaMHO IIDOCTH. v

3anarak 46. Heka je n mpupoman 6poj. Hokasaru ga cy 6pojeBu 3n + 2 u
5n + 3 y3ajaMHO IPOCTH. v
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3anarak 47. Heka cy m u n y3ajamuo npoctu nenu 6pojeBu. Jlokazaru ma je
(m+n,m-—n)=1wmwm (m+n,m-—n)=2.

v
Teopema 7. Axo je a = bq+ r, onda je (a,b) = (b, ).

A Heka je do 3ajenauuku genunan 6pojesa a u b. Tama je a = udy, b = vdy 3a
Heke u,v € Z, na je r = do(u — vq). Tume je mokasano dp|r; nakie cBaku 3ajei-
HUYKY Aenusial OpojeBa a u b je u 3ajequudku gesmian Opojesa b u r. Joun srakime
j€ JIOKa3aTu Ja BaXKW W ODPHYTO: CBAKHU 3ajeqHUYKU Jeujal OpojeBa b u r je u
3ajemHwdky geauial opojesa a u b. Omarie cienu tBpheme Teopeme. \V4

Teopema 7 mHaM Jaje mocTynak 3a Haslakeme HajBeher 3ajeHUYKOr IeIrora
neanx 6pojesa a u b. Osaj mocrynax masusa ce Eyxaudosum'® anzopummom u
cacroju ce y cienehem. IIpernocraBumo na cy a u b npupodnu Opojesu (3airto
TuMme He ymambyjemo ommrroct?). Ilpumenom Teopeme 5 u3BpIIMMO HU3 y3aCTOIHUX
JleJbemas

a =bq + 11, 0<ri<b
b=1r1qs + 1o, 0<rg<m
T1 =T2q3 + T3, 0<rs <mr

OSTn <Tp-1

Tn—1qn + Tn,
T'ndn+1-

Tn—2
Tn—1 =

Iomrro je ry < rp—1 3a cBako k, oBaj mocTymak he ce 3aBPIIATHU MOCJIE€ KOHAYHOT
6poja kopaka. HaBomummo nBe mocsennre OBOr MOCTYIIKA.

IMocnemuua 2. (a,b) =ry,.
v

A Hoka3 cnenu u3 Teopeme 7 mpumerseHe n myTa.

3amarak 48. IIpumenom [locmenune 2 Hahu HajBehn 3ajeannyaku geaumai 6po-
jema 1389 m 2014. v

ITocnemumna 3. Ceaxu padsomaer K %, a,b € N wmoorce da ce nanuwe y

002UKY
1
K =q1 -+ p + 1 (28)
? q+ -
1
. + a’
ade cy q1,qo, . . ., qn NPUPOOHU OPOjESU.
A Tlpumenom EyximmoBor asropurma, m06ujamo
+ 71 + 1 + 1
K=qr+——=q¢gT =1 =0 =
b o a@+ 2 @+ 7
1
Iocne n xopaka gobujamo (28). \V/

15Eme/m (oko 365—0ko 300. r. mpe XpHuCTa) — CTAPOrPYKH MaTeMaTHIAD
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Hedoununmuja 11. Pasnomuu suga (28) Ha3uBajy ce KOHAUHUM HENPEKUIHUM
(unu eepustcrum) pazasomyuma. OUinruje, BEpUzKHE Pa3IoOMak je u3pa3 obIuKa

1
Kk =q1 + . T 1 ) (29)
B+ -,
u MoxKe Jia OyJie KoHayan uim OeckoHadan. Bepuxkuu pasjomak (29) o3HauaBaMo
ncar= [ql,QQ7Q3, .. }

Banarak 49. [Jlokasatu na je - = [0,1,1,1,3]. Hauucaru 1—71 y 00IuKy

BEPUIKHOT PA3JIOMKA. v

3amarak 50. Ako je © = [q1,q2, ..., qn], e je ¢1 # 0, noKa3arTu xa je

1
- = [0,(]17612,“-,(]71]
x
(ymopeautu ca 3amarkom 49). v

Cpaku peasinu 6poj MOxKe Ja ce upejcrasu y o6iuky (koHausor uiu GeckoHa-
9HOT) BEPUIKHOI PA3JIOMKa. 3aucra, Heka je x € R mpoussosban Opoj u HeKa je
¢1 = [x] weros neo geo. Tana je

r=q1+b, 3Bameko 0<b <1.

Ako je by = 0, mocTymak je 3aBpIIEH W JOOWJIM CMO TIPEIACTaB/bare Opoja X y
00JIMKY BEPHIKHOT Pa3jora. Yy MPOTUBHOM, TOHOBHMO MOCTYTAK 33 OpOj bl_lz HeKa,
. 1 .
Je q2 = [bl ]7 T].
1
b =qy+0by, 3ameko 0<by <1.

1
Tazna je

rT=q + —.

q2 + b2
Axo je by = 0 mocTymaxk je 3aBpliieH; y TPOTHBHOM MTOHAB/AMO Ta 32 by L. Ma mm he
ce 0Baj MOCTYTIAK 3aBPIIUTH MOCJE€ KOHAYHO MHOT'O KOPAKa WJIU HE, 3ABUCH O] TOTQ,
Jla JI je x palmoHaJjIaH uiau mpanunonajan 0poj. Taunwuje, Baxku cienehe TBpheme.

ITocnemuua 4. Bpoj je payuonasam ako u camo aKo ce npedcmasna Kao KoHa-
YaAH BEPUNCHU PA3AOMAK.

A Jeman cmep osor tephema je Beh nokazan (Ilocienuna 3). pyru cmep ce
JIAKO JIOKa3yje MHAYKIHUjOM 10 GpOjy WIaHOBA y BEPHIKHOM DPasioMky (6poj n 'y
MMocnenuuu 3). \Y4

Hamnomena 3. Crtporo roopehin, mu jormn yBek Hucmo neduHucaIN OECKOHATHA
BEpUMXKHM pa3joMakK. Pekym cMo 1a ako HE 3a jemHo k y KoHAYHOM OpoOjy ox k
KOpaKa, y MPETXOIHO OIMCAHOM IMOCTYIKY He mgobujemo by = 0, umamo mocjia ca
,,OECKOHATIHUM BepuKHUM paditomkoMm”. To ce omHOCH caMO Ha CHTyAIujy Kamd no-
Aa3UMO 00 6POJa T U IPETXOHO OIUCAHM [IOCTYIKOM MY HPUAPYKYjeMO Hu3 {gn, }.
Jow yBek Hucmo sedunucanu onmru mojamM 6€CKOHAYHOr BEPUKHOL PA3JIOMKA, Tj.
yCJIOBA TTOJT KOJUM MOYKEMO /13 TOBOPUMO O ODPHYTOM IMOCTYIKY: KaKO 33 JATH HU3
{¢n} Hahn = 3a koje je © = [q1,q2,...]. Ha OGucmo Taj mojam crporo medbuHUCATH
U OPUAPYKUIM My peasia Opoj x (Ha jeiMHCTBEH HAYMH), HOTPEOAH HAM je MojaM
KOHBEPIreHIxje, ca KOjuM NeMo ce CyCcpecTu TeK KaCHHje.
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MebyTum, nekan 3a garu Hu3 6pojesa {g, }, 3axsasbyjyhu HEKO] HEroBoj crerw-
dudHOCTH WK TPABUIIHOCTH, MOXKEMO Ja HaljeMo (uiu 1moroaumo) peasnu 6poj ,
TakaB 1a je ¢ = [z] u ga, mpuMmemyjyhin NPETXOMHO OMMCAHU TOCTYHAK y k—ToM
KOpaKy mobmjamo 6poj gk, 3a cBako k. Y TOM ciydajy muimemo x = [q1, ¢z, - . .|,
nMajyhn y BUIy mocTymak KojuM cMo of Opoja @ Jomuu 110 Husa {¢y, }, a He cTpory
JebuHUIR]y OOPHYTOr MOCTYIIKA, T0IaKeha o/ HI3a {¢y, } 10 6poja x, n dopmaHy
nedbuHuI]y ,KOHBEPIreHIIMje BEPUKHOr pa3ioMka’ (3a Kojy HaM je morpeban ma-
Tepujasl Koju ussaxemo y [asu 4).

OgBo he nocararu jacauje kpo3 cienehe npumepe. i

Ipumep 16. Heka je # = v/2 + 1. MHOKemem u Je/bemeM OBOT Gpoja ca
(v/2 — 1) nobujamo = = 1/(v/2 — 1), 1j. V2 =1+ 1/x, na je

2+1 2+ !
xTr = —_ = =
x 2+ 1

x

Ouwnrie Ho je 1a 0Baj MOCTYNAaK MOXKEMO GECKOHAYHO /1A TOHABJHAMO, TI& TAKO 100n-
jaMo mpe/cTaB/bame HPAIHOHATHOr 6poja 2 (a TuMe 1 v/2) y 06/IMKY 6eCKOHAYHOD
BepHKHOr pa3ioMka: V2 = [1,2,2,...]. f
Banarak 51. (3uarHu npecek) (a) spadynaru
1

=14+—— 30
R (30)
1+,
(1j. mahu 6poj ¢ = [1,1,...], Koju uma GeCKOHAYHM BEPUKHU PA3IOMaK CACTABJLEH
caMo oj1 jenuHuna). YiyTcrBo: npumerumo Ja (30) MOxKeMO a HALUIIEMO Kao
1
¢ =1 + R
¢

a TIOCJIeIbY JeIHAYUHY MOYKEMO JIa PEIIMO 10 @.
(6) dokazaru m1a je

b= Vito=\1+VTItd=-. (31)

OBa 4YuBEHUIIA Ce HEKAJ| 3AMUCY]e Kao

o=yl Le VT )

Bpoj ¢ o kome je ped y oBOM 3a1aTKy HA3UBA CE 3A4MHUM Npecexom. Kopuctu
ce u repmuH 3aamua nponopuyujae. Y VI kmusu Enemenara Eykauna objanrmasa ga
TadKa JeJd Jy2K Y OJHOCY 3JIaTHE MPOIOPIUje aKO je OJHOC JLyKUHA LEeJe JyKA 1
Beher cermenTa mojiesIe je/IHaK OHOCY CerMeHaTa Mojiese; OAHOCHO, PeInMa TaHall-
e anredbapcKe HOTAIWje, aKo je

a+b
— =

6Kaou y caydajy OeCKOHATHUX BEPHKHUX PA3I0MaKa O KOjuMa je 0uao peun y Hamomenu 3,
u u3pasy (32), xoju uMa GeCKOHAYHO MHOrO cabupaka, MOXKEeMO Ja JaMO CMHCA0 CAMOCTAJIHOT
nojma (a He camo Apyre o3Hake 3a (31)), anm 3a TO MOpPaMO A3 CAIEKAMO JOK HE CTHTHEMO J0
lnase 4 (Bumeru 3azarak 22 Ha cTp. 186).
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r7e je a ayxwuna Beher, a b nyKuHa Mamer CErMeHTa MO/Ie e IyKU YKYITHE [IyKAHE
a + b. Yuraouy nperymramo Ja jgokaxe ja je koaudHuk (33) yBek jenHak ¢, 6e3
063rpa Ha TO KOJUKE Cy AyXKuHe a U b.

Ozmaxa ¢ yrenena je mo ®uanju'”, jep ce cmarpa 1a je OBy MpPOTOPIM]Y TecTo
KOPUCTHO Y CBOJUM CKYJIITYpPaMa. v

Samarak 52. Pubonauujes'® nus je nus F, 3azar ca
F():]., F1 = ].7 Fn+2 :Fn+1+Fn.
Jokazaru ma je

n+1l _ (_ 1y—(n+1)
F, = 9 (=¢) 34 n >0,

NG

rie je ¢ 37IaTHE TpeceK, yBedeH y 3agarky 51. Bpoj —¢~! ce wecTo o3mauaBa ca
1), TAKO 13 TMPETXOmHA (POPMYIa MOKE /13 Ce HAIUIIE Y BUIY

P — " Qr — "
F,=— nIn F,=—
Yurasarn koju je permmo 3amarak 51 BepoBaTHo je Beh mpumMerno 1a cy ¢ u 1) KOpeHu
jenmaumne 2 —x — 1 = 0. v

Teopema 8. (OcuoBHu craB apurmeruke) Ceaxu npupodan 6poj mosice da
ce npedcmasu kao npouseod npocmux. To npedcmasmarse je jeduncmeeno do Ha
nopedar MHOHCUMENG.

A Axko n uuje npocr, ouga je n = k- m. Ako cy k u m mpocTu 0Ka3 je 3aBpIIeH,
aKO HWCY, MOHOBMMO pe30HOBame 3a k m n. OBaj mOCTymak ce 3aBpIaBa IOC/IEe
KOHAIHOT Opoja Kopaka jep je k,m < n.

Jla 6ucMo [OKa3aau jeIMHCTBEHOCT OBOT IIPEACTAB/balba, MPETIOCTABHMO CYy-
MPOTHO: J1a TIOCTOjU TPUPOJAH OPOj KOjU MOXKe Jia Ce TPEeJCTAaBU Kao TPOW3BO
MPOCTHX Ha JBa pasznnunTta HadynHa. Heka je n uajmarbu TakaB mpupogaH O6poj u
HeKa je

n=pipz-Pr=qiq2- s, (34)
rae ¢y pi,---Pr, q1,---,(qs TpocTu OpojeBu, ypehenn tako ma je p; < po < ... <
Dry @1 < g2 < ... < qs. Taga je p1 # ¢1, jep 6u y cynporuom u3 (34) ckpahu-
BaleM Ca p; = @1 A06wmim Opoj nmy < M KOju WMa [BA PA3JIMYUTA MPEICTABIHA-

Ha, IITO je y CYIPOTHOCTH Ca W300pPOM 1 Ka0 HGjMaGHe2 MPUPOIHOr Opoja ca T
crojcrBoM. [IpermocraBmmo, we ymamyjyhm ommiroct, ma je p1 < ¢i. Hexa je
N1 =n —P1qaqs - - - 4s; JacHO je ma je ny < n. U3 (34) crenu

ni = (q1 — p1)q2q3 " qs, (35)
na je ny € N. A u3 (34) cinequ u

ny =p1(paps - Pr — G243 qs)- (36)

Ilomrro je n HajMamu mpupogan 6pOj KOju HEMA, jeIMHCTBEHO mpeacTaB/hame U N D
ny < n, u3 (35) u (36) cieau na ce p; n0jaBibyje KA0 MHOXKUJIALL MJIU Y ¢ — P WA
Y @2+ - gs- IIpBo HHUje moryhe jep 6u u3 q; — p1 = p1d caeauino ¢; = pi(d+ 1), mro
jé KOHTpaauKmuja, momro je g mpoct. Ocraje moryhHOCT 1a je p; MHOXKUJIAIL, y

Y ®duauja (®idras, 490-430. mpe Xpucra), CTAPOrPIKHE CKYIITOD
Jleonapno u3 ITuze (Leonardo Pisano Bigollo, 1170-1250), nosmat u kao Jleonapmo Bornaum
(Bonacci) u ®ubonauun (Fibonacci), urtaanjanckia MareMaTadIap
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Q2 qs. 300r qo - - - gsn CIIEMIN 1A je IPEICTABIbABE (2 - - + (s KAO IPOU3BO/IA IPOCTUX
jemMHCTBEHO, TIa Ou p; MOopao ma Oyme mekn ox 6pojeBa qo, . . ., qs. MehyTum, oBo je
umemoryhe 30or p; < ¢ < g2 < -+ < s \V4

Samarak 53. (a) Joxasaru ma ako Baxu d|ab u (d,b) = 1, ouga d|a.

(6) Heka je p mpocr 6poj takas ga p|lab. Jokasaru jga pla wiu plb. v

3anarak 54. Heka cy a, b u n npuponau 6pojesu, takeu ma a™ | b™. JTokazatu
ma a | b. v

3anarak 55. Heka cy a u n npupojanu 6pojesu u p npocT 6poj, Taksu fa p | a™.
Hokazaru na p" | a™.

3anarak 56. 30up CBUX JeIUTEHa PUPOTHOT Opoja n (yrbydyjyhu u 1 u n),
O3HYaBa ce ca o(n); IPYruM pedanma

on)=> d

d|n
(amp. o(6) = 12, 0(7) = 8, 0(8) = 15, 0(9) = 13). okazaru 1ra, ako Cy m u n
y3ajaMHO mpocTH, Baxku o(mn) = o(m)o(n). v

Bpoj koju je jennak 36upy cBojux npaBux (Tj. DPa3jIMYUTHX O Hhera camor)
JIeJTUTeha Ce HA3UBA CABPUIEHUM. Y TepMuHOJOrHju u3 3ajgarka 56, 6poj n je
cappirieH ako je o(n) = 2n (momro je y o(n) yksyden u cam 6poj n). Ha npumep,
OpojeBu

6=2-3, 28 =2%.7, 496 =2%.31 8128 =20.127 (37)
Cy CaBpIleHHU.

3anarak 57. Cienehe tepheme ce nanasu y IX kwu3u Eykmmnosux Ejgeme-
nata. Heka je 2" — 1 mpoct 6poj. Taza je 2"~ 1(2" — 1) caspmen. lokazaTu 0BO
TBpheme. YIyTCTBO: HCKOPUCTUTH 3aJaTak 56. v

Mozkemo sia npumeTumo ja cy csu 6pojesu (37) obmuka 2771 (2" — 1) (rze je
2"~ npoct) o xome je peu y 3amarky 57. To mmje ciayuajno — Ojaep je mokazao
Jla Cy CBHU mapHu CaBpIneHu OpojeBu Tor obiuka. Jlo mamac Huje MO3HATO 11 Jind
ITOCTOj€e HemapHu CaBpIieHn OPOjeBH, HAKO je MO3HATO 13 uX Hema Mehy 6pojeBuma
ca mame ox 300 mudapa, 1j. Mehy npsux 103°° npupoamnux 6pojesa. IIpumernmo
/13 je W OBaj pe3y/ITaT HETPUBHjAIAH, Tj. JIa Ce HE PAJIK O IPOBEPH, YaK HHU Y3 ITOMON
xommjyTepa. Kaxo je myxosmro mpmmermo amepmukn maremarwdap llorm Kyk ma
CBOM HHTEpHET OJIOTy, TOAMHA nMa Mame of 10% cexymmm; ma je Hexo modueo 1a
nposepasa y j06a Eykmama (mpe oko 2500 romuna) u nposepasao 102 (Mummjapy)
OpojeBa y CekyHIu, 10 caja 6m cturao Tek ;10 6pojesa ca 200 mudapa.

3anarak 58. (a) Heka cy k u n npupomau 6pojesu, taksu aa je k™ — 1 mpoct
6poj. Jokazaru na je k = 2 unu n = 1. Yoyrcrso: mokasaru (k — 1)[(k™ — 1).

(6) Mepcenosu'® bpojesu cy 6pojesn obmmka M, = 2" — 1. JlokazaTn ma je n
opocr ako je M, mpocr®. Ipumernmo ma cmo mpocre Mepcenepose 6pojese Beh
cycpenu y 3agarky 57. v

OMepcen (Marin Mersenne, 1588-1648), dbpaHmyCckm MOHAX, TEOJIOT, MATEMATHIAD U TEO-
pernyap My3HuKe

20 axo Cy HEKU MaTeMaTH4dapu y MepCceHOBO BEpOBAJIM J1a BAXKU M €KBUBAJIEHIMja, OOPHYTO
Huje tawno: My = 2047 = 23 - 89. Huje mo3maro na im IOCTOjH OECKOHAYHO MHOTO IPOCTHX
MepcenoBux 6pojesa.
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3.3. Panmonasiau 6pojeBu. [lo nesmx OpojeBa cMo morin Tpakehin 3aTBO-
PEHOCT y OHOCY Ha omepanujy « — —x. Ha cimvan maqwn, Tpaxkehn 3aTBOpEHOCT
¥ OJHOCY Ha omepanujy T — ' J0Ja31MO JI0 110/ba PaluoHaIHuX 6pojesa Q. Ako
je (F, 4+, ) nome, moackyn E C F HasuBamo nomnomem axo je (E,+,-) mome; E je
NOTTIO/hE aKO M caMo ako 3a cse a,b € Euc € E\{0} Baxub—a € Fua-c"' € E.

Hepunumnuja 12. Cxyn payuonaanuz 6pojesa Q je HajMarmbe MOTIOIBE 110JbA,
(R,+,). Ckyn R\ Q ce HaszuBa ckynom upayuonaarur opojeaa.

Cneneha teopema ce mokadyje Ha camdan HaduH Kao Teopema 4.
Teopema 9. Q = {mn~! |m € Z, n € N}.

A Jloka3 cienu w3 YWH-EHWIe A je CKYN Ha JeCHO] CTpaHu motnoke y R, u u3
MUHHMAJIHOCTH IOTIOBA Q. \V4

3anarak 59. /lokazaru ja He IOCTOju paMOHAJIAH OPOj 4nju je KBaapaT IpocT
6poj.
Ymyrerso: (7)* =p A (m,n) =1 = plm = pln. v

n
Beh cmo pedunucanu nojam ypelhenoe noma, 1j. crpykrype (F,+,-,<,0,1),
rakBe z1a je (F,+,-,0,1) nome, a < pesaimja MopeTKa Koja je cazAacha ca onepayi-
jama nona, Tj. Koja 3amoBosbana akcuome (Al5) u (A16).
IMospe paruonannux OpojeBa je Hajmarse momanno ypeherno nose (MOICETUMO
ce na je < pejamnmja moma.anoz MoOperka ako 3a10BosbaBa akcuomy (Al4)). [a
O6mCMO OBO TIperu3upasn, yBogumo cienehy medpununmjy.

Hedununnuja 13. Heka cy (Fy,+1,-1,<1,01,11) u (Fy, +2, -2, <2,09,15) ype-
hena mospa. Ilpeciukasame [ : F1 — Fb je mopguszam (nmm zomomopgusam) moba
AKO BaXKU

flx+1y) = f@) +2 f(y), fl@ay)=f(z)2f(y) (38)
AKO cy (Fla +1a ‘1, §17 Ola 11) n (F27 +2a ‘2 SQ? 027 12) ABa ypebeHa ToJjba, MPpecymn-
kaBame f : F1 — Fy je zomomopdusam ypelherur nowa axo y3 (38) Baxu u

v <1y = f(z) <2 fy)
XomopduzaM Koju je Oujexnrja Ha3UBa ce u30MOopPuamom, XoMoMopdusaM Koju je
UHjeKIuja MOHOMOPPusmom , XoMOMOpDH3aM KOjU je CypjeKIHja enumopPuamom.

3anarak 60. Heka je
f : F1 — F2

xoMmomopduzam nosba. Jokazaru ga je f(01) =02 u f(11) = 1o. v

Hedopmamano peueno, xomomopdusaM je mpecInKaBame KOje dyBa CTPYKTYDPY
nosba u ypehema, a n3oMopdu3aM IPEeCIUKABABE KOje Y3 TO 9yBa U KAPIUHATHOCT.
Anasnorno ce gedunuiny (u30)mopdusmu (ypehenux) rpyna, npcrena u resa, Kao u
(u30)Mopdusmu ypeheHux cKynosa, 3axreBoM Ja dyBajy oxrosapajyhe crpykrype.
Xomomopduzam ypeljenux cKymoBa Ha3uBa CE jOUI U MOHOMOHUM NPECAUKAEA-
wem; xomomopdusam ypehenor ckyna (X, <) y (X, <) nasusa ce pacmyhum, a
xomomopduzam ypehenor ckyna (X, <)y (X,>) onadajyhum npeciukaBarmbem.

Axko je

f : F1 — F2 (39)
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xoMomMopduzam nosba, ouga je f(Fy) mornome noma Fy wnu {0}. Baucra, uz (38)
caean

flw—y)=fx)—fly), fl@-y ") =flx) fly)

na je ckyn f(Fy) 3arBopen y onnocy Ha onepanuje nosba Fp. Cxyn f(Fy) Hasusa
ce caurom TomomopPpusma [ u oznadasa ca Im(f).

3anarak 61. Heka je ¢ : F1 — Fy mopdusam nospa. Je3epo romomopdhusma
 ce geduHUIE KAO CKYyI

Ker(p) :={z € F1 | f(z) = 02}.
Hoxazaru na je Ker(y) wimum {0} wiu neno noswe Fj. v

M3omopdue cTpyKType ce, O9uIieHO, MOr'y IOTIIYHO HACHTH(PUKOBATH — OHE
ce pa3jMKyjy camo y O3HaKaMa eJeMeHara, onepanuja u penanuja. Axo je (39)
MOHOMOpPdU3aM, OHIA je

[P — f(F)

uzomopduzam nospa Fy u nornospa f(Fy). Iomro uzomopdha nosba ugeHTudUKy-
JEMO, MOXKEMO J1a KaXkKeMo JIa je y OBOM cjy4ajy F) mornosbe mosba Fo.

Hedunaumnuja 14. Axo je Fy nmornosse nmosba Fo KaxkeMmo 11a je mobe Fh pawu-
pere nona Fi. O

Teopema 10. Axo je (F,+,-,<,0,1) npoussowno momanano ypeherno nose,
01O MOCMOjU MOHOMOPPHUIAM YPEHEHUT NOMDA

p:Q— F.

Zpyeum pevuma, c6aro momaato ypeherno nose je pausuperse nosa POUUOHAAHUT
bpojesa.

A Heka je (F,+p, r,<p,0p,1p) roramso ypeheno nose. ledunumumo mpec-
JITKABAHE

0:Q—F, omn™):=(m-1p)-(n-1p)7",

rnejen € N,n-1lp:=1p+ ...+ 1p 36up n jeqununa y nossy F,m e Zum - 1p
36mp m jemmnnia ako je m > 0,0 ako je m=0u —(—m - 1p) axo je m < 0.

Jlako je Buzeru 1a je ¢ mopduszam. [la bmcmo mokazanun aa je MoHoMopdu3zam,
IPETHOCTaBIMO 713 je mn ™' # 0. 13 unmenure 1a ce paJd O pealiji TOTaJHOT
noperka, ojarie caeau ga je mn~! > 0 mwimm mn~' < 0. IIpermocrasumo ja je
mn~1 > 0, apyru ciyuaj ce pasmarpa anaiorno. Iomro je n € N, To 3naun ja je
u m € N. Ilomwro je y cBakom toranuo ypehenom nossy O < 1p, u3 carsacHocru
peJanmje mopeTKa ca omneparnujamMa mosba ciean g1a jem-1p > 0un-1p > 0, ma je
(m-1p)-(n-1r)~t > 0. Tume cMo J0Ka3aIM UMILTHKAIIA]Y

mn~t #£0 = o(mnt) #0. (40)

Opariie 1ako cieu 1a je ¢ uHjeknuja. 3aucra, ako je o(q1) = ¢(ga), U3 YumbeHuse
1a je ¢ mopduszam ciaemsu

0=wp(q) —e(g2) = (a1 — g2),
a onarie, 36or (40), na je ¢1 = go. \V4
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Hanomena 4. IIpumernMo 1a cMO, y CKJOIIy JI0Ka3a IPETXOJIHE TeopeMe,
nokazanu cienehe Tepheme: Moppusam ¢ : Fy — Fo je monomopuduszam axo u
CaMo KO UMG MPUBUJAAHO JE32P0, Mj. AKO U CAMO AKO je

Ker() = {01}
(Bumern 3anarax 61). o
IIpumep 17. (Paumonanusanuja pasiaomaka) Hexka je
Q[V2] :={a+bV2]|a,bc Q}.

OBaj cky1 je nospe, Koje je pamupeme moba Q. 3aucra, cBe aKCHOME [0JbA CE JIAKO
TIPOBEPABA]jy, CeM Er3UCTEHINje WHBEP3HOT €JIEMEHTA 33 MHOKEme, jep Ha TPBU
TOTJIE/T HYje OYHUTJIEIHO 3aIITO je 3a a,b € Q Opoj

a +1b\/§ © Q[\@]
MeljyTuum, MEOKemeM Gpojuona 1 MMEHHONA ca a — byv/2 mo6mjamo
1 _ 1 a— b2 _ a B b V2
a+bvV/2 a+bv/2 a—by/2 a?2-202 a2-—202" "
mTO MoKasyje Ja oaj 6poj mpumaa ckymy Q[v/2]. v

4. ApxumenoBo u KaHTOpPOBO CBOjCTBO peajiHe mpaBe

4.1. ApxumenoBa m KauTopoBa akcmoma. Beh cvmo cmomenymm, a cama
hemo 1o u jokazaru, Ja y nosy y kome saxe akcuome (Al)—(A16) Apxumenosa
aKCHOMa,

(APX) Apxmumenosa akcuoma: (Va € (0,+00))(Vb € R)(In € N)na > b

cnenm w3 Axcuome cympemyma. OO6pHYTO He Baxku: u3 ApXuMenoBe aKCHOME He
cnequ Akcuoma cynpemyma, Tj. ApXuUMeEICKO 1osbe He MOpa ja Oy/1e KOMILIETHO —
MpUMEp HEKOMILJIETHOT ADXMMEICKOT MoJba je mosbe Q. Ajm ako, Kao mMTO CMO
maropectusin wa 17. crpanu, Apxumenosoj akcuomu gomamo u caenehy, Kan-
TopoBy,2! akcuoMy, OBe JBe aKCHOME 33jeJHO Cy eKBHUBaJeHTHe AKCHOME CyIIpe-
MyMa.

(KAH) KanropoBa akcmoma: Heka je 3a csako n € N nar unrepsan [ay,, b,] u

HeKa BaXKW [an11,bnt1] C [an, by]. Tama je

ﬂ [an,by] # 0.

neN

Teopema 11. Apxumedosa u Kanmoposa axcuoma, yseme 3ajedno, cy exeu-
sasehmue AKCUOMU Cynpemyma.

A IlpermocraBumo TpBO ga Baxkm Akcmoma cympemyma. Kama we 6m Baxkmma
ApxumenoBa akcuoma, mocrojasiu 6u peannu 6pojesu a > 0 u b, TakBu ga je na < b
3a ceako n € N. Taza 6u ckyn T = {na | n € N} 6uo orpanuden omo3ro u
HempasaH, ma 6m, mpeMa AKcnomMu cynpemyma, nmao cympemym. Heka je A = sup 7.
Iommro je a > 0 Baxkuao 6u A — a < A, ma A\ — @ HHUje TOpHa rpaHuna ckyma 7.
Oparne ciaemu ja 3a Heko n € N Baku na > X\ —a, 1j. (n+ 1)a > A, mro je
KOHTpauKIHja ca A = sup 7. Osume cmo jokazanu (CYII) = (APX).

2lKanrop (Georg Cantor, 1845-1917), HeMa4YKu MaTeMaTHIAp



4. APXIMEJOBO I KAHTOPOBO CBOJCTBO PEAJIHE TTPABE 39

Heka cy an, b, kao y (KAH). Taga 3a m < n Baxu
Um < ap < by < by, (41)

U, Crenujajgao, a1 < a, < b, < b;. Omarie ciaenu na je by ropma rpaHuia CKyra
A ={a, | n € N} u a; jgoma rpannna ckyna B = {b, | n € N}. I3 Arcnome
cynpemyma u Teopeme o undumymy (Teopema 1) cienu ma nocroje a = sup A u
b = inf B. JTokaxumo aa je a, < a < b < b, 3a cBako n, onakJje he na ciemu

[a,8] € () [an, bn)- (42)
neN
IIpermocrasumo 1a je b < a, 3a weko n. Taga a, He MOXKe ja Oyje T0ba IPAHUI
ckyma B, ma 3a Heko b, Baxun
by, < an. (43)
Axojem < n,u3 (43) u (41) cnequ b,, < by, < a,, < by, WITO je KOHTPaAUKIKja. AKO
jen < m, u3 (43) u (41) cnenu by, < ap < @y < by, WTO je OLET KOHTPAJIUKIIU]A.
Haxae b > a,, 3a cBako n. Cauuno ce gokasyje u (Vn)a < b,. To nokasyje (42), a
rume u ummmkanujy (CYII) = (KAH).

ITpermocraBumo na Baxke (APX) u (KAH). Heka je T C R Hempa3saH u 010310
orpanundven ckyn. Heka je a; € T mpousBosbaH eeMenT ckyna 1 u b; merosa mpo-
u3BOJbHA ropma rpanura. Heka je n € N. 3 Apxumenose akcuome u Jleme 4
CJTeIi [1a TIOCTOjU HAjMalbu MPUPOIHU OPOj M, 3a Koju je b, = a1 + m,2~ " ropma
rparnna ckyna 1. Hexka je a, = a1 + (m,, — 1)27". Tana je [an,b,] NT # 0.

Hokazaliemo 1a wHTEepBaNn [a,,b,] 3amoBosbaBajy npermocraBke Kantopore
akcuoMe. U3 m,2~" = 2m,2~ "V cuemu ma a1 + 2m,2- "t jecre, a a; +
(2m,, — 2)2_("+1) Huje roptbe orpanuuerse ckyna 1. Ouarie cieau jJa BaXkKu ujiu
M1 = 2My, WA My = 2, — 1. Caza ce J1axo BUIH Ja je [an11, bnt1] C [an, bnl,
na u3 (KAH) cremn Nyenlan, by # 0.

IIpernocraBumo ga ckyn NpeN|an,b,| caapxu nsa enementa a < b. Tana 6u
3a cBako n € N Baxuio b —a < 27" 1j. 2"(b — a) < 1. Ilowro u3 Bepuynujese
nejeanakocru (Jlema 6) cuequ 2" > n, pobujamo n(b — a) < 1 3a cBe upuposue
6pojese n, mrTo je y Kourpaaukuuju ca (APX). Takie, cKym NyeN|an, by caapxu
TavIHO jeflaH ejleMeHT c. Jlokaxkmmo ma je ¢ = sup 7.

IIpermocTaBuMoO f1a ¢ HUje TOpibe orpannderme ckyna 1'. Taga je t > ¢ 3a HeKO
t € T. Pe3onyjyhu xkao masormnpe, 3aksbydyjeMo na u3 bepuynujese HejeqHakocT u
ApxumeioBe akcrome ciejn Jia MOoCTOju Mpupoian 6poj n 3a Koju Baxu t—c > 27",
Ognarane, momro je ¢ € [ay, by], cnenn na je a; +m,2~"™ < t. To je y KOHTPAIUKINjH
ca meduHUNMIOM OpPOja My, -

[IpermocraBumo cajia 7a MOCTOjU TOpHe Oorpannyere d ckymna 1, TakBo j1a je
d < c. Taza, moHoBO Ha ocHOBY BepHynujeBe HejeHakOCTH U A PXUMEIOBE AKCHOME,
3a weko n € N Baxku ¢ —d > 27", Tazma 6u, momro je ¢ € [an,bdy], BazKmIO
a1+ (my, —1)27"™ > d, Tako na 6u a3 + (M, —1)27"™ GuI0 ropme OrpaHuIeHe CKyIa
T, mrTo je omer y KOHTpamuknuju ca aeduHunujom m,. Cremu ga je ¢ = supT.
Osume je nokaszana nmmmkaiuja (APX) A (KAH) = (CVII). \V/

o caga cMo Buie/n /14, IPUIKKOM aKCHOMATCKOL 3aCHUBAbA CUCTEMA PEATHUAX
Opojesa, y3 akcuome (A1)—(A16) moxkemo momaTu OGUIIO KOjy OJ €KBUBAJEHTHUX
akcroma (CVII), (HEI), (AEQ) nan (APX)+(KAH). V Ilaparpady 6 hiemo ce
CYCPECTH Ca jOII IBa eKBUBAJIEHTA OBUX aKCHOMA.

Hapoaumo caga HEeKOMKO nociaeauna ApxumenoBe aKCHOME.



40 1. BPOJEBU

Hocnemuua 5. 1) 3a ceaku peanan 6poj x > 0 nocmoju npupodar 6poj n
maxae da 6axHCU % <.
2) Anoj60§x<%3aceen€NOH0ajex:O.

A N3 (APX) cnequ (In)n -z > 1, a omarne 1). 2) ciemn u3 1). \V/

Ilocnemuna 6. 3a ceakxu peanar 6poj T nocmoju yeo 6poj k makras da eaorcu
k<z<k+1.

A Heka je x > 0. I3 Apxumenose akcuome u Jleme 4 ciepu j1a mocroju HajMamu
npupoman 6poj n 3a koju jen -1 > x. Tamaza k=n—1Baxun k <z < k+ 1.
Cayuaj x < 0 W3BOIM Ce M3 OBOT, MHOMXKEMmEM ca, —1. \V4

Bpoj k uz Iocneaune 6 HazuBa ce yeaum desom peastHor Opoja T ¥ O3HAYA-
Ba [z]. Pasnuka {z} := x — [x] nasusa ce pasrommerum deaom 6poja x. Ilpema
TMocaenuim 6 3a cBaku 6poj @ € R Baxku [z] < z < [z] + 1. Hexa je dy = [z].
IpernocraBumo na je dy < z m mogenanmo nHrepnan [[z], [x] + 1] Ha 10 jexmakmx
nenosa. Taza nocroju npuponan 6poj di, 1 < dy < 9 Takas ga Baxku x € [do + dj -
107, do + (dy +1) - 107Y). Ako je x = do + dy - 107! mumemo = = dy,d;. Axo je
x > do +di - 107!, orna mocroju mpupoman 6poj de, 1 < dy < 9 Takas na BaKu
x € [do+d;-107 1 +do-1072,dg +dy - 1071 + (da + 1) - 1072). TIpomyskumo i oBaj
NOCTyNaK, UHIYKTUBHO Jaedbunuinemo (KOHAYAH ujm GeCKOHadaH) CKyI dg, di, ...
u mmnemMo r = dg, dids - - - . OBaj u3pa3 HABUBAMO OCYUMAAHUM 3ANUCOM PEATTHOT
6poja x; 3anuc weroBor passiomibeHor gena je {x} =0,dyds - - -.

Hapagno, nepeme narepaia #a 10 geoBa je crBap Koupennuje. AKO, yMecTo
na 10, uHTEpBAJIE Y IPETXOHO] KOHCTPYKIUjU JAeJIUMO HA JBA Jeja, 100ujaMo Ou-
HAPHU 3aNUC PA3IIOMILEHOT JIeJIa, TP YeMy 3a cBako k Baxku dy € {0, 1}, nememem
Ha TPU JieJia Jo0ujaMo 3aIuc y OCHOBH TpH, ca dy € {0,1,2} ura.

4.2. T'yctuna ckyna pamuoHaidHux 6pojeBa. Cueseha Baxkna mociemuna
Apxumenose akcuoMe OTHCYje PACToOpe] PAIMOHAIHUX OPOjeBa Ha PEATHOj TPaBo).

Teopema 12. (I'yctuna ckyna panmoHasHUX OGpojeBa) V ceakom unmep-
sany (a,b) 3a a < b nocmoju bap jedan payuonasar 6poj.

A Tlo mpermoctasiu je a < b, Tj. b —a > 0. U3 ApxumenoBe akcuoMe CIeIH 1
nocroju upupoian 6poj n 3a koju Baxku n(b —a) > 1, ognocuo

nb > na + 1. (44)
Heka je k = [na] neo meo 6poja na; Tj.
k<na<k+1. (45)
Tana u3 (44) u (45) cnequ nb > na+ 1 > k + 1 > na, 1j.
E+1

a< —— <b
n
Tako cvmo mobunu panuonanan 6poj ¢ = (k + 1)n~! npunana unrepsany (a,b). v
3amarak 62. Jdujagcku 6pojeBu Ejemenru ckyna
m
D:{2—n\mez, n € N}

Ha3MBajy ce dujadckum payuornasrum bpojesuma. Jlokazaru na je ckym D rycr y
R.
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YyTcTBO: IMUTHPATH JOKAa3 MpeTXo/He TeopeMe. llpumerntu na je
m
a<27<b < 2%a <m < 2".

Hokazaru na mocroju n € N ca cojcTBoM Ja je 2™(b—a) > 1, kopucrelin Apxume-
NoBY akcmoMy?2?. BaK/byduTH ofaTiae 1a y nHTepBaty (2"a,2"b) mocroju 6ap jeman
eo 6poj m. v

Teopema 12 moka3yje ma Cy, 3a pa3auky O MPUPOJHWUX W IEeJUX OpojeBa, pa-
uoHAJIHN OpojeBu rycTo pacnopehenu ma peannoj mpasoj. Kacuuje hemo Bumern,
MehyTuM, 13 y U3BECHOM CMUCILY PaIlMOHAIHUX OpojeBa Hema suwe 00 npupooHUL
(uako cy cBu npuposHu 6pojeBH PALMOHAJIHM, AW HE U OOPHYTO), JOK DEATHUX
6pojesBa uma muoro suiie o patuonanuux (Teopeme 15 u 16). Ilpe rora, Tpeba na
MPEIU3UPAMO TIITA TO 3HAYN [ €JIEMEHATA jeIHOT OECKOHATHOT CKYTIA UMG SUUE
ox egemenara apyror. To je ciemeha Tema Harer m3ydaBarba.

5. Bpojuoct ckyna

5.1. Kapaunaiauu 6pojeBu. Konaunn u 6eckoHauynu cKyiosmu. Ha mo-
9eTKy OBE IIaBe CMO PEKJIH J1a je [T0jaM IPUPOSHOr OpOoja Be3aH 3a KOHIIENT Opojama,
Tj. yrBphuBama 6poja eaemernama HEKOr cKyma. Ilpu Tome je mojam 6poja MHOTO
mytahu on KoHmenTa 6pojama. JOII y HEOJIUTCKO 1004, JbYAU Cy YMEJIU J1a yTBPIe
OpPOjHOCT CBOT' €T/, IIJIEMEHA U CJI, HAKO HUCY 3HAJU 3a alCTPAKTHE II0jMOBE Kao
mro je nojam 6poja. Kako cy To umnunu? YnopeljuBamem. Ha mpumep, yjyTpy
Ou HaAIPaBUJ/IM IOMUJIYy KaMeH4Ynha Ha KOjy Ou 3a CBAKy >KUBOTHIbY CTA/a CTABUIIA
mo jeman kamenunh, a yBede O6M ca TOMUJE CKUHYIW MO jeJaH KaMeHunh, W TaKo
Ou yTBPAWIN [1a JIM C€ HEKA KUBOTHHA M3ryomna. [IpumernMo na u Mu JaHac |e-
CTO YNPaBO TaKO yTBPhyjeMo OPOJHOCT CKYIIOBA — aKO KEJIMMO Jia yTBPIUMO J1a. JIN
MMaMO JIOBOJBHO TAIHHM 33 CBAKYy O 7 IMOJBHUIA 33 Kady, Hehemo aBamyT OpojaTu
210 1 (HAPOYUTO AKO je 7 BEJIUKO), Hero fieMo jeJiHOCTaBHO Ha CBAKY TAIHY CTABUTH
LIOJbUILY U BUJETH J1a Jiu HeKa Hepocraje. U1 To mro Mu 1aHac padyHaMo y CUCTEMY
ca ocaoBoM 10 je Be3ano 3a ynmeHuIly ga umamo 10 npcrujy — mpBu OpOjHU CUCTEMUT
y UCTOpHju cy ynpaso cucremu ca ocioBoM 10 u 20, HacTaau n3 KOHIENTa 6pojerma
»,Ha TpCTe”, Tj. MPUAPYKUBAKA €IEMEHATA HEKOT CKYIIa MPCTUMA HA PyKaMma.

Cama hemo garu crpory (opMmysanujy 0BOI KOHIENTa, KOja MMa CMHUCIA U 34
OecKOHATHE CKYIIOBE.

Hedunanmuja 15. Kaxkemo na cy ckynosu A u B exeunomenmuu (wiu 1a
umajy ucmy moh, wiu uemy 6pojrocm) ako nocroju Oujeknuja

w:A— B.

Ckyn A je xomauwan ako je mpasaH WU je 3a HEeKO Ny € N eKBUIIOTEHTaH CKYILY
{k e N|n<ng}. Cxyn A je beckonauar ako HUje KOHAYAH.

Axko cy ckynmou A u B ekBunorentau, numiemMmo A ~ B. Jlako ce Bumm 1a BaxKu
A~A, A~B=B~A, A~BAB~C=B~C.
IIpumep 18. (1) Ckyn 2N := {2n | n € N} napunx 6pojeBa je eKBHIOTEHTAH
cKyiry npupoanux 6pojea. 3aucra, ¢ : N — 2N, ¢(n) = 2n je Gujekiuja.

22ApXI/IMe,ZLOBy AKCHOMY y OBOM OOGJIMKY, Ca MHOXIbeM ca 2" ymecTo ca m, Beh cMo u3Benu u
KOPHUCTHIN y AoKa3y Teopeme 11.
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(2) 3a npousBosbHe peasHe 6pojese a,b, a < b unrepsai (a,b) je eKBUIOTEHTAH
unrepsaiy (0,1), jep je z — (b — a)x + a 6ujexuuja (0,1) — (a,b).

(3) Us 6ujextusnoctu dbynxmuje ¢ : R — (=1,1), ¢(z) = z(1 — |z|)~! cremn
maje (—=1,1) ~ R. il

3anarak 63. dokazatu N ~ Z. v

Knacy cBux CKymoBa €KBHIOTEHTHUX CKyIy A HA3MBAMO HETOBUM KapOUHA.A-
Hum Opojem u oznagaBamo Card(A). Kaxe ce jom u ga je Card(A) moh cxyna A.
Axo je ckyn A konavan u ng 6poj uz dedununumje 15, numemo u Card(A) = ng; 3a
npasan ckyn Card(f) = 0. Ja je osa medunnnmja ompasmana, Tj. 1a 3a KOHAYAH
ckyn A moctoju jenuacTBeH O6pOj Ny oapehen Jdedwururmjom 15 caenu u3 ciaeneher
TBphema.

Tspbeme 1. Axo 3a m,n € N esastcu
{keN|k<m}~{keN]|k<n},
onda je m = n.
A Tpeba ma moKazkeMo Ja 3a 1 7 M He MOCTOju OmjeKImja,
p:{keN|k<n} > {keN|Ek<m}.

JlokaxxkuMo OBO TBpheme mHAyKIujoMm mo n. 3a n = 1 owo je ounrsmenuo. Ilper-
TTOCTABUMO JIa BaXKW 33 N M HEKa je

o:{keN|k<n+1} > {keN|k<m}

6ujekunja. Ako je p(n+ 1) = m 03HAUNMO ca ) PECTPUKIM]y OMjeKInje ¢ Ha CKYIT
{k € N |k <n};akoje p(n+1) =my #m um = ¢(ny), neburnmmnvo

k=
bi{keN|k<n} > {keN|k<m—1}, k) ={"Y =
(,O(k), k 7& ni.
Ouursieqso je ga je 1 bujexiuja, ma mpemMa WHIYKTUBHO] TPETTIOCTABIN BAYXKU M —
1=mn,1. m=n+1. \V4

ITocnenuua 7. Konauwan ckyn Huje eK6UnoOmMeHmar HujedHom C60M NPasoMm
nodexyny.

3amarak 64. (KomOunaropura) (a) Jlokasaru J1a je KapAuHaIHU OpOj CKyTIa
ceux Oumjexumja f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} jennak n!. (Beh cmo peknu na
ce bujeknuje ckyna {1,2,...,n} y cebe nazupajy nepmymayujama.) YIyTCTBO:
[MPUMEHUTH MEeTOJT WHIYKIHje.

(6) dokazaru 1a je KapauHaaau 6poj CKyTa CBUX ypeljenux k—Topku ejgemeHara,
ckyma {1,2,...,n} jenmax n*. VYpeheme k-Topre ememenmara cxyma {1,2,...,n}
30BYy ce eapujanujama k—Te Kjiace oI 1 eJeMeHaTa.

(B) Jdokazaru na je kapaunaauu 6poj ckyna csux ypehenux k—ropku pasau-
wumuz enemenara ckyma {1,2,...,n} jeqnax (nﬁi’k)' OBu esleMeHTH HA3UBAjy Ce
sapujayujama 6e3 nonasmama k—re Kiace oj n eieMeHara.

(r) Jokazarm ma je 6poj moackymoBa ckyma {1,2,...,n} koju wmajy k ese-
MEHATA jeTHAK (Z) OBaj Opoj Ha3mBa ce OpojeM xKombuwayuja k—Te Kjace ox n
efeMeHara.

(n) Jokazaru na je 6poj ceur noackynosa ckyna {1,2,...,n} jenqnak 2.
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IIpumep 19. Pasmorpumo 3azarak 64 (r), y Kome ce rosopu o Opojy HOj-
ckymnoBa ckyna {1,2,...,n} koju umajy k enemenara Ha cienehu Haumu. IIper-
OCTABUMO JIa TPYIIX Ol N CTyJeHara Tpeba /1a ImojeamMo Kk Kapara 3a IO30PUIITE,
TaKO JIa CBAKW CTYIEHT MOXKe Ja J00uje HajBuine jenny xKapty. To MmoxkeMo Ja
M3BEIEMO TAaKO IMITO y3MEMO N TeIy/ba, O Kojux k obene:kumo ca t, a OCTaamx
n —k ca 1, u nogenumo ux crysentuma. CTyneHT Koju j00uje 1enysby obesieskeny
ca t mobuja KapTy.

Jlakye, cBaku CTyAeHT A00uja jeman cabupak u3 omuoma 1 + t. Ilurame je: Ha
KOJIUKO HauuHa k cryjeHara Moxe Ja nobuje cabupak t (a ocramu 1)7

ITocmaTrpajmo moanHOM

FO =1+t =1 +t) ... (1+1).

n

Y dbopmupamy xoedunujenta y3 t* yuecrsyjy csu moryhn npoussomu y Kojuma ce
t mojaBspyje k Tauro myra. Jlakie, OpOj HAYMHA 113 TOAETNMO Kk Kapara rpyMmu O
n cTymeHaTa je ynmpaso Taj Koedburmmjent y3 t* y p(t). 13 6unomme dbopmyte ciemm
1a je Taj 6poj (})- i

3anarak 65. Konuko uma unjexkuuja f: {1,2,...,n} — {1,2,...,m}? v

3amarak 66. Permcrapcke rabauie na ayromobminva y Beorpamy mouniby
croeuma BG, u3a kojux way 4 mudpe u jorr gBa JaruHnYgHA ca0Ba. Koauko ayTo-
MOOHMJTa, MOXKE 1A C€ PETUCTPYje Ha Ta] HAUWH?! v

3anmarak 67. Konuko nma derBopormdpenux OpojeBa kojuma cy cse mudpe
pazmumaure? dokaszaru na je mehy mwuma 2296 maprux 6pojeBa. Kosmko uma
HEMApHUX ! v

3anarak 68. Komnko mma gerBopommdpenunx 6pojeBa Koju

(a) umajy cee uudpe paznuuure?

(6) nemajy uujenny uudpy 77

(8) umajy rauno jenuy uudpy 77

(r) umajy Hajmame jenuy uudpy 77

(n) umajy najsurie jeany tudpy 77

() umajy tauno jexny uudpy 7 u Tauno jeauy mubpy 07 v

Cunenehie tBpheme je kourpact Iocaenuiu 7 u 1aje KapakTepu3aiyjy KOHATHUX
(a TMMe U GECKOHAYHUX) CKYTIOBA.

Tepbeme 2. Caedeha mephera cy exsusasenmua.

(1) Cwxyn A je exsunomenmar HeKOM CEOM TPAEOM NOOICKYNY.
(2) Cryn A je beckonauan.
(3) Iocmoju unjexyuja @ : N — A.

A (1) = (2) cnean u3 Hocnenuue 7. Heka Baxku (2). Jedunummmo unjekuujy ¢ :
N — A wanykrusno. Heka je ¢(1) mpoussosban enement ckyna A. IIpernocraBumo
na cvo nedunncamn ¢(n). Iomro je ckyn A 6eckonadan, ckynm A\ {p(k) | £ < n}
je mempasau; Heka je ¢(n + 1) meros mpousBo/baH ejement. Tume je mokasaHa
nMiukan@ja (2) = (3). Ipernocrasumo cama na Baxku (3). Ilpumermmo nma je
o : N = N, o(n) = n+ 1 unjekuuja ckyna N ua weros npasu nogckyn N\ {1}
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(Teopema 3). HdeduHunmMo npecaukaBarbe

a, a ¢ ¢(N),

vidm A vl = {@(U(n)% @ = pln).

Jlako ce Buam 1a je ¢ Gujekuuja ckyna A u merosor mpasor moackyna A\ {¢(1)},
mTo JoKaszyje umiumkanujy (3) = (1). \V4

3amarak 69. Heka je A komagan ckyn. Jlokaszaru na je upeciukaBame f :
A — A 1-1 ako u camo ako je HA. /Ta mm wcro Baxkm 3a GeckoHauHe CKynose? v

W3 Tephemwa 2 ciaequ na je N  Hajmamu” OecKOHAYAH CKYT, Y CMUCIY [1a CBAKA
OecKOHAYAH CKYTI CaAPIKHU MOACKYT Koju je ekBunorernTan ckymy N. Ilpenusupajymo

oBy dopMmyanmjy.

JHedpuuumnuja 16. Kaxemo na je Card(A) < Card(B) ako mocToju WHjeKImnja
p:A— B.

OBumMe je yBeseHa jegana penaiuja noperka. 3aucta, pedJeKCUBHOCT CIeId 13
WHjeKTUBHOCTH MAEHTHYKOT mpecankapama idy : A — A, id,(z) = z, a Tpansu-
THBHOCT U3 YNIHEHUIIE /1A je KOMIIO3UIHja JBe WHjeKInje NHjeKImja. AHTHCnMerpu-
9HOCT je cajpxkaj ciemehe Teopewme.

Teopema 13. (KarnTop—Beprmrajrosa®?

Card(A) < Card(B) A Card(B) < Card(A) = Card(A) = Card(B).

Teopema)

A Hekacy f: A— Bwug: B — A unjeknuje. Tpebda 1a KOHCTPYHUIIEMO OWjEKITHjy
w:A— B.

Heka je xp € A npousBosbhu eement. Axo je xg € g(B), Hexka je x1 eJeMeHT u3
B koju ce cauka y xg, Tj. Takas ga je g(x1) = xg. Ako je cana x1 € f(A) o3nauumo
ca xo eseMenT ckyna A koju ce ciauka y x1, 1j. f(xa) = 1. IIpomyxumo oBaj
nocrynak. AKO 3a HEKO 1 €JIEMEHT X, 41 HE HOCTOjU, Tj. T, HUje CIUKA HUjEHOD
eseMenTa, 6poj n Ha3WBAMO MOPETKOM eJIEMEHTA TLg. AKO X411 MOCTOJU 33 CBAKO
n € N, kaxemo 1a je xg 6eckonaunor nmoperka. Ckym A ce MOXKe HAMUCATH KAO
YHHja,

A=AyUA UA,

rae je Ag cKym esemenara napuor (yk/bydyjyhu u mynaru) noperka, A; CKyn eneMe-
HATa HEMapHOT MOPEeTKA M A, CKYI ejleMeHara 6eCKOHAYHOT Toperka. Ha cimyan
Hauud je B = By U By U By,. [Ipumernmo na f npecaukasa Ay va By u A, Ha

B, nox g~ ! npeciukasa A; na By. Oxarne ciaenn aa je
a ac€AgUA
()D:A%B7 (p(a): f(1)7 0 o0y
g Ha), a€A
oujexiuja. \Y4

3amarak 70. Heka je f : A — B cypjeknuja. Jokasaru 1a je ckyn B eKBUIO-
TEHTAH HEKOM TOJCKYIy cKyma A. v

JIedpuuumnumja 17. Ako je Card(A) < Card(B), a A u B npu ToMe HUCY €KBHIIO-
rentHn (1. HEje Card(A) = Card(B)), kaxemo 1a je Card(A4) < Card(B). O

23EepHmTajH (Felix Bernstein, 1878-1956), HeMauki MaTeMaTAYap
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Banmarak 71. (JupuxieoB npunnmn) Heka cy A mw B KOHa4HH CKYIOBH,
rakeu ga je Card(A) < Card(B). JokasaTu na He IOCTOjH MPECTUKABAE

f:B— A
koje je mmjexTunHo??. Jla w OBO BakM 3a GeCKOHAUWHE CKyTIOBe? v
3amarak 72. Heka je A npowussosban moackym ckyna {1,2,...,2n} ca (n+ 1)

eJIeMeHaTa.
(a) Hdokaszaru ma nocroje asa 6poja k,m € A raksa na je k|m.
(6) Hdokazaru ma nocroje asa 6poja k,m € A Koja cy y3ajaMHO IIPOCTA.
Yuyrcrso: a € A je obuuka a = 2%(2k + 1), 3a k € {0,1,...,n — 1}; nocroje
a,b € A raksu na je a —b < 2. v

3amarak 73. dokazaru sa ce nocuenme uudpe ubonadujesor nusza (Bugeru
Bagarak 52 Ha cTp. 34) MEPUOAMYHO TOHAB/BA]Y. YIYTCTBO: HEKa je f, MOCIem-
wa mudpa 6poja Fy,. Ipumenurn Tupuxseos npunnun (3azarak 71) Ha mapose
(fn, fn+1) — pasnuuurux naposa Hema suiie ox 100, Tj. KOHAYHO MHOrO, & Pau
ce 0 BeCKOHAYHOM HEM3Y. 3aKJ/byduTH Ja ce 6ap HeKd map MOHABJbA, Tj. /1A 33 HEKe
nu k Baxu (fn, fnr1) = (fk, fet1). Uckopucruru ycnos Fio = Fpp1 + F, u
3aKkIBYIUTH 12 j€ (frt1, fat2) = (fet+1, fet2); 3TUM TIOHOBUTH MOCTYTIAK. v

3anarak 74. Jla qu nocroju 6poj F,, y ®uboHavunjeBOM HIU3Y KOjU CE€ 3aBPINABA
ca 1389 myna? YmyrcrBo: kopucrehu miaejy m3 3amarka 73, I0Ka3aTH 3 CE CEU
MapoBU MOC/IeAmBUX nrdapa MepruoanvHO MOHAB/BAjy. Kama Ha n—ToM MecTy mnojaBu
pBHU I1ap (fna fn+1) = (L 1)) u3 pepununyje I, o = F 1+ F, cnenn naje fr, 1 =
0, unme je mokazano ja mocroju 6poj y PubonauujeBom HU3Y KOju Ce 3aBPIIABA
jeTHOM HyJIOM. YOTUIITHUTH OBaj mocTymak Ha 1389 myra. v

3amarak 75. Yuyrap Kpyra noJyunpedHuka 1 nanadu ce 7 tadaka. Pacrojame
u3melhy cBake nBe je majumame 1. JlokasaTw ma je jemHa O TUX TA4YaKa IEHTap.
YyTcTBO: TOAETUTH ca 3 MpedHuKa KPYyT Ha 6 jeqHAKWX Je0Ba W MPUMEHUTH
JIupux/ieoB IPUHIIAIIL. v

5.2. IIpeGpojuBu u HenpeOpojuBm cKymnoBu. Hajmame OecKOHAYHE CKY-
IOBe M3BajaMo caeaehoMm AeuHHUIIjoM.

Hepuuaumuja 18. Ckym je npebdpojus ako je eksunorentan ckymy IN. Becko-
HAYaH CKYyIl KOju Huje IpeOpojuB HA3UBaMO Henpeodpojusum. AKO je CKyll KOHAYaH
i pebpojuB, KayKeMO 13 je Hajeue npebpojus.

Kapauramuu 6poj ckyna N o3nauaBa ce Ny.
Jlahewmo jort jemuy bopmyanujy mojma mpedpojuBoCcT. 3a TO HAM je moTpedaH
cnenehu mojam.

Hedumannuja 19. Huzy ckyny A je mpeciankasame a : N — A.

Yumecro a(n) nucahemo a,. Ckyn je npebpojus, ako ce HEroBu €JIeMEHTH MOry
nopeharu y HE3.

Teopema 14. IIpebpojusa ynuja npebpojusur crynosa je npebpojus ckyn.

240380 TBpheme ce HeKa (POPMYJIHIIE OBUM PEUMMA: AKO je n royboBa 3aTBOPEHO y k KaBesa
7 aKo je k < n OHJa ce y HEKOM KaBe3y Hasase 6ap JBa roayoa.



46 1. BPOJEBU

A Hekacy A, = {an1, an2,ans, - - - }, n € N npebpojusu ckynosu. lahiemo npasuso

mo Kome ce enemenTu ckyna A := UpenA, mory nmopeharu y au3. ITocmarpajmo
Tabery
ari a2 a3 aiqg -
/" / / /
az1 a2 a23 a24 -
e / S S
asi as2 as3 asq -
/" a / /
aq1 42 aq3 aqq -
/! / /

u niopehajMo eHe eJIeMEHTEe Y HU3 10 ,,IijarOHATHOM TTPABUITY”

aii, @21, G12, 431, 422, A13, A41, A32, - - -

IIpumerumo 1a ce, aKO CKYIIOBH HHCY JHCjyHKTHH, HEKH €IEMEHTH IIOHAB/bAjy, Tj.
Baxku Card(A) < Ng. Iowro je A 6eckonauan, u3 Tephewa 2 caenu Ry < Card(A).
Bakspydak Teopeme ciean u3 Teopeme 13. \V4

ITocnemuua 8. Axo je ckyn A npebpojus, onda je u A™ := A x --- X A npe-
bpojue.

Teopema 15. Cryn Q je npebpojus.

A Ha ncrw maums Kao y mokady Teopeme 14 nokasyje ce 1a je ckyn Q. TO3UTUBHAX
parmoHaTHIEX OpojeBa

1 1 1 .
1 2 3 4

e / / /
2 2 2 2 ..
1 2 3 4

S S / e
3 3 3 3.
1 2 3 4

/! S / /
4 4 4 4
1 2 3 4

S / /!

npebpojus, Tj. na ra je moryhe nopebaru y mus {qi,qe,...}, ma Q moxemo na
nopehamo y un3 {0, q1, —q1, g2, —q2, - - -}- v

3anmarak 76. /lokaszaru na je cBaka daMuinja OWCjYHKTHUX WHTEPBAJIA HA
npasoj R najsuiie npebpojusa. v

Teopema 16. Cryn R je nenpebpojus.

A JTososbo je mokazaru ja je uarepsadi (0, 1) nenpebpojus (B. IIpumep 18). IIper-
[OCTaBUMO JIa ¢MO cBe Opojese u3 murepsasa (0,1) nopehanu y vuz x1,22,... u
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MOCMATPAajMO HUXOB JEIUMAJIHA 3AITUC:

r1 = 0,dndizdiz---
xg = 0,do1doadas---
r3 = 0,d3ids2dss- -
Heka je y 6poj uuju je memmmaiiau 3amuc 0, ¢icy - - -, T1e Cy OpOjeBu ¢1, Co, . . . JedUH-
HCAHM Ca
0, dgy, = 1,
C =
1, dp # 1.

Tama je y # x, 3a cBe n. 3aucra, U3 y = T, OU CIAUIO dp, = Cp, IITO je
cymporHo Aedununuju 6pojesa c,. Cnenu 1a 3a cBaku HU3 OpOjeBa U3 WHTEPBAJIA
(0,1) nocroju 6poj koju uuje y Tom Huzy, 1j. (0,1) je Hempebpojus. \V4

3anarak 77. dokazaru Teopemy 16 ma ciemnehun nauun. Heka je maro mpec-
aukasawe ¢ : N — [0,1]. Heka je I = [a1,b1] C [0,1] upoussosan unrepsas
koju He campxku ¢(1). Hedbwurumumo wnrepBan I = [a,be] C I} Kao oHaj of
unrepsana [a1, 3(a1 + b1)], [§(a1 + b1),b1] koju me campxm 9(2). Ilpomyxasa-
BEM OBOI' TIOCTYIKA J00ujaMo (IPUMEHOM HPUHIMNG JIeDUHUCAA WHIYKIM]jOM)
Hu3 narepsasa I, takas aa je I,+1 C I,,. Ilpumenom KanToposor cBojcTBa peasne
[paBe 3aK/bYIUTH 1A 1) HUje CYyDPjeKIlH]ja. v

) = Card([0,1) x [0,1)). (VmyTcrBo:

3amarak 78. Tokaszaru na je Card([0,1)) = X
[0,1) x [0,1) — [0,1) mpecnukaBama

meka ¢y f : [0,1) — [0,1) x [0,1) u g :
neduHICaHa ca
f(@) = (z,0) g(x,y) = 0,a1b1azbs . ..

rae cy © = 0,a1a2... my = 0,b1ba..., aj,b; € {0,1} Gumapuu 3ammncu Gpojena
x u y. Jlokazarm ja cy npeciukaBama [ W ¢ MHjeKnuje u npuMeHuTn Kamntop—
BepumrajuoBy Teopemy). v

N3 Teopema 15 u 16 Buaumo na panuoHATHUX OPOjeBa MMA MHOTO Mambe Of
peaJsiHux, nako usmely cBaka nsa peasna 6poja nocroju panuonasan (Teopema 12).

Kapaunasnu 6poj ckyna R o3nagasa ce ca Ry uiu c. Kopucru ce u o3naka 280,
quju hemMo cMucao BUIETH KacHHje. 3a CKyTOBe YHjH je KapaAnHAJIHU O6pOj ¢ KaykeMOo
na umajy moh xowmunyyma (nar. continuum — mempexuman) . U3 Teopeme 16
cremu 1a je Ny < c. Ilpupomno je mocTaBuTH mUTame 2 JIU MOCTOJU KapIWHATHA
6poj Behu ox c. IlorBpmam omrosop maje creneha Teopema. Ilomcermmo ce ma ce
napmumuerum ckynom ckyua A (y osuauu P(A)) HazuBa CKyl CBUX LOJACKYLIOBA
ckyma A.

Teopema 17. (KanToposa Teopema) Heka je A npoussoman ckyn u Hexa je
P(A) wezos napmumuenu ckyn. Tada je Card(A) < Card(P(A)).

A Tlomro je ca a — {a} nedunncana nujekuuja A — P(A), cniequ ga je Card(A) <
Card(P(A)). Jokaxuwmo ga je Card(A) # Card(P(A)). IIpermnocraBuMo cynporHo,
Ja nocroju bujekuuja ¢ : A — P(A). Heka je

S:={a€A|laé¢pla)} CA
Moo je, no npernocrasuu, ¢ cypjekuuja, ckyn S € P(A)je ciuka HEKOT eJleMeHTa
ag € A, 1j. S =p(ag). Jacuo je na mopa na Baxku jenHo oz caezehia asa TBphema:
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ag € S wm ag ¢ S. Mehyrum, 06a o1 oBux TBphema 1ajy KOHTPAIUKIIN]Y:

ap € S =ylag) = ap ¢ S
ap & S = p(ag) = ag € S.

O6e umLEKaIgje cy mociaeuna neduHunmje ckyma S. \V4
ITocnemuua 9. He nocmoju najeehu kapdunasny 6poj.

Y cayuajy ckyma N, kapaunanauu 6poj Card(P(IN)) je onucan ciaenehom Teo-
pemMowm, Koja 1 ompaBaBa o3HaKy N; = 280 (. Bamarak 64 (1)).

Teopema 18. Kapdunaanu 6poj ckyna P(IN) jednax je xapdunanarom 6pojy
ckyna R.

A U3 Ilpumepa 18 cieau ja je mososbHO gokasaru ga je P(N) ~ (0,1). Hexka je
f: P(N) — (0,1) npecaukasame koje mogackyny A € N npuapyxyje peastu 6poj

f(A) ca nenumanuum 3anucom 0,dids - - -, vae je

0, ké&A,

dr, =

1, keA.
O6puyto, neka je g : (0,1) — P(N) npeciukaBame Koje 6pojy ca OurapHum
sanucom © = 0,dydy -+ (B. muckycujy nocne ITocmenuue 6) npuapyxyje ckym
g(z) = {n € N | d, = 1} C N. 006a mpecnmukaBama Cy WHjeKIHje, TIa JOKA3
Teopeme cienn u3 Teopeme 13. \V4

IMpumerumo ma u3 Teopema 18 u 17 mobujamo jorr jeman moka3 Teopeme 16.

3anarak 79. /lokasatu 1a je CKyI CBUX KOHAYHUZX TOACKYIOBA TPeOPOjuBOT
CKy1a 1pebpojus. v

5.3. Onepanuje ca kKapauHaauuMm 6pojeBuma. Axo cy A u B ducjynxmmu
CKYTIOBH, OHJIQ je, 0 J1edUHUII)U
Card(A) + Card(B) = Card(AU B).

3a npoussosbhe (He 06aBe3HO AUCjYHKTHE) cKynoBe A u B 1pou3BoJi lbbUXOBUX Kap-
JUHATHIX OpojeBa ce jmeduHuUIIe ca

Card(A) - Card(B) = Card(A x B).
CreneHoBame KapAWHAIHUX OpojeBa ce aeduHuUIe ca
Card(B)“®d(4) = Card(B%),

rie je B4 cxyn cBux npecimkasama f : A — B.

Ouurenso je 7a ce OBa MpaBUja CBOJAE HA OOMYHE OMEpaIyje Ca TPUPOIHUM
OpojeBuma y ciaydajy konadnux ckymnoBa. Crenelin 3amarak mokasyje Heke crernu-
dbuanocTr Be3amne 3a Heke beckonadne ckymose. Ilogcermmo ce ma cmo ca ¢ 03-
HavaBasu KapauHaaau 0poj ckyma R, a ca Ny kapaunannun 6poj ckyma N,

3anarak 80. /lokazaru ma je
(a) No - Vg = Np;
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v

Hamomena 5. Heka npasumsia padynama ca npupognuM OpojeBuma IpeHoce
n Ha KapamHasHe OpojeBe. Ako je a = Card(A), f = Card(B), A = Card(L),
= Card(M), Mozke 1a ce JIoKaxe Ja je
a) o H =t ot
) (o) = ari
) o= (a-B)N
r) ako je a < B m A >0, onga je a* < B
(1) ako je a # 0 m o < B omga je A* < \F;

(H) Card(P(A)) =22,

VY uspasy (h) 6poj 2 Ha mecHoj cTpaHu O3HAYABA KapAUHAIHA OPOj IBOYIAHOT CKYTIA;
IpyruM peduma, 2% Ha JeCHO] CTpaHu je KapauHajaxau Opoj ckyma {0, I}A CBUX
npecaukasamwa f: A — {0,1}. o

6. Heka MeTpuyKa M TOIIOJIOINIKA CBOJCTBa peaJiHe mpaBe

6.1. AmncosyTHa BpeaHOCT U MeTpUKa. ¥ CKyIy peajHux OpojeBa meduH-
HCaHa je omeparmja | - | u3pasom

|z| = max{—=x,x}. (46)

OBa omepanuja HA3UBA C& aNCOAYMHOM 8DEOHOW Y NI MOOYAOM PEATTHOT OPOja.
Jlako ce mpoBepaBa Ja je 3a cBako ¢ € R

|| x, 3a x>0
€Tl =
-z, 3a <0

U J1a BaxKhd

z] <ae —a<zr<a z|<ae-a<z<a, —lz|<z<]z. (47)
Bpojese
>0 0 >0
Aol 3a T — , 3a T > (48)
0, 3a <0 -, 3a <0
HasuBamo nosumusrum u nezamusnum desom 6poja x. OUUIIe HO BaKu
lz|=2T +27, x=a" -2, $+:7|x|2+x7 J:_:L‘Q_x.

Jlema 7. Ancoaymmna epednocm uma caedeha ceojcmea:
1. jzg| >0ulz|=0&2=0

2. |Ax| = [A[|z|

3. |z 4yl <zl +y

4 lz| = lyll < o —yl.

A Jloka3 mpBor cBojcTBa je ounmrienad. Jlokas Apyror CBOjCTBa JIAKO C€ M3BOIHU
JHUCKYCHjOM CIydajeBa Kaga Cy A U & 00a MO3UTHBHA, CYIIPOTHOT 3HAKa U 00a Her-
arusna. U3 rpeher uspaza y (47) cienu

—lzf <z <z w [yl <y <Jyl
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Cabupamem oBux HejenHakoctu gobuja ce —(|z| + |y|) <z +y < |z| + |y|, omakae,
Ha OCHOBY UpBOr u3pasa y (47) caexu noka3 rpeher csojcrBa. JokaxKumo 4eTBpTO
cBojctBo. U3 Tpeher cremn

[zl =ly+ @ -yl <lyl+lz—yl, [yl=lz+y—2) <|z[+|y -z = [z[+ |z -yl
TO Jaje

—lr =yl <z =yl < [z —y].
Hoka3z uerspror csojersa caja ciaenu u3 (47). \V4

Jepumuunumja 20. IlpecamkaBawe d : R x R — [0,4+00) aedwunucano ca
d(z,y) = |z — y| nazuBamo cmandaporum pacmojamem WU cMarOaPOHOM Me-
mpuxom Ha peasHoj nupasoj R.

W3 ocobuHa ancoyTHe BpeJHOCTH CJIeIN /13, TpecanKaBame d uma ciaeaehia croj-
CTBA:

(M1) d(z,y) >0nd(z,y) =0 =y

(M2) d(z,y) = d(y, z)

(M3) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
Bancra, csojcrBa (M1) u (M3) creme n3 Jleme 7, a cojerBo (M2) mHemocpeHO
u3 pedununumje ancosyrue speanocru. CsojecrBo (M3) ce nazuBa nejednarowhy
MPOY2aa; UCTUM MMEHOM Ha3uBa ce u crojcrio (3) y Jlemu 7.

6.2. Teopema o oTBOpeHOM mHOKpHBamwy. [IpnMeTrnMo 1a ce oTBOpeHU U
3aTBOPEHN WHTEPBAJIH, Unja AedUHUIN]a je W3BEJIEHA U3 CTPYKTYPE MOPETKA, MOTY
OIACATH jE3UKOM MEeTPHUKe:

(xo—e,x0+¢) ={x € R|d(xo,z) <e}, [ro—e,20+e]={x € R|d(xg,z)<ce}

Unrepsan (rg—&,To—+¢€) HABWBA CE £-0K0AUHOM TadKe To. Kopucruhiemo n o3maky
B(xg,¢€) := (kg — &,x0 + £).

HMepuuaumnuja 21. Qamunuja J cKynoBa ce Ha3UBA NOKPuUBameM CKyna A ako
je A C UjezJ. Iomnoxpusamwe nokpusBamwa J ckyma A je damumnuja Jo C J
KOja je m cama mokpuBame ckymna A. [lokpuBarme CKyma OTBODEHUM WHTEPBAIMMA,
HA3UBA Ce IHErOBUM 0MBOpeHuM nokpusamem. lIOKpHBame HA3MBAMO KOMAYHUM
ako ce dhammimja J CacToju 07 KOHAYHOT Opoja CKyIOBa.

Teopema 19. (BopeJI25—.J'Ie6e1‘013a26 teopema) Cearxo 0meopeno noxpuea-

we J ceemenma [a,b] uMa KOHAWHO NOMNOKPUBATLE.

A TIpernocrasumo na je Iy = [a,b] cerMeHT KOju ce He MOXKe HOKPUTH KOHATHOM
damuanjom orBopeHux narepsana u3 J. Ilomenmmmo nunrepsan I Ha gBa WHTEpBaIa
[a,(a+b)/2], [(a+b)/2,b]; Taga ce 6ap jenan o4 BUX HE MOXKE HOKPUTH KOHATHOM
damuinjom uarepsagia u3 J. O3nauumo taj cermenT ca Iy U OHOBUMO HOCTYIIAK.
Taxko mobmjamo M3 cermenara I[; O Is D ... KOju He JOMYIITajy KOHAYHO MO-
kpuBame ckynosuma pavuianje J. Ilo KanTopoBoj akcnomu, mocroju 6poj ¢ Koju
IpUMaaa CBakKoM of waTepBasna I,. Bpoj ¢ cBakako mpumama u HEKOM WHTEPBAIY
(A, 1) € J. Heka je § = min{d(c, A),d(c, 1)} pacrojame tauxe ¢ 1o Gimxer Kpaja
unrepsasa (A, (), Tako 1a je

(c—6,c+08) C (A p). (49)

25Bopen (Emil Borel, 1871-1956), dpaHIycKn MaTeMaTHIap
26 [TeBer (Henri Lebesgue, 1875-1941), dpaniycku MaTeMaTuiap
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IIpumernmo ga je uarepsan I, KOHCTPYHUCAH JejbeeM nHTepBasia [ ay)uHe b—a
HA JIBa JIeJ1a N IIyTa, 1A je Hherosa ayxkuHa jeganaka 2~ (b—a). 3a 10BOJbHO BEJIUKO
n Baxu 27" (b — a) < J. Iowro je ¢ € I,, cinenu na je

I, C (c—4d,c+9). (50)
U3 (49) u (50) cnemu I, C (A, ), IITO je y CYMPOTHOCTH Ca MPETIIOCTABKOM Jia Ce
I, He MOXKe TTOKPUTH KOHATHHUM OpojeM mHTepBasa u3 J. \V4

6.3. Tauke HarommiaBama. 3aTBOpPeHHW CKymoBH. llocmarpajMo cKyn
A = {1 | n e N} U3 Apxumeiose akcuoMe CIE€IM Ja CBAKA e—OKOJIMHA HyJle
caJpKu OeckoHadHo MHOrO Tadaka ckyma A. Ilpumernmo ma muujeano x # 0 Hema
TO CBOjCTBO — CBaKM OPOj PA3JINIUT O] HyJIe MMa OKOJIMHY KOja He CaJp KW BHIIE O
jenne tauky ckyma A. Crnenehin oBy maryunujy, pehu fiemo na je Hyna mavwka wa-
20MUAGBAHA CKYTIA A, a 14 Cy TaduKe % IHETOBE U30n08aHe mavke. IIperusupajmo
oBe 1mojMoBe cieaehom neuHUII]OM.

Hepunumnuja 22. Tauka o € R ce HazmBa maukom Hazomuaa8amna CKyTa,
A C R ako cBaka meHa £—OKOJMHA CAAPKKA OECKOHAYHO MHOTO Tadaka CKyma A.
CKyn cBUX Tayaka HaroMmiasama osnauasahemo ca A’. Ckyn A := AU A’ nasusa
ce sameopewem ckyma A. Axo je A = A ckyn A masumBaMo sameoperum. Axo
je BC Au B = A xaxemo na je ckyn B eyem (uim ceyda 2ycm) y A. Tauxa
ap € A KOja HEje TauKa HATOMUJIABAIhA HA3WBA CE U30408aHOM MAYKOM CKyTa, A.

Py6 ckyna A C R je ckym A := AN (R\ A). Ckyn 4mje cy cBe Tauke H307J0BaHe
HA3WBA Ce JUCKPEMHUM CKYTIOM.

[Ipumernmo ja Tavyka HArOMHUJIABAA CKYIIa HE MOPA JIa MPUIAJA TOM CKYILy,
JIOK My CBaKa M30JIOBaHA TAUYKA, MO JAeduHunmju, npunaga. V3 nedunummje cienu
I je Tauka xo € A u30/10BaHa aKO U CAMO aKO MOCTOju e—okoymHa B(xg, ) 3a Kojy
Baxku AN B(xg,e) = {xo}-

Ipumep 20. (a) Axo je A = (0,1) U {2} onma je A’ =[0,1], A = [0,1] U {2},
0A ={0,1,2}. Tauka 2 je uzonoBana Tauka ckymna A.

(6) 3a ckyn pammonamaux Gpojesa Baxku Q = R. (B. Teopemy 12 ma crp. 40).

(B) 3arBopenu uHTEPBAJ je 3aTBOPEH CKyl. Konauka yHUja 3aTBOPEHUX UHTEP-
BaJjIa je 3aTBOPEH CKyIl. 3a GeCKOHAUHY YHUjy OBO HE MOPA /A BAarXKH: UneN[%, 1] =
(0, 1] Huje 3aTBOpEH CKyI.

3anmarak 81. Heka je A C R orpanunden u 3arBopen ckym. Jlokasaru na je
supA € Auinf A € A. v

Samarak 82. [dokasaru xa je ckyn E = {/m —/n | m,n € N} rycr y R.
Yuyrcrso: Heka je z € R; rpeba mokazaru 1a 3a cBako € > () mocToje npupomau
OpojeBr M W N TAKBU 12 je

[vVm —/n—z| <e.
He ymamyjyhu ommrocr, Moxkemo ga npermnocrasumo jaa je x > 0 (caygaj x < 0 ce
U3BOJYM U3 OBOT 3aMEHOM yjiore Opojesa m u n). [Ipumerutu ga je vk + 1 — VEk =
——L _ y 3aK/bYUMTH 12 3a JaT0 € mocroju k, Takso ja je vk +1—Vk < e
VEFI+VE ) .
TlocmarpaTu 6pojese

n(VEk+1—Vk) = v/n2k —n? — Vn2k

Uckopucturun ApxumesioBy akcuomy u AokaszaTu Ja mocroju n € N ca cBOjcTBOM

n(Vk+1-Vk) € [a,a+¢). v
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IIpumep 21. Y 3amarky 62 Bumenn cMO 1A je CKym AujaJCKuX OpojeBa
m
D{2n |m€Z,;n€N}

ryct y R. EBo jomr jemnor mokasa tor tBphema. Heka je x mpomsBo/baH peasHn
6poj. Hanummmo © =k +a,3a k € Zu a € [0,1). Hexa je b, = [a/2"], rue je []
meo meo peasiaor 6poja. Tazma je
1
< on’
S om
na 3a npou3BosbHO € > 0 mocroju n € N takBo 1a je
b ‘ bn

k+ 2 —x|=|——a

on on <e.

Ilomrro je k + % € D, oBume je TBpheme m0Ka3aHO. f

Y Bex6u (63) na kpajy ose ruase BujeheMo youluTeme IPeTXoiaHor IPUMepa.

Teopema 20. (Bonmano’’~BajepmTpacosa®® reopema) Csaku Geckonayan

U 02paHU“eH noacwyn ACR uma mav4xKy Hazomunaeatrsva.

A Tlomro je A orpaHudeH, MOCTOjU MO3UTHBAH peanaH Opoj p TakaB Ja je A C
[—p, p]. IIpernocraBumo ja HujejHa Tavka UHTEPBaia [—p, p| HUje TaYKa HATOMU-
aasamwa ckyna A. Tazna 3a cBaky rauky © € [—p, p] nocroju &,—okonuuna I(x) =
(x — €4, 2 + £,) KOja CaApPKM HajBUIE KOHAYHO MHOTO Tadaka ckyna A. ®avminja
OBHUX £,—OKOJIWHA TIOKPUBA CerMeHT [—p, p], ma n3 Teopeme 19 cienu na mocroju
konauna dbavunuja (1), ..., I(x,) koja nokpusa [—p, p|, a Tume u A. Ilomro ce y
CBAKOM OJ, OBUX CKYIIOBA HAJIA3M HAJBHINE KOHAYHO MHOTO Tadaka ckyma A, omarie
ciaeau 13 je A KOHauyHa yHHja KOHAYHHUX CKYIIOBa, IUTO j€ y HPOTUBPEYHOCTU Ca
IPETIIOCTABKOM Jia je A GecKOHAauaH. \V4

Ananuzupajmo geraspuuje nokase Teopeme 19 u Teopeme 20. Bummmo ma cmo
Teopemy 19 uszsesiu kao nmocseauny Axcuome cynpemyma (CVII), a 3arum, Teo-
pemy 20 kao mocsienuity Teopeme 19. Tako cmo 100un J1aHALL UMILIAKAIIN]A

(CVII) = Bopen—Jleberosa Teopema = Bommano-Bajepmrpacosa Teopema.

Bajenno ca exsuanenmujom (CVII) & (APX) A (KAH) mokasanom y Teo-
pemu 11 va crpanu 38 u cienehum 3a7aTKOM, T0OMjaMO jOII IBe AKCHOME EKBUBa-
JIeHTHE AKCHOMU CyTIpEMyMa.

Jlema 8. Baoicu umnaukaeyuja
Bouanano-Bajepmrpacosa teopema = (APX) A (KAH).

A 3a a > 0 ckyn {na | n € N} HeMa Tayky HaroMmiaBama, [a HE MOXKe OUTH
orpanuuet, onakie ciaeau Apxumenosa akcuoma. 3a goka3 (KAH) nocmarpajmo
ckymose {ay,as,...} u {b1,bs,...} n3 dopmynannje Kanropore akcnome. Onu cy
orpanuveHn (jep Cy TOJCKYIIOBM CeTMeHTa [a1, b1]), Ta MMajy Tadke HArOMUJIaBamba
a u b. Jlako je Bujeru na 3a mUX BaxKu uHKIY3uja (42) Ha crpanu 39. \V4

N3 Jleme 8 u muckycuje npe Be CIeQf Ja ce Y aKCHOMATCKOM 3aCHHBAIbY [10/ba
R akcuoma (CVYII) mozxe 3amenurn 6uno xojom ox Teopema 19 u 20.

27Bonano (Bernhard Bolcano, 1781-1848), qemkn MaremaTmaap
28Bajeprrpac (Karl Weierstrass, 1815-1897), memadkyn MaTeMaTnaap
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6.4. OrBopenu ckymnoBu. Tomosioruja. CkymnoBe KOju ce MOTY MPEICTABH-
TH Ka0 MPOM3BOJHHA YHUja OTBOPEHUX MHTEPBATIA W3/1BajaMo ciegehoM neduHuIm-
joM.

Hedbuuunuja 23. Iloackyn U C R 30BeMo omeopenum ako je OH yHH]A
Heke paMuUIje OTBOPeHuX uHTepsasa. 1lo nedpununuju, npasan ckyn () je raxohe
orBoped. @amuimjy orBOpeHux HOACKynoBa y R 30BeMo monoaozujom peasine
TMpaBe u 03HAYABAMO CA TR.

Crenehie nse neme ciene QUpPeKTHO U3 AedpUHULIK]E.

Jlema 9. Ilodckyn U C R je omeopen axo u camo axo ca c8aKOM C60joM Ma-
YKOM CAOPIHCU U HEKY HEHY E—O0KOAUHY, ). KO U CaMO aKOo 3G c6ako xrg € U
nocmoju € > 0 maxeo da je (xg —e,x0+¢) CU.

Jlema 10. Tonoaozuja TR peasne npase uma caedehe ocobume:

(Tl) 0e ™R, R € TR

(T2) UVem=UNV €.

(T3) 3a npoussowny damuaujy {Ux}rca ckynosa us g easicu |J Uy € TR.

AEA

U3 (T2) cnenu, uupykimjom, ia je npecek xorawre paMuinje OTBOPEHUX CKY-
10Ba OTBOpeH CKyll. 3a Geckonaune pamuiuje To e Baxu: Npen(—1, 1) = {0}
HUje OTBOPEH CKYIIL.

Hedbununuja 24. Omeopena okoauna tauke o € R je oTrBopen momckytm
U C R raxas 1a je 2o € U. OTBOpena okoinHa Taduke +00 € R je cBaku oTBOpeH
CKYII KOju caaprku uaTepBai {x | > a} 3a HeKo a € R; oTBOpEHA OKOJIMHA TadKe
—o0 € R je cBaxu OTBOPEH CKYTI KOjH caIpsKu WHTepBas {7 | z < a} 3a nexo a € R.

Cneneha nema objanmmaBa Be3y u3meljy OTBOPEHUX U 3ATBOPEHUX CKYIIOBA.

Jlema 11. Ckyn K C R je sameopen axo u camo aKo je mez208 KOMNAEMEHTT
R\ K omsopen.

A Tpernocrasumo ja je K 3arsopen u Heka je vo € R\ K. Iomro je K = K, axu
ro ¢ K, 1j. oo HEje Tauka maromMmiaBama ckyna K. Omarie caemu ga MOCTOjH —
okommuua B(zg, ) Tauke xo TaksBa na Baxu B(zg,e) N K =0, 1j. B(zg,e) C R\ K.
To 3uaun, Ha ocHoBy Jleme 9, na je R\ K orBopeH.

O6pmuyTo, mpernocrasumo ja je R\ K orsopen u 7o € K. Kana 6u Baxkuo
x ¢ K, m3 orsopenoctn ckyna R\ K n Jleme 9 ciaeqmino ma mocToju OKOJWHA
B(zg,e) € R\ K. Tazma 6m Baxuno B(zg,e) N K = (), mTo je y cynporrocTH Cca
nebununujom sarsopema. Jdaxie 3a cako g € K saxu 29 € K, 1j. K =K. v

ITokazkmuMo cajia joIr jeTHO CBOjCTBO OTBOPEHUX TOACKYTIOBA peajiHe TpaBe.

Teopema 21. Csaxu omeopen nodckyn U C R mooice ce npedcmasumu xao
npeopojusa ynuja JUCJYHEMHULT 0MEOPEHUT UHTEPBANQ.

A 13 Teopewme 12 o rycrunu ckyna Q cienu ga 3a cBako x € U mocToju oTBOpeHu
unrepsas J C U ca kpajesuma y Q koju canpxku x. [Ipunpyxxumo csakom z € U
jeman TakaB MHTEpBaJ W o3HAUNMO nobujeny dbamuinjy nurepsana ca J. Ilomro
CBAaKOM WHTEPBAY [¢1,q2] € J MOXKeMO Ja MpHIPYRIMO map (q1,¢2) € Q x Q, u3
Teopeme 15 u Ilocnemune 8 cnenu ma dbavmmmja J cagapKu HAjBUIE TPEOPOjUBO
MHOrO uHTepBasia. QUYUIIeTHO je 1a CBU OBU MHTEPBAJM NOKPUBAjy ckyn U.
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YBemumo y J ciaenehy penanujy ekBusastenniuje: I u J Cy eKBUBaJEHTHU AKO
TOCTOjU KOHAYHO MHOrO muTepBana Iy, I ..., I, € J TakBuxX na BaxKu

L=1, I,=J LN, #0.

Ipuapyxumo cBakoj kaacu exkBuBajeniuje C C J yuujy cux UjccJ mHTEPBATIA
KOju joj mpumamaajy. JlokasknMo ma je cBaka TaKBa YHHja M CaMa OTBOPEHH WHTEp-
Ban. Hexka je M = supUjeccJ ako oBaj cynpemMyMm IOCTOjH, Y TPOTHBHOM HEKa je
M = +oo. Cawmuno, #eka je m = infUjeeJ wm m = —oco. Quurientno BaxKwu
Ujsecd C [m,M]. Hoxaxumo na je Ujecd = (m,M). Heka je z € (m,M).
ITo pnedwunumju cynpemyma u wHMUMyMa, TOCTOje a,b € UjccJ TakBU 1a BaXKU
m<a<zx<b< M. llo gedununuju penaruje eKBUBAJEHIUjEe KOy pa3Ma-
Tpamo, TO 3HAYW Ja MOCTOje mHTepBaau Jy,...,J, € J TakBu Ja Baxu a € Jy,
be J,nJyNJprr # 0. Uzabepumo y cBaKOM O CKymoBa Jy N Jiy1 TadKy Tg.
Tana je © € [xg,Zy41] 32 HEKO k, mTO 3HaUM = € Jpy1. Opmarne ciemu na Baxku
(m, M) C Ujecd. Ocraje jorr na moxkaxemo ga m, M ¢ Ujeced. Kama 6u Gumo
M € J 3a mexko J € C, tazma, momro je wHTepBag J orBopeH, M He Om mMorao
na Oyme meroB cympemym, a camuM tuMm HE supUjccJ. Caumdumo ce aoKasyje u

m ¢ Ujecd.
Ilomrro cy mHTEpBa M KOjU OATrOBApajy PA3IUIUTAM KJIACAMA JUCjYHKTHUA W
“Ma uUX IpedpOojuBO MHOTO, CJIeau TBpheme TeopeMe. \V4

N3 Teopeme 21 u Jleme 11 cnenm ma je CBakKW 3aTBOPEH CKYI KOMIIJIEMEHT
npedpojuBe yHUje IUCjYHKTHUX OTBOpeHuX nuTepsaa. Cienehin npumep maje jeany
TaKBY PeINpPe3eHTAIH]Y.

IIpumep 22. (Kamropos ckyn) Heka je Cy 3arBopenu unrepsas [0,1]. Ox-
crpannmo u3 Co orBopeny unTepsas (§, %) 1 o3HaduMo ca Ci NPeoCTanu CKyIl, Tj.
yHmjy 3aTBopennx mntepsana [0, £] u [2,1]. Oxcrpammvo caza cpeame Tpehnme n3
OBa [IBA WHTEPBAJIA W O3HAYUMO TIpeocTain cKyn ca Co, Tj.

= oa]o B0 [ 1o

"9 9’9 9’9 9’
IIpomykumMo 0Baj nocrynak u JAeUHUIIIMO MHIYKTUBHO HU3 cKynoBa Cp. Ckyn
o0
C={)Cn
n=1
ce HA3UBA KaHMOPOBUM CKYNOM. f

3anmarak 83. (a) dokazaru na Kanropos ckyn uma moh koHTHHYyMa. YIyT-
CTBO: JI0Ka3aTH Ja Ce y JelUMMajiHOM 3anucy ca ocuoBoM tpu (crp. 40) ckyn C;
cacroju on Opojea umja mpsa nudpa wuje 1, ckyn Co om OpojeBa umje TpBe IBE
nudpe vucy 1, ura. 3axkpyunTn 13 je C' ckym OpojeBa KOju ce y CHCTEMY Ca OCHOBOM
Tpu 3anucyjy nomohy mudapa 0 u 2. Jlokasaru 1a 0Baj CKyn uMa MON KOHTHHYYMa,
kopucrehiu unejy nokasa Teopeme 18 (crp. 48).

(6) Hokazaru ma cBaku unrepsai (a,b) C [0, 1] caap:ku orBOpeHU LOAUHTEDP-
Bas y Kome Hema Tadaka Kanroposor ckymna. Yuyrcrso: Ilo koncrpykiwmju, uu y
jemrom om maTepBana ((3m+1)37", (3m+2)3~") Hema Tauaka Kanroposor ckyma.
Wunyknujom ce mokasyje ma je 3" > n, ma omarie u u3 ApxumesoBe aKCHOME CJIETN
Jla TocToju n 3a Koje je 3™ > %, Tj. 37" < b*Ta. [Tonoso mpumemyjyhu Apxume-
JIOBY aKCHOMY, 3akjbyuuru ja nocroju k € N 3a koje je (3k +1)3™" > a. Hexa je
m MuHEMYM cKyna takBux k. Tazna je ((3m +1)37",(3m +2)3™") C (a,b). v
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U3 Baparka 83 (6) Buaumo jga cy Tadke KaHTOpOBOr CKylia NpUJIMYHO PETKO
pacnopehene na unrepsaiy [0,1]. 3a ckyn koju uma cBojcrBo u3 3azarka 83 (6)
KaxkeMo ma je nuzde zycm y [0,1]. Bamarak 83 mam maje mpumep cKyma KOju je
uurge rycr y [0,1], ann werrpebpojus. To je koHTpacT y omxocy Ha Teopeme 12
u 15, Koje MoKa3yjy ma je CKyr panmoHajgHuX OpojeBa w3 mHTepBaia [0,1] cByma
CYCT y TOM WHTEpBaJy, aju npebpojuB. OBHME CMO OTKDPUJIN jeJIHO 3aHUMJbUBO
CBOjCTBO peaJjiHe IpaBe: Ha by ce OpojuaHo Behn CKynm MOXKe CMECTHTH TakKo Ja
3ay3Me Marbe MeCTa Ol 6POjIaH0 Mamber.

7. Jeguaunna z" = a

VY Ilpumepy 14 cmo gedunucanu u3zpad " 3a n € N. Caxa hemo mokasaru
jeTHy BayKHY TEOPEMY, Be3aHY 3a PelaBame jeHaATNHE

r = a.

CeruMo ce /1a HAC je pazMarparmbe OBe jeHAaYdHe 3a 1 = 2, @ = 2 JOBEJIO J0 TOjMa,
APAIIOHAJHOT Opoja.

Teopema 22. Hexa je a > 0 un € N. Tada nocmoju jeduncmeen b6poj x €
[0, +00) makas da savcu ™ = a.

A Hokazkumo 1npso jenuncrsenoct. Heka 3a x,y € [0,400) Baxu z" = a, y" = a.
U3 nenerarusnocru 6pojea x u y, akcuoma (A16) u (A12) u upunuuna Maremaru-
YK€ WHIYKIHje JTaKO CJTeIH

r<y=z" <y". (51)

Oparne criequ na je x < y y mpoTtuBpedHocTu ca " = a, y™ = a. Ha uctu nauwnn
ce esimMunmIne Moryhuocr y < z, na je x = y. Tume je 1oka3aHa jeITMHCTBEHOCT.
Hoxkazkumo ersucrennmjy. Heka je

S={se0,+00) | s" <a}.

Ckyn S je mempasan, jep je 0 € S u orpamumuen om03ro, jep je (Vs € S)s <
max{1l,a}. I3 Akcuome cynpemyma cjiequ Ja OCTOju

x =supsS. (52)

U3 HMocnepune 5 (crp. 40) caeau ja 3a veko m € N Baxu % <z, 1j. T— % > 0.
Oparie, ua ocuoBy (51) u (52) cienu © — % €Sna+ L ¢S5, maje

(w—%>n<a< (J:—&—%)n (53)

Opariie, a ocuoBy Gunomue dopmysie (Jlema 5 na crp. 5) ciaenu

n n n—1
o< (o) = (e-2)" = oS Qetmoo-
n—1
_ (xni (Z)l.k( m)—(n—k))
n—1 h=0
— % Z xk(mf(nfkfl) _ (7m)7(”7k71))
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IMonosroMm npumenom Iocnenure 5 (crp. 40) 3ak/bydyjemo ga 3a cBako € > 0 moc-
roju m € N 3a koje je nocienmu u3pa3 Mawu oz €. Onarne, u3 (53) u Kanropose
akcuome (B. u3pas (42), crp. 39) cuenu

N [(-2) (1))

meN
n n
Kana 6u 6umno 2™ # a, Baxumno 6u 2" ¢ [(:1: — %) , (x + %) } 3a HEKO M, IITO je
y cyunporHocru ca (51). \V4
Ha 111. crpanu hemo BumeTH jour jemaH J0Ka3 OBE TEOpEMe.

Iedwmuumnuja 25. Heka je a > 0. Jemmnrcrseno pereme jennaduue " = a
HA3UBAMO M—MuM KopeHom Opoja a um o3HadaBamo ca Va. 3am € Z, m < 0
nebunmmemo a™ = (a~™) ! aza g€ Q, ¢g="2,m e Z, n € N gebunnmemo

al = Vam.
Mo nedununuju, a® = 1.
3anarak 84. /lokazaru ma 3a a > 0, b > 0 BaxKu HEjeTHAKOCT

Va+b<a+ Vb

CgojcTBa CTeneHoBama PANMOHAJHAM OpOjeM U3aBajaMo ciieaehoM JIeMOM.

Jlema 12. Heka jea > 0,b> 0 up,q € Q. Tada sascu

(a) aPt? = aPal, aP? = (aP)4, (ab)P = aPbP
6) p>0Aa<b =al <bP
(B) a>1Aqg<p =al<d’,a<lAg<p = al>dP.

A JJoka3 nako ciaeiyw W3 aHAJOIHUX CBOjCTABA CTENEHOBAMA MPUPOIHUM OpojeM,
KOja ce [O0Ka3yjy HMHIYKIHWjOM, W CBODema PAIMOHATHAX OpOjeBa HA 3ajeJHUIKH
MMEHUJIAIL. \Y4
Caa MOXKEMO JIa YBEJIEMO U CTEHEHOBAE IPOM3BOLHUM PEAJTHUM OpOjeM.
Hepunumnuja 26. 3a z € R u a > 1 gedunrnniemo
a® :=sup{a? | ¢ € Q, ¢ <z}, (54)

azl<a<l

Baa=0wuxz>0je0"=0.

IMpumerumo na uspas (54) uma cmucia. 3aucra, us Jleme 12 ciaequ na je ckyn
{a?] q € Q, q < z} orparmyen omo3ro 6mno KOjuM 6pojem aP 3a p € Q, p > x. Ha
0CHOBY AKCHOME CynpemyMa, CyIpeMyM Ha JecHOj crpanu y (54) mocroju.

Jlema 13. 3a a > 1 saoicu a® :=inf{a? | ¢ € Q, q > z}.
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A Hekaje A={a?|qeQ, g<z}, B={a?|q€Q, ¢ > x}. U3 Jleme 12 ciemn
na je A < B, na je sup A < inf B. Kazga 6u 6uno sup A < inf B, u3 Bepuynujese
HejeHAaKOCTH 1 APXUMeNoBe aKCHoOMe Ceauao O aa

inf B —sup A\"
in sup ) -

(FneN)n>m = (1+ (55)

sup A
Tama Ou 3a cBaKM Tap paruoOHAIHUX OPOjeBa P, q TAKBUX Ma jep < x < qu ¢ —p =
1 < L paxmio

0<infB—supA<a?—a’ =dP(a?? —1) <supA(a?? —1). (56)

Jlako ce Buau ma je (55) y kKourpamukimju ca (56). \V4

Crneneha jema mporupyje ocobune ycranoBibene y Jlemu 12 ma cBe peasne
o6pojese.

Tspbeme 3. Hexa jea >0,b>0 uz,y € R. Tada sasrcu
(a) a®t¥ = a%a¥, a® = (a®)Y, (ab)® = a®b®

6) x>0ANa<b =a® <b”

(B) a>1lAy<z =a?<d®,a<lAy<z =a¥>d".

A JTahemo nokas npse jegnakocru y (a) u npse uMiLiukaiyje y (B); ocrajua TBpherba
OCTaB/HAMO YHMTAOILy KAO 3anarak. JloBospHO je pasmorpuru ciay4aj a > 1. U3
Hedununuje 26 u Jleme 13 cienm ma 3a cBako n € N mocrToje panuoHaJ HN OpOjeBn
P, ¢ TAKBU 112 je

TaY _ 4Pa4 i pt+q _ xty i

la®a aa|<2n u |a a |<2n. (57)
Baucra, u3z debununuje 26 u Jleme 13 crenu ma 3a csako € > 0 mocroje 1o €
QN(—o0,2), 1 € QN(x,+00) Taken 1a je a* —e < a™ n a™ < a*+¢. U3 Jleme 12
(B) ciemu na 3a cBako p € (rg,r1) Baxku a® — e < a? < a® 4+ e. CanmvHo, mocTOje
panuoHasHu OPOJEBU Sg, S1 TAKBHU JIa 3a CBAKO ¢ € (S1, $2) Baxku a¥ —e < a? < a¥+-e.
MHuoxkemeM OBUX HEjeTHAKOCTH U Y3UMAHEM JOBOJHHO MAJOr € 100KujaMo IPBU map
uejennakoctu y (57).

Cimano s106ujaMo 12 je 3a 1oCToje panuoHaj Hu OpojeBu tq,ts U Uy, Us TAKBU
ma 3a cBako p € (t1,tz) m cBaKo q € (u,ug) Baxkm |aP' T4 — a® Y| < L. Onarne
crenn na 3a p € (ro,r1) N (t1,t2) u g € (s1,82) N (u1,uz) Baxku (57). ITommro je,
npewma Jlemn 12, aPT9 = aPal, a uz nejepnaxoctu (57) jpo6ujamo

1 1 1 1
a*a — — < aPa? <a®a? + — m a"tI— — <"tV <Pt 4 —
2n 2n 2n 2n

cjenu Jia je
1 1
a®aV — = < a"t < a®a¥ + —,
n n

Tj. |a*tY —a®a¥| < % 3a ceako n € N. Ogarne, na ocuoBy Ilocienurie 5 va cTp. 40,
ciequ a*TY = a®a¥. Tume je jokazana npsa jeaHakocr y (a).

Hoxkaxkumo jowr u upsy ummiukauujy y (8). Ilpernocrasumo na je a > 1 u
y < x. W3 ryctume ckyma parmoHajHEX OpojeBa HA peajiHOj TPaBOj CIEIN I3
MMOCTOje pAIMOHAJIHY OPOjeBU p U ¢ TAaKBU 114 je y < ¢ < p < & — IPBa HEJeTHAKOCT
cnemu u3 Jleme 13, apyra u3 Jleme 12, a tpeha w3 dedbwunumnmje 26. Tana Baxku
a¥ < a¥ < aP < a®. Tume je npsa umiuinkanuja y (B) Jokasaua. \V4
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Samarak 85. /la jm mocroje mpanmonajaHu GpojeBu a u b, Taksu 1a je a’
panuonaiad 6poj?

Yuyrcro: [Tocmarparn 6pojese \/iﬁ n (\/iﬁ)ﬁ v

8. JegmHCTBEHOCT U mOCTOjarbe peaJHUX GpojeBa

Y oBom maparpady fiemo ce OCBpHYTH HA TIUTAWmE jeJWHCTBEHOCTH W MOCTO-
jama xommieTHO ypehenor mospa, gedwuHmEcanor akcmomama (Al)—(A16), (CVII).
Iloxcerumo ce dedbunurmje 13 ma crp. 36, kojom cMo yBesau mojam u3oMopdu3Ma
ypebennx moma.

Teopema 23. Axo cy (Ri,+1,1,<1,01,11) u (Ra, +2,2,<2,02,15) dea nom-
nyno ypehena nowa, mj. dee ypehene wecmopre Koje 3adosowasajy axcuome (Al)—
(A16), (CYTI), onda nocmoju jeduncmeenu usomoppusam [ : Ry — Ro.

pyrum peunma, mojbe peaHuX OpOjeBa je jeIMHCTBEHO 0 Ha m30MOpdu3aM.

A Cruya doxasza. Hexka cy Ny C Z; C Q1 € Ry uw Ny C Zys C Q2 C Ry
TO/ICKYTIOBH TIPUPO/IHUX, [euX u parmonaanux opojesa y Ry u Ry. U3 Teopeme 9
(cTp. 36) crenu ma mocroju jemuHcrBeHH n3oMmopdusaMm fq : Q1 — Q. 3aucra, 32
CBaKM M30MOp(MU3aM MOpPa J1a BaXKu

F01) = 0o, f(L1) =19, f(—z)=—f(x), [flz™")=(f(z))7",
a ofaTye cienn ga ce m3omopdmzaM fq jemHozHawHO M J0Opo medwHUITE Hajmpe
ma Ny (zegykmmjom, momaszehu on fq(li) = 12), a 3arum, npumenom Teopeme 4
(ctp. 29) u Teopeme 9 (crp. 36) Ha Z; u Q. Jlako ce Buau ma ce tako mobuja
n3oMopdu3am
fo: Q1 — Q2
ypehernx noma (Q1,+1,1,<1,01,11) u (Qa2,+2, 2, <2,02,12). Jedunummmo, 3a
r € Ry,
f(@) = sup{fa(a) | q € Qu, g <1 2},
[JIe je ca Sup, O3HAUEH CYIpeMyM y OTHOCY Ha pejamnmjy moperka <s. Jlokakmmo
ma je f: Ry — Ry omjeknmja. Heka je yg € Ry. Ilomro fq, Kao msomopdnsam
ypehenux nospa, dysa nopexak, ckyn Dy = {z € Ry | fq <2 yo}, 3ajenno ca
cBOjuM KoMmIieMeHToM Dy unnau denekunnos npecek. Ha ocHoy tephema (IE),
exBusasentror akcuomu (CVII), cienu ga nocroju xg sup Dy. Huje reuko Bugern
na je f(xo) = yo, mTo mokasyje ma je f cypjexumja. Jokaxkumo na je [ uHjekuu-
ja. Heka je f(xz1) = f(x2) = yo 3a 1,22 € Ry, yo € Ry. Tana uz nedununumje
upeciaukasamba f u u3 yumenuie 13 je fq uzomopdusam ypehenux noma Qq u Qo
caenu
{geQilg<iz}={qeQi]q<iza},

mna je rp = xa.

Ocraje jorn ma ce mokaxke ma je f mopdwusam, mrto cieand us3

a+ela,eeQ, <1z, @<tz ={reQi|r<z+},
e a,2€eQ1, 0<iq1 <121, 0<1 e <122} ={re Qi |0<y7 <y 2122}

n u3 unmbennne Ja je fq : Q1 — Q2 m3omopduzam ypehennx mospa. \V4

IIIto ce Tuue mocTojarma pealHuX OPOjeBa, IHera, HApaBHO, HE MOYKEMO TOKA3ATH

»HHu 13 yera”. Ajm, ako 1moljeMo o IpeTIocTaBKe [1a je IPUPOJHHU]e IPETIOCTABUTH
IIOCTOjarbe MPUPOTHUX OpojeBa, Tj. CTPYKType Aedunancane IleanHoBum akcrmomama
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(Teopema 3 na crpanu 23), crezuelly TeopeMy cMarpamo JOKa30M MOCTOjarba peal-
HEUX OpojeBa.

Teopema 24. Axo nocmoju ypehena mpojra (N, o, 1) xoja 3adosonasa Ileanose
akcuome, onda nocmoju ypehena wecmopra (R,4+,-,<,0,1) koja 3adosonasa ax-
cuome (A1)-(A16), (CYII).

A Ckxuya doxasa. Heka je (N,o0,1) ypeljena rpojka koja 3amososbaBa Ileanose
akcuome. Tama y N moxkemo, kopucrehn NpwHIUT WHIYKIHUjE, 13 AeDUHUTTIEMO
omeparje + u - u penaamnujy < momohy

n+1=o0(n), n+o(m)=oc(n+m)
n-l=n, n-o(lm)=n-m+n
n<me FkeN)m=n+k, n<men<mVn=m.

Hedunummumo cama ckyn Z. Ipumapyxumo cBakom eementy n € N eeMeHT Koju
hiemo o3maunTu ca —n; ckyn {—n | n € N} o3nauumo ca —N. Ocuwm Tora, yBemsumo
jor jeman esnement, koju fiemo osunauuru ca 0. Heka je Z = —N U {0} UN. On-
epanyje + u - u pesanuja < mory ce npoxyxkuru ca N Ha Z. 3a omepaunujy + TO
quHUMO Ha ciaenehu HaduH. Ako je m,n € N onzga je m +n Beh gedunucano y N.
Ako je m € —N, n € N, ouma je m = —mg 3a Heko mg € N. Axo 3a mpupomme
opojeBe mg,n € N Baxku mgy < n, ouga nmocroju k € N 3a koje Baxu n = mg + k.
Cana medwunumemo n + m = k. Cauuno ce mocrymna y ciay4ajy n < mg. Ha kpajy
n+ 0 = n 3a ceako n € Z. [ledununujy onepaiuje - u mpoBepy na je mo0mjeHa
crpykrypa (Z,+,+) KOMyTaTUBHU IIPCTEH CA JeJAMHMUIOM OCTaB/baMo uuraoly. Ha
Kpajy, pesnanujy noperka <y Z yBOAMMO TaKO IITO CMATpaMo Ja je —n < 0 < m
3acee —n € —N, m € N u ga je —n < —m ako je m < n, TAe je NOCIenmHa
HejeHakocT geduHuCcaHa, jep cmo y N Beh yBesn pesianujy moperka.
Ja 6memo pecdpunncanu Q, mocmarpajmo Ha ckymy N X Z penarujy

(711,21) ~ (n2,22) © Niza = nazi.

OBo je penamuja eKBUBAJIEHIH]j€; CKYT KJIAaCa €KBUBAJICHIWjE je, 1m0 aebUHUIN]H,
ckyn Q. Osmaummo Kjacy exsupasienuuje napa (n, z) ca [n,z] wm =. Onepanuje

+ u - u penanyjy < aedUHHUIIIEMO Ca

[n1, 21] + [n2, 22] = [n1ng2, n122 + noz1),
[nlazl] : [n2722] = [nln23z1Z2]a
[n1, 21] < [n2, 22] & z1ng < zomy.

ITposepy aa je oBa gedunuimja 106pa (Tj. HE3ABUCHA O IPEJICTABHUKA KJjace) U
na je crpykrypa (Q,+,-,<,0,1) ypeheHo nosbe ocraBbaMo 4UTAOLLY.

Ha kpajy, ckyn R neduanmemo xkao ckyn csux JlegekumnmoBux mpeceka y Q.
Penannjy moperka mamelhy nea eneknumosa npeceka a = (A1, As), b = (B, Ba)
yBOmmMO ca a < b < Ay C By. Onepanyje + u - gedunuiemo Ha ciaegaehin HaduH.
Heka cy a = (41, A2), b = (B, B2) aBa [denexkunioBa npeceka 1 HEKa je

A+Br={g+q@|qa €A, g}, A -Bi:={q ¢@|qci, ¢@ecAl

Tana ce a+b nedunume kao Jdenekunon mpecek (A1 + B1, Q\ (A1 + By)). Cruano
ce nedwunumte a - b 3a a > 0, b > 0. Muoxkeme y omrrem ciydajy ce medbuHmIIe Ha
ouursiesan Hadut, dpopmynama - (—y) = —(z - y) u ci. \V4
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9. KomnuiekcHu 6pojeBn

9.1. ITospe KoMILIEKCHUX OpojeBa. Y pasmarpamy jeaHaqdune " = a y
[Maparpady 7 orpanmuuniu cmo ce Ha nosutusae Opojese. Cuezeha jema objamima-
Ba, 3aIMTO.

2:

Jlema 14. Jednauuna x —1 nema pewera y ckyny R.

A TIpernocrasumo ja je x2 = —1 3a meko o € R. Iowro je 0 = 0, Baxku uiu
0 < z wm z < 0. IpermocraBumo ga je 0 < x. U3 akcuome (A16) taga ciemu
0 < z2. Kaxo je 22 = —1, mmamo 0 < —1. CabupameM 0Be HEjeJHAKOCTH U

nejennakocTu 0 < 1 KOjy cmMo Jokasajm Ha cTpanu 21, mobujamMo KOHTPAIUKIIL]Y
0 < 0. IpermocraBumo cama ga je x < 0. Tana je, ma ocHoBy 3amarka 1, 0 <
—z, na je, noHoBo Ha ocHoBy akcuome (A16), 0 < (—z)(—z). Onmawie, Ha ocHOBY
jemmaxoctn (14) na crpamn 14, cieqn 0 < 22 = —1, mMTO oMeT Haje KOHTPAIMKIN]Y
cal0<1. \V4

Caza ce HATA3UMO y CJIMYHO] CUTYAIUJU Kao Kaja cMo ce Ha crpanu 10 cycpenn
ca mepemnsomly jenmadnne x2 = 2 y ckyny Q. Kao u taga, pememe hiemo nahu y
IPOIIHpEY IojMa Opoja.

Hedbununuja 27. Iowe xomnaekcruxr bpojesa je ypehena mecropka
(C,+,-,0,1,i) tmeje C:={z+iy|z,yeR}
a omeparyje + u - JepUHUCAHE €A
(w1 +iy1) + (w2 +iy2) = (w1 + 22) +i(y1 + y2)
(z1 +iy1) - (22 +iy2) = (122 — Y1y2) +i(T1y2 + T201).

Hanowmena 6. Jlako je Buneru ga je C crBapHO nowe. 3aucra, HyJIa U je JUHATIA
oor mojba, ¢y 0 :=0+4+4-0m 1 :=14i-0. CBe akcuome 1mo/ba CE€ HEMOCPETHO
MIPOBEPABAjy, CEM Er3WCTEeHIMje MHBEP3HOI eJeMEHTA 32 MHOXKEIe, jep Ha TPBHU
TIOrJIe]T HEje OYUIJIeTHO 1a 3a a + ¢b mocroju ¢ + id, ca 0coGMHOM

(a+1b)-(c+1id) =1.
Osgie mocrymamo ciauduo Kao y [Ipumepy 17 ma crp. 38:

a—ib a®—(ib)? a®+b*

(a+3b)- a2 +b2 a?+02 a?+0b% L
na je (a? +b*)"la —i(a® + b?)~1b unBeps enementa a + ib.
Tume je ompaBmaHa o3HaKa
T + 1y
a+1b
3a IIPOU3BOJ], KOMILIEKCHOT 6poja x + iy u unBep3a (y OAHOCY HA MHOXKEHE) KOM-
miekcHor 6poja a + b. o

3anarak 86. Hamucaru kommiekcHu 6poj

V2 + 3i
24+ /2i

y obsmky x + iy, 3a x,y € R. v
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Kowmmrekcue 6pojese obmmka x + i - 0, tae je € R, HazuBamo peaanum, aume
unentudukyjemo ckyn R ca ucrakayrum nogackynom {z +i-0 | x € R} ckyna C.
Yumecro z + ¢ - 0 numemo camo x. Kowmiiekcue 6pojese obsuka iy = 0+ - y, rze je
y € R HazuBamo wucmo umazuraprum. KOMIIeKCHE OPOj ¢ 30BEMO UMAZUHAPHOM
JEOUHUYLOM.

Ba komiiekcHu 6poj z = x + iy AeduHUIEMO HeroB peasnu deo Re(z) =z u
umazurapry deo Im (z) =y. Axo je z = x + iy, OHIIA je eMY UHBEP3HU €JIEMEHT

Y OJIHOCY Ha MHOXKeme z ' = % + 4%

Ancoaymmna epednocm M Mmody.a KOMILIEKCHOT 6poja z = x + iy je Opoj

|z| = Vzz = 2?2 + 2.
IMpumerumo xa je |z| HeneraTusan peasar 6poj. %

JIako je BumeTu 1a Baxku
1) Re(z) =2(2+2), Im(2) = (2 — 2), z- 2 =a? + 32,

2) 21tz =2 +%2,7 & =45, 2= 2
3) 2z = |2|2
Cxyn C ce Ha ounryeIan HAYMH MO¥Ke uaenTudukosaru ca Jexaprosum2® mpo-
uzonom R x R: 6poj z = x + iy unenrudukyjemo ca mapom (z,y). Moruucanu
THME U TeOMETPHjCKOM aHaJornjoM u3 pycHore Ha crpanu 14 3a ckyn C KopucTumMo
" TEPMUH KomnaekcHa pasan. CKyTmoBe

I={z€C|Re(z) >0, Im(z) >0}, IT={z€ C|Re(z) <0, Im(z) >0},
III={2€ C|Re(z) <0, Im(z) <0}, IV={ze€C|Re(z) >0, Im(z) <0}

HA3UBAMO MPBUM, JPYTUM, TpeNuM U 4eTBPTUM K8aA0PAHMOM.

9.2. Iloammaomu. Jenuaumna u3 Jleme 14 nma pememe y C:
i?=0+i-1)-(0+i-1)=—1.
Basku n BuIle o7 Tora — CBakKa jeIHaYNHA 00JINKa
ap+a1z+asz? + - +anz" =0, ai,...,a, €C,n>1a,#0 (58)

uma pereme zg € C. OBo TBpheme Hazusa ce Ochogrum cmasom anzebpe. N3pas
Ha JieBoj crpanu y (58) Ha3uBa Ce NOAUHOMOM N—Mo2 cmenera, 6POJEBU G, . . G
HEeroBnM koeduyujenmuma. Koedbnnmjent y3 najpehn crenen nasmpamo godehum
KoePuyujenmom noAuroMa; TIOTNHOM UIHjH je Bomehn KoednnujenT jeHaK jeamHn-
¥ HA3UBAMO MOHUYHUM NoAuROMOM. Pememe jeqnadune (58) Ha3UBAMO HYA0M
NOAUHOMG Qg + a1Z + a2z + -+ apz”. Iome Yy KOME€ CBaKH IIOJIMHOM HUMa HYIYy
HA3UBa ce aazebapcku 3ameoperum mosbeM. Y Kypey Ausrebpe ce mokasyje ja je C
HajMame aarebapcku 3aTBOPEHO IMOJbe Koje caapzku mobe R.

Hupektna mociaeaniia OcHOBHOT cTaBa ajirebpe je ma CBaKW MOJWHOM CTENeHa,
n > 1 MoXKe Ja ce HANWUINE KAO IMPOW3BOJ, MTOJIMHOMA, CTerneHa 1, Tj. Kao mpOu3BOJ,
nuHeapHUX (byHKIMja. 3anucTa, HEKA je

p(z):a0+alz—|—a222+~-~+anz", an #0

QQ,HEKapT (René Descartes, 1596-1650), dpanuycku dunocod u HayIHUK



62 1. BPOJEBU

nosmHoM crernena n. 13 OcuoBHor crasa anrebpe cieau ga je p(r1) = 0 3a HEKO
r1 € C. Unayknujom 1o n 3akbydyjemMo ma je

p(z) = (z — r1)p1(2),

rre je p; moauHoM crernena n— 1. 3a n = 1 TBpheme je TpUBUjATHO, & WHAYKTUBHA
IpeJia3 ca MPeTIocTaBKe Ja TBpheme BaxKy 3a MMOJIMHOME CTereHa n— 1 Ha TOIHHOME
CTEIeHa 1 ce 0CTBapyje NPUMEHOM HHIYKTHBHE MPETIOCTABKE HA TOJTUHOM

n—1

o (z—11)

crenena n — 1: u3 p(ry) = 0 creau ¢(r1) = 0, na je 10 MHAYKTUBHO] IIPETIIOCTABIA
q(2) = (z—71)q1(2), omaxne cremu p(2) = (2 —ry1)(a,; 2" 1 +¢1(2)). [onasmamem
oBor nocrynka ca pi(z) = a; 2" 1 + q1(2) ura, nobujamo a je

p(z)=an(z—r)(z—712) ... - (2 —Tn), (59)

rhe ¢y 71,72 ...,y Hyle noauHoMa p. Heke om oBHX HyJa MOry [a ce IOHABIbAjY;
y TOM CIIyd9ajy TOBOPHMO O 8UWecmpyrum nyaama nonmuaoma. Hmp. ako je

rn=7Teo=...=T%
KayKeMo J1a je 11 Hyaa suwecmpykocmu k.
3anarak 87. (a) JlokazaTu Ja MOJMHOM CTENEHA 7 UMa HAJBUIIE 1 PA3TUIUTHX
uysa. CroenujaaHo, KBaApaTHa jeTHAYNHA, UMA HAJBUIIE BA PEIIEHA.
(6) Jaru npumepe KBaJpaTHUX jeJHAYMHA CA je[HUM pellemneM u 6e3 pelierba.

(8) Heka cy a, b u ¢ paznuuuru peasnu 6pojesu. Jlokazaru na cy OHU pellerba
jemHaumMHe

(x—b)(x—c)Jr(m—a)( x
(a=b)a—c) (b—a)b—2c) (c—a)(c—=0)

Ha su je oBo y nporuspeuynocru ca (a)? v

3anarak 88. Heka je p(x) mosmnom ca 1e106pojHuM KoedUulUjeHTHMA U HEKa,
¢y a,b € Z pasznmantu neam 6pojesu. Jokazaru na je 6poj p(a)—p(b) nesbus Gpojem
a —b. YuyrcTBo: x = a je Hyaa nonuroMma p(x) — p(a). v

3anarak 89. Heka je p mosmHOM cTemena n, Takas [11a je

k
Pk =

Nspauaynarn p(n + 1). YoyTcro: g0Ka3aTw ga ce MOJHHOM
q(z) = (x+ p(z) — =

crernera n + 1 pa3maxke Ha JuHeapHe (axTope, ma je

3a ke{0,1,...,n}.

—1)...(x —
p(z) = cx(@ )x +(ff )tz 38, HEKO ceZ. (60)

Jokazaru fa, IOITO je p monuHOM, T = —1 Mopa ga Oyge Hysia HOJHHOMA Y
6pojuorty uspasa (60). Onxarne ciequ ¢ = (—1)"T1/(n+1)!. Kaga znamo ¢, p(n+1)
u3padynasamo u3 (60). v
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Hanomena 7. Ouurienna je camgnocr daxropusanuje (59) ca OcHoBHEUM
craom apurmeruke (Teopema 8 Ha crp. 34), Koja roBopu o darropusauuju y
upcreny (Z,+,-). Komyrarusau nperen (P, +,-) 6e3 genurespa myne®’ ce HazuBa
NPCMEHOM €4 JEOHO3HANHOM HAKMOPUSAUUJOM AKO CBAKHU HH-ENOB HEMHBEPTUOUIHA
eJIeMeHT p € P pasjuuuT oJ HyJie MOXKE Ja Ce IPEJCTaBU KA0 MPOU3BO]

D=upi...pPn, (61)

rae cy p; € P upedyyubuanu esemenmuy npcrena P (Tj. HeHHBepTHOHIIHY eJleMeHTH
KOju He MOTy Jia Ce€ HAIIMILy KAao MPOM3BOJ HEMHBEPTUOMJIHKX ), HA jeJMHCTBEH (10
HA [epMyTalljy MHOXKUJIALA U JI0 HA UHBEPTUOUJIHU €JIEMEHT) HAYKH.

IIpcren menux 6pojeBa Z je mpcreH ca jemHo3nawroM dakropusainujom. Ha
npuMep, 6poj 6 MoxKe /13 ce HAMUIe Kao

6=2-3 u 6=(—3)-(-2),

aJim OBa JBA 3aIMCa Ce PA3IUKYjy CaMO y 0 Ha IEPMYTANUjy TIPOCTHX MHOXKUIAIA
U 10 Ha BUXOBO MHOXKEHE€ MHBEPTUOUTHUM €JIEMEHTOM -1.

U3 dakropusanumje (59) caean na je npemen noauroma (C[z], +, ) ca koMmiiek-
CHUM KOeDUIINjeHTUMA MPCTEH Ca jeTHOZHATHOM (baKTopnsaquOM31.

Ha ncrun HauwnH ce moka3syje Ja je 3a ceako nosbe F' npcren nomuuaoma (F[z], +, )
ca koedunujerTuma y F mpcTeH ca jeIHO3HAYHOM (DAKTOPU3AIA]OM. o

IIpumep 23. Heka je p(z) = 2*—1. IIpumenom dbopmyie 3a pasiuKy KBaaparta
JIAKO BUJIUMO JIa TIOJIMHOM P UMa (PAKTOPU3ALM]Y

p(z) = (z =1z + 1)(z =) (z +1)
Ha MpeAyIHOUIHEe ejleMenTe (IOJIHHOME IIPBOT CTEHEHA). i

3amarak 90. Hahu dakropusanujy monmunoma p(z) = z* + 1 na mpeaymubnime
[OJIMHOME. v

Ako cy koedurmjenTH ag, ay, . . . , 4, TOIAHOMA
p(z)=ag+arz+...+a,z"

peasian OpOjeBH, OHIIA Ce KOMILJIEKCHE HYJI€ TI0jaBJ/byjy y MapOBHMA: aKO je I HyJa
MOJIMHOMA, P, OHJIA je W FheHa, KOH]yrOBaHA BPEIHOCT 7 HYJIa TOT TOJUHOMA. 3aMCTa,
axo je p(r) = 0, onma je u p(r) = 0, a nomro cy koedbuuujenr peanuu (ua cy
jeTHaK® CBOjOj KOHjYTOBAHO] BPEIHOCTH, BAXKM

p(r) =p(r) = 0. (62)
Hapasro, ako KoeduImjeHTH TOINHOMA P HUCY PeasHu OpPOjeBH, OBA jeTHAKOCT He

MOpa JIa BaXKH.
IIpumerumo ga je

(z=7)(z—=7) =22 = 2Re(r)z + |r|?

30z e P\ {0} je deaumen nyse axo je zy = 0 3a Heko y # 0; HOp. 2 je mexmresm Hyne y Zg,
jep je 2-3 =0 (mod 6).

319yraony ocTaB/baMO 18 YCTAHOBH KAKO jé HA CKYILy NOJMHOMA IeDUHACAHA CTPYKTYDA
npcreHa, no yraeny ua [Ipumep 12 ma crp. 14. Ilpumerumo ma cy +1 jenwau umHBEepTHOWIHU
enementu npcresa (Z,+,-) u ga cy uaBeprubuianu enementu npcrena (Clz],+, ) KOHCTaHTHH
HOMHOME DA3NIu4uTu Of Hyne. penynubmnau enementu npcrepra (Z, +, ) cy nmpocrtu Gpojesm,
a upeaynubuann enementy nperena (Clz], +, ) cy monmHoMu cremeHa 1.
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HOJIMHOM €& peaanum KoedbunujeaTumMa, na u3 (59) cieau ga CBaKu MOJHMHOM Ca Pe-
aaHIM KOeUITHjeHTHMAa MOXKE /I3, Ce HAINIIE Kao IIPOU3BO/L TUHEAPHUX U KBAIPAT-
HAX IIOJIMHOMA, Takohe ca peaqHuMm koedurnujeaTuma. Mehyrtum, oBa daxrTop-
mn3almja y OMINTeM CIy4ajy He MO¥Ke Ja ce cBene Ha (HaKTOPU3AIWjy Ha JIUH-
eapue ¢daxrope (a Ja ce UCTOBPEMEHO IMOCTUTHE /1a KOepUIujeHTn cBUX (HaxTopa
Oy/ly peajiHu), jep KBaJpaTHU HOJMHOM HE MOpa Ja uMa peajHe Hyje. JIpyrum
pednmMa, upeaynuOnIHE PEATHU IOJTUHOMHK Cy KBAIPDATHU U JTUHEAPHH, TOK CYy Hpe-
,D;yIlI/I6I/I.HHI/I KOMIIJIEKCHHU IIOJIMHOMUJ JIMHEAPHH. HpOI/I3BOIbHI/I IIOJIMHOM MOZKe J1a Ce
daxropurie Hag C Kao mpou3BoOj JHHEAPHHUX, a HaL R Kao mpom3Bo JTMHEAPHUX
7 KBaIPATHUX KOjU HEMA]y peajiHe HyJIe.

IIpumep 24. Y Ilpumepy 90 cmo Bumenn (axkTopusamnujy moIHHOMA,
p(z) =2 -1
man C. Bberosa daxkropusanuja mam R je
p(z) = (z = 1)(z + 1)(2* +1).

2 - . . - .
IMonunrom z° + 1 Koju ce nojasipyje y oBoj pakropusanujun HeMa PEaHUX HyJIa, 114,
je mpenynubunan nag R, Tj. He MoXKe 1a ce HAmuIne Kao MPOU3BOJ, IBA JINHEAPHA,
MOJIMHOMA, Ca PEAJTHUM KOeDUIHjeHTUMA. i

IIpumep 25. ®axropusamnuja nomunoma p(z) = 22 — 1 mazx R je
p(e) = (5= (2 + 2+ 1).

KBazparun monuHOM y 0B0Oj (haKTOpM3AINji HEMA peasHuX Hysa, jep je

2
1 3
22+z+1:<z+> +>>0

2 4
3a 2z € R.
Y Bagmarky 114 ma cTp. 79 hemo na BuamMO Kako ce 0Baj MOJUHOM (hAKTOPUIIE
nazg C Ha nuHeapue (axTope. f
3anmarak 91. @akropucaru noaunom u3 3agarka 90 Hazg R. v

IIpumep 26. Jennauuna
az’ +bz+c=0, 1. 224+atbz4+ate=0
ce PeIaBa KoMNAeMuparem K6adpama Ha JIEBOj CTPAHMU:
2 4a bz ale=(z+a7'0/2)% — (a7 'b/2)* +a e

Oparne cmean ga cy

—b+Vb? — dac

r1,2 =
2a
nyse nounHoma p(z) = az? + bz + c. Uzpas noj kopeHowm,
D =b* — 4ac

HA3UBa Ce JUCKPUMUHAHMOM KBAIPATHOI HOJUHOMA. IIpuMeTumo ja KBaJpaTHU
[IOJIMHOM UMA JIBOCTPYKY HYJLy ' = T] = T'5 aKO 1 camo ako je D = 0. Y rom cayuajy
KBaIpATHU TIOJTMHOM MOYKe Jla ce Hammie y o6muKy a(z — )2, Tj. mponopruonasamn
je normynoM kBazpary. Coenujasino, Moununu (Tj. Takas 1a je a = 1) kBaJapaTHu
nomuHOM T2 4 b + ¢ je MOTIyH KBaApaT aKo H CaMoO aKo je Heroba JUCKPHMIHAHTA
jenHaKa HyJIH. f
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Ipumep 27. (EseMenTapau cuMeTpuysy nmosmHOMU. Bujerose®” dpop-
myJte) Uspasu

gy = 1, g1 = E ri, 02 = E rirj, 03 = E ririTE
1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n
T, JIO0 Op = T9T9 - ... 'y, WK, Y OIIITEM CJIYYajy,
O = E TiiTga o e Thps
1<71<j2<...<jr<n

HA3UBAjy C& EACMEHMAPHUM CUMEMPUNHUM NOAUHOMUMGE TTPOMEHJBUBUX T'1, . . ., Ty
Ako cy rq,...,r, HyJe IOJHUHOMA

p(z)=ag+tarz+...+a,z"

" 00,01,...,0, CAMETPUYHU TOJUHOMH TTPOMEHJBUBUX 71, ..., Ty, OHJIA je

op = (~1)F

OBu u3pasu HazuBajy ce Bujemosum popmysama. Jokas moxke ma ce u3BeIe WH-
aykiujoMm 1o n. 3a n = 1 tBpheme je ounriieano Tavyno. IlpernocraBumo ga je oHO
TavHO 3a mosmHOMe crenena n. Heka je p momuuom crenena n + 1. M3 OcroBHOr
craBa anrebpe clienu 1a je

P(2) = any1(z = ry)q(2),

TJIE j€ T'p41 HyJIA TOIWHOMA P, & ¢(z) MOJIMHOM CTEMeHa 1 9uju je KoedUIMjeHT y3
2™ jemnax jemuuury. Heka cy 71, ..., 7, HyJe IOJAHOMA ¢ (a TUME U HOJMHOMA, D).
3 naayKTHBHE TPETTIOCTABKE CJIEN 1A je

q(z) = 2" — 012"+ (1) "0,
Oparne cienu na je
P(2) = ant1(z = g1 (2" — 012" L+ (<1) o),
o/laKJie, MHOXKEMeM, nooujamo Bujerose dbopmyie. i
IIpumep 28. (KyOHa jemmaumna) Jegnaunna tpeher cremnena
azd +br’ +cx+d=0, a#0

CBOIU Ce, CMEHOM

b
r=1t— 3a’ (63)
Ha jeTHAIUHY
£ opttq taeje p— 3ac — b = 263 — 9abc + 27a%d
3a2 27a3
Veeaumo cana y jeapauuny t3 + pt + g = 0 cmeny
t=u+wv, (64)

rJe je u HOBa MPOMEH/bUBA, a v NeMo Ja u3abepeMo KacHUje TAKO Ja MAKCHMAJHO
ynpoctn jenmadmny. Ako ysperumo (64) y jemmaummy t3 + pt + ¢ = 0, mocie
cpehuBama HACTAJIOT W3pa3a 100ujaMo

u® + v + (Buv +p)(u+v) +q=0.

32BI/IjeT (Francois Viéte, 1540-1603), dpaniycku MaTeMaTudap
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WNzabepumo cama v Tako aa je 3uv + p = 0, 1j.
p

=—-= 65
uv 3 (65)
Tana je
ud 403 = —q. (66)
Mpumerumo ga (65) Moxke Ja ce Hamuie Uy 06IUKY
3
3,3_ _P°
YT o

mTo, 3ajeano ca (66) mokasyje ma u u v3 3am0Bo/BaBajy Bujerose dbopmyne (Ilpu-
mep 27 3a n = 2), 1j. 1a cy u® u v3 pemema jerHaunHe

3
2 D
——==0.
25 +qz 97

Pemasamwewm ope jennaambe nocrynkom u3 [Ipumepa 26 pobujamo v u v. Ogarie,
y3 momoh (64) mamazmmo t, a 3arum u3 (63) m x. Oso je T3B. Kapmamos®® meron
pemmaBama Kyouux jemnaunua. Cmarpa ce ma je oBaj meron orkpuo Hukomo Tap-
ra;ma®? u orkpuo ra Kapnany, koju je obehiao (1 3atum mpekprmo obeharme) 1a he

0Baj METOJ, JIa 4yBa Kao TajHy. f

IIpumep 29. (Jemuauwmna yerspror crenena) Cauuno kao y [Ipumepy 28,
jeHaYnHA
az* +bxd +cx’? +dr+e=0, a#0
CMEHOM
y b
r=t——
4a
CBOJIM C€ Ha jeTHAYMUHY 00JINKA

et 4+ pr? +qr+r=0.

OBa jemHavnHa MOXKe Ja ce HAIuIIe y O0IuKY

(2% +p)* = pa® — gz + (P = 7). (67)
YBeaumo, IPUBPEMEHO, jOIIl jeJHy NPOMEHJbUBY y U HamumuMo (67) y obauky
(@ +p+y)* = (p+2y)2” — g+ (p* —r + 2py + y*) (68)

(npyrum peunma, (68) ce mobuja us (67) momasamem pemmaune 2(z2 + p)y + y? Ha
006e crpane). M3abepumo caja y Tako Ja u3pa3 HA JECHOj CTpaHu Oyie MOTIyH
kBazpar. To 3maym, Kao mro cmo Buzenu y Ilpmmepy 26, ma auckpumuHAHTA
KBaIPATHOT MTOJMHOMA HA JECHO] CTpaHu Tpeda 1a Oyae jeaHaka HYyJIH, Tj.

¢ —4lp+2y)(p* —r+2py+y°) =0.

[IpumeTnmo 7a je oBo KyOHA jeHAYMHA IO Y, KOjy MOXKeMo n1a permmnmo Kapaanosum
nocrynkom u3 IIpumepa 28. Ako jgobujeno pememe yBpcrumo y (68), mobujamo
noTIyHe KBaapare Ha obe crpane. CkpahuBameM KBajpaTa jeTHAYUHY CBOJAUMO Ha,
KBaJIpaTHy, KOjy perraBamo kao y IIpumepy 26.

OBaj Mero/ penaBama jeJlHaUYMHe YeTBPTOr crereHa oTkpuo je Kappanos yue-

uuk Pepapu’® il

33KapAaHo (Gerolamo Cardano, 1501-1576), nTannjaECKE MaTeMaTHIAD, JIEKAP, ACTPOJIOL,
KOI[KAP U IIaXUCTA

34TapTan>a (Niccoldo Fontana Tartaglia, 1499/1500-1557), urajujanCcKu MaTeMaTHIap
35(Depap1/1 (Lodovico Ferrari, 1522-1565), urtajijaHcKd MaTeMaTudap
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Hanowmena 8. IIpupomno je mocTaBuTH MUTAE /1a, JIX MMOCTOj€ METOIM, CIUIHI
MEeTOAMMA U3 MPETXOMHUX MPUMEepA, 33 PEIlaBarbe jeJHAYNHA IeTOr U BHUIIEr Peja.
Ipeuusnuje, na jau ce perierme jegHadune eror (KUJd BUILEr) Pela MOXKe U3pas-
uTn monazehn o KoeduIHjeHaTa u joln HeKUX PAIMOHATIHUX KOHCTaHTH (Hmp. 1/2
y dopmyiu perema KBaIpaTHe jeHAYNHE), TOMONY omepaija cabupama, Omy3u-
Marba, MHOXKEFA, /1e/beha, CTEMEHOBAbA U KOpeHoBama. OAroBop HA OBO MHUTAHE
je, y ommrreMm caydajy, wezamuseam. o oBor pesymaTara Cy, HE3aBHCHO jelaH O

apyror, gomm A6en u Famoa3®, o

IIpumep 30. (Pamuonasue mysne mosmuaoma) Hekan je morylie nahu nyse
IOJIMHOMA, BUIIET CTETIeHa ca 1eo6pojanM Koedumjentuma’®’ na crenehin maumm.
Hexa je

p(z) =ao+arx + - + apz”
MOJIMHOM Ca KoeduiujenTuma ag, ay, - - ., a, € Z. Ako je meo 6poj k € Z uyna monu-
HOMa P, OHJA je caobomaH KoedUIujeHT ag JebuB ca k. 3aucra, MPETHIOCTABIMO
na je p(k) = 0. Taua je

ap = —ark — ask® — -+ — ap k",

omakjie ciemu klag. Ilpumerumo Ja je oBO crenujajsnu ciydaj 3ajgarka 88 Ha
crp. 62: nesobpojue nyse nosunoma p aeie p(0).

Onmmruje, ako je panuoHantan 6poj % (k € Z, j € N), nyna nosusoma p, OHIA
je crmoboman KoeHIUjeHT ag Ae/bUB ca k, a HACTAPHUju KOeDUIWjEeHT a,, je ITeHUB
ca j. 3aucra, MmHOXKemeM 00e crpane jeauaxkocru p(k/j) = 0 ca j” nobujamo

aoi™ + ar " k4 4 an_1 k" + ank™ =0,

OJTaKJIe CJIeJU HAIlle TBpheme.

AKo Ha 0Baj HAYMH yCOEMO Ja MOrOAMMO Oap jemHy HyJy IOJUHOMA, Tj. Ja
nHahemo r 3a xoje je p(r) = 0, oHZA MOXKEMO HOJIMHOM P Ja HOAEIUMO ca (r — 1) u
100mjeMo

pl2) = (@ - r)q(),
rJIe je ¢ NOJIMHOM CTENeHa Mamer o 1 (JaKje jeJHOCTABHUjU O TOJUHOMA P), YHje
HyJIe MOXK/Ia MOXKeMO 13 Hahemo.
Ha mpumep, jexmauuny Tpeher cremena

32% + 152% — 122 — 60 = 0 (69)

MOKEMO JIa PelMMO Ha 0Baj HauuH. AKO jennauuna (69) uma 1es06pojHO perierbe,
oHZA je TO pelieme jenan ox dakropa (e obase3no npocrux) y dbakropusanmju
cs10601HOT KOepUIIjeHTa

60=1-22.3.5, (70)
ITporepom 3akmydyjemo na je p(2) = 0, 1j. = = 2 je 3amcra HyJa MOJIWHOMA.
MozkeMo J1a HaCTaBUMO U IPOBEPUMO JIa Jiu ¢y ocraiu dhaxropu y (70) Hyse moJm-
Homa (HOp. x = +4 uuje, kao uu © = 60, Hu & = 1...), a MOKEMO U Ja MOAETUMO
HOJIMHOM Ha, JecHoj crpanu y (69) ca x — 2 u gobujemo

323 4 1522 — 122 — 60 = (x — 2)(32° 4 21z + 30),

36T 300 (Evariste Galois, 1811-1832), ¢dpannyckn MaTemarnaap

37THapaBHO, MCTH METOJ MOXKE 13 Ce IPHMEHH U Ha HAJIaXKeHme HyJla IOJIMHOMA Ca PAlMOHA-
HuM (a He caMo IejgoOpojHUM) KoeduIMjeHTUMA, jep ce y TOM ciaydajy jenmauwmna p(z) = 0
MHOXKEEEM Ca 3ajeJHUIKMM CaAPKAONEeM MMEHHJIANA KOepHUIHjeHATa CBOIU HA TPAKEIE HyJa
MMOJINHOMA €A IeJIOOPOjHUM KoedunmjenTuMa.
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a saruM jennaunny 3x2 + 21z + 30 = 0 pemmmo xao y Ipumepy 26. Tako mobujamo

Ja cy pemema jennauune (69) 2, —5 u f%. f
3anarak 92. Pemuru jennaqauny (69) meromom u3 Ilpumepa 28. v
3amarak 93. Pemmru jennauuny x* + 22% + 22 — 20 — 2 = 0. v

3anarak 94. /lokazaru ma jemHaunHA
20° + 322 +5=0
HEMa PAITMOHATHUX PEITIeTha. v
Hamomena 9. Ilomohy meroma u3 Ilpumepa 30 moxkemo ma mamo jomr jeman
JI0KA3 YHmEHAIE 12 je \/2 mpannonaian 6poj: jeamadnna 2 —2 = ) HeMa paruoHaI-
HUX pellena, jep 6u nMeHuIal TAKBOr pelieha Mopao aa geiau o6poj 1, a 6pojumar

2. Jenwnaum takBu O6pojeBu cy +2 u +1, a OHU OYUTJIETHO HUCY PEIIehHa. o

3anarak 95. lokazaru na 3a n € N Baxu

VneQ & VyneN
Ja nm BaxK® yomnIITeme:
YneQ & ¥YneN

3a cBe k € N? Ynyrcrso: Bugeru Hanomeny 9. v

3anarak 96. Heka je n € N noruyn ksazpar. Jlokazaru ga cy jeauna mesio-

OpojHA peIlermha jeTHATNHE

2 —ny?=1 (71)

(x,y) = (£1,0). v
Hamomena 10. Jennauuna (71) masusa ce ITeaosom®® jednanumom. Axo n
HUje TOTIYH KBaJPAaT, Kao y 3amarky 96, m3 Bamarka 95 crenm na je /n upa-
[IMOHAJIAH OpOj. ¥ TOM CiIy4ajy, permaBamy [lemose jennaunue
?—ny?=1

(1j. HaJIAXKeIbYy HEHUX UeA0OPOJHUT PEllerba) MOKEMO JIa IPUCTYIIUMO Ha ciejehu
naunu. Ckyn

ZlV/n]:={a+by/n|a,beZ}
je mpcren. IlemoBa jegnavnna MoXKe /1a ce HAMUINE Y O0JNKY
(x+yvn)- (x—yvn) =L (72)
MHuozkuonu Ha JI€BOj cTpaHum Cy enementu npcerena Z[/n).

ITo yrieny ma meduHImMjy KOHjyraTa U MOIYJIa KOMILIEKCHOT OpOja, MOXKEMO A
JebuHUIIEMO KoHjyzam u Hopmy y npemeny Z[\/n] ca

rT+yvn=2—yv/n u N(a)=a-@.
Jlako ce Buim J1a je HOpMA MYAMUNAUKAMUSHE, Tj. 12 BaXKH
N(a-B)= N(a)-N(B) 3a cBe a, B3 € Z[\/n].
Jennauuna (72) nam kaxe ja cy pemema [lesoBe jeqnauune jeuHUYHU €Ji-

emernTu (Tj. enementm umja je mopma 1) npcrena Z[v/n|. Ilpumernmo ma cy je-
JIMHUYHY eJIEMEeHTH WHBEPTUOWIHN y nipcTeny Z[y/n] : u3 (72) cnequ na je veHBep3

38TTen (John Pell, 1611-1685), eHrieckn MaTeMaTHIAD
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jeTMHAYHOT eJIeMeHTa T + Y+/T eJIeMeHT T — y+/T, OJaKJje CIeIH Ja je€ WHBEP3 je-
JUHUYHOT e/leMeHTa (¢ eJIeMeHT (.
IIperiocraBuMo j1a OCUM TPUBUjAIHOD Pellerba

NOCTOjU ¥ HETPUBUJATHO PEIIEHE Lo + Yor/M, Lo, Yo € Z, Koje je pasnuauro ox +1.
Tana cy n

o — Yov/'n, —x0 + YoV, —zo — Yo'
rakohe pewewa jeguadune (72). OuuruienHo je ga je 6ap jeJHO OJ TUX pellerba
Behie ox 1.

Heka je o najmMarme TaKBO pellieme, Tj. HajMambe pememne jeanauute (72) xoje
je sehe ox 1. ITokasahemo na cy onza cea pemema Ilenose jennauune (72) obauka
+a™, meZ.

Bamcra, HeKa je [ mpom3BosbHO pereme [lenoBe jennaunne, Tj. HEKa je

BEZlVn, N(B) =1

Kao u HeKoIMKO myTa J0 caja, KoMOUHOBameM Apxumenose akcuome u beprysu-
jeBe HejeTHAKOCTH 3aKJ/bydyjemMo Ja moctoju k € Z 3a koje je

Otk < 5 < Oék+1.
AKO NOMHOXKMMO OBY HejeJHAKOCT ca (¢ (CeTHMMO Ce Ja je TO UHBEP3 €JIEMEHTa (i
YUTAOLY OCTAB/HAMO KA0 3a/aTakK Ja [0KaxKe Ja je oBaj O6poj uosurusan) k myra,
J06mjaMo
1<ab B<o. (73)
Mehytum, U3 MyJITUIIUKATUBHOCTH HOPME CJIEU 1A je
~k ~k
N(a"-B)=N(a") -N(8) =1,
na je &F- B jemuauanm enement. IomTo je, O TPETIOCTABIIN, (v HAJMAIBY j€TAHITHI
erement Behu on jeman, uz (73) ciaenu ma je
ak.-p=1, Tj. B =ar.
Mozxxe na ce mokaxke /1a, akO n HEje MOTIYH KBaapar, IlemoBa jeqnadnna yBek

“Ma HETPHUBHUjAJTHO pemreme. 3 mperxoane qUCKyCHje CIeIn Ja OHA Y TOM CAydajy
“Ma OECKOHATHO MHOTO IEJTOOPOJHUX PEIIeHha. o

3anarak 97. Hahu cBe jenqunudne ejiemMenTe mpcTreHa Z[\/ﬁ} u permmty 1leoBy
jemmaxmmy 2 — 2% = 1. v

3anarak 98. Heka cy ry, 79,73, 74, s HyJI€ TIOJTHHOMA,
p(z) =32° — 224 + 23 + 722 — 112 + V2.
(a) Nspauynarn
R R Ry Sy (74)
YuyrcrBo: mokazaru ga je 30up (74) jemnax
2
() 2 X wn)
1<k<5 1<i<j<5

n npuMmeHuTu Bujerose dpopmyie.
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(6) Nspauynarn
1 1 1 1 1
r1+1+T2+1+r3+1+r4+1+r5+1'
YuyrcTBO: aKo je r Hysia MOJHHOMA ag + a1z + - - - + a, 2™, noKa3aru 1a je 1/r myia
nommHOMa agz™ + a1zt + -+ +ay, a ga je r + 1 mymsa nommHOMa ag + a1 (z — 1) +
-4 ap(z —1)". Hahu nonmHoM TakaB na je cBaku cabupak y (75) mwerosa Hy/a u
npumvenutu Bujerose dpopmyire. v

(75)

Y Ilpumepy 30 ma crp. 67 cMO Buzgesnm KOja CBOjCTBA MODPajy Ja MMajy pa-
[UOHAJHY OPOjEBH KOjU Cy HyJIe MOJMHOMA Ca IEJI00pojHuM (WM, eKBUBAJIEHTHO,
panuonasauM) koeburpjenTuMa. HapaBHo, HyJe NOJIMHOMA €A PAIMOHATIHAM (Tj.
1es106pojHrM) KoedUujeHTUMa He MOPajy Ja Oy1y paluoHaIHu OPOjeBH, Kao IITO
CMO BHIe/IM Ha TpuMepy Gpoja v/2, koju je mysa mommuoma x> — 2. Hyste mommmoma
ca memoOpPojHIM KOeHUIINjeHTHMA H3IBajaMo ciaeaehoM nedrHAITH]OM.

Iedunumnuja 29. Bpoj o € C nasusa ce aszebapckum b6pojem aKO MOCTOJU
nosmHoM P ca nesnum (Uiu, eKBUBAJIEHTHO, PALMOHAIHUM ) KOeDUIMJEHTUMA, TAKAB
naje P(a) = 0. Cmenen anrebapckor 6poja je HajMamu CTerneH moJnHoMa P TakBor
1a je P(a) = 0. Hpyrum peunma, « je anrebapcku 6poj cremnena d ako je OH HyJa
HEKOT TIOJIMHOMA CTEIeHa d Ca PAIMOHAJHIM KOeMDUIINjeHnMa, U HUje HYJIa, HIjeTHOT
MOJIMHOMA, €A, PAIMOHATIHUM KoeduimjeHTnMa Koju uMa crernen mamu o d. bpoj je
mparcuenHdenmar ako Huje aarebapCKu. O

3anarak 99. lokazaru ma je ckyn anrebapckux Opojesa npebpojus. v

IIpumep 31. (JInysBunos 6poj) 13 Bazarka 99 ciaean 1a mocToje TpAHCIEH-
nentau Opojesu. IllTaBuire, u3 mwera Caeau 1a TPAHCIEHICHTHUX OpOjeBa NMa, BUIIIE
Hero ajredapckux. A, HUje JaKO KOHCTpyHcaTu TpaHcueHgentan 6poj! IIpsu
IIpHUMep TPaHCIEHJIEHTHOr 6poja Koncrpyucao je Juysun? 1844, romume, kana je
JI0Ka3a0 113, 6poj

L=10""+10"24107% +107* + ...
nuje anrebapekn. Bpoj L ce mo memy nasusa Jluysurosum 6pojem*’. Tpamcren-
nentHoct 6poja L iemo na jnokaxkemo y Timasu 4 (IIpumep 46 na crp. 196). f

3anarak 100. Heka je a € C anrebapcku 6poj. lokazaru na je
Qla] :={co+ca+...+c,a” | neN, ¢ € Q}

mosbe. JlokasaTu 7a je OBO moJbe HajMarbe parmpeme mosba Q Koje caapxku a.

YuyrcrBo: cnernujasHu ciaydajeBu oBor 3amarka cy Ilpumep 17 ma crp. 38 u
Hamnowmena 6 ma crp. 60. Uckopucruru ucry nuejy.

Herapauje yayrcrBo: Tpeba ma mokazkemo ja je

1
co+cia+...+cpak € Qlal. (76)

Moo je o anmrebapckm 6poj, OH je HyJIa HEKOT TIOIMHOMA p(X) Ca PAIMOHAIHUM KO-
edbunujertuma. He ymamyjyhu onmrocT, MOXKEMO /1 MTPETIIOCTABUMO 3 j& CTEmeH
monmaOMa, p Behu ox k, rae je k cTrenen momHOMA,

h(zx) =co+crx+...+ cpx

k

39J1HyBHJI (Joseph Liouville, 1809-1882), ¢dbpannycku maremaruaap
40HpeHI/I3HI/Ije, L je camo jemaum ox T3B. JluyBumoeux OpojeBa, kKoje hemo cycpecru y
Hamomenu 3 Ha cTp. 146.
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y umenuony uspasa (76) — y CympoTHOM, Je/bemeM MNoauHOMa h ca p mobujamo
h(z) = p(x)q(z) + hi(x), vae je hy NONUMHOM YuMju je CTEEH MakbU OJ CTEIEHA
nonuroma p. IMomro je p(a) = 0, 6uhe h(a) = hy (@), na umennnan y (76) moxemo
Ja 3aMeHnMo ca hy ().

Jlakjie, MpeTIOCTABUMO 113 je k, Tj. CTemeH MOJUHOMA h, MamW OJ CTEleHa
monmaOMa, p. IlocTynkoMm me/bema moanHOMa, J001ujaMo

p(x) = h(@)q(z) +r(z), 1.  h(z)g(z) =plz) —r(z)
rje je cremed nojuHOMa r Mamu of k. Ilomuoxkumo u mogenumo (76) ca g(a).
Moo je p(a)) = 0, uspas (76) je jennax
q(e)
r(a)’

Tpeba ma mokaxkemo aa je

€ Q[a]. (77)

Crenen mosimaOMa y uMeHuOIly uspasa (77) je mamwu ox onor y (76). Ionasmajyhu
0Baj TOCTyMAaK HAjBUINE k TMyTa, CTUXKEMO 10 cremeHa 0 y WMMEHWOILy, Tj. 10 KOH-
cranre ¢ € Q.

Hokas na je Qo] najmamwe pammperse mosba Q Koje cajipKu «v Cie[iu U3 3aTBo-
PEHOCTH 3a OIepalje moba. v

3anarak 101. Heka je o anrebapcku OpOj U p MOJUHOM CTEIIEHA 1M CA PAIIAO-
HaNHUM KoedwuimjenTnMa, Takas 1a je p(a) = 0. Jokasarn Ja je

Qo] ={co+ecia+...+emo1a™ e € QY.
Omucarn Q[v/1+ V2. v
3anmarar 102. (FaycoBu mesim 6pojeBu) Jokasaru na je ckyn
Z[i|:={a+bi|a,beZ}

KOMYTATHBHU NPCTEH Ca jeJMHUIOM (eJIeMeHTe OBOr HpcreHa HazuBamo Iaycosum
yeaum 6pojesuma). Jlokazaru na npcrer Z[i] iMa TAYHO YeTUPU WHBEPTUOMITHA
emevenTa: +1, +i. v

9.3. Heypebhenoct mossa C. Ilpumernmo ma, 3a pasnuky of moba R, mospe
C uwje ypebheno. Ilpenusnanje, Baxxu caeneha sema.

Jlema 15. He nocmoju peaayuja nopemxa < na C maxsa da je (C,+,+,0,1, <)
ypehero nosme.

A'Y mokazy Jleme 14 ma crp. 60 Bugesan cMo 1a y cBaKOM ypeheHOM TOJby BarKu
2?2 > 0. Kaza 6u nome C 6umo ypeheno, paxuao 6u —1 = i > 0, 1j. (Ha ocHOBY
Bagarka 1 (crp. 8) 1 < 0. Mehyrum, uz Ipumepa 13 (crp. 21) cienu ga y cBakom
ypebhernom mospy Bazku 0 < 1. \V4

9.4. MerpudKa U TOIOJIONIKA CBOjCTBa KOMILJIEKCHe paBHHU. Beh cmo
PeKH 113 ce peasHu Opoj

|zl =Vz2 =22 +9y2 € R (78)

HA3WBA C€ ANCOAYMHOM 8pedHOW Yy NIl M0oOYA0M KOMILJIEKCHOT Opoja 2.

Jlema 16. Ancoaymma eépednocm uma caedehia ceojemea



72 1. BPOJEBU

0. |z +:¢-0] = |z|, |z + iyl > max{|z|,|y|}, ede je | - | y uspasuma na
AE60] CMPAHY ANCOAYMHA 8PedHOCTM KoMmnaekcHoz bpoja dedpurucara dop-
myaom 78, a na decnoj ancoaymmua epednocm peasnoz b6poja, depunucana
popmyaom (46) na cmparu 49.

1. |2/ 20, 2] =0&2=0

2. (A2l = Al |2]

3. |21 + 22| < 21| + |22

4 |zl =] -2 =z

A Jlokas tBphema 0-2. u 4. cBOmM ce Ha HEMOCPEIHY MpoBepy. JlokaxkuMo TBpheme
3. IIpumernmo Ja je 3a CBAKM KOMIJIEKCHU Op0j z = « + iy Baxku |z| = /22 +y2 >
max{z,y}, na je

Rez <z, Imz < |zl
Kopucrehu oBe uHejeqnakocru, m06ujamo

(21 + 22)(21 + 22)

(21 + 22)(51 + 52)

= 221+ 2129+ 2021 + 2229
|Z1\2 + 2122 + 2122 + \2’2|2
|Zl‘2 =+ 2Re (2122) =+ |22|2
|21]? + 2|21 22| + |22|?
|21]? + 2|21 22| + |22]?
(1] +]22]).

Tuwme je moxazano 3. \V4

|21 + 22|?

Al

Banmarak 103. Jdokasaru na je ckyn U(1) := {z € C | |z| = 1} rpyna y oanocy
HA MHOZKEHe KOMILTeKCHUX Opojesa u 1a 2~ ! = % 3a cako z € U(1). v

Hepuaunuja 30. Ckyn U(1) := {z € C | |z| = 1} nasuBamo jednoodumen-
SUOHOM YHUMAPHOM 2PYNOM UIH jedunuuHum Kpyzom. O3HadapaMo Ta I ca S';
o3naka U(1l) o6u4HO ce KOPUCTH KaJa XKEeJIUMO J1a MCTAKHEMO HeroBy aiarebapcky
(rpynosny) cTpykTypy, a S' reomerpujcky. Enemente ckyma S' masusamo jedu-
HUMHUM KoMNaeKcHuM Opojesuma. 3a zg € S' ckynm {Azg | A € [0,+00)} 30BeMO
NOAYNPAEOM Ca TTOUETKOM Y HYJIH.

3anarak 104. Jlokasaru na je 3a csako z € S\ {—1,1} xommarux
z+1
z—1
YUCTO UMAruHAPHH OPOj. v

3amarak 105. Joka3aTu je ma 3a cBaku 6poj z € S', Taxas ma je 22" # —1,

KOJIMYHUK
n

14 220
peasian 6poj. v

Hepununnuja 31. Ipecnukasawe d : C x C — [0,400) nmedunucano ca
d(z1,22) = |22 — 21| HA3MBAMO eYKAUICKUM PACTMOJABHEM WA EYKAUICKOM MEMPU-
KoM y KoMITekcHO] pasau C.

N3 Jleme 16 cienm ma d uma cireneha cBojcTBa, AaHATIOTHA CBOjCTBY METPHUKE HA
peaJinoj npasoj (B. crp. 6.1):
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(M1) d(z1,22) > 0ud(z1,22) =0 21 = 29

(M2) d(Zl, ZQ) = d(ZQ7 Zl)

(M3) d(z1,23) < d(z1,22) + d(z2, 23).

Hejennakocr (M3), kao u nejennakocr 3) y Jlemu 16, nasuBamo nejednaxowhy
mpoyena. Exsupanenuujy y (M1) Ha3uBaMo CBOjCTBOM HedezeHepucarocmu mem-
puke.

3anarak 106. Hahu pacrojame Tauke
1414
V3i—1

koMmiutekcHe paBau C 01 KOOPAMHATHOT MOYETKA. v

3anarak 107. [lokasaTu ma 3a KOMILIEKCHE OpOjeBe z, w BaXKU jedHAKOCTL Na-
PANCAO2PAMA

|2+ wl? + [z — wf? = 2(|2* + [w]?).

3aITo ce OBa jeTHAKOCT TAKO 30Be? v

Hepunumnuja 32. [Ipecimkasame f : C — C 3a Koje BaxK#n

d(f(z1), f(22)) = d(21, 22) (79)

Ha3WBa Ce U0MEMPUICKOM MPAHCHOPMAYUJOM ATTH UF0MEMPUjOM KOMILIEKCHE PaB-
HH.

3anarar 108. (a) Iokazaru Ja je CKyll CBUX M30METPUjCKUX TpaHchopMaluja
KOMILJIEKCHE PDABHU IPYIIA Y OJHOCY HA OMeparujy KOMIO3uInje npecankaBama. OBa
rpyna ce o3uaqasa ca E(2) u masua Eykaudckom 2pynom. YIyTCTBO: JOKA3AaTH
MPBO /13 je CBaKa M30MeTpHja OujeKknnja, a 3aTuM 13 je CKyT W30METPHja MOArpyTa
rpyne Sc (3azarak 6 ma crp. 10). UHjeKTUBHOCT je JlakKine JOKa3aTh, OHA CJIEIU
u3 (79) u menerenepucanoctu merpuke (M1). 3a moka3 cypjeKTUBHOCTH UCKOPUC-
TUTH YHUE-EHUILY Ja W30METpPUja CIMKa Ipase Ha npase (3amro?), na caMuM THM
u rpoyrsioBe Ha rpoyriose. 3a w € C nocmarparu Tpoyrao ca rememuuma f(z1),
f(22) m w m moKazaTM 1A je OH CIWKA HEKOT TPOYTIIA.

(6) okazaTu ma je CKyIl CBHX U30METPUjCKUX TPaHCHOPMAIHja KOMILJIEKCHE
paBHU KOje CJIuKajy Hy/dy y Hysay mogpryna rpyne E(2). Osa moarpyna o3nauasa
ce ca O(2) u HA3BUBA OPMOZOHAAHOM 2DYNOM. v

IIpumep 32. U3 pnedunurmje merpuke u 0COOMHA MOIYJIA CJIEIU A Cy MPEC-
JMKaBaba z — —z, 2 & Z, z — —Z, 2 — z + 2o (3a Heko dukcupano zg € C)
n30MeTpHujcke TpaHcgOopMaliije KOMILIEKCHE PABHU.

Im Im Im, ,

£ Ty 2ty
: R

Re
0]
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N3omerpujcky TpancdopManujy z — —z HaA3UBAMO UEHMPAAHOM Pedaercujom
y OIHOCY Ha KOODAWHATHH IOYeTaK, Z +— Z U 2 — —Z OocHuMm pedaexcujoma y
OTHOCY Ha PeajHy W UMAruHAPHY OCY, & 2 — 2 + 20 MPAHCAAUUIOM. f

Cuiepehiom feduHUIMjOM U3/1BajaMO MOICKYIIOBE KOMILIEKCHE DABHU KOjU UI'Da-
jy y7ory wHTEpBaJia HA PEAJTHO] TTPABO;.

Hepunumnuja 33. 3a zp € Cur > 0 ckyn
D(zp,r) ={2€C||z—2| <71}
HA3WBA C& 0MEOPEHUM OUCKOM, & CKYTI
D(zp,r) ={2€C||z—2| <71}

3ameopenum JuckoMm ca TIEHTPOM ¥ zo M nonynpednnkom r. Crym D(zg, ) Ha3nBa
ce €~ OKOJIMHOM TadvKe 2.

Nwmajyhu nperxomny nedbunuimjy Ha pacrosararby, TOHNOJIONIKE TO0jMOBE OKO-
JiHe, Ta4yKe HAaroOMWJIaBama, W30JI0BAHE TadKe, OTBOPEHOI M 3aTBOPEHOr CKYIIa,
nedrHECaHE HA PEATTHO]j IIPABOj, MOKEMO 13 Je(PUHUIIEMO U Y KOMILIEKCHO] pPaBHU
Ha TOTTyHO McTH HauywH. Taduka zg € C ce Ha3WBA MaA¥kOM HAZOMUAAEAKHA CKYTIA,
A C C axo cBaka Ib€HA e—OKOJIMHA Caap:ku Tadky ckyma A \ {z}. Cxkym csux

Tavaka HArOMUIaBama o3nadasahiemo ca A’. Ckym A := AU A’ naszusa ce samao-
pewem ckyma A. Axo je A = A ckyn A masmpamo zameoperum. Tauka ag € A
KOja HHje TadKa HATOMWJIABaFha HA3WBA CE€ U30408aHOM maukom ckyma A. Ilox-
ckyrn V C C je omeopen ako ce MOXKe MPeICTABUTH Ka0 YHHja OTBOPEHUX JIMCKOBA.
3 oBe nedwHHUIM]e MTUPEKTHO CIeau KapaKTepu3alpja oTBOpeHHX cKymoa y C
anasiorua Jlemu 9 na crpanu 53. OTBOpPEH CKyIl KOjU CAJIPIKH TAYKYy 2o HA3UBA CE
IEHOM 0maeopeHom okoaurom. Koimekmmja cBux orBopennx ckymona y C HasnBa
ce Mmonoaozujom KOMILIEKCHE paBHU; o3Ha4daBahiemo je ca 7¢. Tomosoruja 7¢ nma
cBojcTBa Tonosoruje Tr omucana y Jlemu 10, ctp. 53. Pyb ckyma A C C je ckyn
0A:=AN(C\ A).

Samarak 109. Hexaje A= {z € C |0 < |2| < 1}U{1+i}. Hahu cBe uzonosane
rauke ckynosa A m C\ A. Halin cBe Tauke HaroMmiaBamba OBUX CKYTIOBA W HHXOBE

pyboge. v
3anarak 110. Hexka je
A={2€C|Rez>0A |2/|<1} u B={2€A|RezeQ A Imze Q}.
Hahu 0A u 0B. v

Tloackyn Z C C ce ma3wBa orpaHum<eHnM, ako mocroju M > 0 TtakBo 1a je
|z2| < M 3a cBako z € Z. Kacuuje hiemo ma nokazxemo Ja TeopeMa aHAJIOIHA
Teopemu 20 Baxku u 3a ckynose y C (8. Teopemy 3 na crp. 173).

9.5. Tpuroumomerpuja. Heka cy
20 = To + iyo, 21 =x1 +iyy € S'

JIBA jeIMHWYHA KOMILIEKCHA Opoja y mpBoM KBaapanTy. IIpermocraBumo aa je xg >
1 >0 (raga je 0 < yo < y1). Cryn

{z€8'" |21 <Rez <z}
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HA3UBAMO AYKOM jeTUHATHOT Kpyra u3Mely Tadaka 2o U 21 WA aykom Zoz1. Heka
je w = xo+1iy;. Taga je

d(20,21) < d(z0, w) + d(w, z1) = (y1 — yo) + (zo — 21). (80)
Heka cy zg, 21, - - - , 2k KOMILJIEKCHE OPOjeBU 3a KOj€ BaXKu
20,21, .-+, 2K € S,
Re(z9) > Re(z1) > -+ > Re(zx) > 0, (81)
Im (z) > Im (25—1) > --- > Im(2p) > 0.
Im
2k
k-1
21
20
Re
Bpojese zg, 21, . - . , 2x HA3UBAMO NodeaoM TyKa Zozk. IIlpumenom (80) ma cBaku

cabupak u ckpahmBameMm cabupaka CympOTHOT 3HAKA JT00HjaMO

d(z0,21) +d(z1,22) + -+ d(zk—1, 2r) < Re(20) — Re (z) + Im (2,) — Im (29) < 2.
Hexka cy ¢,n € S! jemuHITHI KOMILIEKCHE 6pojesr. Bumean ¢Mo 1a je cKym
L={d(z0,21)+ - +d(zk—-1,2) | 20 =C, 2k =N, 20,21, -, 2k 3370BoJbaBajy (81)}
OTPAHWYEH OJ[03T0, TTa UMa CYTIPEMYM.

Hedpmuaumuja 34. Bpoj sup L w3 nperxojHe KOHCTPYKIIHje HAZUBAMO OYHCU-
HOM AYKA JeIUHUIHOT Kpyra u3dmehy Ttadaka ( U 1) Uiu y240m u3MeDy MoIyIpaBux
{X|Ae[0,4+00) m{An | A€ [0,400)}.

IIpecamkaBamwa z — —z, 2 — Z, 2 — —Z TIpECIMKABa]y TPBU KBAJIPAHT Yy
tpehu, gerBpTy u apyru pemom. Ocum Tora, Kao mrto cmo Bugenau y [pumepy 32,
OBa Ipec/IKaBama 4yBajy merpuky. Ilomro je mojam yria (Tj. JAyKuHe JIyKa jeau-
HUYHOD KPYra) U3BEJIEH U3 110jMa MEeTPUKe, jedUHUIIeMO yrao u3mely mosynpaBux
y ocrajuM KBajpaHTuMma Kopucrehu oe 1pu m3omerpuje. Ha mpumep, ako cy
l1,ly mBe MoOSIyNpaBe y YETBPTOM KBAJAPAHTY, yrao nimely mux meduHUIemMo Kao
yrao u3mely ®UXOBUX C/IMKA TpHU MPECIUKABAamy z — z. Ha Kpajy, yrao mamely
MOJIyIPABUX y PA3HUM KBaJpaHTuMa nedWHUIIEMO 10 ajauTuBHOCTH. Ha mpumep,
aKO Cy 21, Zo JEIMHUTIHU KOMILIEKCHH OPOjeBH, TAKBH 11a je z1 Y MPBOM, a 2 Y JAPY-
rOM KBaIPAHTY, yrao udMehy muma onpehenux momynpaBux AedUHAIIEMO KO 306up
yraosa usmely nomynpasux {Az; | A € [0,4+00)} u {z € C|Re(z) =0, Im(z) > 0}
u nonynpaBux {z € C|Re(z) =0, Im(z) > 0} u {Az2 | A € [0, +00)}.

Crenpjanno, yrao mamehy nosmrusee peanne noiayoce {z € C | Re(z) >
0, Im (z) = 0} u no3uruue umaruuapue nosuyoce {z € C | Re(z) =0, Im (z) > 0}
HA3UBAMO NPABUM Y2A0M. JIBOCTPYKY BPEIHOCT MPABOr yIyIa O3HAYABAMO ca . {
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3amarak 111. /lokazaru ja je nyKuHA JiyKa aJUTHBHA, Tj. Ja je
Zoz2 = 2021 + 2122,
3a $(z0) < S(z1) < S(22). v

Cumbout 7, KOju je OYeTHO CJIOBO IPUKe peun mepLpepita — nepudepuja (Kpyr),
3a 03HAKy OBOr 6poja mpsu je ynorpe6buo Bunujem ITonc.*!

Bpoj m nuje parmonamnan. OBy unmmennily gokazao je Joxan JlamGepr?? 1761.
romute (Mu hemo y ItaBu 6 u3/I0KUTH jeJHOCTABHUjU JOKA3 OBE UUIHEHUIE KOjU
je mponaljen kacuuje). OKo Bek u 1o Kacuuje, ®epaumany JInnmeman® moxazao je
na je 6poj ™ mpancuerndenman, Tj. I1a HUje HyJa HUjETHOT MOJMHOMA Ca MEI00PO-
jHuM (€KBHBAJIEHTHO, paiuoHanuuMm) Koedunujentuma. OBume je peiien apeBHU
pobiieM o ,KBajgparypu kpyra” .t

M360poM IOBOJLHOT 6P0ja TAUaKa 20,...,2, € S' MOXKEMO Ja OIPEIIMO Hhe-
TOBUX MPBUX HEKOJIUKO IEIMMAJIA;

m = 3,1415926535897932 . . .

Yupaso ua oaj nauns je JIynond san Lojren*® oxpenno npeux 35 sermmmana 6poja
T Koju ce, IO meMy, 30Be u Jydoagosum bpojem. Osaj Jlynondos pesyarar je
yrpaBupaH Ha merosoM Hajarpobnom crnomenuky. Ilpe Jlymonda, 6uio je muoro
Pa3HUX ampoKCUMAaInja Opoja 7, moueB o m00a apeprnx Erumhana n Basuionamna.
Apxumen maje nponeny 31 < 1 < 310 Jlynondos caspemennk Bujer*® no6mo je
n3pa3 3a Ty 00IUKY OECKOHAYHOT MPOU3BOIA

2 1
Z_ Z 82
us 2 + (82)
Meljy ocramum mnTepecanTHuM dopmytama 3a 7 cy Bamucoal” dpopmyna
71' 2:4-4-6-6-8-...
4 3-35-5-7-7-... (83)
u Jlaj6uumosa*® Gpopmyna
s 1 1 1
—=1l—=—-4+-=—=+4.... 4
4 3 * 5 7 * (84)

Yrao u3melhy nmo3uTUBHE PeasiHe [M0JIyoce U MOJIyIIpase ojpehene KOOPInHATHUM
MOYETKOM M KOMIIJIEKCHUM GPOjeM 2z HA3WBA CE NOAGPHUM Y2A0M WITH GP2YMENMOM
6poja z. Own mmMa BpemuocTn y muHTepBady [0,27). O3HaynMmo aprymeHt 6poja
z €SNI caarg(z), a ca Arg (z) ckyn

Arg (z) = {arg(z) + 2k | k € Z}.

Ulonc (William Jones, 1675-1749), eHIIeCKH MAaTEMATHIAD

42,HaM6epT (Johann Heinrich Lambert, 1728-1777), mBajuapcko — HEMAYKH MATEMATHIAD
43JIHH;[eMaH (Ferdinand von Lindemann, 1852-1939), HeMauku MaTeMaTAYIaAD
44TpaHCLIeH/IeHTHOCT OpojeBa e u m hemo na mokaxkemo y Ilpumepuma 4 u 5 y I'nasu 6.
45le,u0n(b Ban Ilojnen (Ludolf van Ceulen, 1540-1610), XonanacKu MaTeMaTHIaAD
46BI/IjeT (Frans Vi, 1540-1603), d>paniycku MareMaTHdap

1"Banmc (J. Wallis, 1616-1703), enryiecku MaTeMarudap

48Jlaj6HHu (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716), Hemauku ¢unocod u MaremMarudap
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Ilogeny koMmeKcHe paBHU HA KBAJPAHTE MOYKEMO /13 OMHUIIEMO Y TEPMUHUMA ap-
TyMEeHTa:

I={zeC|0<arg(z) <%}, II={zecC| 7 <arg(z) <7},

3
II={ze€C|r<arg(z) <3}, IV={zeC]|3 <arg(z)<2n}.

Hexka cy (1 = 1 +iy1, & = 29 + iy2 € S' N 1. TTocmarpameM mogesna

1:,21,2’2,...,2’]‘ :C1,2j+17...,2k:C2

nyka 1, 1ako BUANMO Ja 33 KOMIIJIEKCHe OpojeBe M3 MPBOT KBAIPAHTA BaXKM

x> a2 = arg(Cr) < arg((2). (85)

Oparne crieam ma je yraom arg(z) 6poj z € S' N1 jenmosmadno ompeben, Tj. ma
je mpuapyxupame z — arg(z) mHjeKnmja cKyma Tadaka u3 S! koje cy y mpsom
kBaapanty y untepnan [0, 5]. TIpuvenom Axcmome cympemywma Jnokasahemo ga je
0BO TIPHIPY’KUBame M cypjeknuja, nakie Gujekmmja. Hexa je 0y € [0, T]. Ckymosn
A={r€[0,1]| x = Re(z)3a neko z € S NI ca arg(z) < 6y},
B={z€0,1]| x =Re(z) 3a neko z € S' NIca arg(z) > 6y}

cy orpanudenu u nenpasnu (i € A, 1 € B), na nocroje a = sup A u b = inf B. Tana
u3 (85) cuenu na je a < b. Kaga 6u 6uio a < b, raga 6u 6poj “T'"b IPUIAIAO JeTHOM
or ckymoBa A u B, mITo je y KOHTpa uKImju ca a = sup A, b = inf B. 3uaun, Baxku
a = b. Cama ce mako Bumn jaa 3a 6poj zo € S! 3a xoju je Re (z9) = a = b 337080~
swaBa arg(zg) = b, jep 6u arg(zg) # 0y 6ua0 y KOHTpaAuMKIUju win ca a = sup A
nin ca b = inf B.

Heoununuja 35. Heka je z € S' N1 6poj umju je nonapuu yrao 6. Peanne

OpojeBe
sinf :=Im(z), cosf:=Re(z)
HA3UBAMO CUNYCOM U KOCUNYCOM yria 6.

U3 Jedbunumuje 35 u (78) caemu sin® 6 + cos? § = 1.

Hedunninjy crHyca W KOCHHYCA CaJa MOXKEMO Ja TPOITHPUMO Ha CBe 0 €
[0,27] — MHOXKeme UMATHHAPHOM jeIMHUIIOM i je M30MeTpHjcKa TpaHcdopMmarmja
KOMIIJIEKCHE PABHU KOja CJIUKA MPBU KBAJIPAHT y APYru, Apyru y Tpehu, a tpehu y
JeTBpTH, Ta u3pasu y deburnnujn 35 uMajy cMmucia 3a ceako z € S'. Konawno,
MOKeMO J1a nedunuineMo uzpase sinf u cosf 3a cako 0 € R dopmysrama

sin(f + 2km) =sinf, cos(6 + 2kw) = cosf, 3a ceako k € Z.
3a oBako nedunncane GYHKIHje CHHYC U KOCUHYC BayKU
sin (—0) = —sin 6, cos (—0) = cosb.
OyHKIHje ca OBUM CBOjCTBAMA M3/BajaMo caeaehom aeduHUImIjoM.
Hepuuunumja 36. Oyukumja f : (—a,a) — C Ha3WBa ce napHom ako je
f(=z) = f(x), a nenaprom axo je f(—x) = —f(z).

Dyukiuja f(x) = 2™ je napHa 3a NApHO, a HENApHA 3a HEIApHO 71, YUME je
U MOTHBHCAaHA TepMHUHOJIOTHja u3 mperxoqne jgedunuryje. Cunyc je Hemapha, a
KOCHHYC TapHa (PyHKIIH]a.

Heka je z € C\ {0}.Tana je |—§| € S, naje ‘z—‘ = cosf + isin, 1j.

z=r(cosd +isinf), rmeje r=|z| (86)
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Uspaz (86) HasMBaMO MpuzoHOMEMPUICKUM 3GNUCOM KOMILIEKCHOr Opoja. Ilap
(r,0) HA3UBAMO MOAGPHUM KOOPOUHAMAME KOMILIEKCHOr Opoja z = x + iy (uiam
rauke (z,y) € R x R). U3pa3s cosf + isinf oznagasa ce u ca cis 6.
Jlema 17. Cunyc u xocunyc umajy caedeha ceojcmea:

sin(f 4 5) = cos @, cos(f + §) = —sin6,

sin(f 4+ 7) = —sin 6, cos(f 4+ m) = — cosf

sin(—0) = —sinf, cos(—0) = cosb,

sin(a &+ ) = sinacos B % cos asin 3,

cos(a+ ) = cosacos 8 F sinasin 8

'Y OCHOBH J0Ka3a je uMmeHnIa 1a 3a Gpuxcupano 1 € S npecimkapame
7“,,:Sl—>Sl7 Zn-z

qyBa JyKMHY JyKa. 3ancra, MOIMTo je |n| = 1, MHOXKeme ca 1) je n30MeTpuja:
d(n-z1,m-22) = n- 22 =0 21 = [n(z2 — 21)| = [nll22 — 21| = [22 — 21| = d(21, 22).
IMowrro je nedununuja nyxune jgyka (dedununuja 34) usBenena us nedbununmje
pacTojama, clleu Ja r, dyBa AyKuHy ayka. JJokaxumo dopmyme

sin(a + ) =sinacos f 4 cosasin B,  cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 8. (87)
Hexka je

z=cisa, w=cis(a+p). (88)

Opariie, Ha OCHOBY aJUTHBHOCTH [yKuHE JyKa (3amarak 111 wa crp. 76) crenu na

je my>xuHa ayKa m3Mmely Tadaxa z u w jenmaxa (3. Ilomro MEOXKeme can = 2z~ ! € St

qyBa IyKUHY JTyKa, I Iy:KuHa ayka msmeDy 1 u z~'w jemmaxa je 8. Omarie cremnu

na je z 1w = cis 8, tj. w = zcis f. Omarae u u3 (88) cieau

cis(a+ ) = cisa - cis 3,

1. cos(a+ ) +isin(a+ ) = (cosa+isina)- (cos B+ isin B). MHoXKemeM n3pasa
Ha JIECHOj CTPAHU W M3jeTHAYABATHEM PEATHUX W MMAruHAPHUX JIe0Ba HA JE€CHOj W
JieBoj crpanu jgobujamo (87). Jlokas ocranux ¢dhopMmysia MPEenymTamMo YUTaony. \/

N3 Jleme 17 cieme ce ocrasne (opmyse 3a TpaHCcOpMAIKje TPUTOHOMETPH-
jckux DYHKIMja MO3HATE YMTAOIY U3 KyPCa eJeMEeHTapHE MATEMATHKe, 1 MU NeMo
UX CBE CMaTPATHU JIOKA3AHUM.

Samarak 112. (a) Jdoxasarn Moasposy 9 dopumymy
cis"0 =cis(nd), neZ
(6) Kopucrehu MoaspoBy dhopmyiy mokasaru dbopmyiie
sin (30) = —4sin® 0 4 3sin 6, cos (30) = 4 cos® 6§ — 3 cos .

Hahwu dopmyse 3a cuHyC ¥ KOCHHYC 9€TBOPOCTPYKOT YTJIa.
(8) Hdokazaru sa cy peiiemwa jequadune z™ = rcisf gara ca

0+ kﬂ'

2= {rcis————, ne{0,1,...,n—1}.
(r) Uspauynaru (1 + z) \3/1 + 4.
(n) Uspaaynaru Re(l_H (z +i79)9) u Re(H_Z(‘9 —i79)99), v

49,[[8 Moasp (Abraham De Moivre, 1667-1754), dpaHifycku MaTeMaTnyap
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3anarak 113. Kopucrehin MoaspoBy dhopmyny mokasatu dpopmyiie

1
cos (a/2) = £/ ——— +COba sin (a/2) = \/ —cosa

O6jacauTn W360p 3HAKA WCIPE], KOPEHA. v

Samarak 114. Mspauynaru cse tpu Bpexsocta v/1. Hahwu dakropusammjy
nonunoma p(z) = 2% — 1 m3 3amaTka 25 Ha cTp. 64 Ha JEHeapHe aKTOpe HaT
nossem C.

Hahn daxropuszanuje nomunoma q(z) = 2% + 1 na upeaynubuine moguHOME
max R u mag C. v

3anarak 115. Hahwu myse momuaoma
P(x)=(z+1)° — (z —1)°%

YuyTcTBO: MpUMETHTH Ja x = 1 HUje HyJa MoJnHOMA, Ta je Moryhe yBecTu HOBY
HETIO3HATY

¢ z+1
z—1
U CBECTH 3aJlaTaK Ha pernasambe jeqnaunne (5 = 1 u nuneapue jeanaumne. v

3anarak 116. Hexka je
2w s 21w
w = cos — + isin —.
5 5

Joxkazatu na je
l+wtw’ +w’+w!=0.
Yuyrcerso: onaxkame aa je w® = 1 sparno ckpalyje pauyn. v

Bamarak 117. (a) Heka je 0y € [0, 27]. loka3aTu Ja je IpecinKaBarbe
Ry, : 2 —cisly - 2
M30MeTPHjcKa TpaHcdopMaIja KOMILIEKCHE PAaBHH U 114 je

Ry, (rcis0) = rcis (6 + 6p).

Im

cist - z

Re

Nsomerpujcky tpanchopmanujy Ry, Ha3sHBaMO UeHMPAAHOM DOMAYUUJOM CA
meraTpoM 0 u yriaom 6.

(6) Jdokaszaru sa je ckyu neHTpasiHux porauuja ca uenrpom 0 noarpyua rpyie
uzoMerpujckux Tpancdopmanuja kKomrekcue pasuu (B. 3agarak 108). Osa moz-
rpyma o3nadasa ce ca SO(2) u Ha3uBa CNEYUJAAHOM OPMOZOHAAHOM 2DYNOM.

(B) okazaru ma je npecaukasamwe 0 — Ry mopduzam rpyme U(1) y rpyny
SO(2). v
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Hanomena 11. I3 kypca eneMeHTapHe €yKJIUICKE TeOMeTpPHje TIO3HATO HaM je
J1a ce CBaKa M30METPHjCKa TpaHcOpMAaIlFja PAaBHA MOXKe JOOUTH KAO KOMITO3HUITH]a,
KOHAIHOT Opoja ocHuX pedekcuja, Ipu 4emy je Taj Opoj mapan ako je Tparcdop-
Malrja JUpeKTHa (Tj. aKO YyBa OPHjEHTAIN]y), a HETapaH y CYMPOTHOM CIIyYajy.
3anucaHo Ha je3WKY KOMILJIEKCHUX OpojeBa, CBakKa M30METPHjCKa TpaHCHOpMaIlmja
PaBHM MOKe JIa Ce 3allHIile Kao

f(z)=az+b  wnmm 9(z) =az + b,

3a neke a € S u b € C. IIpu rome, rpancdopmanuja f uysa, a rpancdopmaiuja
g Merba opujenTtannjy pasuu C. o

3anarak 118. I'ycap je 3axomao 6saro Ha IycTOM OCTPBY HA KOME Cy C€ Ha-
JIa3ujie Be CTeHe W jemHo napeo. Mecro je omabpao ua cnemehu waumu. Om npeera
je mmrao 10 jemme creme Opojehin kopake. Crurasinm 10 He CKPEHYO j€ JIEBO IO
MPABUM YIVIOM M HAMPABUO MCTO OHOJIMKO KOPAKa KOJIMKO j€ HAPABHUO O/ JIPBETA
1o crerne. Tadky 70 Koje je Tako cTurao je obenexkuo ca X. 3aTuM je MOHOBUO UCTH
MOCTYIAK Ca JIPBETOM U JAPYIOM CTEHOM, CAMO IIITO j€ OBaj IIyT, CTUTABIIH J0 JPYTre
CTEHe, CKPEHYO II0JI IPABUM yIJIOM AecHO. Tadky 10 KOje je Ha Taj HAYUH CTUIao,
obesiexuo je ca Y. Bmaro je 3akonao Ha cpeannu ayxu XY .

Heros yuyk (trakobe rycap kao u neaa), BODEH JEIMHOM MPUYOM O OBOj IyC-
ToJioBUHH, TIocse 60 ToauHA CTUXKE Ha UCTO OCTPBO €& HAMEPOM JIa MCKOIa 0JI1aro.

Ha cBoje Benmmko u3nenaheme u pa3odapemne, OTKPUBA 13 IPBO U3 JeINHE TPH-
e BHUINE HE TOCTOjH, HATH je Of Ibera 0cTao mKakas Tpar. Mmak, ycmeBa aa Habhe
6naro. Onmcaru Kako.
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YuyrcrBo: Bparusmm ce pazoudapan u 6e3 6sara y EBpory, yHYK NOKyIiaBa
Jla yHECe MaJiO PaJOCTH y CBOj KWBOT, I1a O/yIydyje aa ce ynuire Ha Maremarndaxku
daxynarer. ITocne roanay mana Map/bUBOL paja U CTyaupama Ha M cMmepy, ca3Haje
7a je MHOMKeme ca i = /—1 poTamuja 3a mpas yrao Ha jeso. CxBaTa un 1a 6poj

21 + i(Zl — Zo) + (22 - i(z2 — 20))

% =
2
HE 3aBHCH O 2g. TOKOM JIeTIer paciyCra IOHOBO pasalluibe jeapa, spaha ce Ha
OCTPBO M OTKOIaBa 6J1aro. v

IIpumep 33. Heka cy (z1,22,23) u (wq,ws, ws3) JABe TPOjKE HEKOIMHEAPHUX

Tayaka y KOMILIEKCHO] paBuu. TpoyrioBu Azizezs u Awiwsows Cy AUPEKTHO

cmmann®® aKo m caMo aKo je

zZ9 — 21 :wg—wl (89)

23 — 21 wgfwl’

WJIM, €EKBUBAJIEHTHO, aKO U CaMO aKO je

zZ1 W1 1
zZ9 W2 1 =0.
Z3 W3 1

3amcra, OB TPOYIJIOBY Cy JUPEKTHO CAUYHH AKO U CAMO aKO Cy UM TI0 JIBE CTPAHUIIE
MIPOIOPIMOHAJIHE U yTJIOBU M3MeDy UX MOAYIAPHU, Tj.
|22 — 21 _ |wo — w1 | 22 — 21 W2 — Wy

= arg ———— = arg ————
|Z3—21| |w3—w1| zZ3 — 21 w3 — Wq

mTo je ekBuBajeHTHO ca (89).
[Momro ocua pediekcuja z — Z Mema OpUjeHTANN]y, CAEIN 1a CY TPOYTJIOBU
Nz12923 1 Awiwows CIUIHA aKO U CAMO aKO je

29 — 21 Wo — W1 29 — 21 W9 — W1
= wm o = ,
23— 2 w3 — w1 23— 2 w3 — w1
i
ITpumep 34. Heka je p € N u ( = cis 27“ u Z, = {¢* | k € Z}. Uz Moaspose

dbopmyie crenu (P = 1, a ogarre ga je Z, koHadHA MOArpyma yaurapue rpyme U(1)
U UMa p efleMeHaTa: CBAaKH efleMeHT g € Z, je cremen 6poja (:

Z,={1,¢,¢% ..., ¢

Kazkemo 1a je ¢ zenepamop rpyne Z,. I'pyna Koja je renepucana jeJHIM eTeMEHTOM
HA3UBa C€ YuUKAUYHOM epynom. CBake JBe KOHAYHE IUKIUYIHE IPYIE Ca UCTUM
OpojeM enlemenara cy m3omopdre. 3ancra, T0BOHHO je MPECIUKATH TEHEPATOP jeIHE
y TeHepaTop Apyre u, kopucrehn rpymnoBHy omeparujy, TpoIyKUTH OBO MPECTAKA-
Bame /10 m30MOoppu3Ma.

Io rpyune Z,, ce moxxe gohu u nosnasehu ox 6eckonaune nukiangne rpyne (Z, +).
HeduHUIIMMO pesamnujy eKBUBAJICHIT]e

m=n (modp) < m—n jeaempuso ca p;

50,ﬂupevcmna MPAHCPHOPMAUUI CAUNHOCMY je TpaHChOPMAIHja CIUIHOCTA KOja YyBa ODHU-
jeHTaIunjy; TPOYIJIOBU CYy OUPEKMHO CAUMHU KO CY CJAMYHU U UCTO OPUjEHTUCAHHU.
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OBa, peJlalinja Ha3uBa Ce KOMZPYeHYUjom no modyay p. U3 cBake Kjace eKBUBAJIEH-
1uje MoXe ce m3ABojuTh jeman ox Opojesa 0,1,...,p — 1, ma ce KOMMIHUYKY CKYII
Z /= moxe uneHTubUKOBATH Ca CKYIIOM OCTATAKA [IPH JIEJbEtby Ca P:

Z/=={0,1,...,p—1}.
CKyll Ha JEeCHOj CTpaHH MOXKE 13 C€ 3aMeHU OWJIO KOjUM JIPYLUM CKYIIOM Ipe-
CTaBHUKA KJaca eKBuBajienuje penanuje = (mod p); cBaku Takas CKyIl HA3UBA Ce
KOMNAEMHUM CKYNOM OCMamara 1o moayiuy p. Ipyrum peunma, nonckyn R C Z
j€ KOMILJTIETaH CKYI OCTATaKa MO MOIYIY p aKO MMa P eJleMEeHaTa, U aKO Cy OCTaIl’
THX €JIeMEHATa MIPU JeJbEbY Ca p MehyCOOHO pa3IuYIuTH.
N3 ounrnenne dumenunie

m=n (modp) < m+k=n+k (modp) (90)

cileim J1a je oneparuja cabuparma 100po aeduHUCaHa, Y KOJIUIHUIKOM CKyTy Zi/=.
Baucra, ako cy [m| u [n] knace exkBuBasienuuje uesux opojesa m u n, uz (90) ciaenu
Ja je ca
] + [n] = [ + )

106po nedbunncano (Tj. HE3ABUCHO O[] NPEACTABHUKA 1M U N KJiaca [m] u [n]) cabu-
pamwe y Z/=, yume je ckyu Z/= cuabaesen crpykrypom rpyue (nokasaru!). Iomrro
Cy NMKJIUYHE TPYIE Ca jeTHAaKUM OpojeM ejieMeHara m3oMOopQHE, CIIEIH 1 jeé OBAKO
nobmjena rpyna msomopdnua Z,. Tako cmo gamm mBa ommca rpyne Zy, nonasehn ox
myamunaukamuere rpyne (U(1),-) u ox adumuene rpyne (Z,+). i

3anmarax 119. Hahu cee nourpyue rpyue (Zg, +). v
3anmarak 120. Heka je m; = n; (mod p) u mo = ng (mod p). Hokazaru na je
my-mg =nq -ng  (mod p).

MN3BecTn 3akjpyuak 1a je moMony omeparinje MHOXKEeHa 1eyinx Opojesa 1o0po aeduH-
HCaHa OIlepaIyja MHOXKema Y Z, 1 1a je (Z,, +, ) KOMyTATHBHU [IPCTEH Ca jeIHHU-
OM. v

3anmarak 121. (a) Jokasaru na 3a cBaku 1eo 6poj k Baxu

=0 (mod3) wmm k*=1 (mod 3).
(6) Hexka je n menapan 6poj. [loxkazatu 1a je n? = 1 (mod 8).
(B) [dokazaTu jna 3a ceaxu 11eo 6poj m Baxu m3 —m =0 (mod 3). v

3amarak 122. Heka cy a u p y3ajamuo mpocru mein 6pojeBu u b Ipou3BO/baH
meo 6poj. Jlokazaru ma jemHadImHa,

[a] - [x] = [b]
UMa jeJMHCTBEHO peutewse [x] € Zy,, 1j. na jeHaduna
axr =b (mod p)

uMa jesMHCBEHO periebe  (mod p).

Yuyrcrso: Ilomrro cy a u p y3ajamuo mpoctu, u3 Teopeme 6 ciemnu ma moc-
Toje mesim OpojeBu k m n TaksBu ga je ka + np = 1. Ilomuoxkuru obe crpane ca
b m moka3arTy €r3UCTEHIN]y pPelrema. 3a J0Ka3 jeJWHCTBEHOCTH, MPETIOCTaABUTH
CYIPOTHO, Ja TIOCTOj€ JBa, PEIleha Ty, To. 1lokazaru ja je Taga a(rq — o) JebUBO
ca p. Jlokazatu Ja, TOMITO Cy @ ¥ P y3ajaMHO MPOCTH, OIATIE CIEAN Ja je L1 — To
JIeJBUBO Ca P, Tj. Aa je [x1] = [x2]. v
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Hamomena 12. Ilpumernmo ma mam 3amarak 122 cem mrHbOpMaIuje 1a JIMH-
eapHe jerHaunHe y Z, NMajy jeAWHCTBEHO pelembe, 0be3behyje n nocmynax 3a ru-
z060o pewasarve. Hamme, nomohy Eyksummosor asropurma (rj. Ilocaenuue 2 Ha
ctp. 31) Hamasumo 6pojese k u n TakBe 11a je ak + np = 1 a 3aTUM, MHOXKIHEM ca b,
J00MjaMO perreme. o

3amarak 123. okazarn na jenwaunna ax = b (mod p) WMma perreme ako u
caMo aKo je 6poj b mesbus ca najsehinm 3ajennuuxkum geauresbeMm d = (a, p) 6pojeBa a
u p. OBaj 3a1aTaKk TOBOPHU CAMO O €M3UCTEHITU)U, aJIU HE U jeJMHCTBEHOCTHU PEIIeHa.
Jokazaru ma je Opoj perema OBe jeHAYNHE jeTHaAK d. v

Banarak 124. (a) Penmru jennauuny 3z =7 (mod 4).
(6) Hahu cBa nesnobpojua peuiewa z, y jeanauune 3 + 4y = 7. v

3anarak 125. Exement a mpcrena ca jequHUIIOM je un8epmubuLaH AKO MOCTOjU
efeMeHT b TOr IpCTeHa, Takas Ja je

a-b=1 u b-a=1.
Hoxkazaru ma cy 1 u 3 jequHn WHBEPTUOWIHY €JIEMEHTH TIPCTEHA Zj. v

IMomro cy cBu enemMenTH 10Jba, (CeM HyJ€) UHBEPTUOWIHY, U3 MPETXOIHOT 3a-
JlaTKa CTeJH Ja, y ONINTeM Cay4ajy, Z, anje moske. Ilpennsnanje o Tome HaM TOBOPH
caenehu 3a1aTak.

Sanarak 126. Jokazaru 1a je (Zy, +,-) mosbe ako U caMo aKo je p IpocT Opoj.
YuyrcrBo: Ako p muje mpoct 6poj, oHsla TOCTOoje Tiesm 6pojeBu m < p u n < p
TakB! Ja je mn =p, 7j. mn =0 (mod p). To 3naun na y Z, Baxkn penannja

[m] - [n] =0,

na [m] u [m| aucy unseprubuinu, jep 6u u3 [n] - b = 1 ciaeguio, mocie MHOXKeHA
obe crpane ca [m], na je [m] = 0, wro je Hemorylie 36or mn = p.

O6puyTo Heka je p mpoct 6poj. Tpeba mokasaTm na je cBaku enemeHT [a] €
Z, \ {0} unseprubmian, Tj. 1a jeaHAUNHA

][] =1

uMa pemerse [z] € Z,, 3a cBako a € {1,2,...,p — 1}. Tlokasaru xa oBo cienu u3
3amarka 122. v

Axo je p npoct 6poj, nosse Z, ce decro o3uauasa u ca F,.

Hamowmena 13. VY ckiany ca pedennm y Hamomenn 12, MoxkeMO 1a mpuMeTHMO
na 3agarak 126 naje epekruBan HaunH 3a oJpehuBame HHBEP3HOr €JIEMEHTA Y TOJBY
Z, xajna je p mpocT 6poj. o

Sanarak 127. (a) Hahu 27! y Z.
(6) Ja nu je 4 vaseprubunan emeMent mperena Zis? Ako jecre, nahiu meros
unBep3. KOJINKO MHBEepTHOMIHUX eJIeMeHaTa uMa npcred Zis? v

Bamarak 128. Hexka je a € Z,,.
(a) HdokazaTu na je Hus

a,a’,a®,a*,... € Z,

MEpUOIMYaH TIOUEBIIN O HEKOT a™.
(6) Ha npumepy p = 8 u a = 2 nokasaru Jia NepUOAUIHOCT HU3a U3 (a) HE MOpa
J1a, TIOYUE-E OJf IPBOL YJIAHA.
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(8) Ako je p mpocr 6poj, mokasaru Ja je a? = a, Tj. Ja NEepUOAUIHOCT HU3A,
u3 (a) moumme ox mpeor unana. OBo TBpheme je mosHaTo Kao Mana Pepmaosa’
meopema.

Yuyrcreo: mpumenutn Iupuxneos npunimn (3amarak 71 wa crp. 45) u 3a-
narak 126. v

Banmarak 129. (Kpurepujymu gessuBocru) Heka 6poj n € N uma jerw-
MAJITHU 3AIIHAC

n=ax- 10"+ +23-10° + 29 - 10> + 1 - 10 + 0. (91)

(a) Jokasaru na je Opoj TapaH ako U CaMO aKo My je mocienma nudpa y me-
IUMAJIHOM 3aIuCy, T(, TApHA.

(6) Jokasaru na je 6poj Je/bUB Ca TPU AKO U CaMO aKO My je 36up mudapa y
JEeIMUMAaJIHOM 3aIlUuCy g + L1 + T2 + X3 + -+ + T JEJBUB Ca TPH.

(8) Jokazaru ja je 6poj nesbus ca 11 ako u camo ako je anrepuupajyhu 36up
meropnx mudapa y JeIMMMAaTHOM 3aIicy Tg — o1 + To — 3 + - - + (—1)*x;, nemus
ca 11.

(r) UsBectu ciauune Kpurepujyme gespuoctu ca 4, 5, 6, 7,9, 13.

Yoyrcro: u3 10 =1 (mod 3) crexu 10™ = 1™ =1 (mod 3), na u3 (91) crexn
n=wxg+ a1 +x2+ 23+ -+ xK (mod 3), onaxie cienu repheme (6). Cuumuno,
10 = =1 (mod 11) = 10™ = (—1)™ (mod 11), onakse cieau KPUTEPUjyM I€IbUBO-
cru ca 11. Camvno ce u3BOAE M OCTAJIH. v

3anmarakx 130. [dokazaru jia y HU3Y
11,111,1111,11111, ...

He IoCTOoju OpPOj KOju je MOTIIyH KBaIpar.
Ynyrcerso: Jokazaru ga je 111---1 =3 (mod 4) n onmcarn moTmyHe KBaapare
y Z4. v

9.6. Tpu HejemmakocTu. 3aBpuulieMO OBO MOTJIABHE JOKA30M TPHU BAYKHE
unejennakocTu. Kogmwauuim

sin 6 1
tgf := o050’ sec := g

HA3UBAjy CE€ MaH2eHCOM U CEKaHCOM YTia 6. 3a TaHTEHC ce KOPUCTH W O3HAKa tamn.
Jlema 18. 3a 0 < 6 < 5 easice caedehe dee nejednarocmu: sinf < 0 < tgf.
A Hexa je 0 < 0 < 7; Tana je z = cisf) y npsom xBasjpanty. W3
|z —1]? = (cos @ — 1) + sin® f > sin® §

cienu sinf < d(1,z). Iowro je 6 nyxuua Jsyka I;, u3 Jebwununuje 34 ciuenu
0 > d(1, z). Tume je noka3zana upBa HEjeJHAKOCT.

Heka je 1 = 21,...,2; = z mojena JIyKa T,\z y TPBOM KBQJIDAHTY, KaO ¥
Hedbmannnmjn 34, mpm demy je z; = cisay, o5 > aj_1, on = 0, o, = 0. Emne-

MEHTapHe TPUTOHOMETPHjcKe Tpanchopmaruje aajy
. . _ . 1 L .
|zj — zj—1| <|cisa; —cisa;_1] = 2181n 5oy —aj1)
sl yeoss(aj—ay1)
< 2sin 2(a3 aﬂ_l) cos(aj—aj_1)
_ sin(a;—oj_1) _ tgoj—tgay
Cos(ozj—ozjfl) 1+tgajtgo¢j,1

<tga; —tga;_q,

5lpepma (Pierre Fermat, 1601-1665), dbpannyckn maremMarnap
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[P 9eMy IIpBA HEjeIHAKOCT CJEIU U3 |seca,_1| > 1, Ipyra U3 CBOjCTBA KOCHHYCA
0<xz<y<m=cosz >cosy, arpehaunsz tga>03a0<a < 7. Oparne cienn

|22 — 21| + |23 — 22| + -+ |zp—1 — 2p—2| + |2k — 21| < tg 0,
mTo, Ha, OcHOBY [ledbununuje 34, maje Apyry HEjeTHAKOCT. \V4

Teopema 25. (Kommu"’—IIIsaprosa®® mejemrakoct) 3a xomnaexcre 6pojese
a1,-..,0, by,... by eaorcu

k 9 k k
’ Zajbj‘ < a Py bl
j=1 j=1 j=1

A Hexa je A = Z?Zl |la;|?, B = E?Zl |b;%, C = Z_I;:l a;jb;. Moxemo ma mper-
nocraBuMo B > 0 (y mporuBeOM je by = --- = b; = 0 u tBpheme je ounrmenno
rauno). Tama u3

0 < X|Ba; - Cb;|* = ¥3(Ba; — Cb;)(Ba; — Cby)
= B?3la|* = BCY a;b; — BC Y ab; +|C* 3 |b;]?
= B2?A- B|C|? = B(AB - |C|?)
cremn Tpaxkena nejennakoct |C|? < AB. \VA
Hanmomena 14. Kopucho je umaTtu Ha yMmy reoMeTpujcKy narepmperanujy Ko-

mu — IIsapriore nejeqnakoctn. Heka cy @ = (a1, a2, a3) n b= (b1, ba, b3) BEKTOPH
y TpommMmersuonoM mpoctopy R3. Hbuxose my:kume cy

@ =\/a2+a2+a2 u |b] = /b2 + b2+ b2,

a TIIXOB CKAJIAPHH TIPOu3BO @ - b = |d||b| cos Z(@, b) y koopaumaTama je gar ca
a- g: a1b2 + a2b2 + agbg.

YumeHnra Ja CKaJapHU [IPOM3BO/ BEKTOPa HUje Behu 0 mpou3BOIa HUXOBUX Y-
2KUHA MOKe Jla Ce 3allulle Kao

3 3 3
‘ E akbk‘ < E |ak|? E |b |-
k=1 k=1 k=1
Komu—IIIBapiioBa HejeHAKOCT HA OYUIVIETAH HAYHH YOIIIITaBa OBY I'€OMETPUjCKY
qnmennily. Ha my hemo ce Bparutn y I'masn 7. o
10. Bexbe

(1) da nu mocroju npupogan Opoj n, TaKas Ja je
1 1 1

1+§+27+"'+27€N?
(2) Koja oz cnenehiux tphemwa cy rauna:
(a) (3n € N) (Vm € N) /nm € N,
(6) (Vn € N)(3Im € N)/nm € N,
(B) (3n € N)(n > 10A (Vm € N)vnm? € N),
(r) ("n € N)(3p,qg € Q)pg+p=n,

52K omn (Augustin Cauchy, 1789-1857), dpaHIycKu MaTeMaTudap
53 Bapn (Karl Schwarz, 1843-1921), Hema4ku MaTeMaTH4ap
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1. BPOJEBU

(1) (Va e R)(3z € R) 2% +az =0,

(1) (Va€eR)(3z € R)2? + 2az +a = 0,

(e) (3a € R)(Vx € R)2% — 2az +a > 07
(3) Hdoxasaru ma 3a ceako n € N Bawu

/ ™

n KOpeHa

(4) Hokasaru ma 6pojesn v/2, V/3, V5, V2 + V3, V2+ V2, V2+ V3 + V5
HUCY PAIMOHAJIHU.
(5) Mspauynaru (ne xopucrehn pauynap) v/5 u /5 ca raunomty 1072,
Yuoyrerso: 4 < 5 < 9, ma je 2 < /5 < 3. Tume je ompehena npsa
uudpa 6poja /5. Iomasmamenm osor nocrynka (2,22 < 5 < 2,32 ur)
ompemuTtu apyry u tpehy.
(6) dokazaru ma je

() =G ) =) =G - ()

Yuyrcrso: Bugeru 3agarak 20 za crp. 25.
(7) Hoxazaru ma ciaezehe jeqnaunne HeMajy periema y ckymy Q:
(@) 2 +2—-1=0 (6)22=6 (8)22°+323+7=0.
(8) da siu nocroju nonuuaom P ca 1enobpojHuM KoeUIUjeHTUMA, TAKAB 14
cy ucnymwena cieneha asa ycmosa:
e npecaukaBame P : Q — Q je WHjeKTUBHO;
e mpeciukaBame P : R — R #Auje nHjeKTUBHO.
VYnyrerso: nocmarparu nomuaom P(z) = 223 — .
(9) Hahu cee n € N3axojejel+2+4---+(n—1) =0 (mod n).
(10) Hahwu cBa nenobpojHa pemema jeanagune 1!14-2!4- - -+ ! = y2. Ymyrerso:
JIOKA3aTu J1a KBaJApaT HEeJor 6poja He MOXKe Ja Ce 3aBpiasa nudpom 3.
(11) Heka cy a, b, ¢ nesm 6pojern n Heka je d = (a,b).
(a) Jokazaru sa cy csa peuiema jepnadute ax+by = 0 obiuka x = gt,
y = —9t, t € Z. (Yuyrciso: §z = —%y u (%,%
Bamarak 53 Ha 35. cTpaHu.)
(6) Hokazaru na jennauuua ax + by = ¢ uMa 1e100pOjHa PEIIeha aKo
U caMo ako d|c U ja Cy y TOM CjIy4ajy CBa LeJ00pPOjHA Pellerha, jara ca
r = gxo + %t, Yy = Syo+ §t, t € Z, e cy wo, yo ueam OpojeBH Koju
3a/10BoJbaBajy axo + byp = d, a mocroje Ha ocuoBy Teopeme 6. (Vmyr-
crBo: Jlechna crpaHa je jesbuBa ca d, 1a To Mopa 1a Oyzae u jesa. AKo je
ax + by = c. Jemno pememe je (520, Syo). pumennTn (a).)
(B) Hahu cBa menobpojua pemiema jenunauuse 21z + Ty = 147.
(r) Hahu cBa nieno6pojua perema jeanadune 2x + 4y = 5.
(12) (a) Heka je p npocr 6poj sehu ox 2. Tokazatu ga je p = 1 (mod 4) unum
p =3 (mod 4).
(6) Hdokazaru Ja 10croju GeCKOHAYHO MHOIO LpOCTUX OpojeBa KOH-
TPYEHTHUX 3 MO MOmymy 4.
Yuyrcro 3a (6): IIpermocraBumMo CympoOTHO, Ja CY 3,P1,P2,-- - Pn
cBu mpoctu 6pojeBu Koju cy koHrpyenTHu 3 mo monyiay 4. Ilocmarparm
6poj m = 4p1ps - - - pn, + 3. Kopucrehu (a) nokazaru na y dakropusanuju

) = 1. Ilpumenuru
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6poja m Ha mpocTe Opojese mocToju mpocT O6poj obsmka 4k + 3. JlokazaTu
3aTuM J1a HEjedaH ox OpojeBa 3,pi,...,P, HE J€IU M, IITO 3HAYU JA TO
Hucy cBu npoctu Opojesu obmmka 4k + 3.
(13) Hexka je p mpoct 6poj. Jlokazatu ga je n? = 1 (mod p) ako u camo ako
pl(n+1)mwmp| (n—1).
Vuyrerso: n2 =1 (mod p) < p|n?—1=(n—1)(n+1).
(14) Hexka cy p u ¢ y3ajamuo npoctu npupoguu 6pojesu. Hanucaru

20%q+p? +pg+2p+1
2pq+p+2

y OBJIUKY BEPUKHOT PA3IOMKA.
(15) Hokaszaru Buaconosy® meopemy: Bpoj p € N je npoct ako u camo axo je

(p—D!'4+1=0 (mod p).

YuyrcrBo: (=) Ako je p = 2, KOHIDyeHIMja je OYUTJIETHO TAUHA.
Hexa je p mpoct 6poj sehum ox 2. Ilomro je Z, mospe, CBaKW TPUPOIAH
6poj n < p uma uHBep3 m < p; mn = 1 (mod p). U3 jexuncrsenoctu
MHBEP3HOT eJIeMEeHTa y TI0Jby , Kao 1 13 dutbenure fa je (a~ 1)~ = a, ciean
Ia ce Z, cacroju oz (p —1)/2 naposa MeljycoOHO HHBEP3HUX ejleMeHATa K
eJleMeHaTa, Koju cy camu cebu nnaeep3. U3 Bex6e 13 cienu na cy jeaunsu
eyleMeHTH Koju cy camu cebu maBep3 1 u p — 1. Crmapyjyhu cBaku ejgement
y [POM3BO/lYy Ca CBOjUM HMHBEP3OM J00HjaMo

2:3-...-(p—2)=1 (mod p).

IMomuoxkutu obe crpaue ca (p — 1).

(<) Iperunocrasumo ja je (p — 1)1+ 1 = 0 (mod p) u ga p uuje
mpoOCT, Tj. P = pi1p2 3a Heke p1,p2 € {2,3,...,p — 1}. okazatu ma 6m
raga 6pojesu (p — 1) u (p — 1)! + 1 Guau gesbuBu ca pi, na OU U HUXOB
30up OWO [E/bUB Ca P W U3BECTH OJATJIE KOHTPAIUKIIL]Y.

(16) Hexka je p nenapan npoct 6poj. Jdokazaru xa je 2(p—3)!+1 =0 (mod p).

(17) (a) Hokasaru Kumnecky meopemy o ocmayuma: Heka cy ni,na,...,ng
TpUpOnHM OPOjeBr, TAKBHM J1a Cy CBAKa JBa y3ajaMuo mpocta: (n;,n;) = 1
3a i # j. Tama, 3a mpowsBosbHE TIesie OpojeBe by, bo, ..., b, cucTeM KOH-
TpyeHIInja

x=by (modny), z=by (modmns), ,..., z=bp (modng)

uma perebe. OBO pereme je JeIUHCTBEHO 0 MOYTY N1y - « * .

(6) Pewnru cucrem kourpyenuuja © = 2 (mod 5), z = 3 (mod 7).

Yryrcrso 3a (a): Heka je m = ning - --ng u m; = m/n;. Joxkasarn
aje (mj,n;) =1 3acBe j. 3aK/bYINTH Ja CBAKA OJf KOHTPYEHIH}A M, T =
1 (mod n;) uma jenurcreno (mod n;) pememe z; (Bugern 3amarax 122
Ha crp. 82). Hokasaru na je x = bymyxy+bamoxa+- - -+bmixy TpaskeHo
pelieme cucrema. 3a joka3 jeguncrsenoctu (mod m), HPeTHOCTaBUTH
na je y mpyro pememe. Tama je x — y memuBo ca cBakuM of, 6pojeBa 1.
IMomro cy cBaka aBa O BUX y3ajaMHO IIPOCTa, OJATIIE CAeIN 14 je T — Y
JIEJbUBO U CA FbUXOBUM IMPOU3BOIOM M.

54Buncon (John Wilson, 1741-1793), enrsiecku MaTeMaTuyap
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(18)

1. BPOJEBU

Heka je n € N, R C Z koMIuIeTal CKyIl ocTaTaka 1o Momyiay n (medun-
ucan y Ilpumepy 34 na crp. 81) u x € Z 6poj Koju je y3ajamHO IPOCT ca
n. Jokazaru na je

xR :={xr|r € R}

KOMILIETAH CKYI OCTATAKA MO MOJYJIy M.

Yuyrcrro: Heka 3a r1,79 € R Baxn arp = ary (mod n). Kopucrehn
YUIEHUILY 14 CY & U N y3ajaMHO TPOCTH, OKA3aTh 1a je 1 = 1o (mod n),
a 3aruM, Kopucrehn yumenunily na je R KOMIJIETaH CKyIl OCTaTaka, /ia je
r1 = ry. 3aK/byUUTH OJATIE Ja CKyn TR mMa n eseMeHara.
(a) Heka je n € N u ¢(n) 6poj eaemenara ckyna {1,2,...,n} koju cy
y3ajamuo npocrtu can. Pyukiuja ¢ nazusa ce Ojaeposom du—dynryujom.
Jokazaru 1a je Opoj MHBEPTHOWUIHUX €JIeMeHaTa y TpcreHy Z, jemHak
p(n). Yuopenuru oBaj pesyarar ca 3agarkoMm 127 na crp. 83.

(6) Jokazaru ja je npupogan Opoj n MPOCT aKO U CaMo ako je p(n) =
n— 1.

(8) Hokazaru Ojaeposy meopemy: Ako cy 6pojeBu T u n y3ajaMHO
TIPOCTH, OHJIA, je

2™ =1 (mod n).

(r) Jokazaru ga je OjiepoBa DyHKIM]ja MYAMUNAUKGMUEHA, T]. 1A
Baxu p(mn) = ¢(m)p(n) ako ¢y m U n y3ajaMHO IPOCTH IPUPOIHE
6pojesmu.

(1) Joxazaru na, 3a pocT 6poj p, Baxu @(p™) = p"(p —1).

() Uspaaynaru ¢(1000).

Yuyrcrso: (B) ¢(n) je 6poj enemenara ckyna S = {s | 1 < s <
n,(s,n) = 1}. Kopmucrehu unejy n3 ynyrcrsa 3a BexOy 18, mokasartm
na cxkynosu S m xS neduHMINy WCTe Kjiace eKBUBAJIEHIINjE y OJHOCY Ha
peJaiyjy KOHIDYEHIHje M0 MOAYJIY M. J3aK/byUUTH OJATIIE Ja je

H(xs) = H s (mod n).

ses seS

ITormTo je ¢(n) 6poj enemenara ckymna S, MPOM3BOI HA JECHOj CTPAHU je
jemmax (") [I,css- 3a moxas ceojersa (r) moKazaTu 1a, ako je (m,n) =
1, onga je (a,mn) = 1 ako u camo ako je (a,m) =1wu (a,n) = 1, na cy
CKyIIOBU

{a<mn|(a,mn)=1} n {a<mn|(a,m)=1u(a,n)=1}

exksunorentHu. Jlokazaru ua je 6poj ejsemenara upsor o(mn), a Apyror
w(m)p(n). Tephewe (1) cream u3 (r), a (h) u3 ().
(a) Ipumenom Ojnepose Teopeme u3 Bex6e 19 nokazatu Maay Pepmaosy
meopemy Axo je p npoct 6poj u a npuposad 6poj Koju HUje Ie/bUB Ca P,
OHJIA je

a? ' =1 (mod p).

Cerumo ce Jja ¢MO pyru JOKa3 OBe Teopeme Bujeau y 3agarky 128.
(6) okazaTu ma 3a CBaKW MPOCT OpPOj p U CBAKYU TMPUPOIAH OpOj a
BaXKM

a’ =a (mod p).



(21)

(27)

(28)

(29)
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Yuyrcreo: 3a (a) npumenuru OjepoBy Teopemy u3 Bexbe 19. Axo a
HUje 1esbuBO ca p, (6) ciaeau u3 (a), a ako je a JeJbUBO ca p, OHJA Cy 06e
crpaue y (6) jenHake Hysiu.

Hexa cy p u ¢ nemapuu mpocTu 6pojesn, Taksu na je Mepcenos 6poj M,
(Bugmern Bamarak 58 ma crp. 35) memus ca p. okasatu ga je p = 1
(mod ¢) u p==+1 (mod 8). dokazaru ja u3 p|Ms; cienu

p=1 (mod 248) wm p=63 (mod 248). (92)

Ha ogmaj mauun je Ojmep, y mucmy Bepuynujy m3 1772, mokazao ga je
M3y mpoct 6poj, mposepasajyhu ma au mpoctu OpojeBn Mamu o v/ Mis
KOju 3az0BosbaBajy (92) nese Mys. Yenos (92) my je omoryhino ja 3narHO
penykyje 6poj karaumara 3a genuresba Mis. Hup, mpsa aBa mpocta 6poja
KOja 3aJ0BO/baBajy Taj ycaos cy ¢ = 311 u ¢ = 1303.
Oapemurn mocaenmy mudpy 6poja 7799,

Yuyrcreo: Iomro je (7,10) = 1, uz Ojuepose Teopeme (Bexba 19)
ciemn 1a je 7919 =1 (mod 10). 3 Bex6e 19 (1) crenn na je ¢(10) =
©(2:5)=(2-1)(5—-1) =4, naje

7999 = 7249443 = 73 (mod 10).

(a) Hahm ocratak mpu gememsy 6poja 510 ca 7.

(6) Hokazaru ma je 6poj 10! + 1 nesbus ca 11.

(B) Hahu ocrarak nipu nememy 6poja 5! - 25! ca 31.
Heka je P(x) HEKOHCTAHTaH TOJMHOM Ca IEJIOOPOJHUM KoehUIMjeHTHMA.
Joxkazaru na mocroju 1eo 6poj k rakas ja 6poj P(k) Huje mpocrt.
Hokazaru na je cos 1° upanuonanan 6poj. (Yoyrcrso: ako je cos1° € Q
onja cy, 360r cos 2z = 2cos?x — 1 u cos2°, cos4°, cos 8°, cos 16°, cos 32°
panuonaiau. cos32° = cos(30° — 2°).)
(a) Jokasaru na je cos (nx) TMOIMHOM N—TOT CTENEHA TI0 COS X Ca TeI00po-
juuM KoeHIINjeHTNMA.

(6) Jokazaru na je 2cos (nx) MOJUHOM N—TOr CTEIEeHA O 2COS T ca
1esiobpojanM KoeduiinjeHTnMan ca Bogehnm xKoedwurmjenrom 1:

2cos (nx) = (2cos2)" + an_1(2cosx)" ' + ... + a1 (2cos ) + ap,
3a Heke 1ese 6pojeBe ag, ..., Gy 1.

(8) Heka je 0 < r < 1/2 pauuonanaun 6poj. Jokazaru ua je

1
cos(mr)€eQ & r= 3
Hokazaru na 3a x € (0,7) u n € N Baxku

1 i 1/2
*+COS$+COS(2$)+~-~—|—cos(nx):w

2 2sin (x/2)
JlokazaTn HejeTHaKOCT
1 1 1 1
1+272+372+_._+ﬁ§2_5 3a neN.
Hexka cy ai,as,...,a, no3uruBau peannu OpojeBu. JlokazaTtm ma BaxKke
HEjeIHAKOCTU

1
ay

n
+é+...+i— n

)

aj+as+---+a a?+a3+---+ad
< ajaz - an, < 122 ”g\/ 12 =z
n

an



1. BPOJEBU

Ipyd 9eMy jeHAKOCT BaXKW aKO W CaMO aKO je a1 = Uy = ... = Qp.
Benuunne Koje ydecTByjy y OBHM HEjeTHAKOCTUMA HA3UBAJY CE TAPMOHU-
JCKOM, 2€0MEMPUJCKOM, APUMMEMUNKOM U K8GIPAMHOM CPEIUHOM  OPO-
jeBa ap,as,...,a,. AxO oBe cpemmue o3Haummo ca H,, G,, A,, Kn,
TIPETXOHA HEjeTHAKOCT IJIach
H, < Gn < An < K.
Vuyrcrso: He ymamyjyhu omimrocT, MOXKeMO Ja IPETIIOCTABUMO 1A je
ar < az < - < ap, a1 < ap.
JlokazaTu TpBO Ja je
a1 < A, < ap,
a 3aTHM JIOKa3aTH HejeTHAKOCT
An(ar +a, — Ap) — ara, = (a1 — An) (A, —ap) > 0.
JlokazaTu HejeHAKOCT
Gy < As.

[TpumeruTH 3aTUM METOJ MHIYKIMje: mpernocrasuTu naje G,_1 < A,_1.
[IpuMmenuTn OBy HEjeJHAKOCT HA APUTMETUYKY U F'€OMETPHUjCKY CPEIUuHY
6pojesa
a1+ an, — Ap,a9,...,ap_1
u 3aBpiuTH 10Ka3 Hejennakoctu G, < A,. [IpumenuTu OBy HEjeIHAKOCT
Ha 6pojese al_l,az_l, ...,a;t u noxkazaru nejennakocr H, < G,. 3a me-
jemnakocr A, < K, uckopucruru Komu-IIIsapuosy nejennaxocr (Teo-
pema 25).
(30) Joxazaru ma 3a cBe mpupomne 6pojese n > 2 Bayke HEjeTHAKOCTH

n
n"? < nl < ntl )
2
(31) doxasaru ma 3a cBe nmpupojne 6pojese n > 2 BaxKu HejeIHAKOCT

1 1 1
1+E+%+...+%>2(\/n+1—1).

(32) Joxazaru ma 3a cBe mpupoHe 6pojeBe n BaXKU HEjeTHAKOCT

n+\/n—1+\/n—2+~-~+\/2+ﬁ< Vi +1.

(33) Hokaszaru mejemmakoct a? + b% + ¢2 > ab + be + ca.
(34) Hokasaru na 3a a > 0, b > 0 Baxku HejeHAKOCT

\/5+\/E<\/f+\/f

(35) Hokasaru na 3a peasnne 6pojese a, b, ¢ BaKu HejeIHAKOCT
Va2 + b2 — a2+ < |b— .
(36) Hokasaru ma 3a a > 0 u n € N Baxke HEjeIHAKOCTH
1—at

a—1
1+ —— < Ya<1l4+ ——.
+n—1+a*1_\/&_ + n
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(37) Hoxkasaru ma 3a npupojan 6poj n > 3 Baxke HEjeIHAKOCTH
2

NG

(38) oxazaru ma 3a peajne OPOjeBe a1, as, ..., Ay, b1,ba, ..., b, BaXKH

1< /m<1+

n
- bi| < —be <) lag — by
s, o s, el < e o =Bl < 2 o = b

(39) Hokaszaru Yebuwesnesy’ nejednaxocm: Axo je
ap <ag < <a, uo by Kby < <by,
OHJIA je
aitagt-Fan bitbot--+by < a1by + agby + - - +apb,

n n n
VuyrcrBo: mohu o7 HEjeTHAKOCTH

ii(ak —aj)(by —bj) > 0.

k=1j=1

Oma Bazku 360r mpernocTaBku o O6pojeBumMa a;, b;: (ar —a;) u (b —b;) ¢y
HCTOT 3HAKA.
(40) Hokasaru na 3a mo3uTHBHE peajiHe Opojese a, b, ¢ BaxKu HejeHAKOCT
a® b? c? a+b+c
+ + > .
b+c c+a a+bd 2
YuyrcrBo: npumenutu UebuinesibeBy Hejepnakoct u3 sexbe (39), a 3a-
TUM HejeHaKoCTu u3Melly XapMOHMjCKEe, apUTMETUIKE U KBAIPATHE Cpe-
JiHe u3 BexkOe (29).
(41) (a) Hoxaszaru Iyposy®® nejednarocm:

2x—y)lz—2)+y " y—2)y—2)+2(z—2)(z—y) >0 3a z,y,2>0,r>0.

VuyrcrBo: He ymamyjyhium ommrocT, MOXKEMO [a TPEeTIOCTaBAMO 13 je
z <y < z. Jlokazatu ma y TOM CJIydajy BaxKu HEjeTHAKOCT

(@—yl"(@—2) -y (y—2)]+2"(-2)(y—2) =20
u u3 we u3sectu lllypoBy Hejeanakoct.
(6) Mokazaru 1a, ako je r mapad npupogau 6poj, Illyposa nejeamakoct
BaXKW 33 CBe peayiHe OpojeBe x, Y, Z.
(B) okazaru HejeIHAKOCT

2+ 9P+ 2% + 3ayz > ay(z +y) +yz(y + 2) + 22(z + 2).
(42) Hexka je cy x1,...,%n U Y1, ..., Y PEATHH OPOjEBH, TAKBHU 113 je
1<z < <zp U Y1 <Y2<-- <Yy

u veka je o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} npousBospbHA IEpMyTaIHja.
Joxkazaru 1a je

Tiyn + .-+ T0Y1 < T1Yo1) T T Tnlo(n) S T1Y1 + .- -+ TpYn.

Ogo je T3B. Hejednakocm npezpynucasarsa.

55Yefumen (MaduyTuit JIbpopua Yebbiués, 1821-1894), pycku MaTeMaTHIap
56]_Hyp (Issai Shur, 1875-1941), HeMa4uKH MaTeMaTHYIAD
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1. BPOJEBU

Y1yTcTBO: JOBOJ/BPHO j€ JTOKA3ATH JECHY HEjeTHAKOCT; JIEBA CJICIA U3
e 3aMeHOM OpojeBa Yi,...,Yn CA —Y1,..., —Yn. JlOKazaTu je 3a n = 2
(momazehu ox Hejennakocru (x2 — 21)(y2 — y1) > 0), a 3aTHM OIPUMEHATH
WHAYKIUjY 0 n. Y WHIYKTHBHOM Mpesa3y ca n Ha n + 1, yountn k Koje
nepmytammja o : {1,2,...,n+ 1} = {1,2,...,n+ 1} cimka y n + 1, Tj.
o(k) =n+ 1. U3 gokazasnor ciaydaja 3a n = 2 cjaequ jaa je

TkYn+1 + Tnt+1Yo(n+1) < ThkYo(nt1) + Tnt1Ynt1,

a je

1Yo () T+ - TETkYo (k) T+ - T Tnt1Yo(nt1) < T1Yo(1) T+ - - TTkYo(nt1) T - - FTnt1Ynt1-

3a 1oKa3 1a u3pa3 Ha IeCHOj cTpaHu HEje Behu o1 T1y1 + ... + Tpy1Ynt1
MIPUMEHATH UHAYKTUBHY MPETIOCTABKY M 3aKJby4UTH 13, je

T1Yo1) ¥ -+ ThYo(nt1) + - T TpYn S T1Y1 + o F XYk -+ TpYn.

(43)

(44)

(46)

JlokazaTu 1a 3a HEHEraTWBHE peaJjiHe OpojeBe a, b, ¢ BayKu HejeTHAKOCT
a® + b+ > a’b + b2c + Pa.

ViyTcTBO: MOKEMO Ja mpermocTaBuMo 1a je a < b < ¢ (tume He ymarby-
jemo orroct jep je TBpheme cuMerpudHo 1o a, b, ¢). Taza je (nmomro cy
a,b, c meneratusran) a? < b? < ¢2. [IpuMeHUTH HejeHAKOCT Mperpynuca-
Bama u3 Bexbe (42).

Heka cy ay,as,...,a, u B1, B2, ..., B, peaiinu OpojeBu, TaKBU 13 je

Sa=Y g1
k=1 k=1

Kopucrehu mejeqnakoct Tpoyria n HejeanakocT ndmely reomerpujcke n
KBaJIpaTHE CpeJINHe, TOKA3ATH

n
> b
k=1

N3BecTtn n3 oBe HEjeIHAKOCTH oI jemaH J0Ka3 Teopeme 25.
Joxkazaru na 3a peajne OpojeBe a1, as, . - ., dy, (N > 2) BaXKK HEjeIHAKOCT

<iak>2 < (nl)(2a1a2+iaﬁ).

k=1 k=1

<1

Hexka cy aq,as, ..., a, peamau OpojeBu 3a KOje BaxKu
lar| + lag| + -+ + |an] >0
¥ HEKa je

n
A={(z1,22,...,2n) € R"| Zakxk =1}
k=1

Hahu

min{z? + 22 + -+ 22 | (x1,29,...,2,) € A}.
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(47) Hexka cy a1, as, ..., a, NO3UTUBHU DeajHU OPOjEBH 3a KOj€ BarKu

n
Zak < 1.
k=1
HoxazaTtu 1a je
"1
Z — > n2.
=1

(48) Hahu cBe n—TopKe MO3UTHBHUX DEATHUX OPOjEBA a1, as,...,0n 3& KOje

BaXk! jeTHAKOCT
n 2 n
< E ak) = E ai.
k=1 k=1

(49) Hokasaru ja 3a Hempa3sHe u orpanudene nojckynose A, B ckyna R Baxu
sup(A U B) = max{sup A,sup B}, inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

(50) Hahu cynpemywm u urduMyM CKyIOBa
(a) A={"|mneNm<n} (6) B:{W%MTLGZ,TLGN}.

(51) Hahu

@) ol B (©) sup fnf B
m m
inf m inf
R T S o s
(52) Uspauynarn

i
I
1<i<j<n 1<i<j<n

(53) Hokasaru ma mocToje Tpu TavKe 21, 22, 23 € C ca CBOjCTBOM 11a je 3a mpo-
u3BosbHY Taduky & € C bap jeaHo o pacrojama

§—al, -2l |&— 2

npannonanan 6poj.

(54) [lokaszatu 1a je 3a cBaKM KOMILIEKCHH Opoj z € St
lz+12+ ]z - 12 =4

(55) Hdoxaszaru ma cy 3a (1 +i)* u i(1+ i)***+2 peammm 6pojesn 3a cse k € Z.
(56) (a) Jokasaru na je
cisa
cis B
(6) Hokasaru ja 3a csaxko § € R\ {5 +n7w | n € Z} nocroju Cy € R,
TaKBO J1a je

cis(a—f) =

Cycisf =1+ itan6.
(8) Kopucrehu (6) nokazaru ¢dopmyity
tan o — tan 8
t —B)=—""""F
an (o — ) 1+ tanatan 8

Yuyrcrso: Y (6) yzeru Cp = secf. 3a (B) nmomuo)uTH H3pase u3 (6) 3a
0 =auf=—0 u3akbyduru Ja je

CoCpacis (o — ) = (1 + tanactan B) + i(tana — tan 3).
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(58)

(59)

(60)

1. BPOJEBU

[Tpumenntu 3atuM (6) Ha 0 = (o — ) ¥ 3aKIBYIUTH 112 je
Co—pcis(a—f) =1+ itan(a — B).

Nspaswutn cis (o — ) Ha 1Ba HAYWHA W YIOPEINTH NOOMjeHe n3pase.
(a) TokazaTu na Cy Tadyke 21, 2, 23 KOMILIEKCHE DABHU KOJUHEAPHE aKO U
caMo aKo je
22 — 21
Z3 — 21
peanan 6poj.
(6) Hdokazaru na cy Tadke z1, 22,23 KOMILIEKCHE DABHU KOJIMHEAPHE
aKo W caMoO aKo je

z1 z1 1
zo Zo 1 |=0.
z3 Zzg 1

JlokazaTu 1a je Tavuka

21+ 29 + 23

3
TEXKHUINTE TPOYIJIA Yhja Cy TeMEeHA TadKe 21, 22, 23 KOMILIEKCHE DABHU.
(a) Heka je w 6uio koju n—ru KopeH jexunuie paznuaut o 1 (1j. w =
cis (2¢km/n) 3a neko k € {1,2,...,n — 1}. doxasaru na je

T =

l+w+w’+-+w" ' =0.

[Mpumerumo za je oo yournreme 3agarka 116 Ha crp. 79.

(6) Heka je w = €*™/3 = (=1 + +i\/3)/2 jenan tpehin kopen u3 1.
JlokazaT 12 je Tpoyrao ca TeMeHmMa, 1, w I w? jeJHaKOCTpaHmdaH.

(B) Jokaszaru za je TpOyrao 4uuja Cy TEMEHA TAYKe 21, 2, 23 KOMILIEK-
CHE PABHU jeHAKOCTPAHWYAH aKO U CaMO aKo je

Z1 +wzo + w2z3 =0,

rze je w rpehu Kopen u3 jeauuune yBenes y (0).
Yuyrcreo: Wnaeja 3a (B) je cimuna xkao y Ilpumepy 33 ma crp. 81.
JlokazaTu 1a je Tpoyrao jeaIHaKOCTPAHHIAH aKO U CAMO aKo je

BTAa 2
Z9 — 21

(IpuMeTHMO /ia je KOTUYHEK Ha JIeBOj CTPAHU OYHIICHO jeHAK —w? aKo

je Az12023 = Alww?; y onmmreM ciaydajy TpOyrao je jeJHaKOCTPaHHIHI
aKO M CaMo aKo je |z3 — z1|/|z2 — 21| = 1 m yrao kon TemeHa z; jemHak
7/3 = arg (—w?)). Opatie, mocie MHOKema 06e CTpaHe HMEeHUONEeM 22— 2]
u npumere (a), caean (B).

[pumenom Bex6e 58 u Bex6Ge 59 moxasaru Hanoaeonosy® meopemy :
Axo naz crpanunama npoussosbHOr Tpoyria AABC KOHCTpYUIIEMO jes-
nakoctpannune tpoyriaose AP, BC, AP,AC, AP,AB, ouna texwuinta T,
Ty, T, Ta Tpu Tpoyria dhopMupajy jemaakoctpanuduau Tpoyrao AT, TpT,.

5" Hanomeon (Napoléon Bonaparte, 1769-1821), dpaniycku BojckoBoha



(61)

(68)
(69)

(70)
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Hexka je AA; Ay A3z omrrpoyrsm Tpoyrao u Heka ¢y Hip, Ho, Hz nogHoXja
BucuHa U3 TeMena Ay, Ao, Az pemom. dokasaru, npumenom [Ipumepa 33
Ha CTD 8]., Ja Cy TPOYIJIOBA AAlAQAB, AA:[HQHB, AH]AQHB, AHlHQAB
CJINYHU.

Yuyrcro: He ymamyje ommrocT, a mojeaHocraBibyje mpobsaeM, ako
KOODJMHATHU cucTeM mocraBuMo Tako na je A; = (0,0), As = (¢,0),
Ag = (CL7 b)

Jokazaru ma je ckyn Z[v/2] = {m +nv2 | m,n € Z} rycr y R.

Yuyrerso: Tpermocrasut cynporro — na je Z[v2] N (a,a +¢) = )
3a neko £ > 0. Tlomrro je cxyn Z[v/2] ryer y R axo n camo ako je rycr
ckyn a + Z[V2] == {a + e | e € Z[/2]}, moxenmo, me ymamyjyhu ommrocr,
Ja upernocraBumo aa je a = 0. 3akspyuuru ja je

v:=infZ[V2] N (0,+00) >0 u Z[V2]N[0,s) = {0}.

Jokasaru 3arum jaa je v € Z[v/2] — y cynpornom 6u 6umo v = inf Z[v/2] N
(0, 4+00), na 6u mocTojanu exementu e, e € Z[v/2] N (0, 4+00), Takeu na
je

1
Z/S61<€2Sl/—‘r§1/.

Onarne 6u creauno Z[v/2] N (0,4+00) 3 eg — e < v/2 < v, WTO je KOH-
rpaauknmja. Jokasaru 3aTuM Ja 3a csaxo e € Z[v/2] nocroju ueo 6poj k,
Takap 1a je e = kv (ysern k = [e/v] m u3 kv < e < (k + 1)v 3akmyanTn
na je e — kv € Z[v/2] N[0, v), onnocuo e — kv = 0). Crernujanmo, mocroje
nenu OpojeBu ki, ks TakBu ma je 1 = kv, V2 = kov. Ussectn onatie
KOHTPAJIUKIIA]Y.

Youmrrasajyhu sexxOy (62) nokasaru aa je nourpyua (G, +) rpyne (R, +)
Wiy rycra uim gauckpersa (quckperan ckyu cmo gedbunucanu y Jdedbunu-
muju 22). Wssectu omarie jom jemno pememe 3amarka 62 ma crp. 40
(Bumern u Ipumep 21 va crp. 52). Yoyrcrso: Heka je v = inf GN(0, +00).
Hokazaru (kopucrehn nnejy Bexbe (62)) na nz nv > 0 cnequ G = vZ.
Heka je FE mempebpojus cKyn Tadaka y komintekcHoj pasuau C. lokazarTu
na nocroju muck D = {z | |z] < p} ca neHTpOM y HysaHm y KOME Ce HATA3M
HEpeOpPOjuBO MHOTO Tavaka ckyna F.

Heka je P ckym Tagdaka y paBHE Ca CBOjCTBOM [a je pacrojame m3mely
cBake JiBe merose tauke Behe on € > 0. Jlokasaru na je ckyn P HajBuiie
pebpojuB.

Heka je S npebpojus ckyn mpaBux Koje Jjiexke y paBuu o. Jokasaru ja
MTOCTOjM TaYKa T € 0 KOja He MPUMAJIA HYU JeITHOj TPABOj CKyma, S.

Heka je T nmpebpojuB CKyIl MpaBUX y TPOAUMEH3UOHOM €yKJIUICKOM TTPOC-
Topy. JlokasaTm Ja mocToju mpaBa KOja He cevde HU jeJHy TpaBy CKyIa
T.

Hokazaru na cBaku GECKOHAYHU CKYIl MMa LPaBu (HENPA3aH U PA3JIUYUT
0/l LEJIOr CKYIIa) HOACKYL KOju je 1pebpojus.

Jlokazaru na je cBaKW OECKOHAYAH MOACKYT MPeOpPOjUBOT CKyTa mpedbpo-
juB.

Jlokazaru ma ce KapIuHATHOCT HempeOpOjuBOr CKyMa HE MEHha aKo My Ce
JIO/Ia WU O/ly3Me TPeOpOjuB CKy.
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(71) Hexka je T mpebpojus ckyn Tadaka Ha Kpyry S'. [la qm moctoju yrao 6,
takas je T N Ry(T) = 0 (Rp je poramuja OKO KOOPAMHATHOT MOYETKA 33
yrao 0)?



['JIABA 2

DyHKIIKje peajlHe U KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/bUBE

Omnepanyje u penanuje nedunncane va C mpeHoCe ce HA TPECINKABAKHA TPOU3-
BOJHHOT CKYIIa y TOJCKYIT KOMILJIeKCHe paBHU. llpenmsnwmje, 3a ABa mpecanKaBama
fi: X1 —=C, fo: Xo— Cu )\ p€ C nedbunummmo npecinkapama

fitfo: XinXo—=C, (fi+ f2)(x):= fi(z) + fo(x),
AMip+fir Xi—=C, (AMi)(@) =X fi(z), (p+ fi)(x)=p+ fi(2),

fi-foi XinXa = C, (fi- fo)(@) = fi(2) - fola), M
LoxXinXo\{z€Xo| fole) =0} = C, (L)():=5

Axo je X7 = X3 nedunumenmo penammjy fi < fo < (Vr) fi(x) < folx).

Tepmun @yrnruuja ce decro (Maga To HEje ommTe mpuxsalieHa TEPMUHOIOIH]A,
Ia ce HOHEKaJ TEPMUHU PYNKUUJa U NPECAUKABAHE CMATPA]y CHHOHUMUMA) KOPHCTH
3a TaKBa IMPECIUKaBamba, KOja MMajy BPEIHOCTH y CKYyIy OpojeBa, Tj. 3a mpecyu-
kaBamwa f : X — Y, rme je Y € C. Mu hemo npecimkasama f : X — Y, tme
je X CRunY C RwmY C C Ha3nuBaTi ¢ynkyujama peairne npomennvuse; y
[IPBOM CJIy4ajy TOBOpuheMo O peasnum, a y APYroM O Komniexchum DyHKIHjama,
peanne npoMmenspuBe. @Oynkmmje f : X — Y, roe je X C C 3Bahemo ¢ynryujama
KOMNAEKCHE NPOMERDUBE.

1. Exemenrapue dpyHKIIHIje

Y oBom maparpady ysemhiemo nojam enementapue GyHKIHje peasHe TPOMEH-
JbuBe, aau hemo Ha oapeheHnM MecTMa rOBOPUTH U O (pyHKIHEjaMa ca JTOMEHOM y
MOJbY KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa.

1.1. ITonmaomcke dynkuuje. Behi cmo ce cycpenu ca mojMoM mOIUHOMA.
IlonunoMmcka dyHKIMja CTENEHA 7 j€ TPECIUKABADLE

f:C—=C, f(z)=ap+arz+---+anz", (2)

ca nomenom D(f) = C. Axo cy xoebunujentu ag, .. .,q, PEANHH, PECTPUKIUja
dynkuumje (2) na mogckyn R C C pedunuie dbyukimjy

f|R :R—R.
Y ommrem ciayyajy, ako je ao,...,a, € C pecrpukumja dyukuuje (2) na R je
dbyuknuja

f|R :R— C.

Crenujanso, nomuaoMcKa GyHKIH]a QYHKINjA 2 — 2" HA3UBA CE CMENEHOM PyH-
KUUJOM.
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1.2. Panmonanne dbyuknuje. Pannonanuna yHKIMja je KOJTAIHAK ABE IM0-
JTHOMCKe (PYHKITH]e:

ap+arz+ -+ apz”

:C—C, = . 3

f f(2) bo bz b b, (3)

Homen dbyukmmje (3) je ckyn D(f) ={z€ C|by+biz+ -+ b,z™ # 0}. Ao cy

koedunujenu a; u b; peanun 6pojesu, pecrpuxnuja dyukuuje (3) Ha R je peamna

dynkuuja peasne npomensbuse, ca gomeroM {x € R | by + byz + -+ - + bya™ # 0}.
Osnaunmo Gpojunar u uMeHuIan u3pasa (3) ca A(z) u B(z), 1j. HeKa je

A(Z):(10+l112'+"'+anzn7 B(Z):b0+blz++bmzm (4)

7 HeKa je
A(z)
: ()
B(z)
Teopema 1. (despewe moamuoma) Axo je m < n, dynxyuja (5) moowce da
ce nanuwe Yy obAuKy

f:C—=0C, f(z)=

f(2) =Q(z) + B()
20e je R noaunom cmenena marvez 00 m. Jlpyzum pevwuma, 3a nosunome (4) noc-
moje nosunomu Q u R maxeu da je
A(z) = B(2)Q(2) + R(z), (6)
npu wemy je cmenen nosuroma R maru 0d m.

A Heka cy A w B nonuaomu (4) n Heka je

Bi(z) = B(z) - ZT’;Z"—M w o Ay(2) = A(2) — By(2).

Tazga je A1 nosMHOM cTemeHa n — 1 U BaXKu

A(z) = Ziz"—mB(z) + A (2).

m

Axo je n — 1 < m, tume je nokazauno (6). Ako je m < m — 1, noHOBUMO ucTU
nocryuak 3a A; ymecro A. Ilocse n — m kopaka nobujamo (4). \V4

IMocnemuma 1. Axo je & nysa noaunoma A, onda je
A(z) = (2 = §Q(2)
3a Hexu noaunom Q, wuju je cmenen marbu 00 CmMenena nosuHoMma A.
A 13 Teopeme 1, npumemene Ha B(z) = z — &, cnenn na je
A(z) = (z = §)Q(2) + R(z), (7)
3a Heku mosmmHOM R cremena mamer on crenena nosuaoma B. Ilomro je B = 2 — &

nosimHOM creneHa 1, ciaemu na je R nmonmumnom cremena 0, tj. koncranra. Mehyrum,

u3 A(§) =0 wu (7) cieqn na je R = 0. \V4
TMocnemuua 2. Axo cy &4, .. .,&, € C nyae noaunoma A, onda je
Az)=an(z=8&) ... (2= &).

A Jlokas ciequ u3 sumectpyke npumene Ilocaequme 11 \V4

1OBaj IOKAa3 Ce CYNITUHCKH He Pa3JIUKYyje 0] OHOT KOjH CMO JIajy Ha CcTp. 62.
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Hanomena 1. ¥V gyxy Hamomene 7 Ha cTp. 63, MOXKeMO /1a MPUMETUMO CJTHI-
moct Teopeme 1 ca Teopemom 5 Ha crp. 29, KOja rOBOpH O Ae/bemy y MPCTEHY
(Z,+,"). Komyrarusuu npcren (P, +, ) 6e3 jejuresba Hylle ce HA3UBA eYKAUOICKUM
npcmenom aKo 3a cee a,b € P, takee ma je b # 0, mocroje ¢q,r € P, TakBu 1a je
a = bg + r. Teopema 1 kaxe ma je npcmen noaunoma (C[z], +, ) ca KOMIIEKCHUM
koedunmjeHTrMa, eyknacku. Ha mcTu HaduH ce J0Kas3yje Ja je 3a cBako mosbe F
npcren nosmaoMa (F[z], +, ) ca koebunujenruma y F eyKauacku. o

Jlema 1. Hexa cy A(z) u B(z) noaunomu (4), npu wemy je n < m, u uexa je
¢ € C xomnaexcan 6poj xoju wuje Hyaa noaunoma B. Tada nocmoje nosurnom P
cmenena marvez 0d m u koncmanwma C € C, maxsu da je
A(z) _C n P(2)
(z=8B(z) z-¢ B(z)

A Tpeba ma morazxkemo jga mocroje nojuaoMm P u koncranta C, TakBu J1a je

A(z) = CB(2) + (2 = ) P(2), (8)

OQuurnenno je ga korcranra C' Mopa Ja 3a10BOJbaBa

A(§) = OB($). 9)

TTomrro je, mo npernocrasiwm, B(E) # 0, ycaorom (9) xoucranrta C je mo6po maedwu-
mucana. Tpeba jom ma JIOKaXKEMO TOCTOjaibe mojuHOMa P, TakBor Ja Baxu (8),
Tj.

(z —&)P(2) = A(z) — CB(2). (10)

IMowro je xoucranra C' uzabpana tako Ja je & uyna noaunoma A(z) — CB(z), u3
Mocnenune 1 cnequ ma necua crpana y (10) moxke ga ce Hamuime Kao MPOU3BOLL
(z — 6)Q(2), rue je  neku nojmHOM cTenena Mamer ox n. Taxa (10) mocraje

(z=OP(z) = (2 = §)Q(2),

omakJie 006mujaMo Tpaxkenu nosmHoM P(z2) = Q(z). \V4
IMocnemuua 3. Hexa je A(z) noaunom cmenena n u &1, ...,Ey, pasaunumu
Komnaexchy Opojesu, npu wemy je n < m. Tada nocmoje xoncmanwme Cy, ..., Cp, €

C, maxee da je
A(z) & Cnm

&) ) &) T g

[Ipumerumo ga cmo Jlemy 1 m mokazanu moj mMpermnocTaBKOM fa € HUje HyJa
nosmHoma B(z). Camum tum, [Mocnenuua 3 BaxKu 110/ IPETIIOCTABKOM JIa Cy CBe
uyse &1, . .., &y, uMennona pasiudure. Ha cymruncku ucru Hauud (Maja TeXHUIKA
MAaJIO CJIOKEHWjU) ce J0Ka3yjy u ciaeneha jema u mweHa moCeIuna.

Jlema 2. Hexa cy A(z) u B(z) noaunomu (4) u nexa je & € C xomnaexcar 6poj
Koju Huje nyaa nosurnoma B. Hexa je k npupodan 6poj, maxas da je n < m + k.
Tada nocmoje nosurnom P cmenena marez 0d m u xonecmanme D1, ..., Dy € C,
maxee da je

Az _ D, D +"'+(zl—)k§)k+§8'
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Hocnemuua 4. Hexa je A(z) noaunom cmenena n 4 &1, ..., n PA3AUNUMU
Komnaexchu opojesu u ki, ..., k, npupoduu 6pojesu, npu wemy je n < ki + ko +
.+ ky. Tada nocmoje woncmanme Cs; € C, maxse da je

A(z) — C11 Cik,
e = |\ tebr et e ) F
C. Ca
+ (z 21 ) + (Z )2 + + (Z*Zzﬁkﬁ +
+ - +
+ Cma + Cma + + M
(z=&m) ' (z=E&m)? ' " T (z=&n)Fm |°
ITpernocraBumo cana na cy cBu KoeULIUjEHTU ag,...,0n A by, ..., by, y (4)

peanuu 6pojesu. Hyme mommuoma B Taga cy wam peasHu OpOjeBHU, WA CE jaBIbajy
y T1apOBMMa KOHjyrOBaHO KOMILIEKCHUX Opojesa (Buaeru (62) wa crp. 63). Ako y
uzpas3y u3 [locnenune 4 rpynuiremo cabupke y KOjUMa Ce€ TI0jaBJbYjy KOHjyrOBaHE
HyJIE U CBEIEMO WX HA, 3ajeIHUYKN UMEHUJIAI, J00njaMoO cabupKe 9uju Cy MMEHUOIH
KBaIPATHHU, & OPOJHONM JTUHEAPHH, IOJTUNHOMHA Ca peaaHnM Koedunujentuma. Tako
nobujamo cienehe TBpheme.

Teopema 2. Hexka cy
Al@) =ag+ a1z + -+ ana" u B(z)=by+biz+-+bpa™

NONUHOMU CA PEANHUM noe¢uuujenmuma. Tada je
l;

Dija+ Ey;
ZZ =) sz,

1=15=1 =1 j=1

3a mexe peaane bpojese i, p;, Gi, Cij, Dij, Eij. Koncmanme 7; cy peanne nyne
noaunoma B(x) suwecmpyrocmu k;, a K6a0pammnu nosuHoMu Y 0pyeoj cymu Hemajy
PEANHUL HYAG.

IIpumep 1. ITokazkuMO KaKO panuoHAIHYy (DYHKIIH]Y
T
rN= -
/(@) xd—a?—z+1
MOYKeMO J1a Harnuinemo y oonmky u3 Teopeme 2. Tlpe cBera, baxkTopuimmumMo nMenn-
nam. Jlako je Bumern na cy myse mmenuorna +1 u 1a je

= e

VY ckuany ca Teopemom 2, rpaxkumo koucrante Cp, Cy u C3, Takse Ja je
C1 Cs Cs
T) = + + . 11
/(@) z+1 -1 (x—1)?2 (11)
Croljemem jiecHe cTpaHe Ha 3ajeJHUYKYM UMEHUIAI 1 cpehuBameM 1001jeHor n3pas3a
Jo6mjamMo

xr = (Cl + CQ).%Q + (—2C1 + Cg)il' + (Cl —Cy + 03),

TaKO JIa Cy TpaKeHe KOHCTAHTE PEIerha CUCTEMa JUHEAPHUX jeTHATNHA,

Ci+Cy =0, —2C; + C3 =1, C;—Cy+C3=0.
PemaBamwewm osor cucrema gobujamo C; = —1/4, Cy = 1/4, C3 = 1/2, na je
x 1 1 1
+ +

B2l —z+1  Adz+1) Az—1)  2@-1)
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Nmennman dyukumje f cMo pa3moxkuau Ha jguHeapue dakrtope. [locmarpajmo

bynxmjy
LEQ

(z+ 1) (z—1)2(x2 + 2+ 1)(x2 + 1)
Ko/ Koje To nuje moryhe. ¥ Towm ciyuajy, ymecro (11) numemo

g(z) =

o Cy Cs Dix + F; Dox + Ey Dsx + Es5
g(x) = + + 2T 32 2 2 27
x+1 -1 (z-1) 24+ +1 x2+1 (2 +1)
u ozmarie Tpaxkumo Koucrante Cy, Dj, Ej. i

3amarak 1. 3pauynarn
z": (k—1)2F
— k(k+1)

Yuyrcrso: y 3agarky 23 Ha cTp. 25 cMO Beh BUIe M CAUYHY WIE]Y, KOja je Y AyXy
Teopewme 2. v

1.3. Ekcnounenmujasine pyukmuje. Heka je a > 0. Y Jdedununuju 26 Ha
crp. 56 cmo nedunucanmm 6poj a” 3a ceako x € R. Jlako je Bumeru ma je a” > 0.
Oynxuujy

f:R = (0,400), f(z)=a" (12)

ca nomenoM D(f) = R HazuBaMo excnowenyujasnom Gynrujom.
1.4. Tpuronomerpujcke dpyuknuje. Y Hedunuuuju 35 (crp. 77) cmo ue-
dbuHICAIN CUHYC U KOCHHYC peasHor Opoja. @yHKImje
x> sinx, T cosx (13)
umajy nomene D(sin) = D(cos) = R. ®ykuuje
sin x 1

tgx = , secx =
cos T COS T

(14)

ce HaBUBAjy MaHzeHcOM U cekarncom n umajy gomen D(tg) = D(sec) = R\{F +km |
k € Z}. ®ynxnuje

x
——,  COSecT = — (15)
sin sinx

ce Ha3WMBajy KOMaH2EHCOM W Kocexancom u nMmajy momen D(cotg) = D(cosec) =
R\ {km |k € Z}.

cotgx =

1.5. NnBepsne dbynkuuje. Jda 6u dpyukuuja f : X — Y umana uHBEp3HY
bynxmmjy f~1: f(Y) — X, mHeonxommo je ga Gyme 1-1.

1.5.1. Kopene ¢ynxyuje. Y Hedbununuju 25 na crp. 56 cmo gedunucaiu n—ru
KopeH nosumuenoz bpoja. Crenena dynkmmja f : R = R, f(z) = 2™ je 1 — 1 ako
¥ CaMO aKo je n HemapaH Opoj.

Heka je n = 2k + 1. Y tom cayuajy, nedunucana je nHBep3Ha QPyHKIH]ja

f:R—=>R, [f'= 2>z,

e je 2Nr o= — Y/ "z zax < 0un W0 = 0. Oy dyuxuujy nazusamo
Koperom dynryujom. Hbern nomen je D(f~1) = R.

Heka je n = 2k. Tana je pecrpukimja dbyukuuje f Ha [0,400) 1-1, na nma
naBep3uy ¢GyHknujy. Ilpumernmo ma je m pectpukimja dyuknuje f Ha HHTEP-
Bas (—o0,0] Takohe 1-1, na u ona uma unsep3ny dynkuujy. OBe aBe uHBEp3HE
dyHKIMje Ha3uBajy ce aBeMa zpanama KopeHe gpynkiuje. O3HAUUMO UX ca f_;l u
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f='. O6e muajy ncru gomen D(f1 ') = D(f=") = [0, +00), amu pasmmante 067acTH
BPEIHOCTH:

f;l . [0,400) = [0, +00), f=':]0,400) = (—o0,0].

1.5.2. Jlozapumamcke pynruyuje. Ako je a > 0 u a # 1 eKcCOHeHIWjaJIHA
dbynkuumja (12) je 1-1.

3amarak 2. lokasarn na je f : R — (0,400) HA. (VmyrcTBO: yKOIMKO He
ycmere, cadekajre JoK cruruere g0 111. crpane) v

Nugepsny dbynxmnujy f~1 : (0, +00) — R mazusaMo sozapumamcrkom Pynryu-
jom m o3HauaBamo ca log, x. Y cay4ajy a = e (6poj e je medunncan ua crp. 26)
numenmo Inz wm logz ymecro log, #.2 U3 ose nebunmmmje u u3 Tephema 3 Ha
cTp. 57 cieau fga norapurtamMcka (pyHKIMja uMa cieaeha cBojcTBas

log,(zy) = log, x +log,y, log,z¥=ylog,z, log,zlog,a=1log,x
(a>1Ny<z) =log,y<log,z, (0<a<lAy<z) =log,z>log,y

3anarakx 3. loxasaru ma je log,, 2 upamuonanan 6poj. da su je 6poj log,, 3
palMoOHAIAH W UPAIMOHATIAH? v

1.5.3. Uneepsne mpuzonomempujcre pyuryuje. Kao u y ciyqajy cremenux dy-
HKIIFja Ca MAPHUM CTEIeHOM, TPUTOHOMEeTpPHjcKe ByHKIMje HuCY 1—1, anm muxoBe
pECTpUKIIMje Ha TOje/InHe MHTEPBAJIe jecy, Ia MOXKEMO Jla U3/BOjUMO BUIIIE I'DAHA,
unBep3uux rpuroHomerpujckux dyunknuja. Ilo morosopy, riiaBHuM rpaHama cma-
TPaMO OHe Koje ce mobujajy o peCTpI/IKHI/Ije CUHYyCA Ha, HHTepBaJI [ 5 2] KOCHHYCa,
na marepsad [0, 7], Tanrenca na (— %, ), cekanca na (— %, 7 ), koranrenca na (0, 7)
u xocekanca Ha (0,7). Ose, ryiaBHe, rpaHe HA3UBAMO WHBEP3HUM TPUTOHOMETDH-
jckuM yHKIMjaMa, Win apkKyc (JIaT. arcus — JIyK) GyHKIMjaMa ¥ 03HAYABAMO Ca
arc mcmpes o3HaKe 3a (PYHKITH]Y:

arcsin : [-1,1] = [ - £, Z], arccos : [—1,1] — [0, 7],
arctg 1 R— (- 2,%), arcsec {x€R||x|>1}—>(—
arccotg : R — (0, ), arccosec : {z € R | |z| > 1} — (0,

5)s
7).

3amarak 4. /loka3zatu ompaBmaHOCT OBUX Ae(PUHUNK]A, Tj. CYPjEeKTUBHOCT
PEeCTpHKIINja TPUTOHOMETPHjcKnX (YHKIMja Ha WHTEpBaje KOju Cy y MPETXOAHO]
nedbuHUIUju HOMeHN WHBep3HUX dyHKIMja. (YiyTcTBo: Kao 3a 3ajzarax 2) v

1.6. Kuaca enementapuux dbyukmnuja. Emrementapanm dyHKIMjama Ha3U-
Bahemo (dyHKIMje KOje ce Mory mobutn u3 GyHKIMja KOje CMO 0 Cala pa3MaTpasIn
y OBOM maparpady, omepaiujaMa cadupama, MHOXKEHhA, /1e/beha M KOMIIO3UIIH]E.
Jajemo mperu3Hy AepuHHAII]Y.

Hepumunmuja 1. Knaca eaemenmaprur gynrxyuje je HajMama Kiaca £ peas-
HuX PYHKIHja PeaiHe MPOMEH/bUBE KOja UMa CBOjCTBA

(el) monmHOMCKE, KOpEHEe, €KCIOHEHIUjAIHE, JIOTaPUTAMCKE, TPUIOHOMETDHU-
jCKe ¥ MHBEp3HE TPUTOHOMETPHUjcKe DYHKIMje Npumaiajy kiaacu &

(e2) f,geE=f+g,f- g,g € & (ca oprosapajyhum momennma)

(e3)3a X,) Y, ZCRu f: X —>Y,g:Y > ZBaxku f,gc&=gofefl.

2HanymTal\/Io IIKOJICKK 00u4aj Kopuihemwa mocebHe O3HAKe 3a JIOTapUTaM ca oCHOBOM 10.
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IIpumep 2. (Xunep6osmuke dbynknuje) Pynkunje
1 1
sha := Q(e’” —e™®), cha:= 5(6’” +e™ )

(zunepboauuru cunyc u Kocunyc) Cy eneMenTapue GYHKIUje, Kao U TUNEpoosuwKy
MAH2EHC U KOMAH2EHC

sha chzx
h = - h = —
tha chz’ ctha shx

XunepboandKy CHHYC je HemapHa, a XUMepOOTHIKYA KOCUHYC TapHa (YHKIHja:
sh(—z) = —shuz, ch(—z) = chuz.
Ose dbyukmmje 3a1080/baBajy naenruter ch z — sh?z = 1. f

3anarak 5. Hokazaru na dynkuuja x — shx bujekrusno npecimkasa R na
R u na je wmena unBep3na GyHKIHja

arshy =log(y + vV1+4?), y€R,

a ma ¢yHkimja © — chx OMjeKTHBHO MpecaMKaBa CBaKW O WHTepBasa (—oo, 0],
[0,400) Ha [1,400), mTa ©Ma JBe UHBEP3HE IPaHe

arch _y =log(y — vy — 1), arch y = log(y + Vy2 — 1).

Jokazarn ma XunepOOIMYKNA TAHT'€HC UMa WHBEP3HY (DYHKIIN]jY

1+y

1
arthy = = log

, <1
5087, ly
a XunepHboNTMIKN KOTAHTEHC
1 1
arcothy = = log vt , lyl > L
2 y—1
v
2. HenpekugHoct
2.1. Ilojam HenpekumuocTu. [Tocmarpajmo pyHKIM]y
3z2 +5x — 2
:R\{-2} >R =\ 16
giR\{-2} 3R, gla)= (16)

Uspa3s ua jecuoj crpanu y (16) moxkemo 1a TpancdhOpMUIIeMo:

322 +5x—2  (Bz—1)(z+2)
T+ 2 N T+ 2

=3z -1
3a x # —2. Iocaenmwu uspas je nedunucan 3a csako x € R, nok je uspas y (16)
nedbunucan na ckyny D(g) = R\ {—2}. ®yukuuja

glx) =3z —1

samososbara g(x) = g(x) 3a crako z € R\ {—2}, npn yemy g nuje medunncana y
TavKku —2, 10K je §(—2) = —7. ®yHKimja

3z% 4522
(l’) _ T+2 9 x 7é _2a
-7, r=-2.
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ce pasiuKyje o1 dyHKImje

3224522 _9
h(:v):{ =z 0 TFL

1, r=-—2.
[0 CBOjCTBY Henpexudnocmu y mauky —2, Koje ypogumo ciegehom nedunummjom.
Hedununnuja 2. Oyuxuuja [ : D(f) — R je nenpexudna y mawru xo € D(f)
aKo
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € D(f)) |z —x0] < = |f(x) — flzo)] < e.

Oyukimja f je nenpexudra ako je HETPEKUIHA Y CBAKOj TAYKHU JOMEHA, Tj. aKO
BaXKHU

(Ve > 0)(Vy € D())(30 > 0)(Ve € D(f)) [x —y| <6 = |f(z) - f(y)| <e. (17)

Kaxemo na je dyHKimja npekudna y mayku Ty aKO HHUje HEMPEKUIHA Y TOJ
TAYKH; Y TOM CJIy4ajy TAUKY Xy HABUBAMO MaGUKOM npexudas QyHKIge f. %

y

Flza)

Cnuka: mpekus y TauKu T

3anarak 6. Hanpraru rpacduke byukuuja g u h u3 gquckycuje Koja je nperxoz-
nna Hedunummjn 2. okazarn ga je dyHKIWja § HeNpeKuIHa y Tadkn —2. 3a
3agaro € > 0 mahwm 6 > 0 Tako 1a BaxXu

[z —(=2)| <4 = |g(z) —g(=2) <e.
Hokazaru ga dysknuja h Huje HEIPEKUHA y TA4YKH —2. v
2.2. Ilpumepn. Unycrposahiemo mojamM HEMPEKUIHOCTH MPUMEPUMA.

Ipumep 3. Koncrantaa ¢ynkmuja f(z) = ¢ je Henpekumna y CBakoj Ta-
YKH CBOT JoMeHa. 3awcra, momro je f(z) — f(y) = ¢ — ¢ = 0, nmmumkanmuja w3
Hedunumnuje 2 y oBOM ciy4ajy riacu

(Ve >0)(VyeU)FI>0)(VeelU)|lz—y|<d = 0<e¢
U OYUIJIEHO je TAYHA. f

Ipumep 4. @yukuuja f(z) = |z| je nenpexkuana. Heka je € > 0. U3 Jleme 7,
4. na 49 cnenu ga je mmmmkanuja u3 Jedunuiuje 2 tadna 3a § = €. f

Ipumep 5. @yuknuja cuznym (1ar. signum — 3uak), nedbuHucana ca

1, z > 0,
sgnx = ¢ 0, =0,
-1, x<0.

je mpeknnma y Taukn 0 u HemperunaHa y cBakoj Tauku a € R\ {0}. Baucra, mexa
jee = % Taga 3a cBako § > 0 mHTepBas |z — 0] < ¢ caapsu map a, —a 3a HEKO
a#0. U3 |sgna —sgn(—a)| =2 > ¢ cnenu ga je 0 tauka npekuga GpyHKIuje sgn .

Henpekugnoct y ocrasum Tadkama ciaeau u3 [Ipumepa 3. f
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IIpumep 6. @ynkuuja f(zr) = 2" (3a n € N) je HermpekngHa Ha cKymy R.
Bancra, nexa je g € R. Tama je 2" — 28 = (z — zo)(z" 1 + 2" 2w + -+ +
zx) % 4+ 2y~ t). Jlako ce Bumm ma noctoju M > 0 takso na 3a x € (9 — 1,20 + 1)
pazku |20 + 2" 2wy + -+ xxp 2+ 2f 7 < M. Hexa je ¢ > 0. Tauma 3a
§ = min{eM 1 1} pawu nmmukanuja v — zo| < J = |2" — 2| < €. il

Ilpumep 7. @ysKIMje x — sinz U T — cosx Cy HempeKuaHe Ha ckymy R.
3ancra,

T —

T — T+y y’
<
9 <lz—yl,

Y
coS
2

rie mocaenmha HejenHakocT ciaenu us Jleme 18. Oparie ciaemu na 3a ceako € > 0,
cBako 0 < ¢ ucnymana yciaose Jdedunurmje 2. Cauano, u3

-y

|sinxfsiny\:’251n ’ §2’Sin

x—y‘< .
5 <z -yl

T T+ .
|cosx—cosy|:‘—2sm smTy‘§2‘sm

CJTeJT HETTPEKWTHOCT KOCUHYCA. f

IIpumep 8. ®yukimja z — a® (3a a > 0) je HempekmiHa Ha cKymy R.
Hokazahiemo 1o 3a @ > 1, ciayuaj a < 1 ce moKa3yje aHAJIOrHO, JOK je CJIy4aj
a = 1 pa3morpen y Ilpumepy 3.

Jokaxkumo mpBo HempekugHoct y Hynau. U3 Tephema 3 wa crp. 57 ciean na
3a z € R, Baxu

1 1 1
|z] < — = —a™» <a® <an. (18)

n
Heka je ¢ > 0. I3 Bepuynujese HejenpakocTu 1 APpXUME/I0BE AKCHOME JIAKO CJIETU
na

(FneN)n>m = (1+¢)" > a.
Ogarne, na ocuosy Tephema 3 na crp. 57 caemu an < (14 ¢), 1j. av —1 < e.
Onarie mako ciiemu 1 —a~n < a"ne < €. Bajeano ca (18) caza umamo
—e<a®—-1<e,

OfaKJe cjaend na 0 = % 3agoBosbaBa ycioB edununuje 2. Tuwme je mokazana

HENMPEKUAHOCT y Hyau. HempexkwgaocT y mpom3BO/bHO] Tadku xo € R jako ciemm
u3 a® — a™ = a® (a® *° — 1) ¥ HEeMPEeKUIHOCTH y HYJIH. f

IIpumep 9. @yukumja x — log, = (3aa > 0, a # 1) je Henpernana Ha (0, +00).
Baucra, vHeka je xg > 0 u € > 0. IIpermocraBumo 1a je a > 1, ciyuaj a < 1 Tperupa
ce crmuno. Tama je

x
zoa © < x < zpa® = —e < log, — =log, xz —log, zp < €,
Zo

na 3a § := min{xg — xga ¢, xga — xo} = xo — Tpa © BaXKM
|z —xo| <0 = |log, z —log, xo| < ¢,

ofjakJIe ciaenu HenpekunuocT dbyuknuje log, x v xo. Kacuuje hemo maru jom jenan
JI0Ka3 HempekuaHocTu jorapuramcke dyukuje (8. Teopemy 11 Ha crp 116). f

Bamarak 7. Jokasatu na je dbymkmmja f(r) = x~! menpekmama Ha cBOM
nomeny. Hahn majselie 6 > 0 3a koje u3 | — 2| < ¢ cremu |f(z) — f(2)] < 0,01. vV
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Samarak 8. [lokaszaTtu j1a je Xescajmopa® dbynxmmja

0, <0
H(x){l x>0

OpekugHa ¥ Tauku & = (0 U HempeKu Ha y CBUM OCTAJIMM TadKaMa. v

3amarak 9. Ucnurarn menpexunnoct dbynkuuje f(z) = [z] (neo meo peamnor
Opoja). v

2.3. Jour Heke geduHHnNuje HenmpekuagHocTu. Umajyhiu y Buny nedumu-
1]y OTBOPEHOT CKYTa ATy Ha CTP. 53, mobujamo ciemehy jemy Kao jeTHOCTaBHY
npedopmynanujy neduHUIje HETPEKUIHOCTH.

JIema 3. @Pynxuyuja f : D(f) — R je nenpexudna y mauru o € D(f) axo sa
ceaxy omeopeny okoauny V mauxe f(xg) nocmoju omeopena oxoauna U mauke xg
maxea da easicu f(UND(f)) CV.

3anarak 10. [oka3zaru ga je cBaka (byHKIIMja HENPEKUIHA y CBAKO] %3040-
8aMH0j TAYKU CBOT JOMEHA. v

Hamomena 2. Ilpupommo ce mocTaBba MATABE A JIH je T0jaM HeIIPeKHIHOCTH
Be3aH MCKJ/BYYUBO 3a peasine (pyHKIHje peanHe mpomenspbuBe. OQamax BHIUMO J1a
UMILTUKAIN] &

[z — ol <0 = [f(z) — fzo)| <e, (19)

a tume u ledunanmumja 2, nMa cMuUCIa 1 38 KOMILIEKCHE (PYHKITHje€ KOMILIEKCHE TIPO-
MenspuBe. 3auncra, ledunuiujy 2 cmarpaliemo of caja u neduHUAITjOM HENPEKU/I-
HOCTH KOMILTEKCHE (DYHKIIHje KOMILIEKCHE IIpOMEH/buBe, 0e3 morpebe m1a je moHa-
Bmamo. Umajyhm y Bumy medwmuunujy orsopenor ckyma y C mary wa cTp. 74,
[0jaM HeNpeKHJIHOCTH KOMIJIEKCHUX (DYHKIMja KOMIIJIEKCHE ITPOMEHbUBE MOYKEMO
na dhopmysuiemo u Kao y Jlemu 3.

U3 |Rez|? < |2]? = |Re2|? + |Im 2|2, |Im 2| < |2]? = |Re 2| + |Im 2|2 caemu na
Bazku cjieneha siema.

Jlema 4. Komnaexcna gynryuja f : D(f) — C je nenpexudna y mauru xo
aKo u camo axo cy nenpexudue peasne Ppynxyuje Re f,Im f : D(f) — R, ade je

(Re f)(z) = Re (f(z)), (Im f)(z) = Im (f(z)).
A Jlokas ciaean IUpeKTHO W3

[Re f(x) — Re f(w0)/?

|Im £ () — Im f(z0)[*

—~

F=F=
8 8
—

—~
G
\,\“
=
o =
i ¢’)
v
=
2
o
+
=
5
&h

(z) — Im f(z0)[?

e f(z) — Re f(zo)[* + [Im f(z) — Im f(xo)|?

u gedbuHMIM]e HEPEKUJIHOCTH uMIuKanujom (19). \V4

A T IA

Hocnemuua 5. Ilpojexyuje 1,712 : C — R, m(2) = Rez, mz = Imz ¢y
HenpexudHe Y C6aK0j mauxL.

A Jokas cieau npuMenoM Jleme 4 Ha nenpexkuany byuxuujy f(z) = z. \V4

3XeBcaj;:L (Oliver Heavside, 1850-1925), eHryiecku MareMaTudap



2. HETPEKI1JJHOCT 107

Hamomena 3. Ummukaruja (19) MoxKe J1a ce HAIUIIE y TEDMUHAMA, IOjMa Me-
rpuke (B. Jedbununujy 31 na crp. 72), y suay d(z,zq) < 6 = d(f(z), f(xo)) < e.
Jaxkne, jenuHa Crenu@uUIHOCT M0/ha KOMILIEKCHIX OpOjeéBa KOjy CMO KOPUCTHIA Y
Hedununmju 2 je mocrojarme MeTpuke y KOMILIEKCHO] paBHu. OBO omnarkame hemo
KaCHUje UCKOPUCTUTH 34 YOIIITeme ojMa Henpekuaaoctu (B. Jlomarak 1).

Hanowmena 4. Hekacy f1 : D(f1) = Cu fo: D(f2) — C ape dbynkumje peasne
WJIN KOMIIJIEKCHE MTPOMEHJbYBE U Heka je xg € D(f1) N D(f2). IpermocraBnmo 1a
nocroju orBopena okonuna U Tauke g, Taksa ga je fi(x) = fo(x) 3a cBako x € U.
Tazna je, ma ocuoBy ledunurmje 2, ounrnesso aa je dpyHKOmja f; HEIPEKHIHA Y
TAYKU @ aKO M CaMO ako je (PyHKUMja fo HEIpeKuIHa y TOj Tadyku. JIpyrum pedwn-
Ma, MMOjaM HEIPEKUTHOCTH Yy TAYKH 3aBHUCH CaMO O/I MOHAIIama (PYHKIHjE y HEKO]
OKOJIMHU Te Ta4YKe. 3aTO KayKeMO J1a je HeMPEeKUIHOCT A0KaAAHO c80jcmao DYHKIH]e.

Hanomena 5. Umajyhu y Buny Hamomeny 4, npu pazmarpamy ocobuna (yH-
kuuje [ : D(f) — C BesaHwxX 3a HENPEKHUAHOCT y Tadku Ty € D(f) wecro hemo
Ce OrpAHUYUTH HA MMOCMATPAHE HEHOT IOHAIIAkhA Y OTBOPEHO] OKOJIMHU TE TAUKe.
ITpu Tome, Tauka zy MOxKe 1a Oyjie TaKBa Jia HUjeHa BHeHa OTBOPEHA OKOJIMHA HUje
cagpxana y D(f) (anp. tadka 0 ako je D(f) = [0,1]). 3aro ysomumo crenehn
nojam.

Hepuuumuja 3. Heka je A C R. Tana je ckyn V' omeopen y cxyny A, ako
nocroju orsopen ckyn U C R rakas ga je V = U N A. Kaxewmo jour u jga je V
peaamuero omeopen y oanocy na A. Kosekiuja cBux moackymnoBa ckymna A Koju
cy oTBOpeHn y A Ha3WBa Ce PeAamueHOM MONOoA02UjoM cKyna A.

Ckyn K je sameopen y cxyny A, ako nocroju 3arsBopen ckyn L C R rakas na
je K = LN A. Kaxewmo jom u na je K peaamueno sameopen y ontocy Ha A.

Ha npumep, unrepsan [0,1) je orsopena oxomuua rauke 0 € [0,1] y cxyny
[0,1]. Kazna rosopumo o orBopenum okosimHama Tadke gomena gynkuuje D(f),
1o npasuiy hemo mos TuMe nojpasymeBaTu CKynose omegopene y ckyny D(f), Ge3

IOCEOHOT HATJIANIABAIbA.

Jlema 5. Komnaexcua gynxuyuja xomnaexcne npomennuse f : D(f) — C je
HENPeKUIHG aKO U camo ako je 3a ceaku omeopen cxkyn V C C ckyn

FHV)={z€D(f) | f(z) e V}
omeopen y D(f).
A Hoka3 cnenu u3 Jleme 3 u neduHummje oTBOPEHOr CKyma. \V4

Hocnemuua 6. Komnaexcna dynryuja xomnaercre npomensuse f: D(f) —
C je nenpexudna axo u camo axo je 3a ceaxu 3ameopen ckyn K C C cxyn

FTUE) = {2 € D(f) | f(z) € K}
samseopen y D(f).

A Jokas cienu us Jleme 5, Jleme 11 na crp. 53 u csojersa f~1H(A\ B) = f~1(A)\
f=H(B). v
3anarak 11. Heka cy
f,g:R—=C
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nenpekuane dyukiuje, rakse aa je f(0) = g(0). Jokasaru na je dbyukimja

h(z) = {f(x))’ v=0

, z>0
HEIIPEKUIHA. v

2.4. Ocobune HenmpeKnaHNX dyHKnuja. 3 cojcrsa HEIpeKu HOCTH (Y-
HKIFje Y TAYKU MOXKEMO J[a U3BEJIEMO HEKe 3aKJby4YKe O HOHAIIamy (QyHKIHje y
OKOJIMHU Te TavKe. JeJaH o7 HUX je 3aK/bydaK O OrPAHMYEHOCTH M JIOKAJHO]j CTa-
ownHOCTM 3HaKa (yHKIHje Koju m3mpajamo y Jjiemama 6 u 7. Ilpe Tora, majemo
cnenehy nedunumnmjy.

Hedpununnuja 4. Pyuxuuja f : D(f) = C je ozpanuyena va ckymy X C D(f)
ako mocroju M > 0 3a koje Baxu (Vo € X) |f(x)] < M.

U3 |Rez|? < |2]? = |Re2|? + |Im 2|2, |Im 2|? < |2]? = |Re 2| + |Im 2|? caemu na
je kommekcna dbyukuuja f : D(f) — C orpanuyuena ako u caMo aKO Cy OIDAHMYEHE
peanre dyuknuje Re f,Im f : D(f) — R.

Jlema 6. Hexa je gynxuyuja f : D(f) — C nenpexudna y mauru zo. Tada je
f oepanuvena y Hexoj omeoperoj oKoOAUHY MauKe 2.

A W3 nanomene nocie ledbununuje 4 cieau 1a je TOBO/FHO PA3MOTPUTH CJIYUa]
peanne dyukmuje. Heka je ¢ > 0. U3 nedununuje HEIPEKUIHOCTH CIeaM A 32
HekO § > 0 Baxkm z € (20 — 0,20 +0) = f(20) —¢ < f(2) < f(z0) + ¢, na je
If(2)] < M =|f(20)| + ¢ y oronmunm |z — zg| < § Tauke 2. \V/

Jlema 7. Hexa je ¢pynxuuja [ : D(f) = R nenpexudna y mauxu 2.

(a) Axo je f(z0) > 0, onda nocmoju omeopena oxosuna U mauke xo maxea
da je f(z) >0 3a cee z € U.

(6) Axo je f(z0) < 0, onda nocmoju omeopena oxoauna U mauke zp maxea
da je f(z) <0 3a cee z € U.

A Hexa je f(z9) >0me = %f(zo). Tama n3 gedWHUNNjE HEMPEKWIHOCTH CIEIA 34,
HeKo 0 > 0 Baxku

2= 20l < 6 = 1/(2) = f(zo)| < 5/ (z0):

N3 nocneamwe Hejennaxocrn cueam f(z) > f(zg) — % (z0) > 0. Tume je mokazaHo

(a), (6) ce mokasyje HA MCTU HAYUH. \VA

Hocnemuua 7. Axo komnaexcna gynryuja [ : D(f) — C nenpexudna y may-
KU zo u axo je f(zg) # 0, onda nocmoju omeopena oxoauna U mauke zy maxea da
je f(z) #0 3a ceaxo z € U.

A Axko je f(z0) # 0, onza je Re f(z9) # 0 wiu Im f(29) # 0. IIpernocraBumo ja je
Re f(z0) # 0. Tana, mpema Jlemn 7, mocroju orBopeHa okosnmua U D zp Takea Ja
jeRef(z)#03ace z€U. Aim rana jen f(z) #03a z € U. \VA

Ausrebapcke oneparnuje (1) ayBajy cBojcTBO HenpekuaHocTu. IIpenusnuje, Baxku
crmeneha Teopema.

Teopema 3. Hexa je Z C C u nexa cy ¢ynxyuje f,g: Z — C nenpexudne y
mavku 29 € Z. Tada cy nenpexudne u dynxyuje f + g, f - g u, nod ycaosom da je

9(z0) #0, L.
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A Heka je € > 0.
ITomro cy f u g menpekunue GpyHKIMje, 3a HEKO § > 0 BaxKu

|2 = 20l <8 = |£(2) = Fz0)| < 5 Alg(=) = gz0)] < 5

Tanaje [(f+9)(z) = (f+9)(z0)| < |f(2) = f(20)| +19(2) — g(20)| < &, onakne caeau
na je f + g HeNpeKuIHA ¥ 2.

U3 Jleme 6 caenu na 3a neky okojuny U tauke zg u neko M > 0 Baxku (Vz €
U)|f(z)] < M A|g(z)| < M. U3 HenperunHocth dyHKIMja f U g Caeau Ja 33 HEKO
61 > 0 Baxkm

|2 = 20l < 81 = 1£(2) = Fz0)] < 322 Alg(2) = 9(z0)] < 5o

Tapna je, 3a 6 = min{dp, 01} u |z — 2| < 9,

((F-9)(2) = (f-9)(20)| =1 (2)9(2) = f(2)9(20) + f(2)9(20) — f(20)9(20)]
<|f(z )IIg( ) —9(20)| +[£(2) = f(20)ll9(20)]
< M[f(2) ( o)l + Mlg(2) — g(20)]

OJTaKJIe Caeau 1a je f - g HempekuaHa y 2g-
Hokaxkumo Ha Kpajy na je, ako je g(zo) 7é 0, £ HereKI/I,ZLHa, onmakiie he, Ha

OCHOBY IIPETXOHO JIOKA3AHOT, CJIEIUTH 13 je & 7= =f- % uvenpekuaHa. Kao y gokasy
Jleme 7, uz menpekunocru pynknuje g caeiu 3a HeKo dy > 0 Baxkwu

1
|z — 20l < do = |g(2) —g(20)| < §|9(Zo)|,

1j. $19(20)| < lg(z)| < 2|g(20)], a 3a neko 6, > 0 Baku

z0)|%e
2= 2ol <dp = lg(z) - gla0)| < LEIE,
Taza je, 3a § = min{50,61} u |z — 2| <0,
I ‘ ‘9 —9(=0) | _ lg(Z) —9l) _ ‘.
9(z)  g(z0 )9(20) zl9(z0)llg(20)]
Tj. é je HepeKugHa ¥ 20. \V4

Teopema 4. Heka cy X,Y nodckynosu xomnaercre pasuu C u
f: X =Y, g:Y—>C
dynuxyuje maxese da je f nenpexudna y mauku xo € X, a g HENPeKudHa Y MAUKU
Yo = f(xo). Tada je pynxuuja g o f nenpexudua y mauxu xg.

A Heka je ¢ > 0. U3 menpekunnocru yHknuje g y yo ciaeau nga nocroju 61 > 0 ca
0cobuHOM

ly — 3ol <01 = |9(y) — 9(yo)| <e.

IMowrro je dbynkuuja f nenpexkunna y tauku xog u f(zg) = yo, nocroju § > 0 ca
0cobuHOM

|z — 20l <6 = |f(x) —yol <61

3 oe jBe uMILIMKanyje cjieau HenpekuaHocT ¢gpyskuuje go f y xg. \V4
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3amarakx 12. Heka je Z C C u Heka cy
Lo Z=R
menpekuane ynknuje. Jlokasaru ga cy dpyHkimje
M(z) = max{f(2),9(2)} ~ n  m(z) = min{f(2),9(2)}
HEMPEKuIHEe. YIIYTCTBO: (DyHKIH]je
2= |fE w2 g(2)]
Cy HempeKuIHe, Ka0 KOMIO3UIINje HeMPEKUIHUX. VICKOPUCTUTH WIEHTUTET

T+y+|z—yl
2

" C/IMYaH UJCHTUTET 3a MUHUMYM. v

max{z, y} =

Teopema 5. Hexka je ynxuyuja f : [a,b] — R nenpexudna na cezmenmy |[a, b]
u neka sadtcu f(a)- f(b) < 0. Tada nocmoju mauxa c € (a,b) maxea da je f(c) = 0.

U
y = f(x)

A U3 f(a)- f(b) <0 cnenu na je BpeanocT HyHKIMjE HA jJeJHOM KPajy MHTEPBATA
NO3UTUBHA, & HA JPYrOM HeraTuBHa. llpermocrasumo, He ymamwyjyhn ommrocr, na
je f(a) <0, f(b) > 0. Ilomeanmo unrepsar [a,b] na 1Ba gena Taukom “12. Axo
je f(%rb) = 0, Tauka ¢ = “T“’ HCIIyHhaBa ycaose Teopeme. IlpermocraBmmo 1a
je f(%E2) # 0, 1j, me ymamyjyhu ommrocr, f(%f2) > 0. Osmaunmo a; = %52,
by = b. Ha xpajeBuma cermenta [a1,b1] dyHkumja f uma BpemHocTH pasauyu-
Tor 3Hara. [IOHOBUMO ca CerMeHTOM [a1,b] MCTH MOCTYMaK: MOMENIUMO Ta TAIKOM
% HA /IBA MHTEPBAJIA U O3HAYUMO Ca [ag, b2] OHaj OJI Ta JIBA UHTEPBAJIA HA YUJUM
KpajeBnMa GyHKIMja f MMa BPEIHOCTH CYTPOTHOr 3HaKa. IIpomykumo Taj mporec
JIaJbe.

Hobujamo uuz cermenara [an,b,], n € N koju 3a10BobaBajy [an+1,bn+1] C

[an, by]. Tlowro je pyxuna cermenta [ay,,b,| jeanaka 27" (b — a), caenu ga je
inf{b, | n € N} —sup{a, | n e N} <b, —a, <27"(b—a)
3a ceako n € N, na je inf{b, | n € N} —sup{a, | n € N} = 0. Heka je
¢ := inf{b, | n € N} = sup{a,, | n € N}. (20)

Hoxkaxumo na je f(c) = 0. Ipernocrasumo cyuporuo, xa je f(c) # 0, 1j, He yma-
wyjyhn ommroct, na je f(c¢) > 0. Tama, mo Jlemn 7, mocroju uarepBain (¢ — 4, c+0)
Ha KoMe je dyHKIHMja f cTPOro MO3UTHBHA!

(Vz € (¢ —d,¢+9)) f(x) > 0. (21)
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Mebhyrum, u3 (20) creau na (3In) [an, bs) C (¢ — d,c+ 0), na je (21) y KOHTpaUK-
OUjU Ca KOHCTPYKIIMjOM UHTEpBasa [a,,b,] 10 kojoj dyukuuja f uma BpemHocTu
CYMPOTHOT 3HAKA Y TAYKAMA Gy, U Dy,. \V4
IMocnemuua 8. (Teopema o mebhyBpemuoctu) Axo je dynryuja f : [a,b] —
R nenpexudna u f(a) = «, f(b) = B, onda 3a ceaxu 6poj v koju je usmehy o u
nocmogu ¢ € [a,b] makso da je f(c) =~.
A Joka3 cnenn npumenom Teopeme 5 Ha bynkunjy g(x) = f(z) — 7. \V4
ITocnemuma 9. Henpexudna dymnryuja cauka uMmepsas Ha uHmMepean.
A Hoka3 cnenu u3 Hocnenune 8 u Jleme 2 na crp. 21. \V4
IIpumep 10. IIpecaukaBame
f:10,+00) = [0,400), f(z)=2"
je mempeknaao W 1 — 1, ma w3 MpPeTXOIHE TeopeMme CIeu 13 je OHO OHMjeKImja.
IIpumernmo ja cMo oBuMe Jobwmiun join jeman jJoka3 Teopeme 22 ca 55. crpane. f

3anmarak 13. Pemmry Ha camdan HaunHa 3agarke 2 u 4. v

IIpumep 11. Heka je ¢pyukmuja f : R — R orpannvena n menpekumgaa. Tazma
f uma guxceny (mm nenoxpemmy) mawky, tj. nmocroju ¢ € R rakso ga je f(c) = c.
Bamcra, f je orpanndena, na (Im, M € R)(Vz € R)m < f(x) < M. Tlocmarpajmo
dyuxmjy h(z) = f(x) — x; ona je menpekugua n Baxku m —x < h(x) < M — z 3a
cBako x. Oparye ciaemu h(m —1) > 1> 0, h(M + 1) < —1 < 0, na no Teopemu o
mehyspennocru (e € (m — 1, M + 1))h(c) =0, 1j. f(c) =c. i

3anarar 14. Heka je f : [0,1] — [0, 1] nenpekuaua dynkuuja. Tokazatu ga
ona uma ¢dukcHy rauky. Jdaru npumep nenpekuine dynkumje g : (0,1) — (0,1)
KOja Hema (PUKCHY TaUKy. v

IIpe dopmynamuje cienehe Teopeme morpedHa HaM je jequa nedpunuiuja. Heka
je X mpousBosban ckymn (He Hy:KHO moAcKyn y R umm C).

Hedounanmnuja 5. Cynpemymonm u ungumymom dyrnxyuje f: X — R ma ckymy
A C X Ha3WBaMO BEJTHIHHE

sup f:=sup{f(z) | x € A}, inf f:=inf{f(z) |z € A}.
T€EA €A

Yromnko 3a Heko g € A Baxku f(xg) = sup f, 6poj f(xo) HA3UBAMO MaKCUuMY-
z€A

MoM pynkyuje f W O3HATABAMO Ca max f- ¥V Tom caydajy kaxkemo ga GyHKIH]jA
€

f docmumce ceoj marxcumym Ha ckyny A. AnajorHo ce jgeduHuie U MUHUMYM
pynryuge.
3anmarak 15. (a) Jdokasaru ma3a f,g: X — Ru A C X Baxu
max f = max{f(z) |z € A}, min f = min{f(z) |z € A},
z€A z€A
sup(—f)=—inf f, inf(—f)=—s ,
m‘éﬁ( f)=—if f, inf(=f) sup f
sup(f +g) < sup f +supg, inf(f+g)> inf f+ inf g,
€A €A TEA z€A T€A z€A

[g=>0= 222(}“ g) < zgg(f) 223(9)7 ggg(f g) > ggg(f) ggg(g)
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TTokaszaTy mprMepoOM Jia MPETXOIHE HejeJHAKOCTH MOory aa Oymy u crpore (ymope-
qura 0oBo ca Jlemom 1 Ha crp. 19).
(6) Ako je f: X7 x Xo = R, A1 C X5, Ay C X5, nokasaru za je

sup f(z1,22) = sup (sup f(z1,22)).
(11,1}2)6(141)(.42) T1E€EA] x2EAS
(B) Axo je f1 : X1 = R, f2 : Xo > R, Ay C X4, Ay C X5, moKazaTu 1a je
sup (f(z1) + f(22)) = sup f(z1) + sup f(x2). v
(1}1,$2)€(A1 XAQ) r1EA, ToEAs

Teopema 6. (BajepmrpacoBa teopema) Heka je dynrxyuja f : [a,b] — R
nenpexudua na cezmenmy [a,b]. Tada je [ oepanuuena u docmuoice c60j MuHUMYM
U MAKCUMYM.

A N3 Jleme 6 cienn ma 3a cBaky Tadky x € [a,b] mocroju okonmua U(z) Taksa
na je f orpanwuena Ha U(z). Ckynosu U(x) nokpusajy [a,b]. IIo Bopen — JleGe-
rosoj Teopemu (crp. 50) HOCTOjU KOHAYHO HOTIOKPUBAE, Tj. KOHAYAH CKYII TAYAKA
Z1,..., Ty € [a,b] Takas ga ckyuosu U(z1),...,U(x,) nokpusajy [a,b]. Ilowro je
(Ve € U(xy)) |f(x)] < My, cnenn na je

(Vo € [a,b]) | f(z)| < M := max{Mi,...,M,},

mTo 3Haun Ja je dbyHKiuja f orpaHndena.

Jlokaxkumo ga f mocTuke mMakcuMyMm. llpermocraBuMO CympOTHO — HEKa je
S = sup,epqy fr am f(z) < S 3a cse x € [a,b]. Tana je bynxmmja g(x) = (5 —
f(x))~! n06po nebunucana u nenpexuna (mo Jlemu 3). Ilpema ympaso JoKa3aHoM
TBpery, CBaka HempekuaHa (QyHKIMja je orpaHwdeHa Ha [a,b]. MebhyTum, no
nebunummju cynpemyma, (Vn € N)(3z) S — f(z) < n~L, 1j. g(x) > n, mro 3naum
Ja je g Heorpanuvena. OBa KOHTPaJAMKIMjA [OKa3yje 1a 3a HEKO Ty € [a,b] Baxku
flxo) = S, 1j. f mocruke makcumym. AHAJIOIHO ce JOKasdyje u Ja [ JocTuxke
MUHAMYM. \V4

IIpumep 12. @yukimje
|| # 1

fr(=1L1) =R, f@)=2z  ¢:[-11]—=R, g(x)_{? 2] =1

Cy OrpaHUYeHE U BayKu

sup f(z) =supg(z) =1, inf f(z) = inf g(z) = —1,
v HU jeJHa OJ BhUX He JOCTHXKE HU MAKCUMyM HU MUHUMYM HHU Y jeIHOj TAYKH
novena. IIpumermmo 71a oHe He HCIyHaBajy ycaose Bajepmrpacose Teopeme: (yH-
Kuuja f 3aro 1WTO joj JOMEH HMje 3aTBOPEH MHTepBaJl, a (PYHKIM]a g 3210 LITO HUje
HEMPeKUIHA, Ha CBOM JOMeHy (Taduke mpekumaa cy +1). f

2.5. PaBHOoMepHa HenpekngHocT. U3 IIpumepa 6 na crp. 105 ciaeau na je
dynxmmja f(x) = 22 nenpexunna. Heka je ¢ = 1; nahumo § maxo ga nMimkanmja

[z — 20| <6 = |f(z) = flzo)| <€ (22)

u3 neduHuKje HEIPEKUAHOCTH BazKu y Tadku g = 0. Y TOM ciy4ajy, HejeIHaKOCT
|f(x) — f(0)] < & =1 je exBuBanentna nejennakoctun —1 < 22 < 1, koja je 3a10-
BoJbeHa 3a = € (—1,1), 1j. 3a | — 0| < 1. Baksmyuyjemo ma je nmminkamuja (22)
ragna 3a § = 1. Heka je caga o = 2. Jlako ce Buau 1a y oBOj Tauku 3a 0 = 1 Koje
HaM je y caydajy tadke xo = 0 ob6e3behupaso taunoct uMimkanuje (22) y oBom
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catyuajy To se unHm: |z —2| < 1 = |22 —22| < 1 nuje rauno, uup. 3a z = 3. Buaum,
3a 3azaro € > 0, u36op 0 > 0 Koje 3a10B0/baBA UMILIUKALM]Y (22) 3aBUCU O TAYKE
Zo.

Ca apyre crpawne, y ITpumepy 7 (ctp. 105) cmo Bumenn na 3a dbyukunjy f(z) =
sin z MoxkeMmo, 3a 3a1aro € > 0, ma Haljemo jenno § > 0 Tako 1a je ummiukanmja (22)
TadHa 30 ceako ro. PyHKIUje Kox Kojux je mMoryh osakas, ynugopmar (Tj. He3aB-
HCAH Ol TAYKE T() 300D 0 HABUBAMO YHUPGOPMHO (HITH PABHOMEPHO) HENP EKUONHUM.
IIpemusupajmo To ciaenehom mgedpuHHUIIjOM.

Hedpuaunuja 6. Pynkuuja f: D(f) — C ce Hazusa ynupopmro (Wim pasro-
MEPHO) HENPEKUOHOM AKO BAKI

(Ve > 0)(30 > 0)(Vy € D(f))(Ve € D(f)) [x —yl <6 = |f(z) - f(y)| <e. (23)

ITojam paBHOMEpHE HEMPEKWUTHOCTH je jadn Of] TojMa HempeKuaHocTH. Tadnnje,
BaxKu cjieseha sema.

Jlema 8. Pasnomepno nenpexudna GyHKuUja je HenpexudHa.

A Axo Baxku nviumkanpja (17) n3z Jedununuje 2 (crp. 104), oHma BaxKu u uMII-
mukangja (23). \V/

Ipumep 13. @ynkmmja f : R — R, f(r) = 2? je menpexuama, a Huje pas-
HOMEPHO HENpPEKUJIHA. IIPUMETHMO J1a TO HUCMO JOKA3AIH y pa3sMaTPaibuMa [Ipe
Hedununuje 6, rae cmMo nokasanu camo za je 3a jedno § nmnmkanuja (22) rauna 3a
xo = 0, a Huje 3a xg = 2. Jla Oucmo moxkazasu 1a [ HUje pABHOMEPHO HEIPEKWIHA,
noTpebHO je MOKA3aTH BHINE Of TOTa — MOTPEOHO je TOKA3aTHh 18 BAXKH

(3e > 0)(v6 > 0)(Fy € D(f))Bz € D(f)) [z —y[ <A [f(x) = fly) Z e (24)

Heka je € = 1. Ilocmarpajmo 6pojese x, = vn+ 1 u y, = /n. Tama je , — y, =
7\/ﬁ+\/ﬁ‘ Jacro je nma 3a cBako § > 0 mocroje Xy, Y, TAKBU Aa je Tp — Yn < O.
Mebyrum, ysex Baxu f(x,) — f(yn) =1 > €. Tume je gokazauno (24). f

Teopema 7. (KanToposa Tteopema) Axo je dynxyuja f : [a,b] — C nenpe-
KUOHG HA 02PAHUNEHOM U 34MBOPEHOM UHMEPsary [a,b], onda je ona u pasHomepHo
HenpexuoHa.

A Heka je ¢ > 0. U3 nedwHWIMje HENPEKUIHOCTH CJIEIM 1A 3a CBAKO & € [a,b]
nocroju §, 3a Koje Baxu |z —y| < &, = |f(x) — f(y)| < 27'e. Heka je U, =
(v — 2716, 2 + 2719,) 3a cBako x. Uurepsamu U, 4uHE OTBOPEHO MOKPHBAIHE
unTepsana [a,b]. U3 Bopen — JlebGerose Teopeme (crp. 50) ciaeam ma mocroju Ko-

nauno nornokpusame Uy, ,...,U,, . Heka je 6 = min{2716,,,...,2715,, }. Tana
BaKN

(Vo) (Vy) |z —yl <6 = |f(z) = fly)l <e. (25)
Bancra, Heka 3a .,y € [a,b] Baxu |v — y| < §. Iomro unrepsamu Uy, , ..., Uy,

HOKPHBAjy [a,b], 3a cBako x € [a, b] moctoju Uy, takso na je x € Uy, . Tana, us
or =yl < |op — 2+ |2 -yl <2700, +6 <2700, +27 00, =0,
cremm ma je | f(y) — f(zx)| < 27 ', ma je
[f(@) = f@)l < [f(2) = flan)] + [ flzx) = fy)| <27 'e+27 e =,

omakJie caenu (25), a TMMe U paBHOMEpHA HelpekuaHocT pyHKiuje f. \V4
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ITpumep 13 nokasyje Ja ce yCJI0B OrpaHUYeHOCTH UHTEpBaJa [a,b] y Teopemu 7
HE MO2Ke NCIIYyCTHUTH. ITokazkumo Ja Ce HEe MOZKe UCIIYCTUTH HU yCJIOB 3aTBOPEHOCTH.
Ipumep 14. ®ynxmmja f : (0,1) — R, f(z) = 27! je menpexkugna, a Huje
PABHOMEDHO HENPEKUIHA. 3aUCTa, HEIPEKUTHOCT CJeAM W3 HEHPEKuIHOCTHA (DyH-

kuuje g(x) = x u Teopeme 3. Jokaxkumo na f Huje yHUGDOPMHO HEMPEKWUIHA.
Hexa je ¢ = 1 u § > 0 npoussosbno. Tama mocroju z € (0,2716) Takso 1a je
271 > 142571 Hekajey=2"1. Tanaje |z —y| <dul|f(z) - f(y)| >e. i

Yuranamn he mako Bumern ga cmo y Ilpumepy 14 3ampaBo HM3TOXKHINA TOKA3
caexehe jieme.

Jlema 9. Axo je gynxuuja f : (a,b) — C meoepanusena y ceaxoj okosunu
mavke a, 0Hda OHG HUJe PABHOMEPHO HENPEKUIHA.

sin @2

3amarak 16. lokazaru na cy f(z) = /z u g(z) = 2+ DaBHOMEDHO Herpe-
kuane GpyHKIuje. YIOyTCTBO 3a ¢: J0Ka3aTu Ja 3a cBako £ > () mocroju M > 0 ca
ocoburoM na je |g(z)| < €/2; na [0, M| npumenntn KaHTOpOBy Teopemy. v

2.6. Henpekuaunoct moHoToHUX dyHKmuja. Oynkmnjy f: X — R wazu-
BaMO pacmyhiom ako BaxKu

(Vo 20 € X) 1 <20 = f(21) < f(22),
a onadajyhom ako BaxKwu

(Vay,20 € X) 1 <29 = f(21) > f(22).
Axko Baxkn

(Vay,20 € X) 1 < 29 = f(21) < f(22),
byukuujy f HazuBaMo cmpozo pacmyhiom, a aKO BazKu

(Va1,20 € X) 1 < 29 = f(21) > f(22),

Ha3uBaMO je cmpozo onadajyhom. Ilomekan dyurnuje koje cy pacryhe, anu He
crporo pacryhe, 3oBemMo Heonadajyhum; N0K 3a dyHrnuje Koje cy onamajyhe, amu
He cTporo onaaajyhe, Kopuctumo u repmun Hepacmyhe. @yHKIU]y Koja je pactyha
win onajajyia Ha HeJIoM JIOMEHY HA3HBAMO MOHOMONOM, IITO jeé €KBUBAJIEHTHO
neduHUIMjU TaTOj HA CTP. 36.

Teopema 8. Mowomona gynryuja uma Hajeuwe nPedpojueo MHO20 MAUAKA
npexuoa.

A Tlpernocrasumo, He ymamyjyhin onmrocr ga je f pacryha u xg € D(f). ocma-
TPajMO CKYIOBe

Ao :={f(x) |z <zo} m Bo:={f(z)]z> w0}
Iormrro je f pacryha dbyuknuja, caenn na je ckym A orpanwden 0m03ro, a cKym B
0103710 6pojem f(xp). Heka je ag = sup Ao, bg = inf By. Taza, nomro je f pacryha,
caenu

ap < f(xo) < bo.

Axko je g Tauka mpekuIa, OHIA je Oap jeIHa O TPETXOIHEe IBe HejeJHAKOCTH CTPOra.
Baucra, axo je ag = f(xg) = by ouza, o neduHUIUjU cynpeMyMa U uHDUMYMA, 38
cBako € > 0 mocroje 6pojesu «, 5 € D(f) TakBu jna je a < z¢g < S u

fl@) =2 < ao = f(wo) = bo < F(8) + 5.
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W3 mociienme HEjeIHAKOCTH, HA, OCHOBY MOHOTOHOCTH (PYHKIIH]jE, CJIeIN

(Vo € (o, 8)) [f(2) — fxo)| <,

ITITO je y CympOTHOCTH ca mpekuanomhy dbyukimje fy xg.
OBuMe cMO JTOKa3a/IM /13 3a CBaKy TadKy MPeKu/Ia Lo MOCTOju WHTepBas (ag, by)
TaKaB Ja je

F(D(f)) N (aog,bo) = {f(x0)} mmm  f(D(f)) N (ao,bo) = 0. (26)

IIpu ToMe paznmyuTUM TaYKaMa IPEKU/IA OJrOBAPAjy PA3JIMIUTU MHTEPBAIU. 3a-
WCTa, HEKA je X1 Tavyka MPEeKNIa Pa3induTa Of To, HIp. o1 < Xo, 1 HeKa je (ay,by)
B0j IPUAPYZKEH WHTEPBAJ, Ha WCTU HAYUH HA KOjU je (ag,by) NPUAPYKEH TadKu
xo. Heka cy t,s € D(f) rakBu ja Baxu 1 < t < s < xg. Taga u3 MOHOTOHOCTH

dyukumje f crenu f(t) < f(s), na je
by == inf{f(z) | x > z1} <sup{f(z) | x < zo} = ao,

na je (ag,bo) N (a1, br) = 0. TomTo y cBaKOM WHTEPBAJY MOCTOjU PAITMOHAIAH ODOj,
3aKJby9aK TeopeMe Ciaean u3 npebpojuBocTr cKyma Q. \V4

Teopema 9. Monomona gynxuyuja [ : (a,b) = R je nenpexudua axo u camo
axo je f((a,b)) unmepsaa.

A Axko je f neupexkuuna onga je f((a,b)) unrepsan na ocuosy Ilocienune 9 na
crp. 111. O6puyTO, aKo je f MOHOTOHA, OHIA CBAKO] TAYKU MPEKUIA ONTOBAPA
unrepsas (ag,bp) Takas na Baxku (26), 1ITO je y CyNIPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTABKOM
Ja f CIMKa MHTEPBAT HA MHTEPBAJ. \V4

IMocnemuuma 10. Axo cmpozo monomona dynxyuja f : (a,b) — R cauxa un-
mepean (a,b) na unmepsan (c, 3), onda cy u f u f~1 nenpexudne dynryuge.

A Joxas cieam us Teopeme 9, jep f~! canxa (a, B) na (a,b). \V4

W3 nperxonue Ilocaemurie u Ilocmeaune 9 wa crp. 111 mobujamo cienehy mo-
CeINILY .

HMocnemuuma 11. Axo je cmpozo monomona gynkuyuja f : (a,b) — R nenpe-
xudna, onda je u ! nenpexudna dyrryuja.

Teopema 10. Hexa je f : [a,b] — R nenpexuona. Tada je f unjexmuena axo
U CAMO GKO je CmPo20 MOHOMOHKG.

A Jeman cmep je ouursiezan (v Baxku U G€3 MPETIOCTABKE O HENPEKUIHOCTH):
CTporo MOHOTOHA (PYHKIHja je mHjeKTuBHa. IIpermocraBumo ma je f mHjeKTHBHA
W HENpPEeKuIHA, & Ja HEje CTPOro MOHOTOHA. Tama mocroje Tavke 1, T2, T3 € [a,b]
TakBe na je T1 < xo < w3, amm ma f(x2) mmje mamehy f(z1) m f(x3). Iper-
nocraBuMo, He ymawyjyhu onmroct na je f(x1) usmelhy f(z2) n f(x3). IIpumenom
Teopeme 5 Ha WHTEPBAJ [X2, T3] 3aKIbYUyjeMO J1a MOCTOjJU TavyKa ¢ € (Ta,Z3) TaKBa
na je f(¢) = f(xz1). Mebhyrum, us &1 < x9 u ¢ € (x9,x3) cienu 1 # ¢, WTO je y
CYIPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTABKOM O MHjeKTHBHOCTH (DYHKIHjE f. \VA
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2.7. Henpekungnoct ejsemeHrapunx dyHkmnuja. Camza MOXKeMO 13 T0Ka-
KeMo cienehy Teopemy.

Teopema 11. Eaemenmapre gpyuryuje cy HenpexudHe.

A Henpekugroct dyukmuja ™, sinz, cosz, a* cmo moxkasanu y [laparpady 2.2.
U3 Teopeme 9 cieau ma ome ciukajy uaTepBai (Ha Kome cy 1-1) Ha uHTEpBas.
Henpexkunnocr muma HHBep3HUX (DyHKIMja arcsin x, arccos z, log,  cama cieny u3
Teopeme 10. Ogarie, Ha ocaoBy Teopeme 3 u ledunnuje 1 cieau HEMPEKUIHOCT
e/TeMEeHTAPHUX (PYHKIIH]a. \V4

- %+cos(logzz+2(1‘6+6w))
- I4+4m

Ipumep 15. @yuxuuja f(x) je mempekuaHa Ha R. f

2.8. IToaynenpekngaoct. CymTwHa KOHIENTA HEMPEKUIHOCTH j€ Y TOME I3
ce BPeIHOCT HenpekuiHe DYHKIHje He Memha MHOTO IIPU MAaJjI0j TPOMEHH TPOMEHJbHUBE.
Hewmro ommuruju KOHLENT je KOHLENT NoAyHenpekudnocmu 000320, KOju OIKCYje
dyHKIEje 9rja ce BPEIHOCT HE 106efiasa MHOIO IIPH MAaJIOj IIPOMEHN [TPOMEH/bUBE.
Camuno ce medwunume n mojaMm (GYHKIHjEe KOja je NoayHenpekudna 000300, Kao
dbyHKIMje unja ce BPEJHOCT HE cMatbyje MHOTO IPH MAaJjioj MPOMEHU IMPOMEH/bIBE.
TIpenusna nedunaummja je cremeha.

Hepunumnuja 7. @yuxuuja f : D — R je noaynenpexudna 0doszo y Tauku
To € D ako

(Ve > 0)(F0 > 0)(Vx € D) |[x — 29| < = f(x) < fx) +e.
Cawmuno, dyukiuja f je noayHenpexudna 000300 ako
(Ve > 0)(F0 > 0)(Vz € D) |z —z0| <0 = f(mg) —e < f(z).

Dyukimja je nosynenpexudna 000320 (wmu 0003do) ako je TaKBa y CBAKO] TAYKU
JIOMEHA.

[Tpumerumo 1a nperxoaHa AeduHAIN]a TMa CMHUCIA caMo 33 (PyHKITHje Ca Bpe -
Hocruma y R (jep ce moapasymesa mopesak y CKymy BPEIHOCTH), JOK JoMeH D
Mozxke ma oyae moackyn y R mwnu C.

3anarak 17. /lokazaru ma je dyHKIuja

f(x)={1+2x2’ x>0

—x°, z <0
MOJTYHETIPEKUTHA O/I03T0, A 8 HUje MOJYHENPeKUIHA 010310 v Tauku & = 0. v

3anarak 18. lokazaru ma je dbynkunuja

B z2, x#0
o= {7 2

HOJIyHEIIPeKUIHA 0/103r0. [la /i je OHa U IOJIyHeNpPeKUIHA 01037107 v
3. T'panu4YHa BpeIHOCT
3.1. Tauke npekuga. [Tocmarpajmo dyuknmje f,g: R\ {1} = R
{a: +1, z>1 2 -1
n

)= .
r—1, x<1 9(x) z—1

fx) =
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IMocsie dakropusanuje 6pojuona u ckpahupama, nobujamo 1a je g(x) = z + 1 Tamo
rue je g nedbunucana, tj. #a ckyny R\ {1}. Ako monedunuinemo byukiujy g 3a
xr =1, 1j. gedpuaEmemMo PyHKIH]Y

o Je@), x#l
g(l‘)—{z R

nooujamo dbyukmjy g : R — R koja je nenpekugna y Tauku ¢ = 1. IIpumernmo na
TO He MOXKeMO J1a ypaaumo ca dyukuujom f. Pazsor je y Tome mito ce dyukiuja f,
3a paznauky o MYHKIH]E ¢, PA3TUINTO TOHAIIA HA TPAHUINA CBOT TOMEHA, Tj. y Ta-
yky £ = 1, ca JieBe u JecHe crpade, 10K pyHKIuja f uMa jeady, 1o0po aeduHucany
Zpanuwky epedrocm y Toj tadku. Ilpucrynumo crporoj JeduHunuju 0BOr MojMa.

3.2. JIumecu. Ilojam zpanuune epednocmu, unu sumeca byuknuje f mnedu-
HUIIE Ce 3a Tadyke HaroMujasama theHor gomena D(f) (B. Hedbununujy 22 nHa
crp. 51). Baxkno je umaTu Ha yMy J1a 0Baj [0jaM He 3a8ucu Of BpeaHocTu (byHKIHje
y TOj TaYKH, HAUTH O TOTA 3 Ju je PYHKIHja ¥ TOj TAUYKK yOIIITe nepuHrCAHA.

Hedununmuja 8. Heka je zp Tauka HaroMmusasama gomena D(f) dbyukiuje
dyukuuje f: D(f) — R. Bpoj yo je epanuuna epednocm dynukuuje f y Tauku xg
aKo

(Ve >0)(30 >0)(Vz e D(f))0< |z —xo| < = |f(z) —yo| <e.

VY Tom cayduajy mumemo yo = lim f(z) niam ,f(x) — yo Kag x — xo”.
Tr—xo

3anarak 19. Heka je

$2+6a:+5 -
f(z) = 45 x# =5
\/Qv r=-5
n
L= lim_ f(x).
x——5

(a) Hahu L.
(6) Hahu ¢ > 0 tako ma Baxku

O<|z+5]<d = |f(x)—L|<e

3a ¢ =0,03 u L naleno y (a).
(8) Ha yim mocroju § > 0 Tako Ja BaxKu

|l +5|<d0 = |f(x)—L|<e
3a ¢ =0,03 u L naljeno y (a)? v

W3 edununuje 23 na crp. 53 BHAMMO [1a II0jaM JIMMeCa MOXKEMO 113 popmy-
JINIIIEMO y TEPMUHUMA, OTBOPEHUX CKYTIOBA.

Jlema 10. Hexa je ¢ mauka nazomunrasarna domena D(f) dynryuje dynrxyuje
f :D(f) = R. Bpoj yo je eparnuuna epednocm dpynxyuje [ y mauku xo axo 3a
ceaxy omeopeny oxoauny V mawke yy nocmoju omeopena oxosuna U mauke xg
maxea da je f((U\ {xo}) ND(f)) C V.

Jlema 11. Jlumec Ppynkyuje y mauku xq je jeduncmeen.
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A Hexka y, n y{ 3amoBobaBajy yciaose dedbunmmje 8, 1j. y, = lim f(z) n yj =
T—rTo

lim f(z). Tana 3a cBako € > 0 nocroju x kao y Hedunuuju 8, ua je
r—rxo

%0 = 40| = lvo — (=) + f(2) = 95| < lyo = f(@)| + |f (=) — 5| < 2¢
3a cBako € > 0. Omaxme caenu y = yj - \V/

I[Ipumerumo ga cy ledununuja 8 u Jlema 10 cauune dedbununuju 2 u Jlemu 3.
Jeauna pasisuka cacroju ce y 3axreBy 0 < |z — xo| y Jedbununuju 8. Kao mro cmo
PEeKJIn Ha IIOYETKY, OH je BE3aH CA YHEHEHUIOM /1A I[10jaM IPAHUYHE BPEIHOCTH Y
TauKM He 3aBUCH of BpeaHocTn dyHKIHje y Toj Tauku. Waycrpyjmo To ciemehinm
IIPUMEpPOM.

ITpumep 16. Oyukiuja

1
2, z =0,

MMa FPAHWYHY BPEJHOCT y TAYKH To = 0 ¥ BaXKH lirr%) h(z) = 1, anu Huje HEIPEKUTHA
Tr—

y uynu. IIpumernmvo na je h(0) # lilrb h(z). f
r—
IIperxoauum mpuMepoM MOTHBHCATH cMO cienehy Teopemy.

Teopema 12. Qyuxuuja f : D(f) = R je nenpexuona y mauxu o € D(f) axo
u camo axo je lim f(x) = f(xo).
T—T0o

A Hoka3 cnenu gupektho u3 dedununmje 8 u lebununuje 2. \V4

3amarak 20. Jdoxkazaru ja je neupexkuana dbyukuuja f : (a,b) — C na oepa-
HUYEHOM UHTEPBATY (a,b) PABHOMEPHO HEMPEKUIHA aKO U CAMO aKO MM JIAMECE y
Tagkama a u b. v

Ipumep 17. Pumanosa dynxnuja

R(z) = L 2eQ\ {0}, =", m,n ysajamuo npocrn
10 2¢Qumaz=0

j€ HEeNpeKH/HA y CBAKOj MPAIMOHAIHOj TAYKW W y HYJH, a IPEKUIHA Yy CBAKO]
PAIMOHAIHOj TAYKH CeM HYJIe.

Bancra, y 29 € Q je f(xo) > 0. Ilomro dbyHkuuja f HUje CTPOro MO3NTHBHA
HU y jeJHOj OKOJWMHU TadKe Xg, u3 Jleme 7 ma cTp. 108 ciaeam 1a je oHA MpeKuIHA
Yy TOj TA4YKH.

Heka je xg upanmonanan 6poj. 3a npousBospbHO k € N y npou3BO/LHOM HHTED-
Basy (g — €, + €) HOCTOjU CAMO KOHAYHO MHOTO TAIAKa 7 TakBUX J1a je n < k,
na mocroju oxkonmHa (xg — 6,z + 0) Taksa ga je (Vo € (zo — 6,20 + O)R(x) < +.
Oparie caenu ga je lim R(x) = 0.

r—x0

Hamomena 6. Kao mrro cmo y Hanmomenu 2 nojam HepeKu1HOCTH [IPOIIADPUAIIA
u aa dynkuuje [ : D(f) = C, ca D(f) C C, M0xKeMO 13 IPOIIUPUMO U [OjaM I'Pa-
HUYHE BPEIHOCTH. 3aWCTa, W TAaj MOjaM je TMOTIIYHO JeWHUCAH CAMO Y TEPMUHUMA,
pacrojama Kao u nojam nenpekuguoctu (B. Hanomeny 3). Jlema 11 u Teopema 12
BaKe M y OBOM y CJIy4ajy, ca HEIPOMEmEeHUM JT0Ka3uMa.

Puvan (Berhnard Riemann, 1826-1866), HeMauku MaTeMaTHIaD
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Hamomena 7. Ersucreniuja sumeca (4 HeroBa BPEIHOCT) Y TadKH Xg j€ JIO-
KAJTHO CBOjCTBO, Tj. 3aBHCH CAMO Ol BPEIHOCTH (DYHKIIHje Yy HEKOj OKOJIMHHU TadKe
xo (B. Hanomeny 4).

Ha civuan naunn kao u Jlema 4 goxasyje ce u cieneha Jlema.
Jlema 12. Hexa je f : D(f) — C xomnaexcna ¢ynwyuja. Tada je

lim f(z) =2y < lim Ref(z) =Rezp A lim Im f(z) = Im z.
Tr—xQ T—x0

Tr—x0

Yecro ce kopuctu u cieneha jeTHOCTABHA, MOCIEANIA AeDUHUIT]E JTHMECA.

JIema 13. lim f(z) =0 axo u camo axo lim |f(z)| = 0.
Z—20 Z—20

A Jloka3 cieau JUPEeKTHO U3 JeUHUIN]e TPAHUYHE BPEIHOCTH. \V4

3.3. BeckoHauHu jguMecu u tuMecn y 6eckonaunoctu. Heka je 2o Tauka
naromusasawa ckyna D(f). Tauna

lim f(z)=—-00 & (Ym<0)(30 >0)0< |z —x| < I = f(x) <m,

Tr—xo

lim f(z) =400 < (VM >0)(30 >0)0 < |z — x| < = f(x) > M,

Tr—xo

nedunnie 6eCKOHATHE JTIMECE, a
lim f(z) =yo < (Ve>0)(Fm <0)z <m = |f(z) =yl <e,
Erf fx)=yo & (Ve>0)(3IM >0)x>M=|f(x) —yo| <e

numece y 6eckonagroctu. KomOunarujom oBe fase meduHUIAje 100ujamMo medpuHn-
nuje OeCKOHAYHUX JIUMECca Y OECKOHATHOCTH, HIIP.
lim f(z) =400 & (VM >0)(3m <0)z <m = f(x) > M.
Tr—r— 00

Hanomena 8. Uwmajyhu y sumy gedurmmmjy orsopennx okommna y R (e-
dununuja 24 wa crp. 53) nojMoBe GECKOHAYHUX JIMMECA U JUMeca Y GECKOHAYHO-
ctu MOxKeMO Jia dopmysinineMo Ha uctd Hadud Kao y Jlemu 10. Ocobune smmeca
nare y Jlemama 11, 12 n 13 nako ce mperoce Ha Jumece y GECKOHAYHOCTH U Oe-
ckoHaune jquMece (umajyhu y Buay npasusa 3a pauyHame y R ca crp. 21). Taune
dopmynamuje u MoauduKaIMje J0KA3a MPEMyIITaAMO IATAOILY .

Ipumep 18. lim (2" +ap_ 12" 1+ + a1z + ag) = +o0.

r——+00
Bamcra, " +a, 12" - daztag = 2" (14+ap 127 - AaeT D fagr).
Jlako je Bujeru ma je JmMec u3pasa y 3arpajau jenHak 1 (jep je simmec cBakor
cabupKa y 3arpajiu, ceM IpBOT, jeJHaK HYJIH), JOK je lirf " = +o0. f
Tr—r+00

. ane™ta, 12" " 4-Farztao
3amarak 21. Uzpauynarn xgrf_loo T S s S Sy v
3amarak 22. a mu Tsephemwe 3amarka 20 ma crp. 118 Baku ako je mATEpBAT
Al P P J %
(a,b) Heorpanmuen, Tj. axko je ¢ = —oo wian b = +o00? v

Bakan cmernujasau ciaydaj uMeca y OECKOHAYHOCTH je TojaM KoHeepzenyuje,
Koju ce omHOCH Ha (yHKIHje neduamncane Ha ckymy N, 1j. HE30Be. Hbera hemo ma
pa3moTrpumo nerasbuauje y [asu 4.
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3.4. OrkjgowmuBu u HeoTKJOWuUBU upekuan. Pyukiuja y [Ipumepy 16
MMa IPAHUYHY BPEJHOCT y Tauku npekusa & = 0. YKOJIUKO HPOMEHHMO BPEIHOCT
dyHKIHje y TOj TaYKH, Tj. aKo aeduHAIIeMO PYyHKII]Y

~ h 0
1, z =0,
nmobujamo mempekuany dyHKnujy. To HE MOkKEMO [1a ypaauMmo ca hyHKIrjama
z+1, x>0 1 x>0
T) = u r)=47"
1) {x—l, <0 9(x) {x—l, z <0.
Cucremarusyjmo oBa onaxkama caegehnm nedurumjama.

Iedmuaunuja 9. Bpoj yo je decnu aumec dyukimje f y Taduku xg akKo BaxKu
(Ve>0)(F>0)xg<zx<z0+0 = |f(x)—1yo| <e.
Bpoj y je nesu aumec dbyukimje f y Taukm xy akO BaXKHU
(Ve >0)(F0>0)xp—0 <z <z0 = |f(T)—90| <&
HecHn nmmec o3navaBaMo ca Ti1£0n+of(x) wm f(zg +0), a nmern ca lim f(z)

x—x0—0
wna f(xzg —0).

3anarak 23. Uzpauynaru lim e, v
r—1-0

Ounrnenno Baxku caeneha sema.

Jlema 14. Qynxyuja uma AuMeC Yy MA¥KU To GKO U CAGMO GKO UMG AE6YU U
JECHU AUMEC U 06U AUMECY CY JEOHAKU:

@ Jim f@) & (@ lim f@)AC lm  f@)A lim f@)= lm f@).

x—xo—0 r—xo—0

Hepunumnuja 10. Oyukiuuja f je nenpexudna ca aeée cmpame y TAUKA X
JIOMEHa aKO je HeH JIEBU JIMMEC Y TauKu xo jemuak f(xo). Caumano, dyukuuja f je
Henpekudna ca decre cmpane y TAUKU Ty JTOMEHA aKO je HheH JEeCHU JINMEeC y TauKu
zo jemuax f(zo).

3amarak 24. lokazaru 1a je pyHKIHjA

1, x>0
flz)=142, <0
3, =0

nosysenpekuaaa ono3ro y tadku 0 (Bugeru dedbununyjy 7 va crp. 116), anu na
HUje HeIPeKuIHa HU Ca JieBe HU €A JIeCHe CTPpaHe Y TOj TAYKH. v

JHe¢pununnuja 11. Heka je ¢ € D(f) rauxa npeknna dyunknmja f. Kaxkewmo ga
f mma omxaomue npexud y rauku xo € D(f) akoje lim f(x) = lim f(z) (1j.
z—xo—0 rx—xo+0

ako moctoju lim f(z)), y CympoTHOM MpeKn Ha3uBaMo weomraonusum. HeoTkio-
T—T0
BUB [IPEKK/] 30BEMO npekudom npee epcme ako nocroje  lim  f(z)u  lim  f(x),
r—xo—0 r—xo+0
am je lim  f(x) # Um f(x), a npexudom Opyee epcme ako Gap jeman of
rz—x9—0 x—xo+0

eca li li € TIOCTOjH.
T m—g?—of(m)’ z—>la:I£l+of($) He nocropn
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Oyukiyje f, g u h U3 nperxogHUX pazMarpama cy npekugae y 0. Y T0j Taukn
dyHKIHja [ HEOTKIOIMUB MPEKuI IpBe, (PDYyHKINja ¢ aApyre Bpcre, a pyHKIHja h
uma oTKJowkuB npekul, jep je f(0—0) = —-1#1= f(0+0), g(0+ 0) ue nocroju u
iii% h(z) = 1.

3amarak 25. 3a cBaky on yHKIUja HA CAMIU

OJIPEJINTH BPCTY MPEKUIA y TAYKHU L. v
3anarak 26. OxpenuTu Tavuke W BpCTe TpeKuaa QPyHKIH]je
1
T ee/a=2) z ¢ {0,1}
1, =1

Jlema 15. Hexa je f pacmyha ¢ynxyuja. Tada je

lm | f(e) =swp{f(z) @ <aol, lim  fx)=inf{f(z) | o > w0}

r—xo—

A'Y nokazy Teopeme 8 cmo mokazanm na supq f(x) | ¢ < xo} w inf{f(z) | x > 2o}
nocroje. Heka je s = sup{f(z) | x < 2o} u ¢ > 0. o gedununmjn cynpemyma, 3a
HEeKO T1 < xg Baxku f(x1) > s —¢€, 1j. s — f(x1) < &. 360r MOHOTOHOCTH OJATJIE
cienu s — f(x) < € 3a cBako x € (1, %), 1j. f(xg—0) =s. Cauuno ce mokasyje u
Jpyra jeJIHaKoCT. \V4

ITocnemuua 12. Monomona gynryuja uma camo npexude npse spcme.

Hepmuaunuja 12. Heka je X C C. Modyarom nenpexudnocmu dpyukimje f :
X — C nazuBa ce QyHKIHja

wy(8) :=sup{[f(z1) — f(22)| [ 21,22 € X, |21 — 22 <6}
3anarak 27. Jlokazatu ma cy MOIy/Iu HEMPEKWIHOCTH (DyHKIH]ja
f:R—=R, f(r)=2,ug: R— R, g(z) =sina?
wr(d) =0 1 wy(d) = 2. v

3anarak 28. [lokazaru:

(a) Mouyn menpexkugnocTu je meomanajyhia menerarusha dynkruuja, aedun-
ncaga 3a 6 > 0.

(6) (Ve > 0)(35 > 0)(Vz1,22 € X) |z1—22]| <0 = |f(21)—f(22)] < ws(04+0)+e.

(8) Ako je X unrepsas y R uiu nuck y C, onza je

wy (01 4 02) < wy(d1) +ws(d2).

(r) f je paBHOMEpHO HeIpeKHIHA aKO K caMo ako je wy(0+ 0) = 0. v
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IIpumep 19. VY Ilpumepy 15 na crp. 26 cmo aedunucanmm 6poj e Kao

1\n
e:zsup{(l—i—ﬁ)

PazBujamem mo 6mHOMHO] popMmynn u ymnpomrhaBameM OMHOMHUX KOoeduIrjeHara
kao y (22) ma crp. 26 nobujamo

(o))

nEN}.

|
M=

IN
M=
—~
: (i :
=
/N
[
|
3
+
—
N—
N——

bl
I
=)

=l
ol

Il |
= O =
/N

[u—y

\

3.
N—
N—

.

S >
+ 1l
-

Il
[ ]

kol
I
o
S
< ER
I I
o
/N
—_
|
:‘
[~
—
N

<

\g

—_
_|_
2
—+ =
R .
N—
3
+
=

1

z) = ( [

1 lal
e= lim (1+f) ,

r—r+00 [gj]
rae je [x] meo neo peamnor Gpoja x (8. crp. 40). f

)7l pacryha, omakse, na ocroBy

—_
+

Tume je nokaszano ga je ¢pyaxkiuja f

—~

Jleme 15 cnenm 1a je

3.5. Ocobune aumeca. Caga fiemo moka3aru HEKA CBOjCTBA I'PAHUYHE BPE]I-
HOCTH Be3aHa 3a ajrebapcke omepanuje u penamujy moperka y R. Ona Baxe u 3a
JieBe W JIeCHE JuMece, ajan NeMo uX, Paay jeITHOCTABHOCTH, (POPMYTUCATH CAMO 33,
JiMece.

Teopema 13. Hexa je zy mauka nazomunasaroa ckyna Z C C, f,g: Z - C u

lim f(z) = A, lim ¢g(z) = B
z—20

zZ—20

Tada sasicu
lim (f+9)(z) =A+B, lim(f-g)(z)=4-B

zZ— 20
u, ako je B#0 u g(z) #0 na Z,
f A

lim “(z2) = —=.
Jm ) =3

A Joka3 je anasioran nokady Teopeme 3 (um cienu us we umajyhin y sumy Teo-
pemy 12). \V4

Cneneha teopema onucyje ocobune mMeca Be3aHe 3a penaiujy moperka y R.

Teopema 14. Hexa je zy mauka nazomuaasara ckyna Z C C.
1. Hexa cy f,g9: Z — R dee ¢pynryuje maxse da je
lim f(z) = A, lim ¢g(z) = B
Z—r20

Z—r2z0

u A < B. Tuada nocmoju oxoruna U mauxe zy maksa da je f(z) < g(z) 3a cee
zeUNZ\{z}.
2. Hexa cy f,g: Z — R dse dynxyuje maxee da je f < g u
lim f(z) = A4, lim g(z) = B.
Z—r20

Z—r20

Tada je A < B.
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3. Hexa cy f,g9: Z — R dee pynryuje marse da je f < g u
lim f(x)=A, lim ¢(z) = B.
Z—r 20

zZ— 20
Tada je A < B.
4. (Teopema o Tpu mumeca) Hexa cy f,g,h: Z — R mpu dynryuje maxse
dajeh< f<gu
lim A(z) = C = lim g(z).

z—20 Z—20
Tada je lim f(z) =C.
Z—r 20
A Tephema 2. u 3. cnene uz 1. Ocraje ma mokaxkemo 1. u 4. Heka je € = BTfA.

ITo nedununumju sumeca, nocroju okonuna U rtauke zp Taksa ja je |f(z) — A| < ¢
ulg(z) — Bl <e3zacsako z € UNZ\ {z}. Tana je

B-A B+ A B-—A
+ A= + = B —
2 2 2
3a cBako z € UN Z \ {zp}. Tume je nokazauo 1.

Haka cy f, g u h kao y 4. uw ¢ > 0. Taga mocroju § > 0 TakBO Ja aKo je

0 < |z — 2| < ¢ Baxm
C—e<h(z)<C+He, C—e<yglz)<C+e.

flz)<e+A= =B —¢c<yg(z)

Iomrro je h < f < g omarne caeqn C —e < f(z) < C + &, mro nokasyje 4. \V4

Cama hemo gokazaru Teopemy o cmenu mpomensbuBe y aumecy. ®@opmymnuca-
hemo je npBo y jeanocraBuujem obusiuky, y Jlemu 16, a 3aTum y moTmyHOM OOJIUKY
y Teopemu 15.

Je¢ununmnuja 13. Bujexknnja f : X — Y nasmBa ce romeomoppusmom axko cy
fuf71:Y — X mHenpekniHa MpeciuKaBamba.

Jlema 16. Hexa ¢pynxuyuja f : (a,b) — C uma epanuuny epednocm y mauxu
xo € [a,b], u nexa je ¢ : [a, f] = [a,b] zomeomopPpuszam. Tada je
Jim f(z) = Hilf?(z@ fop(t).
A Hexa je ¢~ (o) = to, xlirgo f(@) = yo u e > 0. Tama nocroju dy > 0 3a koje
BaKU
0< |x—x0| < by = |f(iE)—y0| <e€. (27)
W3 menpekunoctu u OujekruBHOCTH (DYHKIMjE © caenu jga nocroju § > 0 TakBO
Jla BayXKH
0<|t—to] <0 = 0<|p(t)— vty < do. (28)
N3 (27) u (28) cnequ 0 < [t —to| <6 = |fop(t) —yo| <e. \V4

Teopema 15. (Teopema o cMmenu mpomendsuBe y smmecy) Heka cy f :
Y >Cuyp: X =Y dynkyuje depunucane na ckynosuma X,Y C C u zg mauka
HAZOMUAGBAMG ckYNa Y u (g mauka nazomunasarsa ckynae X. IIpemnocmasumo
da nocmoju lim f(z).

Z—20

Axo 3a ceaky omeopeny oxosuny V mauke zg nocmoju omeopena oxosuna U
mauxe (g maxea da je (U \ {(o}) C V \ {20}, onda ¢pynxyuja f o ¢ uma aumec y
mawku Go u easrcy lim f(z) = lim f o ¢(C).

zZ—20 ¢—Co

A Jloka3 je y CymITHHE UCTH Kao Jo0ka3 Jleme 16. \V4
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IIpumep 20. lokaxkumo 1a je

. sinz
lim =1.
x—0 X

Y Jlemn 18 ma ctp. 84 cmo mokasanm ga 3a 0 < x < g Baxu sinx < z < tgux,

omaxjye caeau cosr < #2E < 1. Ha ocnosy Teopeme o Tpu jmmeca omatie cieau

Si% — 1 xax x — 0+ 0. Cmenom t = —x u npumeroM Teopeme O CMEHU TPOMEH-
. . o . in(—t . "

spuBe gobmjamo lim 2T = lim % = lim St —7q, i
z—0-0 * t—0+0 — t—0+0 *

3anarak 29. zpauynaru

sinx — sina

lim
r—a T — a
v
3anarak 30. cnurarn HEMpeKUIHOCT (DYHKIIH]jE
sinx
R #0
1) =
o= {270
y HYJIH. v
IIpumep 21. Jloxkaxkumo 1a je
1\z
lim (1 n 7) —e. (29)
T—>+00 x

Osuaunmo ca p(z) = [z] byrkuujy neo neo, ypeneny ma crp. 40. U3 mejeqaakocTn
[z] <z < [z] + 1 cnenn

[z] x [x]4+1
(H[w]%) <(1+%) <(1+%) o

U3 Teopeme o Tpu iumeca u [Ipumepa 19 ciiequ lim  fop(x) = lim gop(x) = e,
r—+00 xr—+00

omakye crenu (29). i
3anarak 31. okazaru ma je
1\z
lim <1 — 7) =e.
T—+00

Yuyrcrso: IIpumernru 1a je

(-2 =) =G5 =0 )

U y TOCTEImeM U3Pa3y yBECTH CMeHy ¢t = x — 1. v

IIpumep 22. Heka je A € R. Tazxa je

A\ T
lim (1 + 7> = et
r—+o00 €T
Bancra u3 Ilpumepa 21 n HempexkuaHocTH GyHKIHje Y — ¥y caean aa je
1\zA
lim (1 + f) =et.
r—+00 x
Axo je A > 0, cmenom t = A mobujamo
AN E
lim (1 + 7> =et
t—+oo t

3a A\ < 0 pe3zonyjemo caugno Kao y 3agarky 31, a ciaydaj A = 0 je rpuBmjanad. f
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IIpumep 23. Jomr jeman mHaumu 1a ce OPOj e HAMHUIIE KAO JIMMEC je

lim (14 z)/* =e.

z—0

125

Baucra, cvenom t = x~! u3z (29) nobujamo jmecHu JamMMeC y HYIH, a JIEBU JIHMEC

CBOIMMO Ha mera nomohy 3auarka 31.
3anarak 32. Heka je
Px)=c+cx+...+cpz™, c¢; €C

nmoJmHOM cTereHa m. lokazaTtu 1a je

P
im 2@ _
z—+oo e¥

YryTcTBO: HAMCATH

P m -

er e ™
Uckopucturu llpumep 22 n mokazaTn 1a je

€T t T m+1
e’ = lim (1 + 7> > ( ) ,
t—+o0 t m-+1

kopucrehu unejy w3 [Ipumepa 19.

IIpumep 24. Jlokaxkumo Ja je

lim In(1+ z)
z—0 x

=1

13 [lpumepa 23 cinenu na je

lim In(1+ x)
x—0 x

1
z

= limIn(1+z)> = 1.
z—0

VY nocieiieM KOPaKy CMO KOPUCTHJIA HEIPEKUIHOCT Jjorapurma u lne = 1.

IIpumep 25. Hokaxkkumo na je

Coet—1
lim
x—0 x

=1

Yeeaumo cveny t = e* — 1, 1j. @ = In(1 +¢). Taua je
.oet—1 . t . 1
lim =lim ——— = lim ———
z—0 X t—0 ln(l + t) t—0 + ln(l + t)

b

Ha ocHoBy llpmmepa 24.

a®—1

3anarak 33. zpauynaru lim
z—0 T

IIpumep 26. lokaxkumo 1a je
lim 7(1+$)p_1 =p
z—0 x
Yeeaumo cveny (1 +z)? —1=t. Taga je pIn(1l + z) =In(1 +¢), na je
1+z)P-1 t In(1+ z)
x e In(1+1t) z

!

13 IIpumepa 24 ciean ga 06a KOJUYHUKA HA T€CHO] cTpaHu Texke ka 1 kamg x — 0

(1j. t —0).

!



126 2. ®YHKIIMJE PEAJTHE 1 KOMIIJIEKCHE ITPOMEHJ/BBE

3.6. Acumnrorcke pesaanuje. Heka je 29 € C. Ha knacu dbyukiuja f,g :
Z — C npedwunncanux Ha HeKOM ckymy Z C C kKoMme je zy Ta4Ka HATOMUJIABAMHA
yBoauMO cienehe penamnmje.

3.6.1. Caabe acumnmomcke pesayuje.

fRgranz —zp < (IM > 0)(30 > 0)0 < |z — 29| <0 = |f(2)] < Mlg(z)],
[=Xgxranz— 20 & f2gANg=franz— z.

Yumecro f < g numemo u f = O(g).
3.6.2. Jaxe acumnmomcke pesavuje.

f<granz — 29 & (Ve >0)(30 >0)0< |z — 20| <= |f(2)] <elg(2)],
f~granz = 2y & f—g<gKragz — 2p.

Yuecro f < g mumemo u f = o(g).
Axko je g # 0 y OKOJIMHE TauKe Zg, OHJIA

1. f =0(g) kax z — 2o o3HauaBa na je 3a Heko M > 0 “58“ < M y Hekoj

OKOJIMHH Ta4vKe Zg,

2. f < g kam z — zy o3HaYaBa jga je 3a meke m, M > 0 m < ll.f;ggl‘ <My

HEKO] OKOJIMHU TavKe 2,
3. f=o0(g9) xan z — 2o o3ra4aBa ma je lim €] )

2520 19(2)
4. f ~ g Kam z — 2y o3HaYaBa ga je lim £(z)
Z—r20 g(z)

5

[
1

Cumbone o u O nazuBamo Jlandayosum® cumbosuma.

3.7. Acumnrore dbynkuuje. [Ipasa y = ax + b, a,b € R, a # 0 na3usa ce
Kocom acumnmomom dyurimje fy 400 ako je f(x) = ax + b+ o(1) xax z — +oo.
Y ToMm ciy4ajy je

_ fl2) .

IIpaBa y = b, b € R nazusa ce xopuzoumasrnom acumnmomom dpyukimje [ y
+oo ako je f(z) = b+ o(l) xan x — +oo.

Cirano ce geduHAIIE U KOCA U XOPU30HTAIHA ACUMIITOTA y —O0.

IIpaBa = = b ce HazuBa sepmurasHom acumnmomom byHKIHje [ aKo je

im [f@)] =40 wamlim ()] = +oo.

IIpumep 27. Heka je f(x) = |ac+3|e_%. [IpaBa y = —x — 3 je Koca acuMnTOTA
dbyukmmje f y —oo, mpaBa y = = + 2 je meHa KOca aCUMIITOTa ¥ 400, a npasa x = 0
j€ BepTHUKaJHA aCUMIITOTA. f

3anmarak 34. Haliu acumurore dbyunkuuje f(z) = cos % v

4. Bexb6e

(1) Jokazarm ma je ckyn cBux Omjexmmja f : [0,1] — [0,1] makBux na je
f = f~! mempebpojus. a nu je mempe6pPOjUB MOACKYI OBOL CKyIa KOjU
ce CacTOju O/l HeIIPEKHIHUX OUjeKIHja ca UCTUM CBOjCTBOM?

(2) Yommrruru 3amarak 3 ma crp. 102: axo je n nmpupozan 6poj, JoKa3aTu 13
je 6poj log,,n pammonaman ako u camo axo je n = 10% 3a mexn mpupomsan
6poj k. 3a koje panuonasHe Opojese r je 6poj log,, r panuonaman?

5ﬂaH,zLay (Edmund Landau, 1877-1938), HemavYku MaTeMaTH4ap
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Hahu tauke u Bpcre npekuga dyHkImje
f:R—=R, f(z) =2+ [z

Joxkazaru 1a je f wHjekuja u Halim JOMEH U €KCILIUIIUTAH W3pPa3 3a WH-
sepsny dynkmujy f1.
JokazaTtu 1a je PyHKIH]ja

fi[1/2,400) = R, f(2) = [2] + (& — [«])"
Henpekuana. Jlokazaru na f crporo pacre Ha [1,+00).
Joxazaru 1a je QyHKIHja

f:R—R, f(z) = [z] sin (7x)

HEIPEKU/THA ¥ HALPTATH beH rpaduk.
Uspauynaru necun gumec Ly dyukmmje f(z) = 22(x—2)|z—2|71 y Taukn
r = 2, a 3aruM, 3a € = 0,05 mahu § > 0 Tako ma BaxKu

2<x <240 = |f(z)— Ly <e.

@opMynucaTy U PEIUTH AHAJOTAH 331aTaK 33 JieBu jumec L_ .
Hoxazaru, kopucrehu dbopmanny aedununmjy rpanuydde BpeaHocru (Ha
€ — 0 jesuky) y —oo, z1a je
lim 2% =0.
r—r—00

Hoxkazaru, kopucrehu dopmvasie gedunungje rpaHuaHUX BpeIHocTu (Ha
€ — 0 jesuky), na je

lim Y02 =0 u lim 0% = 4.
z—140 z—1-0

Hexa je

fz) =

% — 2z, <0
ax? — 2z, z > 0.

Hahu cse a € R 3a xoje f uma menpexuany uusepsny dbynkmujy f~! u
3a Te BpexHocTu ¢ Hahm 1.

Axo je
. f(z)
"ll—>m2 22 —4dx+4

)

nahn

lim f(z) m lim f(x)

r—2 =2 — 2
Heka je f peanmna dyHKIMja peajgHe MpOMEHJbUBE, TAKBA j€

lim f(z) = a € R\ {0}.

Hokazaru na nocroju naTepBas I = (a —e,a+¢) rakaB na3a x € I\ {a}
Baxku sgnf(z) = sgna.
Wspaaynaru

lim (V22 + 22— 2V2? + 2 + z).

T—r+0o0

Wspaaynaru
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UspauysaTu gesu u gecun mumec dyuxmmje (1 + e/?)~1 y mymm.
N3paaynaru

1 P(1 -1

o (0P (4 B2 1

z—0 x

3ap,q€R,a,B R\ {0}

Joxkazartu 1a je

lim (1 + x2)C°t2 T=e.

z—0
N3paaynaru

. (1 +tanx>smz

lim [ ——— .

=0\ 1+sinz
Hexka cy a1, a1,...,ay, by, bo, ..., b, peamnn OpojeBr, TAKBH 113 je

n
(Vz € (0,1)) Z ay sin (bgz)| < sinz.
k=1

JoxkazaTtu 1a je

n
Z akbn S 1.
k=1
Wspaaynaru
log (22 — 2 + 1)
im .
o—+o0 log (10 + 2% + 1)
Heka cy a, b, c no3utuBau peaysnu 6pojeBu. Jlokazaru na je
1
aw-i-l b:v-‘rl Cﬂc-i-l =
lim + + = (a%b’c) T
=0 a+b+c
Hexka cy aq,as,...,a, no3utusuau 6pojesu. lokasaru na je
t ¢ £\ 1/t
. a;+ag+---+a
lim ( L 2 ") = Yaiaz - an,.
t—0 n
Ako 3a byskumjy f:[a —¢e,a+ €] — (0, +00) Baxku

;@(ﬂ@+ﬂ%)=l

JIOKa3aTu Ja je
lim f(z) =1.

Tr—ra

Heka 3a dyukuujy f:[a —e,a +¢] - R\ {0} Baxknu

19+ ) =

JlokazaTn ga mocrojn
lim f(x)
T—a

n U3pavyHaTH ra.

N3pauynarn

. x|b . bz
lim —|—| =m lim—|—],
z—=0qa |x z—=02x | a

rIe cy a u b mo3uTuBHE peaHu OpOjeBH.
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Hoxkazatu 1a je

k 1+2x
lim ;v [
estoo \1+a+a2+-- 4ok e?
Heka je P(x) = '3 + 27 + 2 + 1. Uspauynaru
[P
a—-+oo P([z])

Oupenuru tauke u Bpere upekuia Gyukuuje f(x) = sgn(sinx).
Heka je f : [0,+00) — R Henpekuaua dbyHKIMja 3a KOjy TOCTOjH

lim f(z) =a€R.

r—+o0

Jokasaru 1a je f orpaHuyeHa.
Heka je f : R — (0, +00) Henpekuana DyHKIMja, TaKBa 12 je

AP S =0 I flw) =0

JokazaTn n1a
(BeeR)(Vz e R) f(z) < f(c).

Heka je f : [a,b] — R nenpekuana dyukiuja. Jokasaru ga cy dyukuuje

M = t = mi t

(2) = max f(t) n m(x)= min f()

HEIpeKuIHe.
Heka je P mosmuom. [lokazaru ma dyukimja |P(z)| mocruke MEHAMYM
y Hekoj rauku ¢ € R.
Hexka je P mosuHOM KOju HHje HACHTHYKHU jenHak Hyan. JlokazaTu ga

(Jc € R) |P(c)| = €°.

Heka je f : [0,1] — R wnempekngna dbyuknmja. Jlokasatn na mocroju
¢ € [0, 1], rakBo aa je

1—-c)f(c)* =c.
Hekaje f : [-1,1] — R nenpekngna dyukmmjan f(—1) = f(1). Jokasaru
Ja nocroje a,b € [—1,1] 3a koje je |[b—a| =1 u f(a) = f(b).
Hexka je f : R — R orpanmuena mempekunna ¢gyuknumja. Jloxazaru mga
nocroju ¢ € R 3a koje je f(c) = c3.
Heka je f: R — (0,400) neupekugna dyHKuuja u ay,as, -+ , a4y, peajiHu
6pojesu. Jlokasaru ma mocroju ¢ € R, TakBo ma je

fle)= T\L/f(al)f(az) - flan).

Heka je f : R — R menpekunnna dyukmmja, tTaksa ga je f(f(7)) = 7.
Hoxkazaru na je f(¢) = ¢ 3a meko ¢ € R.

Heka cy f,g : [0,1] — [0,1] menpekumna npeciukaBamba, TakBa Ja je
fog=go f. Hokazaru na je 3a mexo ¢ € [0,1] f(c) = g(c). Yuyrcrso:
Ako mpernocraBuMo CynpoTHO, OHAA je, 360r Henpekumuoctu () — f(x)
ucror 3Haka 3a cee x. IIpermocraBnmo ma je g(x) — f(z) > 0. Ckym
F ={z| f(z) = x} je nenpasan (Bumern Ilpumep 11 ma crp. 111). Heka
je ¢ = sup F. I3 wenpekugrocTu cienu aa je ¢ € F. Mehyrum, raga je n
g(c) € F, wiro je y cyupornocru ca g(c) — f(c) > 0.
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Heka je f : [0,1] — [0,1] nenpexkuana dbyHKIMja, TakBa [a je 32 HEKO
neN
fofo...of(zx)=x
n

3a cee x € [0,1]. Axko je f(0) =0wu f(1) = 1, nokazaru na je f(z) =z
3a cBe x € [0,1]. YmyrcrBo: mokasaru npso xa je f 1-1. Onmarie cieam
na f crporo pacte, jep kaz 6u 3a Heko 0 < a < b < 1 6uno f(b) <
f(a) u3 menpexkunnoctu u f(0) = 0 creguno 6u ja 3a weko ¢ € (0,a)
Baxu f(c) = f(b), mrTo je y CynpoTHOCTH Ca JOKA3aHUM CBOjCTBOM WH-
jexktueHocTn dyukuuje f. U3 unmwennne na f crporo pacre n f"(z) = x
Jokasaru jga cBaka of, npernocrasku & < f(€) u f(§) < £ moBomu 10
KOHTPAJIUKIIH]E.
Heka je f : R — R ¢yukumja ca ocobunoMm ja je 3a cse y € R ckyn
f~'(y) npounan. Jdokasaru na f Huje HenmpeKuaHa. YIYTCTBO: HEKa je
f~t = {a,b}, a < b. Axo je f menpekuaHa, oHja je f cTaJHOT 3HAKA HA
unrepsany (a,b) (unaue f~1(0) ne 6u Guo gpousan). IlpernocrasuTu 1a
je f nosurusna Ha (a,b) u mokasaru Ja je onna f Herarusna Ha R\ [a, ).
Taza mocroju M = max f, ma je ckyn f~!(y) npasan 3a y > M, mTo je y
CYIIPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTABKOM [Ia j€ OBaj CKYII YBEK JIBOYJIAH.
Heka je f : [0,1] — R wmempeknana dbynkumja, Taksa na je f(0) = f(1).
Hokazarn na 3a ceako n € N nocroju z € [0, 1] 3a xoje je f(z) = f(z+ ).
Yuyrcrso:

n—1

S (F (k) — F((k+1)/n)) = £(0) — £(1) =0,

k=0
I1a He MOTy CBU cabupru ga Oyay ucror 3uaka. lIpuMmenuTm Teopemy o
mebhyspeanoctn na Gyrxkmmjy @ — f(z) — f(z+ 1).
Heka je f : [a,4+00) — R Henpernana ¢yHKIMja 1 HEKa MOCTOjI

lim f(z)=a€R.

Tr—+o0

Joxkazaru ma je f paBHOMEPHO HEIPEKWTHA.
UcnmraTn OrpaHUYeHOCT W PABHOMEPHY HEMPEKUAHOCT (DyHKIHja:
(a) f:[0,+00) > R, f(z) = VI+ 3
(6) g: (07 1) — R, g(x) = %;
(®) h:(0,1] = R, h(z) =sinZ.
Heka je f : R — R pashnomepno Henpekuana ¢pynkuuja. Jlokasaru ga
nocroje nosutuBHe KoHcrante A m B, takee ma je |f(z)| < Alx| + B.
Ymyrerso: m3abparw & > 0 takso ma je |f(z) — f(y)| < 1z3a|z—y|<dm
nokazarn (kopucrehin Hejeaaakoct Tpoyria) na je | f(x) — f(0)| < n ako je
|z| < nd u, 3a Tako m3abpano z, |f(x)| < |f(0)|+n. Axo je n, := min{n |
|z| < nd}, moxazaru ma je |f(x)| < |f(0)] 4+ ny un, < 6 x|+ 1.
Oynxuujy

[:Q—=R, flg9)=q
npoayxutu Ha R Tako 1a oHa
(a) mMa umMec y HyIIw;
(6) uma caMo JIeCHU JIUMEC y HyJIH.
Heka je f mempexkummna dymxmmja, Taksa na je f(R) C Q. okasaru na
je f KoHcranTHa QyHKIH]A.
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Heka cy ag,aq,...,an, bo, b1,...,b, peagau OpojeBu, TaKBU 14 je
ag <byg<ay <b <...<ay<b,.

Jlokazaru ga cy CBe HyJI€ IIOJTMHOMA
n n
P(a)=[J@+a)+2]](@+b)
k=0 k=0

peaJtse.

Heka je P nojmuom crenena n. lokasaru na dbyskmuja x — sgn P(x)

MMa HAJBUINE N TaYaKa MPEKUIA.

Ucnuraru nenpekuauocr dyukuuja f, g, h: (0,1) - R nedunucanux na

caenehun maunn. Heka je mar 6poj x € (0,1) y aermmansom 3amucy (npu

JeMy ce He y3uMma 6eCKOHAYHO MHOTO Indapa 9 Ha Kpajy, Beh 6eckoHATHO

MHOTrO HyJja; Hip. y3uma ce = 0,1 ymecro z = 0,0999...).

(a) f(z) je 6poj koju ce nobuja Kaj ce y JAeNUMAIHOM 3amucy Gpoja x
o6pumty nudpe Ha HENAPHOM MecTy Hu3a Jenumaside 3amere (HIIP.
£(0,234698) = 0,368, f(0,158) =0,5).

(6) g(x) je 6poj Koju ce mOOMje Kaz, ce y MEIMMATIHOM 3amucy 6poja - Ha
cBakoM MecTy ymecto 0 mammmre 1, ymecto 1 Hammie 2 UTI, yMeCTo
8 ce mammmmie 9, a ymecto 9 ce mammmre 0.

(B) h(x) je 6poj Koju ce mobuje Kaj ce y JenuMaJHOM 3anucy 6poja & Ha
cBakom Mecty ymecrto 0 mamuine 9, ymecro 1 mamnuie 8 urx, ymecro 4
ce HamUIIe 5 U 0OPHYTO — yMECTO 5 ce Hamwute 4, ymecTo 6 ce Hammie
3 ntn, ymecto 9 ce mammmre 0.

Yuyrcreo: @yukuuje f u g cy npexugne (y cBakoj okosuuu Tauke r = 0,5

ce Hasasm HeKm o7 6pojesa 0,49; 0,499; 0,4999; ... — mocMaTpaTn HUXOBE

BpeJHOCTU 1pu npeciaukaBambuMa f u g). Pynkumja h je HenpekuaHa

(nokazaru na je h(z) +x = 1).






I'JIABA 3

N3Boa dpyHKIIMje peajiHe MPOMEH/bUBE

Heka je f : (a,b) — R mempekunna dyukuuja. JeaHaunna TeTUBE HEHOT
rpaduka Koja cnaja Tauke (o, f(xg)) u (xg + h, f(xo + h)) je

y = f(zo) + J(wo + h})L— f(xo)(x — ),

a eH KoepUuIujenT Ipasia, Tj. TAaHIeHC yIJia u3Mehy me U MO3UTUBHOT Jeja T—0Ce
i L(@oth)—F(xo)
Je h

oulie

. Koedunujenr upasua ranrente na rpaduk y rauku (o, f(xo))

fwo +h) — f(x0)
h

/ .
o) := lim
f ( ) h—0
YKOJITKO OBAaj JIMMEC TIOCTOjH.

Y

/ 5

Iy T

Camka: f'(x0) = tga

1. IndepeHnnjabuiHOCT

1.1. Jedununuja ussoga. Heka je mara dynkuuja f : (a,b) — C u Tauka
xo € (a,b). Ao nmocroju aumec

iy £ (@0 1) — f@o)
h—0 h

; (1)

OH Ce HA3WBA u36000M Pynruuje [ y Tauku zo U o3Havasa ca f'(xg) umnm %(xo).

Tanma kaxxemo ga je ynkunmja f dufepenyujabusna y mawky xo. CyHKINjY 30BEMO

Jdugepenyujabuarom axko je ona nudepeHIujabuIna y CBAKOj] Ta4KK JIOMEHA.
Knaca nudepennumjabunanx GyHKINja je y2Ka O KIace HEIPEeKUTHUX, Tj. BaXKH

caexneha nema.

Jlema 1. Axo je ¢ynxyuja f : (a,b) — C dudepenyujabuina y mauku xo,
oHda je oHa Yy Moj MauKYU U HeNnpexudHa.

133
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A Tlomrro mocroju umec (1), Baxu

f(xo+ h) — f(xo)

%%(f(%‘#h)—f(xo)):}fg%h' 5 =0 f'(x0) =0,
na je %ii%f(l‘o +h) = f(xo), Tj. mliggof(x) = f(wo). v

N3 medununmje n3soma u Jleme 12 ma crp. 119 ciaenu na je xkommaekcHa yH-
kuuja f : (a,b) — C mudepennujabuina ako u camMo ako cy audepeniyjabuiite
peanne dyukiuje Re f u Im f u na Baxnu

f'(w0) = (Re f)'(xo) +i(Im f)"(x0), (2)
ma je JIOBOJHHO JIa Ce y M3ydaBamy AuQepeHIjabuIHOCTH OTPAHNINMO HA DeaiHe
dyHkIHje.

1.2. IIpumepu. Nzpagyrajmo n3Boae HEKUX PYHKIH]A.

IIpumep 1. Heka je f(z) = ¢ xoucranrna dyukuuja. Tana je

c—¢C

! =1 =0.
fi@) = lim —
i
IIpumep 2. Heka je f(z) = ™, 3a Heko n € N. Tazna je
+h)" — 2" 1 /n
") = 1i (557:1- 1 k=1 n—k _  n—1
fx) K0 h hli%z;khx n
i
IIpumep 3. Heka je f(z) = |z|. U3 nedununuje ancosyrhne BpeaHocTu u

IIpumepa 2 3a n = 1 cnegu ga je

f’(x):{l’ zaz >0

-1, zaz < 0.

ITomTo
. |04+ h|—10]
lim ————
h—0
He mocToju, caequ aa dyuxkmmja f(z) = |z| anuje andepenunjabuana y wyan (mro
je My CKJIaJly ca HAIOM WHTYWTHBHOM MPEICTaBOM O TOME KaKO mM3riena rpaduk
dyukuumje koja y maroj rauku uma taarenry). Omasie BUAUMO U jia TBpheme oOp-
uyto Jlemu 1 He Baku. f

= li h
fu s

IIpumep 4. Heka je a > 0 u f(x) = a®. Taua je
aa:+h —a* ah

/ :1 7:1' x
(@) hlg%) h hlg%)a h

= a”loga.

3anarak 1. Ucnuraru gudepentujabuanoct GyHKIN]je

f(x):{ei; 3ax >0

e ", 3az < 0.
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IIpumep 5. Heka je a >0, a # 1 u f(z) =log, x, 3a x > 0. Tazxa je

= lim  log, £t* =
h—0 P Ba "o

’ — i log, (z+h)—log, x
e
= %h% log, (1+ %) = log, e!/* = Llog, e.

—

IIpumep 6. Heka je f(z) = sinz. Taza je

i h) — si 2sin 2 cos 2z
() = %E}I}) sin(z + h) sinz lim % — cosa
3anmarar 2. Heka je f(x) = cosz. [okazaru ga je f'(x) = —sinz.

3anarak 3. Ucnuraru nudepenmujadbunnoct dyHKINje

z2, 3azr €Q

f(2) = 2”xq() = {0, B

1.3. IlpaBuia gudepeHuupama.

Jlema 2. (U3Box asreGapckmx kombuuanmja) Hewa cy dynxyuje f,g :
(a,b) — C dugepenyujabuane y mawku xo € (a,b) u A\, u € C. Tada sasice caedeha

npasuaa.

(a) Juneapnocm ussoda:
(Af + 1) (zo) = Af'(z0) + g’ (zo)
(6) Jlajornuyoso npasuao 3a u3600 npousdeoda:
(f - 9)(z0) = f'(z0) - 9(x0) + f(20) - g'(0)
(B) IIpasuso 3a u3600 KOAUNHUKG:

(f>,(:1:0) _ f'(=@o) - g(wo) — f(x0) - 9'(20)

g (9(z0))?
(ano je g(xo) # 0).

A (a) cnenu u3

A+ png) (o) = ;IJL% /\f(wo+h)+ug(wo+hh)—/\f(wo)—ug(wo)
:)\hmMJﬁuhmw
h—0 h—

= Af'(wo) + pg'(wo).
(6) crenn u3

(f-9)(z0) = }Lim f(zo+h)'9(10+hh)—f(270)'9(10)
-0

= %IL% (%HW - g(wo + h) + f(xo) - %)—9(960))

= f'(z0) - g(wo) + f(w0) - g’ (w0)-
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(B) caenu u3

1V(aa) =t S 2

(5) (wo) = Jim o
3 1 f(@o+h)—f(z0) g(@o+h)—g(zo)
= lim Sematmarm (TR (@) — f(o) - TR

_ ' (%0)-g(m0)—F(w0)-g' (x0)
B (9(z0))? ’

\Y%
Ipumep 7. Heka je f(z) = tgx. Tana je
sinz,, (sinz) cosxz — (cosz) sinz 1
f(z) = ( ) = 2 T o2 "
cos T cos? x cos?
CumuHo ce pokasyje ga je (cotgx) = — sin12 —. f

Jlema 3. (3Box cooskene ¢pynkumje) Hexa je pynxuyuja f : (a,b) — (o, B)
Jdudepenyujabuana y mawku xo € (a,b), a Pynryuja g : (a, ) — C dudepernyuja-
buana y mawku yo = f(xo). Tada je pynxyuja go f : (a,b) — C dudepenyujabuara
Y MA¥KY To U 6AAHCU

(g0 f) (z0) = g'(f(20)) - ['(x0).
A Tlo medununmju uzsoaa je

Heka je t = f(xo + h) — f(z0) = f(zo + h) — yo. Homrro je dbyukumja f nudepen-
nujabuiHa y xo, OHa je y Toj Tauku u nenpekuua (Jlema 1), ma t — 0 kax h — 0.
Opnarre u u3 (3) cnenn

(90 ) (w0) = lim

— 1 (f(zo+h))—g(f(20))
(gof)/(l'()) — }ILIL% g 0 i g 0

= lim

9(yo+t)—g(yo) . t
t—0 t h

Hoxkaz Jleme cnean us w — 9 (yo) u £ = M = f(x0). \V4

3anarak 4. Hahu v wcnpaButu HEmOCTATaK y MPETXOAHOM JIOKA3Y, MPEIH-
cyjyhu ra ma jesuky JlammayoBux cummbosia, Ha KOMe JeUHUINN]A W3BOHA [JIACH

flx+h)= f(z)+ f'(x)h + o(h) xam h — 0. v
IIpumep 8. Ilpumenom Jleme 3 Moxkemo 1a u3padyHamo u3BOI (hyHKIHjE

f:R\ {0} =R, f(g:)::ﬁsm%.

Jobujamo
) 1 1
f'(x) = 2xsin — — cos —
x x
3a x # 0. i

IIpumep 9. @yukiuja

0 sax =0

20 1
{x sin 3ax #0
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je mudepeHIjabuiHa y CBAKOj TaYKU. 3aucTa, 3a © # 0 HeH M3BOJ HAJA3UMO
kopucrehin nmpaBuia 3a padyHame U3BOA, J0K 3a = 0 U3BOJ MOXKEMO J1a U3pady-
namo no gebununuju (1). Tako pobujamo

2xsin%—cos% dax #0
0 3ax =0

fi(z) =

IMpumernmvo na dysxmmja z — f/(x) uma nmpexnza y Hyau, jep 3a cBako 0 > 0
nocroju n € N rakso 1a je -— < 6. Iomro je f'(-=) = £1, creqm xa f/ mema
JINMeEC y HYJIN. i

3anarak 5. Heka je

0 3ax =0.

f(m):{|a:|psini 3ax #£0

3a koje p je oBa dyHKIMja HenpekuaHa? 3a Koje p je oHa audepennujabuirna? 3a
KOjée p je 1eH U3BOJ, HEIpPeKH1aH?! v

IIpumep 10. Heka je f(x) = 2® 3a Heko @ € R. Tana je log f(z) = a - log z.
Oparne, mudepeRMpameM W MPUMEHOM MPAaBHWJIA 33 W3BOI CioxkeHe dyHKumje,

J06mjaMo
L vy —a.t
m fl(z) =« z
Tj.
f@) = S f@) = Sac.

=1 mro je yonmreme IIpumepa 2. f

Oparne cnemu (z) = ax
Ipumep 11. Hexa je f(z) = /25, Tana je

log f(x) = %(log (x +1) —log (z — 1)).

JudepentupameM 100mjamMo

= 3(e )

OJIaKJIe CJIE/TN

i
3amarak 6. Oxpenuru nomeH u uspadyHaru u3soz dyukuuje f(x) =2*.
Jlema 4. (U3Bon muBepsHe ¢pyuruuje) Heka je [ : X — Y bujexyuja u

f1:Y = X wena uneepana dynxyuja. Axo je

(1) pynruuja f Judepenyujabuana y mauku xo,

(2) f'(z0) #0,

(3) f~! menpexudna y mauru yo = f(xq)

mada je Ppynryuja 1 dudepenyujabuina y mauky yo u 6avHcU

—1y\/ _ 1
(f ) (yO) - f/(xo)‘
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A Tlo medununmju uzsoaa je

(/1) (wo) = Jim ! <y0+h}>L £~ (o)

: (4)
Hexa je
F o +h) = fHyo) = t. (5)
[omTo je f~Y(yo) = o, w3 (5) mobujamo h = f(xg +t) — f(zo). U3 (5) m
nerrpekuHocTH bynkuuje f-1 u yo cieqm ga t — 0 xkax h — 0 (oBue Kopuc-
THMO HEIPEeKHIHOCT f | y TauKd Yo, KA0 U IHbeHuIy Aa je f ! 6ujeknuja, ma je
ft(yo+h) = f~1(yo) camo 3a h = 0). Onarae u u3 (4) nobujamo
t 1
—1\/ .
= lim = .
U0 = I Fo v — Fwo) ~ F(w0)

\V4
13 nperxonne Teopeme u llocnemune 11 Ha cTp. 115 caean

IMocnemuua 1. Hexa je f : (a,b) — (o, f) nenpexudna monomona Pymryuja
u f71: (o, 8) — (a,b) rwena uneepsna gynxyuja. Axo je dynxyuja f Judepen-
yujabuana y mawku vo u f'(xo) # 0, mada je dynxyuja f~1 dudepenyujabuana y
mauku yo = f(xo) u savrcu

1
—1y\/
(f ) (yO) f/(xo) .

Bamarak 7. Hexa je f : X — Y nudepenunjabumua y xo u f~1 Y — X
mudepermmjabuana y yo = f(zo). oxazarm ma je tama (f~1)(yo) = m
ITpumernmo na omarie caemn f'(xg) # 0, mro je y Jlemn 4 morpebHO Kao mper-
nocraska. (Ymyrcro: npumenuru Jlemy 3)

Ia mm Jlema 4 mMoxe na ce npumenn Ha bynknujy f(x) = 2% y Tauxkum 29 = 0 u
3aImTo? v

U3 nperxomHor 3a1aTKa BUAUMO 12 yeaoB (2) y Jlemu 4 He MoKe 13 ce H30CTaBu.
Cunenehu npumep mokasyje na je u ycjios (3) HEOIXOIaH.

IIpumep 12. (Bujernuja ca uzBomoM pasnunuutum ozn 0 u HenudepeH-
mmjabuaauM maBep3oM) Heka je

S = {1 |ne N} .
n
ITocmarpajmo HU3 npupomHux OGpojeBa
e =n+[vVn—1],
rae je [-] meo meo. OGenexkumo mpupoaHe 6pojeBe Koju He npunadajy HAZY ¢, ca

my <mg <mg---.
[TpumeTnyvo ma je Hu3 my, Geckonadan (6pojesn obmmka k? + k — 2 3a k > 1 mucy
YJIAHOBU HU3A Cp). dedbunumumo byHkimjy
x, x¢ SUN
1/ep, xes
1/my, =2k keN
k+1, xr=2k—1, ke N.

f:R—=R, f(x) =
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ITommTo cy CBu 4IaHOBU HU3A ¢, PA3JUYUATH, JIAKO je BuaeTu aa je [ Oujexiumja. ¥
okosuau nyie je f(z) = x Bau S u f(1/n) = ¢,, a nourro je
Cn

lim — =1
n—oo N

crenn ga je f/(0) = 0. Mehyrum,

lim £~ (1/my) = +oo,

k—o0
na f~! Huje UaK HE HEMpeKUIHA, Ta THM Ipe HE JudepeHnujabmIna, y Hyam. |
IIpumep 13. Heka je f(z) = arcsinz. Tana je

1 1
/ = — = 1 = qi .
fi(z) = gy ~ cosy’ rjie je x = siny

Oparie n m3 cosy = /1 —sin’y = /1 — 22 cienn (arcsinz)’ = ———. i

1—x2

3anarak 8. /lokasaru 1a je
(a) (arccos )’ = ——-1

1—x2
(6) (arctgz) = 1-5-1562

(B) (arccotgz) =

v

1
T 1422

3amarak 9. Heka je P nosmuoMm. Jlokazatn fa je KoedWIINjeHT y3 & Y TOJH-
HoMy P(z + a) jemnak P’(a). v

3anarak 10. dokazaru ma je, 3an > 1,

(1) =2(2) +3(2) -+ (") n

Yuyrcreo: dbysrmmjy f(x) = 1 — (1 — )™ HamucaTn Ha APYrW HAYWH TOMONY
ounomue bopmye; nudepennuparn 00a u3pas3a u yBpcrutud x = 1. v

Samarak 11. Heka je C = {(z,v/z) | > 0} CR x R.

(a) Hahu yrao usamely z—oce u raurente ua kpuBy C' y Tauku ca T—KOOD/IH-

HaTOM 3.
(6) Hahu rauxky na kpusoj C'y K0jO] TAHIEHTa Cete L-0Cy MO YIIoM T
(B) Hahim ranrenty Ha kpuBy C Koja mposasn Kpo3 Tauky (—1,0).

1.4. JlecHU u JieBM U3BOJ. ¥ KOJWKO TOCTOj€ JTUMECH

h) — h) —
Fiwo) = tim JEEIZIE0) g )y 022 T 0)

OHU Ce Ha3uBajy decHum u sesum usgoduma pyuxumje f y tauku rg. Oguriaesno
je ma je pyuknuja qudepeHujabuIHa y Ta9KA To aKO H CAMO aKO y TOj TAYKU HMA
JIEBU W3BOJ jeIHAK JECHOM W3BOY.

3anmarar 12. lokaszaru na je dyukumja f : (a,b) — C Koja uma JieBU U JIeCHU
U3BOJ y TA4YKU Zo € (a,b) HENPEKUIAHA ¥ TOj TAYKU. v
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1.5. WsBon, MMILIMIIATHO 3agaTe (pyHKIUje. AKO jeIHATHHA
F(z,y)=0 (6)

UMa jeJIMHCTBEHO pellebe 110 Y, 1boM je 3azara dbyukuuja y = f(x). Hben uzson
MOKEMO Jla u3padyHamo Judepenuupamem 0b6e crpade jexnadune (6), kopucrehiu
MPABWJIO 3a M3BOJ, CI0XKeHe DyHKIH]e.

IIpumep 14. Oyukuuja y = f(x) 3anara je jeaHaduHoM

y® + 32y + Va3 +x+1=0. (7
Uspauynajmo f'(0). dudepennupamwenm jennauune (7) nobujamo
3
3y%y’ + 6xy + 322y’ + 5\/5 +1=0. (8)

U3 (7) cnemu na je f(0) = —1, ma crasmajyhu x = 0, y = —1 y (8) mobujamo
F10) = —3.
1.6. VIzBox mapamerapcku 3agate ynkmuje. Heka je dymkmmja y =
f(x) 3amara mapamerapcku:
z=uz(t), y=y(t); a<t<b.
Taza je y(t) = f(xz(t)), na je
d
dy _dy dt _ G

do ~ dt %_Ziﬂg’

[P 9eMy MPBa jeTHAKOCT CJIEIU U3 MPABUIIA 33 U3BOJ, CJIOYKEHE, a JIPyTa U3 MPaBIIa
3a M3BOJI MHBEP3HE (pyHKIHje.

3anarak 13. Heka je a mo3uruBHA KOHCTaHTa. KpuBa 3amara, y MOJapHUM
KOODIWHATAMA, Ca
r=a(l+ cosf)
Ha3HUBa Ce Kapououdom.
(a) CkumupaTn OBy KpHBY KPUBY M BUJIETH 3aINTO je mo6mIa mvel.
(6) Haliu Tauke y Kojuma je TaHreHTa Ha KapAUOUIY XOPU3OHTAJIHA.
Yuyrcrso: (6) Ako y JlekaproBe KOOpMHATE, U3PAXKEHE [IPEKO TIOJAPHUX,

x =rcosb, y =rsinf,
yBpcrumo 7 = a1 + cos ), nobujamo napamerapcky jeJHauuHy KapIuOue. v

IIpumernmo ma jeHAKOCT
dy

dy _ G
Lo ©)
dx dx
dt
nMa oONUK ,J1esberba Opojuora u nMeHunorna ca dt”. Mako Ha NpBU MOIJIE W3TIeaa,
. . dy
Jla Ta MHTEpIpeTaluja HeMa CMUC/Ia, jep CMO U3Pa3 . yBEe/d CaMoO Kao O3HaKy 3a

y', Bumehemo na jemnakocr (9) Moxke ynpaBo Tako na ce marepnperupa. Jda 6ucmo
TO BUIEIU, TOTpebaH HaM je mojam mudepeniujana dyHKImje.

pesox rpuxe pean kapdia (rkapoma) je cpue (amm W YHYMPOWHU HCUBOM, HAMEDE, YM,
Kapaxmep, OYTOGHU UEeHMap).
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1.7. Oudepenuujan dbyukumje. Heka je f : (a,b) = C qudepenuujabuina
dyukuja. 3 nedunnnmje u3Boga CIean 1a BaXKn

flx+h)= f(x)+ f(x)h+o(h) xax h— 0. (10)

Hpyru anan ma jgecnoj crpanu uspasa (10) masusa ce dufepenyujanom dynryuje

u o3HavaBa ca df (x)h. [penusunje, qudepennnjan dbyukunje f je mpecinkaBarme

df : (a,b) x R — C, df(x,h) = f'(z)h.
Ouurnenno je na je audepeHnnjasn JUHEAPAH O APYToj TPOMEH/bUBO]; IPEIU3HUjE,
3a cBako (dukcupano x € (a,b) npeciaukasamwe h — f'(x)h je nuneapuo. Oso

HpecarKaBambe o3HadaBaMo ca df (z) u HasuBamo Judepenyujanom dywxuuje f y
MauwKy T

df(z) : R — C, df(z)(h) = f'()h. (11)
Cuenujanno, nudepenimjan dyukuuje f(x) = x y cBakoj TauKu je MPECIUKABAKE
dz(h) = h. Umajyhu 1o y Buny, uspas (11) moxemo ja namumemo kao df (z)(h) =
f'(z)dx(h). Osa jemmakoct Baxku 3a cBako h, 1j. dynkuuje df (z) u f'(x)dz cy
jemnake (kao dyukuuje mo h):

df(x) = f'(x)dz, wm f'(z)= . (12)
U3 jennakocru (2) cienu
4f () = d(Re f)(z) + id(Im f)(z).

2. OcuoBHe Teopeme audepeHnNjaTHOT padyyHa

Y oBom maparpady hemo mokazaru Heke Teopeme Koje HaMm omoryhasajy na Ha
OCHOBY OCOOHMHA M3BO/IA UCIUTYjEMO MOHAIIAHE U CBOjCTBA (DyHKIH]E.

2.1. Teopeme 0 cpeamoj BPeOHOCTH.

Teopema 1. (PepmaoBa Teopema) Heka dynxuyuja f : [a,b] — R docmuorce
C60j MAKCUMYM UAU MUHUMYM Y mawku ¢ € (a,b). Axo je dynryuja f dugepen-
yujabusna y mawku ¢, onda je f'(c) = 0.

A TlpermocraBuMo Ja f IOCTHKE y TadyKd ¢ MEHEMYM, Tj. na je f(c) < f(z) 3a
cBako z. Taza je,3a h >0

fleth) = [l

>0
h - )
azah<0
ern =10
Ipenackom Ha mmec kag h — 0, U3 IPBe HejeTHAKOCTH 3aKsbyayjemo aa je f'(c) >
0, a m3 mpyre na je f'(c) < 0, wro 3ajenuo naje f'(c) = 0. \V4

Hanomennmo na je xg € X Tauka sokaamnoe munumymae dynxmmje f: X — R

aKo

(36 > 0)(Vx € X N (29 — 6,20+ 9)) f(z0) < f(2). (13)
Ako Baxku

(30 > 0)(Vx € X N(xo — d,20 +9)) f(zo) < f(z) (14)
KaykKeMo [1a je To TadKa Cmpozoz A0KGAH0Z MUHUMYMG. Tadke aokaanoz MaKCU-
MYMa U CMPO202 NOKANHO2 MAKCUMYMG ce NedUHUITY 3aMeHOM cuMbona < u <
y (2.1) u (14) cumbonuma > u >. 13 Teopewme 1 cienu
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ITocanemuna 2. (ITorpebGaH yc/ioB HOCTOjarsa JIOKAJIHOI €KCTPeMyMa)
Ha 6u gynryuja [ : [a,b] - R umasra aokaanu excmpemym y mauku ¢ € (a,b)
HeonrodHno je da 6yde ucnyren jedan 0d caedeha dea ycaosa: uau f nuje dugdepen-
yujabuana y ¢, uau je f'(c) = 0.

IIpumep 15. Ha mpumepy dbynkimje f(x) = ® Koja HeMa JOKATIHE €KCTPEMYyM
y 0 uako je f'(0) = 0 Buzumo ga ycsaos u3 Ilocnenuie 2 Huje u J0BOJbAH. f

IIpumep 16. Ilocieauna 2 naje morpedaH ycaoB MOCTOjaba EKCTPEMYMA Y YHY-
mpawroj tauku. Pymknmja f : [0,1] — R, f(x) = 2° + 2 uma vunuvym y 0, a
makcumyM y 1, naxo je f'(x) = 322 + 1 # 0 3a cBako x i
Teopema 2. (Pomosa’ Tteopema) Hexa je dymwuyuja f : [a,b] — R mnenpe-
Kudna na [a,b] u dudepenyujabusna na (a,b) u nexa je f(a) = f(b). Tada nocmoju
mauxa c € (a,b) maxsa da je f'(c) = 0.

A IMowro je dyukuuja f neupexkunna, uz Bajepurpacose reopeme (Teopema 6 na
crp. 112) caenn na oHa Ha cermenTy [a,b] mocTuKe CBOj MAKCUMYM W MHHHMYM.
Axo je jemma o Tavaka y KOjUMa Ce OBE BPEIHOCTH JOCTHAKY YHYTDPAIIHa TAYKa,
unrepsana (a,b), uz Pepmaose Teopeme cieu Ja je uzBon GyHKIMje [y TOj TAYKU
jeJHAK HYyH, 9UMe je JoKa3 3aBpliieH. AKO ce 1 MAKCUMYM W MUHYMYM JOCTUXKY Y
pybHuM Taukama a u b, onzua u3 ycaosa f(a) = f(b) caenu aa je f xkoncranrna, na
je f' =0 (Ilpumep 1). \VA
3anarak 14. /lokazaru ma jemHadnHa
a1 cosx + ascos2x + - -+ ap cosne =0

uma 6ap jeano pememwe Ha unrepsaiy (0,7). Yuyrcrso: Ha dyHKIm]y
a a
fl@)=aisinx + 52 sin2x + - - + — sinnw
n
npuMennTu PojoBy Teopemy v

Hamomena 1. PosoBa Teopema He eaorcu 3a dyukimje ca speguoctuma y C.
Ha npumep, dynkmumja
f:[0,27] — C, f(z) =cosz+isinz
je mndepennmjabuana n Baxnu f(0) = f(27) = 1, anm wen npeu n3eoy f'(z) =
—sinx + ¢ cosx je YBEK Pa3IMIUT O] HYJIE. o
Teopema 3. (KomwujeBa Teopema) Hewa cy ¢dynwyuje f : [a,b] - R u g :
[a,b] = R nenpexudne na [a,b] u dupepenyujabusne na (a,b) u nexa je g'(x) # 0
3a ceaxo T € (a,b). Tada nocmoju mauka ¢ € (a,b) maxea da je
f)—fla) _ f(o)
g9(b) —g(a) — g'(c)
(z

A Oymamia F(z) = (£(b) — f(a)g(x) — (9(b) — 9(a))f(z) sanosomasa yerone
Posiose reopeme, na nocroju ¢ € (a,b) rakso ga je F'(c) = 0, mro je eKBUBaJIEHTHO

(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c). (15)

ITo npernocrasiu je ¢'(c) # 0. Baxwu u g(b ) — g(a) # 0, jep 6u y cynporaom
u3 PosioBe Teopeme cienmiio pa 3a Heko ¢, € (a,b) Baxu ¢'(c,) = 0, wro je y

2Pon (M. Rolle, 1652-1719), dpaniycku MareMaTHIaD
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CYIPOTHOCTH Ca IIpeTnocTaBkoM 1a je ¢’ () # 0 3a cBako x € (a,b). Onarie cienu
Ja obe crpane y (15) moxkemo na momenumo ca (g(b) — g(a))g’(c), mro gokasyje
TBpheme Teopeme. \V4

Teopema 4. (Jlarpamxosa® Teopema) Hera je dynwuyuja f : [a,b] — R

Henpexudna xa [a, b] u dugepenyujabuana na (a,b). Tada nocmoju mauxa c € (a,b)
maxea da je

fb) = fla) _
IO~ e, (16)
A Jokas cieau u3 Komujese reopewme, 3a g(x) = x. \V4

Hanomena 2. JlarpankoBa TeopeMa WMa OYHUTJIEAHY T€OMETPHUjCKY HHTED-
nperanmjy: u3pa3 Ha JecHoj crpanu y (16) je Harub TaHrenTe y Taduku ¢, a HA
JieBoj Harub Teruse Koja cuaja tauke (a, f(a)) u (b, f(b)).

f(®)

y = flz)

fla)

JlarpamzkoBa Teopema Kaxke /1a IO0CTOju Tadka Ha rpaduky audepennujadbuine
dyHKIEje y KOjoj je TaHreHTa Iapasie/IHa TeTUBH KOja CIIaja /IBe TauKe Ha rpadukxy.
[Mpumernmo ma wcry muTepnperamujy nma u KormmjeBa Teopema, 3a rpaduk
napamerapcku 3ajgare Kpuee x = f(t),y = g(t). o

IMocnemuua 3. Axo dynxyuja f : X — R uma oepanusen npeu useod, onda
je ona pasHoOMEPHO HENPerudHa.
A JHokaz cremm u3 |f(x) — f(y)| = |f(¢)(x — y)| < Llz — y| u nebunnuuje
PABHOMEPHE HEIPEKHIHOCTH. \V4
3anarak 15. JlokazaTtu ja OOPHYTO HEje TAYHO: PABHOMEDPHO HEIPEKHUTHA JIH-
depenuujabunna GyHKuMja MOXKe Ja MMa HEOrPAHMYeH HPBU U3BOA. (YILyTCTBO:
Buzern 3agarak 16 wa 114. crpann) v
IMocnemuua 4. Hexa je f : (a,b) = R dugdepenuyujabusna gynxyuja. Tada je
f'(x) =0 3a cse x € (a,b) ako u camo axo je Pynryuja f Koncmarnmua.
A Jenan cmep je oumriienad: u3Boj koncranTHe ¢ynkuuje je myna (IIpumep 1).
IIpernocraBumo o6puyTo, na je f'(x) = 0 3a cse © € (a,b). U3 Jlarpanxkose
TeopeMe CJIeIn
f@2) = f(21) = (22 —21)f'(¢) =0,
1j. f(z1) = f(x2) 3a cBe x1, 22 € (a,b). \V4
ITocnemuna 5. (Kpurepujymm moHoronocru) Axo je f : (a,b) — R
Judepenyujabusna GyHKUUIa, 6axHCU C6aKa 00 cAedehuT UMNAUKGUU]C:

/>0 = fjecmpozo pacmyha = f' >0

/>0 = fje neonadajyha = >0
<0 = fje cmpozo onadajyha = f' <0
<0 = fje nepacmyha = f/ <0.

3 Tarpanx (J. Lagrange, 1736-1813), d>paHiiycku MaTeMaTHIap
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A Heka je x1 < xo. U3 JlarpankoBe Teopeme cjean

f@2) = fa1) = (w2 — 21) f'(c)
3a HeKO ¢ € (21, x2). Iocaenmu u3pas je Henerarusan ako je f'(z) > 0, a cTporo
nosuTuBaH ako je f'(z) > 0. Canvno ce moKa3yjy W ocTaje NMIUIHKAIjE. \V4

Ipumep 17. Usson byukmuje f(z) = 22 je f'(x) = 322 > 0. Onarne cienn ma
je oBa dyukiuja neonanajyha. IIpumernmo na Bayku u Bumie: f je crporo pacryha
dyukumja, anu uzsos uHuje crporo nosurusan: f’(0) = 0. f

3anarar 16. okazaru ma je mudepennujabunna dbyukmuja f : (a,b) — R
crporo pacryha ako u camo ako je f'(x) > 0 u ckyn

{z € (a,b) | f'(z) >0}
cByga rycr y (a,b). v

3amarak 17. Hexka je f : [a,b] = R mudepennujabunna dbyHKupja Koja nma
HeNpeKkuaaH npeu u3soxa. a sm 3a cBako ¢ € (a,b) nocroje rauke x1,zy € [a, b,

TaKBe Jia je
f(miz - iif@) — f(e)?

Vuyrcrso: Bugeru 3agarak 17. v

13 Tlocnemume 5 n3BOaMMO JOBOBAH YCJIOB IOCTOjaba JIOKAJTHUX €KCTPEMYMAa
y TepMUHUMA [IPBOI' U3BOJA.

ITocnemuua 6. (oBosbaH ycioB mocTojama eKcTpemyMa) Axo je dym-
xuyuja f : (a,b) = R dudepenyujabuana ceyda cem moocda y mauku To u Henpe-
KudHa Yy To, oHda savice caedehie umnaukrayuje:

(Vz € (a,z0))f'(x) <OA (Vz € (x0,b))f'(x) <0
(Vz € (a,z0))f'(x) <OA (Vz € (x0,b))f'(x) >0
(Vz € (a,z0))f'(x) > 0A (Vz € (x0,b)) f'(x) <0
(Vz € (a,x0))f'(z) > OA (Vo € (20,b))f () >0

A N3 Tocnenune 5 ciaean na GyHKIMja KOja 3310BO/HABA MTPETIIOCTABKY TPBE M-
mnKanyje crporo onazna Ha (a,b) \ {xo}. IHomro je f Hempekugna y o cienn J1a
oHa y3uMa u Belie (3a © < xg) u Mame (3a x > o) BpexHoctu ox f(x), na xy HEje
EeKCTPEMYM.

Ako f 3am0BoJbaBa LPETIOCTABKY Jpyle UMILUIMKALMje, OHJA OHA, HA OCHOBY
TMocaenuie 5, pacre Ha (a,xg), a onana Ha (ro,b), TTa U3 HEMTPEKUIHOCTH ¥ TAYKA
T CJIeaM A y TO] TAYKU f MM JIOKAJHU MUHUMYM.

CaumgHO ce J0KAa3yjy U OCTae UMILTHKAIHA]e. \V4

f nema excmpemym yxg

X0 je NOKGAHU MUHUMYM
Zo je NOKAAHU MAKCUMYM
f Hema excmpemym y .

LR

3anarar 18. (a) [a ju cy JIOKaJHU €KCTPEMYMH 4uje IIOCTOjame yTBphyje
ITocnemuna 6 crporn?

(6) Hda au Iocaenuua 6 Bazxku u ako ce 3HAKOBU CTPOIUX HEJEHAKOCTH > U <
3aMeHe 3HAKOBUMA > U <7

(8) a nm y tBphemuma Iocnenune 6 Baxke u 06puyTe ummuukanuje? (Oarosop:
He!)

(r) Jokazaru na dbyukimja

202 + 2%sind, x #0,
flz) = v
0, =0
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UMa CTPOTH JIOKAJHU MUHEUMYM y 0, aju 73 ce TO He MOXKe YTBPIAUTH TPUMEHOM
Tlocnemune 6. v

3anarak 19. dokazaru na je uzson ¢dpyHKIuje

r+2x%sint, x#£0,
T) = v
- {r o0

y Taukn x = 0 mo3uTuBaH, ain A3 GYHKIUja HIje MOHOTOHA HU Y Y jeJHOM MHTEp-
BaJIy KOjU CaJIPyKU HYJIy. v

[Mperxonnu 3aarak mokasyje 1a, y OMINTEM CIydajy, U3 BPEIHOCTH H3BOAA Y
Taukd HEje Moryhe 3ak/byluTH HHUIINTA O MOHOTOHOCTH ¢yHKmmje. Mehyrum, y3
JIOJIATHY TPETIIOCTABKY O HEMPEKUIHOCTH MPBOT W3BOJA, TO je Moryhe:

3amarak 20. Heka je f : (a,b) = R audepenunjabuana dbynkuunja, auju je
npsu m3Box [’ wenpeknman® m wexa je f’(to) < 0 3a meko to € (a,b). JokazaTn ga
je dynkuuja f onazajyha na mekom unrepsany (tg — d,tg + 0). v

3amarak 21. Hahwu rpemky y cienehem pacyhuBamy: Heka je f dyHKIHja U3
IIpumepa 9 na 136. crpanu. IIpumenom Jlarpanzkose Teopeme nobuja ce
22 sin % o1 1
— % = 2¢sin — — cos —
x c c

3a Heko ¢ € (0,z). I3 0 < ¢ < x cneau na ¢ — 0 kag x — 0, na je
. 1 . . 1

0 = lim zsin — = lim (2csin — — cos —).

z—0 x c—0 C C

OuurneqHo je Ja je pacyhuBame MOrPentHo jep Hocienmu JuMec He nocroju. e
je HallpaB/be€HA I'PEIIKa’ v

3amarak 22. (a) (U3Bonm merepmmuante) Heka cy dynkmuje fi, gr, hi
(k € {1,2,3}) nudepennnjabuine y Taukn xg. Jokasarn ga ce AeTepMUHAHTA

fi(z) gi(z) hai(z)

A(z) =| f2(x) ga(z) ha(x)
fa(z) g3(z) ha(z)

nuepeHIpa MO TPABIILY

A g M i g1 i g1
A=|fo go ha |+| fo g5 by |+| f2o g2 ho
fz g3 hs fz g3 hs f5 g5 hy

(6) Heka cy dbyuxuuje f,g,h: [a,b] — R nenpekuane na [a,b] u nudepennuja-
6usne Ha (a,b) u Heka je

f(x) g(z) h(z)
Az) =] f(b) g(b) h(b)
fla) g(a) h(a)

Hokazaru jga A ucnymwasa yciose Posiose Teopeme. Ebenom npumenom na h(z) = 1
nokazaru Kommjesy, a mpumerom Ha h(z) = 1, g(x) = x JlarpanxoBy Teopemy. v’

4ﬂmbepenunja6mnna GyHKIM]a 9Hju je M3BOL HENPeKHUIAH HA3UBA Ce PyHkyujom xaace CL
wa Cl—gynryujom
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IIpumep 18. (JImyBmioBa teopema) Ha crp. 70 cmo nedununcanm ajire-
bapcke 6pojese crenena d. Cneneha Teopema je Be3aHa 3a mUX.

Hexa je o € R aazebapcru 6poj cmenena d. Tada nocmoju xoncmanma C > 0
makea da 3a ceaxu payuonasan 6poj p/q, p € Z q € N sasicu

c
qid.

]a— p‘ > (17)

q

Jokaxxkumo oBO TBpheme. Hexka je
P(x) =ag + a1z + ...+ agz?, ag,...,aq € 4, aqg #0

nosmHOM creneHa d, Takas Ja je P(a) = 0. Taga je P(p/q) # 0 (y nporuBHOM 61
6usio P(x) = (x—p/q) Pi(x) 3a Heku nojmuoM Py ca palmoHagHuM KoebUIujeHTuMa
crenena mamer ox d, omakie 6u ciaequio Pp(a) = 0, mTo je y cynpoTHOCTH ca
IIPETIoCTaBKOM J1a je « crenena d). Muoxkemem 6poja P(p/q) # 0 ca ¢? nobujamo

¢“P(p/q) € Z\ {0}, 1j.
¢ P(p/q)| > 1. (18)

IMowro je P(«) = 0, u3 Jlarpanzose Teopeme cie/u

‘ P(p/q)

0ld) - < max |P'(c)|, (19)

rje je u3pa3 Ha JECHOj CTpaHu MakcumyM 1O cBum ¢ usmelhy a u p/q. Ilper-
nocraBuMo 1a je |a — (p/q)| > 1 (y cynporHom, (17) Baxku 3a C = 1). Heka je

M= max |P'(c).
a—1<c<a+1

U3 (18) u (19) caenu

p 1
— >7
“ q‘ M4

3ap/q € [ —1,a + 1]. Tume je gokazano ga saxu (17), ca C = min{l,1/M}. 4§

Hamnowmena 3. JluysusoBa Teopema, 0 kK0joj je 6uimo peun y Ilpumepy 18, mo-
tuBuie caenehy nedununujy: 6poj o € R je Jluysu.aos, ako 3a cBaKyW NpUPOIAH
6poj d mocroje 6pojeBu p € Z u ¢ € N, Taksu 1a je

1
0< a—p‘<. (20)

q| ¢

N3 JluysunoBe teopeme cienu na je ceaku Jluysuinos 6poj rpanciengentan. Ce-
THMO ce J1a cMO TepmuH JIuysusoe 6poj Beh kopuctusau 3a 6Poj

L=10""4107%+10"% 4107 +--.

o kome cmo roopunu y Ilpumepy 31 ua crp. 70. ¥V I'maBu 4 hemo Bumern na je L
saucta Jluysuiaos 6poj y cmuciy geduHMIE]e JaTe y 0BOj HAIIOMEHH®. YIpPaBo Ha
oBaj Hauud je Jluysus mokaszao na je 6poj L Tpancuenenra. o

51'[per_u/13H1/1je7 L je camo jenan on JInysumoBux 6pojeBa, Tj. 6pojeBa Koju 3a10BosbaBajy (20).
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2.2. JapbyoBa teopema. Heka je f mudepennujabunna dbynknmja. Mako
uzpogna Gyukimja f' we mopa ma Gyune menpekuaua (B. IIpumep 9), ona uma
ciiezelie CBOjCTBO, KapakTepucTudHO 3a Henpekuane dbyukuuje (B. Ilocaenumy 8
Ha cTp. 111).

Teopema 5. (Ilap6yosa’® Teopema) Hexa je f : (ag,bo) — R dudepenyuja-
buana gynryuje u ag < a < b < by. Hexa je v 6poj xoju je usmehy f'(a) u f'(b).
Tada nocmoju mauka ¢ € (a,b) maxea da je f'(c) =~.

A Tlpermocrasumo, He ymamyjyhu ommrocr, ma je f'(a) < v < f'(b). Axo je

W = ~, JoKa3 caenm w3 JlarpaHKoee Teopeme, jep je W f(c) 3a
ueko c. [IpermocraBumo ma je W > ~. Heka je
f(x)—f(a)
o(z) = LE_S 3ax >a
f'(a) 322 = a.

Dynkmja ¢ je HenpekwaHA Ha [a,b] w Baxku ¢(a) = f'(a) < v < w = ¢(b),
ma TocToju Tauka Ty € (a,b) Takea na Baxku ¢(rg) = . Jlokas cama ciean w3
Jlarpam:koBe Teopeme, jep je

- 7f(x0)7f(a)7 /
7 = d(@o) = P— = f'(c)
3a HeKO ¢ € (a,x). Cayuaj W < 7 TpeTmpa ce aHaJOTHO. \V4

3anarak 23. [la v TpBY M3BOI MMA U CBOjCTBO HEMPEKUIHUX QyHKITH]ja n3 Ba-
jeprrrpacose Teopeme (Teopema 6 na crp. 112): ako je f'(x) nedunucano u KoHaIHO
3a CBAKO & U3 OIPAHUYEHOr CErMeHTa |a,b], onma je f’ orpanudeno? Ourosop: He.
YuyrcrBo: moKa3aru Ja je pyHKImja

0 —-1<2<0
[=1,1] = R, x)=1 . -
I ] /(@) {963/2sin(1/ac)7 0<z<1
nudepeHnyjadIHa y CBaK0j Taukn. V3padyHaTu JeCHU JIMMEC W3BOAA Y HYIH. v
Samarak 24. Jokazaru ja ako 110CTOju x—1>ixm+0 f'(z) ouga mocroju u f, (o)
0

(B. cIp. 139) u
lim f'(z) = f} (zo).

r—xo+0
Jla mu Baxkum u 0OpHYTO? VYIyTCTBO: 3a MHUTarke O OOpPHYTOM TBphemy BuIeTH
Bagarak23, wiu [Ipumep 9 ma crp. 136. v

3amarak 25. [Tokazarn 1na dyskimja f'(-) MOKe 1a uMa caMo TPEKHUIE Ipyre
BpCTE. v

2.3. Heoapehenu o6amnmu. JlonurasioBa mpaBuja. AKCHOMaMa PEATHUX
OpojeBa ¥ MpaBUJINMA 34 PAadyHAWmE y MPOIMMPEHOM CKYIy peajHuX OpojeBa Koja
cMo ganu Ha 21. cTpany HEUCY AedUHUCAHW M3Pa3u 00IHKA

00 0
. o0 — o0, O'OO, 1007 Oooa )
00 0
OBu m3pasu, Kao JUMecH, MOry na Oyay jeaHaku OMJI0 KOM peajiHOM OpOjy, Kao u

+o0. Caeneha teopema omoryhaBa Ham ma HEKa I u3padyHAMO JIEMECE ODJIMKA, % u
o0

0°.

oo "

6[[&p6y (Darboux, 1842-1917), dpaHIyckn MaTeMaTudap
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Teopema 6. (Jlomaranosa’ npasusa) Hexa cy dynsuuje f : (a,b) — R u
g : (a,b) = R dugepenyujabuane na (a,b) u nexa je g'(x) # 0 3a ceaxo x € (a,b)
(—oo <a<b<+o0). Hexa je

~5

/
lim (z) = A.
r—a+0 g/(x)

Tada y cearxom 0d caedeha dea cayuaja
L. Igg-li-of(x) - ajgg—li-og(x) =0
2. i =
i g9(a) = o0
8a91CU

o f@)
A o)

Ananoeno mephere asicu u 3a lirbn .
x—b—0

A Tlpernocrasumo ga Baxku lim  f(x) = lim g¢(z) = 0. Taza cy dyukuuje

r—a+0 r—a+0
Flz) = f(z) 3a x € (a,b) Glr) = g(x) 3a x € (a,b)
= 0 38 x=a " = 0 38 x=a

HenpekuaHe Ha [a,b) u qudepennmjabunue Ha (a,b). 3 Kommujese Teopeme crenn
Jia 3a cBako x € (a,b) mocroju Tauka ¢ € (a, ) TakBa Ja BaXkKH

f@)  F(z)-F(@) F(o) _ f(o)

g(z)  Gx)-Gla) G'(c) g
IMowro je a < ¢ < z, u3 * — a+ 0 cnequ ¢ — a + 0. Opawie u uz (21) cuenu
TBpheme TeopemMe y MPBOM CIIydajy.

(21)

ITpermocraBnmo cana na je lim g(x) = co. Heka je e > 0. U3
r—a+0
!
lim (@) =A
x—a+0 g’(x)
cJieu Jia IOCTOjU S > @ TAKBO Jia je
/
A—5<f/(x)<A+e 3a x < S. (22)
g ()

Heka je 8 € (a, s). oo je 1iniog(x) = o0, nocroju B € (a, ) TakBoO Ha je, 3a
r—a

cako a € (a, 1), g(a) — g(B) > 0. 3 Kommjere Teopeme u (22) ciaean

fle) = 18) _ £

g(@) —g(B)  g'(c)

oJlaKJIe, 110CJIe MHOXKema 1o3uruBHuM 6pojem g(a) — g(f) nobujamo

BN OO0 4B L 1)
4 5)(1 g<a>>+g<a><g<a><(‘“5)(1 g<a>>+g<a>'

A—e< < A+e,

ITowro

)43

(A—i—e)(l—g(a)

7 Tommran (G.F. de 'Hospital, 1661-1704), dpaHIycKu MaTeMaTHIap



2. OCHOBHE TEOPEME JU®EPEHIMNJAJTHOT PAYYHA 149

rexku Ka A + € kax a — a + 0, moxkemo 13 uzabepemo § > 0 TakBO Ja je

a€ (a,a+9d) = (A+€)(1 g(ﬂ)) +@ <A+2
9(@) ) g(a)
n CJIn40
g(ﬁ)) f(B)
a€(a,a+0) = (A—c¢ ( — =)+ —=<>A—2e.
(et = W= a)) * gt
IormrTo je € mpou3BOJ/BHO, OIATIIE CIIEIN TBPhEHme TeopeMe. \V4
3anarak 26. dokazaru na JlonuraaoBo mpaBuiIO BaXKu U y CJIy4ajeBUMA
(a) a = —oo (m, anaynorHo, b = +00)
(6) A = +o0.

YuyrcrBo: 0b6a TBpljema MOry ma ce JOKaxKy aHaam3oM Jokasa Teopeme 6,
unu cmeHoM ¢ = 1/x 3a TBpheme (a), 0MHOCHO ocMaTpameM Kosudnuka g(z)/ f(x)

ymecro f(x)/g(x) y tphemy (6) (ocum ciydaja kama g(x) — 00). v
3anarak 27. Ymopeautu pacyhusBame y moka3y JlomurasioBe Teopeme ca mo-
rpemntauM pacyhuBamem u3 3azarka 21 ma 145. crpanu. v
3anarak 28. Jlokazaru 1a He Baxku 00pHYTO TBpheme y JlonuramoBum mpas-
WINMA, Tj. J1a U3 IOCTOjarba limg He cJjien mocTojare lim %. (Yuyrcro: Heka je
f dyukumja uz Ipumepa 9, g(x) =z u a = 0.) v
IIpumep 19. U3 JlonuranoBor npaBmia ciaean lim % =03a ¢ > 1. i
z—+oo 4

IIpumep 20. Ipumep 19 sako ce yommrasa Ha caemehn HAYMH: aKo je ¢ > 1,
I
X

ouma 3a cBako 5 € R Baxku lim % = 0. 3aumcra, ako je 8 < 0 rBpheme je
z—+4o0 9
OYHMIJIETHO TAvHO, & 3a [ > 0 OHO cyieau u3 ‘;—f = (W)ﬁ u [Ipumepa 19. f
IIpumep 21. Heka je a > 1. Tazna je
1
lim —2a% _ (23)
r—oo0 I
Bamncra, cmenom t = log, =, Tj. = = a', (23) ce ceomm na Ipumep 19. f
3anmarak 29. Mspauynarn lim % 3a0<a<l. v
r—r0o0

IIpumep 22. Heka je a > 1 u a € R. Tazna je

1 [e%
i 1082 2)* (24)
T—00 T
Bauncra, cmenom t = log, z, 1j. © = a’, (23) ce csouu na Ipuwmep 20. f

ITpumep 23. Heka je a > 1, ¢ > 1 u meka cy «, 3, v peannu 6pojesu. U3
IIpumepa 20 u 22 sako ciaequ na je

. o, B ~x —
i _(log, )" = +oc

ako jey >0V (y=0AB>0)V(y=0AB=0Aa>0),
lim (log, z)%z?¢"® =0

r—>+00
ako jey <0V (y=0AB<0)V(y=0A8=0ANa<0)u

: a By
lim_(log, 2)"2%q"" =1

ako jea = =~v=0. f
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3anmarax 30. Uspauynaru
(a) lim wcosjzc;sinw

z—0
(6) lim z'/°. v
r—+00
3anarak 31. /la swm je JOrnYKy UCHPABHO W3PAYyHATH
. sinx
lim
z—0 X
upumenom Jlonuranosor npasuia? (Oxarosop: ue!) v

3amarak 32. Jla sm 3agarak 24 wa crp. 147 moxe ga ce pemu nomohy Jlomnu-
TAJIOBOL PABUIIAT v

3amarak 33. Heka je f : (a,+00) = R mudepennpjabunna dyHKImja 1 HeKa
je ll)l}rl (f(z)+ f'(z)) = A. Hokasaru na je ll}I_iI_l f(z) = A. v

3. NsBoau Buiter pena. Tejiaoposa ¢popmysia

Heka je f : (a,b) — C mudepennujadbunna dbysknuja. AKo je meHa U3BOIHA
dynkumja f’ : (a,b) — C mudepenuujabusina y tauku xg € (a,b), meH U3BOI
(f")(x0) nasuBamo Opyeum uszeodom dyukumje f u oznauaBamo ca f"(xg) wam
42 f (wo)

dm20
NunyxTusao ce gedunnme n-mu uzeod f™ () ca

fO) = f(2),  f"(@) = (fO7V) ().

. dr . .
3a n—Tu U3BOJ, C€ KOPUCTH jOII ¥ O3HAKA %. Oyukujy Koja MMa nN—THU U3BOJ,

Ha3mBaMo N nyma Jufepenyujadbuarom. PyHKIMjy Koja je m myTa amdepenmmja-
OusIHA 32 CBAKO 7 HA3UBAMO 0ECKOHAYHO NYyma udepenyujoduirom.
W3Boxm n—tor pejna je muHEApaH, Tj.

O+ 19) (@) = A (@) + g (2)
3a KoHcTauTe A, 4 € C u n nyra nudepennujabunne yuknuje f u g. 3a mpou3sBo/,
n nyra audepennujabunanx QyHKIUja BaXXua yonwmero Jajonuyo6o npasuno

n

F9 @ = Y (1) 79w )

k=0
KOje ce JIaKo /10Ka3yje unaykuujom (3azarak!).
3a kommosutnjy g o f n nyra audepennnjabuarnx GyHKIMja f 1 g BaXKW au
Bpynosa® dbopmyna

0o 00 = e 0 (T1) () (f“lif””)(;

rae je k = ki +ko+---+k, urme ce cymmpare BpIIK 110 CBUM k1, ko, . . ., k, TaKBUM
na je k1 + 2ky + - -+ + nk, = n. Oa dopmyna moxke na ce mokaxke Ha cienehn
nasww. Ilpe csera, mpuvernmo ma je (g o f)(™ () cakako m3pas obamka

5 Cln b g (100 ) "’ (7o) L (7)) T )

8<DpqueCKo nn Bpyno, (Francesco Faa di Bruno, 1825-1888), urajmnjaHCKH CBEIITEHUK K
MaTeMaTuYap
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3a Heke koucranre C(n, ki, ks ..., k,) Koje ue 3aBuce ox f u ¢g. Ja Gucmo waunm
Te KOHCTAaHTe, y3MUMO (PYHKITHje

k
f@)=ax+--+apa”,  gly) =y"

Tama u3 yonmrema Fbytaose 6unomue dopmyie (bopmyna (20) aa crp. 26) cienu

1a je
go f Z k1|k2 k! (H a; )xk1+2k2+“-+nk}n’ (27)

TJIe ce cyMa BpIHA MO CBOM ki,...,k, TakBum na je ki + ko + --- + k, = k.
W3Box pema n OBOr MOJMHOMA MOYKEMO Ja M3PAYHAMO eKCILIHIUTHO. Koedwurm-
jenre C(n, k1, ko ..., k) nobujamo ymnopeljuBameM BpeJIHOCTH N—TOr U3BOJA IIOJIU-
roma (g o f)™) nobujeror excrmmmraEM udepentmpamem dbopmyie (27) n myTa
ca u3paszoM po6ujernm 3amerom x = 0y (26).

Samarak 34. Komuko myra je dynxmuja f(z) = |z|° mudepennunjabunna y
Hyu? v

3amarak 35. lokazaru 1a je dyukuuja

e~ 1/7* 3a >0
-

3a <0
6eckonavHo nyTa AudepennujadusHa. v

Cnenehu 3azmarak jnaje Baxkan npumep GeckoHadHo Judepennujabusne GyH-
KIIMje KOja je TO3UTHUBHA HA WHTEPBAJIY W jeHAKA HYJIW BaH IHera.

3anarak 36. lokazaru ma je dbyHKINja

A e~1/z*(1-z)® 33 0<z<1
xTr) =
0 3a x ¢ (0,1)

OeckoHAYHO TyTa AudepeHIujaduIHa. v

3amarak 37. lokazaru ga je dyukuuja

e~ 1/2*(1-2)? 3a 0<oz<1
fl)=40 38 £ <0
1 3a r>1

6eckonauHo myTta audepennujadbunna. OBO je MpuMep MOHOTOHE OECKOHAYHO JIW-
dbepennpjabunne dyHkumje Koja je KoHcTaHTHA Ha (—00,0] u [1,400) U cTporo
MOHOTOHA Ha [0, 1]. v

3anarak 38. [la im je dyuknuja u3 [Ipumepa 14 ua crp. 140 aeamyr mudep-
eHIMjabuIHA Y HYyIHU? v

3amarak 39. 3a koje p je dynknmja u3z 3amarka 5 Ha 137. crpanum k myrta
nudepennyjadbuiHa’ v

3amarak 40. Pyukuuja y = f(x) nara je y napamerapckom o0JIuKy
r=t+1’ y=e+t
Uspaaynaru f”(0). v
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IIpumep 24. Iommuomcka dbyrkimja p(x) = ag + a1x + asx? + -+ + apa™
je Beckonauno myta gudepenmmjabuana n saxku p(™M(0) = nla, 38 0 < n < mn
p(”)(x) =03an >m. Ogarie ciieau 1a IOJUHOM MOXKEMO J1a HAIUIIEMO Y ODJIUKY

m o ()
p(x) = ZIT’T}‘%". i

IIpumep 24 mozkemo ma yomurumo Ha cienehn nauund. Heka je dpynkmuja f :
(a,b) = R n myta nudepennujabunna y tadaku g € (a,b). omurom

) (g
Po(oz )= S L0 (g

k!
k=0

9 nonunaoMmoM cremena n dyHKnuje f y TauKH To. Pazimka

rn(an:E; f) = f(l') - Pn(l'o,l',f)

HA3WBA Ce N—TUM OCTAaTKOM Tejnopose dbopmysie

Hasusa ce TejiopoBum

n

f(k)(%) k

flx) = Z T(ﬂﬁ — z0)" + rn(20, 73 f).
k=0

3a z¢ = 0 Tejmoposa dopmyna ce gecto nasusa Mexopenosom.'® Baxu cieneha

Teopema.

Teopema 7. Heka je ¢pynxyuja f : (a,b) — R n nyma dudepenyujobuana
Y MaAYKAME 3a4MBOPEHO2 UHMEPBAAG a4 Kpajesuma T,xo € (a,b), Hexa je rven n—
mu u3600 Henpexudan Yy c6UM MAUKAMAE o2 34MEOPEH02 UHMEPBALL U HEKA NOC-
moju n + 1 u360d y maukama omeopeHoz UHMEPBAAA Ca Kpajesuma T, xo. Hexa je
P (xo,x; ) Tejaopos noaunom gynxyuje f u r(xo, x; f) ocmamax. Tada sasicu

(a) ro(xo,z; f) = %f(”‘*‘l)(c)(aj —o)"(x — xg) 3a Hexo ¢ usmehy x u T

(6) rn(zo, ;5 f) = ﬁf(”“)(c)(x —10)"*! 3a nexo ¢ usmehy T u o

Dopmyna (a) nasusa ce Kowujesom, a dopmyna (6) Jlarpanxkosom dopmom
0CTaTKA.

A Hexa je F(t) = f(x) — Py(t,z; f), 1j.

F(t) = () - (F(0) + T

AR

n!

(x—t)+-+ (z—t)").

Tazna je

Il
t)2+..._M(x_t)n: (28)

n!

F(t) = R ) R LY ()

~f'(1)
f 2!(t) (z
= @ (z —t)™.

n!
Heka je G npoussospHa dyHKIMja AeduHNCAHA ¥ HETPEKUIHA HA 3aTBOPEHOM WH-
TepBaJIy Ca KpajeBuMa & U Ty U AudepeHnnjabu/iHa, y YHYTPAIHUIM Ta9KaMa TOr
uHTEepBaNa, Taksa 1a je G’ ceyma pasmmuanTo on myse. V3 Kommjese Teopeme ciaemn
Jla TIOCTOju TadKa ¢ u3Mely x m xo Taksa 1a je

F(z) — F(xo) _ F'(c)
G(x) — G(zg) G'(c)

(29)

9Tejﬂop (B. Taylor, 1685-1731), eHrjiecku MaTeMaTHIAD
10\ eknopen (K. Maclaurin, 1698-1746), enriiecku MaTeMaTudap
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Moo je F(x) — F(xzo) =0 — F(xg) = —rn(xo, x; f), u3 (28) u (29) ciexu

Gx) -G
palan, s f) = D) fr 00 o
Crnenujanuo, 3a G(t) = x — t mobujamo dopmyny (a), a 3a G(t) = (v — )"}
dbopmyay (6). v

Hamomena 4. ¥V Ilpumepy 2 na crp. 267 Bugehemo joun jenan nauusa u3sohermna
Tejmopose dopmyire.

Hamnomena 5. (IleanoB ob6suk ocraTka) Axo je dyHkiuja F ) orpannue-
Ha onzpa u3 (6) caenu r,(zo, z; f) = o((x — xp)™) Kau & — Tp; OBAj OCTATAK HABUBA
ce Ileanosom dopmom ocratka. Tejaopoa dopmyna ca oBoM (HOPMOM OCTATKA,
jé TaYHa W MpW MHOrO CJIAOMjUM TTPETIOCTaBKAMA — JOBOJPHO je TMPETIOCTaABUTH
na dbysKnuja f ¥UMa MpBUX N W3BOJA Y TAYKW Tg. Jlokas je mociemmia cieaeher
3a/1aTKA.

3anarak 41. (a) Heka je dynkuumja 9 : (xg — d, 29 +0) — R n nyra nudepen-
njabu/IHa, y TA9KWA T( U HEKA je

P(z0) =1/ (20) = -+ = ™ (29) = 0.

Hokazaru na je ¢(x) = o((x — x0)™) Kag x — xo. (YIyTCTBO: NPUMEHHTH HHJYK-
uujy no n. 3a n = 1 repleme nedununuja upsor uzsoma. Heka je ¢ dynkiuja 3a
KOjy TBpheme Baxku 3a mpupomaH 6poj n. [IpUMEHUTH MHIYKTUBHY MPETTIOCTABKY
Ha Gyukuumjy ¢’(-) u uckopucruru JlarpanxoBy Teopemy

() = P(x) — Y(w0) = ¢¥'(c)(x — 20)

U UHJYKTUBHY LIPETIOCTABKY)
(6) M3Bectn u3 (a) mokas TBphema n3 Hamomene 5. (Ynyrcrso: Heka je ¢(x) =

f(@) = Pu(wo, w; f)) v

IIpumep 25. Henocpenuum n3padynasameM u3Boja y Tadku xg = 0 mobujamo

noo,
e = 3 &+ ral0,ie”)
k=0 "
. 2k+1
sinz = Y (—1)* GErr Ton+1(0, z; sin x)

cosx = Y, (—1)’“% + 79,0, x; cos )

k=0
log(1+z) = kil( )kflwk + 7,(0, z; log(1 + z))
1+ 2)% = 3 (2)ak + (0, 2; (1 + 2)°),
k=0
re je
@ a-(a=1)-...-(a—k+1)
<k> = k! '
IMocnenmwa dopmyna youinrasa unomuy dopmyiy (JIema 5 na 24. crpanu) f

Y llocnemumum 6 ma 144. cTpaHu BUIEIW CMO JIOBOJbAH YCJIOB TOCTOjamha JIO-
KAJHOT eKCTpeMyMa y TepMuHuMa npBor uzsoga. Crenehie TBpheme naje moBobaH
YCJI0B y TEpMUHUMA U3BOJA BHUIIET Pela.
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Tepbeme 1. (JoBossaH ycjioB ocrojarma JIOKAJIHOT eKcrpemyMma) Heka
je dpynruyuja f : (xg — 0,z0 + §) = R n nyma dudepenyujabusna y mavku xo u
HeKa je
FP (@) =0sak <n,  f™(x) #0.
Tada:

(1) Axo je n menapan 6poj xo Huje Mauka excmpemyma.

(2) Axo je n napan 6poj xo je MAUKG AOKAAHOZ EKCTIPEMYMA U O
(a) mauxa maxcumyma axo je f (xg) <0,
(6) mauka munumyma axo je f(zq) > 0.

A Tauka xg je TauKa JIOKAJHOI EKCTPEMYMa ako je 3HaK uspasa f(x)— f(xg) craman
y HeKOj okonmHH Tadke rg. M3 Tejmopose dopmyne ca ocrarkom y IlearmoBom
obJIUKY cotenn

F(a) — F(zo) = - £ (o) — a0)" + () (& — 0)",

rae a(zr) — 0 kag © — xo. Opmarie ciaeau ga 3uak pasiauke f(z) — f(xo) 3aBucu
camo ox 3raka u3pasa f ™) (2q)(z —0)". Ako je n memapan 6poj, 3HAK OBOT H3pa3a
ce Mema y 3aBUCHOCTH OJI TOra JIa JIU je T Ca JIEBe WJIU Ca JIECHE CTPAHE TAYKe Tq,
na ro. Axo je n mapHO, 0Baj 3HaK je cTajlaH M 3aBHCH CAMO OJ, 3HaKa f(”)(:co). \V4

IIpumep 26. (Yuyrcrso 3a nako namheme Tephema 1) U 6e3 npumene audep-

EHLMjaJIHOr padyHa Jako je suieru ga dbyskuuja f(zr) = z" uma JIOKAJIHU €K-
crpemyMm y 0 ako u camo ako je n mapan 6poj. Y TOM ciy4ajy, paau ce O TadKu
JIOKaJIHOT MUHUMYMaA. i

4. KonBekcue dyHKIuje

Dyuxuuja f : (a,b) — R HazuBa ce xoneekcHOM aKO 3a IPOU3BOJHHE JBE TAUKE
x1, T2 € (a,b) Baxku

FOzy 4+ (1= Nas) < Af(z1) + (1 — N f(zz) 3a 0<A< 1. (30)

Teomerpujcku, 0Baj yc/iOB 3HAYH /13 CE Iy 2K KOja Ccriaja Omio Koje aBe Tadke rpaduka
dyHKIMje HATA3U W3HA TOT TpadUKA.

v

Af(z1) + (1= N f(z2)

FOz+ (1= Nzg)f

T Az (L- Az T ‘

Cnnka: KoHBeKCHa (DYHKITHjA
YKOJMKO BaK OOPHYTa HejeIHAKOCT
fQar+ (1= Na2) 2 Af(z) + (1= A)f(22) sa 0<A<1

dyukuuja [ ce Hazupa KonxasHom.. Axo je dbyukuuja f : [a,b] — R xouBekcHa Ha
UHTEPBAY [a, ] a KOHKaBHA HA UHTEPBay [c,b] (Wi KOHKaBHA Ha MHTEPBAILY [a, C|
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a KOHBEKCHA Ha MHTEDBAIY [, b]), Tauka ¢ ce Ha3uBa NpesojHoM MauKkom QYyHKIH]je

f.
T2 —XT
T2—T1 ’

Hekajez; < zomx = Az1+(1—N)zo. Tanaje A =
MOXKEMO /13, HAIUIIEMO Y ODJIUKY

fla) < 2T f(an) +

T2 — T1 T2 — X1

na nejennaxocr (30)

r — X

f(z2).
Onatie, mocae MHOMKEA, Ca Ty — X1 100HjaMo
(2 — ) f(z1) + (1 — 22) f(2) + (2 — 1) f(22) > 0.

Ako narmumemo xo —x; = 9 —I+x—2x1, U3 TPETXOAHE HEjeIHAKOCTH JIAKO T0OHjaMO

f(x) — f(r1) < f(@)*f(x).

T — I - To — X

(31)

Teomerpujckm, OBa HejeIHAKOCT 3HAYHN 1A je, 38 (PUKCUPAHO T, KOeUIHjeHT IPABIIA
upase Koja cuaja rauke (z, f(x)) u («, f(a)) pacryha dbyukuuja ox a. Oparie ce,
umajyhu y Bumy ma pacryha yHKIUja nMa JeBu W JECHU JIUMEC y CBAKOj TAYKU
(Buneru Jlemy 15 ma 121. crpanm) , nako usBomu ciezehie Tepheme:

3amarak 42. Jlokasarn na kousekcHa dyukuuja f : (a,b) — R wma neru n
JIeCHU M3BOJI, Y CBaKOj Tayku o € (a,b) u ma je

fL(zo) < fi(zo).
V3 momoh 3amarka 12 ma crp. 139 3ak/pyuynTy 72 je CBaka KOHBEKCHA, (DYHKIIH]A
HEIIPEKUIHA. v

3anarak 43. Heka je f : [a,b] — R kousekcha dyskuuja u a < 1 < 3 <
x3 < b.

(a) Hdokazaru na je
flzz) = flan) _ flxs) = fle1) _ flzs) = flz2)
To — I - Ir3 — T1 - T3 — T2 '

(6) Jokazaru ma 3a cse ¢ € (a,b) Baxu f’ (c) < f/ (c).

(B) Hokazarn ga ce 3a caku 6poj k takas na je f’ (c¢) < k < f (c) rpadux
byukumnje y = f(r) manaswm nsman npase L 3anare jenpaannom y = f(c) +k(z —¢),
IIpU 9eMy, aKko je f cTporo KOHBEKCHA, heH Ipaduk u npasa L mMajy TavHO jegHy
3ajeTHUYKY TAYKY.

(r) dokazaru ja ce rpaduk qudepennujabusine KoHBekcHe QyHKIMje HaIa3u
M3HAJI CBAKE CBOje TAHI'€HTE. v

[Ipernocrasumo na je kousexkcHa GpyHkumja f audepennujadunta. [Ipesrasehin
y (31) ma smmec, IpBO KaJ, & — T'1, & 3aTUM KaJ & — Ta, JOOHjaMO

f(z1) < fla2) = f(x1) < (),

T2 — 1
wrro 3Ha4m Jga je dynknuja f pacryha. Cuenmjanno, ako je f asa myra qudepen-
nujabuana, onga je f” > 0.
Y mperxomHUM pa3MaTpamuMa CMO dokasasn ciemehe Tepheme.

Tepbeme 2. Hexa je [ : (a,b) — R xoneexcna dynxyuja. Tada eascu:

1. @ynxyuja [ uma sesu u dechu u3600 Yy C6aAKOJ MAUKU.
2. Qyuxyuja f je nenpexudna.
3. Axo je pynxuyuja f dudepenyujabusna, wen uszeod je pacmyha dymnryuja.
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4. Axo je ¢ynxyuja f dea nyma dudepenyujabuana, onda je f' > 0.
Cuaenehe tBpheme je acumurorcka Bepsuja rephemwa (r) y 3agarky 43

Tepbeme 3. Hexa je [ : [a,+00) = R cmpozo koneexcna dynruyuja u L rwena
acumnmoma. Tada ce epadur pynryuje f Harasu cmpoezo usnad npase L.

A He ymamwyjyhiu ommrocr, moxemo zga upernocrasumo ja je L npasa y = 0 (y
TPOTHBHOM, aKo je y = ax + b jeqHauwHa mpase L, TOCMaTpaMoO CTPOTO KOHBEKCHY
bynkumjy f(z) — (az + b)), 1j. na je

lim f(z)=0. (32)

r— 400
Tpeba ma mokaxkemo ma je f CTpOro MO3WTHUBHA.
Jokaxxkumo npeo 7a je f omamajyha dyukmumja. 3ancra, kaga 6u 3a Heke 1 < Tg
6uno f(x1) < f(x2), Bem4nHa
f(@2) = fa1)

T2 — T1

A=

6u Owmsa mo3uTuBHA. V3 KOHBEKCHOCTH OU CIIEIUJIO Ja j€ 33 CBe T > X

y o ) = @) _ f@) -~ flea)

To — I - T — To

1j. f(x) > f(z2) + Az — x2) = +00 Kag © — +00, WTO je y cynporHoctu ca (32).
IIpermiocTarumo na f Huje cTporo mo3wtmeHA, Tj. Ja je f(c¢) < 0 3a Heko c.
Iomro f omama, omarie Ou CIEIUIIO A je 34 CBE T > C

0=lim_f(t) < f(2) < f(e) <O,

1j. naje f =0 ua [c,400), TO je y CyIPOTHOCTHU Ca IPETHOCTABKOM /I3 je f cTporo
KOHBEKCHA (DYHKITH]a. \V4

3anarak 44. (a) [Jokasaru ga je 30Mp KOHBEKCHUX (DYHKIMja KOHBEKCHA (DyH-
KITHja.

(6) Ako je f xonBekcHa, a g pacrylia koHBekcHa (byHKIMja, JOKA3aTh 12 je
dyHKIHja g o f KOHBEKCHA. v

3amarak 45. Heka je f : [a,b] — R konBekcHa dyHKIH]a.

(a) Jokazaru ma ako f J0CTUKE MAKCUMYM Y HEKO] YHYTPAIIhO] TAYKHU UHTEP-
Basa (a,b), onna je f = const.

(6) Heka cy z1,z2 € (a,b) duxcupane rauke. Hokazaru aa je (30) wiu crpora
HejeTHAKOCT 38 CBAKO \, WM JeZIHAKOCT 3a cBako A. (YIyTcTBO: MpUMeHNUTH (a) Ha
dbyuxmmjy F(z) = f(x) — L(x), tae je y = L(x) jennadnna mpape Koja craja Tadke
(@1, f(21)) u (22, f(22))) v

3amarak 46. Heka je f : [0,+00) — [0,400) cTporo koukaBHa yHKIHja, Ca
0COOMHOM

fz)=0 & z=0.
Hoxkazaru ga je f crporo pacryha.
YuyrcTBo: u3 crpore KoHKaBHOocTH QyHKImje f cieau na je
fle) = f®) _ fle) = fla) _ f(b) — f(a)
< <
c—b c—a b—a
3a cBe 0 < a < b <c Ako3zameke a < b axu f(b) < f(a), onga je 3a cBe © > b
Baxku f(x) < f(b) + kx, rue je k < 0, ma f(x) ceue xz—ocy y Hekoj tauku xg > 0,
CTO je CympOTHO TPETHoCcTaBI| aa je f pazniuauro o myse 3a x > 0. v
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3anmarar 47. Heka je f : (a,b) = R asanyr nudepennujabunna dbyukimja u
¢ € (a,b) npepojua Tauka. Jokazaru na je f’(c) = 0. Ha au je f'(c) =07 v

Caeneha sema je yomreme nejeanakocru (30).

Jlema 5. (Jemcemosa mejemmaxoct)! Hexa je f : (a,b) — R monsexcna
dynryuja, x1,...,x, mauxe unmepsaaa (a,b) u \1,..., A\, nenezamuenu 6pojesu,
maxeu da je \1 + -+ + A\, = 1. Tada sasicu nejednarocm

fazr+ -+ zyn) < Af(x) + -+ A fzn).

A Jlokasz u3BoAMMO MHIAyKImjoM. 3a n = 2 Jlema ce coau Ha Hejeanakoct (30).
IIpernocraBrMo a HejeIHAKOCT BaxKu 3a n— 1 Tadaka. IIpermocraBumo, He yMamy-
jyhu ommrrocr, fa €y Aq, . . ., A, peanau OpojeBu TakBu na je Ay, # 0u A+ -+, =
1. Heka je g = Ag + -+ + \,. Tama uz (30) cnean

fazr+-+ Azy) = f(Mzn + u(%xz +oo )‘; Tp))

S>\1f(m1)+/tf(%m2+...+>\7nxn).

oo je 22 4 .-+ 22 =1 0 MHAYKTHUBHOj] IPETIIOCTABIN BarKu
je m ) y

A An A An
f<2$2 4+ 4 $n> < ﬁf($2) 4+ 7.]0(1;71)
1 T T T
3 mpeTxoaHe ABe HejeHAKOCTHU CIean JoKa3 Jleme. \V4
Ipumep 27. (Jarrosa mejemmaroct)'? Oynxmmja f(r) = —log x je KoHBek-
cua (jep je f’(z) = % > 0), na Baxu
log(Mix1 + - 4+ A\pzpn) = A log(zr) + -+ - + Ay log(ay,),

OJAKJIE CJIEIH
‘/L‘i\l .....a’:i‘l" S )\11‘1_‘__’_)\”1*”
daxp >0, A\ >0, \; +---+ X, = 1. ¥ ciydajy n = 2 oBa HejeIHAKOCT ce€ OOMIHO

3amucyje y Buiy

1 1 1 1
a%bigch—fb 3aa>0,0>0,p>1lu—-+—-=1. (33)
p q p q
Crermjasno, ako je Ay = --- = X, = 1 noGujamo
.’I/‘ ... :L'
Ty P
n
IIITO je HejeTHAKOCT u3Meljy reomMeTpujcke u apuTMETHYKE CPEINHE. i

3amarak 48. Heka je a1 > 0,00 >0,...,a, >0m

n

H, = G, = Yajas---a
1 1 1 n n
1 az

an

- )

4, _ Gta2ttan Kn_\/a%+a§+-~-+a%
n n
(XapMOHMjCKa, Fe€OMETPHjCKa, ADUTMETHYIKA U KBAIPATHA CpeauHa). JlokasaTu ma
je
min{a,as,...,a,} < H, <G, < A, < K, <max{ay,as,...,an}

U 7a OWJI0 KOja jeTHAKOCT BasKM aKO U CaMO aKO je ] = G = ... = Gp. v

1 Jencen (I. L. Jensen, 1859-1925)
L2Janr (W. Young, 1882-1946), eHrjecKu MaTeMaTHIAD
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Hamowmena 6. 3azarak 48 moxke ma ce yonrrnTu Ha cpedure peda t; TO Cy BeH-

YHUHE
S CEL AN
n

Cueuujanuo, S_1 = H,, S1 = A,, S2 = K,,. I3 Bex6Ge (21) na crp. 128 caenu ja
uma cmuciaa pehu ga je So = G,,. Cem Tora,

S o = tli{noo S¢ = minf{ai,as,...,a,}, Stco = tiigloo S¢ = max{ai,as,...,an}.
Oynukimja t — Sy je pacryha, na Baxu
Sfoo < 5171 < SO < Sl < S2 < SJroov

mTo je TBpheme 3amarka 48. CeTruMo ce U eIleMEHTAPHUX [T0KA3d HEKUX Ol OBUX
unejenqnakoctu w3 Bexbe 29 ua cTp. 89. o

3amarak 49. Heka jea > 0,0>0,0<p < 1,
BaxKu

+ = = 1. Jloka3aTtu 1a TaJa

1
q

D =

11
avbs > ~a -+ ~b.
P q

Yuyrerso: mahu Hyse mpsor m3soga dbyukmmje f(x) = 2 — Az + A — 1 u gokazaTn
na je 3a A > 1 tauka x = 1 WeH ancosyTHU MUHUMYM, oxakie ciaequ f(xz) > 0.

11 1
Crapurn p = 5, ; =1—-mnz=1. v

[Ipumerumo ga merogom 3azarka 49 MOKEMO Ja JOKAXKEeMO U HejeJHaKoCT 33
6e3 mo3MBaFba Ha KOHBEKCHOCT. JIOBOJbHO je MpuMeTHTH Ja y caydajy A < 1
dyukyja f n3 3anarka 49 nma MakcumMy™m y tauku x = 1.

Ipumep 28. (Xenneposa mejemmaroct)'? @ymxmmja f : [0,+00) — R,
f(x) = 2P je xomsexcna 3a p > 1 (jep je f”(x) = p(p — 1)aP~2). U3 Jencenone

HEjeITHAKOCTH CJIEJIA
n P n
(ZMQ <3 Al (34)
k=1 k=1

Hexka je ¢ TaxBo na je % + % =1 u HeKa cy ay u by HeneraTusuu OpojeBu. CraBiba-
jyhu
b ar 351 b
A = npdr Tk = 1
ijl J bt
y (34) mobujamo
n VRN
Sanes (Lat) (X))
k=1 k=1 k=1
IMocrenmwa Hejennakoct ce HazuBa Xeadepogom nejednarowhiy. f

3amarak 50. lokazaru ga 3ap < 1, p # 0, % + % =1wuar >0, b >0 Baxnu

Zn:akbk > <Xn:a£>p <zn:bz>q
k=1 k=1

k=1

Yuyrcreo: 3a 0 < p < 1 dbyukiwmja f(x) = —2P je KOHBEKCHA. v

3Xennep (Otto Holder, 1859-1937), HemadIKu MaTeMaTHYaAp
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3anarak 51. (Hejemmaxoctu Munkosckor )

HeneraTuBHu OpojeBu. J/lokazaru 1a BaxKu

Hekacyag, by, k=1,2,...,n

n 1 n

(Z(ak+bk)p)p < (Zcﬁ); + (ébﬁ); zap>1

k=1 k=1

n i n i n i
p p P
(Ctwnr) = (Xa) + (X)) sr<ioro
k=1 k=1 k=1

YryTcTBO: TPUMETHUTH 13, je

n

D (ak +0k)P =Y ar(ar +b)P 7+ > bilar +be)P7,

k=1 k=1 k=1
npuMeHnTH XeJIepoBe HejeJHAKOCTH Ha CBAKH OJ CaOMpaKa Ha JECHOj CTPAHH W
. . 1
nozeanT 0be cTpane go6ujennx nejennakoctn ca (Y (ag + bi)P) /e, v
5. Bexxbe

(1) Uspauynaru lir% z(vV1+3zx—1)71
r—r
(a) nomohy JlonurasoBor npasusa;
6) momohy TejopoBOr TOJMHOMA;
y 1€)
(B) 6e3 momohu JlonurasmoBor npasuia u TejIopoBor moanHOMA.
2) Uspauymarm lim 82=Snz
pady
x—0 x

(3) Uspauynarn
(x+ 1)z +2y/x -3z -1
im :
=1 (x +15)v/ax + 3 — 6x — 26

(4) Hahu f'(z) ako je dynkmuja y = f(z) 3amarta uMnanmuTHO ca 12 + 21y —
2
y° =4x.

o I;T"'ll N3paaynaru %. VYuyrcreo: mudepenmuparu log y;

(5) Heka je y =
oBHUMeE ce padyH u cpeljuBame m3pasa mojesHOCTaBIBY]E.
(6) Cxunuparu Kpuse
(a) y =% + 22 — 4o — 4;
(6) r =2+ sinb;
(B) y = f(z) ako je f : R\ {0} — R napua dyukiuja 3a Kojy BaxKu
F) = 0w () = ot
(7) Haliz rauke npeceka napabosia
1 3
~ 1—cosf e 14 cos6
n Hahu yrao m3melly BUXOBUX TAHTEHTH y CBAKO] TAYKH IIPECEKA.
(8) da su dyukuuja f(z) = x + sinx uma ekcrpemue Bpeanoctu? Ako uma,

r

nahn wnx.
(9) Heka je f(x) =22 + \x~ L.
(a) 3a koje A € R dynkuuja f uma MUHUMYM y Tauku & = —37

(6) 3a koje A € R dyukuuja f uma MuHUMyM y Taduku & = 27
(8) 3a koje A € R dyukuuja f uma upesoj y rauku x = 17
(r) 3a xoje A € R dbynkmuja [ uma Makcumym?

M\ mxosckn (Hermann Minkowski, 1864-1909), semauku maremarudap u usndgap
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JBa myrHUKa mojase m3 ucre Ttadke. [lpBu ce kpehe Op3mHOM 3 KMIIO-
METpa Ha CAT MPeMa HCTOKY, a JPYyru OP3WHOM 2 KHJIOMETPa Ha caT Ka
ceBepouctoky. Kojom 6p3uHOM ce pacTojame u3mely mux mema mocse 15
MUHyTa?

Hoxazaru 6unomuy dopmyny (Jlema 5 Ha crp. 24) nomohy mudepenim-
jamaaor padyna. (YOyTCTBO: NOKa3aTH MPBO Ja CE OMIITU CJIyYaj CBOAU Ha

cayydaj y = 1.)
Heka je P mosmuOM cremena n > 1 KOju MMa n Pa3IMYUTUX DPEATHUX
KOpPEHA X1, . .., Ty U KOEPUUUJEHT @, Y3 " 1 HeKa je () IOJIMHOM CTelleHa

ue Beher ox n — 1. Jlokasaru 1a je
o Qz) _ < Q(xk)
P =an [l —a) w55 =3 p i
3axz € R\ {z1,...,2,}. 3pauynarn 36up
S|
CrasoBHUIM J[Ba TPAJIa KOja ce HAJIa3€ HA WCTOj CTPAHU PEKE MIPABOIHHE-

jCKoOTr TOKa mpase yMITy Koja he nx cnabnenaTtn Bomom. Pacrojame m3mely
IIPBOT I'PaJia U PeKe je p, u3Mely Ipyror rpajia U peke ¢, a pacTojambe u3Me-

by rpamosa je r. JlokasaTu ga ny?KWHA IEeBA MOpa 1a Oyme 6ap /72 + 4pq.
Hekacy fi1, fo,. .., fn Iudepennnjabunne dyuxnnje, unja BpeHOCT TAUKH
a #Uje jemnaka mymu. Jlokasarn ma je

(M) @ $- il
[T—1 fi(a) — fr(a)

Hexka cy fi1, fo,---, fn> 91,92, -.,9n Audepennujabunne QyHKIHje Unja,
BPEJHOCT y TaYKH ¢ HUje jeqHaka Hynau. lokaszarm 1a je

(I0) =TT 52 (5 - )

k=1

Heka je f: [1,+00) = R audepennnjabuana dbyHknnja taksa na je
1
— < fl(z) <=z
< f@)se

Hoxkazaru 1a je

lim f(z) =400, lim /()

r—400 z—+oo 3

=0.

JlokazaTu ma 3a MO3UTUBHE Opojese X, 1, a,b Bayku HEjeTHAKOCT

() =)0

Kana Baxku jennakocr? Jlokazaru yollnTemne

n SR Tk n T
Zk:l Tk k=1 Th
ST a H anr

k=1 Yk kel k

3a MO3UTHUBHE OPOjEBE T1,...,Tn, A1, ..., 0n.

IN
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(18) Hoxasaru na 3a a > 0, b > 0 Baxu

1
a+b>1 = a*+b*> 5
(19) Jokazaru ma 3a O3UTHBHE OPOjEBE a1, s, . . ., 4, BAYKU HEjETHAKOCT
a a Ay a
- R R e
az as QA ay

(20) Hokasaru ma je 3a cee m,n € N

m-4+n
2

(21) Jokasaru HejeHAKOCTH

< (mmn”)ﬁ <m+n.

n(n+1)
2n+1 2 1 1
48
3

112233 ...9" < (

zan €N,
(22) Hahu 6poj pewemwa jegnauune
(a) 23 — 622+ 9 =10,
(6) €* =cax?, c€R.
(23) ®yukuuja f: (—a,a) = R je nudepennujabuina u 3a10B0/baBa YCIOBE
f@)+ f(y) _ f(h)

TS e e

Hahwu f. Yoyrcrso: ynopemuru uzpase Koju ce n06ujy audepeHnupameM
nare HyHKIMOHATHE jeIHAYUHE [0 & U 10 Y U 3aKsbydnTu aa je f/(x) = 1+
f(x)?. Tpaxkena dbyukimja je Tanrenc y okoaunu mye. [LoMmTo TaHTeHC
Huje neduHHUCAH 33 CBe peajiHe OpojeBe, TpakeHa (YHKIMja HE MOCTOjU
ako je a > /2. Ako je a < w/2 pememe je f(x) = tgx.

(24) Haupraru cienelie kpuse (1. ucnuraru yHkiuje):
(a) y=(z—2)*3z+1)"/3
(6) y = arcsin NerzEwrwi
(8) y =mwlog ;55
(r) y= m = |=.

(25) HampraTu KpuBy 33JaTy TlapaMeTapcku ca x =t — logt, y = tlogt.

(26) doka3aru HEjeIHAKOCT

‘ 1 1

[E— -
14+a 1—|—b*|a |

3a 1mo3uTHBHE peasHe 6pojese a, b.
(27) okazaru HejeTHAKOCTH

(a) |sinz —siny| < |z — y]

(6) |arctanx — arctany| < |x — y|,

3a cee z,y € R.
(28) Hoxkaszaru sKopdaroey'® nejednarxocm

2x . ™
— <sinz<zr 3a O<z<—.
T 2

153K opnan (Camille Jordan, 1838-1922), dpaniycku MaTeMaTHIap
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(29)

(30)

(31)

(35)
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JlokazaTu HejeTHAKOCT

3 T
tgx>m—|—§ 3a 0<m<§.

JlokazaTu HejeTHAKOCT
z¢<e® 3a x>0.
Hokazaru na 3a {x1,a,...,2,} C (0,7) BaxKu HejeJHAKOCT

ﬁ sin zp < sin (; zn:mk>

k=1 k=1

YuyrcrBo: nokazaru fa je dynkuuja log (sinz) KOHKaBHA.
Hoxkazaru na 3a {x1,a,...,2,} C (0,7) BaxKu HejeJHAKOCT

Heka cy x1,x2, ..., T, TO3UTUBHU peaHU OPOjeBU, TAKBU 1A j€
T+ T2+t =1
n Heka je a > 0. JloxkazaTm HejeTHAKOCT
n a 2 a
1 n“ 41
S (mergr) 2 0EE
T ne—
k=1

Vuyrerso: nokasatu jaa je dynknuja z — (z+ 27 1)® xonsekcHa 3a a > 1
u uckopucruru Jencenony nejegnaxocr (Jlema 5 va crp. 157). Ipyro pe-
meme (3a a > 1): npumenntn Komm-IIsapuosy HejenHakoct (cTp. 85)
HA CyMy
(5 - (s
ne = 1) = VT ——
7 JTOKA3aTh J1a je

n

1
Sl
k1 Tk

3aTuM MCKOPUCTUTH KOHBEKCHOCT dyHKIuje x — % 3a a > 1. Ciyuaj
0 < a < 1 mcnuraTé OIBOjEHO.

Hekacy x1, xs,. .., x, mo3utuBHu peajuu Opojesu. Jloka3aTu HEejeTHAKOCT
n 1 n 1 n
] wre™ DD TN D) il
Heka je dbyuxnmja f : [0,1] = R wenpexkunzana wa [0,1] n andepennnja-

6unna Ha (0,1). Jokazatu na mocroju ¢ € (0,1), TakBO Ja Baxn

1

F) = f(0) = 5(f'() + f'(1 = ).



(36)

(38)

(40)

(42)
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Heka je dyuxkuuja f : [a,b] — R menpekunna ua [a,b] u qudepenuu-
jabunna ua (a,b) u meka je f(a) = a, f(b) = b. dokazaru ja nocroje
passmuure tauke &, 7 € (a,b), Takse ja je

1 n 1 9

1) )
YuyrcrBo: kopucrelin HenpekuIHOCT, J0Ka3aTh 1a nocroju ¢ € (a,b) 3a
koje je f(c¢) = (a+b)/2, a 3arum npumenutu JlarpanxkeBy Teopemy Ha
unTepBate [a,c| u [c, b].
@yukmuja f : [0, +00) = R menpeknana na [0, +00), mudepennujabuina
Ha (0, +00), 3amoBospaBa ycios f(0) = 0 u wen u3Box [’ pacre. Jokazatu

aa je
g(z) = fz)

X

pactyha ¢dyuknmja.
Heka je f : (a,b) — R nudepenuujabuina dynkuuja koja 3am0B0sbaBa
YCJIOB
(@) + (f(x)*> -1 3aceex < (a,b),
U HEKa je

li = li = —00.

Jm fz)=+c0 m  lim f(z)=—o0

Hoxkazaru ma je b—a > .

Hexka je f : R — R gpanyr mudepennujabunaa (pyHKIHja KOja 3aT0BO-
JbaBa yCJIOB

f'(x)+e"f(r) =0 3acsez € R.

Hoxazaru ma 3a ceako T € R dyukmuja f orpanmyena HAa WHTEPBAILY
[T, +00). Ynyrcrso: nokaszatu ja je dynknuja g(z) = (f(x))? + (f/(x))?
HEHeraTuBHA ¥ omasaajyha.

Heka je f : R — R audepennujabuina ¢GpyHKuuja Koja UMa OrpaHuYeH
npBu u3BOJ U Heka je g(x) = 2% + f(z).

(a) Uspauynarn

lim g(z) m lim Lx)
z—+o00 z—=Foo /1 + x4
(6) Hokasaru ma dyHKUMja g HUje paBHOMEPHO HenpekuHa Ha R.
Heka je pyukumja f neduHucana y OKOIMHU TauKe X U HEKA Y TO] TAYKH
nMma apyru u3Boid. lokasatw ma je
h —h)—2
e — i L@+ @ =) =2 (@)
h—0 h?
[Tokazaru npuMEpPOM Ja JIMMEC Ha JIECHO] CTPAHKM MOXKE Ja IOCTOJU U AKO
f"(z) ue mocroju.
Heka je f : (—e,1+¢) — R nBanyr andepennunjabuiana GyHKIMja 0 HEKa
je f(0) = f(1). Ako je
(Vz € (0,1)) [f"(2)] < M,

JOKa3aTu J1a je

sup |f'(z)] <

M
2€(0,1) 2
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(43)

(44)

(45)

(46)

1 — 1 1
- Zakef‘”“ <- fZaﬁefak <
n P e n

(47)

(48)

3. I3BOJI ®YHKIINJE PEAJIHE ITPOMEHJ/bBE

Yuyrcreo: Hamnucaru f(1) nomohy TejiopoBor moauHoMa y OKOJIUHU Tat-
ke z. Ypaauru ucro ca f(0) u onyseru nobujene uspase.
Heka je f : (a,400) — R gBanyr nudepenuujadbunna dbyHkiuja u HeKa
je

sup [f®)(z)] = My, < +o0

r>a
3a k € {0,1,2}. oxkazaru Agamap'® — Komvoropos!” — Jlammayosy me-
jemHaKOCT

M} < 4AMyM,.

Jokazaru omarie na ako MYHKIOUja f WMa OrPAHUYEH IPYTU W3BOI, OHIA
BaXK¥ MMILJINKAIIN]a,
lim z)=0 = lim f'(z)=0.

x—>+o<>f( ) T—r—+00 f ( )
Yuyrcrso: pazsuru f(x + 2h) y Tejiuopos nosmnom ca ocrarkom y Jla-
IPAHIKOBOM OOJIMKY. 3akmydnTn aa je My — Myh + Myh? > 0, omakie
CAeu 13 je TUCKPUMUHAHTA OBOT KBAIPATHOT TPUHOMA HETaTHUBHA.
Heka je 0 < ¢ < 1. lokazaru ga nocroju dbyukiuja y = f(x) 3amara
jeIHAYUHOM

y—esiny =z

u Hahu meH u3Bom.
(a) Heka je f : R — R nudepenuujabusina GyHkuuja Koja je nepuoaudsa
ca nepuogom T'. okazatu 1a je wen usson f'(r) nepmogmana dyHKImja,
ca uctTuM mepuoaom 7.

(6) Heka je P nommuom. Jokazaru aa je dyskimja sin (P(x)) nepu-
OJINYHA aKO M CaMO aKo crereH nosmHoMma P uuje ehn ox 1.
Hexka cy ai,as,...,a, HeneratuBHu peannu OpojeBu. Jlokaszarm Heje-
HAKOCTH

e

4 2 3\" .
L Tlos (2) s
(&
k=1

Hahu

1 1
su + .
z€§<1+|x| 1+|33—1|)

Ila i ce 0Baj CylpeMyM JOCTHKE y HEKO] TadKH!

Hexka cy aq,as, ..., a, peanaun 6pojeBu, TAKBU 1A je
a < ag < ...<0Gp.
Hahu
n
2
inf » (x—ag)
z€R
k=1

Ja nu ce oBaj nHGUMYM ITOCTU)KE y HEKO] TAYKHU?

16A;1aMap (Jacques Hadamard, 1865-1963), dpaHiyckn MaremMarudap
17Kom\/[oropOB (Annpeit Hukosaesuya Konmoropos, 1903-1987), pycku maremMaTadap
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Heka je f : (a,b) = R kouBekcua nudepennujadbusna dynkuuja. loka-
3aTH Ja je
(Vz € (a,b)) f(z) = max (f(t) + f'(t)(z —1)).
te(a,b)

Jatn reoMeTpHjcKy WHTepIpeTanujy oBe jeanakoctu. Popwmynucaté u
JIOKA3aTH aHAJOTHO TBpheme 3a KOHKaBHE (DYHKIIH]E.

ViuyrcrBo: npuMeHuTH JlarpaH:keBy TeOpeMy W YHEHEHUILY Ja IPBU
M3BOJI KOHBEKCHE (DYHKIIHje pacre.
3a xoje p € R dynkimja

fR—=R, f(z)=xz+psinzx

uma judepeHnujabuany naBep3ny Gyakmujy f17?

VY 3aBuCHOCTH O] PEAJTHOT ITapaMeTpa P oapeauTu 6poj pemrema ciaemsehnx
jeHauYnHA:

(a) logx = px;

223 logx + 2% = 4o — p;

)
)
2
r) pe® =1+x+ %5
)
) z+sinz+p=0.






I'JIABA 4

HwuzoBu u penoBu

1. KouBepresnruja Hu30Ba

1.1. ITpumepn. Ilonasmajyhu meduHutnjy mumeca y 06CKOHATHOCTH JATY HA,
crp. 119, kaxkeM0 12 HU3 2z, KOMILJIEKCHHX OPOjeBa MMa I'PAHUYHY BPEIHOCT Zoo,
WIN A KOHBEP2UPA KA Zoo € C, aKO BaxkKu

(Ve >0)3no e N)n>ng = |z, — 200] <. (1)

V toMm cay4ajy numemo lim 2, = 2o WU ,,2;, — Zeo KaI N — 00”. 3a HU3 KOju
y y n o0 bhiad 17 oo rH\
n— oo

HUje KOHBEPIreHTaH KaXKeMo Ja je dugepeenman. Hanomena 8 na crp. 119, napasuo,
BayKM U 3a Jaumece Hu3oBa. Awnajoruja Hamomene 7 ma ctp. 119 je ounrienna um-
IbEHUIIA 1A KOHBEPreHITNja, HU3a He 3aBUCH O] MOHAIAKhA KOHAYHOT OpPOja HEeroBux
9JIAHOBA.

Hamomena 1. JIumec HE3a MO2kKEMO [1a TOCMATPAMO KO CIENMjAIaH CIydaj
numeca pyHKIHje y OeckonadnocTu. lIpenum3Huje, ako je 2, HU3 KOMILIEKCHUX
OpojeBa, HBEMY MOKEMO [1a IPUAPYKAMO DYHKITH]Y

f: [1, +OO) — C, f(l‘) = Z[z]-

Tana je

Zoo = lim 2, & 25 = lim f(x).
n—0o0 Tr—r0o0

Nwmajyhu oBo y Buay, Hehemo noHaB/haT HEKe Beh OKa3aHe CTaBOBE O JIMMECHMA,
dyHKIMja 32 TUMece HU30BA. o

Ipumep 1. Hus x,, = L je kouBeprenTan n nh_)n(lo% =0jepje |t —0/=21<e

3an > [e71]. Cimano ce mokasyje fa je lim (_n—l)" =0. i
n—oo
IIpumep 2. nleréonLﬂzljepje|#H—1|:%<53an>[5*1]. f

Ipumep 3. Hus a,, = (—1)" je nuBeprenTan. 3aucra, OPETIOCTABUMO /I j€
lim,, y00 @n, = aoo. Hexa je 0 < ¢ < 271, U3z (1) cnequio 6m na (Ing € N)n >
no = |an — aso] < € < 271, Taza 6u 3a cBAKO N > N BazKUIO

2 = |(_1)2n - (_1)2n+1‘ = |a2n, — G2nt1| = |G2n — Qoo + oo — A2n41]
< lagn — Goo| + |Goo — Gopy1| <e+e< 2714271 =1,
IIITO je KOHTPAaJAUKIIKja. i

: 1 sinn 1
IMpumep 4. U3 mejennakoctn —- < *0% < = Teopeme o Tpu mmmeca (Teo-

pema 14, 4, na crp. 122) u lpumepa 1 cieau lim % =0. i

n—oo

167
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IIpumep 5. Heka je 0 < 0 < 27. Tama 6ap jeman o HuU30Ba a, = sinnf u
b, = cos(nf) nuseprupa. 3aucra, ako 6u 06a HU3a KOHBEPrUPAJIA, [PETACKOM Ha
JiMec y
sinnf 4 sin(n — 2)0 = 2 cos fsin(n — 1)6,
cosnb + cos(n — 2)0 = 2 cos cos(n — 1)0
Jo6mjamMo
2000 = 208 fane, 20600 = 208 Obso. (2)

IpenackoM na mmmec y cos?nf 4 sin®nf = 1 pobujamo a2, + b2, = 1. Opazye
crenn 1a je 6ap jeman on OpojeBa (oo, boy PA3IMYUT O HyJE, ma u3 (2) mobujamo
cosf =1, mrro je y cymporroctu ca 0 < 0 < 27. i

IIpumep 6. Heka je g € R.

0, lg| <1
. n 1, qg=1
lim ¢" =
n—00 +00, qg>1

He mocroju, q < —1.

Baucra, mexa je ¢ < 1 mwe > 0. Tazma je [¢/7' — 1 > 0, na u3 Bepuymnujese
HejeHAKOCTH U ApXuMesIoBe aKCHoOMe CJIeIn

g™ =+ (a7 = 1))" > 140l ™ —1) >

3a OBOJBHO BesUKO N, Tj. |¢"| < e. To, mo nedwnunmjn, 3naum ga ¢" — 0 Kazm
n — 00. Ako je ¢ = 1 nmamo KoucTaHTaH HU3 ¢ = 1 KOju KOHBeprupa ka 1. Ciyuaj
q = —1 je pasmorpen y Ilpumepy 3. Hexka je |¢| > 1 u M npousBo/baH M0O3UTHBAH
6poj. Ilpumenom Bepuynujese mnejeanakocru gobujamo ¢ = (1 + |q| — 1) >
1+n(lg| —1) > M 3a nososuo Benuko M. Ilo nedunnnujun GeckoHadHOD THUMeECa
To 3umaun ga Cmyuaj |¢"| — oo xam n — oo. Ako je npu tome ¢ > 1, mmamo
q" — oo xKax n — 00. Axo je ¢ < —1, onga je ¢>* > M, ¢*>"*! < —M 3a 10BOBHO
BEJIUKO 71, IITO 3HAYM Ja, Ce OECKOHAYHO MHOIO Tadaka HU3a ¢" HAJa3u BaH OHIIO

KOT oTBOpeHor noackyna y R, pazmuunror ox menor R, ma lim ¢" me mocrtoju 3a
n—oo

qg< -1 f

IIpumep 7. Hus ¢, = 2" y C koHBeprupa ako m camo ako je |z| < 1 mm
z = 1. 3amcra, ako je z = 1 mMaMo KOHCTaHTaH HWU3, a 3a |z| < 1 u3 IIpumepa 6
cremn nma |z"| = |z|™ — 0 Kag n — oo, ma Ha ocHOBY Jleme 13 z™ KOHBeprupa Ka
Hynu. Ako je |z| > 1, usz Ilpumepa 6 ciaequ ma |2 = [2|™ — 0o Kag n — 00, na je
Hu3 (, HeorpaHwdeH, nakJie nuseprenran. Ha kpajy, weka je |z| = 1 u z # 1, 1j.
z =cosf +isinf 3a 0 < 0 < 2m. Tana je 2™ = cos(nf) + isin(nd), na pesyrrar
creqn u3 [Ipumepa 5 un Jleme 12 na ctp. 119.

o mocsiesper 3akibydKa, o ToMe Ja 3a |z| = 1 2™ KOHBeprupa ako u camMo ako je
z = 1, moxkemo 1a nohemo u Ha ciaeaehn vaunu. [IpermocraBumo ma 2™ KOHBEprupa
Ka (oo. IlpenackoM Ha suMec y 2" = 22”1 nobujamo (oo = 2(s0, ONAKIE CIIEIN

z=1. §

Ipumep 8. lim {/n = 1. Baucra, ueka je x, = ¥/n — 1. Taza je
n—roo

n=(4uz,)" = zn: (Z)dg (3)

k=0
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13 Tephema 3 na crp. 3 cieau gajesan > 1 ¢/n > 1 =1, maje z, > 0. Onarie
ClTeIn J1a Cy CBU CAOMPIM y MPETXOIHOj CyMHU TMO3WTHUBHH, 11 je 1mena cyMma Beha o

n
BeHOT JIpyror cabmpka, Tj. > (7)zk > (3)a2 = "(nT_l)x% Opnarne u u3 (3) cienn
Ty < %H,naxn%O,Tj.{L/ﬁ—)lKaﬂ,n%oo. f

Ipumep 9. Hus a, = vn + 1 — /n je xouseprenran. 3aucra

B N E s C R SV 1
Y X B AV e By RV e S

KaJI 1 — OQ. i

—0

Hanowmena 2. Anasoruje Teopeme 13 Ha crp. 122 u Teopeme 14 u3a me, Baxke
¥ 3a JimMece Hu30Ba, uMajyhu y suay Hamomeny 1. o

3anarak 1. Heka je CN ckym ceux xommiexcanx muzosa, b(C) Beros moacky
CBUX OrPAHUYEHUX KOMILUIEKCHUX HU30BA, Tj.

b(C) = {2, € CN | BM,m)m < |z,| < M},

¢(C) cKyl CBUX KOHBEPIeHTHUX KOMILIEKCHUX HU30Ba U ¢o(C) CKyIl CBUX KOMILJIEK-
CHUX HU30BA KOjW KOHBEPTUPAjy Ka HYJIU.

(a) TokaszaTu 1@ Cy CBAKM Ol OBUX CKYIIOBA UMa CTPYKTYPY NPCTEHA Y OIHOCY
Ha omneparyje + u - nedunucane y Ilpumepy 12 ma crp. 14 3a cayuaj X = N u
P=C.

6) dokazaru na je co(C) nuean y ¢

( ) (Buperu dedbununujy 3 uva crp. 13).
(B) Hokazaru na je ¢o(C) naean y b(C).
(
(

C
C
r) Hdokazaru ga ¢(C) uuje npean y b(C).

1) Jda ma je co(C) mueanx y CN? v

1.2. Heonpehenn obummmu. Ilomcerumo ce ma akcmomama peasHux OpojeBa

M TIPABUJINMA 32 PAadyHahe y TMPOIHPEHOM CKYTy peajHuX OpojeBa Koja CMO JaJTh
Ha 21. crpanu Hucy nedWHUCAHN W3pa3u O0JINKA

00 o O

(o)
—, oo—o00, 0-00, 1% o007, ,
00 0

0°. (4)

Yuranan koju je pemmo 3amaraxk 21 ma 119. cTpanu BuIeo je Ja u3pas o2, Kao
JmMec, MoXKe 1a Oyre jemHak OMI0 KOM peasiHoM Opojy, Kao m +oo. pyrum pe-

9nMa, ako a, — 00, b, — 00, JUMeC Hu3a ‘Z—: je meoxapeben, Tj. 3aBuCH O TOra

KaKBU Cy KOHKDETHW HU30BU Gy U b,. Vcro Baxwu 3a ocrane uspase (4), xoju ce
Ha3uBajy neodpehernum odauyuma. Cneneha reopema omoryhasa HaM J1a HEKaJI W3-
padynamo sumece obmuka > . Yuranan he y moj npenosuaru ,, TuCKpeTHy” Bep3ujy
Jlonnranosux npasuia (crp. 148).

Teopema 1. (IIItosmosa' Teopema) Hexa je b, pacmyhiu nus peasruz 6po-
jeea maxae da b, — +o0o Kad n — oco. Axo nocmoju lim a"i%g" € R, onda
n—oo0 ’n n
nocmoju u lim 7 u
n—oo ’n
. a . ap4+1 — @
lim 2 = lim -2
n—oo b,  n—oo by — by

MIronn (Otto Stolz, 1842-1905), aycTpujcKu MaTeMaTHIAD
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An41—0n

b by = L xonagan. Hexka je ¢ > 0. Taga

A TlpermocraBumo mpBO 13 je lim
n—oo

mocroju ng € N, TakBO 71a 3a k > ng BaxKu

g akg+1 — Ak g
L—-—-< ——<L+-.
2 bpgr — by *3

ITomrro je uu3 b, pacryhmn, Tj. byt — by > 0, MHOXKEHEM MPETXO/IHE HEjeTHAKOCTH
ca bi41 — by mobumjamo

(L - g)(bk+1 —by) < Qg1 —ap < (L + ;)(bk+1 )

3a k > ng, na je

n—1 n—1 n—1
(L - %) kz (b1 — bi) < kz (ar41 — ap) < (L + %) kz (B2 = br)
=no =no =no

. n—1 n—1
3a CBaKO n > ng. IlomTo je Zk:no (At1 — k) = Qp — Apygs Zk:no (bpt1 — b)) =
by, — by, , omariae gobujamo

(L - %)(bn b)) < An — any < (L+ %)(bn .

JembemeM 0BUX HejeJHAKOCTH HO3UTHBHUM OpojeM b, — by, nobujamo

e ap—a €
[ — - < "M 4=

2 Tty T
Tj.

an*ano 1>

Tty _p)

by, — bn, 2
Oparne mobujamo
a Ap, — Lb b Ay — @ ap, — Lb Ay — a
J,L’:’M (fﬂ)(qu) <’ no = Lbng | @0 =y |
bn bn * bn bn - bng o bn bn - bno

pyru cabupak Ha JeCHOj CTpaHu je Mamu of 5 3a n > ng. [lomro b, — oo,
mocroju np € N TakBO 12 je MpBU CabWPaK HA JECHOj CTPAHU MAFhU O % 3an > ng.

Oparne cienn
a
n > max{ng,n1} = b—n - L’ <eg,
n

ITO 3HA4M Ja je lim 7= =
n—o0 “n

. . An41—0n .
Cnywaj lim m=—= e T 400 cBOaM ce Ha TpeTxomauu. Tasa je, 3a JOBOJHHO
n—o0 °m n

BEJIUKO My Apt1 — Gy > bpi1 — by, 12 je nus a, pacryhu (1oues oz HeKOr 4jiaHa) u
a, — +0o Kam n — oco. [Ipumenom mokasanor Teplema mHa % nobujamo
bn+1 - bn

. by .
lim — = lim
n— oo an n— o0 a’ﬂ-’rl —_ an

Tj. nli_)ngo‘g—: = +o00. \V4
IMocnemuua 1. (KomwujeBa Teopema) Axo nu3 a, konwseepzupa u lim a, =
n—oo

oo, OHOG KOHEEP2UPA U HU3 GPUMMEMUYKUTL CPEOUHA
al +a2+...+an
n

A, =

u eadicu lim A, = .
n—oo

A JToka3 ciaemgu u3 IlTonmose Teopeme. v
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Ilocanemuma 2. Akxo nu3 a, KOHEEP2UPA KG (oo, OHOG KOHEEP2UPL U HU3 the-
208UT TAPMOHUJCKUT CPeIUHA

n
H, =
I 1 i
ata Pty
u eastcu lim, oo H,, = og.
A Crienn 3 IPETXOHE TOCIeIuIe, TpuMerheHe Ha 1/ H,. \V4

Ilocnemuna 3. Heka je ap, >0 u lim a, = as- Tada nus G, = /aias - an
n— oo
260MEMPUJCKUT CPEOUHA KOHEEP2UPA U GAICU

lim aias - a, = Goo-
n—oo

A Hoxa3z ciaenu u3 mpumene Illtonmose Teopeme Ha log G, win u3 HEjeTHAKOCTH
H, <G, < A, u nperxoiHe ABe MOCIEIAIIE. \V4

IIpumep 10. Hexka je

n

14 V24 VB4
- :

13 Iroamose reopeme u [Ipumepa 8 cienm lim a,, = 1. f
n—oo

Ipumep 11. Heka je z, (n = 1,2,...) Hu3 mo3uTUBHUX OpOjeBa TaKas Ja

OCTOjU

. Tn
lim

n— oo x’l’L*l

Tana je un3 {/x,, KOHBEPreHTaH U

lim = lim z,.
n—00 Lp_1 n—oo

OBo TBpheme Moxke ma ce m3pene u u3 Ilocmeaune 3 nmpuMemeHe HA TEOMETPHjCKE
CpeinHe YIaHOBA HI3a,

Tn
Yn = s
Tn—1
rie je rg = 1. il
3amarak 2. Hexa je k € N. Uspauynaru lim,,_ (w - kLH) v

1.3. KonBepreHuuja n HempekugHocT. llojaM HEmpekw HOCTH U JImMeca
PyYHKIHTje MOXKe Ce CBEeCTH Ha TojaM JIMMeca Hu3a.

Jlema 1. Hexa je & € C mauka nazomunrasarsa ckyna Z C C. Tada nocmoju
HU3 zp, € Z maxas da je lim z, =&.
n—oo

A Heka je B(¢, L) = {2 € C ||z —¢| < 1}. To nedunnumju Tauke naromusasa-
wa, 3a ceako n € N ckyn Z N B(E, %) je HempasaH, Tj. 3a CBAKO 71 MOCTOjU TAYKA
Z2n € ZNB(E,L). U3 |z, — & < + cnenm 2, — & xag n — oo. \VA
Teopema 2. Axo je & mauka Hazomuaaeara ckyna Z ouda je A = liné f(z)
z—
aKo U Camo aKo 3a c6axu Hu3 z, € Z \ {&} savicu

lim z, =¢ = lim f(z,) = A. (5)

n—oo n—oo
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A Heka je A= lim f(z) u lim z, = ¢. Heka je ¢ > 0. Taga
z—E& n—00

(F>00<|z—& <6 = |f(zn) — Al <e.

Moo z, = {Kagn — 0o U 2, &, (3ng € N)n > ng = 0 < |z, —&| < 0. U3 oBe
ase uMmmukanuje ciean f(z,) — A Kag n — oo.

IIpermocraBuMo casia 1a 3a cBaku HU3 2z, € Z \{{} Baxu (5) u na A Huje muMec
dbyukuuje [y rauku zg. Tazga

(3e > 0)(Vn € N)(32p € 2)0 < |2n — €] < % Alf(zn) — A] > .

Taza uu3 z,, kouBeprupa Ka &, anu f(z,) He KOHBeprupa Ka A, mTo je y CynpoTHOCTH
ca (5). \Y

Ilocnemuna 4. Heka je Z C C. @ynwuyuja f : Z — C f je nenpexudna y
mauky ( € Z KO U CaMO aKO 34 COAKU HU3 Zp € Z 80MHCU

lim z,=¢( = nh_}n;(}f(zn) = f({).

n—roo
A JTokas ciaenu u3 Teopeme 12 u Teopeme 2. \V4
3anarak 3. Heka je z,, >0 u li_>m Ty = Too. JOKazaTu 1a je
n (oo}

lim ¥/x1-29-... Ty = Too-

n—oo
Y1yTcTBO: TIOCMATPATH HU3 Ay = 10g, /X1 -« - - - Ty, ¥ UCKOPUCTUTHU HEMPEKUTHOCT
JiorapuTaMcke u ekcroHeriyjasae ¢gyukiuje u llTommmoBy Teopemy. v

IIpumep 12. Jdupuxieosa’ dpynkiumja
1 z€Q
0 z¢Q

je mpekuIHA y CBAKOj TAYKW. 3aucCTa, W3 IycTuHe cKymna Q Ha peajiHoj mpaBoj
ciaeau Jia 3a cBaky Tadky To € R mocroju mu3 ¢, € Q rakaB ma ¢, — g, a
tume xq(¢n) — 1, kax n — co. Ca apyre crpane, MOCTOJU W HUA3 MPAITHOHATHUX
6pojeBa a;, KOju KOHBEPTMpa Ka Io, jep y CBAKOM WHTepBamy (xg — %,xo + %)
nocroju upamnuoHasan 0poj (uxade 6u Q 6uo Henpebpojus). 3a TakaB HU3 BAKU
xq(ay) = 0 kax n — oo. Opatie, Ha ocuoBy Teopeme 2 cremu na Jupuxiieosa
PyHKIHja HEMa JTUMeC HU y jeIHOj TAadKH, A Y CBAKO] TAYKHA MM HEOTKJIOMHUB

MPEKH/I. f

xq:R—R, XQ(x):{

3anmarak 4. /lokazaru n1a je dyHkumja

f() r, x€Q
€T =
0, =¢Q
HENPEKWIHA, ¥ HyJIW, & MPEKHUIHA Y CBUM OCTAJIUM TAadKaMa. v

3amarak 5. lokasarn ga je byrkunja f : [0,1] — R, nedunncana ca

x, reQ
ﬂx)z{w% ¢ Q

senpekuana y 0 u 1 u npeakuana y ceuM Taukama unrepsasa (0,1). v

2[[I/IpI/IXJIe (Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859), Hemauku MaTeMaTHdap
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3anmarak 6. /lokazaru 1a je byHxuuja

sinz, reQ

) = 0, xreR\Q

HENpEeKUIHa y CBUM Tadkama ckyna {km | k € Z} v npekusHa y CBUM OCTAINM
Ta4IKaMa. v

3anmarak 7. Heka je dynkuuja f: (—1,1) — R neupekuuna y nysiu, raksa ja
je f(x) = f(2®) 3a cee z € (—1,1). JlokazaTu ja je f KoHcTanTHA DYHKIIH]a.
Yuyrcrso: dokasarn ma je f(z) = f(0) (™ — 0 kag n — 00). v

3anarak 8. U3 Ilocnemure 4, JIeme 1 u nedunumnmje 3aTBOPEHOr CKYyIa U3BECTH
apyru nokas Ilocmemute 6 ca cTp. 107. v

1.4. ITogan3oBu. Tauke HarommiaaBama. [loguns Hm3a n — 2z, je HU3
k= zp(ry, T je k — n(k) nexo crporo pacryhe mpecimkaparme.

Jlema 2. Axo je lim z, = 2o, onda je lim z, ) = 200 30 C6AKU NOOHUS Zy()) -
n— 00 k— o0

A JIokas cjaeny JUPeKTHO u3 JAedUHALK]e KOHBEPreHiuje. v

Hepunumuja 1. Tauka ( € C je Tauyka HaroMmiaBama Hu3a z, € C ako
TIOCTOjU MOJIHU3 Zp (k) TAKAB Ja je lim z,) = (.
k—o0

IIpumep 13. Hus a,, = (—1)" +n~! uma ape Tauke HaroMuIapama, az, — 1,
asn—1 — —1 Kamn — oco. Huz b, = n+(—1)"(n+n"') nma jenny tauky nHaromusa-
Bama, Hy1y. Hus z, = i" +n~! uMa "ernpu Tadxke HaroMunasama. Y Teopemu 15
Ha cTp. 46 cMO BuIesM f1a ce CKyIl PaluOHAJHUX OpojeBa Moxke mopeharu y Hus;
u3 Teopeme 12 na 40. crpanu ciegu na 1aj HU3 UMa OECKOHAYHO MHOIO TA4aKA
HarOMMJIABabA. f

Jlema 3. Ax0 z, — 2o K0 N — 00, OHAA J€ Zoo jEOUHA MAYKG HAZOMUNAEAIHA
HUBA Zp.

A Jlokas cnemn u3 Jleme 2. \VA

Teopema 3. (Bosmano—Bajepmrpacosa TeopeMa 3a au3ose) Ceaxu ozpa-
HUYEH HU3 KOMNAEKCHUT OpOjesa uma MmayKy HG20MUAABAILA.

A Heka je z, = x, + iy, orpannven mu3, Tj. |z,| < M. Tlomro je |z,| =
VN|Znl? + |yn|?, u Hu30BY 2, Y, Cy OrpaHUYEHU, 1A j€ JOBOJHHO JOKA3ATU TEOPEMY
3a peajiHe HU30Be.

Hexka je a, orpammuen um3 peanuux 6pojesa. Ckym A = {a, | n € N} je
orpannyer. AKO je OH KOHAYaH, OHJA MOCTOjU Oap jeaHa Tadyka ¢ € A TakBa Ja
je a, = a 3a 6eCKOHAYAH CKYII MHJIEKCA N, N2, .. ., 14 € Un,, Gn,, - . . KOHBEPIEHTAH
(rayHMje, KOHCTAHTAH) IIOJHU3 HU3A G, KOju KOHBeprupa ka a. Ako je ckyn A Gec-
KoHa4aH, oHma OH, 0 Teopemu 20 Ha crp. 52 mMa Ta4Ky HAromMusiIaBama a. llo
AedbuHUIMjU TaYKe HaroMuIaBaba, 3a csako n € N nocroju aym) € (a — %7 a+ %)
Iorrro, mo neduHUINjU TaUKe HATOMIJIABAKA, Y CBAKO] OKOJIMHU TAYKE ¢ UMa, DEec-
KOHAYHO MHOrO Tavaka ckyna A, 6pojesu k(n) mory Gutu msabpanu Tako Ja je
k(n) < k(n+ 1), 1j. Tako ma je aj(n) TOTHA3 HU3A Gp. U3 agm) € (a — %,a + %)
CTeIN /14 j(p) KOHBEPIUPA Ka a. \V4
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Tepheme 0OpHyTO TBplEwmy nperxomne jieMe HUje, Y OMIITEM CIydajy, TAdHO:
tadka 0 je jenmna Tadka HarommiaBama Huia b, u3 Ilpumepa 13, a oBaj Hu3 Heo-
IPaHMYEH, 11a 3aT0 U JUBEPreHTaH.

Hepunumnuja 2. Hajsehy Tauky nmarommmaBama Hu3a , € R #Ha3zuBamo me-
TOBUM 20PHUM AUMECOM AT AUMECOM CYNEPuopoM W O3HadaBaMo ca limz, wmim
limsup x,,. Hajmamy Tauky maroMmunaBama HU3a T, € R HasuBaMO HeroBuM 00-
BUM AUMECOM HIIL AUMECOM UNPEPUuOpoM U O3HAUABAMO ca limz, wmu liminfz,.

Jlema 4. 3a Hu3 peasnur 6pojesa a, 6aHCU €KEUBAACHUU]A

lim a, =L < lima, =lima, = L.

n—oo
A lima,, = lima,, = L ako u caMo0 aKo je JIAMeC CBAaKOI' II0AHU3a HU3a d, jejHak L,
IITO je eKBUBAJEHTHO ca lim, oo a, = L. \V4

Hepunumnuja 3. Heka je ( € C tauka narommiaBama ckyna Z C C. Topwu
aumec i aumec cynepuop dyuxiuje f: Z — Ry tauku ¢ (y osnamu lim, ¢ f(2)
uyu limsup,_, - f(2)) je cynpemym ckyna tadaka HaromMusaBarma CBUX Hu3082 f(2,),
rae Z \ {¢} 3 z, = ¢ xag n — oo, 1j.

lim f(z) = sup{limf(z,) | zn € Z\ {¢}, lim z, = (}.
n—oo

z—C

Jowu aumec win aumec unpepuop byukimje f : Z — Ry rauku ( (y o3Hamm
lim, . f(2) mmu liminf, ,¢ f(2)) je wadumMy™m ckyma Tadaka HArOMITaBama CBUX
umzosa f(zy,), rne Z \ {¢} 3 z, = ¢ kag n — oo.

Jlema 5. @yuxyuja f uma eparnusny spednocm y mavwky zo € D(f) axo u camo
axo je
lim inf f(z) = limsup f(z) = lim f(2).
z—( z—C z—(¢

A Hoka3 cnenu u3 Jleme 4 u Teopeme 2. \V4

3amarak 9. [Jokasaru na je ¢dynkuuja f : D — R nosynenpekujiHa o030
(Bumetn crp. 116) y raukm ¢ € D ako U caMO aKO BayKW

lim inf f(z) > £(Q).
z—(
Qopwmysucaru u g0Ka3aTu oarosapajyhe tspheme 3a moryHenpeKuIHoCT Og03r0. v

Bamarak 10. (a) Heka je a, nus y R u @, = supys,, an, @, = infy>pa,.
Joxkazatu na je

lima,, = lim @, = inf @,, limae, = lim g, = supa,
n—o0 neN n— o0 neN

(6) Heka je ¢ € C rauka naromumiasamwa jgomena Z C C byukuuje f: Z — R,
d>0u B((,0)={2z€C||z— (| <d}. Debunummmo

f(8) :==sup f(ZN B((,9)), f(0) :=inf f(Z N B((,0)).
Jokazaru na je

T f(2) = lim F(0) = im0 7). lim, of(2) = Jim (3) = sup £(9).
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(B8) Heka cy f,g : A — R ase dyukuumje (unu gsa musa, ako je A = N).
JlokazaTn 1a BaxKu

lim f(2) =n & lim,_,, f(2) = lim, 0 f(2) =17
lim(—f) = —limf, lim(—f) = —limf
f<g = limf <limg Alimf < limg

limf + limg < lim(f + g) < limf + limg,

limf + limg < lim(f + g) < limf + limg.
Axoje f > 0mu g >0 onna je

limf - limg < Tim(f - g) < lim - limg,

limf - limg < lim(f - g) < lim - limg.
Axo je f >0, ouma je

im 1 . 1 1

im— =—, lim—- =—.

[ lmf [ limf

YuyrcrBo: Bumern 3amarak 15 na 111. crpanu. v

IIpumep 14. VcourajMo KOHBEPTeHIH]y HHA3A a4, AePUHUCAHOT ca a; = 1 u

1
TTa. (6)

MHIyKnmjoM ce JaKo moKasyje fa je a, > 0. Ilpemackom ma lim y (6) u mpumenom
cojcraBa u3 3agarka 10 (B) mobujamo

Ap4+1 =

— 1
Tima, = ———, 7
"= T Tman (7)
Cimmuno, npejiackoM Ha lim y (6) mobujamo
1
lima, = ————. (8)
1 + lima,,
Pemapamem cuctema (7) (8) om aBe jemmaumme ca aBe memosmaTe lima,, lima,
nobujamo lima,, = lima,, = ‘/“?’271, ma je lim a, = \/5271. i
n—oo

3amarak 11. Heka je a, Hu3 no3utuBHuX OpOjeBa ca OCOOMHOM
(Ve > 0) (3ng) (Vn > ng) (Vk) aptr < an +¢.

JlokazaTu j1a HA3 @, KOHBEPTHUPA.

(VIyTCTBO: NPUMEHUTH HA HEJEAHAKOCT Uptk < dn + € FOPHU JHMeC 110 K, a
3aTUM Ha HOBOMOOHjEHY HEjeTHAKOCT MPUMEHUTH JIOY JTUMEC IO 1 3aK/by IUTH 11,
Cy JIOBbU ¥ I'OPHY JIMMEC jeJHAKH ) v

3anmarak 12. Heka 3a Hu3 a,, Baxu
0 S Qm+4n S Am +an-

Joxkazatn ma nu3 = xomseprupa. [lokasatu jga Ge3 mpee HejeTHAKOCTH, Tj. CaMO
101, IPETIIOCTABKOM
Am+n S Gm + Qn,

An

HUM3 T WM KOHBEPIMPA WJIM MY j€ JIUMEC —O00 U JIa je

. a'n, . a”fL
lim — = inf —.
n n
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Oso TBpheme je mosnaro kao Pexereona® gema. v

IIpumep 15. U3pauynajmo ropmwu u 0wy jJumMec DyHKIje
22 _ 52

f:C\{0} =R, f(Z):W

y myau. IlpesackoMm Ha mojapuu 3amuc z = rcisf gobujamo f(rcisf) = 2sin 26,

onaxne ciemu jga je (y osmakama mu3 3agarka 10) f(0) = 2, f(6) = —2. U3 3a-
narka 10 cana ciemu lim, o f(2) = 2, lim, ,,f(2) = —2. i

IIpumep 16. Hexka je a, > 0. Taga je

..a 1 . e -—a 1
lim —* < lim ¥/a,, <lim {/a,, < th,
Ay Qp

WUJIY, €KBUBAJIEHTHO,

—a S a
Im—" <« R = lim¢a, <R n lim—"L >r = limya, > (9)

Qn, Qnp,
Bamcra, Heka je lim22+t: < R. Tama 3a meko ¢ € (0, R) moctoju ng € N, Takso

Qn

aa je L < R —¢, na je

Gp41 Gnp Gng
< << Tmo
(R—e)tt = (R—e)» =~ (R—¢g)™
3a n > ng. Onarae caeau ga je (Vn > ng)a, < C(R—¢e)", rue je C = (R‘i%, Tj.

{a, < (R—e)VC.

IIpenackom ma lim (1 xopumthemewm lim V/C' = 1) go6ujamo nejemmakoct (9) 3a lim.
Hejennakocr 3a lim mokasyje ce Ha MCTH HAYHH. f

ITpumep 17. U3 IIpnmepa 16 ciemn na, ako mocroju lim #2+L omzja mocroju
n—oo n
u lim /a, u Baxu
n—oo

. . An+1
lim {/a, = lim —=F ,

n— 00 n—00 Oy

quMe CMO JaJin ApyTu a0Ka3 tBphema u3 Ilpumepa 11 ma crp. 171. f

1.5. Mounorounu Husosu. Hus a,, peannux 6pojesa 30BeMo Mmoromonum (pa-
cmyhum unu onadajyhum) axo je npecaukasame a @ (N, <) — (R, <), n — a,
MOHOTOHO (pacmyhie wiu onadajyhe) y cmuciy nedbununuje Ha crp. 36 (wiu Ha
crp. 114). Jokas cnenehe reopeme je anasoran nokasy Jleme 15 na crp. 121.

Teopema 4. Csaxu MOHOMOH U 02PAHUYEH HU3 j€ KOHBEP2ZEHMAH.

A Heka je a,, pacryhu u orpanuden uu3. Tazna je ckyn A = {a, | n € N} orpanu-
yeH. Hexka je ao, = sup A. Taga a, — as Kag n — 0o, 3aucra, u3 gedpuHuLuje
CyTpeMyMa CIeH Ja 3a CBaKO € > 0 mocToju ng € IN TakBO [1a je Qoo —€ < Upy < Goo-
U3 MOHOTOHOCTH HUBA A, CEIN T je a — € < Gn < G 33 CBAKO 1 > N, MITO 3HATN
J1a je as = lim ay,. \V4
n—oo

Jlema 6. Axo je nus a,, pacmyhu u neozpanuven, onda a, — +0o0 Kad n — oo.
Axo je wus b, onadajyhu u neozparuuen, onda b, — —oo Kad n — oo.

3Pekere (Mihaly Fekete, 1886-1957), Mahapcko—u3paejcku MaTeMaTudap
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A Hexka je M > 0. Ilo mpermnocraBiu, HA3 a, HUje ONPAHUYEH O03T0, Ia MOCTOjH

ng € N 3a koje je a,, > M. Tana je, 36or MmorOTOHOCTH, @, > M 3a cBaKo n > ng,

IITO, IO AepUHUINjH OECKOHATHOT JTUMeca 3Ha9H 13 je lim a, = +oo. Ha camuan
n—oo

HaYUH ce Jokasyje m lim b, = —oo. v
n—oo

IIpumep 18. Hexka je ¢ > 1. Jlokaxkumo 1a je

lim — =
n—o00 qTL
Heka je a, = %. Taza je
Gpy1 = n;;]lan. (10)
IlomTo je %‘11 — % < 1, 3a AOBOJHPHO BEJIMKO 1 BAXKHU Apt1 < Ay, Tj. HA3 G, j€,

modes ox mekor n, omanajyhm. Ilomro je a, > 0, Hu3 z, je orpanmven 0103710,

na a, — (s Kam n — 0o. Ilpemackom wa amvec y (10) Z06MjaMo Goo = ¢ aoo,

oakJie, 30or q > 1, cmean aq, = 0. f
3anarak 13. Nspauynaru lim % 3a ¢ < 1. v
n—oo 4

3amarak 14. Heka je ¢ € C, |¢| <1 u k € N. [okazaru na je
lim n*¢" = 0.
n—oo

YnyrcrBo: Heka je an, = [nq"|. dokasatn xa je “= = (14 1/n)k|q|. Bakmyann

Ja je a,, onanajyhn HA3 KOju je orpaHmdeH 003710, [1a 3aT0 KOHBeprupa. IIperackom
Ha mMec y any1 = (14 1/n)¥|qla, saxmyuntu na a, — 0. v

IIpumep 19. Kopucrehun 3amarak 14 mMoxkemMO ma JaMO jOII jedaH ITOKa3 9H-
ILeHUIIE A je

lim {/n=1. (11)

n— oo
Heka jee > 0u ¢g=1/(1+¢). I3 Banarka 14 crenu na je

n
A T
ma moctoju ng € N, TakBO 71a je 3a n > ng
n
(I+e)n <1
onarie cremu {/n < 1+ e. Tomro {/- pacryha dbyukimja, saxku 1 = (/1 < /n,
ma mobujamo 1a je
1< m<1+e, . |/n—1|<e

3a n > ng. i

3anmarak 15. okazaru (11) npumenom JIonuTajaoBOr mpaBuia. v

ITpumep 20. Heka je a > 0. 13 Apxumenose akcuome cjieau na je ang > 1 3a
meko ng € N, ma je 3a n > ng
1 1 ) 1
*S*Saﬁnoﬁna TJ.
n -~ ng Vn

< {a < {/n.

IMomro je lim {/n = 1, omarne ciemu ga je lim a =1 i
n—oo n—oo
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IIpumep 21. Jlokaxkumo aa je 3a cBako z € C

n

lim — =0.

n—oo n!
. n n . . . .
[omro je 27| = % u lim a, =0 < lim |a,| =0, 10BOBHO je JOKa3zaTh Ja je
N - n— 00 n— o0

n

lim — =0
n—oo n!

3a cBako ¢ > 0. Heka je a, = L;. Tana je

q
Ap1 = man’ (12)
na je apy1 < ap MOoUeB o7 HeKOr n. IlomiTo je a, u orpanuder on0310 (a, > 0), on
UMa TPAHUYHY BPEJHOCT Goo- llpesiackom Ha sumec y (12) mobujamo as = 0. f

IIpumep 22. Huz

1 1 1
je pactyhu, jep je Sp+1 — Sp = (nil)z > 0. JJokakuMo J1a je OH OrpaHu<€eH 0/103T0.
U3 k? > k(k — 1) cnenn 15 < gy = 507 — %o 714 je
<1+(1 1)+(1 1)+ +( ! ! )+ ( ! 1) 2L
Sn R JR— [N — —_ = —_ .
1 2 2 3 n—2 n-—1 n—1 n n
Opmarse cieau na je s, KOHBEPTEHTAH. f

IIpumep 23. ¥V Ilpumepy 15 na crp. 26 cmo aedunucanm 6poj e Kao

1\"
e::sup{(quf)
n

Tom npuimkom cMmo jokasanu u ga je uus (1 + %) orpannyen. JlokaxkmMmo ma je
oH u MoHoTtoHO pacryhu. PassBujamem nmo 6mHomuOj popmysu u ymupomrhaBamem
ounoMunx koebunujenara kKao y (22) ma crp. 26 gobujamo

() -

nGN}.

n

IA
M=
/N
z)m
> l
=TT
/N N
—
|
7
+k)
A
N—
N——

T
[
I
3~
N—
N—

= O

k=0 j=0
n+1 k—1
<2 (o I (7))
k=0 v j=0
1 n+1
= (1+7h)
Tume je mokazaHo /1a je HU3
1\n
Ty = (1 + 7)
n

pacryhu, onakse cieau j1a je OH KOHBEPI€HTAaH U J1a BaXKU

1\"n
e:= lim (1—1—7) .
n

n— oo
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3anarak 16. [lokazaru ma je Hu3

1 n+1
ne 143
n

omazajyhu u ma je meros jgumec e. v

IIpumep 24. Jokaxkumo zaa je e upanuonaian 6poj. 13 (22) u (23) na crp. 26

cjaenu
"1
e<y, T
k=0

3a cBako n. Ca apyre crpane, u3 (22) ciemu 1a je 3a CBAKO m > n

1\m m 1 k—1 ] n 1 k—1 ]
() =X GEIO-0) =X (GHH0-7) o
k=0 7=0 k=0 7=0
IMpenazehu na lim , uz (13) Bugumo ga je
m— o0
>1 1 1
Onarne u u3 (22) ua crp. 26 cieau
. 1 1
e:nlgn;o(l+ﬁ+~~~+a). (14)

Osnayumo Hu3 Ha AecHoj crpanu y (14) ca x,. Taga je

1 1 1 1
(n+1)! L+ a2t (n+2)-(n+3) ot (n+42)‘.4,-(n+k))

1 1 1 1
<tzo\tamt ottt o
1 nt2 1
< Al <
y TOCTeameM KOPaKy KOPHUCTHIIH CMO HejemHaxocT 425 < 1) TIpemnackom ma
(n+1) n
lim mobujamo
k—o0
1
0<e—z, < —,
nln
Tj.
1 1 0
€:1+ﬂ+"‘+m m (15)

3a nexo 0 € (0,1). Kaza 61 6uno e = ™+ 3a neke nese 6pojese m u n, us (15) 6u,

nociie MHOXKema ca nln, caeguio m = k + 0 3a weko k € N, mro je memoryhe 360r

6 < (0,1). i

IIpumep 25. Heka je A € R. U3 Ilpumepa 23 u mempexkugHocT byHKIIH]jE
y >y cremn ga je lim (1 + %)mA = ¢*. CMmenoM n = mA gobujamo
m—r0o0

n—oo

lim (1 + %)n = (16)

Ha ucru naunn kao y Ilpumepy 24 nokasyje ce na je uus (14 %)" pacryhu 3a cBako
A € R, na ce smmec y (16) MoxKe 3aMEHUTH CyIIPEMYMOM. f
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3anarak 17. [lokazaru ma je

) vn! 1
lim — = -
n—oo n (&
Yuyrcrso: uckopucturu IIpumep 17 na crp. 176. v

1.6. Kommjesn HuzoBu. Ilojam Kowmujesor nusa, Ha Koju ce ognocu caejehia
neduHHUITja, yBeOo je Boanano, 3a peajine HU30Be.

Hedwmuunuja 4. Huz z,, kommiekcaux 6pojesa je Kowujes ako
(Ve > 0)(3no € N)m,n >ng = |zm — 2n| <e.

Teopema 5. (Komujes kpurepujym koHBepreHuuje au3osa) Hus z, € C
Koneepaupa axo u camo axo je Kowujes.

A TlpernocraBuMo 71 HU3 z, KOHBEPTHUDA Ka Zo,. Heka je € > 0. Tama mocroju
no € N TakBo /1a BazKI 1 > Ny = |2, — Zoo| < 27 'e. Tazja 3a m,n > ng Baxn

|Zm - Zn| = |Zm — Zoo T Zoo — Z7L| < |Zm - Zoo‘ + |Zoo - Zn‘ <27% + 27e = &
IIITO 3HAYH /1A je Hu3 2, Kormmjes.

IIpermocTaBumo caga na je un3 z, Kommjer. Heka je € > 0. Tazna je, 3a nHeko
no € N |z, — 2z, | < &, Tj.
20| — & <lzn| <lzno| + ¢ (17)
3a CBAKO N > ng. llomITO 4JaHOBA HW3a CA WHIEKCOM MAHUM O Ny UMa KOHATHO
muoro, u3 (17) cienu na je Hu3 z, orpanudex, na u3 Teopeme 3 cieau ma HU3 2,
MMa KOHBEPI€HTAH MOJHU3 Z(n). O3HAYMMO JIMMEC OBOT NMOJHM33 Ca Zoo- Heka
je € > 0. Tana 3a neko n; € N Baku n > n1 = [Zpn) — 2oo| < 2-1e. Tomro
je mm3 Kommjen, 3a wexko ny € N Baxn n > ny = [z, — 2i(n)| < 271'e. Heka je
ng = max{ni,na}t. Taga 3a n > ng Baxm

‘Zn_zoo| = |Zn_zk(n) +Zk(n) _Zoo| < |Zn_zk(n)|+ |Zk(n) _Zoo| < 2_15+2_15 =&,

Tj. 2, KOHBEPTUPA KA Zoo- \V4

ITomohy kapakrepusauuje sumeca npeko nuzosa (Teopema 2 na crp. 171) no-
oujamo ciemehy mocnenuiy Teopewme 5.

IMocnemuua 5. (Komwujes kpurepujym eraucrennmje jgumeca) Hexa je
X C C un mauka nazomurasarsa cxyne X. Tada nocmoju lim f(z) axo u camo
z—n

axKo

(Ve >0)(F>0)(Vz,w e X)0< |z—n| < 0N0O< |Jw—n| < = |f(z)—f(w)| <e.
(18)

A Heka Baxku (18) u neka je z, nu3 y X koju kouseprupa ka 7. Heka je ¢ > 0
OpOU3BOJHHO U § TakBo ja Baxku (18). IlomTo 2, — 1, 3a JOBO/HFHO BEJIMKO 7g BAKA

n>ng = |z, —n| <6,

na W3 (18) cuenu na je nus f(z,) Kowwujes. 113 Teopeme 5 cienu 1a on konseprupa
ka HekoM A € C. Heka je w, Ipyru HU3 KOju KOHBeprupa Ka 1. Tama vus f(wy)
KouBeprupa Ka Hekom B € C. U3 (18) mako caeau ga je rana A = B. Baucra, 3a
OpOU3BOJBHO €1 mocToju § TakBo Ja Baxku (18). IlomrTo cy 3a 10BOJBHO BEJHUKO 7
U zp, ¥ Wy y 0—OKonuHE Tadke 1), u3 (18) cuenm na je |f(zn) — f(wn)| < €1 3a cBe
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ocuM KoHa4yHO MHOro n. Ilpenackom Ha jaumec gobujamo |A — B| < g1, a omarie,
OIITO je €1 Mpou3BobHO, A = B.
ITpema Teopemu 2 na crp. 171 1o 3nauu xa je lim f(z) = A.
Z*)'I’]

O6puyro, neka je lim f(z) = Au e > 0. Ilo gebununuju mumeca
z—n

(B>0)|z—n <o = |f(z)—A\<§.

Tana, ako cy z n w Tavuke ckyma X 3a Koje Baxu |z —n| < § u |w —n| <, onna je
1f(z) = fw)[ = f(z) = A+ A= f(w)] < [f(z) — A| + [A = f(w)| <&,

qume je (18) moxazamo. \V4

IMocnenuna 5 ce nexkan dbopmysume nomohy nojma ocyuaayuje gyrxyuje.
Hepuuaumuja 5. Heka je X € Cu f : X — R orpanumuena dyHrumja u
A C X. Bpoj
w(f, A) == sup |[f(z1) — f(z2)]

T1,T2€A

Ha3UBa ce ocyuaayujom Pyrnkyuje f Ha ckymy A. Heka je o Tauka HaroMuiaaBama
ckyma X. Bpoj

w(fv 1’0) = lim w(fa XN B(Qj()’ 5))5
6—0
rae je B(xzg,d) jonTa ca MEeHTPOM Z ¥ TMOJIYTIPEYHUKOM §, HA3WBA Ce 0CUUAAYUJOM
pynrwyuje f y mavwwu xg.
Axo je f: X — R peanna dyukimnja
M(f,x0,0) =sup{f(z) |z € X, |z — x| < 0},
m(f,xo,6) = nf{f(z) |z € X, |z —xo| <d}. ~

OHJIA Ce OCIMIAIINja y TAYKHU Tg MOYXKE HATTUCATH U Y BUIY

w(fa Io) = lim (M(f7 Zo, 5) - m(f7 Zo, 5))
6—0
Tlocmenuiy 5 cazma moxkeMmo fa GOPMYTUINEMO HA Caeaenu HATHH.

Ilocnemuma 6. @ynxyuja f: X — C je nenperkudna y mauku Ty aK0 U CAMO
axo je w(f,xo) = 0.

3anarak 18. Hekajea € Ru f : [0,a) — R nenpekunna dbysknuja. JJokazatn
Ja je f paBHOMEpPHO HEIPEKUIHA aKO M CaMO aKO MOCTOjU
lim x).
m—>a—0f( )
JlokazaTu 113 jemaH CMep OBE €KBHUBAJICHIIMjE HE BAaXKW 33 OECKOHAYHE WHTEPBAJIE:
JIATH TIPEMep pAaBHOMEpHO HenpekuiHe GyHKImje g : [0, +00) — R koja Hema smvec
y +oo. Jla nu BaxKu Apyru cMep 3a OeCKOHAYHe WHTepBase? v

Ipumep 26. Hus a,, = (—1)" u3 Ilpumepa 3 ua crp. 167 uuje Komujes, jep
je |ant1 — an| = 2 3a ceako n € N. To je jom jenan Hadun ga ce BUAM 1a OBaj HU3
JIMBEPTHPA. f
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IIpumep 27. Huz

1 1
2 n
JIMBEpPrupa jep je
| | 1 T 1 - 1 1
S — 8 [ e JE— ns——= —
e T n m 2
na U3 S, Huje Kormmjes. Ilpumernmo 1a je
lim s, = 400
n—oo
jep je Hu3 s, pactyhu u IuBEpreHTaH. f

3anmarak 19. Kopucrehu Ilpumep 23 ma crp. 178 m 3amarak 16 m3a mera

JIOKA3aTH HEjeTHAKOCTHU
1 n 1 n+1
(1+> <e<<1+> .
n n

Ilomohy mux mokazaTu 1a je Hu3
1

1
1+-+-+——logn
2 n

onamajyhm m mo3mTuBaH, ma 300r TOra W KOHBEPTEHTaH. | paHWIHA BPEIHOCT OBOT
Hu3a nos3uara je kao (Ojaeposa Koncmamma, u o3HadaBa ce ca ¢ wim vy. Hbenux
MPBUX HEKOJUKO Irdapa je

v = 0,5772156649015328606065120...
Huje nosnaro ja sm je OjiepoBa KOHCTaHA PAIMOHAJIAH WJIM UPALMOHAJIAH OPOj. v
IIpumep 28. Heka je I = [a,b] wm I = (—o0, +00). Pynknuja
F:I—-1
Ha3UBa Ce KOHMPAKUUJOM aKO TOCTOjU KOHCTAHTA ¢, 0 < ¢ < 1, TakBa J1a je
|F () = F(B)] < gla — B

3a cBe a, 8 € I. Taksa dyHKIHja Ha3uBa ce Konmparyujom. CBaKa KOHTPAKIIH]a

UMa jeJIMHCTBEHY (PUKCHY WA HENOKPemHy mayky, Tj. Tadky ¢ € I TakBy na je
F(c)=c.

Baucra, HeKa je xo € I Tpou3BO/bHA TAYKA W HEKA je

Tpt1 = Fz,), 3a n>1.
Tana je
[Tnt1 — Tnl < qlon — 1| <. < ¢ w1 — 20
Ogpariie caenu
n+m—1
Z k
|xn - sL’n+m| S |xn - xn+1| +- |xn+m71 - xn+m| S |£C1 - .’E0| q .

k=n

Kopucrehu dpopmyny 3a 36up reomerpujckor Hu3a, OAaBIe H00HjaMO

‘Jjn - xn+m| S le - xO‘

L—q
ITomTo je 0 < ¢ < 1, ¢" — 0, ma u3 mocjenme HEjeIHAKOCTHA CIEIU I je Hu3
x, Komujes, makie KoHBepreHTaH. AKO HeroBy IPAHUYHY BPETHOCT O3HAYUMO Ca
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¢, u3 pekypentHe dhOpMyJIe CJIed, MPEJACKOM Ha JIMMEC (IPUMETHMO Ja jé CBaKa
KOHTDAKIIMja PABHOMEPHO HEMPEKUJIHA),

¢ = F(c).
Tauka c je jequncrsena, jep u3 F'(c1) = ¢ u yumenuue Ja je F' KoHTpakuuja cieau
lc—a| = |F(c) = Fler)| < gle — el

mTo je, 36or 0 < ¢ < 1, moryhe camo ako je ¢ = ¢;. i

2. IbyTHOB MeTO/ pelnaBama jeJHAYNHA

Hexa je
fia, 0] = R

KOHBEKCHA (DYHKIMja Ca MO3UTUBHUM IPBUM M3BOAOM, Taksa na je f(a) < 0, f(b) >
0. IIo Teopemu o mefyspennocru 3a neupekujne dyukuuje, nocroju ¢ € (a,b)
TakBo z1a je f(c) = 0. VI3 mpermocraBke 0 MO3NTHBHOCTH TPBOT M3BOJA cyienun aa f
CTPOTO pacTe, Ta je TAKBO C JeTAHCTBEHO.

Ebymmnos memod, nnm memod manzenme, HATAXKERma Ta4Ke ¢, OJHOCHO DEIa-
Bamwa jeguauune f(x) = 0, cacroju ce y cueneliem. N3abepumo npou3BosbHy TauKy
xo € (a,b). Paau onpeljenocru, upernocrasumo g > 0. Jegnauuna tanreHre Ha

rpaduk dynximje y = f(x) y Taukn (zo, f(zo)) je
y = fxo) + f'(z0)(x — o).

Oga mpaBa ceve x—0Cy y TavuKH

zy = xo — (f'(20)) " f (o).

IToHoBUMO OBaj MOCTYNAK Ca TAYKOM 1 Y YJIO3U X, & 3aTUM Ca J0OUJEHOM MPECced-
HOM Ta4KOM Zo TaHrexte y tadku (x1, f(x1)) ca z—ocom ura. pyrum peuumma,
KOHCTPYHIIMMO PEKYPEHTHH HU3

Tn41 = Tp — (f,(xn))ilf(xn)

IMormrro rpaduk KOHBEKCHE (DYHKITHjE JIEYKU U3HA TAHTEHTE y MPOU3BOJ/bHO] TAYKH,
cienu 1a je f(xy,) > 0, ma u3 NpeTmnocTaBKe O MO3UTUBHOCTH TIPBOT U3BOJA CJIEIU 113
je uu3 x,, onauajyhu. OBaj HU3 je OrpaHUYeH 070310 TAYKOM ¢ (K TO 3aKJbYIyjeMO U3
IUHEHUIE Ja je rpaduK KOHBEKCHe (DYHKIHje M3HAT TaHI‘eHTe). Oparie cnenn ma
je T, KoHBeprenTaH. AKO HEroB JUMEC O3HAYUMO Ca &, U3 PEKYpPEHTHE (HOPMYyIIe
ciean
Loo = Too — (f/($W))_1f($w>v

0mHOCHO f(Xoo) = 0. U3 jenmuncrBenoctu pemema jequauune f(z) = 0 ciaenu ga je
Too = C.

IIpernocraBumo na dyHKuuja f uMa HENPEKUJAH M IIO3UTUBAH IIPBU HU3BOJ,.
AKo yMecTo mocMaTpaHor HU3a, T, MOCMATPAMO HU3

Ap+1 = Anp — (f,(QO))ilf(an)a

rre je ag € I mpom3BO/bHA TAYUKA, TOBOPUMO O Modudurosarom Fbymmnosom memody,
koju ce of IbyTHOBOr pa3nmkyje MO TOMe IITO ce y KOHCTPYKIINjH HU3A a, BPEJ-
HOCT [PBOI W3BOJA M3PAadyHABa CaAMO y jeIHOM, y Tadyku ag (mro 3a (dyHKIMje
Ca CJOXKEHUM M3Pa30M 3a IPBU HM3BOJ, HEKAJ, 3HATHO OJIAKINABA KOHCTPYKIIU]Y).
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YumbeHulla 1a HU3 @, KOHBEPrUpa Ka periemy jenHauude f(x) = x ciaequ u3
IMpumepa 28. Bawucra, HeKa je

F(z) =z~ (f'(a0)) "' f(2).
W3 Jlarpamzkese Teopeme O CPe/ibOj BPEAHOCTH CAEIH 11a je
|F(e) = F(B)] = |(f"(a0)) "' (&) = 1] - |a = B

3a HeKO & € (a, ). VI3 HempeKuHOCTH TIPBOT W3BOJA CJIETN 1A je 33 HEKH HHTEPBAJ
J C I xoju cagpKu Ta4Ky ag

e = |(fla) f' (@) -1 <a<1,
na je F' : J — J kourpakuuja. U3 Ilpumepa 28 ciemu na F' uma jeauHcTBeHYy
duxcuy tauxy c. Ilomro je, mo mpernocrasum, f'(ag) > 0, u3 F(¢) = ¢ cnemn

f(e) =0.
IIpumep 29. Huz

KOHBeprupa 3a csako p > 0. Baucra, npumenom HbyraoBor Meroma na dyHKIH]Y
flz)=2%-2
3aKJBYIyjeMo T, — V2 Kajg n — 0o, 6e3 o63upa Ha uzbop noderHor wiaxa p > 0. f

Hamnomena 3. (PekypenTHo 3azarum Hu3oBu) Buiue nyra cmo ce cycpenu
Ca HU30BUMA G, KOjU 33/10BOJbABAJY jEJIHAYUHY

ant1 = g(an) (19)

r7e je g Heka (DYHKIMja peaslHe TPOMEH/bUBE, WJIH, OMINTH]E,
Ap41 = h’(nv Apy Qp—1 - - - 7an—k)’ (20)

rjie je h dyHKIHja Bullle pealHUX MPOMEH/bUBUAX. 334 TAKBE HU30BE KayKeMO J1a Cy
pexypenmno 3adamu. JacHo je na je uu3 3azar jennauunom (19) normyHo oapehen
aKo je 3a1aT npBu 4iaH a1 (T3B. nouemuu ycaos), a uu3 (20) ako Cy 3amaru 104€THI
yCcjaoBha G1,Q2, ..., Qk4+1-

Bpso perko w3 m3pasa KOjuM je HU3 PEKYPEHTHO 33T MOXKEMO 3 Hahemo
eKCILTATMTAH U3Pa3 3a Taj HU3, KAO IITO je OMO CIyvaj ca TMHeApHUM Au(ePeHITHIM
jennaumnama (Bugeru 3azarak 33 Ha crp. 27 u nap 33JaTaka M3a hera, y Kojuma
je 6usio peun o nuzosuma tuna (20), rae je dynkuuja h buia suneapua QyHKLuUja
nBe mpoMensbuie). Muoro venthe, 3aK/bydKe 0 KOHBEPIEHIIUjU MOPAMO [, JIOHOCUMO
MOCPeHO, HA OCHOBY ocobnHa (DYHKIMjA KOje (DUTyPHIy y IUXOBOM PEKYDPEHTHOM
3a/1aBarby, Kao IITO je To Oujo y ciydajy Husosa tuna (19) Koje cMo pasmarpau
y Be3u ca FbyTHOBUM MeTo0M pelnaBama jeJHaYnHA.

IIpernocraBumo na je Hu3 a, 3azar pekypenrHom ¢opmysom (19), rue je g
HerpekuHa GyHKINja. AKO HU3 KOHBEPIUpa, OHJIA j€ HHeroBa PAHNYHA BPETHOCT
G pereme jemuaunne g(x) = x, jep u3 (19) caenn

oo = lim aniy = lim g(a,) = g(aco),

300r HenpekuaHoCcTH (byHKIMje g. Jlakie, ako je dyHKIH]ja g HETTPEKN THA, HAJIaXKe-
e nuMeca Hu3a (19) cBoxu ce Ha pernaBambe jeqnaqnHe ¢(z) = z, nod ycro6om da
HU3 Ay, KOHBEP2UPa. Y TBPAWTHU [1a JIU 4, KOHBEPTUPA je YeCTO HAjCAAPIKAJHUJU T€0
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npobjiemMa ¥, Kao ImMTO CMO Buaeau Koj HbyTHOBOr Meroma, 9ecTo Cjienu w3 HEKUX
JOJATHAX CBOjCcTaBa (PyHKIHjE g.

IIpernocraBumo, na upumep, ga je g(z) < z. Tama uz (19) caenu aa je
an+1 < an, A je HU3 a, onagajyhu. Cawuno, axo je g(x) > x, Hu3 a, je pactyhn.
To 3Haum 13, ako je g(x) — & KOHCTAHTHOT 3HaKa, HU3 G, jé MOHOTOH, Ma KOHBED-
TUpa aKO M CaMO aKO je OrPAHWYeH W MPEeOCTaje joIl Ja ce UCIUTA MUTAkE HEroBe
OTPAHUYEHOCTH.

Ouiruje, yaKk u ako ¢g(x) — T HUje KOHCTAHTHOI 3HAKA, Al aKO MOXKEMO Ja
3aKJbYUMMO & G, OCTaje Ha MHTepBaJy Ha KOMe je ¢(Z) — & KOHCTAHTHOI 3HAKA,
BUIVMO 1A j€ HU3 G, MOHOTOH.

Tako cmo kouBeprennujy nu3da u3 [Ipumepa 29 mornau ga ucmuramo, 6€3 mo3u-
Bama Ha IbyTHOB Meron, Ha cienehn nauwn. Jlako je ckumuparu rpaduk dyukimje

T 1
g :(0,400) = (0, +00), g(w) = 5t

¥ BUJETH /I3 OH Cede HPaBy § = & CAMO y Tadku & = \/2. Y CKIaIy ca IPerxoIHo
pedeHnM, TO 3Ha4YM a je V2 jemmuu moryhm smmec Huza (y cayuajy na on
yormre Koupeprupa). Cem rtora, n3 Toka dbyHKUMje g ce BuaM na je g(x) > x 3a
0<z<+v2ug(r)<zsazxr>+2 Baxnoje upuveruru u ja je g ouauajyha na
(0,4/2], a pacryha na [v/2, +00).

Opatyie J1aKo Cleiu Ja, aKO NPBU U/IaH HU3a HpUIasa marepsaty (v/2,400),
OHJIA ¥ [IEO HA3 NIPUIAA TOM HHTEPBAJLY — HOIITO § HA TOM HHTEPBAJY PACTE, BAXKU
UMILTUKAIN] A

Tn > V2 =z = g(wn) > 9(V2) = V2,
1j. HU3 T, je orpammuen on0370 ca v/2. Ilomro je g(x) > x Ha (V/2,+00), ciemu
na je au3 x, onamajyhu. Omarne 3akpydyjeMo na x,, KOHBEPrUpa U TO, KAO IITO
CMO BHEIH, Ka \/2.

Axo je x1 € (0,1/2), u3 uMmeHuIe Ja ¢ HA TOM MHTEPBAJy ONLAJA CIeju Ja je

HU3
22 = g(z1) > g(vV2) = V2,
na WIAHOBM HU3A T, 3a n > 2 mpunaiajy uarepsainy (v/2,+00). Omarie, kao u 'y
ciyuajy z1 € (v/2,+00), ciean na Hu3 T, KoHBeprupa ka /2.
Crayuaj r1 = /2 je Tpusujasan, jep ce Taja paju O KOHCTAHTHOM HH3Y. o

3anarak 20. Vcnurary KOHBEPreHIIN]y HU3
Ap+1 = 2an +1

y 3aBUCHOCTH O] TIOYETHOT yCJIOBA G1. YIIYTCTBO: JOKa3arw, kopucrehn muckycujy
n3 Hamomene 3 ma a, KOHBeprupa ako W camo ako je a; = —1. v

3anarak 21. lcnurary KOHBEPreHIIN]y HU3a,
1—a,
2

y 3aBUCHOCTH OJ] II0YETHOr ycjioBa aj. Yuyrcrso: dyukuuja g(z) = (1 —x)/2 je
onmazmajyha g(x) = x ako u camo ako je z = 1/3. Ako je npsu wnan a1 < 1/3, onga
je, 36or mora mro g omana, as > 1/3. M3 mcror pasnora je az < 1/3, ag > 1/3
UT, & HU3 G, He OCTaje Ha MHTEPBALy Ha KOMeE je ¢(x) — & KOHCTAHTHOI 3HAKA
(ucTH 3aKJbyYaK BayKM M KO je IPBU wiaH a1 > 1/3). Meljyrum, nocroju u cieneha
OPABHJIHOCT: CBaKU APYTH YIaH HHU3A G, OCTaje Ha MHTEPBAIY Ha KOME § HE Mebha

Ap4+1 =
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suak. Jlokasaru ja oJarse Clejiu Ja IMOJHU30BH (2, U dg,+1 KOHBEprupajy (oHm
3a/I0BO/bABAjJYy PEKYPEHTHE jeTHAYNHE

ao2n+4+2 = g(g(a2n)); a2n+41 = g(g(a2n—1))
u gog je pacryha dbyuximja, jep je komnosumwmja ase onanajyhe). Ia i KoHBeprupa

" HU3 a7 v

3anarak 22. llcnurary KOHBEPreHIIN]y HU30BA

1
$n+1:1+x7, ZL‘1:1 %1 y71+1:\/1+yn7 y1:1.

n

YnopeauTtu oBaj 3agarak ca 3agarkom 51 vHa cTp. 33. v

3anarak 23. Ha ctp. 34 yBenu cmo @ubonauujes uu3 — au3 Fj, 3a7ar ca
Fo=1 k=1 Fyo=F,1+F,.

Kopucrehu 3anarax 33 na crp. 27 (uiuu pesynrar 3azarka 52 na crp. 34) oapeauru
F,, v dbyukmuju ox n. Jdokazaru na je

. FnJrl \/g'f'].
lim =~ =
F, 2

n—oo

?,
e je ¢ aaammuu npecex’. Ommruje, mokazaTu 1a je

lim @ = ¢P.

n—oo n
Cuernujastao,
. F, 5—1
lim LA 7\f = —1,
n—oo ’rl-‘rl 2
e je ¢ = —¢~ ! (Bugern 3anarak 51 ma crp. 33). v
3amarak 24. Vcnuraru KOHBEPTEHINjy HUA3A,
1
ap+1 = —
n
y 3aBHCHOCTH O] TOYETHOT YCJIOBA Q1. v
3amarak 25. UcnuraTn KOHBEPreHIIN]y HU3a
Ap+1 = qap
y 3aBHUCHOCTH OJI TIOYETHOT YCJOBA a1 W MapaMmerpa q. v
3anarak 26. Vlcnurary KOHBEPreHIIN]y HU3Q
Gpy1 = qan + 7 (21)

y 3aBHCHOCTH OJI IIOYETHOI YCJIOBA @1 W Ilapamerapa ¢ u r. YiyTcrBo: Ako je y,
NpOM3BOJbAH HU3 KOjU 3a/I0BOJbaBa jeauaunny (21), oHIA je CBaKO APYTO perermhe
Te jenHadwHe OOJMUKA G, = Tn + Yn, TOE j€ T, HA3 KOjU 3aI0BOJHABA jETHAUUHY
u3 Bamarka 25. [lokasaru ja jennauuna (21) uma KOHCTaHTHO periewme y, = C

1Ha cTp. 33 CMO BUJIEJIU /13 je 3JIATHU IIPECEK OJHOC U3MeDy /IBe BeJIMYHHE KOje UMajy CBOjCTBO
na je oguoc Behe of muX mpeMa MamOj jeAHAK OLHOCY HUXOBOT 30mpa mpema Beloj; mpyrum
pednMa, 3JaTHH IpPeceK je pemneme jennaqune (a + A)/A = A/a no A/a.
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(uspauynaru C!) u y3 nomoh 3azarka 25 mokazaTu Ja je OIINTE DEIIEHE jeJHa-
qune (21)
ap = S + Bq"™.
l—gq
(IIpumerunmo camvHOCT OBOr 331aTKa ca 3aaTKOM 34 Ha crp. 28 — paju ce 0 MeToLy
HaJla>Kemba OIIIITEr pelnieha HEXOMOTIreHUX je,H,Ha}-II/IHa HOMOhy OIIrer peliema XO-
MOreHux U norahama jelHOr MapTUKYJIAPHOT PElleiba, HEXOMOTEHE ). v

3. Beckonaunm peaoBu u beckoHaYHU IIpou3BoJau

Y Ilpumepuma 22 u 27 cMO ce Cycpenu ca HI30BIMA IUjH Cy 4aaHoBu cyMme. Ilpn
TOoMe ce Opoj cabmpaka GeckoHadHO yBehaBa Kaa n — 00. TakBM HM30BU HA3UBAjY
ce OECKOHAYHUM PEQOBUMa, WA CaMO pedosuma. Y 0BOM naparpady 3anouehiemo
IbUXOBO JeTa/bHUje U3YIaBaIbe.

Heka je z,, n = 0,1,2,... Hn3 koMIjIeKCHUX OpojeBa. WHIyKTUBHO meduHu-
IITIMO HU30BE S, U P, Ha cjenehu HAYMH.

S0 = 20, Sni1 = Sn + Znai, (22)

Po = 2o, Prn+1 = Pn - Zn+1, (23)
n n

T Sn = Y. Zky Pn = || zk- VY oBOj miaBm m3yvaBahemo mmTama Be3aHa 3a
k=0 k=0

KOHBEPTeHIINjy OBAKBUX HU30BA.

3.1. KouBeprennmja pega u npoussoga. Huszose koju 3a70B0/baBajy (22)
unu (23) usasajamo cienehom geduHUIOM.

Hedoununnuja 6. Leckonaunu ped (wiu camo ped) KOMILIEKCHUX OpojeBa ca
ONUIMUM YAGHOM Zp, U NAPUYUJAAHUM CYMAMG S, je ypehenu map (z,, s,) Kom-
LIEKCHUX HU30BA 33 Koje Baxu (22).

Deckonawnu npou3eod KOMIJIEKCHUX OPOjeBa Ca ONWIMUM YAGHOM Z, W Nap-
YUJAARUM NPOU3BOOUME Dy, je ypehenn map (2, pn) KOMIUIEKCHUX HH30BA 33 KOje
BaXn z, # 0 u (23).

YenoBom z, # 0y meduHUNET TPOU3BOJAA UCKIBYIHIA CMO TPUBHUjATHU TPO-
u3Bo. YMeCTO ,pel (2, S,)" u ,upousson (zn,pn)” roBopuMo u o ,peay ».z,” u
sapoussony [[ z»,”.

JIedpuuunuja 7. Beckonavunn pex (zp,S,) kKoneepzupa akoO KOHBEPTUDPA HHU3

o0
Sp. I'pannuny Bpeguoct lim s, HA3UBAMO cymom peda U O3HAUABAMO CA | Zn.
n—oo
n=0
Beckonaunm mponsBon (2, pn) KOHeEpzupa aKo KOHBEPTMpPA HU3 P, W aKO je
oo
lim p, # 0. Ppanuuny Bpeauoct lim p, o3uadaBamo ca || zn-
n—oo n—oo n=0

Axo pex (uiu IPOU3BO/L) HE KOHBEPIUPA, KAKEMO Ja OH QU8ep2upa.

[Ipumerumo na, MO MPETXOAHO] AedUHUINjH, TTPOU3BO, Ju8ep2upa HE CAMO aKO

lim p,, me mocroju wiu je beckonadan, Beh u ako je lim p, = 0. Osaj, na mpsu
n—oo n—oo

[OTJIe/T HEIPHUPOIAH, YCIOB YBOJIMMO J1a OMCMO TPOM3BOJAE MOIJIH Ja TPETHPAMO
Kao ,MYITHILTHKATABHO 3amucaHe’ pemaoBe, IIITO MOjeIHOCTaBbyje (popMyalmje u
JIOKa3€e HEKUX OJ TeopeMa Koje Cliefe.
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3.2. Onmry wiaH ¥ ocTaTak peJa W NpousBoga. AKO 0a0ammMo TPBHX
HEKOJIMKO 4JIAHOBA KOHBEPIEHTHOI Pela Yy . 2, J00UjaMO HU3

oo
Tn 1= E Zk-

k=n+1

Ogaj uu3 Ha3WBa ce ocmamxom peda y . z,. Camano, ocmamxom npouszsoda [ zn

HA3WBAMO HU3
(oo}
Pn 1= H Zk-

k=n-+1
Jlema 7. Axo je r, ocmamak Koneepzenmmuoz peda | zn, onda je lim r, = 0.
n—oo

Axo je p, ocmamax xoneepzenmuoz npouseoda || z,, onda je lim p, = 1.
n—oo

o0
A Hexka je $oo = Y. 2n. Tama je

n=0
Soo = Sn + T,
OJIaKJjle, LIPEJIACKOM Ha JIMMeC J00HjaMO Soo = Soo + lim 7, 1j. lim 7, = 0.
. n—oo n— oo )
Hoka3 apyror TtBphema je camMO MyJITUIIMKATHBHU 3aIUC [I0KA3a IIPBOr: HEKa je
o0
Poo = | #zn. Tama je
n=0
Poo = Pn * Pn,
a MPEJIACKOM HA JIMMEC JOOUjaMO Poy = Poo © M py,, Tj. lim p, = 1, jep je, mo
n—roo n—oo
nedUHAINH KOHBEPTeHIINje TPOM3BOA Poo 7 0. \V4

Jlema 8. Axo ped > z, xoneepeupa, onda je lim z, = 0. Axo npouseod || zn
n—oo

Koueepaupa, onda je lim z, = 1.
n—oo

A Hexa cy s, mapuujajgne cyme KOHBEPIeHTHOr pesa » | z,. Heka je € > 0. 13 Ko-
HIMjEeBOr KPUTEPHjyMa KOHBepreuuuje Hu3oBa (crp. 180) cieau Ja nocroju Takas
6poj no € N ga Baxu m,n > ng = S, — sp| < e. Cuoeumjanno, n > ng =
|2n+1] = [Snt1 — Sn| < &, Wwro 3na4u ga je nlgr;o zn = 0. okas apyror tBphema je

MYJITUIINIAKATUBHHA 3allUC TOKa3a IIPBOT. \V4

Hocnemuua 7. Axo je x, € R nus peaanuz 6pojesa u [[x, rousepzenman
npouseod, onda je x, > 0 3a cee n ocum, modHcda, HUT KOHAUHO MHOZ0.

Hamowmena 4. Tepheme oopuyTo TBphemy Jleme 8 uuje Tauno y ommrem ciy-
yajy: pen Z% nuseprupa (IIpumep 27 na crp. 182); nako je lim % =0.
n—oo

3.3. Ilpumepn. ¥ I'maBu 2 cmo ce Beli cycpesnn ca HEKMM MPUMEPUMA, PEJOBA
(IIpumepu 22 u 27, pex (14) Ha crp. 179). Jahemo join HekoaMKo npumepa.

IIpumep 30. U3 Jleme 8 u Ilpumepa 5 Ha crp. 168 nako cienn ga pex » | sinnd
KOHBEPrUpa ako u caMo ako = kr 3a meko k € Z. Pen Y cosnf nuseprupa 3a
cBako 0 € R. g

IIpumep 31. (Teomerpujcku pexn) Pex Y 2™ KoHBeprupa ako u camo ako je

|z| < 1 u raga Baxu
oo

1

2" = .
1—2

n=0
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n n
Bamcra, u3 (1 —2) Y 2F = Y (2F — 2F1) =1 — 2"+ cenn

k=0 k=0
n
& . 1—=2"
lim z¥ = lim
n—00 n—oo |1 — 2

3a z # 1. Jlumec Ha JECHOj CTpaHM je jeaHak 1iz ako je |z| < 1 u He nocroju ako
je |z| > 1, z# 1 (Ilpumep 7 na crp. 168). 3a z =1 je

n n
snzgzkzg 1*=n—>
k=1 k=1

KaJ n — 00. f
IIpumep 32. Pex > In(1+ %) IHUBEprupa, jep
Sn= >, ln(l—i—%) =Y (In(k+1)—Ink)=In(n+1) > cokagn — oo.
k=1 k=1

Ha cauvan maawn ce pemasa u ciaemehn 3agarak.

3amarak 27. Jlokasaru na pem > (ﬁ — n%) 3a KOHBEPruUpa akoO U CaMO

ako je a > 0. v

ITpumep 33. Ipumep 32 u 3azarak 27 sako ce yommiraBajy Ha ciegehu Ha-
auH. Heka je z, mpomssosban HE3 KoMIueKcHUX Opojesa. Tama pem > (zn, — zp41)
KOHBEPTUPA aKO M CAMO aKO KOHBEPIUpa HU3 2,. IIpu TOMe BarxKu

oo
E (2k — 2h41) = 25 — nh_)n;o Zp-
k=3

Jokas cienu u3
n

E (2K — 2K+1) = 25 — Zn41,
k=j
mpeJackoM Ha lim . il
n—oo

o0
Ipumep 34. Pen Y. —'= xomseprupa, jep je
k=2

_ n 1 _ n 1 1 n 1 1 —
Sn =D h—2 BT = 2k—2 F—D(k+1) — 2 D k=2 (k—l k+1> =
_ 1 n 1 1 1 1 _ 1 1 1 1
=2 2= [<m+z)*(ﬁ+m>} *5(14@*;*?1)7
Hasn—>%Ka)1n—>oo. f

3anarak 28. llcnuraru KOHBEPreHIIN]y PeIOBa
. oL (_1)n "
(@ZW (6)2% (B)Z% (r) %

U, y CIyd4ajeBuMa KaJa Cy KOHBEPIreHTHH, OJIPEIUTH UM CyMe. v
oo
IIpumep 35. Beckonaunu nponsson || (1 — #) KOHBEPTHPA. 3aUCTA, BAXKU
n=2
n n n
1 k*—1 E—1)(k+1) 1 n+1 1
[T(-5) - T - -5 =
k2 k2 k2 2 n 2
k=2 k=2 k=2

KaJ n — 00. f
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o0
IIpumep 36. Beckonaunum mpomssox, [] (1 + 22 ) KOHBEPI'UPA aKO U CAMO aKO
n=1
je |z| < 1 u Tama Baxku

2™\ _
g(l—i—z )_l—z'

n
Baucra, meka je p, = [] (1 + sz). Muoxemem ca 1 — z mobujamo

k=1
(1—2)pn=(1—2)1+2) 1422 ... (1422 )=1-22""",
omakJe, Ha ocHoBy Ilpumepa 7 ua crp. 168 ciaemqu pesynarar TBphema. i
o.S) .
3anmarak 29. okazaru ma je Hl cos & = B0 33 0 < 0 < 7/2 u usBecTn
ne
onaryie dopmyny (82) ma crp. 76. v

3anarak 30. Hus a, je nedunucan ca

a1 =1, a1 = (n+ 1)1+ ayp).

- 1
H(”)

KOHBEPTUPA U M3PATYHATH HETOBY BPEIHOCT.
YVyTcTBO: HCKOPUCTUTH UUHEHUILY T4 je

JlokazaTu 1a TpOU3BOI,

1y L _1Ham
an, n(l4+an_1)

ul-+a, =2n. v

IIpumep 37. Pen > # kouBeprupa. Heka je

n -1 k—1
T P

k=1

. - (_1)271,72 (_1)27171 o _1)2n71
Tana je son — Son—1) = ~5,—7— + 5, — > 0H Sont1 — So(n-1)41 = ~—4.— +

(71)271,

< 0, na je mogHU3 S, pactyhn, a mogHuU3 So,41 onanajyhu. Ilpu Tome Baxkn

2n+1

S$1 > Sopt+1 = Son + ﬁ > S9, > So, ma Cy oba momuu3a orpanmdena. Omarie
CT€N 713 CY Son, W Sopy1 KOHBEpreHTHW. U3 Sopy1 = Son + ﬁ caenu na je
lim $9,11 = lim sg,, na HU3 S, KOHBEPrHUpA. f
n— oo n— oo

. . . o l . _
[IpumeTnmo 12 je jemuno CBOjCTBO HU3aA by, = ;- Koje cMo Kopuctuiu y Ilpuve

py 37 cojcrBo na je on onanajyhu u ma rexu mysau. Ipyrum pednma, Ha MOTIYHO
ACTHU HAYHMH JI0Ka3yje ce ciaenehe tepheme.

Tepbemwe 1. (JIajorunmoso upasuio) Hexa je b, onadajyhu nus peasnuz
6pojesa u nexa je lim b, = 0. Tada ped > (—1)""1b, woneepeupa.
n—oo
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3.4. Auncoanyrna kouBeprenmuja. ¥ I[lpumepy 27 ma crp. 182 cmo Bumenu
n—1

Japemy. % nuseprupa, ay [Ipuvepy 37 na pex » % kouBeprupa. Kaxemo ma
TaKaB Pel Heancoasymuo xoueepzupa. Ilpermsupajmo to caenehom aeduHUIIjOM.

JIedpuuumnuja 8. Heka je z, au3 kommiekcanx 6pojesa. Kaxemo ma pen > 2z,
aANcoAYMHO KONEEP2UPA aKO KOHBEPTUpa pel Y |z,|. Ako pex > |z,| nuseprupa,
a Y z, KOHBEPIUPA, KaJKEMO J1a OH HEeancoAymHo KoNEeP2upa.

Tepbeme 2. Ceaku ancorymmo xonsepzenmarn ped je KOHGEP2EHMAH; M. KO
ped > |z, | Koneepeupa, onda xoneepeupa u ped ) zy,.

A Hexka je

n n
Un:Z|zk|, sn:sz.
k=1 k=1

Towrro je pen Y |z,| kouseprenran, uus o, je Kommujes. 113

n n
|sn—sm|:| Z zk}g Z lzk| = |ow —om| Ban>m
k=m+1 k=m+1
clleqin J1a je m HU3 S,, Kommjes, Jakae KOHBepTreHTaH. \V4

IIpumep 37 u [Ipumep 27 na crp. 182 nokazyjy ga rsphemwe obpuyro Tephemy 2
HIje TavHO.

3.5. Cabupame peqoBa. Ilounnmo ca ciemehoM jeHOCTABHOM MOCTEIUATIOM
Teopewme 13 ca 122. crpane.

Jlema 9. Heka cy ) z, u Y, W, KOHEEPLZEHMHU KOMNAEKCHU Pedosu u A, 1 € C.
Tada ped > (Az, + pwy) Koneepaupa u 6axtcu

Z()\zn + pwy,) = )\Zzn + ,uan.
n=1 n=1 n=1

Cneuyujaano, ped Y z, KOHEEPZUPA GKO U CAMO KO Koneepzupajy pedosu Y  Re z,

o0 (o) o0
uy Imz, uearncu > z, = > Rez,+i > Imz,.
n=1 n=1 n=1

A Tlo pedununujun GeCKOHaAYHE CyMe BayKu

n

S Az + pwy) = lim > (Azk + pwg)

n=1 n—=o0 =1

= lim ()\sz—i-uZwk)

n
=Alim > zp+p lim > wyg

:)\Zzn+ﬂzwn7
n=1

n=1

IITO je U TpedaIo JOKA3ATH. \V4
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Ilocnemuma 8. Heka ¢y zin, 22n, - - -, Zkn KOMNAEKCHU HU306U, MakeU 06 pe-

008U Y Zyyn KOHBep2upajy 3a ceako m € {1,2,... k} u nexa cy Ai,..., A\ KOM-
00 k

naexcry 6pojesu. Tada ped > (> AmZmn) KoMGEpeupa u 6avicy

n=1 m=1
9] k k oo
S (3 i) = 3w o)
n=1 m=1 m=1 n=1

3.6. Yommrrenn aconmjatuBHM 3akoH. Cienehe Tepheme n Hamomena, mo-
cJle Iera MoKa3yjy MO KOjUM YCJIOBHMA ACOINjATHBHOCT CAOWpParha MOXKEMO Ia
YOIIITAMO Ha OECKOHAYHE CyMe.

Tepbewe 3. Hexa je > z, xousepeenman ped, n — k(n) pacmyhe npecau-

k(n+1)—1
xaeare, maxeo da je k(1) = 1, uw, = Y, z,. Tada Y w, kousepzupa u
m=k(n)
6a2iCU
(o' k)(’l’b-‘rl) 1

o0 o0 o0
Zzn:an, myj. ZZ":Z Z
n=1 n=1 n=1

n=1 m=k(n)

A KoHBepreHipja HI3a NapliijaHIX CyMa Peia Y . Wy, Ce CBOIM HA KOHBEPIEHIH]y
HOJHU30BA HU3a NAPIMUjAJIHUX CYMa DeJa Y. Z,, a4 CBAKM HOJIHU3 KOHBEPIEHTHOT
HM3a je KOHBEPreHTaH. \V4

Hanowmena 5. O6puyro Hmje Tauno: u3 Ilpumepa 31 caemu na pex Y. (—1)"
JIMBEPTHpA, ajin » ((—1)” — (—1)”+1) = Y0 = 0 KoHBeprupa.

IIpumep 38. Y3 Heke momarae ycioBe, y TBphemy 8 Baxku u 0OpHYTa MMII-
smkanuja. Ha npumep, Hexka je a, HU3 NO3UTUBHUX peasHux OpojeBa u n — k(n)
crporo pacryhe npeciukaBame, Takso a2 je k(1) = 1. Ako je

k(n+1)—1
bn = Z ag,
k=k(n)
OHJIA PEJIOBHU
0o )
> (=prm Z )" bn
n=1 =

HCTOBPEMEHO KOHBEPIUPAjy UJIU JIUBEPIUPA]Y. BaHCTa, aKO je IIPBU peji KOHBEPIeH-
TaH, KOHBeprenmnuja apyror caean u3 Tephema 8. [IpermoctaBumMo ma KOHBEPTHPA,

pen > (—1)""1b, u Hexa je

n n

Sp = Z(—l)k(m)_lam, Op = Z(—l)m_lbm

m=1 m=1
3a crako k € N nocroju n € N rakso ga je k(n) < k < k(n + 1), ogakie ciean
Ok(nt1) = Sk £ (Apy1 + aps1 + - + p(ngn))-
Oparne cienn
|Ok(nt1) = Sk| = ary1 + ak1 + -+ arny1) < bpy1 — 0

Kaz k — oo (WTo je eKBUBAJEHTHO ca n — 00), jep (—1)"b,41, Kao onmru 4ian
KOHBEPIEHTHOI PEJia, TeXKU HyJIH. f
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4. PeAOBI/I Cca MMO3UTUBHMM YJIaHOBHUMaA

4.1. Monoronoct. Axo je a, > 0 3a cBako n, pex »  a, HazuBaliemo pedom
Ca NOFUMUBHUM 4AaH0EUMA (MAKO LIPU TOME J03BOJbABAMO U ap, = 0). Y rToM
crIydajy, m3
n+1 n

Snt+l — Sn = E ap — § ap =apy1 >0
k=0 k=0

cieu 1a je uu3 s, pactyhu, na u3 Teopeme 4 u Jleme 6 y I'naBu 2 nobujamo cienehu
pesyJrrar.

Tepbheme 4. Ped ca nosumuerum 4AGHOBUME KOHBEP2UPA GKO U CAMO GKO je
HU3 HE20BUL NAPYUUJAAHUT CYMA 02PAHUYEH.

IIpumep 39. Pen > ﬁ JUBEpPrupa jep je

11a je HU3 HapIUjaJTHUX CyMa HEOrDAHUYEH. f

IIpumep 40. Yommrumo pesynrare Ilpumepa 22 na crp. 178, I[Ipumepa 27 ma
crp. 182 u Ilpumepa 39. Ilocmarpajmo pen,

1

np’

> (24)

n=1
¥ Tlpumepy 27 Ha crp. 182 cMo BHIEIN 1a Cy TapIyjagHe cCymMe peaa » % HEeoTpa-

n n
uudene. Ako je p <1, onga je k%, > %, na je ». k%, >3 % Oparne cieau 1a cy
k=1 k=1

U napuujaiHe cyme peia » n—lp HeorpaHWYeHe, Tj. Taj peJi auBeprupa 3a p < 1.
Heka je p > 1. T'pynummmo 4naHoBe mapiujajiHux cyma pega Ha cienehwn

HAYUH:

Son = (1+2ip)+(3—1p+4ip)+(5ip+...+8ip)+...+<m+m+(2i)p>_

IIomTo je

1 1 k1 1 1 k-t

— 4+ — <2 . = ( ) ,
(2F-T41)p 2p(k—1) (2k-1)p 2r—1

HapLujagHe CyMe Son Cy Matbe O IaPUMjaJIHUX CyMa MeOMeTPHUjCKOr pera y . q" ca

q = 2,,%1 < 1, nakne orpanudene. Ouparie U U3 MOHOTOHOCTH CJIEJIU JA Cy CBE

HapIyjajiHe CyMe S, OPpaHWYeHe, Tj. Pex Y, n—lp je KOHBepreHTaH 3a p > 1. f

IIpumep 41. Cuenujanuu caydaj pena (24) us Ipumepa 40 je xapmonujcku

pexn

= 1

>

n=1 n
KOjU je muBepreHTaH. AKO U3 XapMOHHJCKOT pela u30amuMO CBE CabUpKe YHju
WMEHUJIAI ¥ JeKATHOM 3amucy caapku nudpy 7, 1001jaMo KOHBEPIeHTAH PEJ.

Bancra, y unrepsany [10m71 10™] uma 9™ — 9™~ ! npupomrux 6pojesa Koju

He caapzxke uudpy 7 (ymopenuru ca 3amarkom 68 na crp. 43). Onmarie cienu na
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Cy mapIgjajHe CyMe pena Koju ce mobuje KaJl ce W3 XapMOHWjCKOT pea m3bare Tu
YJIaHOBHU Malb€ O/

9-1 92-9 93_92 * 7 9\"
=(9—1 Z) =80
T T 710 "0 T ( )kzzo( ) ’

Ia Taj peJ KOHBEprupa. f

IIpumep 42. Hexkajea € R u

an = <O‘> ala—1)...(a=n+1)

n n!

Kopucrehu nuBeprennmjy XxapMOHMjCKOT pea, mokaszahemMo 1a OBaj HU3 KOH-
Beprupa ako je a > —1. I3abepumo HEKO Ny > v U IPUMETHMO 1A je

oal = (500 2 5 (25)
no

IIomTo je

o a+1 a+1
log % —log(1- 4T ) < 22
Brr1 °g< k+1)— k+ 1
u3 (25) crean

a -1 a4l
lan| < ( )e Liemng 31

Onasne u us
n—1

(ZuBepreHnuja XapMOHU]CKOr pejia) cJenu je 3a o > —1

lim a, = 0.
n—oo

Ocraje ma pasmorpumo ciaydaj o < —1. U3

« - a—n (o
n+1) n+1\n
crenu aa je HU3 |ay| pacryhn 3a o < —1. ITomro 3a ¢ N Baxku

Ap+1 = —Qn,

3a cBe n > «, ciaeau Aa 3a a < —1 HA3 a, JUBEPTHUPA. f

4.2. TTopeabenn npuniunu. KoHBepreHimja v IUBEpretIlnja peia, ca mo-
3UTUBHUM 9JIAHOBHMA YE€CTO CE€ YCTAaHOBJ/baBA MOpehermeM ca APYyTuM peaoM, Uujy
KOHBEPIEHIIN]y WU JUBEPTEHIIN]Y CMO Bell yCTaHOBHMIIH.

Teopema 6. Hexa je 0 < a,, < b,. Tada u3 xonsepzenyuje peda y . b, caedu
KoHeepzenyuja peda Y an, a us dusepzenyuje peda Y a, credu dusepzenyuja peoa

S by

A IMowro ce pasu 0 pejoBUMa €4 NHO3UTUBHUM OLLITUM YIAHOBUMA, HUXOBA KOH-
BEPreHIja jeé eKBUBAJEHTHA OIPAHUYCHOCTH HU3A HUXOBUX MAPIHUjaHAX CyMa
(Tephemwe 4). Ako ) b, KOHBeprHUpa, HNU3 FHENOBUX MAPUIUjaJHUX CyMa je orpa-
HUYEH, 114 U3 a, < b, clleau Ja je u HU3 NapIUjaTHuX CyMa PeJia » . d, OrPAHUYEH,
1a ¥ Taj pel, KOHBEprupa.
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Axo pen > a, muBeprupa, oHZa M pex » . b, JAUBEpruUpa — CyOpOTHA IIper-
HoCTaBKa Jiajia 61 KOHTPaJIUKIK]y ca YIpaBo JOKa3aHUM TBphemeM. \VA

Teopema 7. Hexa cy > ayn u Y by, pedosu ca no3umueHUM 4AGHOBUMEA, MAKEU

da je b, # 0 u nocmoju
lim =% = C € [0, +00].

n—oo n

Tada

1. axo je C < 400 u ped > b, Koneepzupa, onda Koneepaupa u ped > Gy,
2. axo je C >0 u ped > b, dusepeupa, onda dusepzupa u ped Y ay,.
A Hexka je C < 400 u pexn Y b, xouseprupa. U3 nedurunnuje anmeca ciaeqm ma
mocroju ng € N TakBO 7a 3a n > Ny BaXKHU Z—Z < 2C, 1j. ap < 2Cb,. Pesynrar
npBor TBphema cama ciaean u3 Teopeme 6.
ITperniocraBumo na je C > 0 u pex Y b, nuseprupa. Taza je
b
lim = =C"! < 400,
n—00 Ay,
na pex y  a, AUBEPrupa, jep, KaJia Ou OH KOHBEPTUPAO, U3 YIIPABO JOKA3AHOI TBP-
hemwa cieauiio 6u na KouBeprupa u pem y . by,. v

Teopema 8. Heka cy > a, u Y. b, pedosu ca no3umueHum YAGHOBUME, MAKEU
da eastcu an # 0, by, #0 u
Int1 _ bnir
an — by
Tada u3s xousepzenyuje peda Y b, caedu Konsepzenyuja peda » | a,, 6 u3 dueepzen-
yuje peda Y a, caedu dusepzenyuja peda . by,.

A Tlocjie MHOXKEHA HEjeIHAKOCTU

a b
2 D2

<2 ag < b3 . Qnp bn
al b1

= 7 S
az by Gn—1 bn—1

u ckpahuBama, 100ujamo Z—IL < %, 1j. ap < Cbhy, rae je C = albfl. Oparie, Ha
ocaOBY Teopeme 6, crmennm 10Ka3. \V4

IIpumep 43. Bparnwmo ce jour jeHOM pey » n%, 3 Ilpumepa 24 ma ctp. 125

cieau Ja je
I (1+1)
1

lim ———+%+ =1,
n—roo —_
n

na u3 Teopeme 7 u Ilpumepa 32 nobujamo jour jenan JOKa3 AUBEPreHInje pea y | %
Oparie, u3 % < nip 3a p < 1 u u3 Teopeme 6 crenn nmueBepreHnmja pema nip 3a
p < 1.

Hekajep > 1, 1j. p=1+a3ameko o > 0. Taga u3 Bepuynujese HejeHakocTr

JaKO CIemu
1 1 1 1
it )
netl " a\(n—1) no
[omro pexm . (ﬁ — ) xomseprupa (3amarak 27), n3 Teopeme 6 caemm ga
3" -L xomseprupa 3a p > 1. f

npP

3anarax 31. [la ju KkoHBeprupa pexu » ﬁ? (Ourosop: ue!) v
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IIpumep 44. Ilomro je 3a cBako € > 0

1
lim 2" _,
n—oo NFE

pex

oo
Z logn
n=1 P

KOHBEPrupa 3a cBe p > 1, HA OCHOBY IOPEAOEHOr CTaBA Ca PEIOM Z #, rjie je
O0<e<1l—p. i

3amarak 32. Heka je v(n) 6poj nudapa npupoxHor 6poja n. Vcnnrarn KoH-
BEpTeHIjy peaa
3 v(n)
np

YuyrcrBo: gokasaru ga je logion < v(n) <logyn+ 1. v

IIpumep 45. Pen

5 ()
n=2

KOHBeprupa. J3amcra, npuMmenom Tejiopose dopmyse ca ocrarkom y IleanoBom
OOJIUKY J100mjamMo

log n logn logn logn
e i B 2+1+0(n2+1>_1N 2

KaJI 1 — 00, T4 3aKkjby4dak cieau u3 [Ipumepa 44 u mopeabOeHOr MpUHIIAIIA,. i

3anarak 33. llcnuraru KOHBEPreHIIN]y PeIOBa

(a) Z*

=)

(6)

()

(F) Z (]Ogn)logn
(0 Y Gorioymen

(F) Z (log n)}og Tog n * v

IIpumep 46. (JInysusioB 6poj) ¥ Ilpumepy 31 ma crp. 70 cMo peknn 1a je
[IPBU [IPUMED TPAHCIEHIEHTHOr Opoja KOHCTPyucao JIuyBui, moka3asmiu 1a 6poj

L=>) 10" (26)
n=1

muje asreGapckn. Ilpmvernvo ma je 10~ < 10~". Ilomimo reoMeTpmjcKm pe,
>7(1/10)™ kouBeprupa, oJarie CJIe/u, IPUMEHOM MOpeIOeHOr IPUHIIUIIA, 13 U Pel
Ha JiecHoj crpanu y (26) konBeprupa.

Jokazkumo 1a je 6poj L Tpamcnenmentan. [IpermocraBuMo cympoTHo, na je L
anrebapcku 6poj crenena d (Bumern ledbununujy 29 ua crp. 70) u meka je € > 0
npou3BosbaH Opoj. Heka je mpupoman Opoj, Takas 1a je

k>d u  k!'>logy (2e7h). (27)
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Bpoj 107 + 1072 4+ ... + 10* je caxako pammoHasaH, I MOXKe Ja Ce HAIUIIe y
0OJTUKY

k
> 107" =p/e.  peZ,  g=10""
n=1

JIako je BumetTn ga je

o0
L-2=3% 10 <2. 10701 (28)
q n=k+1
U3 (27)cnenn
10dk!) c
— 10d=k=Dk! ~ 10-k ~ &
o0 10 <1077 < 5
na u3 (28) pobujamo
D € €
N
IIomro je € > 0 mpowW3BO/HHO, TOCAEAHN U3PA3 je Y CYMPOTHOCTH ca JImyBmiaoBOM
TeopeMoM O K0joj je 6uio peun y [Ipumepy 18 ma crp. 146. f

4.3. Besa kouBeprenmnuje peja u npousBoga. ¥ llocmeauiu 7 cMo Buaen
Jla Cy CBU YJIAHOBYM KOHBEPTEHTHOT MPOU3BO/IA PEATHUX OPOjeBa, CEM MOXKIA HUX
KOHAYHO MHOrO, MO3uTHBHU. [lOIMITO KOHBEPreHIMja TPOU3BOIA HE 3aBUCH Off KOHA~
qHOT OPOja HeroBrux 4JIaHOBA, IPU M3y4YaBamy KOHBEPreHInje OECKOHAYHUX [TPOM3-
BOJIA IPeTHOCTaB/balleMo J1a Cy CBH IberOBM YIAHOBM HO3UTUBHH. °

Jlema 10. Hexka je a, > 0. Ipouseod || a, woneepeupa axo u camo aro KoH-
eepaupa ped Y Ina,. ITpu mome sasicu

oo

ad > Inap
L ="
n=1

n
A Hexka je p, = [] ar. I3 HenmpekuIHOCTH JIOrapuTAMCKE W €KCIIOHEHIMjaIHe
k=1
dyHKIHje caean Aa HU3 P, KOHBEPIHpPa aKO W CaMO aKO KOHBeprupa Hu3 Inp, =
n

> Inag. Oparie caeau Tpheme eme. \V4
k=1

Jlema 11. Hexa je x, > 0. Tada npouseod [[(1 + x,) xoneepeupa axo u camo
aKo Koneepaupa ped Ty,

A U3 Jleme 8 ciienu 1a je v 3a KOHBEPreHuujy pepa » | &n, u upoussona [[(1 + z,)
Heonxosan ycioB lim x, = 0. Oupatie, na ocaoBy Ilpumepa 24 va crp. 125, cienu
n—oo

In(1
lim 7n( + 2n) =

n—o00 Ty

50Ba NPeTIOCTaBKa je NpupogHa U u3 cieneher passora. [Ipowsson je ,,MyJITHIIHKATHBHO
sammcan pex”’. JIpyrmm peumma, mojam pega y rpymu (R, +) oarosapa mojMy mpomsBoga y 0]
n3omopduoj rpynu (R4, e). Jeman mzomopduszam oux crpykrypa je log : (Ry,e) — (R, +).
Tako mobujamo TBphema 3a npousBome KoOja Cy aHajaor#Ha Tephemuma 3a pemoee. Hmp, Kao mro
OIIITH YJAH KOHBEPreHTHOr pefa Texu Hynu (Heyrpany y (R,+)), TAKO M ONIITH “iaH KOH-
BEPreHTHOr NPOHM3BOAA Texwu jemmuunu (Heyrpamy y (R4,e)). Yommre, MOXeEMO ma TOBOPHMO
0 ,yOmuITeHUM penoBuMa” y cBakoj rpynu (G, o) y K0joj MMa CMECIA [mojaM JuMeca (a THME U
HEIPEeKUAHOCTH). Takse rpyme, y KOjEMa je IPYIOBHA ONEDAIN]a HENPEKHUIHA, HA3UBAjy CE MOono-
aowrum epynama (6. [9]).
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Hoxkas cazna ciaenu u3 Teopeme 7 u Jleme 10. \V4
Ipmmep 47. Hponssox [] (1 + -5) xonseprupa ako u camo ako je p > 1. f

3anarak 34. Heka je a, pactyhiu meorpanuven Hu3 peasaux Opojesa. [loka-

3aTH J1a pen,
oo
Z Ap41 — An

a
n—1 n+1
.1 Gnt17An _ _apn
auseprupa. (Yuyrcrso: 1 r— - 2 v

IIpumep 48. Ckym Tadaka HarOMUJIaBamba HU3Q
- i
k=1

rae je t = v/—1 € C je kpyxkuuna. 3ancra, u3

u [Ipumepa 47 caemu ma mocroju roo := lim |z,|. Homro je
n—o0

Arg (zy,) ZArg (1 + ) Zarctg

W3 IWBEpreHnmje pesia Y. arctg 1 w KomBepremmmje An3a arctg - ka mymm cieam ga
je ckym Tavaka z, cByaa rycr Ha Kpyxkuuim S = {z € C | |z| = roo} (3amarak!).

4.4. Kpurepujymu kouBepreHmuje. Behi cMo ce ynmo3uanu ca nmopeadbeHuM
KPUTEpHjyMUMa KOHBEPreHIHje PeIoBa Ca MO3uTuBHUM djianoBuma. Jlahemo cazma
jOIII HEKe KPUTepujyme.

Tepbemwe 5. (KomujeBa teopema) Hexa je a, onadajyhu nusz nosumuenur
6pojesa. Tada ped > a, KoHeepaupa axo u camo aKo Koneepaupa ped » . 2" agn.

A W3 103uTHBHOCTA ¥ MOHOTOHOCTH HU3a O, CJIEIU

Zk 10 <ai+(aa+asz)+---+ (agn +otagnrig) < Yopy 2% ok
Zk Lk = a1 +az + (a3 + a4) o (agneagy o aen) > 5 300 2Fag,

OJIaKJIe CIIeIN TOKa3 TBphema. \V4

HpnMep 49. Pesynrar [Ipumepa 40 mozxke ce mobutu u HpI/IMeHOM Tephema 5:
pen 3L -5 KOHBEPTWpa aKo M CaMO aKO KOHBEprupa pejl Son L o = D (21,%1)"
IMocnenwu pen kouseprupa ako u camo ako je p < 1 (IIpumep 31). Ilpumerumo
Jla OBO, y CYIITHHH, HHAje HOBH IPHUCTYI UCIATHBAKY KOHBEPreHIlje OBOI Peja —
Meron noka3a Tephema 5 je ynpaso meron u3 Ilpumepa 40. i

Ipumep 50. Pex m KOHBEPTHpA aKo U caMo ako je r > 1. 3Bamcra,

3ar =1 pex Y. —— nuBeprupa jep ameBeprupa pem > 2" gimr = > . 3a
r < 1]je > ma pej IWBEPrUPA HA OCHOBY MOPEIOEHOr MPUHITUIIA.

n(lnn)r nlnn
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Heka je r > 1. Taga pex > 2" Qn(llen)T = (lle)r 3 0 lr}’ﬂ)r KOHBEpPrupa Ha OCHOBY

Teopewme 7, jep je
1
lim )

apemy. n% KOHBEprHpa 3a r > 1. f

IIpumep 51. U3 nperxonuor mpumepa, IIpumepa 21 uva crp. 149 u npuniuna
nopehema cienu na pexu ». m KOHBEPIHUpa aKo je
l.p>1
2.p=1lur>1,
a IMBEprupa y OCTAINM CJlydajeBuMa. 3amcra, Heka je p > 1 u Heka je p1 € (1,p).
Tana je .
lim 20— iy =
n—oo n%l n—soo NP—P1 (ln n)T
ma Pe3y/ITaT CIelu W3 KOHBEPTEHIHje peaa n%l u Teopeme 7. Cnyuaj p =1 je
pasmarpan y IIpumepy 50. Heka je p < 1 u neka je p; € (p,1). Taua je

?

1i nP(Inn)” — lim nP1=P — 4o
n—oo n%l n—oo (11’1 n)T ’
na pesysrar CJAeIu U3 JIUBEPreHlrje Peaa » n%l u Teopeme 7. f
IIpumep 52. Pen > W KOHBEPIHUPa aKO je

1.t>0
2.t=0up>1
3.t=0,p=1ur>1,

a IMBeprupa y OCTAJIWM CIydajeBuMma. 3amcra, ciaydaj t = 0 pa3moTpeH je y
IIpumepy 51, a pesynrar y cayuajeuma t > 0 u t < 0 ciaenm u3 Ilpumepa 31,
IIpumepa 23 ua crp. 149 u Teopeme 7. f

4.5. KommujeB u Jamam6epos Tect. [lopendbeny npuHuuig, IpUMEHEHA Ha
reomerpujcku pex y ¢" (IIpumep 31) aajy mam cneneha npa Kpurepujyma KOHBED-
TeHIyje.

Teopema 9. (Komujes Tect) Heka je a, > 0 HU3 HEHE2AMUBHUT PEAAHUT
bpojesa. Ped Y a,
1. xoneepaupa axo je MW <1
2. dusepzupa axo je m% >1

A Axo je lim {/a,, < 1, onga nocroju ¢ € (0,1) Takso 1a je /a, < g (tj. a, < ¢")
3a CBE M OCHM, €BEHTYaJIHO, IUX KOoHauHO MHOro. Omarie, na ocHoBy Teopeme 6 u
KoHBepreuuje peaa » . q" 3a g < 1 (Ilpumep 31) caenu ga pexn Y | a, KOHBEPrUpa.

Cimano, ako je MW > 1, noctoju r > 1 TakBO Jla Ja HEKU IOJHU3 HU3A
¥/a,, kouBeprupa ka r. Tagasal < ¢ < rBaxu {/a, > q (1j. a, > ¢") GeckonaIHO
MHOTO TIPUPOIHUX OpojeBa n, ma a, He Texkwu Hyaun. Omarie, Ha OCHOBY Jleme 8,
CIlesin 1A Pes Y . 4y, IUBEPTHUDA. \V4

Ilocnemuua 9. Hexa je z, nus xomnaexcrhux 6pojesa. Ped > z,

1. ancoaymmno xonsepzupa axo je lim {/|z,| < 1
2. dueepaupa axo je im {/|z,| > 1.
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A Joxka3 mpeor TBphema caeau u3 Tephema 2. /loka3 apyror TBphema ciieau, Kao
y nokasy Teopeme 9, u3 yumeHue 12 y TOM Ciy4ajy |z,|, na TuMe HU Z,, HE T€XU

HYJIA. 4
3amarak 35. lokazaru ma per

00 n—1 n(n—1)
Z <n+1>

n=2

KOHBEPTUpA. v

Teopema 10. (I[aJIaM6epOB6 tect) Hexa je a, > 0 nus nenezamuenux pe-
aanux 6pojesa. Ped . a,
. T an
1. xowneepaupa axo je hmﬁJrl <1
2. dusepzupa axo je him% > 1.

A Axo je maZ—:l < 1, onza nocroje g € (0,1) m ng € N raksu na je “2 < g 3a

n+1
n > ng. Omatie ciemn % < 45—, ommocmo
Gnt1 _ Gn <...< Gno

anrl — qn — qng

3a n > ng, na je

(Vn > n()) an < an,
rae je C = ‘;%g. Opariie, ua ocuoBy Teopeme 6 u KoHBepreuuumje pega » . q" 3a
0 < q<1cnean na pex y . a, KOHBEPrUpA.
Axo je hirnaa—:1 > 1, onma mocroje ¢ > 1 u ng € N Taksu ga je aa—:l > q 3a
n > ng. Omarie cieu Ja je an41 > qpn > Gn, Tj. 12 je Hu3 a,, pacryhu, nogeBim
Of1 Gy, TIa He Texku Hyau. U3 Jleme 8 ciemn na Y | a,, ANBEPTUDA. \V4

HMocnemuua 10. Hexa je z, nu3 xomnaexchux b6pojesa. Ped > z,

|Z'r

1. ancoaymmo Konsepeupa axo je lei*lll <1

2. dueepzupa axo je him% > 1.
A Jlokas mpsor TBphema cienau u3 Tephewma 2. [lokas apyror teplema caemqu, Kao
y nokazy Teopeme 10, U3 9UBEHUIE 14 Y TOM CIY4ajy |zy,|, Ta THME HU 2, HE T€KU
HYJIH. \V4

3amarak 36. Jokazarn 1a pern,

[ee)

(2n)!

n=1

KOHBEPTUPA. v

Hamomena 6. Heka je x,, = %, Yn = # Taza je

lim 24— g P g lim Ve, = lim ¢y, = 1.

MebyTum, pen >z, auseprupa, a pex y .y, Kouseprupa. Ojarie BUAUMO 1, aKO

je lim {/a, =1 (wm lim “== = 1), Kommjes (unu JTanamGepos) kpurepujym
774*)5)0 n—oo ’n,.

HE /18]y OJrOBOP O KOHBEPIEHIM]H.

6[LanaM6ep (Jean le Rond d’Alambert, 1717-1783) ¢dpannyckn maremaradap u ¢puiaocod



4. PEJOBU CA TTIO3UTUBHUM YJIAHOBUMA 201

Hanomena 7. 3 Ilpumepa 16 ma ctp. 176 caemm ma je KommjeB kputep-
ujym mohinuju oz HasambepoBor: ako KoHBepreniyjy (Wi AUBEpreHIHMjy) pena
> ap, MoxkeMO Ja ycTanoBuMO mpuMmeHoM JlamamGepoBor TecTa, OHIA MOMKEMO A
je ycranosumo u mpumenom Kormmujeror. Jla oO6pHYTO HUje TauHO MOKa3yje ciaemehn
mpuMep.

Hpnmep 53. Ilocmarpajmo pen

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5—&-34— +32+ +33+ +34+ —5—3*5
3a oBaj per je
lim &+ — fim (%)n —0<1, Tm™ — fim (%)n — 4o > 1,

Qn n—00 Qn, n—00

4+

ma JlasaMbGepoB KpUTEpHjyM HE Jaje HHKAKAB OrOBOP O HErOBOj KOHBEPTEHITH)H.
Mebyrum,

L1 L1 1
lim /a,, = nh_)rrgo 3 = %, lim /a,, = nh_)n;O o = ﬁ <1

oIlakJe, Ha OCHOBY KoImjeBor KpuTepujyMa, 3aKJbydyjeMo 13 pe Kouseprupa. Or-
IIITHje, OBO BaXKM 3a CBAKM PeJi 00JINKa

at+b+a®+b>+a*+b°+--,
rejed<a<b<l. g

3a,ILaTaI€ 37. Ucnuraru KOHBEpPreHujy peioBa
( )

() Z( ) z20

(r) >0 (5

4.6. Pa6GeoB kputepujyMm. IIpnveHoM mopeabeHnX TPHHIMIA HA e Y nip
(IIpumep 40) mobujamo cienehe Tepheme.

Teopema 11. (Pa6eos” Tect) Hexa je a, > 0. Axo nocmoju ¢ > 1 makeo da

n( n_ _ 1) >
(np41

onda ped > a,, woneepeupa. Axo je

n( an —1) <1
an+1

je

onda ped > a, dusepaupa.

A TIpernocraBuMo Jia 1OCTOjH ¢ 3a KOje je 3a10BoJbeHa 1IpBa Hejeanakocr. Heka je
p € (q,1). N3 IIpnmepa 26 wa crp. 125 cremn na je

p
(1 + %) -1
n—oo =

=D,

"Pabe (Joseph Ludwig Raabe, 1801-1859), mBajuapcku MareMaTHdIap
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ma je 3a JOBOJHHO BEJIUKO 7,

(1+%)p—1

1
n

. 1\P q
<gq, TJ. (1+ﬁ) <1+E.

Ogpariie caequ

OHOCHO

1
An41 ( n )p (n+1)P
< = T
Qn, n+1

Kouseprenuuja pena »_ a, cana ciaenu u3 Teopeme 8 u KoHBepreuuuje pea » nip

IIpernocraBumo cajsa 1a BaXKu Apyra HEjeIHAKOCT uU3 mMOCTaBke Teopeme. U3
e cieau

An41 > n _ (n
Qn n+1

na u3 Teopeme 8 u nuBeprenuuje pega » % CJIe/IM IMBEPIEHIIU]a Pela Y . Gy. Y/
IIpumep 54. Pen

i <Z> oe o (Z) _ ala—1). n'(oz —n+1) (20)

n=0

arcoylyTHO KOHBeprupa ako je a > 0. 3amcra, momrro je 3a n > «

1 1
(|a'n| —1):’11 +042 +Oé:1+a’
|an1] n—a« n
3akKJbydak ciaean u3 PabeoBor kpurepujyma. g

Bamarak 38. lokazarm ga pex (54) neancosyTHo koHBeprupa 3a —1 < a < 0
n nuBeprupa 3a o < —1.

YryTcTBO: 3a KOHBEpreHnwjy y cay4dajy —1 < a < 0 uckopucrutu Jlajonuiioso
npasuwio (Tspheme 1 na crp. 190) u Ilpumep 42 na crp 194; 3a noka3 ja je ta
KOHBEPI'eHII1ja HealcoayTHa, Kao U 3a JI0Ka3 JiuBepretnmje 3a o < —1 UCKOPUCTUTH
Pabeos recr. v

3anarak 39. llcnuraru KOHBEPreHIN]y pPea

y 3aBucHocTu o1 o € R.

3anarak 40. Vlcnurary KOHBEPreHIIN]y PeIOBa
!

(a) E (m-&-lﬂ)(w-‘rg)(i-‘rn)’ z>0
(6) S = x> 0. v
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4.7. KymepoB kpurepujym. Caznahemo ga hopmynuimemo Kpurepujym Koju
yommrasa /lamambepos u Pabeos, n maje HOBe KpuTepujyMme.

Teopema 12. (RYMGPOBS tect) Hexa je ¢, nu3 nosumuenux 6pojesa, makas
da ped Ci dusepaupa, u HeKa je a, Hu3 nosumusnux bpojesa. Tada ped Y a,

An
An+1

1. xowneepzupa axo 3a nexo & > 0 easwcu ¢, —Cpp1 > 6

An
An 41

2. dueepzupa axo je ¢y, —cpy1 < 0.

A

A Hexa je ¢,
On+1 . .
Cnlp—Cnt10nt1 > 0ap11 > 0. Oparie cinenu na je ¢, a, onajgajyhu Hu3 HO3UTUBHUAX
OpojeBa, ma oH KOHBeprupa. llormrro je
n

§ (CkGk — Chy1Qk41) = C101 — Cpi1Gnt1,
k=1

—Cpy1 > 0 > 0. MuOXKEHEM TO3UTUBHUM OPOjEM @y, 11 J100HjaMo

pen > (¢pan — Cpy1Gny1) KOHBEPTUDA, TIa, HA OCHOBY MOPEIOEHOT TIPHHIINTA KOH-

BEprupa M Pef Y . dy.
Axo je ¢, “11 — Cpt1 <0, omga je

a

1
An+1 > Cnt1
a, —
n Ccn

na Ha ocHoBy Teopewme 8 cienw na pen » | a, INBEPTHDA. \V4
Ilocnemuna 11. 3a ¢, = 1 dobujamo larambepose mecm.
Ilocnemuna 12. 3a ¢, = n dobujamo Pabeos mecm.

IMocnemumna 13. (Beprpanor’ rect) Heka je a, > 0. Tada ped > a,

1. xomeepaupa axo je TLILm lnn[n(ﬁ — 1) — 1} >1

2. dusepzupa axo je nh_)ngo lnn[n(aml — 1) — 1] < 1.

A Joxkas ciaenu u3 Kymeposor Tecta 3a ¢, = nlnn. \VA4

4.8. T'aycos kpurepujym. [oKa:kuMo jeaHy BayKHY TOCIEIUILY 10 Ca1a pa3-
MaTpaHUuX KPUTEPUjyMa.

Teopema 13. (Taycos'® kpurepujym) Hexa je a,, > 0 u
0

On In
b
n2

A+ L4
Ap41 n

2de cy \ u pu Kowemawme, a 0, oeparnuven nus. Tada ped Y a, Kousepzupa axo je

1. A>1
2. =1lup>1,
a dueepauPa Yy OCMAAUM CAYHAJEEUMA.

A Cayuajeu A > 1 u A < 1 cieme u3 Jamambeposor kpurepujyma. CiydajeBu
A=1Lpu>1ul=1, u <1 crene uz Pabeosor kpurepujyma. Cayuaj A =1, u =1
crenn n3 beprpanoBor Kpurepujyma. \V4

. (2n—1)!"\p

3amarak 41. Vcnurary KOHBEPreHIH]y peaa » (W) . v
8KyMep (Ernst Eduard Kummer, 1810-1893), Hema4ku MaTeMaTH4ap

9BepraH (Joseph Louis Frans Bertrand, 1822-1900), dbpaHniycku MaTeMaTnyap

10Fayc (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), HeMaIKu MaTeMaTHYap
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3anarak 42. llcnurary KOHBEPreHIIN]y Pea

oo

n:2(1—|—%+a)(2+%+a)~-~(n—l+ﬁ+a)

Y 3aBHUCHOCTH OJ PEATHOT MapaMerpa d. v

5. PeﬂOBI/I Cca IMIpoOMUM3BOJbHUM YJIaHOBHUMAa

5.1. ITapuujasHo cymupame. Heka cy a, u b, 1Ba HU3a KOMILIEKCHUX OpPO-
jeBa m Heka je, 32 0 < m < n,

An: zn:ak u A,1:0.
k=m

N3 ap, = A — Ap_1 caenu ga BaxKu

> arbe =Y (A — Ae_)bp = > Apbp— > Ap_iby,
k=m

k=m k=m k=m

n n—1
IMomro je Y. Ap_1by = >, Agbiy1, 1obujamo
k=m

k=m-—1

n n—1
> arbe =Y Ap(br — brr1) + Apbp — Ap_1by. (30)

k=m k=m

Osa dopmyna nasusa ce Abenogom cymayuorom gopmysom. Hekana ce ona dop-
MYJIHIIE y 00Ky

n n
D brra(ansr —ar) + Y ar(berr — br) = ang1bni1 — apmbi, (31)
k=m k=m
KOJU Ce JIAKO JOKA3yje MHOYKEmeM YJIaHOBA HA JIEBOj CTpaHu U ckpahuBameM. [1pu-
merumo n1a (30) caeau mpumenoM (31) Ha HU30Be A, U b, (yMecTO a, ¥ by)..

IIpumep 55. ¥V I'masu 1 cmo Buaenan aa je

n

Z b n(n2—|— 1) H Z 12— n(n + 1)6(2n + 1). (32)
k=1 k=1

IMokaxkmMo Kako OBe cyme MOry Ja ce u3Beay n3 Abemose cymarmone gopwmyre. a
OMCMO M3BEJIN MPBY, MOCMATPajMO HU30BE a; = k u by, = k. Tazga je

ap1 —ap =1 i bry1 —br =1,

na u3 (31) cienu

Z(k+1)+ik:(n+1)271,

k=1 k=1
OJIaKJIe CJIean

23 k=n(n+1).
k=1

Tume cmo gokazasu npsy dopmyay y (32). da 6ucmo mokaszaiu Jpyry, IOCMaTpa-
jMo mm30Be ap = k? —k u by = k — 1/2. Caza je

Ag4+1 — A = 2k n bk+1 - bk = ].,
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na u3 (31) po6jamo

Oparie ce, nocie cpehusama, nobuja apyra dopmyia y (32). f

3amarak 43. IIpumenom AbGesoBe cymanmone (popMmysie u3padyHaTu
n
S
k=1
Yuyrerso: yseru ay = k% u by = (K — 1)2. v

3anarak 44. Ilpumenom AGesoBe cymamnmone dhopMysie U3padyHaTH
3 (a+ kd)q",
k=1 k=1

3ad#0,q¢{0,1}. v

5.2. JupuxjeoB u AbGenoB KpurepujyM. Ilomohy AbesioBe cymalimone
dopmyste n3BernfieMo gBa KPUTEPHjyMa KOHBEPTEHITH]j€ PEIOBA.

Teopema 14. (Oupuxmaeos tect) Heka je a, nu3 xomniexcnur 6pojesa u

b, MoHOmMOH HU3 peasnur bpojesa. IIpemnocmasumo da je
n
1. nus A, = Y a nepuujearur cyma peda y | a, 02paruser
k=1
2. lim b, = 0.

n— oo

Tada ped > anb, Konsepzupa.

A Hokazaliemo na u3 dbopmyre (30) crenn na je Hu3 Y apb, Kommujes. Heka je
k=1
e > 0.

ITo npermocrasiy Teopeme HU3 A,, je orpanndes, 1j. |A4,| < C 3a neko C' > 0,
mna je
[ Ak (b — bey1)| < M|be — . (33)
Mozxkemo, He yMamyjyhu OmImTocT, Aa MPEeTIOCTABAMO [1a jé MOHOTOH Hu3 b, oma-
najyhu (ako b, je pacryhu, onja je —b,, onanajyhu, a ako rBphere Teopeme Baxku
kaza ce b, 3amenu ca —b,, Baxxuhe u 3a b,,). Taua je

n n

> Mlbe = bga] = MY (bp — bps1) = M(bo — bng). (34)

k=0 k=0
IMomrro mo mpermocTaBiy HU3 b, KOHBeprupa, u3 (34) caemn na u pen » . M|by —
bi+1| komBeprupa. Opgarse, Ha ocHOBY (33) u mOpeAGEHOr TeCTa, CJAEAU Ja Pe
> Ak (bx — br11) (amconyTHO) KOHBEPrUpA, I1a je HU3 HErOBUX MAPIUjATHUX CyMa
Kommjes. To 3naun ma je 3a J0BOJHHO BEJHKE 1M U N AIICOJIYTHA BPEIHOCT CyMe Ha,
aecuoj crpanu y (30) mawa of 5.

MMomro uus b, Texu wynu, a vu3 A, je orpanuueH, oba cabWpka Ha IECHO]
crpanu y (30) Texe myau Kag m,n — co. Omarie ciaeau ga je, 3a JOBOJHHO BEJIMKE
M U N, CBAKA O] /bUX MamU O] % CabupameM 100HjaMo J1a je 3a JOBO/bHO BEJIUKE
m u n uspas Ha gecuoj crpanu y (30) mamu o €. \V4
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Teopema 15. (AGesmos Tect) Heka je a, nu3 womnaekcuur bpojesa u by
MOHOMOH HU3 pearnurs bpojesa. IIpemnocmasumo da eastcu

1. ped > a, Koneepaupa
2. nocmoju lim b,.
n—oo
Tada ped > anb, Konsepaupa.

A Heka je lim b, = bso; Taga je lim b, — by = 0. IIpumerumo na je
n—oo n— o0

Zakbk = Zakboo + Zak(bk — boo).
k=1 k=1 k=1

Pen > aj xomBeprupa mo mpernocraeny, a pen y . ai(by — bso) KOHBEpruUpa Ha Oc-

HoBy Teopeme 14. \V4
Kao nocneauiy, nobujamo jom jeman nokas Tephema 1 (crp. 190).
IMocnemuua 14. (Jlajorunoso upasuio) Hexka je b, onadajyhu nus pearnuz

6pojesa u nexa je lim b, = 0. Tada ped > (—1)""'b, xoneepeupa.

n—oo
A Jlokas ciequ w3 Teopeme 14 3a a,, = (—1)" L. \V/

IIpumep 56. Pen

P

n=1 n
amnCcoJIyTHO KOHBepwpa 3a p > 1, HeamcomxyTHO KOHBeprupa 3a 0 < p < 1 m am-
Beprupa 3a p < 0. 3awmcra, amncoyyTHa KOHBEpreunuja 3a p > 1 je ycraHOB/beHA y

Mpumepy 51 (cmyuaj r = 0). Ako je 0 < p < 1, pex kouseprupa mo JIajoHUIIOBOM

npasuiry. Ako je p < 0, pen auBeprupa jep My OMNINTH 9YJaH HE TEKHW HYJIH. f
IIpumep 57. Pen
2
i cos 1=
2
— log®n
KOHBEPTUpa. 3aucTa,
2 2
nAm n4m nmw
cos = (—=1)" cos —nm | = (=1)"cos .
n+1 (=1) (n+1 ) (=1) n+1

_1)" . .
Pen > (=1) KOHBeprupa, no JIajobHuIoBoM IpaBuily, a HA3 COS —= je MOHOTOH W

log® n n+1
orpaHuyeH, 1a 3ak/bydak ciaenu u3 AbejoBor Tecra. f

3anarak 45. Jlokazaru ma pen

KOHBeprupa. v

3anarak 46. llcnuraru KOHBEpreHIujy pema

i sin (nx)
e logn

y 3aBucHoOCTH Oz napamerpa r € R. v
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3anarar 47. Heka je Y a,, KouBeprenran pel. /lokasaru 1a Cy peioBu

n +1 n
Zl(jlgn7 Znn tn Z\/ﬁa"

KOHBEPIreHTHH. v

6. Onepanuje ca pegoBuMma

6.1. JIBoctpyku pemoBu. ¥ Ilociaemunu 8 mva crp. 191 Bumenu cmo ma Kona-
9Ha U OECKOHAYHA CyMa KOMYTHUPAjy, Tj. Ja BaXKh

9] k k [e%S)

POIEIED SO I
n=1 m=1 m=1 n=1

Cutesiehin npumep mokasyje fia, y OIIITeM CJIydajy, JABe OECKOHAYHE CyMe He KOMY-

THPA]y .

IIpumep 58. Hexka je

0, m < n,
Amn = { —1, n=m
2nTm m > n.

V 065Ky GecKOHAYHE MATPHUIIE, (yyp MOXKEMO 1 HAMUAIIEMO Kao

-1 0 0 0
L —1 0 o0
o

@w)=| 1 & T
8 4 2

Tana je, 3a puxkcupaHo n, cyma n—re KOJOHE

0o n—1 o] 00
Zamn:ZGTILn+(_1)+ Z amn:O+(_1)+ Z 2T =—141=0,
m=1 m=1 m=n+1 m=n+1
a 3a (puKCcHpaHO M CyMa m-—Te BPCTE je

00 m—1 o] m—1
St = St (D Dt = 2 ()02,
n=1 n=1 n=m+1 n=1
. X X oo 00
naje Y. > ampn=-2#0= > > amn. §

n=1m=1 m=1n=1

Creneha Teopema maje jenan ycjaoB MO KOjuM IBe DECKOHAYHE CyM€ KOMYTH-
pajy, Tj. YCJOB HOJ, KOjUM je JO3BOJFEHO M3MEHUTHU Topeslak cymuparma. Heka je
nara 6€CKOHAYMHA MATPHUIIA

211 %12 213 214
221 k22 223 224
231 232 233 234

zZ =
(mn) 241 242 243 244



208 4. HU3OBU N PEJOBU

Y Teopemu 14 nHa cTp. 45 CMO BHUIENW Ja CE€ HEHW eJIeMeHTH MOry mopeharu y
un3. Hapasno, TO je moryhe yYmHATH HA BHIlE HAYHHA, Tj. J0OWjeHH HU3 HHUje
jenuncreer. O3HaYMMO ca w, OUJIO KOjU OJ THX HU30BA.

0o
Teopema 16. Axo ped > |w,| xoneepeupa, onda Konsepeupajy u pedosu
n=1

oo oo oo
§ Zmn, § Zmn, § § Zmn, E § Zmn
n=1

m=1 n=1m=1 m=1n=1

oo o0 oo oo
U BANCU Y. D Zmn = D, O Zmn-

n=1m=1 m=1n=1

oo
A Heka je C = > |wy|. Tana je, 3a cBako m,

n=1

N

Z |2mn| < C.

n=1

o0
Opariie cienu Ja pen » . Zpyy, (anconyTao) kouseprupa. Jdaswe, Baxu

n=1
M oo
SN lzmal <€,

m=1n=1

o0 oo .
OJIaKJIe CIIe/A Ja ¥ PEJL .~ 1 Y " | Zmn KoHBeprupa. Ha mctn naunn ce qokasyje
Jla ¥ TIpeocTasa JABa peaa KOHBePTUpPajy.
oo

Heka je W = > w,. Jokaxnmo aa je

n=1
m=1n=1 n=1m=1

Heka je ¢ > 0. U3 xouseprenuumje pega » . |w,| u Jleme 7 na crp. 188 cieau na
nocroju k € N TakBo na je

’W ij‘< Z |w]|< (36)

j=k+1

3a I0BOJBbHO BeJHKe Mg, ng € N eleMenTs wy, . . . , Wy Cy caapkanu mehy 6pojeBuma
Zmn 38 m < mg, n < ng. Taga je 3a r > mg, s > ng pasimka

> - ng

m=1n=1

jenHaxa cyMmu 4iaHOBa Hu3a wj; ca j > k + 1, na u3 (36) cieau

pIPIEEL MRS

m=1n=1 j=1

Oarie, peIackoM Ha ILm , mobmjamMo
S o0

g
g
w2

:

[
]~
S
A
N ™

(37)
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U3 (36) u (37) caenu

T

‘Zizmn—W‘<5,

m=1n=1

quMe je JOoKa3aHa NpBa jemHakocT y (35); Ha uCTH HAYUH Ce JOKa3yje U Apyra. Y/
o0

IMocnemuua 15. Axo ped > |zmn| Koneepeupa 3a ceaxo m € N u axo ped
n=1

o0 o0 o0
S 37 |zmn| woneepeupa, mada ped Y. |w,| woneepeupa u easicu

m=1n=1 n=1
I IEIES STl @
m=1n=1 n=1

o0 o0
A Tlo mpernoctapiu je ». » |zmn| = C < 400. Heka je k € N. Taza je, 3a

m=1n=1
JIOBOJBHO BEJIMKE T, S
T s S
E lwn| < E § |Zmn| < C,
n=1 m=1n=1
oo
ollakye ciaeau na pex y . |wy| KouBeprupa. Jemmakocr (38) cana cieam w3 mper-
n=1
XOJiHe TeopeMe. \VA

Ilocnemuua 16. Hexa je amy, > 0. Tada je > D Gmn = Y. Y. Gmn-

m=1n=1 n=1m=1

I[Ipumerumo ma, mox yciaosuma Teopeme 16, cienm ma pe3ynaTar ABOCTPYKOT
CyMUPama He 3aBUCHU O] HAYMHA HA KOJU Cy YJIAHOBU JBOCTPYKOT HU3A 2,y TOPehaHu

o0 o0 o0 o0
y HU3 Wy,. Y TAKBOM CIYYajy, u3pa3 Y. Y. Zmn (Tj. D, Y. Gmn) O3HAUYABAMO CA

m=1n=1 n=1m=1
o0
> Zmn W HA3UBAMO Ta 080CMPYKUM PEIOM.
m,n=1

6.2. yOIIIJ_ITeHI/I KOMYTAaTUBHHU 3aKOH. Hocnem/ma KOMYTATUBHOT 3aKOHAa
3a cabupame je Ja 3a CBaKy N-TOPKY Z1,...,Z, KOMILJIEKCHUX OpOjeBa U MPOM3BO-
spHy mepmytanujy o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} Baxu

Z 2k = Z Zo(k)-
k=1 k=1

VY ommrreM CIydajy, OBO HEje TAYHO 33 OECKOHAYHE PEIOBe.

Teopema 17. (PumanoBa teopema) Heka je x, nu3 y R, maxae da ped
>y neancoaymuo xonsepeupa. Tada 3a ceaxo a € {—oco} U R U {+o0} nocmoju
nepmymayugjae o : N — N, maxea da je

Z l‘g(k) = (.
k=1

A Heka je € R npomssosban 6poj. Heka cy @} w x,, nmosurnsHm u HeraTupHu 160

6poja x,,, nedunucanu dopmynom (48) na crp. 49. Us
oh=1
2

_ 1
(‘In|+l’n)7 Ty :5(“Tﬂ|7l’n)7



210 4. HU3OBU N PEJOBU

JMBEPreHIyje peaa » . |x,| 1 KOHBeprennumje peaa » . T, CIeIu Ja PEJOBH Y. T, u
>, nuseprupajy. Heka je p, n-Tu 1o peiy 4iaH HU3a T, KOjU je MO3UTHBAH, a
Gn M-TH 1O peJy 4aH HU3a T, KOju Huje nosurupan. QUULeniHo BazKu

n n n n
dopez) al w Y a< =)
k=1 k=1 k=1 k=1
a je
n n
Y pp=+00 u Y gp=-c0. (39)
k=1 k=1
Tpaxeny nepmyrauujy o gebunumemo unaykrusuo. Heka je o(1) = 1. Ilper-
n
TOCTABAMO A CY Ty (1), - - -, Lo(n) BEN medurmcanm. Axo je D y(n) < a, nedmun-
k=1
HUITIEMO Z (1) KAO TIPBH O], 4IAHOBA HU3A Py, KOJU HUCY MeDY Ty(1), - - -, To(n). AKO

n
je > Tom) > o, nedunumemo Tg(n+1) KAO MPBU OJ] ITAHOBA HU3A (¢, KOJH HHCY
k=1

Meljy ;Cg(l), N ,xa(n).

Jlokaxxumo 1a je Y o To(ky = . Hexa je e > 0. IlomTo ), KOHBEpTHpA,
Zp, TE€XKU HysH, a mocroju ng € N rakBo ga 3a n > ng Baxu |z,| < . Onarie
cnenm ma mocroju np € N TakBo Ia 3a n > Ny BaxKu

|x(,(n)| < e. (40)

U3 (39) cienu ma nocroju npupopan 6poj ny > nq Takas Ja je

n2

a—s<ZxU(k)<a+s. (41)
k=1

n
Baucra, Kaja 6u 3a cBako N > ny OUWIO ) Ty < a — &, 10 JedUHHIK]U Hnep-
=1

MyTaImje o To 6M 3HaYMIIO0 Ja TOCHe UlIaHa Zy(p,) MOMKEMO Ja T0ajeMo HUIaHoBe
HU3a P, U HUKAJ He nobujemo 36up sehu ox a, mro je y cynpornoctu ca (39). Ciu-
n

9HO ce JJOKa3yje Ja He MOKe Jia Ce JIECH JIa 33 CBAKO 1 > N BaXKU » To(k) = teE.

k=1
Cazna u3 (40) u (41) cnenn

n
a—5<2xa(k) <a+e
k=1

o0
3a CBAKO N > Ng, Tj. Y To(k) = O
k=1
Ako je a = 400, J0Ka3 ce u3BOAM Ha candaH HayuH. Heka je o, HU3 peaHux
6pojeBa, Takas 1a &, — 400 Kag n — co. Tpakeny nepmyranujy o oner jgedunn-
MeMO WHIYKTUBHO, C TOM PA3JIMKOM IIITO HAJIPE JTO/IAjeMO UJIAHOBE HU3a CBE JTOK
n ng
je > T,y < Qu, 3aTHM HYTaHOBE HU3A G, CBE JIOK je ) Tg(k) > (1, MOCTE TOTa
k=1 k=1
n3
oTIeT WJIaHOBe HHU3a Pj, W Calda CBe JOK je Y Tk < (2, 3ATUM UIaHOBE HI32a
k=1
ng
qn CBE JIOK je Y Zy(k) > ag ura. Ciydaj a = —00 pasMaTpa e aHaJIOrHO. \V4
k=1
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3anarak 48. Hexka je z, nu3 y R, Takas na peq Y x, HEANCOJYyTHO KOHBED-

rupa. Jlokasarm, Kopucrehu maejy mokasa Pumanose Teopeme, 1a 3a MPOU3BObHE

a,f € {—oo} UR U {+c0} Takse ma je o < 8 mocroju nepmyrammja o : N — N,
n n

TaKBa Aajeliimzxa(k):aﬂmzxa(k)zﬁ‘ v
k=1 k=1

3amarak 49. Heka je z, € C Hu3 KOMIUIEKCHUX GpOjeBa, TakaB Jia PeIl Y . Zp
HearcoayTHO KouBeprupa. [la iu 3a cBako ¢ € C nocroju nepmyranuja o : N — N,
o0

TakBa 1a je Y Zyx) = ¢7 (Omrosop: me!) v
k=1
Hanowmena 8. Baxwu ciezneha kommsekcHa aHasornja Pumanose reopeme (Bu-

nern [28)): Axo je D z, HEANCOAYMHO KOHBEP2EHMMAH PED CG KOMNAEKCHUM YAAHO-
suma, orwda nocmoju npasa L C C maxsa da 3a ceaxo ( € L nocmoju nepmymayuja

(o]
o : N — N, marea da je ) z,4) = (. 13 mera crenn Puvanosa Teopema Kao
k=1
crenmjamau caydaj (Im z, = 0, L = Re-oca).
3a arco/iyTHO KOHBEPTEHTHE peIoBe Baxku ciemeha Teopema.

Teopema 18. Hexa je ped > z, ancoaymmo xoneepeenman. Tada ceéara roezo6a
NEPMYMAYUIA KOHBEP2UPE UCTNO] CYMU.

A Heka je o nara nepmyranuja u Heka je € > 0. ITomro Y 2, amcosyTHo KOHBEpP-
rupa, 3a Heko ng € N Baxu

o0

E |Zk| < eE.

k:’l’bo
N3abepumo 6poj m € N, takas na je {1,2,...,n9 — 1} C {o(1),...,0(m)}. Tama
3a CBAKO N > M BaxKh

1Y 2= zem| < D lul <e (42)
k=1 k=1 k=no

Moo je £ > 0 mpou3BO/EHO, NPETACKOM Ha JuMec y (42)
n oo
lim z = Zk-

Y

3anarak 50. Hokazaru Teopemy 18 3a amncosyTHO KOHBEPIreHTAH PEAAHU Per
S" @y, va apyru nauus, uuyhu x, =z} — z, 1 Kopucrehu yumbeHully J1a je cyma
peIa ca MO3UTHBHUM YJAHOBHMA, jeTHAKA CYIPEMYMY HU3a FHerOBUX MAPIVjATHUX
cyma.

v

6.3. Muoxeme pegoBa. Crueneha Teopema yomiraBa JUCTPUOYTHUBHE 3a-
KOH.

Teopema 19. Hexa cy a, u b, nuzosu xomnaexcnux 6pojesa, maxsu da

o0
1. ped > a, ancoaymmo xonsepaupa u Y a, = A,
n=0

2. ped Y b, xonsepeupa u Y b, = B.

n=0
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n o0
Hexa je ¢, = . agbp_x. Tada ped > ¢, xonsepeupa u easxcu », ¢, = A- B.
k=0

n=0
A Hexka je
An:Zana Bn: bn; anzcna rn:B*Bn-
k=0 k=0 k=0
Tana je
C, = agby+ (a0b1 + albo) R (aobn +aibp—1 +---+ anbo) =

= aoB,+a1Bp_1+ - +apBo =
= ao(B—rp)+ar(B—rp_1)+ - +an(B—rg) =
= A,B— (agrn + a17n—1 + -+ + anro).

Iomro je lim A, B = AB, ocraje joir ma ce J0KaxKe 1a je
n—oo

lim (agry, + a1rn-1 + -+ anro) = 0. (43)
n—o0
Heka je € > 0. Ilowro pexn ) a, anconyrno koHseprupa, cyma A* = > |a,| je
KoHauHa. UI3 KOHBepremmuje pena » b, caemu ma moctoju ng € N TakBO 1a je
7| < e(24%*)~! 3a n > ng. Tana je

laorn + -+ anro| < aorn + - F Gneng—1Tng+1] F [@n—ngTng - - + antol
< % + |an7n0rng "'+an’r0|~
(44)
TTomrTo OMINTH YIAH @, KOHBEPT€HTHOT DENa » . G, TEXHW HYJIN Kaa n — 00, 3a
durcupano ng Texu Hyau u nocaeambu wian y (44), tj. mocroju ny € N Takso 1a
3a N > Np BaxXn

€
|@n—ngTng * -+ + anTo| < 3 (45)
U3 (44) u (45) cnenu (43). \V/
Iedmaumnuja 9. Heka cy a, n b, kKommuekcan Hn3osn. Hnz
n
ap * by == Zakbn,k
k=0
HA3WBA Ce KOHBOAYUUJOM HIU30BA, Uy ¥ by,. O

ITomohy mojma KOHBOJIyIHje MHOXKEme MOxKe Ja ce dbopwmysuine Ha ciejehn
naund. Heka je [1(C) cKym CBUX KOMILTEKCHEX HH30Ba 2, TAKBHX 1a PeI Y. |2,
kompeprupa. Taza je crpykrypa (I1(C), +, *, e), ca onepanujama

(@n,bn) — ap + by u (@n,ybr) > ay * by
npcren ca jeqununoMm e = (1,0,0,...). I3 Teopeme 19 cienu

Teopema 20. Ilpecauxasarve

o0

> (1MC), +,%,€) = (C,+,-,1)

n=0

je mopduzam npcmenosa ca jeduruyom.
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Hamomena 9. VY mokazy Teopeme 19 Bumenm cMo ma ako jeaH o peioBa
> an, Y. by, KOHBEPrUpa alcoIyTHO, & IPYIU KOHBEPrUpPa, OHJIA KOHBEPrUpa U pe
> ¢p m jenHak je BUX0oBOM mpom3soxy. IIpupommo je mocraButu cienehe mmrame.
IIpernocraBumMo ma 3HAMO 12 CBA TPU Pea KOHBEPTUPA]y, 6€3 MPETTOCTaBKe O all-
CONyTHOj KOHBepreHImju. [la jin je Tajga cyma pesia » | ¢, jelHaKa MPOM3BOLY CyMa
penoBa »  a, u Y b,? Bunehemo yckopo na je onroBop Ha OBO MUTame MOTBPIAH
(Tocnemuna 17 Ha cTp. 222).

7. CreneHu pemoBu

7.1. ITonynpeununk kKouBepreunuje. Heka je ¢, HI3 KOMIJIEKCHUX OpOjeBa
na € C. Pen

o0

Z en(z—a)”

n=0
je (byHKIMja KOMILIEKCHE [IPOMEH/bUBE 2 U HA3UBA CE CMeENneHuM pedom ca Koedu-
ujeHTumMa ¢, u mnearpom y a. Cneneha teopema mokasyje ma je obiact meduH-
ucaHoCTH 0B€ (DYHKIIUje JUCK Y KOMILIEKCHO] PABHE (€BEHTYAJTHO 0€3 HEKUX TAYaKa
HA IPAHUYHO] KDY KHUIIM).

(oo}
Teopema 21. IIpemnocmasumo da ped . c,(z — a)”™ Koneepeupa 3a z = z.
n=0
Hexa je p := |z0 — a|. Tada ped ancoaymmo xoneepeupa 3a c6axo z maxso Ja je
|z —a| < p.

(&)
A Tlomro pen Y ¢, (20 — a)™ KouBeprupa, Baxu c,(zo — a)™ < M, na u3
n=0

Z_a)n

en(z —a)” = cp(z0 — a)"(zo —

crenn |, (z — a)| < Mq™, vae je

%<
a

quZO_

Ojiatiie, HA OCHOBY [OPEIOEHOr IPHUHIIUIA U KOHBEPIEHIM]e I'€OMETPHJCKOD PEeJIa,
> q"™ 3a g < 1 cieam mOKa3 Teopeme. \VA

[onymnpeunuk wajBehier nucka Ha KOME CTEMEHU PEJl KOHBEPTUPA HA3UBA, CE Hhe-
FOBUM noaynpeunuxom xoweepzenuyuje. Cnemeha reopema jaje jenan Ha4MH Ja ce
OH M3PAIyHA.

Tepbeme 6. Heka je ¢, Hu3 xomnaexcHur 6pojesa u

1
R = _—F—,
lim {/|en|

npu wemy je R =0 axo je lim {/|c,| = +00 u R = +o0 axo je lim {/|c,| = 0. Tada
cmenenu ped Y ¢, (z —a)” ancoaymmo Kousepzupa ako je |z —al < R, a dusepeupa
axo je |z —a| > R.

A JTokas ciemau u3 Iocaenuue 9. \V4
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Hapasno, npumenom lanambepoBor kpurepujyma (ymecro Kormjesor), mosy-
MPEYHUK KOHBEPTEHIMj€ MOXKEMO A U3PATYHAMO Kao

R = lim [en] ,
n— oo ‘Cn_;'_ll

YKOJIUKO OBaj JINMEC MOCTOjH.

o0

IIpumep 59. IlosynpeyHuk KOHBEPreHIHje CTEMEeHOr Peia Zo %L je +oo, ma
n=
Taj peJ arncoIyTHO KOHBeprupa 3a cse z € C. f
H 60 P oS (_1)7Lz2n,+1 (_1)712271,
pumep 60. Penosu nZ:O GniDr 1 nZO @mr— CY AICOMyTHO KOHBEpTeH-
THE 32 cBe z € C. i
oo 1)n71 n
IIpmmep 61. [ToaynpevnrK KOHBEPTEHIWjE DEla (_% je 1. it
n=1
(o)
Ipumep 62. Hosynpeunnk konseprennuje peda y. (%)z" je 1. i
n=0

3amarak 51. JlokazaTu 1a CTEIEHH pe

oo
s(z) == Z F,z2",
n=0

rae cy F,, ®ubonaunjesn 6pojeBr, KOHBEPrUpa Ha TUCKY |z| < ¢~ 1, rie je ¢ snarau
npecek (Buzeru 3azarak 23, Ha crp. 186) u na je Ha TOM JUCKY
z
5(2) = ————.
(2) 1—z—22

v

7.2. Henpekuauoct u audepeHnujabuanoct cremeHor pemaa. Creneha
TEeOpeMa Jiaje jeJHO BaXKHO CBOJCTBO CTEIEHOI' pejia.

Teopema 22. Heka je R noaynpeunux xonsepzenyuje peda Y c,(z—a)™. Tada
je dymnryuja

oo
f@) = elz—a)
n=0
nenpexudna na ckyny Dp := {2z € C ||z —a| < R}.
A Tlpermocrasumo jga je a = 0, mMTO caMO IMOjeTHOCTABIbYj€ O3HAKE, & HE MEHha
cywruny gokasa. Heka je zg € Dpg, 1j. |20| = po < R. Heka je py < p < R. Axko
je |z] < p, Tana Baxkn

P& - Fe)l = [SiZoen=" - )| < X feallz" - 251

oo
= |z —z20| X leallz" 1+ 2" 220 + -+ 225 2+ 2

n=0

'l

IA

o0
|2 = 20| 3= enlnp" ™t

n=0
1

Tim ¥/|cn |

IMomro je R mosynpedyHuK KOHBEpreHimje pena » . ¢,z" (makie R =

m Y/ |cn|np=1 = plim /e, | = % <1,

p < R, Baxu
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na u3 Kommjesor kpurepujyma ciean ma pe Y. |c,|np™ ! konseprupa. OsnadanMo
mweroy cymy ca S. Heka je e > 0. Tana, axo je |z| < p u |z — 20| < eS™! Bakn
|f(2) = f(20)] < &, omakuie caenu HenpekuaHocr Gyukuuje fy 2o. \V4

Ha canuan mauwmn ce moka3yje u caemaeha Teopema.

Teopema 23. Hexa je

oo

f@) =3 eule —a),

n=0
u Hexa je R noaynpeunuk xonsepeenyuje cmenenoe peda Ha decrwoj cmpanu. Tada
je pynxyuja f : (a — R,a+ R) — C beckonauno nyma dudepenyujabusna u 6aiHcu

o0

f® () = Zn(n— Do (n—k+1ey(xz—a)"

n=0

JlpyruMm pedmma, CTEmeHu peln MoxKe ma ce ,audepeHnnpa 9aaH mo d9jaaH” .
Crernmjastso,

k
F¥(a) = kley,
mna je
X £(n)
" (a
=3 W o
n!
n=0
A Hexka je
o0
h(z) = E nep(z —a)™ L.
n=0
Tana je
o0
x) — f(zg " — xy _
f() ( )_h(zO):E:Cn O_nxgl .
r — X 0 T — 2o
n—=
M3pa3 y 3arpaam MOKEMO 1, HAITAIIIEMO Kao
" 0 n—1 n—1 n—1
0o nxn—l — xkxn—k-&-l o zn—l _ In_k+1($k o Ik).
T — 0 0 0 0 0
0 k=0 k=0 k=0
Opgarae, mocsie joun jeaHor (pakTopucamba u3pasa ak — xlg U IIpeJIacKa Ha JIMMeC KaJl
T — To CJeIN 3aKJbyUaK TeopeMe. \V4

IIpumep 63. dudepennupamem 006e CTpaHE jeTHAKOCTH

= 1
n o__
nzz;)x T 1l-—=z

J106mjaMo
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3anarak 52. Ilomasehu ox reomerpujckor pema

> 1
n_2n __
Z(_l) S
n=0
JIOKa3aTH Jia je
oo 2n+1
x
tgxr = -nH"
arctgr = _(=1)"5 =
n=0
u usBecru onarie Jlajouunosy dbopmyiy (84) na crp. 76. v

3anarak 53. Hamucaru dynxmnmje

1 1 1—2
f(z) = . gla) = [ gof(x)= T—(p+

kKao cyme (reomerpujckux) pemosa. Ilpumenom mu Bpynose dopmyie (25) nHa
crp. 150 y Tauku (xr = 0) u ouuraBamem onrosapajyfiux ussoga Kao xoeduim-
jeHaTa CTEeleHnX PeoBa, J0Ka3aru GOpMyJTy

k! k
— 1 n—1
2 it =)
e je k = ki + ko + - -+ + k, u cymupamse ce Bpinu 1o cBuM ki, ks, .. ., k, TakBuM
na je ki + 2ks + - - - + nk, = n. v

IIpumep 64. (EbyrHoBu maenTurern) IlocMarpajMo MOJMHOM

n

p(x) = [[(x —ra), (46)

i=1
ca HyJama ri,...,7T,. Hbera MOXKeMo Ja HATHUIIEMO W y BUIY

n

pla) = (-1 oam7, (47)

=0
roe ¢y o; = 0;(ri,...,Ty) €IeMEHTAPHH CHMETPUYHN IOJMHOMH IPOMEH/PHBUX
T1y...,Tn:
j .
o= Z1§¢1<...<z’jgn [Tzt mies J=0
! 0, j<0
(Bugeru Ilpumep 27 na crp. 65). dudepennupamem uspasa (47) no x mobujamo

n

p(x) = (=1 (n— joja" 7" (48)

J=0

Ca gpyre crpahe, jorapurmoBambeM uspasa (46) u audepeniupamwem 1061jaMo

p’((xx)) _ Z - _1 —. (49)

p 1

n

7
U3 dopmyne 3a cymy Teomerpujckor pega (IIpumep 31 Ha crp. 188) cienu xa je

e k

1 1 1 T
zt—r x 1—(x/r) _kz_oxk“’
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IITO NIPUMEH-EHO HA CBaku cabupak y (49), naje

12 0
’ p(.’L‘) Sk
pr)=p\x =px — 50
(@) = 2o 5 =903 i (50)
rie je
sk=ry+rh 4.+, 33 ke {0,1,2,...}. (51)

Axo y (50) yspcrumo (47), u usmenumo nopegaxk cymupama (Bugeru [lociaenuiy 8
Ha crp. 191), nobujamo

Fa) =3 (Z(—l)kojsk-j)x"—k—l- (52)
k=0 \j=0

UsjennavaBamen koedunmjenara y uzpasuma (52) u (48) 3a p’(z) nobujamo Fbym-
Hoee udenmumeme

j—1
m i
> (=1 0msj—m + (—1)jo; =0,
m=0
KOj¥ TIOBE3Y]jy eleMeHTapHe CUMETPHUIHE MOJInHOME 07 (71, . ..,y ) €& CAMETPUIHIM

nosmaomuma (51). Ilpsa tpu EbyrHOBa MaenTUTETA CY
s1—o1 =0, S9 — 8101 + 209 =0, S3 — So01 + S109 — 303 = 0.

IToxcerumo ce ga cmo opakse uienrurere seli cycpenu npu pemasamy 3agarka 98
Ha cTp. 69. il

3anarak 54. Heka cy a, b, ¢ pememwa jennadunse
2%+ 227 + 3+ 4 = 0.

Uspauayrarn a’ + b3 + ¢3. Ynyrcrso: mpumenutu Bujerose dopmyae u IbyTHOBE
AJCHTUTETE. v

Hanomena 10. Ibyrnosu nupenturern u3 llpumepa 64 cy crmenujagsam caydaj
Ochoere meopeme 0 CUMEMPUIHUM TOAUHOMUMA TIO KOjOj CBaKM cAMeTprdHm !

MOJIMHOM 72 TPOMEHJbUBUX 71, . . . , T, MOYKE A C€ MPEICTABU KAO MOJMHOM IO ITPO-
MEHJBUBUAM 071, . . .,0p.
Cuenujasno, JuCKpUMUHAHMA N IPOMEHJBUBHX T, . . . , Ty j€ CAMETPUYHU 1IOJIU-
HOM
D= ]t —r)?
k<j
M MOXKe 713 Ce TPEICTABU KA MOJUHOM TI0 071, ..., 0p. o

3amarak 55. V3pa3uTn CHUMETPpUYHHU TTOJIHHOM
P _ 2
(1., Tpn) = TT]
k#j
7 IPOMEHJ/bUBUX IOMONY €JIEMEHTAPHUX CHUMETPUIHHUX IMOJTUHOMA. v
Honauuom je cumempurar aKO Ce He Meba IPH IePMyTalnju IPOMEH/BUBHUX. EjieMenTapHu

CHMETPUYHH HOJUHOMH 0 (71, ..., n) U IOJUHOMH Sk (71, ..., 7n) H3 IlpuMepa 64 cy cuMeTpHUYHIL.
Tlomuuom p(r1,r2,r3) = rire HHje cuMeTpuyad jep je p(ri,ra,r3) = rire # rare = p(rs,r2,7r1).
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Teopema 24. (AbGenoBa teopema) Heka je Y. ¢, woneepzenman ped Kom-
NAEKCHUT OPOjEsa U HeKa je

o0
h(z) = chx" 36 —l<ax<l
n=0

[ee]
Tada je lim h(x)= Cn-
i (z) nz::() "

IIpumerumo na Abenosa Teopema He caedu u3 Teopeme 22: u3 e ciaegu camo
HenpekuHocT (yHkuuje h Ha orsopeHom unrepsasiy (—1,1). Ilpeayaxkemo uu-
Taoly Ja ce, upe Hero mro upebe wa gokasz AGesioBe Teopeme, yBepH Ja JOKA3
Teopeme 22 me nposiazu 3a pybHe Tauke (+1 y HaImeMm caydajy).

A Hexka je

n o
Sy = g Cks Soo 1= E Cn.-
k=0 n=0

U3 ¢, = s, — Sp—1 CI€nHU, CIUIHO KaO y JoKa3y AGenose cyMamuone (opmyse
(dbopmyna (30) ma 204. crpann)

i cpz” = (1—1x) i Spa”, (53)
n=0 n=0

a U3 ouuriesHor uienrurera y oo o x™ — > > a" T =1 cuepn

Soo = (1 —x) Z Soox™. (54)
n=0

Onysumamenm (53) ox (54) nobujamo

Soo — Z cnz™ = (1—x) Z(Soo — $p)z™. (55)
n=0 n=0

Heka je € > 0. dokaxkumo ja je sieBa crpana y( 55) mo momyiy Mama oz €. U3
Sn — Soo KA M — 00 caeam ma nocroju m € N TakBO 1a BaXKu

n>m =[S — Sp| <e&/2. (56)

Hanummmo uspas ua mecuoj crpanu y (55) kao 36up

(1—2x) z:(sC><> —sp)z” + (1 —x) Z (Soo — Sn)z™.
n=0 n=m-+1

N3 (56) u > 2" = 1/(1 — x) cienu aa je apyru cabupak 1o MOIYILY Mambu O €/2.
Ilomrro je cyma y mpBoM cabupKy KOHAYHA, CJAEIU 114 je 33 T J0BOJHHO Om3y 1 m
upBu cabupak 1o Moiysy Mamwu oz /2. Tume je Teopema pokasana. \V4

Hamomena 11. I[Ipumerumo ga cmo Teopemy 22, 0 HEIPEKUIHOCTHA CTEIIEHOT
pea Ha YHYTPAIHOCTH JOMeHa, (GOPMYINCATN 1 TOKA3AJIN 33 KOMIIJIEKCHE PEIOBE
(Tj. yCTAHOBWJIM CMO HEMPEKUIHOCT IO KOMILJIEKCHOj HIPOMEH/bUBO] 2). AGenoBy
TEOPEMY CMO JIOKA3AJIH TIOJ TPETIIOCTABKOM 1 j€ T PeasTHa TPOMEHHUBA — (DYHKITH]a
h npecnukasa unrepsadi (0, 1] y C. IIpupoxno je nocraBuru nurame na jau Adesosa
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TeOpeMa BayKU U y CJIy4ajy KOMILIeKCHuX pemosa. Oxrosop je cremehn. Axo wom-

naexcHy peo
oo
h(z) = Z cn2"
n=0
Koneepeupa 3a |z| <1 u axo ped > ¢, Koneepeupa, onda

h(z) — Z Cn (57)
n=0

xad z mestcu Ka 1, asu maxo da ocmaje ynymap obaacmu
12|

C
=2 ©

3a nexy Purcupany koncmanmy C > 0. Cnenujasno, (57) Baxku ako z — 1 ynyrap
OLITPOr yIJIa ca TeMEeHOM y Tadku 1 Koju Jjiexku yHytap kpyra |z| < 1. Tomro je
IPEeYHUK Kpyra YBEK YHyTap TakKBOI yIJia, jJaCHO je 1a je peajiHa pep3uja AbGesose
TeopeMe IIOCJIE/IAIA KOMILJIEKCHE.

Hapagsno, oBako ¢opmynucana AGesoBa TeopeMa BayKu U 3a TPOU3BOJbHY PyOHY
Tauyky zo (a He camo zg = 1), Ka0 u 3a PEJOBe Ca IPOU3BOJLHUM IOJIYIPEIHUKOM
koupeprenuuje R (a ne camo R = 1), wiro ce JIakO BUJM OPUMEHOM XOMOTETUje U
porauuje.

Mehytum, y KOMILIEKCHOM ciy4ajy byHKIUja h HEje HENpeKuaHa y pyoHuM
TagKaMa [MCKA KOHBEPTEHIIWje, YaK W aKO CTEIeHU PeJ KOjuM je OHA JepUHUCAHA
y TUM TadKaMa KOHBEPTHUPA. o

Teopemom 24 moTuBmCcana je cieneha gedunumnmja.

Iedwuuumnuja 10. Pex ZZO:O Cp, Ce HazuBa 36uppusum no Abeay ako mocroju

o0

: n

Igrln_o Z cnx”. (58)
n=0

Axo je pex Yo7 ¢, 36upmbus 1o AGeny, rpanmdana Bpeanoct (58) Ha3HBaA Ce He-

rOBOM cymom no Abeay.

N3 Teopeme 24 cmeam ma ako je pej KOHBEPTEHTAH, OHIA je OH 30MpPJHbUB IO
AGeny u meropa cyma y OOMYHOM CMUCIY j€ jeJHaKa Herosoj cymu mo Abeny.
O6pHyTO HUje TavHO:
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Ipumep 65. Pex > 0 (—1)" je nuBeprentan, a momro je

> 1
_1 n, .n —
D
n=0
werosa cyma 1o Abeny je % f

OBaj npuMep moKasyje ma 0OpHyTa UMILINKAINja y AGEIOBOj TEOpEMU HE BaYKW;
mehyrum, nox oapehenum momaraum yeaosuMa (Koju ce nasusajy Taybeposum ycao-
6uma) Baxku u 00pHyTO. Teopeme Tor Tuna Hazupajy ce Taybeposum Mmeopemama.
Jenna on mux je creneha.

Teopema 25. Axo 3a Hu3 c, 6adcu

lim nc, =0,
n—oo

onda u3 nocmojaﬂza AUMECH

o0
lim E cprt = A
x—1-—0

n=0

caedu Koneepzenyuja peda Y ¢, U 6adHCU

i ¢y, = A.
n=0

A Hexka je

dp = Sup |mep|.
m>n

Hus §,, je onazajyhu, a u3 yciaosa teopeme ciaemy aa lim, ... 6, = 0. B3a ng € N
BazKu

icn - A= icn(l—x") - ( i cnx"—A>.
n=0 n=0 n=nog+1

Opmarne, y3 kopuiheme HejeTHAKOCTH
l—2"=(1—-2)14+z+---+2" 1 <nl -2
caenu

S e A\ < T el + T el \ S e A\

< (I —a2)nodo + (%’7+1) + ‘ D neno41 Cn" = A"

no+1)(1—z
Heka je € > 0. Uzabepumo x Tako Ja BaxKu
(1—-2)ng=e.

Tama je x mpou3BospHO O3y 1 3a JO0BO/BHO BelmKO ng. Heka je ng m3abpano Tako
na je Opo1 < €2 ¥ T TOBOIBHO 6u3y 1 ma Baxku

i cpzt — A

n=no+1

<E.

Tana je
no
1> A < (2+do)e,
n=0
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OJTaKJIe CJIeU TBPhEme TeopeMe. \V4

Hagermrhemo jormn jeman meron ,,cymMupama JUBEPreHTHUX PeroBa’ .
Iedpuuunuja 11. Heka cy s, napumjamae cyme pena Y ¢,. Pen Y. ¢, je 36up-
nus no Yesapy'? ako KOHBEpTHpa HI3 APUTMETHIKNX CPEIAHA,
_Sotsit--+58p
" n+1 '
I'pannuna BpegHOCT HU3a 0, HA3UBA Ce cYymom peda Yc, no Yesapy.

3anarak 56. lokazaru ja je kouBepreuran pej, 30upspus no Uezapy u aa je
merosa cyma 1mo dezapy jeHaka HEroBoj CyMu y oOMdHOM cMuCTy. (YIyTcTBO:
npumenutu IITonmoBy Teopemy.) v

3anmarar 57. Haliu cymy pega > (—1)" no Yesapy. v
Axo je pen > ¢, 36upsbus no Yesapy, onza je
cn = o(n). (59)

Bancra, u3 0, — O KT N —> 0O CJIEIN

.S . n+1)o, —no,_
hm—":hm( )on =l
n—oo n n—o00 n
caeu
. cC . S n—1s,_
lim — = lim (== — nl):O,

n—oo N n—oo " M n n—1
mTo je eksuBajeHTHO ca (59).

3amarak 58. Jlokasaru Ja je pen > (—1)"n 36upspue mo AbGesy, ann Huje MO
Yesapy. (Yoyrcrso: kopucrutu (59).) v

Hamomena 12. Moxe ma ce mokaxke 7a je CBakum pel KOju je 30UpJbUB IO
Yezapy 36upsbus u no Abeny. Wueja nokasa ce cacroju y cienehem. JIBocTpykom
LPUMEHOM 1IOCTYIKA U3 J0Ka3a Abesose cymanuone dhopmyse (crp. 204) nobuja ce

oo o0
Z Cpr™ = (1 — x)? Z(n + Do,z™. (60)
n=0 n=0
13 [Ipumepa 63 una 215. crpanu cieau
1=(1-2)*) (n+1)z2". (61)
n=0

Axo momHOXKUMO 00€ cTpane y (61) ca He3apOBOM CYMOM 0 oo ¥ OFI, JOOH]EHOT U3Pa3a
oxy3memo (60) mobujamo

Ooo — Z cnz" = (1 —x)? Z(n +1)(000 — on)z™.
n=0 n=0

U3pas Ha jgecHoj cTpaHu MOXKEMO Ja HAIUIIEMO Kao 30up JBa peja (CIAUYHO Kao y
nokazy Teopeme 24) u 0KaXKEMO je OH 110 MOJyJly Marby OJ yHAupes udabpaHor &
aKo je x moBosbHO Onu3y 1. lerape mpemymraMo IuTaoLy. o

Kao nocnenuity Abenose Teopeme, ncnymasamo obehame garo y Hamomenu 9
Ha 213. cTrpanu.

124ezapo (E. Cesaro, 1859-1906), uTajujaHCKud MaTeMaTudap
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Ilocnemuna 17. Hexa cy a, u b, KomMnaiexkchu HU306U U

n
Cp = E akbn,k.
k=0

Axo ce6a mpu peda D an, > by, > ¢p KOHEEP2UPATY, 0HOG BaAHCU

( i w)-( i ba) = i (©2)

A Heka je

fz)= Zanx", glx) = anx”, h(z) = chx".
n=0 n=0

n=0
N3 Tephema 6 ciemu na peosu » anx™, > bya™, Y ¢, 2™ ancosyTHO KOHBEPTUPajy
3a |z| < 1, ma u3 Teopeme 19 cnenn ga je f(x) - g(x) = h(z). Omarne, nperackom
Ha qumec Kag © — (1 — 0) u npumenom Teopeme 24 nobujamo (62). \V/

IIpumep 66. Pasmorpumo crenehu 3amarak, KOju je mMojeHOCTABIbEH>E CIIH-
apor npobsiema koju je pasmarpao Deph ITojal®: ma konuko maumHa HOBUAHHIA O,
100 murapa Moxke 1a ce pa3MmeHu 3a HoBuuhie ox 2 u 5 auHapa?! OBo murTame je
€KBUBAJIEHTHO MHUTAY KOJWUKO jeTHAYMHA

21‘1 + 5%2 =100

“Ma HEHETaTWBHUX [EeI00pojHuX pemema. IlocmarpajMo ommmruju mpobiaem: HEKa
jé a, 6p0j HEHETATUBHUX IEJIOOPOJHUX DEIErha jeTHATNHE

2x1 + bxo = n.

MHoKemeM CTElMeHnX PeaoBa, JaKo je BHAETH 13 Cy a4, KoedwurujeHtu y3 t" y

crenehem m3pa3sy:
o0 o0 o0
() () =S
k=0 k=0 n=0

MHuoxkemeM peioBa Ha JIeBOj CTpaHu j100ujaMo Opoj Koju HaMm Tpeda: ajgg = 11.
PenoBu Ha /1€BOj cTpaHM Cy NeOMETPHjCKHU, Ma IHUXOBE 30MPOBE MOXKEMO U €K-
CIUTMITUTHO Ja m3padyHamo. Tako mobujamo

1 —
o —m - 2"

n=0
IIpobsem koju je 1956. mocrtasmo Iloja 6wo je: HA KOJMKO HAYMHA HOBYAHUIIA O/T
jeaHOr mosrapa MOXKe z1a ce pa3Menu 3a nosuuhie oz 1, 5, 10, 25 u 50 nenru. Oarosop
292 nobuja ce kao koeduuunjent y3 190 y passojy dyukumje
1

F(t) = 5 10 25 50

(1 —¢t)(1 —t3)(1 —¢10)(1 —¢25)(1 — t39)
y CTeneHu pej. 3a TO je JOBOJPHO Y3€TH MpBa TPH UjIaHA pa3Boja dyHKIMje

1

1 — ¢80
y reoMerpujcKu pej 1mo ¢ = t°, HOMHOXKHTH MX €A HOPBHX HeT 4IaHOBa Pa3Boja
dynxmmje 1/(1 — t2°) urn. OBo nogpasymesa jyradak padyH, KOju MOMKE 3HATHO

(63)

=140 44100 4

BMoja (Polya Gybrgy, 1887-1985), MaDapckn MaTeMaTHIAD
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Jla Ce CKpaTU aKo MPUMETHMO Ja Cy CBU CTerneHu npomensbuse t y (63) nepusu ca
5, cem npsor. Ilomro je

1—1¢°

1—t= ,
T+t+2 413+

dbynkuumjy (63) MoxkeMO Ja HAIMIIEMO y OOIUKY

1
(1—1°)2(1 —10)(1 — 2)(1 — t°9)
TTorrTo €y cBU cTeneHn MPOMEHIBHBE ¢ Y PA3IOMKY

1
(1= 5)2(1 — t10)(1 — ¢25)(1 — £70)

fO) =0+t +2 463+t

(64)

(65)

ne/buBH ca b, y pa3sojy (64) ce mojasmyje 190 camo kao mponssos cro6oHOT YTaHa
1 mommmoma 1+t + 12 +13 +t* ca wnanom t1°° y passojy paszmomka (65). Ako y (64)
yBeIeMo cMeHy s = t°, mpobseM ce CBOAM HA HasaKeme koebunujenta y3 s2° y

pPa3Bojy pa3JjioMKa

1
96) = TSR = )1 = H)(1 — 510)

y crenenu pex. Cana dyukuujy ¢g(s) MOXKEMO Ja 110jeJHOCTABUMO HA UCTH HAYUH,
Kopucrehn YubeHHITy /14 je ce MPOMEHJbUBA S jaB/ha CA CTEIIEHUMA KOjH Cy ITe/IATe-
Jpu Opoja 20 u To 1A je
1-5%20 = (1—s)(1+s+s%+...+s9)
= 1-(sH0 =1 -1+ s%+s*+...519)
= (1—-5")(1+ 5%+ 5" 4 59)
= (1 —s'0)(1 4 s19).

Tako mobujamo 1a je

(s) (I1+s+s2+... 45921+ +s+...8)(1+5° + 510+ 51%)(1 4 510)
s) = :
g (1 520y

Ocraje jomr camo ga mpumerumo ce npumetn 1a je (1 — s29) cyma reomerpujckor
pea > (s2°)", ma MHOMKeme OBOT pefa caMmM cobOM 5 MyTa jaaje

(1-s2) " =1+5s2+..., (66)

r7e je ca ... 03aueH Je0 pas3Boja mo cremenuma Behum ox 20, KOju HAC HE 3aH-
nma. Tpaskenn koedunujent y3 s20 cana ce nzpadynapa MHOMKemeM n3pasa (66) u

6pojuona y uzpasy 3a g(s). i

ITojam o Kome je 6mIO pedn y MPEeTXOAHOM IIPUMEPY M3ABajamo caemehom me-
duHATIIjOM.

Iedununuja 12. Heka je gar au3 a, Komiuiekcaux bpojesa. Pyuknmja

&)= ant" (67)
n=0

Ha3HBa ce zenepuwyfiom PyHKYyujom HA3A A, . O
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[Ipumerumo ma y mpeTxomHo] edUHUINjH HICMO HUIIITA, PEKJIN O TOMEHY (DyH-
kuuje f (Tj. obsacTu KOHBEPreHiyje CTeeHor peia KojuM je oHa JedbuHucana), Koju
MOXKe J1a Oy/ie u Ipa3aH CKyIll. 3aT0 YecTO KaxkeMo u Ja je renepurinyha ¢yHKmmja
HU3a Gy, GOpMarHu cmeneny ped Ha mecHoj crpann y (67).

OyuKIHIje
1 oo 1
a-oa-m " O aTha e a —ina - i - oo

y Ilpumepy 66 6use cy renepuinyhe dbyHknuje HU30Ba Ynju CMO CTOTH 9JIaH 2KEJIETU
na onpemumo. IlpuapykuBame renepuinyhe QyHKIMje HU3Yy HAM HEKaJ OJIAKIIABA
peraBame mpobIeMa Be3aHOT 33 Taj HI3, 3aXBaJjby]yhin YNbeHUIN /12 38 aHATIUTHIKE
dyHKIHje nMaMO Ha PACHoJaramy OOTaTHju MATEMATHYKH AMapaT HErO 33 HU3OBE.
Crenehu npumMepu 7ajy jour HEKe WIyCTPAIUja TOTA.

IIpumep 67. Y Ilpumepy 19 ma ctp. 43 cMo pa3marpau npobJem mozee k
Kapara 3a I[O30DHIITe I'PYHNU O N CTyJeHaTa, TaKO Jla CBAKHM CTY/IEHT MOXKeE Ja
nobuje HajBuine jenHy Kapry. llurame je 6mm0 Ha KOJTHMKO HAUWHA MOXKE [1a Ce
U3BPIIK Ta [oJesa. AKO O3HAYMMO Taj TpaxkeHu OpOj HAYMHA CA G, MOXKEMO Ja
KaykeMo J1a CMO TpobjieM peruin moMohy merose remnepuinyhe dyHkImje

ft)=(1+8"

ITocmarpajmo caga mano apyraduju mpobsem. IlpermocTtaBumo ma rpymnm ox n CTy-
nmeHara Tpeba na moxeanMo k Kapara 3a MO30DWINTE, aji TaKo /13 CBAKM CTYIEHT
MOXKe Ja mo0uje Buie kapara. Ha KOJIMKO HAYWHA TO MOYKEMO Ja OCTBAPUMO?

Kao n y IIpumepy 19 ma cTp. 43, CBaKOM CTYAEHTY MOXKEMO Ja TOIE€INMO jeJaH
YIaH W3pPas3a

14+t+t2+t3...,
TaKO Ja CTYIEHTy KOju je mobmo p Kapara momenumo o3Haky tP. IDemepumryha
dyHKIHja OBOT mpobdiema je
fO) =M+t +2+83..),

Tpazkenu 6poj koMbuHaImja je kKoedurmjent y3 t*. 13 dopmyme 3a 36up reomeTpu-

JCKOr pejia cienu Ja je
1 n
o (H) (-0,

Ia je TpaxkeHu Opoj (_k") i

IIpumep 68. Hexka je
o0
F(t) =) Fyt" (68)
n=0

remepuimnyha ¢yuaknuja Pudonauunjesor au3a. Ilomcernmo ce na PuboHAUMjeB HU3
F,,, xoju cmo nedbunucanu uva crp. 34, 3a/10B0/baBa PEKYPEHTHY PeJIaIln]y

Fn+1:Fn+Fn—17 (HEN, F0:F1:1)

AKO OBy jeIHAKOCT IIOMOXKHMMO ca t", a 3aTUM CyMUPaMO IO 7, Ha JI€BOj CTPaHuU
106mjamMo

> Fit)—1—t
Z Foqt" = ()f (69)
n=1
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a Ha JeCHOj
(oo} [ee]
D Fut"+ Y Fpat" =F(t) — 1+ tF(t). (70)
n=1 n=1
U3 (69) u (70) caenu ja je renepuinyha dbyuknuja PubonadujeBor HU3a
1
Flt)= ——.
( ) 1—t—t2
Hyne monmnoma 1 —t — t2 ¢y
1++5
r+ = 2 ;
mna je
1
F(t) =

E—r)t—r)
Jlako ce Buam 1a je Apyru 3amuc oBe pyHKIH]je

P - (1 1\ 1 1 1
Cory—r_ t\1—try 1—tr_ ) tJ/5\1—try 1—tr_)’

Csaku o1 cabupaka y MmocjieJibeM U3pady MOKEMO Ja PA3BUjEMO Yy CTEleHUu pej,
kopucrehu dpopmysy 3a 36up reoMeTpujCcKor peia

1 o0
1—try :Zrit ’

n=0

Oparsie pobujamo na je
1 oo
F(t)=—%=) (' —rm)m 1, (71)

U3 (68) u (71) nobujamo ekcrmuurny dopmyiny ®PubonauujeBor nusa

1
Fo= —= (=i,

V5

[MpumeTuMo 12 U3 OBOr W3pa3a MOXKEMO JAMPEKTHO [ H3BEIEMO DEe3y/ITaT 3a-
nmarka 23 va cTp. 186. g

IIpumep 69. Heka je a, HM3 331aT PEKyPEHTHOM DPeIaIldjoM
Ont1 = 20y, + 1, ag = 0. (72)

OBaj Hu3, ca ommurHjuM W300POM MOYETHOr dWiaHa, cMO Beh mocmarpamu y 3a-
marky 20 Ha cTp. 185.

ITokazkuMo Kako Ha W3ydaBambe OBOI HU3a MOXKEMO J1a IIPUMEHUMO TeHepuiryhe
dyukmmje. Heka je

f&) =" ant" (73)
n=0

renepurnyha dynkmnuja. Kopucrehn pekypentny penanujy u yciaoB ag = 0, my
MOXKEMO J1a, HAIUIIEMO Yy OOJINKY

Ft) =t i nprt" =1 i@an + 1t =2t i ant™ + i ¢,
n=0 n=0 n=0 n=0
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IIpBu cabupak y nocieamem uspasy je 2tf(t), a apyru je 30up reoMeTpujCcKor peja.
Tako mobmjamo

1
f(t) =2tf(t) + 1—¢
a ofatiie, perapameM o f(t),
4
t) = —7—7r.
®) (1-t)(1—2t)
ITocmeu U3pa3 MOKEMO J1a HAIHUINIEMO Y ODJIMKY

f(t)zt(lj%—lit).

Oba cabupka Ha JECHOj CTPAHU MOXKEMO [1a PA3BUjEMO Yy T€OMETPHUjCKU per. Tako
1obmjamMo

fly=>Y (2" -1y

n=0

UsjennauaBamenm osor u3pasa ca (73) mobujamo exCrunuTHy hopMyTy
a,=2" -1
3a Hn3 (72). f

3anmarak 59. Hahu exkcrmmurny dbopmyny 3a HE3 @, 337aT PEKYPEHTHOM
jennaumHom (72), aju ca NOYETHUM YCJIOBOM Go = 2. v

3anarak 60. Peunmru qudepennny jennadumny
Opy2 = Dpy1 — 4ay, apg=1, a1 =2

npuMenom remepurnryhnx dyHkimja. YIyTcTBO: A0KA3aTH 13 (DYHKIHjA

&)= ant"
n=0

MOKe, 3aXBasbyjyhn audepeHItHoj je JHATNHE KOjy 33,/I10BO/bABA HU3 Uy, 1A CE N3PA3U
y BuAYy:

1-3t
f) = =
4¢2 — 5t +1
3arum oBy parmonaany byHKImjy npeacraputn nomohy Teopeme 2 wa ctp. 100 xao
30Up JBa PA3JIOMKA KOjU MOTY Ja C& PA3BHUjy Y T€OMETPUjCKU DEI. v

3anarak 61. Hexka je f, remepmmyha dbyskmumja amsa ag = 0, a, = nf 3a
n > 1.
(a) Hdokazaru na je

t t t(t+1) (t2 + 4t +1)

fo(t) = - fi(t) = =0 fa(t) = = f3(t) = t(lT'

(6) Hahn f4(¢).
() Ilomohy nobujenux renepuiryhux dbyHKIMja u3padyHaTu CyMe

sp(n) =17 +2P 4 ...+ nP 3a p€{1,2,3,4}.

Yuopeauru nobujeru pesysirar ca 3agarkom 31 Ha crp. 27.
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YuyrcrBo: 3a (a) u (6) kopucturu HopmMy/y 3a 30Up reoMeTpujckor peaa (3a
p = 0) u nmpasumno audepeHnupama CTeneHor pena. 3a (B), HeKa je gp(t) remepu-
myha dyukimja Hu3a sp(n). MHOKemeM n3pasza

sp(n) :==sp(n —1) +n?

ca t" u cymMupameM, HOKa3aTH A3 je gp(t) = tg,(t) + fp(t). Uspasuru omarme g,
nomohy (a) u (6) u naliu n—Tu wian cTeneHor peaa g, (t), momolly passoja dyHKuILje
(1 —t)~ P+, v

3anmarak 62. Heka je f(t) renepumyha dbyukumja HU3a Gy -

(a) Hdokazaru ma je tf'(t) remepurnyha dyukiuja Husa na,.

(6) Hokazaru na je (1 —t)~1f(t) remepumyha dbynkimja ausa s, = ag + a; +
oot ay.

(8) Hdokazaru na je

i IESE | P S
Y L Bl

n=1

3a [t| < L. v

7.3. IIpencraBrpame (byHKIMja CTEIIEHUM peoBUMa. 3a GyHKIU]Y KOja
ce MOXKe MPEJCTABUTH CTEIEHUM PeIoM
o0
F2) =3 ealz = 20)" (74)
n=0
KayKeMO JIa je aHaiumuyka y maywky zg. AKo je GpyHKIMja aHATUTHYKA Yy CBAKO] Ta-
KU JIOMEHA, HA3UBAMO je anasumuukom gynryujom. Pex va gecroj crpann y (74)
nasusamo Tejaopoeum® pedom gynwyuje f. Anammrudke GyHKIHMje KOMILIEKCHe
[POMEHJBUBE Cy MPEJAMET M3ydaBarba KOMILIEKCHE aHAJu3e; MU NeMO OBJE /1aTu
MpUMepe HEeKNX PEeATHUX aHAJTUTHIKUX (DYHKIIN]d PeajHe MPOMEHJbUBE.
HajjennocraBuuje anajuruuke (yHKIMje Cy IMOJUHOMH, 33 Koje je cyma (74)
KOHA4YHa, a Meljy muMa cy Hajjennocrapauje nuneapue dyukmnuje. Creneha nema
[IOKAa3yje KAKO Ce OHe MOI'y OKaPAaKTEPUCATH KAO Pellena jefHe Gynkyuonaire jeo-
HavuMe, Tj. jeTHadnHe y KOjuMa je Hemo3Hara pyHkinja. @yHKITHOHATHA, jeTHATH-
Ha (B) y cnenehoj nemu nasusa ce Kowujegom je0nauunom.

Jlema 12. Hexa je a € R. 3a ¢pynxuyujy f : R — R caedeha dsa mephera cy
EKBUBANEHMHA.

(a) f(z) =ax
(B) f je nenpexudna u 3adosomasa ycaose f(x+y) = f(z)+ f(y), f(1) =a.

A Vnmmxanmja (a)=(5) je owmraenma. 13
a=f(1)=f(1+0) = f(1)+ f(0)=a+ f(0)
cren £(0) = 0, a omamie u 13
0=f(0)=f(1+(-1))=f(1)+ f(-1)
crenn f(—1) = —f(1) = —a. Ogamie ce, npuvMeHoM niAyKIje 1 yesosa (3) ako

Jl0Kazyje na 3a cee m € Z saxu f(m) = ma.

14Tejnop (Brook Taylor, 1685-1731), eHryiecku MaTeMaTudap
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Heka jem € Z,n €N, ¢g=mn~!' € Q. Taga je
ga=qf(1) =mn~ f(nn~") =mn"nf(n™t) =mf(n~t) = f(mn™),
tji. f(¢) = aq 3a cBe ¢ € Q. Ha kpajy, 3a npoussospro z € R mocroju Hus
qn € Q,rakaB nma q, — x kKag n — oco. Omarne u u3 HenpekugHoctu GyHKHje f
caean
f(z) = lim f(g,) = lim agq, = ax,
n—oo n—oo

qrMe je JOKa3aHa nMmmrkammja (8)=(a). \V/

Jlema 13. 3a ¢ynxyujy g : R — R caedeha mepherva cy exeusanrenmmna.
(a) g(z) = e
(8) g je nenpexudna u 3adosonasa ycaose g(x +y) = g(x) - g(y), g(1) =e

(1) gla) = > =

(0) g je 0ugﬁgpenuuja6wma u 3adosomasa yeaose g'(x) = g(x), g(0) = 1.

A Umnnukanuja (a)=(0) je ounrmenua. Pynknuja f(z) = lng(x) 3amoBomasa
ycaos () Jleme 12 ca a = 1, na je f(z) = x. Onawie ciaequ g(z) = €%, yume je
JIOKa3aHa ekBuBasienimja (a)< ().

oo
Pen > Z: anconytho konBeprupa 3a csako x € R (IIpumep 59). 13 Teo-
n=0

n!
peme 22, Teopeme 19 u popmyue (14) na crp. 179 siako caenu ja dyukuuja g pjedbun-
ucana ca () 3amoBosbasa yciose (3). Iomro u3 exkBusaneniuje ()< (5) cnemu na
je TakBa (yHKIHUja jequHCTBEHA, TUME je jJoKa3aHa ekBuBasennuja (5)< ().
Nvnnukammja (a)=(9) je ounrnenna. Ipernocrasumo na Baxku (9). Tazxa je

d

%(g(x)e*z) =e "¢ (z) —e "g(x) =0,

na je g(z)e® xoncrantna ynkuuja. U3 ¢(0) = 1 caenn g(z)e ™ = g(0)e® = 1, na
je g(z) = e”. Tume je nokasaHa u exkBuBaseHIHja ()< (0). \VA

3anarak 63. lokazaru na cy 3a dyukuujy h : R — R cieneha asa rsphema
€KBUBAJIEHTHA.

(o) h(z) =lnx

(8) h je menpekumana u Baxku h(zx -y) = h(z) + h(y), h(e) = 1. v

3anmarar 64. Heka je p € R. [okasaru ja cy 3a dyakuujy k : (0,+00) —
(0, +00) cneneha nsa TBphema eKBUBaJIEHTHA.

(o) k(z) = aP

(B) k je neupexkunna u Baxu k(x -y) = k(x) - k(y), Ink(e) = p. v

3amarak 65. [dokazaru ma tBphema Jleme 12, Jleme 13, Bagarka 63 u 3a-
narka 64 Baxe ako ce ycsios Heupekujnocru y (8) 3amenu

(a) yc/i0BOM MOHOTOHOCTH

(6) ycioBOM OrpaHMYEHOCTH Ha HEKOM WHTEpBATy [to,t1] 3a to < ti. v

Jlema 13 nam omoryhasa na medununmjy excroneniujaine OyHKIHje TPOIITH-
PUMO ¥ HA KOMILIEKCHE OpojeBe.

Iepunumuja 13. Heka je z € C.

o]
z 2 z"
e” = 7'
n:
n=0
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W3 Ilpumepa 59 ua crp. 214 cnenm na je dynkmmja z +— e neduHHCaAHA HA
1esioj KomiumekcHoj pasuu C.

IMpumerumo na dopmyaa (v) y Jlemu 13 caenu u usz Tejuopose dopmyse. 3a-
ncra, ako y Ilpumepy 25 ma ctp. 153 y3memo ocrarak y JlarpanzkoBoMm oOJHKY,

J06mjaMo
n
¥
z En pontl
-3 e

3a HeKO &, € (—|z|, |z|). Ogame, MPEJIACKOM Ha, JIMMEC M KOPHUITHemeM YHheHNIe
1a je

lim #elm‘x”'H =0
(IIpumep 21 wva crp 178) mobujamo dbopmymy (v). Ha ciuuan mauun mobujamo
. o0 n 2n+1 & n 2n
sinx = ngo(—l) CEsyE cosx = ngo(—l) Gyt

I(l+a) = 2 (0" (1) = 3 (e

n=0
3a CBAaKO T 3a KOje penoBu Ha ,ZLeCHOJ CTpaHUu KOHBepI‘I/Ipajy.

3amarak 66. OapenuTu 3a Koje & OBU PEIOBH KOHBEPTUPAJY.
Y1y TCcTBO: HAjCIOXKEHU)U je ciydaj OMHOMHOr pea

(1+2)" = i (Z‘) " (75)

n=0

KOj¥ je KOHAYaH aKO je (v MPUPOIAH OPOj, & aKO HUje, OHJIA Pe.l

e Ha urepBaay —1 < x < 1 amcosyTHO KOHBEPTUpa 3a CBE (]

e y TAYKMW ¥ = 1 KOHBEPTHUPA ancoayTHO 3a « > (0, ycmoBHO 32 —1 < ae < 0

u guBeprupa 3a a < —1;

e y TauKM T = —1 ancosryTHO KOHBeprupa 3a « > 0 u auseprupa 3a o < 0
(3a ucnuruBame KoHBepreuiyje Ha pyOy unrepsasa sugeru [Ipumep 54 na crp. 202
u 3azarke 38 u 39 nocise wera). [Ipumerumo ga 3a « = 0 u = —1 jesa crpana
y (75) unje medbuHncana. v

Cana je npupomano jgaru u ciaegehy nedununujy

Hedbununuja 14.

s S2n+1 > n 220
sin z Z (=1)" Gagon cosz= > (=1)" &Gy
n=0 n=0 oo
142 = S0 (= 3 ()

3a cBako z € C 3a KOje pe1oBU HA JECHOj CTPAHW KOHBEPrUpPajy.

Ouurnenno je na ce 3a z € R oBom medwunumjom 100Mjajy CTaHIAPIHE TPU-
TOHOMETPU]jCKE, JIOTapUTAMCKe U cTernene ¢dbyHKuje peanne npomensbuse. 113 Teo-
peme 22 crmean ma cy oBe (pyHKIHje, Kao 1 PYHKIHja €, HeIPeKu,IHe.

IIpumep 70. (OjnepoBa ¢opmysia) AKo y peOBHMa KOJUM Ce TIPeCTaBiba-
jy dysakmmje e”, sinz u cos z cTaBUMO z = ix, ynopehuBamem 100MjeHUX M3pas3a
nobujamo popmyry

e =cosz +isinx.
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OBo je Ojaeposa gopmyaa. i

Kopucrehu Ojuneposy dbopmyiy, Moasposy dopmyiy (3azarak 112 na crp. 78)

MOKEMO Jla HaiumeMo y Buay (€)™ = "%, OBaj 3al1C MOXKEMO Ja CXBATUMO U

Kao npyru noka3 Moaspose ¢hopMysie, aKO MPETXOTHO PernuMo cireaehn 3a1aTax.

3amarak 67. Ilpumenom Teopeme 19 moxasaTm ga je e1T72 = e?1 . ¢*2 33
21, 29 € C. Ussectu omarie dbopmyiy ()" = e™?. v

3anarak 68. okazatu ma je (€)' = ie'” na npa HaunHa:
(a) xopucrehiu OjuepoBy dopmyiry
(6) mo medununmju uszBoma, kopucrehu 3agarak 67 u Teopemy 22. v

3amarak 69. /lokazaru 1a je 3a z € C
lim (1 + E) =e”.
n—oo n

Hpyrum peanma, yorrnrutu [Ipumep 22 va crp. 124 Ha kommiekcHe 6pojese. Ymyt-
CTBO: IIPUMETHUTH JIa je, 33 2 = & + 1y,
y/n

z n
14 %) _y/n
‘( + n 1+z/n
U Ja u3 |z, = |Zeol, arg(z,) — arg(zec) caeau 2z, — Zoo. Ilpmmerurn OjnepoBy
dopmyy. v

2r  x%49?
(a2

n/2 2\ "
5 ) , arg (1 + 7> =n - arctg
n n n

3anarak 70. Konnko HeHEraTuBHUX MEJIOOPOjHUX PEIIEha NMa, jeJHATHHA
T1+ T2+ x3+ -+ x10 = 507
YryTcTBo: mokazaTy ja je rerepuriyha dbynknuja 3a opaj mpobaem f(t) = (1—t)~10

(Bugeru Ilpumep 66 na crp. 222 u dedununujy 12 nocsie wera). Ilokazaru na je
rpazkenu 6poj koedumnujent y3 t°° y passojy

a-n0=3 (7)o

n=0

u nahwu Taj 6poj. v

3amarak 71. Ha konmnko wHauwnHa mpuposaH 6poj n MOXKe na ce MpesicTaBh Kao
36up k mpuponuux 6pojesa? Omxrosop: (n+k71) ;

n

15

IIpumep 71. (PumanoBa™ 3era ¢pynrnuja) DPyuxiuja

1

n®

o0

((z) =

n=1

(76)

je medunncaHa 3a KoMIIEKCHe Opojere z y nmonypasuu Re (z) > 1. Bancra, Heka je
z=z+1y. U3

|7”LZ| _ |ezlogn‘ — |eaclogneiylogn| —n*
(momro je |e?] = 1 m e*1°8% = p), Buammo ma pen Ha jecHOj crpamm y (76)
KOHBeprupa 3a r > 1. @yukiuja
1
¢:{z€C|Re(z) > 1} = R, ¢(z) = e
n=1

15pyvan (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866) HeMauku MaTeMaTHYIaD
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Ha3uBa ce Pumarosom zema pyrnxyujom. OBa byHKOUja Urpa 3HAYAJHY YIOTY y
Teopuju 6pojeBa. Ykazahemo Ha jenHy meHy Be3y ca nmpoctuM 6pojesnma. Heka je
P ckym cBux mpoctux O6pojeBa, mopehaHux y Hu3:

P ={p1.pa....}

3a PumanoBy 3era dyukinujy Baxku Ojaeposa hopmyaa

1
((z) = H F—l (77)
—-p
pEP
BaucTa, CBaKH IPUPOIAH 6POj 1 MOKe Ha jeJUHCTBEH HAYHH 3 CE HAIINIIE Y OOJUKY
n=py-ps?-..., a; € {0} UN.
Opmarne mobujamo
=1
=D o=lim Y Y Y —m s
a1 RO S0 aas0  ars0 (Py"pa® - Py

IIpumenom aucTpuOYTHBHOT 3aKOHA HA KOHAYHE CyMe y IOCIeIbeM n3pasy, M00u-

jamo
1 1 1
<(Z):hm<2m)<2m>“'(2zak>' (78)
koo a120p1 a220p2 akzopk
3 u3paza 3a 30up reoMeTpujcKoOr peaa Cirenn

ZQ 1
;>0 Pi P
na u3 (78) cienn
k
1
¢(z) = lim —,
k—o00 - 1— p; z

mro gokasyje dopmyny (77).
"3 Ojnepose dopmysie (77) crenu na je

> LR (79)

peEP
Baucra, uz (77) ciaenu na je 3a peanaun 6poj x > 1,
log ¢(x Z log(1 —
peP

Ako ynorpebumo TejmopoBy dopmyiy 3a jiorapuraM, ogaTie 1001jamo

log((x) = = Y (P~ + O(p~*")). (80)

peP
IlomTo je
> ey
pGP p<m

13 KOHBEpTeHIyje peqa > n~2 CAean Ja pes Z p~* kouBeprupa 3a x > 1. Kana

6u kouseprupao u pen (79), uspas na gecuoj crpanu y (80) 6u 6uo KoHauaH 3a
x = 1, mro je memoryhe, jep je

2z

lim ((#) = +oo, (81)
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3000 JUBEPreHImje peaa » % (Bugeru 3azarak 72 uuxke). Tume je mokasamno (79).

IMpumerumo na u3 (79) nobujamo jomn jegan JOKa3 na uma GECKOHAYHO MHOIO
upocrux 6pojesa (ejeMeHTapHUjU JOKa3 CMO Buzenu y 3asarky 39 va crp. 30). f
3amarak 72. Jlokazaru ga je dyHKunja
Rz~ ((z) e R

onazajylia m KOHBEKCHA. 3aK/bydWTH Ja j€ OHA HENPEKHIHA W CKUIUPATH HEH
rpaduk. Cueuujasnno, nokasaru dpopmysuy (81). v

Ipumep 72. Heka je Y a,, amncojyTHO KOHBEPIEHTAH PEJ U

fz)= Z A 2™
m=2

wuMe nedunncana anamurudka ¢ynkuuja. W3 Teopeme 16 nma crp. 208 cienu
Drastcone' S~ Bapdujesa'” dopmyaa [19]:

S T =" anl(n),

rie je ¢ Pumanosa 3era dyukimja u3 Ilpumepa 71. Bauncra, u3
o0 o0 o0 o0 oo o0
S S w1 £ 305 = (3 fanl) - (?)
n=1m=2 n=1m=2 m=2 n=1

U alCOJIyTHE KOHBEPreHIHje Pea » . 4, ciequ onpasaaxoct npumene Teopeme 16.
Cuenujasnno, nonasehiu on Jlajouunosor uspasa 3a 6poj 7 (84) ua crp. 76

T — 1 1
4;(471—1_471—3)

u npumenom D naxone-Bapaujese dopmyne na bynkiujy f(2) = ;7557 — 175 Moxe
Jla Cce M3BeJIe U3pas
o0
3n—1
T=y St 1),

n=1

KojuM ce 6poj m m3pazkasa nmomohy (—dyHKIHje. f

3anarak 73. /lupuzaeosa ema dynryuja je dyuKImja
e (71)7171
n(z) =y ——

Hoxkazatu na je
nz)=(1-2"°)¢(z) sa  Re(z) > 1,

rzae je ( Pumanosa 3era dynkimja v

6@ naxone (Philippe Flajolet, 1948-2011), ¢dpaHiycku MaremMarudap
17Bap;:u/1 (Ilan Vardi, 1957), KaHAJCKH MaTeMaTH4dap
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IIpumep 73. (dupuxieoBu penosu) Pumanosa 3era dynkimja n Jupnx-
sleoBa (pyHKIHja U3 3agaTKa 73 cy crnenujannu ciaydajesu Jupurieosur pedosa
o0

Qn

n®
n=1
3a naru Kommiekcan 6poj z, 03HAUMMO ca D, CKyIl CBMX KOMILIEKCHHX HU30Ba G,
rakBux A3 Jupuxseos pex Y a,n~? anconyrno kouseprupa. 3a {a,},{b,} € D,

ca
Ay, *bn = Zadbn/d = Z ajbk

d|n jk=n
je nedunucana onepaumja (138. Jupuzrseosa xonsoayyuja uimu Jupurieos npous-
600), taksa na je (D(z),+,*) komyrarusau upcren. 113 Teopeme 19 na crp. 211
crenn Ja, ako nea JInpnxiaeosa pena y | a,n” * u Y b,n~ % ancosyTHO KOHBEPTUPA]y
y Hekoj Tauku z € C, oHJa je y TOj TauKn

“a b G b
n n n n
(X)) (X)) -y )
n=1 =
Jpyrum peduma, mpeciuKaBambe
a
D.: (D(2),+,%) = (C,+,),  D.({an}) =)  —;
n=1 n
je xomomopdu3aM MPCTEHOBA.
Hapagsno, upnxieoBo MHOKeme medunmncano n na mmpeM ckymy CN ceux
KoMmIIeKcHuX Hu30Ba a : N — C. IlpecinkaBame

=1
e:N— C, e(n) = 0’ n>2,
) n_

nedunuie HU3 e, ‘= e(n) KOju je HeyTPaJl 33 MHOKEHE *:
(p * €p = €p % Ay = Uy

Ako je G C CN ckyn cBEX KOMILIEKCHMX HH30Ba @, TAKBUX Ja je a; # 0, onga je
(G, x) AGesioBa rpyna ca HeyTPAJIOM €,. JeJUHU HETPUBHUjAJIHU J€0 OBOI TBphema
je xoncrpykuuja uasep3a. Heka je {a,} € G naru nus. Unseps a, ' y oqHocy Ha *
MO2KE J1a C€ KOHCTPYHUIIE HH/IYKTUBHO: IIPBU WIaH afl = 1/a; je mobpo nedunucamn,
jep je a3 # 0. Axo je a,;l nebunucano 3a k < n, ouga a,! nepunumemo u3
pesammje

-1 —1
€n = 0Qp*Q, = E adly, g
d|n

-1 _ —1
aia, = — E aady, /g,
dln, d>1

Tj. U3

3axBasbyjyhm unmennim na je ap # 0.
Ha npuwmep, ako je 1 = (1,1,...) KOHCTaHTaH HU3 jeJIUHUIA, HETOB UHBEP3 j€
HU3

0, (Fk > 1) K?|n

(83)
(=)™, n=pip2---pm,
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e ¢y pi,---,Pm pasnwautu upoctu OpojeBu. Ilpm Tome je, mo medbunuNMjH,
w(l) = 1. dyukuuja p nasusa ce Mebujycogom dynryujom u 3Ha4ajHa je y TeOpuju
6pojesa. U3 pu(n) *1 = e(n) u (82) nobujamo dbopmyiy

1 pln)
— = —, 3a Re(z) > 1,
() 2
Koja mose3dyje MebujycoBy dynkimjy ca PumanoBom 3era GpyHKIHIjOM. f

3amarak 74. Heka je 7(n) 6poj mennresba npupomHor 6poja n (yrmbydyjyhn u
TpPUBHjAJIHE JIEUTEHE 1 U N), Tj.
T(n) = Z 1.
d|n

Jokazaru ga je

> T @,
1

oo
n=

3a cBe z 3a koje je Re(z) > 1. VYmyrcreo: mokasaTu na je, y O3HaKama W3

Ipumepa 73, 7(n) =1 % 1. v

3amarak 75. (JupnxieoBa Gera ¢pynrmuja) Jokazarn na pes

(="
Bz =3 (34)
(2) nz:% (2n +1)*

KouBeprupa 3a Re z > 0. @yuknuja (84) nasusa ce Jupuraeosom bema Pymnruyu-
jom. Thena BpemHOCT y Taduku z = 2,

PR S G VL
G=p2)=> Gy I = O 015965594177210015054603514932384110774 ...

18

n=0

nasuBa ce Kamaaarnosom © xoucmarnmom. Huje mozuaro ma ju je G parumoHajaH
WJIA UPANUOHAIAH OPOj. v

8. Bexbe

(1) Hu3s peasnux 6pojesa a,, je 3azar ca

1 —+ an+1
a1 =a, ax=0>b, apyo=—"77-.
n

Hahu a1389.

(2) Hus a, je 3amar ca
a; =1, ant1 = 2apn + /3a2 + 1.

JlokazaTu 1a Cy CBU YJIAHOBW OBOT HMW3A MpUpOIHU OpojeBu. [la ju 0Baj
HU3 KOHBEpPrupa’
(3) Jdokaszaru ma cy CBH WIAHOBM HHU3a

:5—\£<1—\/5>"+5+\/5<1+\/5)"

an 10 2 10 2

npupoauu 6pojesu. a i oBaj Hu3 KoHBeprupa?

18K aranan (Eugéne Charles Catalan, 1814-1894), 6esnrujcku MareMarudap
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(4) Hus a, U3 je gar ca
Uny2 = Qlniy + o,

rae cy a >0, 8> 0 garu peasnu 6Gpojesu.
(a) Uspauynarn
lim Gnt1

n—oo O,

(6) McruraTn KOHBEPTEHIN]Y PEla Y | 4, ¥ 3aBUCHOCTH O @ M [3.
(5) Heka je f: R — R meonanajyha dbyukiuja u a; € R npoussosban 6poj.
JokazaTu 1a je HA3
az = f(a1), az= flaz), ..., any1= f(an),
MOHOTOH. JlaTw reoMerpujcKy MHTEpIpeTanujy OBOr TBphemba.
(6) Heka dyuknmja f: R — R uma cBojcTBO
(V) f(z) >«

u Heka je a; € R npoussospan 6poj. lokazaru na je uus

aQ:f(a1)7 as :f(a2)a ceey Gyl :f(an),
MOHOTOH. JlaTu reoMeTprjcKy WHTEPIPETAIINA]y OBOI TBphema.
(7) 3a koje peasnne 6pojese «, 5, a1 je Hu3

a1, ax=aa+p0, ..., apy1=aa,+ 0,

(a) orpamndesn;

(6) xomBeprenTan?
(8) Hokasaru ma cienelin Hu30Bu KOHBEprupajy u Hahu HUXOBE JIUMECE:
a

6

B

ay = %7 a%-i—l = 3an, — 2;
a1 = a€[0,1/4], ant1 = a+aj;

— — 1.
al—l,an_i_l—l—m,

1
r) a1 =0, app1 = Id—an)’
(n) a1 =0, a2 =3, anp1 = 5(1+an +a_,);
yHyTCTBO: JO0Ka3aT! Jda Cy CBU JJaTW HU30BU MOHOTOHU W OTPDAHUYCHU.
(9) Hdokasaru ma HuU3 ca 0COOMHAMA

0<an<l uw an(l—apy1)>

|

KOHBepPrupa.

(10) Uspauynaru
n

nILHOlo (V/n! 2"

(11) Jokasaru xa HU30BU

—2vn+1

1
=1+ s+ +

1
V2 vn

1 1
bp=1+—++——2Vn
KOHBEPTUPAjy Ka MCTOj TPAHUTHOj BPEITHOCTH.
(12) Ucnuraru KOHBEPTEHIU]Y HU3A
1 1 1 1

1'7L:1+§+ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ.
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(13) OppeauTn MakcHMaJiHe YJIaHOBE HU30BA
n , _ loor
- 100+n’ ol

Jla i1 OBM HU30BU KOHBEPrupajy?
(14) Uspauyuaru

Qn

1 1 1
lim + Tt
"—>00(\/n2+1 VnZ+2 \/n2+n)

(15) Uspauynaru

lim /a? +a +---+a¥
n—)oo\/1 2 k>

<xn+a), a>0
Tn

1 1
2, 24 -, 24—, 24—
2 241 2+ 5t
2

rae cy aj > 0.
(16) Hokasaru na Hu3 T, 33T ca

x1 >0, Tpt1 =

DN | =

KOHBEPTHPa Ka +/a.
(17) Hokazaru ja HE3

KOHBeprupa u Haliu mberoBy rpanuddy Bpegnoct. (YmyTcrBo: HU3 je aatT

ca 1
a1:2, an+1:2+—.

n
JlokazaTn 1a aKo a, KOHBeprupa, ouia je lima, = 1+ /2. Tokasaru 1a
3a HU3 6, = ap, — (1 4+/2) Baxn [0,41| < |6,|/2 u onatie sakmyanTn 1a
je limd, =0.)
(18) Hekajex; >0,y >0wu
Tn + Yn

Tn+1 = \/TnlYn, Yn+1 = B

JokazaTu 1a HU30BH T, U ¥, KOHBeprupajy u aa je limx, = limy,.
(19) Hekajea; =1,b1 =1m

an4+1 = V 2+ b’ru bn+l =V2ay.

JloKa3aTy Jja OBM HH30BU KOHBEPrHpajy W Halln BHXOBE TpaHHYHE BPEI-
HOCTH.
(20) Ucnuraru KOHBEPTEHIN]Y HU3A

V2, \J24V2, \[24+ 2+ V2, \/2+\/2+\/2+x/§,

(21) (a) Heka je |¢| < 1w a,, — aoo XKam n — co. 3paduynarn

lim (an + qGnp—1 + q2an—2 + -+ qnilal)-
n—oo
(6) Heka je nar uus a,, u HeKa je
Ty = Qp + Ap—1, Yn = 2ap + Gp-1-

JlokazaTu ma m3 KOHBEPTEHIHje HU3a ¥, CIeIN KOHBEPTeHINja HU3a G, , a
Jla U3 KOHBEpreHIuje Hu3a &, He CJieJu KOHBEPIreHIInja HUu3a G, .
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(B) Heka a,, — oo, by — boo K81 n — 00. JloKa3aTu 1a HU30BU I, U
Yn TEDUHUCAHA CA
z0=1, an=2z,+ Yns by =xp_1+ 2yn

KOHBEPTHUPA]y .
(r) Hexka je a,, orpanuyen Hu3, TaKaB Ja je
1
an+2 S gan+1 + ga.
JoxkazaTtu 1a a, KOHBEPTupa.

YuyrcrBo: Y (a) HCKOPHCTHTH HJIEHTUTET

1 n
Zakql_k

—n
k=1

n—1

an + qan-1 + @an_o+-+¢" tag =

g
u npumenuTu [Ironosy Teopemy. ¥ (6) nokasaru na je
11 1

§yn - iynfl +(=1)" 2n—1a1

7 OJIaTJie 3aKJbYUUTH 1A je

Ay =

n

1
a’rL = Z(_]‘)k 2k+1 ynfk

k=0
IIpuvennTn (a) 7 3aKIBYIUTH 13 Ty — 5(2000 — boo). 3aThM 13 3 =
Gy — 22y, 3aKJbYUUTU 1A Yp — %(Qboo — Qo). ¥ (B) npumeruru na je
4z, — Tp_1 = 2a, = b, — 2000 — boo
u npumenutn (6). Y (r) gokasarn Ja je HU3 @ + 2a,—1 MOHOTOH H

orpaHudeH u pacyhuBaru aHajioHO ca (B).
Hexa je a,, Hn3 mo3utuBHUX OpOjeBa, TAKaB 2 je

. Ap+41
lim —2*

n—oo  Ap

JoxkazaTtu 1a je

lim a, = .

n—oo

Konrpampumepom mokasaru mga 0OpHYTO TBpheme He BaxKu. V3padyHaTn
JIIMece HU30Ba

nl o\ " (n!)? 5 n3n o\ Ry (n+1)!
nre~n )’ n2n ’ (nh3 ) vn! '
1
27

3

1

YroyrcTtBo: KoHTpampumep — 1,1, %, 3 %, .... Bugern Ilpumep 53 ma

crp. 201.

Heka je f:[0,400) — R paBHOMepHO HenpekuHa DYHKIM]a U HEKA je
lim f(zx+n)=0
n—oo

3a cBako x € [0, +00). Jokasaru xa je

lim f(z)=0.

Tr——+00
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Heka je f : R — R nempekuana dbynknuja, Taksa 1a je

flx+an) = f(z)
3a HEKHU HU3 @, MO3UTUBHUX OpOjeBa KOju KOHBeprupa kKa myau. /lokaszarm
na je f xoucranTHa dyHkumja. Ymnyrcrso: okasarn ga je ckyn {ma,, |
m € Z,n € N} rycr y R.
Hahwu cBe nenpekuane dyuknuje f : R — R 3a koje Baxu

f(@) = f(a® - 20 +2).
YuyTcTBO: HEKA je X, HU3 JaT Ca
z; € (0,2), Tpy1 =22 — 21, + 2.

Hokazaru (MHAyKIMjoOM) 12 je OBaj HU3 MOHOTOH M OFpPaHUYEH, Ia 300r
Tora u KouBeprearad. V3 pekypenrue dhopmysie KOjoM je 3a1ar, CJieu Jia
je limz,, = 1, ma 360r

f@ns1) = f(zn) = = f(z1)
u nwenpekuanocru f cieau f(x1) = 1. Hommo je 21 € (0,2) npousBosbHO,
caenu 12 je f koncrantHa Ha [0,2]. Ciudno, mocMarpameM HU3a

Y1 € (27"_00)’ Ynt+1 = 1- VYn — 1
Jokasaru Ja je [ KoHcraHTHa Ha [2,+00). Ha kpajy, us

x € (—00,0) = 2% -2z +2¢€ (2,+00)
M3BECTH 3aKJ/by9ak Ja je f KOHCTaHTHA Ha 1ejoM R.
Heka je f : (a,4+00) — R Henpekuaua u orpanndena dbyuknuja. Jokaza-
TH 72 3a CBaKM peajiaH Opoj ¢ MOCToju HU3 X, TAKaB /A je

lim x, =400 u lim (f(z, +1t)— f(zn)) =0.
n—oo

n— oo

Vuyrcrso: He ymamyjyhu omnmroct, MOXKeMO J1a IPETIOCTaBUMO Ja je
t > 0. Axo je dyukunja  — f(z +t) — f(x) cramHOr 3HAKA Ha HEKOM
unrepBany (b, +00), onna je uu3 f(b + nt) MOHOTOH W OrpaHWdYEH, Ta
MOXKEMO 3 y3MeMO I, = b + nt. Ako Ta ¢GyHKIM]a HUje CTAJTHOT 3HAKA
HY Ha JeITHOM TAKBOM WHTEPBAJLY, OHJIA IMOCTOjU HEOIPDAHWYEH HU3 HHEHUX
HYJIa U Taj HA3 MOXKEMO JIa Y3MEMO 33 Lp,.

Heka je ¢pynkuuja f audepenuujabusina y Tayku @ U HEKA CY Ly, Yn HU-
30BU, TAaKBU 113 je 3a cBe n € N

xn#aa yn#av xn#yn

lim z, = lim y, = a.
n—oo n— oo

) Fw),
n—00 Tn — Yn

JokazaTn nma, ako ceM HaBeJIEHUX YCJIOBA HU3O0BU I, W ¥, 33JT0BOHABA)Y
" yCJIOB

Ha am mocroju

(Vn e Nz, < a < yn,
OH/Ia BaXKK
i ) = )

n—oo Ty — yn

= f'(a).
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YyTcTBo: 6€3 HaBeIEHOr JI0/IATHOI YCJIOBA, JIUMEC He MOPA /14 MOCTOjU —

mocMarparu pyHknujy u3 3amarka 5 Ha crp. 137 3a p > 1 u Hu3oBe

2 2
T rn+1) T rAn+3)

Ako je momarHu yeaoB ucymben, npuMerutu Teopemy o Tpu aumeca (Teo-

pema 14 Ha cTp. 122) Ha

f(@n) — f(yn) :f(xn)—f(a) Ln —a +f(yn)_f(a) Yn — Q

Tn — Yn Tp — @ Tn — Yn Yn —a Tn — Yn

(28) Hexka je dyukuuja f qudepennujabusina y HEKOj OKOJIMHU TaYKe ¢ U HEKa,

je meH m3Bon [’ HempekumaH y Tadku a. JlokasaTu ma je

Jim Y (f(a+kn?) = f(a)) = 5 f'(a).
k=1

Vuyrcrso: npumenutu Jlarpamxkesy Teopemy.

(29) Hexka je dbyuximmja [ mudepennujabuina y Tauku a u Heka je k € N.

JoxkazaTtu 1a je

lim (fla+n Y+ fla+2n )+ + fla+kn™t) — kf(a)) =

n—00
u

Jim (flat+n™%)+ fla+2n72) + -+ fla+nn7?) = nf(a) = 5

(30) Hexka je a > 0, k,m € N. Uspauynaru jaumece HU30Ba
(a) (n+1) ’+(n—&;12n)1'_1+---+(n+k) ks
(6) (a+n~ )"’(a+2n;n)"-~(a+kn’ )"

() (14+an™2)(1+2an2)--- (1 4+ nan=2).
(31) Hexka je a,, pacryliu nu3 nosurusnux 6pojesa u

n
Snp — E ag.

k=0

Wspaaynaru

. a1 a2 a
Im ( —+ —+---+ n .
n—oo \ SpS51 5152 Sn—15n

(32) Hokasaru ma peioBu

o0

2n +1 = 1
Zlm " nz::l(aan)(aJrnJr ) (a+n+k)

(k € N, —a ¢ N) KoHBeprupajy m u3padyHaTH HUXOBE CyMe.
(33) Uspauynaru 36up pega
1 3 5 7
ettt
(Vuyrcrso: Heka je

_1,3 ., -
Sn =5 T o2 on

JlokazaTu 7a je s, = 25, — s, = --- = 6 — 27" 1(2n 4+ 3).)

k(k + 1)
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(34)

(40)
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Jlokazatu 1a pe
2+ (-1
JUBEprupa.

Kopucrehn paszeoj dyHkimje e? y crenenu pef, nokazaru ga 3a |z| < 1
Baxke HejeTHAKOCTHU

1 2 1
1 <et < l1—a22<e® .
trse —1-z’ = — 1422
Hwu3 a,, je 3amar ca
1
ag=a; =1, Cln+1=1+a , n>1
n

Ucnuratu KOHBEPreHIujy peaa »  y.
Heka je Y a,, xouseprenran pes. Jokasaru ga cy peuoBu

oo oo o0

On 1+n .
Z logn’ Z n n s Z nan,
n=2 ) n=1 n=1

KOHBEPIeHTHH.
Ucnurat KOHBEPTEHIIN]Y PEIOBA

© Yn—Yn-1 &1

Opapenyuru cBe BPeIHOCTH PEAHOr NAPAMETPA (v 38 KOje KOHBEPrupa pes,
> an(a) ako je

2n

(a) an(a) = 1ia4n
(6) an(a) =n%sin ::—fl
Oppenuru nomen dynknuja

— 3"+ (=2)" — (n))?
f(x)zz#x i ZEZn))'x

oon3\/§ 1"
> W2

n=0 n=0

Ucnuratn KOHBEPTEHIN]Y pe/ia

ip(p+1)'~~(p+n—1) 1
— n! nd

V 3aBHCHOCTH OJT PEAJTHUX MapamMerapa p u ¢.
Heka je Y a,, xouBeprenTan pen. Jlokasaru 1a pes

Z 1 + Sin Qp, "
2
KOHBEprupa.

Hahwu ce = € R 3a koje pen

nZ::l (n+1)2x+1)

alcoIyTHO KOHBEPrupa.
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(44) Hexa je a,, nu3 ca mepuogoM 3, Tj. TAKaB Ja j€ Gn+3 = a,. JloKazaTu Ja
Ay, .
pel ) % KOHBeprupa axko H CaMo akKo je

a1 + as + a3z = 0.

Yuyrcreo: Hus napuujannux cyma pega y . a, je OrpaHudeH, mna jeaHa
uMIUTHKanuja ciaeau u3 JupuxiieoBor recra. 3a A0Ka3 Apyre HMILTUKAIM]e
[IPUMETHMO 13 IapIHjajaHe CyMe
3n 3n 3n 1
s —I— + a YR
3n = a1 Z 3k: az Z 3k 3 Z 3k
k=1 k=1
MOTY [Ia Ce HaIuITy Kao
3n

NV 1 1
"_‘“kz_l(%—z 3k>+22<3k—1 3/4;>+az3k’

rie je a = ay + as + as.
(45) McnmraTy KOHBEPrEeHIU)y pena

= 1
7;) nlog? nlog? (logn)

Y 3QBMCHOCTH OJ] PEATHUX MAPAMETApa. P W ¢.
(46) Heka je Y ¢, AMBEpreHTaH peJi ca MO3NTHBHUM UYJIaHOBHMA 1

n

Jokazaru 1a je peq ) < numseprentan. (YmyTcTBO: BHIETH 3ajarak 34

Ha crp. 198.)
(47) Heka je Y a,, KOHBEPreHTaH peJ| Ca MO3UTUBHUM WIaHOBEMA. JlokasaTm
na je
a1 +2as+---+na a1 +2a+---+na =
. 1 2+ n 1 2 n
Jim, " DD RS R DL
n=1 n=1
Vuyrcrso: Heka je
Sp=a1+az+ -+ an, op = a1+ 2az + -+ -+ nay.
JokazaTtu 1a je
a1 +2a3+ -+ nay S1+--+Sn  Sn
= Sn s —— + _
n n n

a1 + 2as + - - - + nay,
n(n—+1)
(48) Hoxkazaru 1a je pej

> (e T 252 )

n=1

=0p — Opt1 + Qni1-

KOHBepreHnras 3a cse z,0 € R.
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(49) Hexa je > a, HeamcoJyTHO KOHBEPIEHTAH peJl peajHux OpojeBa u

n n

1 1
P, = §Z(|ak|+ak), Ny, = §Z(Iak\ — a)
k=1 k=1
napiujajiHe CyMe heroBUX IO3UTUBHUX 1 HeraTuBHUX 4iaHosa. JlokazaTu
aa je
P,
lim —* =1.
n—oo n
(50) Hokasaru ma pen
= ()

n=
(rme je [-] meo meo peasHor Gpoja) ATMCOIYTHO KOHBEpTHMpa 3a p > 1, Hear-
COJIyTHO KOHBEPIUPA 38 % < p <1 wu auBeprupa 3a p < % (VYuyrcrso: 3a
p > 1 pen je amcoyTHO KOHBepreHTaH, Kao u y IIpumepy 56. Heka je

n2+2n 1
k=n?2
HoxkazaTu ma je, 3a % < p <1, b, omanajyhm Hu3 KOju TekU Hy/IHA U
onatsie 3akbyuuru ga » (—1)"b, kouseprupa. IIpumenuru ITpumep 38
Ha crp. 192. Ba p < % Hu3 b, HE TEXKU HYJIU.)
(51) Hokasaru ma pen
(_1>[logn]

)
>
n=1

JOUBEPTUPA

(52) Heka je ¢(n) Ojueposa dyukuuja, ysegena y Bex6u 19 ma crp. 88.
HoxazaTtn 1a je

o) -1 Re(z) > 2.

n* ((2) 7

VYuyrcrso: nokasaru, kopucrehu o3uake u3 Ilpumepa 73 ma crp. 233, na
je o(n) = id x p(n), voe je id(n) = n u p(n) Mebujycosa dynkmmja.

n=1



['JIABA 5

Heonpehenu muTerpasn

1. ITpumuruBHa dpyHKIHja 1 Heoapelhenn mHTErpas

ITpernocraBumo fa je u3Boz g—z dyukuuje y = F(z), F : (a,b) — C par
jeTHAYUHOM

dy
W _ fa) (1)
rae je f : (a,b) — C nara dbysknuja. Jeanaumne kao (1) y kojuma je Hermos-
Hara yHknuja F 3amaTa jeJHAIMHOM KOjy 33/I0BO/haBajy IHEHHM M3BOAM HA3UBA CE
oupepenyujanrom jeonavwurom. Dyukuuja F : (a,b) — C HasuBa ce pewemem
oupepenyujanne jeonauune (1) ako Barku
dF (z)

] @)
Dyuxiujy F : (a,b) — C koja 3amoBo/baBa (2) 30BEMO jOII U NPUMUMUEHOM
Pynryujom dyurmmje f Ha unTepBay (a,b).

Jlema 1. Heka cy F1 u Fy dee npumumusne pyuryuje dynrxyuje f na urnmep-
sany (a,b). Tada je pazauxa Fr(x) — Fy(x) xoncmanmua.

A Tlomro je
d
i (B - A@) = f@) - 1) =0,
noka3 ciaenu u3 Ilocaemqune 4 Ha cTp. 143. \V4

Hamomena 1. Ycnos ga cy Fy; u Fb npumurusHe dbyHknuje dbyuknuje f wna
unmepaaay je cymruncku y Jlemu 1. 3ancra, Heka cy mare yHKIHje
r?3a1 <0
22 +13ax >0

Fl(x):fﬂz u FQ(LU):{
Ha ckyuy (—o0,0) U (0, +00), koju Huje unmepsan. Taua je
= 2 =
dx v dx
3a cBako x € (—00,0) U (0, +00). Mehyrum,
Fy(1) = F1(1) =1#0 = Fy(—1) — Fi(-1),

TaKo Jia pa3nuka Fy — F| HUje KOHCTAHTHA.
Iedwmuumnuja 1. Pamuinja cBux npuMmutuBHuX QyHKIMja dyHKIH]E
f:(a,b) = C
HasmuBa ce neodpelenum unmezparom dbyakuuje f u ozHadasa ca [ f(x) dx.

243
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"3 Jleme 1 cnenn ma je

/f(x)dz =F(z)+C
rae je F' 6uso koja mpumutueHa dbyHKunja dyHKImje f Ha nHTepBaNy (a,b).

Hamomena 2. Y Jlemn 1 noka3ana je jeIMHCTBEHOCT NMPUMUTHBHE (DYHKIH]E.
Ilurame ersucrennuje mpuMUTHBHE (QYHKIMje, Tj. Heoapehenor mmrerpasa hemo
pasmorputu y I'maBu 6. Tamo hemo mokazarm ma cBaka HenpekumHa (DyHKIIH]a
uma upumurusny (Teopema 3 na crp. 264). Melyrum, upumurusna dynkuuja
erementapue dyukiuje (B. dedununujy 1 na crp. 102) Huje yBek ejgemeHTapHA
dyurnuja. Yak u uHTErpaM HEKUX jeHOCTABHUX (DYHKIIHjA, K0

/SiDZ‘QdZ‘, /sma:dx’ /e—dx, /de, /.e_g”2 dx, /\/1—|—$4dx,
x x log x

HE MOTy J1a Ce M3pa3e MPEKO eJleMeHTapHuX (YHKIH]ja.

13 nedununmje Heonpehenor naTerpana u TabanIe MpBUX U3BOIAA CIIEIN
JaPde = qaPt + Csap# —1
Jz=tdz =logz +C
Ja®de={a®+C3aa>0,a#1
[sinzdx = —cosz + C
Jcoszdr =sinx+ C
[sec?zdx =tgz +C
J cosec?z dx = —cotgx + C
/ ﬁ dxr = arcsinz —tC’ = —arccosxj— C
/ ﬁ dx = arctgx + C' = arccotgz + C.

IIpumep 1. IlomTo je

d (1 d (1
dm<2 sin2:z:> = cos 2z n d;v<2 cos2x> = —sin2z

3aKJby4dyjeEMO Jia je
1 1
/sin?xdx:—gcoslt—&—C u /cos2xdx:§sin2m+0.

!

Jlema 2. Hexa cy f : (a,b) = C u g : (a,b) — C dse Pynryuje xoje umajy
npumumusne dynryuje u A, i € C xoncmanme. Tada saorcu

J (M f(@) + pg(x)) de = X [ f(x)doe+ p [ g(x) da
[ f(z)dz = [Re f(z)dz +i [Im f(z)da.

A Jlokas ciaeau m3 oaropapajyhux ocobuHa usBojga u JAePUHHLK]e IPUMUTHBHE
dyuknuje u vHeomxpeljenor nurerpasna. \V4

Ipumep 2. Uspaaymajmo [ (2% + %)2 dx. KBaJpupameM U3pa3a y 3arpaIm
u npumenom Jleme 2 mobujamo

1\? 2T 6zil/3
/<x3+%) da:=/x6dx+2/x8/3dx+/x72/3dx: 7—|— 11 +3213 4.

!
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3anmarak 1. V3pauynaru

/ sin® x dz u / cos? x dz.

Yuyrcrso: uckopuctutu Hopmysie

1 1
29025(1—(:052:5) u COSQCE:§(1—|—COSQ;E)

sin
u Ilpumep 1. v

IIpumep 3. Heka je
I:/egﬂsinxdaﬁ, R:/ewcosxdx.
Tana je
R+l = /e‘”(cos:c +isinz)dr = /e“’e”’dz = /6(1“)95 dx = %_He(lﬁ)r +C.

rae je C = C; + iCsy. Ilomro je

1 (I+i)e _ 1—i iz _ 1—i_x s
e = eve’” = Fte (coslx—i—zsmx)
= 5e%(cosz +sinx) + ize”(sinxz — cosx)

J106mjaMo
. 1, : (1
R+l = (26J3(cosx +sinz) 4+ Cl> + z<2€l(smx —cosz) + Cg)
Oparne cienn R = Je”(cosz +sinz) + Cy m I = $e®(sinx — cosx) + Cs. i

2. OcHoBHE MeTo/u M3padyyHaBama HeoapeheHux mHTErpasa
2.1. ITapuujasiaa nmaTerpanuja. 13 Jlajorumosor npasuiia
(u-v)(z) = u'(z) -v(@) +u(@)  v'(z)
crmenn popmyia
u(x) -v(x) = /(u -v)(z)dx = /u’(x) ~v(x) dz + /u(x) ' (z) dx

KOja ce TecTo 3amnucyje y o0anKy

/udvzuv—/vdu (3)

U Ha3UBa HOPMYAOM NAPUUJAAHE UHMeEZPayUje.

ITpumep 4. Uspauynajmo [logadr. Heka je u = logz, dv = dz. Taza je
v = x, na upumenom Gopmyue (3) xobujamo

1
/logxda::xlogxf/xdlogz:xlogxf/x'fdz:xlogxfx+0.
x

3amarak 2. 3paaynaru

xlogzdx.
Ynyrerso: mpumenntn dbopmyay (3) ca u = logz, dv = xdzx, Tj. v = 122 v

3anarak 3. Uspauynaru [ z3e®dx. v
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Ipumep 5. (Ilpumep 3 va apyru naunn) Heka je
I= /e”J sinx dz.
IIpumenom maprimjasine nHTErpanmje ca u = sinx, dv = e*dz, 1j. v = €” modbujamo
I=e"sinx — /6$COS£Cd$.

Ako Ha mocjenrpY HHTErPas MOHOBO IPHMEHHUMO IAPLIUjaJHy HHTErPayjy, ca U =
cosz, dv = e*dx, mobujamo

I=e””sinx—e‘”cosx—/ewsinxdx:e‘”(sin:v—cosx)—I.

Oparne cienu 21 = e*(sina — cosz), 1j. [e®sinzdr = 1e®(sinz — cosz) + C. Ha
MCTU HAMUH MOZKe ce u3padynard u | e” cosz da. il

3amarak 4. Heka je P(2) = ap+a12+ a2’ +- - -+a,2" u b € R. Uspaaynaru

/ P(x)e da, / P(a)log z da, / P(x)sina dz.
v

3amarak 5. Hahu rpeuky y ciezneliem pacyhusamwy. Ilpumenumo dopmyay (3)
Ha dyuKIMje

Tana je

uv =1, du:—x—dx, dv = dz,

/ldﬁc:1+/ld$.
T T

CkpahuBamewm, modujamo ,,moxa3” ma je 0 = 1. v

na u3 (3) mobujamo

2.2. Cmena npomenspuBe. Heka je na nareppany (a,b)

/f(:c)dm:F(x)JrC

n Heka je byukumja ¢ : (a, 8) — (a,b) HenpekuaHo anudepennnjabuana (1j. mudep-
eHIMjabuIHa, Ca HEPEKUIHUM MPBUM M3BOJOM) U Ha. Taza je

/ f o) (t)dt = Fop(t) + C (4)

Ha unTepBany (a, ). Jemmakocr (4) mobuja ce mudepenimpaimem obe crpane u
OPUMEHOM TIpaBUIa 3a U3BOJ cioxkene ¢gyHkmmje. OHa je y OCHOBH MeTOIA H3-
padyHaBarma MHTErpaja CMEHOM IIPOMEH/bUBE KOju ce cactoju y cimemehem. Tpeba
uspadynaru unrerpan [ f o p(t)¢'(t) dt. Cyenom x = ¢(t), do = ¢'(t)dt nobujamo
unrerpan [ f(z)dz xoju Moxke ma Gyne jeAHOCTABHUJH OJ HONA3HOL.

ITpumep 6. Mspadynajuo [ ﬁdt. [Tpumenom dopmyne (4) u cmene x =
t2 + 1 mobujamo

3 _1 1 2 / . dil?_l _1 2
/t2+1dt_§/t2+1(t +1)'dt = ?—§1n|x|+C_§1n(t +1)+C.

!
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/ arctg x dx.

VryTcTBO: MCKOPUCTUTH (DOPMYIIY mapuujasne waTerpanuje u Ilpuvep 6. v

3anmarak 6. V3pauynaru

3anarak 7. Uspadynaru [ arcsinz dz. v

Meroa cMeHe MpOMEHbHUBE MOKE /13 ce IpuMeHn u y ciaenehem obmuky. Tpeba
uspadynaru uarerpan [ f(z)dz. Cmenom x = @(t), dv = ¢'(t)dt nobujamo uure-
rpant [ fop(t)¢(t)dt xoju Moxke na Oyze jeJHOCTABHUJH OJ OJA3HOL.

Ilpumep 7. Mspadynajmo [v1—a?de. Cmenom x = sint, do = costdt
10bujaMo

/\/1fodx:/\/lfsiHthostdt:/VCOSthostdt:/cosztdt,

quMe U3padyHaBabe MOA3HOr WHTErpasa cBoauMo Ha 3amarak 1. Ilpumernmo ma

CMO, MAKO je
Veos?t = |cost|,
M30CTABUJIA ALCOIYTHY BPEJAHOCT, MOIITO CMO NPOMEH/bHBY ¢ yBea: Kao & = sint,

Tj. t = arcsin z. ITomro BpeanoCcT DyHKIM]e arcsin (a TUME ¥ t) JIeKYU Y UHTEPBAILY

[—5, 5], Baxnuhe cost > 0, mTO ONpaBJaBa M30CTaB/baFe ArCOMyTHE BPEIHOCTH. f

3amarak 8. Heka je n € N u ¢ € R. N3pauynaru wHTErpase
2n 2n
T x dx
[t [ [
2 + a? 72 — g2 227 (22 + a?)

3anarak 9. Uzpagynaru
I= /sin(2015x) sin?1% 2 da.

VYuyrcrso: IIpumenuTn uaenTurere
) e” . e,im 2013
sin (2015)z = Im (e"°1%7) u  sin?"3 2 = (2)
i

u nokasaru ja je [ = Im (272013 [ e2i@(e2i® — 1)2013 gp) a 3arum osaj unrerpan
pemmTu cmenom y = e, v

3anarak 10. Uspauynarn [ z2%(1+ logz) dz. v

3. NHTerpasum obymKa f sin® z cos™ z dx

3.1. Cayuaj Kaza je 6ap jemaH ox 6pojeBa k, n HenapaH. Heka je n =
25+ 1. Tana je

/sink rcos" xdr = /sink x cos®® x cos x dz.

Veemmmo cmeny t = sinz. Taga je dt = coszdx u cos? x = 1 — t2, ma mocienmu
WHTErpaJi mocraje

/sinkxcos%xcosxdx = /tk(l — %)% dt,
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IITO je WMHTErpaJl moJMHOMUjaHe (QPyHKIHje, KOju ce Jlako m3padyHasa. Ciydaj
napHor k ce perraBa CJUYHO, CMEHOM © = COS .

3anarak 11. Uspauynaru [ sin® z cos? z dz v

3.2. Cayuaj kazia cy k u n mapHu O6pojeBu. Y 0BOM CJlydajy MOXKEMO Ja

HUCKOPUCTUMO UIEHTUTETE

.2 1 2 1

sin® z = 5(1 —cos2r) m cos®xw = 5(1 + cos 2x),
YUMe CHH?KaBaMO CTereHe k, m y MOJa3HOM uWHTerpaidy. 1o MOkeMo Jja IOHOBU-
MO JI0BObaH OpOj MyTa, CBe TOK Ce He MO0jaBu Oap jemaH HemapaH CTeleH, IITO
omoryhaBa Jja MPUMEHMMO jeJHY OJl MPETXOAHO pa3Marpanux cmena. OBaj meros,
cmo Beh cycpenu y 3amarky 1; miycrposaliemo ra jorm jeHUM MPUMEDPOM.

IIpumep 8. Mspauynajmo f cos* xdr. TIpumeHoM Apyror oJ IIPETXOIHUX
HAJIEHTUTETa 100ujaMo

00| G | 3 | =Sy

[ cos? zdx (cos?z)?dz = % [(1 + cos2z)? dx

J(1+2cos2x + cos® 2z) dz
J(1+2cos2z + (1 + cos4z)) dx
x4 §sin2z + 35 sindz + C.

3anarak 12. 3pauynaru f sin* z cos? z dz. v

3anarak 13. Uspauynaru [ sin® z dz. v

4. WMarerpaun obauka |[ sinaz cosbx dz

WNurerpanu obimka
/ sin ax sin bx dx, / cos ax cos bx dzx, / sin ax cos bx dx

MOTY J]a Ce W3padyHajy TPUMEHOM HJICHTHTETA,
sinaz sinbx = 5 (cos (a — b)x — cos (a + b)x)
cos az cos bx = 5 (cos (a — b)x + cos (a + b)x)

1
sin ax cos bx = %Z(sin (a — b)x + sin (a + b)x).

ITpumep 9. Mspauynajmo [ sin 3z cos 5z dz.

1 1 1
/sin 3z cosbr dr = B /(sin (—2x) +sin8z) dx = 7508 2x — 1 €0 8x + C.

3anarak 14. Uspauynaru [ sin 2z sin 3z dz.

3anarak 15. Uspaaynaru [ cos 7z cosdx dz.
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5. Narerpanuja pannoHaaanx QyHKIIja

dx
r2—1"

IIpumep 10. Uzpagynajvo uaTerpas
4 B d B 1 1
a:2f1 - f (zfl)?:chl) - f (ﬁ - zil) dx
= %(ln(x— 1)—Iln(x+1))+C.
OBJie CMO KOPUCTUITH UJICHTUTET
1 1
1 _ 3 3
(z—1D(z+1) 2-1 z+1
o mera cMo Moru ga mohemo Ha caeaehn mHaunu. Hamwmmmmmo
1 A B
= + . (6)
(z—1D(z+1) 2z2-1 z+1
Crofemem fecHe cTpaHe HA 3ajeJHUYKNA WMEHUJIAI 1001jamMo

1 Az +1) B(z—-1)
@-De+l) @D+l (@ D+l)
omakye caequn 1 = A(x + 1)+ B(x — 1) = (A+ B)z + (A — B). Iomro cy 1Ba
MOJIMHOMA, jeIHAKA aKO M CAMO aKO Cy MM KOeHIHjeHTH y3 oAropapajyhe crememe
jemHaKM, U3 MOCTEIber n3pa3a J001jaMO CHCTEM

A+B=0, A-B=1,

ugje je pememe A = %, B= f%, rako aa (5) mobujamo us (6). f

[Iperxonuu mpuMep je TpUMeEp MpPUMEHE OIMIITEr MeTOIA WHTErPAInje PaIno-
HaTHUX (DYHKIINja KOjU je 3aCHOBAH HA MPUMEHU TEOPEME O Pa3JjIaramy PAIMOHAJ-
nux ¢yukiuja (Teopema 2 ma crp. 100). Cam meros mwene mpumene hemo caua
JeTasbHUjE 1a n3a0xkuMo. Heka je

P(z)
Q(z)’
rze ¢y P u Q nomunomu. Muterpan [ R(x) dz MoxeMo fa u3padynamo y ciaeaehunx

HEKOJIMKO KOPAaKa.
1. KOPAK. ¥Ykonuko crenen mosuHoMa () Huje Belin of cremeHa moTuHOMA

R(z) =

P, nonenumo nosnunom P ca @ (o pespewy nosunoma 6uiio je peuu y Teopemu 1
Ha cTp. 98; caM MOCTyNaK Me/berha je CAMYaH TOCTYTKY Me/berbha IeauX OpojeBa).
Iobujamo
R(z) = h(x) + 12,
9(x)
rae ¢y f, g u h TOMMHOMH, TAKBHU 1A je CTEeH MOJTHHOMA ¢ Belim o7 cremeHa mosu-

noma f. Wnrerpan [ h(z)dz nonunoma h je mako uspadyHaTu, TaKO Ja je npobiem

f(=) dx
g(x) ™
2. KOPAK. Hanmumumo mOJIMHOM ¢ Ka0 MPOM3BOJ MPOCTUX (y MPCTEHY TOJIU-

Homa Rlz]) dakropa, Tj. Kao mMpo3BOx JIMHEAPHUX W HEPACTABJFMBUX KBaJPATHHX
HOJMHOMA, Ca, PeATHUM KOedUIHjeHTUMA.
3. KOPAK. Csakowm nuneapuom ¢dpakropy (z—a)™ nomunoma g(z) y mpousBomy
J100MjEHOM Yy IPETXOAHOM KOPaKy LPHUJAPYXKUMO CyMYy
A A A
1 2 4ot m

r—a (r—a)? (x —a)m’

CBeJIeH Ha M3padyHaBambe WHTErpasa f
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4. KOPAK. Cpaxkom HepacTaBbuBOM KbaiapaTHoM dakropy (az? + bx + c)”
nojiuHoMa g(x) y NPOM3BOJY J0OUjeHOM y 2. KOpPaKy MPUJIPYKUMO CyMy

le + Cl BQ(L’ + C2 BnIIZ + Cn
‘e + _— .
ax?+br+c  (ax?+bx+ c)? (az? + bx + )™

5. KOPAK. Hamumumo KOTHIHUK % Kao 30up CcBUX cyma JA00uWjeHux y 3. u

4. wopaky. CBeammo Taj 30Mp Ha 3ajeIHNIKN UMEHWJIAI, U M3jeTHAINMO Koedn-
mujeHTe y3 oaronapajylie cremnene nmpomensbuBe x. PerniaBareMm J100HjeHOT cHCTEMa,
JIMHEApHUX jefHadnHa gobujamo koucranre A;, B;, C;.

6. KOPAK. Ocraje jour ja ce u3padyHajy WHTErpad CBAKOr 0J] cabupaka u3
3. u 4. Kopaka, Tj. uHTErpagu 0dIuKa

dx Bx+C
[e5a » [eren v
IIpBu o HUX je
/ dx _{ln|xa|+C ako jej =1
(r—a)i —j1+1 (r—a) 7t +C akojej# 1.

Jla 6ucMo W3padyHa W JIPYTH, KOMILIETHPAjMO KBAJAPAT y KBAJAPATHOM TPUHOMY
az? + b + ¢
b2

az® 4+ bz + ¢ :a(x2+§:c) +c:a(x2+gx+%)+c 1o
= a((w‘+ )+ 4““’2). )

4a?

[pumerumo na je 4dac — b? > 0 (jep 6u y IPOTHBHOM HOMMHOM ax? + bz + ¢ UMao

HyJIe, ITO je y CyMPOTHOCTH €A TPETIIOCTABKOM 14 jé HEPACTAB/bUB), T1a MOKEMO I
2

HAITAIIEMO % = A\2. U3 (8) caeam ga ce, mocyie cMene t = x+ %, M3PaTyHABAHE

apyror uarerpasa y (7) cBOAM Ha U3padyHABAKE MHTErpasa

/#dt . /L
(t2 + A2)k (12 + A2)k°

IIpBu ce nako u3padyHABa CMEHOM y = t2 + A2, tdt = %dy, a Ipyru ce CMEHOM
t=XMgu=t>+ I\ = X sec?u, dt =sec? udu
CBOIM HAa WHTErpasl TpuroHomerpujcke ¢gyukiuje pasmarpan y [laparpady 3 ma
cTp. 247.
3anarak 16. z3pauynaru

/ 222 + 2z + 13
—_——— dx.
(x —2) (22 4+ 1)2

YuyrcTBo: u3
222 + 2z + 13 A Bix+C;  Bax + Oy

(x—2)(z2+1)2 2-2 z2+1 (22 +1)2

JI06MjaMo CHCTEM

A+B; =0
—2B1+C; =
2A+ B —2C1+ By, =
—2B1+C1 —2By+(Cy =
A—-2C1 —2C, =13
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qmje je pemembe A =1, By = -1, C; = =2, By = -3, Cy = —4. v

Banmarax 17. Uspauynarn [ 55 d v

3anarak 18. 3pauynaru YuyrcTBo:

4+1

1l =0+ 20241222 = (2% +1)% - (V22)? = (22 + 1+ V2x) (22 +1 - V2z).

3anmarax 19. Uspauynarn [ —$2.

/ dzx
x5 4+1°

Yoyrcereo: Buaetn 3amatax 114 ma crp. 79 — mahm myse mojmmEoMa x° 4+ 1 Ko-
pucrelin 3amarak 112 na crp. 78. Hammcarn z° + 1 Kao IpoM3BOI JIMHEAPHUX
daxTopa ca KOMIIEKCHIUM KOe(PHUIINjeHTUMa U IIOMHOXKHUTH ITapoBe KOJU Or0Bapajy

3anmarax 20. Uzpauynarn

KOHjyTOBAHIM KOMILIEKCHIM HYyJIaMa. v
3anarak 21. Uspauynaru [ 372(1d+2)2' v
3anmatak 22. Uspauynarn [ a’—22° *('im 1;25(9” ;:% =52’z . v

6. Muarerpaun obauka [ R(sinz,cosz)dz

Heka je R parmonanna dbynkumnja. Narerpan obmmka [ R(sinz, cos z) dx Mmoxe
ce CBeCTH Ha MHTerpas panuonanne dynkmmje cmenoMm ¢t = tg 3. 3amncra, IaKko ce
MPOBEPABA 2 TAJa BaXKU

2t 1—t? _2dt

sinx:71+t2, cosz:71+t2, x,71+t27

a cBe goOmjeHe (PyHKIMje Cy paIluoHaIHe.

ITpumep 11. Uspauynajmo [
J100mjaMo

dx _ x
e [Iperxonno onucanom cmenom t = tg 3

/ dz 7/ 1 2dt 72/ dt
3+sinz 3+1+t21+t2* 324+ 2t4+1°

Ilocrenmu naTETPAT CE I/I3paquaBa METOAMa, MHTETrPAIUj€e PAMOHATHUX (DYHKITH-
3tg $+1
= \/2arctg 5 T C. f

ja. Kao pesymrrar, nobujamo f 3+blnw

3amarak 23. Uspauynarn [ ST gg v

sin xz-+sin 2x

7. Nurerpanu obmuka | R(z,Vaz? + bz + c)dx

Heka je R pamumonanua ¢dyukiuja. Ilokazahemo nsa madyuna ma ce u3padyHa

unrerpan [ R(z,vax? + bx + ¢) dx.
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7.1. Tpuronomerpujcke cmeHne. TPUTOHOMETPUjCKH UIEHTATETH
1 —sin?t =cos?t, 1 +tg?t =sec’t, sec’t—1=tg?t

Ham omoryhasajy Jia uHrerpase

/R VA2 — 2?) da, /R V2 + \2) dx /R(x,\/myix (9)

u3padynamo Ha cienehn HadwH.

[ R(z,v/A2 — 22) dz pemasamo cvenom z = Asint. Tana je
A2 — 2% = \2cos?t, dx = \costdt.
[ R(x, V22 4+ A2) do pemasamo cvenom = = Atgt. Tama je
22+ 2% = A%sec’t, dx = \sec? tdt.
| R(=, Vx2 — \2) d pemapamo cvmeroM = = Asect. Tama je
2?2 — X% = N%tg?t, dx = \secttgtdt.

Opnarie BUANMO 12 y €Ba TPHU Clydaja JOOHjaMo HHTErpase oOInKa
/ Ry (sinz,cosx) dz

3a HeKy pammoHaysHy GyHKIujy R, duje cMo u3padyHaBame pasmorpuiu y [lapa-
rpady 6

Axo xemumo ga uspadynamo [ R(z,vaxz? + bx + ¢) dr, KoMiieTupamem KBa-
npata kao y (8) na crp. 250) 1 cMeHOM t = Z + - HEroBo M3pavTyHaBambe CBOIMMO
HA U3padyHaBame jemHor o unrerpasa (9).

3anarak 24. Uspauynaru [ T A

3amarak 25. 3pauynaru f \/8(+2_a;7z)z2 dz

3anarak 26. Uspauynaru [ \/%dx

3anarak 27. Uspauynaru [ \/ﬁ%d%

NN N

(z—1)
3anarak 28. spauynaru [ v dx.
7.2. OjaepoBe cmene. OcuM TPUIOHOMETPUjCKUX CMEHA, TIOCTOJH jOIII je/IaH
HAYWH 11 C€ W3PAYYHA]y WHTErPaJu OOJIMKA,

/R Vaz? + bz + ¢) dz. (10)

To je meron OjmepoBux cmeHa Koju hemo cajga J1a pa3MmoTpuMoO.
IMPBA OJJIEPOBA CMEHA. Ilpernocrasumo ja je a > 0. YBeaumo y uHTe-

rpax (10) cmeny
Var? +br+c=t—+ax (11)

Ksagpupamem obe crpane u peraBameM II0 T T00HjaMo
e
C 2yat +b’

OJIaKJIe CJIe/TN

2 2
Var? vhrro= YU UMD g, Vel i d oy,
2/at + b (2\/at + b)2
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Tume cmo nobumm x, Vaxr? + br + ¢ n dx kao panuoHasne PyHKIHE 1O ¢, ma CMO
unrerpai (10) ceesiu Ha uHTErpas paiuoHaaHe QyHKIUje, KOju MOXKEMO Ja M3Pa-
YyHAMO DAHUj€ OIMUCAHUM METOIOM.

JIPYTA OJJIEPOBA CMEHA. Axo je ¢ > 0, cmerom

Var? +bx +c=xt++/c, (12)

HA CJIM9aH HAa4YWH Kao u cMeHoM (11), cBomuMo m3padyHaBame uaTerpana (10) xHa
u3padyHaBame WHTerpasa parnuonasane QyHKImje.

TPERA OJJIEPOBA CMEHA. Ako je a < 0 u ¢ < 0, HE MOXKEMO Ja [pU-
mernmo mpse e Ojmepome cmeme. Agqm, Taga je b? — dac > 0, ma TmoJMHOM
ax? 4+ bx + c mma Gap jemHy Hyay. AKo OH MMa caMoO jelHy HYIy, OHIa je OH
noriyH kBajapar, na je (10) uarerpasn panmonasnue dbynkuuje. Ao cy iy, To ABe
pa3nauuuTre HyI€ IOJUHOMA ax? + bx + ¢, CMEHOM

vazr? +bx + ¢ =tlx —xy), (13)

u3padyHaBame nHTerpasa (10) cBoan ce Ha M3pavyHABAMe HHTETPANA PAIIHOHAIHE
dyHkIHje.

3anarak 29. Ypamguru 3agarke 24-28 npumenom jepoBux CMeHa. v

8. Murerpanu obuuka [ R(z,y(z))dz

8.1. Panmonasrne kpuBe. Heka je R panumonanna dyHKOuja u HEKa je jes-
HAYHTHOM
F(z,y)=0 (14)
3aJaTa KpUBa y KOOPAWHATHOj paBHU. IIpeTmocTraBmMO Ja penraBameM jeTHadIH-
ue (14) noGujamo byukuujy y = y(x) u na xemumo aa uspadynamo [ R(z,y(z)) d.
Ako ycremo ja HahleMo mapamMerapcky jeTHAYnHYy OBe KpHUBE y OOIHKY

T = 7nl(t)v Yy = 7"2(t)a (15)

rae cy r1 U To panmonanne Qynkuuje, cMenoM x = 711(t) cBemhemo uHTErpas
[ R(z,y(x)) dz na uarerpan

/ R(r1 (1), ra(8))7 (1) dt.

Tlocnenmu wHTErpas je HHTErpa pamuoHaane (pyHKIHje, 38 KOju 3HAMO METO, pa-
qyHABA.

Kpuse koje umajy napamerpusanujy (15), rae cy m1 u ro pauuonaste GyHkuuje
HA3WBA CE PAYUOHAAHOM KPUBOM, & TAKBA TAPAMETPU3AIN]A HEHOM PaUUOHGAHOM
napamempu3auujom.

8.2. T'eomerpujcku npuctyn OjiaepoBum cmenama. ¥ Be3u ca OjrepoBum
cmernama (11), (12) u (13) MoKeMO Jia MOCTABMUMO JBa. TPUPO/JHA UTAA: KAKO CMO
0 THX CMEHA JOIIA W 3AIlTO OHE PEInaBajy MpobseM H3padyHaBambha WHTETPATIA
| R(z,Vaz? + bz + ¢) dx.

IMocmarpajmo npomensbuse x u y(x) = vVax? + bz + ¢. One 3a10B0sbaBajy jej-
HAYIHY

y? =az? + bz +c,
Tj. medUHATITY KPUBY y KOOPAWHATHO] PaBHW. EKCIININMTHA jeHAYTHHA T€ KPUBE
je
F(z,y) =0 raeje F(x,y)=y>— (az®+bx+c). (16)
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IMokymajmo na Hahemo weHy panuoHasHy napamerpusamyjy. Heka je (z1,y1) npo-
u3Bo/bHA Tauka Ha Kpusoj (16). IIpasa

y—u =tx—z) (17)
ceve kpuBy (16) y Tauku (z,y; + t(x — x1)), rue je x peuieme jeiHaduHe
F(z,y1 +t(x — 21)) = 0. (18)

IMapamerapcky jequaunny kpuse (16) hemo noburu Tako mro fiemo jga onumemo
KOOD/IMHATE CBHX IHEHHX Ta4aKa Kao IpecedHux radaka kpuse (16) u npase (17).
Hexka cy A n B xoedunmjenTtn y3 22 n 2 y KBaapaTnoj jeqnaannn (18). Oumurmeano
je ma ¢y A m B mosmuomu 1o t. Ilommro je (x1,y1) Tauka Ha kpusoj F(z,y) = 0,
71 je jemno pememe jemraumme (18). U3 Bujerosmx! dopmymna cienm ma je apyro
perieme

B

T =-o1- o (19)

Tume cMo JO6MIM & KAO pANMOHATHY (DYHKIM]y 10 t. 3amenoM (19) y jeamaunun
npase (17) nobujamo u y Kao parmonaany dbyHKIH]y 00 t.

Cuenujasno, ako je ¢ > 0 moxkemo ga y3memo z1 = 0, y; = /¢ (jep Tauka
(0,+/c) nexxm na xpusoj (16)), na jennaumna npase (17) nma o6mk

Y- \/E = tI,
mro je npyra OjrepoBa cMeHa.

3anarak 30. N3sectu tpehy OjmepoBy cmeny Ha oBaj Haumn. Jlokasaru ma ce
npBa OjepoBa cMeHa CBOJAM HA JPYry CMEHOM u = 1/x y uHTEerpaJy. v

3amarak 31. [Jokazaru ja je 3a a > 0 kpusa (16) xunepboia u 1a mbeHe acumii-
TOTE UMajy KOeDUIUjeHT MpaBua ++/a. Y3umameM ,0eCKOHAYHO JaIeKe Tauke” Ha
xurnepboiu y yino3u tauke (r1,y1) y TPETXOIHUM M3BOhemuMa, yMecTo damuiuje
npasux (17) mobujamo dbaMuiujy npaBux MapajeJHuX aCUMIOTOTH, HIID.

y = —vazx +t.
NzBectn na osaj Hauun npBy OjaepoBy cmemny. v

IMpumeruMo Ja cMO y HajaKewy paluoHajHe mapamerpusanuje kpuse (16)
KOPUCTHJIM CAMO YUEbeHUIly 13 je F'(x,y) moJuHOM Qpyror cremeHa mo x u y. Ty
qumbeHnIly heMo Jja mCKopucTumo u y cienehem 3amaTky.

3anarak 32. Kpusa
T = cosu, Yy =sinu

je Kpy>KHWIA, Jakje KpuBa 3aj7ara jemHauwaom F(z,y) = 0, rae je F moauHOM
npyror crenena F(z,y) = 22 + y? — 1. JlokazaTn 1a ce 10 cMeHa Sinu = %,
cosu = 1;—? pasmarpanux y Ilaparpady 6 wa ctp. 251 moxke mohim Tpaxkemem
panuoHaJ/IHe TapaMeTpu3aliyje Kpy KHUIE, Ha UCTH HaduH Kao u 10 OjrepoBux. v’

3amarak 33. Hahu csa panmonasna permema jeguaunue 2 + 2y = 1. v

1B1/1jeT (Francois Viéte, 1540-1603), dpaHniycku MaTeMaTudap
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8.3. Uurerpanu obiuka [ R(z, { g;’_tdb) dz. Kpusa
ax+0b
=1 20
Y o d (20)
je panmonanna. 3aucra, Heka je t = §/ g;fis, Tj. t" = ‘Z;”Is Tana je
t"d —b "
r= —— =1,
a—te Y

mTo je panuoHaj Ha napamerpusanuja kpuse (20). Omarne 3ak/bydyjemMo ma ce
unrerpan | R(a:, ;L/%) dx cmernom t" = %ﬂ; CBOIW HA WHTErPaJ PaIlMOHAJIHE
dbyukImje.

ITpumep 12. Mspauynajmo [ ifi dx. YBemmmo cMemy t? = }J_r—;" Tana
. 2_ . 2 .
jex = L wde = %, Ta TOJIA3HM MHTETPAJ TOCTaje f(li%ydt, mTo je
UHTerpas paluoHanne PyHKIH]e. f

8.4. Murerpanu o6auka [ zP(a + bz?)" dz. Heka cy p, ¢ u r panponassn
OpojeBu pasaudanTu o Hyse. VuTerpan

/xp(a + bx?)" dx (21)

y ONINTeM CJyd4ajy Huje eseMeHTapHa (yHKnuja. PasMoTpmmo Heke crerujasime
clTyJajeBe. ‘
Axo je r € Z, ona, ceoherem Gpojesa p 1 ¢ Ha 3ajeTHIYKN UMeHUIaI (p = 1,
q= i), BUIUMO 113 je mHTerpat (21) marerpan pammonanue GyHKImje 10 /T, KOjuI
Ce JIAKO PerraBa CMEHOM {/.
ITpernocrasumo ja r nuje ueo 6poj. Ako ysegemoy (21) cmeny y = x9 nobujamo

/xp(a + bx?)" dx = %/(a +by)"y™ dy, (22)

rue je m = % —1. Akojem €€ Zur = % onzia je (22) mHTErpas pauoHaIHE
dbyHKIEje 10 IPOMEH/bHBEM § B +/a + by, KOju ce JIaKO H3padyHaBa CMeHOM tF =

a+ by.
Axo au m = XL — 1 muje neo 6poj, mammmumo unTerpan (22) y Buy

q
a+by\" i
/ (yy) v dy. (23)

Axo je r+m € Z ur = {, uaTerpan (23) je mHTerpan panmonanne GyHKIHje MO Y

n {/ % I M3padyHaBa ce CMeHOM tF = %

U3 nperxonuux pasmarpama BUIAUMO j1a ce uaTerpas (21) mMoxke u3pa3uru Kao
efleMeHTapHa (DYHKIMja aKko je jeaan o1 OpojeBa
+1 +1
p+l ptl

T? )

q q

neo 6poj. Yebumes? je mokazao ma y ocrammM caydajeBuma maTerpas (21) muje
eleMeHTapHa PYyHKIH]A.

2Yebumen (T1. JI. Yeburpimen, 1821-1894), pycku mareMaTHdIap
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3anarak 34. 3pauynaru uHTerpase
« « VitV
a) [22Y/2—=3zdx (0) [ gﬁiﬁ (B) [ #\/W (r) | 7 dr. v

8.5. Enunruykn mHTerpasiu. Uurerpanu o0/nka

/R(Jc, vV P(z))dx (24)

rae je R panunonanrna pyHkiumja, a P momuaom cremneHa Beher o 1Ba y OIMIITEM CJIy-
4ajy Huje enementapHa ¢GyHKIHja. OBy uHmbeHHIy JgoKazamu cy A6er n Jinysui’;
OHa cjlen U U3 crioMeHyTor ebwmieB/beBOr KpuTepujyma. ¥ ciay4ajy kKaga je P
HOJIMHOM CTElleHa TPU Wiu derupu uHTerpaiu (24) nasusajy ce eaunmuyurum (jep
ce TOjaBibyjy y 3aJaTKy M3padyHaBamba JyXKWHE JyKa eJuice; B. 3agarak 17 Ha
crp. 277), a'y cay4dajy kaua je crenen nojaunoma P seliu o1 yerupu zunepeasunmau-
YKUM.
Mozxe nma ce mokazke [11] ga ce CBAKM €JUNTHYKH WHTErPAJT MOYKE M3PA3UTH
moMONy eJleMeHTapHUX (byHKLu/Ija ¥ WHTErpaJia, 0bJInKa
f f z?dx ’
V(- a:2) 1—k222)’ V(1—22)(1—k222)
(1+h;c2)\/(1 ;c2)(1 k222)

3a Heke k, h € (0,1). Cmenom z = sin ¢ oBU UHTErPaJIU Ce CBOJE HA MHTErPaJe

d d
/—(p, /\/1—k251n2g0d<p / d
1—k2sin o (1+ hsin® p)\/1 — k2sin® o

KOJU Ce, PEIOM, HA3WBAJY EAUNMUYKUM UHMEZPaIuMa npeoe, Opyzoz u mpeheez
poda. Ozuake F(k,¢) n E(k,p) cy yoOnuajeHe o3Hake 3a eJUIITHIKE WHTErPAJe
npBe U JIpyre BpCTE PEIOM, Koju 3a10BosbaBajy yciaose F(k,0) =0, E(k,0) = 0.

9. Bexxbe

Wzpauynarn ciaenehe naterpase:

L. [sin’zdz 2. [secxtgzdr 3. [tgtzdr 4. [sin®zdr

5 [sec?zdr 6. [secdzdr 7. [cos*3xsin’®xdr 8. [cos*zdx
9. [sin*wcostzdr 10. I% 11. [ \/2‘117 NG =
13. [ HEs W [ Gie 15 [V2-a2?de 160 [Va¥ —4a?de

x+1 5z—3
17. f m 18. f4x2+43:+2 19. f \/ﬁ 20. f (3:+1)(x 3) dx
—2x+4 z°—z*—3z+5
21. f (@241 (z—1)2 dx 22. f x4 —2x3 4222 —Ex-&-l dx 23. f (z— 1)(:c 2 )(z—3) dx

24, fﬁ‘lmmd‘x 25. fx51nxdx 26. fx arcsinzdr  27. [warctgzdr

28. [ e cosbrdr  29. [ 30. [ 31. [ e

32. [(/1Eds 33, [(2— x)?dz 34 f\/fdac 35. [In(22% +4) dx

36. [ coihs 37 [atsin(l—z)de 38 [eVidr 39. [ fomdx

1+cos T 2+s1n T

40. fé/%dz 4. [sinyT+ade 42 [ 2epm 43 [2In(@®+z)de
dz cos T dz dz
44. f sec? x+tg2x 45. f \/1+cos:rdx 46. f (2z+1) Va2t 47. f V34meV3

48. [In(yz + 1+ z)de 49. [(arcsinz)®dz  50. f\/gigj%d

SHI/IyBI/IJI (Joseph Liouville, 1809-1882), dpaHnnycki mareMaTHdIap
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Onpebhenn mHTErpas

Cwmarpa ce ma je Eymokc! ca Kumma Teopam memoda excraycmugje (wmm ucup-
NHUBAHHE), KOJOM Ce IIOBPIIMHA PABHUX (DUrypa u3padyHaBa oMoy HU3a YIUCAHUX
nonmrona. Mako ce oBaj meron cpehe Beh kom Antudona’, msraena ga je Eymokce
TIPBY KOjU je 0Baj MeTO I 10OpO pa3yMeo W CTPOTO 3aCHOBAO.

Apxumes je KOpUCTHO OBaj METO, TIPU U3PAYYHABALY MOBPIITHHA, HEKUX PABHUX
durypa. Y ['masu 1 cmo Beli cnomenynu ga je, anpokcumupajyhu moBpmmHy Kpyra
MOBPINMHAMA YIUCAHUX TIOJUTOHA, JTOOMO OIEeHy 3a Opoj 7

10

10
320 319
1" <"70

IMosuara je m ApxumMenoBa TeopeMa O MOBPIITHHE CETMEHTa TapadoIe:

Teopema 1. Hera cy A u C maure na napaboru u B npouseo,/bua maska Ha
AYKY AB. Ilospwuna usmehy ayxa AC u memuse AC jednaxa ]6 = MOBPUUHE
mpoyzaa ABC.

Caspemena Teopuja oapeljeHor WHTErpasia je 3aCHOBAHA HA OBUM HJEjaMa, aH-
THUYIKEe MaTEMATHKE, KOje JI0BOAU y Be3y ca mudepennujaaauM padynom. EBomymuja
OBOT KOHIIENTa, KPO3 UCTOPHU]y MPOIILIA je Kpo3 Buiie ha3a u yommrema. [louehiemo
ca BbyTHOBUM MHTErpaIOM.

1Ey,ZLOKC (Evéoos, 408-355. npe Xpucra), cTaporpuku Mucamnai, Ilnatonos Hak
2Antudpon  (AvrTipwr, V Bex mpe XpucTa), Craporpuxm wmmcamiarn, —codwucTa,
MIPEICOKPATOBAIL

257
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1. IbyTHOB MHTErpaJ

Heka je f : (a,b) — C nenpekugua dyukuuja u F : (a,b) — C wena upumu-
TuBHA (PYHKIHja:
F'(z) = f(z) 3acee x € (a,b).
Bpoj
lim F(z)— lim F(z)eC

x—b—0 z—a+0

ce nasupa Fbymmnoeum® unmezpasom dbynxuuje f. On je mobpo medunucan, tj.

HE3aBUCAaH o u360pa mpumuTueHe dyuknuje F, jep ce nse mpumuTuBHe (QhyHKIH]jE
3a ucTy yHKIMjy f Ha UHTEPBAJY PA3JIMKYjy 38 KOHCTAHTY.

Ha mpsum morsen, HUje jacHO y KakBoOj je Be3m IbyTHOB mHTerpas ca MeTomoM
eKCXaycTuje o KoMme je Omno peun y yBomy. Mehyrum, Ty Besy hemo yckopo ma
BHINMO, y CKJiony auckycuje o KoimjeBom mHTErpay.

2. KomiujeB mHTErpast

Heka je f : [a,b] — R nenpekugna n nmosurnpHa GyHknurja. Heka je narepBan

[a,b] TONE/bEH HA N WHTEpBAJA jeTHAKWX IyKHUHA b_Ta u Heka je & = a + k:b_T“

necna rpannna unTeppana [a + (k — 1)2=% a + k2=2]. Benunna

flen=o
k

n
j€ TMOBPIINHA IPABOYTAOHUKA CA TEMEHHMAa,

(fk—lao)a (gkao)a (€k7f(€k))7 (gk—lvf(fk))a

la BeJUYUHA
b—a

n

Sn = Z f(é-k:)
k=1

anmpokcuMupa moBpiimHy n3melhy rpadwka bynkunje y = f(x) u z—oce.

Fl&)

a -E;:'—1 'E;: b

MuarynTuBHO je jacHO Ja Kaj n — 0O Ta AllPOKCHMAIINja [TOCTaje cBe 00sba, IIa
j€ JIOTUYIHO BEeIMYNHY

n—00 n

tim 37 (6022,
k=1

3H>yTH (Sir Isaac Newton, 1643-1727), enryeckm ¢mu3maap, MaTeMaTHIap, ACTPOHOM,
dumocod 1 aaxeMudap
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YKOJIMKO OBaj JILMEC IIOCTOjU, Y3eTHh 3a Oefunuyujy nospuwune ucom rpaduka mo3-
WTUBHE HempeKumamne GpyHkuje f.
Y osom naparpady 6aBuhemo ce youmremeM OBUX Pa3MaTpParba.

2.1. Hedunnunuja Kommujesor murerpana. Heka je [a,b] orpanndven 3a-
TBOpenn uaTepBas u f : [a,b] — C menmpexuma® dbynkimja. Ilomemmvo uaTeppa
[a, b] HA N MHTEpBAJIA jeHAKHUX Ty KUHA b’Ta Hexa je & = a+l<:b’T“ JIeCHa TPAHUIIA
unTepBaia [a + (k — l)b’T‘l, a+ k‘b’Ta] ITocmarpajmMo HU3

b—a
—

Sn = Z f(gk)

k=1

Jlema 1. Hus S, xoueepzupa.

A Tlokaxkumo 1a je uu3 S, Kommujer. 3a TO je MOBO/FHO TpeTmoCTaBuUTH 14 je f
peanHa dyHKIIHjA.

Heka je € > 0. 13 Kauropose teopeme (Teopema 7 Ha crp. 113) cienu na je
dyukumja f yuudopmuo HenpekuaHa Ha uHTEpBasy [a,b]. U3 nedunuumje ynu-
dopmue Henpekugnoctu (crp. 113) cienu ma nocroju 6 > 0 TakBO 1a BaxKu

[r—yl<é = [f(x) = fy) <elb—a)" (1)
Heka cy, 3a m,n € N, 6pojesu & = a + kb*T“ nn; =a —|—jb*W“ nopehauu y
neonafajyhu KoHa4YaH HU3 X1, ... Tym4+n U HEKA je g = a. [lomrro je
b—a
F(&r)—— = f(&) (& — Er—1) = F (&) (& = m5) + f (&) (1 — &),
pasmuky Sy, — S, MOXKEMO /13 HAMUIIEMO Y OOIUKY
m—+n
Sm — Sn = Z Ak(f)('rk - xk—l)a (2)
k=1

rre je Ap(f) = f(nj) — f(&ixy) 3a mexe &k u njx) TakBe 1a je, 32 OBOHHO
BeJIUKE M U N

‘5% — 77j| < 0.
Opnarie, na ocuoBy (1), cieau na je 3a JOBOJBHO BEUKO 11 U 7
|A(f)] <e(b—a)™h,

na u3 (2) cnemu

m—+n
S = Snl Seb—a)™" Y (wx — k1) =e(b—a) ' (b—a) =<
k=1
Oparne cieu 1a je uuz S, Komujes, Tj. KOHBEpreHTAH. \V4

IIperxomnom semom je ompasaana ciaeneha gedunummja.

Iedumaunuja 1. Bpoj

b n .
/ fayde = tm 3 £ 3)
a k=1

n—00 n

HasuBa ce Kowujesum unmezpasom nenpekunne gpynkuuje f na uarepsaiy |a,bl.

4yenon HeNnpeKuIHOCTH hiemo ocnabutu y Ilaparpady 5.
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Naxo je y camoj nedbununuju Komm kopuctuo Bpenoctr (pyHKINja y TOJEOHIM
raukama &y, IpU J0Ka3y ersucrernuje gumeca (3) oH gokasyje aa u3bopom npous-
BO/bHE Tauke ¢ € [£r_1,&x] mobujamo uctu objexar.” Ilpermsnuje, Baxku cieaeha
nema.

Jlema 2. Hexa cy ci € [€x—1,&k] npoussowne mauxe. Tada je

n —a b
Jim Y f(e)™ " = [ f@ydo
k=1 e

A Heka je

=3 f(e)”

k=1

nose =3 flew)?
k=1

Tazna je
b—a

S0 = S5l <D 1£(€r) — flen)] (4)

Heka je € > 0. 13 ynudopmue Henmpeku HOCTH caenu na nocroju § > 0 tako ga
BaYKNU

o —yl <6 = [f(z) — fly)l <eb—a)™".

Ako je n m0BO/BHO Bemko, OHIA je & — {r—1 = L < 4, ma je [f(&) — f(ew)| <
e(b—a)~t. Onarne u uz (4) cnemn |S,, — S¢| < e. Ipenackom Ha auMec, 106ujaMo
TBpheme jeme. \V4

JIema 3. Hexa je f : [a,b] = C nenpexudna dynryuje. Tada je dynryuja

F :la,b] — C, F(x) :/ flt)dt
HENPEKUIHA,

A Heka je ¢ > 0. U3 yaudopmue HenpekuaHocTH (QyHKIHjE [ CAeau j1a MOCToju
6 > 0 ca cBojcTBOM

[E—nl <0 = [fE) = fn)] <

€ €
——— ®u 0 max

2(b—a) nEab]‘f( i < 2
Tomennmo cBakm of MHTEpBAJA [a, - + 6] U [a, 2] HA n WHTepBasIa jeIHaKe Iy>KUHe.
Akocy & = a+ k%“a u g = a+ k¥ necan kpajesu jo0ujeHux mHTEpBAJIA,
ouza je & — nk| < 6, na je

|3 F@ = = 5 o)

=| Zl &) THo=c —f(ﬁk)%Jrf(ﬂk)Lff“—f(ﬁk)l;a)’
§k¥| k) — f(nk)|m+k;|f(77k)|%
<n(bea) n +nnrél[3}§|f( )‘i<%+%:€

Ipenackom wa lim gobujamo |F(z 4 0) — F(z)| < &, unMe je JoKa3aHa HENPEKUI-
n—oo
HOCT bynKnuje F. \V4

5B. [8] 3a mucKycujy 0 HCTOPHjU PasBOja KOHIENTA HHTETPAA.
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b
Ha cimuan nauun ce gokasyje u nenpekuanocr dyukuyje = — [ f(x) dz. Kac-

x
uuje hemo mokasaru u jaue TBpheme — ma cy oBe dbyHknuje audepeHnnjabuHe.

IMocnemuuma 1. (Auurusnocr 1o unrepsasiy unrerpauuje) Hexa je ¢ € (a,b);

mada je
/:f(x)dm:/:f(m)dx+/cbf(x)dx

A Tlpermocrapnmo ja je 7=% € Q, Tako ja wHTEpBaT [a,b] MOYKEMO Ja TIOIETHMO

Ha N MHTEPBAJA jeJIHAKe JIYKUHE TaKO J1a je ¢ jeIHa OJ] MOJEOHUX TavyaKa, PEruMO
¢ = &np. Taga Baxkn

Sn :=Zf§k = f

k=1 k=1 k=m+1

Cnnyna jeIHaKOCT BarKM 3a CBE UJIAHOBE MOJHU3A Sk, jep JabUM JI€JbEFHEM CBAKOT
0/1 M TIOJIEOHUX MHTEPBAJa Ha k /1eJI0Ba TadKa ¢ OCTaje 1ojeoHa Tadka. lIpesasehu
Ha hm y TOM IOJHHU3Y I00MjaMo

/:f(x)da::/acf(x)d:c—i—/cbf(:v)dx

[Ipernocrasumo cana — ¢ Q. U3 rycrune ckyna Q y R ciieau ja y npoussosbHOj

OKOJIMHM TauKe C MOCTOjU TadKa €] Takpa Ja je 7— € Q. 3a cBaky TakBy TaukKy

c1 cMo mokasanu TBpheme Teopeme. Heka je € > 0. U3 Jleme 3 cirenu ma ako Tadky
c1 71 n3abepemMo JOBOJ/bHO OJIM3Y TAYKE ¢ BaXKU

f;f(ac)dx—s :f:1 f(m)dx—i—fcbl flx)dr —¢
< [ f(@)da+ [° f(x)do
< facl f(a:)dx—kfcbl fl@)de +¢
:f:f(x)dx—&-s.

Ilomro je € > 0 mpou3BObHO, OJIATIIE CIIEAN JOKA3 TEOPEME. \V4

IIperxoanum TBphemem moruBucana je caeaeha nedununyja.

HMepuuumnuja 2. Axo je dynkuuja f nedunrcana y Tadku a, OHIA je

[t

Axo je a < b onpna je

Ilocne oe medpunummje, popmymna

/abf(x)dx:/:f(a:)dx+/cbf(m)dx

Baxkm 0e3 063mpa Ha TO Kako cy pacmopehere Ttadke a, b, ¢ Ha peaHOj OCH.
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Hamomena 1. Heka je f : [a,0] — C uenpekunna dbyukuuja. Kopucrehu
nunejy Kojy cmo Buzmenu y mokazy Ilociemuiie 1 MOKeMO 2 MOKAXKEMO 3 3a CBAKO
€ > 0 mocroju § > 0 ca CBOjCTBOM Ja 34 CBAKHUX 1M TAYAKA L1, ..., Ly TAKBUX 1A je

a=21<29< - <Tm=b umw Ap=zx,—2,_1<90 (5)

BaxKu
m

] / ' fla)dr - > s

3a TPOM3BOJBHE TAYKE 7 € [Tk, Tp_1|. Jamcra, Heka je € > 0. U3 medurunmje
Kommjesor naTerpana cimenn ma moctoju ng € N ca CBOjCTBOM J1a 3a N > ng BaXKu

<e€

b n
b—a €
| t@yde =3 fe) " < 3 ©)
o n 2
k=1
3a npousBosbhe Tadke & € [a + (k — 1)1’_7“, a+ kb_T“] Heka cy 1, ..., x,, Tauke
Koje 3amoBosbaBajy (5) 3a 6 = =2. I3 menpekupnoctu (ynkuuje f u rycrune

no
ckyrna Q y R nako ciean 1a MoxkeMo, He yMambyjyliu OIIITOCT, /1a MPETIOCTABUMO

na cy 6pojeBu Ay panmonanau. CpohemeM Ha 3ajeTHUYKH WUMEHUJIAI J00UjaMo
Ay = @ s A, <6 = l’;—o“ caenu n > ng, 0a 3a Taj 3ajeTHAYKN UMEHUJIAI
Baxu (6). Omarne cienn

ab k=1 k=1 k=1
<| [ f(x)dz — k;f(fk) —¢| 4| kZ_: fr) 7% — k;f(nk)ﬁd
<5 ] 3 FO)%5 - 2 f)

N3 yaudopmue menpexugHoctu GyHKIHje f caean ma je, 3a JTOBOJHHO MO §, U
ApyTH cabupak Mamu O 5.

2.2. CsojcrBa KomujeBor maTerpasa. Heke ocobune KOHAYHUX CyMa, TH-
PEKTHO ce TIpeHoce Ha WHTerpaje, npeiackoM Ha anvec.® Baxu cieneha mema.

Jlema 4. Heka cy f : [a,b] = C u g : [a,b] — C nenpexudne dynxuyuje u
A € C. Tada sasicu

J2Of (@) + pg(a) de = X [) f(a)de + p [ g(x) de
I, bf(:z:) dx = f; Fb{ef(x) dx +ifflmf(x) dx
|2 (@) de| < [P 1f(x)| dx.

Axo cy f u g peasne, 0HOG BANCU UMTAUKGUUIG

b b
(va) f(x) < glz) = / f(z)da < / o(z) dx.

Kopucrehu aguruBHOCT 110 MHTEpPBAJy MHTErpalnje u mnocjienme TBpheme Jle-
Me 4 MOXKEeMO Ja JTIOKazKeMo cjenehy iemy.

SH cam cumbon J yBeneH je Kao cTHIM3anUja HOYETHOT CJIOBA JATHHCKE pedn Summa.
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Jlema 5. Axo je f :[a,b] = R nenpexudna gynryuje maxsa da je

b
(Vz € [a,b]f(z) >0) wu /f(x)dx:

onda je f(x) =0 3a cee x € [a,b].

A TIpermocrasumo 1a je f(zo) = A > 0 3a Heko x¢ € [a,b]. I3 HenmpekuamOCTH
dbyuknuje [ caenu ga Taga mocroju ¢ > 0 TAKBO Ja BaXKu

A
|z — x| <0 = f(z)> 3
Oparie cnenu
b To—9 o+ b
[f@)de = [ f(x)de+ [ flz)de+ [ f(z)dz
a a To—0 zo+0
xo+90
>0+ [ Sdz+0=2%-20>0,
I(]—(S
b
wro je y cynpornocru ca npernocraskom [ f(z)dz =0 \V4

a

ITpumep 1. Y 3anarky 14 va crp. 142 Bujgesn cMO KAKO MOXKEMO Ja JOKAKEMO
Ja jelHauYuHA
aicosx + ascos2x + -+ -+ ancosne =0

nMa Gap jemHo pememe Ha wHTepBady (0,7), mpumerHoMm Posore Teopeme. Onaj
3aJaTaK MOYKe JIa ce peru u mpuMeHoM Jleme 4: 1OBOJHHO je TPUMETHUTH Ja je

s
/ (a1 cosx + agcos2z + - - - + a, cosnx) dr = 0.
0

Oparne u u3 Jleme 4 ciaequ ga monwHTerpaaHa (PYHKIN]a HUje CTATHOT 3HAKA, 114
u3 Teopeme o meljyBpemnocTu 3a HempekuaHe QYHKIMjE CJIEIN /18 MOPA HETIE I3
Oyme jeaHaka HyJH. f

Jennocrasua nociequna nocieame Gopmyne y Jlemu 4 je cieneha teopema.

Teopema 2. (IIpsa Teopema o cpemmoj Bpemuaoctu) Heka cy f : [a,b)] = R
u g : [a,b] = R nenpexudne dynxyuje u nexa je g(x) > 0 3a cee x € [a,b]. Tada
nocmoju mavka £ € [a,b] maxsa da je

/ e ~ 1(©) / e

b
A Axo je [g(z)dz = 0, us g(x) > 0 u Jleme 5 caemu na je g(z) = 0. Taza je n

b

[ f(z)g(z) dz = 0, anme je nokasano repheme Teopeme.
a
b

Ipernocrasnmo 1a je [ g(z)dz > 0. Ilomro je f wenperuana dyHKImMja, OHA
a
JIOCTHIKE CBOj MakcuMyM W MuAMMyM Ha [a,b]. Heka je M = max f(z), m =

min f(x). Iomrro je g(x) > 0 3a cBe x, Baxwu

mg(z) < f(x)g(z) < Mg(x).
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Oparie, va ocuoBy Jleme 4, cinenu

b b b
m [ g@)dr < [ f@gle)d < [ gla)da.
mna je
b
e I@e
fa g(z) dz

Oparie, na ocuoBy Teopeme o mehyspennocru 3a Henpekuane dbyuxuuje (Ilocesn-
una 8 ma crp. 111) cnenu na nocroju tauka € € [a, b] TakBa 1a Baxkn

_ Sy f@)g(e) da
f; g(z) dx

IIITO je U TpedaIo JOKA3ATH. \V4

f(€)

)

Hanowmena 2. Cpedwa epednocm dynxmmje f : [a,b] — R je Benuuuna

b
A(f) ::bia/ f(z) dx,

KOja Ha OYWIVIEJAH HAYUH YOIIITABA II0jaM aPUTMETHYIKE CPeJuHe BpeIHOCTH (DYH-
KIWje Ha KOHAYHOM CKymy, Ha (QyHKIuje meduHncane na marepsaay. I3 Teo-
peme 2 (y cenmjamHoM ciaydajy g = 1) cienm na ce cpeiiba BPeIHOCT HEMPEKUIHE
dbyHKIHje JoCcTHKe Y HEeKOj TaYKM MHTEPBAJIA. o

Crnenehom Teopemom mokazahemMo y KakBoj cy Be3u Heomapehenu u ompeljern
unrerpaJi, tj. tbyraos u Kommmjes unrerpan. Tume ucnymasamo u obehame garo
y Hamomenn 2 ma ctp. 244.

Teopema 3. (OcuHoBHaA TeopeMa mHTerpasHor pauyna) Hexa je
fia,b) = C
HENPEKUOHG PYHKUUG U
F(z) = /x ft)dt.
Tada je F'(z) = f(x). '

A Uneja nokasa ce cacroju y caenehiem. Ipupamraj F(xg+h)—F(zo) je noBpiiuna
ucnon rpadguka kpuse y = f(r) Ha maTEpBaNy [T0, 2o + h]. OHa ce anpokcmMupa,
3a MaJio h, TOBDITIMHOM MPABOYTAOHUKA 4uje cy crpanuie f(xg) u h:

v

Flza)

@ o xn + R €T
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F(xzg+ h) — F(xzo) = hf(xo) KaJ h — 0.
Hememem ca h mobujamo
F(zo+ h) — F(xo)
h

Hokaxkumo oo npenusnuje. 113 IIpse reopeme o cpeamwoj speanocru (Teo-
pema 2 Ha crp. 263) ciuequ

— f(=zo) KaJl h —0.

F(xo+h) — F(x 1 [roth
P - [ gy ae= 59
h h ),
3a Heko & € [xg,x0 + h]. Ako h — 0 onuma u & — xg, na 360r HEMPEKHUIHOCTU
dyukumje fy rauku xo Baxku u f(§) — f(xo). \V4
224z
3anarak 1. WUspadynaru usson dyuxuuje ¢(z) = [ V3 +4tdt. v

Teopema 4. (Ebyra—Jlajorunosa ¢opmyna) Heka je @ : [a,b] — C npo-
U360HHA NPUMUMUEHE GyHKyuja Henpexudne dynruyuje f. Tada je

b
/ f(@)dz = (b) — (a).

IIperxoana dopmyna ce 3amucyje u Kao

b

b
/ f(@) dz = @ ()|,
(a)

rue je @(x)‘b

a”

=o(b) — o

A Jeman joka3 ose Teopeme cieau aupektHo u3 Teopeme 3 u Jleme 1 ma crp. 243.
IIpemymramo ra TuTaoIy.

Haliemo jomr jemam moxas. Heka je ®'(x) = f(x). W3 Jlarpanxose Teopeme
CJIeM J1a TIOCTOjuU ¢, € [£k—1,&k] TAaKBO Ha je

D&~ B 1) = ¥ (i) € — &) = Flew)

Opmarne cymupamem 100ujaMo

n

- b—a
O(b) — B(a) = Y (D(&k) — P(Ek—1)) = > flex) _
k=1 k=1
IIpenackom Ha mumec u mpumeHoM Jleme 2 mobujamo TBpleme Teopeme. \V4

Ilocnemuma 2. Y3 npemnocmaeke Teopeme 4 saorce caedehe dopmyane:
1. Cmena npomensbusux. Axo je ¢ : [a, 5] — [a,b] nenpexudno dugepenyuja-
buana pynryuja maxea da je p(a) = a u p(f) = b, mada je

b B
/ f(z) dz = / Fo(t)g' () d.

2. ITlapumjasna unrerpamuja. Axo cy u u v Henpexudno dudepenyujobunre
dynryuje na unmepsanry [a,b] onda easrcu

b X b
/ udv = uv|a — / vdu.
a ) a
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A Jlokaz cienu u3 oarosapajyhux dopmyna 3a mHeonpehene uarerpaje u Hyra—
Jlajorurose dopmyse. \V4
3amarak 2. V3pauynaru
142744
lim

n—00 nd

cBODEEM JTMMECa HA WHTErPAJI. v

3anarak 3. Uzpagynaru
1 n—1

. koo m

Jim —s Y G D)™
j=1

3a k,m € N. v

3amarak 4. 3paaynarn

/1 dz
o (x+1)Va2+1
v

Hekana je moryhe w3pauynaru oapehenm wuTerpas (yHKIHje O€3 HEroBor
cBohemwa Ha Heonpehenu unrerpas (u 6e3 o63upa Ha TO Ha Ju je weH oapehenu
unrerpai ejemenrapua dbyunkuuja). Ciuenelin 3agarak naje jegan takas npumep.

3anarak 5. WU3padynaru wHTErpa
1
log (1
I / log(l+2)
o 1+a?

VYuyrcrso: Ilokazatu na ce cmernoMm x = tant, ogaocHO ¢ = arctan z, mobuja

w/4
I= / log tan (1 +t) dt.
0

T _

T — t m mokazaTu n1a je

VYBecTu 3aTUM CMEHY § =

w/4
I:/O (log (1 + tan (/4 — s))) ds.

Wckopuctutu dopmyrty

tan o — tan 8
t —f)=——"
an (@ — §) 1+ tanatan

u nokasaru aa je I = 7log2 — I, onnocno I = £ log 2. v
3anmarak 6. Ypaauru 3azarak 5 cvenom ¢ = (1 — z)/(1 + x). v
3anarak 7. U3padynaru uarerpad

L arctan x
| e
v

3anarak 8. Uzpadynaru mHTErpas

/71'/2 dx
o 1+ (tanz)™"

Ymyrcrso: Ysectu cMeny ¥ = 5 —t u jokazaru jqa je I +1=F, najel =%. v
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3anarak 9. lokasaru ga je

n 1/n +1 n _f_(—l)”*1 n _1+1+ +1
1 2\2 3\3 o n n) )
(yuopenuru ca 3amarkom 10 Ha crp. 139). Ynyrcrso: noka3aru na je 36up Ha JeBOj

CTPaHU jeJHAK UHTErpaJy
1
1-(1—-x)"
/ 1-0-a" .
0 1‘

Veectu cveny 1 — 2 =t m uckopuctuta 1 —t" = (1 —t)(1 +t + ... +t" 1), v

IIpumep 2. (TejmopoBa ¢opmysa) Heka je dbyukuuja f nenpekuuna 3a-
jeanmo ca cBojux upsux n+ 1 uzsoga y okonunu tadke ¢ € R. I3 Bbyru-Jlajonunose
dopmyite crienu

@) = o)+ [ "y,

AKo Ha MHTErpaj Ha JIeCHOj CTPaHU NPUMEHNMO GOPMYIy MapiujaiHe HHTErPAIHje
ca u(t) = f'(t), v(t) =t — x nobujamo

f@) = f@) + P —a)+ [ “@ -0 d.

Casia Ha UHTErpaJs Ha JIeCHOj CTPAHU MOXKEMO JIa MPUMEHUMO (DOPMYJTy MapiiyjasiHe

unrerpanuje ca u(t) = f'(t), v(t) = —%. Tume mobujamo

f0) = f@) + @ =)+ @S5+ [T

IlonaB/pameM OBOT MMOCTYIIKA 7 IMyTa J0OUjaMO
- (z—a)  [T@-0)"
f@) =3 W@ 4 [ g .
k=1 @

OsBo je Tejaoposa gopmyaa ca ocmamrom Yy UNMELPAAKOM 00AUKY. f

IIpumep 3. (Mpanwmonamuaoct 6poja 7) Y [nasu 1 obehanu cmo ga hiemo
Jla JOKaxKeMo J1a je 6poj 7 upamnmonajan. /lokas Koju OBIe 1ajeMo je je THOCTaBHU U
on opurnnasuor JlamGeprosor mokaza n3 XVIII seka’ u 1a0 ra je 1. Hupen® 1947.
roauue. [IpermocraBumo CympoTHO, 1a je

= 3a meke a,be N.

E7
Hedunummmvo dyukmmje f : R —+Ru F: R — R ca
z™(a — bx)™ -

2 F@) = 3D ),

k=0

fz) =

IIpumenom 6mHOMEHE (hOpMyIe 3aKbydIyjeMo Ja je f moauHoM oOInKa
1 2n
_ k
f($> - TL' Z CrT,
k=n

7I[aM6epT je oxazao 1a, ako je x # 0 panuonasan 6poj, ouaa je tan x upanuonasan. Ogarie
CJIeH 3 je T MPAIMOHAJIAH.
8Hupen (Ivan Morton Niven, 1915-1999), KaHAACKH MaTeMaTHYap
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rie cy cx nemn 6pojesn. Omarie ciaemu 1a je f¥(0) meo 6poj 3a cee k (3a k < n
u k > 2n jemnak mynau, a 3a n < k < 2n jemHak %ck), na je u F(0) meo 6poj.
Ipumernmo na je f(m —x) = f(z). Oxarne cneqn na je u f(w), na tume u F(m),
1meo Opoj.

Homto je f?7*2)(z) =0 (jep je f nomunom cremena 2n), Bazku

F'(z) + F(z) = f(x).
Opgarae ciaeau na je
(F'(z)sinz — F(x)cosz) = f(x)sinz.

IIpumenom Ibyra—Jlajonunose dpopmysie ogarie n006mjamo
s s
/ f(z)sinzdz = (F'(z)sinz — F(x)cosz)| = F(0)+ F(r).
0 0
Tomrro cmo Bugenn na cy F(0) m F(n) nenan 6pojern, a dynximje f(x) n sinx
no3uTuBHE 32 0 < z < 7, caeau aa je

/Tr f(z)sinzdx € N.
0

Mebyrum, nowro je z"(a — bx)™ < (am)” 3a 0 < & < 7, BAXKU HEjeHAKOCT

s n
. am
/ f(x)sinzdr < Tru.
0 n!
To je KOHTpaguWKIIMja, MOIITO je U3pa3 Ha JEeCHOj CTPAHW Mambu o 1 3a JOBOHHO
BeJIUKO 1 (Jep TeXKU HyJId KaJ 1. — 00), [1a U3Pa3 HA JIeBOj CTPaHU He MOXKe 1a Oyze

npupogad 6poj. OBa KOHTPaIUKIMja MOKA3yje Aa T HUje palroHaIaH 0poj. f

Bamarak 10. Momudukosaru jokas u3 [Ipumepa 3 u jgoxkasaru ja je 72 upa-
nuoHaJsan 6poj. v

Hamomena 3. V¥ I'naBu 1 cMo pekiu jia je m 3aupaBo TPAHCLHEHAEHTaH Opoj,
OITaKJjIe Caeau u 1a je mpanuonasan. MeljyTum, 10Ka3 OBe YHIHEHUIE je MAHE eje-
venrapan. Ou ce 3acauBa Ha Jlundeman—Bajepumpacosoj meopemu, auja Hopmy-
nanuja bapara HEKHM I0jMOBHMa aarebpe Koje oBrae HucMmo ypenau. MebhyTum, jeman
CIIEIMjaJTHY CITy9aj Te TeopeMe Kaxke /1, ako je a € C anrebapcku 6poj pa3auduT o
HyJie, oHa je e* rpancengentad. OQmarie cieay 1a ¢y € u T TPAHCIEHIeHTHH Opo-
jeBm. 3amcra, momTo je 1 anrebapcku 6poj, e = e! je Tpancrenmentan. Kamga 6u 7
6uo anrebapcku 6poj, oua 61 u im 6uo anredbapcku’, ma 6u '™ = —1 610 TpaHCIeH-
JIEHTaH, IITO je KOHTPAJAUKINja. JeIHOCTABHUjU JOKA3 TPAHCIIEHIEHTHOCTH OPOjeBa
e u 7, 6e3 no3uBama Ha JIluameman-BajepmrpacoBy Teopemy, majemo y caenehnm
puMepuMa. o

IIpumep 4. (Tpaacuesnenraoct 6poja ¢) ¥ Ilpumepy 24 na crp. 179 no-
Ka3aHo je 712 je 6poj e mparmonamaan. Dpaniyckn matemarudap Epmut!® 1okazao
je Jla BaXKu M BUIIE OJ] TOTa — Ja je Opoj € TpaHCHeHJeHTaH (IITO 3HAYU, KAKO
cvo Beh paHuje CroOMeHyJn, [ HUje HyJIa HUjeIHOT MOJMHOMA Ca IeJT00POjHUM
KoedunmjeHTuma).

9Ako je a € C amrebapcku 6poj u P(z) noauHOM ca nea06pojHIM KoedHIUjeHTHMA 33 KOJU je
P(a) =0, ouga je Q(z) := P(iz)P(—ix) nonmuoM ca menobpojunm xoedunmjertnma (mokasarn!)
3a Koju je Q(ia) = 0, na je u ia aarebapcku 6poj.

OEpMuT (Charles Hermite, 1822-1901), dpaniycku MaTeMaTndap
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[IpermocTaBumMo CympoTHO, A3 MOCTOje e OpojeBn cg, C1, - . . , C, TAKBU 12 je
co+cie+ - +cpe” =0. (7
Heka je p npocr 6poj Behu ox n u |co|. Pyurimja
1
fz)= ———aP Mz —-1)P(x—-2)P ... - (x —n)P
(p—1!

je nomuuom cremena m = (n+ 1)p — 1 na je wen usBox pexa m + 1 jenHak nysm.
Opariie caenu na, upuMersyjyhin napuujanny unrerpauujy (n 4+ 1)p nyra nobujamo
k

k
/O f@)e ™ de = —e = (f(z) + f/@) + -+ Fr D (@)

Oparne cienn

0

k
(k) + € / f(@)e® dz = eFp(0), (8)

e je o(x) = f(x) + f'(x) +--- + f?~D(x). Muoxemem obe crpame y (8) ca cp u
cymupameM jobujamo, umajyhu y suny (7),

n n k
Z crp(k) + Z crek / f(z)e % dx =0. (9)
k=1 k=1 0

IMoruro je nmpoussox p y3acronnux npupoauux 6pojesa neswus ca p! (B. 3azarak 17
na crp. 24), mzsomu fU)(z) dbyrkmmje f pema j > p cy MOJTMHOME Ca MEI0OPOjHIM
koedunmjenTuMa, nebuBuM ca p. Oxarie cienu fa je 3a cBaku 11€0 O6poj kuw j > p
6poj f9) (k) meo 6poj aesmsus ca p. Iomo cy y raukama z = 1,2, ..., n moauHoM f i
BEroBux 1pBux p— 1 u3Boia jeanaxu Hysu, ogarie ciaeau ga cy ¢(1),¢(2),...,¢(n)
e 6pojeBn JemuBu ca p. Y tadku x = 0 moawHOM f W HEroBMX MPBUX P — 2
M3BOJA Cy jeTHAKW HYJIH, T1a je

©(0) = fP70) + fP(0) + - + fD(0).

Cru caGupim ceM pBor ¢y mem 6pojesn aebusn ca p, a fP~1(0) = (—1)P"n! nuje
JleJbuB ca p momTo je p npocr 6poj sehu o n. Oxparie crenu na je ¢(0) meo 6poj
KOju HUje Je/buB ca p, na je u upsa cyma y (9) meo 6poj Koju Huje IeJbUB Ca p.
CamuM TuM, Ta CyMa je pasaiuduTa Of HyJe.

13 nejeqnaxocTn

o) < 2 0.1
)< — um e <1 3a z€l0,n
(p—1!
creny
k N n(n+1)p—1
flx)ye de| < ——k,
‘/0 @) (p—1)!
mna je
n k k n(nJ’»l)p*l
che / f(x)e™ dx| < (leo| + |er| + -+ + |en])e" ———-
1 0 (p—1)!
ITomro je
(n+1)p—1 (n+1)\p—1
lim X —p" lim 7@ ) =0
p—=oo (p—1)! p—=oe (p—1)!

(IIpumep 21 Ha crp. 178), 3a JOBOJHHO BEIMKO P ALICOJYTHA BPEIHOCT APYre CyMe
y (9) 6ulie mama o1 pBe, na BLUXOB 36Up HEe MOKe z1a Oy/e jeaHak Hyau. Tume cMo
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npernocraBky (7) 10BeM 70 KOHTPRAUKIKje U JOKA3AJIM 1 j€ € TPAHCIEHJICHTaH
6poj. il

IIpumep 5. (TpaucuennenTaocT 6poja 7w) Y Haunomenu 3 cmo Bujenu ja
je, ma 6ucMo JOKA3AIM 13 je T TPAHCIEHIEHTaH OPOj, JOBOJFHO JOKA3ATH 14 je Opoj
1T TPAHCIIEHICHTAH.

ITpernocraBuMo CympoTHO, ja nocToju noaunoM P (x) ca nenobpojaum koedu-
nujenTuMa, takas 1a je Py (im) = 0. IIpernocraBumo na je P HOJIMHOM CTerneHa n,
U O3HAYUMO H-E€IrOBE HYJIE CA T'1, ..., Ty, IPU YEMY je ] = iT.

Ilomrro je

€ +1=eT+1=0,
cieau Ja je
(e +1)-(e™+1)-...- (e +1)=0.
ITocme MHOXKemA U3pa3a HA JECHOj CTpaHM 100MjamMo
etde2 4 e+l +el 4.+ =0,

r7e ¢y si,..., S, 30MpoBU OpojeBa T; KOjUu Cy Pa3JINdNTH Of, HyJe, a OCTalInX 2" —r
cabrpaka ofrosapa 30MpOBHUMa KOju Cy jeaHaKkn Hyu. I[[puMeTnMo 1a CBAaKaKoO MMa,
TaKBHUX cabupaka, jep MHOXKemheM U3pa3a Ha JECHO] CTPAHU Kao jeJaH O cabupaka
npobujamo 1, ma je

et +e+ ...+ + k=0, (10)

3a Heko k > 1.

ITomrro 6pojeBu 71 3a0BOHABAjY TMOMHHOMHUJATHY jeTHAUHHY Ca IEJ00POjHAM
koeduuujenruma, uz Bujerosux dopmyna (IIpumep 27 na crp. 65) ciaenu ga cy
eJIEMEHTApHHU CHMETPUYHE MOJMHOMH TI0 7; panuoHajgan Opojesn. Opatie cienm
Jla Cy U eJeMEHTApHU CHMETPUYHE IIOIMHOMHE IO CBUM 30upoBEMa r; + 1 (i # j)
panuonasHu 6pojesu, na ciaenu (oner u3z Bujerosux dhopmysia) 1a mMOCTOjU MOJTUHOM
P5(x) ca panuonanunm koebunujenruMa dnje cy Hyiae 36uposu 7; + ;. Camdso,
nocroju nosuHom P3(z) ca panuonasnum koedunujeHtuma duje cy Hyse 36uposu
TPOjKH 7; + 1 + 1) UTH, 10 monmHoMa P, (x) ca pamuonamzHuM KoedHIMjeHTIMa,
qnja je mynaa 6poj r1 + ...+ 7,. To 3HauUM ma cBu 30MPOBU MAPOBA, TPOjKUA T,
6pojeBa 7; 3370BOJbABAjy TTOJINHOMUATHY jeTHATNHY

ca meso6pojunM KoedurujerTuMa. [LoaMHOM Ha JIeBoj cTpanm je obmuka ) P(r),
rie je
P(z) =ara2" + ...+ a1x + ao, ao,a1,...,a. €Z
MOJIMHOM Ca, T1eJI00pojHuM KoeduIujeHTrMa, Takas 1a je ag 7 0. Hymne oBor mosu-
HOMa cy 6pojesnu s; u3 (10).
Hexa je
m=rp—1,

r7e je p mpupoaan Opoj Koju hemo 1a oapeanMo KacHUje, U HEeKa je

_ CLm.I‘p71 (P(:E))p

Hexka je
F(z) = f(2) + f'(z) + ...+ ["7P(2).
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Tana je
d
(e (@) = e f (@),
mna je
e *F(x)— F(0) = —/ e " f(u) du.
0
Ako y wHTErpas Ha JIeCHOj CTPaHU YBEIAEMO CMeHy u = tx, mo0ujamMo
1
F(z) — e"F(0) = —x / eI f (1) dt. (11)
0
Axo y (11 yBpcrumo
r = 81, T = 82, T = Sy,
rIe cy 81, ..., u3 (10), u cymupamo, mobujamo, kopucrehu jemaakoct (10),
T r 1
D F(sj) + kF(0) == s, / e85 f(ts;) dt. (12)
j=1 70

j=1
ITomrro cy s; myse monuuoma P(z), u3 nebununuje byuxnuje f crenun aa 3a H3B0Ie

f® pena v, 3a 0 < v < p, BazKn
T

> () =0.

j=1
W3Bomu pena p u Beher umajy dbaxrop pa;’, Oynyhu ma je morpebrO qudepennupaTu
(P(z))P Hajmame p myTa ga 6u ce JOOHO U3pa3 PA3IUIUT Of Hyje 3a & = s;. I3pa3

> rs))
j=1

je, 32 v > p, CAMeTpHUYHN TIOJIMHOM TIO S; pefia He Beher om m. M3 BujeroBmx
dopmyta cieny fa je IPOU3BOJL, TAKBOI CUMETPUYHOL [IOJIMHOMA U a! 11e0 Opoj, 1a
je

”

Zf(”)(sj):p-(ueo 6poj) 3a ve{pp+1,...,p+m}

j=1

Oparie cienu ja je sea crpana y (12) obauka
p - (1o 6poj) + kF(0).

0, v<p—1
aab,v=p-1
p - ueo 6poj, v > p

IIpumerumo ga je

F(0) =

Opariie caenu ja je sesa crpana y (12) obsiuka
p - (1eo 6poj) + ka"al.

Tlocnenmu cabupak HHje JEBUB Ca P aKO je
p > max{k, ag, a,}.

To 3Hauu Ja je 3a JOBO/LHO BEJIMKO p, JieBa cTpaHa y (12) mosutusan 1e0 Opoj.
MebyTum, necua crpana y (12) texu mynu kag p — 400 (3azarak!), mro je KOH-
f

TpaguKIija. TuMe je JOKa3aHO [1a je T TPAHCIEHAEHTaH OpPoj.
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Hanomena 4. Huje no3naro na sin cy 6pojeBu € + T U €7 palnyuoHaIHA HJIH
upamuonainu. OTsopen npobiem y Mojaepnoj anrebpu, nosuar kao Illamyenosall
XWTOTE3a, KA0 CIENWjaJHU CAy4aj CAApKA XUMOTE3y Ja Cy OpojeBH e U T asze-
bapcru nesasucnu nad Q, Tj. ma He TOCTOjW HeTpmBHjasiaH moimHOoM P(z,y) nBe
OPOMEHJ/bUBE Ca palMoHAIHUM Koedunujentuma, takas ga je P(e, ) = 0. IIpume-
THMO /13, je TBpjerhe OBOT, jOIl yBEK OTBOPEHOT, MPO0JIeMa, oI cj1abuje o TBphema
na je e + 7 (unum er) upanmonanan 6poj.

MebhyTum, nako je BumeTn 1a je 6ap jemaH of OpojeBa € + 7 U em UPaAInOHAJIAH:

u3

(x—e)(z—7) =2% - (e +m)x +em,

craem 1a cy e u m Hysie noauHoMa o2 — (e + m)x + emr. IlomTo ¢y e u T TpaHCIeH-
JIeHTHHU OpOjeBu, HE MOTY CBU KOeMWIINjEHTH OBOT TMOJUHOMA Ja OYIy PAIMOHAHA
6pojesu.

[Mozuaro je ma je e™ rpancuengentan 6poj. OBy uumenuryy cy 1934. rogume
nokazaiu, HesasucHo jeaan ox apyror, A.O. Temsdonnt? u T. Inajaep'?, y ckmomy
onmrujer TBphema, nosnaror kao VII Xunbepros'* mpobiem. Tseheme koje cy
nmokaszasu, mosuaro kao Lemdora—IlTuajaeposa Teopema, rmacu: Axo cy a, 5 € C
asazebapcku bpojesu, makxeu da je

a#0,  aFl,  [¢Q
onda je 6poj o mpancuyendenman. Crenmjammo, 6poj e™ = (¢™)~* je Tpancuen;TeH-

TaH, jep o = €™ = —1 u 3 = —i 3a10B0/baBajy ycaose Teopeme. CamdHo, 6poj 2\@,
no3uar Kao Iesgond-IlInajdeposa xoncmanma, je rpancuengenran. Omarie cieau

2
n1a je 6poj \/§f KOju CMO Bueau y 3aJarky 85 Ha cTp. 58, TPAHCIEHIEHTAH. <

3amarak 11. lokazaru 1a je

x/2 x/2 2n-—1)! 7 3ak = 2n
/ sin® z dz = / cos® x dx = gﬂg:: 2
0 0 W 3a k = 2n + 1.

Kopucrehn mejemmaxoctu

sin?? ™z <sin®z <sin? 'z za 0<zx< g
JIOKA3aTH HEjeTHAKOCTHU
(2n)!! < 2n—D!x < (2n —2)!

2n+1I = 2! 2 7 2n-1!

u u3Bectu ojarie BamucoBy dpopmymny
)t \? 1
T_ lim (2n)
2 nooo\(2n-1!) 2n+1

(dbopmyna (83) ma crp. 76). v

Hillanyen (Stephen H. Schanuel, poher 1933), amepuuxu maTemarndap

IQFBJ'bd)OH,EL (Anexcdrnp Ocunosna Denndon, 1906-1968), pyckm MaTemaTHIap

BI1najuep (Theodor Schneider, 1911), Hemauky MareMaTHYaD

14X1/1J16epT (David Hilbert, 1862-1943), nemauku maremarudap. Xmabept je 1900. rogmme
rnoctaBuo 23 npobiaeMa Koje 6u, 10 BEroBOM MHILBERY, TPebAIO Ja MOKYINA Ja el MaTeMaTHKA
XX Beka. Jeman meo oBux mpobsema mOCTaBUO je Ha JIPyromM CBETCKOM KOHTPECY MaTeMaTHYapa
y Ilapuzy, 8. asrycrta 1900.
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IIpumep 6. IIpumenom mHTErpasia MOXKE /13 Ce U3BEJAE ACUMNITOTCKA (hopMyia
logn! ~ nlogn, KaJI n — 0o. (13)

W3 aguTuBHOCTH MHTErpaja CIeIn

n n k
/ logxdx = Z/ log x dzx. (14)
1 k-1

Iormrro je morapuramcka (dyukimja pacryha, Baxmn
log (k—1) <logz < logk 3a k—1<z<k. (15)
N3 (14) u (15) cnenn

n n n
/ 1ogmdx<Zlogk<Z/
1 k=1 k=2"F

k+1 n+1
log x dx :/ log x dzx. (16)
2

Ilomrro je

zn:logk = logﬁ k =logn!,
k=1 k=1

3 (16) ciaenu

n 2 n+1
0 < logn! — / log z dx < / log = dx +/ log x dx. (17)
1 1 n

U3spa3 usza nocreame uejepnakoctu y (17) je, 360r MOHOTOHOCTH JIOTAPUTMA, MaFbU
ox log2 + log (n+ 1), na je

0 < logn! —/ log z dx < log (2(n + 1)),
1

OJIaKJIe CJIE/TN

logn! = / log x dz + O(log (2n + 2)), Kaj n — 00. (18)
1
Uspauynasamwem unrerpasa y (18) gobujamo
logn! =nlogn + O(n), Kal n — 0o,
onakze crenn (13). i

Jlema 6. Hexa je f : [a,b] — R nenpexudna, a h : [a,b] = R nenpexudno
Juepenyujabuarna, rwerwezamuena u onadajyha dymuxyuja. Tada nocmoju mavwka
¢ € [a,b] maksa da sasrcu

/ ' Fla)h(z) do / fa

A Heka je F(x f f(t)dt; rana je dF(xz) = f(x)dx. U3 dopmyne napuujasne
UHTErpalyje c.ne,:m

b b b
/f(x)h(a:)dx:/ h(x)dF(x)ZF(x)h(x)\Z—/ Flx) dh(z).

b
Iomro je F(a) =0u F(b) = [ f(x) dz, onatze caenn

/: fh(e)de = ) | ") da - / " P (@) da
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Heka je M = max F, m = min F. Tlomro je h(z) > 0 u h'(x) < 0, u3 nocsenme
jEeTHAKOCTHU CJIeIu

b
/ dm</f x)dr < Mh( )—M/h’xdm

a ojlaTIe, MOIITO je f h'(z) dz = h(b) — h(a),
[P f(@)h(z) do
R

Iomrro je dyukuuja F uenpekuana, mocroju £ € [a,b] Takso na je

b X X i S
W =r= [ s

IITO je u TpebaJsio JOKa3aTH. \V4

Teopema 5. (pyra Teopema o cpemmboj Bpenaoctu) Hexa je f : [a,b] —
R nuenpexudna, a g : [a,b] — R Henpenuano Jupeperyujabusna v MOHOMOHG
dynryuja. Tada nocmoju mauxa & € [a,b] maxsa da eascu

/af(x)g(w /f Y da + g(b /f

A Ilpernocrasumo, ne ymawyjyhu omwrocr, aa je g neouauajyha dbyunxkuuja (y
MPOTHBHOM TIOCMAaTPajMO yMecTo e GbyHKIm]y g1(z) = —g(x)). oka3s cienn npu-
menom Jleme 6 wa dyukuujy h(z) = g(b) — g(x). \V/

Teopema 6. (MuaTerpamuja crenenor pena) Heka je 19 € R u ¢, nus y C.
Hexa je R noaynpewnuk koneepzenyuje cmenenoe peda

[ee]

Z cn(x —a)”
n=0
u Hexa je unmepsan [, 8] cadpowcan y unmepeany xonsepzenyuje (a — R, a + R).
Tada je
n+1|z=8
/ chx—a dx—ch )
r=«

pyeum pewuma, unmezpas urmezpas Cmenexoz peda Modfce da ce u3PauYyHa UH-
ME2PAUUJOM YAAGH 1O YAGH.

A oka3 caenu u3 upasuia audepeniuparba crenesor peaa (Teopema 23 na 215.
crpann) u byru-Jlajonunose dbopmyre. \V4

3amarak 12. V3pauynaru uHrerpas

1/2
/ z" dx
0

[ee]

u, moMohy mera, 36up pena

n2n’
n=1
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3anarak 13. [lokazaru ma je

1
1
/ 8T :Gv
o 1422

rae je G Karananosa koncranra (Bugeru 3agarak 75 Ha crp. 234).
Vnyrerro: (14 22)~1 je 36up reomerpujckor pesa. v

3. IIpumeHe mHTErpasa

3.1. IloBpmune paBHux JukoBa. Heka cy f : [a,0] > Ru g : [a,] = R
Henpekuade dyukuuje rakse ga je g(x) < f(x) 3a cBako x € [a,b]. Ilopumny
Jlesia paBHu orpanudenor kpusama y = f(z) u y = g(x), a < x < b, 1j. ckyna

S ={(z,y) € a,b] xR | g(x) <y < f(z)}

MOKEMO /13 AlPOKCUMUPAMO 30MPOM MOBPIINHA [IPABOYTAOHUKA CA TEMEHHMA

(gk—lvf(gk))’ (gk—lag(gk))’ (gkvf(gk))’ (£k7g(€k))7

rae ¢y &1, ...,&n, KA0 M y MpeTXonHOM maparpady, JecHe TauKe Mojese HHTEPBAIa,
[a,b] HA N jenHakux nenora. ITOBpIIMHA CBAKOT O OBUX MpaBoyraoHnka je (f(&x) —
g(fk))b_T“ Tako gobmjamMo m3pas 3a moppmmHy durype S

n

A(S) = lim > (f(&) — g(ér))
k=1

b—a

n

b
/ (f(z) - g()) de.

3anarak 14. /lokazatu 1a je MOBPITUHA O0JACTH OTPAHUYEHE EJIUTICOM

2 2
]
a b2
jemnaka mab. Crnemnujasno, 3a a = b = r nobujaMo MOBPIIHHY KPyTa. v
3amarak 15. Iokazaru ApxumenoBy TeopeMmy o mapabosu ca cTp. 257. v

3.2. 3anpemuHa Tesa. Heka je resio K y 0xyz—KOODAUHATHOM CUCTEMY OI-
PaHMYEHO ABEMa TTapaJeTHUM PABHUMAa, OPTOTOHAJIHAM HA £—OCY ¥ TadyKaMa T = a 1
x = b u neka je A(§) nospimna npeceka tejia K U paBHU OPTOrOHAJHE HA T—OCYy Y
tauku © = £. Heka je Vi 3anpemuna nena rtena K orpanwdenor paBanMa x = €1,
x = &. Tana je

b—a b—a

min A <Vi < ma A
e AO T SV s max A=

ITa 3a yxynny sanpemuna V(K) = >0 Vi Baxn
n

3" min A(f)b_aéVSZ max A(¢)

£ el il n —

~

Opmarae, mpemackom Ha, lim | mobujamo
n—oo

b
V(K) = / Az) da. (19)
®opuyra (19) nosmara je mox mmenom Kapanujepujesor'® npurmuma.

15KaBaijepH (Bonaventura Cavalieri, 1598-1647), uTajiujanCcKu MaTeMaTHIAD
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IToce6Ho, ako je Teso K mobujeno poraunujom kpuse y = f(x), a < x < b oko x—
oce, noppiiuia A(z) nonpedHor npeceka je NOBPHIMHA KPyra nosynpednuka f (),
mma je 3ampeMuHa J100MjeHor Tena

Cinuno, ako je Teno L mobujeno poranujom Kpuse y = f(x
ako ¢yukumja f : [a,b] — [a, f] uma unBepsny GyHkumjy g
3ampeMuHa J0OHjeHOr Tesa, je

), a < 2 < boko y—oce u
=f1: o, 8] = [a,b],

B
V(L) = / m(9())* dy.

Ipermocrarumo na f : [a,b] — [0, 4+00) HenmpekuaHa dyHKINja 1 HEKA je Teso
M nobujeno porarujomM 00JIaCTH

S={(z,y) eRxR|a<z<bh 0<y< f(x)}

oko y—oce. Tama zanpemuny mo0HjeHOr Tena MOXKEMO Ja M3PAIyHAMO Ha CJeje-
hin maunu. Ilomemwmo wHTepBal [a,b] HA n WHTepBATA jeJHAKe HyXKWHE; HEKA CY
&1, ..., &, TECHY KPajeBN TUX HHTEPBAJIA. 3anpeMuHy Vi Teja J00ujeHor POTAINjoM
obiacTu

Se={(z,y) ERxR[ &1 <2 <&, 0<y < fla)}

OKO Y—0Ce MOYKEMO I3 AITPOKCUMUPAMO PA3JIUKOM 3alPEeMUHA, IBa, BajbKa, Ca MOJLy-
npegHunuMa 0as3a & u {,_1 U OHA 3a/0BOJHABA

w(& —€f) _min J(€) < Vi Sl€—g) _max [©). (20)

Axo cymupamo (20) mo k u Hanumemo

(& +&-1)b—a

G- 1= (& +&1)(& — &) =2 5 -

nobujamo 1a je 3anpemuna V(M) usmebhy

n n
b—a
Sp = E 2me min un S = Orer  max ’
" b1 ¥ €€k —1,Ek] f(é) n n ; k €Cléne1otn] f(g) n

b
rue je cp = w € [€k—1,&]. Homro je nh—>120 Sy = n11_>rr010 S, = [2nxf(x)dx,
a
gobmjamo dopmysry 3a 3ampemuny tena M
b
V(M) = / 2rx f(z) dx.
a
3anarak 16. 3pauynaru 3anpeMuny Tejaa Koje ce m00uja pOTAINjOM KPUBE
r=t—sint, y=1-—cost, 0<t<2m

OKO T—0ce. v
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3.3. Hyxuna kpuse. Heka je f : [a,b] — R menpexkumno mudepennuja-
6unna dynkuuja. dyxuny L kpuse y = f(x) MOxkKeMO a U3padyHaMO Kao JIMMEC
JIy?KWHA W3JOMJbEHUX JuHUja. IlomenmmMo, Kao W paHuje, WHTEPBAN [a,b] HA N
WHTEpBAJA jeHaKe JAy’KWHE W O3HAYMNMO JIecHe KpajeBe JOOHjeHrX WHTEpBaIa ca

&1, ..., & Pacrojame uamehy Tavaka (Ex—1, f(Ek—1)) n (&, f(&k)) je
d, = /(& — &—1)? + (f(&) — [(&-1))%,

1a je

L= lim 375 /(& — &—1)? + (F(&) — f(&k-1))?
= Jim S /L (KR 6 - 6o

= lim 3701+ (f'<Ck>>2b =,

VY nocnenmem Kopaky mpuMmemeHa je Jlarpanxosa teopema. Tako mobujamo dop-

MYJIy 3a JyKHUHY KpUBE
b
L= / V1t (@) da

3anarak 17. Hanucaru waTErpas KOjuM ce m3pavdyHaBa Iy KUHA JIYKA eJTUIICe

2 2
T yo
— + =i 1
7 TTOKA3aTH J1a Ce, Y OMIITEM CIy9ajy, ;1061/13ajy EJMTITHYKY WHTETPAJIN PA3MaTPAHN
Ha cTp. 256. v
3anarak 18. 3pauynaru ayKuHY KpuBe
Lol 1<y<
= -y~ — —logy, <y<Le.
1Y 5 08Y Y
v
3amarak 19. Crunuparu KpuBy 33JaTy MapaMETAPCKUM jeTHATHHAMA,
t3
x =t y:§—t, teR
7 U3pAvdyHATH YKUHY Jejla Te KpuBe Koju jexkn y Tparmu 0 < z < 3. v

3.4. IloBpmmua o6pTHuUX Teaa. Heka je f : [a,b] — R nenpekuno pudep-
ennujabunna Gynkmmja. [lospumny nospimm S nobujene poranujom kpuse y = f(x)
OKO Z—0Ce MOXKeMO Jia m3padyHamo Ha cieznehin naunn. Ilomennmo unTepBan [a, b
Ha n uHTEpBaNA [€K—1,&k], 1 < k < n, jeanake nyxkune. IToBpimHy Tesna qo00ujeHOr
poranujom kpuBe y = f(z) 32 {r—1 < & < & OKO Z—0CE MOKEMO /14 ATPOKCUMHUPAMO
30MPOM TOBPINHKHA 3apyO/HEHUX KYTIa Uhje Cy U3BOIHUIE

sk =V (& — &-1)2 + (f (&) — f(&-1))2

a nosynpednunu ocuoBa rp = f(&x—1) u Ry = f(&). U3 dopmyse 3a noBpuiuny
3apyb/bere Kyre

A, = W(Rk + rk)sk

CJIe/IU /13, Ce TIOBPINWHA, MOBPIITH S aIPpOKCUMUPA, Ca

n

A(S) & > m(f(&r) + F(E—1)V (& — E—1)% + (F(&) — F(Ek—1))%

k=1
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N3 Jlarpamxese Teopeme caenu 1a je f(€x—1) = f(&k) + (Ek—1 — &) [/ (sk). Onmarie
crmenn a, ako je f HempeKuaHO MudepeHIrnjabuIHa, BayKu

A(S) ~ 3 2mpe0y1+ (BB (6 - 6
= = 2/ (EVIT (PP’

VY nocneamem Kopaky je kKopuiihiena Jlarpanxosa Teopema. Qmarie, mpesackom

HA nh—>n<;lo , 100mjamo
b
A(S) = / 2 f(z)y/1+ (f’(ac))2 dx (21)

Hamnowmena 5. [Ipupomso je moctaButy murarme 300r 9era CMO y U3PadyHABAbY
HOBPIIKMHE BPIIUJIM AlPOKCUMallUje HOBPIIKHAMa, 3apybbeHux Kyma, a He (jemHoc-
TaBHMje) IIOBPLIMHAMA LUJIMHIAPA, KAO LITO CMO PAJMIIU Yy CJydajy 3alpeMHHE.
ITpumerumo mpe cBera 1a je nemoryhe ma 0b6a Merona majy tadan pesynrar. Hanwme,
YIOPEINMO

AA = 2ryAx,

mTo 6m ce JOOMJIO APOKCUMAIAjOM ITAJIHHIPAMA, Ca

AA = 2ry+/(Ax)? + (Ay)?,

ITITO je anmpoKcuMaIinja 3apyb/beHuM KyTaMa, BHAMMO [1a je KOJTHIHUK OBE JBE BeJIH-

quHe
2
A
1+ (y .
Ax
IMocnenmwu uspas we mesrcu 1 kax dx — 0 (cem ako je % = 0. To 3maum ma oBe
JIBE AIPOKCHMAIIFje /1ajy Pa3audnuTe pe3yarare y ommreM ciaydajy. Kama ducmo
JIOCJTETHO CIIPOBEJIH MOCTYIAK AIPOKCUMAIN]je MTUINHAPUMA, 100uIn 6ucmo ciaeaehy

noepewny HGOPMyYITy 33 TMOBPIIUHY:
b
morperna ¢dpopmyaa: A= / 2r f(x) dx. (22)
a
Yuraomy ocTaB/baMo J1a pasMOTPU MOIyHHOCT Ja ce 3aIpeMHuHa U3PadyHaBa alpo-

KCHMAaIujoM 3apyb/beHrM Kyllama, YMeCcTO IUINHIPUMA. o

Cnenehu 3amarak nokasyje ma ce npumenom dopmyse (22) seh y cayuajy Haj-
j€THOCTaBHUjMX TOBPINH T00Hja MOTPENIaH Pe3y/ITar.

3anarak 20. I3pauynaru moBpiiwHy Kyte 100HjeHe POTAIMjOM Iy KU
y=ux/ V3, 0<z<V3

0KO z—oce mpumenoM dopmyne (21). Ymopeauru Taj pe3yarar ca mo3HaToM (hop-
mysiom 3a mosprnuny kyme. Ira ce mobuje ako ce npumenu dhopmysa (22)7? v

Hanomena 6. Caenehn IIsapuos'® npumep moxasyje ma mospiimna moBpim
He MoxKe Ja ce neduHuile Kao JMMEeC MOBPIIUMHA YIMCAHUX Iosuenapa (Kao 1ro
ce ayKuna Kpupe gedUHUILIE KAO JUMEC AyKuHa yuucanux dyxu). Heka je C
MUJINHIAP TONyTIpedHuka r u Bucuue h. [logemmo munuHIap Ha MOAYIAPHE MAHE
MUJIMHIpE, PABHUMA, TapaJjeTHuM ocHOBaMa. Hexka je Tako (opMupano m Mamux

16]_HBapu (Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921), HeMayku MaTeMaTHIaD
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NUJIMHIApa, IITO 3HAYU Ja PaBHU CeKy mOBpIl IwmjuHapa 1o (m + 1) Kpyrosa.
IMonenumo cana caku o Tux (m+1) Kpyrosa Ha n JIyKOBa, TAKO J1a Cy TAYKe MOJIese
HajBUIIET KPyra U3HAJ, CpeIMHA IIO/ICOHUX JIYKOBA KPYTa UCIIOJ, Ihera, MOJEOHe TaUKe
JPYTOT KPyTa OJI03T0 Cy M3HAJ CpeIruHa MOJeOHNX JIYKOBA KPyTra WCIOJ, Hhera MTHI.
Cycemne tauke oBux mnozena GhopMmupajy Tpoyriose. EjiemeHTapHO ce TpoBepaBa
J1a je TIOBPINIMHA TOJIHeIpa Uhje Cy MJbOCHU TH TPOYTJIOBU

P = 2nrsin z\/7"2m2(1 —cos (m/n))? + h2.
n

Kan m,n — oo, qujamMerpu 101e0HUX TPOYIJIOBA TexKe HyJsd (IITO MOXKE /1a Ce CMa-
Tpa aHAJIOTUjOM 3aXTEBa y HeMUHUIN]N TyKUHE KPUBE 113, Ty KUHE TOJTEOHUX [Ty KU
Texke Hynn). MeDhyTnM, ako mpu ToMe W n?/m TeXKu HyIH, MOBPIIMHA MOIAEIPa
TeXKHM +00, a ako m/n? — ¢, OH/IA je IMMec TIOBPITHHE TONeIpa

2rmy/c?r2mt 4 + h2.

Oparie ciefu Ja JUMeC TOBPIIMHA, TAKO YIIUCAHUX MOJHEIAapa He TIOCTOjH.
Nwmajyhu y Bumy oBaj mpumep, ¢ MIPaBOM Ce MTOCTAB/ba IMIUTAIHE — KAKO ce JeuH-
unte nospinuHa nospmu? 3a cazga hiemo camo pehu ga y oBom MoMeHTy 3a jedbuHu-
IFje TIOBPINIMHE POMAYUOHe TTOBPITH Y3UMaMO JIMMEC TIOBPITHHA 3apyO/beHUX KyTia
(IITO je MHTYUTUBHUM pa3MaTpamuMa y OBOM maparpady, Kao U MpeTxXO[HOM Ha-
HOMEHOM U 33JIaTKOM, OIPAaBIaHo). 3a onmrujy gedbunuiyjy cavekahiemo ciaenehin
Kypc Ananu3se, y Kome heMO rOBOPUTH O T3B. MOBPIIMHCKUM HHTEIPATUMA. o

3amarak 21. Ckunuparu KpuBy

¥ W3pAYyHATH TMOBPIIHHY MOBPIITH KOja Ce J00Mja IeHNM POTHPAHEM OKO T—O0ce. v

4. HecBojcTBeHu mHTErpas

4.1. Jedununmja u ocobune. Kormmjes narerpaa cMo geduHuCAIN 32 He-
npekugHe GyHKnuje medpuHICAHe Ha 3aTBOPEHOM HHTEpBaIy. IIpermocTaBumMo cama
Ja je nara HenpekuaHa dyukiyja f : [a, 8) — C, upu 4emy je Tauka [ peasan 6poj

b

Behu ox a nn +oo. Taza, 3a ceako b € [a, B) nocroju Kommujes narerpan [ f(x) dx.
a

b
YKOJIMKO TOCTOjH INMeC ;iné [ f(z) dz, nasuBamo ra neceojcmeerum uHMEZPANOM
—

U THIIEMO ; ,
/a fl@)dz = l};ﬂé/@ f(z)dx. (23)

Tauka [ ce Ha3UBa CUHZYAADHOM MAYKOM WA CUHZYALPUMEMOM HECBOjCTBEHOT

unrerpaia (23). Ako je f < 400, u3 Jleme 3 na crp. 260 cienu xa je, y ciaydajy aa

dyukuyja f uma sieBu jumec y rauku [ (Tj. KO MOXKE J1a Ce HElPEKUIHO IIPOJY KU
B

y B), mumec y (23) jemnax umurerpany [ f(z)dz. Tume je onpasmana ynorpeba

a

osnake [ f y (23) u moka3aHo Ja je HeCBOjCTBEHW MHTErpas yommreme Kommujesor.

a
Canuro ce nedunnme vecpojersenu unrerpan [ f(x) da:
—00

/j f@)dz:= lim ’ f(z) da. (24)

c——00 c
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Ako nnmec y (23) (i (24)) nocroju, KaxKeMo 13 HECBOjCTBEHH WHTETPAT KOH-
eepzupa; y CylMPOTHOM KazKeMO J1a OH Jusepzupa.

ITpumep 7. Unrerpan f1+°° 4T KoHBeprEpa ako W caMo ako je p > 1, a unTe-

xP
1 .
rpai fo i—;‘f KOHBEPI'MPA aKO U caMo ako je p < 1. Bawmcra, u3s

b

/bdx Lol sap st
1

P 1n:v|l; zap=1

b

creau na  lim d,—i MOCTOjU aKO M caMo ako je p > 1, a u3
b—+o0 1 z

1

a

P lna:|i zap=1

1
crenm ma lim f d—ﬁ IIOCTOjU AKO W caMoO aKo je p < 1. f
a—=0+0;

Ocobune HECBOjCTBEHOr WHTerpajia HaBemeHe y cienelioj memu ce 1oKazyjy
mpeackoM Ha JuMec y oarosapajyhum dopmynama mokazanumMm 3a KorrwmjeB wH-
TerpadJ.

Jlema 7. Hexa cy f :[a,8) = C ug: [a,B) = C nenpexudne dynryuje u A,
1 Komnaexcnu bpojesu. Tada je

B B B
1. [ (M(@) 4+ pg(x) de =\ [ f(z)de+ p [ g(z) da

B B
fo d:vfff d:v+ff )dzx 3a ceaxo c € [a, ).
3. Ano jey:[s,w) — [a,B) Henpenudno dudepenyujaburna bujexyuja, onda je

/f dw—/fw (t) dt

4. Axo cy Pynrxyuje [ u g nenpexudno dudepenyujabuane, onda je

B
/ f(2)dg(z) = f(x)g(@)]® — / o) df (),

ede je f(x)g(x)[, := lim f(x)g(x)].

b—p3

IIpumep 8. UnTerpan
w/2
J = / log sin x dx
0

je mecsojcrsen, nomro je sin0 = 0. OBaj uarerpas nasusa ce Ojaieposum urme-
2paaom ¥ MOXKe J1a ce m3padyna nomohy Ha MpBU TOTUIe]] HeobuyuHe cMeHe x = 2t:

/4 T w/4
J:2/ logsin(2t)dt:—log2+2/
0 2 0

Axo y mocemem HHTerpaty yBeaeMo cMeny t = 5 — u, 1001jamo

w/4 /2
/ log costdt = / log sin t dt,
0 w/4

w/4
logsint dt + 2 / log cost dt.
0
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a 3aKJbyIyjeMo Ja je
J = g log2 + 2J,

onuocro J = —7 log 2. f

3amarak 22. /lokazaru 1a je

/+°° log (14 )
0

T
1+ 22 7110g2+G’

rae je G Karananosa koncranra (Bugeru 3agarak 75 Ha crp. 234).
Yuyrcreo: Bumeru 3agarak 5 Ha crp. 266 u 3amarak 13 ma crp. 275. v

4.2. Kpurepujymu kouBepreamnuje. 13 KomujeBor kpurepujyma 3a er3uc-
rernujy aumeca (ITocnemuna 5 na crp. 180) usBomu ce cienehn KpuUTepujyM KOH-
BepreHIrje HECBOjCTBEHUX MHTETPATIA.

JIema 8. (KommjeB kpurepujyM KOHBepreHiuje maTerpana) Humezpaa
B
[ f(z) dz xonsepzupa axo u camo axo
a

ba
f(z)dzx
by

(Ve >0)(3B € (a,8)) by > BAby > B = <e

A JIokas ce u3BOAM IPUMEHOM JedUHALK]e KOHBepreduyje narerpaaa u Ilocienu-

ne 5 ma crp. 180 wa bynkmmjy F(b) = f; f(z)dx. \VA

Kaxewmo na uurerpan [ f(x)dx ancoaymno xoneepzupa ako KOHBeprupa MH-
a

B
rerpau [ |f(z)|dz. Homro je

ba
‘ / f(z)dx
by

u3 Jleme 8 cieu j1a je cBaKM alCOIyTHO KOHBEPI€HTAH MHTErPaJl KOHBEPreHTAaH.
O6puyTo Huje Tavno, mTo hiemo Bugeru Kacuuje, y Ilpumepy 11.

IInTame amcosiyTHe KOHBEPTEHIMje WHTETPAJIA Ce CBOAW HA MCIUTHBAME KOH-
BepreHije wHTErpaja no3utusne dbyHkimje. /lajemMo HeKOINKO KPUTEPHjyMa KOH-
BepreHIfje TAKBUX MHTETPAJIA.

by
< / f(2)|de,
by

Jlema 9. Hexa je f : [a, ) — R nenpexudna pymnxyuja, maxsa da je f(x) >0

B
3a ceaxo x € [a,B). Tada uwmezpan [ f(x)dx romsepeupa axo u camo axo je
a

b
pynxyuja F(b) = [ f(x)dx ozpanunena na [a,f3).
a
A W3 nosurupHocru dyskuuje [ ciaemu na je dyskuuja F pacryha, na je, Ha
ocnosy Jleme 15 na crp. 121, l}in%) F(b) =sup F(b). \V4
—

IMocnemuua 3. (Muterpanau tect KoHBepreHuuje pemosa) Hexa je f :
[1,+00) — R nenpexuona u nepacmyha dymnxyuja u nexa je f(x) > 0 3a ceaxo
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+oo
x € [a,+oo). Tada urmeezpan f f(.’L') dx KoHneepzupa axo U camMo aKO KOHEeeEp2Uupa
1

ped ;f(n)-
A Tlowmro je dyukumja f Hepacryha, Baxku
k+1
fern < [ f@)de < £,
k

OJIAKJIE CyMUPAIEM JI00HMjaMo

n n+1
ONUESVES BNFIOTED ¥}
k=1 1

b
Oparne cienu na je pacryha dyukiuja F(b) = [ f(z)dz orpanudena ako u camo
a
axo je orpanmden pacryhn uu3 s, = Y ,_, f(k). \VA
IIpumep 9. Panuje cmo Buzenu na pex » nip KOHBEPIAPaA aKO U CaMO aKo je
p > 1. OBo tBpheme casa moxkemo na uzsegemo u3 Iocaenune 3 u pumepa 7. f

3anarak 23. Heka je a, meorpanwmden pacryhm Hum3 mo3utuBHEUX Opojesa.
Jlokazaru 1a je pen,

o0
Z Anp41 — Gn
p+1
n=1 an+1
koupeprentad 3a p > 0 (3a p = 0 Bugeru 3axarak 34 na crp. 198). v

Banmarak 24. Heka je ¢, Hu3 GpojeBa Koju NpHIajajy WHTEPBAIY [a,+00),
TakaB Ja je, 3a Heko § > 0, ¢,41 — ¢, > J. Hexa je

f:[a,+00) = [0, +00)

mepacryha ¢yuknmja. okazaTu ma ako mMOCTOju

lim / " rar, (25)

r— 400

OHJIIA per,
Z flen) (26)
n=1

KoHBeprupa. Jlokazarn 1a, ako HU3 ¢, UCIyHaBa JOJATHA YCIOB

Sup(cn - Cnfl) < +00,
n>2

OHZIa U3 KOHBepreuuuje peia (26) ciaenu ersucreniuja jgumeca (25). v

JIema 10. (ITopentenn upumurun) Hexa cy f : [a,8) = R ug:[a,8) = R
Henpexudne Pynryuje maxee da je

0< f(z) <g(x)
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B
3a ceaxo x € [a, B). Axo unmezpan [ g(x)dx xoneepeupa onda Konsepzupa u unme-
a

B B
epan [ f(x)dx. Ao unwmezpan [ f(x)dx dusepeupa, onda dusepeupa u unmezpan
a a

B
[ g(x) da.

A Jlokas ciaend u3

ff(x) dx < 7g(m) dx
by

by
u Jleme 8. \Y4

IMocnemuna 4. Axo cy f,g : [a,3) = R nosumusne nenpexudne dynruyuje,
maxee da je
f(z)
g

xl%n_om =c ¢ {0,400}

B B
/f(x) dx u /g(x) dx

EKBUKOHBEP2EHMHY, ). UAU 000 KOHBeP2UPajy, Uy 006 JuseP2uUPafy.

onda CY uHmMeEPaAAU

A'Y okonuau tadke (3 je
(c—e)g(z) < f(z) < (c+¢)g(),
a gokas3 cuaeau us Jleme 10. \V4

IIpumep 10. U3 ’%‘ < w% u IIpumepa 7 ciaeam ga wHTErpas
+oo

cos T
5 dzx
T

aIICOJIy THO KOHBEPIUpA. f

[SE]

“+o0
ITpumep 11. Uurerpan [

B
BEepreHTaH. 3amucra, MapIiiujajHOM HHTErPAIMjoM T00UjaMo

T ging COS T | +00 T cosx T cosx

dr = — . = 5 dr = — 5 dx,
= T r 'z x T x x
2 2

2

sinz
x

dx je KOHBEPTreHTaH, aJli HUj€ aIllCOJTYTHO KOH-

a MoCeIbu WHTEerpasa Kouseprupa. Mehyrum

/+°° dx2/+°°sin2xdx:1/+°°dac_1/+°°c082xdx.
3 3 3

T 2 T 2 z T
IIpBu mHTErpas HA AECHOj CTPAHU JUBEPIHUPA, a JAPYTH KOHBEPIHUPA, I

/+OO
3

JMBEPTHUPA. f

sinx

T s
2

sinx

dx
T
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IIpumep 12. 3ampemuna Teja 100HjEHOT POTAIMjOM KPHUBE

1
y=—, 1<zr<+4+x
T

+o0 2
V= / 7r<1> dr = fwl
1 X X

JIOK je MOBPIINHA TAKO JO0HjeHEe MOBPIIN

‘oo 1\?
A:/ 27— 1—|—<—2> dx = 400,
1 x x

+o00

. / 2 .

jep je % 1+ (f x%) > %, a mHTerpa df nueprupa. lakie, mobujeHo Tesmo
1

UMa, KOHAYHY 3aMpPEeMUHY U OECKOHAYHY MOBPIIMWHY, Tj. OHO je ,,OCYda KOja MOYXKE
Jla ca HammyHu 0O0jOM, ajIu HEe MOXKe 13 ce oboju”. f

OKO x—oce je

3anarak 25. Jla qu mocyma mobujena porarujom kKpuse u3 I[Ipumepa 12 oko
npase x + y = 1 Moxe Ja ce

(a) 0boju;

(6) namynu 6ojom? v

+0o 5
/ e " dx
0
KOHBEpPTUpa. 3amnCTa,

+OO 2 1 2 +OO 2
/ e’ d;c:/ e " d:c—i—/ e " dx.
0 0 1

IIpBu mHTErpas Ha AECHOj CTpAaHW HHUje HECBOJCTBEH, a JAPYTH KOHBEPrupa, jep Ha
2
[1,+00) Baku e™ % < e ®

IIpumep 13. Unrerpasn

, & UHTerpaJl

—+oo
/ e Pdr=—e"
1

KOHBEprupa. f

400
=e

1
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Hasoaumo caza aBa KpuTepujyMa 3a KOHBEPreHIInjy nHTerpasia GyHKIMja Koje
HHUCY 00aBe3HO HEHEraTHBHE.

Jlema 11. (A6enoB u Hupuxneos recr) Heka je [ : [a, §) — R nenpexudna,
ag:la,B) = R nenpexudno dudepernyujabuana monomona dynrkyuja. Axo easrcu

B
(A1) unmezpan [ f(z)dz xoneepeupa u

(A2) dynryuja g je ozpanuuena

UL
b

(1) ¢ynryuja F(b) = [ f(z)dz je ozpanuyena u
(12) lim g(z) =0 ’
z—f

B
onda unmeepan [ f(x)g(x)dx xonsepeupa.
a

A U3 JIpyre Teopeme O cpenboj Bpeanoctu (crp. 274) ciuenn

b2 b2

¢
; f(@)g(x) dz = g(br) ; f(x)dx + g(b2) . f(z) de.

Oparne mokas ciaeau y3 nomoh Jleme 8. \V4

3anarak 26. llcunraru KOHBEPreHujy MHTErPaJIa

Foo ; +o0
sinx
/ dr m / z? cos e® du.
0 z 0

YiuyrcrBo: y APyroM MHTErpajly yBectu cmeHy e’ = t. v

4.3. HecBojcTBeHM MHTerpajm ca BuIlle CUHryjJgaputera. Heka je jgara
HenpeknaHa dyukmmja [ : («, 8) — C. Taza je, no geduuumjn,

/jf(x)dx = /:f(x)dx—k/cﬁf(x)dx, (27)

B
rze je ¢ npomsBosbua Tauka usmehy « u (3. Ilo medunnnumju, uarerpan [ f(z)dx
«
KOHBEPrUpa aKo 00a MHTErpaJja Ha JIECHOj cTpanu y (27) KOHBEPrupajy.

+oo 5
/ e ¥ dx
— 00

KOHBEPTUPA, jep KOHBEPTUPA]y WHTETrPaIn

0 R “+o0 R
/ e ®dr m / e ¥ dx
—00 0

(B. IIpumep 13). i

IIpumep 14. UnaTterpan

IIpumep 15. Heoapehenn uurerpasn

/eﬂﬁ2 dx

Huje ejgemenTapHa YyHKINja, aau oapehenn uHTerpas

+oo
I :/ e~ dx,
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no3HaT Kao Ilyaconoe uwmeepas, MOXKe J1a Cce W3padyHA. JemaH O/ HAYWHA je

crenehn. TTocmarpajmo mospimn

2.2

5= e~ @ +y7)

. . 2
OBa nosp1n ce g06uja poranujoM Kpuse z = e~ % O0KO z—0ce, HAJA3U Ce U3HAT TY—
paBHU ¥ u3Luesa Kao 6eckoHadHo 3B0HO ca BpxoM y Tauku (0,0,1). Vspauynajmo
3ampeMuHy oBOT Tesa. IIpecek ca oBe MOBPINM ca XOPU3OHTATHOM PABHU HA BUCHHU
Z je Kpyr umju je mosynupedHuk r = y/—log z (Jorapuram je HeraruBaH Ha WHTED-
Baiy (0,1)), ma je nospiuna monpedyHor npeceka —logz. U3 KasanujepujeBor

NPUHIUIIA CJIETN 14 je 3allpeMuHA Teaa

1
V= —77/ logzdz = .
0

Wzpaaynajmo caga V momohy mpeceka ca BEepTHKAJHUM paBHUMA Yy = const. 3a
duxcupano y, upecek ca pasuu kpo3 (0,y,0) Koja je HOpMaIHA HA Y OCYy UMA LOBP-

[IHHY
+o0 +oo
Aly) = / e~ @) gg = = / e da.

— 00 — 00

3 KaBasmjepujeBor mMpuHIIATIA CaJIa, CIETN /13 je
+oo +oo 2 +oo 2
V= A(y)dyz/ eV dy~/ e dr =12
— 00 — 00 — 00

Oparine cienu na je I = /7. it
IIpumep 16. NuTterpan

“+oc0o 0 “+oc0
/ e “dx = / e *dx + / e “dx

JIMBEPIUPa, jep IPBU MHTErPaJ Ha JIECHOj CTPAHU JUBEPIUPA. f
IIpumep 17. Heka cy a, b mo3urusau peasnn 6pojesu. arerpasnu obimka

G
0 T

Hazusajy ce Ppyaanujesum'’ . unmezparuma Ilox pasHuM IpeTmOCTaBKAMA O (DYH-

kuuju [, Baxxu Ppysanujesa Gopmyra
[T g (g10) — soopon
0 x a

Hup, ona Baxu ako je f : [0, +00) — R Hempekngna GyHKIMja, TaKBa 13 HHTEIPAI

+oo
y x
KOHBeprupa 3a ceako y > 0. Jlokaxkumo 0By ¢hOpMyJIy MO, THM MPETIOCTABKAMA.
IMpumerumo npBo Ja MoxkeMo na npernocrasumo ja je f(+o0o) = 0 (y cynporaom
ymecro dbyukiuuje f(z) moxkemo ga nocmarpamo dyukuujy f(z) — f(+00)). ¥ rom
ciyuajy ycaos (28) riacu ja 3a cBako y > 0 unrerpas

/+Oo(m)dx

17CDpyJ'IaHI/I (Giuliano Frullani, 1795-1834), uranujancKu MaTeMaTHIap
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KoHBeprupa. Taja je

/faw f ge [T E02)
€ x

Ilociie yBohema cmene t = ax y mpBoM u t = bxr y APyroM HHTErpajy Ha JAECHO]
CTPaHU ¥ JeTHOCTABHOT cpehuBama J00MjeHOr m3pa3a, J00Mjamo

JAE R (P g Py L
e T 4

ag aR

AKo Ha IpBU MHTErpaJ Ha JECHOj CTPaHH IPUMEHHMO IIpBY TeopeMmy O CPeIEhOj
BpejHocru (Bujeru crp 263), nobujamo

be eb
I a= e [ 5 = seos?

ag a t

3a HEeKO & € [ea,eb]. Tocrynajyhiu Ha ucTu HaYMH ca APYIMM MHTErPAJIOM, JOOH-
jamo J1a je

I

t
aR
3a HeKo & € [aR,bR]. Towro & — 0 kag e — 0 u & — 400 kKax R — +00, onarie
cienn 1oka3 Opynanujese popmyie.

N3 ®pynanujese dbopmyne caemau, Ha pUMep, 1a je

/+oo arctan (ax) — arctan (bx) dr =T log a /+oo e—ar _ o—bx 4o — log b
0 x 2 b 0 x a

b
t = f(&2)log p

3a no3uTuBHE Opojese a, b. f

3anarak 27. lokazaru nia je

az bx

+oo arctan(—ax)  arctan(—bzx) a
/ dr = log —.
0 b

3a MO3UTHBHE Opojere a u b. v

3anarak 28. Heka cy a u b nmo3utusau 6pojesu. lokazartu ma je

+o0 _
/ cos (ax) — cos (bx) i
0 €T

b
=log —
a

u ozariie u3sectu GpopMmyay

/+00 sin (pz) sin (qz) d — 1 log ’p + q‘
0

p—4q

x 2

3a mo3utuBHE Opojese p, q. v

3anarak 29. [lokazaru ma je

1b—1 _ 4a—1

t —1 b
/ ——————dt =log —
0 logt a

3a mo3utuBHE Opojese a, b. v
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[Ipumerumo 1a, no AedUHUINjU KOHBEPTEHIMj€ NHTETrPaJjia Ca BUIIE CUHTYJIap-
urera Ha crp. 285, uHTErpas Ha JeBoj crpanu y (27) KOHBEPrupa ako mocToje

lim f()dz u hm/f

a—o
B—6
Huje noBosbHO 12 HOCTQ]I/I lim [ f(z)dz.
=040, s
IIpumep 18. Mako mocToju
+b 2 +b
lim rdr = lim — =0,
b—+oo —b b——+oo 2 b
HHTErpaJ
“+oo 0 +oo
/ rdr = / rdr + / rdx
—o0 —o00 0
JIWBEPTUPA, jep OuBeprupajy 0b6a WHTerpaJja Ha JECHOj CTPAHM. i
JInmec
B B—6
v.p. r)dr := lim x)dr,
p [ t@de= tm [ )
aKo Cy «, 0 KOHa4YHE CHHTYJapHE TAYKe, UJIH, ¥ CAydajy o = —00, [ = +00,

o [ :O fla)dei= Tim / i

HA3UBA Ce 24a68HO0M 8pedrow iy HecBOjcTBEHOT uHTEerpana. Tako je, y Ilpumepy 18,
+oo
vp. [ xdx=0.

— 00

[IpermocraBumo caga 1a je mgara HEMPEKuIHa, (DYHKITHja

fila,y)U(v,b] = C.

/abf(x)dx:/;f(x)dﬁ/ff(x)dx

1, 10 ePUHANKjHA, HHTErPAJI Ha, JIEBOj CTPAHU KOHBEPIHUPA aKO KOHBEPrupajy oba
WHTEerpaJja Ha jecHoj. JInmec

op /abf(x) do = 6£rolq+o</awf(x) dac—i—/iéf(x)dm)

. b
HA3WBa Ce 24a8HOM 8pedHowhiy HeCBOjCTBEHOT MHTErpaJa fa f(z)dx.

Tana je,

1 1
IIpumep 19. Materpan : df JWBEPrupa, JI0K je v.p. f1 %” =0. f

3anarak 30. cnuraru kousepreunmujy cienehux maTErpasa

“+ o0

2 +o0 ) 400 .
a) [tgzdr (6) [ e <"dr (B) [ & (r) [ ®&Zdx. v
0 o 0 0

Vrzidax
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3anmarak 31. Heka je f : [0,+00) — R menpexkugna no3uruBHa QyHKIM]a.
JokazaTy mpEMepoM /13 U3 KOHBEPreHIuje HHTerpasa

/0+OO f(z)dx

He caedu I je

lim x) = 0.
Jla v W3 KOHBEPTEHI[Mje OBOI HECBOjCTBEHOI MHTErpaJia cjiaeu Aa je dyukmuja f
orpanudenHa’ v

IIperxonnu 3aaTak mokasyje a 3a HECBOjCTBEHE HHTErPAJIe He BAXKH AaHAJIOTH]a,
ca HEOIIXOTHUM YCJIOBOM KOHBEDTEHIINje Pea
E a, KOHBeprmpa = lim a, =0.
n—oo

Ca tum y Be3u cy u cnenehwu 3amamnmy.

3anarak 32. Heka je f : R — C menpekugno audepennujabumina QyHKIHT]a.
Jlokasaru ja U3 KOHBEpPreHIyje HHTerpasia

[ el

CITeJTN J1a TIOCTOjU

r—+00

a JTa U3 KOHBEPTEHIMje WHTErpasIa

[ Tr@a w [Tireia

cienau Ja je
lim f(z)=0.

r——+00

Y1y TCcrBO: NPUMEHUTH

(1) — o) = \ / F'(z) da

u Kommjes ycioB ersucreniuje smveca. v

< [T

— 00

3amarak 33. Heka je f : [a,+00) — R monoroHa dyHKIMja, TaKBa 12 WHTe-

rpai
+oo
/ f(z)dx
a
kouBeprupa. lokazaru ga je

lim f(z)=0 u lim zf(x)=0.

r——+0o0 r—+o0

Yuyrcrso: 13 Kommmjesor ycsioBa 3a KOHBEPreHIU]y HHTErPAJIA CIEIN

lim f(t)dt =0,

T—+00 z/2

a 3a onamajyhy byskuujy f : [a, +00) — [0, +00) je

Syt > ref).
z/2 2
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33 T > a. v

3anmarak 34. Heka je f: (0,1] — R mororoHa DyHKIHja, TaKBa J1a WHTErPAT

1
/ f(z)dx
0
KOHBEPTHUPA.

(a) Jokazaru na, ako dbyukumja f 3a10B0/baBa HaBejeHU ycJoB 3a p = 0, Baxu
1 !
lim — =
Jim — kE_l f(k/n) /0 f(x)dz
(6) Hdokazaru na je

n—soo N e
quMe a00mjamMo Apyro perneme 3agarka 17 va crp. 180.
Yuyrcreo: Ako je f mosuruBHa u omajajyha, onmga je

k/n 1 (k+1)/n
o S st s [ e

k—1)/n /n
3a2<k<n-—1. O,ZL&TJIG clIeu Ja 3a n > 2 BaXKu
1

—pamy+ [ fydes ka/n fla)de+ (1)

1/n 1/n

3a noka3 jegaakocru (6) yzeru f(z) = log x. v

5. PumanoB uHTerpasa

Y oBom maparpady hemo yommrurn Kommujes nnrerpas, ocnabmyjyhu ycios
HEIPEKUTHOCTU (DYHKIIH]E.

5.1. Jdedunnnumja Pumanosor uarerpasna. Heka je [a, b] orpanuuen u 3a-
rBopen uHTepBas. Konavan ckyn ravaka P = {xg,...,z,}, rakBux na je

a=T9 <21 < - < Tp_1<xTp=2>=

Ha3WBa ce nodeaom WHTEpBANa [a,b|. Tauke x1, ..., T, HA3UBAJy ce NOJeOHUM Ma-
YKAMG, & HHTEPBAIH [Tk_1, k| NOJEOHUM unmepsasuma nomemae P.

IMomena P je ¢unuja om momene P, axo je Py C Pp, Tj. aKo je cBaka TIOIEOHa
TauKa mojese P, mcToBpeMeHO M TofeoHa TadKa mojene Pj.

Heka je nara nogena P = {zg,...,z,} nHeraje,3a 1 < k <n, Ay =z —x)p_1
Jly>KUHA MHTEpBaJia [zy_1, zk|. Heka je f : [a,b] — R orpanuuena dyukuuja u veka
je

m, = inf  f(z), M= sup f(x).
T€[Th-1,Tk] TE[TK_1,Tk)

Cywme
kaAk w S(f,P ZMkAk

Ha3UBAMO 00BOM U 20PTHOM ﬂap6yoeom CYMOM (byHKLLI/IJe f mo monmenu P.

Jlema 12. Hexa je nodeaa Py dunuja 0d nodeae Py. Tada je
S(f,PQ)SS(f,Pl) u S(f,Pl)SS(f,PQ)
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A TlpernocraBumo MpBO J1a je

P2 :{.’I}Q,...,J}n}, P1 :{.’L‘Q,...,Z‘j,g,l‘j+17...,$n}.

Tana tpheme Jleme ciaenn u3 OUUTIEIHAX HEjETHAKOCTH

inf f(z)(§ — ;) + éﬂf ]f(w)(wjﬂ—i)z inf  f(z)(j+1 — x5),

z€lz;,€] z€[&, T 41 z€[zj,2541]

sup f(2)(§ —z;) +  sup fo)(zj &) < sup f(z)(wj4n —ay).

z€lz;,€] z€[€,x541] €[z, 1]
Ilomrro ce momena P; mobmja momaBameM KOHAYHO MHOTO Tadaka mojenun Po, mpu-
MEHOM IIPETXO/IHOI 3aKJ/by YMBakbhba KOHAYaH OpOj Iy Ta 10Ka3yjeMo Ja Baxku Tepleme

Jleme. \V4

IMocnemuua 5. Hexa cy P; u P npoussomne nodese unmepsasa [a,b]. Tada
je S(f,Pl) < S(f7P2)

A Heka je P yuuja nonena Py u Ps, Tj. nogena 4uje cy IOJeOHe Ta4Ke CBE IIOAEOHe
tauke nomena P; u Ps. Ilomena P je dunuja ox nmomena Py u Pp, ma u3 mperxomme
JieMe cienu

s(f, ) <s(f,P) m S(f,P)<S(f, ).
Hokas cana ciuenu u3 ounrnenue nejequakocru s(f, P) < S(f, P). \V4
W3 nperxonne mocaeune ey 1a je CKyI

{s(f, P) | P nonena unarepsaia [a, b]}

OTpaHWYeH 07103r0 OMJI0 KOjoM ropmoM JapbyoBom cymMoMm Tia, Ha OCHOBY AKcrome
cynpemyma, nma cynpemyM. CIudHO, CKyTI

{S(f, P) | P nomena nureppaia [a, b}

je orpanmyeH omo370 Omio KojoMm momoMm JlapbyoBoMm cymom, ma mma HHOUMYM.
Benuuune

[ f(@)de :=supps(f,P) u [l f(x)ds:=infpS(f,P).
HA3WBA]y ce 20pnum U dowum Zapbyosum unmezpasom dyukmuje f.

IHedpuuuruja 3. Orpanmuena byskuuja [ : [a,b] — R je unmezpabuana no

Pumany axo je o
b b
/ f(z)dz :/ f(z)dx.

VY Tom caydajy, 3ajeJHUYKY BPEIHOCT TOper u Aomer /lapOyoBor nHTerpaia Ha3u-
b

Bamo Pumanosum unmezpanrom Gynxumje f u osnadasamo ca [ f(z)dw.
a
Ba kommekcny dyukmmjy f : [a,b] — C xaxemo ma je uarerpabmimna mo Pu-

MaHy ako cy takse dyukunje Re f w Im f; y Tom caydajy, men Pumanos nuTerpas
je

b b b
/ f(x)d:z:/ Ref(x)d3:+i/ Im f(z) dz. (29)
a a a
. . b
Cneneha reopema mokasyje zia je ompapjiana ynorpeda HCTOr cuMbosa fa 3a
Kommjes u Pumanos uaTerpa.

Teopema 7. 3a nenpexudny dynxyujy f, Kowujes unmezpasr jednax je Pu-
MAHOBOM.
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A U3 (29) Bumumo na mMoxkeMo, pa3Marpajyliu 0IBOjeHO peasiHu U MMArvHAPHU
Jle0, Ja ce OrpaHUYMMO Ha Caydaj peanne ¢yHkmuje. [locmarpajmMo mpom3BosbaH

un3 nogena P,. Heka je P, = P, P, = 131 U P, ooy Pyi1 = Py U Py, 32 cBaKo
k. N3 Jleme 12 cnenu na cy HU3OBH s(f,P )u S(f, P,)) MoHoTOHU, T1a je
lim s(f, P,) fsups(f, ) < me(f, w) = lim S(f, P,). (30)

Axko je dbyuxknuja f venpekugna, Hanomene 1 cienu na je men Kommjes uarerpast
jennak 6uno kom oz smmeca y (30), na u3 nedununuje Pumanosor unrerpana u
nejeanakocru (30) ciaenu ja je oH jeqnak u PumanoBoMm. \V4

3anarak 35. 3pauynaru momu u ropmu Jlapdyos unTerpas

bXQ(I) dr m bXQ(af) dx
/ /

(z) = 1 zazeQ
Xl =1 zax ¢ Q.

Ha nu je Iupuxneosa ¢yuknuja narerpabunia no Pumamny? v

Hupuxyeose dyHukImje

Teopema 8. (lapOyos kpurepujym uarerpadbumaaoctn) Ozparuvena ¢dy-
ukyuja f : [a,b] = R je unmeepabuana no Pumany axo u camo axo 3a cearo € > 0
nocmoju nodesa P unmepsasa [a,b] maxea da je

S(f’P)*S(f7P)<€

A TIpernocrasumo mpBo 1a je f : [a,b] — R nunrerpabuana mo Pumany. Taza je

sgPS(f, P) =infS(f, P /f

Hexka je ¢ > 0. Taga mocroje monene P; u P Takse ma je
b € b €
[ f@do=sr.p) <5 w0 S(P) - [ f@)de <,

a a

na je S(f, P2) — s(f, P) = S(f, Pa) — [ f(a)de+ [ f(x)de — s(f, P,) < e. Hexa
je P ynunja mogena Py u Pp. U3 Jleme 12 cne/:u/I S(f,P)—s(f,P)<e

ITpernocraBumo caza ga 3a cBako € > 0 mocroju noxena P unrepsana [a,b]
raksa 1a je S(f, P) — s(f, P) < e. Tana je

b b
/ f() da - / f(x)de < S(f.P) — s(f.P) <<

ITomTo je € mpom3Bo/bHO, OmaTie ciaeau aa je ropwmu lapOyoB mHTErpas jegHak
JOHEM. \V4

IIpumerumo na u3 Teopeme 8 cienu, nezasucuo ox Teopeme 7, 1a je HempeKuIHA
dbyuxnmja naTerpabunna mo Pumany. 3aucra, Heka je f : [a,b] — R menpexnmna
dynukumja u weka je € > 0. U3 Kamrtopose teopeme (crp. 113) cremm ma je f
yHIUDOPMHO HENPEKHIHA, Ma

(36>0) |z -yl < = |f(@)— fy)| < —

b—a’
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Tama 3a mpousBospHy Togeny P:a=xp <21 < -+ < Tp_1 < T, = b TakBy 14 je
Ay < § 3a cBako k Baku My —my, < 3=, 11a je

n

S(f. P) = s(f.P) =Y (M —my) Ay < 7— ZAk_

k=1

_a):€7

mro, npema Teopemu 8, 3Haqn 1a je f marerpadbmina no Pumany. Creneha nocne-
UIa yOIIITaBa OBO TBpheme u mokadyje ga PumaHOB mHTErpas 3amcra yoriraBa
Kommujes.

IMocnemuna 6. Hexa je f : [a,b] — C ozpanuuena Gyrnruyuja Koja uma Konawmo
MH020 mauaka npexuda. Tada je f unmeepabuana no Pumany.

A U3 (29) cneau na moxkemo, pa3marpajyhiu 01B0jeHO peasiHu ¥ UMAaruHapHH €0,
Jla ce OrpaHuYIMMO Ha ciayvaj peanne dbynkuuje. Heka je ¢ > 0. Heka cy [z1,y1],
<oy [Zm, Ym| MHTEPBATIM KOjU CAIpPIKE TAUKe MPEKUIA, TAKBU 114 je

3 Kanropose reopeme cienu aa je pynkuuja f yHudpOPMHO HELIPEKUIHA HA CKYILY
A= [aaxl]U[ylaxQ]U"'U[ymflaxm]u[ym7b]v (31)

IIa
&

(36> 0)(Ve,y € A) o=yl <6 = |f(@) — fW)| < 55—

Moxenumo cBaku o unrepsana y (31) Ha noguHTEpBasE AyKUHE Mambhe O O; O3Ha-

9MMO TIOJIEOHE TadKe Ca 21, ..., Z,. Heka je P mojesa wHTEpBasa [a, b] cacraBibeHa
O, TAMAKA 21, -+ Zny L1y o+ Ty Y1y s Ym. LATA je
n
S(f,P) — s(f,P)=> ( sup flx)— inf  f(x))(z —2e-1)+
k=1 z€[zk,2x—1] z€ 2k, 2k-1]
m
+ X ( sup f(z)— inf f(x))(yx —xk)
k=1 re[yk,'rk] €Yk, k)
m
< =gy S (g — er) +2 sup [F(2)] 3 (e —an) < st+5=e
k=1 z€[a,b] k=1
Hoxkas cazma ciaenu u3 Teopewme 8. \V4

Ilocanemuua 7. Hexa je f : [a,b] — R monomona dynryuje. Tada je f unme-
epabuana no Pumany.

A Heka je € > 0. Heka je P = {zg,21,...,Z,} T0Ae1a uHTEpBaIA [a,b] 32 KOjy
Baku Ay < If(b)fif(a)\ 3a cee k. U3 monoromocru dbyukumje f cioeaum ma 3a cBe
x,y € [a,b] Baxxku My —my = |f(zr) — f(xg—1)| 1

n

S @) = flan-n)| = | D (flaw) = flan-1))],
k=1

k=1
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mna je
S(f,P)—S(f,P) :Z(Mk_mk:)Ak
k=1
o= o PRVICORNICERY
< g | 2 (F@e) = flae)
= m(lf(b) = fla)]) =e.
Opmarie 3akpydyjemMo ga aokas3 caemqu u3 Teopeme 8. \V4

5.2. Jlumec y mpocropy moaesia. Heka je P momena mmrtepsana [a,b] ca
MTOIEOHNM TAYKAMA,

a=z9g<x1 < -<Tp=">
Begununna

A(P) 1= max |a; — ;-1

Ha3uBa Ce napamempom nodese P.
Hexka je £ = (&1, ,&,) n—TopKa Tadaxa Koje 3370BOBaBajy & € [r,_1,x;].
MMap (P, ¢) nazusa ce nodeaom ca ucmakuymum maukama. Heka je

n

o(f,P&) =Y f(&)(xj —zj-1).

J=1
Kaxemo na je

= i P
J A(;iﬁrio"(f’ )

ako 3a cBako £ > 0 mocroju TakBo § > 0, Ja 3a CBaKy MOJMENY Ca HCTAKHYTHM
raukama (P, &) uuju je napamerap A(P) < § saxu |J — o(f, P,§)| < e.
Ouurje1HO BaXKU

s(f,P) <o(f,P.§) <S(f,P). (32)

3amarak 36. JokazaTn ma BaXXu

s(f, P) =ir€1f0(f7P,€) S(f, P) =Sl§p0(f,P,§)~ (33)

Kopucrehu (32) u (33) mokasaru ga je dbyukiuja f unrerpabunna no Pumany nHa
[a,b] ako u camo ako nocroju lim o(f, P,§). v
A(P)—0

W3 nperxonnor 3ajarka Jo06ujaMo eKBUBaJIeHTHY Jedununujy Pumanosor nn-
Terpasna:

b
| t@de= tm o(s.Pe). (34

A(P)—0

IIpumerumo ma oBa meduHANMjA WMA CMHUCTA W 33 (PYHKIHjE Ca BPETHOCTHMA Yy
ckymy C.
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5.3. CkynoBu mepe Hysia. Uarerpabuanocr. Ckyn S C R je ckym Jlebe-
208e Mepe Hyaa ako 3a cBako £ > ( mocroju HajBuire mpebpojuBa damumimja
OTBOPEHUX HMHTEPBAJIA {(an, bn)} TakKBa 11a je

neN
Sc |J(anbn) u D (bp—an) <e.
neN n=1

IIpumep 20. Konauan ckym je ckym JleberoBe mepe mysa. 3amcra, ako je

S ={s1,...,8c} me > 0, onna bavninja narepsana I; = (s1—27771e, 5142777 1¢),

1 <j <k nokpusa S. Hexa je |I;| nyxxuna uarepsana [;, rana je Y |[;| = > 55 <
J

f

J
E.

Jlema 13. Ilpebpojusa yruja ckynosa Jlebezose mepe nyaa je ckyn mepe Hysa.

A Hexka je {Sk}keN npebpojuBa damvminja ckynoBa mepe myna u € > 0. Ilo-
o je cBakm 0J] cKymoBa Sy Jleberose mepe Hysa, 3a cBako k mocroju npebpojusa
damuiuja unrepsaia {IJ’?}jGN TaKBa Ja je

oo

k Z k €

Sk C UI] n |Ij|<2fk,
JEN Jj=1

rae je |I¥| nyxuna nnrepsana I¥. Tazxa je
je |I¥| my ! j

Usic UL

kEN kEN jEN
u
o0 o0 o0 €
k _
DD LI =
k=1j=1 k=1
urro suaqn ga je (J,on Sk cxyn Jleberose mepe myoa. \V4

Crenmjanuo, w3 Jleme 13 u Ilpumepa 20 cienu ma je cBaku npedOpPOjUB CKYIT
Mepe Hyna. ¥ ciaemehem mpumepy omucyjemo jeman HempeOpojus ckym Jleberose
Mepe HyJa.

IIpumep 21. ¥ Ilpumepy 22 na ctp. 54 cmo KoHCTpyncaan KanTopos ckym, Kao
npecek ckynoBa C, M00MjeHUX OJCTPABUBAKEM ,CPEImUX TpehuHa” WHTEpBaJa,
IIpumerumo 1a je ceakm o ckymoBa C, yHHja 2" 3aTBOPEHUX WHTEPBAJIA O KOjUX
j€ CBaKu JyKUHE (%)", TAKO 3 je 30up JyKWHA CBUX MHTEpBaja duja je yauja C,
jemmax (2)". Homto (2)™ — 0 xax n — oo, crean 2 je Kanropos C' ckyn mepe
mysa. Wako To 3uaum na je C' 3aHemMap/buB y CMHUCIY Mepe, cerumo ce ma je C

»BeuMKu” y cMuciy KapaunasaHocru (B. 3agarak 83 Ha crp. 54). f

IIpumep 22. Unrepsan [a,b] Huje ckym JleGerose mepe Hysna. 3amcra, 3a
npou3BoJbHY 1pebpojuBy damuaujy (a,,b,) uHTEpBaa KOja MOKpUBA [a,b] BaXKn

S(bp —apn) >b—a. f

n

Jlema 14. Hexka je [a,b] oepanuven unmepsan u S C [a,b] 3ameopen cryn.
Tada je S cxyn Jlebezose mepe nyaa axo u camo axo 3a céaxo € > 0 nocmoju
KoHauHa Pamusuja unmepsaaa (a1, b1), ..., (am,by) maxea da je

S C(a1,b1)U---Ul(am,bm) u Z(bk—ak)<€.
k=1
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A W3 nedununmje ckyma Jleberose Mmepe HyJIa CJIEIH Ja MOCTOjU MPeOPOjuBa (haMu-
uja unrepsasa {1, },eN KOja HOKPUBA CKYIl S U Yuja je yKy[nHa [LyKUHA Marba, OJl €.
IMomrro je S 3aTBOpeH, meroB KoMIIEMeHT [a,b] \ S je orBopen, ma ce, no nedunn-
mnju orBopeHor ckymna (Jdedunnmmja 23 #a cTp. 53), MOXKe MPEJICTABUTH KA0 YHU]a
orBopennx uarepBana {Jy}rea. VurepBamu {1, }nenN, {Jx}rea 06pas3yjy orBopeHO
MOKpHBame nHTEpBaja [a,b]. U3 Bopen—JleGerose Teopeme (crp.50) ciaeam ja ce
73 hera MOKe HM3JIBOJUTH KOHAYHO MOTHOKpuBame. MurepBanu [, Koju ymaze y
TO MOTIIOKPUBAKE 00pa3yjy KOHAYHO MOKPUBAE CKyIa S U yKYIHA JTy>KUHA UM je
Mamba o/ €. \V4

Y Iocnemunm 6 cmo Bumenu 1a je orpanndena (yHKIN]a KOja WMa, KOHATHO
MHOT'O Ta9aKa IpeKua nHrerpaduana mo Pumany, a y Iocreaunu 7 na u dbysknnja
ca BECKOHAYHO MHOIO TIPEKUIa MOXKe Jia Oyme uaTerpabunna no Pumany. Cerumo
ce, mehyrum, na monorone dyukiuje, o kojuma je ped y Ilocienunm 7, umajy naj-
BuIe pedpojuBo MHOrO Tadaka npekuaa (Teopema 8 ma crp. 114). V Ipumepy 35
Buzie M MO npuMep GyHKIMje KOjoj je CBaka Tadyka Tadka mpekuaa (B. Takobhe
Ipumep 12 ua crp. 172) u Koja Huje uaTErpabusna no Pumany.

Cama hemo nperusnuje hopMmyarcaT Be3y uimeljy HEIPEKUTHOCTH U HHTErpa-
ounnocTn mo Pumamy.

Teopema 9. (JIeGerosa reopema o uarerpabumaaoctu) Ozpanuuena Gym-
xuyuja [ : [a,b] = C je unmeepabuana no Pumany axo u camo axo je cxyn rwenur
npexuda cxyn Jlebezose mepe nyaa.

A Tlomro je yuuja asa ckyna JleberoBe mepe nysna ckymn JleberoBe mepe HyJia
([Tlema 13), u3 (29) cienu Ja ako TeopeMa BaxKy 34 PEATHU U UMATMHAPHU €0
KOMTIJIEKCHE (DYHKITHje, OHA BaXKW ¥ 33 camy (yHKIujy. OrpaHudumo ce 3aTo Ha,
cnyuaj peanne dyukiuje. Heka je S ckyn npeknzga dyukuuje f : [a,b] — R.
[IpernocraBumo npBoO Aa je f mHTerpadmiaHa m AokakuMo ma je S Jleberose
mepe nysna. U3 IMocaemune 6 wva crp. 181 caenu na je S ckyn tavaka x € [a,b] y
Kojuma je ocumnanuja w(f, z) dyukuuje f Beha ox wyne. Ilpeascrasumo S kao yuujy

S = D S,
n=1

rae je Sp, = {z € [a,b] | w(f,z) > 1}. U3 Jleme 13 cremm na je 10BOBHO JOKA3ATH
J1a je cBaku o7 CKymoBa .S, Jleberose mepe HyIa.

Ilocmarpajmo ckym S,,. Heka je € > 0. Ilomro je f mHTerpabunna, u3
Hapbyosor kpurepujyma unrerpabusinoctu (Teopema 8) cienu na nmocroju nozpesna
P ={xzg,21,...,2,} uarepsana [a,b] TakBa ma je

S(f,P)—s(f,P)<niO.

Hexka je
K = {k’ eN | (.%‘k,h.%‘k) ﬂSnO =+ [Z)}
V3 o3nake
My= s f(z), mp= inf f(a),
z€[T_1,Tk] TE[TK_1,Tk]
3a k € K Baxu
My —my > i,

o
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OJIaKJIe CJIE/TN
€

72 (zk — 2ho1) < Y (Mi = my)(zg, — 23-1) < S(f, P) — s(f, P) < —

Y kek keK 1o

Oparne mobujamo

Z (g —x)—1) < €. (35)

keK
Ipumernmo ja unrepsamn {(zr_1, %) trex TOKpHEBajy ckyn V = S, \ T, rae je T
CKYIl Tadaka u3 Sp, Koje cy nojeone radxe nojene P. I3 (35) cienu na je ckyn
V Jleberose mepe nymna. IomTo je ounrmenno ga je m T' ckyn Jleberore Mepe HyTa,
cnequ jga je u Sy, C V UT ckyn JleberoBe Mepe HyJa.

[Ipernocrasumo caza ga je S ckym Jleberose mepe myma. Ckym
€
Se ={z € [a,b] | w(/f, —_—
e lot]| w(fa) 2 =)

je 3aTBopeH moxcKyn wHTepBasa [a,b]. 3amcra, ako je xg € [a,b] \ S, oHma je
w(f,xo) < 30 —a)» 1A MOCTOj1 0 > 0 TakBO 114 je

sup{f(z) | |z — zo| < 6} —inf{f(z) | |z — 20| < &} < <

2(b—a)’
na je (zo — 9,29 +9) C [a,b] \ Se. Omarne crenu na je [a,b] \ Se orBopen, na je S.
3aTBOPEH.

N3 S, C S cmean ga je S. ckym Jleberose mepe Hysa ma, Ha ocHOBY Jleme 14,
nocroju konauna damuauja (ai,b1), ..., (ag,br) OTBOPEHUX MHTEDBaAJIA TaKBa 13

je
k k
c Uty w0 « (36)
AR = 4z21[1apb] |f ()|
Moo je 3a t € [a,b] \ U?:1(ajv b;)
€
W(f, t) < m7

3a cBako ¢ € [a,b] \ U?ﬂ(aj: b;) nocroju unrepsas I, Takas na jet € [, u

sup f(x) — inf f(z) <

z€l; xel; 2(b— a)'

: (37)

Moo je ckym [a, b] \Ule(aj, b;) 3aTBOpEH TOACKYT WHTEpBAIA [a, b], 3 TOKpH-
Baba

k
T ={L|te€lab]\ Uaj,

MOXKEMO JIa M3JBOjJUMO KOHAYHO TOTHOKpHWBamwe I; , ..., Iy (B. mokas Jleme 14).

Heka je P mozmena wHTEpBaia [a, b] 4mje cy mojieoHe Tavyke Tavyke ai, by, ..., ag, b

W rpaHuYHe Tadke waTepBana Iy, ..., I . 3a oBy momeny Baxuhe
S(f,P)—s(f,P) <e. (38)

Bancra, pasasajajyhu cymy S(f, P)—s(f, P) = (M;—m;)(x;—x;_1) Ha IBe CyMme,
OJT KOjUX TIpBa, OJ[roBapa TIOeOHNM HHTepBaanMa (aj, bj) a apyra watepsammma Iy,
u upumemyjyhiu (36) wa nupsy u (37) na apyry mobujamo (38). Ilpema Teopemu 8
TO 3HAYH 72 je pyHKIHja f uaTerpadbmana mo Pumamny. v
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[Ipumerumo ma ce Iocmemuie 6 u 7 Mory m00UTH U Kao MOCIEIUIA TPETXOTHE
TeopeMe.

3anarak 37. IIpumenom Jleberose Teopeme 0 HHTErPAOMITHOCTY UCIIUTATH HH-
terpabunaoct Pumanore dyuknuje w3 Ilpumepa 17 wa crp. 118 m Iupuxsieose
dbyurnuje u3 Ipumepa 12 ma crp. 172. Ynopeautu nocaeamu 3aK/by9aKk ca 3a-
JaTKOM 35 Ha CTp. 292. v

5.4. 2KopmaHoBa Mepa. VHTerpaiuja 1o Ipou3BoJbHOM cKyIry. Heka
je [a,b] C R orpanuven unrepsai. Ilo nedbununuju Pumanosor unrerpana je

b n
/ 1dxzsule~Ak =b—a,
a LA
Tj.
b
JIy’KWHA WHTEpBana [a,b] = /1d:1:. (39)

a
MoruBucanu THME, MEPEHe Ty KUHE HHTEPBAJIA MOXKEMO /13, YOIIIITUMO Ha, cjenehn
nauwa. Heka je S C R u neka je

(2) = 1 3azelf
0 3ax ¢S

KapakTepuctndna Qyskiuja ckyna S. PyHKiuja X g je IPeKuaHa y CBAKO] TAYKU
pyb6a 05 ckyua S (8. Hedunuuujy 22 na crp. 51) u HenpeKugHA y CBUM OCTAIUM
TagKaMa. 3auCTa, MPETIOCTABUMO 1A je

redS=SnR\S9).
Taza, no nedbununuju 3arsopema ckymna (dedbununuja 22 na crp. 51), y cBakoj
d—oKoJIMHM TauKe T mocroje tauke r1 € S u xo € R\ S. Iowro je Taxa

xs(r1) — xs(z2) =1,

dyHKIHja Ys He 33m0Bo/baBa KoIujeB ycioB y Tadkw x, 1a je MPEKUIHA Y TOj
rauku. OOpHYTO, HEKA BazKu

r¢dS=SNnR\S).
U3 nedununumje 3aTBOpema cKyna cieau aa mocroju ¢ > 0 takso ja je (r—3d, x+3) C
S wum (x—d,x+ ) C R\ S. VY nupBom ciyuajy je xs = 1 na (x — 0,z + ), ay
apyrom xs = 0 na (x — 0,2 + 0). ¥ oba cayuaja dbyHkImja s je HENPEKUIHA Yy
Ta4YKu IT.

Heka je [a,b] unrepBan xoju caapxu ckym S. N3 Teopeme 9 ciequ na je xs
uHTerpabuiaHa o PuMaHny Ha [a, b] ako u camo axo je py6 0S ckyn JleGerose mepe
Hysna. Y TOM Coyd4ajy, cKyn S Ha3uBa ce Mmepapusum y sRopdanogom cmucay, a
6poj

b
w(S) = / xs(x) da (40)

Ha3WBa ce JRopdanogom mepom CKyma, S.

o cama cMo roBOpHN O WHTErpaJy byHKIuje neduHUCAHE HA WHTEPBAJY.
Heka je cama S C R mpomssoman orpanumden ckym u f : S — C orpanude-
na dyskuuja. Wuarerpan dysrumje f no ckymy S medunucahemo Kao mHTErpas
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dyHkIHje Koja je jegnaka dyHkuuju f Ha cKymy S ¥ je/lHAKa HYJIU BaH CKymna S.
IIpemnuznuuje, Heka je

b
/S f(z)d = / f(@)xs(x) dr, (41)

rae je [a,b] 6uiao Koju mHTepBaN TakaB na je S C [a,b]. YKOIWKO WHTErpas Ha
necuoj crpanu y (41) mocroju, Ha3uBaMO ra unmezpasom Pynryuje f no ckyny S.
V3 oy pedununujy, 2Kopaanosa mepa (40) cKyma MOXKe Ja ce u3pa3u Kao

u(s) = [ 1ds,

mrro, 3ajeano ca (39), mokasyje na je 2KopaanoBa Mepa MHTEPBAJIA HErOBa, Iy KUHA.
Creneha nema moka3yje ma cy ose medununmje 100pe, Tj. 1a HE 3aBuUCE 01 m300pa
unrepBasa [a,b] Koju caapxku ckyn S.

Jlema 15. Heka je S C [a1,b1] u S C [az,b2] u nexa je f : S — C oeparuue-
na Pynkyuja. Tada je pynryuja f - xs unmeepabusra no Pumany na unmepsany
[a1,b1] axo u camo axo je unmezpabuana nwa unmepsary [as,bs] u eastcu

by b2
f@)xs(c)de = [ f(x)xs(c)da.

a a

A Dyukiyja f - xs Moxke Ja Oyle TMpeKuIHa y Taykama npekuaa Gyukmuje f u
y Taukama ckymna 0S. Omarie, Ha ocHoBy JleberoBe TeopemMe O MHTErpAOUIHOCTH,
cienu za je dynkuuja f - ys unrerpadunna no Pumany na unrepsaiuy [a1,b;] ako
U CaMO aKO je MHTerpabusIHa Ha MHTEpBaJy [asz, ba).

Heka cy }51 u ﬁg nozesie unrepsaja [ai, b1 u [as, ba]. Heka je Py nonesa unrep-
BaJia [a1, b1] Koja caupzku cBe Tauke IOjEse ]31 ¥ TadKe MoeJae ]52 KOje TIpumajiajy
ckymy [a1,b1] N [ag, bs]. Ha camuan mauwe xoHCTpymmmMo mogeny Pp mHTEpBasa
[az, ba], MOMABamBEM TavaKa IOAEITEe P KOje mpunanajy ckymy [a1,b1]N[az, bs] momemmn

P,. ®ynkuuja f - xs je jenHaka Hynu BaH WMHTepBamta [aj, bi] N [ag, bs], Guhe
S(f-xs,P1)=8(fxs,P)-

Tomena Py je dbunuja om momemne ﬁl, a momena P, je dunmja om nmomese ﬁg. ITomro
je oBa KOHCTpyKIuja moryha 3a mpow3BoJbHE mozene P; u Py, mokas Jleme caemn
u3 Jleme 12 u nedununuje PumanoBor naTerpama. \V4

3amarak 38. (a) Jokasaru na je 2Kopmanosa mepa ckyma S C [a,b] jennaka
HYJIF aKO M CaMO aKo 3a cBako € > 0 mocToju KonauHa dbavuinja nareppana (ag, by),
.., (an,b,) TakBa ga je

S C (a1, b)) Ue-U(an,by) 1 Y (b —ax) <e.
k=1

(Vuyrcrso: ako je unrerpasn (40) jeqHak Hysm, HOCTOjU O MHTEPBaJA [a, b]
TakBa 1a 3a ropmwy lapbyosa cymy dynrmmje xs Baxku y M)Ay < &.)

(6) Heka je ckyn S ZKopnanose mepe nyia. Jokasaru ga je S Jleberose mepe
HyJIA.

(8) Hokazaru na je QN [a,b] ckyn JleGerose mepe Hysa, aju ja HUje MEPJLUB
y ZKopunanosom cmucity. (Yuyrcrso: pokaszaru ga je 0Q = R.) v
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5.5. CBojcrBa PumanoBor narerpasa. 13 Teopewme 7 ciaenu ma ce cBa CBO-
jerBa KormmmjeBor nuarerpasa npernoce na Pumanos uaterpan nenpexuone pyHKIHje.
Hagerrhemo cama meka cBojcrBa PuMmaHOBOr mHTErpasia Koja Bazke 3a IMPOU3BOJbHE
dyuknmje naTerpabnane mo Pumany.

Jlema 16. Hexa je S C R oepanuuen ckyn u nexa cy pynkyuje f: S — C u
g : S — R unmezpabusne no Pumany. Tada eascu

/f ) dx /|f |dx

Axo je u f peaana u axo je f(x) < g(x) sa ceaxo x € [a,b] onda je

/f dx</ g(x) dz.

A U3 nedununmje naTErpaja Mo NPOU3BO/HFHOM CKYILY CJIEIU J1a MOXKEMO J1a peT-
nocrasumo z1a je S = [a,b]. Dokasz caga cienu u3 oxrosapajyhux ceojcraBa 3a
KOHAYHE CyMe. \V4

Jlema 17. Hexa je S C R oepanuuen ckyn, nexa cy dynxyuje f : S — C u
g: S — C unmeepabuane no Pumany u nexa je A € C. Tada je

13ﬂm+wmmx=4fumx+ég@m@ LxﬂwmzALf@mx

A U3 pedununuje uHTerpaJa 1mo IMpou3BOJ/bHOM CKYITy CJIEIU Ja MOMKEMO Jia Ce Or-
panu4yuMo Ha ciaydaj S = [a,b], a u3 (29) na MoxkeMo Ja npernocraBuMo Ja cy f u

g peanHe QyHKIH]jE.
owro cy f u g uarerpabunune dyukuuje, 3a cBako € > 0 nocroju nogena P
uHTEpBala [a,b] TakBa 1a je

b b
P)> [ f(x)dz—35, S(f,P)<[f(z)
b b
s(g,P)> [g(x)dz—5, S(g9.P)< [g(x)de+5
U3z sup(f + g) <sup f +supg, inf(f + g) > inf f + inf g cneun
S(f +9,P) > 5(£, P) + s(g, P >ff Ydo+ [ g(x) do — <.

S(f+g,P)<S(f,P)+ S(g,P <ff dm+fbg(33)d:c+5,

a je
b

/bf(x)d:v—i—/bg(x)dm—a</b(f(x)+g(x))dm</bf(x)dx—i-/g(a:)dx—l—e.

a a a
IormrTo je € mpou3BO/BHO, THME je JOKa3aHa mpBa jeguHakocT. CauvHO ce J0Kasyje
u gpyra. \V4

Jlema 18. Hexa je gynryuje f : [a,b] = R unmezpabuana no Pumany. Tada

6aAIHCU
/f mf/f m+/f
).

3a ceaxo ¢ € [a,b]
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A Tlomo je f(x) = f(2)(X[a,) (%) + X(c,5 (7)), B3 cBOjcTBa 3. Jleme 17 cienn

(f(@)X(a.c (2) + (@)X (e (2)) d

b
f(‘r)X[a,c] (q;) dr + f f(‘r)X(c,b] (l‘)) dx

= [ J@det [ f@)de
la,c] (e,b]

— i@t [ @) a

a

B R —

V mocnenmem kopaxy cmo kopucruin jenmakocr [ f(z)dx = [ f(z)dz koja
(e,b] [e,b]
JNaKo ciaeau n3 geduHunrje PuManoBor nHTErpaia. \V4

3amarak 39. Heka je a > 1w f :[1,a] = C Henpernano audepenmjadbuina
dyuknuja. Jokazaru 1a je

re je [x] meo geo peasHor Gpoja x. v

3anarak 40. okazaru na je, 3an € N,

ntl sin (7wz) 2 -~ (—1)k-1
/1 2] dr = - Z Y

v

Y Teopemu 3 na 264. crpanu CMO BUIEIN KAKO ce audepeHnupa UHTEerPaJl
nenpexudne (DYHKIMje MO TOPHOj TpaHuiu. Vcru pe3yarar BaXKw W 33 uHme-
epabusne dyHKIHje, ako ce MudepeHIupame BPIN y TadKaMa, y KOjuMa Cy OHE
menpekuane. llperusnanje, Baxxu ciaeneha Teopewma.

Teopema 10. Hexa je f : [a,b] — C unmezpabusna dynruyuje. Tada je dym-
KUUJQ

Plz) = / "ty at

nenpexudna wa [a,b]. Axo je dymkyuja f nenpexudna y mauru xo, onda je F
dugepenyujabuana y moj mauku u eascu F'(xg) = f(xg).

A Tlomrro je f wnrerpabuina, oHa je orpanuuena, Tj. Baxu |f(z)] < M 3a Heko
M € (0,+00), na je

x+h z x+h
Fth)—F@)| = | | ftydi—f f(t)dt]:| 7 rey
x+h

< [ Irlde < M)

x

oflaKJIe caean aa je F HempekumaHa.
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Heka je dynknumja f nenpexkuana y tauku rg. Tazga je

xo+h zo+h
|Eleothl=Feo) _ ppo)| = |2 ftydt—1 [ f(zo)dt
zo+h
= [+ (F(t) ~ f(xo)) dt]
zgai)h

IN

[ 1f() = f(zo)ldt

Zo

< sup[f(8) = flzo)l-
te[zo,x0+h]
ITomro je dbyuknmja f HeMpeknaHA y TAYKHU T, TOCTEIIHN U3PA3 TEKU HYJIN KaJ
h — 0. \V4

Cuneneha teopema je yommreme [lociequne 2 wa crp. 265.

Teopema 11. Hexa je ¢ : [a, §] — [a, b] nenpexudno dupepenyujabuna bujex-
yuja, p(a) = a, ¢(B) = b u nexa je f : [a,b] — C unmeepabusna gynxyuja. Tada
je u pynxyuja f(p(t))¢'(t) unmezpabusna na o, f] u sasicu

b B
/ f(z) dz = / ()¢ () d.

A Iormro je dyukmmja f narerpaduinna, u3 Jleberose Teopeme 0 HHTErPAOUTHOCTH
cleu 12 je CKYI HheHWX Tadaka Opekuza Mepe Hysna. llomro je ¢ HempekwmHO
madepentmjabunaa, ciemu na je u ckyn npekuna byuxmmje f(p(t))¢’ (t) mepe myna,
ua je, omer 1o Jleberosoj reopemu, u ona narerpabuJina.

Iomro je ¢ Oujexknuja, maKjae MOHOTOHA, 3a CBaKy momeny P :a =ty < t; <
... <ty = [ rauke z; = ¢(t;) gedununty noneny uurepsaia |a,b]. O3naunMo OBY

nozeny ca P,. I3 papHOMepHe HeIPeKNTHOCTH QYHKITja @ 1 0! cnenn

AP)—=0 & AP, =0,

rae je A(+) mapamerap nogene (B. Ilaparpad 5.2 ma crp. 294). ITpumenom Jla-
rpaH)KoBe Teopeme Ha cabupke unrerpaiue o(f, P,£) nobujamo

S FE) g —wial =Y fop(m)lr —ajal =Y fow(m)e (7))t — tial,

Ipu deMy cy Tauke &; m3abpame Tako ga je & = ¢(7;), rme je 7; Tauka mobOHjeHa
npumenoM Jlarpamzkose reopeme Ha QyHKIMjy ¢ Ha uHTepBaNy [t;,t;_1]. Onarie
CJIeI TPAXKEHA jJeJHAKOCT UHTerpaJa, mnpejackom na Jjumec kag A(P) — 0 (s.

dbopmyay (34) na crp. 294). v

5.6. HecBojcrBenn PumanoB unrerpas. Pumanos materpas cmo meduH-
ncau 3a orpaanvere (PyHKIHje KOje Cy nHTerpadbuine mo PuMany Ha orpaHumdIeHOM
unTepBainy [a,b]. HecsojcrBennm PuMaHOB MHTErpas ce OMHOCH Ha HEOTDAHUICHE
uHTEpBase wiu Heorpanmdene gynkmmje. Ako je dbyukumja f : [a,3) — C unre-
rpabusina o Pumany u orpanudeHa Ha CBAKOM WHTEpBamty [a,b] C [a, 3), mumMec

/QB fl@)dz = Z}LI% /ab flx)dzx (42)

HA3UBaMO hecsojemeerum Pumarosum uwmezpansom bynknmje f. Ilpu Tome ce
pouyurra u mMoryhinocr 8 = 0o uim 11rr}j|f(x)\ = +00. Ykosmko jumec (42) noc-
T—r

TOjU KaxkeMo Ja uHrerpas (42) KoHBeprupa, y IPOTUBHOM KazKeMO Jia JAMBEPrupa.
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HecBojcrBenn PumanoB mHTerpas ca yHyTpaIIBOM CHHTYJIAPHOM TA9KOM, HECBO-
jcrBenn PumaHOB mHTerpas ca BHIlE CHHIYJIAPUTETA W [JIABHA BPEJHOCT HECBO-
jerBenor Pumanosor unrerpasa jeduHunly ce Ha MOTILYHO UCTU HAYUH KAO y CJly-
uajy Kormmmjesor nurerpasa.

Awammsom mokaza Jleme 8 u Jleme 10 3akspyuyjemo ga Kommjes kpurepujym
KOHBepreHnuje uarerpasa u [lopeadenu mpuHIun BaxKe u 3a HeCBOjcTBeHn PumanoB
uHTErpas.

6. Puman—CruitjecoB mHTErpas

6.1. Jdedununuja Puman—CruirrjecoBor uarerpasa. JemgHo o yorrmire-
ma Pumanosor unrerpana je Puman—Cruntjecos'® unrerpan, koju ce medumumre
Ha caegehyu HaynH.

Heka je « : [a,b] — R pacryha, a f : [a,b] — R orpannvena dbynkunja. 3a
noneny P = {xg,x1,...,2,} uHTepBanNa [a,b] nedunnmemo

Ay = a(zy) — a(zk-1)

s(f,a, P) kaAak, S(f,a, P) ZMkAak,

rje je my = inf f(CE), Mk = sup f(x). yBem/IMo O3HaKe

TE[Tp—_1,Tk] TE[Tp—_1,Tk]

b b
/af(:z:)da(z) = szps(f,oz,P) u /af(x)doz(z) = irIng(f,oz,P).

IMepmuaumuja 4. Axo je

/ab f() da = Lbf(x) da

oBy BpeaHoCT HazuBaMo Puman—Cmuamgjecosum unmezpasom Gyukimje f o PyH-
b b

kuuju « u o3nadasamo [ f(z)da(x) win [ fdo. Kaga 36or moryhnocru 3abyne
a a

mocroju morpeda Ja ce Harmacu ga ce pagu o Puman—CruirjecoBom, a ue Pu-

b
MaHOBOM, UHTerpaJy, kopucrumo osuaky (S) [ f(z) da(z)

Ako je f : [a,b] — C orpannvena KoMmIiurekcHa dbyHKuuja, wen Puman—Cru-
TjECOB MHTErpaj no MOHOTOHO] dyHKumju « : [a,b] — R je

b b b
/fda:z/Refda—i—i/ Im f de,
a a a

YKOJIMKO MHTErPAaJIM Ha JIECHO] CTPAHU IIOCTOjE.

Hamomena 7. (O ycnoBy moHoToHocTn dbyHKumje «) VI3 monoronocru
dbyukuuje o crenu wena orpanuuenocr: (Va € [a,b]) a(a) < a(z) < a(b). Mo-
ryhie je medunncaru Puman—CruiTjecoB u y ONIITHjEM CIYYa]y, 38 02PaHUMEHE
dyuknuje f u «, 6e3 yciaoBa MOHOTOHOCTH 3a «v. Tazna je ymora dbyHkmuja f u ay

18CTI/IJ'ITjeC (T. J. Stieltjes, 1856—1894), xosaHJACKH MaTeMaTuIap
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. . b . b
.
neduHUIAjA ,caMeTpuUYIHA”: aKO TOCTOjI fa f da onpma mocroju n fa adf m Baxm
,dopMya mapiujanne uarerpamnuje’

b b
/ fda+ / adf = F(b)a(b) — f(a)o(a)

a
(Buperu 3agarak 41 nuxke). Meljyrum, nowro ce riashe Teopeme O €r3uCTeHIUju
Puman—CTuitjecoBor nHTerpaja oJHoce Ha MOHOTOHE (DyHKIHUje (Wi, OmnTuje, Ha
dyukuuje orpannyene Bapujanuje), Mu ieMo ce 3aIpKaTu Ha HUMA. o

Hapasno, Pumanos naterpad je cnermujanuu ciay4aj Puman—Cruiarjecosor, 3a
dbyukuujy a(z) = .
Kao u Pumanos unrerpan, Puman—CrunrjecoB uarerpa Moxe na ce gedpunu-
11e Kao JIMMecC y ipoctopy mnogena. Osa gedunuimja je ananorna gedununuju (34)
Ha 294. crpann: ,
[ f@da= tim o(f.0.P.c) (13)
YKOJIUKO je MCIYHeH jeaan o ciemeha nBa ycaoBa:
e f je HelnpexkuaHA, WK
e « je menpeknzana u mocroju | fdo.
Herasmpe (nebununujy o(f, a, P, €) u exsusasenuujy (43) u Hedununuje 4) unrana
he srako m3BecTu cam, 1Mo y30py Ha aHAJOrHE JeTasbe KoJ PumaHoBOr mHTErpasa.

3anmarak 41. Kopucrehu (43) nokazaru ,dopmyiy napuujanse uarerpanuje”
n3 Hanowmene 7. (Ymyrcreo: ako je P = {zg,...,2n} u & = (&1,...,&), JOKa3aTn
za je
o(a f,P€) = f(@)a()l, — o(f.0.Q,x),
rae je Q = {a,&1,...,&, b}, x = (z0,21,...,2n) w13 A(P) = 0 < A(Q) — 0;
JoKa3aru Ja ofarie ciaeau dbopmysia uz Hamomene 7.) v
U cneneha Teopema ce mokasyje na uctu HadnH Kao Teopema 8 na 292. crpanwu.

Teopema 12. (Japb6yoB kpurepujym uarerpabusiaoctu) Puman—Cmua-
mjecos unmezpas

/bf(l‘) da(x),

2de je f : [a,b] = R oepanuvena u « : [a,b] = R monomona dynryuja, nocmoju
axo u camo axo 3a ceaxo £ > 0 nocmoju nodera P unmepsana [a,b] maxea da je®

|S(f, o, P) — s(f,, P)| < e. (44)

HMocnemuua 8. Axo je [ : [a,b] = R nenpexudua, a « : [a,b] = R pacmyha
dynxyuja, onda nocmoju f; f da.

A Hexa je € > 0. Taga nocroju h > 0 takso 1a je (a(b) — a(a))h < e. ITomro je f
paBHOMEpHO Henpekuaua Ha [a,b] (10 Kanroposoj reopemu), nocroju § > 0 rakso
Ja

[z =yl <6 = [f(z) = [y <h

Ako je o pacryha, 3mak amcosyTHe Bpeanoctu y (44) je cyBHIIAH, jep y TOM CIyd4ajy
noma Jlapbyosa cyma uuje Beha ox ropme. Hapasuo, ommrTu ciydaj cBoau ce Ha ciay4aj pacryhe
dyHKIMje: ako je o omagajyha, oHna je —a pactyha.
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Opariie cienu na 3a cBaky nogeny P 3a kojy je A(P) < § Baxku My — my < h, na
je
S(f,a, P) = s(f,o, P) =Y (M — mp)Aay, < h Y Aay, = h(a(b) - a(a)) <e.

k=1 k=1
. b
Oparie, va ocaoBy Teopeme 12, cirefu 1a ocToju fa f da. \V4

HMocnemuua 9. Axo je f : [a,b] = R monomona, a « : [a,b] = R pacmyha u
Henpexuona Pynryujae, onda nocmoju f: f da.

A Heka je ¢ > 0 un € N rakso ga Baxu M(f(b) — f(a)) < e. U3 nenpexun-

HocTH (DYHKIMje o cleinm Ja TOCTOju mojena P Ttaxsa ma je Aoy = M

Ipernocrasumo (ue ymamyjyhin onmrocr) na je f pacryha dyukuuja. Tazna je
My, = f(x) u m = f(x—1), na je

S(f,0,P) = s(f,0, P) = 0= S (f(0) — flay 1))

k=1
_ a(b)—a(a)
= =5 (f0) - fa)) <e.
To, ma ocaoBy Teopeme 12, 3Ha4n 1a MOCTOjH f; f da. v

IMocnemuuma 10. Hexa je f : [a,b] — [A, B] oepanuvena u o : [a,b] - R

) b )

pacmyha dynuxyuje. Axo nocmoju fa fda, onda 3a ceary nenpexudny dynryujy
¥ : [A, B] = R nocmoju ffw o fda.

A Hexa je € > 0. I3 paBHOMepHe HenmpekugaocTr dbyHKuuje ¢ Ha [A, B] cienn na
mocroju § > 0 TakBO Ja BayKu

[z —yl <o = [Y(x) =y <e

. . b .
u jga je € > §. Ilomrro mocroju fa fda, u3 Teopeme 12 cireau ma mocToju mojesa

P ={xg,...,z,} unrepBana [a,b] Taksa Ja je
S(f,a,P)—s(f,a,P)<52. (45)
Hexka je
mg = inf  f(x), My = sup  f(z),
TE[Tp—1,Tk] z€[zp_1,Tk]
mj = inf 9o f(x), My = sup o f(x).
TE[TK—_1,Tk] TE[TR—_1,Tk]

Hexa je

S::{k\Mkfmk<5}, T::{k|Mk*me(S}.
U3 (45) cnenu
8 Aay < (Mg — mp)Aay, < 6%,

keT keT
mna je
SWof,a,P)=s(of,a,P) = 5 (Mf—mp)Aag+ > (M —mi)Aay
kes keT

< ea(b) — ala)) + 2sup [¢(y)[d
<e((a(b) — a(a)) + 2sup |P(y)))-

Bakspydak caga ciaenu u3 Teopeme 12. \V4



306 6. OJPEBEHU MHTET'PAJI

6.2. CsojcrBa Puman—CrunrjecoBor unrerpasia. Heka cy a: [a,b] = R
u f:la,b] = R pacryhe, a [ : [a,b] = C u g: [a,b] — C orpanuyene dyHkuuje.

(1) Axo je u € C u ako nocroje f; fdan f;gda, Taja HoCToje ’ ff(f+g) da
n f;(,uf) da w BaXM

/ab(f+g)do¢=/abfdoz+/abgda, /ab(uf)da:u/abfda.

(2) Ako cy f u g peamne u (Vz € [a,b]) f(z) < g(x), n ako mocroje f;fda u

b b
/ fdag/ gda.
a a

(3) Ako je a < ¢ < b u ako nocroje f: fda, [T fdou fcb f da onpa je

/abfda:/:fda—&—/cbfda.

(4) Axo je (Vx € [a,b]) |f(z)] < M u ako nocroju f; fda, onpna je

/abfdoz

(5) Ako nocroje f; fdan f; f dj, onma mocroju u f; fd(a+ B) n Baxkn

/abfd(a+ﬁ)—/abfda+/abfd6.

(6) Ako nocroju f; fda u ako je ¢ > 0, onna nocroju u fab fd(ca) u

/:fd(ca):c/abfda.

(7) Axko nocroje fj fdan f:gda, OH/I3, TOCTOjH U f:(f - g) da.

fab gdo, onga je

< M(a(b) — a(a)).

(8) Axko mocrojn f; [ da, onna moctojn u ff |f| da m Bazkm

b b
/ fda S/ |f| dex.
a a
3amarak 42. Heka je

)0, 322 €[-1,0] )0, 3ax€[-1,0)
J(@) = {1, zaz € (0,1], ale) = {1, zaz € [0,1].

/_11fda:/_01fda+/01fda (46)

u3 crojctha (3) e sasicu, TOIMITO fflfda =0 = folfda =0, a f_llfda y
cmuciy (43) ma crp. 304 He nocroju. [da su oBaj wHTErpas mOCTOjU y CMUCITY
Hedununuje 4 va crp. 3037

JokazaTu Ja jeHAKOCT
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YiyTcrBO: MHTErpaju Ha JecHO] crpaHu y (46) mory ma ce uspadyHajy 1o
nedbUHUIU]U; HEIIOCTOjatbe MHTerpaJa Ha JieBoj crpanu y cmuciy (43) cienu us
yumbeHule 1a cBaky nogeny P raksy na 0 ¢ P Baxu

S(f,a,P) —s(f,a,P) =1
VuopenuTtu oBaj 3aki/bydak ca Teopemom 12. v
IMpumerumo na cmo ca (34) na crp. 294 namu nedunuuujy Pumanosor uw-
Terpasia exeusaseHmuy nedbwHUIMjH moMohy ropmux u nomux lapbyoBux cyma.
IIperxonuu 3amarak mokasyje mga anajorua aedununuja Puman—CruirjecoBor nn-

rerpaja, gara y (43) wa crp. 304 y ommrem ciydajy (aKO HUCY MCILyE-EHH YCJIOBU
HaBelleHU u3a he) Huje ekBuBasiedTHa ledbununuju 4.

6.3. CBoheme Puman—CruarjecoBor nHTerpasia na Pumanos. Bunenn
cmo 12 je Puman—CruiitjecoB maTerpas yommreme PumanoBor, Ha KOju ce CBO/HU 3a
afz) = . Caeneha reopema naje jour jenan npumep csohema Puman—CruirjecoBor
nHTEerpaja Ha PuManos.

Teopema 13. Hexa je dynruuga f : [a,b] = C unmezpabusna no Pumany u o :
[a,b] = R pacmyha dudepenyujabursna dynryuje, maxsa da je 3—3 UHMEZPAOUNHA

no Pumany. Tada nocmoju fb fda u easrcu

/fda—/f—dx

A Tlpumenowm JlarpanzkeBe Teopeme Ha (byHKuHJy « /1061/1jaMo

> f&)alz;) = alzj) Zf &)a 1)
_Zf ’gj — T 1>+
+Zf (&)(a(ei) — /(&) (wj — wj-1)-

Dyukiuja f je orpanuyena, a o I/IHTeI‘pa6I/I.HHa, mTo HaM oMoryhasa j1a u360pom
JIOBOJBHO (bHHE T0oese OCTeamhH cabupak HAIIPABUMO IPOU3BOHHO MamnM. Jlokas
CTIe/IA TPEJTACKOM Ha JINMEC y MPOCTOPY TOIEIA. \V4

Hanowmena 8. Teopema 13 u Sagarak 41 majy nam jour jeman Joka3 dpopmysie
napiujaine waTterpanuje 3a Pumanos uaTerpan. IIpumerumo ma ce Taj J0Ka3 He
mo3uBa Ha Ibyra—J/lajorunoBy dopmyny, Tj. Ha Be3y Heompehenor m ompehenor
(PumanoBor) unTerpasa. o

Teopema 14. (IIpBa Teopema o cpenmoj Bpenuoctu 3a Puman—Crun-
Tjecos maTerpan) Hexa je f : [a,b] = R nenpexudna, a o : [a,b] — R pacmyha
dynryuja. Tada nocmoju mauka ¢ € [a,b], maxea da je

b
/ fda = f(e)(alb) - ala)).

A Heka je M = supj,y) f, m = infl, ) f. Taza je

b
mla() - a(@) < [ fda < M(a@) - afa)).
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Opmarse cienu na je
b
[ da=6a®) - ata)
3a HeKo 0 € [m, M]. 3 nenpexuanoctu dyukipmje f crean na je f(c) = 6 3a Heko
c € [a,bl. \V4

Teopema 15. (Ipyra Teopema o cpeh0j Bpeqaoctu 3a Puman—Crui-
TjecoB uaTerpain) Heka cy f,a : [a,b] = R monomone dynxyuje u nexa je «
nenpexudua. Tada nocmoju mauxa c € [a,b], maxea da je

b
/ fda = f(a)ale) — a(a)] + f(b)[a(b) — ()]

A W3 Ilpse Teopeme O Cpers0j BpPEIHOCTH U (DOpMyJe MapiifjaiHe WHTErpalyje
(3agarak 41) crenn

b b
/ fda = f(B)a(b) — f(a)ala) — / o df
— FB)alb) - f@)ala) - ale)(f() - F(a))

3a HEKO ¢ € [a, ], onakue ce cpehuBamem mobuja Tpaxkena Gopmysa. \V4

3anarak 43. U3sectu Teopeme O cpenmboj BpegHocTu 3a Pumanos umarerpast
U3 TEOpeMa O CPeamo] Bpeanoctr 33 Puman—Cruitjecos. v

3amarak 44. Kopucrehn nebunnimjy Puman—CruiarjecoBor mHTErpajga Kao
JIMMeca y TIpOCTOPY Mo/ieta, fo0Ka3aTu ciaesnehe yomnrireme TeOpemMe 0 CMeH! IIPOMEH-
spuse y PumanoBom unrerpany. Heka cy f,¢ : [a,b] — R Henpekunne dyukuuje.
Heka je y3 10 ¢ crporo pacryha, un neka je ¥ = ¢~ ! mena unsepsna GyHKIuja.
Tana je

b »(b)
[ t@de= [ i avee),

a v(a)
r7e je Ha JieBOj crpanu Pumanos, a va gecuoj Puman—CrumrjecoB nunrerpas. Jloka-
3aTu 0BO TBpheme. Ilpumernmo 1a di) HA JECHO] CTPAHM MPEICTaB/ha O3HAKY, U 11
HUCMO IIPeTIocTaBmIn A2 je v mudepennujabuina. YKOIUKO je ¢ mudepenimja-
owHa, OBO TBpljeme maje, Kao crenujasnu caydaj, TeopeMmy O CMEHU MPOMEHJHUBE
y PumanoBom mHTErpasy. v

6.4. ®yuknuje orpanndene Bapujanmje. Heka je f : [a,b] — K nedwun-
ncaHa Ha wHTepBany [a,b] C R ca Bpeguoctnma y mosy K € {R, C}. Axo je

P:a=ty<t1 <---<t,=0b

nozesia naTEpBasa I, 1H0j MOKEMO J1a MPUIPYKAMO OPOj
n
VI(fi P) = [ (o)l + Y [f(tk) = f(tk1)]-
k=1
Tomasna eapujayuja Gbyukimje f Ha nHTEpBAIY [a, b] je 6pO]
Vg (f) = sup V,/(f; P).

Ykonuko je oBaj 6poj KoHauaH, GYHKIH]Y [ HABUBAMO GUHKUUOM 02paHUYEHe Gap-
ujayuje.
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Axo je K = R, cBaka dynkuuja orpanudene sapujaumje f : [a,b] — R je

pas3nuKa JIBe MOHOTOHE (pyHKIH]e:
foy = Yk (D + 1) Ve, () = (),
2 2

Baxxu u obpuyTo, ako je f = fi; — fo 3a monoToHe (dyHKIHEje f1 u fo, oHma je f
dyHKIMja OrpaHuYeHe BapUjalluje.

OBo onaxkame HaM omoryhasa ma nedwununuje u TBphema Be3ana 3a Puman—
CTuaTjecoB MHTErpal ¥ MOHOTOHE (hYHKIH]je, TPOIUPUMO Ha (DYHKITHje OTPAHUIEHE
Bapujanuje ca Bpemgaocruma y C.

3anmarak 45. la au je

xT : t
F:[0,+00) = R, F(m):/ %dt
0

dyHkImja orpanndene Bapujannje? v
3amarak 46. Heka je f : [0,27] — R dynxmmja orpannvene Bapujainmje Koja

samososbaBa f(0) = f(27). dokasarn aa je

‘ /0 " @) cos(nz) d

1
< fVeur%Tr I
n

v
3anarak 47. Ckuuuparu rpaduk dyukuuje x — Vary f ako je
(a) f:[-2,2] > R, f(z) =322 — 223, a = —2;
6) f:00,2] = R, f(z)=[z] —2,a=0. v
Sanarak 48. 3pauynarn f05 zd([z] — ). v

3amarak 49. Heka je g : [a,b] & R dynxmmja orpannyene Bapujamnuje, He-
npekuaHa y tauku & € [a,b], n weka je f : [a,b] = R dynrimja nedunncana ca

f© =1mf(z) =03z ¢

(a) Jda nu nocroju CTusirjecoB uHTErpas f; fdg? Ako nocroju, uspadyunaru

ra.
(6) Jda siu ce oarosop y (a) Merma aKO U30CTABUMO YCJOB HEIPEKHIHOCTU
dbyurumje g y Tauxn &7 v

3anarak 50. Hdare cy dyukuuje

1, 2>0 1, >0 L =>0

y X Z y X

p(x) {07 x<0’x() {07 xgo,"() D, =0,
b x < 0.

Heka je f:[—1,1] — R orpanuduena ¢ynkuuja.
(a) Hdoxaszaru na CTUIT]ECOB MHTErPA f_ll f dp mocrojn ako u camo axko je f
HEMPEKNIHA Ca JeCHe CTpaHe y HY/IW W W3PAYyHATH T'a Y TOM CJIyUajy.
(6) Hoxazaru ma CTHATjeCOB MHTErpa f_ll f dx mocroju ako m camo ako je f
HEMPEKHUIHA, Ca JIEBE CTPAHE Y HY/JIH U U3PAUYHATHA I'a y TOM CIIyIajy.
(B) Hoxasarn na Crunrjecos uurerpan [~ f dn nocroju ako u camo axo je f
HEMPEeKUIHA V HYJIU U U3PAYYHATH T'd Y TOM CIydajy.
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(r) Hexka je {£,}52, mu3 y (0,1), {\,}52, Hu3 mo3uTnBMHEX OpOjeBa, Takas
na pex Y. A, komseprupa u g(z) = >0 Ayp(z — &,). Jokasaru na
3a cBaky menpekuany dbyukuujy 1 : [0, 1] = R Baxn

1 %)
| vda= S nte.
n=1

[Mocnenmwa jennakoct mokaldyje ma CTuaTjecoB WHTErpaJj yomITaBa pe-
IOBe. v

3amarak 51. Heka cy f, g : [a,b] = R orpannuene dbyHkimje.

(a) Heka je Gap jenma om dymknuja f,g menpekmapa y tadku ¢ € (a,b).
JlokazaTn Ja u3 er3uCTeHIyje HHTerpasa,

!chdg u !Abfdg

CTIeSTN €r3UCTEHNNja HHTErPaIa

/abfdg.

(6) Jda nu (a) Bazku u ako cy obe pyHKIUje IPeKuHe y TauKu 7 v

7. 3acHuBame ejieMeHTapHNX QyHKIHja momohy mHTErpaJsa

Y T'maBu 2 cMO CTpPOTO 3aCHOBAIM €jeMeHTapHe (DyHKIHje peajHe MPOMEH-
souse (Bugeru dedunurujy 1 na crp. 102) nosnasehu ox cBojcraBa peannux 6pojesa
n3ygaBanux y [masu 1. [Ipu Tome je medpunnnmja parmuoHa nux GyHKINja H3BEIEHA
U3 anrebapCKUX CBOjCTABA [0Jba PealHux OpojeBa (M KAO TAKBA, BAXKU Yy CBAKOM
1OJbY ), JOK je 3a jedUHUIM]y eKCIIOHEHIIMJAIHUX U TPUIOHOMETPUjCKUX ByHKIMja,
Kao U HhUMa WHBEP3HUX, OUJIa HEOmXoaHa AKCHOMa CyTpeMyMa, U HEKU O heHUX
eKBUBaJIieHATa. ¥ CJIy4ajy eKCIOHEHIHjasiHe QyHKIMje, AKCHOMY CympeMyMa CMO
IpuMeHnH Beh Py J0Ka3y er3uCTeHIje KOPeHa, Tj. pellaBama jeJHadnHe £ = a
(Bugeru nokasz Teopeme 22 na crp. 55), mro Ham je omoryhumio na pedunuimemo
e" 3a r € Q. 3arum cMo, moHOBO oMohy Akcuome cynpemyma, Jgedurucanu e 3a
cBe x € R, mokazanu ma je HyHKIHjA

fiR = (0,400),  f(z)=¢€"

OujekImja u meUHUCAIN 0] HHBEP3HY, JIOTAPUTAMCKY (DYHKIIH]Y.

Y caydajy Tpuronomerpujckux (byHKIHja, AKCHOMY CYyIpEeMyMa CMO HCKOPHC-
Tuu 12 aedunuiiemo, He GYHKIN]Y, HETO TPOMEHJbUBY — APy MEHT TPUTOHOMETPH-
jekux PYHKIHjA je Y260, U, eKBUBAJECHTHO, TAYKA jJeIUHUIHOT KPYTra ¥ KOMILIEK-
cuoj pasuu (Bugern dedbununujy 34 wa crp. 75). 38 KOPEKTHO 3aCHUBAILE MOJMA
yTJIa UCKOPUCTUJIN CMO AKCHOMY CyNpeMyMa W IyKUHY JIyKa jeIUHUYHOT KPyra
neduHUCATN KA0 CYNPEMyM IyXKWHA, U3J0M/beHuXx juauja. (Ogarie cMO u3Ben
neduHAITje CHHYCa W KOCHHYCA KAO IPOJeKIHja TadKe jeJUHUIHOr KPyra Ha KO-
Op/IMHATHE OCe, a 3aTUM U JeduHULIn]e OCTAINX TPUIOHOMETPHUjCKUX M WHBEP3HUX
TPUTOHOMETPHU)CKUX (DYHKIIH]jA.

Y I'naBu 4 cmo BHean Kako ejgeMenTaphe GyHKIMje MOTY 1a ce neduHUIy Ha
ejleraiTaH HaduH nomoly crenenux pezosa (Buzeru ledununumjy 13 ma crp. 228
u Mebununujy 14 usa we). Ilogcerumo ce ga ce Ha OBaj HAYUH eJIEeMEHTAPHE
dyHKIHje peasiHe TPOMEH/bUBE MPOIIUPY]y U HA KOMILJIEKCHUA JOMEH.
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ITokazkuMo caja Kako ejieMenTapHe pyHKImje MOTy fa ce aedunutry y3 momoh
nHTerpasa. Beh cMo crmomenynm fa cy parmoHanHe GpyHKOHEje 100po meduHICAHE
y CBaKoM 1osby, 1a hemo nohu ox jeaue on wux — dyukuuje f(t) = 1/t. Ilomohy
e, MOXKEMO 1A depuHuwemo TIPUPOTHY JIOTAPUTAM Ko

1
logx := / n dt, 3a x> 0. (47)
1

U3 OcHoBHe Teopeme mHTErpajHOr padyHa (cTp. 264) cienu ma je oBako jedun-
ucana dyskiuja audepennujabuina (crenujasno, u Henpekuana). ludepenim-
parbeM 10 ropi0oj rpanuiy unrerpaia (47) mobujamo

d 1
1 == 4
dr 8% x>o’ (48)

OITaKJIe Cieau 1a je jjorapuraMcka ¢pyHknuja crporo pactyha. Beh 3mamo ma mam
je mo3HaBame m3BoJa (PYHKIMja JOBOJHHO A MPUIMIHO JETAJHHO UCITUTAMO HUX0BA,
csojctBa. Hmp, morapuramcka ¢pynkmnuja he umarn jeqwHCTBEHY HYTy T = 1, jep je

crporo pacryha u
1
1
log 1 :/ —dt=0.
1 t
3 nuBeprennuje mHTErpaIa
1 +oo
1 1
/ —dt u / —dt
ot 1t

mli>Hol+ logz = —oc0 u IEIEOO log z = +o00. (49)

3aKJbydyjeMO J1a je

Crpory MOHOTOHOCT JiorapuTaMcke (BYHKIHje MOXKEMO [1a UCKOPUCTUMO U I3
JlaMO aJITePHATHBHY deunuyujy 6poja e, Kao jeIMHCTBEHOr PelIeHha jeIHAYMHE
logz = 1. Ilpumerumo na oBa jequauuna uma perierme, nomro u3 (49) u Henpexu-
HOCTHM CJeW Ja JIOTapUTaM Y3WMa CBe peajiHe BPETHOCTH, W J1a je OBO pellerse
jeauHCTBEHO, 300T CTPOre MOHOTOHOCTH JIOTAPUTMA.

I3 MOHOTOHOCTY W HEMPEKWUTHOCTH JIOTAPUTMa CJAeTU Ja je

log : (0,400) = R

Oujexiuja, ma mma wHBep3Hy dynkumjy. Ha Taj HaumnH Moxkemo, mosazehin o
teopuje onpehenor naTErpana, ga deguruwemo GYHKIHjy x — €¥ Kao WHBEP3HY
dyukuumju (47). U3 npasuna 3a uzsox unsep3ue dbyHkImje 100ujamo
d
e
Y OBOM TIpHCTYTY 3aCHUBAIHY JOTAPUTAMCKUX M €KCTIOHEHIHjaIHUX (DYHKITHja
IbAXOBA OCHOBHA ajirebapcka CBOjCTBA MHOTO Ce JIAKIIe /T0Ka3yjy HEro y MpHUCTYITy

nedunucamy noMoly pemoBa uiau JaupekTHe mpuMeHe Akcuome cynpemyma. Paan
WIyCTpallfje, JIOKAXKUMO CBOjCTBO

T =e".

log (zy) = logx + logy 3a cBe z,y > 0.

Hexka je y > 0 mpousBo/bHa KOHCTAHTA U

h(z) = log (zy) — (log x + logy).
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Hudepentnupamem 100ujamo

Moo je h(1l) = logy — (logl 4+ logy) = 0, a dbyukuuja h je nedunucana u
nudepeHnyjabuIHa Ha HHTEPBay, u3 Jlarpanxkese Teopeme cieau ga je h = 0.

3amarak 52. Jloxazatn ma je log (a®) = bloga 3a a > 0. v

3anarak 53. [lonasehu o oBe nedunuImje 6pPOja € KAO jeTMHCTBEHOT PEIIEha
jennaunue logz = 1 moxkasaru 1a je

e = lim (1 + h)Y/". (50)
h—0
Yuyrcrso: U3 (48) cnemam na je (log)' (1) = 1. o medurnnumjn npsor u3soaa je

. log(1+h)—logl
11y —
(log)’(1) = lim - :

Ussectu omarie (50). v

Ha ciuyan HauuMH Kao eKCIIOHEHIUjajHe U JIOPAPUTAMCKE, U TPUIOHOMETPHjCKe
dyuknuje Moxkemo na meduHUIEMO MOMOhy muHTerpasa. Hmp, n3pasom

1
arctanx := / ——dt
o 1+t
MOXKeMO 113 depunuwemo GyHKIU]y apkyc Tanrenc. ludepeHmpamenM Mo ropmo)j
rpaHuny 100Mjamo

(arctanz)’ = —— >0,

142

OJIaKJIe CJIe/IM JIa je apKyC TAHI€HC CTPOro MOHOTOHA (DYHKIHja, I1a UMA HHBEP3HY,
LITO HAC JOBOAM 10 depurnuyuje tanrernca. Kao mro el 3mamo, momohy Tan-
reHca MoOxKeMo Ja jaepuHHNIEMO U ocraje Tpuronomerpujcke ¢gpyuknuje. To mam
omoryhaBa ma 1amMo u aamepramusny depuHuyujy 6poja T, HIIP. KAO HAJMAHE MO3-
UTUBHE HyJjIe cuHyca, (yMecTo AeduHuImje Kojy cMo gaju y oksupy ledununuje 34
Ha CcTp. 75).

8. Heke HejemguakocTn
Ha ciwaan naunn kao Teopema 25 Ha crp. 85 mokasyje ce cieneha teopema.

Teopema 16. (Komu-IIIBapuosBa Hejemuarkoct 3a mHTerpatie) Heka je
I C R unmepsan u
f,g: 1 —>C

unmezpabuane (no Pumany) gynryuje, maree da je

/|f(x)\2da: < +oo, /\g(x)|2dx < +oo. (51)
I I

Ji@atlds < ( [1r@pa) ([l )" 52)

npu wemy jednarxocm 6aoHcu ako u camo ako nocmoju A € C, maxeso da je

f(x) = Ag(x)

Tada je

3aceex el
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Kao n y caydgajy Komm-IlIBaprioBe HejeTHAKOCTH 3a KOHAYHE CyMe, OBa TEO-
pema mMa reoMeTpujcKy uaTeprnperanujy. Heka je R?(I) ckyn cBux dbynKmmja Koje
cy unTerpabunne no Puvany ma unrepsany I u 3amosobasajy (51). Tama je R2(I)
BEKTOPCKHU TTPOCTOP Ha KOMe je ca

(f.9) = / f(@)g(@) de

neUHUCAH CKAJAPHU TPOU3BOJ, & Ca

I ( [1spar) ™

U3 mhera u3BeIeHa JyxKuHa BekTopa. Hejemmakocr (52), Koja cama Moxe Ia ce
3aruIine y ooIuKy

(E < NI Nlgll,

3HAYH A je CKAJTTAPHU TPOU3BO/I BEKTOPA IO MOIYLY Marbl O] TPOU3BOJA HUXOBUX
JIyKUHA, [IPU 9eMy jeTHAKOCT BasKU aKO U CaAMO aKO Cy BEKTOPH KOJHMHEAPHHU.
IIperxonna reopema uma yomiureme, y ayxy [Ipumepa 28 na crp. 158 3a cyme.

Teopema 17. (XesmepoBa HejemHakocT 3a mHTerpase) Heka cy p,q > 1
peasnu bpojesu, maxeu da je

1 1
,_|_,:]_7
p q

I C R unmepsas u
f,g: 1 —C

unmezpabuane (no Pumany) gynxuyuje, maxee da je

[lr@pds < oo, [lgtds < +x.
1 1

Jir@gtolas < ( [1spar)™( [ltimar) ",

npu wemy jednarxocm 6aoHcu ako u camo ako nocmoju A € C, maxeo da je
f(a) = Ag(z)T™

Tada je

3aceex €.

Jloka3s je meznarHa mommdukanmja onor usjgoxkenor y Ilpumepa 28 wa ctp. 158.
OcraB/pamMo ra 9UTAOIy 3a BEXKOY, Kao u J0Ka3 ciaernehe mocmemure, y ayxy 3a-
marka 51 Ha cTp. 159

IMocnemuua 11. (Hejemuakoct Munkosckor 3a uarerpadne) Hexa jep > 1
U HEKa CY

frg: I —>C
unmezpabuane pynryuje dedunucane na unmepsary I C R, maxse da je
[ls@Prds <00, [lg@)lr o<+ (53)
I I

Tada je

1/p 1/p 1/p
( / If(:v)+g(w)pdw> s( / If(w)pdw> +( / g(xwdw> ()
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Hejenunakocr (54) uma creznehy reomerpujcky unrepnperanujy. Heka je RP (1)
CKyII cBUX (PYHKIHja Koje cy nHTerpaburne mo Pumany Ha narepsany I u 3a10B0-
saBajy (53). Taua je RP(I) BeKTOPCKH POCTOP HA KOME je ca

1/p
1]l = ( / If(fc)l”dw>

neduancana nyxxwHa BeKTopa. Hejemmakocr MHUHKOBCKOT MOKe /1 Ce 3aITHINe y
0bJTUKY

1+ gl < 171l + llglly,

IITO je O3HATA HEjeITHAKOCT TPOYIJa.
3amarak 54. (Janroea HejemmakxocT 3a muTerpase) Heka je
f:10,a]l = [0, f(a)] CR
crporo pacryha nenpekuana dbyunkuuja raksa aa je f(0) = 0 u Heka je
F7H200, f(@)] = [0,4d]

mena napep3Ha gyukimja. Jlokaszaru ga je

x y
a:yg/ f(t)dt+/ £ dt
0 0
3a cee z € [0,a], y € [0, f(a)]. Jarm reoMeTpujcKy WHTEpTpeTAlnjy OBe Hejes-

HAKOCTH.
YuyrcrBo: HEka je

x f(z)
h = d L) dt — .
(z) / F(tyde+ / FNE) dt - of ()
ITpumernrn 1a je h'(x) = 0 3a ce z € [a, b]. v

Bamarak 55. Ilpumenom 3amarka 54 wa dbymkmmjy f(r) = 2P L zap > 1
JokasaTw jeqHakocT u3 Ilpmmepa 27 ma ctp. 157.
v

9. Bexbe

™ sin® z cos x
72dx
o l4cos?x

(1) Uspauynarn

(2) Uspauynaru
0
/ log (V1 —2z — 1+ x)dx.
-1
(3) Uspauynarn

/110g(\/1—x—|—\/1—|—x)dx.
0

ViyrcrBo: yBecTu cMeHy T = cOs 2t.
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(4) Heka cy a1, as,...,a, PA3IMIUTU IO3UTUBHYE OPOjEBU.
(a) Hdokazaru ma je

n 1 1 n 2
E xkxj/ 5% ds :/ ( E misai) ds.
j k=1 0 0 Ni=1

(6) Hdokazaru Ja je MaTpuia

1
4= (rravar)
1+aj+ag 1<j,k<n

Henerenepucana (1j. ga je det A # 0).
Yuyrcrso 3a (6): u3 (a) 3ak/byuuTy Ja 3a LPOU3BOJbHE peasiHe Opojese
X1,%2, -« -, Ty PASTUYUUTE Ol HYJI€ BAXKU HEJEIHAKOCT
- T;x
Z 1+ cz i i a > 0.
Jok=1 3T 4k

(5) Heka je f :[—a,a] — C napua dbyuxuuja. Jokazaru ga je
f(@) dx = / f(z)dx.
0

_a1l4+e”
(6) Heka je f :[0,+00) — R nenpekugna dyukuuja, raksa na je
Vz>0)0< flz+1) < f(z) m HT f(z)=0.

ap, = /n+1 f(x)dx.

Z(—l)”an

n=0

Hexka je
JokazaTu ma pesn

KOHBEpI'Upa.
(7) Heka je

w/2
I, = / cos" x dx.
0

(a) Hokasaru uma je Ip =n/2, I; = 1.
(6) Kopucrehu napuujasny unrerpauujy gokasaru jaa je

—1
L,="""1
n

(B) Muaykumjom mokasarn jaa je
1
2n+12°

IonIopy1 =

(r) Jokaszaru ja je
m
I <Ipy 1 < Ipyg = ——1I
m—1
u omatrie, y3 nupumeny (B), Ja je

™

%

lim /nla, =

n—oo
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(8) Kopucrehu Bex6y (35) Ha crp. 240 mokasaru ja je

1 1 ) 1 da
(1—2*)"dx < / e " dx < / —_—
/o 0 o (I+a2)m

W3BecTtn omatie 3aKkbydak 1 je

\/ﬁ 2
Vnloni1 < / e " dt < /nlay_s,
0

rae je I, uarerpan u3 Bex6e (7). ITpumenom pesynrara usz BexGe (7)

JIOKa3aTH 113 je
+oo
/ e*'52 dt = ﬁ
0 2

OgBo je jomr jeman nauwmn g ce m3padyHa llyacomos materpan u3 Ilpume-

pa 15 ma cTp. 285.
/ cosx da.
_rl4e®

(9) Uspauynaru
(10) McnmraTn KOHBEPTEHIN]Y pena

oo

Z(_nn% /On e da.

n=1

(11) Heka je f : [1/2,3/2] — C menpekmano mudepennujabunna QyHKI@ja.
Jokazatu 1a pen

oo 43/2
(z) sin (nz) dx
n=1 1/2
KOHBEPIUPA.
(12) Uzpauynaru
. 24+446+---+2n . 1 1 1
lim n lim + +o 4+ — .

(13) Heka je f : [0,1] — (0,4o00) menmpeknana byrkunja. Jokasatn ma 3a
ceako n € N nocroju jenuncrseno £(n) € R rakso na je

;/01 flx)de = /05(") f(x)dx

7 JTOKa3aTh J1a je

: e
nli)n;ong(n) = W/O f(z)dx.

Yuyrcerso: Hdokasaru npso ga je £(n) > 0 u ga £(n) — 0 kaxg n — oo.
Sarum u3

1 &(n)
/0 @) do = n(m) s / f(z) da

HU3BECTU TPaXKEHU 3aKJ/by4daK.



(14)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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Hoxkazaru na 3a ceako n € N nocroju jemuncrseno £(n) € [1,+00) TakBo

Ja je
1M 1\” ¢m) 1\”
— 14— ) de= 1+-) d
Gl () e [ () o

lim @:1

n— o0 n

u J1a je

JoxkazaTtu 1a je
™ / ! T ™2
< < .
0o V4 —a%— a3 8
Ucnuratn GyHKIHI]Y

s 1
f(z) = x<2 — arctan x)

U HAIpTaTH meH rpaduk. JoKa3aTn Ja MOCTOju MHBep3Ha GyHKIMja, f !

n I/IBpaH y HaTHU
/
0

Heka je f : [0,1] — R crporo pacryha dynkunuja, raksa ma je f(0) = 0,
u Heka je f~! mwena unBep3na dynknuja. JJokazaryu jga je

@ f(x)
(vs;e[o,u)/o f(t)dt+/0 f~Y(s)ds = zf(x).

HoxkazaTtu 1a je

/(/f dt)ds—/(a:—s)f(s)ds.

Oyukuuja y = ) Jara je MMILUIMLUTHO €A

x = —_—
/0 V14 4152

Hoxkazaru (6e3 u3padyHaBamba HHTErpaJa) Jaa je Apyru ussogm, f/ npomop-

nuonaan GysHkimju f u Hahu KoHCcTaHTy nponopuuonannoctu. Omarie

naliu ekcrumnurad uspas 3a f(x).

Heka je f : [0,4+00) — [0, +00) menpexknana pyHKImjA, TAKBA 14 j€ TTOBP-

muna n3Meljy menor rpaduka n z—oce Ha wHTepBamy [0, ¢] jenqHaka
c? 4 Cinet T
— + =sinc+ — cosc
2 2 2 ’

3a cBako ¢ > 0. Hahu f(7/2).
Hahwu nyxumy kpuse

:/ v/ cos (2t) dt, nggz.
0 4

JlokazaTu HejeHAKOCT

a
/ \/1+c082tdt>\/a2+sin2a
0
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(23) Hoxkasaru xa je nospiuuna usmely kpuse y = 1/x u x—0oce Ha UHTEPBAJLY
[1,2] ucra kao u na unrepsasy [10,20]. Oumruje: HoKazaTu Ja je MOBP-
muHa n3melly Te KpuBe m r—oce Ha mHTepBay [a,b] (3a 0 < a < b) mucra
Kao u Ha nHTepBay [ha, hb], 3a ce h > 0.

(24) 3a Koje BpeIHOCTH TApaMeTpa P UHTErpaJl

/+°° px 1
- — | dx
1 1+22 22

kouBeprupa? M3padyHaru uHTErpas 3a T€ BPEIHOCTH P.

(25) Nspauynartu
T ey Lk
o IL 5

1 n—1

(26) Uspauynartu

. nt
lim
n—oo [ 1+t
(27) Uspauynaru
5
n=0v" 1 +z

(28) Ucuuraru KOHBEPreHiujy HU30Ba

/” dx 1 /” dx
an = — u by=-— —.
o TP n Jo P

(29) Hoxkazarm na je
1
I, = / log (14 2™)dx
0

onaiajyhu HU3 KOju KOHBEpPrupa Ka HyJIH.

(30) Hexka je

1
I, = / z™ arctan x dx.
0

N3pauynarn

lim n(r —4(n + 1)I,).
n—oo
(31) Ojaeposa Tuma—dpynryuja nedbunucana je ca

+oo
[(z) = / t*Le=t dt.
0

Hoxkazaru ma je oBa dyuknuja mebunucana 3a x > 0. lokasaru ga je
P(n+1)=nl
(32) Heka je

* 1
flx) = / arctan — dt.
0 t

(a) Ucnuraru Gynkuujy f u Hanprartu mwen rpaduxk.

(6) Heka je A = [0,+00). Ompenuru ckyn B = f(A) n gokaszarn Ja
pecrpukinmja f|4 : A — B uMa HENPeKUuHO UHBEP3HO [IPEC/IUKABAE
g: B — A.

(8) Uszpauynaru

lim 9w) v lim g(y)Y/v.
y—+oo Y Yy—+o0o
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(r) Ucnuraru KOHBEpreHIUjy pea

> g(n)a"
n=0

(33) Heka je
/4
I, = / tan™ x dzx, n € N.
0

(a) Hokazaru ua je uus I, MOHOTOH.
(6) Hokazaru ma je

1 1
——<I, < —— 3a n>1
2(n+1)

2(n—1)
(B) Ucnuraru KOHBEpreHimjy pena

= n+1
Zlﬁ log? <n>

n=1
y 3aBUCHOCTH O/ PEAJIHUX LIApaMeTapa p u ¢.
(34) Heka je

1 1
I, = / x" sin (7z) dx, In = / z"eV? da
0 0

UcnmraTy KOHBEpreHnujy penosa y L, u Y J,.
(35) Hexka je f:[0,1] — C uenpekunna dpyunkuumja. Jokazaru na je

us
2

f(sinac)dac:/oE f(cosz)dx mn /Oﬂmf(sinx)d:c— ;r/oﬂf(sinx)dx

(36) Hexka je ¢, neonanajyhu uus peannux 6pojesa, a f : [a,+00) — [0, +00)
nepacryha ¢yuknumja. Hokazaru ma pesn

Z f(cn)(cn - Cnfl)

KOHBEPTHPA aKO MOCTOju KOHAYAH

0

a pen
Z flen—1)(cn —cno1)
n=2

JMBEPTUPA aKO je

lim/f t) dt = +o0.

Tr—r+00

(37) Heka je f : [0,1] — [0,+00) HeHeraTuBHa HempekuIHA QYHKIHja, TAKBA
Ja je

/0 "t 1)

3a cBako x € [0,1]. dokazaru na je f = 0.



320 6. OJPEBEHU MHTET'PAJI

(38) Heka je f:[a,b] - R menpekngna dbyHKIHja, TakKBa 14 je

/bf(x)d:v—

Hokazaru na nocroju ¢ € (a,b) Takso ua je

/f )dx.

(39) Heka je f:[0,1] — R onagmajyha dynkmuja. dokasaru ma je

/f da:>a/f

3a cBako a € [0,1].
(40) Hexka je f :[0,1] — R neunpekunna dbynkuuja 3a Kojy je

/f ydz =0 mu /lef(x)d:c_

Hokazaru na f uma bap ape Hyiie.
(41) ,Z[OKHB&TI/I Jla He TOCTOjM HempeknaHa HeHeratneHa dbyukumja f : [0,1] —
[0,4+00) TakBa ma je

/ f(z =1, /lef(m)dx:a, /leQf(x)dx:aQ.

(42) Heka je f :[0,+00) = R audepennnjabuana dbyHKIMja, TakBa 12 je

4
")) <1 dx =
@<t u [ fa)de
JokazaTtu 1a je

4
fay =1 [ @ w s <ate

3a cBe T > 4.
(43) Heka je f :[0,1] — [0, 4+00) HEHEraTHBHA HENPEKW/THA KOHKABHA (DYHKIIH-
ja, raksa na je f(0) = 1. dokaszaru na je

/lef(:z:)d:cg i(/ol f(x)dx)Q.

YIyTcTBO: YBECTH CMEHY { = Ax y MHTerpaJj

/fdt

u, kopucrehu xkoukasuocr u f(0) = 1 nokazaru ja je

Fla) 2 201+ f(@)).

Onarse, y3 momoh mapiujajine WHTErpaluje, 3aK/byIuTa 13 je

/Oxf(x)deF(l)—i—%/o xf(x)dx

(44) McnmraTy KOHBEPreHINjy WHTErpaja

1
1
/ log Rk dx.
0 x
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/+°° dx
0 P + x1

(45) Hokasarn Ja MHTErpaj

KOHBEPrUpa ako M caMo ako je min{p, ¢} < 1 < max{p, q}.

(46) Hoxasaru ja uaTrerpas

+oo dx
/0 (14 22)(1+2Pr)
KOHBEPIHPA W 4 HErOBa BPEIHOCT HE 3ABUCH O P.
(47) Hokasarn ja MHTErpaj

1 p
/ T g
o l+zlsinz

KOHBEpIMpa aKo M caMo ako je p > min{—1, q}.

(48) Ucnuraru ancosuyTHy U yCJIOBHY KOHBEPIEHIM]Y Pela Y . ¢, aKO je

(a) ¢, = fol x cos (nx) dx
6) ¢, = (=) fol x™ arctan (z/n) dz,
(B) cn=(-1) f:jll(l + %)L arctan z dz,
) = (1)
.

nfin($5+n)_1/2dl‘,
(1) cn=[" (1+a*) " da.

r) ¢p

321

(49) Heka je f : [1,4+00) — [0,+00) apanyr audepennnjabuana yHKIMja

TaKBa Ja je
(Vo > 1) f'(z) <0 < f'(2).

JoxkazaTtu 1a je

(oo}

n=1

Yuyrcrso: Kopucrehu koukasuocr dyukimje f gokazaru ja je

n n ntl
(RS LRSI L

uf(z)< f(n+1)+ f'(n+1)(x —n—1). Uckopuctutn HEjeTHAKOCT

PO 42) = fk+1) = F (k4 1) = 3" (6) <0,

nt1 f(n)+ f(n+1) f(2) = f(1)
N B

koja ciemu u3 Tejaopose dopmysne m MpeTmocTaBke O JAPYrOM U3BOLY

dynknmje.

(50) Heka cy f,g: R — R peanne dynruuje, Takse Ja UHTErpaJu

[ Tvere w [ T2

— 00 — 00

KoHBeprupajy. lokazarm ma mHTErpas

/ +: F(@)g(e) d

alcoIyTHO KOHBEPrupa.
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(51)

(52)

(54)

6. OJPEBEHU MHTET'PAJI

Heka je f: R — R gBanyr mudepenmujadbunna GyHKINRja Ca HEMPEKUI-
HUM JIPYTEM M3BOJIOM, TAKBA JI4 HHTErPAJIH

+oo
/ (F (@) dz, n=0,1,2

—00

KoHBeprupajy. lokazaru na je

[ Tv@res [T rwmwe=-o

—00 — 00

Heka je f : [a,+00) = R mBanyr nudepennujabuina Gyskuuja taksa aa
UHTErPAJIH

+oo +o00
[ v@ra w [
KOHBEPIUPAjy U 3a KOjy BaxKu
(AM) (Vz > a) | f(2)f'(2)] < M.

JokazaTtu 1a mHTErpa

/ @) s

KOHBEPTHPA.

Heka cy a, b, p, ¢ mo3utusau 6pojeBu. Jlokasaru ma je

+O0O . —ba

(a) f e sin (ax);e b sin (b) doy — 0,
0
oo e~ cos (ax)—e T cos (bx)

©®) [ Z dz = log (b/a),
0
+oo —ax

(8) [ 1logErle du=log (1 + gp~')log(ba™?),
0

+o00o n n

) J[(22)" - (B2) ] 2 = (- /o)) e (a/),
0 sin(bx

(,ZL) f sm(aerp);b (b +p)d
0
+oo

@) J Cos(az+p);cos(bm+p) dx = cosplog (b/a).

0
Yuyrcro: Uckopuctutu Ilpumep 17 ma cTp. 286.

O

x = sinplog (b/a),

N3pagynarn
/+7r/2 1 in2014 4
—ay2 20137+ 1 sin®™M g 4 cos20 gy
YoyrcrBo: modern ca fj://; = f0+7r/2—|—f_0ﬂ/2 Uy APYyroM HHTErpaiy

YBECTH CMeHy t = —x.
Hahu cee nenpekuaue dbyuakuuje f : [0,4+00) — (0,+00) Koje 3a10B0ba-
Bajy yCJOB

(Vz > 0) 2x/0x f@t)dt = f(x).
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(56) Hexka je ((s) Pumanosa 3era dyukuuja (Bugeru [Ipumep 71 na crp. 230),
wu(n) MebujycoBa dbyukimja (Bumeru (83) na crp. 233) u

M) = 3 ln),

n<lx

Hoxkazaru 1a je

too o 1 +° Mz
¢(z) = z/1 I[ZL dz m 6] = z/l IZ(H) dx

3a Re(z) > 1.







[JIABA 7

DyHKIIKje ca BPeJHOCTUMA y BEKTOPCKOM
MIPOCTOPY

leomerpujcku, BEKTOpE y MPOCTOPY 3aAMUIIL/BAMO KAO CTPEIHUIE, O[THOCHO ,,OPH-
jenrucane gayxu’. Ilpu Tome, maeHTHPUKYjeMO BEKTOpPE KOjU Cy MapaIeIHH, UCTO
OPUJEHTUCAHU U JeJIHAKE JTy2KHUHE.

®opwmasHo roopehn, opujeHTHCAHY YK Y N—IUMEH3HOHOM €YKJIUICKOM ITPOC-
ropy E™ Moxkemo na noucroBeTuMo ca ypehenum mapom (a,b) € E™ x E™; tauky
G HA3WBAMO HHEHOM TMOYEIMHOM Ma4Kkom, & b xpajreom mavkom. Ha ckymny opujen-
THCAHUX JIyKN AePUHUCAHA je pesalnja eKBUBAIEHIIHje — IBe OPHUjeHTHCAHE Iy KK
Cy eKBUBAJIEHTHE aKO MOCTOjU TPAHCIAINja eyKINICKOr IpocTopa K™ Koja mpeBomu
jenny on wux y apyry. Eiemenre Kosmm4aHIYKOr IPOCTOPA Y OJHOCY HA OBY PeJIAIjy
€KBUBAJICHITIj€ HA3UBAMO 2€0MEMPUJCKUM 6EKMOPUMA, & CAM KOJTUTHIIKI TPOCTOD
8EKMOPCKUM NPOCMOPOM 20MEMPUICKUT 6EKTOPA.

IIpernocraBmbaMo ma je duTasmaln ymo3HAT Ca TE€OMETPHjCKUM JdeduHHUIHjama
BEKTOPCKUX ornepaiuja — cabupama BeKTopa (,1paBuio napasenorpama’), MHOXKe-
b3 BEKTOPA CKAJIAPOM, CKAJIAPHOI M BEKTOPCKOI IIPOU3BO/A JBa BEKTOPA. Y OBOj
riaBu hemo maru anrebapcke nedWHUIMjEe OBHX OMEPAIMja M UCITUTATH HHUXOBA
AHAJIMTHYKA CBOjCTBA, 110 AHAJIOTHjH Ca AHATUTUIKIM CBOjCTBUMA aarebapCcKux orre-
panmja y mospy R u C — u3Box 30mpa wiau mpom3Bona (pyHKIHja, HEMPEKUIHOCT
KOJINYHUKA HEMPEeKUIHUX (DYHKIHMja U CJI. — KOjUMa CMO Ce OABHJIM y HMPETXOIHUM
raBama.

1. BekTopcke onmepalizje y KoopamHaTaMa

1.1. BekTopu Ha upasoj. Heka je ma mpaBoj mara tauka 0; maentudun-
koBaliemo je ca HynoM Ha peanHoj mpaBoj. CBaku BEKTOP Ha TOj MPaBOj MOXKeE,
TPAHCJIANKOM, Ja Ce JIOBeJe Yy MOJIOXKa] y KoMe My je moderra tadka O. Ognarie
CJIEIM J1a je CBAKW BEKTOp Ha (pEeaJsiHoj) MpaBoj jeJHO3HAYHO oxpeheH CBOjoM Kpaj-
IOM TAYKOM — OPUjEHTHCAHA, JyK €A TIOYETHOM TAYKOM Xy W KPajFhOM TAYKOM T
uaeHTHdUKYje ce, TPAHCIANN]OM, Ca, OPUjEHTUCAHOM Ty?KHU CA TOIYETHOM TadkoM O
" KPAjIbOM TAYKOM X1 — XQ-

Osnauumo ca i BekTop ca noyerHom taukom O (HyJOM peaJiHe IpaBe) U Kpaj-
woM TaukoMm 1 (jenununom peasine upase). CBaku BEKTOD I' HA PEaJIHOj [PABO]
MOXKe J1a ce HAIUIIe Y 00JIUKY

r=uxi, 3ameko x € R.

Heka cy ry = x1i u ro = x2i 1Ba BekTOpa Ha peannoj npasoj u a € R ckamnap. Taza
cy ca
r1+re = (z1+22)i, ar; = (azxq)i, r1-r9=2x129

325
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nedunncane oneparmje cabUpama BEKTOPA, MHOXKEHd BEKTOPA CKAJIApOM M CKa-
JIADHOT TPOM3BOAA J[BA BEKTODA.
Osnagumo ca ||r|| myxuny Bekropa r = zi, 1j. 6poj ||r|| := |z|. IIpumernmo ga

je vl = v

1.2. BekTopu y paBuu. Heka je y paBuu mara tauka O; unaenrudpukoBahemo
j€é ca HyJIoM y KOMILIeKCHO] paBHu. CBaku BEKTOP OBE PABHU MOYKE, TPAHCJIAINjOM,
J1a ce TOBeJIe Y TTOJI0XKaj Y KoMe MY je modeTHa Tavka 0, 1ma je, Kao U 'y Caydajy peasmHe
IIpaBe, CBAKM BEKTODP HA KOMIIJIEKCHO] PaBHU jeJHO3HAYHO O/ipeljeH KOMIIJIeKCHIM
OpojeM z — ’EeroBOM KPajiboM TAdKOM, IOCje TpaHcaanuje moderHe Tadke y O. Bek-
TOP Ca IMOYETHOM TAYKOM 2o U KPAJIbOM TAIKOM 21 UIAEHTH(MPUKY]je ce, TPAHCIAIN]OM,
Ca OPUJEHTUCAHOM JIy?KHU Ca H09eTHOM TadKoM O U KPajibOM TAYKOM 21 — Z(.

Osnaunmo ca i BeKTOp ca modeTHOM TavykoM O (HYJIOM KOMIUIEKCHE DaBHH)
u KpajiwoMm TadukoM 1 (jemqunumom y C) u ca j BeKTOp ca modeTHoM Tadkom O
U KpajiboM TadukoM i = /—1 (umarunapna jeqununa y C). Cbaku BeKTOp T y
KOMIIJIEKCHO] PABHM MOYKe Ja Ce HaTwWIe y O0JIuKY

r=xi+yj, Bameke z,y €R,

IIITO OrOBAPA 3aIMCy KOMIJIEKCHOT 6poja y 00IuKYy 2z = & + iy. AKO umeHTuduKy-
jemo xomrtekcuy pasan C ca R X R, onga je i Bekrop ca mogernom ragukom (0,0)
u kpajwom TaukoM (1,0), a j Bekrop ca nodernom Taukom (0,0) U KpajibOM Ta4KOM
(0,1).

Heka cy r1 = z1i+y1j u ro = x2i+y2j 1Ba BekTOpa HA peanHoj npasoj u a € R
ckanap. Ca

ri+ro= (1 +x2)i+ (y1 +y2)j, ary = (az1)i+ (ay1)j, r1-Tr2 =122 + Y192

cy nedunncane oneparyje cabupama BEKTOPA, MHOYKEha BEKTOPA CKAJIapOM M CKa-
JIApHOT IPOU3BOJA JABA BEKTOPA.

AKo y3 BeKTOpe ri U rp IMOCMAaTpaMO KOMILIEKCHE OpojeBe z1 = X1 + iy U
29 = Xg + 1Yz, MOKEMO 13 TPUMETHMO Ja OIEPaIlyju cabuparma BEKTOpa I'y U Iy y
paBHU OAroBapa orepanuja cabuparma KOMILUIEKCHUX OpojeBa 21 U 2o, & MHOXKEHbY
BEKTOpA I'y CKAJIAPOM @ OTIEPAIlHja MHOYKEHa, KOMILIIEKCHOT Opoja 21 peasnuM Opojem
a. O reoMeTpujCKOj MHTEPIIPETAIN)U MHOXKEHA KOMIIJIEKCHUX OPOjeBa HEIITO BUIIE
hemo nma xaxkemo kacuuje, y [Ipumepy 3 ma crp. 331.

13 Iluraropure Teopeme cienu 1a je AyKUHA BEKTOpa ' = xi + yj 6poj

[efl = V22 + 2.

Jlako ce Buu Jia je u y OBOM Cily4ajy, Kao U Ha peaJsiHoj upasoj, ||r|| = 1/r - r. Ako
BEKTOp I = xi + yj uaeHTH(dUKYjeMO ca KOMILIEKCHIM OpojeM z = x + iy, OHJA je
]l = lz].

Ouiuruje — AyKuHa BEKTOPA KOJU Cliaja Tadke 2o U 21 (OIHOCHO, pacrojame usmehy

THX Tavaka) je |21 — 2ol-

CBu BEKTOPH KOju JiexKe Ha MPaBoj L Koja Craja Tadke zg U z] Cy KOJUHEAPHU
BEKTOPY 21 — 2o, Tj. CBE Ta4UKe Te MpaBe Cy OOJIMKa

z=1z0+t(z1 —20), teR. (1)

OBo je napamemapcka jednavuna npase L Koja cnaja Tadke zg = xg + iyg U 21 =
r1 + iy;. PazmBajamem peasmHOr W MMArMHAPHOD Heja MOOHjaMO TapamMeTapcKy
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jeaHaYnHy 1paBe y oOJIuKYy
T =z + t(z1 — o), y=yo+t(y1 — vo), teR.

Ilomro je cBakm BEKTOpP Ha OBOj MPABOj KOJWHEAPAH BEKTOPY 21 — 20, Tj. 3a
MPOW3BOJLHU BEKTOP V Ha TpaBoj Baxku v = to((z1 —o)i+ (y1 —vo)j), a mapamerap
t y (1) y3auma cBe peaHe BpeJHOCTH, cBejenHo je na ju y (1) ymecro t croju tot, na
jennaumna npase (1) Moxe Ja ce Hamuiie u 'y o0JIUKY

r(t) =ro+tv, (2)

T7e je ryo BEKTOD KOjU CIaja KOOPAWHATHU TOYETAK CA NPOU3BOSLHOM PUKCUPGHOM
TAYKOM Ha TIPaBoj L, a V npou3eosHy BEKTOP MapaJieaH TOj MPaBoj.

Heka je 6 (0 < 0 < 7) yrao usmely Bektopa r1 = x1i+ y1j u ro = xoi + yoj-
3 enemenTapHe TPUTOHOMETPHjE CIETA A je

ry-Iro

[l ezl

3amarak 1. /loka3zaru ma je BeKTOp W = ai + bj oproronasan Ha mpasy ar +
by = c¢. UsBectu omarne dopmyny 3a yrao mamehy mpaBux a1x + by = ¢1 u
asx + bay = ca. v

cosf =

3amarak 2. /lokasarm 7a je jeqHadnHa MpaBe Koja CIIaja aBe TadKe Zz1, 22
KOMTIJIEKCHE DABHU JATa Ca,
_ . Z1 — 22 2122 — 2221
Z=az+0b, rTHeje a=—-—, b= ——"—.
21— 22 22 — 21
Hokazaru ma ocHa pedieKkcrja y OJHOCY Ha OCy Z = az + b mpeciukaBa tadky ( y

a¢ + b. v

1.3. BekTopu y TpoauMeH3MOHOM mpocTopy. Kao m y ciaydajy BekTOpa
HA [IPABOj WJIK y PABHU, BEKTOD Y TPOAMMEH3UOHOM €yKJIUICKOM IIPOCTOPY MOXKEMO,
MOCJIE TPAHCJIAIIN]E KOja IerOBY MOYETHY TAUKY TTPEMEINTa Y KOOPJAUHATHA TOYETaK
O = (0,0,0), na unenrudukyjemo ca TpokoMm peannux 6pojesa, (z,y,z) € R3. 3a
TaKaB BEKTOP ITHIIIEMO

r =xi+yj+ 2k,
rae cy i, j n k BekTopu ca mouernom Taukom (0,0,0) u Kpajimum taukama (1,0, 0),
(0,1,0) u (0,0,1); npyrum peduma, TO Cy jeAUHUIHU BEKTOPU YK T, Y U Z OCE.
Akocy ry = xity1j+z1k ure = xoi+ysj+ 20k ABA BeKTOpA Ha peaHOj MPaBo]
u a € R ckanap, onepanuje cabuparma BEKTOPa, MHOKEHA BEKTOPA CKAJTAPOM H CKa-
JIADHOT IPOM3BOJIA JIBA BEKTOPA Cy JeDUHUCAHE Ca

ry+r2 = (21 +22)i+ (1 +y2)i+ (21 +22)k,  ary = (az1)i+ (ay1)j + (az1)k,
r)-ro =2T1T2 + Y1Y2 + 2122
Bekrop
O =0i+0j + 0k
j€ HeyTpaJs 3a Oomepaiujy cabupara; 0Baj BEKTOD HA3UBAMO HYAL — 6EKTNOPOM.
13 IIuraroputie TeopemMe ciaequ aa je ay:KuHa BeKTopa r = xi+yj+ zk jemmnaxa

ol = V2447 5 2% = Vi,

a U3 ejleMeHTapHe TPUIOHOMeTpuje Ja je KocuHyc yria 6 usmelly Bekropa ri =
11+ y1j + 21k v ro = xoi + yoj + 20k jennak
ry-Tra

cosl) = ————.
x| flrz]]



328 7. ©YHKIINMJE CA BPEJHOCTUMA ¥V BEKTOPCKOM ITPOCTOPY

BekTopu ry 1 ry Cy OpTOrOHAJIHY aKO je yrao u3Mehy mux Ipas, Tj. ako jery-ro = 0.
Bekrop r HazuBamo jedunuunum eexmopom ako je ||r|| = 1.
Jlema 1. Cranapnu npouseod uma caedeha ceojemea:
1. ry g =7r9 - -rq
2. a(ry -ro) = (ary) -ro =1y - (ars)
3. r '(I'2+I'3) =7T]-Ty+7r|- I3
4. O- ry = 0.

A Jlokas cjeny u3 AeduHUIje BEKTOPCKUX OMEpalrja y KOOPIHHATAMA. \V4

Hedunaumuja 1. Bexkrop

Py, (r1) := ﬁrg
Ha3WBa Ce 0PMO20HANHOM NPOJEKUUJOM BEKTOPA T1 Ha BEKTOD Ts. O
IIpumerumo ga je
P, (r1) = ||r1| cos 0 —2-
[[r2 |

rie je  yrao mamehy BekTopa ry u ro, a ”2” JEIMHUYHA BEKTOP WCTOT MPAaBIA U
cMepa Kao ra.

ITpumep 1. Kocunycua Tteopema. Heka je AABC npou3BojbaH TPOyrao y
paBHH, U HeKa je « yrao Koz temena A. Hexka je

a=BC, b=CA, c=AB.

Tana jea+b+c=0, 1. a=—(b+ c), onakie cieau
ara=(b+c)-(b+c).

IMpumeHoM auCTPUOYTUBHOCTH CKAJAPHOT IIPOM3BOAA HA M3Pa3 HA JECHO] CTPAHU
Jo6mjam

a? =b%+ ¢® — 2bccos o,

rae cy a = ||la]|, b = ||b]|, ¢ = ||c|| nyx«une crpanuna Tpoyria. i

Ako BekTOpM Iy W ro HHCY HApaJeJHUA, OHU OApehyjy jeMHCTBEHY paBaH y
TPOIUMEH3UOHOM TpocTOpy. Heka je n jeUHCTBEHN jeIMHWYHU BEKTOP KOjU je
OPTOTOHAJIAH Ha Ty PaBaH U YCMEPEH Mo npasuay deche pyke y OJHOCY HA BEKTOPE
Iy U rs: aKO JIECHOM PYKOM ODYXBAaTWMO IMPAaBy KOjOj IPHUIIAIa BEKTOP N, TaKO I3
MPCTH TOKa3yjy O I'y mpeMa Iy MO MameM YIJIy, OHja majar oxpehyje mpasait
BekTOpa n. Bexmopcku npoudeod BeKTopa Iy U ry ce neduHUIIE ca

r; X ro := (||r1]| ||r2]| sin6) n, (3)

rae je 6 (0 < @ < m) yrao usmelhy BekTOpa rq U rs. AKO Cy BEKTODU I'y U TI'o
Kosiuneapuu 0 = 0 uiu T) BUXOB BEKTOPCKU 1IPOU3BOJL je 110 JeDUHULMIU HYyJla—
BEKTOP.

3 enemenTapHe TpUTOHOMETPHje CIETN 1A je AyKUHA BEKTOPCKOT IMPOU3BOJIA
JIBA BEKTOPA jeJHAKA TOBPINUHU TMapPaJesorpaMa duje Cy OHU CTPAHUIE, OTHOCHO
JIBOCTPYKO]j MOBPIIUHU TPOYIJIa KOHCTPYHUCAHOT HAJT IbUMA.
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IIpumep 2. Cunycna reopema. Heka cy, kao y Ilpumepy 1, a, b, ¢ BekTopu
onpeljenu crpanunama rpoyrina AABC u a, b, ¢ wuxoBe pyxune. W3 aumenure ga
je my»KuHa BEKTOPCKOI IIPOM3BOJIA jeIHAKA NBOCTPYKO] nmospiuau Tpoyriaa AABC,
cienu 1a je

axb=bxc=cxa.
Onarie u u3 (3) cienn
a b c

sina  sinf  siny’
rie cy «, 3, 7y yrjioBu TPOyIJia HaclpaM CTpaHula a, b, ¢ peaom. f

Ako cy ry, ro, rs BEKTOPU y TPOJAUMEH3UOHOM TIPOCTOPY, EUXOB MEUL0BUML
npouseod je cranrap

[r1,r2,r3] := (r; X ra) - I13.
Jlako ce Busim 12 je 3anpeMuHa mapaJiesienuie/[a Yuje Cy UBUIE OBA BEKTOPH jeTHAKA
aTCoOJIYTHOj BPETHOCTH METIIOBUTOT TTPOW3BOIA,
V = |[[r1, 12, r3]|.

Samcra, ayzxkuna Bekropa N = ry X ro je jejHaka HoBpIiuHEu Oa3e mapasesenume/ia.
Iormro je BekTop N opToronanan Ha 6a3y mapajesenuena, ancoJIyTHA BPEIHOCT
ckanapror npoussozga N - r3 jesHaka je npoussoay ayxkune Bekropa N (Tj. moBp-
e 6a3e) U BUCHHE MAPAJIEIeNuIeia.

Y oBom u3BOhjemy dopmyse 3a 3ampeMuHy, MOKEMO Ja y3MeMo 3a 6a3y map-
asenenumnea 6uiI0 Koja /IBa BEKTOPA, TAKO /14 3alPEMUHY MOXKEMO 13 U3Pa3uMo,
MOMONyY MEIIOBUTOr TPOU3BOIA, HA TPU HAUNHA. AKO MpU TOME MOBEIEMO PadyHa,
U O 3HAKY, 100MjaMO UIEHTUTET

(I’1 XI’Q)'I‘gZ(I'Q XI'3)'I‘1 :(1'3 XI‘1)-I‘2. (4)
Jpyrum pedmnma, BpeIHOCT MEIOBATOT TPOU3BOIA CE HE MEHHA aKO apTyMEHTe IHK-
JIMIHO IIOMEPAMO:
[I‘l, Iro, I‘3] = [1‘2, rs, I‘1] = [1‘3, ry, 1'2].
IIpumerumo u 1a je, 300r KOMyTATHBHOCTH CKAJIAPHOT TPOU3BO/IA,
(I‘1 X I'Q) Irz3 =1r3- (I‘l X 1‘2).

Jlema 2. Bexmopcku npouseod uma caedeha ceojcmea:
1. rs Xro9g = —I9 XI
2. a(r1 X 1‘2) = (arl) XTI =TI1 X (CLI‘Q)
3. 11'1><(I‘2<|>I'3):I'1>(I'24>11'1>(11'37 (I'1+I'2)XI‘3:I'1XI'3+I'2XI'3
4. Oxr; =0.

A Jloka3 cBuUX CBOjcTaBa CeM AUCTpUOYTUBHOCTU (CBOJCTBO 3) C/IEIU IUPEKTHO U3
nedununmje. 3a JI0Ka3 JUCTPUOY THBHOCTU MOJUMO Off BEKTOPA

R=r; x(ras+r3) —r3 Xro—r; Xr;s. (5)

Tpeba ma mokazkemo a je R = O, mro je exsupamentro ca |[R||? = R-R = 0.
Axo nomHoxkuMO 06e crpane (5) ca R, nobujamo

R'R:R'(I'l X (I‘Q-I-I‘g))—R‘(I‘l XI‘Q)—R'(I‘l ><I‘3).
Axo cana uckopucrumo (4), nobujamo

R'R:(RXI‘l)'(I‘2+I‘3)7(RXI‘l)'I‘Qf(RXI‘l)'I‘g.
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Tume cMO J0Ka3 cBeM Ha AUCTPpUOYTUBHOCT CKajiapHor mpou3soza (Jlema 1), u3
KOje cJieIu Jia je TOCTe Iy U3pa3 jeJHaK HYJIu. \V4

Cama MOXkeMO [a W3pa3suMO BEKTOPCKW MPOW3BOJ y KoopawHarama. llpmme-
THMO, TIp€ CBera, 1a u3 AedbUHUINje BEKTOPCKOT MPOU3BO/IA CJIEIN 14, 33 JeIUHAIHE
BekTOpe i, j, k Baxkn

ixj=k jxk=i kxi=j ixi=jxj=kxk=O. 6)
Hexka je
ri=zri+yij+ a1k o ory =xoi+yaj+ 2k

Kopucrehu nqucrpubyTuBHOCT BEKTOPCKOT Ipou3Boa u (6) nqobujamo, nocie kpaher
cpebuBama u3pasa,

ry Xrp = (y122 - y221)i - (90122 - .’EQZl)j + (5512/2 - x2y1)k'

Jpyru HaYWH 1A ce HAMWINEe OBaj M3pas je

1 21 |. T1 21 |. Z1 1
rixr=| 7 i— j+ Ik (7)
Y2 22 T2 zZ2 T2 Y2
WJIM, HAJJIAKIIE 33 maMhemne,
i j k
rp Xrg=| T Y1 21
T2 Y2 22

CkajtapauM MHOXKemeM u3pasa (7) ca rz = xsi + y3j + 23k mobujamo uspas 3a
MEIIIOBUTHU HpOI/I3BOﬂ

Y1 21 Z1 1 Y1
(ry xrp) -r3= T3 — Y3 + z3
Y2 z2 T2 22 T2 Y2
W, Y BUAY jeTHe TeTePMUHAHTE
r1 Y1 21
[r1, 12,13 =| 22 Y2 22 |. (8)
T3 Y3 Zz3

SanpemMuHa MapaJIesIenuea Yuje Cy UBUIE BEKTOPH Iy, I'o, I's jeTHAKA j€ aTCOoIyT-
HOj BPETHOCTH OBE JIETePMUHAHTE.

3amarak 3. Ja om tauxe A(2,3,1), B(0,2,5), C(6,—1,3), D(—4,6,3) nexe y
MCTOj paBHU? v

3anmarak 4. /lare cy rauke 0(0,0,0), P(2,0,-1), Q(2,—1,0), R(1,4,0).

(a) Jokazaru na tauke O, P, @, R ue snexe y ucroj pasuu u ja radke O, P,
() He JiexKe Ha MCTO] LIPaBoj.

(8) Hahu pacrojame usmehy tauke R u pasuu ompebhene taukama O, P, Q.

(r) Hahu xocunyc yria ko remena P rpoyrina AOPQ v qyKuHy OpTOrOHAJIHE
npojekimje crpanune OP na npasy oxpeheny taukama P u R. v

Hexka cy ry, ro, rs Tpu BeKTOpa KOja HE JieXKe y MCTO] paBHU. Taja je BEKTOP
Iy XT3 OPTOroHAJIaH HA PaBaH oxpeljeny Bekropuma ro u rs. [Ipyrum pedunma, cBaku
BEKTOD KOjU je OPTOTOHAJIAH HA 'y X I's MPHUIAJIA paBHU oapeheHoj BekTopuma ro u
r3. [omro je ry X (ry X r3) OPTOroHANAH HA Iy X I'z U HA I, CICIN JIa je

r; X (ro X r3) = ars + brs
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3a neke a,b € R. Creneha jema jaje ekciuiunuran u3pas3 3a ckagape a u b (6e3
OPETIOCTABKE /13 BEKTOPH HE JIEXKe Y UCTOj PABHH).

Jlema 3. Heka cy ry, rs, 's Npou3eosHa mpu 6€KMOpa Yy mMpoouMeH3UOHOM
npocmopy. Tada je

ri X (1‘2 X I‘3> = (1‘1 . 1‘3)1‘2 — (I‘l . I‘2>I’3.

A Jloka3 cire[ii U3 3alrca BEKTOPCKOr U CKAJIAPHOD MPOU3BOIA Y KOODIUHATAMA:
HEKa je

ri =x1i+yij+ 21k, 12 =x2i+yoj + 22k, r3 =230+ y3j + 23k
Taza je komnonenTa y3 iy r1 X (rg X r3) jegHaka
y1($2y3 — Yox3) — 21(2223 — 56223) = 332(1/11/3 + z123) — 933(3/1?/2 + 2122)-

AKo 0BOM u3pasdy J0JaMO U OLy3MEMO I1Iox3 A00MjaMoO Ja je i KOMIIOHEHTa TPo-
CTPYKOr BEKTOPCKOI' IIPOU3BOJIA jeTHAKA,

T2(2123 + y1ys + 2123) — T3(¥122 + Y1y2 + 2122) = (r1-T3)72 — (r1 - T2)T3.
Ha mctu maumn ce m3pavyHaBajy U OCTaje JBE KOMIIOHEHTE. \V4
W3 Jleme 3 ciemu ja BEKTOPCKHU MPOM3BOJ HuUje aCOIUjaTUBHA OIepaIuja —
BEKTOp Iy X (ry X r3) jexu y pasuu oxpeljeHoj BeKropuma rs u Iz, a BEKTOD

(r;1 x r9) X r3 = —r3 X (r1 X r3) y pasHn ompeljeHoj BeKTOpUMa Iy U ry. YMECTO
aCoIMjaTUBHOCTHU, TPOCTPYKHA BEKTOPCKH MTPOU3BOJL 330B0/baBa, caenehy pemammjy.

ITocnemuua 1. Hexa cy ri, ra, rs npous3eomha mpu 6eKkmopa y mpodumet-
3uonom npocmopy. Tada je

ri X (1‘2 X I‘3)+I‘2 X (I‘g X I'1)+I‘3 X (I‘l X I‘Q) = 0.
A Joka3 caenn u3 Jleme 3. \V4
. 1
Jennakocr u3 Ilocmenune 1 wasusa ce Jarxobujesum udenmumemom 3a BEK-
TOPCKH MIPOU3BO/I.
IIpumep 3. MHokeme koMmniexkcHUX OpojeBa. Heka cy
ri=xii+y1j u T2 =m2i+ Yo

npa Bekropa y R3. Ako m3pauyHAMO HUXOB CKATADHH U BEKTOPCKH IPOH3BOJL Y
KOOpJWHATAMA, JT00HjaMo

ry Ty =T1%2 + Y1y, T1 X T2 = (T1y2 — T2y1)K.
AKko y3 BeKTOpE r; U ry MOCMATpPaMoO M KOMILJIEKCHe Dpojene
Z1=x1+iy1 U 22 =T+ Y2
npumehyjeMo 7a je mpou3BO/l KOMILIEKCHIX OpPOjeBa Z1 W 2o jeTHAK
Z129 = (v172 + y1y2) + i(T1y2 — T2y1),

Tj. PealHu JI€0 OBOT TIPOM3BOA OrOBAPA CKAJAPHOM, 4 MMArHHAPHU BEKTOPCKOM
IPOU3BOJLy BEKTOpa Iy U Ty. JIpyruM peuuma

1 _ _
Z(zle —z1Z2) k.

!

1
r;-ro = Re (212’2) = 5(512:2 +2122), ri Xxro =Im (2122> k=

LJako6u (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851), Hemadyku MaTeMaTH4ap
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IIpumep 4. KBarepumonu. [Ipomupemem cucrema KOMIJIEKCHUX OpOjeBa, ca
ckyna C = R? ma ckyn H := R* nobujamo xeamepruone, anrebapcky CTPyKTYPY
KOja, OCHM MMarnHapHe jeJuHUIIe ¢ UMa, jOIl aABe nMarunapue jequuure j u k. Ilpe-
IIN3HWje, KBATEPHUOHN Cy M3pa3um obawmKa a + b + jc + kd, Koju ce cabupajy 1o
MPABUITY

(a1 +1by —|—jc1+kd1)+(a2+ib2+j02+kd2) = (a1 -‘r(lz)—‘ri(bl—l—bg)—l—j(cl-i-Cg)-i-k(dl —l—dg),

a MHOXKeme je neduHucaHo ucTpubyTUBHUM U ACOLMjATHBHUM 3aKOHOM U IIPAaB-
WINMa

3 oBux penamnuja ciaeau u
ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—ik=]j.
Crpykrypa (H, 4, -) je Tesio (upcreH Koju 3a/10B0JbaBa CBE AaKCUOME 110JbA CEM KOMY-
TATUBHOCTU MHOXKea, Bueru gebunnnujy y Tinasu 1). ITo ananoruju ca komuiek-
cHUM OpojeBuMa, KBaTepHuoHne obauka ib + jc + kd 30BEMO “uUCmMO UMG2UHAPHUM
kBaTrepHuoHUMA. Kowjyzoeana epednocm KBaTepHUOH3, ¢ = a + ib + jc + kd je
KBaTEPHUOH
a+itb+jc+kd=a—1ib— jc— kd.
U3 nedbuHnmnmje MEOKeHa KBATEPHIOHA CIean 13 je qf = a + b% + ¢ + d?. Tlozu-
TUBHU PeaJIHu OpOoj
lal = Vqq

HA3UBA CE ANCOAYMHOM 6pednowly KBATEPHUOHA, (.
IIpumernmo ma je

(a+1ib+ jc+ kd) = (a +ib) + (c + id)j,

a a+1ibu c+id cy KoMIJIeKCHU OPOjeBH, T1a KBATEPHUOHE MOYKEMO 13, UACHTUDUKY-
jemo ca ejgementuma u3 C x C.

Teno KBATEPHHOHA MOXKEMO [ ONWIIEMO W MOMONY omeparyja CKaJaapHOr u
BexkTopckor mpomssoga y R3. ITocmarpajmo H xao R x R? u maenruduxyjmo
KBATEPHUOH ¢ = a + ib + jc + kd ca dopmasrum 36upom cKajgapa u BEKTOPA

a+r, rmeje r=>bi+ cj+ dk.
Tazna je cabupame KBaTepHHOHA Te(PUHUCAHO CA
(a1 4+ r1) + (a2 +1r2) = (a1 + az) + (r1 +r2),
a MHOXKeme Ca
(a1 +r1)(ag + r2) = (a1az —r1 - r2) + (a1rs2 + asrs +r1 X ra).

Oznaxa H 3a Teo KBaTepHHOHA KOPUCTH ce y 4acT XaMUITOHAZ, KOjU UX je
yBeO Kao CPEJCTBO 3a NMPOydYaBame MEXaHWKe TPOAWMEH3WOHOT cucTeMa. Iberos
OPUTUHAIHU TOKYIIAj, KOjU HEje YPOJHO ILIOAOM, je OHO Ja CHCTEeM KOMILIEKCHUX
6pojeBa mPOIUPHU HA TPOAMMEH3MOHH npocTop. He ycmeBmm y ToMme, MpPOIIHPHO
ra je Ha derBOpoanMeH3uoHu mpoctop. He ynasehu y merasbe nperusuuje popmy-
Janmje, CIIOMEHNMO 13, je JaHac MO3HATO Ja ce CHCTeM Opojesa, cem y R m R?2 = C
T7€ je OH acONHUjaTHBAH I KOMYTaTHBAH, MOYKe IPOImHpHTH camo jorr na R* = H axo
JKeJIMMO JTa OCTaHe acollyjaTHBaH MaKko Huje KoMyTaTusad, 1 y R® axo ce onpeknemo
u acormjarusaoctu. OBo TBpheme ToKa3amm cy Merogama aarebapcke TOmoJIoruje,

2XamunTon (William Rowan Hamilton, 1805-1865), upcku MaremMaTadap
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HEe3aBICHO jegan of apyror, 1958. roaune Kepsep® u Mumop®*. Hamomenumo 1a, je
anrebapcka CTPyKTypa Koja mpomupyje cucrem 6pojesa na R mosxara xao anrebpa
oxmasa, WM oxmanuona. YBEIH Cy je, He3aBUCHO jejan on apyror, Ipejsc® (koju
joj je m mao mve oktame) m Kejmm®, mo kome ce oma mekas maswsa n Kejaujesum
bpojesuma. i

IIpumep 5. JemmauwmHe mpaBe m paBHu. Heka cy mare nse paziudure
TaIKe P0($07y0a20) n Pl(xlaylvzl) y R3 n

ro = ol +yoj + 20k, r1 =mi+y1j+ 2k
mUMa TpUapyxKenn BekTopu. Tama mpaBa L kKoja camap:xku tauke Py m P; mara
MapaMeTapCKOM jeTHATHHOM
r(t) =ro+t(ry —rp), teR, 9)
Wid, y KOOPJAMHATAMA,
x =z + t(x; — o), y =1yo + t(y1 — vo), z =29+ t(z1 — 20), teR,

Koja yorrapa jeanaunny (2) w w3Bomm ce Ha wcth HaunH. Kaomy (2), my (9)
YMeCTO BEKTOpa Iy MOXKe Jla CTOjU MPOW3BOJHAH BEKTODP KOjU CMaja KOOPAWHATHH
[I0YeTaK Ca HEKOM TAaYKOM Ha IpaBoj L, a ymMecTo r; — ro OUjI0 KOju BEKTOD V KOju
je mapanenan mpasoj L.

Heka je nara jow jepna tauka Ps(z2, Y2, 22) KOja HUje KOJMHEAPHA €A TAYKAMA,
Pyn Py, nueka je ro = xoi+ysj+20k. Taga cy BekTOpU ro — T U 'y — T TapaIeTHud
paBHU Y K0joj mpunanajy rauke Fy, Py, P», ma je BekTOp

n=(ro—rp) X (r; —rp)
oproronajad Ha Ty pasan. Heka je S(x,y, z) Npou3Bo/bHA TauKa PABHU X U HEKA
je
r =xi+yj+ zk.
Tazna je BeKTOp r — ro MapaJjejaH paBHU Y, Tj. OPTOTOHAJAH HA N, Ta je
n-(r—rg)=0.

Ogo je ,jennaunna pasan y R3; momro je n = (ry — rg) x (r1 — ), oHa MOXe 1a
ce HaIMIIe y OBJUKY MEIIOBUTOI IPOM3BOJIA,

[r2 — rg,r; — ro,r — o).

Umajyhu y Buay 3anmc (8) MewoBuTor LpOU3BOJa Y KOODAMHATAMA, jeHAUUHY
paBHU KOja caapxku Tadke Py, Py, Po MOXeMO [1a 3amuiineMo u y OOJuKy

r—Zo Y—Yo =2—2Z0
x1—To Yy1—Y 21—% |=0.
T2 —Top Y2 —Yo 22— %0

JlakJe, ako je paBas jgara jennaunnom Ax+ By+Cz = D, sekrop v = Ai+ Bj+Ck
je oproronanan Ha wy (yrnopenuru ca 3agaTkom 1). f

3Kepeep (Michel Kervaire, 1927-2007), dpaHniycku MaTeMaradap

4MI/IJ'IHOp (John Willard Milnor, 1931), aMmepryuka MaTeMaTHIAD

5I‘pejB(: (John Thomas Graves, 1806-1870), HpcKH IPaBHUK U MaTeMaTHYap
6Kejm/1 (Arthur Cayley, 1821-1895), 6puTancKyu MaTeMaTHIAD
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3anmarakx 5. Hahu napamerapcky jesHadnHy mpase IO KOjOj Ce CeKy PaBHH
T—y+224+8=0 n z+2y+z=1

n Hahu pacrojame namely te npase n rauke (0,1, 2).
YuyrcrBo: 3a HajIaKeme BEKTOPA MPABE YIIOTPEOUTH BEKTOPCKH ITPOW3BO/I, BEK-
TOpa paBHH, a 33 pacTojame npojexuujy u3 Hedunnnmje 1. v

1.4. BekTopu y k—aummMeH3moHOM mIpocTopy. Ilo amamoruju ca TpoauMeH-
3HOHHM HPOCTOpOM, Tadke y R 3BalieMo sexmopuma y k—IuMeH3HOHOM IPOCTOPY.
Axo cy v = (v1,v9,...,05) 1 W = (wy,ws,..., W) ABA TAKBa BEKTOPa, a a € R
peayinu O6pOj, OHIA Cy ca

v+w:= (v +wy, v +wa ..., 0 +wg) u av:=(avy,avy,...,av)

neduHuCcaHe onepanuje cabuparmba BEKTOPA U MHOXKEHha BEKTOPA CKAJIApOM, KOje Ha,
MPUPOIAH HAYWH YOIINITaBajy OoAropapajyhe omepamnuje y TPOIWNMEH3MOHOM MPOC-
topy. CimdnO, CKasapHu MPOU3BO, je JeUHUCAH Ca

VW = vjW] + VoW + - -+ + VW,

a Jly?KHHA BEKTOPA Ca

Iv] = \/v%—kv%—k---—l—v,% =4v-v.
Eyxaudckum pacmojarvem (i, kpahe, pacmojarvem’) usmely Tauaxa

A(al,ag,...,ak) u B(bl,bg,...,bk)

Ha3UBaMo OpOoj
d(A,B) = \/(al —b1)%2 + (CLQ — 52)2 R (ak — bk)2.

Pacrojame n3mely Tauaka A u B je jennaxko nyxunu ||a — b|| Bekropa a — b, rue
jea=(a1,az2,...,ap) u b= (by,ba,...,bg).
"3 Komu-Isapriose nejennakoctu (Teopema 25 wa crp. 85) cienu 1a je

v-wl < |lv]{w],

ma mocToju jeaquHcTBenn yrao 6 € [0, 7] 3a koju je
cosf = &.
Vi wl
Taj yrao HazuBamo yza.i0m udmehy eexmopa v i w. BeKTOpr v 1 W Cy 0pmo20HaiH
ako jev-w = 0.
IIpumep 6. Bekropu
e; = (1,0,0,0), e =(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4=(0,0,0,1)

y R* cy mehycobno oproronamun. Cpaka aBa OJ BHX Cy HEKOJMHEAPHA, Tj. He
nocroju a € R 3a koje je ae; = e; 32 1 # j. f

Ty Honatky 1 pazmaTpaheMo onmTHju KOHIENT PAaCTOjakba, OJHOCHO METPUKE, KOJU YKIBYdyje
¥ PacTojamha KOja HUCY eyKJIHUACKA. 3a Caja NeMo ce OTPaHMYUTH CAMO Ha €YKJIHUICKA PACTOjarba,
ma heMo npu/ieB ,,eyKJIUJICKO” 4eCTO J1a M30CTaBBAMO.
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IIpuMernMo Ja GHHAPHY OIEpaIijy X BEKTOPCKOT mpom3Boda m3 R He Mo-
KEMO & TOHOBHUMO 33 k—INMEH3WOHH MPOCTOP — MPH Ae(PUHUCAIBY BEKTOPCKOT
MMPOU3BOJZIA Iy X Iy Y TPOAUMEH3WOHOM ITPOCTOPY KOPHUCTWJIN CMO UUIHEHUILY 18
Cy CBUM BEKTOPW KOjU Cy OPTOTOHAJHW HA Iy W Iy KOJWHEAPHW (Ta je BEKTOPCKU
MPOW3BO/I OMO jeTHO3HAYHO OJpeheH THM MpPABIEM, TYXKWHOM jE€THAKOM MMOBPITHHA
napaJiejiorpamMa HaJ| r'y, Ty U CMEPOM ozipeljernum mpasusiom jgecue pyke). Mehyrum,
Kao mTo cMo Buenn y [pumepy 6, seh y R* mocroju Buiite HeKOIMHEAPHIX BEKTOPA,
KOjU Cy OPTOrOHAJHU HA Tap BEKTOpPA — HIP. U €] M €3 Cy OPTOIOHAJHU HA Iap
BEKTODA €3, €4.

MebhyTum, kopucrehin 3anuc BEKTOPCKOT MPOU3BOIA ¥ KOOPIMHATAMA, MOYKEMO
na nedunumemo (k — 1)—apny oneparujy /\, Koja yorinraBa 6unapry Omepanujy X
u3 ciayvaja k = 3 (taga je k — 1 = 2), na cinenehu nauun. Ilocmarpajmo jeaunudne
BEKTODE

e1:(170a07"'a0)7 02:(0,1,0,...,0)7 Ty ek:(070707"'71)a
KOjU Ha OUNTJICJIAH HAUWH YOTIIITaBajy BeKTOpe i, j k m3 Tpomumen3noHor mpocTopa.
Hexka cy vi,Va,...,Vvi_1 BekTopu u3 R”, ca koopaunarama
(] o J -
v = (vi,v3,...,v;) 3a j=12,..., k-1

HbuxoB cnosawry Un Kaunacmu npouseod N je neduHucan ca

el e2 e ek‘
1 1 1
S T
/\(V17V2, cey V1) =g vy o o Uk
-1 Ulgfl o v}lzfl
Yumecro A(Vi, Va,...,VE_1) KODHCTH Ce U O3HAKA V1 AVa A... A Vj_1.
Casia MoxkeMo J1a 1epUHUIIIEMO U MEeULO8UMAL NPoU3600 k BEKTOPA V1, Va, ..., Vi
ca
[Vi, Vo, o, V] == (VI AVR A LU A VE_]) - Vi,

KOjH YOIIIITaBa MemoBuTH mpom3sof w3 R3. Ounrzenno je ma je om jemnak merep-

MHUHAHTH
1 1 1

U% U% .« .. Ué

| vrovy e VR
Vive,vile= | 0 0
k k k

vl UQ ... vk

AncomyTHy BpeIHOCT OBE IETEPMUHAHTE, TIO AHAJIOTUJU €A TPOIUMEHIUOHUM CJIYYa-
)

je€M, HA3UBAMO 3aNPEMUHOM k—dumen3uonoez napasesenunedsd KOHCTPYUCAHOT HAJ

BEKTOPUMA V1, Vo, ..., Vi.

2. JImmecu, n3BOIU U WMHTErpaJn

IMoxcerumo ce ma cmo y ImaBum 4 medunncanu nuvec HuU3a z, KOMILIEKCHIX
OpojeBa Ha ciaemehu HAYMH:
lim 2z, =200 <= (Ve>0)3noeN)n>ng = |2, — 200] <&. (10)

n— oo
Oparie cMo u3Benu mojmose JmuMmeca u Henpekuguoctu dyukunuje (Teopema 2 Ha
crp. 171 u Tocneuna 4 usa we).

Uspas |z, — 20| ¥ (10) je pacrojame uzmely KoMmiuieKCHUX GPOjeBa 2z, U Zoo,
OIHOCHO JIy?KMHA BEKTOPa OAPeheHOr KOMILTEKCHHM OPOjEM 2, — Zso, TAKO I8 OBA
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nedbuHUITjA, KA0 U AeDUHUIIKje TUMECA U HEMPEKUIHOCTH, UMa, IIPUPOIHO YOIIIIIT-
elhe Y BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA.

Iedpunumnuja 2. Heka je r,, nu3 sexktopa y R¥. Taza je

limr,=r, <= (Me>0)3FnoeN)n>ny = |r, —ref <e.

n— o0
Ako je 0BO uCIymHEHO, KAXKEMO JIa HU3 T;, KOHEEP2UPAQ KA Too.
Hexa je r : T — R* npeciukasame ckyna T C Ry Bexropcku npocrop RF u
HEKa je a Tavyka HaromuiaBama ckyna 1. Taga je A = tlim f(t) ako u camo ako 3a
—a

cBaku uHu3 ¢, € T\ {a} Baxu

lim ¢, =a = lim r(t,) = A.
n—oo n—oo
Dyuknuja t — r(t) je HenpekuaHa y tauku 7 € T ako 3a cBaku uu3 t, € T Baxu
lim ¢, =7 = lim r(t,) =r(7).

n— oo n— oo

¢

N3 nedbwunnmpmje cnenn na je dyukimja ¢ — r(t) HEMPeKUIHA ¥ TAYKN T aKO U
caMo aKo je
=1 t).
r(r) = lim (1
IIpumerumo ma cvo y aedununuju uzsona dbyukuuje, garoj y [nasu 3,

F(to) = lim f(to+h) — f(to)

h—0 h
KOPUCTHJIM TOjaM JjinMeca (Koju cMo yrpaso nedunucany u 3a GyHKIE]E Ca BPEI-
HOCTHMA Y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY) U ONepalyje cabuparba, Oy3uMamha U MHOXKEha
ckanapoM 1/h, Koje uMaMO Ha pacrojiaramy U y BEKTOPCKOM mpocTopy. To Ham
omoryhasa cnemehy medpunuUImI]y.

Hedomaumuja 3. Heka tg € I yayrpamma tauka uarepsaia I C R. Oynrkiuja
r: I — R* je dudepernyujabuana y mawku to aKo mocToju auMec

1
'(to) = lim —(r(to + h) — r(t
r'(to) pm h(r( o+ h)—r(to)),
KOjH Ha3MBAMO U36000M GyHKyuje r y Tauku tg. O

Hamowmena 1. Ilpumernmo ma #Huje moryhe oBako jeJHOCTABHO YOIIIIITHTH ITO-
jaMm M3BOMA AKO MPETTOCTABUMO 1A je domeH, YMECTO KOIOMEHa, (DYHKIMje Y BEK-
TOPCKOM TIPOCTODY, jep m3pa3 1/h Hema cmucia ako h Huje ckajmap. V3ydyamame
u3BOMa (PYHKIHjA Ca JOMEHOM Yy BEKTOPCKOM MPOCTOPY je mpeamer audepeHiiy-
jamHOr padyHa (PYHKIHMja BHUIIE MPOMEH/bUBUX. o

Cnuano ce yommraBa u mojam KolujeBor wHTErpaia HempekuaHe QyHKIMje
r: [a,b] — RF; pesynrar je eexmop

b
/ r(t)dt € RF.

Y uperxojHum ryiaBamMa CMO BUAEIM Ja JiuMec KoMmiuiekcHe dynkuuje (u ca
BUM BE3aHU MOjJMOBH HENPEKUIHOCTH, JIUMECA HU3a, W3BOJA, WHTErpaja) MOXKe
Jla ce CBeJle Ha JIMMEC PEAJHOI U MMaruHapHor neja (Buaeru Hop. Jlemy 12 na
crp. 119). Ta tBphema ce, ca IPaKTUUHO UCTUM JOKA30M, YOIIITABA]y Ha (DYHKIH]je
ca xomomenoM y RF.
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Jlema 4. Hus r, = (2F,25,...,2}) nus y R* xoneepeupa axo u camo axo
KOHBEP2UPG NO KOOPOUHAMAMG, Mj. KO U CAMO GKO KOHEEP2UPAJY CEU HU306U z7,
1< j <k, umada sasicu

i e = (i o i o Jim i)
Dynryuja t — r(t) = (z1(t),22(t), ..., zk(t)) uma aumec y mauku Ha2OMULAEAIHG

domena a axo u camo axo cee gynxyuje t — x;(t), 1 < j < k, umajy sumec y
Mavky a U mada 6aHCY

th_r}rér(t) = (}1_1;1;951(15), th_r)r(llxg(t), . ,}Lrgxk(t)).
Dynryuja t — r(t) = (x1(t),z2(t),...,zk(t)) je nenpexudna axo u camo axo cy

cee dynxyuje t — x;(t), 1 < j < k, nenpexudne. Y mom cayuajy, rwen Kowujes
UHMeZPaL je 8eKmop

/abr(t)dt: (/abm(t)dt,/abxg(t)dt,...,/abgck(t)dt)

Osa dynryuja je dudepenyujabusna y yHympawrooj mawky domena ty axo u camo
axo cy cee pynryuje t — x;(t), 1 < j < k, dudepenyujabuane y moj mawku u
mada 8aAHCU

I‘I(t()) = (1'/1 (to), {L‘/Q(to), . ,x%(to)).

A 3Ba BexTop v = (v1, vz, . ..,v;r) € RF Baxke ounrnenne mejemmakocTn

lvj] < |Iv]| < VEkmax{|vi],|va|,...|vk]} 3Bacse je{1,2,...,k},
u3 KOjuX CIeJu /I0Ka3 TBphema 3a HU30BE, a OJaT/Ie W OCcTaja TBphema, Oyayhu ma
Cy OHA M3BEIEHA U3 IOjMa JIIMECA HHU3A. \V4

3. IlpaBuya nudepeHIupama

Heka je I C R unrepsa.

Ako je r : I — R* mudepenmmjabunna dbynkimja ca BpeIHOCTHMA y BeK-
topckom mpocropy u f : I — R mudepenmujabunna ckamapua dyHKIN]a, OHIA je
t — r(f(t)) nudepenrujabuina GyHKIUja Ca BPEAHOCTUMA Y BEKTOPCKOM IIPOCTOPY
U BaxKu

d
2 @) = F(Or' (f(2)- (11)
OBo mpaBmJIO CieAW W3 TIpaBUJA 3a M3BOJ CIOKeHe (DYHKIWje, TPHUMEmeHOr Ha,
CBaKy KOOpAWHATY mocebHo, u Jleme 4.
Axo cy dyuxumje r1 : I — RF ury : I — R* nudepennnjabunue, onga je
TAKAB U HUXOB 30Up U BAXKU
i 7 /
= (r1(6) + va(8)) = 1 () + (). (12)
Ako je dyuxumja r : I — RF mudepennujabumna u ¢ € R xoncranTa, onma je
d
%(cr(t)) = cr'(t). (13)
Axo je r : I — R* audepennujabunna byHKIHja ca BPEIHOCTHMA y BEK-
topckom npocropy u f : I — R audepennujabuina peanna pyHKIHja, OHIA je

%(f(t)r(t)) = f'Or(t) + f(O)r'(2). (14)
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Axo cy byskmmje ry : [ — RF mwry : I — R* mudepennmjabunme, onma je
nudepennrjabuian 1 BUXOB CKATAPHU MPOU3BO, t —> I'y - 'y W BAXKHI

d
(1 (0) xa(t)) = rh(0) - ra(0) + vi(0) xh(0). (15)
Axo cy dyuxumje r1 : I — R® ury : I — R3 nudepennujabunue, orga je
nudepeHIrjabuial U BbUXOB BEKTOPCKH MPOU3BOJ, t —> 'y X 'y U BaXKH
d
dt
Axo je, y3 1o, u r3 : I — R3 nudepennujabunua dbyuxnuja, onna je nudepennn]ja-
OUIaH ¥ MEeIoBUTH Mpon3Boz, t — [rq(¢),r2(t), r3(t)] n Baxn

(r1(t) x r2(t)) = ri(t) x ra(t) + r1(t) x rh(t). (16)

d

2171 (0 r2(8), w3 (B)] = [r3(8), w2 (8), w3 (0)] + [0 (1), 75 (8), w3 (8)] + [0 (8), w2 (8), w5(8)]-
(17)
Omnmruje, aKo ¢y ry, Ty, ..., r; — RF mudepennujabunne dbynxuuje, onia je cy

nudepennujabunae n QyHKIH]jE

t—ri AroN...ATp_1 u t— [rl,rg,...,rk]
U BayXKU
4 (t)Ar2(t) A AT (t)) =T0(t) Ara(t) A Ao (t) (18)
Hri(E) ATHE)A AT () + - (E) AT2(E) AL AT (2)

", CJIMYHO 3a MEIIOBUTHU IIPOU3BOJ,

%[rl(t)vrQ(t)v . 'ark(tﬂ = [rll(t)vr2(t)7 s vrk(t)] (19)
Hri(t),r5(t), ... rR()] + -+ [ra(t),ra(t), ..., vl (1))

IMpasuna (12)— (19) mory ma ce usBemy u3 3ammca oxrosapajyhux omeparuja
y KoopauHaTuMma u npumeHoMm Jleme 4 (mTo ocraB/baMo YUTAOLy 3a BEXKOY), ajiu
je KOpucHO m3BecTH MX MMajyhu y BUY M ONIITHjU IPHUCTYII, 38 KOju he HAM OutH
norpebua cieneha meduHUIT]jA.

Hedwmnuumnuja 4. IlpeciukaBame
L:RF - R™
j€ AUHEAPHO aKO BaXKu
L(av 4+ bw) = aL(v) + bL(w)
3a cBe BekTope v, w € R¥ u cse ckanape a,b € R. IIpeciukapame
L:(R") x (R") - R"

je Gusaureapro axo je JMHEAPHO 10 CBAKOj KOMIOHEHTH, Tj. ako cy 3a cse a € RF
u b € R*? npecnukasama

x—= L(x,b) nm y— L(a,y)
JUHeapHa Ipeciukapamba. OmnimTuje, npeciuKapame
L:(R") x (R*) x .- x (R*) - R™

je sumwesuHeapHo Wil N—AUHeapPHO KO je JIMHEeAPHO Mo CBakoj KoMmmnonentu. Creru-
jasHo, MTHHeapHa MpecInKaBama cy l-mnHeapHa, OnInHeapHa 2—THHEAPHA.
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ITpumep 7. Ako je ¢ € R durcupana KOHCTaHTa, Ca V — ¢V je 1edUHUCAHO
nuHeapHO mpeciankasame R — RF, TIpeciuxasame

L:R x R* - RF, L(z,v) = av

je oununeapuo. CkajapHu TPOU3BOJ, je OMINHEAPHO MPECINKABAE
R"xR" 5 (v,w)—»v-w € R,

a BEKTOPCKU IIPOM3BOJ, je OMJIMHEAPHO IIPEC/IUKABAE

R*xR?* 5 (v,w)—»vxw € R
Omunruje, kKauHacTu npoussoy, je (k — 1)—uHeapHO Mpec/uKaBame

R" x --- x R* - RF,
k—1

a MEIIOBHUTH MIPOU3BO/ je k—/IMHEapHO IPEeCTNKABAILE

Rfx..-xRF =S R.
N—————
k

IIpumep 8. Heka je
L:R" xR" — R™
OUIMHEAPHO TpecInKaBame u vi, w1 € RF1| vy, wo € R*2. Taza je,3a h € R
L(Vl =+ th, Vo =+ th) = L(Vl, V1) + h(L(Wl, Vg) + L(Vl, WQ)) =+ hQL(Wl, WQ).

Ouruje, 3a n—iuHeapHo npeciukasawe L ca kogomenom y R™ wuspas L(vy +
hw1,...,V, + hw,) je nosunom n—ror creuena 1o h ca koebuuujenruma y R™. §

3anarak 6. Heka je
L:RM x R"™ x R¥ - R™

3—JInHeapHO IpecIuKaBambe, U HeKa Cy V;, W, € RF puxcupanu sexropu. Ja mu
MMOCTOjU JTUMEC

1
lim —(L(vy + hwy, vy + hwa, vy + hws) — L(vy,va, v3))?
h—0 h

Teopema 1. Heka je I unmepsan y R u neka je
L:(R") x (R") x- x (RF) - R™
N—-AUHEAPHO npecaukasare. Axo cy dynryuje
rj: 1 — RFs
Judepenyujaburre, u 8axHCU
%L(rl(t), corp(t) = ZL(rl(t), .. .,r;-(t), oo rpa(t)

Jj=1
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A Tlo meduHUIEjU TPBOT U3BOIA je
d 1
%L(rl(t)7 () = }ILIL% EAL(h)’
re je
AL(h) := (L(r1(t + h),...,ep(t + h)) — L(r1(t), ..., 1, (1))).
IMomro cy cse dynkmuje r; qudepeHnujabuine, BaKu
rj(t+h) —r;(t) =rj(t)h+o(h), xax h—0.
Axo ore m3pase ypctunmo y L(ri(t+h),...,r,(t + h)), TpIMEHOM N—JINHEAPHOCTH
npecankaBama L u [Ipumepa 8 3akipywayjemo aa je

AL(h) = hiL(rl(t), .. .,r;, oo, () + R2R,

rae cy ca R o3madenu cBu cabupuu y Kojuma ce h I10jaBibyje BHUIIE OJf j€/IHOM.
HememeM ca h u mumecoM kag h — 0 qobujamMo Tparkenu pe3yarar (yIOpegIuTh ca
BagarkoMm 6). \V4

3amarak 7. Hdokazaru (12)— (19), y3 nomoh Ilpumepa 7 u Teopewme 1. v

3anarak 8. Heka cy f,g : I — C mudepennyjadbuiane bynknuje. M3Bectn
JIajOHUIIOBO MpaBMWIIO 33 W3BOJ, TPO3UBOIA

(f9)'(t) = f'(t)g(t) + f(t)g'(t)
npumenom Teopeme 1 Ha OMIMHEAPHO MPECTUKABATHE
L:CxC—C, L((n) =<(n

Ouruje, uzBecru dbopmysty 3a usBox (f1fo -+ f,)’ npoussoma n dyukumja. v

3anmarak 9. Ypaauru 3amarak 22 (a) na crp. 145 npumenom Teopeme 1. v

4. Bps3una u yop3ame

CxBarumo R kao BpemeHncky ocy u mHTEepBaT I KAO0 BPEMEHCKH HHTEPBAJ Y
KOMe TPOyuaBaMo KpeTame MaTepujaane Tauked. Heka apamyT mudepenmnjabmmma,
dbynkmja

r:I - R3 tert)=2@)i+ylt)j+z0)k (20)
omnmcyje nosiokaj Te Tadke y Tpenyrky t € I. Tama ce BekTopu

v=r'{t)=2'®)i+y)j+7tk u a=v'(t)=2"®)i+y" t)j+ " (H)k

HA3UBAjy 6eKmopom Op3une U 6ekmopom ybpsarva. Jly’KuiHe OBHX BEKTOpa v =
v u a = ||a|| 30BeMO crasaprom bp3unom u craraprum YOP3arbem WU, KA He
noctoju Moryhuoct 3abyme, camo 6p3unom u yop3arem. Hekam, mehyTtnum, Kas je u3
KOHTEKCTa JACHO O YeMy Ce DA, TePMUH (P3ura ce KOPUCTH U 3a BeKTOp Op3ume’

Hamomena 2. 3a u3Box Heke GusndKe BeJMUYMHE NO BpeMeHy (Mau MaTeM-
arTuUKe [0 napaMerpy t) 4ecro ce KOPUCTH U TauKa M3HAJl CJIOBA KOJUM jeé O3HAYEHA
Ta BeUYWHA. TaKo ce KOPHUCTe O3HAKE V=T, a =V, a =T1. o

8HOjaM MAMEPUJOAHG TMANKG je ANCTPAKTHA HIeAJU3AINja KOja 03HAYABA TEJIO KOje HeMa
nuMensuje, Beh caMo mosoxkaj u Macy. Kopuctu 3a onucuBame npobseMa KpeTama y KOjuMa
HaM je ZOBOJBHO [a OIHIIEeMO KPeTambe IEHTPA Mace Tesd, Tj. y KOjHMa MOXKEMO 13 3aHeMapHuMO
o6pTarme TeJa OKO COMCTBEHUX 0Ca Y TOKY KPEeTarba.

9y JINTEpATYPH Ha €HrJIeCKoM, velocity o3Ha4daBa BEKTOD V, a speed HeroB HHTEH3UTET .
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AKo ce Kperame 0JIBHja 1oJ| yTuiajeM sexopcroe nosa cuae'’ F, oHo je ommcano
Jlpyeum Fbymmosum 3aKxoHom

1
F =ma, ommocao r”(t)= —F. (21)
m
3a 3amaro, Tj. mo3HaTo, F 0BO je mudepeHmnuwjasHa jeIHAUMHA APYTOT PEIa o
Hemo3HaTO] r. IbeHo pememe onucyje KpeTame MaTepHjaTHe TadKe.

VYKOJIMKO ce KpeTame O/IBHja IO jeHOj MPAaBOj WK y jeIHOj PABHU, JIOTUYHO je
nojeanocrastu (20) m mocMaTpaTé r Kao byHKIHjy ca BpegrHoctuMa y R mwm R2.
Ako mocmMarpamMo Kperame JBe MATEPUjaJiHe TAYKe Y TPOJAUMEH3UOHOM IIPOCTOPY,
IUXOBO KPETAME j€ OMUCAHO MPECTUKABAHEM

r: I - R xR*= RS
3aro je npasunuo dpyru EbyrHos 3akon (21) y ommnreM ciydajy HOCMATpPATH Kao
nudepeHnujaaHy jeHaYnHy M0 HEMO3HATO] (PYHKIIUjU
r:I - RF
Ca BPEIHOCTUMA y k—INMEH3UOHOM IIPOCTOPY.-

IIpumep 9. TaunrenTa Ha kKpuBy. Bekrop 6p3ute v(ty) = r'(tg) je Tanrentan
na xpuy r(I) C R¥ y Taukn r(tg). Ilapamerapcka jeHadmma TaHTEHTHE TIpaBe Ha
kpuBy r(I) y rauku r(tp) je t — r(to) + tv(to). i

Bamarak 10. Hexka je v xpusa y R3 1o kojoj ce cexy apa mummnapa
2 +yP=5 u y*+22=8
Halin jenmaunny mpase L koja je TaHreHTHa Ha 7y y Tauku P(1,2, —2) u jenHadnuy
paBuu Kpo3 P koja je HopmasHa Ha L. v
ITpumep 10. Kperame y oncycrBy cumne — I[Ipsu HbytHOB 3akoH. Ako
je F = O, Ipyru BbyrHos 3akon (21) ruacu
r(t)=0, tj. v'(t)=0.
Onarie cienu (Ipumenom Iocnenuie 4 va crp. 143 Ha CBaKy KOOPAUHATY MOCEOHO)
V = c1, TJIe je ¢; KOHCTAaHTaH BeKTOp. pyrum pedmma, BazKu
r'(t) = cy,
OJIAKJIE CJIE/IM JIA je IyTama Tesja ONKUCAHA jeHAYUHOM IIpaBe
r =tcy + co,
Bumumo 1a ce Tesio Ha Koje He Jejlyje HUKakBa cujia Kpehe paBHOMEpPHO (KOHCTAHT-

HOM Gp3uHoM) u npasosunujcku. To je caapxkaj IIpsor FbyTHOBOr 3aK0HA. f

IIpumep 11. Kperame ca KoHCTaHTHUM yOp3ameM. AKO a He 3aBUCH O
t, peliaBameM jeIHAYNHE
v(t)=a
J06mjaMo
v(t) = vo + ta, (22)

1OCIDopMaJIHo rosopehu, sexmopcko nowe Ha ckyny D je npeciuxasame F : D — R¥ cxyna
D y k-amMen3uoHH BeKTOpCKH IIpocTop RF; 3aMmmpaMo ra Kao CKyI CTPENHIA IOCTAB/HEHHX y
cBaxoj Taukm ckyma D. Y mamewm cayuajy je k = 3, a D C R® momckyn eykImacKOr mpocTopa y
KOME Ce KpeTame OJBHja.
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rae je vo = v(0), omHOCHO

r'(t) = v + ta.
Pemasamem oBe jennadnne 100mjamo
t2
I‘(t) =19 +tvg + Ea, (23)

rae je rg = r(0) mouerHu nosoxkaj tesna. AKO je, IpU TOME, BEKTOP Vo IOYETHE
6p3uHe KoamHeapaH ca a, u3 (22) cienu na je Bekrop Vv(t) KojMHeapaH ca a 3a

cBako t, na u3 (23) nobujamo uzpas 3a npehenn nyr s(t) := ||r(t) — ro||
t2
s(t) = vot + a—,
2
rae je vo = [|vol| ma = [lal|. !

IIpumep 12. Kocu xwmran. IlpernocraBumo fa je w3 KOOPAUHATHOT TOYETKA
JIAHCUPAH MPOjEKTHUJI IO/, yTJIOM 6y y OMHOCY HA XOPU30HTAJIHY PABAH U CA MOYETHOM
Op3uHOM V(. AKO MIHOPHUIIIEMO BeTap KOjU JyBa U CJI, MOXKEMO I3 MPETIOCTABUMO
J1a ce KpeTame OIBUja y jeHOj paBHM; n3abepuMo je Tako Ja r—oca Oyae XOpU30H-
TajHa, a y—oca BepTuKajHa. Ha mpojekTus fejcTByje cuaa rpaBuUTaInje, yCMepeHa,
BEPTUKAJIHO HAHUZKE:

F = —mgj, raeje g=9,80665m/s>

Opmarne, u u3 Jpyror EbyTHOBOr 3aKoHA, 3aKJ/by4Iyj€MO [1a je KpeTarme MpPOjeKTHIIa,
ONHUCAHO Au(EPEHITHjATHOM jeTHATHHOM

r’(t) = —gj.
13 wme cienu 1a je
r'(t) = —gtj + vo,
a ozarsie
1 .
r(t) = 59t +tvo + ro,
rae ¢y ro = r(0) u vo = v(0) modyerHn mosoxkaj u moverna 6p3mHa. Ilo mper-
HOCTaBILH je
ro=0 u vy=1vgcosbyi+ vgsinbyj,

rae je vg = ||vol|. Onarsie nobujamo jesHaduny Kperamwa y KOOPAUHATAMA
1
x(t) = vg cos Oot, y(t) = votsin by — §gt2.

Crenmjasnno, 3a 6p = 0 u 6y = m/2 nobujaMo jerHAYNHE KPETarmba 33 XOPU30HTAJIHH
1 BEPTUKAJHH XHUTAIl. ﬁ

3amarak 11. Jlonra je 6aueHa BepTHKAJIHO y BHC MOYETHOM Op3uHOM 10m/s.
O penuTn MaKCUMATHY BUCHHY KOjy OHA JOCTHIKE, TPEHYTAK y KOME je JOCTUXKE W
TPeHyTaK y Kome he 71a najHe HA 3eMJby. v

3anarak 12. Jlonra je 6ayenHa ca CBETHOHWKA BUCOKOT 15m, y BUC MO, yIJIOM
/4 y onHOCY Ha XOPU3OHTAJIHY PaBaH, noderHoMm Op3unom 10m/s.

(a) U3pauyynaru XOpU30HTAJIHY Y BEPTUKAJIHY KOMIIOHEHTY OP3HMHE JIOITE 1IOCJ/1e
JIBe CEeKyH/IE.

(6) Kana Te sonra na nagxe y mMope?

(8) Kosnuko masieko o1 nopHoxja csernonuka he jonra na najaHe y mope?

(r) Kojy najsehy Bucuny usnan nospuiune mopa hie sonra ja gocrurse?
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(n) Kaga jonra gocruxke Hajselly BUCHHY M3HA[, HOBPIIMHE MOpaA?!

(h) YV koM TpeHyTKYy U Ha KOM DPaCTOjaiby OJl IIOJHOXK]A CBETUOHHMKA CE JIOITA
kpehe najopke?

(e) Konmka je 6p3mHa JIonTe y TpEHYTKY KaJl TajHe y Mope? v

IIpumep 13. IIpocre xapMmoHUjcke ocmuiaamuje. llocmarpajmo Ter mace
m KOju je nmpwuBpinheH 3a Onpyry, Tako Ja OCHuIyje 0e3 Tpema y XOPU30HTATHO]
pasun. IIpema Xyxosom'! zaxony, cuma xoja Ha gemyje Ha Ter je

F=—kx

TJe je & pacTojarme Tera O/ PABHOTEKHOT TOJI0¥KAaja, & k KOHCTAHTA €TaCTUIHOCTH
omnpyre (MOIITO Ce KPeTame OZBUja 110 MPABOj, CHIy F MOXKEMO Ja TpeTHpaMo Kao
ckanap). M3 pyror BbyTHOBOr 3aKkoHa Ciienu Ja je KpeTame Tera OMUCAHO jell-
HAQ4YHUHOM

A’z k
— = ——1. 24
dt? mx (24)

Jlako je mpoBeputn ma

k
x(t) = ¢y cos (wt) + cosin (wt), rTmeje w = \/>
m

3aj0BosbaBa (24). Pememe x(f) Moxke ja ce HANUIIE U y OOJIUKY

z(t) = Acos(wt — @), rtmeje A=/c2+c% ¢ =arctan(ca/cy).

Bpoj A ce nasusa amnaumydom, w yzaonom dpexsenyujom, o dazom, a T = 27w
Nepuodom OCLUIIALM]A. i

3anarak 13. Y kom momoxkajy ter u3 Ilpumepa 13 uma najsehy 6p3uny, a y
koM HajBehe yOp3ame? v

5. IlokpeTHU KOOpAWHATHU CUCTEMU

Busenu cMo kako Kperame myTHuKa (KOra CMO 3BAJM MATEPUJATHOM TATKOM )
MOZKE JIa C€ CXBATH Kao KpuBa y (PUKCHPAHOM KOOpAMHATHOM cucreMmy. Hekan je,
MeljyTuM, KOpUCHO [1a MyTHUK WMa CBOj KOOPAWHATHU CUCTEM, KOjU HOCH Ca CODOM
n iomohy hera onmcyje cBeT y OKOJNHU TadKe y Kojoj ce Hamao. Jlahemo Hekoanko
TaKBHUX IIPHUMEpPaA.

IIpumep 14. ITonmapHU KOOpAMHATHU cucTeM y paBHHU. llocmarpajmo, y
TAYKU Ca MOJapHUM KoopauHaTtama (1, 6), Bekrope

e.=cosfi+sinfdj u ey=—sinfi+ cosbj.

¥

11XyK (Robert Hooke, 1635-1703), enrsiecku ¢dpusuydap
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IIpumeTu™Mo fa je BEKTOp €, y TauKu P KoJmHeapaH BEKTOPY TOJIOXKAja Oﬁ TagYKe
P. OuurmegHo je ga cy OBH BEKTOPHM OPTOTOHATIHW, Tj. Ja je €. -eg = 0, u je-
munnand, (||e,|| = ||eg]] = 1). Onu y cBakoj rauxku pasau HGOPMEPAjy OPTOrOHATHE
KOOD/IMHATHU CUCTEM, KOJU CE€ HAZUBA NOAGPHUM KOOPIUHATMHUM CUCTLEMOM. f

3anarak 14. [lokasaru na ce Op3mna u yOp3ame Tesa Koje ce kpehie mo Tpa-
jekropuju r(t) y IOJApDHOM KOODAMHATHOM CUCTEMY u3paxkapajy (y3 o3Hake u3
Hanowmene 2) y dopmu

v = e, + rfeg a= (i —r6?)e, + (rf + 2rif)es,
rae je r = ||r||.
Yuyrcrso: Ipumerntu ga je r(t) = r(t)e, = r(t)(cos 0(t)i+siné(t)j) n nudep-
EHLUPAaTH. v
3anarak 15. Heka je kperame marepujajHe Ta4Ke OMUCAHO CA
r(t) = (t+ i+ (t — 1)j.
W3pasuTn BeKTOp Op3WHE V IPEKO €, U €g. v

IIpumep 15. IInmamBEOPpUYKN KOOPAWHATHYM CHCTEM Y IpocTopy. DBek-
TOpHU
e, =cosfi+sindj, eg = —sinfi+ cosbj, k.

dopMuUpajy OPTOrOHAJIHN KOOPAMHATHH CUCTEM Y TIPOCTOPY, KOJU CE HAZUBA YUAUH-
OPUMKUM KOOPOUHATMHUM CUCTIEMOM. f

3anarak 16. 3sectu dhopmysie 3a Op3uny u yOp3ame y MUIMHIPHIKOM KOOP-
JMHATHOM CHCTEMY, TIO aHAJIOTHjU ca 3aJaTkoM 14. v

IIpumep 16. ChepHEU KOOpIAMHATHU CHCTEM Yy ImpocTopy. lIpumernmo ga
je Tauka y TPOAMMEH3UOHOM LIPOCTOPY jeaHo3na4qHo oapehena rpojkom (p, ¢, 6), rue
j€ p pacrojame Tadke 0J] KOOPAWHATHOT MOYETKA, ¢ yrao u3dmMehy BEKTOpPa MOJI0¥XKaja
Ta9YKe W MO3UTUBHOL fieJ1a z—0ce u § yrao m3mely mpojekimje BEeKTOpa MOJI0XKaja
rauke Ha 0ry—paBaH U NO3UTUBHOr Jeja x—oce (rj. 6 je mosapHa KOOpAMHATA
upojekuuje tauke Ha 0xy—pasan). Bekropu

e, =singcosfi+ sin¢sinfj+ cos gk
es =cos¢cosfi+cosgpsinfj—singpk
egp = —sinfi+ cosbj
dopmMupajy OpTOrOHAIHN KOODJAWHATHU CHCTEM y MPOCTOPY, KOjU Ce HAa3WBa cfep-
HUM KOOPOIUHATHUM CUCTEMOM. f
Bamarak 17. Jloxa3aTu 1a je €, X €9 = €4, €9 X €3 = €,, €5 X €, = €g. v
3anarak 18. U3sectu dhopmysie 3a 6p3uny u yop3ame y chepHOM KOOPIUHAT-
HOM CHCTEMY, [0 aHajoruju ca 3agarkom 14. v

IIpumep 17. ®pene!? — Cepeon'?

r:I —R?

KoopmuHaTHU cucteM. Heka je

12CIDpeHe (Jean Frédéric Frenet, 1816-1900), dbpanimycku MaTeMaTHIAp U ACTPOHOM
13Cepe (Joseph Alfred Serret, 1818-1885), dpaniycku MaTeMaTndap
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[JIATKO Ipec/uKaBame gedunucano ua uarepsaity I = [a,b] C R. VY Tnasu 6 cmo
Buzenu ja je ayxuna kpuse r(I)

b
L= / Iv ()] d,

rae je v(t) = r'(¢). Ako je 3a cBako t BeKTOp V(t) pa3aMuuT OJ HyJe, Ka’KEeMO 113
je KpuBa pez2y.sapra. Y TOM CIy4ajy je

tH/hMWu

madeomopduszam uaTepBama [a,b] Ha [0, L], jep je (360r perysaapHOCTH) BErOB MPBU
usson ||v|| > 0 (w3Bom mHTerpasna mo ropmoj rpannmm). Opaj audeomopduzam
nedpUHAIIE pelrapaMeTpUu3alnjy KPUBe MapaMeTpoM

5= [ vl au

KOju ce Ha3uBa Npupoonum napamempom peryiapue kpuse. W3 ds/dt = ||dr/dt||

cjenu Jia je
_dr  drdt

T(s) = & _ 4
(5) = 35 = G ds

jemuHUIHN BEKTOD 3a cBako s € [0, L], 30BeMO Ta jeduHuuHuM MaH2eEHMHUM 6eK-
mopom Ha kpuBy r(I). Beanunua

dT
%(50)

Ha3uBa ce kpusunom kpuee r(I) y mauku r(sg). Axko je T naro xao dyHkuuja
[IPOU3BOJHHOI IApamerpa t, Tj.
-1

dr dr 1
o= %G| G =
OHJIA je
dr, ||7"|dT
K(to) = E(to) E(to) :

Perunpouna sesmamnaa 1/k(tg) Ha3UBA C& NOAYNPEUHUKOM KPUBUHE.
Judepennupamem uzpasa || T(s)[|? =TT = 1 no npupogHOM TIapamMeTpy s u
npuMenom JlajOoHuIOBOr TpaBwmIa 100UjaMo
dT
-
mro 3Haun 11a je Bektop dT/ds oproronanan na T. U3 neduHuImje KpuBIHe Ciiean
na je

T =0,

1dT

 Kkds
jeIMHUYIHU BEKTOD, 30BEMO I'a JeOUHUNHUM HOPMAAHUM 6exmopom Kpuse r(]).

Pasan pasanera sekropuma T u N nazusa ce ockysamoprom pasru kpuse r(1).

BekTopcku nmpousBoj jeIMHUTIHUX BEKTOPA je jeMHUYHE BEKTOP HOPMAJIAH Ha
IUX; BEKTOD

B:=TxN

HA3UBaMO jedunuunum Gunopmasnum eexmopom xpuse r(I); B je BeKTOp OCKy-
naropue papau Te kKpuBe. Bexktopu T, N, B medwununiry y cBakoj Tauyku KpuBe
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OPTOTrOHAJIHU KOODJMHATHU CUCTEM; OBaj cucrteM ce HazuBa Ppene — Cepeosum
cucmemom. JudepeHnupameM MOCTEIHET W3Pa3a, KOjuM je neduHUCaH BEKTOP
B, 1o upupoauom napamerpy s mobujamo (upumenom JlajObHuuoBor npasuia Ha
OMIMHEAPHO MHOXKEHE X )

dB dT dN dN
T as NATx e =T

jep je N x N = 0. Opgarne cieau na je sekrop dB/ds oproronanan na T. Hdudep-
enrupamem uspasza ||B||? = 1 saxsmydyjemo fa je on oproronanan u Ha B, ma je
TIPOMOPITNOHAIAH BEKTOPY IN:

dB
— =—-7N.
ds
Koedwunujenr 7 y nperxontoj dopmynn vHazuBamo mopsujom kpuse r(1). f

3amarak 19. Jokasaru jna ce KpuBuHa k kpuse ¢ — r(t) uspaxasa, y rep-
MUHUMA, Op3uHe v = I 1 yOp3ama a = vV Kao

_ v xall
[v]3

3ak/byunTH a KPUBHHA KPUBE MEPH KOJIMKO KDPHUBA OJICTYIA OJ Ipase (Kpusa je
npaBa ako u camo ako je k = 0). Jlokazaru jJa Top3uja MepH OJICTYIAbEe KPUBE Of
paBuu (KpUBa JI€2KK Y jeJJHO] PABHU aKO U caMo ako je 7 = 0). v

3anarak 20. Hahu jeqnaunny HOpMmaiHe u OCKyJIaTOPHE PABHU KPUBE
r(t) = ti+ 3 + ’k
y rauku (1,1,1). v

3amaraxk 21. [Jokasaru na ybpaame a Moxe ja ce uzpasu y @pene — CepeoBom
koopaunarHom cucremy (T, N, B) kao

a=arT+ayN,
rae je
d 2
ar = vl an = sllv]*.

WzBectu omarne cuenelie 3aKiby IKe:

(a) Bekrop y6p3ama ysek siexku y pasuu (T, N) u ne cagpxu undopmarujy o
TOME KOJIMKO KPETAhe OJICTYIIA O T€ PABHHU.

(6) TamrenTHa mpoMena yOp3aiba MEpU MPOMEHY WHTEH3UTeTa Op3UHe.

(8) Hopmasna KoMIoHeHTa yOp3arma MepHu [POMEHY MPaBIA KPETamba.

(r) Texke je ocraTu y ceaumTy MOTOIMKJIA Y OIITPHUjoj KpuBuHU (ca Behium k) u
npu Behoj 6p3unu v = ||v||, jep Te Beaudune oxpeljyjy uHTEH3UTET NEHTPUIIETAIIHE
cune Fny = may. v

3anarak 22. (a) Heka ce marepujanna tauka kpehe noz nejersom cuie F kow-
CTaHTHOM CKajiapHoM Op3unom (v = ||v|| = const). Hokasaru na je Bekrop cuie F
y CBaKOj TAYKU KOJMHEApaH BeKTopy HopMase N Ha TPajeKTOPH]y T€ MaTEepPHjaTHe
TauKe.

(6) Heka ce marepujasna Tauka kpehe moj ejcTBOM cujie KOja je y CBaKoj
TaYKA HOpMAaJHa Ha WmeHy Tpajekrtopujy. Jlokazarm ma je ckamapHa Op3mHa OBe
MaTepHjaIHe Tadyke KOHCTaHTHA (v = ||v|| = const). v
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6. Bexxbe

(1) Kperame marepujaine radke je JaTo, y HOJAPHUM KOODAUHATAMA, Ca
r=e 4 e 0=t.

Hahwu BexTop ybpsama y momenty t = 0.
(2) Kpusa, 3amata y R3 nsema jemnaunnama
22 +y? + 2% =14, (x—1)2+y*=1.
(1j. Kao upecek cdepe u LUIUHADA) Ce HABUBA Busujanujesom'* xpusom.
(a) Ckunuparu oBy kKpuBy y 0xyz — KOODJUHATHOM CHCTEMY.

(6) Ckunuparu pojeKnrje OBe KPUBE HA CBE TPH KOOPAMHATHE DABHU.
(B) Hdokazaru 1a je
r(t) = (14 cost)i+ sintj+ 2sin (¢/2)k
rmapaMeTapcKka jeTHadnHa BuBujanujeBe Kpuse.
(r) Uspasuru nyxuny Busujanujese Kpuse [IPEKO €JUITUYKUX UHTE-
rpasia (crp. 256).
(n) Jokasaru 1a Cy KpuBUHA U TOp3uja BuBujanujese Kpuse jemqHake

w(t) = V13 + 3cost (1) = 6 cos (t/2) .
(3 + cost)3/2’ 13 + 3cost
(3) Marepujanua Tauka ce kpehie no enuncu
B x
T T ecost

oJt JiejcrBOM mojba cuiie F Koje je y cBakoj TauyKM yCMEpPeHO Ka KOOp/IH-
HarHoM nouerky. Jokaszaru ga je unrensurer cuie F = |F| uponop-
nuonanan peauaunn 1/r2,

(4) Kperame MaTepujaaHe TaAdKe je OMUCAHO Ca

r = 4costi+ 4sintj+ 4 costk.

(a) Uspauynaru BekTop Op3uHe u yOp3atba.

(6) Uspauynaru KpuBUHY OBE ILyTarbe.

(8) Jokazaru za ce Kperamwe oipuja y jejnoj papuu u nahu jeguaduny
Te paBau y JleKapTOBUM KOODIMHATAMA.

(r) Jokazatu na je myTama eJurca.

(5) Jlonra (x — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 3)2 < 99 poTupa 0KO Npase Koja capKu
ragke (0,0,0) u (1,1, 1) koucranraom yraonom 6p3unom 6 rad/s. Onucaru
rpajekropujy uenrpa (1,2,3) jonre u nahu wen BekTop Gp3ute.

(6) Hahu kpuBuny xpuse

4
Y 1
YTy 8y2
(7) ¥V kojum Taukama enurca
2 2
L
a b2
(omHOCHO - = acost, y = bsint) uma Hajselly, a y KOjuM HajMamwy KpPUB-

uny?

14BI/IBI/IjaHI/I (Vincenzo Viviani, 1622-1703), #TajujanCcKu MaTeMaTHIAD
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(a) Cxurmpatu KpuBy ¥ = p2cost, y = p?sint, z = ct y R3. Osaksa
KPHUBa HA3MBa C€ HAB0JHULOM. JIOKa3aThm 1a OHA MMa KOHCTAHTHY KDPHUB-
uny. Ako je ¢ pukcupano, 3a Koje p ce gocruke Hajeha BpeIHOCT KPUB-
nHe (Tj. OKO KOT IWJIWHIPA Ce HABOJHUIIA 3aaTOT BEPTHKAIHOT HATHOA
Hajpute 3akpusibyje)? Jlokazatu fa je Top3uja nasojuute 7 = c/(p*+c?).
Koja je najseha BpemnocT TOp3uje HABOjHUIE, AKO je p PUKCUPAHO, a C Ce
Mema? Kaksa je reoMeTpujcKa MHTEpIpeTalyja OBOr pe3yarara’

(6) Heka je L; ranrenra Ha HaBojuuily = cost, y = sint, z =ty
rauku (1,0,0), a Lo Tanrenra y tauxu (0,1,7/2). Hokazaru na cy Ly u
Lo, vmmvonnasne mpase. Hahn pacrojame mamelhy Ly u Lo u jemHa<uny
(jemuncrsene) npase L koja je oproronanna na Ly u Ly. Hahu jennaunny
(jemuncreene) npase koja caapxku tadky (0,0,1/2) u ceue npase L1 u Lo.
Jlara je KpuBa y KOMILIEKCHO] PABHH, TapaMaTPH3AIIAjOM

¢
z(t) / 5 du.
0

Hahwu mweny KpuBuHy Kk Kao QyHKIN]y AyKHUHE JIyKa S, MEDPEHE O KOOp-
muHaTHOT noverka (0, 0).
JBe jonTe HCTOBpEMEHO €y GaveHe XOPU3OHTATHO Ca TOPHa BUCHHE 15 m.
[IpBa je umana nouerny 6p3umny 10 m/s a apyra 15 m/s.
(a) Iocste KOIMKO BpeMeHa je CBaKa O OBE JIBE JIONTE IaJia Ha, 3eMJbYy !
(6) Kosuko Jajieko o MOJHOXKja TOPHba je CBaka O OBE JIBE JIONTE
rmaja Ha 3eMJby?!



JIOJTATAK 1

TomnoJiolke oCHOBe aHaJin3e

[enTpanu MOjMOBU y MPETXOIHUM MOTJIAB/BUMA, Cy TIOJMOBH HETPEKWTHOCTU U
TPAHWYHE BPEIHOCTU PEAJHUX U KOMILIEKCHUX (DYHKIIN]a U KOHBEPIEHITNj€ PEATHUX
" KOMIUIEKCHUX Huz3oBa. OBu mojmoBu cy gedunucanu na crp. 104, 117 u 167
noMohy mojMa pacrojama uzMmelly Tadaka peajiHe mpaBe WM KOMILIEKCHE DAaBHH,
neduaECAHOr Ca

d(a,b) =|b—al, 3a a,beR wmm C,

WU, OmINTHje, moMohy nojMa okonmua tadke. Caja hemo Te mojMoBe pa3zmarpaTu
y OLIITUjUM CTPYKTYypPaMa.

1. KonBeprennuja mo puirrepuma

Hepunumnuja 1. Quamepom na ckyny X HazuBa ce Hernpasna davuanja F
MO/ICKYTIOBa cKyma X Koja uMma cyemeha CBOjCTBA:
®0: 0 ¢ F
®1: BEFABCA=>AeF
D2: A, Ay e F= A1 NA, € F.

3amarak 1. /lokasaru jga cy cBojctBa @1 u @2 exksuBasentHa ca Aj, Ay €
Fe AiNAy e F. v

3anarak 2. Heka je F dunrep na ckyny X. Hokazaru: X € F. v

Hepunurnuja 2. Henpasna davunnja B nogckymnosa ckyma X Ha3uBa ce 6a3om
duamepa ako

Bo: 0 ¢ B
Bl: By, B, € B= (3B B)BC B, N Bs.

Axo je B 6a3a dbunrepa va ckyny X, 3a munumasnu (y OJHOCY HA PeJIAIW]y
noperka C) dbuarep F KOju CAAp:KK CBE CKYOBe u3 6a3e B KaxKeMo Ja je 2eHepucat
6azom B. 3a 6a3y B rama kaxemo 1a je 6asa guamepa F.

Iedpuuunuja 3. Heka je B 6a3a ¢punrepa na ckyny X u f : X — C dynxruuja
Ha X. Tauka n € C nasuBa ce aumecom pynkyuje f no 6a3u B u o3nauana

1= lim f

aKo 3a cpaky okommHy U, Tadke 7 mocToju ememenar B € B (ase TakaB ga je

f(B) CU,.

3anarak 3. Heka je F bunrep na ckyny X. Tauka nn € C nasusa ce aumecom
dynxyuje f : X — C no guamepy F u o3HATaBA

n l;nf

349
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axo je 3a cBaky okosuny U, Tauke 1)
{ze X | f(z) eU,} € F,
WK, APYTUM PEYuMa, aKO 3a CBAaKO € > (0 Baxku
{zeX||f(z)-(|<e}eF.

Axko je ¢unrep F renepucan 6aszom B, mokasaru jga 1 Jumec mo 6asu B, y cMuciy
Hedunumnuje 3. v

3anarak 4. /loka3ary jeIMHCTBEHOCT JIUMECA TI0 (urepy. v

IIpumep 1. (Basa npobGymennx okosmmua tadke () Hekaje X C C,( € X
u Heka je B dbamvuinja cKymoBa 00IUKa

B.:={zeX|0<|z=(|<¢}
3a cse € > 0. Taga je
lim f = lim f(2),
mf = lim f(2)
T7e je JUMEC Ha, IeCHOj CTPAHU CTAHIADIHU JuMecC (DYHKIH]e. f

3amarak 5. (Ba3a okoJsmmHa Tadke +00) Heka je X C R w neka je B bavui-
nja CKyroBa oOJuKa
Bp :={x € X ||z| > R}
3a cee R > 0. [loxazatu na je
limf= lim f(z),

re je JuMec Ha IeCHOj CTpaHu oOMYaH JuMec peajHe (PyHKIHje y +00. v

3anarak 6. (Ba3a okosimna Tauke () Heka je X C C u nexka je B bamuiuja
CKYIIOBa OOJTHKA
B.:={z€eX||z—(| <e}
3a cBe ¢ > 0. Jlokazaru ma limpg f mocToju ako um camo ako je dyukiumja f
HEMPEKUIHA y TadKu (. v

3anarak 7. (®pemeos dunrep)' Heka je X = N u meka je B bavmmuja
CKYIIOBa OOJTHKA
B, :={keN|k>n}
3a cee n € N. Jlokazarn na je, 3a un3 z : N — C

limz = lim z,,
B n—o00

T7e je TuMec Ha IeCHOj CTPAaHM CTAaHIapaHu JuMec Hu3a. baza @permeosBor gpurrepa
reneputiie @Ppeweos duamep na N xoju ce cacroju ox noackynoa A C N TakBux
na je N\ A konavan ckyr. v

3anarak 8. (PuMaHOB MHTerpajl Kao JIAMeC y HPOCTOPY momesa) Y
IMaparpady 5.2 ma 294. cTpanum yBenam cMO IOjaM mojesie WHTEpBada [a,b| ca wuc-
TAKHYTHM TAYKAMa, ¥ FeMy MPUIPYZKEHe MojMoBe mapaMerpa nojene A(P) n nnre-
rpaire cyme o(f, P,£). Heka je P ckyn cBUX moJea WHTEpBasa [a,b] ca ncrakny-
THM TadKaMa ¥ Heka je B dbavmminja cKymoBa

By:={PeP|AP)<d}

Loppeme (M. Fréchet, 1878-1973), dbpaHIycKH MaTeMaTHIAD
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Dyukiuja f : [a,b] — C je unrerpabusina no Pumany ako u caMo ako moCTOjU
smmec dyukuuje P — o(f, P,£) no 6a3u B u taja je

b
lilrsna(f,P,ﬁ):/a f(z)dz.
v

3amarak 9. Onucarn puarepe reHepucane 6azama GpUITEpa W3 MPETXOIHIUX
3aJaTaKa. v

2. HenpekuaHOCT U IpPaHUYHA BPEOHOCT Y METPUYIKNM IIPOCTOPUMA

2.1. Jedununuje u nmpumepu. Mempuka win pacmojamwe Ha ckymy M je
npecankasame d : M X M — R 3a koje Bax#u

(M1) d(z,y) >0

(M2) d(z,y) =0 < 2 = y (HemereHepucanocT)

(M3) d(x,y) = d(y,z) (cumerpuunocr)

(M4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) (nejennakoct Tpoyria).
Henpazan ckyn M Ha KOMe je qedbuHHCAHA METPUKA HAZHBAMO MEMPUUKUM TPOC-
mopom. Tlonekas MeTpuakuM npocTopoM Haszusamo u ypehenu nap (M, d).

Herenepucany merpuky, rj. upecaukasamwe d Koje 3agososbasa (M1), (M3) u
(M4) nazsuBamo nceydomempurom.

Heka je M merpuuku mpocrop ca merpukom d u My C M. Ouurnenuo je ma
pectpuknuja merpuke d Ha cykn My x My nedunuire merpuky Ha ckymy My. Cxymn
My ca 0BOM METPHUKOM HAZHBAMO NMOMNPOCMOPOM MeTpUIKOr mpocropa M.

IIpumep 2. Ckyn R ca pacrojamem d(x,y) = |z —y| je MeTpuukn mpocTop (B.
Hedbununujy 20 na crp. 50 u guckycujy mocie me). f

IIpumep 3. Ckyn C ca pacrojawem d(z,w) = |z — w| je MeTpudKu 1IpocTop
(8. Hedunuuujy 31 na crp. 72 u AUCKyCcuUjy 1OCIE Hbe). f

Hamomena 1. Yoyayhe hiemo, ka1 1o roBOpUMO O PEASTHOj TPABO] WJIA KOM-
IJIEKCHO] PABHU KA0 O METPUYKOM IMPOCTOPY, MOAPA3YMEBATH A CE€ PATU O MET-
PUYKHM [IPOCTOPUMA Ca CTaHAapanumM Mmerpukama u3 Ilpumepa 2 u 3, cem ako ek-
CITUIIUTHO He HamoMmenemo apyraunje. Cnenehu 3amarak naje jeIny HECTAHIADIHY
METPUKY Ha peajiHOj MPaBoj.

3amarak 10. Jokasaru aa je ca d(x,y) = arctan |y — x| nedbunucana merpuka
na R.

Yuyrcero: nudepenipameM Tokazarn ga je dyukimja f(t) = arctan (t + s) —
arctan ¢t — arctan s omagajyha; sarum uz f(0) = 0 u3BecTH HEjEAHAKOCT TPOYTIA. v

3amarar 11. Jlokasaru ga cy akcuoMme Merpuke nezasuche (Tj. Ja HU jenHa
O ’UX He CJIeJW W3 OCTAJINX).
YryTcTBO: MOCMATPATH MpecanKaBama di,ds,ds : R X R —- R
dl(x7y):|x27y2|v dz(x,y):2|yfx|+y—x, d3($7y):(y7x)2'
v
IIpumep 4. (Eykauncku mpocTopu) YOIIITHMO IPETXOAHA JBa IIPUMEpA.

Ha ckymy
RF = {x=(z1,...,2%) |2 ER3a1 < j <k}
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nedunucane cy onepanuje cabuparba U MHOXKEHa CKaJapoM Ha cieaelin Hadu.
Heka je x = (1,...,2%), ¥y = (Y1,...,yx) u XA € R. Tana je

x+y=(x1+y1,-- Tk +Yx), AX=(AT1,..., \xg).

Tuwme je ckyn RF cnaGueBen crpykrypoM BeKTOpCKOr mpocropa. Hamomenumo nia
je HeyTpax 3a cabupame Bektop 0 = (0,...,0). JebnanmmmMo ckarapru npoussood
BEKTOPA X U y U HOPMY BEKTOPA X Ca

x-yzixj-yj no k= vEex = (Ya2) (1)

j=1

[N

Hopwma BekTopa uma cieneha csojcrsa:

(H1) [jx[| =0

(H2) |x||=0<x=0

(H3) [|Ax]| = |A| - ||x]| 3a ckamap A

(H4) [x+yl <=l + vl
Baucra, npsa Tpu cojcrBa cy ouurnenna. U3 IlIsapuose nejenuakocru (Teo-
pema 25 na crp. 85) crienn x -y < [|x|| - ||yl 3a cse x,y € R¥, a omarne

Ix+yl? = (x+y) (x+y)=xx+2x-y+y y<
< IRl 20yl + Iy l? = A=+ Dy D2,
omakyie cinemu (H4). Ommruje, Bekropcku npocrop V' (wazx nosem R uimu C) Ha
KoMme je Jgedunucana dbyukumja || - || : V. — R ca cBojersuma (H1)-(H4) nasusa

ce HOPMUPAHUM BEKMOPCKUM Npocmopom. Jlako ce BUIM Ja je HA HOPMUPAHOM
BEKTOPCKOM IIPOCTOPY €A

d(x,y) = [ly — x|
je nedunncana merpuka. Merpuky Ha R nedbunmcany momohy mopme (1) masn-
BaMO eYyKAUOCKOM MEMPUKOM. f

3amarak 12. [lokasaru ga je ||x|| = max, |z;| nopma wa R*. v
<j<

3anarak 13. [lokazaru ma je 3a cBako p > 1 ca

k 1
P
Il = (X lesl)
i=1

nedunucana nopma ma R¥. Crenmjanno, 3a p = 2 oBa HOpMa jedHHUIIE CTAH-
JapIHy €YKJIUJICKY METPUKY.
YiuyTcrBo: HEjeIHAKOCT TPOYIJIa CJieiu U3 HejeaHaKoCcTu MUHKOBCKOL. v

3anmarak 14. Jlokazaru ga je ca d(z,y) = \/|r — y| nedunucana jeana Mmerpuka
Ha ckymy R. VYmyTcTBo: 3a HeEjeJHAKOCT TPOYIJIa MCKOPUCTHUTH Jajarak 84 Ha

crp. 56. v
Samarak 15. /la i je ca d(z,y) = |v — y|? nedunucana merpuxa na R? v/
3amarak 16. lokasaru na je ca d(z,y) = |arctanx — arctany| medbnnncana

Merpuka Ha R. v

3anmarak 17. dokazaru na je ca
r—y
d(z,y) = = o

(1 +a22)(1+y)?
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nedunucana Merpuka Ha R. Ymoyrcrso: Ilocmarparu Tpoyrao ca temenuma A =
(0,1), B = (,0), C = (y,0) y R%. Heka je o yrao xom remena A. Jlokazatu ja je
d(z,y) = 2sin« u nokasaru Hejeguakoct sin (o + ag) < sinaj + sin ao. v

IIpumep 5. (uckperna merpuka) Heka je M nempasan ckym u d : M X
M — R npeciukaBame 1eUHUCAHO €A

d(z,y) = {1 3a T FY

0 3a z=uy.

Jlako je Buueru ja je d mMerpuka; Ha3uBaMoO je JuCkpemmom mempurom, a M
QUCKDP EMHUM MEMPUYKUM TP OCTNOP OM. f

3anarar 18. Heka je (M,d) merpuuku npocrop u f : [0,400) — [0,+00)
CTPOro KOHKaBHA (DYHKITHja Ca OCOOMHOM

flx)=0 & z=0.

HoxkazaTu 1a je ca
dy(z,y) := f(d(z,y))
nedunucana merpuka Ha M.
YryTcTBO: M3 CTPOre KOHKABHOCTU (DYHKIHMje f cienn 1a je
fle) = 1) _ fle) = fla) _ f(b) — f(a)

< <
c—b c—a b—a

3a cBe 0 < a < b < ¢. [IpumennTu OBy HEjeHAKOCT MPBO 3a TPOjKY a,b,c = a + b,
a 3aruMm 3a 0, a,b u gokazaru
fla+0)— f(b) _ fla)— f(0) _ f(a)

< =
a a a

W3BecTu omarie HejeTHAKOCT TPOYrIa. 3a J0KA3 HEJIEereHePUCAHOCTUH UCKOPUCTHTH
Samarak 46 wa crp. 156. v

3anarar 19. Heka je (M, d) merpuuku npocrop. Jlokazaru Ja Cy ca

d(z,y) :
= " =1 1
di(z,y) 1+ d(z,y) da(z,y) in{1,d(z,y)}
nedunucane merpuke na M. v

Sanmarak 20. Joxasatu na mu3 z, € RF xomseprupa y ommocy Ha MeTpHKY
neduHUCAHY HOPMOM M3 3aJaTKa 12 ako M caMO ako KOHBEPTHPAjy CBU HU30BU
IETrOBUX MPOjeKIja Ha KOOPAUHATHE OCe. v

IIpumep 6. Heka je B(X) ckyn orpanmuennx dbyukuuja f : X — C me-
dunucanux wa ckyny X. Ckyn B(X) uma CTpyKTypy KOMILJIEKCHOT BEKTOPCKOT
npocropa y ofHocy Ha onepanuje gedunucane y (1) na crp. 97. Ca

[l =sup [f(x)]  w d(f,9)=lg— [l
reX

nedunncaHe cy HOpMa u Merprka Ha B(X). i

3amarak 21. Heka je I C R orpanuuen unrepsan u C(I) cKyn HempekuHux
dbyukuuja f: I — C. dokasaru aa je 3a p > 1 ca

ey If(t)Ipdt>;

nedunucana sopma ua C(I). v
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3anmarak 22. Heka cy f,¢:[0,5] = R dyukuuje gare ca
f(z) =3z -6, g(x) =2® — 4.
Nspauaynaru d(f, g) ako je

(a) d merpuka u3 IIpumepa 6;
(6) d merpuka u3 3azarka 21.

v

Ipumep 7. Ckyn BV]a,b] cBux dbyHkuja orpaHuydene Bapujaluje Ha UHTED-
Baiy [a,b] ca Bpemmnoctuma y C je HOpMuUpaHUM BEKTOPCKHU IIPOCTODP, Ca4 HOPMOM

I£]| = Var},(f). i

3amarak 23. Heka je, [P(C) ckyll cBUX KOMILIEKCHUX HU30BA ¢, 3a KOje pejl

00
> leal?
n=1

koHBeprupa u Heka je [°°(C) cKyn cBuX KOMIUIEKCHUX HH30Ba C, 32 KOje je

sup |ep| < +o0.
neN

(a) Hokazaru na je 3a 1 < p < 400 ca

e}l = (iu)

nedbunucana Hopma na [P(C).
(6) Hdokazaru na je ca

[{en} I == sup [en]
neN

nedbunucana Hopma ua [°°(C).
(B) Heka je ¢(C) ckyn cBUX KOHBEPIeHTHMX KOMILIEKCHUX Hu30Ba u co(C)
CKYII CBUX KOMILIEKCHUX HI30Ba Koju Kouseprupajy ka 0. Jokazaru aa je

I'(C) C ¢o(C) C ¢(C) C I°°(C)

U JIa Cy CBE OBE UHKJIY3Hj€ CTPOTe.
(r) Hokazaru na je3a 1l <p<gq

IP(C) € 19(C)

U JIa je OBa MHKJIy3Uja CTPOra.

v
3amarak 24. Jlokazaru 7@ je HA CKYIy CBUX KOMIJIEKCHUX HM30Ba Ca
o0
— Ibn - an|
d bn}) = 27—
((and (1)) = Y2 52

neUHUCAHA METPUKA.
YoyrcTBO: J0Ka3aTH Ja 3a HEHEeraTWBHE peajiHe OpojeBe a,b,c BayKW HMII-
JITKAIIHj &
a b c
< +
l14a~1+b 1+4c
U OJIaTJIe U3BECTH HEjeIHAKOCT TPOYIJia. v

a<b+c &
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2.2. HenpekungHocT 1 rpannvHa BpegHoct. [lojmMoBu KouBeprennwmje, m-
Meca u HenpekugHoctu gedunucane y C mpeHoce ce HA TPOM3BOJHPHU METPUUIKHU
npocrop M.

Hepunurnuja 4. Huz x,, € M KOHBEprupa Ka Too aKO W CaMO aKO
(Ve >0)3Fng e N)n >ng = d(z,,Too) < €.

Exksupanenrno, lim z, = 2o < lim d(z,,2s) = 0, e je nocseimmu jumec
n—oo n— o0

panuje medpunncan sumec HE3a y R.

Jlema 1. I'panuvna epednocm Hu3a je jeduHCmeeHa.

A TlpernocraBuMo Ja HU3 T, UMa JIBe IPAHUYHE BPEIHOCTH To, U Ton. Heka je
e > 0 Taza je 3a 10BO/BHO BeUKO N d(Too, Tn) < § U d(Tp, Too) < 5

A(Toos Too) < d(Too, Tn) + d(zp, T) < €.
TlomTo je € MPOU3BOJBHO, caean Aa je d(Too, Tog) = 0, Tj. Too = Too- \VA

3amarak 25. Onmcarn KOHBEPreHTHE HA30BE y JUCKPETHOM METPHIKOM MTPOC-
ropy (Bumeru Ilpumep 5). v

Iedwmuumnuja 5. Heka cy M, My MeTpuakn mpocTopu ca MeTpukama dj, ds.
Heka je a € M;. Kaxemo nma je A € Ms zpanuuna epednocm TPECIUKABAKHA
f:M; — My y taukn a € M; ako 3a cBaku HU3 x,, € M; \ {a} Baxu

nl;n;o Ty =0 = nlgrr;o f(xn) = f(a).

Exksupasentro, lim f(xz) = A ako u camo ako
r—a

(Ve > 0)(30 >0)0 < dy(z,a) <d = dao(f(x),A) <e.

Hedbumaunuja 6. Heka cy My, My merpuyku nmpoctopu ca merpukama di, ds.
IpecmukaBamwe f : M7 — M je Henpekumno y tadku a € M; ako 3a CBakKd HU3
T, € My Baxu

lim z, =a = lim f(z,) = f(a).

n— oo n—00

ExksuBasientro, f je Henpekumno y a ako u camo ako Baxku lim f(z) = f(a),
r—a

IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
(Ve > 0)(30 > 0) di(z,a) <6 = dao( f(z), f(a)) <e.
[IpeciukaBame je HenpexudHo aKo je HEIPEKUIHO y CBAKOj TAYKU JOMEHA.

IIpumep 8. (Hempexkmmuoct merpuke) Heka je M merpuuku mpocrop ca
verpukoMm d u ¢ € M. IlpeciukaBame

d(-,¢): M - R, zw—d(x,c) (2)

je mempekuaHo (mozpasymeBa ce Ja je Merpuka Ha R crampapama, nedunucaHa
nomoliy arcosyrhe BpegHocTH). 3aucra, Heka je a € M, x,, — a u € > 0. Taza, na
OoCcHOBY neduHUIMje KOHBEPIreHIHje, mocToju ng € N TakBO 1a BaxKwu

n>ny = d(z,,a)<e. (3)
U3 d(xp,c) < d(xn,a) + d(a,c) u d(a,c) < d(xn,a) + d(z,,c) caenu
—d(zp,a) < d(zn,c) —d(a,c) < d(zn,a),
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Tj.
|d(zy,,c) — d(a,c)| < d(zn,a),
na je, Ha ocHOBY (3), |d(xn,c) —d(a,c)| < € 3a n > ng. To 3Haun xa je
lim d(z,,c) = d(a,c),

n—oo
Tj. Ja je npecaukaBambe (2) HempeKuIHo. i
3amarak 26. Heka je (V|| - ||) Hopmupanun BekTopckn npocrop. Jokaszaru 1a
je mopma || - || : V' — R HempekuHO MpecinKaBambe. v
3amarak 27. Heka je f(x,y) = % Hokazaru na je
lim (lim f(z,y)) =1, lim (lim f(z,y)) = —1
z—0 y—0 y—0 x—0
u 1a
lim  f(x,y
(z,y)—(0,0) (:9)
He TTOCTOjH. v

3anarak 28. lokazaru ma 3a GyHKOHjy
222
:RxR - "I
FERXRA(O0)) f@) =
BaXKU
lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)),

z—0 y—0 y—0 x—0

aJ| [1a He TOCTOjU

f(z,y).

Yryrerso: mocmarparu muzose (n-t,n"t) u (2n71,n7t). v

lim
(z,y)—(0,0)

1
T

3amarax 29. [lokazartw 1a 3a byakmmjy f(z,y) = (z+y)sin
IIOHOBJHbEHHU JINMECH

sin % He TOCTOje

lim (lim f(z,y)) u lin%)(lim f(z,y))

z—0 y—0 y—0 x—0
anmn 1a je

lim z,y) = 0.
(m’y)ﬁ(oﬁo)f( v)

3anarak 30. IIpeciukasamwe f: R X R — R je nedunucano ca
2zy
I
0, (z,y) = (0,0).

Hokazaru na je 3a cBako x dbyukuuja y — f(x,y) HempekuaHa u j1a je 3a CBAKO Y
dyukumja x — f(x,y) Henpekuana, anu ga GyHkuuja [ HUje HELPEKUIHA y HYJIM.
YiyTerBo: 3a J0Ka3 IPeKuIHOCTH y Hy/u nocMarparu wus (n~1,n=1). v

3anarak 31. lokazaru ma je pecrpuknuja pyHKImje
IQ’y
f(x,y) — x4+y2’ (‘r7y) # (070)
0, (z,y) = (0,0).

HA CBAKy IpaBy Yy = ax HenpekujHa, anu aa je f npekuana y (0,0).
Yuyrcerso: mocmarpatu muzose (n~ ! n71t) u (n71 n=2). v
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3anmarak 32. Heka je C[0, 1] upocrop nenpexkuauux dyukuuja f : [0,1] — C.
Hokazaru na je C[0,1] C B[0, 1], tae je B[0, 1] upocrop nedunucan y IIpumepy 6.
Ucnurarn venpexunnocr dyaxumje f : C[0,1] — C[0,1] y omHOCY Ha MeTpuUKY u3
TOT anMepa aKo je

(a) f fo tsin (x(s)) ds;
(6) f(x fo sin ( 1 + tx( ) ds;
(B) f(x)(t = n 1 sl fo 71755

v

2.3. OTBopeHMN U 3aTBOpeHM cKymoBu. Heka je M MeTpwdKu mpPOCTOP Ca
merpukoMm d u xg € M. Heka je r nosurusan peasian 6poj. Ckynosu
B(zg,r) :={x € M |d(x,x9) <r} m Blxg,r]:={ze M |d(z,xy) <r}
HA3UBAjy C& 0MBOPEROM U 34MEOPEHOM AONMOM CA TIEHTPOM T( U TOIYTIPETHUKOM
r. Ckyn
S(xo,r):={x € M | d(x,z9) =1}
Ha3MBa ce cfiepom ca MEHTPOM Lo W TTOJYTPETHUKOM 7.

IIpumep 9. OrBopene nomre y MerpudkoM mpoctopy R ca crammapaaom me-

rpukoMm d(x,y) = |y — x| cy OTBOpEHU MHTEPBaJM, a 3aTBOPEHE JIONTE 3aTBOPEHU
unreppanu. Cdepa ca nenTpom zy € R ¥ moIynpedHuKoM r je JBOYIAHU CKYyIl
{zog — 7,20 + 7} il

IIpumep 10. OrBoOpene u 3aTBOpeHe JjonTe y MeTpudkoM mpoctopy C ca me-
rpukom d(z,w) = |w — z| cy orBOopenu u 3arBopenu auckosu (B. dedbunuiujy 33
Ha cTp. 74), a cdepe cy KpyKHULE. f

IIpumep 11. Heka je (M, d) nuckperan merpudku nipocrop n r > 0. Taza je

j <1 j 1
Blao,r) = {{xo} axko je 1 < B, ] = {{xo} aKo je 1 <

M ako je r>1, M akoje r>1
u
j 1
S(eor) =1 woie 17
M\ {zo} akoje r=1
3a cBako rg € M. f

YonmrasameM 110jMa OTBOPEHUX U 3aTBOpenux ckymosa y R u C (8. crp. 53
u 74) monazumo 1o cienehe nedunummje.

Iedununuja 7. Heka je M merpuuku npoctop. logckyn U C M masuBamo
omeoperuMm ako 3a cBako x € U nocroju € > 0 takso ja je B(x,e) C U. Iouckyn
F C M wasmBaMo 3ameopenum ako je weros Komriement F°¢ := M \ F orBopeH.

Jlema 2. Ilodckyn F' C M je 3ameopen axo u camo ako 3G C6aKU Hu3 T, € F
8a94CU
lim x, =To = T € F. (4)
n—oo
A Hexa je F 3arsopen, 1j. M \ F orsopen. Heka je z, € F' HU3 KOju KOHBEprupa
Ka Too. IIpeTnocraBuMO Ja Too ¢ F. Ilomro je M \ F oTBOpEH, MOCTOjH JIONTA
B(%oo,e) C M\ F. Oparwne cnemu d(Zoo,®n) > €, IITO je y CYNPOTHOCTH Ca
limz, = 2o
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ITpernocraBumo caja jga 3a cBaku HU3 T, € F Baxu (4). Jokaxkumo na je F
sarBOpeH, Tj. na je M \ F orsopen. Heka je a € M \ F. IlpernocraBumo ja Hu
3a jenno n € N jonra B(a,n~1) muje canpxkana y M \ F, 1j. na 3a ceako n € N
nocroju z,, € F N B(a,n™!). Taga je d(z,,a) < n~ !, ma x, — a xag n — oo.
Oparne 6u, ma ocuoBy (4), creauno a € F, mro je y cymporHocTu ca u3bopoMm
a€M\F. \V/

Hedbununuja 8. Tauka xg € M ce HA3WBA MAYKOM HAZOMUAGBAHA CKYTIQ,
A C M axko cBaka orBopeHa Jionta B(zg,€) caapxku GECKOHAYHO MHOIO TAaYaKa
ckyna A. CKyn cBEX Tauaka HaroMuiasama ozuadasahemo ca A’. Ckyn A := AUA’
HaszuBa ce zameopemem ckyna A. Axo je B C Au B = A kaxemo j1a je ckyn B
eycm (nmu ceyoda 2zyem) y A. Tauka ag € A Koja Huje TaUKa HATOMUJIABAA HA3MBA
ce uzonoearom mavxom ckymna A, Cxkyn OA := AN M \ A masusa ce pybom cxyna
A. Tauka ag je ynympawma mauka ckyna A axo je 3a mexko € > 0 B(ag,e) C A.
CKyTl CBUX YHYTpAITFhUX Tadaka CKyma A HasmBa ce yHympowHowhy ckyna A, u
o3Hauana ca Int A.

3amarak 33. Onpenutu A, A, OA u Int A 3a ckyn A y METPIIKOM IIPOCTOPY
(M,d) ako je
(a) A= [0, 1) U {2}7 M =R, d(x,y) = |£U - y|;
(8) A={(x,y) | 2®>+y?> <1} M = R x R, d eyk/IuJICKO pacTojarme y paBHu.
(r) A={(z,y) |y =22} M =R x R, d eyku/JcKo pacrojame y papuu. v

3anarak 34. Heka je A ckyn y merpuukom npocropy (M, d). HJokazaru na cy
creneha TBphema eKBUBaIEHTHA:
(a) Ajerycry M.
(6) A wma HempasaH IPECEK Ca CBAKOM OTBOPEHOM JIOIITOM.
(B) 3a cBaky tauky x € M nocroju HU3 a, Tadaka ckymna A TakaB ga je

z = lim a,. v
n— o0

3amarak 35. Heka cy A m B noiackynoeu y merpudkom mpocropy (M, d).
Hoxkazatu na je
(a) Int (AN B) =Int ANInt B;
(6) AUB = AUB;
(B
(

) ACB = (IntACIntB A AC B);
r) (Int A)° = A¢, A° = Int (4°),
rae je ca X¢:= M \ X o3naden kommjiement moiackyna X C M. v

3anarak 36. Heka je (M,d) merpuuku npocrop. lokasaru Ja je kapakrep-
ucrudHa PyHKImEja noackyna A C M

1, ze€Ad
0, z¢A

MPEKUIHA y TaUKaMa pyda A ¥ HEMPEKUIHA y OCTAJUM TATKAMA. v

x: M —R, XA(x)z{

3anarak 37. Heka je x,, HU3 y METPUYKOM MPOCTOPY KOjU KOHHBEPTHUPA KA
Too. JOKazaTm ma je ckym

A={z, | neN}U{z}

3aTBOPEH. v
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Banmarak 38. Heka cy (M,d), (M,d;) u (M,ds) Mmerpudkn IpocTopy n3 3a-
narka 19 uw A C M. [Jokazaru ja cy crenena TBphema eKBUBATICHTHA
(a) A je sarsopen y (M,d);
(6) A je zarsopen y (M,d;);
(B) A je sarsopen y (M,ds).
v

Jlema 3. A je najmarou 3ameopen cxyn xoju capdsicu A.

A Ounrnenno je ma Baxu A C A. Jloxkaxxkumo 1a je ckyn A zarsopen. Hexka je
ap HU3 Y A ¥ 4 — Ao Kam n — 00. AKO HU3 @, HUje KOHCTAHTAH MOYEBIIH O]
HEKOT' 7, OHJIA, je (oo TAUKa HAPOMHJIABAKA CKYNa A, Ha je as € A. Ako je nus a,
KOHCTAHTAH I[IOYEBIIH OJI, HEKOL 71, OHA j€ (oo = Un 38 BEIHUKO N, 114 je (s € A, a
caMuM TUM aoo € A. Tume je pokasano ma je ckyn A sarsopen. IIpernocrasumo
na je F 3aropen ckyn u ga je A C F. Heka je v € A\ A. Taza je r Tauka
HArOMUJIABAKA CKyma A, ma mocroju Hu3 a, € A Koju KoHBeprupa ka x. IlomTo je
Tajga T, € F, a ckyn F' je 3aTBopeH, cnean x € F. Tume je mokazano ga je ACF,
IITO 3HAYN 13 je A HAjMamy 3aTBOPEH CKYI KOju capmxu A. \V4

IMocnemuma 1. Cxyn F je 3ameopen axo u camo axo je F = F.

3amarak 39. [okazaru ja je Int A majsehu orBOpeH CKyn Koju je caapiKaH y
A. Jokasaru ja je cKyn A orBopeH ako u camo ako je Int A = A.
v

Teopema 1. Hexa je Th; pamusuja c6ux 0meopenus nodckynosa iy Mempuukom
npocmopy M. Tada eastcu:

(T1) M ery, D€y

(T2) axo je {Uxr}rea Pamuauja cxynosa us oz, onda je | J Uy € Tas
AEA
(T3) U, Uz ey = U NU; €1y

A Ceojerso (T1) je ounrnmenmo. Heka je {Uy}rea dbammimja ckymosa u3z 7y u

x € |J Ux. Tanma je x € Uy, 3a Heko Ag. Ilomro je Uy, oTBOpeH, 3a HeKO € > 0
AEA
Baxu B(x,e) C Uy, na je u B(z,e) C |J Ux. Tume je poxazano na je |J Ux
AEA A€A
orsopen ckyi, 1j. cBojerso (T2). Hokaxumo (T3). Heka cy Uy u Us orBopenu u

x € Uy NUsy. U3 orBOopenoctn ckyna Uy u ¢ € U; cineqn noctoju €1 > 0 TakBo J1a
je B(x,e1) C Uy. Camuno, B(x,e2) C Us 3a Heko €2 > 0. Heka je ¢ = min{eq, ea}.
Taza je B(x,e) C Uy NUs, mro nokasyje aa je U; N Us oTBOpEH. \V4

Tlocanemuna 2. Hexa je (py pamuarujo c6ux 3ameoperus nodckynosa y Mem-
puukom npocmopy M. Tada sascu:

(31) M € Cm, 0 €Cu

(32) Fi,Fh ey = FLUF, €y

(33) axo je {FA}xca Pamuauja cxynosa us (pr, onda je (| Fy € (s
AEA

A JToka3 ciemu u3 ne MopraHoBux® 3aKOHA

(Us)-na (Qa)-Us

AEA A€A AEA A€A

2[[e Mopran {(Augustus de Morgan, 1806-1871), mIKOTCKH MaTeMaTAYap
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U NIPETXOJHE TeopeMe. \V4

Iedmanmnuja 9. PamMninjy CBUX OTBOPEHNX MOACKYTOBA METPIIKOT TPOCTOPA
HA3WBAMO MONO0.A02UjOM TOT TIPOCTOPA.

HemnpekuanocT MOKeMO & OIHUIIEMO CaMO Yy TEPMHUHHMA TOIOJOTH)E - BAXKH
crnenehia Teopema.

Teopema 2. Hexa cy My, My mempuuku npocmopu. 3a npecauxasare f :
My — My caedeha mepherva cy exeusaseHmua:

(a) f je menperxudno npecaurasarve

(6) sa ceaxu omeopen cxyn V C My ckyn f~1(V) je omeopen
(8B) 3a ceaxu szameopen cxyn F C My exyn f~1(F) je sameopen
(r) sa ceaxu cxyn A C My eascu f(A) C f(A).

A\ Tlpernocrasumo ja Baxku (a). Heka je V' C My orsopen nojackym, a € f~1(V).
JloKasKMMO Jla je HeKa KyTJjla ca TIeHTpoM y a cagpskana y f~1(V), aume hemo
nokazatu 1a je ckyn f~1(V) orsopen. Hexka je b = f(a). Iomro je ckym V
orBopeH, 3a Heko € > 0 je B(b,e) C V. U3 umenpekupnocTu npeciukasamwa [ y
TaYKKU @ cjeay Ja nocroju 0 > 0 TakBO 13 BaxKu

d(z,a) <6 = d(f(x),b) <e,

1. f(B(a,d)) C B(b,e) C V. Onarae cremu B(a,d) C f~1(V). Tume je nokazana
nMIumkanmja (a) = (6).

ITpermocraBumo fa Baxu (6). Heka je ' C M 3arBopen ckym. Taza je Mo\ F
orsopen. U3 (6) u

A M \F) = My \ f7H(F)

cremu na je ckyn Mi \ f~1(F) oropen, mro 3uaunu jaa je ckyn f1(F) 3aTrBopen.
Tuwme je gokasaHa uMiumkanuja (6) = (B).

ITpermocraBumo na Baxkn (). Heka je A C M;. Cryn f(A) je 3arBOpeH, na u3
(B) cemu na je ckyn f~1(f(A)) 3aTBopen u BaxKku

AcC fTHf(A) C fH(f(A)).

ITomTo je A HajMamH 3aTBOPEH CKyM Koju canpxu A, cienn na je A C f~1(f(A)),
1j. f(A) C f(A). Tume je nokazama nvmmkanmja (8) = (T).

ITpernocraBumo na Baxu (r). Hekaje zg € My, yo = f(xo) ue > 0. Jokaxkumo
na nocroju & > 0 takso ga je f(B(zo,d)) C B(yo,e), yume hemo mokaszaru He-
IPeKHIHOCT HpecinKabama f y Tauku To. Heka je A = f~1(My \ B(yo,¢)) =
My \ f~1(B(yo,¢)). Tana Baxku x¢ ¢ A. Baucra, kaga 6u 6uno zo € A, u3 (r) 6u
caieuno

Yo = f(xo) € f(A) C f(A) = fF(f~1 (M2 \ B(yo,e)) C M2\ B(yo,¢),

1j. Yo ¢ B(yo,e), mTo je kourpamukimja. Jlakie, ro Opunaga OTBOPEHOM CKYILy
M; \ A, ma moctoju § > 0 Taxso 1a je B(xg,8) C M\ A. Onarne u u3 nedburummje
ckyna A caenu na je f(B(zo,d)) C B(yo,€), IITO 3HAYM Ja je NPECIUKABAE f
HEIPEKUIHO y To. Tume je gokasaHa uMimnkanuja (r) = (a). \V/
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2.4. ExBuBajsienTHe merpuke. Merpuke d; un dy nedunucane Ha ckymy M
CYy CMpo20 exeusaseHmHe ako IOCToje IO3UTHBHE KoHcTauTe «, 5 € (0, +00), Takse
aa je
adl(xay) S dQ(xay) S 6d1(x’y)

Metpuke di u dy Cy monosowxu exséusasenmue ako NeMDUHUAILY UCTY TOIMOJOTH)Y
Ha ckymy M, 1j. ako Baxku ga je ckyu V' C M OTBOpPEH y METPHYKOM ILPOCTODY
(M,d;y) ako m camMo ako je OTBOpeH y MerpudkoMm mpocropy (M, ds).

Hanowmena 2. [lomTo HeMpeKnIHOCT U TPAHUTHA BPETHOCT ¥ METPUIKOM TTPOC-
TOPY MOTY Jia ce JiepuHHINy caMo Ha je3UKY TOIOJIOTHje, OBU 1T0jMOBH ce Helie MeH-
jaTu aKo yMecTO jeiHe MeTPUKe y3MEMO HEKY APYTY, Eb0j TOMOJIONIKYA eKBUBAJIEHTHY .
o

Jlema 4. Axo cy mempuxe di u do cmpozo exsusasenmme, onda cy OHe U
MONONOWKY €KBUBAAEHITVHE.

A Axo cy dy, da crporo ekBuBasienTHe Merpuke u Bi(a;p), Ba(a, p) nomohy mux
nedunucane jonre ca neHTpoM a € M u nomynpedHukom p > 0, oHZa je

Bi(a, B r) C By(a,r) C By(a,a”'r).

[Tomrro Tonosoruja, tj. dpamMuinja OTBOPEHUX CKYIIOBA, MOXKe J1a ce JeduHuIe caMmo
ITOMONY JIONTH y METPUIKOM IIPOCTOPY, OaB/Ie CJI€/IN j1a Cy ToroJioruje neduHnucaHne
MeTpukama dy u do UCTE. \V4

3anarar 40. Heka je (M,d) merpuuku npocrop. dokasaru ma cy merpuke d

n
d(z,y)
dy(x =——r
O T ey
TOMOJIOIIKK €KBUBAJICHTHE, Il He 00aBe3HO M CTPOrO €KBUBAJICHTHE.
Yuyrcrso: dy(z,y) < 1, 1ok d e Mopa ja Oy/Je OrpaHudYeHa. v

Banmarak 40 moka3syje Ja je CBAKH METPUYKHU IIPOCTOP TOMOJIONTKY €KBUBAIEHTAH
02PAHUNEHOM MEMPUUKOM TPocmopy — Merpuuku upocrop (M, d) je oepanusen ako
je

d(M x M) ={d(z,y) | z,y € M}
orpanuven noackyn y R. Ilogckyn A C M merpudkor npocropa je orpaHuveH ako
je merpuuku mpocrop (A, d) orpaHnveH.

3amarak 41. Jlokaszarn na je moackyn A merpudakor npocropa (M, d) orpanu-
9YeH aKo U CaMo aKo je, 3a Heko p € M u ueko p > 0, A C B(p, p). v

2.5. KomujeBu anzosu. Komiuternn npocropu. Ilo anasnoruju ca ciyga-
je€M KOMILTEKCHUX HU30Ba, HU3 T, Y METPUIKOM mpoctopy M maszuBamo Kowujesum
HU30M AKO BaXKH

(Ve > 0)(3np e N)ym,n >ng = d(m,x,) <e. (5)
Baxxu cieneha nema.

Jlema 5. Ceaxu koneepzenman nu3 je Kowugjes.
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A Heka je x, HU3 KOjU KOHBEDPIHPA Ka To. Heka je ¢ > 0. W3 medununmje
KOHBEPreHIHje HU3a Yy METPUIKOM IIPOCTOPY CJaeau ma moctoju ng € N TakBo 1a
BazKI 1 > ng = d(Tn, Too) < 27 'e. Taza 3a m,n > ng Baxkn

ATy Tn) < ATy Too) + A(Too, 2n) <2 e +27 e = ¢,

IIITO 3HAYH J1A je Hu3 &, Korrmjes. \V4
O6phuyTo He MOpa Jla BaxKu, IITO 1OKa3yje ciemehu npumep.

IIpumep 12. Heka je M = (0,1) merpuuku npocrop ca MerpukoMm d(z,y) =
ly — x|. Tana je vuz xz, = % Komujes, amu Huje KOHBEpreHTaH, Tj. HE IOCTOjH
TavKa Too € (0,1) Taksa ma je lim, oo % = Too- f

Merputke nmpocrope y KojuMma je cBaku KornjeB Hu3 KOHBEPIreHTAH M3IBajaMO
crenehom meduHuUIEjOM.

Ieduuunuja 10. Merpuduku npocTop je xomnaemar ako cBaku Komujes Hu3
x, € M xouBeprupa.

Metpuuku npoctop u3 IIpumepa 12 mumje kommaeran. Peamna mpasa R n xom-
nyiekcHa pasad C ca craHgapJHuM MeTpuKaMa ¢y komierau npocropu (Teopema 5
Ha crp. 180).

3anarak 42. Jlokazaru 1a peajHa IMpaBa ca METPUKOM yBeJIeHOM y 3amaTky 16
Ha CTp. 352 HUje KOMILJIETAH TTPOCTOP. v

3a yHKIMjy KOja UMa BPEJHOCTH Y KOMILIETHOM METPUYKOM IIPOCTOPY BarXKu
Kormmjes kputepnjym 3a er3aucTeHIN]y JTUMECa:

Jlema 6. Hekxa je (N,dyn) npouszeoman, a (M,dp) xomnaeman mempuuru
npocmop. Hexa je X C N, f: X — M ¢ynxyuja depunucana na X un € X.
Tada nocmoju lim f(z) axo u camo axo 3a ceaxo € > 0 nocmoju 6 > 0 ca ceojcmeom

:c—)'r]

(V1,22 € X) dn(21,n) <SNdn(22,m) < = du(f(21), fz2)) <.
A Hoka3 je ananoran mokady [locienurne 5 wa crp. 180. \V4

Teopema 3. Ilomnpocmop S C M xomnaemmuoe mempuuroe npocmopa M je
KOMNACMAH KO U CAMO AKO je 3aME0PeEH.

A TlpermocraBumo na je S 3arBopen. Hexka je x, € S Kommjes au3 y S. U3
KOMILJIETHOCTH TpocTopa M ciaeau ma x, KOHBEPrupa Ka To, € M. Ilomro je S
3aTBOpEH, BaXKule T, € S, ITO 3HAYN 1A T, KOHBeprupa y S, ma je S KOMILIeTaH.

IIpernocraBumo cazma ga je S KoMiuteran u HEKa je x, € S Hu3 y S KOju
KOHBEPIHPA Ka Too € M. W3 Jleme 5 cnemu na je x, Komujes Hu3, ma u3 kom-
MJIETHOCTH TIPOCTOPA S Clienn 1a OH KOHBEPrHUpa Ka HEKOj Taukw mpoctopa S. U3
jemurcTBeHOCTH rpanudne Bpeanocru (Jlema 1) ciaeau fga je Ta Tavyka ympaBo oo,
ma je Too € .5, mTo 3ua4u 13 je S 3aTBOPEH. \V4

3amarak 43. Koju on caenehux momckynosa komiiekcHe pasan C cy KoM-
TJIeTHU:
(a) {z€C|Imz=0};
6) {zeC|1< |z <2}
(r) {zeC| 2] <2 A |Rez| <1}
() {zreC|0<Rez<1AImz=sin(1/Rez)}?
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v

3anarak 44. (a) Heka je I C R orpanwyen u 3aTBopeH uHTepBas. Jlokasaru
1a je npocrop C(I) nenpexnanux dyukmmja f : I — C ca MeTpuKom

(,9) = max | (t) — g

KOMILTTETaH.
(6) Heka je b(C) mpocTop CBUX OrpaHUUeHNX KOMIIIEKCHUX HI30BA €A METPUKOM

d{zn}, {yn}) == sup |2k — Yl

Hokazatu na je b(C) KoMmeran METPUYKH TTPOCTOP.
Yuyrcrso 3a (a): Hexka je f,, Kommjes uuz y C(I). U3

):
(vt € D) |fat) = fn ()] < max |fu(t) = fin ()] = d(fn, fim)

cienu ja je 3a ceako t € I uu3 f,(t) Kowwujes uuz y C. Tlowro je komiuiekcHa
pasan C KoMIJIeTaH TPOCTOP, OJAT/IE CJASIU Ja 33 CBAKO ¢ € I mocroju qumec

foolt) = nlingo In(t).

Ocraje jom Ja ce mokaxKe Ja je tako jgobujena pyHknuja fo, HENpEKUHA, Tj. 114
je ona emement mpocropa C(I), Kao n 1a HU3 f, KOHBEPIUPA Ka foo ¥ CMUCIY KOH-
Beprennymje y MeTpunu d. 3a moKa3 y KOHBEPreHIWju y MeTpunn d Tpeba moka3aTn
nia

Sug) |foo(t) - fn(t)| —0 Kax n — o0,

te

mTo Moxke ga ce Buau u3 Komwujesor yciosa

sup [ fm (t) = fu(t)] <,
tel

[IpeJIacKOM Ha JIMMEC KaJi m — 00. 3a J0Ka3 HempeKuIHocTH GyHKIuje foo J0Ka-
3aTH HEjeTHAKOCT

‘foo(t) - foo(t0)| < 2d(fooafn) + |fn(t) - fn(tO)‘

¥ MCKOPHUCTUTH HENpeKuAHOCT GyHKIHja f,, u unmeHurny na f, — foo. JloKazs
rBphewa (6) je ciuvan. v

3amarak 45. Heka je p € [1,400). Jokazaru ma npocrop C(I) HempeKknaHmx
dyukumja f : I — C wa unrepany I = [a,b] C R nuje koMmmierad y ogHocy Ha

METPHUKY )
b L/p
d(f.g) == ( / If(t)|p> (6)

(yropemnTn ca 3amarkom 44). YmyTcTBO: Heka je

-1, a<t<(a+b)/2—-1/n,
1, (a+0)/24+1/n<t<b
u HeKa je f, nuHeapHa dyHKIMja HA uHTepBaNy [(@ 4+ b)/2 —1/n,(a+b)/2+ 1/n].

Hoxkazaru na je f,, Komujes uu3 y merpunu (6), Koju He KOHBEPrupa Ka HEIIPEKH/I-
HOj (PYHKIHjU. v
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2.6. KommakTaum mpoctopu. Merpudku npoctop M Ha3zuBaMO KOMNAKM-
HUM aKO CBaKU HU3 X, € M nMa KOHBEPreHTaH IOIHH3.

IIpumep 13. U3 Teopeme 3 ra crp. 173 caenn ma je marepsan [0, 1] kommaxTan.
Nurepsan (0, 1] Huje KOMIaKTaH: HA3 % € (0, 1] HemMa moAHW3 KOjU KOHBEPIHUpa Ka
HEKOM T, € (0,1]. Peamna npasa R u kommiekcHa paBan C HHCY KOMIAKTHH
OPOCTOPH: HH3 T, = N HEMa KOHBEPIeHTAH IIOIHHS. f

Teopema 4. Csearu KOMNAKMAH MEMPUYKU NPOCTNOP j€& KOMNAETNAH.

A\ Jloka3 je mOC/IOBHA KOmuja apyror mena gokasa Teopeme 5 ma crp. 180. Heka
je M xommakTaH MeTPUYKH TpPOCTOp U T, € M KommjeB an3. 13 kKoMnmakTHOCTH
CTIeNTA JIa TOCTOJU TIOJHUS T (p)- O3Ha4MMO JIMMEC OBOI IOJHHU3A Ca Too. HeEka je
€ > 0. Tana 3a neko ny € N Baxku n > ny = d(Tpn), Too) < 27 1e. Tlowto je
nu3 Kommjes, 3a weko ny € N Baxku n > ny = d(Tn, Tpn)) < 27 1le. Hexa je
ng = max{ny,na}. Taga 3a n > ng Baxm

d(xna :I;oo) S d(.’L’n, xk(n)) + d(xk(n)7 xoo) <eg,
Tj. X, KOHBEPIUPA Ka Tno- \V4

Jlema 7. Axo je M npouseomarn mempuukxu npocmop u S C M rez206 xom-
NAKMaH NOMNPOCMOP, 0HAa je S 02paHUUEH.

A TlpernocraBumo fa S Huje orpanuden. To 3uadwm Ja 3a s € S HuUjegHa JOMTA
B(s,n) He caapxu neo ckyu S, 1a 3a cBako n unocroju T, € S\ B(s,n). Ako 6u
HU3 2, WMAO TOIHNU3 Zj(n) KOjH KOHBEPTHUPA K& Too, BAYKHUIO OI

d(8, Tr(n)) < d(8,Too) + d(Too, Tp(n)) < d(8,T00) + € (7)

3a JOBOJBHO BeJWKO m. Mebhyrum, u3 x, ¢ B(s,n) n k(n) — oo kKag n — o0
cienm ma JieBa crpana y (7) Texu Ka 00 KaJ n — oo, mTo je Hemoryhe jep mecua
crpana He 3aBucu on n. Onartie cieiu na r, HEMa KOHBEPreHTAH IOHU3, IITO je
y CYIPOTHOCTH CA MPETIIOCTABKOM /13 je S KOMITAKTaH. \V4

Teopema 5. Ilomnpocmop S C M xomnaxmmoz mempuuxoz npocmopa M je
KOMNAKMAH GKO U CAMO GKO je 02PaHUYEH U 3GMEOPEH.

A Heka je S 3arBopen u z,, € S Hu3 y S. 360r KOMIakKTHOCTH TpocTopa M Hu3
Ty, UM TOJHU3 Tk () KOjU KOHBEPIUPA K& HEKOj TaYKU To, € M. W3 3arBopenoctn
npocropa S ciesu Ja je Too € S, Ia HOAHU3 Ty(p) KOHBEPrupa y S, ITO 3HAYH /1
je S KOMIaKTaH.

[Ipernocrasumo cazga ga je S kommakrtan. Heka je x, € S Hu3 y S Koju KOH-
BEPIUpa Ka Too € M. U3 KOMIAKTHOCTH MPOCTOPA S CJEIU J1a HU3 T,, UM MOIHU3
KOjU KOHBEPIHMPA KA HEKOj TAYKU U3 .S, a MOIITO CBAKK MOJIHNA3 KOHBEPreHTHOD HU3a,
Ty, KOHBEPIUPA KA Too CIEIH JIA je Too € 5. To nokasyje ma je S 3arBopen. Orpa-
HUYEHOCT cjaenu u3 Jleme 7. \V4

Ilocnemuna 3. Ilodckyn peasne npase R uasu xwomnaexcrue pasuu C je xom-
NAKMaM KO U CAMO GKO JE 02PAHUMEH U 3AMBOPEH.

A Tlomro cBaku orpannven nu3 y C mma KoHBepreHTan nomaus, ckyn B(0,r) =
{z € C | |z| < r} je xomnakran. Axo je S C C orpaHutTeH U 3aTBOPEH, OHIA je
S C B(0,r) 3a HEKO 7, Ia J0KA3 CJIEIU UC MPETXO/HE TEOPEME.

O6puyTo, ako je S xommakTaH, u3 Jleme 7 ciefu Ja je OH OrpaHWYeH, Ta je
S C B(0,7) 3a HEKO 7 U JI0KA3 CJIEIU U3 IPETXOJHE TeOPeMe. \V4
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Samarak 46. Heka je A C R nonckyn k—auMeH3HOHOT yKJIHICKOT IPOCTOPA.
ca CTaHJapIHOM eyKJIHICKOM MeTpukoM. Jlokazaru ga je A KoMImakTaH ako U CaMo
aKO je OrpaHUYeH U 3aTBOPEH. v

3amarak 47. Koju o ckynosa u3 3azarka 43 cy KOMIAKTHU? v

Teopema 6. Hexa je M womnaxman u N npouseonan Mempuyky npocmop u
f: M — N nenpexudno npecauxasarve. Tada je nomnpocmop f(M) C N xomnax-
Man.

A Hexa je y, = f(x,) vu3 y f(M). N3 kommakTHOCTH TipocTopa M ciemn na moc-
TOjU MOJHU3 T} () KOJH KOHBEPTUPA K& Too € M, Ma u3 HenpekuaHocTH dyHKIHUje
[ cnemy na momHu3 Yy (n) = f(Tr(n)) KOHBepTEpPa Ka f(To0) € f(M). \VA

Ilocnemuna 4. Hexa je M womnaxman mempuyky npocmop u f : M — R
nenpexudna Pynryuje. Tada nocmoje mavwke 1,2 € M makee da je

flxy) = gg@} f(x),  flas) = gélj\f/l[ f(z).

A U3 mperxoane teopeme caemu ga je ckyn f(M) C R xommakTan, na u3 Iocae-
muie 3 caenu na je f(M) orpamunven u 3arBopen. Onarie, Ha OCHOBY Akcnome
cynpemyma, ciaeau jga nocroje sup f(M) u inf f(M). U3 nedununuje cynpemyma
crmenn ma 3a cBako n € N mocroju Tadka x, € M taksa ga je

Flon) = 5 < sup (M) < flaa) + 5 Q

IMowro je M xoMmuakTaH, HU3 T, MMa IOJHU3 KOJU KOHBEPIMPA KA Lo, Ha U3 (8)
cremu na je f(xoo) = sup f(M). Camuano ce mokasyje mocrojame Tadke y Kojoj f
JIOCTHKE NHPUMYM. \VA

3anmarak 48. Heka cy A, B C R"™ 3arBopeHu moicKymoBw, mpu demy je A
orpannden. Jledunurmmmo

d(A, B) :=inf{d(a,b) | a € A,b € B},

rae je d(a,b) cranmapaHo eykimiacko pacrojame usmely ravaka a u b. Jokasaru

J1a ce oBaj uH(MUMYM JOCTHKE, Tj. Ja 1ocToje Tadke ag € A u by € B takse ja je
d(A,B) = d(a(),b()). v

3anarak 49. Heka cy M u N MeTpuuku mpoCTOpY W Heka je M KoMIaKkTaH.
Jokazarn ma je 3a cBaky Hempekuany oujexnnjy f : M — N WHBEP3HO NMPECTIHKaA-
Bame f~1: N — M HempekumHo. v

3anarak 50. /lokaszaru ga Cy MeTpuKe W3BEJAEHE W3 HOPMHU AeMDUHUCAHUX Y
Baganuma 12 u 13 cTporo eKBuUBajeHTHE.

Vuyrerso: Hexa cy || - ||1, || - |l Hopme na RF. Tpeba nokasatu a 3a mexe
[O3UTUBHE peasine Opojese «, [ Baxku

allx[i < [lxll2 < Blxl

ITomrro je ||[Ax|| = |A|| [|x]|, ZoBOBHO je MOKa3aTH mpeTXOgHE HEjeAHAKOCTH 33 X HA
jemurmanoj chepu S(0,1) C R¥. MckopuceTuTn 9nmeHuITy 1a je jequaudHa cdepa
KOMITAKTAH CKYIl, & HOPMa HENPEKUTHO MPECTUKABALE. v
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Bamarak 51. Heka cy (X,dx) u (Y,dy) Merpu4ku mpocTopu u Heka je X
koMmnakTan. Jlokazaru ga je Ha ckyny C(X,Y) cBUX HEIPEKHIHUX NPECIUKABAHA

f: X —>Yca
d(f,g) = sup dy (f(z),9(x))

no6po nedunmncana merpuka.Jokazarn ma je (C(X,Y),d) koMmueran ako u camo
ako je (Y,dy) xommeran. Yuoyrcrso: Buieru 3ajarak 44. v

Hedbununuja 11. Merpuuku npoctop M je cenapabuaah ako MMa HAjBUIIE
npebpOjuB IyCT MOACKYI, Tj. aKO HOCTOju HajBumie mpeGpojus moackyn S C M
TakaB Ja je S = M.

IIpumep 14. Ckyn R je cenapabunan, jep je Q = R. f

Teopema 7. Axo je mempuuku npocmop M xomnaxmawn, onda je on cenapa-
ouaan.

A Tokazxumo 1pso aa 3a cBako n € N nocroju KoHadan cKyn S, TAKaB Ja BaxkKK
1

(Ve € M)(3s € Sp) d(z,8) < —. (9)
n

IIpernocraBumMo CympoTHO, 113 33 HEKO Ny € N u 3a cBaku KoHa4aH moackymn S C M
BazKu

(Fz e M)(Vs € §)d(x,s) > (10)

Heka je 1 € M. Tlomro je ckyn {z1} Konawan, u3 (10) ciaequ za mocroju tavka
x9 € M 3akojy Baxku d(x1,xs) > 7710 IToHOBMMO 0Baj TOCTYNAK: MPETHOCTABAMO JI3,

CMO IbEMe U3/IBOjU/IN KOHAUAH CKYI Tadaka {1, ..., &} Takas na je d(x;, x;) > nio
Taya u3 (10) cieau na nocroju radka rx1 € M raxsa na je d(zg, ;) > n%) 3a CBAKO
j < k. Tume cMO KOHCTPYHUCATN HU3 X1, L2, ... TAKAB A BAXKH
1 .
d(zi,z;) > — 3a i #j. (11)
o
U3 (11) crmenm ma uu3 w1, To,... Hema Kommjes momnu3 ma, Ha OCHOBY Jleme 5,

HEMa HU KOHBEPreHTaH MOomHW3. 10 je y CYIpOTHOCTH Ca MPETIOCTaBKOM 1a je M
kommakTan. Tume je mokaszano Ja 3a cBako 1 € N mOCTOju KOHAYAH CKYyI S, TaKaB

na Baxu (9). Heka je
S={]J S
n=1

Ckyn S je npebpojuBa yHHja KOHAYHUX CKYIIOBa, na je nupebpojus. Heka je x € M
upousBosbHa Tauka. 13 (9) caenu na 3a ceako n € N nocroju rauka s, € S 3a Kojy
Baxu d(z, s,) < % Tume cMO JOKA3aIM J1a OCTOjU HU3 S, € S KOju KOHBEPIUPa
ka z. Onazie ciaenu na je S = M. To nokasyje na je npocrop M cenapabuian. v/

Iedbwmuumnuja 12. Pamuinuja U 0TBOPEHUX CKYIOBA CE HA3UBA 0MEOPEHUM TO-
xpusamwem ckyna A axko je A C UyeyU. IHomnoxpusawe nokpusamwa U ckyna A
je damunmja Uy C U koja je u cama mokpuBame ckyna A. [lokpuBame HA3UBAMO
KonawnuM aKo ce bammanja U cacToju ox KoHaYHOT Opoja CKyMOBa.

Teopema 8. (Bopesi—JleGerosa Teopema) Mempuuku npocmop M je xom-
NAKMaH AK0 U CAMO GKO C6AKO He2080 0MBOPEHO NOKPUBArbe U UMaA KOHAYHO NOM-
NOKPUBAILE.
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[Ipumerumo ma CMO crnenmjajHu Caydaj oBe Teopeme Beh mokazanu y Teo-
pemu 19 Ha cTp. 50.

A TIpermocTaBuMO TPBO /18 CBAKO OTBOPEHO MOKPUBAKE MPOCTOpa M mMa KOHAYHO
MOTTIOKPHUBAFhe U JOKAXKUMO Ja je M kommakTaH. IIpermocTtaBuMo cympoTHO — Ja
M wuwmje xommnakran. Taza mocroju Hu3 x,, € M KOju HEMA KOHBEPTEHTAH TOIHU3.
JloKaKnMo 71a Cy CKYyIIOBH

Uy =M\ {z, |n>k}

orBoperu. Heka je y € Uy. 3amcra, mpeTmocTaBUMO CympOTHO: m1a cBakO m € N
cxyn B(y, =) caapxn meky rauxy xi(m) € {z, | n > k}. Tama zx(m) — y xaz
m — 00, TITO je y CYyNPOTHOCTH Ca MPETIOCTABKOM 13 HU3 T, HEMa, KOHBEPTEHTAH
nozxuu3. dakne, 3a cBaky Tauky y € Uy mocroju aonra B(y, %) C Uy, Tj. cxyn Uy
je oTBOpEH.

Hokaxkumo cana na je davumuja {Ug}ren moxkpusame mpocropa M, Tj. na
cBaka tauka p € M mpumaza HekoMm on ckymosa Uy. Ako p muje jemna on Tavaka
HH3a T, TO je OUMIJIEJHO, jep je Taza p € Uy 3a cBako k. Ako je p = x;, oHJA je
p € Ujta.

Tume je mokazano ja je damunnja {Uy}reN OTBOPEHO IOKPHBAKE HPOCTOPA
M, na, 1o upernocrasiy, OHa UMa KOHa4HO norunokpusatbe Uy, , ..., U, . Heka je
m = max{ki,...,kn} + 1. Taza u3z mebunnumje ckynosa Uy cnemn ., ¢ Uy, U
-+ UUy, , mro 3uaun ga damunnja Uy, , ..., Uy, He nokpusa neo npocrop M, mro
je KOHTpaJuKiuja. Trume je jeman cMep TeopeMe TOKa3aH.

IIpernocrasumo cana ga je mpocrop M xkommnakran. Heka je U meroso orBopeHo
nokpuBame. JJOKazKuMO JJa OHO UM KOHAYHO MOTTIOKPUBAHE.

N3 Teopeme 7 ciemn ma mocToju mpebpojus ckyn S C M Takas ma je S = M.
Omabepumo, 3a cBaku map (s,n) C S x N npoussosman ckyn U, € U TakaB 1a je
B(s, %) C Us,,. ®avmmja

{Usan}(s,n)CSXN
je npebpojusa nordavmtrja davunuje . Jlokaxkmmo ma oxa mokpuBa ckyn M.
Heka je p € M. Tana je p € U 3a wexko U € U. Ilomro je U orBOpeH, 3a HEKO
n € N Baxu B(p, %) CU. U3 S = M cnenu na nocroju tTauka s € S raksa 1a je

s € B(p, %), man3
1 2
B( ) cB<p,> cu
n n

crenn na je x € U . OBuMe cMO JOKa3asn a CBAKO TOKPUBaFhe NMa pebpojuBo
normokpuBame. Ocraje jour ga JOKaXKeMO /1a CBAKO MPeOPOjUBO TMOKPUBAILE.
IIpernocraBumo cympoTHO: 72 MOCTOju MPEOPOjUBO MOKPUBAHE {Vn}n €N KOje
HeMa KOHAYHO TOTMOKpuBame. Tasa 3a cBako n € N mocroju Tavyka x, € M Taksa
J1a, BaXKu
Tp € VIU---UV,.

Tana HU3 x,, HEMa KOHBEPreHTAH HOHW3. 3auCTa, HEKA je p MPOU3BObHA TAYKA
upocropa M. Tana je p € Vi 3a ueko k. Ilomro ce cBu wianoBu Hu3a T, OCUM
MOK/Ia IpBUX k Haja3e BaH cKyma Vi, HUje/IaH HEroB MOJHN3 He KOHBEPTUPA Ka pP.
To je y KOHTPaJAUKIIHjU Ca TPETTIOCTABKOM O KOMIMAKTHOCTH TpocTopa M. \V4

JHedoununmuja 13. Heka cy (M,dys) u (N,dyn) merpuuku npocropu. IIpeciu-
kaBame f: M — N HasuBa ce ynufopmmo (WA PABHOMEPHO) HENDEKUOHUM AKO
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BaxKu
(Ve > 0)(35 > 0)(Vz € M)(Vy € M)dun(z,y) <6 = dn(f(z),f(y) <e. (12)

N3 neduHunmje HEMPEKUIHOCTH U yHU(DOPMHE HEMPEKUIHOCTH JIAKO CJIEIN A
je cBako yHu(OPMHO HENPEKUIHO MpecuKaBambe Hempekuano (B. gokas Jleme 8
Ha crp. 113). ¥ cayyajy kazga je npocrop M komnaxkrTad, Baxku u 00pHyTO. Ilpe-
nu3Huje, BaxKu ciaegehe yommrene Teopeme 7 na crp. 113.

Teopema 9. (KauToposa Teopema) Hexa je (M, dy) xomnaxman, a (N, dy)
npouseonar mempuuky npocmop. Ipecaukasarse f : M — N je nenpexudno axo
U camo aKo je yrudopmmo nenperudro.

A TIpernocraBuMo cynporHo: Aa je f : M — N HenpeKuIHO IIPEC/UKABAIbe KOje
nuje yaugopMuo Henpekuaao. Taga

(Feo > 0)(Vn € N)( 3Bz, yn € M) dps (€, yn) < % Ndn(f(xn), f(yn)) > €o-

ITowro je npocrop M xKomuaxTad, HU3 T, UMa KOHBEPIrEHTaH LOJIHU3 Tj(n). U3
UCTOT Pa3Jiora HU3 Yj(p) MMa KOHBEPTECHTAH MOMHU3 Y (n)- Heka je

lim gy =2 u  lim yg,) =y
n—oo n—oo

U3 dpf(Tn, Yn) < = ¥ HENPEKMIHOCTH METPHKE CIIEIN
. . 1
d(z,y) = nh_{{.lo dar (Tr(n)s Yen)) < nh_{glo o= 0,
na je x = y. Iomro je dn(f(zkmn)), f(Yrn)) > €0, 13 Hempekuauoctu dynxuuje f
U METpHUKE CJIeIn

d(f(x), f(z)) = lm dn(f(zrm)), [ (Yrm)) > o,

n—oo

LITO je KOHTPAIMKIIKjA. \V4

Ipuwmep 15. Heka cy (M, dys) u (N, dy) merpuuaku npocropu. IIpeciukaBame
f: M — N je Jlunwuyoeo®) ako mocToju KoucranTa L > 0, Taksa 1a je

(Va,y € M) dy(f(2), f(y)) < Ldn (2, y)-

Jlako ce Buam Ja je cBako JIMHIINWIIOBO IIPECIMKABAabe PABHOMEPHO HEIIPEKHIHO.
Crenujanno, ako je f peasHa GyHKIMja peaaHe TPOMEH/bUBE KOja je audepeHinxa-
OwJIHA ¥ MM OTPAHWYEH IPBU U3BO, U3 Jlarpamkese TeopeMe 0 Cperb0j BPEIHOCTH
crneau na je ona Jlummuiosa, ma 3aT0 ¥ PABHOMEPHO HEMTPEKHU/THA. f

IIpumep 16. Ilpeciukasame
f:RxR—=R, f(z,y) = arctan (z + y)

j€ PABHOMEPHO HEMPEKHIHO. 3ancra, u3 JlarpaHxese TeopeMe 0 CPeIh0j BPEIHOCTH
ciean

|s — 1|
< |S_t|7

| arctan s — arctant| = <
142

a je
If(z1,y1) = f(m2,92)] < [(#1 +y1) — (w2 + y2)| < |21 — 22| + Y1 — 92l

Opare cireu paBHOMEPHA HEMPEKUIHOCT dbyHKIHje f. i

3 Tunmun (Rudolf Lipschitz, 1802-1829), HemMauku MaTeMaTHvyap



2. HEIIPEKNJHOCT 1 TPAHUYHA BPEJHOCT YV METPUYKUM ITPOCTOPVMA 369

IIpumep 17. Heka je (M, d) merpuuku npoctop u a € M npou3Bo/bHA TavuKa.
Taza je npecaukasamwe ¢ : M — R, nebunucano ca ¢(x) = d(a,x), paBHOMEPHO
HENPEKHTHO. 3auCTa, U3 HEJeJHAKOCTU TPOYIJIa

d(z,a) < d(y,a) +d(z,y) n dy,a) <d(z,a)+dz,y)
mobujamo |1 (x) — ¥(y)| < d(z,y), omakse cieau paBHOMEpHA HEPEeKUIHOCT (hyH-

Kiuje 1. f

ITpumep 18. Hexka je (X, ||-||) zopmupanu Bekropcku npoctop. 13 mperxoamor
npumepa(3a a = 0) ciaeau ga je || - || : X — R paBHOMEPHO HENPEKUIHO NPECUKA-
Barbe. f

3anarak 52. Heka cy (M;,dy) u (Ms,ds) merpuaku mpocropu. Jlokasaru Ja
je mpecnukaBame f : M — Mo paBHOMEPHO HEIIPEKHIHO aKO M CAMO aKO 33 CBAKA
JIB& HU3A Ay, by, ca ocobunoMm di(an,,b,) — 0 Baxu dao(f(an), f(bn)) — 0. v

IIpumep 19. Ipecaukasame f(z,y) = arcsin% j€ HEMPEeKUIHO, aJId HUje PaB-
HOMEPHO HEIPEKUHO Ha CBOM JIOMEHY. 3auCTa, JIOMEH OBOI' IIPEC/INKABAIbA je

D ={(z,y) € R x (R\{0}) | ] < [yl}-
[locmarpajmo wuzose a, = (n~t,n~=1), b, = (n=, —n~1) € D. 3a wux paxu
2
dansb) == =0, |f(an) = flbo) =
(d je oBue crangapaHa eyK/JIMICKA METPUKA y DABHU), a f HUje PABHOMEDHO HD-
MIPEKHTHO. f

3anarak 53. Ucnuraru yaudopmuy HenpekuanocT dyHkimja n3 3agarka 32
Ha crp. 357. v

2.7. IloBe3anu npocropu. VHTYynTnBHO roopehu, METPUYIKHU TPOCTOD KOju
ce cacToju U3 BUIIE ,,0fBOjeHuX jenoBa’ je Henose3an. OBy HHTYUTUBHY MPEJICTABY
MOXkKeMO 13 (opmasinlyjemMo Ha JBa HEeeK8UBAAEHMHA HATNHA.

Hedbununuja 14. Merpuaku npoctop M je nenogesar ako U CaMO aKO MOCTOje
OTBOpEHH U Hempasau noackynosu U,V C M taksu naje UUV = M u UNV = (.
Y cyuporuom, mpocrop M je nogesan.

Iedbuuunuja 15. Merpuuku npocrop M je nymno noseszar ako 3a CBaKe /IBE
Tayke ro,r; € M nocroju menpekuano npeciaukasame v : [0,1] = M (,uyr y M”),
takBo 13 je v(0) = xo, v(1) = ;.

IMocmarpajmo apowianu ckyn {0,1} Kao METPUYKH IPOCTOP Ca AUCKPETHOM
merpukoM d(z,y) =1z # y, d(z,x) = 0. Baxu cneneha sema.

Jlema 8. Mempuuru npocmop M je nenosezam axo u camo ako nocmoju Hen-
pexudno npecauxasarve ¢ : M — {0,1} xoje je HA.

A Heka je M nenosezan. Taza nocroje menpasuu orBopenu nojckynosu U,V C M
rakeu ma je UUV = M n UNV = (. [IpeciukaBame

l3axzeU

Ozaxz eV

¢: M —{0,1}, f(x):{

je HA. Jokaxkumo na je ono HempekuaHo. Heka je a € U u Heka je x, HU3 KOjU
kouBeprupa kKa a. Ilomro je U orBopena OKojimHA rPDAHUYHE BPEIHOCTH ¢ HU3A
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Ty, TMOCTOjU TPUPOJIAaH Opoj ng TakaB ma je x, € U 3a n > ng. Tazga je, mo
nebununuju dyukuuje ¢, ¢(x,) = 1 3a n > ng, na je lim¢(x,) =1 = ¢(a). Tume
je mokazana HenpekuaHocT dbyuknuje ¢ y rauku a € U. Ha ucru nauun ce nokazyje
HEMTPEKUIHOCT y MPOU3BOJHHOj TAYKU CKyma V.

ITpermocTaBuMoO cajia Ja MOCTOjU HENPEKUIHO MpecinkaBame ¢ : M — {0,1}
koje je HA.

U=¢7(B(Ly), V=07 (BO,))

rae cy (B(1,3)) u (B(0, 3)) orBopene sionte nosynpeunuka i y mpocropy {0,1},
ca nearpuma y tadkama 1 u 0. Jacuo je ma je M = U U V. Ilomron je npecinka-
Bambe ¢ HA, ckynosu U u V cy Henpasuu. 13 HENPEKUIHOCTH [IPECIUKABABA (O U
Teopewme 2 cnean na cy ckymosu U u V orBopenn. Tume je moka3ano /1a je mpocTop

M HemoBe3aH. \Y4
Jlema 9. ITymno nosesar npocmop je noce3aH.

A TIpermocTaBuMO CympoTHO, 1a je M myTHO ToBe3aH, aju Ja Huje moBe3aH. U3
Jleme 8 cienm na mocToju HeMpeKuIHO TpeciankaBame ¢ : M — {0,1} koje je HA.
Heka cy xp,z1 € M tauke npocropa M rakse na je ¢(xp) = 0, ¢(x1) = 1. Iomrro
je M nyrHO 1moBe3aH, IIOCTOjU HENPEKUIHO npeciukasame v : [0, 1] — M rakso na
je v(zg) =0, y(z1) = 1. Tana je npecimkasame ¢ o+ : [0,1] — R menpekumuo mpe-
cimkasame nHTepBana Ha {0,1}. To je KOHTpamWKIMja, jep je HEMpeKuIHA CIUKA
unrepsasa unrepsai (Ilocnemuna 9 va crp. 111). \V4

3amarak 54. Hexa je A moBe3aH CKyn y MeTPHUIKOM IpocTopy u A C B C A.
JokazaTu ga je B mose3aH. v

3anarak 55. okazaru na je ckyn
1
S:{(m,y)ERXR|y:sin;}U{(O,y)€RxR|—1§y§1}

[IOBE€3aH, aJIH Ja HUje IyTHO IOBE3aH.
YIyTcTBO: UCKOPUCTUTH 3ajarak 54. v

Teopema 10. IIomnpocmop peasne npase R je nosesan axo u camo axo je
UHMEPBAL.

A OuurnenHo je 1a je MHTEpBAJ IIyTHO MOBE3aH, [ je MOBE3aH.
Heka je ckyn M C R mnosesan. IlpermocraBumo na M uuje murepsas. Taza
nocroje rauke p,q € M u a € R\ M rakse na je p < a < ¢. I[locmarpajmo ckyunose

U={reM|z<a} u V={zeM|z>a}

Ouursienno je ga je UNV =0 u UUV = M. Axo je o € U, onga je xg < a, na
TTOCTOjH je

a — X a — X

5 5 }cu,

mro 3Ha4dn Jga je U orBopen. Cinmuno ce nokasyje u jga je V orsopen. Ilomiro je
peU,qeV,ckynosu U u V cy menpazau. Oparie crenu na je M wenoBesax
CKYII, IITO je KOHTPaJuKIuja. Tume je JOKA3aHO [1a je CBAKM IOBE33aH IOJCKYI
peaslHe TIpaBe WHTEPBAJI. \V4

B(zo, ) ={z e M|d(zg,z) <

Teopema 11. Hexa je M nosesan u N npou3sosar Mempuyuky npocmop 1
f: M — N uenpexuono npecauxasare. Tada je nomnpocmop f(M) C N nosesan.
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A Tlpernocrasumo fa je N Hermosesan. U3 Jleme 8 cienu a mOCTOju MpecnKaBambe
¢ : N — {0,1} koje je menpekunno u HA. Tana je u upeciuxasame ¢po f : M —
{0,1} menpexunno u HA. 13 Jleme 8 Taga 6u caeqmno na je M memosesaH, mTo je
y CYMPOTHOCTH CA TIPETIIOCTABKOM TEOPEME. \V4

Hamomena 3. Cnenujasno, U3 IOPeTXOJHE TeopeMe CIefy Teopema o Mmebhy-
BpeaHOCTH 33 peanne dynkuumje Ha 110. crpanu: ako je f : [a,b] — R menpexumna
dbyukuuja, ouna je f([a,b]) unrepna. o

Teopema 12. Hexa je {Ax}ren Pamuaujo nosesanur nodckynosa mempuuroz
npocmopa M, maxea da 3a Hexo g € A saorcu

(VA € A) Ay, N Ay £ 0.

A:UAA

A€A

Tada je cxyn

Nnoee3aH.

A Heka je ¢ : A — {0,1} menpekuauo npeciukasame. I[lomro cy ckynosu Ay
MOBE3aHM, HA CBAKOM O] IbUX, HA OCHOBY Jleme 8, MpPecImKaBame ¢ jeé KOHCTAHTHO.
IIpernocrasumo, ne ymamyjyhu ommroct, na je ¢ = 1 ma Ay,. Ilomro je 3a csako
A cxyn Ay, N Ay mempasan, mopa na Baxu ¢(z) = 1 ma cBakom Ay, Tj. HA HEIOM
A.

Tume je J0Ka3aHO 1a je CBAKO HEMPEKWIHO NpecinkaBame ¢ : A — {0,1}
koHcranTHO. OQnarie, Ha ocHoBy Jleme 8, ciean na je A moBe3a. \V4

3amarak 56. Heka je (M, d) merpuaku mpocTop u ~ pejanuja Ha M, nedun-
7CcaHa Cca T ~ Y aKO W caMO aKO MTOCTOj! TTOBE3aH CKYTI KOju caapkKu « u y. Jlokaszatn
Jla je ~ pejanuja eKBUBAJICHIMje U Ja je KJaca ekBuBaseHuuje [z] rauke x € M
Hajsehu 1O0Be3aH CKyI KOjU CAAPIKHU T. v

IMepmuaumuja 16. Knace ekBupanennuje u3 3agarka 56 HA3UBA]Y €€ KOMNO-
Henmama nosezanocmu Merpudkor npocropa (M, d). Ako je A C M, komuoHenTe
MOBE3aHOCTU CKyNa A Cy KOMIOHEHTE TOBE3aHOCTH MeTpuikor mpoctopa (A, d|4).

3amarar 57. Heka je (X, | - ||) nopmupanu Bekropcku npocrop u V. C X
OTBOPEH MOJICKYIL. JIOKA3aTH /I3 jé CBAKA KOMIIOHEHTA II0BE3aHOCTH CKyla V OTBOpeH
CKYTI. v

2.8. IIpousBoxg merpuukux npocropa. Heka cy (M, dy) u (N,dy) merpu-
gku npocropu. IlocToju Buie npupoguux HaduHa ga ce Ha cKymy M x N nedu-
uuiie Merpuka. Mwu hemo mom mpow3BOIOM METPUYKUX MPOCTOPA TMOAPA3yMEBATH
MeTpruuku mpoctop M X N ca MeTpukoM

d((w1,91), (T2, y2)) == \/(dM(3717$2))2 + (dN(Z/hyz))Q- (13)

3 Kommu—IIIBaprioBe HejeTHAKOCTH CJIeIH HEjETHAKOCT TPOYTJIa 38 METPHUKY d, TOK
ce 0CTaJjIa CBOjCTBA METPUKE MpOBepanajy jako. Opaxkae u3bop merpuke vHa M X N
yormntaBa nedUHUIN]y eyKancKke MmeTpuke Ha R™.

Hamomena 4. Jlako moxkemo ja geduHUIIEMO U METPUKE HA IPOU3BOAY KOje
yommtaBajy 3azarak 50 #Ha cTp. 365 u TaKO JO0MjEMO ApYyTe, TOMOJIONIKYA €KBUBA-
JIEHTHE METPUKE Ha TMPOM3BOIY METPUUYKUX MpocTopa. Y ckiagy ca Hanmomenom 2,
u360p HEKe Off THX METPHUKA HE yTHYe HA TIOjMOBE HEIPEKUTHOCTH U PPAHUYIHE BPE/I-
HOCTH. o
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Jlema 10. Hus (xn,yn) y M X N xonsepeupa ka (Too, Yoo) GKO U CAMO GKO HU3
Tn € M xomeepaupa xa Too U HU3 Y, € N KoHeepaupa Ka Yoo .

A JIokas cieny U3 HejeHaKOCTH

Ay (T, Too) < \/(dM (Tn, Too) )2 (dN Yns Yoo )27

AN (Yn, Yoo) < \/(dwf(xnvxoo))Q (dN(ynvyoo))2-

4
Creneha nocienuna yonmrasa Ilocnemumy 5 ma crp. 106.
Ilocnemuma 5. Ilpojexyuje
M :MxN—=>M, #y(z,y)=z u 7y:MxN-=N, =y(z,y)=y
CY HENPEKUOHA NPECAUKABAILA.
A Hoka3z cnenu u3 Jleme 10 u pedunuimje nenpeku HOCTA TOMONY HU30BA. \V4

Kao nocsieuiy, mobujamo cinenehe yonrnremwe Jleme 4 ma crp. 106.

Ilocnemuna 6. Hexa cy X, M u N mempuurxu npocmopu. Ilpecaurasarse f :
X > MxN, f(z) = (fm(x), fn(z)) je nenpexudno ako u camo axo cy wenpexudna
npecaukasarea frr : X - M u fy : X — N.

A Tlomro je fyr =7y o f u fy =y o f, nokas ciaenu u3 Iocaenune 5. \V4
3anarak 58. [lokazaru ma je npeciukaBaibe
f:C?* = R3, f(z1,22) = (|21)* + (Re 22)3, ™32 4 cos (Re 21),0)
HEIIPEKUTHO. v
IIpumep 20. (Hempexmmuaoct Merpuke) Merpuka
d:MxM-—R

je HempeKmIHO NpecianKaBame. 3anucra, Heka je (T, yn) Hu3 y M x M rakas ma
(T, Yn) = (Too, Yoo ) Kag n — 0o. Ha ocuosy Jleme 10 cienu na taga T, — Too U
Yn — Yoo- V13 HEjEIHAKOCTH TPOYTIIA CIIEIN

d(z,y) < d(7, 7o) + d(Too, Yoo) + d(Yoo, Y)
d(xomyoo) < d(w7xoo) + d(:my) + d(yooay)-

Oparne cienu

d(xn, yn) - d(zoov yoo) (Ina 1:00) + d(yoov yn)
d(Toos Yoo) — A(Tn, Yn) (Tn, Too) + d(Yoor Yn),

|[d(zn, yn) — d(Xoo, Yoo )| < d(Tn, Too) + d(Yoo, Yn). 13 Ilpumepa 8 (crp. 355)
CJIeJI J]a JIeBa CTPAHA TEXKHU HYJIH KaJ 1 — 0O. i

<d
<d

3amarak 59. Heka je (V|| - ||) Hopmupanun Bekropcku npocrop. Jokaszaru Ja
je TpecinKaBambe

0:VxV =R, e(x,y) = [ly — =

HEIIPEKUTHO. v
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3anarar 60. Heka cy (M1, d1) u (Ms,ds) merpuuku npocropu u f : My — My
HEMPEeKUIHO mpecanKaBame. JlokazaTu 1a je rpadpuk

L(f) = A{(z, f(x) | z € My}

3arBOpeH 1moiackyn y My x Ms. v

Teopema 13. Hexa cy (M,dy) u (N,dy) mempuywku npocmopu. Mempuuru
npocmop M X N uma Hexo 00 caedehiuz ceojcmasa

1. oepanuuenocm
cenapabuarocm
KOMNAETHOCTN,
KOMNAKMHOCT,
Nn0BE3aHOCM

U N

aKo U CaMO KO MO C60JCME0 uMa c6axu 00 mempuukur npocmopa (M,dy) u

A Joka3z 3a upBa 4eTupu CBOjCTBA CJIeIU JAUPEKTHO u3 Jedununuje merpuke (13)
u aeduHINja OrPAHUIEHOCTH, CeNapabuIHOCTH, KOMIIJIETHOCTH W KOMITAKTHOCTH.
Hoxazkumo jorr ma je M x N noBe3an ako u camo ako ¢y M u N nose3zann. Heka
je M x N nosezan. Ilomro cy npojekuumje HenpekuHa npeciukasama (Ilocien-
una 5), uz Teopeme 11 cieau na cy M u N nose3sanu.
[IpermocraBumo caga ma cy M u N noBe3anu. 3a cBako xg € M uy € N
[IPECINKABABHA

M— M x{y}, z— (z,y) u N —={zo} x N, y— (z0,y)

cy m3omerpuje, na cy ckymosn {xo} X N u M x {y} nosesanu. Ilomro je

M={zo} x NU [J M x{y} n {zo} x NN M x {y} = {(z0.y} # 0,

n3 Teopeme 12 crenm ma je M x N moBe3as. \V4

3. HenpekngHOCT y TONOJIOMIKNM IIPOCTOPUMA

W3 Teopeme 2 cnenu ma ce HEMIPEKUIHOCT MOKE OMUCATH CAMO y TEPMUHUMA
TOMOJIOrUje. 3aTo je HPUPOJHO Pa3MarpaTd CTPYKType Ha KojuMa je neduHucaH
caMO TI0jaM OTBOPEHOT CKyTa, a He u mojam Mmerpuke. MortuBucanm Teopemom 1,
OBaKBe CTPYKTYpE YBOAUMO cieaehoM meduHUIN]OM.

THedpuuunuja 17. Tlap (X, 7x), rae je X crym, a 7x dbamMuianja HeroBux moj-
CKYTIOBA 3a KOjy BayKn

(T1) X eTx,0erx

(T2) ako je {Ux}rea damunuja ckynosa u3 7x, ouga je |J Uy € 7x

AEA

(T3) U, U ex = U NU; €1x.
HA3UBAMO MONOAOWKUM NPOCMOPOM, & daMunujy Tx monoaoeujom va X. Fie-
MenTe pamuimje Tx Ha3UBaAMO omeoperum ckynosuma. llogckyn F' C X nasuBamo
samaeopenum ako je ckyu X \ F' orsopes.

3arBopeHu CKymnoBu uMajy ciemeha cBojcTBa.

Jlema 11. Hexa je (py dpamuruja c6ur 3ameopenus nodckynosa Yy Mempuskom
npocmopy M. Tada eastcu:
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(31) M € Cm, 0 €Cu

(32) Fl,FQ € CJV] = F1 UF2 S CM

(33) axo je {Fa}ren Pamuauja cxynosa us (pr, onda je (| Fx € (s
AEA

A Jloka3s je anasioran nokasy [lociemuie 2. \V4

Hedununmuja 18. Heka cy (X,7x) u (Y, 7y) rononomku npocropu. IIpec-
mukaBame f: X — Y je nenpexudno y mauku a € X ako 3a CBaKu OTBOPEH CKYII
V € 7y koju caapxku tauky f(a) nocroju orsopen ckyn U € Tx KOjU CAAPIKU TAYKY
a rakas pa je f(U) C V. Ilpecaukasawe je nenpexudno na ckyny A C X ako je
HEMPEKUIHO ¥ CBakoj Tauky a € A. Cmemnumjanano, nmpecinkaBame [ je nenpexudHo
aKO je HEIPEKUITHO Ha IeJIOM HPOCTOpy X.

3anarak 61. Jlokasatu ma Teopema 2 ma crpanu 360 BaxKu u y TOMOJIONIKAM
upocropuMa (ca HE3HATHOM MOAUMUKALKMOM 10Ka3a). v



1.1.

(1)

(2)
3)

()

(6)

JIOJTATAK 2

IInTama n 3agannm

1. IIpBu cemecrap

IInrama.

Ha nn nocroju dyukuuja f € C°(R) (1j. TakBa Ja MOCTOjH N—TH W3BO,
D"f(z) 3a cee z € R u cBe n € N) raksa na je f(z) > 03a z €]0,1[ n
f(z) =03ax ¢]0,1[?

Ha mu mocroju menpexnana dbyakuuja [ :]0,1[— R 3a kojy je f(z) ==z
u fi(r) = 2x 3a cse x €]0, 17

Heka je (F,+,-,0,1) mome u S C F \ {0} moackym Koju je 3aTBOpeH y
OIHOCY Ha omepanuje mosba u 3a Koju je SN(—S) =0, F = (—=S)u{0}US.
Cax <y & x—y €S je nedunncana peianuja TOTATHOT TOPeTKa Ha S,
raksa aa je F'T = S (nokazaru!). Ako je (F,+,-,<,0,1) rorasno ypeheno
II0JbE, 13 JIM je Peslanmja IOPeTKa Ha beMy JedUHUCAHA HEKUM CKYIIOM S
Ha MPeTXoHo onucan Haunu? Jla ju je Taj CKym jeIMHCTBEH?

Heka je F' ckyn cBux parmonajaux dyHKuja Ha R, Tj. ckyn dyHKIHI]ja
obsuka p(z)/q(x) rue cy p,q: R — R nojuHoMu KOju HeMajy 3aje HUIKY
uyny (y C), upu uemy ¢ nuje upenrudku jeanak Hynu. Heka je S C F
CKyIl cBUX pauuoHainux pyHkuuja obsuka p(z)/q(x) raksux 1a najcrapu-
ju koedunujentu (Koedunmjentu y3 x ca HajBeNUM CTEIEHOM) TIOJIHHOMA
p ¥ ¢ UMajy MCTHU 3HAK (OBaj CKyII 3a70Bojbasa ycaose [Turama 3). a u
j€ ToJbe ca PeslaIjoM MOpeTKa 1eUHICAHOM TOACKYIIOM S apXUMEICKO?!
Jla m cBako TOTAIHO ypeheHo Mmosbe CaapKu MOTIOHE PAMOHATHIX OPO-
jesa (upeuusuuje: ypeljeHo normnosse u3o0MopdHO 110sby PALMOHATHUX OPO-
jesa)? a s nocroju ToraaHo ypeheHo 1osbe y KOME L0Jbe PALMOHANHUX
6pojeBa HHje rycTo?

Hexka cy a u b panmonasmu 6pojesu u [a,b]g :=={¢ € Q| a < ¢ < b}. Ha
T 33 TIPOM3BOJbHY HempekuaHy GyHKIwmjy f : [a,blg — R Baxku HeKo of
cremehux TBphema:

(a) f je orpanuuena;

(6) f je paBHOMEPHO HETIPEKUIHA;

(B) ako je f(a)f(b) < 0 onma je f(c) =0 3a Heko ¢ €]a, b[;

(r) f vuma MUHEMYM U MaKCUMyM?

() Ja s (r) Baxku ako je f paBHOMEPHO HelpeKuIHA?

Heka cy a,b u [a,blg ka0 y Iurawy 6. ®yukumja f : [a,b]g — C je
Juepenyujaburna y mauky qo €)a, b[NQ axo mocroju 6poj z, € C 3a koju
Baxku f(go+h) — f(qo) = 2z, - h+ o(h) kam Q > h — 0. Ta am 3a TaKkBy
dyukumjy Baxku HeKo o cienehux TBphema:

(a) ako je f'(z) =0 onma je f = const;

(6) axo je f([a,blp) C Ru f(a) = f(b) onxa je f'(c) = 0 3a neko ¢ €)a, b[?
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(8)
(9)
(10)
(11)

(12)

2. TINTATLA U 3AJIAIIA

Heka je S C C 3arBopen ckymn. /la jgu nocroju dyukmuja [ : C — C koja
je npekmaHa y cBuM Tavykama ckyna S u Henpekuzana na C\ S?

Ha Jjin 3a HU3 a, U3 nl;rréo |@ntp — an| = 0 3a cBe p € N crenn na a,
KOHBeprupa?

Ha nm mocroju ckyn X u uu3 A, € P(X) meropux noackynosa 3a Koju
ucToBpeMeHo Baxku liminf A,, = limsup A,, = 0 u nh—>12<> Card (4,,) = oo?

Ha u nocroju ¢yukiuja f : R — R yuju je u3BOJ y HEKO] TAYKH CTPOIO
[IO3UTUBAH, 8 OHA HUjE€ MOHOTOHA HU y JeJHOj OKOJIMHU T€ TauKe?
Ha s mocroju monomona dbyuximja f : R — R 3a kojy Baku f € C°(R)
n lim f(z)=0,ammuen lim f'(z)=07?

Jim  f(z) =0, Jm  f(z)

Ha sn uz nenpekuauoctu dbyukuuje f Ha [a,b] cnenu nenpekumaHoctT HyH-
kipje g(z) = sup{f(t) [ a <t < x}?

Ha mu u3 mudepennujabunmnoctn dyuxuumje f Ha |a, b[ cnequ mudepenny-
jabumroct dyukimje g(x) = sup{f(t) |a <t < x}?

Ha nn n3 mudepenipjabunnoctn dbyuknuje f Ha |a, b] caenn qa GbyHKImja
g(x) =sup{f(t) | a <t < x} uma jieBn U JecHu U3BOI Ha |a, b[?

Ha mu mocToju momHOM Tpeher cremena 9uju rpaduk Ipoaasn Kpo3 TaUKe
(=1,0), (0,0), (1,0), rakas na ranrenra na rpadux y (0,0) obpasyje ca
MO3UTUBHNUM JeJIOM z—0ce yrao /4?7 Axo mocroju, ma i je jemuHcTBeH?
Heka je A C C, f : A — C nenpeknnna dyskimja u z, € A Kommjes
uu3. [a jsm onarie cienu na je uus f(z,) Komujes?

Heka je B C C, f: B — C paBuomepno nenpekuana GyHKIHjA U 2, € B
Kowujes uus. Jda su ogarie caenu ja je uus f(z,) Kowujes?

Heka cy ag < bg < a1 < by < -+ < an < b, peannn 6pojesu. [la jn
nomuaoM p(x) = [[i_o(z + ag) + 2o (z + bx) nma koMmIeKCHY Hymy?
Ha nu je m3Boa nudepennujadbuire napue MyHKIEje Henapua GyHkmmja’
Ha nu je u3po nudepennpjadbuine Hernapuae GyHKIyje napaa GyHKnyja’?
Ha nu je w3Bon mudepennujabuine mepuogudne (pyHKIHje MEPUOTAIHA
dyukuuja’?

Jla au HekoHCTAHTHA AudepeHInjabuIHa nepuoanyHa (hyHKIMja UMa, Ha-
jMarb¥ MO3UTUBHU TIEPUOJ?

Ja 5 mpom3Bo/bHA HEKOHCTAHTHA TMEPUOANYIHA (DYHKIHjA NMa HAJMAHU
[IO3UTUBHU LEPUOL?

Ha s dyskuyja f: R — R moxkKe J1a uMa CIporu JIOKaJHA €KCTPEMYM Y
HEMpPeOPOjUBO MHOTO TavaKa?

Ja ym mocroju nenpekuana pyaknuja f 1 R — R raksa ma 3a ceaxko y € R
ckyn f~1(y) uma

(a) mBa enemenTa;

(6) rpu enemenra?

Ha i mocroju HenpekuaHa Oujexmyja

(a) peanne mpase R Ha muTepsan [0, 1];

(6) peanne mpase R na kpyr St = {z € C | |z| = 1}?

Heka je b(C) ckym orpaHndeHnX KOMILIEKCHEX HU30Ba U ¢o(C) ckym Kom-
IJIEKCHUX HU30Ba KOjU KOHBEPIrupajy Ka 0 m HeKa je ~ peJanuja eKBUBa-
aennuje ua b(C) nedunucana ca (, ~ 1, < (o — M € co(C). Ha au je
(b(C)/~, +, ) mome?
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(28) Ako mosmuom p : R — R uma camo peasine KOpeHe, Ja JIM UCTO BayKu 3a

d 9
TIOTMHOM -

(29) Ha nu mekoncranTha nepuonuuna dbyukmuja f: R — R uma lim f(x)?
(30) Hda num u3 (Ya € R) lin}) fla/n) =0 cnexn lir% flz)=07
n— xr—r

1.2.

r—r+00

Oprosopu. (1) Ja. (2) He. (3) Ja. (4) He. (5) Ja. (6) He. (7) He. (8)

Ha. (9) He. (10) Ha. (11) Ja. (12) Ja. (13) Ja. (14) He. (15) Ja. (16) Ha. (17)
He. (18) Ja. (19) He. (20) Ha. (21) Hda. (22) Ja. (23) He. (24) He. (25) (a) He.
(6) Ma. (26) He. (27) He. (28) Ia. (29) He. (30) He.

1.3.

(1)
(2)

3)

3amarnm.

Cxunmparu ckyn {z € C | min{|z — 1 —i|,|z 4+ 1 — |, |z +1i|} <2}y
koMmiLiekcHoj pasuu C.

Jokazaru ma mocroju peanHa GyHKIHja f peasHe TPOMEH/bUBE, TAKBA 13
jexpusa z : R\ {—1,1} = C, 2(t) = t(1 — )" +i(t — 2t3)(1 — t?) ! wen
rpacduk y R? = C. Ucnuratn GyHEKIHjy f 1 HANPTATH HeH rpaduk.
Basion ce newe Beprukasnno 6paunom 40 cm/s. Y rpenyTKy Kaja je 6anon
na Bucuau 20 M KPO3 TAYKY HCIOJ HEera 1nposa3u OUIUKJINCTA KOju Ce
kpehie 6p3urOoM 5 m/s. Kojom Gp3uHOM ce Tpu ceKyHe KacHuje moBefiaBa
pacrojame m3mely Ourukiucre u 6asmona?

Y HekapToBoMm x0y—KOOPAWHATHOM CUCTEMY CKUIIUPATU KPUBY Y 33/IaTy Y
nonapanM KoopauaaTaMa (7, 0) jeamagmnom 12 sin 20 = 242, rae je a > 0.
Heka je P € v nupousBosbHa Tauka. Jlokazaru ja je Tpoyrao Koju obpasyjy
TaHTeHTa Ha Yy y P, mpaBa OP n x—0ca jeTHAKOKPaKH.

Cxunmparu rpaduke ciaenehux dynkimja:

(a) fi(z) = nh_)rr;<> {L/l +an 4 (1 —2)?, x> 0;

(6) falw) = lim {/T+ (/22" + (1/2)%", x> 0;
(8) fs(z) = lim /cos2n z +sin™ z, z € R;

n—oo
(r) fa(z) = lim 82 0 > g

n—oo

: 22" 1o

() f5(@) = lim £, 2 € R
Oapenuru JOMEHE ¥ UCIUTATHA HEIPEKUHOCT ciieiehinx dyHKimja peaine
IPOMEHJbUBE XX
(a) f(z)= lim "
(6) g(x) = lim 375, k="27*
(B) h(z) =sup{n~®27" |n € N}.

Heka je A(aq,- -+ ,a,) apurmerunuka, a G(ai,: -+ ,a,) reoMerpujcka cpe-
JIMHA TTO3UTUBHEUX OpojeBa aq, ..., a,. Jokasarn ma QyHKIHja
Alar, -+ ,ap-1,%
FA0 oo R, fla) = k2ot
G(ala 5, 0n—1, 'I)
“Ma MEHEMYM Y TAYKH KOja je ApUTMETHIKA CPEIIHA OPOjeBa @1, - . . , Uy _1-

Hexka je ( = a+1ib Tauka y KOMILJIeKCHO] paBHu u L mpaBa Kpo3 ( Koja cede
peaJlHy M UMAruHAPHY OCY y TadKaMa, To U 1Yyg. JlokasaTn HejeqHaKoCTH
(a) |zo +iyo| = (af*/? +[b[*/%)%/>

6) |zol + lyol = (v/]al + v/]b])?

(8) |zoyo| = 4abl.



(9)

(13)
(14)

(15)

(17)

(18)

(19)

2. TINTATLA U 3AJIAIIA

Hexka je z, uu3 y C.

(a) Jdokaszaru uiau ONOBPrHyTH TBPDEbE: HU3 Z, KOHBEPIUPA aKO U CAMO
aKO KOHBEPIHMPA CBAKU FHErOB ITO/IHU3.

(B) doka3aTw WM OMOBPTHYTH TBpheme: HU3 2, WMa TIOJAHU3 KOJU KOH-
Beprrpa Min MOJHU3 KOj! je HeoTpaHWIeH.

(6) Heka je z, nu3 koju ne kouseprupa ka ¢ € C. [lokaszaru ujm omno-
BpruyTu TBpheme: MOCTOju MOIHU3 Z ca CBOjCTBOM JIa HUjeJIaH
IbErOB MOAHU3 HE KOHBEPIHUPA Ka (.

Hahwu cse monorone dyukiuje f : R — R Takse ma 3a cse z,y € R Baxu

f@+y) = v f(@) + e f(y):

Hahu nmumec cynepuop u mumec uadepunop Husa x, € R nedurucanor ca

»(n)

xQ;il, Tontl = 5 + Ton.

Heka je f : [a,b] — R senpekunna dynkumja koja uma juesu u3sox f’ ()

y CBaKoj Tauku T €|a, b|.

(a) Hokasarm na ako f HUje MOHOTOHA OHJA MOCTOjU ¢ €]a, b] 3a koje je
fl(c)=0.

(6) Hokazaru ma ako je f(a) = f(b), onna je

inf f (2) <0< sup f'(z).
a<z<b a<x<b

To = 07 Ton =

(B) okazaru ma je

it f () < LI oy g,
a<z<b b—a a<xz<b

Oynxnuja f :Ja,b[— C numa mempexkmman gecrm u3Boz f) (x) y cBakoj
Tavku = €)a,b[. Jokasaru na je f nudepennnjabuana Ha |a, b|.
Heka je f :]0,4o00[— R asanyr audepennujabunna pyHKuuja u Heka je
M; == sup,-, |D’ f(z)| 3a j € {0,1,2}. Hokasaru na je M < 4MoMo.
Heka je f :]0,4+o00[— R mpamyr mudepennmjabunna dbynkmmja ca orpa-
HUYEHUM JIDYTUM W3BOJOM, TaKBa /14 je J;Erfoo f(z) = 0. Hokazarm na je

lim f/(z) = 0. Ilokasarn KOHTpanpuMepoMm jaa TBpheme He BaXKH aKo
te msocTaBH YCJIOB OTPAHHYEHOCTH JPYTor U3BOJA.
Heka cy f,g : R — R audepennujabunne dynkuuje. dokasaru na je
dbyuxmmja h(z) = max{f(z),g(z)} mudepenuujabunna y raukama x y
kojuma je f(z) # g(x) my ounma y xojuma je f(x) = g(x) n f'(x) = ¢'(x).
Yewmy je jennak ussoz h'(z) y tum taukama? IllTa je ca ocramum Taukama?
Hexka je f : R — R menpekmmna GpyHKIHM]ja 1 HEKa je Igmoof(x) = —00,

a:llgrkloo f(z) = +o0. Hokazaru ga je dbyukuuja g(z) = sup{t | f(t) < =}
HEMPEKUIHA aKO U caMo ako je f crporo pacryha.

Heka je f : [0, +oo[— R menpekumna dyHKIMja KOja 3a70BO/baBa aCUMII-
rorcky penauujy f(x) = o(z) kan x — +oo. [Jdokasaru na 3a byHKImjy
9(x) == supg<;<, f(t) Baku g(x) = o(r) xKag x — +00.

Hokazatn na je dbyrkuuja f : [a,b] — R KOHBEKCHa aKO M CaMO aKo 3a
r1 < o < I3 BaxXu

f(@1)  flz2) f(xs)
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7 J]a jé CTPOro KOHBEKCHA aKO M CAMO aKO BaXKW CTPOTa HEjeTHAKOCT.
Hus a, je 3amar ca ap = va3zaa € R, ayy1 =+Va+a, Hdam lim a,

n— 00
HEIIPEeKUIHO 3aBUCH O a7

Oyukuyje f u g cy nudepennujadbuine y rauku a. V3pagyHaru

i 4 (@)9(a) — fla)g(z)

T—ra r —a

Jlokasaru ja je orpanndena KousekcHa ¢pyukuuja f : R — R KoHcTanTHA.
Heka je E ckyn cBux nuszosa a : Z — R raksux ga nocroju k € Z (koje
MOXKe J1a Oy[e pasjuduTo 3a Pa3jInduTe @) Ca CBOjCTBOM a, = 0 3a cBe
n < k. Y ckyny F nedwunucane cy omeparuje cabuparma U MHOXKEHA,
rmomohy

(a+b)p,=an+b,, (a-b),= Zajbn_j.
j=0

(a) Hokasaru na je (E,+,-) ca oBako JedUHUCAHUM OIEPAIHjaAMA [OJbE.
(OBo nome ce HazuBa M0/beM (DOPMATTHEX PEIOBA Y, o, 41" ; nedun-
HCaHe OIepaIlje YOIIIITAaBajy MPABUIO0 MHOXKEHa, KOe(UIINjeHATA 0~
JINHOMA;, Ped POPMAAHUL SHAYHN 13 HE TIOCTAB/HAMO THUTAMHE KOHBED-
TeHIMje TPETXOIHe CyMe, Ka0 HU JoMeHa nmpomensbuse 1, Beh je Ko-
PHUCTUMO CaMO Kao0 APYTY O3HAKY 33 HU3 G, PAJM JIAKIIET mamiema u
uzpohema JedbuHUCAHUX Olepalyja 1oJba. )

(6) Hokasaru na aexcukozpadcku nopedar

a<pbs Amin{n|a,#b,} < bmin{n|an;£bn}

nedunuiie pesnanujy noperka a <p b < (a = bVa <z b) u na je
(E,+,-,<r) ToramHo ypeheHo mosbe.
(B) Hokazaru ma y momy (E,+,-, <r) He Baxku ApxumenoBa aKCHOMA.

Hexka je f : I — R dynkuuja nedbunncana na narepsaiy I C R. Jleowcan-
dposom mpanchopmayujom Gyakuuje f Has3uBa ce QyHKIHU]ja

f7(t) = sup(tz — f(x)).
xzel
Heka je I* momen dbyukunje f*, 1j. I* = {t € R| f*(t) # oo}. Hokazarn:
(a) Ckyn I* je wiu mpa3aH, Wid jelHa TAIKa, WU UHTEPBAJI.
(6) Axo je dymkmmja f komBekcha, ouma je I* # O m (f*)* = f (rj.

Jlexkannposa rpancdopmanmja je uH60AYMUEHA).
(8) Hokazaru ja 3a cse (x,t) € I x I" Baxku HejepHakocr

at < f(@) + £ ().
(r) Ussecru u3 (B) m0Ka3 HEjETHAKOCTH
1 1
ot < —azP+—t? 3za 1/p+1/g=1
p q
7 HejeTHAKOCTH
xt < e” +tlog(t/e).
(n) Axo je f mudepenuujabusina u KOHBEKCHA, JOKA3ATH Ja j€

fr(t) = ta(t) — f(x(1),
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rae je x(t) pememe jenmauune t = f'(z) mo x (majyhu npu rome
apryMeHT 3allTO Ta jeJHaduHa uMma pemiebe). Kaksa reomerpujcka
unTepnperanyja Jlexkanapose rpancdopmanuje ce MOXKe JaTh HA OC-

HOBY Tora?
(25) Hexka je f: R — R kouBekcHa (hyHKIHUja U HEKa j€
lim M:O: lim M
Tr——00 X r—4+oo I

Hokazaru na je f = 0.
(26) Hokasaru ja 3a cBaky kousekcuy dyukuujy f: R — R nocroju (konauan
unu Geckonavan) lim f@)
rz—Foo ¥

(27) Heka cy f,g : R — R audepenuujabunne dbynkuuje Koje 3a10B0sbaBajy
f'(@) = g(z), f"(z) = —f(x) 3a ce  u nexa je h(z) = (f(2))* + (9(x))*.
Axo je h(0) = 5, mahu h(10).
(28) ®yukuuja f: A — R ce HazuBa noaynenpexudnom 000320 y Tauku a € A
aKo je
limsup f(z) < f(a),

T—ra

a noayrenpexudrom 0do30o aKo je

liminf f(x) > f(a).
Tr—ra

(a) dokasaru ma je dpyHKIMja HENMPEKUIHA Y TAYKH @ aKO M CAMO aKO je
MOJIyHENPEKUIHA U 003710 U OJ03T0 y TOj TAYKH.

(6) Hokasaru na je kapakTepucTudHa (DYHKIM]a OTBOPEHOI CKYyIa MOJI-
YHEMPEKHUIHA 0JI03/10, & KAPAKTEPUCTHIHA (DYHKIIN]a 3ATBOPEHOT CKY-
& TOJIYHEIPEKHIHA 070310,

(B) Ucnurarn nojayHenpekuIHocT hyHKIm]je

flz) = { (=", axo jex = ' meckparns, m € Z,n € N,

0, zaz ¢ Q.
(r) Hokazaru ja je Pumanosa gynryuja

- _m
R(x) = { 1, ako jex = ™ meckparus, m € Z,n € N,

0, zaxz¢Q.

TTOJTYHETTPEKUTHA 0JI03T0 y CBAKOj TAYKH, a /13 jeé CKYT FheHUX MTPEKU/IA
ryct y R.

(n) Hokazaru na je cynpemym dbavuiuje (DYHKIMja MOSYHEIPEKHIHIX
0/103/10 TOJIyHEIIPeKUAaH 0/103/10. PopMyIucaTu u T0KA3aTH LYAJTHO
TBpheme 3a urdumyMm.

(29) dykune KaTeTa mpaBoyrJIOr TPOYT/IA Cy ¢ U 1, a [IyKUHA XUIOTEHY3€ je C.
VYrao n3melhy karere gayxune 1 u xunorenyse je s paaujana. 3padynaru
smumece ciegehux uspasa Kaz s — m/2:

(a) c—a
(6) ¢ —a?
(B) 3 —a’.

(30) Ucnuraru byuxmujy f(z) = |z + 2|e”'/* u manprarn men rpabux.
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2. /Ipyru cemecrap
3agaru.
Hexa je
k=1
Hahu rpamwany BpenHoCT HU3A, T,y = /Dy

N3pagynarn
fo e
——dx.
o |lz—2|+z—3
N3zpauynarn
™
cosx
/ —dx
. 1l+e
N3pagynaru
/7r 2 sin2014 .
x
o sin?0M g 4 cos2014 ¢
Heka cy aq,...,a; no3utuBau peasnu OpojeBu. Jlokasartu na je
lim {/at +---+a} = max a;.
n— oo 1<5<k

Heka je f:[0,1] — [0, 4+o00[ Henpexkuana dyukimja. Jokasarn na je

fgopélﬁﬁnnd0i==£§§fﬁl

Ucnmratn KOHBEPTEHITN]Y pe/ia

© a1
g / z"e " dx.
n=0 0

Heka je f : [0,1] — C dbyukunja nurerpabuana mo Pumany. Tokasatu 1a

pen,
>~ q 2
Z—/ f@27"x) dx
n=1

KOHBEPrupa m u3pavyHaTu HETOB 36I/Ip
Hoxkazaru ma 3a =,y € R Baxku dhopmyia

cos(z + iy) = cosx cosh y — isin x sinh y,
rje cy sinh, cosh xunepbosnnyuku cunyc u Kocunyc, a @ = /—1.

Hexka je ZZ‘;O Zp, HEATICOJYTHO KOHBEPIHEeHTAH PeJ KOMILTEKCHUX OpojeBa.
JokazaTu j1a 3a ceaku 6poj ¢ € C nocroju nus 1, € St = {2 € C| |z| = 1}

TaKaB Ja je
o0
n=0

Heka je 7(n) 6poj nemauresba mpupogHor 6poja n. okasaru xa 3a |z| < 1

BaxKun
n

Z T i i ZT(n)z”

n=1 n=1
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Jokazaru 1a je yKymnaH Opoj HEeHEraTUBHUX pelerha Heapucuux Jnodan-
TOBHX jemHadnna’

r+2y=n-—1,
20+ 3y =n—3,
3x+4y=n—>5,

jemnak n 4+ 2 — 7(n + 2).
(10) Hokasaru na cy dyHkuuje

f(x):{l zax #£0 g(:c):{o zax ¢ Q

)

0 3az=0 1 3ax =" meZneN, m,n neckparusu
uaTerpabunre no Pumany ma cBakom uHTEpBady [a,b], amm na BEXOBa
KOMTO3UIHja f o g HUje HU Ha jeHOM.

. o

(11) Hexa je ).~ a, HEANCOMyTHO KOHBepreHTaH peay R u s, = |ao| + -+ -+

|ay,|. Hahu rpanuuny BpesHocT Huza

_ sign(ay)
Vs,
a mm pen 7 anby, KOuBEprupa?
(12) Ucnuraru KOHBEPTEHIU]Y peaa
= (1 G 2k77) 2
Z — ) sin— | .
n n
n=1 k=1

(13) Koneoayyuja HU30Ba G, ¥ b, KOMIJIEKCHUX OpojeBa je HU3

n
Ap *x by, = E arpbn_k.
k=0

AKO HU3 a,, KOHBEPIUpA KA Uoe M PEA Y. by, ACOIyTHO KOHBEpPrupa,
JOKa3aTu Jia je

o0
lim a, *xb, = as E by,
n— o0

n=0

(14) Heka je a, = (—1)"(n+1)"2 u ¢, = a, *a,. Jokaszatu na pex y oo, an
KOHBEprupa, a pej ZZO:() ¢, nuseprupa. OBaj npumep mokasyje Ja je
moryhe ga ce popmamanm Kommjesnm MHOKEmEM B KOHBEPTEHTHA PEIA
J100uje TuBEepreHTaH pPeJ.

(15) Heka je ap = 2, bg = —1 uw a, = 2" !, b, = 1 3an > 1. Jlokasatu 1a

oo o . o0
penosu )~ ga, uy - b, tuseprupajy, a na pexa Y~ (a,*b,) kouBep-
rupa. OBaj upumep nokasyje ja je moryhe sa ce popmasinum Komujesum
MHOYKEFhEM TIBa TUBEPTeHTHA pena Jo6nje KOHBEPTeHTaH pel.
(16) Heka je f :[1,+00] — R Hempeknmna GyHKIHja TaKBa 114

/OJrOO f(x)dzx

1Tj. 6poj pemema z,y € NU{0} npse jennayune + 6poj pememwa z,y € NU{0} apyre +---.



(18)

(20)

2.2.
(1)

(2)
3)
(4)

()

(6)
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koHBeprupa. Jlokasaru /13 mMOCTOju HEOrpPAHWYEH pacTylu HU3 @, TaKaB

Ja je . .
/ f@yde = fan).
0 n=1

Hahu cBe menpekunane dbyunknuje f : R — C 3a xoje je

/ e'f(x —t)dt =sinz
0

3a cBe T € R.
Haliu cBe nnrerpabunne dyuknuje f[0,1] — C 3a koje je

z z+1 42
foy = LB I + ()

3
3acee xz € [0,1] m f(1/7) = 1.
Heka je f:[0,400[— C nenpekugua dpyHkuuja, raksa J1a HU3

1
Zn :/ f(n+t)dt
0
KOHBEPTHPA KA Zoo. JlOKazaTn ma Hu3
1
o= [ fnt)at
0

KOHBeprupa u Halli HmeroBy TPaHUYHY BPEIHOCT.
Heka je f : [a,b] — C menpexunna dyuknmja. IIpernocraBumo na Baxku

b
/ f(Hyg(t)di =0

3a cBaky Hempeknany byHKuujy ¢ : [a,b] — C. Jokazaru ga je f = 0.

IInrama.

Ha mu tpheme y 3amarky (20) Baxku ako ce IPETIOCTAaBKA Y TheMy 3aMeHn
CJa0MjOM TTPETIIOCTABKOM

b
| #svyae=o

3a cBaky HempekugHy dbyHKImjy g : [a,b] — C TakBy na je g(a) = g(b) =

0?7

Hexka je a,, au3 peannux GpojeBa, Takas ga pes y .., a2 koHseprupa. /la

IV KOHBEPrupa pef » o o an?

Jla jiu mocToju HU3 peasHux OpojeBa a,, TAKaB I3 pej 220:0 a, KOHBEp-

rupa, a pei y ., a> nuseprupa?

Ha mu mocroju menpekmaaa nosutueHa GyHrmmja [ : [1, +00[—]0, +00]
%) “+o00

TaKkBa 1 pex y.-~, f(n) xomseprupa, a mmrerpan [, f(x)dx musep-

rupa’

Ha nu nocroju Henpekuaua nosurusHa dyukuuja [ : [1, +oo[—]0, +00|
o +oo

TakBa Ja pex >~ f(n) museprupa, a uurerpan [| f(x)dx xonsep-

rupa’

Ha mm mocroju HempeknaHa nosutneHa dyHKmja f : [1,+00[—]0, +00]

TaKBa Ja HHTErPas f;roo f(x) dz xouBeprupa, a f(x) He Texu HyIM Kas

x — +00?



(7)

(8)
(9)

(10)

(11)

(13)

(14)
(15)
(16)
(17)

(18)

(19)
(20)
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Ha sm nocroju Henpekuaua nosurusHa dyukuuja f : [1, +oo[—]0, +00|
KOja je HeorpaHWYEHA HA CBAKOM MHTEpBaJLy [a,+00[, a > 0, a unrerpan
+oo 2
o [f(z)dr xouseprupa’
He-Ka Zf;;o a,, HEAMCOJYTHO KOHBEPTEeHTAH Og)eﬂ. Jla 5m mocToju Hu3 b,
KOju KOHBEpPrupa Ka HyJH, TaKaB [a pejs » .~ anby, Auseprupa?
Ja nu mocToju creneHn pej ZZOZO Ccp 2" KOjU KOHBEPIHpa y CaMmo jeHOj
rauky z € C?
Ha u nocroju ¢pyukuuja f : R — R yuju MekJiopeHos pex, ZZOZO

. (n)
KOHBeprupa 3a cBe ¥ € R, amm jexmakocr f(z) = > 7 fT!(O)

camo y Tadku x = 07

Heka je x, uu3 mo3urmBHUX OpojeBa, Takas ma je liminfz, = 0. [a
JIW TIOCTOjU HU3 TMO3UTHUBHUX OpPOjeBa @, KOju KOHBEPrHUpa Ka HYJIH, TAKAB
aa Z:;O:o ay, Juseprupa u aa je liminfa,/z, = 07 Ha nu nocroju nus
MMO3UTUBHUX peajTHuX Opojesa b, Takas ma pen ZZO:O b, KOHBeprupa u JIa
jelimsup b, /2, = 0?7 a an nocroje HU30BM MO3UTHBHNUX PEATHUX OGpojeBa
Cn U dy, TAKBU 1A PEI Y - Cy, KOHBEPIUpA, PeS Y o d, AUBEPTHpa H
en/dn = "

Heka cy > 02 (@, 1 Y, b, KOHBEPreHTHH PEJOBH Ca MO3HTHBHAM A~
nosuma. Jla mm pen,

(n)
£ g

" BaXKN

Z max{ay, b, }
n=0

KOHBeprupa?
Ha nu mocroje onagajyhm HU30BM MO3WTHUBHUX peaHuX OpojesBa a, u by,
TAKBU 2 PEJOBU Y~ o ay 1y o b, nuseprupajy, a pex

i min{a,, b, }
n=0

KOHBeprupa?!

Heka je dynkumja f : [0,1] — C unrerpabunna no Pumany. da ju je
dyukuuja © — f(|z|) uarerpabunna no Pumany na uarepsainy [—1,1]?
Heka dynkmmja f : [a,b] — C uma konavan jumec y cBakoj tauku. [la
g je f waTerpabmina no Pumany?

Heka je dynkimja f : [a,b] — R orpanudena. Ta au je dbyukumja h(z) =
inf{f(t) | t € [a,x]} uaTerpabunna no Pumamny?

Heka cy dynkuuje f, g : [a,b] — R unrerpabuine no Pumany. a su je
dbyuxmmja h(x) = max{f(x), g(x)} narerpabumna no Pumany?

Heka je f : [a,b] — C nempexunna dyuknuja xnace C1. Jla iu Kousep-
IUpa HU3

b
Zn = / f(t)sin? (nt) dt?
Heka je f(z) =e* =) 7 a—z". lra je f(C)?
(7

1
n=0 n!
oo

Hexka je g(z) = cosz =Y, (2711))7 22, Ira je g(C)?

2.3. Ogrosopu: Ta. C\ {0}. C.
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auBeprenTaH, 187
aBocTpyku, 209
reomerpujcku, 188
KOHBeprenras, 187
cTenenu, 213
Tejnopos, 227
Penanuja
noperka, 8
Penna npasa, 14

asrebapCKu 3aTBOPEHO, 61

Apxumescko, 14

KoMIIeKcHEX Opojesa, C, 60

paumonannux 6pojesa, Q, 36

peasnnux 6pojesa, R, 18

ypebeno, 14, 36
Ilomynenpexkunnnoct, 116
Tlomynpeunuk xouBeprenmuje, 213

Iormokpusame, 50, 366 Puman, 118, 230
Hornosse, 36 Pumanosa 3eta dbynkmmja, 231
Iotopcren, 13 Pou, 142
IIpasuio Py6 ckyma, 51, 74, 358
Jlajorumnoso, 135
yomrrreno, 150 Cepe, 344
I pusnun ITanyes, 272
Kasanujepujes, 275 Mluajmep, 272
IIpoussos I romamn, 169
Oeckonaunu, 187 ITyp, 91
HexapToB, 61 Cumbou
KJIMHACTH, 335 Jlangayosu, o, O, 126
KOHBepreHTaH, 187 Cunyc
MEIIOBUTH, 335 sin, 77

CcKaJIapHHu, 327 xunepboaunyuru, sh, 103



Ckyn
(6ec)konauan, 41
(ue)upebpojus, 45
AVCcKpeTaH, 51
rycT, 51, 358
Kanropos, 54, 295
mepspus o ZKopgany, 298
Hajsume npebpojus, 45
HUTJE I'ycT, 55
orpaHudveH, 8, 74
OTBOpeH, 74, 357
ONapTUTUBHU, 9
ypeben, 8
mOTHyHO, 17
TOTAJIHO, 8
3aTBOpeH, 51, 74, 357
Cauka xomomopdusma, 37
CMmene
Ojnepose, 252
Cpeauna
apurMmeTrudka, 90, 157
reomerpujcka, 90, 157
xapMoHHjcka, 90, 157
KBaaparHa, 90, 157
pena t, 158
CraB
OcHoBHE cTaB anrebpe, 61
Cruntjec, 303
Cyma
Jlapbyosa, 290
CynpeMywm, sup
byuxnuje, 111
CcKyIa, 8

Tauka
dukcua, 111, 182
u30/0BaHa, 51, 74, 358
HATrOMMJIaBama, bl, 74, 358
HeIoOKpeTHa, 111, 182
npeBojHA, 155
YHyTpaIlma, 358

Taprasma, 66

Tay0bep, 220

Tejmop, 152, 227

Tejropos monunom, 152

Teno, 14

Teopema
AbeuioBa, 218
Bommano-Bajepmrpacosa, 52
Bopen-Jleberosa, 50
Ilapbyosa, 147
Depmaosa, 141

masa, 84

Kanrop-Bepumrajuosa, 44
KanToposa, 113
Komujesa, 142
Jlarpamxkosa, 143
JlonuragoBa, 148

MHIIEKC

Harmosieonosa, 94

o mehyBpennocTu, 111

0 cpeamwoj BpegHocTu, 141

Pumanosa, 209

Pousosa, 142

I romamosa, 169

Tay6eposa, 220

Bajepmirpacosa, 112
Tomosoruja, 360

penatuBHa, 107
TOpP31ja

Kpuse, 346
Tpaucdopmanuja

M30MeTpHUjcKa, 73

Yrao
T, 75
n3mehy moxynpasux, 75
nojapHu, 76
npas, 75
VHYTpaII®kOCT CKyIa, 358

Bajepmrpac, 52
Bausnuc, 76
Bapujamuje

6e3 moHaBJbamba, 42

Ca TOHABJbAMEM, 42
BEKTOD

o6uHopMmase, 345

HOpMaJie Ha KpuBy, 345
BekTopcko nosse, 341
Bujer, 65, 76, 254
Busnujamu, 347

2Koppaan, 161
3aTBOpeme cKyna, 51, 74, 358
3sarau npecek, 33, 186



