
Topologija A - doma�i zadaci 2022/23.

U svakom ispitnom roku dolazi po jedan od ovih 25 zadataka i nosi 8 poena.

1. Neka je X topoloxki prostor.

(a) Ako je B zatvoren skup u X, dokazati da je int(∂B) = ∅.
(b) Primerom pokazati da tvr�eǌe (a) ne va�i ako se izostavi pretpostavka da je B zatvoren.
(v) Da li bi tvr�eǌe (a) va�ilo kad bi se pretpostavka da je B zatvoren zamenila pretpostavkom

da je B otvoren?
(g) Dokazati da za svaki A ⊆ X va�i da je ∂∂∂A = ∂∂A.

2. Dat je topoloxki prostor (X, TX), familija topoloxkih prostora {(Xλ, TXλ)}λ∈Λ i familija pres-
likavaǌa fλ : X → Xλ. Dokazati da je kolekcija B = {f−1

λ (V ) | λ ∈ Λ, V ∈ TXλ} jedna baza topologije TX
ako i samo ako su sva preslikavaǌa fλ neprekidna i (∀B ∈ FX)(∀x ∈ X \B)(∃λ ∈ Λ) fλ(x) /∈ fλ(B).

3. Neka je f : X → Y neprekidno i zatvoreno preslikavaǌe. Neka je jox y ∈ Y i V otvoren skup u X
takav da je f−1({y}) ⊆ V . Dokazati da postoji B ⊆ Y takav da y ∈ B, da je f−1(B) otvoren u X i da je
f−1(B) ⊆ V .

4. Neka je C ⊂ RN skup svih konvergentnih realnih nizova i f : C → R preslikavaǌe definisano na
slede�i naqin: za x = (xn)n∈N ∈ C, f(x) := lim

n→∞
xn.

(a) Ako je C snabdeven Tihonovǉevom topologijom proizvoda (nasle�enom od RN), ispitati neprekid-
nost preslikavaǌa f .

(b) Ako je C snabdeven box topologijom (nasle�enom od RN), ispitati neprekidnost preslikavaǌa f .

5. (a) Neka je K kompaktan, a U otvoren podskup euklidskog prostora Rn i neka va�i K ⊆ U . Dokazati
da postoji kompaktan skup S ⊆ Rn takav da je K ⊆ intS ⊆ S ⊆ U .

(b) Da li va�i tvr�eǌe (a) ako se euklidski prostor Rn zameni proizvoǉnim topoloxkim prostorom
X?

6. Neka je A neka familija kompaktnih podskupova euklidskog prostora Rn takva da postoji δ > 0 sa
svojstvom da za sve A,B ∈ A va�i A = B ili d(A,B) > δ.

(a) Dokazati da je
⋃
A zatvoren skup.

(b) Dokazati da je
⋃
A kompaktan skup ako i samo ako je familija A konaqna.

(v) Da li bi va�ilo tvr�eǌe (a) ako bismo izostavili uslov da postoji δ > 0 sa gorǌim svojstvom?

7. Neka je f : X → Y neprekidno preslikavaǌe iz T2-prostora X u T1-prostor Y . Ako je {Kn}n∈N
opadaju�a familija kompaktnih skupova u X, dokazati da je f

( ⋂
n∈N

Kn

)
=
⋂
n∈N

f(Kn).

8. Neka je X lokalno kompaktan, Y Hauzdorfov i f : X → Y neprekidna otvorena surjekcija. Dokazati
da za svaki kompaktan skup K ⊆ Y postoji kompaktan skup C ⊆ X takav da je f(C) = K.

9. (a) Neka je X Hauzdorfov prostor, A ǌegov potprostor, a ∈ A i G okolina taqke a takva da je skup
G ∩A kompaktan. Dokazati da postoji otvoren skup V takav da a ∈ V ∩A ⊆ A.

(b) Neka je X lokalno kompaktan T2-prostor i A ǌegov potprostor. Dokazati da je A lokalno
kompaktan ako i samo ako se mo�e predstaviti kao presek jednog otvorenog i jednog zatvorenog skupa.

10. Dokazati da je topoloxki prostor X normalan ako i samo ako za svaka dva ǌegova otvorena prava
podskupa U i V koja ga pokrivaju (U ∪ V = X) va�i da postoje neprekidne funkcije f, g : X → I takve da
je f(x) + g(x) = 1 za svako x ∈ X, f(U c) = {0} i g(V c) = {0}.

11. Neka je X kompaktan Hauzdorfov prostor i {Uλ}λ∈Λ ǌegov otvoren pokrivaq. Dokazati da postoji
n ∈ N i neprekidne funkcije f1, f2, . . . , fn : X → I takve da va�i:

(1) (∀i ∈ {1, . . . , n}) (∃λi ∈ Λ) fi|Ucλi ≡ 0;
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(2) (∀x ∈ X)

n∑
i=1

fi(x) = 1.

12. (a) Neka je X topoloxki prostor, A,B ⊆ X takvi da je A ∩ B = A ∩ B = ∅ i E ⊆ A ∪ B. Ako je E
povezan, dokazati da je onda E ⊆ A ili E ⊆ B.

(b) Da li bi tvr�eǌe (a) va�ilo ako bismo pretpostavku da su skupovi A∩B i A∩B prazni zamenili
(slabijom) pretpostavkom da je samo jedan od ǌih prazan?

13. Neka je X topoloxki prostor (ne obavezno nekompaktan) i X∗ ǌegova kompaktifikacija jednom
taqkom (Aleksandrovǉeva kompaktifikacija).

(a) Dokazati da ako je X∗ povezan, onda je X nekompaktan.
(b) Primerom pokazati da u tvr�eǌu (a) ne va�i obrnuta implikacija.
(v) Dokazati da ako je X povezan i nekompaktan, onda je i X∗ povezan.

14. Neka su f, g : X → R dva neprekidna preslikavaǌa iz povezanog prostora X u realnu pravu i neka
su Γf ,Γg ⊆ X × R ǌihovi grafici. Dokazati da je Γf ∪ Γg povezan potprostor proizvoda X × R ako i
samo ako postoji x0 ∈ X takvo da je f(x0) = g(x0).

15. Neka je X povezan topoloxki prostor i U ǌegov otvoren pokrivaq. Dokazati da za svake dve taqke
a, b ∈ X postoje n ∈ N i U1, U2, . . . , Un ∈ U takvi da va�e slede�a tri uslova:

(1) a ∈ U1 \ (U2 ∪ . . . ∪ Un);
(2) b ∈ Un \ (U1 ∪ . . . ∪ Un−1);
(3)

(
∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}

)
[ Ui ∩ Uj 6= ∅ ⇐⇒ |i− j| 6 1 ].

16. Neka je m ∈ N, Y metriqki prostor i f : Rm → Y preslikavaǌe takvo da za sve A ⊆ Rm va�e
implikacije:

(1) ako je A kompaktan, onda je i f(A) kompaktan;
(2) ako je A povezan, onda je i f(A) povezan.

Dokazati da je f neprekidno.

17. Neka je X topoloxka grupa sa operacijom ∗ (X je topoloxki prostor, X je grupa u odnosu na ∗
i ∗ : X2 → X, kao i inverz −1 : X → X, jesu neprekidna preslikavaǌa). Dokazati da je komponenta
povezanosti prostora X koja sadr�i neutral normalna podgrupa od X.

18. U ravni su date kru�nica k : (x − p)2 + (y − q)2 = r2 (p, q ∈ R, r > 0) i taqka (x0, y0) ∈ R2. Dokazati
da postoji kvadrat oblika [x0 − a, x0 + a] × [y0 − a, y0 + a] (a > 0) qija granica sadr�i (bar jedan) par
dijametralno suprotnih taqaka sa kru�nice k.

19. Neka je U otvoren skup u euklidskom prostoru Rn i ϕ : I → U put u U . Dokazati da postoji otvoren
putno povezan skup V ⊆ Rn takav da je ϕ(I) ⊆ V ⊆ V ⊆ U .

20. Neka je f : X → Y koliqniqko preslikavaǌe.

(a) Primerom pokazati da za A ⊆ X restrikcija f |A : A → f(A) (s kodomenom su�enim na sliku) ne
mora biti koliqniqko.

(b) Ako je B ⊆ Y otvoren ili zatvoren, dokazati da je f |f−1(B) : f−1(B)→ B koliqniqko.
(v) Primerom pokazati da, za B ⊆ Y , f |f−1(B) : f−1(B)→ B ne mora biti koliqniqko.

21. Ako su X i Y Hauzdorfovi prostori i f : X → Y neprekidno preslikavaǌe, dokazati da su onda i
cilindar i konus preslikavaǌa f (Mf i Cf) tako�e Hauzdorfovi prostori.

22. Neka je Sn+ = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn | xn+1 > 0} gorǌa polusfera i neka je f : Sn+ → Dn neprekidno
preslikavaǌe. Dokazati da postoji x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Sn+ takvo da je f(x) = (−x1,−x2, . . . ,−xn).

23. Neka su F1, F2, . . . , Fn+1 zatvoreni skupovi na sferi Sn takvi da je Sn =
n+1⋃
i=1

Fi. Dokazati da postoji

i ∈ {1, . . . , n+ 1} takvo da Fi sadr�i par antpodalnih taqaka sa sfere.



24. Neka je f : D2 → R2 neprekidno preslikavaǌe.
(a) Ako je f(∂D2) ⊆ D2, dokazati da postoji x0 ∈ D2 takvo da je f(x0) = x0.
(b) Ako je f(x) 6= x za sve x ∈ D2, dokazati da postoje x0 ∈ ∂D2 i λ > 1 takvo da je f(x0) = λx0.

25. Neka je A =

[
a b
c d

]
∈ M2(R) matrica sa pozitivnim vrednostima. Neka je S = {(v1, v2) ∈ R2 | v1, v2 >

0, v1 + v2 = 1} i T = {(v1, v2) ∈ R2 | v1 + v2 6= 0}.
(a) Dokazati da je A(S) ⊆ T i na�i preslikavaǌe P : T → R2 takvo da je (P ◦A)(S) ⊆ S.
(b) Dokazati da matrica A ima bar jednu pozitivnu sopstvenu vrednost. (Ka�emo da je λ ∈ R

sopstvena vrednost matrice A ako postoji vektor v ∈ R2\{0} takav da je Av = λv.)


