Tomonoruja A - momahwu 3amarmu 2022 /23.

Y CBaKOM MCIMTHOM POKY [OOJIa3U IO jeJaH O OBUX 25 3aIaTaka M HOCU 8 IOEHA.

1. Hera je X TOmosOmEM IpOCTOP.

(a) Ako je B zatBopen ckyn y X, nokasatu na je int(0B) = (.

(6) IIpumepom nokaszaru na TBpheme (a) He BasKy ako Ce M30CTABU IPETIOCTABKA Ia je B 3aTBOpEH.

(B) Ha su 6u tBpbeme (a) Baskuio kax 6u ce mpeTHocTaBKa na je B 3aTBOpEH 3aMEHUIIA IPETIOCTABKOM
na je B orBopen?

(r) INoraszatu na 3a cBaku A C X Bau na je 000A = 00A.

2. lar je Tonosomgu npoctop (X, Tx), pamunuja Tomomomkux npocropa {(Xy, Tx, )} rea 1 dpavMuauja mpec-
makasama fy : X — X). Horasatu na je xonexmmja B= {fy (V) | A€ A, V € Tx,} jenna 6a3za ronomormje Tx

aKO U CaMO aKo Cy CBa mpeciukasama fy Henperunsa u (VB € Fx)(Ve € X \ B)(3X € A) fia(x) ¢ fr(B).

3. Hexka je f: X — Y Hemperunano u 3aTBOpeHO npecinkaBame. Hera je jomr y € Y u V orBopen crym y X
rakas ma je f-1({y}) C V. Hoxrazaru na noctoju B C Y Takas ma y € B, na je f~!(B) orsopen y X u na je
f~YB)CV.

4. Hera je C C RN cryn cBux xomBepremTHmx peannux mu3oBa u f : C — R mpeciukaBame neGpUHUCAHO HA
caenehn mauun: 3a © = (Zy)ney € C, f(z) := lim z,.
n—roo

(a) Axo je C cuabnesen TuxoHOBLeBOM TomOIOrMjoM TpousBoaa (Hacaehernom ox RY), ncmuratn menperm -
HOCT TIPECIMKABAma, f.
(6) Aro je C cuabaesen box Tomomorujom (macmebemom ox RY), ncnuratn mempernamocT mpeciukaBama f.

5. (a) Heka je K rommakran, a U OTBOpeH HMOACKYI eyKIUACKOT npoctopa R™ u neka Basku K C U. Iokazatu
na nocroju koMmmnakran ckyn S C R™ takas ma je K Cint S C S CU.

(6) Ha au Basku tBpheme (a) ako ce eyrauacku npocTtop R™ 3aMeHN IPOU3BOJLHUM TOIOJIOMIKUM IPOCTOPOM
X7

6. Heka je A mera pamMmianja KOMOAKTHUX MOACKYIOBa €YKIUIACKOr mpoctopa R™ Taksa ma mocroju § > 0 ca
cBojcTBoM za 3a cee A, B € A Baskn A = B unn d(A, B) > 0.

(a) Horasaru ma je |JA 3arBopen ckym.
(6) Horaszaru ma je | J.A KOMIAKTaH CKyI ako U caMo ako je ¢pamuinja A KoOHAUHA.
(8) Ha nu 6u Baskuio tepheme (a) ako GUCMO M30CTABUIM YCJIOB Aa MOCTOju § > 0 ca TOPHUM CBOjCTBOM?

7. Heka je f : X — Y Hemperumuo mpeciaukasame u3 Ta-npoctopa X y Ti-mpocrop Y. Akxo je {K,}nen

omamajyha ¢amMuanja KOMIAKTHUX CKymoBa y X, IOKaszaTu ma je f( ﬂ K, | = ﬂ f(K,).
neN neN

8. Heka je X smorasno rommakran, Y XayszmopdoB u f: X — Y Hemperumaa oTrBopeHa cypjernuja. Jlokaszatu
na 3a csaku koMmnakran ckyn K C Y mocroju kommakran ckyn C C X rtakas ma je f(C) = K.

9. (a) Heka je X Xaysmopdos npocrop, A meros norupoctop, a € A u G OKOJIMHA TAUKe @ TAKBa A& je CKyI
G N A xommaxran. JlokazaTu na IMOCTOju OTBOpeH ckym V TakaB na a € VN A C A.

(6) Hera je X morasno kommakral Ta-mpoctop m A meros mormpocrop. Jlokaszarm na je A jorasino
KOMIIAKTaH aKO U CaMO aKO Ce MOyKe MPEICTABUTU KA0 MPECEK jeTHOT OTBOPEHOT U jeQHOT 3aTBOPEHOT CKyIIA.

10. lorazaTy ma je TOMOJOWEKM NPOcTOp X HOPMAJAaH ako M CaMO aKO 3a CBaKa ABA HEroBa OTBOPEHA IPaBa
noackyna U u V koja ra nokpusajy (UUV = X) Basu na nocroje Henperkuznue pyurnuje f,g: X — I takse na
je f(x)+g(x) =1 3a cBako z € X, f(U°) ={0} u g(V°) = {0}.

11. Heka je X rommarran Xay3nop¢pos npoctop u {Uy}rea Beros orsopen mokpusadu. Jlokasatu na mocroju
n € N u Henpexkngae ¢yuruuje fi, fa,..., fn : X — I TakBe na Basku:

(1) (Yie{l,....n}) N €A) filog =0;



(2) (Ve X)) fi(z)=1.
i=1

12. (a) Heka je X Tomomomsu mpocrop, A, B C X Takxsu na je ANB=ANB=0uEC AUB. Axo je E
mose3aH, moka3atu na je ogma F C A wiun E C B.

(6) Ila mu 61 TBpheme (a) BAKUIO aKO OUCMO TTPETIOCTAaBKY Aa cy ckynosu ANB u AN B mpasHu 3aMeHuIn
(cmabujoM) IPETHOCTABKOM Ia je caMo jemaH OX HUX IpasaH?

13. Heka je X tonosomrn mpoctop (He 06aBe3HO HEKOMIAKTAH) W X * HeroBa KOMIAKTU(QUKALM]A jeIHOM
TaukoM (AJeKCaHAPOBILEBA KOMIIAKTU(GUKAIL]A).

(a) IMorasarm ma ako je X* mosesaH, oHna je X HEKOMIIAKTAH.
(6) Ipumepom nokaszaru na y tBphemy (a) He Baku 0OpHYTa UMILIAKAIN]A.
(B) Horasaru ma axo je X moBe3aH M HEKOMIAKTAH, oHAA je u X * moBe3aH.

14. Heka cy f,g: X — R nBa HemperuaHa IpecinKaBama M3 IOBE3aHOT HpocTopa X y peayiHy INpaBy U HEKa
cy I'r,I'g € X x R muxosu rpadumu. Hoxasaru na je I'y Uy moBesan mornpocTop mpomssoma X X R ako u
caMo ako mocroju zo € X takso na je f(zo) = g(xo).

15. Heka je X moBe3aH TOMOJIOIIKA TPOCTOP 1 U HeroB OTBOpEH mokpmBad. Jloka3aTu ma 3a CBaKe OBE TAUKE
a,b € X mocroje n € Nu Uy,Us,..., U, €U TakBu na Baske caeneha tpu ycaosa:

(1) ac U\ (UzU...UUp,);
(2) bEUn\(Ulu...UUnfl);
(3) (Vi,je{l,2,....n}) [UinU; #0 < |i—j| <1].

16. Heka je m € N, Y merpuuru npocrop u f : R™ — Y npecauraBame takBo ma 3a cBe A C R Bake
UMILIVKALN]€:

(1) ako je A rwommarran, ouzna je u f(A) KOMIaKTaH;
(2) aro je A mosesan, ouma je u f(A) mosesam.

Hoxrazatu na je f HEempPeKUIHO.

17. Heka je X romosomka rpymna ca omepanujoM * (X je Tomosomku npocrop, X je rpyma y OoIHOCY Ha *
mx: X2 = X, gao mw mmBep3 ! : X — X, jecy HempeKumHA TpeciuKaBama). JloKa3aTu na je KOMIOHEHTa
IOBe3aHOCTU IpocTopa X Koja caap:ku HeyTpaJl HOpMaJiHa moarpymna om X.

18. Y pasuu cy mate kpyxsuna k: (x —p)2 + (y — q)? = r? (p,q € R, r > 0) u Taura (zo,y0) € R%. IlokazaTu
a HOCTOju KBaapar obuuka [ro — a,xo + a| X [yo — a,yo + a] (a > 0) umja rpanuna canpxu (6ap jemax) map
IUjaMETPAJHO CYNPOTHUX Tadaka Ca Kpy:KHUIE k.

19. Herka je U orBopen ckyn y eyrmuackoM npocropy R" u ¢ : I — U nyr y U. Ilokasatu na mocroju OTBOPEH
nyTHO moBe3aH ckyn V C R™ rakas na je o(I) CV CV CU.

20. Hexa je f: X — Y KOIMYHUYKO IPECIVKABAILE.

a) Ilpmmepom moraszaru ma 3a A C X pecrpurmuja fla : A — f(A) (¢ KomoOMeHOM CY:KEHUM Ha CIUKY) HE
] y y
MOpa OUTU KOJIUUIHUUKO.
0) Axko je B CY 0TBOpEH MM 3aTBOPEH, NOKA3aTU N4 j€ —1 . f~1(B) —» B KOJIWYHUYKO.
(6) je B C p pen, je fly-1m
B) IIpumepom mokasartu ga, 3a B CY —1 : f~1(B) — B He Mopa OUTU KOJIUYHIYKO.
p p ’ ’ f~Y(B) p

21. Axko cy X u Y Xaysmopdposu npoctopu u f: X — Y HENpeKuIHO MpecauKaBame, TOKa3aTU Aa Cy OHIA U
muInEIap U Konyc npeciaukasama f (M; u Cf) Takobe Xaysmnopdosu npocropu.

22. Hexa je S7 = {(x1,72,...,2Zn41) € S" | Tpy1 = 0} ropma moaycdepa u Hexa je [ : ST — D™ HempesumHO
npeciukaBame. JlokazaTu ga mocroju x = (T1,%2,...,Tpy1) € ST TarBO ma je f(x) = (—x1, —22,...,—Tp).

n+1
23. Heka cy Fy, Fs, ..., F,11 3aTrBOopenu ckynosu Ha cpepu S” taxsu ma je S™ = |J F;. Ilokazatu na mocroju

i=1
1€{l,...,n+ 1} rakso ma F; canp:ku nap aHTIOAAJIHUX Tadaka ca cdepe.



24. Hexa je f: D? — R? Henpexknauo IpecIuKaBaILe.
(a) Axo je f(0D?) C D?, nokasatu ma mocroju xo € D? taxso ma je f(zo) = xg.
(b) Axo je f(z) # z 3a cBe x € D?, nokasatu ma moctoje zo € 0D? u A > 1 Taxso ma je f(xg) = Azo.

25. Heka je A = € M,(R) marpumna ca nosutusEUM Bpensoctuma. Hexka je S = {(v1,v2) € R? | vy, vy >

a
c d
0, v1 +vo = 1} nl = {(1)1,’02) € R? |’U1 —+ vg #0}
(a) Ilokasatu ma je A(S) C T u mahu npecnurasame P : T — R? Taxso ma je (Po A)(S) C S.
(b) IHorazatu ma marpuna A wma Gap jemny nosutuBHy comncTBeny Bpemuoct. (Kamemo ma je A € R
comcTBera BpemHocT maTpuie A ako moctoju BexTop v € R?\{0} Takas ma je Av = \v.)



