PEHIELA ITIPBOT" KOJIOKBUJYMA 13 MATEMATUKE 28.11.2020.

I'pyma 12h

1. (6 moena) VMcnuraTy KOHBEPTeHIU]Y Deaa 7%
n=1
2. (6 moena) I/I3paquaTM lim (Va2 +x—x).
3. (6 moena) Vcnuraru koHBeKCHOCT 1 Hahiu mpeBojHe Taqxe ¢yHEIUIjE Yy = In? (x+3)+2x—5.
4. (6 moena) OapemuTu acuMuToTe $yHKIHIje y = de™ 7.
5. (6 moena) Uspauynarn [ —%—dx.
PEIITEHA
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ma pen KOHBeprupa Ha ocHOBY llamaMOepoBOr KpurepujyMa.
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3. Ilomen dymrnuje y = In?(z+3) 42z —5 je D, = (—3,+00), a BLeHN IPBU U IPYTU U3BOL CY

2In(z + 3)
"=z +3)+20—5) = ——L +2
V= (@ +3)+20-5) = 2
0 21n(3c—|—3)+2 /_2 %ﬁ-(x+3)—ln(x+3)_2(1—1n(33+3))
L N - (z +3)2 Tz 132
Wwmamo ma je ¥’ =0 3a 2 = e — 3, ma je To MOTEHIHMjaJHA TPEBOjHA Tauka. Kako je (v + 3)2

YBEK [O3UTUBHO, 3HAK OPBOI M3BOAA 3aBucy on 3Haka 1 — In(z + 3).

-3 e—3
1 —In(z + 3) /11111 + -
Y /1111] + -

SakmyuyjeMo na je GpyHrnuja KoHBeKCcHA Ha (—3,e—3), KoHkaBHA Ha (e—3,+o0) nux =e—3
je mpeBOjHA TauvKa.

4. JomeHn mate pyHKIUjE je
D, = (—00,0) U (0, 400).

Bepruranue acumnrore: Ranaunnar 3a Beprukaany acuMorory je x = 0.
Wcnuryjemo ma nm je 0BO acUMIITOTA.

. _2
lim 4e” = =0,
x—0+

. _z2
lim 4e™» = 400,
z—0—

na npaBa © = 0 jecTe BePTUKAJIHA ACUMIITOTA.
XOpU30HTAJIHE ACUMITOTE:

lim 4e % =4e® =4

9
z—+o0

ma je mpaBa Yy = 4 BEPTUKAJIHA ACUMIITOTA.
Koce acumnrore:
Kako ¢pyHKIMja MMa XOPU3OHTAJNHY ACUMITOTY, HEMAa KOCY.




T u=z dv=—t-dz
7dl‘ — cos? T
cos? x du =dz v = tgx

= rtgr — /tgmdx

= rtgr — / S e
cos T

_ t =cosx

" |dt = —sinzdx

-1
= rtgr — / Tdt

=atgr +Inlt| + ¢

= atgx + In|cosx| + ¢




I'pyma 14h

o0 n
: n+2n2
(6 moena) Vicnuratn KOHBEPreHIM]y pena 21 (T)
n=
sin x
z2lnx”

(6 moena) Vzpauynarn lim
z—0

(6 moena) Vcnuraru MmoroToHOCT 1 Hahu excTpemyMme dyHEmHje y = 2% (2% — 4x + 2).
32’4224

(6 moena) OxpenuTu acuMOTOTE GYHKNHUjE Y = oy =r—.

(6 moena) Mapauynaru [z -In(z+ 1)dz.

ANl o A

PEITEKHA

2\ " .
1. Osmaummo a, = (%) . Tana je

2 2 n
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n—»00 n4 4
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— lim 22— n2
n—00 1
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=0<1,

ma pejl KOHBeprupa Ha ocHOBY KomumjeBor kpurepujyMma.

2.

. sinx . sinx 1
lim 5 = lim .
z=0x2lnz 20 x zlnx

= lim %~
z—0 Inx
L.P -
B et N 2
=" lim 1‘”
> r—oo =
hed T
. 1
= lim ( ——
x—0 x
= 00

3. Homen ¢ynrmuje y = e2*(z? — 4z +2) je D, =R, a meH npsu u3Boz je
y = (2" (2? — da +2)) = 2e*7(2? — da + 2) + €2 (22 — 4) = €**(22% — 62) = 22(x — 3)e*”.

Nmamo ma je vy = 03a ¢ = 0 wiam = 3, ma Cy TO NOTEHIUjaJHU €KCTpeMyMu. Kako je
€KCIIOHEHIjAJIHA (YHKIVja YBEK IIO3UTUBHA, 3HAK IPBOr M3BOJAA 3aBUCU OJ 3Haka x(r — 3).
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x — + +
T—3 — - +
y + - *

Sakmyuyjemo ma ¢pyurnuja pacrte Ha (—00,0) U (3,+00), onana ua (0,3), x = 0 je Tauka
JIOKAJHOT MAKCUMYMa U T = 3 jé Tauka JIOKAJHOT MUHUMYMA.

4. Ognpebyjemo momen. ITorpe6uo je ma Baxm 222 —x — 1 # 0.
1+v1+8
4 )

ma Mopa aa BaKU T £~ 1 u x # —%. akne, noMeH nare ¢yHKIUje je

D, = (_oo,—;> U <—;,1> U (1, 400).

Bepruranne acumnrore: Kanaunnaru 3a BepTUKaJHE aCUMIOTOTE CY £ = 1 U ¢ = —=.
Wcnuryjemo ma iu je HEMTO OJ OBOTA ACUMIITOTA.
322+ 22 —4

lim ————M— =
x—lgl—i- 202 —x —1 too,

T1/2 =

N[ =

nma npaBa ¥ = 1 jecTe BepTUKaJHA aCUMIITOTA.

. 322 4+ 22 —4
lim -3 = tx,
z—s—14 22° —x —1
ma mpaBa & = —% jecTe BePTUKAJIHA aCUMIITOTA.
XOopu30HTAJIHE ACUMIITOTE:

i 322 4+2x—4 3
1im _—_— = -
zotoo 222 —x —1 2’

ma je mpasa y = % BEPTUKAJJIHA ACUMIITOTA.
Koce acumnrore:

Kako ¢pyHrnmja mMa XOpPHU30HTAJIHY ACHMITOTY, HEMa KOCY.
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PEHIEIHLA IPYTOI' KOJIOKBUNJYMA N3 MATEMATHUEE 18.01.2021.

I'pyma y 12h

—

. (6 moena) V3pauynatu HOBpmUHY GUIYypE OrPAHUYECHY KPUBAMa

y=—-22+1, y=2-2, z<0.
2. (6 moena) Hahu ommre pememe mudepennnjanue jennauuue y' + y = e® sinx.
3. (6 moena) Hahu omnmre pemene mudpepenuujanne jennauune y” + % I %y = %eg.
4. (6 moena) Y mBe KyTuje Hasaze ce Kyriune obeneskeHe OpojeBuMa. Y NPBOj KyTHUJU CYy
Kyruune ca OpojeBuma on 2 mo 27, a y mpyroj om 21 mo 33. Hacymwmuno ce Gupa jenna
KyTHja U 13 e U3BJIAUU jeqHa KyTJIUIA.
(a) Koja je BepoBarnoha na je maBydena ryriuua ca 6pojeM KOju caap:ku mudpy 3 y CBOM
3ammucy !
(6) Axro je m3ByyeHa Kyraunma ca OpojeM Koju canp:xku mupy 3, Koja je BeposarHoha na je
u3 apyre KyTtuje?
5. (6 moena) Hera je nara ciayuajua BenuumHa X KOja 3aBUCH O HapaMeTpa

Y- (2 —al (1) le 2)
a 3 3 3 @
(a) Oppenuru napamMerap a;
(6) Ompemutu E(X2 +5).
PEIIEHA
1. Ilpeceunme Tauke rpadura ¢ymrmuja y = —22 + 1 u y = 22 — 2 cy pellema jeIHaUYMHE
—224+1 =222, 1j. 22+ 22 —3 =0. Pememna oBe jemmaumue cy * = —3 u ¢ = 1. Kako

uMaMo u ycioB ga je x < 0, rpanumie wmaTerpasa he outm -3 u 0. Tpeba jom BumeTu y
[aTOM MHTEPBaJy Koju je rpadumr "rope”, a koju ”mose”, mTo BUAUMO ca ciuke. TpaskeHa
MIOBPIIVHA j€

P:/O(—x2+1—(2m—2))dx:/

-3 -3

0 0

(—2? — 2z + 3)dz = (_:133 —z? + 3x>
R

:0—((;})’)3—(—3)2+3~(—3)):27 h

1!:_1‘—) +g____— B
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2. lara jenHauuHa je JuHeapHa audepeHIrjaHa jeqHAUYNHA IPBOT pena. Vmamo na je
p(z) = =1, q(x) = €® sin 2z.

Oppenumo, Hajupe,

Ommre pememe nare IuHEAPHE jeTHAYNHE je

y=e" <c + /ez sin 2z - e””d:z:)
=e 7 (c + /sin 2xdx>
1
=e 7 (c ~3 cos 237)

3. Pemwunmo ano XOMOTeHy jemuauuny y” + 2y — fy = 0. Ibena xapaxkTepruCTUYHA jeTHAUNHA
je A2+ 2)\ — 5 = 0 gmja cy pemema A\; = —1, A9 = 5 Ia je pememe OBe XOMOTEHE jeTHAUNHE

x
yn = cre” F 4+ coe2, cp,co € R

Cana mabumo maprukynapHo pememe nate jensaumsHe. Owno he Gutm obsmka y, = Aze?.
IIpBu 1 Apyru U3BOJ OBOT MAPTUKYJIAPHOT DEIIeHa Cy

Aze? + Ae? = 5( Aa:+A>

( Ax—i—A) %Ae%: ( Ax—i—A)

Y0anmuMo 0BO y HOJIA3HY jeTHAUNHY.

m\H

M\H

1 /
2% gl =

1,
2
(A$+A> 56 (A:v—i—A) 5 56

B’g(iAx+A+iAz+1A2Ax> = 1)2%/

Y, +

2 2
3 1
A==
2 2
1
A==
3

. x .
Hakmre, nobunu cMo ga je y, = %xea IIa je TPayKEHO OIIITE PEelIeHe

x

Y=Yn+Yp = cre” " + e + 55562, c1,c0 €R.

4. Osumauumo ca A morabaj nma je msByuena kyriauna ca 6pojem xoju canp:xku mudpy 3. Kako
BepoBaTHOola morabaja A 3aBucu on Tora U3 Koje ce KyTuje u3Bjaue KyIJUIe, O3HAUUMO Ca
H, n Hy xunotese na ce KyrJiaulla M3BydUe M3 IPBE ONHOCHO APyTe KyTH]e.

(a) Ha ocroBy ¢opmyne ToTasse BepoBaTHONE je

P(A) = P(H,)P(A|Hy) + P(H2)P(A|H>).
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Ocraje jom ma w3pauyHamMo BepoBaTHONe kKoje ce mojaBipyjy y nperxonuoj ¢popmymnu. Karo
Hacymuie 6mpamMo KyTHujy, TO je

P(Hy) = P(Hy) = .

Iame, Bepoaruohia P(A|H;) je BepoBarnohia ma msByuemo Kyrawuily ca O6pojem 3 u3 mpse
KyTHje, a y IPBOj KyTUju UMa 3 TakBe Kyruune ox ykynHo 26 (to cy xyraume ca GpojeBuma
3, 13 u 23), na je ;

P(A|Hy) = %"
CauyHo, y APYroj KyTUju MMa YKyOHO 13 Kyrimua, a MOBOJBHO je mux 5 (To Ccy Kyriume ca
6pojesuma 23, 30, 31, 32 u 33), na je

5

Konauno,
1 3 1 5

1
PA== —+=-—=-.
(4) 2 26 + 2 13 4
(6) OBae Tpaskumo ycaoBHy BepoBatHohy P(Hz|A), a To pauyHamo 1o $popmyiu

P(Hy)P(AHy) §-75 10
P(A) IR E)

P(H3|A) =

5. a) Jla 6u ¢pymrmmja pacnomesne 6una mobpo mepuHMCaHa, cymMa BepoBaTHONA Mopa ma
oyzme 1 Tj.

a 1 a
at+s+5+5+ta=1

2 2 2
1
3a = —
2
Pemasajyhu oBy jemmauwny, mobujamo ma je a = %, na Hama (QYHKIUja paclolese U3TJIena
OBaKO:
-2 -1 0 1 2
X ( 1011 1 1)
6 12 2 12 &6

6) Pacnonena on X2 +5 je

9 6 5 6 9
X2+51(1 11 1 1>’
6 12 2 12 6
na je
1 1 1 1 1 13
E(X*+5)=9-—+6-—+5-—-+6-—+9-~=—.
(X +5) A TR R T I s



I'pyma y 14h

—

. (6 moena) VM3pauynaTu NOBpUIMHY GUIYypE OrPAHUYECHY KPUBAMa
y=a>—-4, y=4— 22
2. (6 moena) Hahwu ommre pememe mudpepenumjanne jenmauune y' — ytgr = cosz.
3. (6 moena) Hahu ommre pememe mudepenunjanue jennaumue y’ + y = sinx + cosx.
4. (6 moena) Y mBe KyTuje Hasase Ce KapTe 3a wrpy. Y OPBOj KyTHUjU je IO NI O
52 kapTe, a y APYroj camo kaprte ca OpojeBuma 2, 3, 4, 5, 6 u 7, Tj. ykymHO 24 KapTe.
Hacymuuno ce 6upa jenna KyTuja n U3 He M3BJIAYN jeIHA KapTa.
(a) Koja je BepoBaruoha ma je u3Byuena kapra ca Opojem 77
(6) Ako je u3ByueHna kapra ca Opojem 7, koja je BepoBarHoha na je u3 npse KyTtuje?
5. (6 moena) Heka je marta cayuajua senuumua X KOja 3aBUCHU O apaMeTpa

X - -12 -3 0 3 12
’ % 2a 6a? a—|—% g

2
(a) OmpemuTy mapamerap a;
(6) Onpemntu D(X).

PEIIEHA

1. Ilpeceune tauke rpadura ¢ymkmuja y = 22 —4 u y = 4 — 2? cy pemema jeaHaumHe
22 —4=4—2% 1jy. 22 -4 = 0. Pemema oBe jemmaumne cy r = —2 u x = 2 mTo he Gutu
rpaHuie mHTErpasa. lpeba jom BuaeTw y HaTOM MHTEPBAJIY KOju je rpadur “rope”, a xKoju
” mosie” , mITO BUIUMO ca ciauke. TpaskeHa MOBPIIMHA je

223 |?
=8z —
3 -2
2.23 2.(=2)3
=8-2— —(8-(—2)— ( ))
3
64
3
} »
4l }r_ -
.-"'-'.J- | -\--\-x"'\-
e ‘ 7 N
"x\\ /‘-} ] '\-\ ;_.-"
;"’E_:}x r /‘E\ :

e
\\\.

..JL._. =X -4



2. lara jemHauuHa je JuHeapHA Ou(epeHIrjaHa jeJHAUNHA NPBOT pena, Ia je
p(x) = —tgx, q(x) = cosz.

Oppenumo, Hajupe,

sinx t=cosx dt
/p(x)dx— _/cosxdx_ [dt: —sina:dx] —/? =In|t| = In|cosz|.

IIpernocraBumo na je cosx > 0, ma je |cosz| = cosz. Cayuaj cosz < 0 ce CamuHO pelmasa.
Ommre pememe nare JIuHEAPHE jeTHAYNHE je

y= efln(cos:r) (C+/COSI*61H(COSI)dI>
o+ [ oot aaa)
c+ | cos® xdx
cos ¥
1 <C+/1—|—0052xd$)
CcoST 2

1 1 1
<c—|—x—|—sin2m) ceR.

CcoS T 2 4
3. Pemwmmo mpso xomorenmy jemmauumny 4"’y = 0. Hbema kapakrepucTuuHa jemHAUMHA e
A2 +1 =0 umja cy pemema A\ = —i, A\y = i IIa je pelleme OBE XOMOTeHe jeIHAUMHE

Yn = C1COST + cosinzx, c1,co € R.

Cana mabumo nmaprukynapHo pememe nate jenmauunte. Ono he 6urtu o6nuka y, = x(Acosz+
Bsinz). IIpBu u apyru u3BoJ OBOI IAPTUKYJIADHOD PELlena Cy

Yy, = Acosx + Bsinz + x(—Asinz + Bcosz) = cosz(A + Bx) +sinz(B — Ax),
y, = —sinz(A + Bx) + Bcosz + cosz(B — Ar) — Asinz = cos x(2B — Azx) 4 sinz(—2A — Bz).

Y banuMo 0BO y HOJIA3HY jeTHAYUMHY.
Y, +yp =sinz 4 cosx
cosz(2B — Az) +sinz(—2A — Bzx) + Az cosz + Brsinz = sinx + cosx
2Bcosx — 2Asinz = sinx + cos x.
N3jennauaBameM KoepuujeHaTa y3 Sinx 1 cosSx ca JeBe U JeCHe CTpaHe HoOmjaMo
2B=1, —2A=1,
Tj. A= —%, B = %, ma je y, = —%xcosx + %xsinm, OJAKJIe je TPaKEHO OIIITE PelIeHe

1
Y=yYn+Yp,=crcosx +copsinx — ixcosx—i— §xsinx, c1,c0 € R.

4. Osunauumo ca A morabaj ma je msByuena kapra ca Opojem 7. Kako BepoBatnoha morabaja
A 3aBucu on Tora M3 KOje Cce KyTuje m3Bjade Kyriuie, o3naunmo ca H; u Hy xumorese na
Cce KyrJuia U3BydYe U3 IpBe OTHOCHO APYre KyTHUje.

(a) Ha ocroBy ¢opmyne ToTanHe BepoBaTHONE je

P(A) = P(H,)P(A|Hy) + P(H2)P(A|H>).
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Ocraje jom ma w3pauyHamMo BepoBaTHONe kKoje ce mojaBipyjy y nperxonuoj ¢popmymnu. Karo
Hacymuie 6mpamMo KyTHujy, TO je

P(Hy) = P(Hy) = .

Iame, sepoatHoha P(A|H;) je BepoBarHoha ma m3BydeMo KapTy 7 M3 OpBE KyTHje, a TO je

4 1
PAH) = — = —.
(AlH) = 5 = 13
Canuno,
4 1
Konaumno,

1 1+1 119
T2 13 2 6 156

(6) Tpaskena Beposataohia je P(Hi|A) u To ce pauyHa o ¢popmynn

P(A)

P(H\)P(A|H,) % & 6
P(Hy|A) = BUA) =218 - =
156

5. a) Ila 6u QyHKImja pacnomese buna mobpo mepuHMCaHA, cyMma BepoBaTHoNa Mopa ma
oyme 1 Tj.

1 1
— 42462 +at-+o=1

12 6 2
7 3
6a>+ -~a— - =0
+ 2 4
Pemapajyhu oBy jemmauumny, mobujamo ma je a = f% Wi a = aJu Kako BepoBaTHOheE

1
6
Mopajy butm Gpojesu y maTepsaxy [0,1], To jenumo moske OGut: a

pacronesie m3irJjenga OBaKO:
~12 -3 0 3 12
X < 101 1 1 1 > -
12 3 6 3

12

1 .
§» & Halla (QyHKOUja

0)
1 1 1 1 1
EX)=(-12)- —+(=3)- = 40-=+3-=2+12-— =0.
(X) = )12+( )3+ 6+ 37L 12
Ilame, umamo ma je
144 9 0 9 144
X21(1 111 1)7
12 3 6 3 12
na je
1 1 1 1 1
E(X?%) =144 — B B S 4144 - — = 30.
(X*) 12+9 3+0 6+9 3+ B 30
Konauno,

D(X) = E(X? — (E(X))? =30 - 07 = 30.
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PEHIEIHLA JAHYAPCKOI' POKA 113 MATEMATUERE 03.02.2021.
I'pyna 1

o0
. (8 m) VcnuraTu kouBepreHuujy pena ». (

n=1

. (8 m) Ucnuraru kouBekcHOCT 1 Hahu mpeBojHe Tauke QyHEIUje y =

—

3—a?
rx+2

. (8 m) UspauynaTu BpemnocT muTerpana | arfp#dx.
. (8 m) Hahu ommre pememe mudpepenmmjanue jennaunue (1 + cosz)y’ — ysinz = Inz.
(8 m) MAT® mp:xuonnia kade makyje jaue u caabuje mpskeny rady. Kecnme rade ce
makyjy y KyTUje, a OHE ce 3aTUM yToBapyjy y kamuoH. IIpaBuio je na cBaka KyTuja canp:Ku
tayno 20 Kecuna mucrte BpcTe, MeDyTUM mecuia ce Tpellka U y jeaHy KYyTHUjy Ca jaue IP:KEHOM
kagpoMm ybauena je 1 kecuna ciaabuje np:xene xkage u 19 kecuna jade np:xene xkade. Y KaMUOHY
je 6 xyTuja jaue npsxkeHe Kade, 13 kyTuja caabuje np:xeHe Kade U jeqHA KyTHja Ca TPEIIKOM.
Cuyuajuo ce bupa 1 Kecuna 13 KaMUOHA.
a) (5 m) Konuka je BepoBarHoha ma je omaGpana kecuia ca caabuje mp:EeHOM Kadom?
6) (3 m) Ako je u3ByueHa kecuna ca cuaabuje Ip:keHoM kadoM, Koja je BeposarHoha na je
OHA M3 KyTHje Ca T'PEIKOM?
6. a) (5 m) Hatu mepurHunM]y acuMITOTe PYHKIMjE W KAKO CE€ M3PAUyHABA BEPTUKAIHA U
KOCa ACUMIITOTA.

6) (5 m) Hahu cse acumnrore QpyHKIMje U3 APYroOr 3aaTKAa.
7. a) (5 m) lepunnunuja MaTEeMATUYKOD OUYEKUBAA W NUCIED3Uje HENPEKUAHE CIyuajHe
IPOMEHJbUBE.
6) (5 u) Hopmaana pacnomesna u aycosa kpusa.

PEITEKHA

GUR W oN

"4n

o )n IIpoBbamo ma mpumenumo Komwujer kpurepujym. Kako je

1. O3zmauumo a, = (

lim {/a, = lim { (7 +n) = lim 7 +n: lim (1+%>:L

n—oo n—o00 n n—o00 n n—o0

na HaM KomwujeB KpuTepujyM HE maje OArOBOD HA MUTAE Ma JU JATU PEea KOHBEPrupa.
Wcnurajmo na num je MCIymEeH HEONXOMaH YCJIOB KOHBEPTEHIIU]E.

lim a, = lim (7 7:") = 1 (1+25)" #0,

n—o00 n—o00 n— 00 7

Ia HUje UCIYHEH HEONXOMaH YCJIOB KOHBEPTEHIUje, Tj. NaTU pel OUBEPTUPA.

2. ITomen mare ¢pyurnuje je D = (—oo, —2)U(—2,400). lIpBu u qpyru ussoau nate GyHKIU]je

cy
, (“22)(x+2)—(3—2?)-1 —2®—4drx—-342° —a?—4r-3

v= (r+2)2 - (x +2)2 T (@wt2?
v (22 —4)(2® +da +4) — 2z + 4)(—a? — 4z — 3)
Vo= (@+2)
B —223 — 822 — 82 — 42% — 162 — 16 + 223 + 822 + 62 + 422 + 162 + 12
a (z +2)*
2z +2)
(x4 2)*
- -2
- (z42)3

IIpumeTnmo ma mapyrm m3BOHI HUKAI HUje HyJa, Ma naTa (QYHKIMja HeMa IPEBOJHUX TadaKa.
3HAK APYTOT M3BOJA 3aBUCU CAMO OX X + 2

12



T+ 2 - +
(z+2)3 - +
y// + —

na 3armydyjemo na je y” < 03az € (—2,400), ¥y’ > 03a x € (—oo, —2). Ilarme, y je KOHKaBHA
Ha (—2,+00), a KOHBEKCHA Ha (—00, —2).
3.

u = dx V= —

/arctgmd | u=arctgr dv= ﬁdx
du= &y

x? ! 1
carctge + [ d
= ——arc —_—
g TeteT z(z?2 4+ 1) v

Uspauynajmo noce6uo murerpan I = [ mdx.

1 _A Bx+C

z(x? +1) = ' z2+1
1=A2> + A+ Bz? + Cx
1=2?(A+B)+Cr+ A

U3jennauaBajyhn koedumujente y3 1, x u 2 nobujamo cucrem

1=A
0=C
0=A+B

1 1 _ =z
z(z24+1) — =z 2417

1 1 T 1
I= | ——dz = - =1 — —In(z?+1 .
/x(aﬂ—l—l)dx /<x x2—|—1>d$ n x| 5 n(z“+1)+c

Bpartumo ce Ha mosazHu MHTErPAJI.

uuje je pememwe A =1, B= -1, C =0, Tj. ma je

arctgx 1 1 1

/ 2g dr = —~arctgr + I = ——arctge + In|z| — = In(2* + 1) +¢
x x x 2

4. INara jenmaumna (1+cosz)y’ —ysinz = Inx je muneapua mupepeHnujanta je HaunHA TPBOT

pena. Ilomenumo je ca 1+ cosz. Hobujamo

, sinx Inx

Y

7y1+cosa: " 1+cosa’

_ _sinz _ _Inz
14+cosz z, q(z) " 14cosx’

—sinz t =coszx det
/f’(‘”dx—/mdx— [dt:—sinxdx} —/m =i = Infl+ cosal

IIpernocraBumo na je 14+cosx > 0, 1j. |14+cosz| = 1+coszx, a cayuaj 1+cosx < 0 ce cauuno
pam.

omakie je p(x) = na je
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Ommre pemene narte jeqHaduHE je

y=e" J p(z)dz <c + /q(m)efp(r)dwdx>

— ¢~ Inltcosa (C—I—/ Inz eln(l—o—cosm)dm)

1+ cosx
1 1
=— c+/i(1+cosx)dm
1+ cosx 1+ cosx

1
= (c—i—/lnxdx)
1+ coszx

u=Inx dv=dz
o du:idx v=2

1
_ (c—l—xlnx—/dx)
1+ cosx

1
- nz— ).
1+cosx(c+x nr—x)

5. Osmaummo ca A norabaj ma je omabpana kecuna ca cimabuje mp:keHoMm kagpom. Heka cy
H,, Hy, u H; xumnore3e na je ogabpaHa KyTuja ca jaye OIp:KEHOM KadoM, ca ciabuje mp:KReHOM
Ka(oM OTHOCHO KyTHja Ca I'DEIIKOM.

(a) Tpaskena seposatuoha je P(A) = P(H,)P(A|H,)+P(H2)P(A|Hs)+P(H3)P(A|H3). [Torpebro
je jomr ma ompemmMmo OBUX IecT BepoBaTHoha. Y kamwmony je ykymuo 20 KyTuja, ma je

6 3 13 1
Iame,
P(A|H)*£*O P(A|H)*@*1 P(A|H)*i
D) 2790 7 37 90

Konauno, Tpaskena BepoBaruHoha je

3 13 1 1 261
P(A) = 150+ 55 14 55 55 = 100

(6) Tpamumo P(HslA).

P(H3)P(A|H3) _ 3535 _ 1

P(A) T

P(H3|A) =

6. a) Bunern y yuGeHuky.
6) Iomen nate ¢pyuruuje je D, = (—oo0, —2) U (=2, 4+00).

Bepruranne acumnrore: JequHu KaHAXOAT 33 BEPTUKAJIHY aCUMITOTY je & = —2.
. 3—a2
lim = 400,
z——2— x+ 2
Ila IpaBa & = —2 jecTe BEePTUKAJIHA aCUMIITOTA.
XOpU30HTAJHE ACUMIITOTE:!
. 3—2a?
lim = 00,

ma GyHKIMja HEMa XOPU3OHTAJIHUX ACHUMITOTA.
Koce acumnrore:
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3—z2
k= lim f@) _ lim 22 — lim

=00 I T—o00 I z—00 12 + 2z

n= xlgréo(f(x) —kx) = lim (3_332 +x>

z—oo \ I+ 2

ma je mpaBa Yy = — + 2 KOoca aCUMITOTA.
7. Bunetn y ynOeHUKY.
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I'pyma 2

00 n
; 2"4n?
1. (8 1'[) I/ICHI{IT&TI/I KOHBEPIreHIN]Y pena Zl ( on ) .
n=
2—z2
z+3 °

2. (8 m) Ucnuraru monoronoct u nahu exkcrpemue BpeqHocTy pyHKUUje y =

2

3. (8 m) M3pauynaTu BpenHoCT mHTErpata | ln(a;i;rl)dx.
4. (8 m) Hahwu onmre pememe mupepennujanne jemmaumne (1 + sinz)y’ + ycosx = xe®.
5. (8 m) MAT® ¢abpura uajeBa makyje yaj o HaHe U KaMuinie. Kecuie daja ce makyjy y
KyTHje, a OHE ce 3aTUM yToBapyjy vy kamumoH. lIpaBuio je ma cBaka KyTHja CAIP:KUA TAUHO
20 kecuna ucre Bpcre, MehyTuM mecuia ce rpemka Uy jenHy KyTHUjy daja ca HAHOM yOadeHa
je 1 kecuna rammnune u 19 kecuna Hane. Y kamuoHy je 16 kyTuja vaja onx Hame, 13 KyTHuja
Jaja ol KaMUJIUIE U jenHa KyTuja ca rpemkom. Ciyuajuo ce 6upa 1 kecuma u3 KaMUOHA.
a) (5 m) Konuka je Beposarnoha ma je omaGpana recuna daja on Kamuauie?
6) (3 m) Ako je m3By4eHa Kecuma vaja O] KaMUINIE, Koja je BepoarHoha ma je oHa u3
KyTHje Ca I'PEUIKOM?
6. a) (5 o) Haru meduuunujy acuMoToTe (GYyHKOUjEe UM KAKO CE€ U3PAUYHABA BEPTUKAIHA U
KOCa aCUMITOTA.

6) (5 m) Hahu cBe acumnrore QpyHKOMje M3 APYror 3a1aTKA.
7. a) (5 m) lepununmja MaTEeMATHYKOT OUYEKUBAIA W NUCIED3Uje HENPEKUAHe CIydajHe
MIPOMEHJbUBE.

6) (5 u) Hopmanna pacnomena u [aycosa kpusa.

PEIIEKHA

Qn_,’_nz
on

on 2\ " on 2 2
lim /@, = lim § <+”) ~ fim =~ _ lim <1+") -1,

n
1. Oszmaunmo a, = ( ) . IIpobamo ma mpumennmo Komujes xkpurepujym. Kako je

na HaM KomwujeB KpuTepujyM HE maje OArOBOD HA MUTAE Ma JU JATU PEeI KOHBEPrupa.
VcnurajMo ma au je MCHyH-€H HEONXOIAH YCJIOB KOHBEPreHIAje.

on 2\ " 2\ "
lim a, = lim (‘L”) — lim (1+”) £0,

Ia HUje MCIYH-eH HEOIXOJAH yCJOB KOHBEPreHIuje, Tj. JAaTHU pel IUBEeprupa.
2. Ilomen mare ¢pyuruuje je D = (—oo, —3) U (—3,+00). IIpsu ussox mare pyurnuje je

, (22)(x+3)—(2—2?)-1 -2 —6x—242° —a®—6x—2
v = (z+3)2 - (z +3)2 T (@+3)2

Kaxko je (7 +3)? yBer mo3suTuWBHO, Ha 3HAK W3BOAA yTUde camo —2 — 6z — 2. Hyse kBagpaThe
jemHauuHe —22 —6x—2 cy T1 = —3 — \ﬁ, To = —3+ V7.

-3-V7T  =3+V7

—z2 — 6x — 2 — + —

Y - - -

16



na sarmyuayjemo ma je y' > 03a x € (=3 4+ V7, -3)U(=3,-3+7), vy <03ax € (—o00, -3 —
\ﬁ)U(—S—i—\ﬁ) nuy =03az=-3+7.

Ilaxne, dyurmuja pacte #Ha = € (=3 4+ /7,-3) U (=3, -3 + V/7), omazna ma x € (—o00, —3 —
VTU(=3+VT7), x = —3—+/T je Tauka JOKAJHOT MUHUMYMA, a & = —3++/7 je Tauka JTOKAJIHOT
MaKCHMyMa.

3.
In(z? +1) u=1In(z?+1) dv=Ldx
d 2x 7
as du=igde v=—g5p
1 9 2z 1
=55 In(x —|—1)+/x2+1 . 2x2dx
*f—ln(x2+1)+/ ! dz
222 x(z? +1)
—_————
I
Vspauynajmo moce6no unrerpan I = [ de.
1 A Bx+C

x(z? +1) E+x2+1
1=Az> + A+ B2® 4+ Cx
l=2%(A+B)+Czx+ A

Vsjennavasajyhn koedpumujente y3 1, x u 22 nobujamo cucrem

1=A
0=0C
0=A+B
uuje je pememe A =1, B= -1, C =0, Tj. m:%—%ﬂ,naje

1 1 x 1
/m(x2 1)dx /<x > 1>da: n|z| 5 n(z®+1)+c

Bpartumo ce Ha mosaszHu MHTErPAJI.

In(z? + 1 1 1 1
/%d$: —5 @ + 1)+ 1=~ In(a® + 1) +Infe| - SIn(a® +1) +c
4. Hara jemmaunua (1+sinx)y’ +ycosz = ze® je nuueapHa mudpepeHnnjasHa je IHAYNHA TIPBOT
pena. Ilomenumo je ca 1+ sinx. lobujamo

, cosx ze®

y +y1—|—sinx - 1+sinz’

cosx ze”

omaxne je p(r) = {{2odz, q(v) = 5, na je

cos T t =sinzx dt )
/p(x)dx— /mdm_ [dt:cosazdx] _/m =lnft] =Inl +sinz].

IIpernocraBumo ma je 1+sinz > 0, 1j. |1 +sinz| =1+sinz, a cayuaj 1 +sinz < 0 ce cauano
pamu.
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Ommre pemene narte jeqHaduHE je

Yy = e_fp(l')dw <C+ /q(x)efp(l)dldx>

— ¢~ Inl+sinz (C—i—/ xefv eln(1+sinz)dx>
1+sinx
1 T
1+sinx 1+sinx

1
e (c—l—/xemdx)
1+sinx

:{u:x dvzerdx}

du =dz v=e"
1 x €T
= —(c+ze® —€").

1+ sinx (c+ )
5. Osmaunmmo ca A morabaj ma je omabpana kecuma ca dajeMm on Kamuiuie. Heka cy Hy, Ho
u Hs xumorese ma je omabpana KyTuja daja oo HaHE, daja Od KAMUJIUIE OTHOCHO KyTHUja Ca
T'PEIIKOM.
(a) Tpaskena seposataoha je P(A) = P(H,)P(A|Hy)+P(H2)P(A|Hs)+P(H3)P(A|Hs). ITorpebro
je jom ma ompemuMo OoBUMX ImecT BepoarHoha. Y kamumony je ykynao 30 KyTuja, ma je

16 8 13 1
P(Hy)=—=—, P(Hy)=—, P(H3)=—.
() =355= 15 PUR) =55 PUL) =g
Iame,
PAIHY) = 2 —0, P(AHy) = 22 =1, P(A|H,) = —
Vo0 Y70 20
Konauno, Tpaskena BepoBaruHoha je
8 13 1 1 87
PA)=— 04+— 14— —=—.
(4) 15 + 30 + 30 20 200
(6) Tpasumo P(Hs|A).
P(H3)P(A|Hs) 3535 1
P(H5|A) = = 3087 L=
P(A) 500 261
6. a) Bunmeru y yubenuxy.
6) Iomen nare ¢yuruuje je Dy = (—o0, —3) U (—3,+00).
Bepruranne acumnrore: JeauHu KaHIUIAT 38 BEPTUKAJHY ACUMIOTOTY je & = —3.
. 2 — z?
lim = 400,
r——3— T + 3
a IpaBa & = —2 jecTe BEePTUKAJIHA ACUMIITOTA.
XOpU30HTAJIHE ACUMITOTE:
o 2—2x?
lim = 00,
z—oo T+ 3
ma (QyHKIMja HEMa XOPU30HTAJHUX ACUMITOTA.
Koce acummrore:
/(@) 2 a?
k= lim —= = lim % = lim . =1,
r—00 I r—o00 I z—o0 12 + 3x
. . 2 — 22 . 2?4+ 2%+32 . 3+2z
= i () o) = Jim (S5 ) = i 2R i TR s
ma je mpaBa y = —& + 3 KOca aCUMIITOTA.

7. Bumetu y yubenuky.
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PEINTEIHLA PEBPYAPCKOI' POKA N3 MATEMATUEKE 26.02.2021.

I'pyna 1
0 3 n+n4
1. (8 um) Vicnuratu xKoHBEpreHUMjy pena . (1_’&?)
n=0
2. (8 m) Vcturatu MmoHOTOHOCT U Hahnm JokaHe ekcTpemyMe dymknuje y = In(x? — 3z + 2).

5
3. (8 m) Uspauynarn f%dm
0

4. (8 m) Hahu naprukynapuo pememe jemuaumnne y” +y = 4sinz, y(0) =0, y (3) = 0.
5. (8 m) Y kyruju ce mamasu 5 ;kyTux, 4 upsesHe m 3 muase kyraune. M3simaue ce 4
kyriune onjenuoM. Axro je X ciydajHa TIpPOMEHJBUBA KOja HOPEACTABBA OpPOj M3BYUEHUX
nnasux Kyriauna, ongpemuru E(X) u D(X).
6. a) (5 n) Jatu mepununnjy JlajOHUIOBOT pena M HABECTH KAKO TIIACU TEOpPEMa O KOHBED-
reunuju 3a Jlajorunose pemose.

6) (5 o) Hatu npumep JlajoHUNOBOT pena ca JOKAa30M Oa je y nuramy JlajoHunos pen u
UCIUTATY HEerOBYy KOHBEPIEHINU]Y.
7. (10 n) BepuynujeBa nudpepeHnujanna je HAUUHA.

PEIIEKHA

n3
14+n3

n+n4
1. Ozmauumo a, = ( ) . Tana je

n3 n+n4
lim ¥/a, = lim { ( )

n—o00 n— o0 1 —+ ’rL3

. 14n3
7’L‘3 +n
14+ n3

1+
n—o00 1+ n3
71 1+n3
p N\
= lim (1 + 3>
n— oo —1—-—n
1+4n3
= lim e-1-
n— o0
lim 14n3

ma pel KOHBeprupa Ha ocHOBY KomujeBor kpuTepujyMma.
2. Ozpeaumo Hajmpe nomen nare ¢ymrmuje. Ilorpebmo je ma je 2 — 3z +2 > 0. Pemema
kBagpaTtHe jemaumue 2 —3r +2 = 0 cy 7y = 1 u 75 = 2, ma kKako Tpeba ma je GyHIMja
22 — 32 + 2 mosuTMBHA, mobujamo ma je momen mate dymrmmje D = (—o00,1) U (2, +oc). IIpsu
U3BOJ naTe (QyHKIUje je

Fa) =
% —3x+2
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IIpBu m3Bon je jemuak myau 3a 2z —3 = 0, Tj. = = %, Ia je TO MOTEHIWjAJIHU €KCTPEMYM,

A KakKo % Huje y moMeny, Hehemo pasMarpaTu Ty Tauky, Tj. HEMa eKCTpeMyMa. Kako je
2?2 — 32 +2 > 0 Ha meJIOM IOMEHY, TO 3HAK IPBOT M3BOJA 3aBUCH CAMO OX 2T — 3.

2z — 3 - 111111177 +
f'(=) - /11111117 +

Hakne, f'(z) <0 wma (—o0,1) u f'(z) > 0 ma (2,+00), na pysxmmja f onama ma (—oo,1), a
pacre Ha (2,4+00).

3.

t = sin bx
~ dt = 5cos bxdx
/10 .C;)Sﬂdx = | cosbade = 3dt
o sin®(5z) + 1 r=0=1t=0

r=E—t=1

11
5
= dt
/0 2 +1

= farctgt‘
0

4. IIpBo TpaskuMO OTMINTE peleme, ma NeMo Ha Kpajy ybamuTu mouerHe ycioBe. Hajmope
HabuMo pememe xomorene jexnaunue ¥y’ 4+y = 0. Hyne xapakrepuctuusne jenmaumne A\2+1 =0
Cy A1 =14, Ao = —i, 11a je yp = €1 COST + cosin .
IMaprukynapHOo pememne je obiuka y, = r(Acosz+Bsinz) = Az cosz+Bxsinz. V3spauynajmo
OPBU U APYTY U3BOJ MAPTUKYJIAPHOT pPeEIlerha U yOauuMo ra y moJIa3Hy jeIHAUUHY.

y, = Acosx — Axsinz + Bsinx + Brcosz

= (A+ Bzx)cosz + (—Az + B)sinz,

y, = Bcosz — (A+ Bx)sinz — Asinz + (—Az 4 B) cos
= (—Az +2B)cosz + (—Bx — 2A)sinz,
na je
Yy + yp = xsinz

(—Az 4 2B) cosx + (—Bx — 2A) sinx + Az cosz + Brsinx = 4sinz

2B cosx — 2Asinx = 4sinx

u3jenHavaBameM M3pa3a y3 COST M Y3 Sinx ca JieBe U AeCHEe CTpaHe jeTHAKOCTU UMaMO

2B =0
—2A =4,
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unje je pememe A = —2, B =0. [lobujamMo na je HapTUKyJIapHO peIIemne je
Yp = —2T COST.

Komauno, ommre pememe nare jeaHaduHe je
Y=Yy +Yp=Crcosx+ cosinx — 2z cosx, c,c2 € R.

Jom ocraje ma ybammMo moueTHe ycJaoBe, Tj. Oa HaheMo KOHCTaHTe ¢ U cp. V3 yciaoBa
y(0) = 1 nmamo

1=c1cos0+4cosin0—2-0-cos0,
Tj. ¢ = 1. VI3 ycnoBa y(%) = 2 nMamo

2 7T+ . 2 ™ Vs
— C1 COS — Co SINn — — «— +COS —
1Py TRy 2 2’

na je cg = 2. TpaskeHO mapTUKYJIAPHO PeEIemke je
y=cosz + 2sinx — 2z cos .

5. TIlpmmernmo na X € {0,1,2,3} jep on ueTwpw u3BydYeHe Kyriule MO:Ke OUTH HUjeqHA,
jenmHa, mBe MM TPU ILIaBe Kyrauie. Kako je

(3) _ 557 _ 14
P{X =0} = 75¢ = 3109 55
(4) 4321
3y (9
o W) 28
P{X = 1} - (12) %
4
(k)G 12
Plx =2 = =
4
3\ (9
GG 1
P{X =3} = (12) 55
4
To X MMa pacmomery
o 1 2 3
X <14 28 12 1) ;
55 35 55 55
a X? uma pacmomeny
0 1 4 9
x? (14 28 12 1> ;
55 55 55 55
ma je 14 28 12 1
EX)=0-—4+1-—+2- 3-— =1
(X) 55 + 55 + 55 + 55 ’
14 8 12 1 17
B(X))=0 - —+1-—+4- 9. — — "
(X%) 55 + 55 + 55 + 55 11’
17 6
D(X)=E(X? - B(X)? = - = T

6. Bunetu y yubenuky.
7. Bunetn y ynOeHUKy.
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I'pyma 2

o0 - n
1. (8 m) VicnuraTy KOHBEpPreHNUjy pena Zo (Z;;é) .
n=
2. (8 m) Vcnuratu MoHOTOHOCT U Hahu JoKasHe ekcTpemyMe ¢yHEmUje y = In(x? + 3z + 2).

5
3. (8 m) Uspauynarn f%dx
0

4. (8 m) Hahu maprukynapuo pememe jemnaumne y” — 3y’ + 2y = 2xe?®, y(0) = 0, y(1) = 1.
5. (8 m) Y kyruju ce mamazu 9 skyTux, 6 upBenux u 3 miase Kyriaune. Vssuaue ce 4
kyraune onjemaoMm. Aro je X ciaydajHa NPOMEHJBMBA KOja NpEACTaB/ba OpPOj M3BYUEHUX
nnasux kKyriauna, ongpemuru E(X) n D(X).
6. a) (5 m) Jaru nepununujy JlajOHUIIOBOr pena U HABECTU KAKO IVIACK TEOPEMa O KOHBEP-
reunuju 3a Jlajorunose penose.

0) (5 n) Haru npumep JlajOHUIOBOr pena ca HOKA30M Ia je y nuTamy JlajoHuUIoB pen u
VCIUTATHA HErOBY KOHBEDIEHIN]Y.
7. (10 o) GepuynujeBa nudepeHnujaina je HAUUHA.

PEIIERA

3
n?-3

n
1. O3mavuumo a, = (—3) . Tana je

n2

n3
. . nf{n?=3
lim a, = lim

n—00 n—00 n? +3
2
. n? —3\"
= l1m
n—oo \ n% + 3
2
. n?—-3\"
:nll}ngo (1—1+ 2+3>
2 2 n
-3 3
= lim (1+2 (n"+3)
n—o00 n2 + 3
6 \"
= lim (1+ —
n43 —6n
1 —6  n243
- nh—>H;o (1 + 243
—6
—6n2
= lim en?+3
n—oo

ma pel KOHBeprupa Ha OCcHOBY KomumjeBor kpurTepujyMma.

2. Ozpeaumo Hajmpe momen nare ¢ymrmuje. Ilorpebmo je ma je x2 4 3z +2 > 0. Pemema

KBagpaTHe jemHaumne 2 +3r+2 =0 cy 71 = —1 u 15 = —2, ma Kako Tpeba ma je GyHIMja

224 3z +2 mosuruBHA, nO6GUjamo ma je momen marte dymrmmje D = (—oo, —2)U(—1,+o00). [Ipsu

U3BOJ naTe (QyHKIUje je

fa) =
%+ 3z + 2
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IIpBu u3BOX je jemuak Hyau 3a 2x +3 =0, Tj. £ = —32, ma je TO HOTEHUU]ATHA €KCTPEMYM
p Je ] ¥y » T) R J ) pemyw,

aJI Kako —% HUje y moMmeny, HehieMo pasMaTpaTu Ty TAuky, Tj. HeMa eKcTpemMyMa. Kako je
2% 4+ 32 +2 > 0 Ha meIOM IOMEHY, TO 3HAK IPBOT M3BOJA 3aBUCH CAMO OX 2z + 3.

—2 ~1
2z +3 - /11117111 +
f'(z) - /11111111 +

Haxne, f'(z) < 0na (—oc0,—2) u f'(z) > 0ma (—1,+00), na pyskmmja f omazma Ha (—00, —2),
a pacte Ha (—1,+00).

3.

t = cos 3z
. . dt = —3 cos 3zdx
6 3
/ %dm = |cos3zxdx = —%dt
o cos*(3z) + r=0=t=1

r=2=1t=0
_1
1 1
—dt
3/ t24+1

farctgt‘

1
= —arctgl — garcth

-0

)—*‘:103\'—‘03 — W
Do .
1

4. IIpBo TpasKuMMO OTINTE peleme, ma NeMo Ha Kpajy ybamuTu moyerHe ycioBe. Hajmope
mabumo pememe xomorene jemmaumue y’ — 3y’ + 2y = 0. Hyuse kapaxkrepucTuuse jenHadune
A2 —3A+2=0cy A\ =1, Ay =2, ma je y, = c1* + cpe?*.

[laprurysapuo pememe je obnura y, = r(Azx + B)e** = (Az? + Bx)e?”. Vspadyrajmo npsu
U OIPYTY M3BOJ HAPTUKYJIAPHOL Pelenha W yOAIMMO ra y HOJa3Hy jeTHAUNHY.

= (24z + B)e*® + 2(Az? + Br)e®™ = (2Ax? + (2A 4 2B)z + B)e?

= (4Az + 2A 4 2B)e* + 2(242% + (2A + 2B)x + B)e* = (442 + (8A + 4B)x + 2A + 4B)e?
na je
— 3y;) +2yp = 2xe®

(4A2* + (8A+4B)x + 2A + 4B)e*™ — 3(242° + (2A + 2B)x + B)e*” + 2(Ax? + Bx)e** = 2ze*”
24z +2A+ B =2z

n3jenHavaBameM U3pa3a y3 & u y3 1 ca JeBe U mecHe CTpPaHe je THAKOCTU UMAaMO

2A=2
2A+B=0
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unje je pememe A =1, B = —2. JlobujamMo na je IapTUKyJIapHO peIIemhe je

yp = (2% — 2x)e?".
Konaumo, ommre pememe maTe jefHaynHe je

Yy=yn+yp=ce® + c2e®® 4 (2% — 22)e** c1,c0 €R.
Jom ocraje ma ybammMo moueTHe yciaoBe, Tj. Oa HaheMo KOHCTaHTe ¢ U cp. V3 yciaoBa
y(0) = 0 nmamo
0=cre® 4 coe® + (02 —2-0)e?,
Tj. ¢1 +c2 =0. U3 ycnosa y(1) = 1 umamo
1=cre! +coe® + (12 = 2)e?,

1=rcre+cpe? — 62,

ma y CTBAPU MMAaMO CUCTEM
c1+c=0

cle+0262 —e?=1

. . 2 2 .
amje je pememe ¢ = 1% ¢y = L Tpaseno napTuxynapHo pememe je
1462 14 e? .
= 5 €'+ — e 4 (2% — 22)e*”.
e—e e2—e

5. Ilpumermmo ma X € {0,1,2,3} jep ox deTupu u3BydeHe KyrJule MOKE OUTU HUjemHA,
jemHa, OBE WM TPU MJIaBe Kyrauie. Kako je

(15) 15-14-13-12 91

P{X =0} = 457 = ira615 = 505
(0)  aser 204

() o8
P{X=3}= @()1%5) ﬁ

To X MMa pacmomery

a X? uma pacmomeny

ma je

91 91 7 12
EX)=0-—+1-—+2- —4+3. — ==
(X) =0 204 20 T2 es T o T
91 91 7 1 46

2 —_— - —_— . —_— _— =
B(X%) =0 20 1 204+4 68+9 204 51’

2

46 2 70

D(X)=E(X*) - E(X)?=— — =—.
(X) (X7) = B(X) 51 (3) 153

6. Bunern y yubenury.
7. Bumetu y yubenuky.
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PEINTEHA JYHCROI' POKA 3 MATEMATUKE 30.06.2021.
SAITAIIN

o0
3 n
. (8 m) ViciuraTu KOHBEPreHUUjy peaa ». onr 1)

1
2. (8 m) McouraTty MOHOTOHOCT M OAPEANUTH JIOKAJIHE TaUKe eKCTpeMyMa (QYHKIuje y = %
3. (8 m) VspauysaTu moBpmUHY (GUType orpaHmdene kpuBama y = 2z +4 u y = 22 — 2 — 6.
4. (8 m) Hahu onmmre pememe mapepenmujanue jennaumne (22 — 1)y’ — 2zy + 22 — 223 = 0.
5. (8 m) Ha ucnur u3 maremarure uzamio je 60% crynenara koju momna:ky npsu myT u 40%
ocranux (KOju He moJaky npBu myT). Beposaruoha na he cTymeHT koju mosaske NpBU IIyT
nososxkuty ucnut je 0.3, a 3a ocrane 0.4. Onpenuru BepoBatuohy na he cnyuajuo uzabpanu
CTYIEHT TOJIOKUTYA UCIIUAT.
6. (a) (5 m) Idaru meuHUIU]Y KOHBEKCHOCTU (YHKIM]E.

(6) (5 m) Mcuuraru KOHBEKCHOCT (YHKIUjEe U3 APYTOr 3aMATKA.

7. (10 o) Ycaosua Beposarunoha u BajecoBa dpopmyia.

PEIITEHA
1. Osmaummo ca a, = m. Kako je
n Vn 1
lim /a, = lim p/——— = 1i = <1,
nioe VO TS A (2020 + 1)7 T 5% 2020+ £ 2020

TO AaTU pel KOHBEPTrupa Ha OCHOBY KommjeBor Kpurepujyma.

2. Iomen mare dyurmuje je D, = (—00,0) U (0,400). IIpBu nssoxn nare dpyHrmuje je

,  we® —e®  eP(x—1)
V=7 T T

Kako je ¥’ = 0 3a * = 1 TO je MOTEHNUjaJHM €KCTpeMyM. 3HAMO na cy ¢yHEmmje e u x2

MMO3UTWBHE, Ma 3HAK MPBOT MU3BOJA 3aBUCU CaMO OO T — 1 U TO je
y' >0, 3az€(1,+00),
y' <0, 3az€ (—00,0)U(0,1),
a 3aKby4dyjeMo Oa

y pacre Ha(l, +00),
y omaza Ha (—o0,0) U (0,1),

x =1 je JOKAJIHU MUHUMYM.

3. Ila Oucmo ompemuiu y KOjUM TauvKaMa Ce CeKy rpaduiu aaTuxX (GpyHKIUja, TOTpeOGHO
je ma pemmMo CUCTEM
y =2x+4,

y=2°>—2—6.
WNsjennavaBameM oBe OBe jeqHaUMHE MOOMjaMoO
22 —1x—6=2x+4,
2?2 —3z—-10=0,

unrja cy pemema —2 u 5. CrunupameMm rpadura
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20 |

(52}

Ln

B IOIVMO Oa je TpaKeHa MOBPIIMHAa

5 3 2 5
3 343
P:/ (2244 —2® + 2+ 6)dr = (—2—1—;—1—1030)

-2

-2

4. lara jemHaunHa je JImHeapHa Du(epeHNUjalHa jeqHaunHa IpBoOr pena. Ilomemumo je ca
2
¢ — 1.

, 2z

2x(x? — 1
Y — = y+2x—2x3:M
z? —1

x22—-1

2
y — 2m Y+ 2z — 223 = 2z
e —1
Omasze je p(z) = ——#~, na je [p(z)dz = —In|2z? — 1|, a ¢(z) = 22. Onmre pememe nare

jemHayuHe je

y = o= pla)da (c n / efp(z)qu(x)dx)

:eln\x2—1| (c+/e—1nx2—1|2xd$>
2x

_ .2

=(z*-1) <c+/x2_1dx>

. t=a2-1

~|dt = 2zdx

=(z*-1) <c+/it>

= (2? = 1) (c+1nt)
= (2" —1) (c+In(z® — 1))

Y Tpehoj jemmakocTu CMO M3ryOWIM arCOJNYTHY BPETHOCT, & Y CTBAPU CMO HAIJIMW OIIITE
pememe Kama je 2 — 1 > 0 (ma cMo 3aTO MOTJIM Ja CKJIOHMMO AIlCOJYTHE 3arpame), a y
cayuajy 2 — 1 < 0 3a7aTak ce aHAJOIHO PEIIaBa.

5. Osmauumo ca A morabaj ma je ciayuajno m3abpaHu CTymEeHT MONOxMO ucnutT. [lorpebHO
je ma ompemumo P(A). Kako mam Beposaruoha morabaja A 3aBucu on Tora ma au je Taj
CTYHEHT 0 Cala M3JIa3W0 Ha WUCOUT, O3HaumMmo ca Hi m Hy ma CTymeHT MCOUT MOJIaske MPBU
IyT, OOHOCHO na ra He mojaske npBu nyT. Tana je

P(Hy) = 0.6, P(H) =04, P(A|H,) =03, P(AH) =04,
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na Ha OCHOBY (GOpMyJie ToTaJHe BepoBaTHOhe

P(A) = P(H,)P(A|H,) + P(H2)P(A|H2) =0.6-0.3+04-0.4 =0.34.
6. (a) Bumeru y yubenuky.
(6) Homen mare dymrmuje je Dy = R\{0}. Habumo npsu u npyru mssox.

esrx—e*  (x—1)*

fay= I BN
PO 2R

(€4 (z—1)e") - a? — 2x(x — 1)e”

= p

2% —2(x —1)e”

= 3

(2 =2z +2)e”

=

Kako je e* >0 u 22 —22+2 > 0 3a cBako z € Dy, TO 3HAK APYTOT U3BOJA 3aBUCHU CAMO OJ x5,
Vmamo na je 23 > 0 3a x € (0,+00) u 23 < 0 3a z € (—00,0), ma je maTa GyHKIUja KOHBEKCHA
Ha (0,400), a koukaBHa Ha (—00,0). Hema npeBojHux Tauaka jep APYTM M3BOX HEMA HYJIA.
7. Bunetn y yubeHury.
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PEITEIA JYJICKOI' POKA U3 MATEMATUKE 21.07.2021.

SAIDAIIN

2

o0 n
. 2
(8 m) Vcnuraru kKoHBepreuuujy pema » (Qn’_L7) )

n=1
n) Mcnuratu kouBekcHocT u Haliu nmpeBojHe Tauke QpyHrmuje y = In“z + Inz.
8 m) U hu npesoj yukmmje y = In® z + 1

(8 m) Uspauynaru [ =L dz.
(8 m) Hahwu ommre pememe mupepenimjanne jemaayune y” + ¢y — 2y = 20sin 2z.
(8 m) V3 mmuia ox 52 Kapre u3BiIade ce TPU KAPTE Oj€THOM.
(4 ) a) Ogpemury BepoBarHONly ma HUjemHA OX TPU KapTe HUje y 3HAKY CpUA.

o KO 3HAMO 4 HUjeJHA O TPU KapTe HUje y 3HAKy Cpla, OAPEIUTU BEPOBATHO
4m) 06) A j pu Kap jey y ¢p p p hy
a Cy M3BYJYEHA TAYHO IBa KPasba.
6. (5 m) a) atu neduHANU]y JTOKAJIHUX €KCTpeMyMa (yHKIUje DEAsHEe NPOMEHJbUBE.

(5 m) 6) Hahwu cBe nokanHe ekcTpeMyMe QyHKIMje y = xe”.
7. (10 n) Jluneapua mupepeHnnjaNHa jeHAUMHA, ONIITE Dellemhe u KomwujeB npobiem.

LA ol ol

PEIIEKHA

2

n
1. Oszmaunmo a, = <2§ﬁ7> . Kako je

2 n 1 7 2n—7 "
lim /a, = lim <2 n7) = lim <1+2n_7) — ez > 1,
n —
7

n—oo n—oo n—oo

TO AaTU pel auBeprupa mo KommjeBoM KpuTepujyMmy.

2. Homen ¢pynruuje je D = (0,+00). VspauyHajMo OIpBU U APYTW U3BOX JaTe QYHKIM]jE

f,(ac):2lnx+1:2lnac—|—17 ()

xT xT T x

- 1—-2Inx
=—".

Nmamo ma je f"(xr)=03axz=+/en

f"(x) >0 3a x e (0,ye),
f(x) <0 3az € (Ve,+0),

ma 3aKbydyjeMo ma je

f xosercua na (0,+/¢€),
f romkaBHa Ha (\/€,+00),
Tauka T = (/€ je IpeBOjHA TauKa.
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cos x Ccos X
/ / ——dx
cos 2x cos2z —sin’x
/ CcoS T
1 — 2sin? a:
t =sinx
dt = cos xdx
dt

iy
-

dt
(1 —tv2)(1 +tV2)

1 2

2/(1—tﬂ)(1+tﬁ)dt

_1/ - tV2+1+0/2
(1—tv2)(1 +1tv2)

- %/ <1+1t¢§+ 1—1tﬁ> &

1
= — (In(14+ V2 flnlft\@)+c
55 (01 +6V2) —In(1 = 1v2)
1 1+t/2
= In +c
2v2  \1-t/2
1 ! 1+sinz -2
= n
2ﬂ 1—sinz -2
4. Hajope mabumo pememe xomorene jemmaumue 3" + 1y — 2y = 0. Hyne xapakTepuctuune
jemmaumme N2+ A —2=0cy A\ =1, Ao = —2, ma je y, = c1€® + coe 2%,

ITapruxynapHo pemene je obnuxa y, = Asin2x+ B cos 2x. V3pauyHajMo IpBU U APYTH U3BOL
MapTUKYJIAPHOT pellemha U ybalnuMo ra y MOJAasHy jeIHaAdnHY.

Yy, = 2Acos2x — 2Bsin2x, y, = —4Asin2x — 4B cos 2z
na je
—4Asin2x — 4B cos 2z + 2A cos 2z — 2B sin 2x — 2( A sin 2x + B cos 2z) = 20sin 2x
OOHOCHO HAaKOH cpebhuBama
sin 2x(—6A — 2B) + cos2x(2A — 6B) = 20sin 2z

onakje mM3jeqHadyaBameM KoepuuujeHata y3 sin2z u cos2r qodbmjaMo CUCTEM [Be jeTHAUNHE
ca IBe HEIO3HAaTe.

—6A—-2B =20
2A—-6B =0
Pememe oBor cucrema je A = —3, B = —1, na gobujamMo ma je HApTUKYJIAPHO peHIeme je

Yp = —3sin2x — cos 2x.
Komauno, ommre pememe nare jenHaduse je

Yy=yn+yp=cie” + 02672‘T — 3sin2x — cos2x, c1,c3 € R.
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5. (a) Osmaunmo ca A morabaj ma HujenHa M3ByYeHA KapTa HUjEe Y 3HAKY Cpua. Tpaskumo
P(A). Yrynan 6poj ucxoma npu U3BJIadYeny TPU KAPTE OIjeAHOM U3 WIIKUIa On 52 KapTe je
(532), a 6poj MOBOJLHUX MCXOIA je (339) jep HaMm oaroBapa na M3ByUYeMO OMJIO KOje TpU KapTe
KOje HUCY cple, a TUX Kapara nMma yryneo 39. [lakie, no meduHmnuju rpaskesa BeposarHoha

Je
P<A) B (339) B 393?)28.i37 B 703
T T REE

(6) Osmauumo ca B morabaj ma cy m3BydeHa TayHO ABa KpaJba. Y OBOM A€y 3aJaTKA HAMa
ce Tpasku ycaosHa BepoatHoha P(B|A) xojy pauymamo mo ¢Gopmyan

P(AB)

P(A) -

P(BJA) =

Beposatuohy P(A) cmo Beh m3pauynanu na ocraje camo ma oxpemumo seposatHohy P(AB)
Tj. KoJuka je BepoBaTHoha ma ce morabaju A m B mMCTOBpEeMEHO MCIYHE, OOHOCHO Ia Cy
M3ByUYeHa TAYHA ABa KPaJjbd W Oa HUjemHa O KapaTa HUje y 3HAKy cpra. Y KymaH Opoj mc-
XO0[a IPU OBOM M3BJIAYEHY je MOHOBO (532), a 6pOoj MOBOJBHUX MCXOJA PAYYHAMO KO (g) . (317)
(o Tpm Kpasba KOju HUCY Cple Bupamo ABa U TO je (S) MoryhHOCTH 1 TO MHOKHMO ca 6pojem
moryhHaocTu na ox mpeocrtanux 37 KapaTa Koje HUCY HU Ta ABA KpaJba HUTU cpie nzabepeMmo

jemHy, Tj. (317)). Konaumno,

6. (a) Bumeru y yubeHuxy.
(6) Homen marte dpyurimje je D = R. Habumo npsu usson ¢pyuruuje.

y =e" +ze” = (x+1)e”.

Nmamo ma je ¥y = 0 3a x = —1 ma je TO MOTEHIUjaJHU eKCTpeMyM. PyHEmmja e® je yBek
HO3UTWBHA Ia He yTWde Ha 3HAK NPBOT M3BoJa, Beh mMamo na jey’ >03a x> —-1nuy <0
3a ¢ < —1, 1j. ¢pymruuja pacre Ha (—1,400), onazna Ha (—00,—1) u Taurka r =1 je nOKaIHU
MUHUMYM.

7. Bunetu y yubenuky.
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PEHIEIHLA ABI'YCTOBCKOI' POKA 113 MATEMATUERE 01.09.2020.

SAIDAIIN

oo
. (8 m) Ucnuraru kKoHBepreHmmjy pena ». "'(3(2;1,)|

1

n=1
2. (8 m) Ucnuraru monoronocT n Hahm ekcTpeMHe BpenHocTn QyHEmUje y = Iny/1 — 22,
3. (8 m) Uspauyrnaru [Inv1 — 22dz.
4. (8 m) Hahu onmre pememe nupepennujanue jennaunue y' = x(y’ — ze®).
5. (8 m) Y kyruju ce manasu 10 upsenux, 15 mmasux u 20 Gesux kyrauna. M3siaaue ce
3 kyrumne omjennoM. Ako je X ciuyuajHa TNpOMEHBUBA KOja MPEINCTaBba OpPOj M3BYUEHUX
6enux kyrauna, onpenutu F(X) u D(X).
6. (a) (5 m) Kako raacu Kommjes KpurepmjyMm 3a KOHBEPTEHIM]Y DPEAOBA €& MO3UTUBHUM
yjaHOBUMA !

[eS) _n?
(6) (5 m) Vicimrarn Komujesum kputepujymoM konBeprennujy pena », (1+ 1)
n=1
7. (10 n) Jluneapua mnudpepeHnUjaNIHa jeJHAYMHA APYTOT Pela Ca KOHCTAHTHUM KOe(QUIN)eH-
TIMA.
PEIIEHA
1. Osmaummo ca a, = % Kako je
(n+1)!-(2(n+1))!
. an41 . (3(n+1))!
nh—>ngo Qn, B nh_g}o n!-(2n)!
(3n)!
(n+1)!-(2n+2)!
— lim (3n+3)!
n—00 n!-(2n)!
(3n)!
(n+1) 7t (2n42)-(2n+1)- 2n]T
— lim (3n+3)-(3n+2)-(3n+1)- (3T
Jeuil
~ lim (m+1)2n+2)2n+1)
~ nooo (3n+3)(3n+2)(3n + 1)
_1-2.2
- 3-3-3
_ 4 <1
21
TO JAaTU pen KoHBeprupa Ha ocHOBy JlamambepoBor kpurepujyma.
2. IHowmen mare ¢yurmuje je Dy, = (—1,1) (jep je 36or morapumrma mOTPEeGHO a BaKK

1 —2%>0). IIpsu ussox mate Gynkmmje je

y':(ln\/l—xQ)’z; (V1—22) = ! . ! (1—2?) =

Vi—a? Vi 2/1-2?
1 1 T
i i U=

Kako je ¥y =0 3a z = 0, To je 0BO NOTeHNUjaJHU eKCTpeMyM. Kako cMo HOMeH onpemuiu
tako ma 1 — 22 OyIe MO3SUTUBHO, TO 3HAUM Ha T2 — 1 KOje ce mojaBibyje V M3BOLY je Hera-
TUBHO, Tla 3HAK M3BOJA 3aBUCU O] 3HaKa x u Oumhe cymporan on tora (jep umamMo nebeme
meratusamM 2 — 1). Iakme, ¥’ > 03a 2 <0 u ¢y’ <0 3a z > 0, Ta KOHAYHO 3aKBYUYjeMO ma
¢yurmmja pacre na (—1,0), onana Ha (0,1) 1 z =0 je JOKAIHU MAKCUMYM.

31



ey u=InvV1l—22 dv=dx
/ln\/l xdx—{du v 4y

= v=21a
22
:mln\/l—xz—/ 5 1dsc
22 _

2141
:xln\/l—x2—/%dx
1
xln\/le/(lJr 5 1>dx
T2 —

1 1
len\/l—xz—x+§ln(1—m)—iln(l—i—x)—}—c

Wnrerpan [ ﬁdx = %ln(l —x)— %ln(l + ) + ¢ je paben Bume nyra Ha Be:kbGama, na OBIE
HUje HeTasbHO peIllaBaH.

4. OsBo je mudepennujanHa jemHavmHa Apyror pena u npumehyjemo ma ce y H0j He TO-
jaBipyje vy, ma yBoIMMO cMeHy z = y'. JemHauumHa mocTaje

2z =z(2' — xe®).

Kana mano mpenakyjeMo BUAMMO na je y OUTamy JUHEAPHA jeqHAUMHA MIPBOT pena:

Osmaunmo p(z) = —1, ¢(z) = ze®. Vmanmo ma je

/p(fv)dm = —/ldx = —lIn|z|,
x

a y HACTABKy 3aJaTKa IPeTNOCTaBmbaMo na je x > 0, tj. ma je In|x| = lnz. Cayuaj x < 0,
1j. In|z| = In(—x) ce camuno pamu. Popmyna 3a pemaBame JuHeapHe AU(EPEHIVjaTHE
jemHauywHe IPBOr pena HaM Kayke 4 je ONIITEe Pelleme AaTO GOPMYIOM

7= Jp@)de <c+ /e-f p(x)d””q(w)d:E)

= (e [emrrenaa)
o (or [ Yo
=z (c+/e“dx)

=z (c+e”)

= cx + xe*

Ocraje jom ma BpaTuMoO CMeHy. z = %', ma je y = fzd:v, Tj.

y= /(cx + ze®)dx

zgx2+xem—ez+d
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Warerpan [ze*dr = ze” — e” 4+ d je paben Ha Besxbama (pemasa ce jeIHOM IapIjaJHOM
VMHTErpanmjoM), ma OBle HUje HaBeIeH IeTajbaH MOCTYIAK Pellenha.
Iakne, ommTe pememe naTe je THAYUHE je

y:§x2+xex—ex+d, c,d € R.

5. IIpBo ce muramo koje cBe BpemuocTm X MOKe na y3Me. Kako m3BaaumMo 3 KyTJIAIE
obemnom, mehy muma moske ma Oyne 0, 1, 2 muu 3 Gene, ma je X € {0,1,2,3}. Iame,
noTpebHO je ma ompemnumo BepoBaTrHOohe ma X y3mma Oamr Te BPEIHOCTH.

(235) 253-224-123 230

PR =) T B
P{Xl}%igg
P{X_2}_(22(2‘35()215)_i7159

==

Harne, X uma pacnonery

0 1 2 3
X: (230 200 475 38
1419 473 1419 473

Caﬂa MOKEMO [Ja M3PpavdyyHaMO OYEKMUBaAKE U ;menep314jy.

230 200 475 38 4
B(X)=0.-22 1.2 49, 209 L9 90 2
(X =0- Tt 32 e T s T 3

230 200 475 38 82

2_2_7 2_7 2_7 2_7:7

EX) =00 ot a3t 2 e v 1 T 33
82 16 70
D(X)=E(X?>) - (E(X))?=—=-"—==—.
() = B — (B = 2 20T

6. (a) Bumeru y yubenuxy.

2
(6) Osmauwmvo a, = (1+ 1)™" . Karo je

TO IATU pex KOHBeprupa Ha OCHOBY KolmmjeBor kpurepujyma.
7. Bumeru y yubenuky.
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PEHIEIHLA CEIITEMBGAPCKOI' POKA 113 MATEMATUWEKE 22.09.2021.
SATAIIN

o0
. 13"
. (8 m) Ucnuraru kKoHBeprenmujy pena » Noa=nt
e

. (8 m) Ogpenutu acumMorore HKIUje Yy = e — 5.
( p YHEI@je y

1
NG
. (8 m) Uspauynarn {de.

1
2
3
4. (8 m) Hahu ommre pememe mudpepennujanne jequavune x + xy + ¢ (y + xy) = 0.
5. (8 m) Y ryruju A manasu ce 9 muctuha mymepucanux Gpojesuma ox 1 mo 9, a y xyTuju
B nanasm ce 6 mucrmha mymepucanux 6pojeBuma on 1 mo 6. Hacymwume Gupamo kyTujy um
M3BJIAYUMO jeIaH JIUCTUN U3 Be.
(4 m) (a) Konuka je BepoBarHOolia na je u3ByueH auctull ca HemapHuM Gpojem?
(4 m) (6) Aro je 6poj Ha M3BYydYeHOM JnCTHNY HemapaH, KOJIuKa je BepoarHoha na je
auctul u3ByueH u3 Kytuje A7
6. (a) (5 o) Jatu neduHunmjy JOKAJHUX EKCTPEMyMa peaJiHe (yHKIVje peaslHe IPOMEHILUBE.
(6) (5 m) Hahwu u ucnmraTu nokanHe ekcTpeMyMe (QyHKIUje y = ;2—111
7. (10 m) MaTteMaTUUKO OUEKUBAKE U AWCIEP3Uja AWCKPETHE CJIydajHe NMPOMEeHJbUBe. Du-
HOMHA PACIOIea.

PEIITIEHLA
1. Ozmaummo ca a, = (n%ﬂ_n, Kako je
1371
lim 22t = Jim 7(n+2)1!;ﬂ(,n+1)!
n—oo an n—oo m

13-
— lim (n+1)!(n+2-1)

e n!(n+ifl)
. 13n - n!
= lim ——mF——
n—oo (n+ 1)(n + 1)!
. 13n -
= lim —M————
n—oo (n+ 1)(n+ 1)nl
. 13n
= lim ———
n—00 ('n, + ]_)2
=0<1,

TO JaTU pen KOHBeprupa Ha ocHOBY JlamambepoBor kpurepujyma.

2. Ilomer mate ¢pyurnuje je Dy, = (—o0,0) U (0, +00).
BepTturanne acumnrore: Kanmunat 3a BepTuramgny acuMmuToTy je mpasa = = (0 (To Buammo
u3 nomena). Kako je

lim (eg — Sx) = 400, lim (e% — 53:) =0,
x—0+ z—0—

To npasa = = 0 jecTe BepTUKAJHA acUMNTOTA (ZOBOJHHO je Ha je JIeBU WU NECHU JIMMEC
GeckoHAUAH, & OBIle CMO NOOMIM Ia TO BayKU 3a IECHMU).
XOopu30HTAJIHE ACUMITOTE:

. 3
lim (ew — 596) = 00,
xr—r o0

I1a HeMa XOPU30HTAJHUX aCUMIITOTA.

Koce acumnrore:
e — 5z e
k=lm —=1lm [ ——-5]=0—-5= -5,

T—00 T T—00 T
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3
x

n = lim (e% —bx — (—5)x) = lim e* =1,
Tr—00 r—r 00
ma je mpaBa Yy = —bx + 1 Koca acuMmMnToTa maTe (GpyHKOUjE.

3.

x =16

vV d dz = 6t°dt
o Ltz je=0—1t=0
r=1—0t=1

1 tS
= / 6t2dt
o 1+1¢2

1.8
B —1+1
:6/7+dt
o 1+¢
1 42 2 4
21D+ +1)+1
:6/( E+DE+D +1
0 14 ¢2

1
1
=6 o — 421 dt
/O < + +1+t2

1

0

6

= §t7—§t5+2t3—6t+6arctgt
7 5
§—7—5—2—6—%63cht 1-0
775 &

4. Ilara jenHaunHa je nudepeHOrjadHa jeTHAUYMHA KOja pasiBaja mpomeHsmuse. [Ipebanumo
CBe ca T Ha NeCHY, a CBe Ca Yy Ha JIEBY CTPaHY.

r(1+y)+yy(1+2)=0

Yy(l+x)=—z(1+y)

yy
1+y 1+

[ite i
1+yy 14z

—Injl+yl=—z+nl+2z|+c

Kopuctuau cmo ma je

1-1 1
/ i da::/de:/ l—-—— )de=az—In|l+2|+c
1+z 1+z 1+z

u cnuuHO 3a [ T dy.

5.(a) Osmaummo ca A morabaj ma je u3sByden juctuh ca memapuum 6pojem. Beposarmoha
oBor morabaja 3aBucm On TOTa M3 KOje Ce KyTHWje W3BJaud JUCTWN, ma o3HaumMmo ca Hi
xunore3y na je omabpana npBa KyTuja, a ca Hy na je omabpana apyra kyTtuja. JacHo je na
sasku P(H,) = P(Hy) = % Ilopen Tora, umamo

) 3 1
PAH) =, PAH) ===,
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ma je
5
P(A) = P(H\)P(A|Hy) + P(H2) P(A|Hp) = 5 - 5+
(6) Morpedro je onpemntu P(Hi|A).
P(AH)) _ P(H\)P(AlH)) 5-5 10

PULIA) =5y = =Py~ I " 19

6. (a) Bumeru y yubenuky.
(6) Homen mare dyurmuje je D, = R. Onpenumo meH IpBU U3BOL.

;1@ +1)—2x(e—1) —a?+2z+1
V= (22 +1)2 (224 1)2

Nmamo 1a je v =0 xana je —z2+2x+1 =0, Tj. Kama pemmMo KBa,APATHY jeqHAUMHY TOGH-
jamo ma cy * =14+ +v/2 u x = 1 — /2 morennujanny 1oKaIHA eKcTpemyMu. Kako je (2% +1)2
yBEK MO3UTUBHO, TO HA 3HAK MPBOT M3BOAa yTwue jemuuo —z2 + 2z + 1, ma mmamo ma je y' > 0
a1 € (1-v2,1+v2),ay <03az¢c (—00,1-v2)U(1+V?2,+00). Konauro 3axmydyjemo aa
dyusnuja pacte Ha = € (1—v/2,14++/2), omaga ma = € (—00,1—v2)U(1+v/2,+0), . =1—+/2
je JOoKaJIHM MHUHUMYM, & = 1 4+ /2 je JIOKAJIHM MaKCHMYM.

7. Bunetn y ynOeHUKY.
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PEINTEHA JOOATHOI POKA 3 MATEMATHWEKE 02.10.2020.
SAINAIIN

00 1
n" T

. (8 m) Ucnuraru kKoHBepreHmmjy pena ». i Iy

n=1

2. (8 r[) Ognpemutu acuMnToTe QyHKIUjE Y = wm-

-

3
3. (8 m) Uzpauynatu [In(1+ %) da.
2
4. (8 m) Hahwu ommre pememe mapepenmujanne jennaumne zy”’ —y = e®z2.
5. (8 m) Crpenan raba mery 4 myra. Beposaraoha ma moromm je %. Axo je X cayuajua
IPOMEHJFMBA KOja MPeJCcTaBba yKylaH 6poj mpomamaja, oxpemutu F(X), D(X) nu E(X3).
6. (a) (5 m) Hdaru meduHUNN]Y KOHBEKCHOCTUA U KOHKABHOCTY (DyHKIVjE.
(6) (5 m) Ucnuratu rouBekcuoct u Hahwu npesojue tauke QpyHruuje y = xe”.
7. (10 m) Popmyse 3ampeMuHe U TMOBPIIMHE OMOTAYa POTAIMOHUX TeJa, IPUMED MPABUIHE

KyIle.

PEIIEHA
n,+l
1. O3naummo ca a, = ﬁ Kako je
nn_‘r% n"
lim a, = lim ( n 1)n
n—oo n—oo n = n
f n
= lim ne
= —7
noo (14 53)
Vn
= lim yn

= lim

n—oo {L/é
=1+#0,
TO HaTU pell MUBEPTUPA jep HUje UCIYyHE€H HEOIXOMAaH YCJIOB KOHBEPTEHIIU]E.
2. Ilomer pare ¢yrumuje je D, = (—o00,14) U (14,400) nma je z = 14 nmorennujanza Bep-

TUKAJIHA, ACUMIITOTA.
Bepruranue acumnrore:

lim =z=¢ T —00 lim z¢ v +00
z—14— x— 14 ’ z—14— x— 14 ’

na mpaBa * = 14 jecTe BepTUKAJIHA ACUMITOTA.
XOopu30HTATIHE ACUMIITOTE:

lim z ¢ =00
Z—00 x— 14 ’
ma GyHKIMja HEMa XOPU3OHTAJIHUX ACHUMIITOTA.
Koce acumnrore:
. flx . x
n:hmﬁzhm & =1,
T—00 €T Tr—r 00 T — 14
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3.

3 9 u=In(1+ %)
/21n<1+962)d:c du — _

4 3 1
=3In— 21n§+7/ 5 dx
9 2 2/ . 1
() +
t:%
dz = V2d¢t
= _ _ 2
3
11 3 vz o dt
=3In— —2In- +2v2
Ilg Il2+ \/>/\2F t2+1
2

Sk

11
= 31115 — 21ng + 2v/2arctgt

2

11
=3In 9~ QIng + 2v/2arctg

“9

2
— — 2\ 2arct
V2 &

V2
— y//.

/ !
4. YBemumo cMmeny u =y, u
jemHaynHA,

Hara jenHaumHa mocraje JuHeapHaA IudepeHIyjaiHa



Yuje je ONIITE pelleHe

u=elzde (C—l—/e_fidxmexda:)
= elne <c+/elnzmewdm>
(4 [ 5 -eerar)
=xz|lc+ [ — ze¥dx
T

=z (c+e”)
= cx + xe®
Ocraje jom ma ogpemumo y.
Yy = /udx
= /(cm + ze®)dx
2
= % + /xewdx

u=x dv=edx
du = dx v=c¢e"

2
:%Jr:vezf/e‘rdx

2

:%—erx—ez—kd

5. IIpumerumo na X € {0,1,2,3,4}. Kako je BepoBaTHOha mororka % npu cBakoMm rabamy,

TO je BepoBaTHONa mpomamaja 7.

4
3 81
P(X—0>—<4> 256
4\ 1 59
P(X=1)= Loy 2
1) 4 \1 64
4 1N\ /3\* 27
P(X =92) = A2 o (2) = 20
x=2=(,)-(3) (5) -
3
A 1\ 3 3
P(X3><3)'(4> 17w
nN* 1
PX=4)=(-) = —
4 256
OnaBrne je
0 1 2 3 4
Xi(Bl 27 21 3 1)
256 64 128 64 256
Hame mMaMo 81 o7 o7 3 )
E(X)=0 - 41-2L490. 20 13,2 1y =
(X) =0 ot 2 s "3 a4 35
81 27 27 3 17
B(X2) =02. 50 ;112,20 92, 20 g2 9 L2 2 1
(X =00 o+ G 2 s 73 Y 3 T 1
D(X) = B(X?) — (B(X)? =T ~1=2
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3 27 27 3 1 29
E(X3) =0 — 413. 22 493. 2 133, = 443, - 22
(X) 256Jr 64jL 128+ 64Jr 256 8

6. (a) Bunmern y yubenuky.
(6) Homen mare ¢yurmuje je D, = R. Ompemumo npyru usBon maTe (yHKIUjE.

y = (xe®) =€ +xe”, Y= (" +ze") ="+ +xe” = (v +2)e”
Ipyru u3sBox je jemHak HyJau 3a £ = —2, Ia je TO MOTEHNWjaJHA NMPEBOjHA Tadka. Kako je
€® yBEK MO3WTUBHO, TO 3HAK OPYTOr M3BOMAA 3aBUCH caMO o1 Z + 2 ma mMmamo nxa je y’ > 0
3a ¢ € (—2,400), ¥y’ < 0 3a z € (—o00,—2). Iakne, QpyHrumja je KOHBeKCHa Ha (—2,+00),
KOHKaBHA Ha (—00, —2) U £ = —2 jeCcTe IPEBOjHA TAUKA.
7. Bunern y yubeHuxy.
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