
REXEǋA PRVOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 28.11.2020.

Grupa 12h

1. (6 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n!
nn .

2. (6 poena) Izraqunati lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
.

3. (6 poena) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = ln2(x+3)+2x−5.
4. (6 poena) Odrediti asimptote funkcije y = 4e−

2
x .

5. (6 poena) Izraqunati
∫

x
cos2 xdx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = n!
nn . Tada je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

���(n+1)·�n!
���(n+1)·(n+1)n

�n!
nn

= lim
n→∞

nn

(n+ 1)n

= lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1− 1 +

n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1 +

n− n− 1

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

−(n+ 1)

)−(n+1)· 1
−(n+1)

·n

= lim
n→∞

e
n

−n−1

= e
lim
n→∞

n
−n−1

= e−1

=
1

e
< 1,

pa red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.
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2.

lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
= lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
·
√
x2 + x+ x√
x2 + x+ x

= lim
x→+∞

(
√
x2 + x)2 − x2√
x2 + x+ x

= lim
x→+∞

x√
x2 + x+ x

:x

:x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1

x + 1

=
1

2

3. Domen funkcije y = ln2(x+3)+2x− 5 je Dy = (−3,+∞), a ǌeni prvi i drugi izvod su

y′ = (ln2(x+ 3) + 2x− 5) =
2 ln(x+ 3)

x+ 3
+ 2,

y′′ =

(
2 ln(x+ 3)

x+ 3
+ 2

)′
= 2 ·

1
x+3 · (x+ 3)− ln(x+ 3)

(x+ 3)2
=

2(1− ln(x+ 3))

(x+ 3)2
.

Imamo da je y′′ = 0 za x = e − 3, pa je to potencijalna prevojna taqka. Kako je (x + 3)2

uvek pozitivno, znak prvog izvoda zavisi od znaka 1− ln(x+ 3).

1 − ln(x + 3)

y′

−3 e− 3

////// + −

////// + −

Zakǉuqujemo da je funkcija konveksna na (−3, e−3), konkavna na (e−3,+∞) i x = e−3
je prevojna taqka.

4. Domen date funkcije je
Dy = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Vertikalne asimptote: Kandidat za vertikalnu asimptotu je x = 0.
Ispitujemo da li je ovo asimptota.

lim
x→0+

4e−
2
x = 0,

lim
x→0−

4e−
2
x = +∞,

pa prava x = 0 jeste vertikalna asimptota.
Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

4e−
2
x = 4e0 = 4,

pa je prava y = 4 vertikalna asimptota.
Kose asimptote:
Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu, nema kosu.
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5. ∫
x

cos2 x
dx =

[
u = x dv = 1

cos2 xdx
du = dx v = tgx

]
= xtgx−

∫
tgxdx

= xtgx−
∫

sinx

cosx
dx

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= xtgx−

∫
−1
t
dt

= xtgx+ ln |t|+ c

= xtgx+ ln | cosx|+ c
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Grupa 14h

1. (6 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n+2n2

n4

)n
.

2. (6 poena) Izraqunati lim
x→0

sin x
x2 ln x .

3. (6 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremume funkcije y = e2x(x2 − 4x+ 2).
4. (6 poena) Odrediti asimptote funkcije y = 3x2+2x−4

2x2−x−1 .
5. (6 poena) Izraqunati

∫
x · ln(x+ 1)dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(
n+2n2

n4

)n
. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
n+ 2n2

n4

)n
= lim
n→∞

n+ 2n2

n4

:n4

:n4

= lim
n→∞

1
n3 + 2

n2

1

=
0 + 0

1
= 0 < 1,

pa red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2.

lim
x→0

sinx

x2 lnx
= lim
x→0

sinx

x
· 1

x lnx

= lim
x→0

1
x

lnx

L.P.
=
∞
∞

lim
x→∞

− 1
x2

1
x

= lim
x→0

(
− 1

x

)
=∞

3. Domen funkcije y = e2x(x2 − 4x+ 2) je Dy = R, a ǌen prvi izvod je

y′ = (e2x(x2 − 4x+ 2))′ = 2e2x(x2 − 4x+ 2) + e2x(2x− 4) = e2x(2x2 − 6x) = 2x(x− 3)e2x.

Imamo da je y′ = 0 za x = 0 ili x = 3, pa su to potencijalni ekstremumi. Kako je
eksponencijalna funkcija uvek pozitivna, znak prvog izvoda zavisi od znaka x(x− 3).
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x

x − 3

y′

0 3

− + +

− − +

+ − +

Zakǉuqujemo da funkcija raste na (−∞, 0) ∪ (3,+∞), opada na (0, 3), x = 0 je taqka
lokalnog maksimuma i x = 3 je taqka lokalnog minimuma.

4. Odre�ujemo domen. Potrebno je da va�i 2x2 − x− 1 6= 0.

x1/2 =
1±
√
1 + 8

4
,

pa mora da va�i x 6= 1 i x 6= − 1
2 . Dakle, domen date funkcije je

Dy =

(
−∞,−1

2

)
∪
(
−1

2
, 1

)
∪ (1,+∞).

Vertikalne asimptote: Kandidati za vertikalne asimptote su x = 1 i x = − 1
2 .

Ispitujemo da li je nexto od ovoga asimptota.

lim
x→1+

3x2 + 2x− 4

2x2 − x− 1
= +∞,

pa prava x = 1 jeste vertikalna asimptota.

lim
x→− 1

2+

3x2 + 2x− 4

2x2 − x− 1
= +∞,

pa prava x = − 1
2 jeste vertikalna asimptota.

Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

3x2 + 2x− 4

2x2 − x− 1
=

3

2
,

pa je prava y = 3
2 vertikalna asimptota.

Kose asimptote:
Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu, nema kosu.

5. ∫
x ln(x+ 1)dx =

[
u = ln(x+ 1) dv = xdx

du = 1
x+1dx v = x2

2

]
=
x2

2
ln(x+ 1)− 1

2

∫
x2

x+ 1
dx

=
x2

2
ln(x+ 1)− 1

2

∫
x2 − 1 + 1

x+ 1
dx

=
x2

2
ln(x+ 1)− 1

2

∫
(x− 1)(x+ 1) + 1

x+ 1
dx

=
x2

2
ln(x+ 1)− 1

2

∫ (
x− 1 +

1

x+ 1

)
dx

=
x2

2
ln(x+ 1)− x2

4
+
x

2
− 1

2
ln |x+ 1|+ c.
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REXEǋA DRUGOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 18.01.2021.

Grupa u 12h

1. (6 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = −x2 + 1, y = x− 2, x 6 0.

2. (6 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ + y = ex sinx.
3. (6 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + 1

2y
′ − 1

2y = 1
2e

x
2 .

4. (6 poena) U dve kutije nalaze se kuglice obele�ene brojevima. U prvoj kutiji su
kuglice sa brojevima od 2 do 27, a u drugoj od 21 do 33. Nasumiqno se bira jedna
kutija i iz ǌe izvlaqi jedna kuglica.
(a) Koja je verovatno�a da je izvuqena kuglica sa brojem koji sadr�i cifru 3 u svom
zapisu?
(b) Ako je izvuqena kuglica sa brojem koji sadr�i cifru 3, koja je verovatno�a da je
iz druge kutije?
5. (6 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−2 −1 0 1 2
a a

2
1
2

a
2 a

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti E(X2 + 5).

REXEǋA

1. Preseqne taqke grafika funkcija y = −x2 + 1 i y = 2x − 2 su rexeǌa jednaqine
−x2 + 1 = 2x − 2, tj. x2 + 2x − 3 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su x = −3 i x = 1. Kako
imamo i uslov da je x 6 0, granice integrala �e biti -3 i 0. Treba jox videti u
datom intervalu koji je grafik ”gore”, a koji ”dole”, xto vidimo sa slike. Tra�ena
povrxina je

P =

∫ 0

−3
(−x2 + 1− (2x− 2))dx =

∫ 0

−3
(−x2 − 2x+ 3)dx =

(
−x

3

3
− x2 + 3x

) ∣∣∣∣0
−3

= 0−
(
(−3)3

3
− (−3)2 + 3 · (−3)

)
= 27
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2. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Imamo da je

p(x) = −1, q(x) = ex sin 2x.

Odredimo, najpre, ∫
p(x)dx =

∫
(−1)dx = −x,

Opxte rexeǌe date linearne jednaqine je

y = ex
(
c+

∫
ex sin 2x · e−xdx

)
= e−x

(
c+

∫
sin 2xdx

)
= e−x

(
c− 1

2
cos 2x

)
3. Reximo prvo homogenu jednaqinu y′′+ 1

2y
′− 1

2y = 0. ǋena karakteristiqna jednaqina
je λ2 + 1

2λ−
1
2 = 0 qija su rexeǌa λ1 = −1, λ2 = 1

2 pa je rexeǌe ove homogene jednaqine

yh = c1e
−x + c2e

x
2 , c1, c2 ∈ R.

Sada na�imo partikularno rexeǌe date jednaqine. Ono �e biti oblika yp = Axe
x
2 .

Prvi i drugi izvod ovog partikularnog rexeǌa su

y′p =
1

2
Axe

x
2 +Ae

x
2 = e

x
2

(
1

2
Ax+A

)
,

y′′p =
1

2
e
x
2

(
1

2
Ax+A

)
+

1

2
Ae

x
2 = e

x
2

(
1

4
Ax+A

)
.

Ubacimo ovo u polaznu jednaqinu.

y′′p +
1

2
y′p −

1

2
yp =

1

2
e
x
2

e
x
2

(
1

4
Ax+A

)
+

1

2
e
x
2

(
1

2
Ax+A

)
− 1

2
Axe

x
2 =

1

2
e
x
2

��e
x
2

(
1

4
Ax+A+

1

4
Ax+

1

2
A− 1

2
Ax

)
=

1

2
��e
x
2

3

2
A =

1

2

A =
1

3

Dakle, dobili smo da je yp = 1
3xe

x
2 , pa je tra�eno opxte rexeǌe

y = yh + yp = c1e
−x + c2e

x
2 +

1

3
xe

x
2 , c1, c2 ∈ R.

4. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena kuglica sa brojem koji sadr�i cifru 3. Kako
verovatno�a doga�aja A zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqe kuglice, oznaqimo sa
H1 i H2 hipoteze da se kuglica izvuqe iz prve odnosno druge kutije.
(a) Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2).
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Ostaje jox da izraqunamo verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli. Kako
nasumice biramo kutiju, to je

P (H1) = P (H2) =
1

2
.

Daǉe, verovatno�a P (A|H1) je verovatno�a da izvuqemo kuglicu sa brojem 3 iz prve
kutije, a u prvoj kutiji ima 3 takve kuglice od ukupno 26 (to su kuglice sa brojevima
3, 13 i 23), pa je

P (A|H1) =
3

26
.

Sliqno, u drugoj kutiji ima ukupno 13 kuglica, a povoǉno je ǌih 5 (to su kuglice sa
brojevima 23, 30, 31, 32 i 33), pa je

P (A|H2) =
5

13
.

Konaqno,

P (A) =
1

2
· 3
26

+
1

2
· 5
13

=
1

4
.

(b) Ovde tra�imo uslovnu verovatno�u P (H2|A), a to raqunamo po formuli

P (H2|A) =
P (H2)P (A|H2)

P (A)
=

1
2 ·

5
13

1
4

=
10

13
.

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a+
a

2
+

1

2
+
a

2
+ a = 1

3a =
1

2

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
6 , pa naxa funkcija raspodele izgleda

ovako:

X :

(
−2 −1 0 1 2
1
6

1
12

1
2

1
12

1
6

)
.

b) Raspodela od X2 + 5 je

X2 + 5 :

(
9 6 5 6 9
1
6

1
12

1
2

1
12

1
6

)
,

pa je

E(X2 + 5) = 9 · 1
6
+ 6 · 1

12
+ 5 · 1

2
+ 6 · 1

12
+ 9 · 1

6
=

13

2
.
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Grupa u 14h

1. (6 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = x2 − 4, y = 4− x2.

2. (6 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ − ytgx = cosx.
3. (6 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y = sinx+ cosx.
4. (6 poena) U dve kutije nalaze se karte za igru. U prvoj kutiji je ceo xpil od
52 karte, a u drugoj samo karte sa brojevima 2, 3, 4, 5, 6 i 7, tj. ukupno 24 karte.
Nasumiqno se bira jedna kutija i iz ǌe izvlaqi jedna karta.
(a) Koja je verovatno�a da je izvuqena karta sa brojem 7?
(b) Ako je izvuqena karta sa brojem 7, koja je verovatno�a da je iz prve kutije?
5. (6 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−12 −3 0 3 12
1
12 2a 6a2 a+ 1

6
a
2

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti D(X).

REXEǋA

1. Preseqne taqke grafika funkcija y = x2 − 4 i y = 4 − x2 su rexeǌa jednaqine
x2 − 4 = 4 − x2, tj. x2 − 4 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su x = −2 i x = 2 xto �e biti
granice integrala. Treba jox videti u datom intervalu koji je grafik ”gore”, a koji
”dole”, xto vidimo sa slike. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 2

−2
(4− x2 − (x2 − 4))dx

=

∫ 2

−2
(8− 2x2)dx

= 8x− 2x3

3

∣∣∣∣2
−2

= 8 · 2− 2 · 23

3
−
(
8 · (−2)− 2 · (−2)3

3

)
=

64

3
.
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2. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda, pa je

p(x) = −tgx, q(x) = cosx.

Odredimo, najpre,∫
p(x)dx = −

∫
sinx

cosx
dx =

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln | cosx|.

Pretpostavimo da je cosx > 0, pa je | cosx| = cosx. Sluqaj cosx < 0 se sliqno rexava.
Opxte rexeǌe date linearne jednaqine je

y = e− ln(cos x)

(
c+

∫
cosx · eln(cos x)dx

)
=

1

cosx

(
c+

∫
cos2 xdx

)
=

1

cosx

(
c+

∫
1 + cos 2x

2
dx

)
=

1

cosx

(
c+

1

2
x+

1

4
sin 2x

)
c ∈ R.

3. Reximo prvo homogenu jednaqinu y′′y = 0. ǋena karakteristiqna jednaqina je
λ2 + 1 = 0 qija su rexeǌa λ1 = −i, λ2 = i pa je rexeǌe ove homogene jednaqine

yh = c1 cosx+ c2 sinx, c1, c2 ∈ R.

Sada na�imo partikularno rexeǌe date jednaqine. Ono �e biti oblika yp = x(A cosx+
B sinx). Prvi i drugi izvod ovog partikularnog rexeǌa su

y′p = A cosx+B sinx+ x(−A sinx+B cosx) = cosx(A+Bx) + sinx(B −Ax),
y′′p = − sinx(A+Bx) +B cosx+ cosx(B −Ax)−A sinx = cosx(2B −Ax) + sinx(−2A−Bx).

Ubacimo ovo u polaznu jednaqinu.

y′′p + yp = sinx+ cosx

cosx(2B −Ax) + sinx(−2A−Bx) +Ax cosx+Bx sinx = sinx+ cosx

2B cosx− 2A sinx = sinx+ cosx.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz sinx i cosx sa leve i desne strane dobijamo

2B = 1, − 2A = 1,

tj. A = − 1
2 , B = 1

2 , pa je yp = − 1
2x cosx+ 1

2x sinx, odakle je tra�eno opxte rexeǌe

y = yh + yp = c1 cosx+ c2 sinx−
1

2
x cosx+

1

2
x sinx, c1, c2 ∈ R.

4. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena karta sa brojem 7. Kako verovatno�a doga�aja
A zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqe kuglice, oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da
se kuglica izvuqe iz prve odnosno druge kutije.
(a) Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2).
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Ostaje jox da izraqunamo verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli. Kako
nasumice biramo kutiju, to je

P (H1) = P (H2) =
1

2
.

Daǉe, verovatno�a P (A|H1) je verovatno�a da izvuqemo kartu 7 iz prve kutije, a to je

P (A|H1) =
4

52
=

1

13
.

Sliqno,

P (A|H2) =
4

24
=

1

6
.

Konaqno,

P (A) =
1

2
· 1
13

+
1

2
· 1
6
=

19

156
.

(b) Tra�ena verovatno�a je P (H1|A) i to se raquna po formuli

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

1
2 ·

1
13

19
156

=
6

19

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

1

12
+ 2a+ 6a2 + a+

1

6
+
a

2
= 1

6a2 +
7

2
a− 3

4
= 0

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = − 3
4 ili a = 1

6 , ali kako verovatno�e
moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to jedino mo�e biti a = 1

6 , pa naxa funkcija
raspodele izgleda ovako:

X :

(
−12 −3 0 3 12
1
12

1
3

1
6

1
3

1
12

)
.

b)

E(X) = (−12) · 1
12

+ (−3) · 1
3
+ 0 · 1

6
+ 3 · 1

3
+ 12 · 1

12
= 0.

Daǉe, imamo da je

X2 :

(
144 9 0 9 144
1
12

1
3

1
6

1
3

1
12

)
,

pa je

E(X2) = 144 · 1
12

+ 9 · 1
3
+ 0 · 1

6
+ 9 · 1

3
+ 144 · 1

12
= 30.

Konaqno,
D(X) = E(X2)− (E(X))2 = 30− 02 = 30.

11



REXEǋA JANUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 03.02.2021.
Grupa 1

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
7n+n
7n

)n
.

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = 3−x2

x+2 .
3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala

∫
arctgx
x2 dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (1 + cosx)y′ − y sinx = lnx.
5. (8 p) MATF pr�ionica kafe pakuje jaqe i slabije pr�enu kafu. Kesice kafe se
pakuju u kutije, a one se zatim utovaruju u kamion. Pravilo je da svaka kutija sadr�i
taqno 20 kesica iste vrste, me�utim desila se grexka i u jednu kutiju sa jaqe pr�enom
kafom ubaqena je 1 kesica slabije pr�ene kafe i 19 kesica jaqe pr�ene kafe. U kamionu
je 6 kutija jaqe pr�ene kafe, 13 kutija slabije pr�ene kafe i jedna kutija sa grexkom.
Sluqajno se bira 1 kesica iz kamiona.
a) (5 p) Kolika je verovatno�a da je odabrana kesica sa slabije pr�enom kafom?
b) (3 p) Ako je izvuqena kesica sa slabije pr�enom kafom, koja je verovatno�a da je
ona iz kutije sa grexkom?
6. a) (5 p) Dati definiciju asimptote funkcije i kako se izraqunava vertikalna i
kosa asimptota.

b) (5 p) Na�i sve asimptote funkcije iz drugog zadatka.
7. a) (5 p) Definicija matematiqkog oqekivaǌa i disperzije neprekidne sluqajne
promenǉive.

b) (5 p) Normalna raspodela i Gausova kriva.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(
7n+n
7n

)n
. Probamo da primenimo Koxijev kriterijum. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
7n + n

7n

)n
= lim
n→∞

7n + n

7n
= lim
n→∞

(
1 +

n

7n

)
= 1,

pa nam Koxijev kriterijum ne daje odgovor na pitaǌe da li dati red konvergira.
Ispitajmo da li je ispuǌen neophodan uslov konvergencije.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
7n + n

7n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

n

7n

)n
6= 0,

pa nije ispuǌen neophodan uslov konvergencije, tj. dati red divergira.

2. Domen date funkcije je D = (−∞,−2)∪ (−2,+∞). Prvi i drugi izvodi date funkcije
su

y′ =
(−2x)(x+ 2)− (3− x2) · 1

(x+ 2)2
=
−2x2 − 4x− 3 + x2

(x+ 2)2
=
−x2 − 4x− 3

(x+ 2)2
,

y′′ =
(−2x− 4)(x2 + 4x+ 4)− (2x+ 4)(−x2 − 4x− 3)

(x+ 2)4

=
−2x3 − 8x2 − 8x− 4x2 − 16x− 16 + 2x3 + 8x2 + 6x+ 4x2 + 16x+ 12

(x+ 2)4

=
−2(x+ 2)

(x+ 2)4

=
−2

(x+ 2)3

Primetimo da drugi izvod nikad nije nula, pa data funkcija nema prevojnih taqaka.
Znak drugog izvoda zavisi samo od x+ 2
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x + 2

(x + 2)3

y′′

−2

− +

− +

+ −

pa zakǉuqujemo da je y′′ < 0 za x ∈ (−2,+∞), y′′ > 0 za x ∈ (−∞,−2). Dakle, y je konkavna
na (−2,+∞), a konveksna na (−∞,−2).
3. ∫

arctgx

x2
dx =

[
u = arctgx dv = 1

x2 dx
du = 1

x2+1dx v = − 1
x

]
= − 1

x
arctgx+

∫
1

x(x2 + 1)
dx︸ ︷︷ ︸

I

Izraqunajmo posebno integral I =
∫

1
x(x2+1)dx.

1

x(x2 + 1)
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1

1 = Ax2 +A+Bx2 + Cx

1 = x2(A+B) + Cx+A

Izjednaqavaju�i koeficijente uz 1, x i x2 dobijamo sistem

1 = A

0 = C

0 = A+B

qije je rexeǌe A = 1, B = −1, C = 0, tj. 1
x(x2+1) =

1
x −

x
x2+1 , pa je

I =

∫
1

x(x2 + 1)
dx =

∫ (
1

x
− x

x2 + 1

)
dx = ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) + c.

Vratimo se na polazni integral.∫
arctgx

x2
dx = − 1

x
arctgx+ I = − 1

x
arctgx+ ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) + c

4. Data jednaqina (1+cosx)y′−y sinx = lnx je linearna diferencijalna jednaqina prvog
reda. Podelimo je sa 1 + cosx. Dobijamo

y′ − y sinx

1 + cosx
=

lnx

1 + cosx
,

odakle je p(x) = − sin x
1+cos xdx, q(x) =

ln x
1+cos x , pa je∫

p(x)dx =

∫
− sinx

1 + cosx
dx =

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
=

∫
dt

1 + t
= ln |t| = ln |1 + cosx|.

Pretpostavimo da je 1+cosx > 0, tj. |1+cosx| = 1+cosx, a sluqaj 1+cosx < 0 se sliqno
radi.

13



Opxte rexeǌe date jednaqine je

y = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
= e− ln 1+cos x

(
c+

∫
lnx

1 + cosx
eln(1+cos x)dx

)
=

1

1 + cosx

(
c+

∫
lnx

1 + cosx
(1 + cosx)dx

)
=

1

1 + cosx

(
c+

∫
lnxdx

)
=

[
u = lnx dv = dx
du = 1

xdx v = x

]
=

1

1 + cosx

(
c+ x lnx−

∫
dx

)
=

1

1 + cosx
(c+ x lnx− x) .

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je odabrana kesica sa slabije pr�enom kafom. Neka su
H1, H2 i H3 hipoteze da je odabrana kutija sa jaqe pr�enom kafom, sa slabije pr�enom
kafom odnosno kutija sa grexkom.
(a) Tra�ena verovatno�a je P (A) = P (H1)P (A|H1)+P (H2)P (A|H2)+P (H3)P (A|H3). Potrebno
je jox da odredimo ovih xest verovatno�a. U kamionu je ukupno 20 kutija, pa je

P (H1) =
6

20
=

3

10
, P (H2) =

13

20
, P (H3) =

1

20
.

Daǉe,

P (A|H1) =
0

20
= 0, P (A|H2) =

20

20
= 1, P (A|H3) =

1

20
.

Konaqno, tra�ena verovatno�a je

P (A) =
3

10
· 0 + 13

20
· 1 + 1

20
· 1
20

=
261

400
.

(b) Tra�imo P (H3|A).

P (H3|A) =
P (H3)P (A|H3)

P (A)
=

1
20 ·

1
20

261
400

=
1

261
.

6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je Dy = (−∞,−2) ∪ (−2,+∞).
Vertikalne asimptote: Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je x = −2.

lim
x→−2−

3− x2

x+ 2
= +∞,

pa prava x = −2 jeste vertikalna asimptota.
Horizontalne asimptote:

lim
x→∞

3− x2

x+ 2
=∞,

pa funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:
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k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

3−x2

x+2

x
= lim
x→∞

3− x2

x2 + 2x
= −1,

n = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
3− x2

x+ 2
+ x

)
= lim
x→∞

3− x2 + x2 + 2x

x+ 2
= lim
x→∞

3 + 2x

x+ 2
= 2,

pa je prava y = −x+ 2 kosa asimptota.
7. Videti u u
beniku.
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Grupa 2

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
2n+n2

2n

)n
.

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = 2−x2

x+3 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
∫ ln(x2+1)

x3 dx.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (1 + sinx)y′ + y cosx = xex.
5. (8 p) MATF fabrika qajeva pakuje qaj od nane i kamilice. Kesice qaja se pakuju u
kutije, a one se zatim utovaruju u kamion. Pravilo je da svaka kutija sadr�i taqno
20 kesica iste vrste, me�utim desila se grexka i u jednu kutiju qaja sa nanom ubaqena
je 1 kesica kamilice i 19 kesica nane. U kamionu je 16 kutija qaja od nane, 13 kutija
qaja od kamilice i jedna kutija sa grexkom. Sluqajno se bira 1 kesica iz kamiona.
a) (5 p) Kolika je verovatno�a da je odabrana kesica qaja od kamilice?
b) (3 p) Ako je izvuqena kesica qaja od kamilice, koja je verovatno�a da je ona iz
kutije sa grexkom?
6. a) (5 p) Dati definiciju asimptote funkcije i kako se izraqunava vertikalna i
kosa asimptota.

b) (5 p) Na�i sve asimptote funkcije iz drugog zadatka.
7. a) (5 p) Definicija matematiqkog oqekivaǌa i disperzije neprekidne sluqajne
promenǉive.

b) (5 p) Normalna raspodela i Gausova kriva.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n+n2

2n

)n
. Probamo da primenimo Koxijev kriterijum. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
2n + n2

2n

)n
= lim
n→∞

2n + n2

2n
= lim
n→∞

(
1 +

n2

2n

)
= 1,

pa nam Koxijev kriterijum ne daje odgovor na pitaǌe da li dati red konvergira.
Ispitajmo da li je ispuǌen neophodan uslov konvergencije.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
2n + n2

2n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

n2

2n

)n
6= 0,

pa nije ispuǌen neophodan uslov konvergencije, tj. dati red divergira.

2. Domen date funkcije je D = (−∞,−3) ∪ (−3,+∞). Prvi izvod date funkcije je

y′ =
(−2x)(x+ 3)− (2− x2) · 1

(x+ 3)2
=
−2x2 − 6x− 2 + x2

(x+ 3)2
=
−x2 − 6x− 2

(x+ 3)2
.

Kako je (x+3)2 uvek pozitivno, na znak izvoda utiqe samo −x2− 6x− 2. Nule kvadratne
jednaqine −x2 − 6x− 2 su x1 = −3−

√
7, x2 = −3 +

√
7.

−x2 − 6x − 2

y′

−3−
√
7 −3 +

√
7

− + −

− + −
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pa zakǉuqujemo da je y′ > 0 za x ∈ (−3 +
√
7,−3) ∪ (−3,−3 +

√
7), y′ < 0 za x ∈ (−∞,−3−√

7) ∪ (−3 +
√
7) i y′ = 0 za x = −3±

√
7.

Dakle, funkcija raste na x ∈ (−3 +
√
7,−3) ∪ (−3,−3 +

√
7), opada na x ∈ (−∞,−3 −√

7)∪(−3+
√
7), x = −3−

√
7 je taqka lokalnog minimuma, a x = −3+

√
7 je taqka lokalnog

maksimuma.

3. ∫
ln(x2 + 1)

x3
dx =

[
u = ln(x2 + 1) dv = 1

x3 dx
du = 2x

x2+1dx v = − 1
2x2

]
= − 1

2x2
ln(x2 + 1) +

∫
2x

x2 + 1
· 1

2x2
dx

= − 1

2x2
ln(x2 + 1) +

∫
1

x(x2 + 1)
dx︸ ︷︷ ︸

I

Izraqunajmo posebno integral I =
∫

1
x(x2+1)dx.

1

x(x2 + 1)
=
A

x
+
Bx+ C

x2 + 1

1 = Ax2 +A+Bx2 + Cx

1 = x2(A+B) + Cx+A

Izjednaqavaju�i koeficijente uz 1, x i x2 dobijamo sistem

1 = A

0 = C

0 = A+B

qije je rexeǌe A = 1, B = −1, C = 0, tj. 1
x(x2+1) =

1
x −

x
x2+1 , pa je

I =

∫
1

x(x2 + 1)
dx =

∫ (
1

x
− x

x2 + 1

)
dx = ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) + c.

Vratimo se na polazni integral.

∫
ln(x2 + 1)

x3
dx = − 1

2x2
ln(x2 + 1) + I = − 1

2x2
ln(x2 + 1) + ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) + c

4. Data jednaqina (1+sinx)y′+y cosx = xex je linearna diferencijalna jednaqina prvog
reda. Podelimo je sa 1 + sinx. Dobijamo

y′ + y
cosx

1 + sinx
=

xex

1 + sinx
,

odakle je p(x) = cos x
1+sin xdx, q(x) =

xex

1+sin x , pa je∫
p(x)dx =

∫
cosx

1 + sinx
dx =

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

1 + t
= ln |t| = ln |1 + sinx|.

Pretpostavimo da je 1+ sinx > 0, tj. |1+ sinx| = 1+ sinx, a sluqaj 1+ sinx < 0 se sliqno
radi.
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Opxte rexeǌe date jednaqine je

y = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
= e− ln 1+sin x

(
c+

∫
xex

1 + sinx
eln(1+sin x)dx

)
=

1

1 + sinx

(
c+

∫
xex

1 + sinx
(1 + sinx)dx

)
=

1

1 + sinx

(
c+

∫
xexdx

)
=

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]
=

1

1 + sinx
(c+ xex − ex) .

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je odabrana kesica sa qajem od kamilice. Neka su H1, H2

i H3 hipoteze da je odabrana kutija qaja od nane, qaja od kamilice odnosno kutija sa
grexkom.
(a) Tra�ena verovatno�a je P (A) = P (H1)P (A|H1)+P (H2)P (A|H2)+P (H3)P (A|H3). Potrebno
je jox da odredimo ovih xest verovatno�a. U kamionu je ukupno 30 kutija, pa je

P (H1) =
16

30
=

8

15
, P (H2) =

13

30
, P (H3) =

1

30
.

Daǉe,

P (A|H1) =
0

20
= 0, P (A|H2) =

20

20
= 1, P (A|H3) =

1

20
.

Konaqno, tra�ena verovatno�a je

P (A) =
8

15
· 0 + 13

30
· 1 + 1

30
· 1
20

=
87

200
.

(b) Tra�imo P (H3|A).

P (H3|A) =
P (H3)P (A|H3)

P (A)
=

1
30 ·

1
20

87
200

=
1

261
.

6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je Dy = (−∞,−3) ∪ (−3,+∞).
Vertikalne asimptote: Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je x = −3.

lim
x→−3−

2− x2

x+ 3
= +∞,

pa prava x = −2 jeste vertikalna asimptota.
Horizontalne asimptote:

lim
x→∞

2− x2

x+ 3
=∞,

pa funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

2−x2

x+3

x
= lim
x→∞

2− x2

x2 + 3x
= −1,

n = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
2− x2

x+ 3
+ x

)
= lim
x→∞

2− x2 + x2 + 3x

x+ 3
= lim
x→∞

3 + 2x

x+ 2
= 3,

pa je prava y = −x+ 3 kosa asimptota.
7. Videti u u
beniku.

18



REXEǋA FEBRUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 26.02.2021.
Grupa 1

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=0

(
n3

1+n3

)n+n4

.

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i lokalne ekstremume funkcije y = ln(x2 − 3x+ 2).

3. (8 p) Izraqunati
π
10∫
0

cos(5x)
sin2(5x)+1

dx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe jednaqine y′′ + y = 4 sinx, y(0) = 0, y
(
π
2

)
= 0.

5. (8 p) U kutiji se nalazi 5 �utih, 4 crvene i 3 plave kuglice. Izvlaqe se 4
kuglice odjednom. Ako je X sluqajna promenǉiva koja predstavǉa broj izvuqenih
plavih kuglica, odrediti E(X) i D(X).
6. a) (5 p) Dati definiciju Lajbnicovog reda i navesti kako glasi teorema o konver-
genciji za Lajbnicove redove.

b) (5 p) Dati primer Lajbnicovog reda sa dokazom da je u pitaǌu Lajbnicov red i
ispitati ǌegovu konvergenciju.
7. (10 p) Bernulijeva diferencijalna jednaqina.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

n3

1+n3

)n+n4

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
n3

1 + n3

)n+n4

= lim
n→∞

(
n3

1 + n3

)1+n3

= lim
n→∞

(
1− 1 +

n3

1 + n3

)1+n3

= lim
n→∞

(
1 +

n3 − (1− n3)
1 + n3

)1+n3

= lim
n→∞

(
1 +

−1
1 + n3

)1+n3

= lim
n→∞

(
1 +

n3

−1− n3

)(−1−n3)· 1+n3

−1−n3

= lim
n→∞

e
1+n3

−1−n3

= e
lim
n→∞

1+n3

−1−n3

= e−1

=
1

e
< 1,

pa red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.
2. Odredimo najpre domen date funkcije. Potrebno je da je x2 − 3x + 2 > 0. Rexeǌa
kvadratne jednaqine x2 − 3x + 2 = 0 su x1 = 1 i x2 = 2, pa kako treba da je funcija
x2 − 3x + 2 pozitivna, dobijamo da je domen date funkcije D = (−∞, 1) ∪ (2,+∞). Prvi
izvod date funkcije je

f ′(x) =
2x− 3

x2 − 3x+ 2
.
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Prvi izvod je jednak nuli za 2x − 3 = 0, tj. x = 3
2 , pa je to potencijalni ekstremum,

ali kako 3
2 nije u domenu, ne�emo razmatrati tu taqku, tj. nema ekstremuma. Kako je

x2 − 3x+ 2 > 0 na celom domenu, to znak prvog izvoda zavisi samo od 2x− 3.

2x − 3

f ′(x)

1 2

− ///////// +

− ///////// +

Dakle, f ′(x) < 0 na (−∞, 1) i f ′(x) > 0 na (2,+∞), pa funkcija f opada na (−∞, 1), a
raste na (2,+∞).

3.

∫ π
10

0

cos(5x)

sin2(5x) + 1
dx =


t = sin 5x

dt = 5 cos 5xdx
cos 5xdx = 1

5dt
x = 0 =⇒ t = 0
x = π

10 =⇒ t = 1


=

∫ 1

0

1
5

t2 + 1
dt

=
1

5
arctgt

∣∣∣1
0

=
1

5
arctg1− 1

5
arctg0

=
1

5
· π
4
− 0

=
π

20
.

4. Prvo tra�imo opxte rexeǌe, pa �emo na kraju ubaciti poqetne uslove. Najpre
na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′+y = 0. Nule karakteristiqne jednaqine λ2+1 = 0
su λ1 = i, λ2 = −i, pa je yh = c1 cosx+ c2 sinx.
Partikularno rexeǌe je oblika yp = x(A cosx+B sinx) = Ax cosx+Bx sinx. Izraqunajmo
prvi i drugi izvod partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = A cosx−Ax sinx+B sinx+Bx cosx

= (A+Bx) cosx+ (−Ax+B) sinx,

y′′p = B cosx− (A+Bx) sinx−A sinx+ (−Ax+B) cosx

= (−Ax+ 2B) cosx+ (−Bx− 2A) sinx,

pa je

y′′p + yp = x sinx

(−Ax+ 2B) cosx+ (−Bx− 2A) sinx+Ax cosx+Bx sinx = 4 sinx

2B cosx− 2A sinx = 4 sinx

izjednaqavaǌem izraza uz cosx i uz sinx sa leve i desne strane jednakosti imamo

2B = 0

−2A = 4,
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qije je rexeǌe A = −2, B = 0. Dobijamo da je partikularno rexeǌe je

yp = −2x cosx.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1 cosx+ c2 sinx− 2x cosx, c1, c2 ∈ R.

Jox ostaje da ubacimo poqetne uslove, tj. da na�emo konstante c1 i c2. Iz uslova
y(0) = 1 imamo

1 = c1 cos 0 + c2 sin 0− 2 · 0 · cos 0,

tj. c1 = 1. Iz uslova y
(
π
2

)
= 2 imamo

2 = c1 cos
π

2
+ c2 sin

π

2
− 2 · π

2
· cos π

2
,

pa je c2 = 2. Tra�eno partikularno rexeǌe je

y = cosx+ 2 sinx− 2x cosx.

5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2, 3} jer od qetiri izvuqene kuglice mo�e biti nijedna,
jedna, dve ili tri plave kuglice. Kako je

P{X = 0} =
(
9
4

)(
12
4

) =
9·8·7·6
4·3·2·1

12·11·10·9
4·3·2·1

=
14

55

P{X = 1} =
(
3
1

)(
9
3

)(
12
4

) =
28

55

P{X = 2} =
(
3
2

)(
9
2

)(
12
4

) =
12

55

P{X = 3} =
(
3
3

)(
9
1

)(
12
4

) =
1

55

to X ima raspodelu

X :

(
0 1 2 3
14
55

28
55

12
55

1
55

)
,

a X2 ima raspodelu

X2 :

(
0 1 4 9
14
55

28
55

12
55

1
55

)
,

pa je

E(X) = 0 · 14
55

+ 1 · 28
55

+ 2 · 12
55

+ 3 · 1
55

= 1,

E(X2) = 0 · 14
55

+ 1 · 28
55

+ 4 · 12
55

+ 9 · 1
55

=
17

11
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 =
17

11
− 12 =

6

17
.

6. Videti u u
beniku.
7. Videti u u
beniku.
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Grupa 2

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=0

(
n2−3
n2+3

)n3

.

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i lokalne ekstremume funkcije y = ln(x2 + 3x+ 2).

3. (8 p) Izraqunati
π
6∫
0

sin(3x)
cos2(3x)+1dx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe jednaqine y′′ − 3y′ + 2y = 2xe2x, y(0) = 0, y(1) = 1.
5. (8 p) U kutiji se nalazi 9 �utih, 6 crvenih i 3 plave kuglice. Izvlaqe se 4
kuglice odjednom. Ako je X sluqajna promenǉiva koja predstavǉa broj izvuqenih
plavih kuglica, odrediti E(X) i D(X).
6. a) (5 p) Dati definiciju Lajbnicovog reda i navesti kako glasi teorema o konver-
genciji za Lajbnicove redove.

b) (5 p) Dati primer Lajbnicovog reda sa dokazom da je u pitaǌu Lajbnicov red i
ispitati ǌegovu konvergenciju.
7. (10 p) Bernulijeva diferencijalna jednaqina.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(
n2−3
n2+3

)n3

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
n2 − 3

n2 + 3

)n3

= lim
n→∞

(
n2 − 3

n2 + 3

)n2

= lim
n→∞

(
1− 1 +

n2 − 3

n2 + 3

)n2

= lim
n→∞

(
1 +

n2 − 3− (n2 + 3)

n2 + 3

)n2

= lim
n→∞

(
1 +

−6
n2 + 3

)n2

= lim
n→∞

(
1 +

1
n2+3
−6

)n2+3
−6 ·

−6n2

n2+3

= lim
n→∞

e
−6n2

n2+3

= e
lim
n→∞

−6n2

n2+3

= e−6

=
1

e6
< 1,

pa red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.
2. Odredimo najpre domen date funkcije. Potrebno je da je x2 + 3x + 2 > 0. Rexeǌa
kvadratne jednaqine x2 + 3x + 2 = 0 su x1 = −1 i x2 = −2, pa kako treba da je funcija
x2+3x+2 pozitivna, dobijamo da je domen date funkcije D = (−∞,−2)∪(−1,+∞). Prvi
izvod date funkcije je

f ′(x) =
2x+ 3

x2 + 3x+ 2
.
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Prvi izvod je jednak nuli za 2x + 3 = 0, tj. x = − 3
2 , pa je to potencijalni ekstremum,

ali kako − 3
2 nije u domenu, ne�emo razmatrati tu taqku, tj. nema ekstremuma. Kako je

x2 + 3x+ 2 > 0 na celom domenu, to znak prvog izvoda zavisi samo od 2x+ 3.

2x + 3

f ′(x)

−2 −1

− ///////// +

− ///////// +

Dakle, f ′(x) < 0 na (−∞,−2) i f ′(x) > 0 na (−1,+∞), pa funkcija f opada na (−∞,−2),
a raste na (−1,+∞).

3.

∫ π
6

0

sin(3x)

cos2(3x) + 1
dx =


t = cos 3x

dt = −3 cos 3xdx
cos 3xdx = − 1

3dt
x = 0 =⇒ t = 1
x = π

6 =⇒ t = 0


=

∫ 0

1

− 1
3

t2 + 1
dt

=
1

3

∫ 1

0

1

t2 + 1
dt

=
1

3
arctgt

∣∣∣1
0

=
1

3
arctg1− 1

3
arctg0

=
1

3
· π
4
− 0

=
π

12
.

4. Prvo tra�imo opxte rexeǌe, pa �emo na kraju ubaciti poqetne uslove. Najpre
na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 3y′ + 2y = 0. Nule karakteristiqne jednaqine
λ2 − 3λ+ 2 = 0 su λ1 = 1, λ2 = 2, pa je yh = c1e

x + c2e
2x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = x(Ax + B)e2x = (Ax2 + Bx)e2x. Izraqunajmo prvi
i drugi izvod partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = (2Ax+B)e2x + 2(Ax2 +Bx)e2x = (2Ax2 + (2A+ 2B)x+B)e2x,

y′′p = (4Ax+ 2A+ 2B)e2x + 2(2Ax2 + (2A+ 2B)x+B)e2x = (4Ax2 + (8A+ 4B)x+ 2A+ 4B)e2x

pa je

y′′p − 3y′p + 2yp = 2xe2x

(4Ax2 + (8A+ 4B)x+ 2A+ 4B)e2x − 3(2Ax2 + (2A+ 2B)x+B)e2x + 2(Ax2 +Bx)e2x = 2xe2x

2Ax+ 2A+B = 2x

izjednaqavaǌem izraza uz x i uz 1 sa leve i desne strane jednakosti imamo

2A = 2

2A+B = 0
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qije je rexeǌe A = 1, B = −2. Dobijamo da je partikularno rexeǌe je

yp = (x2 − 2x)e2x.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

2x + (x2 − 2x)e2x, c1, c2 ∈ R.

Jox ostaje da ubacimo poqetne uslove, tj. da na�emo konstante c1 i c2. Iz uslova
y(0) = 0 imamo

0 = c1e
0 + c2e

0 + (02 − 2 · 0)e20,
tj. c1 + c2 = 0. Iz uslova y(1) = 1 imamo

1 = c1e
1 + c2e

2 + (12 − 2)e2,

1 = c1e+ c2e
2 − e2,

pa u stvari imamo sistem

c1 + c2 = 0

c1e+ c2e
2 − e2 = 1

qije je rexeǌe c1 = 1+e2

e−e2 , c2 = 1+e2

e2−e Tra�eno partikularno rexeǌe je

y =
1 + e2

e− e2
· ex + 1 + e2

e2 − e
· e2x + (x2 − 2x)e2x.

5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2, 3} jer od qetiri izvuqene kuglice mo�e biti nijedna,
jedna, dve ili tri plave kuglice. Kako je

P{X = 0} =
(
15
4

)(
18
4

) =
15·14·13·12

4·3·2·1
18·17·16·15

4·3·2·1
=

91

204

P{X = 1} =
(
3
1

)(
15
3

)(
18
4

) =
91

204

P{X = 2} =
(
3
2

)(
15
2

)(
18
4

) =
7

68

P{X = 3} =
(
3
3

)(
15
1

)(
18
4

) =
1

204

to X ima raspodelu

X :

(
0 1 2 3
91
204

91
204

7
68

1
204

)
,

a X2 ima raspodelu

X2 :

(
0 1 4 9
91
204

91
204

7
68

1
204

)
,

pa je

E(X) = 0 · 91
204

+ 1 · 91
204

+ 2 · 7
68

+ 3 · 1

204
=

2

3
,

E(X2) = 0 · 91
204

+ 1 · 91
204

+ 4 · 7
68

+ 9 · 1

204
=

46

51
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 =
46

51
−
(
2

3

)2

=
70

153
.

6. Videti u u
beniku.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JUNSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 30.06.2021.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n

(2020+ 1
n )

n .

2. (8 p) Ispitati monotonost i odrediti lokalne taqke ekstremuma funkcije y = ex

x .
3. (8 p) Izraqunati povrxinu figure ograniqene krivama y = 2x+ 4 i y = x2 − x− 6.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x2 − 1)y′ − 2xy + 2x− 2x3 = 0.
5. (8 p) Na ispit iz matematike izaxlo je 60% studenata koji pola�u prvi put i 40%
ostalih (koji ne pola�u prvi put). Verovatno�a da �e student koji pola�e prvi put
polo�iti ispit je 0.3, a za ostale 0.4. Odrediti verovatno�u da �e sluqajno izabrani
student polo�iti ispit.
6. (a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti funkcije.

(b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije iz drugog zadatka.
7. (10 p) Uslovna verovatno�a i Bajesova formula.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = n

(2020+ 1
n )

n . Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n(

2020 + 1
n

)n = lim
n→∞

n
√
n

2020 + 1
n

=
1

2020
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Prvi izvod date funkcije je

y′ =
xex − ex

x2
=
ex(x− 1)

x2
.

Kako je y′ = 0 za x = 1 to je potencijalni ekstremum. Znamo da su funkcije ex i x2

pozitivne, pa znak prvog izvoda zavisi samo od x− 1 i to je

y′ > 0, za x ∈ (1,+∞),

y′ < 0, za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1),

pa zakǉuqujemo da

y raste na(1,+∞),

y opada na (−∞, 0) ∪ (0, 1),

x = 1 je lokalni minimum.

3. Da bismo odredili u kojim taqkama se seku grafici datih funkcija, potrebno
je da reximo sistem

y = 2x+ 4,

y = x2 − x− 6.

Izjednaqavaǌem ove dve jednaqine dobijamo

x2 − x− 6 = 2x+ 4,

x2 − 3x− 10 = 0,

qija su rexeǌa −2 i 5. Skiciraǌem grafika
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vidimo da je tra�ena povrxina

P =

∫ 5

−2
(2x+ 4− x2 + x+ 6)dx =

(
−x

3

3
+

3x2

2
+ 10x

) ∣∣∣∣5
−2

=
343

6
.

4. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
x2 − 1.

y′ − 2x

x2 − 1
y + 2x− 2x3 =

2x(x2 − 1)

x2 − 1
,

y′ − 2x

x2 − 1
y + 2x− 2x3 = 2x.

Odavde je p(x) = − 2x
x2−1 , pa je

∫
p(x)dx = − ln |x2 − 1|, a q(x) = 2x. Opxte rexeǌe date

jednaqine je

y = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx

)
= eln |x

2−1|
(
c+

∫
e− ln |x2−1|2xdx

)
= (x2 − 1)

(
c+

∫
2x

x2 − 1
dx

)
=

[
t = x2 − 1
dt = 2xdx

]
= (x2 − 1)

(
c+

∫
dt

t

)
= (x2 − 1) (c+ ln t)

= (x2 − 1)
(
c+ ln(x2 − 1)

)
U tre�oj jednakosti smo izgubili apsolutnu vrednost, a u stvari smo naxli opxte
rexeǌe kada je x2 − 1 > 0 (pa smo zato mogli da sklonimo apsolutne zagrade), a u
sluqaju x2 − 1 < 0 zadatak se analogno rexava.
5. Oznaqimo sa A doga�aj da je sluqajno izabrani student polo�io ispit. Potrebno
je da odredimo P (A). Kako nam verovatno�a doga�aja A zavisi od toga da li je taj
student do sada izlazio na ispit, oznaqimo sa H1 i H2 da student ispit pola�e prvi
put, odnosno da ga ne pola�e prvi put. Tada je

P (H1) = 0.6, P (H2) = 0.4, P (A|H1) = 0.3, P (A|H2) = 0.4,
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pa na osnovu formule totalne verovatno�e

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) = 0.6 · 0.3 + 0.4 · 0.4 = 0.34.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je Df = R\{0}. Na�imo prvi i drugi izvod.

f ′(x) =
ex · x− ex

x2
=

(x− 1)ex

x2
,

f ′′(x) =
((x− 1)ex)′ · x2 − 2x(x− 1)ex

x4

=
(ex + (x− 1)ex) · x2 − 2x(x− 1)ex

x4

=
x2ex − 2(x− 1)ex

x3

=
(x2 − 2x+ 2)ex

x3
.

Kako je ex > 0 i x2−2x+2 > 0 za svako x ∈ Df , to znak drugog izvoda zavisi samo od x3.
Imamo da je x3 > 0 za x ∈ (0,+∞) i x3 < 0 za x ∈ (−∞, 0), pa je data funkcija konveksna
na (0,+∞), a konkavna na (−∞, 0). Nema prevojnih taqaka jer drugi izvod nema nula.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JULSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 21.07.2021.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
2n

2n−7

)n2

.

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = ln2 x+ lnx.
3. (8 p) Izraqunati

∫
cos x
cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y′ − 2y = 20 sin 2x.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte izvlaqe se tri karte odjednom.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da nijedna od tri karte nije u znaku srca.
(4 p) b) Ako znamo da nijedna od tri karte nije u znaku srca, odrediti verovatno�u

da su izvuqena taqno dva kraǉa.
6. (5 p) a) Dati definiciju lokalnih ekstremuma funkcije realne promenǉive.

(5 p) b) Na�i sve lokalne ekstremume funkcije y = xex.
7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina, opxte rexeǌe i Koxijev problem.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n
2n−7

)n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
2n

2n− 7

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1
2n−7

7

) 2n−7
7

7
2n−7 ·n

= e
7
2 > 1,

to dati red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen funkcije je D = (0,+∞). Izraqunajmo prvi i drugi izvod date funkcije

f ′(x) =
2 lnx

x
+

1

x
=

2 lnx+ 1

x
, f ′′(x) =

1− 2 lnx

x2
.

Imamo da je f ′′(x) = 0 za x =
√
e i

f ′′(x) > 0 za x ∈ (0,
√
e),

f ′(x) < 0 za x ∈ (
√
e,+∞),

pa zakǉuqujemo da je

f koveksna na (0,
√
e),

f konkavna na (
√
e,+∞),

taqka x =
√
e je prevojna taqka.
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3. ∫
cosx

cos 2x
dx =

∫
cosx

cos2 x− sin2 x
dx

=

∫
cosx

1− 2 sin2 x
dx

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

1− 2t2

=

∫
dt

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

=
1

2

∫
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫
1− t

√
2 + 1 + t

√
2

(1− t
√
2)(1 + t

√
2)

dt

=
1

2

∫ (
1

1 + t
√
2
+

1

1− t
√
2

)
dt

=
1

2
√
2

(
ln(1 + t

√
2)− ln(1− t

√
2)
)
+ c

=
1

2
√
2
ln

(
1 + t

√
2

1− t
√
2

)
+ c

=
1

2
√
2
ln

(
1 + sinx ·

√
2

1− sinx ·
√
2

)
+ c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + y′ − 2y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + λ− 2 = 0 su λ1 = 1, λ2 = −2, pa je yh = c1e

x + c2e
−2x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = A sin 2x+B cos 2x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2A cos 2x− 2B sin 2x, y′′p = −4A sin 2x− 4B cos 2x

pa je

−4A sin 2x− 4B cos 2x+ 2A cos 2x− 2B sin 2x− 2(A sin 2x+B cos 2x) = 20 sin 2x

odnosno nakon sre�ivaǌa

sin 2x(−6A− 2B) + cos 2x(2A− 6B) = 20 sin 2x

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz sin 2x i cos 2x dobijamo sistem dve jednaqine
sa dve nepoznate.

−6A− 2B = 20

2A− 6B = 0

Rexeǌe ovog sistema je A = −3, B = −1, pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = −3 sin 2x− cos 2x.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

−2x − 3 sin 2x− cos 2x, c1, c2 ∈ R.
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5. (a) Oznaqimo sa A doga�aj da nijedna izvuqena karta nije u znaku srca. Tra�imo
P (A). Ukupan broj ishoda pri izvlaqeǌu tri karte odjednom iz xpila od 52 karte je(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda je

(
39
3

)
jer nam odgovara da izvuqemo bilo koje tri karte

koje nisu srce, a tih karata ima ukupno 39. Dakle, po definiciji tra�ena verovatno�a
je

P (A) =

(
39
3

)(
52
3

) =
39·38·37
3·2·1

52·51·50
3·2·1

=
703

1700
.

(b) Oznaqimo sa B doga�aj da su izvuqena taqno dva kraǉa. U ovom delu zadatka nama
se tra�i uslovna verovatno�a P (B|A) koju raqunamo po formuli

P (B|A) = P (AB)

P (A)
.

Verovatno�u P (A) smo ve� izraqunali pa ostaje samo da odredimo verovatno�u P (AB)
tj. kolika je verovatno�a da se doga�aji A i B istovremeno ispune, odnosno da su
izvuqena taqna dva kraǉa i da nijedna od karata nije u znaku srca. Ukupan broj is-
hoda pri ovom izvlaqeǌu je ponovo

(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda raqunamo kao

(
3
2

)
·
(
37
1

)
(od tri kraǉa koji nisu srce biramo dva i to je

(
3
2

)
mogu�nosti i to mno�imo sa brojem

mogu�nosti da od preostalih 37 karata koje nisu ni ta dva kraǉa niti srce izaberemo
jednu, tj.

(
37
1

)
). Konaqno,

P (B|A) =

(32)·(
37
1 )

(523 )
703
1700

=
3

247
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je D = R. Na�imo prvi izvod funkcije.

y′ = ex + xex = (x+ 1)ex.

Imamo da je y′ = 0 za x = −1 pa je to potencijalni ekstremum. Funkcija ex je uvek
pozitivna pa ne utiqe na znak prvog izvoda, ve� imamo da je y′ > 0 za x > −1 i y′ < 0
za x < −1, tj. funkcija raste na (−1,+∞), opada na (−∞,−1) i taqka x = 1 je lokalni
minimum.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA AVGUSTOVSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 01.09.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n!·(2n)!
(3n)! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = ln
√
1− x2.

3. (8 p) Izraqunati
∫
ln
√
1− x2dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = x(y′′ − xex).
5. (8 p) U kutiji se nalazi 10 crvenih, 15 plavih i 20 belih kuglica. Izvlaqe se
3 kuglice odjednom. Ako je X sluqajna promenǉiva koja predstavǉa broj izvuqenih
belih kuglica, odrediti E(X) i D(X).
6. (a) (5 p) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova sa pozitivnim
qlanovima?

(b) (5 p) Ispitati Koxijevim kriterijumom konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)−n2

.

7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijen-
tima.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = n!·(2n)!
(3n)! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+1)!·(2(n+1))!
(3(n+1))!

n!·(2n)!
(3n)!

= lim
n→∞

(n+1)!·(2n+2)!
(3n+3)!

n!·(2n)!
(3n)!

= lim
n→∞

(n+1)·�n!·(2n+2)·(2n+1)·��(2n)!

(3n+3)·(3n+2)·(3n+1)·��(3n)!

�n!·��(2n)!

��(3n)!

= lim
n→∞

(n+ 1)(2n+ 2)(2n+ 1)

(3n+ 3)(3n+ 2)(3n+ 1)

=
1 · 2 · 2
3 · 3 · 3

=
4

27
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = (−1, 1) (jer je zbog logaritma potrebno da va�i
1− x2 > 0). Prvi izvod date funkcije je

y′ = (ln
√

1− x2)′ = 1√
1− x2

· (
√
1− x2)′ = 1√

1− x2
· 1

2
√
1− x2

· (1− x2)′ =

=
1√

1− x2
· 1

2
√
1− x2

· (−2x) = x

x2 − 1
.

Kako je y′ = 0 za x = 0, to je ovo potencijalni ekstremum. Kako smo domen odredili
tako da 1 − x2 bude pozitivno, to znaqi da x2 − 1 koje se pojavǉuje u izvodu je nega-
tivno, pa znak izvoda zavisi od znaka x i bi�e suprotan od toga (jer imamo deǉeǌe
negativnim x2 − 1). Dakle, y′ > 0 za x < 0 i y′ < 0 za x > 0, pa konaqno zakǉuqujemo da
funkcija raste na (−1, 0), opada na (0, 1) i x = 0 je lokalni maksimum.
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3. ∫
ln
√
1− x2dx =

[
u = ln

√
1− x2 dv = dx

du = x
x2−1dx v = x

]
= x ln

√
1− x2 −

∫
x2

x2 − 1
dx

= x ln
√
1− x2 −

∫
x2 − 1 + 1

x2 − 1
dx

= x ln
√
1− x2 −

∫ (
1 +

1

x2 − 1

)
dx

= x ln
√
1− x2 − x+

1

2
ln(1− x)− 1

2
ln(1 + x) + c

Integral
∫

1
x2−1dx = 1

2 ln(1− x)−
1
2 ln(1 + x) + c je ra�en vixe puta na ve�bama, pa ovde

nije detaǉno rexavan.

4. Ovo je diferencijalna jednaqina drugog reda i prime�ujemo da se u ǌoj ne po-
javǉuje y, pa uvodimo smenu z = y′. Jednaqina postaje

z = x(z′ − xex).

Kada malo prepakujemo vidimo da je u pitaǌu linearna jednaqina prvog reda:

z′ − 1

x
z = xex.

Oznaqimo p(x) = − 1
x , q(x) = xex. Imamo da je∫

p(x)dx = −
∫

1

x
dx = − ln |x|,

a u nastavku zadatka pretpostavǉamo da je x > 0, tj. da je ln |x| = lnx. Sluqaj x < 0,
tj. ln |x| = ln(−x) se sliqno radi. Formula za rexavaǌe linearne diferencijalne
jednaqine prvog reda nam ka�e da je opxte rexeǌe dato formulom

z = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx

)
= eln x

(
c+

∫
e− ln xxexdx

)
= x

(
c+

∫
1

�x
�xe
xdx

)
= x

(
c+

∫
exdx

)
= x (c+ ex)

= cx+ xex

Ostaje jox da vratimo smenu. z = y′, pa je y =
∫
zdx, tj.

y =

∫
(cx+ xex)dx

=
c

2
x2 + xex − ex + d
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Integral
∫
xexdx = xex − ex + d je ra�en na ve�bama (rexava se jednom parcijalnom

integracijom), pa ovde nije naveden detaǉan postupak rexeǌa.
Dakle, opxte rexeǌe date jednaqine je

y =
c

2
x2 + xex − ex + d, c, d ∈ R.

5. Prvo se pitamo koje sve vrednosti X mo�e da uzme. Kako izvlaqimo 3 kuglice
o�ednom, me�u ǌima mo�e da bude 0, 1, 2 ili 3 bele, pa je X ∈ {0, 1, 2, 3}. Daǉe,
potrebno je da odredimo verovatno�e da X uzima bax te vrednosti.

P{X = 0} =
(
25
3

)(
45
3

) =
25·24·23
3·2·1

45·44·43
3·2·1

=
230

1419

P{X = 1} =
(
20
1

)(
25
2

)(
45
3

) =
200

473

P{X = 2} =
(
20
2

)(
25
1

)(
45
3

) =
475

1419

P{X = 3} =
(
20
3

)(
45
3

) =
38

473

Dakle, X ima raspodelu

X :

(
0 1 2 3
230
1419

200
473

475
1419

38
473

)
Sada mo�emo da izraqunamo oqekivaǌe i disperziju.

E(X) = 0 · 230
1419

+ 1 · 200
473

+ 2 · 475
1419

+ 3 · 38
473

=
4

3

E(X2) = 02 · 230
1419

+ 12 · 200
473

+ 22 · 475
1419

+ 32 · 38
473

=
82

33

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
82

33
− 16

9
=

70

99
.

6. (a) Videti u u
beniku.

(b) Oznaqimo an =
(
1 + 1

n

)−n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
1 +

1

n

)−n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)−n
= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n·(−1)
= e−1

=
1

e
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA SEPTEMBARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 22.09.2021.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

13n

(n+1)!−n! .

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = e
3
x − 5x.

3. (8 p) Izraqunati
1∫
0

√
x

1+ 3
√
x
dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x+ xy + y′(y + xy) = 0.
5. (8 p) U kutiji A nalazi se 9 listi�a numerisanih brojevima od 1 do 9, a u kutiji
B nalazi se 6 listi�a numerisanih brojevima od 1 do 6. Nasumice biramo kutiju i
izvlaqimo jedan listi� iz ǌe.

(4 p) (a) Kolika je verovatno�a da je izvuqen listi� sa neparnim brojem?
(4 p) (b) Ako je broj na izvuqenom listi�u neparan, kolika je verovatno�a da je

listi� izvuqen iz kutije A?
6. (a) (5 p) Dati definiciju lokalnih ekstremuma realne funkcije realne promenǉive.

(b) (5 p) Na�i i ispitati lokalne ekstremume funkcije y = x−1
x2+1 .

7. (10 p) Matematiqko oqekivaǌe i disperzija diskretne sluqajne promenǉive. Bi-
nomna raspodela.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = 13n

(n+1)!−n! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

13n+1

(n+2)!−(n+1)!

13n

(n+1)!−n!

= lim
n→∞

13·��13n
(n+1)!(n+2−1)

��13n
n!(n+1−1)

= lim
n→∞

13n · n!
(n+ 1)(n+ 1)!

= lim
n→∞

13n ·��n!
(n+ 1)(n+ 1)��n!

= lim
n→∞

13n

(n+ 1)2

= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Vertikalne asimptote: Kandidat za vertikalnu asimptotu je prava x = 0 (to vidimo
iz domena). Kako je

lim
x→0+

(
e

3
x − 5x

)
= +∞, lim

x→0−

(
e

3
x − 5x

)
= 0,

to prava x = 0 jeste vertikalna asimptota (dovoǉno je da je levi ili desni limes
beskonaqan, a ovde smo dobili da to va�i za desni).
Horizontalne asimptote:

lim
x→∞

(
e

3
x − 5x

)
=∞,

pa nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

k = lim
x→∞

e
3
x − 5x

x
= lim
x→∞

(
e

3
x

x
− 5

)
= 0− 5 = −5,

34



n = lim
x→∞

(
e

3
x − 5x− (−5)x

)
= lim
x→∞

e
3
x = 1,

pa je prava y = −5x+ 1 kosa asimptota date funkcije.

3.

∫ 1

0

√
x

1 + 3
√
x
dx =


x = t6

dx = 6t5dt
x = 0 −→ t = 0
x = 1 −→ t = 1


=

∫ 1

0

t3

1 + t2
6t5dt

= 6

∫ 1

0

t8 − 1 + 1

1 + t2
dt

= 6

∫ 1

0

(t2 − 1)(t2 + 1)(t4 + 1) + 1

1 + t2
dt

= 6

∫ 1

0

(
t6 − t4 + t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt

=

(
6

7
t7 − 6

5
t5 + 2t3 − 6t+ 6arctgt

) ∣∣∣∣1
0

=
6

7
− 6

5
+ 2− 6 + 6arctg1− 0

= −152

35
+ 6

π

4

=
3π

2
− 152

35

4. Data jednaqina je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promenǉive. Prebacimo
sve sa x na desnu, a sve sa y na levu stranu.

x(1 + y) + y′y(1 + x) = 0

y′y(1 + x) = −x(1 + y)

y′y

1 + y
= − x

1 + x∫
y

1 + y
dy = −

∫
x

1 + x
dx

y − ln |1 + y| = −x+ ln |1 + x|+ c

Koristili smo da je∫
x

1 + x
dx =

∫
x+ 1− 1

1 + x
dx =

∫ (
1− 1

1 + x

)
dx = x− ln |1 + x|+ c

i sliqno za
∫

y
1+ydy.

5.(a) Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqen listi� sa neparnim brojem. Verovatno�a
ovog doga�aja zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqi listi�, pa oznaqimo sa H1

hipotezu da je odabrana prva kutija, a sa H2 da je odabrana druga kutija. Jasno je da
va�i P (H1) = P (H2) =

1
2 . Pored toga, imamo

P (A|H1) =
5

9
, P (A|H2) =

3

6
=

1

2
,

35



pa je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
1

2
· 5
9
+

1

2
· 1
2
=

19

36
.

(b) Potrebno je odrediti P (H1|A).

P (H1|A) =
P (AH1)

P (A)
=
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

1
2 ·

5
9

19
36

=
10

19
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je Dy = R. Odredimo ǌen prvi izvod.

y′ =
1 · (x2 + 1)− 2x(x− 1)

(x2 + 1)2
=
−x2 + 2x+ 1

(x2 + 1)2
.

Imamo da je y′ = 0 kada je −x2 + 2x+ 1 = 0, tj. kada reximo kvadratnu jednaqinu dobi-
jamo da su x = 1 +

√
2 i x = 1−

√
2 potencijalni lokalni ekstremumi. Kako je (x2 + 1)2

uvek pozitivno, to na znak prvog izvoda utiqe jedino −x2+2x+1, pa imamo da je y′ > 0
za x ∈ (1−

√
2, 1+

√
2), a y′ < 0 za x ∈ (−∞, 1−

√
2)∪(1+

√
2,+∞). Konaqno zakǉuqujemo da

funkcija raste na x ∈ (1−
√
2, 1+

√
2), opada na x ∈ (−∞, 1−

√
2)∪ (1+

√
2,+∞), x = 1−

√
2

je lokalni minimum, x = 1 +
√
2 je lokalni maksimum.

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA DODATNOG ROKA IZ MATEMATIKE 02.10.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

nn+ 1
n

(n+ 1
n )

n .

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = x 3

√
x

x−14 .

3. (8 p) Izraqunati
3∫
2

ln
(
1 + 2

x2

)
dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′′ − y′ = exx2.
5. (8 p) Strelac ga�a metu 4 puta. Verovatno�a da pogodi je 3

4 . Ako je X sluqajna
promenǉiva koja predstavǉa ukupan broj promaxaja, odrediti E(X), D(X) i E(X3).
6. (a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.

(b) (5 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = xex.
7. (10 p) Formule zapremine i povrxine omotaqa rotacionih tela, primer pravilne
kupe.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = nn+ 1
n

(n+ 1
n )

n . Kako je

lim
n→∞

an = lim
n→∞

nn+
1
n(

n+ 1
n

)n :nn

:nn

= lim
n→∞

n
1
n(

1 + 1
n2

)n
= lim
n→∞

n
√
n(

1 + 1
n2

)n2· 1n

= lim
n→∞

1

e
1
n

= lim
n→∞

1
n
√
e

= 1 6= 0,

to dati red divergira jer nije ispuǌen neophodan uslov konvergencije.

2. Domen date funkcije je Dy = (−∞, 14) ∪ (14,+∞) pa je x = 14 potencijalna ver-
tikalna asimptota.
Vertikalne asimptote:

lim
x→14−

x 3

√
x

x− 14
= −∞, lim

x→14−
x 3

√
x

x− 14
= +∞,

pa prava x = 14 jeste vertikalna asimptota.
Horizontalne asimptote:

lim
x→∞

x 3

√
x

x− 14
=∞,

pa funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

n = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

3

√
x

x− 14
= 1,

37



k = lim
x→∞

(f(x)− 1 · x) = lim
x→∞

(
x 3

√
x

x− 14
− x
)

= lim
x→∞

x

(
3

√
x

x− 14
− 1

)

= lim
x→∞

3

√
x

x−14 − 1

1
x

L.P.
=
0
0

lim
x→∞

1
3

(
x

x−14

)− 2
3 · −14

(x−14)2

−1
x2

= lim
x→∞

1
3 ·

−14
(x−14)2
−1
x2

= lim
x→∞

14x2

3(x− 14)2

=
14

3

Tra�ena kosa asimptota je y = x+ 14
3 .

3.

∫ 3

2

ln

(
1 +

2

x2

)
dx =

[
u = ln

(
1 + 2

x2

)
dv = dx

du =
−4

x3

1+ 2
x2

dx = −4
x3+2xdx v = x

]

= x ln

(
1 +

2

x2

) ∣∣∣∣3
2

+ 4

∫ 3

2

x

x2 + 2x
dx

= 3 ln

(
1 +

2

32

)
− 2 ln

(
1 +

2

22

)
+ 4

∫ 3

2

1

x2 + 2
dx

= 3 ln
11

9
− 2 ln

3

2
+

4

2

∫ 3

2

1(
x√
2

)2
+ 1

dx

=


t = x√

2

dx =
√
2dt

x = 2 −→ t = 2√
2

x = 3 −→ t = 3√
2


= 3 ln

11

9
− 2 ln

3

2
+ 2
√
2

∫ 3√
2

2√
2

dt

t2 + 1

= 3 ln
11

9
− 2 ln

3

2
+ 2
√
2arctgt

∣∣∣∣ 3√
2

2√
2

= 3 ln
11

9
− 2 ln

3

2
+ 2
√
2arctg

3√
2
− 2
√
2arctg

2√
2

4. Uvedimo smenu u = y′, u′ = y′′. Data jednaqina postaje linearna diferencijalna
jednaqina

xu′ − u = exx2

u′ − 1

x
u = xex
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qije je opxte rexeǌe

u = e
∫

1
xdx

(
c+

∫
e−

∫
1
xdxxexdx

)
= eln x

(
c+

∫
e− ln xxexdx

)
= x

(
c+

∫
1

x
· xexdx

)
= x (c+ ex)

= cx+ xex

Ostaje jox da odredimo y.

y =

∫
udx

=

∫
(cx+ xex)dx

=
cx2

2
+

∫
xexdx

=

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]
=
cx2

2
+ xex −

∫
exdx

=
cx2

2
+ xex − ex + d

5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Kako je verovatno�a pogotka 3
4 pri svakom ga�aǌu,

to je verovatno�a promaxaja 1
4 .

P (X = 0) =

(
3

4

)4

=
81

256

P (X = 1) =

(
4

1

)
· 1
4
·
(
3

4

)3

=
27

64

P (X = 2) =

(
4

2

)
·
(
1

4

)2

·
(
3

4

)2

=
27

128

P (X = 3) =

(
4

3

)
·
(
1

4

)3

· 3
4
=

3

64

P (X = 4) =

(
1

4

)4

=
1

256

Odavde je

X :

(
0 1 2 3 4
81
256

27
64

27
128

3
64

1
256

)
Daǉe imamo

E(X) = 0 · 81
256

+ 1 · 27
64

+ 2 · 27
128

+ 3 · 3
64

+ 4 · 1

256
= 1

E(X2) = 02 · 81
256

+ 12 · 27
64

+ 22 · 27
128

+ 32 · 3
64

+ 42 · 1

256
=

7

4

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
7

4
− 1 =

3

4
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E(X3) = 03 · 81
256

+ 13 · 27
64

+ 23 · 27
128

+ 33 · 3
64

+ 43 · 1

256
=

29

8

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je Dy = R. Odredimo drugi izvod date funkcije.

y′ = (xex)′ = ex + xex, y′′ = (ex + xex)′ = ex + ex + xex = (x+ 2)ex

Drugi izvod je jednak nuli za x = −2, pa je to potencijalna prevojna taqka. Kako je
ex uvek pozitivno, to znak drugog izvoda zavisi samo od x + 2 pa imamo da je y′′ > 0
za x ∈ (−2,+∞), y′′ < 0 za x ∈ (−∞,−2). Dakle, funkcija je konveksna na (−2,+∞),
konkavna na (−∞,−2) i x = −2 jeste prevojna taqka.
7. Videti u u
beniku.

40


