
REXEǋA PRVOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 23.11.2019.

Grupa 1

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

e

√
2+n2

n .

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

(
1
x −

1
sin x

)
.

3. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = x2e
√
x.

4. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije y = x2e
1
x .

5. (5 poena) Izraqunati
∫

1
x2+3x+6dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = e

√
2+n2

n . Tada je

lim
n→∞

an = lim
n→∞

e

√
2+n2

n = elimn→∞
√

2+n2

n = e1 = e 6= 0

pa red divergira jer nije ispuǌen neophodan uslov konvergencije.

2.

lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
= lim
x→0

sinx− x
x sinx

L.P.
=
0
0

lim
x→0

cosx− 1

sinx+ x cosx

L.P.
=
0
0

lim
x→0

− sinx

cosx+ cosx− x sinx

=
0

2
= 0

3. Domen funkcije y = x2e
√
x je Dy = [0,+∞), a ǌen prvi izvod je

y′ = (x2e
√
x)′ = 2xe

√
x + x2e

√
x 1

2
√
x
=

1

2
e
√
xx
(
4 +
√
x
)
.

Imamo da je y′ = 0 za x = 0, pa je to potencijalni ekstremum. Kako je eksponencijalna
funkcija uvek pozitivna i 4 +

√
x je uvek pozitivno, znak prvog izvoda zavisi samo od

znaka x, ali domen date funkcije je [0,+∞), pa imamo da je y′ > 0 za x > 0. Dakle,
zakǉuqujemo da y raste na (0,+∞) i x = 0 je lokalni minimum.
4. Domen date funkcije jednak Df = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), pa je x = 0 potencijalna ver-
tikalna asimptota.
Vertikalne asimptote:

lim
x→−0−

x2e
1
x = 0
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lim
x→0+

x2e
1
x = lim

x→0+

e
1
x

x−2

L.P.
=
∞
∞

lim
x→0+

−x−2e 1
x

−2x−3

= lim
x→0+

e
1
x

2x−1

L.P.
=
∞
∞

lim
x→0+

−x−2e 1
x

−2x−2

= lim
x→0+

e
1
x

2

= +∞,

pa prava x = 0 jeste vertikalna asimptota funkcije y.
Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

x2e
1
x = +∞,

pa data funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

k = lim
x→±∞

x2e
1
x

x
= lim
x→±∞

xe
1
x = ±∞,

pa funkcija nema kosih asimptota.

5. ∫
1

x2 + 3x+ 6
dx =

∫
1(

x+ 3
2

)2 − 9
4 + 6

dx

=

∫
1(

x+ 3
2

)2
+ 15

4

dx

=

∫
1

15
4

(
(x+ 3

2 )
2

15
4

+ 1

)dx

=
4

15

∫
1

( 2x+3√
15

)2 + 1
dx

=

 t = 2x+3√
15

dt = 2√
15
dx

dx =
√
15
2 dt


=

4

15
·
√
15

2

∫
1

t2 + 1
dt

=
2
√
15

15
arctgt+ c

=
2
√
15

15
arctg

(
2x+ 3√

15

)
+ c.
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Grupa 2

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2−2n

n ln 2 .

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

x2 cos x
2 sin2 x

2
.

3. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = e
√

2x

x .

4. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije y = (x− 1) ln
(

1
(x−1)2

)
.

5. (5 poena) Izraqunati
∫

1
x2+5x+7dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = 2−2n

n ln 2 . Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
2−2n

n ln 2
= lim
n→∞

2−2

n
√
n n
√
ln 2

= 2−2 =
1

4
< 1,

pa dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2.

lim
x→0

x2 cosx

2 sin2 x2

L.P.
=
0
0

lim
x→0

2x cosx− x2 sinx
4 sin x

2 cos x2 ·
1
2

= lim
x→0

2x cosx− x2 sinx
sinx

L.P.
=
0
0

lim
x→0

2 cosx− 2x sinx− 2x sinx− x2 sinx
cosx

= 2

3. Domen funkcije y = e
√

2x

x je Dy = (0,+∞), a ǌen prvi izvod je

y′ =

(
e
√
2x

x

)′
=

2
2
√
2x
e
√
2xx− e

√
2x

x2
=

√
2
2 e
√
2x
√
x− e

√
2x

x2
=
e
√
2x(
√
x−
√
2)√

2x2

Imamo da je y′ = 0 za x = 2, pa je to potencijalni ekstremum. Kako je eksponencijalna
funkcija uvek pozitivna, kao i x2

√
2, znak prvog izvoda zavisi samo od znaka

√
x−
√
2,

pa je y′ > 0 za x > 2 i y′ < 0 za 0 < x < 2. Dakle, funkcija raste na (2,+∞), opada na
(0, 2) i dosti�e lokalni minimum u x = 2.

4. Domen date funkcije jednak Df = (−∞, 1) ∪ (1,+∞), pa je x = 1 potencijalna ver-
tikalna asimptota.
Vertikalne asimptote:

lim
x→−1−

(x− 1) ln

(
1

(x− 1)2

)
= lim
x→−1−

ln
(

1
(x−1)2

)
1

x−1

L.P.
=
∞
∞

. . . = 0,
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lim
x→−1+

(x− 1) ln

(
1

(x− 1)2

)
= . . . = 0,

pa prava x = 0 nije vertikalna asimptota funkcije y.
Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

(x− 1) ln

(
1

(x− 1)2

)
= ±∞,

pa data funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

k = lim
x→±∞

(x− 1) ln
(

1
(x−1)2

)
x

= lim
x→±∞

ln

(
1

(x− 1)2

)
= −∞,

pa funkcija nema kosih asimptota.

5. ∫
1

x2 + 5x+ 7
dx =

∫
1(

x+ 5
2

)2 − 25
4 + 7

dx

=

∫
1(

x+ 5
2

)2
+ 3

4

dx

=

∫
1

3
4

(
(x+ 5

2 )
2

3
4

+ 1

)dx

=
4

3

∫
1

( 2x+5√
3
)2 + 1

dx

=

 t = 2x+5√
3

dt = 2√
3
dx

dx =
√
3
2 dt


=

4

3
·
√
3

2

∫
1

t2 + 1
dt

=
2
√
3

3
arctgt+ c

=
2
√
3

3
arctg

(
2x+ 5√

3

)
+ c.
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Grupa 3

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

3n−1
√
n+2

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

x+3
x2 · sinx.

3. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = ln
(
x−1
ex

)
.

4. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije y = 1√
x
− ln

√
x.

5. (5 poena) Izraqunati
∫

1
x2+7x+14dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = 3n−1
√
n+2

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
3n−1√
n+ 2

= lim
n→∞

31−
1
n

2n
√
n+ 2

= 3 > 1,

pa dati red divergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2.

lim
x→0

x+ 3

x2
· sinx = lim

x→0

(x+ 3) sinx

x2

L.P.
=
0
0

lim
x→0

sinx+ (x+ 3) cosx

2x

=∞

3. Domen funkcije y = ln
(
x−1
ex

)
je Dy = (1,+∞) Transformiximo najpre funkciju na

slede�i naqin (ovo nije neophodno ali olakxava daǉi raqun):

y = ln

(
x− 1

ex

)
= ln(x− 1)− ln ex = ln(x− 1)− x.

Prvi izvod funkcije y je

y′ = (ln(x− 1)− x)′ = 1

x− 1
− 1 =

2− x
x− 1

,

a kako je zbog domena izraz x−1 uvek pozitivan, znak prvog izvoda zavisi samo od 2−x
i to je y′ = 0 za x = 2, y′ > 0 za x ∈ (1, 2) i y′ < 0 za x ∈ (2,+∞), pa zakǉuqujemo da y
raste na (1, 2), opada na 2,+∞ i dosti�e lokalni maksimum u taqki x = 2.

4. Domen date funkcije jednak Df = (0,+∞), pa je x = 0 potencijalna vertikalna
asimptota.
Vertikalne asimptote:

lim
x→0+

1√
x
− ln

√
x = +∞,

pa prava x = 0 jeste vertikalna asimptota funkcije y.
Horizontalne asimptote:

lim
x→+∞

1√
x
− ln

√
x = −∞,
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pa data funkcija nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

k = lim
x→+∞

1√
x
− ln

√
x

x
= 0,

n = lim
x→+∞

(
1√
x
− ln

√
x− 0 · x

)
= −∞,

pa funkcija nema kosih asimptota.

5. ∫
1

x2 + 7x+ 14
dx =

∫
1(

x+ 7
2

)2 − 49
4 + 14

dx

=

∫
1(

x+ 7
2

)2
+ 7

4

dx

=

∫
1

7
4

(
(x+ 7

2 )
2

7
4

+ 1

)dx

=
4

7

∫
1

( 2x+7√
7
)2 + 1

dx

=

 t = 2x+7√
7

dt = 2√
7
dx

dx =
√
7
2 dt


=

4

7
·
√
7

2

∫
1

t2 + 1
dt

=
2
√
7

7
arctgt+ c

=
2
√
7

7
arctg

(
2x+ 7√

7

)
+ c.
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REXEǋA DRUGOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 28.12.2019.

Grupa 1

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = 2x2 + 1, y = x2 + 10.

2. (5 poena) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′(4x2 + 1) + 8xy =
4x2 + 1 sa poqetnim uslovom y(0) = 1.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ = 2

√
y′ cosx.

4. (5 poena) U qetiri istovetne kutije nalaze se kuglice istih dimenzija, ali razli-
qitih boja: u prvoj su 2 bele i 3 �ute, u drugoj 3 bele i 2 zelene, u tre�oj 4 bele, 1
�uta i 1 zelena i u qetvrtoj 2 �ute i 2 zelene. Na sluqajan naqin se bira kutija i
iz ǌe izvlaqe dve kuglice odjednom. Odrediti verovatno�u da je izuqena jedna �uta
i jedna bela.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−1 1 2 3

a2 − 1
4

1
4a

1
4a 1− 1

2a

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti E(X);
(v) Odrediti E(X − 1).

REXEǋA

1. Preseqne taqke grafika funkcija y = 2x2 + 1 i y = x2 + 10 su rexeǌa jednaqine
2x2 + 1 = x2 + 10, tj. x2 − 9 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su x = −3 i x = 3 xto �e biti
granice integrala. Treba jox videti u datom intervalu koji je grafik ”gore”, a koji
”dole”, xto vidimo sa slike. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 3

−3
(x2+10−(2x2+1))dx =

∫ 3

−3
(−x2+9)dx =

−x3

3
+9x

∣∣∣∣3
−3

=
−33

3
+9·3−−(−3)

3

3
−9·(−3) = 36.

2. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
4x2 + 1. Tada jednaqina postaje

y′ +
8x

4x2 + 1
y = 1,

7



pa je

p(x) =
8x

4x2 + 1
, q(x) = 1.

Odredimo, najpre,∫
p(x)dx =

∫
8x

4x2 + 1
dx =

[
t = 4x2 + 1
dt = 8xdx

]
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln |4x2 + 1| = ln(4x2 + 1),

Jer je 4x2 + 1 > 0, pa je |4x2 + 1| = 4x2 + 1. Opxte rexeǌe date linearne jednaqine je

y = e− ln(4x2+1)

(
c+

∫
1 · eln(4x

2+1)dx

)
=

1

4x2 + 1

(
c+

∫
(4x2 + 1)dx

)
=

1

4x2 + 1

(
c+

4x3

3
+ x

)
, c ∈ R.

Jox ostaje da na�emo partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y(0) = 1. To
rexavamo ubacivaǌem x = 0 i y = 1 u opxte rexeǌe.

1 =
1

4 · 02 + 1

(
c+

4 · 03

3
+ 0

)
,

odakle je c = 1, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y =
1

4x2 + 1

(
1 +

4x3

3
+ x

)
.

3. Primetimo da se u datoj jednaqini ne pojavǉuje y (ve� samo izvodi y′, y′′ i
promenǉiva x), pa mo�emo uvesti smenu z = y′, odakle je z′ = y′′. Uvo�eǌem smene
dobija se diferencijalna jednaqina koja razdvaja promenǉive.

z′ = 2
√
z cosx

dz

dx
= 2
√
z cosx

dz

2
√
z
= cosxdx∫

dz

2
√
z
=

∫
cosxdx

√
z = sinx+ c

z = (sinx+ c)2

z = sin2 x+ 2c sinx+ c2.

Ostaje jox da vratimo smenu y′ = z, tj. y =
∫
zdx.

y =

∫
(sin2 x+ 2c sinx+ c2)dx

=

∫ (
1− cos 2x

2
+ 2c sinx+ c2

)
dx

=
x

2
− 1

4
sin 2x− 2c cosx+ c2x+ d, c, d ∈ R.

4. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena jedna �uta i jedna bela kuglica. Kako
verovatno�a doga�aja A zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqe kuglice, oznaqimo sa
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H1, H2, H3 i H4 hipoteze da se kuglica izvuqe iz prve, druge, tre�e odnosno qetvrte
kutije. Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4).

Ostaje jox da izraqunamo verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli. Kako
nasumice biramo kutiju, to je

P (H1) = P (H2) = P (H3) = P (H4) =
1

4
.

Daǉe, verovatno�a P (A|H1) je verovatno�a da izvuqemo jednu belu i jednu �utu kuglicu
iz prve kutije, a to je

P (A|H1) =

(
2
1

)(
3
1

)(
5
2

) =
2 · 3
5·4
2·1

=
3

5
.

Sliqno,

P (A|H3) =

(
4
1

)(
1
1

)(
6
2

) =
4 · 1
6·5
2

=
4

15
.

Kako je iz druge i qetvrte kutije nemogu�e izvu�i jednu belu i jednu �utu kuglicu
(jer u drugoj kutiji nema �utih, a u qetvrtoj nema belih), to je

P (A|H2) = P (A|H4) = 0.

Konaqno,

P (A) =
1

4
· 3
5
+

1

4
· 0 + 1

4
· 4
15

+
1

4
· 0 =

13

60
.

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 − 1

4
+

1

4
a+

1

4
a+ 1− 1

2
a = 1

a2 − 1

4
= 0

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
2 ili a = − 1

2 , ali kako verovatno�e
moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to jedino mo�e biti a = 1

2 , pa naxa funkcija
raspodele izgleda ovako:

X :

(
−1 1 2 3
0 1

8
1
8

3
4

)
.

b)

E(X) = (−1) · 0 + 1 · 1
8
+ 2 · 1

8
+ 3 · 3

4
=

21

8
.

v) Primetimo da X − 1 ima raspodelu

X − 1 :

(
−2 0 1 2
0 1

8
1
8

3
4

)
,

pa je

E(X − 1) = (−1) · 0 + 0 · 1
8
+ 1 · 1

8
+ 2 · 3

4
=

13

8
.

Mogli smo primeniti i formulu

E(X − 1) = E(X)− E(1) = E(X)− 1 =
21

8
− 1 =

13

8
.
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Grupa 2

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = −x2 + 10, y = x2 + 2.

2. (5 poena) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′(x2 + 4) + 2xy =
2x2 + 8 sa poqetnim uslovom y(0) = 2.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ = 2

√
y′e

x
2 .

4. (5 poena) U qetiri istovetne kutije nalaze se kuglice istih dimenzija, ali razli-
qitih boja: u prvoj su 2 bele i 3 �ute, u drugoj 3 bele i 2 zelene, u tre�oj 4 bele, 1
�uta i 1 zelena i u qetvrtoj 2 �ute i 2 zelene. Na sluqajan naqin se bira kutija i
iz ǌe izvlaqe dve kuglice odjednom. Odrediti verovatno�u da je izuqena jedna �uta
i jedna zelena.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
2 4 6 8
a2 1

2 −
a
3

3
4 −

3
2a

1
4

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti E(X);
(v) Odrediti E(X − 1).

REXEǋA

1. Preseqne taqke grafika funkcija y = −x2 + 10 i y = x2 + 2 su rexeǌa jednaqine
−x2 + 10 = x2 + 2, tj. x2 − 4 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su x = −2 i x = 2 xto �e biti
granice integrala. Treba jox videti u datom intervalu koji je grafik ”gore”, a koji
”dole”, xto vidimo sa slike. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 2

−2
(−x2 + 10− (x2 + 2))dx

=

∫ 2

−2
(−2x2 + 8)dx

=
−2x3

3
+ 8x

∣∣∣∣2
−2

=
−2 · 23

3
+ 8 · 2− −2 · (−2)

3

3
− 8 · (−2)

=
64

3
.

10



2. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
x2 + 4. Tada jednaqina postaje

y′ +
2x

x2 + 4
y = 2,

pa je

p(x) =
2x

x2 + 4
, q(x) = 2.

Odredimo, najpre,∫
p(x)dx =

∫
2x

x2 + 4
dx =

[
t = x2 + 4
dt = 2xdx

]
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln |x2 + 4| = ln(x2 + 4),

Jer je x2 + 4 > 0, pa je |x2 + 4| = x2 + 4. Opxte rexeǌe date linearne jednaqine je

y = e− ln(x2+4)

(
c+

∫
2 · eln(x

2+4)dx

)
=

1

x2 + 4

(
c+

∫
2(x2 + 4)dx

)
=

1

x2 + 4

(
c+

2x3

3
+ 8x

)
, c ∈ R.

Jox ostaje da na�emo partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y(0) = 2. To
rexavamo ubacivaǌem x = 0 i y = 2 u opxte rexeǌe.

2 =
1

·02 + 4

(
c+

2 · 03

3
+ 8 · 0

)
,

odakle je c = 8, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y =
1

x2 + 4

(
8 +

2x3

3
+ 8x

)
.

3. Primetimo da se u datoj jednaqini ne pojavǉuje y (ve� samo izvodi y′, y′′ i
promenǉiva x), pa mo�emo uvesti smenu z = y′, odakle je z′ = y′′. Uvo�eǌem smene
dobija se diferencijalna jednaqina koja razdvaja promenǉive.

z′ = 2
√
ze

x
2

dz

dx
= 2
√
ze

x
2

dz

2
√
z
= e

x
2 dx∫

dz

2
√
z
=

∫
e
x
2 dx

√
z = 2e

x
2 + c

z = (2e
x
2 + c)2

z = 4ex + 4ce
x
2 + c2.

Ostaje jox da vratimo smenu y′ = z, tj. y =
∫
zdx.

y =

∫
(4ex + 4ce

x
2 + c2)dx

= 4ex + 8ce
x
2 + c2x+ d, c, d ∈ R.
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4. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena jedna �uta i jedna zelena kuglica. Kako
verovatno�a doga�aja A zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqe kuglice, oznaqimo sa
H1, H2, H3 i H4 hipoteze da se kuglica izvuqe iz prve, druge, tre�e odnosno qetvrte
kutije. Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4).

Ostaje jox da izraqunamo verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli. Kako
nasumice biramo kutiju, to je

P (H1) = P (H2) = P (H3) = P (H4) =
1

4
.

Daǉe, verovatno�a P (A|H3) je verovatno�a da izvuqemo jednu zelenu i jednu �utu
kuglicu iz tre�e kutije, a to je

P (A|H3) =

(
1
1

)(
1
1

)(
6
2

) =
1 · 1
6·5
2·1

=
1

15
.

Sliqno,

P (A|H4) =

(
2
1

)(
2
1

)(
4
2

) =
2 · 2
4·3
2

=
2

3
.

Kako je iz prve i druge kutije nemogu�e izvu�i jednu �utu i jednu zelenu kuglicu (jer
u prvoj kutiji nema zelenih, a u drugoj nema �utih), to je

P (A|H1) = P (A|H2) = 0.

Konaqno,

P (A) =
1

4
· 0 + 1

4
· 0 + 1

4
· 1
15

+
1

4
· 2
3
=

11

60
.

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 +
1

2
− a

3
+

3

4
− 3

2
a+

1

4
= 1

a2 − 11

6
a+

1

2
= 0

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
3 ili a = 3

2 , ali kako verovatno�e moraju
biti brojevi u intervalu [0, 1], to jedino mo�e biti a = 1

3 , pa naxa funkcija raspodele
izgleda ovako:

X :

(
2 4 6 8
1
9

7
18

1
4

1
4

)
.

b)

E(X) = 2 · 1
9
+ 4 · 7

18
+ 6 · 1

4
+ 8 · 1

4
=

95

18
.

v) Primetimo najpre da X − 1 ima raspodelu

X − 1 :

(
1 3 5 7
1
9

7
18

1
4

1
4

)
,

pa je

E(X − 1) = 1 · 1
9
+ 3 · 7

18
+ 5 · 1

4
+ 7 · 1

4
=

77

18
.

Mogli smo primeniti i formulu

E(X − 1) = E(X)− E(1) = E(X)− 1 =
95

18
− 1 =

77

18
.
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Grupa 3

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = (x− 2)2, y = x+ 4.

2. (5 poena) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′(2x2 + 3) + 4xy =
6x2 + 9 sa poqetnim uslovom y(0) = 3.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ = 2

√
y′ sinx.

4. (5 poena) U qetiri istovetne kutije nalaze se kuglice istih dimenzija, ali razli-
qitih boja: u prvoj su 2 bele i 3 �ute, u drugoj 3 bele i 2 zelene, u tre�oj 4 bele, 1
�uta i 1 zelena i u qetvrtoj 2 �ute i 2 zelene. Na sluqajan naqin se bira kutija i
iz ǌe izvlaqe dve kuglice odjednom. Odrediti verovatno�u da je izuqena jedna bela
i jedna zelena.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
1 3 5 7

a2 − 1
4a

1
4 a 1

2

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti E(X);
(v) Odrediti E(X − 1).

REXEǋA

1. Preseqne taqke grafika funkcija y = (x − 2)2 i y = x + 4 su rexeǌa jednaqine
(x − 2)2 = x + 4, tj. x2 − 5x = 0. Rexeǌa ove jednaqine su x = 0 i x = 5 xto �e biti
granice integrala. Treba jox videti u datom intervalu koji je grafik ”gore”, a koji
”dole”, xto vidimo sa slike. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 5

0

(x+ 4− (x− 2)2)dx =

∫ 5

0

(−x2 + 5x)dx =
−x3

3
+

5x2

2

∣∣∣∣5
0

=
−53

3
+

5 · 52

2
− 0 =

125

6
.

2. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
2x2 + 3. Tada jednaqina postaje

y′ +
4x

2x2 + 3
y = 3,

pa je

p(x) =
4x

2x2 + 3
, q(x) = 3.
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Odredimo, najpre,∫
p(x)dx =

∫
4x

2x2 + 3
dx =

[
t = 2x2 + 3
dt = 4xdx

]
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln |2x2 + 3| = ln(2x2 + 3),

Jer je 2x2 + 3 > 0, pa je |2x2 + 3| = 2x2 + 3. Opxte rexeǌe date linearne jednaqine je

y = e− ln(2x2+3)

(
c+

∫
3 · eln(2x

2+3)dx

)
=

1

2x2 + 3

(
c+

∫
3(2x2 + 3)dx

)
=

1

2x2 + 3

(
c+ 2x3 + 9x

)
, c ∈ R.

Jox ostaje da na�emo partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y(0) = 1. To
rexavamo ubacivaǌem x = 0 i y = 1 u opxte rexeǌe.

3 =
1

2 · 02 + 3

(
c+ 2 · x3 + 9 · 0

)
,

odakle je c = 9, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y =
1

2x2 + 3

(
9 + 2x3 + 9x

)
.

3. Primetimo da se u datoj jednaqini ne pojavǉuje y (ve� samo izvodi y′, y′′ i
promenǉiva x), pa mo�emo uvesti smenu z = y′, odakle je z′ = y′′. Uvo�eǌem smene
dobija se diferencijalna jednaqina koja razdvaja promenǉive.

z′ = 2
√
z sinx

dz

dx
= 2
√
z sinx

dz

2
√
z
= sinxdx∫

dz

2
√
z
=

∫
sinxdx

√
z = − cosx+ c

z = (− cosx+ c)2

z = cos2 x− 2c cosx+ c2.

Ostaje jox da vratimo smenu y′ = z, tj. y =
∫
zdx.

y =

∫
(cos2 x− 2c cosx+ c2)dx

=

∫ (
1 + cos 2x

2
− 2c cosx+ c2

)
dx

=
x

2
+

1

4
sin 2x− 2c sinx+ c2x+ d, c, d ∈ R.

4. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena jedna zelena i jedna bela kuglica. Kako
verovatno�a doga�aja A zavisi od toga iz koje se kutije izvlaqe kuglice, oznaqimo sa
H1, H2, H3 i H4 hipoteze da se kuglica izvuqe iz prve, druge, tre�e odnosno qetvrte
kutije. Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4).
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Ostaje jox da izraqunamo verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli. Kako
nasumice biramo kutiju, to je

P (H1) = P (H2) = P (H3) = P (H4) =
1

4
.

Daǉe, verovatno�a P (A|H2) je verovatno�a da izvuqemo jednu belu i jednu zelenu
kuglicu iz druge kutije, a to je

P (A|H2) =

(
3
1

)(
2
1

)(
5
2

) =
3 · 2
5·4
2·1

=
3

5
.

Sliqno,

P (A|H3) =

(
4
1

)(
1
1

)(
6
2

) =
4 · 1
6·5
2

=
4

15
.

Kako je iz prve i qetvrte kutije nemogu�e izvu�i jednu belu i jednu zelenu kuglicu
(jer u prvoj kutiji nema zelenih, a u qetvrtoj nema belih), to je

P (A|H1) = P (A|H4) = 0.

Konaqno,

P (A) =
1

4
· 0 + 1

4
· 3
5
+

1

4
· 4
15

+
1

4
· 0 =

13

60
.

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 − 1

4
a+

1

4
+ a+

1

2
= 1

a2 +
3

4
a− 1

4
= 0

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = −1 ili a = 1
4 , ali kako verovatno�e

moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to jedino mo�e biti a = 1
4 , pa naxa funkcija

raspodele izgleda ovako:

X :

(
1 3 5 6
0 1

4
1
4

1
2

)
.

b)

E(X) = 1 · 0 + 3 · 1
4
+ 5 · 1

4
+ 7 · 1

2
=

11

2
.

v) Primetimo da X − 1 ima raspodelu

X − 1 :

(
0 2 4 6
0 1

4
1
4

1
2

)
,

pa je

E(X − 1) = 0 · 0 + 2 · 1
4
+ 4 · 1

4
+ 6 · 1

2
=

9

2
.

Mogli smo primeniti i formulu

E(X − 1) = E(X)− E(1) = E(X)− 1 =
11

2
− 1 =

9

2
.
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REXEǋA JANUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 20.01.2020.
Grupa 1

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n2e−n.

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = x− 2arctgx−1x+1 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
π
4∫
0

sin x cos x
2 sin2 x−5 cos2 x

dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′ = xe
y
x + y.

5. (8 p) U izmixǉenom gradu Mordor u toku dana mo�e biti kixovito ili sunqano
vreme. Ako je dan sunqan, verovatno�a da �e slede�eg dana padati kixa je 0, 2, a ako
je dan kixovit, verovatno�a da �e slede�eg dana biti sunqano je 0, 4. Ako je u petak
padala kixa, odrediti verovatno�u da �e u nedeǉu biti sunqano vreme.
6. a) (5 p) Dati definiciju asimptota funkcije i kako se nalaze.

b) (5 p) Na�i kose asimptote funkcije y = x− 2arctgx−1x+1 .
7. (10 p) Matematiqko oqekivaǌe diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive i os-
obine.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = n2e−n = n2

en . Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n2

en
= lim
n→∞

n
√
n2

e
=

1

e
< 1,

to dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞). Prvi izvod funkcije je

y′ = 1−2·
x+1−(x−1)

(x+1)2

1 +
(
x−1
x+1

)2 = 1−2· 2

x2 + 2x+ 1 + x2 − 2x+ 1
= 1− 2

x2 + 1
=
x2 − 1

x2 + 1
=

(x− 1)(x+ 1)

x2 + 1
.

Kako je x2 + 1 > 0 za svako x ∈ R, to znak prvog izvoda zavisi samo od (x− 1)(x+ 1),

x − 1

x + 1

y′

−1 1

− + +

− − +

+ − +

pa zakǉuqujemo da je y′ < 0 za x ∈ (−1, 1), y′ > 0 za x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) i y′ = 0 za
x = 1. Dakle, y opada na (−1, 1), raste na (−∞,−1)∪(1,+∞) i dosti�e lokalni minimum
u x = 1.
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3. ∫ π
4

0

sinx cosx

2 sin2 x− 5 cos2 x
dx =

∫ π
4

0

sinx cosx

2− 2 cos2 x− 5 cos2 x
dx

=

∫ π
4

0

sinx cosx

2− 7 cos2 x
dx

=


t = cosx

dt = − sinxdx
sinxdx = (−1)dt
x = 0 −→ t = 1

x = π
4 −→ t =

√
2
2


= −

∫ √
2

2

1

t

2− 7t2
dt

=

∫ 1

√
2

2

t

2− 7t2
dt

=


p = 2− 7t2

dp = −14tdt
tdt = − 1

14dp

t =
√
2
2 −→ p = − 3

2
t = 1 −→ p = −5


= − 1

14

∫ −5
− 3

2

dp

p

= − 1

14
ln |p|

∣∣∣∣−5
− 3

2

= − 1

14
ln 5 +

1

14
ln

3

2

= − 1

14
ln

10

3

4. Data jednaqina xy′ = xe
y
x + y je homogena diferencijalna jednaqina prvog reda.

Podelimo je sa x. Dobijamo
y′ = e

y
x +

y

x
,

pa mo�emo uvesti smenu z = y
x , y = zx, y′ = z + z′x nakon koje data jednaqina postaje

jednaqina koja razdvaja promenǉive.

z + z′x = ez + z

z′x = ez

e−zz′ =
1

x

e−z
dz

dx
=

1

x

e−zdz =
1

x
dx∫

e−zdz =

∫
1

x
dx

−e−z = ln |x|+ c

Kada vratimo smenu, dobijamo da je opxte rexeǌe date jednaqine

−e−
y
x = ln |x|+ c, c ∈ R.
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5. Oznaqimo sa A doga�aj da je u nedeǉu sunqano vreme. Neka su H1 i H2 hipoteze da je
u subotu bilo sunqano odnosno da je padala kixa. Tada je tra�ena verovatno�a P (A) =
P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2). Potrebno je jox da odredimo ove qetiri verovatno�e.
Kako je u petak padala kixa, to je

P (H1) = 0, 4, P (H2) = 0, 6.

Sliqno, imamo i da je
P (A|H1) = 0, 8, P (A|H2) = 0, 4.

Konaqno, tra�ena verovatno�a je

P (A) = 0, 4 · 0, 8 + 0, 6 · 0, 4 = 0, 56.

6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞). Kose asimptote tra�imo pomo�u
formula

k = lim
x→∞

f(x)

x

= lim
x→∞

x− 2arctgx−1x+1

x

= lim
x→∞

(
1− 2 ·

arctgx−1x+1

x

)

= lim
x→∞

(
1− 2 · arctg1

x

)
= lim
x→∞

(
1− 2 ·

π
4

x

)
= 1− 0

= 1

n = lim
x→∞

(f(x)− kx)

= lim
x→∞

(
x− 2arctg

x− 1

x+ 1
− x
)

= lim
x→∞

(−2arctg1)

= −2 · π
4

= −π
2

Tra�ena kosa asimptota je prava y = kx+ n = x− π
2 .

7. Videti u u
beniku.
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Grupa 2

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(n+1)22n

n·5n+2 .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = x− 4arctgx−2x+2 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
π
4∫
0

sin x cos x
sin2 x−3 cos2 x

dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = 3x2

2y+sin y .
5. (8 p) U izmixǉenom gradu Mordor u toku dana mo�e biti kixovito ili sunqano
vreme. Ako je dan sunqan, verovatno�a da �e slede�eg dana padati kixa je 0, 3, a ako
je dan kixovit, verovatno�a da �e slede�eg dana biti sunqano je 0, 5. Ako je u subotu
padala kixa, odrediti verovatno�u da �e u ponedeǉak biti sunqano vreme.
6. a) (5 p) Dati definiciju asimptota funkcije i kako se nalaze.

b) (5 p) Na�i kose asimptote funkcije y = x− 4arctgx−2x+2 .
7. (10 p) Matematiqko oqekivaǌe diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive i os-
obine.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = (n+1)22n

n·5n+2 . Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
(n+ 1)22n

n · 5n+2
= lim
n→∞

n
√
n+ 1 · 22

n
√
n · 5 · n

√
52

=
4

5
< 1,

to dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞,−2) ∪ (−2,+∞). Prvi izvod funkcije je

y′ = 1−4·
x+2−(x−2)

(x+2)2

1 +
(
x−2
x+2

)2 = 1−4· 4

x2 + 4x+ 4 + x2 − 4x+ 4
= 1− 8

x2 + 4
=
x2 − 4

x2 + 4
=

(x− 2)(x+ 2)

x2 + 4
.

Kako je x2 + 4 > 0 za svako x ∈ R, to znak prvog izvoda zavisi samo od (x− 2)(x+ 2),

x − 2

x + 2

y′

−2 2

− + +

− − +

+ − +

pa zakǉuqujemo da je y′ < 0 za x ∈ (−2, 2), y′ > 0 za x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞) i y′ = 0 za
x = 2. Dakle, y opada na (−2, 2), raste na (−∞,−2)∪(2,+∞) i dosti�e lokalni minimum
u x = 2.
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3. ∫ π
4

0

sinx cosx

sin2 x− 3 cos2 x
dx =

∫ π
4

0

sinx cosx

1− cos2 x− 3 cos2 x
dx

=

∫ π
4

0

sinx cosx

1− 4 cos2 x
dx

=


t = cosx

dt = − sinxdx
sinxdx = (−1)dt
x = 0 −→ t = 1

x = π
4 −→ t =

√
2
2


= −

∫ √
2

2

1

t

1− 4t2
dt

=

∫ 1

√
2

2

t

1− 4t2
dt

=


p = 1− 4t2

dp = −8tdt
tdt = − 1

8dp

t =
√
2
2 −→ p = −1

t = 1 −→ p = −3


= −1

8

∫ −3
−1

dp

p

= −1

8
ln |p|

∣∣∣∣−3
−1

= −1

8
ln 3 +

1

8
ln 1

= −1

8
ln 3

4. Data jednaqina y′ = 3x2

2y+sin y je diferencijalna jednaqina prvog reda koja razdvaja
promenǉive.

y′ =
3x2

2y + sin y

(2y + sin y)
dy

dx
= 3x2

(2y + sin y)dy = 3x2dx∫
(2y + sin y)dy =

∫
3x2dx

y2 − cos y = x3 + c, c ∈ R.

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je u ponedeǉak sunqano vreme. Neka su H1 i H2 hipoteze
da je u nedeǉu bilo sunqano odnosno da je padala kixa. Tada je tra�ena verovatno�a
P (A) = P (H1)P (A|H1)+P (H2)P (A|H2). Potrebno je jox da odredimo ove qetiri verovatno�e.
Kako je u subotu padala kixa, to je

P (H1) = 0, 5, P (H2) = 0, 5.

Sliqno, imamo i da je
P (A|H1) = 0, 7, P (A|H2) = 0, 5.
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Konaqno, tra�ena verovatno�a je

P (A) = 0, 5 · 0, 7 + 0, 5 · 0, 5 = 0, 6.

6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = (−∞,−2) ∪ (−2,+∞). Kose asimptote tra�imo pomo�u
formula

k = lim
x→∞

f(x)

x

= lim
x→∞

x− 4arctgx−2x+2

x

= lim
x→∞

(
1− 4 ·

arctgx−2x+2

x

)

= lim
x→∞

(
1− 4 · arctg1

x

)
= lim
x→∞

(
1− 4 ·

π
4

x

)
= 1− 0

= 1

n = lim
x→∞

(f(x)− kx)

= lim
x→∞

(
x− 4arctg

x− 2

x+ 2
− x
)

= lim
x→∞

(−4arctg1)

= −4 · π
4

= −π

Tra�ena kosa asimptota je prava y = kx+ n = x− π.
7. Videti u u
beniku.
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Grupa 3

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

23n+1

3n·4n .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije y = x− 6arctgx−3x+3 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
π
4∫
0

3 sin x cos x
sin2 x−2 cos2 x

dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y(x2 − 1)y′ = −x(y2 − 1).
5. (8 p) U izmixǉenom gradu Mordor u toku dana mo�e biti kixovito ili sunqano
vreme. Ako je dan sunqan, verovatno�a da �e slede�eg dana padati kixa je 0, 4, a ako
je dan kixovit, verovatno�a da �e slede�eg dana biti sunqano je 0, 6. Ako je u nedeǉu
padala kixa, odrediti verovatno�u da �e u utorak biti sunqano vreme.
6. a) (5 p) Dati definiciju asimptota funkcije i kako se nalaze.

b) (5 p) Na�i kose asimptote funkcije y = x− 6arctgx−3x+3 .
7. (10 p) Matematiqko oqekivaǌe diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive i os-
obine.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = 23n+1

3n·4n . Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
23n+1

3n · 4n
= lim
n→∞

23 · n
√
2

n
√
3n · 4

=
8

4
= 2 > 1,

to dati red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞,−3) ∪ (−3,+∞). Prvi izvod funkcije je

y′ = 1−6·
x+3−(x−3)

(x+3)2

1 +
(
x−3
x+3

)2 = 1−6· 6

x2 + 6x+ 9 + x2 − 6x+ 9
= 1− 18

x2 + 9
=
x2 − 9

x2 + 9
=

(x− 3)(x+ 3)

x2 + 9
.

Kako je x2 + 9 > 0 za svako x ∈ R, to znak prvog izvoda zavisi samo od (x− 3)(x+ 3),

x − 3

x + 3

y′

−3 3

− + +

− − +

+ − +

pa zakǉuqujemo da je y′ < 0 za x ∈ (−3, 3), y′ > 0 za x ∈ (−∞,−3) ∪ (3,+∞) i y′ = 0 za
x = 3. Dakle, y opada na (−3, 3), raste na (−∞,−3)∪(3,+∞) i dosti�e lokalni minimum
u x = 3.
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3. ∫ π
4

0

3 sinx cosx

sin2 x− 2 cos2 x
dx =

∫ π
4

0

3 sinx cosx

1− cos2 x− 2 cos2 x
dx

=

∫ π
4

0

3 sinx cosx

1− 3 cos2 x
dx

=


t = cosx

dt = − sinxdx
sinxdx = (−1)dt
x = 0 −→ t = 1

x = π
4 −→ t =

√
2
2


= −

∫ √
2

2

1

3t

1− 3t2
dt

=

∫ 1

√
2

2

3t

1− 3t2
dt

=


p = 1− 3t2

dp = −6tdt
tdt = − 1

6dp

t =
√
2
2 −→ p = − 1

2
t = 1 −→ p = −2


= −1

6

∫ −2
− 1

2

3dp

p

= −1

2
ln |p|

∣∣∣∣−2
− 1

2

= −1

2
ln 2 +

1

2
ln

1

2

= −1

2
ln 4

= − ln 2

4. Data jednaqina y(x2 − 1)y′ = −x(y2 − 1) je diferencijalna jednaqina prvog reda koja
razdvaja promenǉive.

y(x2 − 1)y′ = −x(y2 − 1)

y

y2 − 1

dy

dx
=
−x

x2 − 1
y

y2 − 1
dy =

−x
x2 − 1

dx∫
y

y2 − 1
dy =

∫
−x

x2 − 1
dx∫

2y

y2 − 1
dy =

∫
−2x
x2 − 1

dx

ln |y2 − 1| = − ln |x2 − 1|+ c, c ∈ R

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je u utorak sunqano vreme. Neka su H1 i H2 hipoteze da
je u ponedeǉak bilo sunqano odnosno da je padala kixa. Tada je tra�ena verovatno�a
P (A) = P (H1)P (A|H1)+P (H2)P (A|H2). Potrebno je jox da odredimo ove qetiri verovatno�e.
Kako je u nedeǉu padala kixa, to je

P (H1) = 0, 6, P (H2) = 0, 4.
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Sliqno, imamo i da je
P (A|H1) = 0, 6, P (A|H2) = 0, 6.

Konaqno, tra�ena verovatno�a je

P (A) = 0, 6 · 0, 6 + 0, 4 · 0, 6 = 0, 6.

6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = (−∞,−3) ∪ (−3,+∞). Kose asimptote tra�imo pomo�u
formula

k = lim
x→∞

f(x)

x

= lim
x→∞

x− 6arctgx−3x+3

x

= lim
x→∞

(
1− 6 ·

arctgx−3x+3

x

)

= lim
x→∞

(
1− 6 · arctg1

x

)
= lim
x→∞

(
1− 6 ·

π
4

x

)
= 1− 0

= 1

n = lim
x→∞

(f(x)− kx)

= lim
x→∞

(
x− 6arctg

x− 3

x+ 3
− x
)

= lim
x→∞

(−6arctg1)

= −6 · π
4

= −3π

2

Tra�ena kosa asimptota je prava y = kx+ n = x− 3π
2 .

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA FEBRUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 05.02.2020.
Grupa 1

1. (8 p) Izraqunati lim
x→∞

(
e2x + x

) 1
x .

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = x · arctg(3
√
x).

3. (8 p) Izraqunati
∫
(x2 − 3x+ 2)e−xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 6y′ + 5y = 17ex sinx.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte se izvlaqe dve karte odjednom. Ako je X sluqajna
veliqina koja predstavǉa broj izvuqenih crvenih karata, odrediti raspodelu od X,
E(X) i D(X).
6. a) (5 p) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova?

b) (5 p) Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n−2
n

)n2

.

7. (10 p) Disperzija diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive, definicija i
primeri.

REXEǋA

1.

lim
x→∞

(e2x + x)
1
x = lim

x→∞
eln(e

2x+x)
1
x

= e
lim
x→∞

ln(e2x+x)
x

L.P.
=
∞
∞

e
lim
x→∞

2e2x+1

e2x+x
1

= e
lim
x→∞

2e2x+1

e2x+x

= e
lim
x→∞

2+ 1
e2x

1+ x
e2x

= e2

2. Domen funkcije je D = [0,+∞). Izraqunajmo prvi i drugi izvod date funkcije.

f ′(x) = arctg(3
√
x) + x ·

3
2
√
x

1 + 9x
= arctg(3

√
x) +

3
√
x

2 + 18x
,

f ′′(x) =

3
2
√
x

1 + 9x
+

3
2
√
x
· (2 + 18x)− 18 · 3

√
x

(2 + 18x)2
· 2
√
x

2
√
x

=
3√

x(2 + 18x)
+

6 + 54x− 108x

2
√
x(2 + 18x)2

=
3 · 2(2 + 18x) + 6− 54x

8
√
x(1 + 9x)2

=
18 + 54x

8
√
x(1 + 9x)2

=
9 · (1 + 3x)

4
√
x(1 + 9x)2

.

Kako je 9
4
√
x(1+9x)2

> 0 za svako x ∈ [0,+∞), to znak drugog izvoda zavisi samo od izraza
(1 + 3x).
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1 + 3x

f ′′(x)

− 1
3 0

− + +

///////// ///////// +

Kako je D = [0,+∞), to je drugi izvod pozitivan na celom domenu, tj.

f ′′(x) > 0 za x ∈ [0,+∞),

pa zakǉuqujemo da je funkcija konveksna na domenu i nema prevojnih taqaka.

3. ∫
(x2 − 3x+ 2)e−xdx =

[
u = x2 − 3x+ 2 dv = e−xdx
du = (2x− 3)dx v = −e−x

]
= −(x2 − 3x+ 2)e−x +

∫
(2x− 3)e−xdx

=

[
u = 2x− 3 dv = e−xdx
du = 2dx v = −e−x

]
= −(x2 − 3x+ 2)e−x − (2x− 3)e−x + 2

∫
e−xdx

= −(x2 − 3x+ 2)e−x − (2x− 3)e−x − 2e−x + c

= −(x2 − x+ 1)e−x + c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 6y′ + 5y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 6λ+ 5 = 0 su λ1 = 1, λ2 = 5, pa je yh = c1e

x + c2e
5x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = ex(A cosx + B sinx). Izraqunajmo prvi i drugi
izvod partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = ex((A+B) cosx+ (B −A) sinx),

y′′p = ex(−2A sinx+ 2B cosx),

pa je

ex(−2A sinx+ 2B cosx)

− 6ex((A+B) cosx+ (B −A) sinx)
+ 5ex(A cosx+B sinx) = 17e2x sinx

((−A− 4B) cosx+ (4A−B) sinx)ex = 17ex sinx

odnosno nakon sre�ivaǌa

(−A− 4B) cosx+ (4A−B) sinx = 17 sinx

pa kada izjednaqimo koeficijente uz sinx i cosx sa leve i desne strane dobijemo sistem
jednaqina

−A− 4B = 0

4A−B = 17

qije je rexeǌe A = 4, B = −1. Dobijamo da je partikularno rexeǌe je

yp = ex (4 cosx− sinx) .
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Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

5x + ex (4 cosx− sinx) , c1, c2 ∈ R.

5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2}. Kako je

P{X = 0} =
(
26
2

)(
52
2

) =
26·25
2·1

52·51
2·1

=
25

102

P{X = 1} =
(
26
1

)
·
(
26
1

)(
52
2

) =
26 · 26
52·51
2·1

=
26

51

P{X = 2} =
(
26
2

)(
52
2

) =
26·25
2·1

52·51
2·1

=
25

102

to X ima raspodelu

X :

(
0 1 2
26
51

26
51

25
102

)
,

a X2 ima raspodelu

X :

(
0 1 4
26
51

26
51

25
102

)
,

pa je

E(X) = 0 · 25
102

+ 1 · 26
51

+ 2 · 25
102

= 1,

E(X2) = 0 · 25
102

+ 1 · 26
51

+ 4 · 25
102

=
76

51
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 =
76

51
− 12 =

25

51
.

6. a) Videti u u
beniku.

b) Oznaqimo an =
(
n−2
n

)n2

. Tada je

r = lim
n→∞

n
√
an

= lim
n→∞

n

√(
n− 2

n

)n2

= lim
n→∞

(
n− 2

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

−n2

)(−n2 )·(− 2
n )·n

= lim
n→∞

e
−2n
n

= e−2

=
1

e2
< 1,

pa dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.
7. Videti u u
beniku.
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Grupa 2

1. (8 p) Izraqunati lim
x→∞

(
e3x + x

) 1
x .

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = x · arctg(2
√
x).

3. (8 p) Izraqunati
∫
(2x2 + 1)e−xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + 2y′ − 8y = 25xex.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte se izvlaqe dve karte odjednom. Ako je X sluqajna
veliqina koja predstavǉa broj izvuqenih herqeva, odrediti raspodelu od X, E(X) i
D(X).
6. a) (5 p) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova?

b) (5 p) Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n−2
n

)n2

.

7. (10 p) Disperzija diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive, definicija i
primeri.

REXEǋA

1.

lim
x→∞

(e3x + x)
1
x = lim

x→∞
eln(e

3x+x)
1
x

= e
lim
x→∞

ln(e3x+x)
x

L.P.
=
∞
∞

e
lim
x→∞

3e3x+1

e3x+x
1

= e
lim
x→∞

3e3x+1

e3x+x

= e
lim
x→∞

3+ 1
e3x

1+ x
e3x

= e3

2. Domen funkcije je D = [0,+∞). Izraqunajmo prvi i drugi izvod date funkcije.

f ′(x) = arctg(2
√
x) + x ·

2
2
√
x

1 + 4x
= arctg(2

√
x) +

√
x

1 + 4x
,

f ′′(x) =

2
2
√
x

1 + 4x
+

1
2
√
x
· (1 + 4x)− 4 ·

√
x

(1 + 4x)2
· 2
√
x

2
√
x

=
1√

x(1 + 4x)
+

1 + 4x− 8x

2
√
x(1 + 4x)2

=
2 + 8x+ 1− 4x

2
√
x(1 + 4x)2

=
3 + 4x

2
√
x(1 + 4x)2

.

Kako je 1
2
√
x(1+4x)2

> 0 za svako x ∈ [0,+∞), to znak drugog izvoda zavisi samo od izraza
(3 + 4x).
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3 + 4x

f ′′(x)

− 3
4 0

− + +

///////// ///////// +

Kako je D = [0,+∞), to je drugi izvod pozitivan na celom domenu, tj.

f ′′(x) > 0 za x ∈ [0,+∞),

pa zakǉuqujemo da je funkcija konveksna na domenu i nema prevojnih taqaka.

3. ∫
(2x2 + 1)e−xdx =

[
u = 2x2 + 1 dv = e−xdx
du = 4xdx v = −e−x

]
= −(2x2 + 1)e−x +

∫
4xe−xdx

=

[
u = 4x dv = e−xdx

du = 4dx v = −e−x
]

= −(2x2 + 1)e−x − 4xe−x + 4

∫
e−xdx

= −(2x2 + 1)e−x − 4xe−x − 4e−x + c

= −(2x2 + 4x+ 5)e−x + c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + 2y′ − 8y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + 2λ− 8 = 0 su λ1 = 2, λ2 = −4, pa je yh = c1e

2x + c2e
−4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = ex(Ax + B). Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = ex(Ax+A+B),

y′′p = ex(Ax+ 2A+B),

pa je

ex(Ax+ 2A+B) + 2ex(Ax+A+B)− 8ex(Ax+B) = 25xex

(−5Ax− 4A− 5B)ex = 25x

odnosno nakon sre�ivaǌa
−5Ax− 4A− 5B = 25x

pa kada izjednaqimo koeficijente uz x i 1 sa leve i desne strane dobijemo sistem
jednaqina

−5A = 25

−4A− 5B = 0

qije je rexeǌe A = −5, B = 4. Dobijamo da je partikularno rexeǌe je

yp = ex (−5x+ 4) .

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

5x + ex (−5x+ 4) , c1, c2 ∈ R.
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5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2}. Kako je

P{X = 0} =
(
39
2

)(
52
2

) =
39·38
2·1

52·51
2·1

=
19

34

P{X = 1} =
(
39
1

)
·
(
13
1

)(
52
2

) =
39 · 13
52·51
2·1

=
13

34

P{X = 2} =
(
13
2

)(
52
2

) =
13·12
2·1

52·51
2·1

=
1

17

to X ima raspodelu

X :

(
0 1 2
19
34

13
34

1
17

)
,

a X2 ima raspodelu

X :

(
0 1 4
19
34

13
34

1
17

)
,

pa je

E(X) = 0 · 19
34

+ 1 · 13
34

+ 2 · 1
17

=
1

2
,

E(X2) = 0 · 19
34

+ 1 · 13
34

+ 4 · 1
17

=
21

34
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 =
21

34
− 1

4
=

25

68
.

6. a) Videti u u
beniku.

b) Oznaqimo an =
(
n−2
n

)n2

. Tada je

r = lim
n→∞

n
√
an

= lim
n→∞

n

√(
n− 2

n

)n2

= lim
n→∞

(
n− 2

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

−n2

)(−n2 )·(− 2
n )·n

= lim
n→∞

e
−2n
n

= e−2

=
1

e2
< 1,

pa dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.
7. Videti u u
beniku.
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Grupa 3

1. (8 p) Izraqunati lim
x→∞

(
e4x + x

) 1
x .

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = x · arctg(
√
x).

3. (8 p) Izraqunati
∫
(x2 + x+ 1)e−xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + 2y′ − 3y = 9x+ 3.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte se izvlaqe dve karte odjednom. Ako je X sluqajna
veliqina koja predstavǉa broj izvuqenih kraǉeva, odrediti raspodelu od X, E(X) i
D(X).
6. a) (5 p) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova?

b) (5 p) Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n−2
n

)n2

.

7. (10 p) Disperzija diskretne i neprekidne sluqajne promenǉive, definicija i
primeri.

REXEǋA

1.

lim
x→∞

(e4x + x)
1
x = lim

x→∞
eln(e

4x+x)
1
x

= e
lim
x→∞

ln(e4x+x)
x

L.P.
=
∞
∞

e
lim
x→∞

4e4x+1

e4x+x
1

= e
lim
x→∞

4e4x+1

e4x+x

= e
lim
x→∞

4+ 1
e4x

1+ x
e4x

= e4

2. Domen funkcije je D = [0,+∞). Izraqunajmo prvi i drugi izvod date funkcije.

f ′(x) = arctg(
√
x) + x ·

1
2
√
x

1 + x
= arctg(

√
x) +

√
x

2(1 + x)
,

f ′′(x) =

1
2
√
x

1 + x
+

1
2
√
x
· 2(1 + x)− 2 ·

√
x

4(1 + x)2
· 2
√
x

2
√
x

=
1

2
√
x(1 + x)

+
2 + 2x− 4x

8
√
x(1 + x)2

=
4 + 4x+ 2− 2x

8
√
x(1 + x)2

=
3 + x

4
√
x(1 + x)2

.

Kako je 1
4
√
x(1+x)2

> 0 za svako x ∈ [0,+∞), to znak drugog izvoda zavisi samo od izraza
(3 + x).
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3 + x

f ′′(x)

−3 0

− + +

///////// ///////// +

Kako je D = [0,+∞), to je drugi izvod pozitivan na celom domenu, tj.

f ′′(x) > 0 za x ∈ [0,+∞),

pa zakǉuqujemo da je funkcija konveksna na domenu i nema prevojnih taqaka.

3. ∫
(x2 + x+ 1)e−xdx =

[
u = x2 + x+ 1 dv = e−xdx
du = (2x+ 1)dx v = −e−x

]
= −(x2 + x+ 1)e−x +

∫
(2x+ 1)e−xdx

=

[
u = 2x+ 1 dv = e−xdx
du = 2dx v = −e−x

]
= −(x2 + x+ 1)e−x − (2x+ 1)e−x + 2

∫
e−xdx

= −(x2 + x+ 1)e−x − (2x+ 1)e−x − 2e−x + c

= −(x2 + 3x+ 4)e−x + c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + 2y′ − 3y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + 2λ− 3 = 0 su λ1 = 1, λ2 = −3, pa je yh = c1e

x + c2e
−3x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Ax2 + Bx + C. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2Ax+B,

y′′p = 2A,

pa je

2A+ 2(2Ax+B)− 3(Ax2 +Bx+ C) = 27x2 + 9x+ 3

−3Ax2 + (4A− 3B)x+ 2A+ 2B − 3C = 27x2 + 9x+ 3

pa kada izjednaqimo koeficijente uz x2, x i 1 sa leve i desne strane dobijemo sistem
jednaqina

−3A = 27

4A− 3B = 9

2A+ 2B − 3C = 3

qije je rexeǌe A = −9, B = −15, C = −17. Dobijamo da je partikularno rexeǌe je

yp = −9x2 − 15x− 17.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

5x − 9x2 − 15x− 17, c1, c2 ∈ R.
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5. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2}. Kako je

P{X = 0} =
(
48
2

)(
52
2

) =
48·47
2·1

52·51
2·1

=
188

221

P{X = 1} =
(
48
1

)
·
(
4
1

)(
52
2

) =
48 · 4
52·51
2·1

=
32

221

P{X = 2} =
(
4
2

)(
52
2

) =
4·3
2·1

52·51
2·1

=
1

221

to X ima raspodelu

X :

(
0 1 2
188
221

32
221

1
221

)
,

a X2 ima raspodelu

X :

(
0 1 4
188
221

32
221

1
221

)
,

pa je

E(X) = 0 · 188
221

+ 1 · 32
221

+ 2 · 1

221
=

2

13
,

E(X2) = 0 · 188
221

+ 1 · 32
221

+ 4 · 1

221
=

36

221
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 =
36

221
− 4

169
=

400

2873
.

6. a) Videti u u
beniku.

b) Oznaqimo an =
(
n−2
n

)n2

. Tada je

r = lim
n→∞

n
√
an

= lim
n→∞

n

√(
n− 2

n

)n2

= lim
n→∞

(
n− 2

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

−n2

)(−n2 )·(− 2
n )·n

= lim
n→∞

e
−2n
n

= e−2

=
1

e2
< 1,

pa dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JUNSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 28.06.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

( 2
3 )
n

(n+1)! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremume funkcije y = ex
3−9x2+24x+1.

3. (8 p) Izraqunati
∫

sin 2x
1+cos2 xdx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 6y′ + 8y = 4xe2x, sa
poqetnim uslovima y(0) = 0, y(1) = 0.
5. (8 p) Na stolu su tri kutije. U prvoj kutiji su 4 bele i 2 crne kuglice, u drugoj 3
bele i 3 crne, a u tre�oj 2 bele i 4 crne kuglice. Baca se kockica da bi se odabrala
kutija. Ukoliko padne broj 1 bira se prva kutija, ukoliko padne neki od brojeva 2 ili
3 bira se druga kutija, a ukoliko padne neki od preostalih brojeva, bira se tre�a
kutija. Iz izabrane kutije se izvlaqi jedna kuglica.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da je izvuqena bela kuglica.
(4 p) b) Ako se zna da je izvuqena bela kuglica, odrediti verovatno�u da je iz tre�e

kutije.
6. (5 p) a) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.

(5 p) b) Ispitati konveksnost funkcije y = 1√
x2+1

.
7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijen-
tima.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an =
( 2

3 )
n

(n+1)! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

( 2
3 )
n+1

(n+2)!

( 2
3 )
n

(n+1)!

=

( 2
3 )
n· 23

(n+2)·(n+1)!

( 2
3 )
n

(n+1)!

= lim
n→∞

2
3

n+ 2
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen funkcije je D = R. Izraqunajmo prvi izvod date funkcije

f ′(x) = ex
3−9x2+24x+1 · (x3 − 9x2 + 24x+ 1)′ = 3(x2 − 6x+ 8)ex

3−9x2+24x+1.

Kako je ex
3−9x2+24x+1 pozitivno, znak nam zavisi samo od x2−6x+8. Kako je x2−6x+8 =

(x− 2)(x− 4), imamo da je f ′(x) = 0 za x = 2 i x = 3 pa su to potencijalni ekstremumi.
Daǉe, vidimo da je f ′(x) > 0 za x ∈ (−∞, 2) ∪ (4,+∞) i f ′(x) < 0 za x ∈ (2, 4), pa konaqno
zakǉuqujemo da funkcija raste na (−∞, 2) ∪ (4,+∞), opada na (2, 4), x = 2 je lokalni
maksimum i x = 4 je lokalni minimum.
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3. ∫
sin 2x

1 + cos2 x
dx =

∫
2 sinx cosx

1 + cos2 x
dx

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
=

∫
−2tdt
1 + t2

=

[
p = 1 + t2

dp = 2tdt

]
=

∫
−1
p

dp

= − ln |p|+ c

= − ln(1 + t2) + c

= − ln(1 + cos2 x) + c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 6y′ + 8y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 6λ+ 8 = 0 su λ1 = 2, λ2 = 4, pa je yh = c1e

2x + c2e
4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = x(Ax + B)e2x = (Ax2 + Bx)e2x. Izraqunajmo prvi
i drugi izvod partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = e2x(2Ax2 + (2A+ 2B)x+B), y′′p = e2x(4Ax2 + (8A+ 4B)x+ 2A+ 4B)

pa je

e2x(4Ax2 + (8A+ 4B)x+ 2A+ 4B)− 6e2x(2Ax2 + (2A+ 2B)x+B) + 8e2x(Ax2 +Bx) = 4xe2x

odnosno nakon sre�ivaǌa
−4Ax+ 2A− 2B = 4e2x,

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz 1 i x dobijamo sistem dve jednaqine sa dve
nepoznate.

−4A = 4

2A− 2B = 0

Rexeǌe ovog sistema je A = −1, B = −1, pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = e2x(−x2 − x).
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
2x + c2e

4x + 8x2 − e2x(x2 + x), c1, c2 ∈ R.

Ostaje jox da na�emo partikularno rexeǌe. Ubacivaǌem uslova y(0) = 0 i y(1) = 1 u
opxte rexeǌe dobijamo jednaqine

0 = c1 + c2,

0 = c1e
2 + c2e

4 − 2e2,

odakle konaqno dobijamo da je c1 = 2
1+e2 i c2 = −2

1+e2 , pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y =
2

1 + e2
e2x +

−2
1 + e2

e4x + 8x2 − e2x(x2 + x).

5. Oznaqimo sa H1, H2 i H3 hipoteze da je odabrana prva, druga odnosno tre�a kutija

35



i neka je doga�aj A doga�aj da je izvuqena bela kuglica.
(a) �elimo da odredimo P (A). Na osnovu formule potpune verovatno�e imamo da je

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + P (H3) · P (A|H3),

pa odredimo ovih xest verovatno�a.

P (H1) =
1

6
, P (H2) =

2

6
=

1

3
, P (H3) =

3

6
=

1

2
,

P (A|H1) =
2

6
=

1

3
, P (A|H2) =

3

6
=

1

2
, P (A|H3) =

4

6
=

2

3
,

pa dobijamo

P (A) =
1

6
· 1
3
+

1

3
· 1
2
+

1

2
· 2
3
=

5

9
.

(b) �elimo da odredimo verovatno�u P (H3|A) koju raqunamo po formuli

P (H3|A) =
P (AH3)

P (A)
=
P (H3) · P (A|H3)

P (A)
=

1
2 ·

2
3

5
9

=
3

5
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je D = R. Odredimo ǌen prvi i drugi izvod.

f ′(x) =
(
(x2 + 1)−

1
2

)′
= −1

2
· (1 + x2)−

3
2 · 2x

=
−x

(x2 + 1)
3
2

,

f ′′(x) =

(
−x

(x2 + 1)
3
2

)′
=
−(x2 + 1)

3
2 + x · 32 · (x

2 + 1)
1
2 · 2x

(x2 + 1)3
· (x

2 + 1)
1
2

(x2 + 1)
1
2

=
−(x2 + 1) + 3x2

(x2 + 1)
5
2

=
2x2 − 1

(x2 + 1)
5
2

Vidimo da je f ′′(x) = 0 za x = 1√
2
ili x = − 1√

2
pa su to potencijalne prevojne taqke.

Kako je (x2+1)
5
2 > 0 za svako x ∈ R, to znak drugog izvoda zavisi samo od 2x2−1. Odatle

zakǉuqujemo da je f ′′(x) > 0 za x ∈
(
−∞,− 1√

2

)
∪
(

1√
2
,+∞

)
, f ′′(x) < 0 za x ∈

(
− 1√

2
, 1√

2

)
, pa

konaqno dobijamo da je f konveksna na
(
−∞,− 1√

2

)
∪
(

1√
2
,+∞

)
, konkavna na

(
− 1√

2
, 1√

2

)
i x = 1√

2
i x = − 1√

2
jesu prevojne taqke.

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JULSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 15.07.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n−1
n+2

)n(n+2)

.

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = x
√

x
x−6 .

3. (8 p) Izraqunati
∫
ln
(
1 + 4

x2

)
dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 4y = 4e−2x.
5. (8 p) Verovatno�a da �e Pera osvojiti medaǉu za svoj teniski klub je 0.5, a
verovatno�a da �e je Mika osvojiti je 0.7. Na�i verovatno�u da �e bar jedna medaǉa
biti osvojena ako se takmiqari bore nezavisno. Ako je medaǉa osvojena, koja je verovatno�a
da ju je osvojio Pera?
6. (5 p) a)

(5 p) b)
7. (10 p)

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an =
(
n−1
n+2

)n(n+2)

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
n− 1

n+ 2

)n(n+2)

= lim
n→∞

(
n− 1

n+ 2

)n+2

= lim
n→∞

(
1− 1 +

n− 1

n+ 2

)n+2

= lim
n→∞

(
1 +
−n− 2 + n− 1

n+ 2

)n+2

= lim
n→∞

(
1 +

−3
n+ 2

)n+2

= lim
n→∞

(
1− 1

n+2
−3

)n+2
−3 ·(−3)

= e−3

=
1

e3
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2. Odredimo najpre domen date funkcije. Da bi x bilo u domenu, mora da va�i x
x−6 > 0

i x− 6 6= 0. Prva nejednakost nam daje uslov da mora biti x ∈ (−∞, 0]∪ [6,+∞), a druga
da je x 6= 6, pa kada napravimo presek ovih uslova, dobijamo da je domen date funkcije
D = (−∞, 0] ∪ (6,+∞). Taqke x = 0 i x = 6 su potencijalne asimptote i primetimo da
mo�e postojati samo levi limes u taqki 0 i desni limes u taqki 6 (jer funkcija nije
definisana desno od 0 i levo od 6). Odredimo ova dva limesa.
Vertikalne asimptote:

lim
x→0−

x

√
x

x− 6
= 0 6=∞,

pa prava x = 0 nije vertikalna asimptota.

lim
x→6+

x

√
x

x− 6
= +∞,
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pa prava x = 6 jeste vertikalna asimptota i to je jedina vertikalna asimptota ove
funkcije.
Horizontalne asimptote:

lim
x→∞

x

√
x

x− 6
= lim
x→∞

x

√
1

1− 6
x

= lim
x→∞

x =∞,

pa nema horizontalnih asimptota.
Kose asimptote:

a = lim
x→∞

x
√

x
x−6

x
= lim
x→∞

√
x

x− 6
= lim
x→∞

√
1

1− 6
x

= 1,

b = lim
x→∞

(
x

√
x

x− 6
− 1 · x

)
= lim
x→∞

(
x
√
x√

x− 6
− x
√
x− 6√
x− 6

)
= lim
x→∞

x(
√
x−
√
x− 6)√

x− 6
·
√
x+
√
x− 6

√
x+
√
x− 6

= lim
x→∞

x(x− (x− 6))√
x− 6(

√
x+
√
x− 6)

= lim
x→∞

6x√
x2 − 6x+ x− 6

·
1
x
1
x

= lim
x→∞

6√
1− 6

x + 1− 6
x

=
6

2
= 3.

Dakle, kosa asimptota date funkcije je prava y = x+ 3.

3.

∫
ln

(
1 +

4

x2

)
dx =

[
u = ln

(
1 + 4

x2

)
dv = dx

du = − 8
x3+4xdx v = x

]
= x ln

(
1 +

4

x2

)
+

∫
8x

x3 + 4x
dx

= x ln

(
1 +

4

x2

)
+ 8

∫
1

x2 + 4
dx
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Odredimo posebno integral funkcije 1
x2+4 .∫

1

x2 + 4
dx =

∫
1

4
((

x
2

)2
+ 1
)dx

=

 t = x
2

dt = 1
2dx

dx = 2dt


=

∫
2

4(t2 + 1)
dx

=
1

2
arctgt+ c1

=
1

2
arctg

x

2
+ c1

Vratimo se sada na poqetni integral.∫
ln

(
1 +

4

x2

)
dx = x ln

(
1 +

4

x2

)
+ 8

∫
1

x2 + 4
dx

= x ln

(
1 +

4

x2

)
+ 8

(
1

2
arctg

x

2
+ c1

)
= x ln

(
1 +

4

x2

)
+ 4arctg

x

2
+ c.

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′− 4y = 0. Nule karakteristiqne jedna-
qine λ2 − 4 = 0 su λ1 = 2, λ2 = −2, pa je yh = c1e

2x + c2e
−2x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Axe−2x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod par-
tikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = Ae−2x−2Axe−2x = (A−2Ax)e−2x, y′′p = −2Ae−2x−2Ae−2x+4Axe−2x = (−4A+4Ax)e−2x

pa je
(−4A+ 4Ax)e−2x − 4Axe−2x = e−2x

odnosno nakon sre�ivaǌa
−4A = 1,

odakle je A = − 1
4 pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je yp = − 1

4xe
2x.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
2x + c2e

−2x − 1

4
xe−2x, c1, c2 ∈ R.

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je Pera osvojio medaǉu, a sa B doga�aj da je Mika osvojio
medaǉu. Dato je da je P (A) = 0, 5 i P (B) = 0, 7. Doga�aj da je bar jedna medaǉa osvojena
je A ∪B i ǌegova verovatno�a je

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) = P (A) + P (B)− P (A)P (B) = 0, 5 + 0, 7− 0, 5 · 0, 7 = 0, 85.

Koristili smo da je P (AB) = P (A)P (B). Ovo generalno ne va�i uvek, ali kako su
doga�aji A ili B me�usobno nezavisni, ova formula �e va�iti.
Ako je medaǉa osvojena, verovatno�a da ju je osvojio Pera je

P (A|(A ∪B)) =
P (A ∩ (A ∪B))

P (A ∪B)
=

P (A)

P (A ∪B)
=

0, 5

0, 85
≈ 0, 588
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Ovde smo koristili da je A ∩ (A ∪ B) = A. Zaista ovo va�i jer doga�aj A ka�e da je
Pera osvojio medaǉu, a A ∪B da je bilo ko osvojio medaǉu, pa poxto tra�imo presek
ova dva doga�aja, mi �elimo da ti doga�aji budu istovremeno ostvareni, tj. treba
da va�i i da je Pera osvojio medaǉu i da je bilo ko osvojio medaǉu, a to je upravo
doga�aj da je Pera osvojio medaǉu, tj. doga�aj A.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b)
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA AVGUSTOVSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 26.08.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n
√
n+3n5

2n6

)n
.

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = ln2 x+ x.
3. (8 p) Izraqunati

∫ 1

0
x ln(x2 + 1)dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 4y = 4e−2x.
5. (8 p) U kutiji A su 9 listi�a numerisanih brojevima od 1 do 9, a u kutiji B
se nalazi 5 listi�a numerisanih brojevima od 1 do 5. Biramo kutiju nasumice i
iz ǌe izvlaqimo jedan listi�. Ako je broj na listi�u paran, izraqunati kolika je
verovatno�a da je listi� izvuqen iz kutije A.
6. (a) (5 p) Dati definiciju diferencijabilnosti funkcije.

(b) (5 p) Izraqunati izvod funkcije y = e2x
2−4x · sinx.

7. (10 p) Linearna homogena diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an =
(

n
√
n+3n5

2n6

)n
. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
n
√
n+ 3n5

2n6

)n
= lim
n→∞

n
√
n+ 3n5

2n6
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = (0,+∞). Prvi izvod date funkcije je

y′ = (ln2 x+ x)′ =
2 lnx

x
+ 1.

Drugi izvod date funkcije je

y′′ =

(
2 lnx

x
+ 1

)′
=

2 · 1x · x− 2 lnx

x2
=

2− 2 lnx

x2
.

Kako je y′′ = 0 za 2 − 2 lnx = 0, tj. za lnx = 1, odakle je x = e, to je ovo potencijalna
prevojna taqka. Tako�e, imamo da je x2 > 0 za svako x ∈ Dy, pa na znak drugog izvoda
utiqe samo 2− 2 lnx i to je

2− 2 lnx > 0, za x ∈ (0, e),

2− 2 lnx < 0, za x ∈ (e,+∞),

odakle je

y′′ > 0, za x ∈ (0, e),

y′′ < 0, za x ∈ (e,+∞),

y′′ = 0, za x = e.

Konaqno, zakǉuqujemo

y je konveksna na(0, e),

y je konkavna na (e,+∞),

x = e je prevojna taqka.
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3. ∫ 1

0

x ln(x2 + 1)dx =

[
u = ln(x2 + 1) dv = xdx
du = 2x

x2+1dx v = 1
2x

2

]
=

1

2
x2 ln(x2 + 1)

∣∣1
0
− 2 · 1

2

∫ 1

0

x3

x2 + 1
dx

=
1

2
· 1 · ln 2− 1

2
· 0 · ln 1−

∫ 1

0

x(x2 + 1− 1)

x2 + 1
dx

=
1

2
ln 2−

∫ 1

0

(
x(x2 + 1)

x2 + 1
− x

x2 + 1

)
dx

=
1

2
ln 2−

∫ 1

0

(
x− x

x2 + 1

)
dx

=
1

2
ln 2− x2

2

∣∣1
0
+

∫ 1

0

x

x2 + 1
dx

=


t = x2 + 1
dt = 2xdx
xdx = 1

2dt
x = 0 −→ t = 1
x = 1 −→ t = 2


=

1

2
ln 2− 1

2
+

∫ 2

1

1
2

t
dt

=
1

2
ln 2− 1

2
+

1

2
ln t
∣∣2
1

=
1

2
ln 2− 1

2
+

1

2
ln 2− 1

2
ln 1

= ln 2− 1

2

4. Odredimo najpre rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 4y = 0. ǋena karakteristiqna
jednaqina je λ2 − 4λ = 0, odakle je λ1 = 2, λ2 = −2, pa je

yh = c1e
2x + c2e

−2x, c1, c2 ∈ R.

Partikularno rexeǌe polazne jednaqine �e biti oblika

yp = Axe−2x.

Prvi i drugi izvod partikularnog rexeǌa su

y′p = Ae−2x− 2Axe−2x = (A− 2Ax)e−2x, y′′p = −2Ae−2x− 2(A− 2Ax)e−2x = (−4A+4Ax)e−2x.

Kada ovo ubacimo u datu jednaqinu dobijamo

(−4A+ 4Ax)e−2x − 4Axe−2x = 4e−2x,

−4A = 4,

pa je A = −1, tj. partikularno rexeǌe je −xe−2x.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
2x + c2e

−2x − xe−2x, c1, c2 ∈ R.
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5. Oznaqimo sa A doga�aj da je broj na izvuqenom listi�u paran. Kako verovatno�a
ovog doga�aja zavisi od toga koju kutiju biramo, oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da
biramo kutiju A, odnosno B. Ono xto se nama tra�i je P (H1|A), pa izraqunajmo najpre
koliko je P (A). Na osnovu formule totalne verovatno�e je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2) + P (A|H2).

Imamo da je

P (H1) = P (H2) =
1

2
,

P (A|H1) =
4

9
,

P (A|H2) =
2

5
,

pa je

P (A) =
1

2
· 4
9
+

1

2
· 2
5
=

19

45
.

Tra�ena verovatno�a je

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

1
2 ·

4
9

19
45

=
10

19
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Prvi izvod funkcije y je

y′ = (e2x
2−4x · sinx)′ = (4x− 4)e2x

2−4x sinx+ e2x
2−4x cosx.

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA DODATNOG ROKA IZ MATEMATIKE 26.09.2020.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

7n

(n+1)!−n! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i odrediti lokalne taqke ekstremuma funkcije y = ln x+1
ln x .

3. (8 p) Izraqunati
3∫
−3

ex

e2x+1dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x2y′ + 2xy = cos2 x.
5. (8 p) Kutija B sadr�i 95 belih i 5 crnih kuglica, a kutija C 90 crnih i 10 be-
lih. Na sluqajan naqin bira se jedna kutija i iz ǌe se izvlaqi jedna kuglica. Ako je
izvuqena kuglica bela, na�i verovatno�u da je izabrana kutija B.
6. (a) (5 p) Kako glasi parcijalna integracija za odre�ene integrale?

(b) (5 p) Pomo�u parcijalne integracije izraqunati slede�i integral
2∫
1
2

ln(2x)dx.

7. (10 p) Oqekivaǌe i disperzija neprekidne sluqajne promenǉive. Definicija i os-
obine.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = 7n

(n+1)!−n! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

7n+1

(n+2)!−(n+1)!

7n

(n+1)!−n!

= lim
n→∞

7·��7n
(n+2)(n+1)!−(n+1)!

��7n
(n+1)n!−n!

= lim
n→∞

7
(n+2−1)(n+1)!

1
(n+1−1)n!

= lim
n→∞

7
(n+1)(n+1)�n!

1
n�n!

= lim
n→∞

7n

n2 + 2n+ 1

= 0

< 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = (0, 1) ∪ (1,+∞) jer mora biti x > 0 da bi lnx bilo
definisano, a mora va�iti i lnx 6= 0, tj. x 6= 1 jer ne mo�emo deliti nulom. Prvi
izvod date funkcije je

y′ =
1
x lnx−

1
x (lnx+ 1)

ln2 x
=
− 1
x

ln2 x
=
−1

x ln2 x
.

Prime�ujemo da prvi izvod nikad nije 0, pa funkcija nema lokalnih ekstremuma.
Tako�e, kako je ln2 x uvek pozitivno, znak prvog izvoda zavisi samo od x, ali kada
pogledamo domen vidimo da je x uvek pozitivno, pa �e i prvi izvod biti uvek negati-
van (zbog minusa u brojiocu), tj. funkcija opada na celom domenu.
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3.

3∫
−3

ex

e2x + 1
dx =


t = ex

dt = exdx
x = −3 −→ t = e−3

x = 3 −→ t = e3


=

∫ e3

e−3

dt

t2 + 1

= arctgt
∣∣∣e3
e−3

= arctg
(
e3
)
− arctg

(
e−3
)

4. Data jednaqina je linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
x2.

y′ +
2

x
y =

cos2 x

x2
.

Odavde je p(x) = 2
x , pa je

∫
p(x)dx = 2 ln |x|, a q(x) = cos2 x

x2 . Opxte rexeǌe date jednaqine
je

y = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx

)
= e−2 ln |x|

(
c+

∫
e2 ln |x| cos

2 x

x2
dx

)
=

1

x2

(
c+

∫
��x
2 cos

2 x

��x2
dx

)
=

1

x2

(
c+

∫
1 + cos 2x

2
dx

)
=

1

x2

(
c+

1

2
x+

1

4
sin 2x

)
.

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena kuglica bele boje. Potrebno je da odredimo
P (A). Kako nam verovatno�a doga�aja A zavisi od toga da li je kuglica izvuqena iz
kutije B ili C, oznaqimo sa H1 i H2 da je odabrana kutija B, odnosno C. Tada je

P (H1) = P (H2) =
1

2
, P (A|H1) =

95

100
=

19

20
, P (A|H2) =

10

100
=

1

10
,

pa na osnovu formule totalne verovatno�e

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
1

2
· 19
20

+
1

2
· 1
10

=
21

40
.

U zadatku se tra�i verovatno�a P (H1|A) i to je

P (H1|A) =
P (H1P (A|H1))

P (A)
=

1
2 ·

19
20

21
40

=
19

21

6. (a) Videti u u
beniku.
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(b) ∫ 2

1
2

ln(2x)dx =

[
u = ln(2x) dv = dx
du = 2

xdx v = x

]
= x ln(2x)

∣∣∣∣2
1
2

−
∫ 2

1
2

�x ·
2

�x
dx

= 2 ln 4− 1

2
ln 1−

∫ 2

1
2

2dx

= 2 ln 4− 0− (2x)
∣∣2
1
2

= 2 ln 4− 2 · 2 + 2 · 1
2

= 2 ln 4− 3

7. Videti u u
beniku.
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