PEIIELA ITIPBOT" KOJIOKBUJYMA 13 MATEMATUKE 23.11.2019.

I'pyna 1
\4 ’7l2
(5 moena) Vicnuratn KOHBEPreHIUjy pena » . e e
n=1
(5 moena) Vzpauynaru lim (% — Sirlm).

(5 moena) Vcmuraru MoHOTOHOCT 1 HaliM eKCTpeMHe BpemHOCTH GYHEmuIje y = 22eV?.
(5 moena) Oapenutu acuMnToTe PyHKIUjE Y = zles.

(5 moena) Uspauynatu [ 2+3I+6d33

AN ol o A

PEIIEHA
A\ 7Ir2 .
1. Osmaunmo a, = e Tana je
Neresl . Nexes)
lim Qy = lim e 2: _ ellmnﬂoo 2: _ 61 — 67&0

n— oo n—oo

IIa pel OVUBEPTUPa jep HUje UCIYHEH HEONXONaH yCJIOB KOHBEPIEHIT]eE.

2.
. 1 1 sinxz —x
lim [ — — — = lim -
z—0 sinx z—0 xsinx
L.P. .. cosx — 1
= lim ———
g8 z—0sinx +xrCosT
L.P. .. — Siﬂ.l?
=" lim -
g z—0 COST + COST — xSInxT

3. Iowmen ¢yurmuje y = z2eV? je D, = [0,4+00), a meH IpBU U3BOL je

y = (22eV®) = 2zeV" + a?eVT—— ! 16\/517 (4+Vx).

2z 2
Nmamo ma je y' =0 3a xz = 0, ma je TO HOTEHNMjaJHU €KCTpeMyM. Kako je eKCIOHeHIMjaJiHa
GyHKIMja yBEK NO3UTUBHA U 4 + /T je yBEK NO3UTUBHO, 3HAK MPBOT M3BOJA 3aBUCK CAMO O
3HaKa T, agu gqoMeH mare ¢yurmuje je [0,400), ma mmamo ga je y' > 0 3a x > 0. Iakue,
3akmyuyjemo na y pacre Ha (0,+00) u = 0 je JOKAJIHA MUHUMYM.
4. Iomer mare ¢pymrnuje jemaarx Dy = (—00,0) U (0,400), ma je z = 0 moreHmnujagna Bep-
TUKAJIHA ACUMIITOTA.
Beprukamane acuMmmnrore:

1
lim z2er =0
rz——0—



na npaBa ¢ = 0 jecTe BepTUKAJIHA aCUMITOTa (YHKIUJE Y.
Xopu3oHTATIHE ACUMIITOTE:

. 1
lim z%e* = 400,
r—too
ma nata (QYHKOMja HeMa XOPU3OHTAJIHUX ACHMITOTA.

Koce acumnrore:

2

8 =

k= lim T — lim zer = +o00,
r—+oo r—+oo
na yHKOUja HeMa KOCUX aCHUMIITOTA.
5.
1 1
/ 5 do = 5 dx
¢+ 3z +6 (l‘—l—%) _%_1_6
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I'pyma 2

X 5-2n
1. (5 moena) McouraTy KOHBEPreHIUjy pena Zlian‘
ne
2. (5 moena) MspauyHatu hr%;/’sggs;
. Vor
3. (5 moena) Vicnurary MoHOTOHOCT U Hahwm ekcTpeMHe BpemHOCTH QyHEKIMje y = < —
4. (5 moena) Oxapenntu acumnrore ¢pyrnuje y = (x —1)In (ﬁ)
5. (5 moena) NzpauynaTu fmd
PEIIEHA
_ 272
1. Osnaummo a, = . Tazna je
W] 2720 272 1
lim {/a, = lim {/—— = lim ———=2"2=-<1
n— 00 n n— 00 nln?2 n— 00 {L/ﬁ\"/IHQ 4 ’
ma maTyu pell KOHBeprupa Ha OCHOBY KomujeBor kpurtepujyMma.
2.
z2cosx Lp. .. 2xcosxr —xlsing
hmi.2ng =" lim — —
©=02sin”§ § «—=0 4singcosg -5
2rxcosz — x%sinx
= lim -
z—0 sin
LP o 2cosz — 2rsinx — 2rsinz — z?sinx
n 230 cosx
=2
. Vs .
3. Ilomen ¢yurmmje y = y = (0,+00), a meH OIpBU U3BOL je
/ 2 V2 V2 Vo Vo
g= () - avme oo eVR eV eV V(T - \7)
x 2 2 V22

Nmamo ma je y' =0 3a x = 2, ma je TO MOTEHIUjaJHA EKCTPEMyM. Kako je eKCIOHeHIN)aHa
(QYHEIUja yBeK MO3UTUBHA, KAO ¥ £24/2, 3HAK IPBOT M3BOJA 3aBHCH CAMO O 3HAKA /T — /2,
najey >03ax>2uy <03a0<z<2 Iakne, pynruuja pacre Ha (2,400), omana Ha
(0,2) 1 noCTWKE JIOKAJIHA MUHUMYM y & = 2.

4. Iomer mare ¢pymrnuje jemaak Dy = (—oo,1) U (1,400), ma je x
TUKAQJHA aCHUMITOTA.
Bepruramnue acummnrore:

T——1—

mla—mexiW>:1m IQ{W)

1 morenmnujanaa Bep-



xiiml+(x—1)ln((x_11)2) E——

na npaBa ¢ = 0 Huje BepTUKAJIHA aCUMITOTa (YHKIUjE Y.
Xopu30oHTATIHE ACUMIITOTE:

. 1

na faTta QyHKIVja HEMa XOPU3OHTAJNHUX ACHUMIITOTA.
Koce acumnrore:

k= lim = Dn <ﬁ)

z—+oo

| | 1

= lim n{ —= ) = -
x z—+oo (x — 1)2 ’
na QyHKIMja HEeMa KOCHUX aCUMITOTA.

/;dx—
22 4+5c+7

1
/ 5 dx
D BT




1. (5 moena) VMcnuraTu KOHBEpTEHNN]y pena nglj%
2. 243 . sinw.
3. (5 moena) Vcnuraty MOHOTOHOCT 1 HahM eKCTpeMHE BPpEeRHOCTH (GyHEIUje y = In (’;1)
4. (5 moena) Oxpenutu acumnToTe GyHKOUjE Y = % —In/x.
5. (5 moena) Uspauynaru [ ra—gyde.

PEIMEWHA
1.0 =3 Tanaj

- Ozmaumvo a, = J—. Tana je
3n—1 31—7
lim a, = lim {/— = =3>1,

n—0o00 n—oo vn+2 n—)oo ,/n+

na maTyu pen OUBEprupa Ha OCHOBY KRomwmjeBor Kpurepujyma.

2.
X . . (z+3)sinx
lim -sing = lim ————
x—0 I z—0 xT
L.p. . sinz+ (zr+3)cosx
=" lim
% z—0 2x
=0

3. Ilomen ¢yuruuje y = ln( ) je Dy = (1,+00) TpanchopMummMo Hajope (YHKIUjY Ha
cnenehn maumn (0OBO HUje HEOMXOMHO AJIM OJIAKIIABA NAJLU PAUYH):

:ln(zl) =ln(z—-1)—Ine*=In(z-1) —
efl:

IIpBu u3zBOn pyHKIUjE Y je

1 2—z
/! !
=(lnz-1)-2)=—7-1=—-—
Y =(nz-1)—af = Lo -1=2"2
a Kako je 30or momena m3pa3 x — 1 yBeK MO3UTWBAH, 3HAK MIPBOT M3BOJA 3aBUCU CAMO O 2 — X
nrojey =03ax =29y >03az€(l,2) uy <03azx € (2,+00), ma 3aKMByUyjeMO I Y
pacre Ha (1,2), onana Ha 2,400 U HOCTU:KE JIOKAJIHA MAKCUMYM Yy TAUKUA T = 2.

4. Iomen mare ¢ymrmuje jemuak Dy = (0,+00), ma je & = 0 HOTeHIMjaJHa BEPTUKAJIHA
ACUMIITOTA.
Bepruranne acummnrore:

Lgrg+7_lnf_+oo

na npaBa ¢ = 0 jecTe BepTUKAJIHA aCUMITOTa (YHKIUJE Y.
XOopu30oHTATIHE ACUMIITOTE:




na faTta QyHKIVja HEMa XOPU3OHTAJNHUX ACHUMIITOTA.
Koce acumnToTe:

L _lnyz
e o VT
r—+o0 X

. 1
L (@‘lnf‘o'x> =%,

ma (YyHKOMja HeMa KOCUX aCHUMIITOTA.

n =

1 1
7d =
/x2+7x+14x /(m_i'_




PEHIEIHLA IPYTOI' KOJIOKBNJYMA N3 MATEMATHUERE 28.12.2019.

I'pyna 1

1. (5 moena) M3pauyHnaTy NOBpIUHY QUIype OrpaHUYEHY KPUBAMA

y=2z2+1, y=22+10.
2. (5 moena) Hahu mapruxynapuo pememe mudpepenmujanae jennaumne y'(4r? + 1) + 8xy =
422 4+ 1 ca mogyetnum ycaosom y(0) = 1.
3. (5 moena) Hahu onmre pememe mupepennujanne jennaunne y’ = 2./y cosz.
4. (5 moena) Y uerupu MCTOBETHE KyTHje HaJla3e Ce KyTJIMIEe UCTUX AUMEH3Uja, aju PAa3iiv-
ynTux 00ja: y mpBOj cy 2 Oene m 3 KyTe, y Apyroj 3 Oene m 2 3esene, y tpehoj 4 Geme, 1
KyTa u 1 3esmeHa u y 4eTBPTOj 2 KyTe m 2 3eneHe. Ha ciyuajan HauymH ce Oupa KyTuja u
U3 Be m3Bsade naBe Kyruwune omnjenuoM. Ompemuru BepoBaTHONY na je M3ydeHa jemHa KyTa
u jemHa Oeia.
5. (5 moena) Hera je nara ciayuajua BenuumHa X KOja 3aBUCH O HapaMerpa

-1 1 2 3
A IR

(a) Ompemuty mapamerap a;
(6) Onpenntu E(X);
(8) Ompemutn E(X —1).

PEIIEKHLA

1. Ilpeceune Tauke rpadura ¢ysrmuja y = 222 +1 u y = 22 + 10 cy pemema jemHaunHe
222 +1 =22 +10, 7j. 22 —9 = 0. Pemema oBe jenmaumse cy x = —3 u x = 3 mTo he GuTn
rpaHuie mHTErpajga. 1peba jom BuaeTw y ZAaTOM WHTEPBAJIY KOju je rpadur "rope”, a xoju
” moye” |, mTO BUAMMO Ca CJIWKe. 1 paskeHa MOBPIIUHA je

3 3 23 3 _33 _(_3)3
P / (22410 (222+1))dz = / (—?49)dz = 49| = 0 193-—3 g 3)_ 3
s Ly 3 5 3 3
\\__\ - ,'//
\T y
\ X:x— +10 » i /,/
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2. Jlara jemHauwmHa je JuHeapHa Au(epeHIUjaIHa jeaHauymHa npBor pena. llomenumo je ca
47? + 1. Tanma jenmaumua mocTaje



na je
8x
= — =1.
p(z) FICIE q(z)

Oppenumo, Hajupe,

B 8x [t=42?+1]  [dt B 9 _ 9
/p(a:)dx—/mdx— {dt:Sxdx] —/?—ln|t|—ln\4x + 1] = In(42* 4+ 1),

Jep je 42?2 +1 >0, ma je |42% + 1| = 422 + 1. OmmTe pememe naTe JUHEapHEe jeIHAUMHE je

y = efln(412+1) <C+ /1 . 61n(412+1)dz>
1 2

_ 1 4a3 R
—m C“'?"‘l’ , cEl.

Jom ocraje na mabemo maprukysnapHo pememe kKoje 3anmoBosbaBa ycios y(0) = 1. To
pemaBaMo ybamuBameM £ =0 u y = 1 y ommre pereme.

T Sy R LALL
1021 \"7 3 :

onakie je c = 1, ma je TpaskeHO MAPTUKYJIAPHO PeEIIeHe

_ 1 1+4x3+
Y= 211 3 )

3. Ilpumermmo ma ce y naroj jemHaumHm He mojaBimyje y (Beh camo wmssomm v/, 3"’ m
OPOMEHJLUBA I), TIA MOKEMO yBeCTH CMeHy z = y', omakie je z/ = y”. YBobemem cmene
nobuja ce mudepeHIjalHa jeJHAUNHA KOja pa3dBaja IPOMEHJIbUBE.

2 =2y/zcosx
d

- 2v/zcos
dx
d

i = cos zdx

Vz=sinz +c
z = (sinz + ¢)?
) : 2
z =sin“x + 2csinx + ¢”.

Ocraje jom na Bpatumo cMmeny y' = z, 1j. y = [ zdz.

y = /(sin2 x + 2csinz + c)dx

1-— 2
= / <(:2osx +2csinx+02) dx

1
g— Zsian—chosx—i—c%c—i—d, c,d e R.

4. Osmaummo ca A morabaj ma je msByuena jemsa skyTa W jemHa Oena kyriawma. Kako
BepoBaTHOolia morabaja A 3aBucu on Tora U3 Koje ce KyTuje u3Bjaue KyIJUIe, O3HAUYUMO Ca



H,, Hs, H3 u H, xunore3e ma ce Kyrauia u3Byde u3 mpBe, Apyre, Tpehe omaHOCHO ueTBpTE
kytuje. Ha ocHOBY ¢opmyiie ToTrasue BepoBarHolie je

P(A) = P(Hy)P(A|Hy) + P(H3)P(A|Hz) + P(Hs3)P(A|H3) + P(Hy) P(A[Hy).
Ocraje jom ma u3padyHamMo BepoBaTHONe Koje ce mojaBibyjy y nperxonHoj ¢popmynu. Karo
HacyMmuie 6mpamMo KyTHjy, TO je
1
P(H,) = P(H;) = P(H3) = P(Hy) = 1
Hame, Beposaruoha P(A|H1) je BepoBarHoha na uzBydemo jenuy Geiy u jeJHY Ky TY KyTIIALY
U3 IpBe KyTHje, a To je
2\ (3
(1 (1) 2-3 3

P(A[Hy) = L) _ 1T

Cnnuno,

[t
IS

P(A|Hj) = (1()6()1) = 4@ =5

Kako je us apyre m uerBpre KyTuje Hemoryhe mssyhu jemny Oeny m jemHy sKyTy KyTJIALLY
(jep y mpyroj KyTuju HEMa }KYyTHX, & Y YeTBPTOj HEeMa Oesux), TO je

P(A|H>) = P(A|H,) = 0.

Konaumno,

1 3+1 0+1 4 +1 0_13
T4 5 4 4 15 4 60
5. a) Ila 6u ¢ymrmUja pacnomene Ouna mobpo meduHMCaHA, cyMa BepoBarHOoha Mopa na

oyme 1 Tj.

P(A)

2

1 1
+-a+-a+1-—

1 1 1
a®— - - —a=
4 4 4 2
1
2
a“——=0
4
Pemasajyhu oBy jemmauuny, mobujamo ma je a = % ni a = —%, aJu Kako BepoBaTHohe

1

Mopajy 6urm G6pojem y muTepsaty [0,1], To jemmHo MOke OuTH @ = 3, Ia HaIIa (yHKIMja

pacromesne u3riena OBaKoO:
-1

X :
(o

= =
o= DN
Bl o
N—

6)
1 1 3 21
EX)=(-1)-0+1-=4+2-—4+3- - = —.
(X)=(1-0+1 2422437 ==
B) IIpumerumo na X — 1 uma pacnomeay
-2 0 1 2
X—l:(o 11 3),
8 8 1
na je
1 1 3 13
( )=(1)-0+ 8+ 8+ 4 8
Moran cMo npuMeHUTH U HOPMYILY
21 1
E(X = 1) = B(X) - B(1) = B(X) ~ 1= T~ :;



I'pyma 2

1. (5 moena) M3pauyHnaTu NOBpIUHY QUIype OrPDAHUYEHY KPUBAMAa

y=—22+10, y =22 +2.
2. (5 moema) Hahwu mapruxynapao pememe mudepenmujanse jemmaumne y (z2 + 4) + 22y =
222 + 8 ca mouersuM ycaosom y(0) = 2.
3. (5 moena) Hahu ommre pememe mapepennujanme jemnauune 3y’ = 21/y/e> .
4. (5 moena) Y ueTtupu MCTOBETHE KyTHje HAJa3€ C€ KyTJIMIE UCTUX AVMEH3Uja, aju Pa3iiu-
uynTux 60ja: y mpBoj cy 2 Oexe m 3 &yre, y apyroj 3 dexe m 2 3eisene, y tpehoj 4 Geme, 1
JKyTa 1 3eJeHa m y 4eTBpTO] 2 sKyTe u 2 3eseHe. Ha cayuajan mauwme ce Oupa KyTuja u
U3 Be u3Bigade nase Kyruwmie omnjenuoM. Ompenury BepoBaTHONY na je M3yueHa jenHa KyTa
U jenHa 3eJeHA.
5. (5 moena) Hexka je nara cayuajua BenuumHa X KOja 3aBUCH O HapaMeTpa

(a) Ompenuru mapamerap a;
(6) Ompenuru E(X);
(B) Ompemutu E(X —1).

PEIIEKHA
1. Ilpeceune Tauke rpadura ¢ymrmmja y = —z2 + 10 u y = 22 + 2 cy pemema jemHaumHe
—22 +10 =22 +2, 1j. 22 —4 = 0. Pemema oBe jemsaumse cy © = —2 u = = 2 mTOo he Gurn

rpaHuie mHTErpajga. 1peba jom BuaeTw y ZAaTOM WHTEPBAJIY KOju je rpadur "rope”, a xoju
” poye” | mTO BUAMMO Ca CJIWKe. 1 paskeHa MOBPIIUHA je

P= /2 (—2? +10 — (2 + 2))dz

/2 (—227 4 8)dx

-2

— 93 2
== + 8z
3 -2
_9.93 9. (—2)3
- g.o— 2\ g9
5t 3 (=2)
o
I
T T y=-x2+10
///.’ .\‘\‘\
4 : N
y \

10



2. Ilara jemnauywmHa je JuHeapHA AU(PEPEHNIVjaTHA jeAHAYNHA NPBOT PEna

. Homeaumo je ca
2% 4+ 4. Tana jemsauusa mocraje

, 2z
Y+ s

=2
x+4y )

na je
2x
= — = 2
p(x) oL q(x)

Oppenumo, Hajupe,

- 2z C[t=a2244]  [dt B 9 B 9
/p(m)dm—/mdx— [dtzQxdx} = 7—ln|t\—ln|x + 4| = In(z* + 4),

Jep je 22 +4 >0, ma je |22 + 4] = 22 + 4. OmmTe pememe naTe JUHEApHE jeIHAUMHE je

Y= e~ In(@*+4) (c + /2 . eln(12+4)dx)
1 2
= arle + [ 2(2® +4)d=

1 223
=M<c+3+8x>, CER.
Jom ocraje ma mabhemo maprurymnapHo pememe koje 3amoBosasa ycaos y(0) = 2. To
pemaBaMo ybanuBameMm £ =0 1 y = 2 y OmINTE pelene.
2 ! NEALUSPI
= C . 5
0244 3

omakrie je ¢ = 8, ma je TPaAKEHO MAPTUKYJIAPHO PeIleHe

1 223

3. IlpumeruMo na ce y maroj jemHauumHu He mojaBmyje y (Beli camo umssomm y', ' u
OPOMEHJLUBA T), TIa MOKEMO yBeCTH CMeHy z = y', omakie je 2/ = y”’. YBobemem cmene
nobuja ce mudepeHNUjaTHA jeJHAUNHA KOja Pa3aBaja MIPOMEHIbUBE.
2 =2/ze?
dz o
— = 2y/ze2
dx
dz «
— =e2dx
2z
dz o
— = [ ez2dx
/ 2z
Vz=2e?+¢

z = (2% +¢)?
2 =4e® + 4dce? + 2.

OcTaje jom ma BpaTuUMO CMeHYy ¥y = z, Tj. y = fzdx.
y= /(4em +4ce? + *)dx
=4e” +8ce? +c*x+d, ¢, deR.

11



4. Oswmaummo ca A morabaj ma je u3BydeHa jemHa :KyTa W jeoHa 3ejeHa Kyrjuia. Kako
BepoBaTtHoha morabaja A 3aBucwm onx Tora m3 Koje ce KyTHUje M3BJaUe KyTJUIEe, O3HAYNMO Ca
H,, Hy, H3 v H, xunorese ma ce KyrJiuia U3Byde U3 NpBe, apyre, rpelie 0qHOCHO dyeTBpTE
kytuje. Ha ocuoBy ¢opmyie Toranume BepoBaTuohe je

P(A) = P(Hy)P(A|Hy) + P(H2)P(A|Hz) + P(Hs3)P(A|Hs) + P(Hs)P(A|Hy).
Ocraje jom ma mapadyHamo BepoBaTHONe KOje ce mojaBipyjy y nperxonuoj ¢popmymnu. Karo
Hacymuie 6mpamMo KyTHujy, TO je
1
=1
Hame, Beposaruoha P(A|H3) je BepoBarnoha na m3BydYeMO jemHy 3€JIEHY U JeOHY KYTY
Kyraumy u3 tTpehe kyTtuje, a To je

P(Hy) = P(Hs) = P(H3) = P(Hy)

P(A|H3):(16 =5 =—.

Canununo,

k) % 3

P(A|H4):@)(%) 2'2_2

Kako je uz npse un apyre kytuje semoryhe n3syhiu jenuy sxyrty u jenny 3eneny kyraumy (jep
y IPBOj KyTUjU HEMa 3€JIeHUX, & Y APYyroj HeMa 3KyTHX ), TO je

P(A|H,) = P(A|H,) = 0.

Konaumno,
1 1 1 1 1 2 11
P(A) = = - . 4.2 =
(4) 40+4 0+4 15+4 3 60
5. a) Ila 6u QyHKIMja pacnomese Ouna mobpo mepuHMCaHA, cyma BepoBaTHoha Mopa ma

oymne 1 Tj. . s 3
a

1
2, - _Z42_Z Z =
a+2 3+4 2a+4 1
11 1
2
_ =0
a 6a+2

Pemagaj th/I OBY .e,ZIHa"II/IHy, 11061/1'&1\/10 a je a = 1 nim a = *37 aJii Kako BepoBaTrHohe Mo a'y

J J ] J 3 2 p paj

ouru 6p0'eBI/I y MHTEePBaAJy 07 1 , TO 'e,Z[I/IHO MOKe OuTtu a = *1, IIa Hallla yHKIII/I'a pacmoneiie
J J 3 J

m3rJsienga OBaKO:
29 4 6 8
X (1 71 1) :
9 8 4 4

1 7
E(X)=2-—+4-—+6-

—

6)
1
9 18 4 4 18
B) IIpumerumo majupe ma X — 1 uma pacnomery

1 3 5 7
X—1:(1 71 1)7
9 18 4 4
na je
1 7 1 1 77
EX—-1)=1 - LD .z o=
( ) 9+3 18+5 4—’—7 4 18
Morau ¢cMO TPUMEHUTH U (OPMYILY
E(X—l):E(X)—E(l):E(X)—l:%—1:%.

12



I'pyma 3

1. (5 moena) M3pauyHnatu noBpmuHy QUrype OrpaHUYeHy KpUBama

y=(r—2)2 y=x+4.
2. (5 moena) Hahu maprukynapro pememe madepertmjanne jemaauune y (222 + 3) + 4oy =
622 + 9 ca mouerrmM ycaosom y(0) = 3.
3. (5 moena) Hahu onmre pememe mupepennujanne jennauune y’ = 24/y sinz.
4. (5 moeHa) Y 4deTupu UCTOBETHE KyTHUje HAJA3E CE KYTJIUIE UCTUX NUMEH3Uja, Al PAa3in-
unTux 60ja: y nmpBoj cy 2 Oene u 3 kyTe, y npyroj 3 Gene u 2 sesene, y tpelioj 4 Geme, 1
KyTa 1 1 3eseHa u y 4eTBpTOj 2 :KyTe m 2 3enene. Ha ciyuajan Hauwms ce Oupa KyTuja u
u3 Be usBjave ase kyriaune oxjenaom. Ompemurwy BepoBarHONy ma je m3ydeHa jemua Oesa
U jenHa 3eJieHa.
5. (5 moena) Herka je marta cayuajua senmuumua X KOja 3aBUCH OX TapaMeTpa

1 3 5 7
el 3 1)
(a) Ompemuty mapamerap a;
(6) Ompenuru E(X);
(8) Ompemutu E(X —1).
PEIIIEHHA

1. Ipeceune Tauke rpadura ¢ymkmaja y = (r —2)2 mw y = o + 4 cy pemema jennauune
(x —2)2 =2+4, 1j. 22 —5x = 0. Pemema ose jemnaumne cy z = 0 u = 5 mrTo he 6urn
rpanune mHTErpaga. 1peba jom BumeTw y ZAaTOM MHTEPBAJIY KOju je rpaduk “rope”, a roju
” moye” |, mTO BUAMMO Ca CJIWKe. 1 paskeHa MOBPIIUHA je

23 522°  —53  5.52 125

5 5
pP= 4—(z—2%dz= | (-2 +br)de = — + 22| =2 0=
/O(x—&- (z —2)%)dx /O(af+ac)x 3 +2 . 3 + 5 5

2. lara jemnauwmHa je juHeapHa AupepeHOUjaIHA jegHAYMHA NPBOT pena. llomeammo je ca
222 + 3. Tama jemsaumsa mocTaje

4z
/
" =3
v 2m2—|—3y ’
na je
4x
p(z) = 22213’ q(z) =3



Oppenumo, Hajupe,

B 4z C[t=222+43]  [dt B 9 _ 9
/p(x)dx—/mdx— {dtzélxdx] —/?—ln|t|—ln\2x + 3| = In(22* 4 3),

Jep je 222 +3 > 0, ma je |22% + 3| = 222 + 3. OmmTe pememe TaTe JUHEApHE jeTHAUMHE je

y = e—ln(21;2+3) <C+ /3 . eln(2$2+3)dx>

1
1

m(c+2x3+9$)7 CGR

Jom ocraje na mabemo maprukynapro pememe koje 3amososasa ycaos y(0) = 1. To
pemaBamo ybamuBameM © =0 u y = 1 y ommre pereme.
1

_— . 3 .
3_2_02+3(c+2 2’ +9-0),

omarie je ¢ =9, ma je TpayKeHO MAPTUKYJIAPHO PeIIeHe

1

Y

3. IlpumeruMo na ce y maroj jemHauumuu He mojaBmyje y (Behi camo umssomm y', ¢y’ u
IPOMEHJ/bMBA ), IIa MOMKEMO yBecTu cMeHy z = y', omakie je 2z’ = y”’. YBobhewmem cmene
nobuja ce mudepeHNUjaTHA jeJHAUNHA KOja Pa3dBaja MIPOMEHIbUBE.

7z = 2y/zsinx
d
£ _ 2v/zsinx
dx
dz

= sinzdz

2%

/ﬁ—/sinmdx
INCER
Vz=—cosz+c

z=(—cosx +c)?

2z =cos?x — 2ccosz + 2.

Ocraje jom ma BpaTuMo cMeHY ¥y = 2, Tj. y = fzdx.
Yy = /(0082 x —2ccosx + c)dx

1 2
= / <+(32OS:E — 2000s:n+¢:2> dx

1
g—i— Zsin2w—2051nw+02w+d, c,d e R.

4. Osmauummo ca A morabaj ma je usByueHa jemna 3eijeHa u jenHa Oesia Kyriawmma. Kako
BepoBarHoha morabaja A 3aBucu oxm Tora u3 Koje ce KyTHUje MU3BJaue KyTJIMIe, O3HAUMMO Ca
H,, H;, H3 nv H; xunore3e ma ce KyrJuia WU3Byde U3 OpBe, apyre, rpelie 0qHOCHO dyeTBpTE
kytuje. Ha ocuoBy ¢opmyie Toranume BepoBaTuohe je

P(A) = P(H1)P(A|Hy) + P(Hz)P(A|Hz) + P(Hs3)P(A|Hs) + P(Ha) P(A|Hy).
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Ocraje jom ma w3pauyHamMo BepoBaTHONe kKoje ce mojaBipyjy y nperxonuoj ¢popmymnu. Karo
Hacymuie 6mpamMo KyTHujy, TO je

P(Hy) = P(Hy) = P(H;) = P(Hy) = |

Hame, Bepoarnoha P(A|Hs) je BepoBarHoha na m3BydeMmo jemHy Oeily W jelHy 3eJeHy
KyTJIMIly U3 OpyTe KyTHuje, a To je

3\ (2
P(A|H2) = (1()5()1) = 35:42 = g
2 2-1

Cuanuso,

(G 41 _ 4

x5 % 1

P(A|H3) =

Kako je u3 mpBe u veTrBpTe KyTHje HemMoryhe m3Byhu jemny Oey W jeaHy 3€JIeHY KyTJIIUILY
(jep y UpBOj KyTUju HeMa 3€JIEHUX, & y YeTBPTOj HeMa 0eiux), To je

P(A|H,) = P(A|H,) = 0.

Konauno,
1 1 3 1 4 1 13
PA)=-0+---4+-—+--0=—.
(4) 4 +4 5+4 15+4 60
5. a) Ila 6u ¢yurimja pacnomese buna mobpo mepuHMCaHA, cyMma BepoBaTHolia Mopa ma
oyne 1 1j.

a271a+1+a+1*1
47 4 2
3 1
2
Za—Z==0
I
Pemapajyhu oBy jemmauunmy, mobumjamo na je a = —1 wim a = aJm Kako BepoBaTHONE

1
4>
a =

Mopajy 6utu Gpojesu y wmaTepsaxdy [0,1], To jenmHo Moke OGuTH
pacrofene usriena oOBaKo:

1 .
1, Ia Hama QyHKIUja

1 3 5 6
X:< )
0 3 7 3
6)
1 1 1 11
EX)=1-043-—-4+5-—4+7- - = —
(X) + 4+ 4+ 2
B) IIpumerunmo na X — 1 uma pacunomenxy
0 2 4 6
X—l(o 1 1 1),
1 1 2
na je
1 1 1 9
EX-1)=0-0+42--+4-—4+6-=-=—.
( ) + 4+ 4+ 2 2
Mornu cMo npuMmeHUTH U GOPMYITY
11 9
E(Xfl):E(X)fE(l):E(X)flzgflzé.
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PEHIEIHLA JAHYAPCKOI' POKA 113 MATEMATUERE 20.01.2020.

I'pyna 1
o0
1. (8 m) VcnuraTtu komBeprennujy pena ». n2e ™.
n=1
ca -1
2. (8 m) Ucnuraru monoronoct u Hahu ekcrpemMue BpeqHoCcTr GyHKUUjE Y = T — 2arctg .

4
3. (8 m) M3pauyHaTy BpeIHOCT MHTETPAJIA {%dx.
4. (8 m) Hahu ommre pememe mudepesnujanne jeqaaunne wy = res + 1.
5. (8 m) Y umsMummenoM rpaxy Mopmop y TOKy IaHa MO:Ke OUTU KUIIOBUTO WJIU CYHYAHO
Bpeme. Axko je mam cymuan, BepoBatHoha ma he cinemeher mawa mamatu kuma je 0,2, a ako
je mam kumoBuT, BepoBarHoha na he cnemeher mama Ourtu cymuano je 0,4. Ako je y merax
nmajgajia Kuma, oapeautu BepoBataohy ma he y Hememy OMUTU CYHUAHO BpeMe.
6. a) (5 m) Harn neduanmjy acuMOToTa (yHKIUjEe U KAKO Ce HAJa3e.

6) (5 n) Hahu roce acumnrore ¢pyuruuje y = & — Qarctg%.

7. (10 m) MaTeMaTUYKO OUEKUBAIE AUCKPETHE U HEIPEKUIHE CIydajHe IPOMEHJLUBE U OC-
obune.

PEIIEILA
2 .
1. Osmaunmo a, = ne " = Z—ﬂ Kako je
2 )
. . n . n 1
lim {/a, = lim {/— = lim =- <1,
n—o00 n—o00 en n—oo e e

TO maTu peln KOHBeprupa mo KommjeBoM KpuUTepujyMmy.

2. ITomen mate ¢yurmuje je D = (—oo,—1) U (—1,+00). IIpsu usson ¢pyurimje je

z+1—(x—1
, W 2 2 -1 (z—1(x+1)
y=1-2———=1-2— 2 =1-— =2 = 2 .
1 o—1 e 4+2x+1+2%—2x+1 z¢4+1 z¢41 x4+ 1
+ x+1

Kako je 22 + 1 > 0 3a cBako x € R, To 3mak mpBor u3Boaa 3asucu camo ox (z — 1)(x + 1),

-1 1
z—1 — + =+
z+1 - - +
y + - *

na 3akmyuyjemo ma je y' < 03a x € (—=1,1), ¥y >03a xz € (—oo,—1) U (1,400) mu ¢y =0 3a
x = 1. Haxrue, y omana na (—1,1), pacre ma (—oo, —1)U(1, +00) u mocTmske JOKAJIHU MUHUMYM
vy r=1.
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5]
INE)

sin x cos x sin x cos ©

/0 2sin®x — 5cos2 x / 2 —2cos?x —5cos?x
/ .

1 sinxcosx

2 —Tcosx

smxdx— —1)d¢
:c*O—Hf*l

f—>t—§

t =cosx
= —sinzdz

= —dt
1 2—7t2

:/xéi 2—7t2dt

p=2—"Tt?
dp = —14tdt
= tdt = —;dp
t:@—)p:—%
t:1—>p:f5
dp
14 p
-5
1
=gzl

_3
2
3

1
_ 1y 2
ot ing

il 10
14 3

4. Jlata jemmauuna zy = zer + Y je XoMoOreHa IudepeHIVjaJTHa jeTHAYWHA IIPBOI pela.
ITomenumo je ca x. Ilobujamo
v Y
yl =e€= + )
x

Ia MOMKEMO yBeCTH CMeHy z = ¥, y = zx, 3 = z + 2z HakoH KoOje maTa jemHaumHA TOCTaje
jemHaynHa KOja pa3nBaja IMPOMEHJLUBE.

2+ 2Zr=€"+2

Zr=e*

ey 1
T
—de 1
dr =z
. 1
e *dz = —dz
T
1
/e*ZdZ*/fdx
T
—e?=Inlz|+¢

Kana BpatuMo cmeny, nobujamMo ma je ONIITE peleme AaTe jeTHAYNHE

—e % =In|z|+¢, ceR.
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5. Oszmaunmo ca A morabaj ma je y Hemesmy cynuano speme. Heka cy H; u Hy xumorese na je
y cyGoTy OMII0 CyHUAHO OJHOCHO na je mamajia kuma. Tana je Tpaskena Beposaraoha P(A) =
P(H,)P(A|Hy,) + P(H2)P(A|H3). IloTrpebuo je jom ma oapearMo OBe 4eTUpHU BepoBaTHOTe.
Kako je y merak mamaJsa kuma, TO je

P(Hy) =0,4, P(H,)=0,6.

Cauuno, UMaMo U 1a je

P(A|H,) = 0,8, P(A|H,) = 0,4.

Konauno, Tpaskena BepoBaruHoha je

P(A)=10,4-0,8+0,6-0,4=0,56.

6. a) Bunmern y yubGeHuxy.
6) lomen marte ¢pyurmmje je D = (—oo,—1) U (—1,4+00). Koce acumnrore tpaxmmo momohy
dopmya

k= lim 1) n = lim (f(z) - kz)
T—00 I
x — 2arctgi—t - 1 2arct z—1
_ g BT 2rcteam = lim {z— arch_’_l—z
e v lim (—2arctgl)
arctgZ=1 I
= (12.%1) mee
4
= lim (1—2- amtgl) __T
T—$00 x 2
= lim <12-4>
T—00 x
=1-0
=1

Tpasena koca acumnToTa je mpasa y = kxr +n =1z — 3.
7. Bunetn y ynOeHUKY.
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I'pyma 2

0 2n
. (8 m) Ucnuraru kKoHBepreHmjy pena ». %

n=1

—

2. (8 m) Ucnuraru moHOoTOHOCT M Hahm ekcTpeMHe BpemHOCTH QYHKIUje y = x — darctgi—=

1r

:v+2 :

sin x cos x d:L,

3. (8 m) M3pauynaTy BpegHOCT MHTErPAIA fbm sy

32
2y+siny °
5. (8 m) Y umsMmummmenoM rpaxy Mopmop y TOKy OaHa MO:Ke OUTU KUIIOBUTO WU CYHYAHO
Bpeme. Axko je mam cynuan, BepoBatHoha ma he cnemeher mawa mamaru kuma je 0,3, a ako
je mam kumoBuT, BepoBarHoha ma he caeneher mama 6utum cymuano je 0,5. Ako je y cybory
magajia KAma, oapeauTu BepoBaTHONy ma he y moHememak OUTH CyHUAHO BpeEMe.
6. a) (5 o) llatu nedununujy acuMnrora GyHKIUje U KAKO Ce HaJase.

6) (5 n) Hahu roce acumnrore ¢pyHnruuje y = & — 4arctgx+2.

7. (10 @) MaTeMaTu4ko OUEKUBAKE AUCKPETHE U HEIPEKUIHE CIIyJYajHe IPOMEHJLUBE U OC-
obuHe.

4. (8 m) Hahwu onmte pememe ﬂn(bepeHuMJaJIHe jenHaunne y =

PEIIIEHA
1. Osmaunmo a, = % Kako je
" 1)22n Y .92 4
lim {/a, = lim u lim ntl - <1,
n—o00 n—oo n- 5"+2 n—o0o f 5. \/> 5

TO JATU pea KOHBeprupa mo KolujeBoM KPpUTEPUjyMy.

2. Iomen mare ¢pyuruuje je D = (—oo, —2) U (—2,+00). IIpBu ussoxn ¢pyuruuje je

x+2—(x—2
/f174M7 4 4 ___8 2t -4 (z-2)(z+2)
vy = 2 22 4+dr+4+22—4e+4 0 a24+4 2244 244 '
1+(m+2)

Kaxo je 22 + 4 > 0 3a cBako z € R, To 3mak mpBoTr m3B0ma 3aBucu camo ox (r — 2)(z + 2),

-2 2
T — 2 — + +
T+ 2 - - +
y' + - +

na 3akmyuyjemo ma je y < 03a x € (—2,2), ¢y >03a x € (—o0,—2) U (2,400) u y =0 3a
x = 2. Haxrue, y onmana na (—2,2), pacre Ha (—00, —2)U(2, +00) 1 H0CTUKE JTOKAIHU MUHUMYM
y r=2.
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INE)

/ sin z cos ¢ d /Z sin x cos
—_—Ar =
o sin®z —3cos?x o 1—cos?x—3cos?2x

T sinxcosx
= pp ———dz
o 1—4cos

t =cosx

dt = —sinzdx
sinzdzr = (—1)d¢
x—O—)t—l
=T =2

2

7 t
— ——dt
A e
1
t
= —_dt
/¢2§14t2

p=1-— 4t
dp——8tdt

= tdt 1dp
‘[ —p=-1

t—1—>p——3

__,/ dp
8/1 p

-3

1
=——In
ey »
1 1
=——In3+=In1l
8 8
1
=——1In3
3 n
4. Jlara jemmaunna y' = Qyii?ny je mudepeHnUjaliHa jeoHAUYMHA IPBOr pena Koja pa3aBaja
OPOMEHJ/bUBE.
32
Yy = 9yt sinw
Y+ siny
d
(2y + slny)d—y = 322

(2y + siny)dy = 32%dx
/(2y +siny)dy = /3x2dx
y? —cosy=a2>+¢, ceR.

5. Osmauumo ca A morabaj ma je y momememakx cynuano speme. Hera cy Hy u Ho xumorese

na je y Hemesby OMIIO CYHUAHO OMHOCHO Ja je manaja Kuma. Tana je TpaskeHa BepoBaTHONA
P(A) = P(Hy)P(A|Hy,)+P(H2)P(A|Hs). ITorpebHO je jomn ma oapeamMo oBe ueTupu BeposarHolhie.
Kako je y cybory mamana kuma, TO je

P(H,)=0,5, P(H,)=0,5.

Cnuuno, nMaMo u na je

P(A|H) = 0,7, P(A|Hs) =0,5.
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Konauno, Tpaskena BepoBaruHoha je

P(A)=0,5-0,7+0,5-0,5=0,6.

6. a) Bunmeru y yubenuxy.
6) Homen mare ¢yurnuje je D = (—oo, —2) U (—2,400). Koce acumnrore tpaskumo momohy
dhopMmyIa

k= lim =) n= lim (f(z) — kx)
r—oo I xT—r00
_ 22 —2
— lim T — darctgy T3 = lim (z4arctgz z)
T—00 T T—00 x+2
arcto =2 = lim (—4arctgl)
T— 00 €T — 4. E
arctgl 4
=1m1<1—4- g) -7
T—00 T
=1m1<1—4-4>
T—0o0 xT
=1-0
=1

Tpakena rkoca acuMmnrorTa je nmpasBa y = kr+n=x — 7.
7. Bunetu y yubenuky.
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I'pyma 3

o0
. 93n+1
1. (8 m) ViciuraTy KOHBEpreHNUjy pena le.
n=
: _ -3
2. (8 m) Mcnurary monoTonocT u Hahiv ekcTpeMHE BpeqHOCTU (YHKUUjE Y = T — 6arctgi—+3.

™

3sinx cosx dx

3. (8 m) VspauysaTu BpeHOCT MHTErpasa [ 3+t s

4. (8 m) Hahwu ommre pememe mupepenmujanme jennaumne y(z2 — 1)y’ = —x(y? — 1).
5. (8 m) Y umsmumumenoMm rpaxy Mopmop y TOKy IaHa MO:KEe OUTU KUIIOBUTO WU CYHUYAHO
BpeMe. Axko je mam cynuan, BepoBatHoha ma he caemeher mama mamatu kuma je 0,4, a ako
je mam kumosutT, BepoBarHoha na he cimeneher mana 6utu cynuano je 0,6. Axo je y Hememy
najgaJia KUma, oapeauTtu BepoBaTtHohy ma he y yTopak OMUTU CyHUAHO BpEME.
6. a) (5 m) Jartu meduHunmjy acUMOTOTa (YHKIUjE K KAKO CE HAJIA3E.

6) (5 m) Hahu roce acumnTore QpyHEIMjE y = & — 6arctgi—;§.
7. (10 m) MaTeMATUYKO OUYEKUBALE AUCKPETHE U HEIPEKUIHE CIydajHE MPOMEHILUBE U OC-
obuHe.

PEITEHA

23n+1
3n-4n

. e 2842 8
e R I S

TO AaTU pel auBeprupa mo KomujeBoM KpuTepujyMmy.

1. Osmauummo a, = Kaxko je

2. Ilomen mare ¢pyuruuje je D = (—oo, —3) U (—3,+00). IIpsBu usson pyurmuuje je

x+3—(xz—3
, ) 6 18 22-9 (z-3)(x+3)
y :1—6.72:1—6. 5 3 :]_— 5 = 3 = 2 .
1+(x_3) ¢ 4+6x+9+2x*—6x+9 z¢4+9 z¢4+9 %49
T+3

Kako je 22 + 9 > 0 3a cako x € R, To 3Hak mpBOT M3BOAa 3aBuCcK camo of (z — 3)(x + 3),

-3 3
r—3 — + +
x+3 - - +
Y + - +

na 3akmyuyjemo ma je y' < 03a x € (=3,3), vy >03a x € (—o00,—3)U(3,400) u y =0 3a
x = 3. Haxrue, y omana na (—3,3), pacre Ha (—00, —3)U (3, +00) 1 H0CTURE JTOKAIHU MUHUMYM
vy x=3.
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pusy . pusy
1 3sinzcosx 4 3sinx cosx 1
_ 95 A s z
o sin®z —2cos2zx 1—cos?2z —2cos?2z

/ 3smmcosacd
T
1—3cos2z

t =cosx
= —sinzdx
= Slnmdx— —1)d¢
z=0 —) t=1

7—>t—§

T t
_,/ By,
., 1-3t

1

dt

vz 1— 3t2
2

p=1-— 3t

dp = —6tdt

= tdt = —¢dp
— V2 __1
t=1—p=-2

/23dp
=5/ 5

1
:—§ln|p| o
2
1 1 1
= ~ln2+-In-
g et gng
1
= ——1In4
2
=—In2

4. Nara jemmaumna y(r? — 1)y’ =

—x(y?* — 1) je mudepernujasHa jemHAUMHA TPBOT pela Koja
pasnBaja IPOMEHJLUBE.

y(z® — 1)y = —a(y®> — 1)
y dy  —x
y2—1dex a2-1

Y
dy = d
y271y :c271x

Y -z
dy = d
/y?—l ! /:v2—1 :
2y —2x
dy = d
/y2—1y /mQ—lx

Injy? —1| = —Inj2®> — 1| +¢, c€R

5. Osmaunmmo ca A morabaj na je y yropak cyruano sBpeme. Heka cy Hi u Hs xumorese na

je vy moHezme/mak OMJIO CYHUYAHO OINHOCHO Ia je manaja kuma. Tana je rpaskeHa BeposaTHOha
P(A) = P(Hy)P(A|H,)+P(H2)P(A|Hs). ITorpebHO je join ma oapeamMo oBe ueTupu BeposarHolhie.
Kako je y mememy mamana kuma, TO je

P(Hl) :0767 P(HQ) :074
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Cumuno, UMaMo U 1a je

P(A|Hy) = 0,6, P(A|Hy) = 0,6.

Konauno, Tpaskena BepoBarHoha je

P(A)=0,6-0,6+0,4-0,6=0,6.

6. a) Bunmern y yubenuxy.
6) lomen marte ¢pyurmmje je D = (—o0,—3) U (—3,+00). Koce acumnrore tpazmmo momohy
popmyia

k= lim 1) n= lim (f(z) - kx)
r—o00 I 3
— GarctgZ=2 = li — barctg—— —
. r — Garctg T3 Jim (x arctg——— x>
Tr—r0o0
v arcte =3 = lim (—6arctgl)
— xr—r o0
~ lim (16.%3) .,
— lim (1-—6-a“mg1) L
T—00 T 2
1m1<16~4>
T—00 T
=1-0
=1
3T

Tpaskena koca acuMmnToTa je mpasa y = kr+n =2z — 5.
7. Bunetu y ynubenuxky.
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PEHNIEIHLA PEBPYAPCKOI' POKA N3 MATEMATUEKE 05.02.2020.
I'pyna 1

1. (8 m) Uspauynaru lim (e +x)%.
Tr—r 00
2. (8 m) Ucnuraru kouBekcHocT n Hahu npeBojHe Tauke GpyHEuUje y = x - arctg(3/x).
3. (8 m) Uspauynaru [(z? — 3z + 2)e *dx.
4. (8 m) Hahu onmre pememe nupepennujanue jennauune y' — 6y + by = 17e* sin .
5. (8 m) U3 mnuna oxn 52 rapre ce m3Baave ase kapre oxjequoM. Ako je X cayuajHa
BEJIMUMHA KOja NPEACTaBJba OpOj M3BYUYEHMX LPBEHWX KapaTa, OAPEIUTH pacmomeiy om X,
BE(X) u D(X).
6. a) (5 o) Kako raacu Komujes kpurepujym 3a KOHBepreHuujy penosa’
. . . — n2
6) (5 u) Kopucrehu Komujes kpurepujym ucnuraru KOHBEPreHIU]y pena n§1 (”TQ)

7. (10 m) Iucumepsuja OUCKpeTHE W HENPEKNUAHe ClydajHe NPOMEHJbUBE, NeQUHUNNja U

IpUMEPU.

PEIIEHLA
1.
. 1 . 2z T
lim (€?* 4+ z)¥ = lim e™( "+
T—r00 Tr—r0o0
1 111(92m+m)
= ez—oo T
2e2% 41
L.P. lim —<2%te
617%00

2. Ilomen ¢pyurnuje je D = [0,+00). Mspauyrajmo upsu u ApyTru u3BOL are (yHKIU]E.

3
z 3
f'(z) = arctg(3vz) + = Ve arctg(3v/r) + 3 —}—\/15813’

149z
3 3
1+ 92 (2 4 18x)? 2/x
3 6 + 54x — 108z

I+ 182) | 2ya(2 + 182)?
3-2(24 18z) + 6 — 5dx
8v/z(1 4 9z)2
18 + 54x
8v/z(1 + 92)?2
9 (1+3x)
C 4/r(1492)2

; 9
Kako je INE i 0 3a cBako x € [0,+00), TO 3HAK APYTOTr M3BOJA 3ABUCH CAMO OJ M3pa3a

(1+3x).
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1+ 3z - + +

@ T +

Kaxro je D =[0,+00), TO je Opyrym M3BOI MO3UTHUBAH HA MEJOM IOMEHY, Tj.
f"(z) >0 3a x € [0,+00),

a 3akbydyjeMo Oa je QyHKIUja KOHBEKCHA HA NOMEHY U HeMa IPEBOJHUX TadaKa.

3.

[, — 2 — o
/(x27393+2)e*zdz: u=x*—-3x+2 dv=e dx]

|du = (22 = 3)dz  v=—e"

= (22 =3z +2)e " + /(2:10 —3)e *dx

[u=22x—-3 dv=e"%dx
| du = 2dx v=—e %

= (22 =3z +2)e® — (22 —3)e® + 2/6_”“'d$
=—(2® =3 +2)e - (2r —3)e " —2 " +c
=—(@*—z+1e "+
4. Hajupe mabumo pememe xomorene jemmaumue y”’ — 6y’ + 5y = 0. Hyze xapakrepuctuune
jemmaumae A2 —6A+5=0cy A\ =1, Ay =5, ma je yp = c1e* + c2e®.

ITaprukynapao pememe je obuuka y, = e”(Acosz + Bsinz). I3pauyHajMo IpBU U OPyrH
M3BOJ NAPTUKYJIAPHOD pelmemna M yOanuMo ra y MOJIa3Hy jeTHAUNHY.

y, = e"((A+ B)cosz + (B — A)sinz),
y, = €*(—2Asinz 4 2B cos x),
na je
e*(—2Asinx 4+ 2B cos )
—6e”((A+ B)cosz + (B — A)sinx)
+5e”(Acosz + Bsinz) = 17¢** sinx
((—A—4B)cosx + (4A — B)sinz)e” = 17e"sinz
OQHOCHO HAKOH cpebhuBama
(—A—4B)cosxz + (4A — B)sinx = 17sinz

IIa KaJa M3jeJHaYnMO KOe(pUuInjeHTe y3 Sinx 1 COs T ca JIeBe 1 IecHe CTpaHe No0ujeMo crcTeM
jemHaynHa,

—A—-4B=0
4A - B =17
unje je pememe A =4, B = —1. [lobujamMo na je IapTUKyJIapHO peIleme je

yp =€"(dcosz —sinzx).
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Konauno, ommre peneme naTe jefHAYUHE je

Y =1yn+yp=cre’ +c2e® +e” (dcosz —sinx), c1,c0 €R.

5. IIpumernmo na X € {0,1,2}. Kako je

26 26-25
- 25
pix—op =2 - S0

() B3 102
L)) e
B A R

) _mE o

N G T

To X mMa pacmonery

a X? uma pacmomery

e Je 25 26 25
E(X) = TR
E(X?) 0~%+1-§—?+4-%:%,
2
D(X):E(XQ)—E(X)2:§—12: 5;;’

6. a) Buneru y yuGeHuKy.
2

6) Ozraunmo a, = ("T_Q)n . Tana je
r= Y.

2

o (n—2)n
= lim
n—oo n

ma maTu pel KOHBeprupa mno KomwujeBoM Kpurepujymy.
7. Bunern y yubeHury.
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I'pyma 2

1. (8 m) Uspauynaru lim (e —|—x)%.
Tr—r 00
2. (8 m) Ucnuraru kouBekcHOCT 1 Halim mpeBojHe Tauke GpyHEUUje y = « - arctg(2y/x).
3. (8 m) Uspauynaru [(22? + 1)e “dz.
4. (8 m) Hahwm ommre pememe mupepennujanne jemmaunne y” + 2y’ — 8y = 25ze”.
5. (8 m) U3 mmuna on 52 rapTe ce m3Biaade mBe Kapre oxjemHoM. Axo je X ciuyuajma
BeJIMUMHA KOja MPEeACTaBba OPOj M3BYUEHUX XepueBa, oapemutu pacuomeny on X, E(X) m
D(X).
6. a) (5 o) Kako rnacu Komwujes kpurepujyMm 3a KOHBepreumujy penosa?
. . . & — 'I’L2

6) (5 u) Kopucrehu Komujes kprurepujym ucnuraTu KOHBEPreHIU]y pena nzzjl (”TQ) .
7. (10 m) lucuepsuja AUCKPETHE U HENPEKUIHE CIyJYajHE MPOMEHJbUBE, NeGUHUNU]A U
IpUMEPH.

PEIIEHA

2. Homen ¢pynrmuje je D = [0,4+00). M3pauynajMo OpBu u APYTH U3BOA AaTe (yHKOU]e.

f'(x) = arctg(2y/x) + x 2Vr arctg(2v/z) + Ve

1+ 4x 1+ 4z’
f(z) = 235 Jr255'(1%—431:)_4'\/5.2\/5
144z (1 +4x)? 2\/x
_ 1 1+4x — 8z
= Vit 4n) | 2va(l 140
248414
2y/@(1 + 4a)?
3+4x

©2y/x(1 + 4a)?”

Kako je m > 0 3a cBako z € [0,400), TO 3HAK APYTOT M3BOJA 3aBUCH CaMO OX U3pa3a
(3+4x).
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344z — + +

@ T +

Kaxko je D =[0,+00), TO je OApyrn M3BOJ MO3UTHBAH HA LEJIOM NOMEHY, Tj.
f"(x) >0 3a x€l0,+00),

Ila 3aKbydyjeMo na je QyHKIUja KOHBEKCHA HA NOMEHY U HEMa IPEBOJHUX TadaKa.

3.

9 e (u=2224+1 dv=e"dx
/(23: +1)em dr = |du=4xdz v=—e"

= (22 +1)e® + /4we*wdx

[ w=4z dv=e%dz
du=4dx v=—e%

= —(22° 4 1)e™® — dze™® + 4/e*$dx

= (202 +1)e ™ —4dae™™ —4e " +c

= (22 +4x+5)e " +c
4. Hajupe mabumo pememe xomorene jemmauune y”’ + 2y’ — 8y = 0. Hyze rapakrepuctuune
jemmaumue A2 4+ 2\ —8 =0 cy \; =2, Ay = —4, ma je y, = c1e>* + cpe™ 47,

ITapruxynapao pememe je obnuka y, = e”(Azx + B). M3spauyHajMo npBum M APYTH MU3BOL
MapTUKYJIAPHOT pelllelha U yOaIluMo ra y MOJA3HY jeqHAUNHY.

y, =e"(Az + A+ B),
y;)' =¢"(Az 4+ 2A + B),
na je
e’(Ax +2A+ B) +2¢"(Ax + A+ B) — 8¢"(Ax + B) = 25xe”
(=bAz —4A — 5B)e” = 25z

OOHOCHO HAKOH cpebhuBama

—5Ax —4A — 5B = 25x

ma Kala M3jeqHauvynMO KoeduimjeHTe y3 x um 1 ca JeBe M JecHe cTpaHe NOOUjeMO CUCTEM
jemHayuHa,

—5A =25
—4A-5B =0
unje je pememe A = —5, B =4. JlobujamMo na je TApTUKYJIApPHO PEIIemhe je

yp =¢" (=br+4).
Konauno, ommre pememe nare jeaHadusHe je

y=yn+yp=cre” +coe® +e” (=bx +4), c1,c2 €R.
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5. IIpumerumo mna X € {0,1,2}. Kako je

2 .
P{X =0} = 25¢ = 5547

P{X =1} = 5.2 52-51 EY}
5) 21 34
() 42 1
PIX =2} =250 =557 = =
(%) 21 17
To X MMa pacmomery
o 1 2
X (19 13 1>,
34 34 17
a X? uma pacmomeny
0 1 4
X (19 13 1>,
34 34 17
na je
19 13 1
EX)=0-—+1-—+2-— = —
(X) 34 * 34 * 17 2’
19 13 21
E(X*)=0-—+4+1-— =
(X7) =0 34 + 34 + 17 34’
21 1 25
DX)=E(X*)-EX)?=>=—-=—.
(X) = B(X*) - B(X? =2, 1 = =
6. a) Buneru y yuGeHnuxy.
2
6) Osmaummo a, = (”T’z)n . Tana je
r=Jm van
o <n—2>”2
= lim
n— o0 n
—2\"
= lim <n )
n— 00 n
8)-(=3%)n

ma maTyé pen KOHBeprupa mo KommjeBoM Kpurepujymy.

7. Bunetn y ynOeHUKy.
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I'pyma 3

1. (8 m) Vspauynarn lim (e'” +x)%
Tr—r00
2. (8 n) Ucnurartu komBekcHOCT 1 Hahu mpeBojHe Tauke GyHEmUje y = T - arctg(y/T).
3. (8 m) Uspauynaru [(2%+z+ 1)e dz.
4. (8 m) Hahwu onmre pememe mupepenmujanue jemunauune y” + 2y — 3y = 9z + 3.
5. (8 m) V3 mmuna on 52 rapre ce m3Biaade nse kKapre oxjemHoM. Axo je X ciyuajua
BEeJIMUMHA KOja IPeNCcTaBiba OpPOj U3BYyUEHUX KpasbeBa, oapemuTtu pacuoxery on X, E(X) u
D(X).
6. a) (5 n) Kako rinacu Komwujes kpurepujym 3a kKoHBepreuuujy penosa?

6) (5 m) Kopucrehn Komwujes kpurepujym ncnmraTn KoHBepreHnujy peia ». (22)
n=1

7. (10 m) wucumep3uja AUCKpETHE U HENPEKUIHE CJydvajHe IPOMEHJbUBE, NeGUHUNU]a U

IIPUMEPU.
PEIIEHA
1.
4x 1 : ln(e‘m—&-x)%
lim (e* +z)* = lim e
xr—r 00 T—r00
lim In(e*® 4a)
— ez—o0 x
4e4® 41
= ex—oo
B
lim 4e T41

2. Ilomen ¢pyurmuje je D = [0,4+00). Mspauyrajmo opsu u ApyTu U3BOA Aare (yHKIU]E.

o WE Va
f'(@) = arctg(Vr) + @ - 7 arctg(\/i)+m,

s v 2t -2 2/

Fe) =17 11+ 2)? N
- 1 2+ 2x —4x
it a) | 8vi(l o)

_ 44+4r+2—2x
8Va(l + )

- 3+«

CAVa(l+a)?

. 1
Kako je INC(ETER 0 3a cBako z € [0,+00), TO 3HAK APYTOT M3BOJA 3aBUCHU CAMO OJ U3Da3a

(3 +ux).
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@ T +

Kaxro je D =[0,+00), TO je Opyrnm M3BOI MO3UTUBAH HA WEJOM IOMEHY, Tj.
f"(x) >0 3a x € [0,+00),

a 3akbydyjeMo Oa je yHKIUja KOHBEKCHA HA JOMEHY U HEMa IPEBOJHUX TadaKa.

3.

B _ 2 _ -z
/(m2+x+1)e‘”dx= u=z"+z+l dv=e dx]

[du= 2z +1)der v=—e"
= (2 +zx+e "+ /(2x + e *dx

(u=2c+1 dv=e*dx
i du = 2dx v=—e %

(2 +r+1)e™™ — (2 +1)e " + 2/6795(156‘
= (@ +r+De - 2r+1)e =2 "+c
=—(2*+3z+4)e " +c

4. Hajope mabumo pememe xoMorese jennauune y”’ + 2y’ — 3y = 0. Hyze rapakrepuctuune
jemmaumae A2 +2\—3=0cy A\ =1, Ay = —3, ma je y, = c1e” + coe 3.
IMaprurymnapHO pememe je obmKa ¥, = Az? + Br + C. U3pauyHajMo IPBU U IPYTU U3BOI
NapTUKYJIAPHOT pelllelha U yOaIluMo ra y MOJA3HY jeIHAUNHY.
y, = 2Az + B,
Yy, =24,

na je

2A+2(2Ar + B) — 3(A2* + Bz + C) = 272> + 9z + 3

—3A2° + (4A - 3B)x +2A + 2B — 3C = 272* + 9z + 3

ma Kaja m3jemHaunmMo koepummjente y3 x2, x u 1 ca jeBe u gecHe cTpaHe TOGUjEMO CHCTEM
jemHaynHa,

—34=27
4A—-3B=9
2A+2B-3C=3

unje je pememe A = -9, B=—15, C = —17. [loBujamo na je mapTUKyJIaAPHO PEIICHE je
yp = —92% — 152 — 17.
Konauno, ommre pemneme nare jeaHauyuHe je

Y=yYn+yp=cre” + c2€”® — 922 — 152 — 17, ¢1,¢0 € R.
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5. IIpumerumo mna X € {0,1,2}. Kako je

(5) s

— — N2/ __ 21 _ ~7¥
P TR T m
L) s
A ¢ R T
O
P{X=2=-% = ZL -
GRS

To X MMa pacmomery

a X? uma pacmomeny

na je
188 32 1 2
EX)=0-—4+1 - —4+2. — = —
(X)=0 991 Tt 991 T 997 13’
188 32 1 36
2 J— . .  —_— = —
E(X7) = 221 +1 221 +d 221 221’

4 4
D@j:ﬂxﬁ—mxfzég——fziy.
221 169 2873

6. a) Buneru y yuGeHnuxy.

2
6) Osmaummo a, = (”T’z)n . Tana je
r=Jm van

. n (n_2>n
= lim
n—o00 n
—2\"
= lim <n )
n— oo n

1

n—oo

ma maTyé pen KOHBeprupa mo KommjeBoM Kpurepujymy.
7. Bunetn y ynOeHUKy.
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PEITEHA JYHCROI POKA 3 MATEMATUEKE 28.06.2020.

SAIIAIIN

oo (2)\n
. (8 m) Ucnurartu KOHBEpreHNujy pena ngl(%)l),

2. (8 m) Ucnurarr monoronoct u Hahu ekcrpemyme ¢yHEUUje y = €
3. (8 m) Vispauynarn [ {222 _dz.
4. (8 m) Hahu mapTukynapro pememe mapepenmujaine jemnaunne y’ — 6y’ + 8y = 4xe?®, ca
nouetHuM yciaosuma y(0) =0, y(1) = 0.
5. (8 m) Ha crony cy Tpu kytuje. Y upBoj Kytuju cy 4 Gesne u 2 upHe Kyraune, y Apyroj 3
Oene u 3 upue, a y tpehoj 2 6ene u 4 upue xyraune. Bana ce koukuna na 6m ce omabpasna
KyTHUja. Y KOJUKO manue 6poj 1 bupa ce mpBa KyTuja, YKOJIUKO MaAHE HEKU o1 OpojeBa 2 miau
3 Ompa ce mpyra KyTuja, a yKOJMKO HaJgHe HEKU O MpeocTajux OpojeBa, Oupa ce Tpeha
kytuja. VI3 nuzabpane KyTuje ce M3BJIaUM jeNHA KyTJIMIA.
(4 ) a) Ogpemury BepoBaTHOy Ha je M3ByueHa Gesa KyrunlA.

(4 m) 6) Ako ce 31a ma je u3ByueHa Hesa Kyriauna, oopeauTu BepoBarHoly na je u3 tpehe
KyTHje.
6. (5 m) a) Jatu neduHUNUjy KOHBEKCHOCTU U KOHKABHOCTU (QYHKIZ]E.

(5 m) 6) Mcnuratn KOHBEKCHOCT (yHKUUje Y = \/méiﬂ

—

3 —9x%+24z+1

7. (10 n) Jluneapua mudpepeHnUjaNIHa je[HAYMHA APYTOT Pela Cca KOHCTAHTHUM KOe(QUIIN)eH-

TUMA..
PEHIEILA
2\n
1. Osmaummo ca a, = m Kaxo je
. (%)n+l (%)w% )
T . n ! n -(n ! . 3
1 1l lim ( 2“,3 = { +2)2(,,L+1) = lim 3 _—0< 1,
n—00 (O n—00 (5) (g) n—oo N
(1) (GRS

TO JaTU pen KoHBeprupa Ha ocHOBy JlamambepoBor kpurepujyma.

2. ITomen ¢yukrmuje je D = R. M3pauysajmo npBu u3BoL narte (yHKIM]je

f/('r) — ex379z2+24m+1 . (.TS _ 91.2 + U7 + 1)[ _ 3(1’2 — 6x + 8)61379m2+24m+1'

. 3_gp2 .
Kako je e* ~9¢ +242+1 posprupno, 3mak HaM 3aBucu camo ox x2 — 6z +8. Kako je 22 —6x+8 =

(x —2)(x — 4), mmamo ma je f/(x) =03a =2 wu =3 ma Cy TO NOTEHIUjATHUA EKCTPEMYMU.
Hame, Buanmo na je f'(z) >0 3a x € (—00,2) U (4,+00) n f/'(z) <0 3a z € (2,4), ma KOHAYHO
3aKmydyjeMo ma QyHKImja pacte Ha (—00,2) U (4,+00), omana wa (2,4), z = 2 je jgokagHU
MAKCUMyM U T = 4 je JIOKAJHU MUHUMYM.
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sin 2x 2sinx cosx
——dox = | —————dz
1+ cos?zx 1+ cos?zx
. [ t=cosx
- |dt = —sinzdx

[ —2tdt

N / 14 ¢2

[p=1+ ﬂ
| dp = 2tdt

-1
[ 5o
p
—Inlp|+c

—In(1+#*) +c
= —In(l +cos?2) +¢

4. Hajupe mabumo pememe xomorene jemmaumue y' — 6y’ + 8y = 0. Hyze xapakrepuctuune
jemmaumae A2 —6A+8=0cy \1 =2, \o =4, ma je yp = c1>® + coe’®.

[lapruxysapHo pememe je obnuka y, = z(Azx + B)e** = (Az? + Bx)e?**. Vspauynajmo npsu
¥ IPYTU U3BOJ MapTUKYJapHOT PeNlema W yOAIuMo ra y TMOJa3Hy jeTHadnHY.

2z

y; = e*"(242% + (2A + 2B)x + B), y;/ = e?"(4A2” + (8A 4+ 4B)x +2A 4 4B)
na je
e*(4A2% 4 (8A + 4B)x + 2A + 4B) — 6e**(2Ax? + (2A 4 2B)z + B) + 8¢**(Az? + Bx) = 4ze®®

OOHOCHO HAKOH cpebhuBama
—4Az + 2A — 2B = 4%,

onakje M3jenHavaBameM KoepunujeHata y3 1 m r mobujaMo CHCTEM [BE jeAHAUUHE Ca JBE
HEIO3HATE.

—4A =4
2A—-2B =0
Pememe oBor cucrema je A = —1, B = —1, na mobujamMo na je HapTUKYJIAPHO PeEIIeme je

_ L2z 2
Yp = e (—a® — ).
Konauno, ommre pememe nare jeaHadusHe je

Y=yn+yp= 1% 4 coe?® 4+ 822 — 62’”(332 +x), c1,00 €R.

Ocraje jom na mabemo maprukynapuo pememe. Y GanusameM yciaosa y(0) =0u y(1) =1y
OMITE pemnemne no00ujaMo jenHavrHe

0:01+02,

0= 6162 + 0264 — 262,

oJlakjie KOHAYHO Jo0OujaMo 1a je ¢ = H% ucy = IIa je TpaKeHO MapTUKYJIAPHO PEIIeHe

=2
1+e2?

2, =2

4 2 23 2
T+t —|—1+62e$+8x —eF(z* 4 ).

5. Osumaummo ca Hy, Hy u Hs xunorese na je omabpana npsa, apyra omHocHo tpeha kyruja

35



u "Heka je morabaj A morabaj ma je uzByuena Gesa Kyriauia.
(a) Kemumo na ompemumvo P(A). Ha ocuoBy dopmyiie mormyHe BepoBaTHONE mMamo ma je

P(A) = P(Hy) - P(A|H:) + P(H2) - P(A|H) + P(Hs) - P(A|H3),

Ia oApeIuMO OBUX HIecT BepoBaTHOha.
1 2 1
P(H\) ==, P(Hy) ===, P(Hs)=>—=
( 1) 67 ( 2) 6 37 ( 3)

2 1 3 1 4 2
P(A|H1) = 6 = gv P(AlHQ) = 6 = 9 P(A|H3) = 6 = §7

ma modbujamo

11 11 "

6 3 32 23 9
(6) "Kemmmo ma ompemmmo Bepoataohy P(H3|A) Kojy padyHamMo mo ¢popmynn

EN:

P(A) =

+

Pty TG PUL) PUAH:) LR g

6. (a) Bumeru y yubGenuky.
(6) Homen mare pyurimje je D =R. OnpenumMo meH IPBU U APYTU U3BOL.

7 = (@ 1)H)

1 :
:—5-(14—3:2)_% -2z

=z
(224 1)3)
/
" —x
(@) = M)
@+ D43 @2+ 1) 2 (@24 1)3
= (22 + 1)3 ' (z2 4+ 1)%
 —(2z® +1) 4322
(a2 +1)3
o2t -1
Bumumo ma je f’(z) =0 3a xz = % Wi r = f% ma Cy TO MOTEHIUjaJIHE MPEBOjJHE TAUKE.

Kaxo je (332—1—1)g > 0 3a cBako r € R, To 3HaK ApyTOr M3BOAa 3aBUCcU camo ox 2x2—1. Omatie
3akmyuayjemo na je f(x) >03ax € (—oo7 —%) U (%, +oo), f"(z) <0zaze (—%, %), na
KOHaUHO nobujamo na je f KOHBeKCHa Ha (—00, —%) u (%,4—0@), KOHKaBHA Ha (—%, %)
uzr= % uzxr= —% Jecy mpeBOjHE TAUKe.

7. Bunern y yubeHuxy.
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PEITERA JYJICKOI' POKA U3 MATEMATUWKE 15.07.2020.

SAIDAIIN

0 )n(n+2)

. (8 m) VcnuraTy KOHBepreHuujy pena ». (Z—;;
n=

—

. (8 m) Oapenuru acumnrore GyHEIUjE y = T,/ —=.

2 r—6

3. (8 m) Mspauynaru [In(1+ %) daz.

4. (8 m) Hahu ommre pememe mapepenmujasine jennaunne y”’ — dy = de= 2%,

5. (8 m) Beposarmoha ma he Ilepa ocsojutu Memamy 3a €BOj TeHucku kiay6 je 0.5, a
BepoBatHoha na he je Muka ocsojuru je 0.7. Hahu BepoBarnohy ma he 6ap jemna menasmpa
OUTU OCBOjEHA aKO ce TaKMu4Yapu 6ope He3aBUCHO. AKO je MenaJsba OCBOjeHa, Koja je BepoBaTHOa
na jy je ocsojuo Ilepa?

6. (5 m) a)
(5 m) 6)
7. (10 m)
PEIIIEHA
n(n+2)
1. Osmaummo ca a, = (er%) . Kako je

n(n+2)
n -1
lim a, = lim <n >

n— o0 —00 n+2
. (n—1>"+2
= lim
n—oo \ n + 2
71 n—+2
— lim (1—1+” >
. —n—24+n-—1 nt2
= lim {1+
n+2
= lim <1+ 5 )
n—00 n-+2
1 "i32'(_3)
= (1_ nt2
:673
1
:g<17

TO AaTU pel KOHBEPrupa Ha OCHOBY KRommjeBor Kpurepujyma.

2. Ogpemmo Hajupe nomer pare gymknuje. Jla 6u x 6uno y nomeny, Mmopa na Bagu & > 0
u z—6# 0. lIpBa HejeIHAKOCT HAM Haje YCJIOB Aa Mopa outu z € (—oo,0]U[6, +00), a apyra
na je x # 6, ma Kaga HAIPABUMO IIPECEK OBUX YCJIOBa, noOujaMo na je moMeH mate (yHKIUje
D = (—0,0] U (6,+00). Tauke x =0 u = 6 cy DOTEHOMjaIHE ACKMITOTE U IPUMETUMO Ia
MO3Ke IIOCTOjaT! caMo JieBu auMec v Tauku 0 u mecHu auMmec y tauky 6 (jep ¢yHkIUja HUje
nepurucana mecuo on 0 u neso on 6). Oapenumo oBa ABa JUMECA.

Beprtukanae acumnrore:
. x
lim = =0 # oo,
z—0— xr—06

na npaBa ¢ = 0 HEje BEPTUKAJIHA ACUMITOTA.

. x
lim x = +o00,
z—6+ x—6
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ma npaBa r = 6 jecTe BepTUKAJHA ACUMITOTA U TO j€ jeINHA BEPTUKAJNHA ACUMIITOTA OBE

¢yHKIUI]eE.
XOpU30HTANHE aCUMIITOTE:!

lim z = lim x 5 = lim z = oo,
T—r00 x—06 T—00 — = T—r00
xT
ma HeMa XOPU3OHTAJHUX ACUMIITOTA.
Koce acumnrore:
_z
. z r—6 . . 1
a = lim = lim = lim s =1
T—00 x r—00 x — T—00 1—2
xr

— I
N VT + vz -6
L ala—(-6)
z—oo v/ — 6(\/x + /x — 6)
. 6z %
= lim T
=00 \/22 — 6z +x—6 3
. 6
= lim

3.




: 1
Oapenumo moceOHO MHTErpaJl GpyHKIUje e

/@dxz/de

1
= §arctgt +c1

1 ¢ :v+
= —arc — C
gACtey T A

BpaTI/IMO Ce Ccala Ha IIOYETHU MHTErpaJl.
4 4 1
4 1 x
=zln (1 + [p2> +8 <2arctg2 + Cl)
4 T
=zln {1+ — | +4arctg; +c.
T 2

4. Hajupe mabumo pememe xomorene jemnaumue y” — 4y = 0. Hyue kapakTepucTuyne jemHa-
e N2 —4=0cy A\ =2, Ao = —2, ma je yp = c1>® + coe 2%,

[lapruxysapHo pememe je obmuka y, = Are ?*. VspauyHajMO OpBU U APYTU M3BOJ Tap-
TUKYJApHOT pelleha U yOauuMo ra y MOJasHy jeIHaduHy.

Y, = Ae ™ _2Axe™* = (A—2Ax)e %", Y, = —2Ae™% —2Ae™* 4 4Are™ " = (—4A+4Ax)e "

ma je
(—4A +4Az)e " — 4Axe 2 =2

OQHOCHO HAKOH cpebhuBama
—4A =1,

1

omakse je A= —7 ma nobujaMo ma je MapTHUKYJapHO Demleme je i, = —ixe%.
Konaumo, ommre pememe naTe jefHAYUHE je

2z

1
Y=Yn+Yp = 616230 + e T — 11'672% c1,c9 € R.

5. Osmaummo ca A morabaj na je Ilepa ocBojuo menamy, a ca B morabaj ma je Muka ocBojuo
Menamy. Hato je na je P(A) =0,5u P(B) =0,7. Ilorabaj na je 6ap jenna mMenasma oCBOjeHA
je AU B u merosa BepoatHoha je

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(A) + P(B) — P(A)P(B) = 0,540,7—0,5-0,7 = 0, 85.

Kopucrtuimn cmo na je P(AB) = P(A)P(B). OBo resHepasiHO He BaskU YBEK, AU KaKO Cy
norabaju A uan B meDycobno He3aBucHHU, oBa GopMysria he BaKuTH.
Axo je memasma ocBojena, BepoBaTHoha na jy je ocsojuo Ilepa je

P(AN(AUB)) P(A) 0,5

PAAVB) = =505 ~ Paun) 0.8~ %8
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Osze cmo ropuctuiu xa je AN (AU B) = A. 3aucra oo Baxku jep norabaj A kaxe na je
ITepa ocBojuo memamy, a AU B nma je 6uiio KO OCBOJUO MenaJby, IIa IMOIITO TPaKUMO IPECeK
oBa nBa morabaja, mu skeaumo na Ty gorabaju Oymoy MCTOBpEMEHO OCTBapeHu, Tj. Tpeba
na Basku u ga je Ilepa ocBojuo memasmy m naa je OMIO KO OCBOjUO MenaJby, a TO je yIpaBo
norabaj ma je Ilepa ocojuo menasmy, Tj. morabaj A.

6. (a) Bunmern y yubenuxy.

(6)

7. Bunern y yubeHuxy.
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PEHIEIHLA ABI'YCTOBCKOI' POKA M3 MATEMATUERE 26.08.2020.
SAIIAIIN

o0 n 3 5 n
. (8 m) VcnuraTtu KOHBEpreHnujy pena 21 (%) .

n=
. (8 m) Vcnuratu rousBekcHocT u Haliu mpeBojHe Tauke QYHKIUjE Yy = In®z + .
. (8 m) Uspauynarn fol xln(z? + 1)dz.
. (8 m) Hahw onmmrre pememe mapepennujaine jemmauune y”’ — 4y = de™ 27,
(8 m) Y kyruju A cy 9 mmcrrha mymepucanux 6pojeBuma ox 1 mo 9, a y ryruju B
ce Hasasm 5 jauctuha HyMepucaHux OpojeBuma on 1 mo 5. Dupamo KyTujy HacyMmuie u
U3 Be U3BJIAYMMO jemaH jguctuhi. Ako je 6poj Ha gucTtuly mapaH, M3padvyyHATU KOJIUKA je
BepoBarHOha na je nmuctuh msByuen us kyrtuje A.
6. (a) (5 m) Haru neduunnujy mudepeHnnjabuIHOCTH (yHKIHjE.

2 _4g

NN R

(6) (5 m) Uspauynatu uszson Gynkmaje y = €% -sin .
7. (10 m) Jluneapra xoMoreHa AuepeHNUjAJHA jemHAUMHA APYTOr PEAa Ca KOHCTAHTHIM

KOe(pUINjeHTIMA.

PEIIEHA

5 n
n, 3 2 .
1. Oszmauumo ca a, = ( ‘/Z:G" ) . Kaxo je

T A TR L N TR -
o, Von = 05, (271 ST e 0t

TO JATU PEXI KOHBEPrupa Ha OCHOBY RolmmjeBor kpurepujyma.

2. Jlomen mate ¢pyurmuje je Dy = (0,+00). IIpBu n3Bon mare pyHrmmje je

21
y =(n*z+42) = S
z

Ilpyru mn3Box mate (yHKuUje je

P 2Inz " 2.l.2-2lnz 2-2Inz
Y +1 5 .

T 2

Kako je y/ =03a 2—2Ilnz =0, 1j. 3a Inz = 1, omakne je x = e, TO je OBO IOTEHIN]AJHA
mpesojHa Tauka. Taxobe, umamo ma je z2 > 0 3a cBako x € Dy, ma Ha 3HAK APYTOT U3BOJA
yTude camo 2 —2lnz u To je

2—2lnz >0, 3aze€(0,e),
2—2Inz <0, 3ax € (e,+00),

OaKIe je

y”" >0, 3axze€(0e),
y" <0, 3az € (e,+00),

y' =0, zaz=e.
Konauno, 3akmyuyjemo

y je rousercua ua(0,e),
Y je KOHKaBHA Ha (e, +00),

T = e je IPeBOjHA TAUKA.
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1 _ 2 —
R
0

_ 2 — 1.2
du—xzﬂdx v=5T

1 1 1 43
:§x2ln(x2+1)|(1)72~7/ S,
0

2 2 4+1
1 1 Pa@?4+1-1
= 1-n2---0 lnl—/ vl g,
2 2 0 2 +1
1 Lia(a? 1) x
= _In2— — d
2 /0<x2+1 211)
1 ! T
=—-In2— — d
2n /0<:c 1:2+1> T
1 z2 1 Loy
=—-In2 - — d
2 20+/0 2l
t=a22+1
dt = 2xdx
= xdxz%dt
r=0—t=
r=1—0t=
1 1 21
=_-In2- 24t
o 2+/1t
1 1 1 2
:§1n2—§+§1nt|1
1 1 1 1
=In2- -

4. Oppemumo Hajmpe pememe xomorene jemnaumue iy’ — 4y = 0. Hboena rapakrepucTtmana
jenmaumna je A2 — 4\ = 0, omakie je A\ = 2, Ay = —2, ma je

yn = 1% + coe” %% ¢, 9 € R.
IlapTurynapuo pememe nona3se jeqHaunHe he Outu oGIUKa
Yy, = Aze 2",
[IpBu 1 APpYru M3BOJ MAPTUKYJIAPHOT PEIIEHa CY
Yy, = Ae " —2Axe” ¥ = (A—2Ax)e™ %", y = —2Ae > = 2(A—2Az)e” ¥ = (—4A+ 4Ax)e "
Kana oo ybamumo y maty jemHauvumny mobumjaMo
(—4A +4Ax)e™* — 4Aze " = 4727,
—4A =4,

ma je A= —1, Tj. MapTUKyJapHO pememe je —re 2%,

Konauno, omnmre pememe maTe jeHAYNHE je

2 —2 —2
Y=Yn+Yp =cre”" +ce” " —xe ", c1,c0 € R
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5. Osumaummo ca A morabaj ma je Opoj Ha m3ByuyeHoMm JmcTuly mapaHn. Kako BepoBaTHOha
oBor gorabaja 3aBucm onx TOra KOjy KyTujy Ompamo, o3naummo ca H; m Hy xumorese na
6upamo kytujy A, omaocuo B. Ouno mro ce mama tpasku je P(H;|A), na uspauysajmo najupe
kouuko je P(A). Ha ocuoBy ¢opmyie Toranue BepoBarHolie je

P(A) = P(H1)P(A|Hy) + P(H2) + P(A|Ha).

Nmamo ma je
1
P(Hi) = P(H) = 3,

4
P(A|Hl):§a
2
P(A|Hz) = .
na je
14 12 19
PA=55"35" 5

Tpaskena BepoBaTHONhA je

P |4) = ST -

6. (a) Bunmern y yubeHuxy.
(6) IIpBu usBon GpyHKUUjE Y je

2 . 27 . 27
y = (e 74 .sing) = (4z — 4)e®® Tsinz + e** 4 cos .

7. Bunetu y yubenuky.
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PENTEHA JOOATHOI POKA 3 MATEMATUWEKE 26.09.2020.

SAIDAIIN

n

o0
. (8 m) Vcnuratu kKoHBEpreHuujy pena Zlm
n—

Inz+1

1
2. (8 m) MicuraTt MOHOTOHOCT ¥ OJPEMTH JIOKAJTHE TaUKe eKCTpeMyMa GyHKIuje y = o=,
3.

(8 m) Uspauynarn f dz.

92*-&-1

4. (8 m) Hahwu ommre pememe mapepennujanne jemnaumne w2y’ + 2xy = cos® x.

5. (8 m) Kytuja B canpsxu 95 Genux u 5 upuux kyrauna, a kytuja C 90 npuux u 10 Ge-
aux. Ha cayuajam mauwa 6upa ce jeqHa KyTHja U U3 HBE Ce M3BJAYM jeqHa Kyrauna. Ako je
n3BydUeHa Kyriawuna Oena, Hahwu BepoBatHonhy na je mzabpana xyruja B.

6. (a) (5 m) Kako raacu napnujanna unrerpaimja 3a onpebene unrerpase?
2
(6) (5 m) ITomohy mapumjanne uarerpamuje nspadynatu ciaegehin narerpan [ In(2z)dz.
1
2
7. (10 u) OuekuBame u Aucuep3uja HENIPEKUIHE CiydajHe npoMensuse. Jlepununuja u oc-
obuHe.

PEIIEHA

™

m Kaxo je

1. Osmauumo ca a, =
7'n.+1
. An41 . n+2)!—(n+1)!
lim 2L — im ()7%
(n+1)!—n!

7.7
(n+2)(n+1)!—(n+1)!

n—0o Oy n—00

n—o0
(n+1)n!—n!

Y S
— lim (n+2-1)(n+1)!
= —_
" i i—Dnl

e
o

= lim 7711

n—>oon2—|-2n+1

=0

<1,

= lim
n— 00

TO AaTU pel KOHBeprupa Ha ocHOBY /[lamambepoBor kpurepujyma.

2. Ilomen mare ¢yurunuje je D, = (0,1) U (1,400) jep mopa Gutu = > 0 ma 6u lnz Guio
nepuHMCAHO, a MOopa Baxutu u Inx # 0, Tj. x # 1 jep He MOxkeMO menuTy HyJgoM. IlpBu
U3BOJ naTe (QyHKIUje je

y,zélnx—%(lnerl): -1 _ -1l .
In?z I’z zln’z

[Ipumehyjemo ma npBu m3Box Hukan Huje 0, ma (yHKIMja HeMa JOKAJIHUX EKCTPEMYMA.
Takobe, rako je In® z YBEK INIO3UTUBHO, 3HAK IPBOI M3BOJAA 3aBUCU CaMO OJ I, ajId Kana
moryiefaMo JOMEH BUIOVMO Ia j€é T yBEK MO3UTWBHO, a Ne M NPBU M3BOJA OUTU yBEK HEraTHU-
BaH (360r muHyca y 6pojuoly), Tj. (yHKIMja OHaxa Ha LEJIOM IOMEHY.
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3 t=¢e"

e dt = e”dx
———dz = _3
e2r 41 r=-3—t=e

-3 r=3—t=e¢e
B /63 dt
B e—3 241
63
= arctgt
e—3

= arctg (63) — arctg (6_3)

4. [lara jemmaunHa je IMHeapHa DU(epeHNUjalHa jeqHaunHa IpBOr pena. Ilomemmumo je ca
x2.
, 2 cos®
y+-y=—7F
T T
COSQ£E

roanl Ommre pereme narte jeqHaunHE

Omasze je p(z) = 2, ma je [p(z)dz =2In|z|, a g(z) =

Je

y = ¢ Jp(@as (C n / efp(m)dxq(:c)dx)

2
— o—2Ina| <c+/62lnzC082{de>
T
1 cos? x
= — d
x? (C—i_/% el x)
1 +/ 1+c052xd
=—|ec —dzx
2 2

1 +1 _|_1,2
— - — sin .
> c T 4s T

2

5. Osmaunmo ca A morabaj ma je msByuena kyriauna Gesne 60je. I[lorpeGHo je ma onxpenumo
P(A). Kako mam BepoBarnoha morabaja A 3aBucu on Tora ma Ju je KyrJuna U3BydeHA U3
kyrtuje B unu C, o3maunmo ca H) n Hy na je omabpana kytuja B, omnocuo C. Tana je

1 95 19 10 1
P(Hy) = P(Hz2) = ok P(AlHy) = 100 = 20° P(A|Hy) = 100~ 10’

ma Ha OCHOBY ()OpMyJie TOTaJiHe BepoBarHONe

1 19 1 1 21
P(A) = P(H,)P(AlH P(H)P(AHy) == — 4+ -+ — = —.
(A) = P(H)P(AJHL) + P(Ho) P(A|H) = 5+ oo+ 5 o = 2o

Y 3amatky ce Tpaxu BepoBatHohia P(Hp|A) u To je

P(H{P(A|lH 119 g
P 4) = 2 1P((A) ) _ 2 = o
40

6. (a) Bumeru y yubenuxy.
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/2 In(2z)dx = {“ =In(2z) dv= dx]

de:%dx V=2
2 2
2
—/¢.,d$
O
2

:21n4—%1n1—/ 2dx

-

2

= z1n(2z)

vl N
Wl

=2In4—-0— (2@‘

:21n4—2.2+2.%
=2In4—3

7. Bunetn y ynOeHUKY.
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