
REXEǋA PRVOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 24.11.2018.

Grupa 1

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
2n+8
2n+5

)4n2

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

(cosx)ctgx.

3. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije ln x−1
x+1 .

4. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije (x− 2)e
1

x−1 .
5. (5 poena) Izraqunati

∫
1

x2+6x+11dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n+8
2n+5

)4n2

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
2n+ 8

2n+ 5

)4n

= lim
n→∞

(
2n+ 5 + 3

2n+ 5

)4n

= lim
n→∞

(
1 +

1
2n+5

3

) 2n+5
3 · 3

2n+5 ·4n

= lim
n→∞

e
12n

2n+5

= e
lim

n→∞
12n

2n+5

= e6 > 1,

pa red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2.

lim
x→0

(cosx)ctgx = lim
x→0

eln((cos x)ctgx)

= e
lim
x→0

ctgx ln(cos x)

= e
lim
x→0

cos x ln(cos x)
sin x

LP
=
∞
∞

e
lim
x→0

− sin x ln(cos x)+cos x· 1
cos x

·(− sin x)

cos x

= e0

= 1.

3. Domen funkcije f(x) = ln x−1
x+1 je Df = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

lim
x→−1−

= +∞, lim
x→1+

= −∞,
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pa su prave x = −1 i x = 1 vertikalne asimptote funkcije f .

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

ln
x− 1

x+ 1
= 0,

pa je prava y = 0 horizontalna asimptota. Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu,
ne mo�e imati kose asimptote.

4. Domen funkcije f jednak Df = (−∞, 1) ∪ (1,+∞).

f ′(x) = e
1

x−1 + (x− 2)e
1

x−1
−1

(x− 1)2
=
e

1
x−1 (x2 − 3x+ 3)

(x− 1)2
.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x2−3x+3 = 0, ali ova kvadratna jednaqina ima diskriminantu
D = −3 < 0, pa nema realnih rexeǌa pa ni prvi izvod nema nula. Tako�e, kvadratna
funkcija x2 − 3x + 3 je uvek pozitivna, kao i eksponencijalna funkcija i (x − 1)2 koji
se javǉaju u izvodu, pa zakǉuqujemo da je prvi izvod uvek pozitivan. Dakle, data
funkcija raste na celom domenu.
5. ∫

1

x2 + 6x+ 11
dx =

∫
1

(x+ 3)2 − 9 + 11
dx

=

∫
1

(x+ 3)2 + 2
dx

=

∫
1

2
(

(x+3)2

2 + 1
)dx

=
1

2

∫
1

(x+3√
2

)2 + 1
dx

=

 t = x+3√
2

dt = 1√
2
dx

dx =
√

2dt


=

1

2

∫
1

t2 + 1

√
2dt

=

√
2

2
arctgt+ c

=

√
2

2
arctg

(
x+ 3√

2

)
+ c.
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Grupa 2

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
3n+7
3n+2

)12n2

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

(sinx)x.

3. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije ln x−2
x+2 .

4. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije (x− 1)e
1

x−2 .
5. (5 poena) Izraqunati

∫
1

x2+8x+21dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

3n+7
3n+2

)12n2

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
3n+ 7

3n+ 2

)12n

= lim
n→∞

(
3n+ 2 + 5

3n+ 2

)12n

= lim
n→∞

(
1 +

1
3n+2

5

) 3n+2
5 · 5

3n+2 ·12n

= lim
n→∞

e
60n

3n+2

= e
lim

n→∞
60n

3n+2

= e20 > 1,

pa red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2.

lim
x→0

(sinx)x = lim
x→0

eln((sin x)
x)

= e
lim
x→0

x ln(sin x)

= e
lim
x→0

ln(sin x)
1
x

LP
=
∞
∞

e
lim
x→0

1
sin x

·cos x

− 1
x2

= e
lim
x→0

−x
cos x ·

x
sin x

= e
lim
x→0

−x
cos x

= e0

= 1.

3. Domen funkcije f(x) = ln x−1
x+1 je Df = (−∞,−2) ∪ (2,+∞).

lim
x→−2−

= +∞, lim
x→2+

= −∞,
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pa su prave x = −2 i x = 2 vertikalne asimptote funkcije f .

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

ln
x− 2

x+ 2
= 0,

pa je prava y = 0 horizontalna asimptota. Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu,
ne mo�e imati kose asimptote.

4. Domen funkcije f jednak Df = (−∞, 2) ∪ (2,+∞).

f ′(x) = e
1

x−2 + (x− 1)e
1

x−2
−1

(x− 2)2
=
e

1
x−2 (x2 − 5x+ 5)

(x− 2)2
.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x2 − 5x+ 5 = 0, tj. za x = 5
2 −

√
5
2 ili x = 5

2 +
√
5
2 , pa su ove dve

taqke stacionarne taqke funkcije f . Kako su eksponencijalna funkcija i (x− 2)2 uvek
pozitivne, zakǉuqujemo da znak f ′ zavisi samo od znaka x2 − 5x+ 5 pa dobijamo da je

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−∞, 52 −

√
5
2

)
∪
(

5
2 +

√
5
2 ,+∞

)
f ′(x) < 0 za x ∈

(
5
2 −

√
5
2 , 2

)
∪
(

2, 52 +
√
5
2

)
,

pa zakǉuqujemo da

f raste na
(
−∞, 52 −

√
5
2

)
∪
(

5
2 +

√
5
2 ,+∞

)
,

f opada na
(

5
2 −

√
5
2 , 2

)
∪
(

2, 52 +
√
5
2

)
,

x = 5
2 −

√
5
2 je lokalni maksimum,

x = 5
2 +

√
5
2 je lokalni minimum.

5. ∫
1

x2 + 8x+ 21
dx =

∫
1

(x+ 4)2 − 16 + 21
dx

=

∫
1

(x+ 4)2 + 5
dx

=

∫
1

5
(

(x+4)2

5 + 1
)dx

=
1

5

∫
1

(x+4√
5

)2 + 1
dx

=

 t = x+4√
5

dt = 1√
5
dx

dx =
√

5dt


=

1

5

∫
1

t2 + 1

√
5dt

=

√
5

5
arctgt+ c

=

√
5

5
arctg

(
x+ 4√

5

)
+ c.
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REXEǋA DRUGOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 12.01.2019.

Grupa 1

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = x2, y = 4x2, x ≤ 5.

2. (5 poena) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ + 2ytgx = cos2 x
sa poqetnim uslovom y(0) = 1.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y′ − 2y = xex.
4. (5 poena) Bacaju se dve kocke za igru istovremeno. Ako se zna da je zbir palih
brojeva ve�i od 10 odrediti verovatno�u da su pale dve xestice.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
0 1 2 3

a2 − a3 a
2

1
4 a3 + 1

4

)
(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti EX;
(v) Odrediti DX.

REXEǋA

1. Preseqna taqka grafika funkcija x2 i 4x2 je rexeǌe jednaqine x2 = 4x2. Rexeǌe
ove jednaqine je x = 0 xto �e biti doǌa granica integrala dok �e gorǌa granica biti
5. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 5

0

(4x2 − x2)dx =
3x3

3

∣∣∣∣5
0

= x3
∣∣∣∣5
0

= 125,

2. Na�imo najpre opxte rexeǌe date jednaqine. Data jednaqina je linearna diferen-
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cijalna jednaqina prvog reda qije je rexeǌe dato formulom

y = e−
∫
2tgxdx

(
c+

∫
e
∫
2tgxdx cos2 xdx

)
= e2 ln | cos x|

(
c+

∫
e−2 ln | cos x| cos2 xdx

)
= cos2 x

(
c+

∫
1

cos2 x
cos2 xdx

)
= cos2 x

(
c+

∫
dx

)
= cos2 x(c+ x).

Koristili smo da je∫
tgxdx =

∫
sinx

cosx
dx =

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ c1 = − ln | cosx|+ c1.

Jox ostaje da na�emo partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y(0) = 1. To re-
xavamo ubacivaǌem x = 0 i y = 1 u opxte rexeǌe.

1 = cos2 0(c+ 0),

odakle je c = 1, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = cos2 x(1 + x).

3. Najpre rexavamo homogenu jednaqinu

y′′ + y′ − 2y = 0.

ǋena karakteristiqna jednaqina je

λ2 + λ− 2 = 0,

pa je

λ1/2 =
−1±

√
1 + 8

2
,

tj. λ1 = 1, λ2 = −2 pa zakǉuqujemo da je rexeǌe homogene jednaqine

yh = c1e
x + c2e

−2x, c1, c2 ∈ R.

Sada tra�imo partikularno rexeǌe polazne jednaqine. Ono �e biti oblika yp =
xex(Ax+B) = ex(Ax2 +Bx). Na�imo prvi i drugi izvod i ubacimo dobijene vrednosti
u polaznu jednaqinu.

y′p = ex(Ax2 + (2A+B)x+B), y′′p = ex(Ax2 + (4A+B)x+ 2A+ 2B).

Nakon ubacivaǌa, dobijamo

ex(Ax2 + (4A+B)x+ 2A+ 2B) + ex(Ax2 + (2A+B)x+B)− 2ex(Ax2 +Bx) = xex,

odakle nakon skra�ivaǌa sa ex i izjednaqavaǌem koeficijenata uz 1 i x sa obe strane
jednakosti dobijamo sistem

6A = 1, 2A+ 3B = 0,
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pa je A = 1
6 i B = − 1

3 , odnosno yp = ex
(
x2

6 −
x
9

)
. Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine

je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

−2x + ex
(
x2

6
− x

9

)
c1, c2 ∈ R.

4. Oznaqimo sa A doga�aj da su pale dve xestice a sa B doga�aj da je zbir palih bro-
jeva ve�i od 10. Potrebno je odrediti P (A|B). Na osnovu formule uslovne verovatno�e
imamo

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=
P (A)P (B|A)

P (B)
.

Odredimo jox verovatno�e P (A), P (B|A), P (B).
Povoǉnih ishoda za doga�aj A je samo 1, a ukupan broj mogu�ih ishoda je 36, pa je
P (A) = 1

36 .
Verovatno�a doga�aja P (B|A) je verovatno�a da je zbir palih brojeva ve�i od 10
ukoliko znamo da su pale dve xestice. Kako znamo da su pale dve xestice, zbir palih
brojeva je 12 xto je uvek ve�e od 10 pa je ovo zapravo siguran doga�aj tj. P (B|A) = 1.
Povoǉni ishodi za doga�aj B su {56, 66, 65} tj. imamo tri povoǉna ishoda od ukupno
36, pa je P (B) = 3

36 . Konaqno,

P (A|B) =
1 · 1

36
3
36

=
1

3
.

Drugi naqin: Kako znamo da je zbor palih brojeva ve�i od 10, znamo da su mogu�i
ishodi {56, 66, 65}, tj. imamo ukupno tri ishoda, a povoǉan je samo jedan, da su pale
dve xestice, pa je tra�ena verovatno�a 1

3 .
5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 − a3 +
a

2
+

1

4
+ a3 +

1

4
= 1.

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
2 ili a = −1, ali kako verovatno�e

moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to mogu�nost da je a = −1 otpada. Dakle, a = 1
2 ,

pa naxa funkcija raspodele izgleda ovako:

X :

(
0 1 2 3
1
8

1
4

1
4

3
8

)
.

b)

EX = 0 · 1

8
+ 1 · 1

4
+ 2 · 1

4
+ 3 · 3

8
=

15

8
.

v) Primetimo najpre da X2 ima raspodelu

X2 :

(
0 1 4 9
1
8

1
4

1
4

3
8

)
,

pa je

EX2 = 0 · 1

8
+ 1 · 1

4
+ 4 · 1

4
+ 9 · 3

8
=

37

8
.

Konaqno, tra�ena disperzija bi�e

DX = EX2 − (EX)2 =
37

8
−
(

15

8

)2

=
71

64
.
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Grupa 2

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = 1 + x2, y = 2x2, x ≥ 0.

2. (5 poena) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ + 2yctgx = 1
sin2 x

sa poqetnim uslovom y
(
π
2

)
= 0.

3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 4y′ + 4y = e2x.
4. (5 poena) Bacaju se dve kocke za igru istovremeno. Ako se zna da je zbir palih
brojeva maǌi od 4 odrediti verovatno�u da su pale dve jedinice.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−3 −2 0 1
1
3

a2

4 + 1
3

a
6

a2

4

)

(a) Odrediti parametar a;
(b) Odrediti EX;
(v) Odrediti DX.

REXEǋA

1. Preseqna taqka grafika funkcija 1 + x2 i 2x2 je rexeǌe jednaqine 1 + x2 = 2x2.
Rexeǌa ove jednaqine su x1 = −1, x2 = 1 pa zbog uslova x ≥ 0 zakǉuqujemo da je doǌa
granica integrala 0, a gorǌa je 1. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 1

0

(1 + x2 − 2x2)dx = x− x3

3

∣∣∣∣1
0

=
2

3
,

2. Na�imo najpre opxte rexeǌe date jednaqine. Data jednaqina je linearna diferen-
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cijalna jednaqina prvog reda qije je rexeǌe dato formulom

y = e−
∫
2ctgxdx

(
c+

∫
e
∫
2ctgxdx 1

sin2 x
dx

)
= e−2 ln | sin x|

(
c+

∫
e2 ln | sin x| 1

sin2 x
dx

)
=

1

sin2 x

(
c+

∫
sin2 x

1

sin2 x
dx

)
=

1

sin2 x

(
c+

∫
dx

)
=

1

sin2 x
(c+ x).

Koristili smo da je∫
ctgxdx =

∫
cosx

sinx
dx =

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ c1 = ln | sinx|+ c1.

Jox ostaje da na�emo partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y
(
π
2

)
= 0. To re-

xavamo ubacivaǌem x = π
2 i y = 0 u opxte rexeǌe.

0 =
1

sin2 π
2

(
c+

π

2

)
,

odakle je c = −π2 , pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y =
1

sin2 x

(
−π

2
+ x
)
.

3. Najpre rexavamo homogenu jednaqinu

y′′ − 4y′ + 4y = 0.

ǋena karakteristiqna jednaqina je

λ2 − 4λ+ 4 = 0,

pa je
λ1 = λ2 = 2,

pa zakǉuqujemo da je rexeǌe homogene jednaqine

yh = c1e
2x + c2xe

2x, c1, c2 ∈ R.

Sada tra�imo partikularno rexeǌe polazne jednaqine. Ono �e biti oblika yp =
Ax2e2x. Na�imo prvi i drugi izvod i ubacimo dobijene vrednosti u polaznu jednaqinu.

y′p = e2x(2Ax2 + 2Ax), y′′p = e2x(4Ax2 + 8Ax+ 2A).

Nakon ubacivaǌa, dobijamo

e2x(4Ax2 + 8Ax+ 2A)− 4e2x(2Ax2 + 2Ax) + 4Ax2e2x = e2x,

odakle dobijamo A = 1
2 , odnosno yp = x2

2 e
2x. Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2xe

x +
x2

2
e2x c1, c2 ∈ R.
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4. Oznaqimo sa A doga�aj da su pale dve jedinice a sa B doga�aj da je zbir palih bro-
jeva maǌi od 4. Potrebno je odrediti P (A|B). Na osnovu formule uslovne verovatno�e
imamo

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=
P (A)P (B|A)

P (B)
.

Odredimo jox verovatno�e P (A), P (B|A), P (B).
Povoǉnih ishoda za doga�aj A je samo 1, a ukupan broj mogu�ih ishoda je 36, pa je
P (A) = 1

36 .
Verovatno�a doga�aja P (B|A) je verovatno�a da je zbir palih brojeva maǌi od 4 uko-
liko znamo da su pale dve jedinice. Kako znamo da su pale dve jedinice, zbir palih
brojeva je 2 xto je uvek maǌe od 4 pa je ovo zapravo siguran doga�aj tj. P (B|A) = 1.
Povoǉni ishodi za doga�aj B su {11, 12, 21} tj. imamo tri povoǉna ishoda od ukupno
36, pa je P (B) = 3

36 . Konaqno,

P (A|B) =
1 · 1

36
3
36

=
1

3
.

Drugi naqin: Kako znamo da je zbor palih brojeva maǌi od 4, znamo da su mogu�i
ishodi {11, 12, 21}, tj. imamo ukupno tri ishoda, a povoǉan je samo jedan, da su pale
dve jedinice, pa je tra�ena verovatno�a 1

3 .
5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

1

3
+
a2

4
+

1

3
+
a

6
+
a2

4
= 1.

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 2
3 ili a = −1, ali kako verovatno�e

moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to mogu�nost da je a = −1 otpada. Dakle, a = 2
3 ,

pa naxa funkcija raspodele izgleda ovako:

X :

(
−3 −2 0 1
1
3

4
9

1
9

1
9

)
.

b)

EX = (−3) · 1

3
+ (−2) · 4

9
+ 0 · 1

9
+ 1 · 1

9
= −16

9
.

v) Primetimo najpre da X2 ima raspodelu

X2 :

(
9 4 0 1
1
3

4
9

1
9

1
9

)
,

pa je

EX2 = 9 · 1

3
+ 4 · 4

9
+ 0 · 1

9
+ 1 · 1

9
=

44

9
.

Konaqno, tra�ena disperzija bi�e

DX = EX2 − (EX)2 =
44

9
−
(
−16

9

)2

=
140

81
.
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REXEǋA JANUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 23.01.2019.
Grupa 1

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
2n

2n−5

)n2

.

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = e
1
x − x.

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
e2∫
1

x4 ln(
√
x)dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′tgx− y′ = 0.
5. Test za ispitivaǌe korix�eǌa odre�enog leka pravi grexku. Ukoliko ispitanik
koristi lek verovatno�a da �e test pokazati pozitivan rezultat je 0, 9, a ukoliko ispi-
tanik ne koristi lek verovatno�a da �e test pokazati pozitivan rezultat je 0, 1. Od
svih ǉudi ukupno 5% koristi taj lek. Jedna osoba je radila test i dobila rezultat.

a) (4 p) Odrediti verovatno�u da je rezultat testa pozitivan.
b) (4 p) Ako je rezultat testa pozitivan, odrediti verovatno�u da ispitanik ko-

risti lek.
6. a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.

b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije y = ex

x .
7. (10 p) Definicija i primer nezavisnih promenǉivih. Formula potpune verovatno�e.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n
2n−5

)n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
2n

2n− 5

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1
2n−5

5

) 2n−5
5

5
2n−5 ·n

= e
5
2 > 1,

to dati red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), pa je potencijalna vertikalna asimp-
tota prava x = 0. Kako je

lim
x→0+

(
e

1
x − x

)
= +∞,

to prava x = 0 jeste vertikalna asimptota.
Ispitajmo da li funkcija ima horizontalnih asimptota. Kako je

lim
x→∞

(
e

1
x − x

)
=∞,

to data funkcija nema horizontalnih asimptota. Ostaje jox da ispitamo da li ima
kosih asimptota.

k = lim
x→∞

e
1
x − x
x

= lim
x→∞

(
e

1
x

x
− 1

)
= −1,

n = lim
x→∞

(
e

1
x − x− (−1) · x

)
= lim
x→∞

e
1
x = 1,

pa je prava y = −x+ 1 kosa asimptota date funkcije.
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3. ∫ e2

1

x4 ln(
√
x)dx =

[
u = ln(

√
x) dv = x4dx

du = 1
2xdx v = x5

5

]

= ln(
√
x) · x

5

5

∣∣∣∣e2
1

− 1

10

∫ e2

1

x4dx

=
e10

5
− 1

50
x5
∣∣∣∣e2
1

=
e10

5
− e10

50
+

1

50

=
9e10 + 1

50

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

u′tgx− u = 0,

odnosno dobijamo diferencijalnu jednaqinu koja razdvaja promenǉive.

u′

u
=

cosx

sinx

du

u
=

cosx

sinx
dx∫

du

u
=

∫
cosx

sinx
dx

ln |u| = ln | sinx|+ c1

|u| = | sinx| · ec1

u = c sinx

Kako je y′ = u, to je opxte rexeǌe polazne jednaqine

y =

∫
udx =

∫
c sinxdx = −c cosx+ d, c, d ∈ R.

5. Posmatrajmo slede�e doga�aje:

A - rezultat testa je pozitivan,
H1 - ispitanik koristi lek,

H2 - ispitanik ne koristi lek.

Podaci koji su nam dati u zadatku su da je

P (H1) = 0.05, P (H2) = 0.95, P (A|H1) = 0.9, P (A|H2) = 0.1

a) Potrebno je odrediti P (A). Na osnovu formule totalne verovatno�e imamo

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) = 0.05 · 0.9 + 0.95 · 0.1 = 0.14.

b) Tra�ena verovatno�a je P (H1|A) koju dobijamo pomo�u Bajesove formule

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0.05 · 0.9
0.14

≈ 0.32
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6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = R\{0}. Prvi i drugi izvod date funkcije su

y′ =
ex(x− 1)

x2
, y′′ =

ex(x2 − 2x+ 2)

x3
.

Kako je ex(x2 − 2x + 2) > 0 za svako x ∈ D, to znak drugog izvoda zavisi samo od x3 i
imamo da je

y′′ > 0 za x > 0,
y′′ < 0 za x < 0,

pa je data funkcija konveksna na (0,+∞), a konkavna na (−∞, 0).

7. Videti u u
beniku.
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Grupa 2

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n
n+5

)n2

.

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = e
1
2x − x+ 2.

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
e2∫
1

x3 ln(
√
x)dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′(x2 + 5x+ 6)− y′(2x+ 5) = 0.
5. Test za ispitivaǌe da li ispitanik ima dijabetes pravi grexku. Ukoliko ispi-
tanik ima dijabetes verovatno�a da �e test pokazati pozitivan rezultat je 0, 8, a
ukoliko ispitanik nema dijabetes verovatno�a da �e test pokazati pozitivan rezul-
tat je 0, 3. Od svih ǉudi ukupno 10% ima dijabetes. Jedna osoba je radila test i
dobila rezultat.

a) (4 p) Odrediti verovatno�u da je rezultat testa pozitivan.
b) (4 p) Ako je rezultat testa pozitivan, odrediti verovatno�u da ispitanik ima

dijabetes.
6. a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.

b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije y = ex

x .
7. (10 p) Definicija i primer nezavisnih promenǉivih. Formula potpune verovatno�e.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

n
n+5

)n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n

n+ 5

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1
n+5
−5

)n+5
−5

−5
n+5 ·n

= e−5 < 1,

to dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), pa je potencijalna vertikalna asimp-
tota prava x = 0. Kako je

lim
x→0+

(
e

1
2x − x+ 2

)
= +∞,

to prava x = 0 jeste vertikalna asimptota.
Ispitajmo da li funkcija ima horizontalnih asimptota. Kako je

lim
x→∞

(
e

1
2x − x+ 2

)
=∞,

to data funkcija nema horizontalnih asimptota. Ostaje jox da ispitamo da li ima
kosih asimptota.

k = lim
x→∞

e
1
2x − x+ 2

x
= lim
x→∞

(
e

1
2x

x
− 1 +

2

x

)
= −1,

n = lim
x→∞

(
e

1
2x − x+ 2− (−1) · x

)
= lim
x→∞

(
e

1
2x + 2

)
= 3,

pa je prava y = −x+ 3 kosa asimptota date funkcije.
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3. ∫ e2

1

x3 ln(
√
x)dx =

[
u = ln(

√
x) dv = x3dx

du = 1
2xdx v = x4

4

]

= ln(
√
x) · x

4

4

∣∣∣∣e2
1

− 1

8

∫ e2

1

x3dx

=
e8

4
− 1

32
x4
∣∣∣∣e2
1

=
e8

4
− e8

32
+

1

32

=
7e8 + 1

32

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

u′(x2 + 5x+ 6)− u(2x+ 5) = 0,

odnosno dobijamo diferencijalnu jednaqinu koja razdvaja promenǉive.

u′

u
=

2x+ 5

x2 + 5x+ 6

du

u
=

2x+ 5

x2 + 5x+ 6
dx∫

du

u
=

∫
2x+ 5

x2 + 5x+ 6
dx

ln |u| = ln |x2 + 5x+ 6|+ c1

|u| = |x2 + 5x+ 6| · ec1

u = c(x2 + 5x+ 6)

Kako je y′ = u, to je opxte rexeǌe polazne jednaqine

y =

∫
udx =

∫
c(x2 + 5x+ 6)dx = c

(
x3

3
+

5x2

2
+ 6x

)
+ d, c, d ∈ R.

5. Posmatrajmo slede�e doga�aje:

A - rezultat testa je pozitivan,
H1 - ispitanik ima dijabetes,
H2 - ispitanik nema dijabetes.

Podaci koji su nam dati u zadatku su da je

P (H1) = 0.1, P (H2) = 0.9, P (A|H1) = 0.8, P (A|H2) = 0.3

a) Potrebno je odrediti P (A). Na osnovu formule totalne verovatno�e imamo

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) = 0.1 · 0.8 + 0.9 · 0.3 = 0.35.

b) Tra�ena verovatno�a je P (H1|A) koju dobijamo pomo�u Bajesove formule

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0.1 · 0.8
0.35

≈ 0.23

15



6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = R\{0}. Prvi i drugi izvod date funkcije su

y′ =
ex(x− 1)

x2
, y′′ =

ex(x2 − 2x+ 2)

x3
.

Kako je ex(x2 − 2x + 2) > 0 za svako x ∈ D, to znak drugog izvoda zavisi samo od x3 i
imamo da je

y′′ > 0 za x > 0,
y′′ < 0 za x < 0,

pa je data funkcija konveksna na (0,+∞), a konkavna na (−∞, 0).

7. Videti u u
beniku.

16



Grupa 3

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
2n

2n−3

)n2

.

2. (8 p) Odrediti asimptote funkcije y = e
1
5x − x

5 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
e2∫
1

x2 ln(
√
x)dx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′(3x2 + 1)− 6xy′ = 0.
5. Test za ispitivaǌe trudno�e pravi grexku. Ukoliko je �ena trudna verovatno�a
da �e test pokazati pozitivan rezultat je 0, 9, a ukoliko �ena nije trudna verovatno�a
da �e test pokazati pozitivan rezultat je 0, 2. U grupi �ena koje rade test ǌih 30%
je trudno. Jedna od tih �ena je radila test i dobila rezultat.

a) (4 p) Odrediti verovatno�u da je rezultat testa pozitivan.
b) (4 p) Ako je rezultat testa pozitivan, odrediti verovatno�u da je �ena trudna.

6. a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.
b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije y = ex

x .
7. (10 p) Definicija i primer nezavisnih promenǉivih. Formula potpune verovatno�e.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

2n
2n−3

)n2

. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
2n

2n− 3

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1
2n−3

3

) 2n−3
3

3
2n−3 ·n

= e
3
2 > 1,

to dati red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Domen date funkcije je D = (−∞, 0) ∪ (0,+∞), pa je potencijalna vertikalna asimp-
tota prava x = 0. Kako je

lim
x→0+

(
e

1
5x − x

5

)
= +∞,

to prava x = 0 jeste vertikalna asimptota.
Ispitajmo da li funkcija ima horizontalnih asimptota. Kako je

lim
x→∞

(
e

1
5x − x

5

)
=∞,

to data funkcija nema horizontalnih asimptota. Ostaje jox da ispitamo da li ima
kosih asimptota.

k = lim
x→∞

e
1
5x − x

5

x
= lim
x→∞

(
e

1
5x

x
− 1

5

)
= −1

5
,

n = lim
x→∞

(
e

1
5x − x

5
−
(
−1

5

)
· x
)

= lim
x→∞

e
1
5x = 1,

pa je prava y = −x5 + 1 kosa asimptota date funkcije.
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3. ∫ e2

1

x2 ln(
√
x)dx =

[
u = ln(

√
x) dv = x2dx

du = 1
2xdx v = x3

3

]

= ln(
√
x) · x

3

3

∣∣∣∣e2
1

− 1

6

∫ e2

1

x2dx

=
e6

3
− 1

18
x3
∣∣∣∣e2
1

=
e6

3
− e6

18
+

1

18

=
5e6 + 1

18

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

u′(3x2 + 1)− 6xu = 0,

odnosno dobijamo diferencijalnu jednaqinu koja razdvaja promenǉive.

u′

u
=

6x

3x2 + 1

du

u
=

6x

3x2 + 1
dx∫

du

u
=

∫
6x

3x2 + 1
dx

ln |u| = ln |3x2 + 1|+ c1

|u| = |3x2 + 1| · ec1

u = c(3x2 + 1)

Kako je y′ = u, to je opxte rexeǌe polazne jednaqine

y =

∫
udx =

∫
c(3x2 + 1)dx = c

(
x3 + x

)
+ d, c, d ∈ R.

5. Posmatrajmo slede�e doga�aje:

A - rezultat testa je pozitivan,
H1 - �ena je trudna,
H2 - �ena nije trudna.

Podaci koji su nam dati u zadatku su da je

P (H1) = 0.3, P (H2) = 0.7, P (A|H1) = 0.9, P (A|H2) = 0.2

a) Potrebno je odrediti P (A). Na osnovu formule totalne verovatno�e imamo

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) = 0.3 · 0.9 + 0.7 · 0.2 = 0.41.

b) Tra�ena verovatno�a je P (H1|A) koju dobijamo pomo�u Bajesove formule

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0.3 · 0.9
0.41

≈ 0.66
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6. a) Videti u u
beniku.
b) Domen date funkcije je D = R\{0}. Prvi i drugi izvod date funkcije su

y′ =
ex(x− 1)

x2
, y′′ =

ex(x2 − 2x+ 2)

x3
.

Kako je ex(x2 − 2x + 2) > 0 za svako x ∈ D, to znak drugog izvoda zavisi samo od x3 i
imamo da je

y′′ > 0 za x > 0,
y′′ < 0 za x < 0,

pa je data funkcija konveksna na (0,+∞), a konkavna na (−∞, 0).

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA FEBRUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 13.02.2019.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
lnn+3n5

2n6

)n
.

2. (8 p) Ispitati konveksnost i na�i prevojne taqke funkcije y = ln2 x+ lnx.
3. (8 p) Izraqunati

∫ 1

0
x2arctgxdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − y′ − 6y = e3x.
5. (8 p) Koja je verovatno�a da su u grupi od pet osoba bar dve ro�ene istog dana u
nedeǉi?
6. a) (5 p) Dati definiciju diferencijabilnosti funkcije.

b) (5 p) Izraqunati izvod funkcije e2x
2−4x+1 · sin(3x− 2)

7. (10 p) Formule za povrxinu i zapreminu obrtnih tela. Izvesti formule za za-
preminu i povrxinu lopte.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an =
(

lnn+3n5

2n6

)n
. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

lnn+ 3n5

2n6
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma. (Koristili smo da je
lnn << 2n6, pa je lim

n→∞
lnn
2n6 = 0.)

2. Domen funkcije je D = (0,+∞). Izraqunajmo prvi drugi izvod date funkcije

f ′(x) =
2 lnx

x
+

1

x
=

2 lnx+ 1

x
, f ′′(x) =

1− 2 lnx

x2
.

Imamo da je f ′′(x) = 0 za x =
√
e i

f ′′(x) > 0 za x ∈ (0,
√
e),

f ′(x) < 0 za x ∈ (
√
e,+∞),

pa zakǉuqujemo da je

f koveksna na (0,
√
e),

f konkavna na (
√
e,+∞),

taqka x =
√
e je prevojna taqka.
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3. ∫ 1

0

x2arctgxdx =

[
u = arctgx dv = x2

du = dx
1+x2 v = x3

3

]
=
x3

3
arctgx

∣∣∣∣1
0

− 1

3

∫ 1

0

x3 + x− x
x2 + 1

dx

=
1

3
· π

4
− 1

3

∫ 1

0

(
x− x

x2 + 1

)
dx

=
π

12
− x2

6

∣∣∣∣1
0

+
1

3

∫ 1

0

x

x2 + 1
dx

=


t = x2 + 1
dt = 2xdx

x = 0 −→ t = 1
x = 1 −→ t = 2


=
π − 2

12
+

1

6

∫ 2

1

dt

t

=
π − 2

12
+

1

6
ln |t|

∣∣∣∣2
1

=
π − 2 + 2 ln 2

12

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − y′ + 6y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − λ− 6 = 0 su λ1 = −2, λ2 = 3, pa je yh = c1e

−2x + c2e
3x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Axe3x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod partiku-
larnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = (A+ 3Ax)e3x, y′′p = (6A+ 9Ax)e3x,

pa je
(6A+ 9Ax)e3x − (A+ 3Ax)e3x − 6Axe3x = e3x

odnosno nakon sre�ivaǌa
5A = 1

pa je

A =
1

5
.

Dobijamo da je partikularno rexeǌe je yp = 1
5xe

3x.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
−2x + c2e

3x +
1

5
xe3x, c1, c2 ∈ R.

5. Neka je A doga�aj da u grupi od pet osoba bar dve su ro�ene istog dana. Primetimo
da je suprotan doga�aj doga�aja A doga�aj da u grupi od pet osoba su sve ro�ene
razliqitih dana. Izraqunajmo verovatno�u suprotnog doga�aja Ā. Broj povoǉnih
ishoda za doga�aj Ā je 7 · 6 · 5 · 4 · 3, a ukupan broj ishoda je 75. Odatle dobijamo da je

P (Ā) =
7 · 6 · 5 · 4 · 3

75
=

6 · 5 · 4 · 3
74

=
360

2401
.

Sada mo�emo odrediti tra�enu verovatno�u.

P (A) = 1− P (Ā) = 1− 360

2401
=

1681

2401
≈ 82%.
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6. a) Videti u u
beniku.
b) Oznaqimo f(x) = e2x

2−4x+1 · sin(3x− 2). Tra�eni izvod je

f ′(x) =
(
e2x

2−4x−1
)′
· sin(3x− 2) + e2x

2−4x−1 · (sin(3x− 2))
′

= e2x
2−4x−1 · (2x2 − 4x+ 1)′ · sin(3x− 2) + e2x

2−4x−1 · cos(3x− 2) · (3x− 2)′

= e2x
2−4x−1 · (4x− 4) · sin(3x− 2) + e2x

2−4x−1 · cos(3x− 2) · 3

= e2x
2−4x−1 (4(x− 1) sin(3x− 2) + 3 cos(3x− 2)) .

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JUNSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 19.06.2019.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

5n

(n+1)!−n! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremume funkcije y = ln
(
1 + 1

x

)
.

3. (8 p) Izraqunati
∫

cos x
cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 8y′ + 16y = x2, sa
poqetnim uslovima y(0) = 0, y(1) = 19.
5. (8 p) Milena ima dve police sa kǌigama od kojih je neke proqitala. Na prvoj
polici od ukupno 30 proqitala je 10 kǌiga, a na drugoj od ukupno 40 proqitala je 30
kǌiga. Milena nasumice bira policu i jednu kǌigu sa ǌe.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da je odabrala kǌigu koju nije qitala.
(4 p) b) Ako je odabrala kǌigu koju nije qitala, odrediti verovatno�u da je sa prve

police.
6. (5 p) a) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova?

(5 p) b) Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati za koje x > 0 red
∞∑
n=1

xn

n2+n+1 konver-

gira.
7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Opxte rexeǌe i rexeǌe
Koxijevog problema.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = 5n

(n+1)!−n! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

5n+1

(n+2)!−(n+1)!

5n

(n+1)!−n!
= lim
n→∞

5n+1

(n+1)·(n+1)!

5n

n·n!
= lim
n→∞

5n

(n+ 1)2
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen funkcije je D = (−∞,−1) ∪ (0,+∞). Izraqunajmo prvi izvod date funkcije

f ′(x) =
1

1 + 1
x

·
(
− 1

x2

)
=
−1

x2 + x
= − 1

x(x+ 1)
.

Kako je f ′(x) < 0 za x ∈ D, zakǉuqujemo da funkcija f svuda opada i nema ekstremuma.
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3. ∫
cosx

cos 2x
dx =

∫
cosx

cos2 x− sin2 x
dx

=

∫
cosx

1− 2 sin2 x
dx

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

∫
dt

1− 2t2

=

∫
dt

(1− t
√

2)(1 + t
√

2)

=
1

2

∫
2

(1− t
√

2)(1 + t
√

2)
dt

=
1

2

∫
1− t

√
2 + 1 + t

√
2

(1− t
√

2)(1 + t
√

2)
dt

=
1

2

∫ (
1

1 + t
√

2
+

1

1− t
√

2

)
dt

=
1

2
√

2

(
ln(1 + t

√
2)− ln(1− t

√
2)
)

+ c

=
1

2
√

2
ln

(
1 + t

√
2

1− t
√

2

)
+ c

=
1

2
√

2
ln

(
1 + sinx ·

√
2

1− sinx ·
√

2

)
+ c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 8y′ + 16y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 8λ+ 16 = 0 su λ1 = λ2 = 4, pa je yh = c1e

4x + c2xe
4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Ax2 + Bx + C. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2Ax+B, y′′p = 2A

pa je
2A− 8(2Ax+B) + 16(Ax2 +Bx+ C) = 128x2

odnosno nakon sre�ivaǌa

16Ax2 + (−16A+ 16B)x+ 2A− 8B + 16C = 128x2

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz 1, x i x2 dobijamo sistem tri jednaqine sa
tri nepoznate.

2A− 8B + 16C = 0

−16A+ 16B = 0

16A = 128

Rexeǌe ovog sistema je A = 8, B = 8, C = 3, pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = 8x2 + 8x+ 3.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
4x + c2xe

4x + 8x2 + 8x+ 3, c1, c2 ∈ R.
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Ostaje jox da na�emo partikularno rexeǌe. Ubacivaǌem uslova y(0) = 0 i y(1) = 19 u
opxte rexeǌe dobijamo jednaqine

0 = c1 + 3,

19 = c1e
4 + c2e

4 + 19,

odakle konaqno dobijamo da je c1 = −3 i c2 = 3, pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = −3e4x + 3xe4x + 8x2 + 8x+ 3.

5. Oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da je Milena odabrala kǌigu sa prve odnosno druge
police i neka je doga�aj A doga�aj da je izvukla kǌigu koju nije qitala.
(a) �elimo da odredimo P (A). Na osnovu formule potpune verovatno�e imamo da je

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2),

pa odredimo ove qetiri verovatno�e.

P (H1) = P (H2) =
1

2
,

P (A|H1) =
20

30
=

2

3
, P (A|H2) =

10

40
=

1

4
,

pa dobijamo

P (A) =
1

2
· 2

3
+

1

2
· 1

4
=

11

24
.

(b) �elimo da odredimo verovatno�u P (H1|A) koju raqunamo po formuli

P (H1|A) =
P (AH1)

P (A)
=
P (H1) · P (A|H1)

P (A)
=

1
2 ·

2
3

11
24

=
8

11
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Oznaqimo sa an = xn

n2+n+1 . Tada je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
xn

n2 + n+ 1
= lim
n→∞

x
n
√
n2 + n+ 1

= x.

Znamo da na osnovu Koxijevog kriterijuma dati red konvergira za r < 1, a divergira
za r > 1, pa �e dati red konvergirati za x < 1, divergirati za x > 1 i jox sluqaj x = 1
treba posebno ispitati. Kada je x = 1 dati red postaje

∞∑
n=1

1

n2 + n+ 1
,

a ovaj red konvergira na osnovu poredbenog kriterijuma jer je on ekvikonvergentan sa

redom
∞∑
n=1

1
n2 za koji znamo da konvergira.

Konaqno, dobijamo da dati red konvergira za x ∈ [0, 1].
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA JULSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 10.07.2019.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

en

n! .

2. (8 p) Izraqunati lim
x→0+

xsin x.

3. (8 p) Izraqunati povrxinu figure u ravni ograniqene pravama x = 0, y = 0 i
parabolom y = (x+ 1)2.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y′ − 2y = sin 2x.
5. (8 p) Vileǌak pakuje paketi�e. Na raspolagaǌu ima 5 qokolada, 3 medvedi�a i 4
slagalice. Iz skladixta odjednom bira tri predmeta. Odrediti raspodelu sluqajne
promenǉive X koja predstavǉa broj izvuqenih medvedi�a, kao i E(X) i D(X).
6. (5 p) a) Neka je f : [a, b] → R neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b). Koji
su kandidati za taqke x u kojima f(x) ima apsolutne ekstremume na [a, b]?

(5 p) b) Na�i apsolutne ekstremume funkcije f(x) = 2x3− x2 + 1 na intervalu [−1, 1].
7. (10 p) Linearna homogena diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima. Opxte rexeǌe.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = en

n! . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

en+1

(n+1)!
en

n!

= lim
n→∞

e

n+ 1
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2.

lim
x→0+

xsin x = lim
x→0+

eln(xsin x)

= lim
x→0+

esin x·ln x

= e
limx→0+

ln x
1

sin x

L.P.
= e

limx→0+

1
x

− cos x

sin2 x

= elimx→0+
sin2 x
−x cos x

= elimx→0+
sin x
x ·

sin x
− cos x

= e1·
0
−1

= 1

3. Sa slike
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vidimo da je tra�ena povrxina jednaka

P =

∫ 0

−1
(x+ 1)2dx =

(
x3

3
+ x2 + x

) ∣∣∣∣0
−1

=
1

3
.

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + y′ − 2y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + λ− 2 = 0 su λ1 = 1, λ2 = −2, pa je yh = c1e

x + c2e
−2x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = A sin 2x+B cos 2x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = 2A cos 2x− 2B sin 2x, y′′p = −4A sin 2x− 4B cos 2x

pa je

−4A sin 2x− 4B cos 2x+ 2A cos 2x− 2B sin 2x− 2(A sin 2x+B cos 2x) = sin 2x

odnosno nakon sre�ivaǌa

sin 2x(−6A− 2B) + cos 2x(2A− 6B) = sin 2x

odakle izjednaqavaǌem koeficijenata uz sin 2x i cos 2x dobijamo sistem dve jednaqine
sa dve nepoznate.

−6A− 2B = 1

2A− 6B = 0

Rexeǌe ovog sistema je A = − 3
20 , B = − 1

20 , pa dobijamo da je partikularno rexeǌe je
yp = − 3

20 sin 2x− 1
20 cos 2x.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

−2x − 3

20
sin 2x− 1

20
cos 2x, c1, c2 ∈ R.
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5. Primetimo da je X ∈ {0, 1, 2, 3}, pa je potrebno da odredimo naredne qetiri verovatno�e.

P (X = 0) =

(
9

3

)(
12

3

)
=

21

55

P (X = 1) =

(
9
2

)
·
(
3
1

)(
12
3

) =
27

55

P (X = 2) =

(
9
1

)
·
(
3
2

)(
12
3

) =
27

220

P (X = 3) =

(
3
3

)(
12
3

) =
1

220

Zaista, npr. kad smo raqunali P (X = 2) to je verovatno�a da od 3 odabrane igraqke,
dve su medvedi�i, pa povoǉnih doga�aja imamo

(
9
1

)
·
(
3
2

)
(biramo od 9 igraqaka koje nisu

medvedi�i jednu i od tri medvedi�a biramo dva) a ukupan broj mogu�ih doga�aja je(
12
3

)
(od 12 igraqaka biramo neke 3).

Dakle, raspodela sluqajne veliqine X ima slede�i oblik.

X :

(
0 1 2 3
21
55

27
55

27
220

1
220

)
Matematiqko oqekivaǌe ove sluqajne promenǉive je

E(X) = 0 · 21

55
+ 1 · 27

55
+ 2 · 27

220
+ 3 · 1

220
=

3

4
.

Za disperziju bi�e nam potrebna raspodela sluqajne veliqine X2 koja izgleda ovako

X :

(
0 1 4 9
21
55

27
55

27
220

1
220

)
,

pa je

E(X2) = 0 · 21

55
+ 1 · 27

55
+ 4 · 27

220
+ 9 · 1

220
=

45

44
.

Konaqno, disperzija sluqajne promenǉive X je

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
45

44
− 9

16
=

81

176
.

6. (a) Kandidati su sve nule prvog izvoda funkcije f ′(x) iz intervala (a, b) kao i
krajevi intervala a i b.
(b) Prvi izvod funkcije f je

f ′(x) = 6x2 − 2x = 2x(3x− 1),

pa vidimo da je prvi izvod jednak nuli za x = 0 i za x = 1
3 pa su to potencijalni

ekstremumi. Kako je prvi izvod pozitivan na (−∞, 0) ∪ ( 1
3 ,+∞), a negativan na (0, 13 ),

to funkcija f raste na (−∞, 0) ∪ ( 1
3 ,+∞) i opada na (0, 13 ) pa zakǉuqujemo da je x = 0

lokalni maksimum, a x = 1
3 lokalni minimum. Kada na to dodamo krajeve intervala,

dobijamo da su
{
−1, 0, 13 , 1

}
sve taqke ekstremuma ove funkcije, pa treba samo da vidimo

koji je najve�i a koji najmaǌi.

f(−1) = 2 · (−1)3 − (−1)2 + 1 = −2

f(0) = 2 · 03 − 02 + 1 = 1

f

(
1

3

)
= 2 ·

(
1

3

)3

−
(

1

3

)2

+ 1 =
26

27

f(1) = 2 · 13 − 12 + 1 = 2
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Konaqno, zakǉuqujemo da je x = −1 apsolutni minimum, a x = 1 apsolutni maksimum
date funkcije.
7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA AVGUSTOVSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 28.08.2019.

ZADACI

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n · 2n+1 ·
(
cos 1

n

)2n
.

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i lokalne ekstremume funkcije y = ex
4−2x2

3. (8 p) Izraqunati
e∫
1

x
4
√
x3 ln(x2)dx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′′+y′ = 8x sa poqetnim
uslovima y(1) = 0, y′(1) = 0.
5. (8 p) Iz xpila od 52 karte izvlaqe se tri karte odjednom.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da nijedna od tri karte nije u znaku srca.
(4 p) b) Ako znamo da nijedna od tri karte nije u znaku srca, odrediti verovatno�u

da su izvuqene taqno dve dame.
6. (a) (5 p) Dati definiciju diferencijabilnosti funkcije.

(b) (5 p) Izraqunati izvod funkcije y = ln(x2+1)
sin
√
x
.

7. (10 p) Bernulijeva diferencijalna jednaqina. Opxte rexeǌe i primer rexavaǌa.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = n · 2n+1 ·
(
cos 1

n

)2n
. Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n · 2n+1 ·

(
cos

1

n

)2n

= lim
n→∞

n
√
n · 2 ·

(
cos

1

n

)2

= 1 · 2 · 12 = 2 > 0,

to dati red divergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

2. Domen date funkcije je Dy = R. Prvi izvod date funkcije je

y′ = (4x3 − 4x)ex
4−2x2

= 4x(x2 − 1)ex
2−3x2

= 4x(x− 1)(x+ 1)ex
2−3x2

.

Kako je eksponencijalna funkcija uvek pozitivna, to znak prvog izvoda zavisi samo od
x(x− 1)(x+ 1), pa zakǉuqujemo da je

y′ > 0, za x ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞),

y′ < 0, za x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1),

y′ = 0, za x ∈ {−1, 0, 1}.

Odavde dobijamo da

y raste na (−1, 0) ∪ (1,+∞),

y opada na (−∞,−1) ∪ (0, 1),

x = −1 i x = 1 su lokalni minimumi,

x = 0 je lokalni maksimum.
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3. ∫ e

1

x
4
√
x3 ln(x2)dx =

∫ e

1

x
7
4 ln(x2)dx

=

[
u = ln(x2) dv = x

7
4 dx

du = 2
xdx v = 4

11x
11
4

]
=

4

11
x

11
4 ln(x2)

∣∣∣∣e
1

− 8

11

∫ e

1

x
7
4 dx

=
4

11
x

11
4 ln(x2)

∣∣∣∣e
1

− 32

121
x

11
4

∣∣∣∣e
1

dx

=
4

11
e

11
4 · 2− 0− 32

121
e

11
4 +

32

121

=
56e

11
4 + 32

121

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′ pa kad ubacimo smenu data jednaqina se svodi
na

xu′ + u = 8x,

a kada ovu jednaqinu podelimo sa x, uz pretpostavku da je x 6= 0, dobijamo opxti oblik
linearne jednaqine

u′ +
1

x
· u = 8,

qije je opxte rexeǌe dato formulom

u = e−
∫

1
xdx

(
c+

∫
e
∫

1
xdx · 8

)
= e− ln x

(
c+

∫
eln x · 8

)
=

1

x

(
c+ 4x2

)
, c ∈ R,

gde smo pretpostavili da je x > 0, a sluqaj x < 0 se sliqno rexava. Sada mo�emo da
na�emo y.

y =

∫
udx =

∫ ( c
x

+ 4x
)

dx = c lnx+ 2x2 + d, c, d ∈ R.

Ostaje jox da na�emo partikularno rexeǌe. Ubacimo uslove y(1) = 0 i y′(1) = 0 i
dobijamo

c · ln 1 + 2 · 12 + d = 0,

1

1
(c+ 4 · 12) = 0,

odakle dobijamo da je c = −4 i d = −2 pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = −4 lnx+ 2x2 − 2.

5. (a) Oznaqimo sa A doga�aj da nijedna izvuqena karta nije u znaku srca. Tra�imo
P (A). Ukupan broj ishoda pri izvlaqeǌu tri karte odjednom iz xpila od 52 karte je(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda je

(
39
3

)
jer nam odgovara da izvuqemo bilo koje tri karte

koje nisu srce, a tih karata ima ukupno 39. Dakle, po definiciji tra�ena verovatno�a
je

P (A) =

(
39
3

)(
52
3

) =
39·38·37
3·2·1

52·51·50
3·2·1

=
703

1700
.
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(b) Oznaqimo sa B doga�aj da su izvuqene taqno dve dame. U ovom delu zadatka nama
se tra�i uslovna verovatno�a P (B|A) koju raqunamo po formuli

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
.

Verovatno�u P (A) smo ve� izraqunali pa ostaje samo da odredimo verovatno�u P (AB)
tj. kolika je verovatno�a da se doga�aji A i B istovremeno ispune, odnosno da su
izvuqene taqno dve dame i da nijedna od karata nije u znaku srca. Ukupan broj ishoda
pri ovom izvlaqeǌu je ponovo

(
52
3

)
, a broj povoǉnih ishoda raqunamo kao

(
3
2

)
·
(
37
1

)
(od

tri dame koje nisu srce biramo dve i to je
(
3
2

)
mogu�nosti i to mno�imo sa brojem

mogu�nosti da od preostalih 37 karata koje nisu ni te dve dame niti srce izaberemo
jednu, tj.

(
37
1

)
). Konaqno,

P (B|A) =

(3
2)·(

37
1 )

(52
3 )

703
1700

=
3

247
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Prvi izvod funkcije y je

y′ =

2x
x2+1 · sin

√
x− cos

√
x · 1

2
√
x
· ln(x2 + 1)

sin2√x
.

7. Videti u u
beniku.
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REXEǋA SEPTEMBARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 18.09.2019.

ZADACI

1. (8 p) Izraqunati limes lim
n→∞

√
n
(√
n+ 1−

√
n
)
.

2. (8 p) Na�i asimptote funkcije y = arctg
(
1 + 1

x

)
.

3. (8 p) Izraqunati
∫

1
x2+10x+26dx.

4. (8 p) Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′ = y+xe−
y
x sa poqet-

nim uslovom y(1) = 0.
5. (8 p) Na stolu su tri novqi�a od kojih su dva ispravna, a tre�i sa obe strane ima
grb. Sluqajno je izabran jedan novqi� i baqen qetiri puta.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da je sva qetiri puta pao grb.
(4 p) b) Ako je sva qetiri puta pao grb, odrediti verovatno�u da je izabran ispra-

van novqi�.
6. (a) (5 p) Dati definiciju konveksnosti i konkavnosti funkcije.

(b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije y = ln x
2x .

7. (10 p)

REXEǋA

1.

lim
n→∞

√
n
(√
n+ 1−

√
n
)

= lim
n→∞

√
n
(√
n+ 1−

√
n
)
·
√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

= lim
n→∞

√
n
((√

n+ 1
)2 − (

√
n)

2
)

√
n+ 1 +

√
n

= lim
n→∞

√
n (n+ 1− n)√
n+ 1 +

√
n

= lim
n→∞

√
n√

n+ 1 +
√
n
·

1√
n

1√
n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n + 1

=
1

2

2. Domen date funkcije je Dy = R\{0}.
Vertikalne asimptote: Kandidat za vertikalnu asimptotu je prava x = 0. Kako je

lim
x→0+

f(x) =
π

2
, lim
x→0−

f(x) = −π
2
,

to data funkcija nema vertikalnih asimptota.
Horizontalne asimptote: Kako je

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

arctg

(
1 +

1

x

)
= arctg1 =

π

4
,

to je prava y = π
4 horizontalna asimptota u +∞ i −∞.

Kose asimptote: Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu u obe beskonaqnosti, to
ona nema kosih asimptota.
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3. ∫
1

x2 + 10x+ 26
dx =

∫
1

x2 + 10x+ 25 + 1
dx

=

∫
1

(x+ 5)2 + 1
dx

=

[
t = x+ 5
dt = dx

]
=

∫
1

t2 + 1
dt

= arctgt+ c

= arctg(x+ 5) + c, c ∈ R

4. Data jednaqina je homogena diferencijalna jednaqina prvog reda. Podelimo je sa
x za x 6= 0. Dobijamo jednaqinu

y′ =
y

x
+ e−

y
x .

Kada uvedemo smenu
u =

y

x
, y = ux, y′ = u′x+ u

dobijamo
u′x+ u = u+ e−u

u′x = e−u

euu′ =
1

x∫
eudu =

∫
1

x
dx

eu = ln |x|+ c

u = ln(ln |x|+ c), c ∈ R.

Konaqno, dobijamo da je
y = ux = x ln(ln |x|+ c), c ∈ R.

Ostaje jox da na�emo partikularno rexeǌe. Kada ubacimo uslov y(1) = 0 dobijamo

0 = 1 · ln(ln 1 + c)

0 = ln c

c = 1,

pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = x ln(ln |x|+ 1).

5. Ozaqimo sa A doga�aj da je sva qetiri puta pao grb, sa H1 hipotezu da smo odabrali
ispravan novqi�, a sa H2 hipotezu da smo odabrali neispravan novqi�.
(a) Tra�ena verovatno�a se dobija formulom potpune verovatno�e

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2).

Kako je

P (H1) =
2

3
, P (A|H1) =

1

2
· 1

2
· 1

2
· 1

2
=

1

16
, P (H2) =

1

3
, P (A|H2) = 1,
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dobijamo da je

P (A) =
2

3
· 1

16
+

1

3
· 1 =

3

8

(b) Tra�ena veroatno�a je

P (H1|A) =
P (AH1)

P (A)
=
P (H1) · P (A|H1)

P (A)
=

2
3 ·

1
16

3
8

=
1

9
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Domen date funkcije je Dy = (0,+∞). Prvi i drugi izvodi funkcije y su

y′ =
2− 2 lnx

4x2
, y′′ =

−8x− 8x(2− 2 lnx)

16x4
=

8x(2 lnx− 3)

16x4
=

2 lnx− 3

2x3

2 lnx − 3

2x3

y′′

0 e
3
2

/////// − +

/////// + +

/////// − +

Dakle, imamo da je

y′′ > 0, za x ∈
(
e

3
2 ,+∞

)
,

y′′ < 0, za x ∈
(

0, e
3
2

)
,

y = 0, za x =
3

2
,

Pa zakǉuqujemo da je data funkcija konveksna na
(
e

3
2 ,+∞

)
, konkavna na

(
0, e

3
2

)
i x = e

3
2

je prevojna taqka.
7. Videti u u
beniku.
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