
REXEǋA PRVOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 25.11.2017.

Grupa 1

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
3n
n+5

)n(
n+2
n+3

)n2

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

x
1

1+2 ln(2x) .

3. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije x3+2
x2−4 .

4. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije ex

x2−x+1 .

5. (5 poena) Izraqunati
∫

x
6x2+5x+1dx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

3n
n+5

)n(n+2
n+3

)n2

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

3n

n+ 5

(
n+ 2

n+ 3

)n
= lim
n→∞

3n

n+ 5

(
1− 1

n+ 3

)−(n+3)· n
−(n+3)

= 3e−1 > 1,

pa red divergira po Koxijevom kriterijumu.

2.

lim
x→0

x
1

1+2 ln(2x) = lim
x→0

eln
(
x

1
1+2 ln(2x)

)
= elimx→0

ln x
1+2 ln(2x)

LP
=
∞
∞

e
limx→0

1
x
2
x =

√
e.

3. Domen funkcije f(x) = x3+2
x2−4 je Df = R\{−2, 2}.

lim
x→−2+

= +∞, lim
x→−2−

= −∞, lim
x→2+

= +∞, lim
x→2−

= −∞,

pa su prave x = −2 i x = 2 vertikalne asimptote funkcije f .

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

pa f nema horizontalnih asimptota.

a = lim
x→±∞

f(x)

x
= 1, b = lim

x→±∞
(f(x)− x) = 0,

pa je prava y = x kosa asimptota u −∞ i u +∞.

4. Polinom x2 − x+ 1 nema realnih nula, pa je domen funkcije f jednak Df = R.

f ′(x) =
ex(x2 − 3x+ 2)

(x2 − x+ 1)2
=
ex(x− 1)(x− 2)

(x2 − x+ 1)2
.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 1 i x = 2, pa su 1 i 2 stacionarne taqke. Tako�e, imamo da
je f(x) > 0 za x ∈ (−∞, 1) ∪ (2,+∞) i f(x) < 0 za x ∈ (1, 2), pa zakǉuqujemo:
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f raste na (−∞, 1) ∪ (2,+∞),
f opada na (1, 2),

x = 1 je lokalni maksimum i
x = 2 je lokalni minimum.

5. Rastavimo najpre polinom 6x2 + 5x + 1. Na osnovu formule za rexavaǌe kvadratne
jednaqine imamo

x1/2 =
−5±

√
25− 24

12
, x1 = −1

2
, x2 = −1

3
,

pa imamo da je 6x2 + 5x + 1 = (2x + 1)(3x + 1). Na osnovu teoreme o predstavǉaǌu
racionalnih funkcija imamo da je

x

6x2 + 5x+ 1
=

A

2x+ 1
+

B

3x+ 1

odakle raqunom dobijamo da je A = 1 i B = −1, pa je∫
xdx

6x2 + 5x+ 1
=

∫
dx

2x+ 1
−
∫

dx

3x+ 1
=

1

2
ln |2x+ 1| − 1

3
ln |3x+ 1|+ c.
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Grupa 2

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n+2
4n+6

)n(
n−2
n+2

)n(n+1)

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→0

(cosx+ sin x
2 )

1
2x .

3. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije x3+3
x2−9 .

4. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije ex

x2−3x+3 .

5. (5 poena) Izraqunati
∫
x2arctgxdx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(
n+2
4n+6

)n(n−2
n+2

)n(n+1)
. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n+ 2

4n+ 6

(
n− 2

n+ 3

)n+1

= lim
n→∞

n+ 2

4n+ 6

(
1− 4

n+ 2

)−n+2
4 ·
−4n
n+2

=
1

4
e−4 < 1,

pa red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2.
lim
x→0

(cosx+ sin
x

2
)

1
2x = lim

x→0
eln
(
(cos x+sin x

2 )
1
2x

)
= elimx→0

ln(cos x+sin x
2
)

2x =
LP
=
0
0

= elimx→0

− sin x+1
2

cos x
2

cos x+sin x
2

2 = e
1
4 = 4
√
e.

3. Domen funkcije f(x) = x3+3
x2−9 je Df = R\{−3, 3}.

lim
x→−3+

= +∞, lim
x→−3−

= −∞, lim
x→3+

= +∞, lim
x→3−

= −∞,

pa su prave x = −3 i x = 3 vertikalne asimptote funkcije f .

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

pa f nema horizontalnih asimptota.

a = lim
x→±∞

f(x)

x
= 1, b = lim

x→±∞
(f(x)− x) = 0,

pa je prava y = x kosa asimptota u −∞ i u +∞.

4. Polinom x2 − 3x+ 3 nema realnih nula, pa je domen funkcije f jednak Df = R.

f ′(x) =
ex(x2 − 5x+ 6)

(x2 − 3x+ 3)2
=
ex(x− 2)(x− 3)

(x2 − x+ 1)2
.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 2 i x = 3, pa su 2 i 3 stacionarne taqke. Tako�e, imamo da
je f(x) > 0 za x ∈ (−∞, 2) ∪ (3,+∞) i f(x) < 0 za x ∈ (2, 3), pa zakǉuqujemo:
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f raste na (−∞, 2) ∪ (3,+∞),
f opada na (2, 3),

x = 2 je lokalni maksimum i
x = 3 je lokalni minimum.

5. ∫
x2arctgxdx =

{
u = arctgx dv = x2dx

du = dx
1+x2 v = x3

3

}
=
x3

3
arctgx− 1

3

∫
x3

1 + x2
dx =

=
x3

3
arctgx− 1

3

∫
x3 + x− x

1 + x2
dx =

x3

3
arctgx− 1

3

∫
x(x2 + 1)− x

1 + x2
dx =

=
x3

3
arctgx− 1

3

∫ (
x− x

1 + x2

)
dx =

x3

3
arctgx− 1

3
(
x2

2
− 1

2
ln |x2 + 1|) + c =

=
x3

3
arctgx− 1

6
x2 +

1

6
ln |x2 + 1|) + c.
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Grupa 3

1. (5 poena) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n(
n+4
n+6

)3n2

.

2. (5 poena) Izraqunati lim
x→1

(
sin πx

2

) 1
1−x .

3. (5 poena) Odrediti asimptote funkcije x3+4
x2−16 .

4. (5 poena) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije ex

x2−5x+7 .

5. (5 poena) Izraqunati
∫
x

3
2 arctg

√
xdx.

REXEǋA

1. Oznaqimo an =
(

n
2n+1

)n(n+4
n+6

)3n2

. Tada je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

2n+ 1

(
n+ 4

n+ 6

)3n

= lim
n→∞

n

2n+ 1

(
1− 2

n+ 6

)−n+6
2 ·
−6n
n+6

=
1

2
e−6 < 1,

pa red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2.

lim
x→1

(
sin

πx

2

) 1
1−x

= lim
x→1

e
ln

((
sin πx

2

) 1
1−x

)
= elimx→1

ln

(
sin πx

2

)
1−x

LP
=
0
0

= elimx→1

π
2

cos πx
2

sin πx
2

−1 = e0 = 1.

3. Domen funkcije f(x) = x3+4
x2−16 je Df = R\{−4, 4}.

lim
x→−4+

= +∞, lim
x→−4−

= −∞, lim
x→4+

= +∞, lim
x→4−

= −∞,

pa su prave x = −4 i x = 4 vertikalne asimptote funkcije f .

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

pa f nema horizontalnih asimptota.

a = lim
x→±∞

f(x)

x
= 1, b = lim

x→±∞
(f(x)− x) = 0,

pa je prava y = x kosa asimptota u −∞ i u +∞.

4. Polinom x2 − 5x+ 7 nema realnih nula, pa je domen funkcije f jednak Df = R.

f ′(x) =
ex(x2 − 7x+ 12)

(x2 − 5x+ 7)2
=
ex(x− 3)(x− 4)

(x2 − 5x+ 7)2
.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 3 i x = 4, pa su 3 i 4 stacionarne taqke. Tako�e, imamo da
je f(x) > 0 za x ∈ (−∞, 3) ∪ (4,+∞) i f(x) < 0 za x ∈ (3, 4), pa zakǉuqujemo:
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f raste na (−∞, 3) ∪ (4,+∞),
f opada na (3, 4),

x = 3 je lokalni maksimum i
x = 4 je lokalni minimum.

5. ∫
x

3
2 arctg

√
xdx =

{
u = arctg

√
x dv = x

3
2 dx

du = dx
2
√
x(1+x)

v = 2
5x

5
2

}
=

2

5
x

5
2 arctg

√
x− 1

5

∫
x

5
2

√
x(1 + x)

dx =

=
2

5
x

5
2 arctg

√
x− 1

5

∫
x2 − 1 + 1

1 + x
dx =

2

5
x

5
2 arctg

√
x− 1

5

∫
(x− 1)(x+ 1) + 1

1 + x
dx =

=
2

5
x

5
2 arctg

√
x− 1

5

∫ (
x− 1 +

1

1 + x

)
dx =

2

5
x

5
2 arctg

√
x− 1

10
x2 +

1

5
x− 1

5
ln |x+ 1|+ c.
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REXEǋA DRUGOG KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 13.01.2018.

Grupa 1

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = x2, y = x+ 6, x ≥ 0.

2. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine 4x3y + x4y′ = sin2 x cosx.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + 4y′ + 13y = 18e−2x.
4. (5 poena) Tri strelca ga�aju u metu. Verovatno�a da prvi pogodi metu je 1

6 , drugi
1
4 , a tre�i 1

3 . Svako ispaǉuje po jedan hitac.
a) Odrediti verovatno�u da bude postignut taqno jedan pogodak;
b) Odrediti verovatno�u da je prvi strelac pogodio metu, ako se zna da je postignut
taqno jedan pogodak.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−1 0 1 3
a
4 a2 1

4
a+1
4

)
a) Odrediti parametar a;
b) Odrediti EX;
v) Odrediti DX.

REXEǋA

1. Preseqna taqka grafika funkcija x2 i x+ 6 je rexeǌe jednaqine x2 = x+ 6. Rexeǌa
ove jednaqine su x1 = −2 i x = 3, ali kako gledamo deo x ≥ 0, gorǌa granica integrala
bi�e 3. Tra�ena povrxina je

P =

∫ 3

0

(x+ 6− x2)dx =
x2

2
+ 6x− x3

3

∣∣∣∣3
0

=
27

2
,
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2. Deǉeǌem polazne jednaqine sa x4, za x 6= 0 dobijamo linearnu diferencijalnu
jednaqinu

y′ +
4

x
y =

sin2 x cosx

x4
.

Rexeǌe ove jednaqine je

y = e−
∫

4
xdx

(
c+

∫
sin2 x cosx

x4
e
∫

4
xdxdx

)
=

1

x4

(
c+

∫
sin2 x cosx

x4
x4dx

)
=

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]
=

1

x4

(
c+

∫
t2dt

)
=

1

x4

(
c+

sin3 x

3

)
.

3. Najpre rexavamo homogenu jednaqinu

y′′ + 4y′ + 13y = 0.

ǋena karakteristiqna jednaqina je

λ2 + 4λ+ 13 = 0,

pa je

λ1/2 =
−4±

√
16− 52

2
= −2± 3i,

pa zakǉuqujemo da je rexeǌe homogene jednaqine

yh = e−2x(c1 cos 3x+ c2 sin 3x), c1, c2 ∈ R.

Sada tra�imo partikularno rexeǌe polazne jednaqine. Ono �e biti oblika yp =
Ae−2x. Na�imo prvi i drugi izvod i ubacimo dobijene vrednosti u polaznu jednaqinu.

y′p = −2Ae−2x, y′′p = 4Ae−2x.

Nakon ubacivaǌa, dobijamo

4Ae−2x − 8Ae−2x + 13Ae−2x = 18e−2x,

odakle je A = 2, odnosno yp = 2e−2x. Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = e−2x(c1 cos 3x+ c2 sin 3x) + 2e−2x.

4. Neka je Ai doga�aj da je i-ti strelac pogodio metu, i ∈ {1, 2, 3}, a doga�aj B do-
ga�aj da je metu pogodio taqno jedan strelac.
a) Tra�imo verovatno�u doga�aja B. Primetimo

B = A1A2 A2 ∪A1A2A3 ∪A1 A2A3,

pa je

P (B) = P (A1A2 A2 ∪A1A2A3 ∪A1 A2A3) = P (A1A2 A2) + P (A1A2A3) + P (A1 A2A3) =

= P (A1)P (A2)P (A2)+P (A1)P (A2)P (A3)+P (A1)P (A2)P (A3) =
1

6
· 3
4
· 2
3

+
5

6
· 1
4
· 2
3

+
5

6
· 3
4
· 1
3

=
31

72
.

b) Tra�imo verovatno�u doga�aja A1 pri uslovu da je ispuǌen doga�aj B tj.

P (A1|B) =
P (A1B)

P (B)
=

1
6 ·

3
4 ·

2
3

31
72

=
6

31
.
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5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 +
a

2
+

1

2
= 1.

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
2 ili a = −1, ali kako verovatno�e

moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to mogu�nost da je a = −1 otpada. Dakle, a = 1
2 ,

pa naxa funkcija raspodele izgleda ovako:

X :

(
−1 0 1 3
1
8

1
4

1
4

3
8

)
.

b)

EX = −1 · 1

8
+ 0 · 1

4
+ 1 · 1

4
+ 3 · 3

8
=

5

4
.

v) Primetimo najpre da X2 ima raspodelu

X2 :

(
1 0 1 9
1
8

1
4

1
4

3
8

)
,

odnosno kad grupixemo iste vrednosti

X2 :

(
0 1 9
1
4

3
8

3
8

)
,

pa je

EX2 = 0 · 1

4
+ 1 · 3

8
+ 9 · 3

8
=

30

8
=

15

4
.

Konaqno, tra�ena disperzija bi�e

DX = EX2 − (EX)2 =
15

4
−
(

5

4

)2

=
35

16
.
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Grupa 2

1. (5 poena) Izraqunati povrxinu figure ograniqenu krivama
y = sinx, y = cosx, x ≥ 0, x ≤ π

4 .
2. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine 2xy + x2y′ = sinx cos2 x.
3. (5 poena) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + y′ + y = 3e−2x.
4. (5 poena) Tri strelca ga�aju u metu. Verovatno�a da prvi pogodi metu je 1

6 , drugi
1
4 , a tre�i 1

3 . Svako ispaǉuje po jedan hitac.
a) Odrediti verovatno�u da taqno dva strelca promaxe metu;
b) Odrediti verovatno�u da je drugi strelac pogodio metu, ako se zna da su taqno dva
strelca promaxila metu.
5. (5 poena) Neka je data sluqajna veliqina X koja zavisi od parametra

X :

(
−3 −2 0 1
a
3

2
3 a2 a

3

)
a) Odrediti parametar a;
b) Odrediti EX;
v) Odrediti DX.

REXEǋA

1. Sa slike vidimo da se grafici funkcija sinx i cosx seku upravo u x = π
4 , pa �e

tra�ena povrxina biti

P =

∫ π
4

0

(cosx− sinx)dx = sinx+ cosx

∣∣∣∣π4
0

=
√

2− 1,

2. Deǉeǌem polazne jednaqine sa x2, za x 6= 0 dobijamo linearnu diferencijalnu
jednaqinu

y′ +
2

x
y =

sinx cos2 x

x2
.

Rexeǌe ove jednaqine je

y = e−
∫

2
xdx

(
c+

∫
sinx cos2 x

x2
e
∫

2
xdxdx

)
=

1

x2

(
c+

∫
sinx cos2 x

x2
x2dx

)
=

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
=

1

x2

(
c−

∫
t2dt

)
=

1

x2

(
c− cos3 x

3

)
.
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3. Najpre rexavamo homogenu jednaqinu

y′′ + y′ + y = 0.

ǋena karakteristiqna jednaqina je

λ2 + λ+ 1 = 0,

pa je

λ1/2 =
−1±

√
1− 4

2
= −1

2
±
√

3

2
i,

pa zakǉuqujemo da je rexeǌe homogene jednaqine

yh = e−
x
2

(
c1 cos

x
√

3

2
+ c2 sin

x
√

3

2

)
, c1, c2 ∈ R.

Sada tra�imo partikularno rexeǌe polazne jednaqine. Ono �e biti oblika yp =
Ae−2x. Na�imo prvi i drugi izvod i ubacimo dobijene vrednosti u polaznu jednaqinu.

y′p = −2Ae−2x, y′′p = 4Ae−2x.

Nakon ubacivaǌa, dobijamo

4Ae−2x − 2Ae−2x +Ae−2x = 3e−2x,

odakle je A = 1, odnosno yp = e−2x. Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = e−
x
2

(
c1 cos

x
√

3

2
+ c2 sin

x
√

3

2

)
+ e−2x.

4. Neka je Ai doga�aj da je i-ti strelac pogodio metu, i ∈ {1, 2, 3}, a doga�aj B do-
ga�aj da su metu promaxila taqno dva strelca.
a) Tra�imo verovatno�u doga�aja B. Primetimo

B = A1A2 A2 ∪A1A2A3 ∪A1 A2A3,

pa je

P (B) = P (A1A2 A2 ∪A1A2A3 ∪A1 A2A3) = P (A1A2 A2) + P (A1A2A3) + P (A1 A2A3) =

= P (A1)P (A2)P (A2)+P (A1)P (A2)P (A3)+P (A1)P (A2)P (A3) =
1

6
· 3
4
· 2
3

+
5

6
· 1
4
· 2
3

+
5

6
· 3
4
· 1
3

=
31

72
.

b) Tra�imo verovatno�u doga�aja A2 pri uslovu da je ispuǌen doga�aj B tj.

P (A2|B) =
P (A2B)

P (B)
=

5
6 ·

1
4 ·

2
3

31
72

=
10

31
.

5. a) Da bi funkcija raspodele bila dobro definisana, suma verovatno�a mora da
bude 1 tj.

a2 +
2

3
a+

2

3
= 1.

Rexavaju�i ovu jednaqinu, dobijamo da je a = 1
3 ili a = −1, ali kako verovatno�e

moraju biti brojevi u intervalu [0, 1], to mogu�nost da je a = −1 otpada. Dakle, a = 1
3 ,

pa naxa funkcija raspodele izgleda ovako:

X :

(
−3 2 0 1
1
9

2
3

1
9

1
9

)
.
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b)

EX = −3 · 1

9
+ (−2) · 2

3
+ 0 · 1

9
+ 1 · 1

9
= −14

9
.

v) Primetimo najpre da X2 ima raspodelu

X2 :

(
0 1 4 9
1
9

1
9

2
3

1
9

)
,

pa je

EX2 = 0 · 1

9
+ 1 · 1

9
+ 4 · 2

3
+ 9 · 1

9
=

34

9
.

Konaqno, tra�ena disperzija bi�e

DX = EX2 − (EX)2 =
34

9
−
(
− 14

9

)2

=
110

81
.
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REXEǋA JANUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 24.01.2018.

Grupa 1, 3, 5

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(n!)2

6n2 .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije ex
2

√
x2−1 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
π∫
π
2

sinx cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′ = x(y′′ + x2ex).
5. (8 p) U kutiji se nalaze 4 kuglice: 2 zelene, 1 bela i 1 crna. Izvlaqi se jedna
po jedna kuglica bez vra�aǌa sve dok se ne izvuqe bela. Neka je X sluqajna veliqina
koja predstavǉa ukupan broj izvlaqeǌa. Odrediti zakon raspodele za X i EX.
6. (5 p) a) Dati definiciju asimptote realne funkcije realne promenǉive.

(5 p) b) Na�i sve asimptote funkcije y = 2x2−x−2
x+1 .

7. (5 p) a) Navesti osobine gustine raspodele neprekidne sluqajne promenǉive.
(5 p) b) Definisati matematiqko oqekivaǌe i disperziju neprekidne sluqajne promenǉive.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = (n!)2

6n2 . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

((n+1)!)2

6(n+1)2

(n!)2

6n2

= lim
n→∞

(n+ 1)2

62n+1
= 0 < 1,

to dati red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

2. Najpre odredimo domen date funkcije. Zbog korena, mora biti x2 − 1 ≥ 0, a zbog
deǉeǌa je x2 − 1 6= 0 pa je domen D = (−∞,−1) ∪ (1,+∞). Prvi izvod date funkcije je

f ′(x) =

(
ex

2

√
x2 − 1

)′
=
ex

2

x(2x2 − 3)

(x2 − 1)
3
2

.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 0, x =
√
6
2 , x = −

√
6
2 , ali x = 0 ne pripada domenu, pa su

preostale dve taqke potencijalni ekstremumi. Imamo da je

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−∞,−

√
6
2

)
∪
(

1,
√
6
2

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−
√
6
2 , 1

)
∪
(√

6
2 ,+∞

)
,

pa zakǉuqujemo da

f opada za x ∈
(
−∞,−

√
6
2

)
∪
(

1,
√
6
2

)
,

f raste za x ∈
(
−
√
6
2 , 1

)
∪
(√

6
2 ,+∞

)
,

x = −
√
6
2 je lokalni minimum,

x =
√
6
2 je lokalni minimum.
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3.

∫ π

π
2

sinx cos 2xdx =

∫ π

π
2

sinx(cos2 x− sin2 x)dx =

∫ π

π
2

sinx(2 cos2 x− 1)dx =


t = cosx

dt = − sinxdx
x = π

2 → t = 0
x = π → t = 1

 =

= −
∫ −1
0

(2t2 − 1)dt = −2t3

3
+ t

∣∣∣∣−1
0

=
1

3
.

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

2u = x(u′ + x2ex),

odnosno nakon sre�ivaǌa dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ − 2

x
u = x2ex.

Rexeǌe ove jednaqine je

u = e
∫

2
xdx

(
c+

∫
x2exe−

∫
2
xdx

)
= x2

(
c+

∫
x2ex

1

x2

)
= x2(c+ ex).

Kako je y′ = u, to je

y =

∫
udx =

∫
(cx2 + x2ex)dx =

cx3

3
+

∫
x2exdx =

[
u = x2 dv = exdx

du = 2xdx v = ex

]
=

=
cx3

3
+ x2ex − 2

∫
xexdx =

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]
=
cx3

3
+ x2ex − 2xex + 2

∫
exdx =

=
cx3

3
+ x2ex − 2xex + 2ex + d.

5. Primetimo da X mo�e uzeti vrednosti iz skupa {1, 2, 3, 4}. Sluqajna veliqina X
ima zakon raspodele

X :

(
1 2 3 4
p1 p2 p3 p4

)
,

gde je

p1 = P{X = 1} =
1

4
,

p2 = P{X = 2} =
3

4
· 1

3
=

1

4
,

p3 = P{X = 3} =
3

4
· 2

3
· 1

2
=

1

4
,

p4 = P{X = 4} =
3

4
· 2

3
· 1

2
· 1

1
=

1

4
,

pa je

X :

(
1 2 3 4
1
4

1
4

1
4

1
4

)
.

Tra�eno matematiqko oqekivaǌe je

EX =
1

4
· 1 +

1

4
· 2 +

1

4
· 3 +

1

4
· 4 =

5

2
.
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6. a) Ako rastojaǌe promenǉive taqke grafika funkcije y = f(x) do neke stalne prave
te�i nuli, kada se taqka neograniqeno udaǉava od koordinatnog poqetka, onda se ova
prava naziva asimptota grafika funkcije.
Ako je lim

x→x0+0
f(x) = ±∞ ili lim

x→x0−0
f(x) = ±∞, onda se prava x = x0 naziva vertikalna

asimptota grafika funkcije y = f(x).

b) Najpre na�imo domen date funkcije. Jedini problem pravi deǉeǌe sa x + 1 pa
je domen D = R\{−1}.

lim
x→−1−

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞, lim

x→−1+

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞,

pa prava x = −1 jeste vertikalna asimptota funkcije.
Kako je

lim
x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞, lim

x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞,

to funkcija nema horizontalnu asimptotu. Ispitajmo da li funkcija ima kosu asimp-
totu.

k = lim
x→ ±∞

2x2 − x− 2

x(x+ 1)
= 2,

n = lim
x→±∞

(
2x2 − x− 2

x+ 1
− 2x

)
= lim
x→±∞

−3x− 2

x+ 1
= −3,

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota u −∞ i u +∞.

7. a) Gustina raspodele verovatno�a sluqajne promenǉive X je funkcija

ϕ(x) = F ′(x), x ∈ R,

gde je F funkcija raspodele sluqajne promenǉive X i F je neprekidna i diferencija-
bilna.
Gustina raspodele je funkcija sa nenegativnim vrednostima jer kako je F (x) rastu�a
funkcija, to je ϕ(x) = F ′(x) ≥ 0.

Imamo i da va�i P (a < X < b) = F (b) − F (a) =
b∫
a

ϕ(x)dx, kao i
+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1. Mo�e se

pokazati da va�i i
x∫
0

ϕ(t)dt = F (x).

Sluqajna promenǉiva naziva se neprekidnom ako je ǌena funkcija raspodele F (x)
neprekidna, a gustina raspodele ϕ(x) = F ′(x) postoji i neprekidna je svuda osim u
diskretnom skupu taqaka.

b) Matematiqko oqekivaǌe neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom ϕ(x), dato
je integralom

E(X) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx.

Disperzija neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom raspodele ϕ(x) i matema-
tiqkim oqekivaǌem m, dato je integralom

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2ϕ(x)dx.
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Grupa 2, 4, 6

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n!
nn .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije ex
2

√
x2−4 .

3. (8 p) Izraqunati vrednost integrala
π
2∫
0

cosx cos 2xdx.

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′ = x(y′′ + x)
5. (8 p) U kutiji se nalaze 4 kuglice: 2 crvene, 1 plava i 1 bela. Izvlaqi se jedna po
jedna kuglica bez vra�aǌa sve dok se ne izvuqe plava. Neka je X sluqajna veliqina
koja predstavǉa ukupan broj izvlaqeǌa. Odrediti zakon raspodele za X i EX.
6. (5 p) a) Dati definiciju asimptote realne funkcije realne promenǉive.

(5 p) b) Na�i sve asimptote funkcije y = 2x2−x−2
x+1 .

7. (5 p) a) Navesti osobine gustine raspodele neprekidne sluqajne promenǉive.
(5 p) b) Definisati matematiqko oqekivaǌe i disperziju neprekidne sluqajne promenǉive.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = n!
nn . Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

nn

(n+ 1)n
= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1,

to dati red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

2. Najpre odredimo domen date funkcije. Zbog korena, mora biti x4 − 1 ≥ 0, a zbog
deǉeǌa je x4 − 1 6= 0 pa je domen D = (−∞,−2) ∪ (2,+∞). Prvi izvod date funkcije je

f ′(x) =

(
ex

2

√
x2 − 4

)′
=
ex

2

x(2x2 − 9)

(x2 − 4)
3
2

.

Imamo da je f ′(x) = 0 za x = 0, x = 3
√
2

2 , x = − 3
√
2

2 , ali x = 0 ne pripada domenu, pa su
preostale dve taqke potencijalni ekstremumi. Imamo da je

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−∞,− 3

√
2

2

)
∪
(

2, 3
√
2

2

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
− 3
√
2

2 , 2
)
∪
(

3
√
2

2 ,+∞
)
,

pa zakǉuqujemo da

f opada za x ∈
(
−∞,− 3

√
2

2

)
∪
(

2, 3
√
2

2

)
,

f raste za x ∈
(
− 3
√
2

2 , 2
)
∪
(

3
√
2

2 ,+∞
)
,

x = − 3
√
2

2 je lokalni minimum,

x = 3
√
2

2 je lokalni minimum.
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3.

∫ π
2

0

cosx cos 2xdx =

∫ π
2

0

cosx(cos2 x−sin2 x)dx =

∫ π
2

0

cosx(1−2 sin2 x)dx =


t = sinx

dt = cosxdx
x = 0→ t = 0
x = π

2 → t = 1

 =

=

∫ 1

0

(1− 2t2)dt = t− 2t3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

3
.

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada je u′ = y′′, pa dobijamo

2u = x(u′ + x),

odnosno nakon sre�ivaǌa dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ − 2

x
u = x.

Rexeǌe ove jednaqine je

u = e
∫

2
xdx

(
c+

∫
xe−

∫
2
xdx

)
= x2

(
c+

∫
x

1

x2

)
= x2(c+ ln |x|).

Pretpostavimo x > 0 (sluqaj x < 0 se sliqno rexava). Kako je y′ = u, to je

y =

∫
udx =

∫
(cx2 + x2 lnx)dx =

cx3

3
+

∫
x2 lnxdx =

[
u = lnx dv = x2dx

du = 1
xdx v = x3

3

]
=

=
cx3

3
+
x3

3
lnx− 1

3

∫
x2dx =

cx3

3
+
x3

3
lnx− 1

9
x3 + d.

5. Primetimo da X mo�e uzeti vrednosti iz skupa {1, 2, 3, 4}. Sluqajna veliqina X
ima zakon raspodele

X :

(
1 2 3 4
p1 p2 p3 p4

)
,

gde je

p1 = P{X = 1} =
1

4
,

p2 = P{X = 2} =
3

4
· 1

3
=

1

4
,

p3 = P{X = 3} =
3

4
· 2

3
· 1

2
=

1

4
,

p4 = P{X = 4} =
3

4
· 2

3
· 1

2
· 1

1
=

1

4
,

pa je

X :

(
1 2 3 4
1
4

1
4

1
4

1
4

)
.

Tra�eno matematiqko oqekivaǌe je

EX =
1

4
· 1 +

1

4
· 2 +

1

4
· 3 +

1

4
· 4 =

5

2
.

6. a) Ako rastojaǌe promenǉive taqke grafika funkcije y = f(x) do neke stalne prave
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te�i nuli, kada se taqka neograniqeno udaǉava od koordinatnog poqetka, onda se ova
prava naziva asimptota grafika funkcije.
Ako je lim

x→x0+0
f(x) = ±∞ ili lim

x→x0−0
f(x) = ±∞, onda se prava x = x0 naziva vertikalna

asimptota grafika funkcije y = f(x).

b) Najpre na�imo domen date funkcije. Jedini problem pravi deǉeǌe sa x + 1 pa
je domen D = R\{−1}.

lim
x→−1−

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞, lim

x→−1+

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞,

pa prava x = −1 jeste vertikalna asimptota funkcije.
Kako je

lim
x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= +∞, lim

x→+∞

2x2 − x− 2

x+ 1
= −∞,

to funkcija nema horizontalnu asimptotu. Ispitajmo da li funkcija ima kosu asimp-
totu.

k = lim
x→ ±∞

2x2 − x− 2

x(x+ 1)
= 2,

n = lim
x→±∞

(
2x2 − x− 2

x+ 1
− 2x

)
= lim
x→±∞

−3x− 2

x+ 1
= −3,

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota u −∞ i u +∞.

7. a) Gustina raspodele verovatno�a sluqajne promenǉive X je funkcija

ϕ(x) = F ′(x), x ∈ R,

gde je F funkcija raspodele sluqajne promenǉive X i F je neprekidna i diferencija-
bilna.
Gustina raspodele je funkcija sa nenegativnim vrednostima jer kako je F (x) rastu�a
funkcija, to je ϕ(x) = F ′(x) ≥ 0.

Imamo i da va�i P (a < X < b) = F (b) − F (a) =
b∫
a

ϕ(x)dx, kao i
+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1. Mo�e se

pokazati da va�i i
x∫
0

ϕ(t)dt = F (x).

Sluqajna promenǉiva naziva se neprekidnom ako je ǌena funkcija raspodele F (x)
neprekidna, a gustina raspodele ϕ(x) = F ′(x) postoji i neprekidna je svuda osim u
diskretnom skupu taqaka.

b) Matematiqko oqekivaǌe neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom ϕ(x), dato
je integralom

E(X) =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx.

Disperzija neprekidne sluqajne promenǉive X, sa gustinom raspodele ϕ(x) i matema-
tiqkim oqekivaǌem m, dato je integralom

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2ϕ(x)dx.
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REXEǋA FEBRUARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 14.02.2018.

Grupa 1

1. (8 p) Izraqunati lim
x→0

x
√
x.

2. (8 p) Ispitati konveksnost funkcije y = e1−2x
2

.
3. (8 p) Izraqunati

∫ √
x

1+ 3
√
x

dx.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 5y′ + 4y = xex.
5. (8 p) Izvlaqe se parovi za qetvrtfinale Lige xampiona. Od 8 timova 5 su iz
Engleske, a 3 iz Xpanije. Imena timova su u kuglicama a jedna kuglica je izgubǉena.
Izvlaqe se dve kuglice odjednom.

(2 p) a) Odrediti verovatno�e da je izgubǉena kuglica sa timom iz Xpanije odnosno
iz Engleske.

(6 p) b) Odrediti verovatno�u da se u obe izvuqene kuglice nalaze imena timova
iz Xpanije.
6. (5 p) a) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova sa pozitivnim
qlanovima?

(5 p) b) Korix�eǌem Koxijevog kriterijuma ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2

.

7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Opxte rexeǌe i rexeǌe
Koxijevog problema.

REXEǋA

1.

lim
x→0

x
√
x = lim

x→0
eln
(
x
√
x
)

= lim
x→0

e
√
x ln x = e

limx→0
ln x
1√
x
L.P.
=
∞
∞

e
limx→0

1
x

− 1
2
x
− 3

2 =

= elimx→0−2
√
x = e0 = 1.

2. Domen funkcije je D = R. Izraqunajmo prvi drugi izvod date funkcije

f ′(x) = −4xe1−2x
2

, f ′′(x) = 4(4x2 − 1)e1−2x
2

.

Imamo da je f ′′(x) = 0 za x = 1
2 , x = − 1

2 i

f ′′(x) < 0 za x ∈
(
− 1

2 ,
1
2

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−∞,− 1

2

)
∪
(
1
2 ,+∞

)
,

pa zakǉuqujemo da je

f konkavna na
(
− 1

2 ,
1
2

)
,

f konveksna na
(
−∞,− 1

2

)
∪
(
1
2 ,+∞

)
.
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3. ∫ √
x

1 + 3
√
x

dx =

[
x = t6

dx = 6t5dt

]
=

∫
t3

1 + t2
6t5dt = 6

∫
t8 − 1 + 1

1 + t2
dt =

= 6

∫
(t2 − 1)(t2 + 1)(t4 + 1) + 1

1 + t2
dt = 6

∫ (
t6 − t4 + t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt =

=
6

7
t7 − 6

5
t5 + 2t3 − 6t+ 6arctgt+ c =

6

7
x

7
6 − 6

5
x

5
6 + 2

√
x− 6x

1
6 + 6arctgx

1
6 + c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 5y′ + 4y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 5λ+ 4 = 0 su λ1 = 1, λ2 = 4, pa je yh = c1e

x + c2e
4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = x(Ax + B)ex. Izraqunajmo prvi i drugi izvod
partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = (Ax2 + x(2A+B) +B)ex, y′′p = (Ax2 + x(4A+B) + 2A+ 2B)ex,

pa je

(Ax2 + x(4A+B) + 2A+ 2B)ex − 5(Ax2 + x(2A+B) +B)ex + 4x(Ax+B)ex = xex

odnosno nakon sre�ivaǌa
−6Ax+ 2A− 3B = x,

pa nakon izjednaqavaǌa koeficijenata uz x i 1 sa leve i desne strane jednakosti do-
bijamo sistem dve jednaqine

−6A = 1, 2A− 3B = 0,

qije je rexeǌe A = − 1
6 , B = − 1

9 , pa je yp = x
(
− 1

6x−
1
9

)
ex.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
x + c2e

4x + x
(
− 1

6
x− 1

9

)
ex, c1, c2 ∈ R.

5. Neka je H1 hipoteza da je izgubǉena kuglica sa timom iz Xpanije, H2 hipoteza da
je izgubǉena kuglica sa timom iz Engleske, a doga�aj A doga�aj da se u obe izvuqene
kuglice nalaze imena timova iz Xpanije.
a) Verovatno�e tra�enih doga�aja su

P (H1) =
3

8
, P (H2) =

5

8
.

b) Znamo da va�i
P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2).

Izraqunajmo nepoznate verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli:

P (A|H1) =

(
2
2

)(
7
2

) =
1

21
, P (A|H2) =

(
3
2

)(
7
2

) =
1

7
,

pa je

P (A) =
3

8
· 1

21
+

5

8
· 1

7
=

3

28
.

6. a) Neka je
∞∑
n=1

an red sa pozitivnim qlanovima, takav da postoji lim
n→∞

n
√
an = r. Tada:
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(1) ako je r < 1, onda
∞∑
n=1

an konvergira;

(2) ako je r > 1, onda
∞∑
n=1

an divergira;

(3) ako je r = 1, onda u opxtem sluqaju nixta ne mo�emo re�i o konvergenciji.

b) Oznaqimo an =
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2

. Tada je

r = lim
n→∞

n

√( n

n+ 1

)n2

= lim
n→∞

( n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(n+ 1− 1

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)n
=

= lim
n→∞

(
1 +

1

−(n+ 1)

)−(n+1)· 1
−(n+1)

·n
= lim
n→∞

e−
n
n+1 = e

lim
n→∞

(
− n
n+1

)
= e−1 =

1

e
< 1,

pa dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

7. Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda je jednaqina oblika

y′ + p(x)y = q(x),

gde su p(x) i q(x) neprekidne funkcije. Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine prvog
reda je familija funkcija

y = ϕ(x,C),

specijalno za linearnu jednaqinu bi�e

y = e−
∫
p(x)dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
.

Rexeǌe ϕ(x,C0) koje se dobija iz opxteg rexeǌa stavǉaǌem C = C0 naziva se parti-
kularno rexeǌe ili rexeǌe Koxijevog problema koje zadovoǉava poqetni uslov y|x=x0 =
y0.
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Grupa 2

1. (8 p) Izraqunati lim
x→0

(
√
x)x.

2. (8 p) Ispitati konveksnost funkcije y = e1−8x
2

.
3. (8 p) Izraqunati

∫
x

1+ 3
√
x

dx.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 6y′ + 8y = 2e2x.
5. (8 p) Izvlaqe se parovi za qetvrtfinale Lige xampiona. Od 8 timova 5 su iz
Engleske, a 3 iz Xpanije. Imena timova su u kuglicama a jedna kuglica je izgubǉena.
Izvlaqe se dve kuglice odjednom.

(2 p) a) Odrediti verovatno�e da je izgubǉena kuglica sa timom iz Xpanije odnosno
iz Engleske.

(6 p) b) Odrediti verovatno�u da se u obe izvuqene kuglice nalaze imena timova
iz Engleske.
6. (5 p) a) Kako glasi Koxijev kriterijum za konvergenciju redova sa pozitivnim
qlanovima?

(5 p) b) Korix�eǌem Koxijevog kriterijuma ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2

.

7. (10 p) Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda. Opxte rexeǌe i rexeǌe
Koxijevog problema.

REXEǋA

1.

lim
x→0

(
√
x)x = lim

x→0
eln
(
(
√
x)x
)

= lim
x→0

ex ln
√
x = e

limx→0
ln
√
x

1
x

L.P.
=
∞
∞

e
limx→0

1√
x
· 1
2
√
x

− 1
x2 =

= elimx→0

(
− 1

2x
)

= e0 = 1.

2. Domen funkcije je D = R. Izraqunajmo prvi drugi izvod date funkcije

f ′(x) = −16xe1−8x
2

, f ′′(x) = 16(16x2 − 1)e1−8x
2

.

Imamo da je f ′′(x) = 0 za x = 1
4 , x = − 1

4 i

f ′′(x) < 0 za x ∈
(
− 1

4 ,
1
4

)
,

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−∞,− 1

4

)
∪
(
1
4 ,+∞

)
,

pa zakǉuqujemo da je

f konkavna na
(
− 1

4 ,
1
4

)
,

f konveksna na
(
−∞,− 1

4

)
∪
(
1
4 ,+∞

)
.

3. ∫
x

1 + 3
√
x

dx =

[
x = t3

dx = 3t2dt

]
=

∫
t3

1 + t
3t2dt = 3

∫
t5 + 1− 1

1 + t
dt =

= 3

∫
(t+ 1)(t4 − t3 + t2 − t+ 1)− 1

1 + t
dt = 3

∫ (
t4 − t3 + t2 − t+ 1− 1

1 + t

)
dt =
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=
3

5
t5 − 3

4
t4 + t3 − 3

2
t2 + 3t− 3 ln |1 + t|+ c =

3

5
x

5
3 − 3

4
x

4
3 + x− 3

2
x

2
3 + 3 3

√
x− 3 ln |1 + 3

√
x|+ c

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 6y′ + 8y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 − 6λ+ 8 = 0 su λ1 = 2, λ2 = 4, pa je yh = c1e

2x + c2e
4x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = Axe2x. Izraqunajmo prvi i drugi izvod partiku-
larnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = (2Ax+A)e2x, y′′p = (4Ax+ 4A)e2x,

pa je
(4Ax+ 4A)e2x − 6(2Ax+A)e2x + 8Axe2x = 2e2x,

odnosno nakon sre�ivaǌa
−2A = 2,

pa je A = −1. Partikularno rexeǌe date jednaqine je yp = −xe2x.
Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1e
2x + c2e

4x − xe2x, c1, c2 ∈ R.

5. Neka je H1 hipoteza da je izgubǉena kuglica sa timom iz Xpanije, H2 hipoteza da
je izgubǉena kuglica sa timom iz Engleske, a doga�aj A doga�aj da se u obe izvuqene
kuglice nalaze imena timova iz Engleske. a) Verovatno�e tra�enih doga�aja su

P (H1) =
3

8
, P (H2) =

5

8
.

b) Znamo da va�i
P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2).

Izraqunajmo nepoznate verovatno�e koje se pojavǉuju u prethodnoj formuli:

P (A|H1) =

(
5
2

)(
7
2

) =
10

21
, P (A|H2) =

(
4
2

)(
7
2

) =
2

7
,

pa je

P (A) =
3

8
· 10

21
+

5

8
· 2

7
=

5

14
.

6. a) Neka je
∞∑
n=1

an red sa pozitivnim qlanovima, takav da postoji lim
n→∞

n
√
an = r. Tada:

(1) ako je r < 1, onda
∞∑
n=1

an konvergira;

(2) ako je r > 1, onda
∞∑
n=1

an divergira;

(3) ako je r = 1, onda u opxtem sluqaju nixta ne mo�emo re�i o konvergenciji.

b) Oznaqimo an =
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2

. Tada je

r = lim
n→∞

n

√( n

n+ 1

)n2

= lim
n→∞

( n

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(n+ 1− 1

n+ 1

)n
= lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)n
=

= lim
n→∞

(
1 +

1

−(n+ 1)

)−(n+1)· 1
−(n+1)

·n
= lim
n→∞

e−
n
n+1 = e

lim
n→∞

(
− n
n+1

)
= e−1 =

1

e
< 1,
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pa dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

7. Linearna diferencijalna jednaqina prvog reda je jednaqina oblika

y′ + p(x)y = q(x),

gde su p(x) i q(x) neprekidne funkcije. Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine prvog
reda je familija funkcija

y = ϕ(x,C),

specijalno za linearnu jednaqinu bi�e

y = e−
∫
p(x)dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

)
.

Rexeǌe ϕ(x,C0) koje se dobija iz opxteg rexeǌa stavǉaǌem C = C0 naziva se parti-
kularno rexeǌe ili rexeǌe Koxijevog problema koje zadovoǉava poqetni uslov y|x=x0 =
y0.
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REXEǋA JUNSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 20.06.2018.

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

n
lnn(n+1) .

2. (8 p) Ispitati monotonost i konveksnost funkcije y = ln2 x.
3. (8 p) Izraqunati

∫
sin x

sin4 x−cos4 xdx.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ + 16y = ex cosx.
5. (8 p) U prvoj kutiji se nalaze dve bele i tri crne, a u drugoj osam belih i tri
crne kuglice. Baca se kocka za igru. Ukoliko padne broj 6, iz prve kutije se izvlaqi
jedna kuglica, a inaqe se iz druge kutije izvlaqi jedna kuglica.

(4 p) a) Odrediti verovatno�u da je izvuqena bela kuglica.
(4 p) b) Ako je izvuqena bela kuglica, odrediti verovatno�u da je iz prve kutije.

6. (5 p) a) Kako glasi Lopitalovo pravilo?
(5 p) b) Primenom Lopitalovog pravila izraunati lim

x→π
2

(
1

cos x − tgx
)
.

7. (10 p) Linearna homogena diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim
koeficijentima. Opxte rexeǌe.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = n
lnn(n+1) . Kako je

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n

lnn(n+ 1)
= lim
n→∞

n
√
n

ln(n+ 1)
= 0 < 1,

to dati red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

2. Kako argument logaritamske funkcije mora biti pozitivan, to je domen date funkcije
D = (0,+∞). Prvi i drugi izvod date funkcije su

f ′(x) =
2 lnx

x
, f ′′(x) =

2− 2 lnx

x2
.

Imamo da je

f ′(x) < 0 za x ∈ (0, 1),
f ′(x) > 0 za x ∈ (1,+∞),

f ′(x) = 0 za x = 1,

i da je

f ′′(x) < 0 za x ∈ (e,+∞),
f ′′(x) > 0 za x ∈ (0, e),
f ′′(x) = 0 za x = e,

pa zakǉuqujemo da

f opada za x ∈ (0, 1),
f raste za x ∈ (1,+∞),

x = 1 je lokalni minimum,
f je konkavna za x ∈ (e,+∞),
f je konveksna za x ∈ (0, e),
x = e je prevojna taqka.
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3. ∫
sinx

sin4 x− cos4 x
dx =

∫
sinx

(sin2 x+ cos2 x)(sin2 x− cos2 x)
dx =

∫
sinx

1− 2 cos2 x
dx =

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= −

∫
1

1− 2t2
dt = −1

2

∫
1−
√

2t+ 1 +
√

2t

(1−
√

2t)(1 +
√

2t)
dt =

= −1

2

∫ (
1

1 +
√

2t
+

1

1−
√

2t

)
= − 1

2
√

2

(
ln(1 +

√
2t)− ln(1−

√
2t)
)

+ c =

= − 1

2
√

2

(
ln(1 +

√
2 cosx)− ln(1−

√
2 cosx)

)
+ c.

4. Najpre na�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ + 16y = 0. Nule karakteristiqne
jednaqine λ2 + 16 = 0 su λ1 = 4i, λ2 = −4i, pa je yh = c1 cos 4x+ c2 sin 4x.
Partikularno rexeǌe je oblika yp = ex(A cosx + B sinx). Izraqunajmo prvi i drugi
izvod partikularnog rexeǌa i ubacimo ga u polaznu jednaqinu.

y′p = ((A+B) cosx+ (B −A) sinx)ex,

y′′p = ((A+B +B −A) cosx+ (B −A−A−B) sinx)ex = (2B cosx− 2A sinx)ex,

pa je
(2B cosx− 2A sinx)ex + 16(A cosx+B sinx)ex = ex cosx

odnosno nakon sre�ivaǌa

(2B + 16A) cosx+ (−2A+ 16B) sinx = cosx,

pa nakon izjednaqavaǌa koeficijenata uz cosx i sinx sa leve i desne strane jednakosti
dobijamo sistem dve jednaqine

2B + 16A = 1, − 2A+ 16B = 0,

qije je rexeǌe A = 4
65 , B = 1

130 , pa je yp = ex
(

4
65 cosx+ 1

130 sinx
)
.

Konaqno, opxte rexeǌe date jednaqine je

y = yh + yp = c1 cos 4x+ c2 sin 4x+ ex
(

4

65
cosx+

1

130
sinx

)
, c1, c2 ∈ R.

5. Oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da je odabrana prva odnosno druga kutija, a sa A
doga�aj da je izvuqena bela kuglica. Kako se odabir kutije odre�uje bacaǌem kuglice,
imamo da je

P (H1) =
1

6
, P (H2) =

5

6
kao i

P (A|H1) =
2

5
, P (A|H2) =

8

11
.

(a) Tra�imo P (A).

P (A) = P (A|H1)P (H1) + P (A|H2)P (H2) =
2

5

1

6
+

8

11

5

6
=

37

55
.

(b) Tra�ena verovatno�a je P (H1|A).

P (H1|A) =
P (A|H1)P (H1)

P (A)
=

2
5 ·

1
6

37
55

=
11

111
.

26



6. a) Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u okolini taqke a ∈ R i ukoliko
je

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 ili lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ±∞,

tada je

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

b) Imamo da je

lim
x→π

2

(
1

cosx
− tgx

)
= lim
x→π

2

(
1

cosx
− sinx

cosx

)
= lim
x→π

2

1− sinx

cosx

L.P.
=
0
0

lim
x→π

2

− cosx

− sinx
= 0.

7. Linearna homogena diferencijalna jednaqina drugog reda sa konstantnim koefi-
cijentima je oblika

y′′ + ay′ + by = 0.

Odgovaraju�a karakteristiqna jednaqina je oblika

λ2 + aλ+ b = 0

ima dva rexeǌa λ1 i λ2.
1) Ako je λ1 = λ2 = λ ∈ R, onda je opxte rexeǌe dato formulom

y = c1e
λx + c2xe

λx, c1, c2 ∈ R.

2) Ako je λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ R, onda je opxte rexeǌe dato formulom

y = c1e
λ1x + c2e

λ2x, c1, c2 ∈ R.

3) Ako je λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ ∈ C, onda je opxte rexeǌe dato formulom

y = c1e
αx cosβx+ c2e

αx sinβx, c1, c2 ∈ R.
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REXEǋA JULSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 11.07.2018.

1. (8 p) Izraqunati lim
x→π

2

(
π
2 − x

)
tgx.

2. (8 p) Ispitati konveksnost funkcije y =
√
xex.

3. (8 p) Izraqunati
1∫
0

dx
(2−x)

√
1−x .

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x3.
5. (8 p) U kutiji se nalazi 6 belih i 5 plavih kuglica. Pera izvlaqi odjednom dve
kuglice. Odrediti raspodelu sluqajne promenǉive X koja predstavǉa broj izvuqenih
plavih kuglica, kao i E(X) i D(X).
6. (5 p) a) Kako glasi Poredbeni kriterijum za konvergenciju redova sa nenegativnim
qlanovima?

(5 p) b) Primenom Poredbenog kriterijuma ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2n+sinn
n3−3n2+10 .

7. (10 p) Disperzija diskretne sluqajne promenǉive. Definicija i osobine.

REXEǋA

1.

lim
x→π

2

(π
2
− x
)

tgx = lim
x→π

2

(π
2
− x
) sinx

cosx

= lim
x→π

2

(
π
2 − x

)
sinx

cosx

L.P.
=
0
0

lim
x→π

2

− sinx+
(
π
2 − x

)
cosx

− sinx

= 1

2. Domen date funkcije D = [0,+∞). Prvi i drugi izvod date funkcije su

f ′(x) =
ex(2x+ 1)

2
√
x

, f ′′(x) =
ex(4x2 + 4x− 1)

4x
√
x

.

Imamo da je

f ′′(x) < 0 za x ∈
[
0,
√
2−1
2

)
,

f ′′(x) > 0 za x ∈
(√

2−1
2 ,+∞

)
,

f ′′(x) = 0 za x =
√
2−1
2 ,

pa zakǉuqujemo da

f je konkavna za x ∈
[
0,
√
2−1
2

)
,

f je konveksna za x ∈
(√

2−1
2 ,+∞

)
,

x =
√
2−1
2 je prevojna taqka.
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3. ∫ 1

0

dx

(2− x)
√

1− x
=

[
1− x = t2

d = −2tdt

]
=

∫ 1

0

2t

(1 + t2)t
dt

= 2

∫ 1

0

1

1 + t2
dt

= 2artctgt
∣∣1
0

=
π

2

4. Uvedimo smenu u = y′. Tada data jednaqina postaje linearna diferencijalna jed-
naqina

u′ +
2x

1 + x2
u =

x3

1 + x2

qije je rexeǌe

u(x) = e
−

∫
2x

1+x2
dx
(
c+

∫
e
∫

2x
1+x2

dx x3

1 + x2
dx

)
= e− ln(1+x2)

(
c+

∫
eln(1+x

2) x3

1 + x2
dx

)
=

1

1 + x2

(
c+

∫
x3dx

)
=

1

1 + x2

(
c+

x4

4

)
, c ∈ R.

Ostaje jox da na�emo y.

y(x) =

∫
1

1 + x2

(
c+

x4

4

)
dx

=

∫ (
c

1

1 + x2
+

1

4

x4 − 1 + 1

1 + x2

)
dx

=

(
c+

1

4

)∫
dx

1 + x2
+

1

4

∫
(x2 − 1)dx

=

(
c+

1

4

)
arctgx+

x3

12
− x

4
+ d, c, d ∈ R.

5. Primetimo prvo da je X ∈ {0, 1, 2}. Imamo da je

P{X = 0} =
6

11
· 5

10
=

3

11
, P{X = 1} =

6

11
· 5

10
+

5

11
· 6

10
=

6

11
, P{X = 2} =

5

11
· 4

10
=

2

11
,

pa X ima raspodelu

X :

(
0 1 2
3
11

6
11

2
11

)
.

Ostaje jox da izraqunamo oqekivaǌe i disperziju.

E(X) = 0 · 3

11
+ 1 · 6

11
+ 2 · 2

11
=

10

11
,

D(X) = E(X2)− E(X)2 = 02 · 3

11
+ 12 · 6

11
+ 22 · 2

11
−
(

10

11

)2

=
54

121
.
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6. a) Pogledati u u
beniku.

b) Kako je

lim
n→∞

2n+sinn
n3−3n2+10

2
n2

= 1,

to su redovi
∞∑
n=1

2n+ sinn

n3 − 3n2 + 10
i
∞∑
n=1

2

n2

ekvikonvergenti. Znamo da red
∞∑
n=1

2
n2 konvergira, pa na osnovu poredbenog kriteri-

juma, konvergira i dati red.

7. Pogledati u u
beniku.
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REXEǋA AVGUSTOVSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 29.08.2018.

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2n

n3n .

2. (8 p) Izraqunati lim
x→π

sin x
2+cos x

1+sin2 x+cos x
.

3. (8 p) Izraqunati
∫

dx
x2+2x+5 .

4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′ − 5y′ + 6y = ex sinx.
5. (8 p) Iz kutije u kojoj su tri ceduǉe numerisane brojevima 1, 2, 3 izvlaqimo (bez
vra�aǌa) po jednu ceduǉu do pojave parnog broja. Na�i skup elementarnih ishoda.
Ako je X sluqajna promenǉiva koja predstavǉa ukupan broj izvlaqeǌa, odrediti EX
i DX.
6. (a) (5 p) Dati definicije konveksnosti, konkavnosti i prevojnih taqaka.

(b) (5 p) Ispitati konveksnost funkcije f(x) = 2x+1
x2−1 .

7. (a) (5 p) Definicija uslovne verovatno�e.
(b) (5 p) Bajesova formula.

REXEǋA

1. Oznaqimo an = 2n

n3n . Kako je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

2

3 n
√
n

=
2

3
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.
2.

lim
x→π

sin x
2 + cosx

1 + sin2 x+ cosx

L.P.
=
0
0

lim
x→π

1
2 cos x2 − sinx

2 sinx cosx− sinx

L.P.
=
0
0

lim
x→π

− 1
4 sin x

2 − cosx

2 cos2 x− 2 sin2 x− cosx

=
− 1

4 · 1− (−1)

2 · (−1)2 − 2 · 0− (−1)

=
1

4

3. ∫
dx

x2 + 2x+ 5
=

∫
dx

(x+ 1)2 + 4

=

∫
dx

4
(
(x+1

2 )2 + 1
)

=

 t = x+1
2

dt = 1
2dx

dx = 2dt


=

1

4

∫
2dt

(t2 + 1)

=
1

2
arctgt+ c

=
1

2
arctg

x+ 1

2
+ c
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4. Prvo tra�imo rexeǌe homogene jednaqine y′′ − 5y′ + 6y = 0. Odgovaraju�a karak-
teristiqna jednaqina je λ2 − 5λ + 6 = 0, qija su rexeǌa λ1 = 2, λ2 = 3, pa je rexeǌe
homogene jednaqine jednako

yh = c1e
2x + c2e

3x.

Partikularno rexeǌe je oblika yp = ex(A cosx+B sinx). Izraqunajmo y′p i y
′′
p i ubacimo

rezultat u polaznu jednaqinu.

y′p = ex((A+B) cosx+ (B −A) sinx)

y′′p = 2ex(B cosx−A sinx)

2ex(B cosx−A sinx)− 5ex((A+B) cosx+ (B −A) sinx) + 6ex(A cosx+B sinx) = ex sinx

Izdvajaǌem koeficijenata uz sinx i cosx u posledǌoj jednakosti dobijamo sistem

A− 3B = 0

3A+B = 1

qije je rexeǌe A = 3
10 , B = 1

10 , pa je partikularno rexeǌe jednako

yp = ex
(

3

10
cosx+

1

10
sinx

)
.

Konaqno, tra�eno opxte rexeǌe je

y = yh + yp = c1e
2x + c2e

3x + ex
(

3

10
cosx+

1

10
sinx

)
.

5. Skup elementarnih ishoda je

Ω = {2, 12, 32, 132, 312}.

Prime�ujemo da je X ∈ {1, 2, 3} (ukupan broj izvlaqeǌa mo�e biti 1, 2 ili 3). Kako je

P{X = 1} =
1

3
,

P{X = 2} =
2

3
· 1

2
=

1

3
,

P{X = 3} =
2

3
· 1

2
· 1

1
=

1

3
,

pa sluqajna promenǉiva X ima raspodelu

X :

(
1 2 3
1
3

1
3

1
3

)
Sada lako mo�emo izraqunati oqekivaǌe i disperziju.

EX = 1 · 1

3
+ 2 · 1

3
+ 3 · 1

3
= 2,

EX2 = 12 · 1

3
+ 22 · 1

3
+ 32 · 1

3
=

14

3
,

DX = EX2 − (EX)2 =
14

3
− 4 =

2

3
.

6. Pogledati u u
beniku.
7. Pogledati u u
beniku.
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REXEǋA SEPTEMBARSKOG ROKA IZ MATEMATIKE 19.09.2018.

1. (8 p) Ispitati konvergenciju reda
∞∑
n=1

2n

(n+1)! .

2. (8 p) Ispitati monotonost i na�i ekstremne vrednosti funkcije (x− 1)
√

10− x.
3. (8 p) Izraqunati

∫
x3

x2−1dx.
4. (8 p) Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′′ + y′ = 2x2.
5. (8 p) U jednoj kutiji se nalaze loptice numerisane brojevima od 5 do 15, a u drugoj
loptice numerisane brojevima od 16 do 28. Baca se kockica za igru. Ako padne broj 4,
izvlaqi se loptica iz prve kutije, a inaqe iz druge. Koja je verovatno�a da se izvuqe
loptica koja sadr�i cifru 1?
6. (a) (5 p) Kako glasi Dalamberov kriterijum za konvergenciju redova?

(b) (5 p)Ispitati pomo�u Dalamberovog kriterijuma konvergenciju reda
∞∑
n=1

4n+3n+n
5n .

7. (10 p) Povrxina i zapremina rotacionog tela.

REXEǋA

1. Oznaqimo sa an = 2n

(n+1)! . Kako je

r = lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

2n+1

(n+2)!

2n

(n+1)!

= lim
n→∞

=
2

n+ 1
= 0 < 1,

pa dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

2. Domen date funkcije D = (−∞, 10]. Prvi i drugi izvod date funkcije su

f ′(x) =
√

10− x− x− 1

2
√

10− x
=

2(10− x)− (x− 1)

2
√

10− x
=

21− 3x

2
√

10− x

Imamo da je

f ′′(x) < 0 za x ∈ (7, 10],
f ′′(x) > 0 za x ∈ (−∞, 7),

f ′′(x) = 0 za x = 7,

pa zakǉuqujemo da

f opada na x ∈ (7, 10],
f raste na x ∈ (−∞, 7),

x = 7 je taqka lokalnog maksimuma.

3. ∫
x3dx

x2 − 1
=

∫ (
x+

x

x2 − 1

)
dx

=

∫ (
x+

1

2
· x− 1 + x+ 1

(x− 1)(x+ 1)

)
dx

=

∫
xdx+

1

2

∫
dx

x+ 1
+

1

2

∫
dx

x− 1

=
1

2
x2 +

1

2
ln(x+ 1) +

1

2
ln(x− 1) + c
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4. Uvedimo smenu u = y′ i podelimo celu jednaqinu sa x. Tada data jednaqina postaje
linearna diferencijalna jednaqina

u′ +
1

x
u = x,

qije je rexeǌe

u(x) = e−
∫

1
xdx

(
c+

∫
e
∫

1
xdxxdx

)
= e− ln |x|

(
c+

∫
eln |x|xdx

)
=

1

x

(
c+

∫
x2dx

)
=

1

x

(
c+

x3

3

)
, c ∈ R.

Ostaje jox da na�emo y.

y(x) =

∫
1

x

(
c+

x3

3

)
dx

=

∫ (
c

x
+
x2

3

)
dx

= c lnx+
x3

9
+ d, c, d ∈ R.

5. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqena loptica koja sadr�i cifru 1, sa H1 hipotezu
da se kuglica izvlaqi iz prve kutije, a H2 hipoteza da se kuglica izvlaqi iz druge
kutije. Imamo

P (H1) =
1

6
, P (H2) =

5

6
,

P (A|H1) =
6

11
, P (A|H2) =

5

13
,

pa je konaqno tra�ena verovatno�a jednaka

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
1

6
· 6

11
+

5

6
· 5

13
=

353

858
.

6. (a) Videti u u
beniku.
(b) Oznaqimo sa

an =
4n + 3n + n

5n
.

Kako je

lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

4n+1+3n+1+n+1
5n+1

4n+3n+n
5n

= lim
n→∞

4n+1 + 3n+1 + n+ 1

5(4n + 3n + n)
·

1
4n

1
4n

= lim
n→∞

4 + 3 ·
(
3
4

)n
+ n+1

4n

5
(
1 +

(
3
4

)n
+ n

4n

)
= lim
n→∞

4 + 3 · 0 + 0

5(1 + 0 + 0)

=
4

5
< 1
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pa dati red konvergira po Dalamberovom kriterijumu.

7. Videti u u
beniku.
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