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Predgovor

Ova zbirka sadr�i zadatke koji prate kurs Matematika na osnovnim studijama Hemijskog

fakulteta. Tekst je pode	en na dve celine - zadaci i rexe�a. U prvoj celini su postavke

zadataka, a u drugom ma�e vixe deta	no rexeni svi zadaci. Svaka od ove dve celine je

izde	ena na oblasti koje se rade na qasovima ve�bi. Moja je preporuka da se za sprema�e

ispita prvo dobro prorade ve�be, zatim zadaci iz ove zbirke xto je vixe mogu�e samostalno

pa tek na kraju gledati rexe�a (naravno nema potrebe raditi sve zadatke, procenite sami

kada ste savladali neku oblast), i na kraju obavezno raditi ranije rokove jer se tako najbo	e

stiqe utisak koliko ste savladali gradivo. Ukoliko na�ete u tekstu neku grexku, molim vas

da mi javite mejlom da bih xto pre ispravila. Tako�e, ukoliko nai�ete na neki zanim	iv

zadatak koji mislite da bih mogla da dodam, slobodno mi poxa	ite. Sre�an rad!
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1 Zadaci

1.1 Limesi nizova

1. Izraqunati limese nizova

(a) lim
n→∞

3n− 2

2n− 1
; (b) lim

n→∞

n4 − 1

n4 + 1
; (v) lim

n→∞

n3 − 2n+ 1

n4 + 2n2 + 7
;

(g) lim
n→∞

(n+ 2)!− (n+ 1)!

(n+ 3)!
; (d) lim

n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!
;

(�) lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n3
; (e) lim

n→∞

(√
n2 + n+ 1− n

)
;

(�) lim
n→∞

(√
n2 + 5n+ 6−

√
n2 + n+ 3

)
; (z) lim

n→∞

(
3n+ 7

3n+ 2

)9n

;

(i) lim
n→∞

n
√
n2; (j) lim

n→∞

(√
n2 − 5n−

√
n2 + 7n− 9

)
;

(k) lim
n→∞

n
√

13n + 17n + 19n; (l) lim
n→∞

n
√

1 + 2n;

(	) lim
n→∞

n2 + 2n − lnn+ 3

3n + n3
; (m) lim

n→∞

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1)

n3

(n) lim
n→∞

(
n2 − 2n+ 1

n2 − 4n+ 2

)n
.

2. Ispitati konvergenciju redova

(a)
∞∑
n=1

n!

nn
; (b)

∞∑
n=1

n3 + 1

n5
; (v)

∞∑
n=1

√
n+ 1 + 1

n2 + 1
; (g)

∞∑
n=1

n2

3n3 + 2n2 + n+ 1
;

(d)
∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)n2

; (�)
∞∑
n=1

n2

(n2 + 1)7n
; (e)

∞∑
n=1

3n; (�)
∞∑
n=1

3−n;

(z)
∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

; (i)
∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

; (j)
∞∑
n=1

n2n+2

5n
;

(k)
∞∑
n=1

(
3n+ 4

n

)3n

; (l)
∞∑
n=1

1

n!
; (	)

∞∑
n=1

2n

n2
; (m)

∞∑
n=1

en

lnn
; (n)

3nn3

n!
.
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1.2 Limesi funkcija

3. Izraqunati limese funkcija

(a) lim
x→−2

2x2 + 1

x2 − 3x+ 3
; (b) lim

x→2

x2 − 4

x2 − 5x+ 6
; (v) lim

x→−3
(
√

19 + x− 4);

(g) lim
x→0

tg x

2x
; (d) lim

x→0

sinx

sin 3x
; (�) lim

x→0

1 + cos x

x2
; (e) lim

x→0

sin 3x cosx

x
;

(�) lim
x→0

(x+ 1)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
; (z) lim

x→∞

(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(5x− 1)5
;

(i) lim
x→2

√
3− 2x+ x2 −

√
x2 − x+ 1

2x− x2
; (j) lim

x→16

√
x− 4

x− 16
; (k) lim

x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
;

(l) lim
x→∞

(
x2 + 2

x2 + 1

)3x2

; (	) lim
x→0

(e5x − 1) sinx

x2
.

4. Na�i izvode funkcija

(a) y = x2 + lnx+ arctg x; (b) y = cos 3x+ sinx+ 15; (v) y = ln(sin(cos(3x+ 5)));

(g) y =
x2

lnx+ 3
; (d) y = ee

ex

; (�) y =
√

lnx+ sinx; (e) y =

√
x

x+ 1
; (�) y = xex lnx;

(z) y = arctg
2x− 1

2x+ 1
; (i) y = arctg

√
x+ e+ π; (j) y = x arcsinx.

5. Izraqunati limese funkcija koriste�i Lopitalovo pravilo

(a) lim
x→∞

lnx
3
√
x

; (b) lim
x→0

sinx

x
; (v) lim

x→0

ln(1 + x)

x
; (g) lim

x→2

sin(x− 2)

8− x3
;

(d) lim
x→0

3x − 2x

x2 − x
; (�) lim

x→0

xtg x

sin 3x
; (e) lim

x→0

arcsin 4x

arctg 5x
; (�) lim

x→3

1
x
− 1

3

x2 − 9
;

(z) lim
x→∞

ex

5x+ 5
; (i) lim

x→∞

3 + ln x

x2 + 7
; (j) lim

x→0
x(lnx)2; (k) lim

x→0
lnxtg x;

(l) lim
x→0

xsinx; (	) lim
x→∞

(
1 +

3

x

)x
.
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1.3 Ispitiva�e funkcija

6. Odrediti domene funkcija

(a) f(x) =
lnx

x
; (b) f(x) =

1

2 + ln(x+ 3)
; (v) f(x) = xe

√
x; (g) f(x) = 3 +

tg x

x2 + 1
;

(d) f(x) = e
1

x2+3 ; (�) f(x) = sin
x+ 1

x− 1
; (e) f(x) =

ln(x2 − 5x+ 6)

x+ 10
; (�) f(x) =

1− 1
x

x2 − x− 6
.

7. Ispitati parnost i neparnost funkcija

(a) f(x) =
x4 + x2 + 1

x6 − 1
; (b) f(x) = ln(x+ 1); (v) f(x) = sin(x3); (g) f(x) = cos(x3).

8. Odrediti asimptote funkcija

(a) f(x) =
x3

x2 − 1
; (b) f(x) =

x2 − 4

3− x2
; (v) f(x) =

x2

x− 5
.

9. Ispitati monotonost i na�i ekstremume funkcija

(a) f(x) = ex
2

; (b) f(x) = ln(x+ 1); (v) f(x) =
x+ 1

x− 1
; (g) f(x) =

ex

x2 + 1
;

(d) f(x) =
x+ 1

x2 − 5x+ 6
; (�) f(x) = e−2x(x2 − 4x− 8); (e) f(x) =

x3

x2 − 4
.

10. Ispitati konveksnost, konkavnost i na�i prevojne taqke funkcija

(a) f(x) = x2 lnx; (b) f(x) = x4 − 2x3 − 36x2 − 4x− 5;

(v) f(x) = ln
x− 1

x+ 1
; (g) f(x) = ex(x2 − 3).

11. Ispitati tok i skicirati grafik funkcija

(a) f(x) = xe
1

x−2 ; (b) f(x) = ln
x− 1

x+ 1
.
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1.4 Neodre�eni integrali

12. Izraqunati integrale

(a)

∫ (
x5 − 5

√
x+
√
x3
)

dx; (b)

∫ √√√
xdx; (v)

∫
x2 − 1

x2 + 1
dx;

(g)

∫
(sinx− cosx)dx; (d)

∫
x− 7

x3
dx.

13. Izraqunati integrale

(a)

∫
3

x+ 5
dx; (b)

∫ (
e5x+1 − sin(5x+ 1)

)
dx; (v)

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 5
dx;

(g)

∫
1

(x+ 2)6
dx; (d)

∫
arcsinx√

1− x2
dx; (�)

∫
tgxdx;

(e)

∫
1

x2 + x+ 1
dx; (�)

∫
x

(x2 + 5)7
dx; (z)

∫
x√

1− 2x
dx;

(i)

∫
x2 + 4x+ 6

x2 + 2x+ 4
dx; (j)

∫
1

x2 + 4x+ 5
dx.

14. Izraqunati integrale

(a)

∫
dx

x2 − 4x+ 3
; (b)

∫
x3 + 1

x(x− 1)3
dx; (v)

∫
x5 − 3

x3 + 1
dx.

15. Izraqunati integrale

(a)

∫
x2 lnxdx; (b)

∫
x2exdx; (v)

∫
e5x sin 6xdx; (g)

∫
lnx

x5
dx;

(d)

∫
x3 ln(5x)dx; (�)

∫
(lnx)2dx; (e)

∫
ex cosxdx.

16. Izraqunati integrale

(a)

∫
1

1− 2x
3

√
1 + 2x

1− 2x
dx; (b)

∫
dx√
x2 + 4

; (v)

∫
cos3 x− cos5 x

sin2 x+ sin3 x
dx;

(g)

∫
sin3 xdx; (d)

∫
sinx cosx

cos2 x+ 1
dx; (�)

∫
sinx+ cosx

sinx− cosx
dx.
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1.5 Odre�eni integrali

17. Izraqunati integrale

(a)

∫ 9

4

√
xdx; (b)

∫ 1

0

1

1 + x2
dx; (v)

∫ π
3

π
6

sinxdx; (g)

∫ 1

−1
exdx.

18. Izraqunati integrale

(a)

∫ 5

3

7

x− 2
dx; (b)

∫ 1

0

2x+ 3

x2 + 3x+ 20
dx; (v)

∫ 1

0

xdx

x2 + 1
; (g)

∫ 3

−3

ex

e2x + 1
dx.

19. Izraqunati integrale

(a)

∫ 2

0

ln
x+ 4

4− x
dx; (b)

∫ 1

0

xexdx; (v)

∫ 25

4

x sinxdx; (g)

∫ π
6

0

sinxdx

sin2 x− cos2 x
.

20. Na�i povrxinu figure ograniqene sa

(a) y = −x2 + x+ 6, y = 0; (b) y = x2 + x− 6, y = 0, x = 0, x = 4;

(v) y = ex, y = e2x, x = 5; (g) y = lnx, y = 1, x = 1, x = 3.

21. Na�i du�inu luka krive

(a) y = x
3
2 , x ∈ [2, 3]; (b) y = 4 sin t, x = 4 cos t, t ∈ [0, 2π].
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1.6 Diferencijalne jednaqine

Diferencijalne jednaqine prvog reda

22. Rexiti diferencijalne jednaqine koje razdvajaju promen	ive

(a) yy′(1− x2) = x(1− y2); (b) x sinxtgy = y′;

(v) x
√

1 + y2 + yy′
√

1 + x2 = 0; (g) tgy − xy′ lnx = 0, y(e) =
π

2
.

23. Rexiti homogene diferencijalne jednaqine

(a) xy′ = x+ y; (b) y − xy′ = y ln
x

y
; (v) x+ y + (x− y)y′ = 0.

24. Rexiti linearne diferencijalne jednaqine

(a) y′ + sinx = y + cosx; (b) x3 + y − xy′ = 0; (v) y′ + 2xy = 2xe−x
2

.

25. Rexiti Bernulijeve diferencijalne jednaqine

(a) y′ + xy − xy3 = 0; (b) y′ + 2xy = 2xy2; c) y′ − 2exy = 2ex
√
y.

26. Rexiti diferencijalne jednaqine

(a) 2x2y′ = x2 + y2; (b) y′ +
y

x+ 1
+ y2 = 0; (v) xy′ + 2y = x2;

(g) y′ sinx = y ln y, y

(
π

2

)
= e; (d) y′ + 2xy = 2x2e−x

2

; (�) xy′ =
√
x2 − y2 + y;

(e) y − xy′ = 2(1 + x2y′), y(1) = 1; (�) y′ + 2
y

x
= 3x2 3

√
y4;

(z) y′ + ytgx =
1

cosx
; (i) 2y′ lnx+

y

x
=

cosx

y
; (j)

√
1− y2 = −yy′

√
1− x2;

(k) y′ − y cosx = sinx cosx, y(0) = 0; (l) xy′ cos
y

x
= y cos

y

x
− x.
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Diferencijalne jednaqine vixeg reda

27. Rexiti diferencijalne jedaqine

(a) xy′′ = y′ ln
y′

x
; (b) yy′′ = (y′)2 − (y′)3; (v) y(4) = e3x; (g)

1

y′′ + 1
= x;

(d) xy′′ + y′ − x2 = 0; (�) y′′ + 2yy′ = 0; (e) y′′′ = lnx; (�) y′′x lnx = y′.

28. Rexiti diferencijalne jednaqine

(a) y′′ − y = 0; (b) y′′ + 4y′ + 4 = 0; (v) y′′ + 6y′ + 10y = 0; (g) 3y′′ − 2y′ − 8y = 0;

(d) y′′ − 7y′ + 12y = 0; (�) y′′ − 2y′ + 2y = 0.

29. Rexiti diferencijalne jednaqine

(a) y′′ − 5y′ = 2x; (b) y′′ − 5y′ = −e5x; (v) y′′ + 2y′ + y = −2e−x + 2 cosx− 4 sinx;

(g) y′′ − 4y′ + 3y = e3x + sin 3x; (d) y′′ + 4y = e2x + 2x; (�) y′′ − 2y′ + y = 2 + ex sinx.
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1.7 Verovatno�a

30. Odrediti skup svih elementarnih doga�aja za eksperiment:

(a) baca�e jednog novqi�a i jedne kockice;

(b) baca�e 3 novqi�a;

(v) baca�e 2 novqi�a i 2 kocke.

31. Bacaju se dve kockice odjednom. Odrediti verovatno�u da je

(a) zbir palih brojeva 10;

(b) zbir palih brojeva ma�i od 5;

(v) pala bar jedna xestica;

(g) pala taqno jedna xestica.

32. Bacaju se tri novqi�a odjednom. Odrediti verovatno�u da je

(a) palo bar jedno pismo;

(b) palo taqno jedno pismo;

(v) palo tri pisma;

(g) palo najvixe dve glave.

33. Bacaju se novqi� i kockica odjednom. Odrediti verovatno�u da je

(a) palo pismo i 3 na kocki;

(b) palo pismo;

(v) pao paran broj na kocki;

(g) pao neparan broj na kocki i glava na novqi�u.

34. U kutiji je 7 crvenih, 8 plavih, 12 belih i 3 crne kuglice. Izvlaqe se qetiri kuglice

(a) odjednom;

(b) jedna po jedna bez vra�a�a;

(v) jedna po jedna sa vra�a�em.
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Odrediti verovatno�e doga�aja:

A - izvuqene su qetiri plave kuglice;

B - izvuqene su 3 bele i jedna crvena kuglica;

C - izvuqene su kuglice razliqitih boja;

D - izvuqene su 2 plave, 1 crvena i jedna bela kuglica.

35. Odrediti verovatno�u da se sluqajnim rasporedom slova

(a) A, E, H, I, J, M, dobije req HEMIJA;

(b) A, A, B, J, K, U, dobije req JABUKA;

(v) M, M, N, N, O, dobije req MONOM;

(g) I, I, I, I, M, P, S, S, dobije req MISISIPI;

(d) A, �, I, K, dobije req �IKA;

(�) A, I, K, L, S, dobije req SLIKA.

36. Pera je ponovo zaboravio deo svog teku�eg raquna, ovog puta posled�ih 5 cifara. Zna

samo da su te cifre razliqite. Koja je verovatno�a da Pera pogodi broj svog raquna iz prvog

pokuxaja?

37. Pera iz prethodnog zadatka se u me�uvremenu setio da je posled�a cifra �egovog te-

ku�eg raquna 7, ali i da	e ne zna prethodne qetiri, mada je siguran da su posled�ih pet

razliqite. Kolika je verovatno�a da sada Pera pogodi broj svog raquna iz prvog pokuxaja?

38. Iz xpila se izvlaqe 4 karte odjednom. Odrediti verovatno�u da se izvuku

(a) 4 kra	a;

(b) karte 2, 3, 4 i 5;

(v) 2 kra	a i 2 dame;

(g) qetiri pika;

(d) karo, herc, pik i tref.

39. U 
aku je 600 qarapa: 100 crnih, 200 crvenih i 300 plavih. Ako se zna da je 30% crnih,

15% crvenih i 55% plavih pocepano, kolika je verovatno�a da nasumiqnim izvlaqe�em jedne

qarape iz 
aka izvuqemo celu qarapu?
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40. Izraqunati verovatno�u dobitka na lotou. Pravila igre su da se od 39 kuglica nu-

merisanih brojevima od 1 do 39 izvlaqi sedam za redom bez vra�a�a.

41. Bacaju se dve kockice odjednom. Ako znamo da je zbir palih brojeva 10, odrediti vero-

vatno�u da su pale dve petice.

42. Iz xpila se izvlaqi jedna karta. Odrediti verovatno�u da je izvuqen kra	 ili da-

ma.

43. Iz xpila se izvlaqi jedna karta. Odrediti verovatno�u da je izvuqen kra	, dama ili

�andar.

44. Iz xpila se izvlaqi jedna karta. Odrediti verovatno�u da je izvuqen pik ili kec.

45. U bub�u se nalazi 20 kuglica numerisanih brojevima od 1 do 20. Na sluqajan naqin

se izvlaqe tri kuglice jedna za drugom bez vra�a�a. Odrediti verovatno�u da su brojevi na

sve tri izvuqene kuglice neparni.

46. Pera i �ika pola�u ispit. Pera je bo	e nauqio i ispit pola�e sa verovatno�om 0, 9, a

�ika sa verovatno�om 0, 3. Izraqunati verovatno�u da

(a) Pera polo�i, a �ika padne;

(b) oboje polo�e;

(v) bar jedan polo�i;

(g) oboje padnu;

(d) Pera padne, a �ika polo�i;

(�) taqno jedan polo�i.

47. U krug je upisan kvadrat. Odrediti verovatno�u da sluqajno izabrana taqka kruga pri-

padne kvadratu.

48. Pera i �ika su polo�ili ispit i dogovore se da se na�u da proslave. Dogovor je da se

na�u izme�u 19h i 19:30h. Kako nisu precizirali taqno vreme, dogovor je da onaj koji do�e

prvi qeka 15min i ode. Kolika je verovatno�a da �e Pera i�ika proslaviti polo�en ispit?
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49. U jednoj fabrici se polovina proizvoda proizvodi na maxini M1, tre�ina na M2, a

ostatak na M3. Maxine M1, M2, M3 prave 10%, 5%, 2% xkarta redom. Svi artikli se

stav	aju u skladixte. Kolika je verovatno�a da je sluqajno odabran proizvod iz skladixta

ispravan?

50. Tri razliqita proizvoda se stav	aju u tri razliqite kutije. Verovatno�a da je prvi

proizvod ispravan je 0, 9, drugi 0, 5 i tre�i 0, 7. Kolika je verovatno�a da nasumice bira-

ju�i kutiju izaberemo ispravan proizvod?

51. U prodavnicu raqunara stigli su raqunari razliqitih proizvo�aqa i to 300 komada

marke Dell, 150 komada marke Toshiba, 170 komada marke HP i 180 komada marke Apple. Ver-

ovatno�a da �e raqunar raditi du�e od 10 godina je 0, 4 za Dell, 0, 3 za Toshiba, 0, 2 za HP i

0, 5 za Apple. Sluqajno biramo jedan raqunar. Odrediti verovatno�u da �e odabran raqunar

raditi du�e od 10 godina.

52. U jednom bub�u ima 20 kuglica numerisanih od 1 do 20, a u drugom 10 numerisanih

od 1 do 10. Bira se nasumiqno buba� i izvlaqi jedna kuglica.

(a) Kolika je verovatno�a da je izvuqen broj u qijem se zapisu pojav	uje cifra 7?

(b) Kolika je verovatno�a da je izvuqen paran broj?

(v) Ako je broj na kuglici paran, kolika je verovatno�a da je kuglica iz prvog bub�a?

(g) Kolika je verovatno�a da je izvuqen broj ma�i od 6?

(d) Ako je izvuqen broj ma�i od 6, kolika je verovatno�a da je iz drugog bub�a?

53. Dva strelca ga�aju nezavisno jedan od drugog u metu ispa	uju�i po jedan metak. Prvi

poga�a metu sa verovatno�om 0, 8, a drugi sa verovatno�om 0, 4. Nakon izvedenog ga�a�a kon-

statovan je jedan pogodak u metu. Na�i verovatno�u da je pogodio prvi odnosno drugi strelac.

54. Novqi� se baca 100 puta. Kolika je verovatno�a da je pala glava taqno 17 puta?

55. Kocka se baca 70 puta. Kolika je verovatno�a da je pao broj ve�i od 4 taqno 30 pu-

ta?

56. Dve kocke se bacaju odjednom 150 puta zaredom. Kolika je verovatno�a da je pao zbir

5 taqno 50 puta?
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57. Baca se novqi� 4 puta. Odrediti raspodelu sluqajne promen	ive X koja predstav	a

broj palih pisama.

58. Kocka se baca dva puta. Odrediti raspodelu sluqajne promen	ive X koja predstav	a

zbir palih brojeva.

59. Strelac koji ima 5 metaka ga�a u metu sa verovatno�om pogotka 2
3
dok je ne pogodi

ili dok ne potroxi sve metke. Odrediti raspodelu sluqajne promen	ive X koja predstav	a

broj utroxenih metaka.

60. Iz kutije u kojoj su qetiri cedu	e numerisane brojevima 1, 2, 3, 4 izvlaqi se bez vra�a�a

dok se ne izvuqe cedu	a sa neparnim brojem. Neka je sluqajna veliqina X zbir izvuqenih

brojeva, a Y broj izvlaqe�a.

(a) Odrediti raspodelu od X, matematiqko oqekiva�e E(X) i disperziju D(X).

(b) Odrediti raspodelu od Y , matematiqko oqekiva�e E(Y ) i disperziju D(Y ).

61. Odrediti matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajnih promen	ivih iz zadataka 57-59.

62. Neka je sluqajna promen	iva X data raspodelom

X :

(
−3 −1 0 2 4
2
5

a
5

a2

10
a
10

a2

5

)
.

(a) Na�i vrednost parametra a;

(b) Izraqunati matematiqko oqekiva�e E(X) sluqajne promen	ive X;

(v) Izraqunati disperziju D(X) sluqajne promen	ive X.
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2 Rexe�a zadataka

2.1 Limesi nizova

1. Koristi�emo neke poznate limese

lim
n→∞

1

nk
= 0, za k > 0, (1)

lim
n→∞

n
√
n = 1, (2)

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e, (3)

lim
n→∞

qn = 0, za |q| < 1, (4)

kao i Xtolcovu teoremu koja ka�e da ako su nizovi (an)n∈N i (bn)n∈N takvi da je (bn)n∈N

rastu�, va�i lim
n→∞

bn =∞ i ako postoji

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

,

onda postoji i

lim
n→∞

an
bn

i ova dva limesa su jednaka (Xtolcova teorema se koristi u delu (m)).

Tako�e, znamo da va�i

lnn << nk << an << n! << nn, (5)

gde je k ∈ N, a a > 1. Prethodni red nam govori da iako svaki od ovih izraza te�i besko-

naqnosti kada n te�i beskonaqnosti, znamo da je lnn
”
mnogo ma�e\ od nk, da je nk

”
mnogo

ma�e\ od an itd. Odatle zak	uqujemo da je limes neqeg
”
ma�eg\ pode	enog

”
ve�im\ jednak

nuli, pa je tako, na primer, lim
n→∞

lnn
n!

= 0.

Koristi�emo i Teoremu o dva policajca. Ova teorema ka�e da ukoliko imamo tri niza

(an)n∈N, (bn)n∈N i (cn)n∈N takva da za svako n ∈ N va�i an 6 bn 6 cn i ako je lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn =

A, onda je i lim
n→∞

bn = A.

Ukoliko se u zadatku koristi neka od prethodnih formula to �e biti naznaqeno brojem

u zagradi iznad znaka jednakosti gde je odgovaraju�i limes iskorix�en.

Pre�imo sada na raquna�e limesa.

(a) lim
n→∞

3n− 2

2n− 1
·

1
n
1
n

= lim
n→∞

3− 2
n

2− 1
n

(1)
=

3

2
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(b) lim
n→∞

n4 − 1

n4 + 1
·

1
n4

1
n4

= lim
n→∞

1− 1
n4

1 + 1
n4

(1)
= 1

(v) lim
n→∞

n3 − 2n+ 1

n4 + 2n2 + 7
·

1
n4

1
n4

lim
n→∞

1
n
− 2

n3 + 1
n4

1 + 2
n2 + 7

n4

(1)
= 0

(g) lim
n→∞

(n+ 2)!− (n+ 1)!

(n+ 3)!
= lim

n→∞

(n+ 2− 1)(n+ 1)!

(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)!

= lim
n→∞

n+ 1

(n+ 2)(n+ 3)
·

1
n2

1
n2

= lim
n→∞

1
n

+ 1
n2

1 + 5
n

+ 6
n2

·
1
n2

1
n2

(1)
= 0

(d) lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!
= lim

n→∞

(n+ 2 + 1)(n+ 1)!

(n+ 2− 1)(n+ 1)!

= lim
n→∞

n+ 3

n+ 1
·

1
n
1
n

= lim
n→∞

1 + 3
n

1 + 1
n

(1)
= 1

(�) lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n3
= lim

n→∞

n3 + 6n2 + 11n+ 6

n3

= lim
n→∞

(
1 +

6

n
+

11

n2
+

6

n3

)
(1)
= 1

(e) lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1− n

)
·
√
n2 + n+ 1 + n√
n2 + n+ 1 + n

= lim
n→∞

(√
n2 + n+ 1

)2
− n2

√
n2 + n+ 1 + n

= lim
n→∞

n2 + n+ 1− n2

√
n2 + n+ 1 + n

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

1 + 1
n√

1 + 1
n

+ 1
n2 + 1

(1)
=

1

2
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(�) lim
n→∞

(√
n2 + 5n+ 6−

√
n2 + n+ 3

)
·
√
n2 + 5n+ 6 +

√
n2 + n+ 3√

n2 + 5n+ 6 +
√
n2 + n+ 3

= lim
n→∞

(√
n2 + 5n+ 6

)2
−
(√

n2 + n+ 3
)2

√
n2 + 5n+ 6 +

√
n2 + n+ 3

= lim
n→∞

n2 + 5n+ 6− (n2 + n+ 3)√
n2 + 5n+ 6 +

√
n2 + n+ 3

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

4 + 3
n√

1 + 5
n

+ 6
n2 +

√
1 + 1

n
+ 3

n2

(1)
= 2

(z) lim
n→∞

(
3n+ 7

3n+ 2

)9n

=

(
3n+ 2 + 5

3n+ 2

)9n

= lim
n→∞

(
1 +

5

3n+ 2

)9n

= lim
n→∞

(
1 +

1
3n+2

5

) 3n+2
5
· 5
3n+2

·9n

(3)
= lim

n→∞
e

45n
3n+2

= e
lim
n→∞

45n
3n+2

= e15

(i) lim
n→∞

n
√
n2 = lim

n→∞

(√
n
)2 (2)

= 1

(j) lim
n→∞

(√
n2 − 5n−

√
n2 + 7n− 9

)
·
√
n2 − 5n+

√
n2 + 7n− 9√

n2 − 5n+
√
n2 + 7n− 9

= lim
n→∞

n2 − 5n− (n2 + 7n− 9)√
n2 − 5n+

√
n2 + 7n− 9

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

−12 + 9
n√

1− 5
n

+
√

1 + 7
n
− 9

n2

(1)
= −6

(k) lim
n→∞

n
√

13n + 17n + 19n = lim
n→∞

19 n

√(
13

19

)n
+

(
17

19

)n
+ 1

(4)
= 19

Zadatak se mo�e uraditi i na drugi naqin korix�e�em Teoreme o dva policajca. Oz-

naqimo dati niz sa bn = n
√

13n + 17n + 19n. Primetimo da za svako n ∈ N va�i

an =
n
√

19n 6 n
√

13n + 17n + 19n 6 n
√

19n + 19n + 19n = cn,
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kao i da je

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = 19,

pa na osnovu teoreme zak	uqujemo da je i limes datog niza jednak 19.

(l) lim
n→∞

n
√

1 + 2n = lim
n→∞

2
n

√
1

2n
+ 1

(4)
= 2

(	) lim
n→∞

n2 + 2n − lnn+ 3

3n + n3
·

1
3n

1
3n

= lim
n→∞

n2

3n
+ 2n

3n
− lnn

3n
+ 3

3n

1 + n3

3n

(4),(5)
= 0

(m) lim
n→∞

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1)

n3

Xtolc
= lim

n→∞

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1) + (n+ 1)(n+ 2)−
(
1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1)

)
(n+ 1)3 − n3

= lim
n→∞

n2 + 3n+ 2

3n2 + 3n+ 1

=
1

3

(n) lim
n→∞

(
n2 − 2n+ 1

n2 − 4n+ 2

)n
= lim

n→∞

(
1− 1 +

n2 − 2n+ 1

n2 − 4n+ 2

)n
= lim

n→∞

(
1 +
−(n2 − 4n+ 2) + n2 − 2n+ 1

n2 − 4n+ 2

)n
= lim

n→∞

(
1 +

2n− 1

n2 − 4n+ 2

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1
n2−4n+2
2n−1

)n2−4n+2
2n−1

· 2n−1

n2−4n+2
·n

(3)
= lim

n→∞
e

2n−1

n2−4n+2
·n

= e
lim
n→∞

2n2−n
n2−4n+2

= e2

2. (a) Oznaqimo sa sn parcijalnu sumu datog reda, tj. sn =
n∑
k=1

k!
kk
. Kako je

lim
n→∞

(sn+1 − sn) = lim
n→∞

n+1∑
k=1

k!

kk
−

n∑
k=1

k!

kk


= lim

n→∞

(
1!

11
+

2!

22
+ · · ·+ n!

nn
+

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
− 1!

11
− 2!

22
− · · · − n!

nn

)
= lim

n→∞

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

= 0,
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to dati red konvergira po definiciji konvergencije redova.

(b) Kako je

lim
n→∞

n3+1
n5

1
n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n3

)
(1)
= 1,

to su redovi
∞∑
n=1

n3 + 1

n5
i
∞∑
n=1

1

n2
,

ekvikonvergentni, a znamo da
∞∑
n=1

1
n2 konvergira, pa konvergira i dati red na osnovu pored-

benog kriterijuma.

(v) Kako je

lim
n→∞

√
n+1+1
n2+1√
n

n2

= lim
n→∞

n2

n2 + 1
·
√
n+ 1 + 1√

n
= lim

n→∞

1

1 + 1
n2

·

(√
n+ 1

n
+

1√
n

)
(1)
= 1 · (1 + 0) = 1,

to su redovi
∞∑
n=1

√
n+ 1 + 1

n2 + 1
i
∞∑
n=1

√
n

n2
=
∞∑
n=1

1

n
3
2

ekvikonvergentni, a kako
∞∑
n=1

1

n
3
2
konvergira, to konvergira i dati red na osnovu poredbenog

kriterijuma.

(g) Kako je

lim
n→∞

n2

3n3+2n2+n+1
1
3n

= 1,

to su redovi
∞∑
n=1

n2

3n3 + 2n2 + n+ 1
i
∞∑
n=1

1

3n

ekvikonvergentni, a kako
∞∑
n=1

1
3n

divergira, to divergira i dati red na osnovu poredbenog

kriterijuma.

(d) Koristi�emo Koxijev kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an =
(

n
n+1

)n2

.
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Kako je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√(
n

n+ 1

)n2

= lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
n+ 1− 1

n+ 1

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

−(n+ 1)

)−(n+1)· 1
−(n+1)

·n

= lim
n→∞

e−
1

n+1
·n

= e−1

=
1

e
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

(�) Koristi�emo Koxijev kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an = n2

(n2+1)7n
Kako

je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n2

(n2 + 1)7n
= lim

n→∞
n

√
n2

n2 + 1
· 1

7
=

1

7
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

Drugi naqin: koristi�emo Dalamberov kriterijum. Kako je

r = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)2

((n+1)2+1)7n+1

n2

(n2+1)7n

= lim
n→∞

(n+ 1)2(n2 + 1)

n2(n2 + 2n+ 2)
· 1

7
=

1

7
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

(e) Kako je

lim
n→∞

3n =∞ 6= 0,

to dati red divergira jer nije ispu�en neophodan uslov za konvergenciju redova. Divergen-

cija datog reda je mogla biti pokazana i korix�e�em Koxijevog ili Dalamberovog krite-

rijuma.

(�) Koristi�emo Koxijev kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an = 3−n. Kako

je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n
√

3−n =
1

3
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

(z) Kako je

lim
n→∞

1
n
√
n+1
1

n
3
2

= 1,
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to su redovi ∑
n→∞

1

n
√
n+ 1

i
∞∑
n=1

1

n
3
2

ekvikonvergentni, a kako red
∞∑
n=1

1

n
3
2
konvergira, to konvergira i dati red na osnovu pored-

benog kriterijuma.

(i) Kako je

lim
n→∞

1√
(2n−1)(2n+1)

1
4n

= 1,

to su redovi
∞∑
n=1

1√
(2n− 1)(2n+ 1)

i
∞∑
n=1

1

4n

ekvikonvergentni, a kako red
∞∑
n=1

1
4n
divergira, to divergira i dati red na osnovu poredbenog

kriterijuma.

(j) Koristi�emo Koxijev kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an = n2n+2

5n
. Kako

je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n

√
n2n+2

5n
= lim

n→∞

n
√
n · 22

5
=

4

5
< 1,

to dati red konvergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

(k) Koristi�emo Koxijev kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an =
(
3n+4
n

)3n
.

Kako je

r = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
3n+ 4

n

)3n

= lim
n→∞

(
3n+ 4

n

)3

= 33 = 27 > 1,

to dati red divergira na osnovu Koxijevog kriterijuma.

(l) Koristi�emo Dalamberov kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an = 1
n!
. Kako

je

r = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
(n+1)!

1
n!

= lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.

(	) Kako je

lim
n→∞

2n

n2
=∞ 6= 0,

to dati red divergira jer nije ispu�en neophodan uslov za konvergenciju redova. Divergen-

cija datog reda je mogla biti pokazana i korix�e�em Koxijevog ili Dalamberovog krite-

rijuma.

(m) Kako je

lim
n→∞

en

lnn
=∞ 6= 0,
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to dati red divergira jer nije ispu�en neophodan uslov za konvergenciju redova.

(n) Koristi�emo Dalamberov kriterijum. Oznaqimo opxti qlan datog reda sa an = 3nn3

n!
.

Kako je

r = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3n+1(n+1)3

(n+1)!

3nn3

n!

= lim
n→∞

3(n3 + 3n2 + 3n+ 1)

n3(n+ 1)
= 0 < 1,

to dati red konvergira na osnovu Dalamberovog kriterijuma.
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2.2 Limesi funkcija

3.

(a) lim
x→−2

2x2 + 1

x2 − 3x+ 3
=

2 · (−2)2 + 1

(−2)2 − 3(−2) + 3
=

9

13

(b) lim
x→2

x2 − 4

x2 − 5x+ 6
= lim

x→2

(x− 2)(x+ 2)

(x− 3)(x− 2)
= lim

x→2

x+ 2

x− 3
=

4

−1
= −4

(v) lim
x→−3

(√
19 + x− 4

)
=
√

19− 3− 4 = 4− 4 = 0

(g) lim
x→0

tg x

2x
= lim

x→0

sinx

2x cosx
= lim

x→0

sinx

x
· 1

2 cosx
= lim

x→0

1

2 cosx
=

1

2

(d) lim
x→0

sinx

sin 3x
= lim

x→0

sinx
x

sin 3x
3x
· 3

=
1

3

(�) lim
x→0

1 + cos x

x2
=

2

0
= +∞

(e) lim
x→0

sin 3x cosx

x
= lim

x→0

sin 3x cosx

3x
· 3 = lim

x→0
3 cosx = 3

(�) lim
x→0

(x+ 1)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
= lim

x→0

x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x+ 1− 1− 5x

x2(1 + x3)

= lim
x→0

x2(x3 + 5x2 + 10x+ 10)

x2(1 + x3)

= lim
x→0

x3 + 5x2 + 10x+ 10

1 + x3

= 10

(z) lim
x→∞

(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(5x− 1)5

= lim
x→∞

x5 − 15x4 + 85x3 − 225x2 + 274x− 120

3125x5 − 3125x4 + 1250x3 − 250x2 + 25x− 1

=
1

3125
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(i) lim
x→2

√
3− 2x+ x2 −

√
x2 − x+ 1

2x− x2
·
√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1

= lim
x→2

3− 2x+ x2 − x2 + x− 1

x(2− x)
(√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1

)
= lim

x→2

2− x

x(2− x)
(√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1

)
= lim

x→2

1

x
(√

3− 2x+ x2 +
√
x2 − x+ 1

)
=

1

2(
√

3 +
√

3)

=
1

4
√

3

(j) lim
x→16

√
x− 4

x− 16
= lim

x→16

√
x− 4

(
√
x− 4)(

√
x+ 4)

= lim
x→16

1√
x+ 4

=
1

8

(k) lim
x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
· 2 +

√
x− 3

2 +
√
x− 3

= lim
x→7

22 − (x− 3)

(x+ 7)(x− 7)(2 +
√
x− 3)

= lim
x→7

7− x
(x+ 7)(x− 7)(2 +

√
x− 3)

= lim
x→7

−1

(x+ 7)(2 +
√
x− 3)

= − 1

56

(l) lim
x→∞

(
x2 + 2

x2 + 1

)3x2

= lim
x→∞

(
1 +

1

x2 + 1

)(x2+1) 1
x2+1

3x2

= lim
x→∞

e
3x2

x2+1 = e3

(	) lim
x→0

(e5x − 1) sinx

x2
= lim

x→0

e5x − 1

5x
· sinx

x
· 5 = 5

4.

(a) y′ = 2x+
1

x
+

1

1 + x2

(b) y′ = −3 sin 3x+ cosx

(v) y′ =
1

sin(cos(3x+ 5))
· cos(cos(3x+ 5)) · (− sin(3x+ 5)) · 3

(g) y′ =
2x(lnx+ 3)− 1

x
· x2

(lnx+ 3)2
=

2x(lnx+ 3)− x
(lnx+ 3)2

(d) y′ = ee
ex · eex · ex
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(�) y′ =
1
x

+ cosx

2
√

lnx+ sinx

(e) y′ =

1
2
√
x
(x+ 1)−

√
x

(x+ 12)

(�) y′ = ex lnx+ x · (x lnx)′ = ex lnx+ x

(
ex lnx+

ex

x

)

(z) y′ =

2(2x+1)−2(2x−1)
(2x+1)2

1 +
(

2x−1
2x+1

)2 =
2

4x2 + 1

(i) y′ =
1

1 + (
√
x+ e+ π)2

· 1

2
√
x+ e+ π

=
1

1 + x+ e+ π
· 1

2
√
x+ e+ π

(j) y′ = arcsinx+
x√

1− x2

5.

(a) lim
x→∞

lnx
3
√
x

L.P.
=
∞
∞

lim
x→∞

(lnx)′

( 3
√
x)′

= lim
x→∞

1
x

1
3
x−

2
3

= lim
x→∞

3
3
√
x

= 0

(b) lim
x→0

sinx

x
L.P.
=
0
0

lim
x→0

(sinx)′

x′
= lim

x→0

cosx

1
= 1

(v) lim
x→0

ln(1 + x)

x
L.P.
=
0
0

lim
x→0

(ln(1 + x))′

x′
= lim

x→0

1
1+x

1
= 1

(g) lim
x→2

sin(x− 2)

8− x3
L.P.
=
0
0

lim
x→2

(sin(x− 2))′

(8− x3)′
= lim

x→2

cos(x− 2)

−3x2
= − 1

12

(d) lim
x→0

3x − 2x

x2 − x
L.P.
=
0
0

lim
x→0

(3x − 2x)′

(x2 − x)′
= lim

x→0

3x ln 3− 2x ln 2

2x− 1
= ln 2− ln 3

(�) lim
x→0

xtg x

sin 3x
L.P.
=
0
0

lim
x→0

(xtgx)′

(sin 3x)′
= lim

x→0

tgx+ x
cos2 x

3 cosx
= 0

(e) lim
x→0

arcsin 4x

arctg 5x
L.P.
=
0
0

lim
x→0

(arcsin 4x)′

(arctg 5x)′
= lim

x→0

4√
1−16x2

5
1+25x2

=
4

5

(�) lim
x→3

1
x
− 1

3

x2 − 9
L.P.
=
0
0

lim
x→3

(
1
x
− 1

3

)′
(x2 − 9)′

= lim
x→3

− 1
x2

2x
= − 1

54

(z) lim
x→∞

ex

5x+ 5
L.P.
=
∞
∞

lim
x→∞

(ex)′

(5x+ 5)′
= lim

x→∞

ex

5
= +∞

(i) lim
x→∞

3 + ln x

x2 + 7
L.P.
=
∞
∞

lim
x→∞

(3 + ln x)′

(x2 + 7)′
= lim

x→∞

1
x

2x
= 0
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(j) lim
x→0

x(lnx)2 = lim
x→0

(lnx)2

1
x

L.P.
=
∞
∞

lim
x→0

((lnx)2)′(
1
x

)′
= lim

x→0

2 lnx · 1
x

−1
x2

= lim
x→0

−2 lnx
1
x

L.P.
=
∞
∞

lim
x→0

(−2 lnx)′(
1
x

)′
= lim

x→0

− 2
x

− 1
x2

= lim
x→0

2x

= 0

(k) lim
x→0

lnxtgx = lim
x→0

lnx
1

tgx

L.P.
=
∞
∞

lim
x→0

(lnx)′(
1

tgx

)′
= lim

x→0

1
x

− 1
(tgx)2

· 1
cos2 x

= lim
x→0

1
x

− 1
sin2 x
cos2 x

· 1
cos2 x

= lim
x→0

− sin2 x

x

= lim
x→0

sinx

x
· (− sinx)

= lim
x→0

(− sinx)

= 0
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(l) lim
x→0

xsinx = lim
x→0

eln(x
sin x)

= lim
x→0

esinx lnx

= e
lim
x→0

sinx lnx

= e
lim
x→0

ln x
1

sin x

L.P.
=
∞
∞

e
lim
x→0

1
x

− cos x
sin2 x

= e
lim
x→0

sin x
x
·− sin x

cos x

= e
lim
x→0

(−tgx)

= e0

= 1

(	) lim
x→∞

(
1 +

3

x

)x
= lim

x→∞
e
ln
(
(1+ 3

x)
x
)

= lim
x→∞

ex ln(1+
3
x)

= e
lim
x→∞

x ln(1+ 3
x)

= e
lim
x→∞

ln(1+ 3
x)

1
x

L.P.
=
∞
∞

e
lim
x→∞

(
ln(1+ 3

x)
)′

( 1
x)
′

= e
lim
x→∞

− 3
x2

1+ 3
x

− 1
x2

= e
lim
x→∞

3x
x+3

= e3
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2.3 Ispitiva�e funkcija

6. Pri tra�e�u domena funkcija, pitamo se koje sve vrednosti promen	iva x mo�e da uzme

da bi funkcija bila dobro definisana, tj. potrebno je da sve elementarne funkcije koje se

pojav	uju u okviru date funkcije imaju smisla (npr. argument logaritamske funkcije mora

biti strogo pozitivan, svaki izraz pod korenom mora biti ve�i ili jednak nuli, imenilac

bilo kog razlomka ne sme biti nula jer ne smemo deliti nulom itd.). Kada napravimo presek

svih ovih uslova, dobijamo xta x
”
mo�e da bude\, tj. dobijamo upravo domen date funkcije.

(a) Uslov koji treba da je ispu�en je da je argument logaritamske funkcije pozitivan, tj. da

je x > 0 i da je x 6= 0 (zbog de	e�a sa x), pa kad napravimo presek ova dva uslova dobijamo

da je domen Df = (0,+∞)

(b) Potrebno je da je argument logaritamske funkcije pozitivan x + 3 > 0, tj. x > −3,

i da je 2 + ln(x+ 3) 6= 0, tj. x 6= e−2 − 3. Ostaje jox da vidimo u kom su poretku −3 i e−2 − 3

da bismo taqno odredili domen. Kako je e−2 > 0 (jer je eksponencijalna funkcija uvek pozi-

tivna), onda je e−2 − 3 > −3, pa zak	uqujemo da je domen Df = (−3, e−2 − 3) ∪ (e−2 − 3,+∞).

(v) Jedini uslov koji imamo je da je argument korena nenegativan, tj. x > 0, pa je Df =

[0,+∞).

(g) Potrebno je da imenilac razlomka ne bude 0, ali x2 + 1 6= 0 za sve x ∈ R, pa je data

funkcija definisana za svako x ∈ R, tj. domen je Df = R.

(d) Neophodno je da imenilac razlomka bude razliqit od nule, a x2 + 3 6= 0 za sve x ∈ R, pa
je Df = R.

(�) Jedini uslov koji imamo je da je imenilac razlomka razliqit od nule x − 1 6= 0, tj.

x 6= 1, pa je domen Df = (−∞, 1) ∪ (1,+∞).

(e) Potrebno je da su ispu�ena dva uslova, da je argument logaritamske funkcije pozitivan

i da je imenilac razlomka razliqit od nule, tj.

x2 − 5x+ 6 > 0 i x 6= −10.

Reximo prvu nejednakost. Ona je ekvivalentna sa nejednakox�u

(x− 2)(x− 3) > 0,

qije je rexe�e x ∈ (−∞, 2) ∪ (3,+∞). Kada dodamo i uslov da je x 6= −10, dobijamo da je

domen Df = (−∞,−10) ∪ (−10, 2) ∪ (3,+∞).
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(�) Da bi funkcija bila definisana potrebno je da svi razlomci budu definisani, tj.

da su svi imenioci razliqiti od nule, odnosno, u ovom sluqaju, x 6= 0 i x2 − x − 6 6= 0.

Kako je x2 − x− 6 = 0 za x = −2 i x = 3, te taqke treba izbaciti iz domena, kao i x = 0, pa

zak	uqujemo da je domen ove funkcije Df = R\{−2, 0, 3} = (−∞,−2)∪(−2, 0)∪(0, 3)∪(3,+∞).

7. Pri ispitiva�u parnosti i neparnosti, najpre je neophodno na�i domen funkcije i pro-

veriti da li je simetriqan u odnosu na nulu, pa zatim ispitati da li je f(−x) = f(x) za sve

x ∈ Df za parne funkcije, odnosno f(−x) = −f(x), za sve x ∈ Df za neparne funkcije.

(a) Da bi odredili domen, treba videti za koje x �e biti x6 − 1 = 0 i onda te vrednosti

izbaciti iz domena. Kako je

x6 − 1 = (x3 − 1)(x3 + 1) = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x+ 1)(x2 − x+ 1),

vidimo da �e realna rexe�a ove jednakosti biti x = ±1 (jer kvadratne funkcije x2 + x+ 1

i x2 − x + 1 nemaju realnih nula), pa je Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞) pa domen jeste

simetriqan u odnosu na nulu. Kako va�i

f(−x) =
(−x)4 + (−x2) + 1

(−x)6 − 1
=
x4 + x2 + 1

x6 − 1
= f(x),

zak	uqujemo da je funkcija f parna.

(b) Domen ove funkcije je Df = (−1,+∞), xto nije simetriqno u odnosu na nulu, pa ova

funkcija ne mo�e biti ni parna ni neparna.

(v) Domen ove funkcije je Df = R xto jeste simetriqno u odnosu na nulu. Kako je

f(−x) = sin
(
(−x)3

)
= sin(−x3) = − sinx3 = −f(x),

zak	uqujemo da je funkcija neparna.

(g) Domen ove funkcije je Df = R xto jeste simetriqno u odnosu na nulu. Kako je

f(−x) = cos((−x)3) = cos(−x3) = cos x3 = f(x),

zak	uqujemo da je funkcija parna.

8. Kada tra�imo asimptote funkcije, najpre je potrebno na�i domen jer su krajevi domena

potencijalne vertikalne asimptote, a zatim kose i horizontalne tra�iti korix�e�em poz-

natih formula.
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(a) Domen ove funkcije je R\{−1, 1}, pa su x = −1 i x = 1 potencijalne vertikalne asimp-

tote. Kako je

lim
x→−1−0

f(x) = −∞, lim
x→−1+0

f(x) = +∞, lim
x→1+0

f(x) = +∞, lim
x→1−0

f(x) = −∞,

to x = −1 i x = 1 jesu vertikalne asimptote. Ispitajmo postoja�e horizontalnih. Kako je

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

to nema horizontalnih asimptota.

Da	e,

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

x2

x2 − 1
= 1,

n = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(
x3

x2 − 1
− x

)
= lim

x→±∞

x

x2 − 1
= 0,

pa imamo kosu asimptotu y = x u +∞ i −∞.

(b) Domen ove funkcije je Df = R\
{
−
√

3,
√

3
}
. Kako je

lim
x→−

√
3±0

= ∓∞, lim
x→
√
3±0

= ±∞,

pa x = −
√

3 i x =
√

3 jesu vertikalne asimptote. Ispitajmo postoja�e horizontalnih. Kako

je

lim
x→±∞

= −1,

to funkcija ima horizontalnu asimptotu y = −1 u −∞ i +∞. Kako ima horizontalnu

asimptotu u obe beskonaqnosti, ne mo�e imati kosu.

(v) Domen ove funkcije je Df = R\{5}. Kako je

lim
x→5±0

f(x) = ±∞,

to x = 5 jeste vertikalna asimptota. Ispitajmo postoja�e horizontalnih. Kako je

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

to funkcija nema horizontalnih asimptota. Ostaje jox da istra�imo kose.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

x

x− 5
= 1,
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n = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x

)
= lim

x→±∞

5

x− 5
= 0,

pa je y = x kosa asimptota u +∞ i −∞.

9. Kao i do sada, i ovde je neophodno najpre na�i domen funkcija, a zatim tra�imo prvi

izvod i �ihov znak.

(a) Domen ove funkcije je Df = R, a izvod f ′(x) = 2xex
2
. Kako je eksponencijalna funk-

cija ex
2
uvek pozitivna, to znak prvog izvoda zavisi samo od znaka x pa je

f ′(x) > 0 za x ∈ (0,+∞),

f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0),

f ′(x) = 0 za x = 0,

odakle zak	uqujemo da funkcija raste na (0,+∞), opada na (−∞, 0) i x = 0 je lokalni mi-

nimum.

(b) Domen ove funkcije je Df = (−1,+∞). Prvi izvod je f ′(x) = 1
x+1

.

Kako je

f ′(x) > 0 za x ∈ Df ,

to funkcija f raste na celom domenu i nema lokalnih ekstremuma.

(v) Domen ove funkcije je Df = R\{1}. �en prvi izvod je f ′(x) = − 2
(x−1)2 , pa je f

′(x) < 0, za

sve x ∈ Df , tj. f opada na celom domenu i nema lokalnih ekstremuma.

(g) Domen ove funkcije je Df = R. �en prvi izvod je f ′(x) = ex(x−1)2
(x2+1)2

, pa je f ′(x) > 0 na

celom domenu, tj. funkcija f je rastu�a na celom domenu. Imamo i da je f ′(1) = 0, pa je

x = 1 potencijalna taqka ekstremuma, ali kako f raste i levo i desno od taqke x = 1, to ovo

nije ekstremum (da bi bio ekstremum potrebno je da prvi izvod ima razliqit znak sa raznih

strana od x = 1, a ovde je u oba sluqaja pozitivan).

(d) Da bismo odredili domen ove funkcije, dovo	no je da se obezbedimo da imenilac ne

mo�e biti nula, tj. da je x2 − 5x + 6 6= 0. Odatle dobijamo da je Df = R\{2, 3}. Prvi izvod

date funkcije je f ′(x) = − x2+2x−11
(x2−5x+6)2

, pa imamo da je

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−1− 2

√
3, 2
)
∪
(

2,−1 + 2
√

3
)
,

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−∞,−1− 2

√
3
)
∪
(
−1 + 2

√
3, 3
)
∪ (3,+∞),

f ′(x) = 0 za x ∈
{
−1− 2

√
3,−1 + 2

√
3
}
,
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pa zak	uqujemo da f raste na
(
−1− 2

√
3, 2
)
∪
(

2,−1 + 2
√

3
)
, opada na

(
−∞,−1− 2

√
3
)
∪(

−1 + 2
√

3, 3
)
∪ (3,+∞), taqka x = −1−2

√
3 je lokalni minimum, a x = −1+2

√
3 je lokalni

maksimum.

(�) Domen date funkcije je Df = R. Prvi izvod je f ′(x) = −2e−2x(x2 − 5x − 6), pa ima-

mo da je

f ′(x) > 0 za x ∈ (−1, 6),

f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞,−1) ∪ (6,+∞),

f ′(x) = 0 za x ∈ {−1, 6},

pa zak	uqujemo da f raste na (−1, 6), opada na (−∞,−1)∪ (6,+∞), x = −1 je taqka lokalnog

minimuma i x = 6 je taqka lokalnog maksimuma.

(e) Domen date funkcije je Df = R\{−2, 2}. Prvi izvod je f ′(x) = x2(x2−12)
(x2−4)2 , pa je

f ′(x) > 0 za x ∈
(
−∞,−2

√
3
)
∪
(

2
√

3,+∞
)
,

f ′(x) < 0 za x ∈
(
−2
√

3, 0
)
∪
(

0, 2
√

3
)
,

f ′(x) = 0 za x ∈
{
−2
√

3, 0, 2
√

3
}
,

pa zak	uqujemo da f raste na
(
−∞,−2

√
3
)
∪
(

2
√

3,+∞
)
, opada na

(
−2
√

3, 0
)
∪
(

0, 2
√

3
)
,

x = −2
√

3 je taqka lokalnog maksimuma, x = 2
√

3 je taqka lokalnog minimuma, a x = 0 nije

lokalni ekstremum jer sa obe strane taqke x, prvi izvod ima isti znak.

10. Najpre je potrebno odrediti domen svake funkcije, zatim na�i drugi izvod, ispitati

�egov znak i na osnovu toga zak	uqiti gde je funkcija konveksna, gde konkavna i da li ima

prevojnih taqaka.

(a) Domen date funkcije je Df = (0,+∞). Prvi i drugi izvodi su f ′(x) = x + 2x lnx i

f ′′(x) = 2 lnx+ 3. Imamo da je

f ′′(x) > 0 za x ∈
(
e−

3
2 ,+∞

)
,

f ′′(x) < 0 za x ∈
(

0, e−
3
2

)
,

f ′′(x) = 0 za x = e−
3
2 ,

pa je f konveksna na
(
e−

3
2 ,+∞

)
, konkavna na

(
0, e−

3
2

)
i taqka x = e−

3
2 je prevojna taqka.
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(b) Domen date funkcije je Df = R. Prvi i drugi izvodi su f ′(x) = 4x3 − 6x2 − 72x − 4

i f ′′(x) = 12x2 − 12x− 72. Imamo da je

f ′′(x) > 0 za x ∈ (−∞,−2) ∪ (3,+∞),

f ′′(x) < 0 za x ∈ (−2, 3),

f ′′(x) = 0 za x ∈ {−2, 3},

pa je f konveksna na (−∞,−2) ∪ (3,+∞), konkavna na (−2, 3) i x = −2 i x = 3 su prevojne

taqke.

(v) Domen date funkcije je Df = (−∞,−1) ∪ (1,∞). Prvi i drugi izvodi su f ′(x) = 2
x2−1 i

f ′′(x) = − 4x
(x2−1)2 . Imamo da je

f ′′(x) > 0 za x ∈ (−∞,−1),

f ′′(x) < 0 za x ∈ (1,+∞),

f ′′(x) 6= 0 za x ∈ Df ,

pa je f konveksna na (−∞,−1), konkavna na (1,+∞) i nema prevojnih taqaka.

(g) Domen date funkcije je Df = R. Prvi i drugi izvodi su f ′(x) = ex(x2 + 2x− 3), f ′′(x) =

ex(x2 + 4x− 1). Imamo da je

f ′′(x) > 0 za x ∈
(
−∞,−2−

√
5
)
∪
(
−2 +

√
5,+∞

)
,

f ′′(x) < 0 za x ∈
(
−2−

√
5,−2 +

√
5
)
,

f ′′(x) = 0 za x ∈
{
−2−

√
5,−2 +

√
5
}
,

pa je f konveksna na
(
−∞,−2−

√
5
)
∪
(
−2 +

√
5,+∞

)
, konkavna na

(
−2−

√
5,−2 +

√
5
)
i

x = −2−
√

5 i x = −2 +
√

5 su prevojne taqke.

11. (a) Domen: Domen date funkcije je Df = R\{2}.

Parnost, neparnost, periodiqnost: Kako domen nije simetriqan u odnosu na nulu, data

funkcija nije ni parna ni neparna ni periodiqna.

Nule i znak: Kako je eksponencijalna funkcija uvek pozitivna, znak date funkcije �e

biti

f(x) > 0 za x ∈ (0, 2) ∪ (2,+∞),

f(x) < 0 za x ∈ (−∞, 0),

f(x) = 0 za x = 0.
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Monotonost i ekstremumi: Prvi izvod date funkcije je f ′(x) = x2−5x+4
(x−2)2 · e

1
x−2 , pa ka-

ko su eksponencijalna funkcija i imenilac uvek pozitivni, znak zavisi samo od brojioca

razlomka x2 − 5x+ 4, tj.

f ′(x) > 0 za x ∈ (−∞, 1) ∪ (4,+∞),

f ′(x) < 0 za x ∈ (1, 2) ∪ (2, 4),

f ′(x) = 0 za x ∈ {1, 4},

pa f raste na (−∞, 1) ∪ (4,+∞), opada na (1, 2) ∪ (2, 4), x = 1 je lokalni maksimum, x = 4 je

lokalni minimum.

Konveksnost i prevojne taqke: Drugi izvod date funkcije je f ′′(x) = 5x−8
(x−2)4 e

1
x−2 , pa kako

su eksponencijalna funkcija i imenilac uvek pozitivni, to znak drugog izvoda zavisi samo

od 5x− 8, tj.

f ′′(x) > 0 za x ∈
(

8

5
, 2

)
∪ (2,+∞),

f ′′(x) < 0 za x ∈
(
−∞, 8

5

)
,

f ′′(x) = 0 za x =
8

5
,

pa je f konveksna na
(
8
5
, 2
)
∪ (2,+∞), konkavna na

(
−∞, 8

5

)
i x = 8

5
je prevojna taqka.

Asimptote:

Vertikalne asimptote: Potencijalna vertikalna asimptota je x = 2. Kako je

lim
x→2−0

f(x) = 2, lim
x→2+0

f(x) = +∞,

to x = 2 jeste vertikalna asimptota.

Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

pa funkcija nema horizontalnih asimptota.

Kose asimptote:

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
e

1
x−2 = 1,
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n = lim
x→±∞

(
f(x)− kx

)
= lim

x→±∞
x
(
e

1
x−2 − 1

)
= lim

x→±∞

e
1

x−2 − 1
1
x

L.P.
=
0
0

lim
x→±∞

− e
1

x−2

(x−2)2

− 1
x2

= 1,

pa imamo kosu asimptotu y = x+ 1 u +∞ i −∞.

Grafik funkcije:

(b) Domen: Domen date funkcije je Df = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Parnost, neparnost, periodiqnost: Imamo da je

f(−x) = ln
−x− 1

−x+ 1
= ln

x+ 1

x− 1
= ln

(
x− 1

x+ 1

)−1
= − ln

x− 1

x+ 1
= −f(x),

pa zak	uqujemo da je funkcija f neparna. Kako domen nije periodiqan, ne mo�e ni funkcija

biti periodiqna.
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Nule i znak: Potrebno je rexiti logaritamsku nejednaqinu

ln
x− 1

x+ 1
> 0

eln
x−1
x+1 > e0

x− 1

x+ 1
> 1

x− 1

x+ 1
− 1 > 0

−2

x+ 1
> 0,

pa lako vidimo da je

f(x) > 0 za x ∈ (−∞,−1),

f(x) < 0 za x ∈ (1,+∞),

f(x) 6= 0 za x ∈ Df .

Monotonost i ekstremumi: Prvi izvod date funkcije je f ′(x) = 2
x2−1 , a ova funkcija

je strogo pozitivna na domenu pa je funkcija rastu�a na celom domenu i nema lokalnih

ekstremuma.

Konveksnost i prevojne taqke: Drugi izvod date funkcije je f ′′(x) = − 4x
(x2−1)2 , pa je

f ′′(x) > 0 za x ∈ (−∞,−1),

f ′′(x) < 0 za x ∈ (1,+∞),

f ′′(x) 6= 0 za x ∈ Df ,

pa je f konveksna na (−∞,−1), konkavna na (1,+∞) i nema prevojnih taqaka.

Asimptote:

Vertikalne asimptote: Potencijalne vertikalne asimptote su x = −1 i x = 1. Kako je

lim
x→−1−0

f(x) = +∞, lim
x→1+0

f(x) = −∞,

to ovo jesu vertikalne asimptote.

Horizontalne asimptote:

lim
x→±∞

f(x) = 0,

pa je y = 0 horizontalna asimptota u +∞ i u −∞.

Kose asimptote: Kako funkcija ima horizontalnu asimptotu u obe beskonaqnosti, ne mo�e
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imati kosih asimptota.

Grafik funkcije:
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2.4 Neodre�eni integrali

12.

(a)

∫
(x5 − 5

√
x+
√
x3)dx =

∫
(x5 − x

1
5 + x

3
2 )dx =

x6

6
− 5x

6
5

6
+

2x
5
2

5
+ c

(b)

∫ √√√
xdx =

∫
x

1
8 dx =

8x
9
8

9
+ c

(v)

∫
x2 − 1

x2 + 1
dx =

∫
x2 + 1− 2

x2 + 1
dx =

∫ (
1− 2

x2 + 1

)
= x− 2arctg x+ c

(g)

∫
(sinx− cosx)dx = cosx+ sinx+ c

(d)

∫
x− 7

x3
dx =

∫ (
1

x2
− 7

x3

)
dx

=

∫ (
x−2 − 7x−3

)
dx

= −x−1 +
7

2
x−2

= −1

x
+

7

2x2

=
7− 2x

2x2
+ c.

13.

(a)

∫
3

x+ 5
dx = 3 ln |x+ 5|+ c

(b)

∫ (
e5x+1 − sin(5x+ 1)

)
dx =

t = 5x+ 1

5dx = dt

dx = 1
5
dt

 =

=

∫
(et − sin t)

1

5
dt

=
et + cos t

5
+ c

=
e5x+1 + cos(5x+ 1)

5
+ c

(v)

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 5
dx =

[
t = x2 + 3x+ 5

dt = (2x+ 3)dx

]
=

∫
1

t
dt = ln |t|+ c = ln |x2 + 3x+ 5|+ c

(g)

∫
1

(x+ 2)6
dx =

[
t = x+ 2

dt = dx

]
=

∫
1

t6
dt =

∫
t−6dt =

t−5

−5
+ c = − 1

5(x+ 2)5
+ c
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(d)

∫
arcsinx√

1− x2
dx =

[
t = arcsinx

dt = dx√
1−x2

]
=

∫
tdt =

1

2
t2 + c =

1

2
(arcsinx)2 + c

(�)

∫
tgxdx =

∫
sinx

cosx
dx =

 t = cosx

dt = − sinxdx

sinxdx = −dt

 = −
∫

dt

t
= − ln |t|+ c = − ln | cosx|+ c

(e)

∫
1

x2 + x+ 1
dx =

∫
1

x2 + x+ 1
4

+ 3
4

dx

=

∫
1(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

dx

=

∫
1

3
4

(
(x+ 1

2)
2

3
4

+ 1

)dx

=
4

3

∫
1(

2x+1√
3

)2
+ 1

dx

=


t = 2x+1√

3

dt = 2√
3
dx

dx =
√
3
2

dt


=

4

3
·
√

3

2

∫
dt

t2 + 1

=
2
√

3

3
· arctg t+ c

=
2
√

3

3
· arctg

2x+ 1√
3

+ c

(�)

∫
x

(x2 + 5)7
dx =

t = x2 + 5

dt = 2xdx

xdx = 1
2
dt


=

1

2

∫
dt

t7

=
1

2

∫
t−7dt

=
1

2
· 1

−6

1

t6
+ c

= − 1

12(x2 + 5)6
+ c
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(z)

∫
x√

1− 2x
dx =


t = 1− 2x

x = 1−t
2

dt = −2dx

dx = −1
2
dt


= −1

2

∫ 1−t
2√
t
dt

= −1

4

∫ (
1√
t
−
√
t

)
dt

= −1

4

∫ (
t−

1
2 − t

1
2

)
dt

= −1

4

(
2
√
t− 2

3
t
3
2

)
+ c

= −1

2

√
1− 2x+

1

6

√
(1− 2x)3 + c

(i)

∫
x2 + 4x+ 6

x2 + 2x+ 4
dx =

∫
x2 + 2x+ 4 + 2x+ 2

x2 + 2x+ 4
dx

=

∫ (
1 +

2x+ 2

x2 + 2x+ 4

)
dx

= x+

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 4
dx

=

[
t = x2 + 2x+ 4

dt = (2x+ 2)dx

]
= x+

∫
dt

t

= x+ ln |x2 + 2x+ 4|+ c

(j)

∫
1

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
1

x2 + 4x+ 4 + 1
dx

=

∫
1

(x+ 2)2 + 1
dx

=

[
t = x+ 2

dt = dx

]
=

∫
1

t2 + 1
dt

= arctg t+ c

= arctg(x+ 2) + c
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14.

(a)

∫
dx

x2 − 4x+ 3
=

∫
dx

(x− 1)(x− 3)

=
1

2

∫
2

(x− 1)(x− 3)
dx

=
1

2

∫
x− 1− (x− 3)

(x− 1)(x− 3)
dx

=
1

2

∫ (
1

x− 3
− 1

x− 1

)
dx

=
1

2
(ln |x− 3| − ln |x− 1|) + c

(b) �elimo razlomak unutar integrala da zapixemo u slede�em obliku

x3 + 1

x(x− 1)3
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
+

D

(x− 1)3
.

Mno�e�em obe strane jednakosti sa x(x− 1)3 dobijamo

x3 + 1 = Ax3 − 3Ax2 + 3Ax− A+Bx3 − 2Bx2 +Bx+ Cx2 − Cx+Dx,

x3 + 1 = x3(A+B) + x2(−3A− 2B + C) + x(3A+B − C +D)− A,

odakle izjednaqava�em koeficijenata uz x3, x2, x i 1 sa leve i desne strane dobijamo sistem

jednaqina

A+B = 1

−3A− 2B + C = 0

3A+B − C +D = 0

−A = 1

qijim rexava�em dobijamo A = −1, B = 2, C = 1, D = 2, pa je

x3 + 1

x(x− 1)3
=
−1

x
+

2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

2

(x− 1)3
.

Konaqno, mo�emo izraqunati dati integral.∫
x3 + 1

x(x− 1)3
dx =

∫ (
−1

x
+

2

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

2

(x− 1)3

)
dx

= − ln |x|+ 2 ln |x− 1|+ 1

1− x
− 1

(x− 1)2
+ c

(v) Najpre je potrebno podeliti x5 − 3 sa x3 + 1. Posle de	e�a dobijamo da je

(x5 − 3) : (x3 + 1) = x2 sa ostatkom− x2 − 3, tj.
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x5 − 3 = x2(x3 + 1)− x2 − 3,

pa je dati integral jednak∫
x5 − 3

x3 + 1
dx =

∫
x2(x3 + 1)− x2 − 3

x3 + 1
dx =

∫
x2dx−

∫
x2 + 3

x3 + 1
dx︸ ︷︷ ︸

I

. (6)

Potrebno je jox izraqunati

I =

∫
x2 + 3

x3 + 1
dx =

∫
x2 + 3

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
dx.

�elimo razlomak unutar integrala da zapixemo u slede�em obliku

x2 + 3

x3 + 1
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
,

mno�e�em sa x3 + 1 obe strane jednakosti dobijamo

x2 + 3 = Ax2 − Ax+ A+Bx2 +Bx+ Cx+ C

x2 + 3 = x2(A+B) + x(−A+B + C) + A+ C

odakle izjednaqava�em koeficijenata uz x2, x i 1 sa leve i desne strane jednakosti dobijamo

sistem jednaqina

A+B = 1

−A+B + C = 0

A+ C = 3

qije je rexe�e A = 4
3
, B = −1

3
, C = 5

3
. Dakle, imamo da je

x2 + 3

x3 + 1
=

4
3

x+ 1
+
−1

3
x+ 5

3

x2 − x+ 1
,

pa je

I =

∫
x2 + 3

x3 + 1
dx =

4

3

∫
1

x+ 1
dx− 1

3

∫
x− 5

x2 − x+ 1
dx

=
4

3
ln |x+ 1| − 1

3
· 1

2

∫
2x− 1− 9

x2 − x+ 1
dx

=
4

3
ln |x+ 1| − 1

6

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+
3

2

∫
1

x2 − x+ 1
dx︸ ︷︷ ︸

I2

(7)
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Izraquna�emo posebno I1 i I2.

I1 =

∫
2x− 1

x2 − x+ 1
dx =

[
t = x2 − x+ 1

dt = (2x− 1)dx

]
=

∫
dt

t

= ln |t|+ c1

= ln |x2 − x+ 1|+ c1,

I2 =

∫
1

x2 − x+ 1
dx =

∫
1

x2 − x+ 1
4

+ 3
4

dx

=

∫
1(

x− 1
2

)2
+ 3

4

dx

=

∫
1

3
4

(
(x− 1

2)
2

3
4

+ 1

)dx

=
4

3

∫
1(

2x−1√
3

)2
+ 1

dx

=


t = 2x−1√

3

dt = 2√
3
dx

dx =
√
3
2

dt


=

4

3
·
√

3

2

∫
1

t2 + 1
dt

=
2
√

3

3
arctg t+ c2

=
2
√

3

3
arctg

2x− 1√
3

+ c2.

Vratimo sada dobijene rezultate u (7).

I =

∫
x2 + 3

x3 + 1
dx =

4

3
ln |x+ 1| − 1

6
I1 +

3

2
I2

=
4

3
ln |x+ 1| − 1

6
(ln |x2 − x+ 1|+ c1) +

3

2

(
2
√

3

3
arctg

2x− 1√
3

+ c2

)
I konaqno vratimo ovo u (6), pa nakon sre�iva�a dobijamo∫

x5 − 3

x3 + 1
dx =

x3

3
− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6
ln |x2 − x+ 1| −

√
3arctg

2x− 1√
3

+ c.
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15. Integrali u ovom zadatku se rexavaju korix�e�em parcijalne integracije, tj. formule∫
udv = u · v −

∫
vdu.

(a)

∫
x2 lnxdx =

[
u = lnx dv = x2dx

du = dx
x

v = x3

3

]
=

1

3
x3 lnx− 1

3

∫
1

x
· x3dx

=
1

3
x3 lnx− 1

3

∫
x2dx

=
1

3
x3 lnx− 1

9
x3 + c

(b)

∫
x2exdx =

[
u = x2 dv = exdx

du = 2xdx v = ex

]
= x2ex − 2

∫
xexdx

=

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]
= x2ex − 2xex + 2

∫
exdx

= ex(x2 − 2x+ 2) + c

(v) I =

∫
e5x sin 6xdx

=

[
u = sin 6x dv = e5xdx

du = 6 cos 6xdx v = 1
5
e5x

]
=

1

5
e5x sin 6x− 6

5

∫
e5x cos 6xdx

=

[
u = cos 6x dv = e5xdx

du = −6 sin 6xdx v = 1
5
e5x

]

=
1

5
e5x sin 6x− 6

5

1

5
e5x cos 6x+

6

5

∫
e5x sin 6xdx︸ ︷︷ ︸

I


=

1

5
e5x sin 6x− 6

25
e5x cos 6x− 36

25
I

Odavde imamo

61

25
I =

1

5
e5x sin 6x− 6

25
e5x cos 6x,
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pa je tra�eni integral jednak

I =
5

61
e5x sin 6x− 6

61
e5x cos 6x+ c

(g)

∫
lnx

x5
dx =

[
u = lnx dv = x−5dx

du = 1
x
dx v = −1

4
x−4

]
= − lnx

4x4
+

1

4

∫
x−5dx

= − lnx

4x4
− 1

16x4
+ c

(d)

∫
x3 ln(5x)dx =

[
u = ln(5x) dv = x3dx

du = 1
x
dx v = 1

4
x4

]
=

1

4
x4 ln(5x)− 1

4

∫
x3dx

=
1

4
x4 ln(5x)− 1

16
x4 + c

(�)

∫
(lnx)2dx =

[
u = (lnx)2 dv = dx

du = 2 lnx
x

dx v = x

]
= x(lnx)2 − 2

∫
lnxdx

=

[
u = lnx dv = dx

du = 1
x
dx v = x

]
= x(lnx)2 − 2x lnx+ 2

∫
dx

= x(lnx)2 − 2x lnx+ 2x+ c

(e) I =

∫
ex cosxdx

=

[
u = cosx dv = exdx

du = − sinxdx v = ex

]
= ex cosx+

∫
ex sinxdx

=

[
u = sinx dv = exdx

du = cosxdx v = sx

]
= ex cosx+ ex sinx−

∫
ex cosxdx︸ ︷︷ ︸

I

= ex cosx+ ex sinx− I
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Odavde je

2I = ex cosx+ ex sinx,

pa je tra�eni integral jednak

I =
1

2
ex(cosx+ sinx) + c.

16.

(a)

∫
1

1− 2x
3

√
1 + 2x

1− 2x
dx =


t3 = 1+2x

1−2x
x = t3−1

2(t3+1)

dx = 3t2

(1+t3)2
dt


=

∫
1

1− t3−1
t3+1

· t · 3t2

(1 + t3)2
dt

=

∫
3t3

2(1 + t3)
dt

=
3

2

∫
t3 + 1− 1

t3 + 1
dt

=
3

2

∫ (
1− 1

(t+ 1)(t2 − t+ 1)

)
dt

=
3

2
t− 3

2

∫
1

(t+ 1)(t2 − t+ 1)
dt

=
3

2
t+

1

4
ln |t2 − t+ 1| − 1

2
ln |t+ 1| −

√
3

2
arctg

2t− 1√
3

+ c

=
3

2
3

√
1 + 2x

1− 2x
+

1

4
ln

∣∣∣∣∣∣
(

3

√
1 + 2x

1− 2x

)2

− 3

√
1 + 2x

1− 2x
+ 1

∣∣∣∣∣∣
− 1

2
ln

∣∣∣∣∣ 3

√
1 + 2x

1− 2x
+ 1

∣∣∣∣∣−
√

3

2
arctg

2 3

√
1+2x
1−2x − 1
√

3
+ c
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(b)

∫
dx√
x2 + 4

=


√
x2 + 4 = t− x

x2 + 4 = t2 − 2tx+ x2

x = t2−4
2t

dx = t2+4
2t2

dt


=

∫ t2+4
2t2

t− t2−4
2t

dt

=

∫
t2 + 4

t(t2 + 4)
dt

=

∫
1

t
dt

= ln |t|+ c

= ln |
√
x2 + 4 + x|+ c

(v)

∫
cos3 x− cos5 x

sin2 x+ sin3 x
dx =

∫
(cos2 x− cos4 x) cosx

sin2 x+ sin3 x
dx

=

∫
(1− sin2 x− (1− sin2 x)2) cosx

sin2 x+ sin3 x
dx

=

[
t = sinx

dt = cosxdx

]

=

∫
1− t2 − (1− t2)2

t2 + t3
dt

=

∫
1− t2 − 1 + 2t2 − t4

t2(1 + t)
dt

=

∫
t2(1− t)(1 + t)

t2(1 + t)
dt

=

∫
(1− t)dt

= t− 1

2
t2 + c

= sinx− 1

2
sin2 x+ c
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(g)

∫
sin3 xdx =

∫
sinx(1− cos2 x)dx

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= −

∫
(1− t2)dt

= −t+
1

3
t3 + c

= − cosx+
1

3
cos3 x+ c

(d)

∫
sinx cosx

cos2 x+ 1
dx =

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= −

∫
t

t2 + 1
dt

= −1

2

∫
2t

t2 + 1
dt

=

[
p = t2 + 1

dp = 2tdt

]
= −1

2

∫
1

p
dp

= −1

2
ln |p|+ c

= −1

2
ln |t2 + 1|+ c

= −1

2
ln | cos2 x+ 1|+ c

(�)

∫
sinx+ cosx

sinx− cosx
dx =

[
t = sinx− cosx

dt = (sinx+ cosx)dx

]
=

∫
dt

t

= ln |t|+ c

= ln | sinx− cosx|+ c
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2.5 Odre�eni integrali

17.

(a)

∫ 9

4

√
xdx =

∫ 9

4

x
1
2 dx =

x
3
2

3
2

∣∣∣∣9
4

=
2

3

√
x3
∣∣∣∣9
4

=
2

3

(√
93 −

√
43
)

=
38

3

(b)

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = arctg x

∣∣∣∣1
0

= arctg 1− arctg 0 =
π

4
− 0 =

π

4

(v)

∫ π
3

π
6

sinxdx = − cosx

∣∣∣∣π3
π
6

= − cos
π

3
+ cos

π

6
= −1

2
+

√
3

2

(g)

∫ 1

−1
exdx = ex

∣∣∣∣1
−1

= e1 − e−1 = e− 1

e

18.

(a)

∫ 5

3

7

x− 2
dx = 7 ln |x− 2|

∣∣∣∣5
3

= 7 ln 3− 7 ln 1 = 7 ln 3

(b)

∫ 1

0

2x+ 3

x2 + 3x+ 20
dx =


t = x2 + 3x+ 20

dt = (2x+ 3)dx

x = 0 −→ t = 20

x = 1 −→ t = 24

 =

∫ 24

20

dt

t
= ln |t|

∣∣∣∣24
20

= ln 24− ln 20 = ln
6

5

(v)

∫ 1

0

xdx

x2 + 1
=



t = x2 + 1

dt = 2xdx

xdx = 1
2
dt

x = 0 −→ t = 1

x = 1 −→ t = 2


=

1

2

∫ 2

1

1

t
dt =

1

2
ln |t|

∣∣∣∣2
1

=
1

2
ln 2− 1

2
ln 1 =

1

2
ln 2

(g)

∫ 3

−3

ex

e2x + 1
dx =


t = ex

dt = exdx

x = −3 −→ t = e−3

x = 3 −→ t = e3

 =

∫ e3

e−3

dt

t2 + 1
= arctg t

∣∣∣∣e3
e−3

= arctg e3 − arctg
1

e3
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19.

(a)

∫ 2

0

ln
x+ 4

4− x
dx =

[
u = ln x+4

4−x dv = dx

du = − 8
x2−16dx v = x

]

= x ln
x+ 4

4− x

∣∣∣∣2
0

+ 8

∫ 2

0

x

x2 − 16
dx

=



t = x2 − 16

dt = 2xdx

xdx = 1
2
dt

x = 0 −→ t = −16

x = 2 −→ t = −12


= 2 ln 3 +

8

2

∫ −12
−16

dt

t

= 2 ln 3 + 4 ln |t|
∣∣∣∣−12
−16

= 2 ln 3 + 4 ln 12− 4 ln 16

(b)

∫ 1

0

xexdx =

[
u = x dv = exdx

du = dx v = ex

]

= xex
∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

exdx

= (xex − ex)
∣∣∣∣1
0

= e− e− 0 + 1

= 1

(v)

∫ 25

4

x sinxdx =

[
u = x dv = sinxdx

du = dx v = − cosx

]

= −x cosx

∣∣∣∣25
4

+

∫ 25

4

cosxdx

= (−x cosx+ sinx)

∣∣∣∣25
4

= −25 cos 25 + sin 25 + 4 cos 4− sin 4
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(g)

∫ π
6

0

sinxdx

sin2 x− cos2 x
=

∫ π
6

0

sinx

1− 2 cos2 x
dx

=


t = cosx

dt = − sinxdx

x = 0 −→ t = 1

x = π
6
−→ t =

√
3
2


= −

∫ √
3
2

1

dt

1− 2t2

=
1

2

∫ 1

√
3
2

1− t
√

2 + 1 + t
√

2

(1− t
√

2)(1 + t
√

2)
dt

=
1

2

∫ 1

√
3
2

(
1

1 + t
√

2
+

1

1− t
√

2

)
dt

=
1

2
√

2
(ln |1 + t

√
2| − ln |1− t

√
2|)
∣∣∣∣1√

3
2

=
1

2
√

2

ln(1 +
√

2)− ln(
√

2− 1)− ln

(
1 +

√
6

2

)
+ ln

(√
6

2
− 1

)
=

1

2
√

2

(
ln

√
2 + 1√
2− 1

− ln

√
6 + 2√
6− 2

)

20. (a) Najpre treba na�i presek ove dve krive, tj. rexavamo sistem jednaqina

y = −x2 + x+ 6,

y = 0.

Ubaciva�em druge u prvu, dobijamo

−x2 + x+ 6 = 0,

pa se ove dve krive seku u taqkama x = −2 i x = 3. Na osnovu me�usobnog polo�aja grafika

ove dve krive
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vidimo da �e data povrxina biti

P =

∫ 3

−2
(−x2 + x+ 6− 0)dx = −1

3
x3 +

1

2
x2 + 6x

∣∣∣∣3
−2

= −27

3
+

9

2
+ 18− 8

3
− 4

2
+ 12 =

125

6
.

(b) Na�imo najpre preseke krivih x2 + x− 6 i y = 0. Rexava�em sistema ove dve jednaqine

dobijamo x = −3 i x = 2. Na osnovu me�usobnog polo�aja datih krivih

vidimo da �e data povrxina biti jednaka zbiru povrxina P1 i P2 sa slike.

P1 =

∣∣∣∣∣
∫ 2

0

(x2 + x− 6)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣13x3 +
1

2
x2 − 6x

∣∣∣∣2
0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣83 +
4

2
− 12

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−22

3

∣∣∣∣ =
22

3
,

P2 =

∫ 4

2

(x2 + x− 6)dx =
1

3
x3 +

1

2
x2 − 6x

∣∣∣∣4
2

=
64

3
+

16

2
− 24− 8

3
− 4

2
+ 12 =

38

3
.

Konaqno, tra�ena povrxina jednaka je

P = P1 + P2 =
22

3
+

38

3
= 20.

(v) Na osnovu polo�aja grafika
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vidimo da �e data povrxina biti jednaka

P =

∫ 5

0

(e2x − ex)dx =
1

2
e2x − ex

∣∣∣∣5
0

=
1

2
e10 − e5 − 1

2
+ 1 =

1 + e10 − 2e5

2
.

(g) Na�imo najpre presek krivih y = lnx i y = 1. Presek tra�imo kao rexe�a sistema ove

dve jednaqine i dobijamo da je rexe�e x = e, pa datu povrxinu mo�emo videti kao zbir

povrxina P1 i P2 sa slike.

Izraqunajmo ove dve povrxine.

P1 =

∫ e

1

(1− lnx)dx = x
∣∣e
1
−
∫ e

1

lnxdx = e− 1−
∫ e

1

lnxdx =

[
u = lnx du = dx

du = dx
x

v = x

]

= e− 1− (x lnx)
∣∣e
1

+

∫ e

1

dx = e− 1− e ln e+ ln 1 + x
∣∣e
1

= e− 1− e+ e− 1 = e− 2.

P2 =

∫ 3

e

(lnx− 1)dx = . . . = −6 + e+ ln 27,

pa je konaqno tra�ena povrxina jednaka

P = P1 + P2 = e− 2− 6 + e+ ln 27 = 2e− 8 + ln 27.
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21. Du�inu luka krive f(x) na intervalu [a, b] raqunamo formulom

l =

∫ b

a

√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx.

Ukoliko je kriva zadata parametarski dvema jednaqinama α(t) i β(t) za t ∈ [a, b], onda �enu

du�inu raqunamo formulom

l =

∫ b

a

√
(α′(t))2 + (β′(t))2dt.

Pre�imo sada na konkretne zadatke.

(a) Tra�enu du�inu raqunamo formulom

l =

∫ 3

2

√
1 +

(
3

2
x

1
2

)2

dx =

∫ 3

2

√
1 +

9

4
xdx =



t = 1 + 9
4
x

dt = 9
4
dx

dx = 4
9
dt

x = 2 −→ t = 11
2

x = 3 −→ t = 31
4


=

4

9

∫ 31
4

11
2

√
tdt =

4

9
· 2

3
t
3
2

∣∣∣∣ 314
11
2

=
8

27

(√
313

8
−
√

223

8

)
=

31
√

31− 22
√

22

27
.

(b) Imamo da je

α(t) = 4 cos t, β(t) = 4 sin t,

pa je du�ina date krive jednaka

l =

∫ 2π

0

√
(−4 sin t)2 + (4 cos t)2)dt =

∫ 2π

0

√
16(cos2 t+ sin2 t)dt

=

∫ 2π

0

4dt = 4t
∣∣2π
0

= 8π.
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2.6 Diferencijalne jednaqine

Diferencijalne jednaqine prvog reda

U ovom ode	ku se ne�emo fokusirati na deta	an postupak raquna�a integrala ve� na

postupak rexava�a diferencijalnih jednaqina, pa �e neki integrali biti rexeni bez po-

stupka, a trebalo bi znati kako se ti integrali rexavaju.

22.

(a) y
dy

dx
(1− x2) = x(1− y2)

ydy

1− y2
=

xdx

1− x2∫
ydy

1− y2
=

∫
xdx

1− x2

−1

2
ln |1− y2| = −1

2
ln |1− x2|+ c1

1− y2 = c(1− x2)
y = ±

√
1− c+ cx2, c ∈ R

(b) x sinxtgy =
dy

dx
cos y

sin y
dy = x sinxdx∫

cos y

sin y
dy =

∫
x sinxdx

ln | sin y| = sinx− x cosx+ c, c ∈ R

(v) x
√

1 + y2 + y
dy

dx

√
1 + x2 = 0

ydy√
1 + y2

= − xdx√
1 + x2∫

ydy√
1 + y2

= −
∫

xdx√
1 + x2√

y2 + 1 = −
√
x2 + 1 + c, c ∈ R
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(g) Diferencijalnu jednaqinu sa poqetnim uslovom rexavamo tako xto prvo na�emo opxte

rexe�e, a zatim ubacimo poqetni uslov da bismo dobili vrednost konstante c ∈ R.

tgy − xdy

dx
lnx = 0

cos y

sin y
dy =

dx

x lnx∫
cos y

sin y
dy =

∫
dx

x lnx

ln | sin y| = ln | lnx|+ c, c ∈ R

Ubacimo sada poqetni uslov y(e) = π
2
.

ln

∣∣∣∣sin π2
∣∣∣∣ = ln | ln e|+ c

0 = 0 + c , tj. c = 0.

Tra�eno rexe�e je

ln | sin y| = ln | lnx|,

odnosno nakon sre�iva�a

y = arcsin(lnx).

23. (a) Podelimo celu jednaqinu sa x, uz pretpostavku da je x 6= 0. Dobijamo

y′ = 1 +
y

x
.

Uvedimo smenu t = y
x
, pa je y = tx odakle je y′ = t′x + t (imajmo u vidu da je t funkcija

promen	ive x, kao i y). Nakon ubaciva�a smene imamo

t′x+ t = 1 + t

t′x = 1

t′ =
1

x

odakle integra	e�em dobijamo ∫
dt =

∫
1

x
dx

t = ln |x|+ c,

pa kad vratimo smenu dobijamo opxte rexe�e polazne jednaqine

y

x
= ln |x|+ c,
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odnosno

y = x ln |x|+ cx, c ∈ R.

(b) Podelimo celu jednaqinu sa x, uz pretpostavku da je x 6= 0. Dobijamo

y

x
− y′ = y

x
ln
x

y
.

Uvedimo smenu t = y
x
, y′ = t′x+ t. Dobijamo

t− t′x− t = t ln t,

t′

t ln t
=

1

x
.

Integralimo obe strane jednakosti ∫
dt

t ln t
=

∫
1

x
dx

ln | ln t| = ln |x|+ c,

gde se integral sa leve strane raquna uvo�e�em smene u = ln t. Konaqno, kada ubacimo t = y
x
,

imamo

ln

∣∣∣∣ln yx
∣∣∣∣ = ln |x|+ x, c ∈ R.

(v) Podelimo celu jednakost sa x, uz pretpostavku da je x 6= 0. Dobijamo

1 +
y

x
+

(
1− y

x

)
y′ = 0.

Uvedimo smenu t = y
x
, y′ = t′x+ t. Dobijamo

1 + t+ (1− t)(t′x+ t) = 0

1 + t+ t− t2 + t′x(1− t) = 0

t′(t− 1)

1 + 2t− t2
=

1

x
.

Integralimo obe strane ∫
(t− 1)dt

1 + 2t− t2
=

∫
1

x
dx

−1

2
ln | − t2 + 2t+ 1| = ln |x|+ c.

Konaqno, kada ubacimo t = y
x
, imamo

−1

2
ln

∣∣∣∣∣−
(
y

x

)2

+ 2
y

x
+ 1

∣∣∣∣∣ = ln |x|+ c, c ∈ R.
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24. (a) Datu jednaqinu mo�emo zapisati kao

y′ − y = cosx− sinx,

pa je �eno rexe�e dato formulom

y′ = e−
∫
(−1)dx

(
c+

∫
e
∫
(−1)dx(cosx− sinx)dx

)
= ex

(
c+

∫
e−x(cosx− sinx)dx

)
= ex

(
c+ e−x sinx

)
= cex + sinx, c ∈ R,

gde se posled�i integral dobija parcijalnom integracijom.

(b) Datu jednaqinu mo�emo zapisati kao

y′ − 1

x
· y = x2,

pa je �eno rexe�e dato formulom

y′ = e−
∫
(− 1

x)dx
(
c+

∫
e
∫
(− 1

x)dxx2dx

)
= elnx

(
c+

∫
e− lnxx2dx

)
= x

(
c+

∫
1

x
· x2dx

)
= x

(
c+

1

2
x2
)
, c ∈ R.

(v) Data jednaqina je ve� u odgovaraju�em obliku pa mo�emo odmah primeniti formulu za

rexava�e linearne diferencijalne jednaqine.

y′ = e−
∫
(2x)dx

(
c+

∫
e
∫
(2x)dx2xe−x

2

dx

)
= ex

2

(
c+

∫
e−x

2

2xex
2

dx

)
= ex

2

(
c+

∫
2xdx

)
= ex

2 (
c+ x2

)
, c ∈ R.

25. (a) Zapiximo jednaqinu u obliku

y′ + xy = xy3.
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Uvedimo smenu y1−3 = u, tj. 1
y2

= u, odakle je u′ = −2 y′

y3
odnosno y′ = −1

2
y3u′ = −1

2
u−

3
2u′.

Dobijamo

−1

2
u−

3
2u′ + xu−

1
2 = xu−

3
2 .

Podelimo celu jednaqinu koeficijentom uz u′, tj. sa −3
2
u−

1
2 i dobijamo linearnu diferen-

cijalnu jednaqinu

u′ − 2xu = −2x

qije je rexe�e

u = e−
∫
(−2x)dx

(
c+

∫
e
∫
(−2x)dx(−2x)dx

)
= ex

2

(
c−

∫
e−x

2

2xdx

)
= ex

2
(
c+ e−x

2
)

= cex
2

+ 1, c ∈ R.

Vra�a�em smene y = u−
1
2 dobijamo

y =
1√

cex2 + 1
, c ∈ R.

(b) Uvedimo smenu y1−2 = u, tj. 1
y

= u, odakle je u′ = − y′

y2
odnosno y′ = −y2u′ = −u−2u′.

Dobijamo

−u−2u′ + 2xu−1 = 2xu−2.

Podelimo sada jednaqinu koeficijentom uz u′ odnosno sa −u−2. Dobijamo linearnu di-

ferencijalnu jednaqinu

u′ − 2xu = −2x

koju smo rexili u delu pod a) pa imamo da je

u = cex
2

+ 1, c ∈ R.

Kada vratimo smenu, dobijamo

y =
1

cex2 + 1
, c ∈ R.

(v) Uvedimo smenu y1−
1
2 = u, tj.

√
y = u, odakle je u′ = y′

2
√
y
odnosno y′ = 2

√
yu′ = 2uu′.

Dobijamo

2uu′ − 2exu2 = 2exu.

Podelimo celu jednaqinu koeficijentom uz u′ odnosno sa 2u i dobijamo linearnu dife-

rencijalnu jednaqinu

u′ − exu = ex
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qije je rexe�e

u = e−
∫
(−ex)dx

(
c+

∫
e
∫
(−2x)dxexdx

)
= ee

x

(
c+

∫
e−e

x

exdx

)
= ee

x
(
c− e−ex

)
= cee

x − 1, c ∈ R,

gde je posled�i integral dobijen uvo�e�em smene t = −ex. Konaqno, vra�a�em smene y = u2,

dobijamo

y =
(
cee

x − 1
)2
, c ∈ R.

26. (a) Ovo je homogena diferencijalna jednaqina. Podelimo celu jednaqinu sa x2, uz pret-

postavku da je x 6= 0. Dobijamo

2y′ = 1 +

(
y

x

)2

.

Uvedimo smenu t = y
x
, odakle je y = tx, pa je y′ = t′x + t (jer je t funkcija promen	ive x).

Kada ubacimo smenu imamo

2(t′x+ t) = 1 + t2

2t′x = 1− 2t+ t2

2t′

(1− t)2
=

1

x
.

Integra	e�em posled�e jednaqine dobijamo∫
2dt

(1− t)2
=

∫
dx

x

− 2

t− 1
= ln |x|+ c

gde je integral sa leve strane jednakosti dobijen uvo�e�em smene p = 1 − t. Konaqno, kada
vratimo t = y

x
, dobijamo

− 2
y
x
− 1

= ln |x|+ c, c ∈ R.

(b) Ovo je Bernulijeva diferencijalna jednaqina. Uvedimo smenu u = y1−2, tj. u = 1
y
, odakle

je y′ = − u′

u2
, pa data jednaqina postaje

− u
′

u2
+

1

u(x+ 1)
+

1

u2
= 0

odakle mno�e�em sa −u2 dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ − 1

x+ 1
u = 1
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qije je rexe�e dato formulom

u = e−
∫
(− 1

x+1)dx
(
c+

∫
e
∫
(− 1

x+1)dx · 1dx

)
= eln |x+1|

(
c+

∫
e− ln |x+1|dx

)
= (x+ 1)

(
c+

∫
1

x+ 1
dx

)
= (x+ 1)

(
c+ ln |x+ 1|

)
.

Ostaje jox da vratimo smenu y = 1
u
pa imamo

y =
1

(x+ 1)
(
c+ ln |x+ 1|

) , c ∈ R.

(v) Ovo je linearna diferencijalna jednaqina. Podelimo celu jednaqinu sa x, uz pretpo-

stavku da je x 6= 0,

y′ +
2

x
· y = x.

Opxte rexe�e ove jednaqine dato je formulom

y = e−
∫

2
x
dx

(
c+

∫
e
∫

2
x
dxxdx

)
= e−2 ln |x|

(
c+

∫
e2 ln |x|xdx

)
=

1

x2

(
c+

∫
x3dx

)
=

1

x2

(
c+

x4

4

)

=
c

x2
+
x2

2
, c ∈ R.

(g) Ovo je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive.

y′ sinx = y ln y

y′

y ln y
=

1

sinx∫
dy

y ln y
=

∫
dx

sinx

Izraqunajmo posebno ova dva integrala.∫
dy

y ln y
=

[
t = ln y

dt = dy
y

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ c1 = ln | ln y|+ c1
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∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx

=

∫
sinx

1− cos2 x
dx

=

[
t = cosx

dt = − sinxdx

]
= −

∫
1

1− t2
dt

= −1

2

∫
1− t+ 1 + t

(1− t)(1 + t)
dt

= −1

2

∫ (
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt

= −1

2

(
ln |1 + t| − ln |1− t|

)
+ c2

= −1

2

(
ln |1 + arccosx| − ln |1− arccosx|

)
+ c2

Konaqno, imamo da je opxte rexe�e dato sa

ln | ln y| = −1

2

(
ln |1 + arccos x| − ln |1− arccosx|

)
+ c, c ∈ R.

Kako je dat i poqetni uslov y
(
π
2

)
= e, treba odrediti partikularno rexe�e, tj. na�i c.

Ubacimo π
2
umesto x i e umesto y.

ln | ln e| = −1

2

(
ln

∣∣∣∣1 + arccos
π

2

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣1− arccos
π

2

∣∣∣∣
)

+ c

odakle dobijamo da mora da va�i c = 0 (jer je ln e = 1, ln 1 = 0, arccos π
2

= 0). Tra�eno

partikularno rexe�e je

ln | ln y| = −1

2

(
ln |1 + arccos x| − ln |1− arccosx|

)
.

(d) Ovo je linearna diferencijalna jednaqina i �eno opxte rexe�e dobijamo formulom

y = e−
∫
2xdx

(
c+

∫
e
∫
2xdx2x2e−x

2

dx

)
= e−x

2

(
c+

∫
ex

2

2x2e−x
2

dx

)
= e−x

2

(
c+ 2

∫
x2dx

)
= e−x

2

(
c+

2

3
x3
)
, c ∈ R.
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(�) Ovo je homogena diferencijalna jednaqina. Podelimo celu jednaqinu sa x, uz pretpo-

stavku da je x 6= 0.

y′ =

√
1 +

(
y

x

)2

+
y

x

Uvedimo smenu t = y
x
, tj. y = tx, odakle je y′ = t′x+ t (jer je t funkcija promen	ive x).

t′x+ t =
√

1− t2 + t

t′

1− t2
=

1

x∫
dt

1− t2
=

∫
dx

x
1

2
(ln |t+ 1| − ln |1− t|) = ln |x|+ c,

odakle vra�a�em smene t = y
x
dobijamo

1

2

(
ln

∣∣∣∣yx + 1

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣1− y

x

∣∣∣∣
)

= ln |x|+ c, c ∈ R.

(e) Ovo je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive.

y − xy′ = 2(1 + x2y′)

y′(2x2 + x) = y − 2

y′

y − 2
=

1

2x2 + x∫
y

y − 2
=

∫
dx

2x2 + x

ln |y − 2| = ln |x| − ln |2x+ 1|+ c, c ∈ R.

Potrebno je jox ubaciti poqetan uslov y(1) = 1 da bismo naxli koliko je c.

ln |1− 2| = ln |1| − ln |2 + 1|+ c

0 = − ln 3 + c

odakle je c = ln 3, pa je tra�eno rexe�e

ln |y − 2| = ln |x| − ln |2x+ 1|+ ln 3.

(zh) Ovo je Bernulijeva diferencijalna jednaqina. Uvodimo smenu y1−
4
3 = u, tj. u = 1

3
√
y
, pa

je y = 1
u3

odakle je y′ = −3u′

u4
. Ubacimo smenu u polaznu jednaqinu.

−3u′

u4
+

2

xu3
= 3x2

1

u4
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Podelimo prethodnu jednaqinu sa koeficijentom uz u′, tj. sa − 3
u4
. Dobijamo linearnu dife-

rencijalnu jednaqinu

u′ − 6

x
u = −9x2

qije je rexe�e dato formulom

u = e−
∫
(− 6

x)dx
(
c+

∫
e
∫
(− 6

x)dx(−9)x2dx

)
= e6 ln |x|

(
c− 9

∫
e−6 ln |x|x2dx

)
= x6

(
c− 9

∫
1

x4
dx

)
= x6

(
c+

3

x3

)
= cx6 + 3x3.

Vratimo jox smenu y = 1
u3
. Opxte rexe�e date jednaqine je

y =
1

(cx6 + 3x3)3
, c ∈ R.

(z) Ovo je linearna diferencijalna jednaqina. �eno rexe�e je dato formulom

y = e−
∫
tgxdx

(
c+

∫
e
∫
tgxdx 1

cosx
dx

)
= eln(cosx)

(
c+

∫
e− ln(cosx) 1

cosx
dx

)
= cosx

(
c+

∫
dx

cosx
dx

)
= cosx(c+ tgx)

= c cosx+ sinx, c ∈ R.

(i) Ovo Bernulijeva diferencijalna jednaqina. Uvedimo smenu u = y1−(−1), tj. u = y2, odakle

je y =
√
u, pa je y′ = u′

2
√
u
. Ubacimo smenu u datu jednaqinu

2
u′

2
√
u

lnx+

√
u

x
=

cosx√
u

i podelimo celu jednakost koeficijentom uz u′, tj. sa lnx√
u
, uz pretpostavku da je lnx 6= 0, tj.

x 6= 1. Dobijamo linearnu diferencijalnu jednaqinu

u′ +
1

x lnx
u =

cosx

lnx
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qije je rexe�e dato formulom

u = e−
∫

1
x ln x

dx

(
c+

∫
e
∫

1
x ln x

dx cosx

lnx
dx

)
= e− ln | lnx|

(
c+

∫
eln | lnx|

cosx

lnx
dx

)
=

1

lnx

(
c+

∫
lnx

cosx

lnx
dx

)
=

1

lnx
(c+ sinx)

=
c+ sinx

lnx

Ostaje jox da vratimo smenu y =
√
u, dobijamo

y =

√
c+ sinx

lnx
, c ∈ R.

(j) Ovo je diferencijalna jednaqina koja razdvaja promen	ive.√
1− y2 = −yy′

√
1− x2

yy′√
1− y2

= − 1√
1− x2

−
√

1− y2 = − arcsinx+ c, c ∈ R.

(k) Ovo je linearna diferencijalna jednaqina qije rexe�e dobijamo formulom

y = e−
∫
(− cosx)dx

(
c+

∫
e
∫
(− cosx)dx sinx cosxdx

)
= esinx

(
c+

∫
e− sinx sinx cosxdx

)
= esinx

(
c− e− sinx(sinx+ 1)

)
= cesinx − sinx− 1, c ∈ R

Ostaje jox da ubacimo poqetni uslov y(0) = 0.

0 = cesin 0 − sin 0− 1,

odakle je c = 1, pa je rexe�e dato sa

y = esinx − sinx− 1.

(l) Ovo je homogena diferencijalna jednaqina. Podelimo celu jednaqinu sa x, uz pretpo-

stavku da je x 6= 0. Dobijamo

y′ cos
y

x
=
y

x
cos

y

x
− 1
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i uvedimo smenu t = y
x
, tj. y = tx odakle je y′ = t′x+ t. Ubacimo smenu u prethodnu jednaqinu

(t′x+ t) cos t = t cos t− 1

t′t cos t = −1

x∫
t cos tdt = −

∫
dx

x

t sin t+ cos t = − ln |x|+ c.

Ostaje jox da vratimo smenu t = y
x
.

y

x
sin

y

x
+ cos

y

x
= − ln |x|+ c, c ∈ R.
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Diferencijalne jednaqine vixeg reda

27. (a) Uvedimo smenu u = y′, u′ = y′′, gde je u funkcija promen	ive x. Polazna jednaqina

postaje homogena diferencijalna jednaqina

xu′ = u ln
u

x
,

pa nakon de	e�a sa x imamo

u′ =
u

x
ln
u

x
.

Uvedimo smenu t = u
x
, odakle je u = tx, pa je u′ = t′x + t. Ubacimo ovu smenu u prethodnu

jednaqinu.

t′x+ t = t ln t

t′

t ln t− t
=

1

x∫
dt

t ln t− t
=

∫
dx

x

ln | ln t− 1| = ln |x|+ c1

ln t− 1 = cx

t = ecx+1

Vratimo najpre smenu u = tx.

u = xecx+1,

pa sada iz y′ = u imamo

y =

∫
xecx+1dx =

ecx+1(cx− 1)

c2
+ d, c, d ∈ R.

(b) Uvedimo smenu u = y′, gde je u funkcija promen	ive y, pa je y′′ = u′y · y′x = u′u (ovde u′y
predstav	a izvod funkcije u po promen	ivoj y, a y′x izvod funkcije y po promen	ivoj x).

Nakon ubaciva�a smene dobijamo

yu′u = u2 − u3

u′

u(1− u)
=

1

y∫
du

u(1− u)
=

∫
dy

y

ln
u

1− u
= ln |y|+ c1

u

1− u
= cy

u =
cy

cy + 1
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Kako je y′ = u, imamo da je

y′ =
cy

cy + 1

(cy + 1)y′

cy
= 1∫

cy + 1

cy
dy =

∫
dx

ln |y|
c

+ y = x+ d, c, d ∈ R.

(v) Potrebno je jednaqinu integraliti qetiri puta da bismo doxli do rexe�a.

y(4) = e3x∫
y(4)dx =

∫
e3xdx

y(3) =
1

3
e3x + c∫

y(3)dx =

∫ (
1

3
e3x + c

)
dx

y′′ =
1

9
e3x + cx+ d∫

y′′dx =

∫ (
1

9
e3x + cx+ d

)
dx

y′ =
1

27
e3x +

c

2
x2 + dx+ e∫

y′dx =

∫ (
1

27
e3x +

c

2
x2 + dx+ e

)
dx

y =
1

81
e3x +

c

6
x3 +

d

2
x2 + ex+ f, c, d, e, f ∈ R.

(g) Uvedimo smenu u = y′, u′ = y′′, gde je u funkcija promen	ive x.

1

u′ + 1
= x

u′ =
1

x
− 1∫

du =

∫ (
1

x
− 1

)
dx

u = ln |x| − x+ c,

pa kako je y′ = u, imamo

y =

∫
(ln |x| − x+ c)dx = x lnx− x− 1

2
x2 + cx+ d, c, d ∈ R.
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(d) Uvedimo smenu u = y′, u′ = y′′, gde je u funkcija promen	ive x. Dobijamo linearnu

diferencijalnu jednaqinu

xu′ + u = x2

u′ +
1

x
u = x,

qije je rexe�e dato formulom

u = e−
∫

1
x
dx

(
c+

∫
e
∫

1
x
dxxdx

)
= e− lnx

(
c+

∫
elnxxdx

)
=

1

x

(
c+

∫
x2dx

)
=

1

x

(
c+

1

3
x3
)

=
c

x
+

1

3
x2

Ostaje jox da vratimo smenu y′ = u.

y =

∫ (
c

x
+

1

3
x2
)

dx = c ln |x|+ 1

9
x3 + d, c, d ∈ R.

(�) Uvedimo smenu u = y′, gde je u funkcija promen	ive y, pa je y′′ = u′y · y′x = u′u.

u′u+ 2yu = 0

u′ = −2y∫
du = −2

∫
ydy

u = −y2 + c

Ostaje jox da vratimo smenu y′ = u.

y′ = −y2 + c

y′

c− y2
= 1∫

dy

c− y2
=

∫
dx

1√
c
arctg

y√
c

= x+ d, c, d ∈ R.
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(e) Potrebno je integraliti datu jednaqinu tri puta.

y′′′ = lnx∫
y′′′dx =

∫
lnxdx

y′′ = x lnx− x+ c∫
y′′dx =

∫
(x lnx− x+ c)dx

y′ = −3

4
x2 +

1

2
x2 lnx+ cx+ d∫

y′dx =

∫ (
−3

4
x2 +

1

2
x2 lnx+ cx+ d

)
dx

y = −11

36
x3 +

c

2
x2 + dx+

1

6
x3 lnx+ e, c, d, e ∈ R.

(�) Uvedimo smenu u = y′, u′ = y′′, gde je u funkcija promen	ive x.

u′x lnx = u

u′

u
=

1

x lnx∫
du

u
=

∫
dx

x lnx

ln |u| = ln | lnx|+ c1

u = c lnx

Vratimo smenu y′ = u.

y =

∫
(c lnx)dx = cx lnx− cx+ d, c, d ∈ R.

28. (a) Karakteristiqna jednaqina date jednaqine je

λ2 − 1 = 0,

qija su rexe�a λ1 = 1 i λ2 = −1, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
x + c2e

−x, c1, c2 ∈ R.

(b) Karakteristiqa jednaqina date jednaqine je

λ2 + 4λ+ 4 = 0,
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qija su rexe�a λ1 = −2 i λ2 = −2, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
−2x + c2xe

−2x, c1, c2 ∈ R.

(v) Karakteristiqna jednaqina date jednaqine je

λ2 + 6λ+ 10 = 0,

qija su rexe�a λ1 = −3 + i i λ2 = −3− i, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
−3x cosx+ c2e

−3x sinx, c1, c2 ∈ R.

(g) Karakteristiqna jednaqina date jednaqine je

3λ2 − 2λ− 8 = 0,

qija su rexe�a λ1 = −4
3
i λ2 = 2, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
− 4

3
x + c2e

2x, c1, c2 ∈ R.

(d) Karakteristiqna jednaqina date jednaqine je

λ2 − 7λ+ 12 = 0,

qija su rexe�a λ1 = 3 i λ2 = 4, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
3x + c2e

4x, c1, c2 ∈ R.

(�) Karakteristiqna jednaqina date jednaqine je

λ2 − 2λ+ 2 = 0,

qija su rexe�a λ1 = 1 + i i λ2 = 1− i, pa je opxte rexe�e date jednaqine jednako

y = c1e
x cosx+ c2e

x sinx, c1, c2 ∈ R.

29. (a) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′−5y′ = 0. �ena karakteristiqna jednaqina

je λ2 − 5λ = 0 qija su rexe�a λ1 = 0 i λ2 = 5, pa je

yh = c1 + c2e
5x, c1, c2 ∈ R.

Partikularno rexe�e jednaqine je oblika

yp = x(ax+ b) = ax2 + bx,
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pa je

y′p = 2ax+ b, y′′p = 2a.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p − 5y′p = 0

2a− 5(2ax+ b) = 2x

−10ax+ 2a− 5b = 2x,

odakle je

−10a = 2

2a− 5b = 0,

pa je a = −1
5
, b = − 2

25
i konaqno

yp = −1

5
x2 − 2

25
x.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp = c1 + c2e
5x − 1

5
x2 − 2

25
x, c1, c2 ∈ R.

(b) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′ − 5y′ = 0. �ena karakteristiqna jednaqina

je λ2 − 5λ = 0 qija su rexe�a λ1 = 0 i λ2 = 5, pa je

yh = c1 + c2e
5x, c1, c2 ∈ R.

Partikularno rexe�e jednaqine je oblika

yp = axe5x

pa je

y′p = e5x(a+ 5ax), y′′p = e5x(10a+ 25ax).

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p − 5y′p = 0

e5x(10a+ 25ax)− 5e5x(a+ 5ax) = −e5x

5a = −1,

pa je a = −1
5
i konaqno

yp = −1

5
xe5x.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp = c1 + c2e
5x − 1

5
xe5x, c1, c2 ∈ R.
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(v) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′+2y′+y = 0. �ena karakteristiqna jednaqina

je λ2 + 2λ+ 1 = 0 qija su rexe�a λ1 = −1, λ2 = −1, pa je

yh = c1e
−x + c2xe

−x, c1, c2 ∈ R.

Potrebno je na�i dva partikularna rexe�a jedno za jednaqinu

y′′ + 2y′ + y = −2e−x

i jedno za jednaqinu

y′′ + 2y′ + y = 2 cos x− 4 sinx.

Na�imo prvo partikularno rexe�e prve jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp1 = ax2e−x

pa je

y′p1 = e−x(−ax2 + 2ax), y′′p1 = e−x(ax2 − 4ax+ 2a).

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p1 + 2y′p1 + yp1 = −2e−x

e−x(ax2 − 4ax+ 2a) + 2e−x(−ax2 + 2ax) + e−xax2 = −2e−x

2a = −2,

pa je a = −1 i konaqno

yp1 = −x2e−x.

Na�imo sada partikularno rexe�e druge jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp2 = a cosx+ b sinx

pa je

y′p2 = b cosx− a sinx, y′′p2 = −a cosx− b sinx.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p2 + 2y′p2 + yp2 = 2 cos x− 4 sinx

−a cosx− b sinx+ 2(b cosx− a sinx) + a cosx+ b sinx = 2 cos x− 4 sinx

odakle izjednaqava�em koeficijenata uz sinx i cosx sa leve i desne strane znaka jednakosti

dobijamo sistem dve jednaqine

2b = 2

−2a = −4,
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odakle je a = 2, b = 1 i konaqno

yp2 = 2 cos x+ sinx.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp1 + yp2 = c1e
−x + c2xe

−x − x2e−x + 2 cosx+ sinx, c1, c2 ∈ R.

(g) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′ − 4y′ + 3y = 0. �ena karakteristiqna jed-

naqina je λ2 − 4λ+ 3 = 0 qija su rexe�a λ1 = 1, λ2 = 3, pa je

yh = c1e
x + c2xe

3x, c1, c2 ∈ R.

Potrebno je na�i dva partikularna rexe�a jedno za jednaqinu

y′′ + 2y′ + y = e3x

i jedno za jednaqinu

y′′ + 2y′ + y = sin 3x.

Na�imo prvo partikularno rexe�e prve jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp1 = axe3x

pa je

y′p1 = e3x(3ax+ a), y′′p1 = e3x(9ax+ 6a).

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p1 + 2y′p1 + yp1 = −2e−x

e3x(9ax+ 6a)− 4e3x(3ax+ a) + 3e3xax = e3x

odakle dobijamo da je 2a = 1, pa je a = 1
2
i konaqno

yp1 =
1

2
xe3x.

Na�imo sada partikularno rexe�e druge jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp2 = a cos 3x+ b sin 3x

pa je

y′p2 = 3b cos 3x− 3a sin 3x, y′′p2 = −9a cos 3x− 9b sin 3x.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p2 + 2y′p2 + yp2 = sin 3x

−9a cos 3x− 9b sin 3x− 4(3b cos 3x− 3a sin 3x) + 3(a cos 3x+ b sin 3x) = sin 3x
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odakle dobijamo sistem dve jednaqine

−6a− 12b = 0

−6b+ 12a = 1,

qije je rexe�e a = 1
15
, b = − 1

30
i konaqno

yp2 =
1

15
cos 3x− 1

30
sin 3x.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp1 + yp2 = c1e
x + c2xe

3x +
1

2
xe3x +

1

15
cos 3x− 1

30
sin 3x, c1, c2 ∈ R.

(d) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′ + 4y = 0. �ena karakteristiqna jednaqina

je λ2 + 4 = 0 qija su rexe�a λ1 = 2i i λ2 = −2i, pa je

yh = c1 cos 2x+ c2 sin 2x, c1, c2 ∈ R.

Potrebno je na�i dva partikularna rexe�a jedno za jednaqinu

y′′ + 4y = e2x

i jedno za jednaqinu

y′′ + 4y = 2x.

Na�imo prvo partikularno rexe�e prve jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp1 = ae2x

pa je

y′p1 = 2ae2x, y′′p1 = 4ae2x.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p1 + 4yp1 = e2x

4ae2x + 4ae2x = e2x,

odakle je 8a = 1, pa je a = 1
8
i konaqno

yp1 =
1

8
e2x.

Na�imo sada partikularno rexe�e druge jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp2 = ax+ b
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pa je

y′p2 = a, y′′p2 = 0.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p2 + 4yp2 = 2x

0 + 4(ax+ b) = 2x,

odakle izjednaqava�em koeficijenata uz 1 i x sa leve i desne strane jednakosti dobijamo

sistem dve jednaqine

4a = 2

b = 0

qije je rexe�e a = 1
2
, b = 0, pa konaqno imamo

yp2 =
1

2
x.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp1 + yp2 = c1 cos 2x+ c2 sin 2x+
1

8
e2x +

1

2
x, c1, c2 ∈ R.

(�) Na�imo prvo rexe�e homogene jednaqine y′′−2y′+y = 0. �ena karakteristiqna jednaqina

je λ2 − 2λ+ 1 = 0 qija su rexe�a λ1 = 1 i λ2 = 1, pa je

yh = c1e
x + c2xe

x, c1, c2 ∈ R.

Potrebno je na�i dva partikularna rexe�a jedno za jednaqinu

y′′ − 2y′ + y = 2

i jedno za jednaqinu

y′′ − 2y′ + y = ex sinx.

Na�imo prvo partikularno rexe�e prve jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp1 = a

pa je

y′p1 = 0, y′′p1 = 0.

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p1 − 2y′p1 + yp1 = 2



77 2.6 Diferencijalne jednaqine

odakle dobijamo da je a = 2, pa je

yp1 = 2.

Na�imo sada partikularno rexe�e druge jednaqine. Partikularno rexe�e jednaqine je

oblika

yp2 = ex(a cosx+ b sinx)

pa je

y′p2 = ex((a+ b) cosx+ (b− a) sinx), y′′p2 = ex(2b cosx− 2a sinx).

Ubacimo prethodni rezultat u polaznu jednaqinu.

y′′p2 − 2y′p2 + yp2 = ex sinx

ex(2b cosx− 2a sinx)− 2ex((a+ b) cosx+ (b− a) sinx) + ex(a cosx+ b sinx) = ex sinx,

odakle dobijamo sistem jednaqina

−a = 0

−b = 1,

pa je a = 0, b = −1 i konaqno

yp2 = −ex sinx.

Opxte rexe�e polazne jednaqine je

y = yh + yp1 + yp2 = c1e
x + c2xe

x + 2− ex sinx, c1, c2 ∈ R.
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2.7 Verovatno�a

30. (a) Ω = {P1, P2, P3, P4, P5, P6, G1, G2, G3, G4, G5, G6}, ukupno 12 elemenata.
(b) Ω = {PPP, PPG, PGP, PGG,GPP,GPG,GGP,GGG}, ukupno 8 elemenata.
(v) Ω = {PP11, PG11, GP11, GG11, PP12, PG12, . . . , PP66, PG66, GP66, GG66}, ukupno 144

elemenata.

31. (a) Postoje dve mogu�nosti, da je palo 4 i 6 ili 5 i 5. Tra�ena verovatno�a je zbir

te dve.

P (A) =
2

36
+

1

36
=

1

12

(b) Postoje qetiri mogu�nosti, da je palo 11, 12,13, 22. Tra�ena verovatno�a je zbir ove

qetiri.

P (B) =
1

36
+

2

36
+

2

36
+

1

36
=

1

6

(v) Postoji 6 mogu�nosti: 16, 26, 36, 46, 56, 66. Tra�ena verovatno�a je zbir ovih xest.

P (C) =
2

36
+

2

36
+

2

36
+

2

36
+

2

36
+

2

36
=

11

36

(g) Postoji 5 mogu�nosti: 16, 26, 36, 46, 56. Tra�ena verovatno�a je zbir ovih pet.

P (D) =
2

36
+

2

36
+

2

36
+

2

36
+

2

36
=

5

18

32. (a) Povo	ni doga�aji su svi sem doga�aja da su pale tri glave, a ukupno ima 23 = 8

mogu�nosti, pa je tra�ena verovatno�a P (A) = 7
8
.

(b) Povo	ni doga�aji su PGG, GPG, GGP tj. ima tri povo	na doga�aja, a ukupno osam, pa je

tra�ena verovatno�a P (B) = 3
8
.

(v) Povo	an je samo jedan doga�aj, a ima ih ukupno osam, pa je tra�ena verovatno�a P (C) = 1
8
.

(g) Povo	ni su svi doga�aji sem GGG, pa je tra�ena verovatno�a P (D) = 7
8
.

33. (a) Imamo jedan povo	an doga�aj, a ukupno 2·6 = 12, pa je tra�ena verovatno�a P (A) = 1
12
.

(b) Nije nam bitno xta je ka kocki, samo da je na novqi�u pismo, pa je broj povo	nih doga�aja

6, te je tra�ena verovatno�a P (B) = 6
12

= 1
2
.

(v) Povo	ni doga�aji su _, P4, P6, G2, G4, G6, tj. ima ih ukupno 6, pa je tra�ena verovatno�a

P (C) = 6
12

= 1
2
.

(g) Povo	ni doga�aji su G1, G3, G5, tj. ima ih ukupno 3, pa je tra�ena verovatno�a P (D) =
3
12

= 1
4
.
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34. (a) Ukupno imamo 7 + 8 + 12 + 3 = 30 kuglica, pa je ukupan broj mogu�ih ishoda jed-

nak
(
30
4

)
.

Povo	nih ishoda za doga�aj A ima
(
8
4

)
, pa je tra�ena verovatno�a

P (A) =

(
8
4

)(
30
4

) =
2

783
.

Povo	nih ishoda za doga�aj B je
(
12
3

)(
7
1

)
, pa je tra�ena verovatno�a

P (B) =

(
12
3

)(
7
1

)(
30
4

) =
44

783
.

Povo	nih ishoda za doga�aj C je 7 · 8 · 12 · 3, pa je tra�ena verovatno�a

P (C) =
7 · 8 · 12 · 3(

30
4

) =
32

435
.

Povo	nih ishoda za doga�aj D je
(
8
2

)
· 7 · 12, pa je tra�ena verovatno�a

P (D) =

(
8
2

)
· 7 · 12(
30
4

) =
112

1305
.

(b) Ukupno imamo 30 kuglica, pa je ukupan broj mogu�ih ishoda jednak 30 · 29 · 28 · 27.

Povo	nih ishoda za doga�aj A ima 8 · 7 · 6 · 5, pa je tra�ena verovatno�a

P (A) =
8 · 7 · 6 · 5

30 · 29 · 28 · 27
=

2

783
.

Povo	nih ishoda za doga�aj B je 12 · 11 · 10 · 7 ·
(
4
1

)
, pa je tra�ena verovatno�a

P (B) =
12 · 11 · 10 · 7 ·

(
4
1

)
30 · 29 · 28 · 27

=
44

783
.

Povo	nih ishoda za doga�aj C je 7 · 8 · 12 · 3 · 4!, pa je tra�ena verovatno�a

P (C) =
7 · 8 · 12 · 3 · 4!

30 · 29 · 28 · 27
=

32

435
.

Povo	nih ishoda za doga�aj D je 8 · 7 · 7 · 12 · 4 · 3, pa je tra�ena verovatno�a

P (D) =
8 · 7 · 7 · 12 · 4 · 3
30 · 29 · 28 · 27

=
112

1305
.

(v) Ukupno imamo 30 kuglica, pa je ukupan broj mogu�ih ishoda jednak 304.

Povo	nih ishoda za doga�aj A ima 84, pa je tra�ena verovatno�a

P (A) =
84

304
=

256

50625
.
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Povo	nih ishoda za doga�aj B je 123 · 7 ·
(
4
1

)
, pa je tra�ena verovatno�a

P (B) =
123 · 7 ·

(
4
1

)
304

=
112

1875
.

Povo	nih ishoda za doga�aj C je 7 · 8 · 12 · 3 · 4!, pa je tra�ena verovatno�a

P (C) =
7 · 8 · 12 · 3 · 4!

304
=

112

1875
.

Povo	nih ishoda za doga�aj D je 82 · 7 · 12 · 4 · 3, pa je tra�ena verovatno�a

P (D) =
82 · 7 · 12 · 4 · 3

304
=

448

5625
.

35. U svih xest delova zadatka imamo po jedan povo	an doga�aj, da je sluqajnim rasporedom

slova dobijena bax data req. Ostaje da vidimo koliko imamo mogu�ih doga�aja.

(a) Broj mogu�ih doga�aja je 6! = 720, pa je P (A) = 1
720
.

(b) Broj mogu�ih doga�aja je 6!
2!

= 360, pa je P (B) = 1
360
.

(v) Broj mogu�ih doga�aja je 5!
2!2!

= 30, pa je P (C) = 1
30
.

(g) Broj mogu�ih doga�aja je 8!
4!2!

= 840, pa je P (D) = 1
840
.

(d) Broj mogu�ih doga�aja je 4! = 24, pa je P (E) = 1
24
.

(�) Broj mogu�ih doga�aja je 5! = 120, pa je P (F ) = 1
120
.

36. Od ukupno 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 30240 mogu�nosti, samo je jedna taqna, pa je tra�ena ver-

ovatno�a P (A) = 1
30240

.

37. Broj mogu�nosti je 9 · 8 · 7 · 6 = 3024, pa je tra�ena verovatno�a P (A) = 1
3024

.

38. U svih pet delova ukupan broj mogu�nosti je
(
52
4

)
= 270725.

(a) Broj povo	nih doga�aja je 1 pa je tra�ena verovatno�a P (A) = 1
270725

.

(b) Broj povo	nih doga�aja je
(
4
1

)(
4
1

)(
4
1

)(
4
1

)
= 44 = 256, pa je tra�ena verovatno�a P (B) =

256
270725

.

(v) Broj povo	nih doga�aja je
(
4
2

)
·
(
4
2

)
= 36, pa je tra�ena verovatno�a P (C) = 36

270725
.

(g) Broj povo	nih doga�aja je
(
12
4

)
= 495, pa je tra�ena verovatno�a P (D) = 99

54145
.

(d) Broj povo	nih doga�aja je
(
12
1

)(
12
1

)(
12
1

)(
12
1

)
= 124 = 20736, pa je tra�ena verovatno�a

P (E) = 20736
270725

.

39. Ukupan broj pocepanih qarapa je 0, 3 · 100 + 0, 15 · 200 + 0, 55 · 300 = 225, pa u dzaku

ima 600− 225 = 375 celih qarapa. Tra�ena verovatno�a je P (A) = 375
600

= 5
8
.
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40. Ukupan broj mogu�ih izvlaqe�a je 39 · 38 · 37 · 36 · 35 · 34 · 33 = 77519922480, a samo je jedno

dobitno, pa je tra�ena verovatno�a P (A) = 1
77519922480

= 0, 0000000000129 = 0, 00000000129%.

41. Broj mogu�ih doga�aja je tri (4 + 6, 5 + 5, 6 + 4), a povo	an je samo jedan, pa je tra�ena

verovatno�a jednaka 1
3
.

42. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqen kra	, sa B da je izvuqena dama. Tra�ena vero-

vatno�a je

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) =
4

52
+

4

52
− 0 =

2

13
.

43. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqen kra	, sa B da je izvuqena dama, a sa C da je izvuqen

�andar. Tra�ena verovatno�a je

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC)

=
4

52
+

4

52
+

4

52
− 0− 0− 0 + 0

=
3

13
.

44. Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqen pik, a sa B da je izvuqen kec. Tra�ena verovatno�a

je

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) =
13

52
+

4

52
− 1

52
=

4

13
.

45. Ukupan broj neparnih kuglica je 10. Broj povo	nih ishoda je 10 · 9 · 8, a ukupan broj

mogu�ih ishoda je 20 · 19 · 18, pa je tra�ena verovatno�a jednaka P (A) = 10·9·8
20·19·18 = 2

19
.

46. Pera i �ika ponovo pola�u ispit. Sada je Pera bo	e nauqio i ispit pola�e sa vero-

vatno�om 0,9, a �ika sa verovatno�om 0,3. Izraqunati verovatno�u da

(a) P (A) = 0, 9 · 0, 7 = 0, 63;

(b) P (B) = 0, 9 · 0, 3 = 0, 27;

(v) P (C) = 1− 0, 1 · 0, 7 = 0, 93;

(g) P (D) = 0, 1 · 0, 7 = 0, 07;

(d) P (E) = 0, 1 · 0, 3 = 0, 03;

(�) P (F ) = 0, 9 · 0, 7 + 0, 1 · 0, 3 = 0, 66.

47. Neka je stranica kvadrata a. Tada je polupreqnik kruga a
√
2

2
. Tra�ena verovatno�a je

P (A) =
povrxina kvadrata

povrxina kruga
=

a2

a2

2
π

=
2

π
≈ 0, 637.
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48. Oznaqimo sa 19 : x vreme u koje dolazi Pera, a sa 19 : y vreme u koje dolazi �ika. Mora

da va�i x − 15 6 y 6 x + 15 i pritom 0 6 x, y 6 30. Tra�ena verovatno�a je koliqnik

povrxina osenqenog dela sa slike i povrxine kvadrata stranice 30.

P (A) =
302 − 2 · 15·15

2

302
=

3

4
.

49. Tra�ena verovatno�a je

P (A) = 0, 9 · 1

2
+ 0, 95 · 1

3
+ 0, 98 · 1

6
= 0, 93.

50. Oznaqimo sa H1, H2, H3 hipoteze da je odabrana prva, druga odnosno tre�a kutija, a sa

A doga�aj da je proizvod ispravan. Tra�ena verovatno�a je

P (A) = P (H1)P (A|H1) +P (H2)P (A|H2) +P (H3)P (A|H3) =
1

3
· 0, 9 +

1

3
· 0, 5 +

1

3
· 0, 7 = 0, 7.

51. Oznaqimo sa H1, H2, H3, H4 hipoteze da je odabran raqunar marke Dell, Toshiba, HP , od-

nosno Apple, a sa A doga�aj da odabran raqunar radi du�e od 10 godina. Tra�ena verovatno�a

je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4)

=
300

800
· 0, 4 +

150

800
· 0, 3 +

170

800
· 0, 2 +

180

800
· 0, 5

≈ 0, 361.
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52. U jednom bub�u ima 20 kuglica numerisanih od 1 do 20, a u drugom 10 numerisanih od 1

do 10. Bira se nasumiqno buba� i izvlaqi jedna kuglica.

Oznaqimo sa H1 i H2 hipoteze da je odabran prvi odnosno drugi buba�. Verovatno�e ostva-

riva�a ovih hipoteza su

P (H1) = P (H2) =
1

2
.

(a) Oznaqimo sa A doga�aj da je izvuqen broj u qijem se zapisu pojav	uje cifra 7. Tra�ena

verovatno�a je

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
1

2
· 2

20
+

1

2
· 1

10
=

1

10
.

(b) Oznaqimo sa B doga�aj da je izvuqen paran broj. Tra�ena verovatno�a je

P (B) = P (H1)P (B|H1) + P (H2)P (B|H2) =
1

2
· 10

20
+

1

2
· 5

10
=

1

2
.

(v) Tra�imo verovatno�u P (H1|B).

P (H1|B) =
P (H1)P (B|H1)

P (B)
=

1
2
· 10
20

1
2

=
1

2
.

(g) Oznaqimo sa C doga�aj da je izvuqen broj ma�i od 6. Tra�ena verovatno�a je

P (C) = P (H1)P (C|H1) + P (H2)P (C|H2) =
1

2
· 5

20
+

1

2
· 5

10
=

3

8
.

(d) Tra�imo verovatno�u P (H2|C).

P (H2|C) =
P (H2)P (C|H2)

P (C)
=

1
2
· 5
10

3
8

=
2

3
.

53. Oznaqimo sa A doga�aj da je prvi strelac pogodio metu, a sa B da je drugi pogodio.

Kako znamo da se desio taqno jedan pogodak, verovatno�a da je bax prvi pogodio (a drugi

promaxio) je

P (AB̄) = P (A)P (B̄) = P (A)(1− P (B)) = 0, 8 · 0, 6 = 0, 48.

Verovatno�a da je drugi pogodio (a prvi promaxio) je

P (ĀB) = P (Ā)P (B) = (1− P (A))P (B) = 0, 2 · 0, 4 = 0, 08.

54. Tra�ena verovatno�a je

P (A) =

(
1

2

)17

·
(

1

2

)83

·
(

100

17

)
=

(
100
17

)
2100

.
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55. Tra�ena verovatno�a je

P (A) =

(
1

3

)30(
2

3

)40(
70

30

)
.

56. Kada se bacaju dve kocke odjednom, verovatno�a da je zbir palih brojeva jednak 5 je 4
36

= 1
9
.

Tra�ena verovatno�a je

P (A) =

(
1

9

)50(
8

9

)100(
150

50

)
.

57. Primetimo da X ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Odredimo verovatno�e da sluqajna promn	iva X uzima

bax ove vrednosti.

P{X = 0} =
1

24
=

1

16

P{X = 1} =
1

23
· 1

2
·
(

4

1

)
=

1

4

P{X = 2} =
1

22
· 1

22
·
(

4

2

)
=

3

8

P{X = 3} =
1

2
· 1

23
·
(

4

3

)
=

1

4

P{X = 4} =
1

24
=

1

16

Tra�ena raspodela je

X :

(
0 1 2 3 4
1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

)
.

58. Primetimo da X ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. Odredimo verovatno�e da sluqajna pro-
men	iva X uzima bax ove vrednosti.
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P{X = 2} =
1

36

P{X = 3} =
1

18

P{X = 4} =
1

12

P{X = 5} =
1

9

P{X = 6} =
5

36

P{X = 7} =
1

6

P{X = 8} =
5

36

P{X = 9} =
1

9

P{X = 10} =
1

12

P{X = 11} =
1

18

P{X = 12} =
1

36

Tra�ena raspodela je

X :

(
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
36

1
18

1
12

1
9

5
36

1
6

5
36

1
9

1
12

1
18

1
36

)
.

59. Primetimo X ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Odredimo verovatno�e da sluqajna promen	iva X uzima

bax ove vrednosti.

P{X = 1} =
2

3

P{X = 2} =
1

3
· 2

3
=

2

9

P{X = 3} =
1

3
· 1

3
· 2

3
=

2

27

P{X = 4} =
1

3
· 1

3
· 1

3
· 2

3
=

2

81

P{X = 5} = 1−
(

2

3
+

2

9
+

2

27
+

2

81

)
=

1

81

Tra�ena raspodela je

X :

(
1 2 3 4 5
2
3

2
9

2
27

2
81

1
81

)
.
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60. Primetimo X ∈ {1, 3, 5, 7, 9}, Y ∈ {1, 2, 3}. Odredimo raspodele ovih sluqajnih veliqina.

P{X = 1} =
1

4

P{X = 3} =
1

4
+

1

4
· 1

3
=

1

3

P{X = 5} =
1

4
· 1

3
+

1

4
· 1

3
=

1

6

P{X = 7} =
1

4
· 1

3
+

1

4
· 1

3

1

2
· 2 =

1

6

P{X = 9} =
1

4
· 1

3
· 1

2
· 2 =

1

12

P{Y = 1} =
1

2

P{Y = 2} =
1

4

P{Y = 3} =
1

4

(a)

X :

(
1 3 5 7 9
1
4

1
3

1
6

1
6

1
12

)

E(X) = 1 · 1

4
+ 3 · 1

3
+ 5 · 1

6
+ 7 · 1

6
+ 9 · 1

12
= 4

E(X2) = 12 · 1

4
+ 32 · 1

3
+ 52 · 1

6
+ 72 · 1

6
+ 92 · 1

12
=

67

3

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
67

3
− 16 =

19

3
(b)

Y :

(
1 2 3
1
2

1
4

1
4

)
.

E(X) = 1 · 1

2
+ 2 · 1

4
+ 3 · 1

4
=

7

4

E(X2) = 12 · 1

2
+ 22 · 1

4
+ 32 · 1

4
=

15

4

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
15

4
− 49

16
=

11

16

61. (57.)

E(X) = 0 · 1

16
+ 1 · 1

4
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

4
+ 4 · 1

16
= 2
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E(X2) = 02 · 1

16
+ 12 · 1

4
+ 22 · 3

8
+ 32 · 1

4
+ 42 · 1

16
= 5

D(X) = E(X2)− (E(X))2 = 5− 4 = 1

(58.)

E(X) =2 · 1

36
+ 3 · 1

18
+ 4 · 1

12
+ 5 · 1

9
+ 6 · 5

36
+ 7 · 1

6

+ 8 · 5

36
+ 9 · 1

9
+ 10 · 1

12
+ 11 · 1

18
+ 12 · 1

36
= 7

E(X2) =22 · 1

36
+ 32 · 1

18
+ 42 · 1

12
+ 52 · 1

9
+ 62 · 5

36
+ 72 · 1

6

+ 82 · 5

36
+ 92 · 1

9
+ 102 · 1

12
+ 112 · 1

18
+ 122 · 1

36
=

329

6

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
35

6
(59.)

E(X) = 1 · 2

3
+ 2 · 2

9
+ 3 · 2

27
+ 4 · 2

81
+ 5 · 1

81
=

121

81

E(X2) = 12 · 2

3
+ 22 · 2

9
+ 32 · 2

27
+ 42 · 2

81
+ 52 · 1

81
=

79

27

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
4556

6561

62. (a) Mora da va�i

2

5
+
a

5
+
a2

10
+

a

10
+
a2

5
= 1

odnosno

3a2 + 3a− 6 = 0,

odakle dobijamo a = −2 ili a = 1. Kako verovatno�e a
5
, a2

10
, a

10
, a2

5
moraju biti pozitivni

brojevi, zak	uqujemo da mora biti a = 1, pa sluqajna promen	iva X ima raspodelu

X :

(
−3 −1 0 2 4
2
5

1
5

1
10

1
10

1
5

)
.

(b)

E(X) = −3 · 2

5
+ (−1) · 1

5
+ 0 · 1

10
+ 2 · 1

10
+ 4 · 1

5
= −2

5
,

(v)

E(X2) = (−3)2 · 2

5
+ (−1)2 · 1

5
+ 02 · 1

10
+ 22 · 1

10
+ 42 · 1

5
=

37

5
,

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
181

25
.
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