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1 Uvod

1.1 Klase homotopnih preslikava�a

Neka su X i Y topoloxki prostori. Definiximo

[X, Y ]
def
= C(X, Y )/'.

[X, Y ] �e biti skup, a ponekad i grupa.

Primer 1.1

1) Ako je Y kontraktibilan, onda je |[X, Y ]| = 1; tada pixemo [X, Y ] = 0;

2) Ako je X kontraktibilan, onda je |[X, Y ]| jednak broju komponenti putne pove-

zanosti od Y ;

3) Ako je m < n, onda je |[Sm, Sn]| = 1 (ovo sledi iz teoreme o simplicajlnoj aprok-

simaciji);

4) Ako je m = n, onda je deg : [Sn, Sn]→ Z bijekcija (dokaz kasnije);

5) Ako je m > n, onda se [Sm, Sn] u opxtem sluqaju ne zna.

Za n = 1 imamo da je [Sm, S1] = 0.

Neka je g : Y → Z neprekidno preslikava�e i X topoloxki prostor. Tada mo�emo

definisati preslikava�e g∗ : [X, Y ]→ [X,Z] sa

g∗
(
[f ]
)

= [g ◦ f ].

Primetimo da va�i

(h ◦ g)∗ = h∗ ◦ g∗, (1X)∗ = 1[X,Y ],

odnosno

[X, ·] : Top→ Set

je kovarijantan funktor.

Ako su g, h : Y → Z neprekidna preslikava�a takva da je g ' h, onda je g∗ = h∗.

Stav 1.2 Ako je g : Y → Z homotopska ekvivalencija, onda je g∗ bijekcija.
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1 UVOD

Dokaz: Kako je g homotopska ekvivalencija, imamo da postoji preslikava�e h : Z → Y

takvo da je

g ◦ h ' 1Z , h ◦ g ' 1Y ,

pa je

g∗ ◦ h∗ = (g ◦ h)∗ = (1Z)∗ = 1[X,Z]

h∗ ◦ g∗ = (h ◦ g)∗ = (1Y )∗ = 1[X,Y ],

tj. g∗ je bijekcija. �

Definicija 1.3 Neprekidno preslikava�e p : E → B je fibracija ako za proiz-

vo	an prostor X, preslikava�e f : X → E i homotopiju H : X × I → B, takve da

je p(f(x)) = H(x, 0) za sve x ∈ X, postoji preslikava�e H̃ : X × I → E takvo da je

H̃(x, 0) = f(x) i p ◦ H̃ = H.

X × {0} E

X × I B

f

i p

H

H̃

Za b0 ∈ B skup F := p−1(b0) nazivamo sloj (fibra) fibracije p nad taqkom b0.

Znamo da je niz Abelovih grupa i homomorfizama A
f−→ B

g−→ C taqan ako je im f =

ker g. �elimo da proxirimo pojam taqnog niza za skupove sa istaknutom taqkom. Neka

je c0 ∈ C istaknuta taqka. Ka�emo da je niz A
f−→ B

g−→ C taqan ako je im f = g−1(c0).

Primetimo da nam je istaknut element potreban samo u skupu C. Primetimo jox da

va�i

f je
”
na\↔ g = c0,

g je
”
1-1\⇒ f = const.

Ako je Y putno povezan, onda je [const] istaknut element u [X, Y ].

Teorema 1.4 Neka je p : E → B fibracija, B putno povezan, b0 ∈ B i F = p−1(b0) sloj

nad b0. Tada je za proizvo	an prostor X niz

[X,F ]
i∗−→ [X,E]

p∗−→ [X,B]

taqan.
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1.1 Klase homotopnih preslikava�a

Dokaz: Potrebno je da doka�emo da je im i∗ = p−1
∗ ([cb0 ]), gde je cb0 : X → B konstantno

preslikava�e dato sa cb0(x) = b0, za sve x ∈ X.

⊆: Neka je g : X → F . Kako je

p∗(i∗([g])) = [p ◦ i ◦ g] = [b0],

to je im i∗ ⊆ p−1
∗ ([b0]).

⊇: Neka je f : X → E i pretpostavimo da je [f ] ∈ p−1
∗ ([cb0 ]), tj. p∗([f ]) = [p ◦ f ] = cb0 .

Tada imamo homotopiju

H : p ◦ f ' cb0 ,

pa kako je p fibracija imamo i �eno podiza�e H̃ : X × I → E.

X × {0} E

X × I B

f

i p

H

H̃

Definiximo f̃ : X → E sa f̃(x) = H̃(x, 1). Imamo da va�i

(p ◦ f̃)(x) = p(H̃(x, 1)) = H(x, 1) = b0, za sve x ∈ X,

odakle sledi da je f̃(x) ∈ F za sve x ∈ X, pa postoji g : X → F takvo da je f̃ = i ◦ g.
Jox ostaje da poka�emo da je

i∗([g]) = [i ◦ g] = [f̃ ] = [f ] �

Neka je X topoloxki prostor i g : Y → Z neprekidno preslikava�e. Mo�emo

definisati preslikava�e g∗ : [Z,X]→ [Y,X] sa

g∗([f ]) = [f ◦ g].

Primetimo da va�i

(g ◦ h)∗ = h∗ ◦ g∗, (1Y )∗ = 1[Y,X],

odnosno

[·, X] : Top→ Set

je kontravarijantan funktor.

Ako su g, h : Y → Z neprekidna preslikava�a takva da je g ' h, onda je g∗ = h∗.

Stav 1.5 Ako je g : Y → Z homotopska ekvivalencija, onda je g∗ bijekcija.
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1 UVOD

Dokaz: Kako je g homotopska ekvivalencija, imamo da postoji preslikava�e h : Z → Y

takvo da je

g ◦ h ' 1Z , h ◦ g ' 1Y ,

pa je

g∗ ◦ h∗ = (h ◦ g)∗ = (1Y )∗ = 1[Y,X]

h∗ ◦ g∗ = (g ◦ h)∗ = (1Z)∗ = 1[Z,X],

tj. g∗ je bijekcija. �

Definicija 1.6 Neprekidno preslikava�e i : A → X je kofibracija ako za proiz-

vo	an prostor Y , preslikava�e f : X → Y i homotopiju H : A × I → Y takva da

je f(i(a)) = H(a, 0) za svako a ∈ A, postoji homotopija H̃ : X × I → Y takva da je

H̃(i(a), t) = H(a, t) za svako (a, t) ∈ A× I i H̃(x, 0) = f(x), za svako x ∈ X.

Stav 1.7 Svaka kofibracija je utapa�e.

Stav 1.8 Utapa�e i : A → X je kofibracija ako i samo ako (X, i(A)) ima svojstvo

proxire�a homotopije.

Napomena 1.9 Neka je A ⊂ X. Par (X,A) ima svojstvo proxire�a homotopije, po

definiciji, ako za proizvo	an topoloxki prostor Y , preslikava�e f : X → Y i ho-

motopiju H : A×I → Y takve da je H(a, 0) = f(a), za sve a ∈ A, postoji H̃ : X×I → Y

takvo da je H̃|A×I = H i H̃(x, 0) = f(x), za svako x ∈ X.

Ako (X,A) ima svojstvo proxire�e homotopije, onda je X × {0} ∪ A × I retrakt

od X × I. Obrnuto va�i uz pretpostavku da je A zatvoren u X.

Ako (X,A) ima svojstvo proxire�a homotopije i A je kontraktibilan, onda je

prirodna projekcija q : X → X/A homotopska ekvivalencija.

Definicija 1.10 Ako (X,A) ima svojstvo proxire�a homotopije, onda je X/A ko-

fibra kofibracije i : A ↪→ X.

Teorema 1.11 Neka je A ⊆ X, i : A ↪→ X kofibracija i q : X → X/A prirodna

projekcija. Tada je za proizvo	an putno povezan prostor Y niz

[X/A, Y ]
q∗−→ [X, Y ]

i∗−→ [A, Y ]

taqan.
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1.1 Klase homotopnih preslikava�a

Dokaz: Potrebno je pokazati da je im q∗ = (i∗)−1(const).

⊆: Neka je g : X/A→ Y . Kako je

i∗(q∗([g])) = [g ◦ q ◦ i] = [const],

to je im q∗ ⊆ (i∗)−1(const).

⊇: Neka je f : X → Y takvo da je [f ] ∈ (i∗)−1(const) tj. i∗([f ]) = [f ◦ i] = [const] . Tada

imamo homotopiju

H : f ◦ i ' const, H : A× I → Y,

pa kako je i kofibracija, to postoji H̃ : X × I → Y takvo da va�i H̃|A×I = H i

H̃(x, 0) = f(x) za sve x ∈ X. Definiximo f̃ : X → Y sa f̃(x) = H̃(x, 1). Tada je f̃ |A
konstantna, pa postoji g : X/A→ Y takva da je f̃ = g ◦ q, odakle je

q∗([g]) = [g ◦ q] = [f̃ ] = [f ]. �

Neka su (X, x0) i (Y, y0) topoloxki prostori sa baznom taqkom. Definiximo

[X, Y ]0 = [X, x0;Y, y0]
def
= {f : (X, x0)→ (Y, y0)}/' (rel x0).

Neka je g : (Y, y0) → (Z, z0) neprekidno preslikava�e. Tada mo�emo definisati

preslikava�e g∗ : [X, Y ]0 → [X,Z]0 dato sa

g∗([f ]0) = [g ◦ f ]0

i g∗ : [Z,X]0 → [Y,X]0 dato sa

g∗([f ]0) = [f ◦ g]0.

Na ovaj naqin dobijamo kovarijantan funktor

[X, ·]0 : Top0 → Set0,

kao i kontravarijantan funktor

[·, X]0 : Top0 → Set0.

Teorema 1.12 Neka je a0 ∈ A ⊆ X, j : A ↪→ X kofibracija, (Y, y0) topoloxki prostor

sa baznom taqkom i q : X → X/A prirodna projekcija. Tada je niz

[X/A, Y ]0
q∗−→ [X, Y ]0

j∗−→ [A, Y ]0

taqan.
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Dokaz: Sliqno kao dokaz teoreme 1.11. �

Neka su (X,A) i (Y,B) topoloxki parovi. Definiximo

[X,A;Y,B]
def
= {f : (X,A)→ (Y,B)}/' (kroz preslikava�a parova)

Preslikava�a f, g : (X,A) → (Y,B) su homotopna kroz preslikava�a parova ako

postoji neprekidno preslikava�e H : X × I → Y takvo da je

H(x, 0) = f(x), x ∈ X,

H(x, 1) = g(x), x ∈ X,

H(A× I) ⊆ B.

Napomena 1.13 Homotopija kroz preslikava�a parova nije relativna homotopija jer

slike taqaka iz A ne moraju biti fiksirane za svako t ∈ I ve� je dovo	no da budu

unutar B.

Napomena 1.14 π1(X, x0) = [I, ∂I;X, x0] kao skup.

Sliqno kao i do sada, ukoliko fiksiramo (X,A) imamo kovarijantan funktor

[X,A; ·, ·] : Top2 → Set,

odnosno ako fiksiramo (Y,B) imamo kontravarijantan funktor

[·, ·;Y,B] : Top2 → Set.

Ponekad �e nam biti potrebna i kategorija Top3 pa definixemo

[X,A,B;Y,C,D]
def
= {f : (X,A,B)→ (Y,C,D)}/' (kroz preslikava�a trojki)

Kao i ranije, mo�emo definisati odgovaraju�i kovarijantan odnosno kontravarijantan

funktor.

Mo�emo definisati i slede�e preslikava�e Φ : [X, Y ]0 → [X, Y ] koje
”
zaborav	a

baznu taqku\ sa

Φ([f ]0)
def
= [f ].

Preslikava�e Φ je dobro definisano. Zanima�e nas kada je Φ bijekcija. Najpre �emo

videti kada �e Φ biti
”
na\, a kasnije �emo dokazati i u kom sluqaju je Φ bijekcija.

Definicija 1.15 Taqka x0 ∈ X je nedegenerisana taqka prostora X ako par (X, x0)

ima svojstvo proxire�a homotopije (tj. ako je {x0} ↪→ X kofibracija).
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1.2 Homotopija du� puta

Uglavnom �emo se sretati sa prostorima kojima su sve taqke nedegenerisane (npr.

to va�i za svaki CW-kompleks).

Stav 1.16 Ako su (X, x0) i (Y, y0) topoloxki prostori sa baznom taqkom, x0 nedege-

nerisana i Y putno povezan, onda je Φ
”
na\.

Dokaz: Neka je [f ] ∈ [X, Y ]. Treba da poka�emo da postoji g : X → Y takvo da je

g(x0) = y0 i Φ([g]0) = [f ], tj. da je f ' g.

Neka je u : I → Y put od f(x0) do y0 u Y . Kako (X, x0) ima svojstvo proxire�a

homotopije, to postoji homotopija H : X × I → Y takva da je

H(x, 0) = f(x) i H(x0, t) = u(t).

Odaberimo g = H(·, 1). Tada je Φ([g]0) = [f ], pa je Φ
”
na\. �

1.2 Homotopija du� puta

Definicija 1.17 Neka su X i Y topoloxki prostori, x0 ∈ X bazna taqka, f, g : X →
Y neprekidna preslikava�a i u : I → Y put. Ka�emo da je f (slobodno) homotopno sa

g du� puta u ako postoji homotopija H : X × I → Y takva da

H(x, 0) = f(x), x ∈ X,

H(x, 1) = g(x), x ∈ X,

H(x0, t) = u(t), t ∈ I.

Tada pixemo f '
u
g ili H : f '

u
g.

Specijalno, primetimo da mora da va�i u(0) = f(x0) i u(1) = g(x0).

Osobine:

1) f ' g ako i samo ako postoji put u : I → Y takav da je f '
u
g;

2) f ' g (rel x0) ako i samo ako f '
cf(x0)

g, gde je cf(x0) : I → Y konstantan put u

f(x0) = g(x0);

3) f '
u
g ako i samo ako je g '

u−1
f ;

4) Ako je f '
u
g i g '

v
h, onda f '

u·v
h;
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5) Neka je W
ψ−→ X

f

⇒
g
Y

ϕ−→ Z, u : I → Y put i neka su w0 ∈ W i x0 = ψ(w0) ∈ X

bazne taqke. Tada va�e slede�e implikacije.

f '
u
g =⇒ ϕ ◦ f '

ϕ◦u
ϕ ◦ g,

f '
u
g =⇒ f ◦ ψ '

u
g ◦ ψ;

6) Ako je x0 nedegenerisana taqka prostora X, f : X → Y neprekidno i u : I → Y

bilo koji put takav da je u(0) = f(x0), onda postoji g : X → Y takvo da je f '
u
g.

Lema 1.18 [2] Neka par (X,A) ima svojstvo proxire�a homotopije. Tada

a) (X × I, A× I) ima svojstvo proxire�a homotopije;

b) (X × I,X × ∂I ∪ A× I) ima svojstvo proxire�a homotopije.

Stav 1.19 Neka je x0 nedegenerisana bazna taqka prostora X, f, g : X → Y neprekidna

i u, v : I → Y putevi. Ako je f '
u
g i u ' v (rel {0, 1}), onda je f '

v
g.

Dokaz: Na osnovu leme 1.18 pod b), par (X × I,X × {0, 1} ∪ {x0} × I) ima svojstvo

proxire�a homotopije. Iz uslova stava imamo

H0 : X × I → Y, H0 : f '
u
g,

G : I × I → Y, G : u ' v (rel {0, 1}).

Definiximo F : (X × {0, 1} ∪ {x0} × I)× I → Y sa

F (x0, s, t)
def
= G(s, t),

F (x, 0, t)
def
= f(x),

F (x, 1, t)
def
= g(x).

Primetimo da smo F odabrali tako da va�i

F (x0, s, 0) = G(s, 0) = u(s) = H0(x0, s),

F (x, 0, 0) = H0(x, 0) = f(x),

F (x, 1, 0) = H0(x, 1) = g(x).

Tako�e, F je dobro definisano.

Zbog svojstva proxire�a homotopije postoji H : (X × I)× I → Y takvo da je

H|(X×{0,1}∪{x0}×I)×I = F,
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1.2 Homotopija du� puta

H(x, s, 0) = H0(x, s), x ∈ X, s ∈ I.

Tra�ena homotopija je H1 : X × I definisana sa

H1(x, s)
def
= H(x, s, 1).

Jox ostaje da proverimo da H1 zadovo	ava potrebne uslove.

H1(x, 0) = H(x, 0, 1) = F (x, 0, 1) = f(x),

H1(x, 1) = H(x, 1, 1) = F (x, 1, 1) = g(x),

H1(x0, s) = H(x0, s, 1) = F (x0, s, 1) = G(s, 1) = v(s).

Dakle, H1 : f '
v
g. �

Neka je X topoloxki prostor i x0 ∈ X nedegenerisana bazna taqka. Neka su jox

y0, y1 ∈ Y i u : I → Y put od y0 do y1. Definiximo βu : [X, x0;Y, y0] → [X, x0;Y, y1].

Neka je [f ]0 ∈ [X, Y ]0 = [X, x0;Y, y0]. Tada je

βu([f ]0) = [g]1,

gde je g : X → Y neprekidno preslikava�e takvo da je f '
u
g. Koristili smo oznaku

[g]1 za klasu iz [X, Y ]1
def
= [X, x0;Y, y1].

Primetimo da je βu dobro definisano. Zaista, g postoji na osnovu osobine 6) i

dodatno, ako je [f ]0 = [f̃ ]0 i f '
u
g i f̃ '

u
g̃, onda imamo da je f ' f̃ (rel x0), tj. f '

cy0

f̃ , pa

iz

g '
u−1

f '
cy0

f̃ '
u
g̃

i iz tranzitivnosti imamo da je

g ˜
u−1·cy0 ·u

g̃

Kako je

u−1 · cy0 · u ' u−1 · u ' cy1 (rel {0, 1}),

na osnovu stava 1.19 je g '
cy1

g̃, pa je g ' g̃ (rel x0), odnosno [g]1 = [g̃]1.

Dakle, ako je [f ]0 = [f̃ ]0, dobijamo da je [g]1 = [g̃]1, tj. preslikava�e βu je dobro

definisano.

Osobine:

1) βcy0 = 1[X,Y ]0 ;

2) Ako su u, v : I → Y putevi koji se mogu nadovezati, tj. va�i u(1) = v(0), onda je

βv ◦ βu = βu·v;
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3) Za svaki put u : I → Y preslikava�e βu je bijekcija. �egov inverz je (βu)
−1 =

βu−1 ;

4) Ako su u, v : I → Y putevi takvi da je u ' v (rel {0, 1}), onda je βu = βv;

5) Ako je u : I → Y put od y0 do y1, onda slede�i dijagram komutira.

[X, Y ]0

[X, Y ]

[X, Y ]1

Φ

βu

Φ

Preslikava�e βu �e definisati jedno dejstvo. Podsetimo se xta su dejstva.

Levo dejstvo grupe G na skup X je preslikava�e G×X ·−→ X takvo da va�i

1 · x = x, x ∈ X,

g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x, g1, g2 ∈ G, x ∈ X.

Levo dejstvo je zapravo homomorfizam G
ϕ−→ SX .

Desno dejstvo �e biti antihomomorfizam G
−1−→ G

ϕ−→ SX .
Ukoliko je X topoloxki prostor, onda dejstvo grupe G na topoloxki prostor X

dobijamo kad umesto SX uzmemo Homeo(X), a ukoliko je X grupa, onda dejstvo grupe G

na grupu X dobijamo kad umesto SX uzmemo Aut(X).

Neka je x0 nedegenerisana bazna taqka prostora X i (Y, y0) neki topoloxki prostor

sa baznom taqkom. Definiximo preslikava�e

[X, Y ]0 × π1(Y, y0)
·−→ [X, Y ]0

[f ]0 · [u]
def
= βu([f ]0).

Ovo preslikava�e je dobro definisano. Zaista, neka je [u] = [v] ∈ π1(Y, y0), tj.

u ' v (rel {0, 1}). Tada je βu = βv.

Stav 1.20 Preslikava�e · je jedno desno dejstvo grupe π1(Y, y0) na skup [X, Y ]0.

Dokaz: Potrebno je da doka�emo dva svojstva iz definicije dejstva.

[f ]0 · [cy0 ] = βcy0 ([f ]0) = 1([f ]0) = [f ]0,

([f ]0 · [u]) · [v] = βv(βu([f ]0)) = βu·v([f ]0) = [f ]0 · [u · v] = [f ]0 · ([u] ∗ [v]).

Dakle, · je zaista jedno desno dejstvo. �

10



1.2 Homotopija du� puta

Teorema 1.21 Neka je x0 nedegenerisana bazna taqka prostora X, y0 ∈ Y i Y putno

povezan. Tada postoji bijekcija

Ψ : [X, Y ]→ [X, Y ]0/π1(Y, y0)

takva da slede�i dijagram komutira.

[X, Y ]0 [X, Y ]

[X, Y ]0/π1(Y, y0)

Φ

π
Ψ

Dokaz: Kako je Y putno povezan i x0 nedegenerisana taqka, onda je na osnovu stava 1.16

preslikava�e Φ
”
na\.

Neka su f, g : (X, x0) → (Y, y0) neprekidna preslikava�a. Da bismo pokazali da

postoji bijekcija Ψ, dovo	no je da poka�emo da va�i ekvivalencija

Φ([f ]0) = Φ([g]0)⇐⇒ π([f ]0) = π([g]0).

Uoqimo niz ekvivalencija.

Φ([f ]0) = Φ([g]0)⇐⇒ [f ] = [g]

⇐⇒ f ' g

⇐⇒ f '
u
g za neku pet	u u

⇐⇒ βu([f ]0) = [g]0 za neku pet	u u

⇐⇒ [f ]0 · [u] = [g]0 za neku pet	u u

⇐⇒ π([f ]0) = π([g]0).

Ovaj niz ekvivalencija nam daje da postoji tra�ena bijekcija. �

Posledica 1.22 Uz iste pretpostavke iz prethodne teoreme, Φ je bijekcija ako i

samo ako je dejstvo grupe π1(Y, y0) na [X, Y ]0 trivijalno.

Posledica 1.23 Ako je Y prosto povezan, onda je Φ bijekcija.

Definicija 1.24 Neka je Y topoloxki prostor, e ∈ Y i µ : Y × Y → Y neprekidno

preslikava�e. Oznaqimo

ϕ := µ(e, ·) : Y → Y, ψ := µ(·, e) : Y → Y.

1) Ako je ϕ = 1Y i ψ = 1Y , onda (Y, µ, e) nazivamo jaki H-prostor.

11



1 UVOD

2) Ako je ϕ ' 1Y (rel e) i ψ ' 1Y (rel e), onda (Y, µ, e) nazivamo H-prostor.

3) Ako je ϕ ' 1Y i ψ ' 1Y , onda (Y, µ, e) nazivamo slabi H-prostor.

Teorema 1.25 Neka je x0 nedegenerisana bazna taqka prostora X, Y putno povezan

H-prostor i y0 ∈ Y proizvo	na taqka. Tada je dejstvo grupe π1(Y, y0) na [X, Y ]0 tri-

vijalno (tj. Φ je bijekcija).

Dokaz: 1o y0 = e: Neka je f : (X, x0) → (Y, e) i [u] ∈ π1(Y, e). Treba pokazati da je

βu([f ]0) = [f ]0 · [u] = [f ]0, tj. da je f '
u
f .

Potrebno je da na�emo homotopiju f '
u
f . Definisa�emo najpre H, pa �emo ga po

potrebi modifikovati. Uzmimo

H(x, t) := µ(f(x), u(t)).

Pogledajmo izme�u qega je ovo homotopija i du� kog puta.

H(x, 0) = µ(f(x), u(0)) = µ(f(x), e) = ψ(f(x)),

H(x, 1) = µ(f(x), u(1)) = µ(f(x), e) = ψ(f(x)),

H(x0, t) = µ(f(x0), u(t)) = µ(e, u(t)) = ϕ(u(t)),

pa je

H : ψ ◦ f '
ϕ◦u

ψ ◦ f.

Iz 1Y '
ce
ψ dobijamo

f '
ce
ψ ◦ f '

ϕ◦u
ψ ◦ f '

ce
f,

pa je

f ˜
ce·(ϕ◦u)·ce

f.

Kako je jox

ce · (ϕ ◦ u) · ce ' ϕ ◦ u ' u (rel {0, 1}),

jer je ϕ ' 1Y (rel e), a u({0, 1}) = {e}, konaqno dobijamo da je

f '
u
f.

2o y0 6= e: Neka je v : I → Y put od y0 do e. Iz komutativnog dijagrama

[X, Y ]0

[X, Y ]

[X, Y ]1

Φ

βv

Φ

zak	uqujemo da je Φ : [X, Y ]0 → [X, Y ] bijekcija, tj. dejstvo je trivijalno. �
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1.3 Zadaci

1.3 Zadaci

1. Neka je p : E → B fibracija i f : X → B (neprekidno) preslikava�e.

(a) Ako je f̂ : X → E podiza�e preslikava�a f do na homotopiju (p ◦ f̂ ' f),

dokazati da postoji pravo podiza�e f̃ : X → E preslikava�a f (p ◦ f̃ = f)

takvo da je f̃ ' f̂ .

X B
f

//X

E

f̂

:: E

B

p

��

p ◦ f̂ ' f

X B
f

//X

E

f̃

:: E

B

p

��

p ◦ f̃ = f

(b) Ako je g : X → B i g ' f , dokazati da se g podi�e do E ako i samo ako se f

podi�e do E.

2. Neka je i : A ↪→ X kofibracija i f : A→ Y (neprekidno) preslikava�e.

(a) Ako je f̂ : X → Y proxire�e preslikava�a f do na homotopiju (f̂ ◦ i ' f),

dokazati da postoji pravo proxire�e f : X → Y preslikava�a f (f ◦ i = f)

takvo da je f ' f̂ .

AY
f

oo

X

Y

f̂

zz

A

X

?�

i

OO

f̂ ◦ i ' f

AY
f

oo

X

Y

f

zz

A

X

?�

i

OO

f ◦ i = f

(b) Ako je g : A→ Y i g ' f , dokazati da se g proxiruje na X ako i samo ako se

f proxiruje na X.

3. Neka je A zatvoren potprostor od X takav da par (X,A) ima svojstvo proxire�a

homotopije (inkluzija j : A ↪→ X jeste kofibracija).

(a) Ako je j1 : X ↪→ Cj = X ∪ CA inkluzija (prirodno utapa�e) prostora X u

konus preslikava�a j, dokazati da je i j1 kofibracija.

(b) Dokazati da je i inkluzija CA ↪→ X ∪ CA tako�e kofibracija.

(v) Neka je Cj1 = (X∪CA)∪CX konus preslikava�a j1, h2 : (X∪CA)∪CX → SA

preslikava�e iz ovog konusa u suspenziju od A dobijeno skup	a�em konu-

sa CX u taqku i q2 : (X ∪ CA) ∪ CX → SX preslikava�e koje se dobija

skup	a�em potprostora X ∪ CA u taqku. Dokazati da je Sj ◦ r ◦ h2 ' q2,

gde je Sj : SA ↪→ SX suspenzija inkluzije j (Sj[a, t] = [j(a), t] = [a, t]), a

r : SA→ SA refleksija (r[a, t] = [a, 1− t]).

13



1 UVOD

(g) Ako je Y putno povezan prostor, dokazati da postoji (Pupeov) taqan niz:

[SX, Y ] [SA, Y ]
(Sj)∗

// [SA, Y ] [X/A, Y ]// [X/A, Y ] [X, Y ]
q∗
// [X, Y ] [A, Y ],

j∗
//

gde je q : X → X/A prirodna surjekcija.

(d) Formulisati i dokazati svojstvo prirodnosti Pupeovog taqnog niza.

4. Neka je f : X → Y neprekidno preslikava�e. Oznaqimo sa j : X ↪→ Mf prirodno

utapa�e prostora X u cilindar preslikava�a f , Mf := (X × I t Y )/(x,0)∼f(x),

j(x) := [(x, 1)], x ∈ X. Neka je iY : Y ↪→ Mf , iY (y) := [y], y ∈ Y , prirodno uta-

pa�e prostora Y u Mf , a hf : Mf → Y �emu inverzna homotopska ekvivalencija,

hf [(x, t)] := f(x) za (x, t) ∈ X × I, hf [y] := y za y ∈ Y . Oznaqimo jox sa i : Y ↪→ Cf

prirodno utapa�e prostora Y u konus preslikava�a f , Cf := (X×ItY )/ (x,0)∼f(x)
(x1,1)∼(x2,1)

,

i(y) := [y], y ∈ Y . Kao xto je i uobiqajeno, nada	e sliku datog prostora pri

utapa�u ne razlikujemo od samog prostora, pa je, u tom smislu, X = j(X) ⊂ Mf ,

Y = iY (Y ) ⊂Mf i Y = i(Y ) ⊂ Cf . Uoqimo prirodne surjekcije nastale skup	a�em

u taqku odgovaraju�ih potprostora: q : Mf → Cf = Mf/X, qY : Cf → SX = Cf/Y ,

π : Cj = Mf ∪ CX → Cf = (Mf ∪ CX)/CX i p : Cj = Mf ∪ CX → SX =

(Mf ∪ CX)/Mf .

(a) Dokazati da prva dva od naredna tri dijagrama komutiraju, a da tre�i ko-

mutira do na homotopiju (qY ◦ π ' p).

X

Mf

, �

j

::

X Y
f

//

Mf

Y

hf

��

Y

Mf

?�

iY

OO
Mf

Cf

q

$$

Y Cf
� � i //

Mf ∪ CX Cf
π //Mf ∪ CX

SX

p

""

Cf

SX

qY

||

(b) Ako je Z putno povezan prostor, dokazati da je slede�i niz taqan.

[SY, Z] [SX,Z]
(Sf)∗

// [SX,Z] [Cf , Z]
q∗Y // [Cf , Z] [Y, Z]i∗ // [Y, Z] [X,Z],

f∗
//

(Ovaj niz se naziva Pupeovim taqnim nizom pridru�enim preslikava�u f

i prostoru Z.)

(v) Formulisati i dokazati svojstvo prirodnosti ovog Pupeovog taqnog niza.

5. Ako je f : X → Y neprekidno, dokazati da je j : X ↪→ Mf kofibracija (Mf je

oznaka za cilindar preslikava�a f).
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1.3 Zadaci

6. Ako je X slabi H-prostor sa neutralom e ∈ X, x0 ∈ X nedegenerisana taqka i

u : I → X put od x0 do e, dokazati da postoji struktura slabog H-prostora na X

takva da je x0 neutral odX, tj. da postoji neprekidno preslikava�e ν : X×X → X

takvo da je (X, ν, x0) slabi H-prostor.

7. Ako je X slabi H-prostor i X ' Y , dokazati da je i Y slabi H-prostor.

8. Ako je X H-prostor s neutralom e i (X, e) ' (Y, y0), dokazati da je Y H-prostor

s neutralom y0.

9. Neka je (X,µ, e) slabi H-prostor i neka su i1 : X ↪→ X × X i i2 : X ↪→ X × X
inkluzije date sa i1(x) = (x, e) i i2(x) = (e, x).

(a) Ako su u, v : I → X putevi takvi da je µ ◦ i2 '
u
1X i µ ◦ i1 '

v
1X , dokazati da

postoji homotopija H : I × I → X takva da je

H(s, 0) = (u · v−1)(s), s ∈ I,

H(0, t) = H(1, t) = u(t), t ∈ I.

(b) Ako je α : I → X pet	a u e definisana sa α(s) = H(s, 1), dokazati da je

u · v−1 ' µ ◦ i2 ◦ α (rel {0, 1}).

(v) Dokazati da postoji put w : I → X takav da je µ◦ i2 '
w
1X i u ' w (rel {0, 1}).

(g) Ako je e nedegenerisana taqka takva da je{e} zatvoren skup u X, dokazati da

je tada X jaki H-prostor pri qemu se odgovaraju�a operacija ν : X ×X → X

mo�e odabrati tako da je µ ' ν i da je e neutral za ν.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

2 Homotopske grupe

2.1 Definicija i osnovne osobine

Neka je (X, x0) topoloxki prostor sa baznom taqkom i neka je n ∈ N0. Uvedimo

oznaku

πn(X, x0)
def
= [In, ∂(In);X, x0] = {f : (In, ∂(In))→ (X, x0)}/' (rel ∂(In)).

Pogledajmo kako izgledaju elementi ovog skupa za prvih nekoliko n ∈ N0.

Ako je n = 0 imamo da je I0 = ∗, tj. to je samo jedna taqka pa je ∂(I0) = ∅, odakle
dobijamo da je

π0(X, x0) = [∗,∅;X, x0] = [∗;X] = {Px | x ∈ X},

tj. π0(X, x0) je skup komponenti putne povezanosti. Za razliku od sluqaja n > 1, na ovom

skupu se ne definixe operacija ve� je to samo skup sa istaknutim elementom [Px0 ].

Ako je n = 1 imamo π1(X, x0) = [I, ∂I;X, x0] skup klasa pet	i u x0 homotopnih

relativno ∂I = {0, 1}.

Ako je n = 2 imamo π2(X, x0) = [I2, ∂(I2);X, x0]

16



2.1 Definicija i osnovne osobine

Primer 2.1 Ako je X = {x0}, onda za svako n ∈ N0 skup πn(X, x0) ima samo jedan

element. Ovo kra�e zapisujemo πn(∗) = 0.

Za n > 1 definixemo operaciju + na πn(X, x0) na slede�i naqin.

Neka su f, g : (In, ∂(In))→ (X, x0). Tada definixemo f + g : (In, ∂(In))→ (X, x0) sa

(f + g)(t1, t2, . . . , tn)
def
=

f(2t1, t2, . . . , tn), 0 6 t1 6 1
2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn), 1
2
6 t1 6 1

Mo�e se pokazati da ako je f ' f̃ (rel ∂(In)) i g ' g̃ (rel ∂(In)), onda je f + g '
f̃ + g̃ (rel ∂(In)) xto nam daje da je sa

[f ] + [g]
def
= [f + g]

dobro definisana operacija na πn(X, x0).

U sluqaju n = 2 ovu operaciju mo�emo slikovito predstaviti na slede�i naqin.

Ova slika predstav	a kra�i zapis toga da levu polovinu kvadrata I2 slikamo pres-

likava�em f , desnu preslikava�em g i pritom granice oba ova pravougaonika (obojene

naran
astom bojom) slikamo u baznu taqku x0 prostora X.

Sliqno kao i kod fundamentalne grupe, pokazuje se da je + asocijativna, da je [cx0 ]

neutral kao i da svaki element ima inverz. Ovde to ne�emo dokazivati ali vide�emo

grafiqki prikaz ovih osobina.

1) Asocijativnost: Sa slike se vidi kako pravimo homotopiju (f + g) + h ' f + (g +

h) (rel ∂(In)). Dovo	no je da samo, kako t ide od 0 ka 1, neprekidno transformi-

xemo levu sliku do desne.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

2) Neutral: Homotopiju f + cx0 ' f (rel ∂(In)) ostvarujemo tako xto tokom vremena

t ∈ [0, 1] sve vixe su�avamo pravougaonik koji se slika u x0, a a pove�avamo

pravougaonik koji se slika sa f sve dok ne dobijemo da se ceo pravougaonik slika

sa f .

3) Inverz: Inverz elementa [f ] bi�e [−f ], gde je −f : In → X definisano sa

(−f)(t1, t2, . . . , tn)
def
= f(1− t1, t2, . . . , tn).

Homotopiju f + (−f) ' cx0 (rel ∂(In)) ostvarujemo tako xto u svakom trenutku

t ∈ I umesto f imamo preslikava�e ft definisano sa

ft(t1, t2, . . . , tn) = f((1− t)t1, t2, . . . , tn)

xto mo�emo predstaviti narednom slikom.
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Svi prethodni zak	uqci daju nam slede�u teoremu.

Teorema 2.2 Za n > 1, πn(X, x0) je grupa u odnosu na operaciju +. Za n > 2, πn(X, x0)

je dodatno i Abelova.

Definicija 2.3 Grupu πn(X, x0) za n ∈ N iz prethodne teoreme zovemo n-ta homo-

topska grupa prostora X sa baznom taqkom x0.

Na narednoj slici je prikazana homotopija f + g ' g + f (rel ∂(In)), za n > 2.

Ukoliko je n = 1, grupa π1(X, x0) ne mora biti komutativna i primer za to je

π1(S1 ∨ S1) ∼= Z ∗ Z.

Neka je ϕ : (X, x0)→ (Y, y0) neprekidno preslikava�e i n ∈ N0. Mo�emo definisati

ϕ∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) sa

ϕ∗([f ])
def
= [ϕ ◦ f ].

Lako se vidi da je ϕ∗ homomorfizam. Naime, imamo

ϕ∗([f ] + [g]) = ϕ∗([f + g])

= [ϕ ◦ (f + g)]

= [ϕ ◦ f + ϕ ◦ g]

= [ϕ ◦ f ] + [ϕ ◦ g]

= ϕ∗([f ]) + ϕ∗([g]),
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

gde smo koristili da je ϕ◦(f+g) = ϕ◦f+ϕ◦g xto se lako doka�e koriste�i definiciju
operacije +.

Na ovaj naqin zapravo dobijamo kovarijantne funktore

πn : Top0 → Set0, n > 0

πn : Top0 → Gr, n > 1

πn : Top0 → Ab, n > 2

Ako je ϕ ' ψ (rel x0), onda je ϕ∗ = ψ∗.

Ako je ϕ homotopska ekvivalencija u Top0, onda je ϕ∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) izomor-

fizam, za svako n ∈ N0, xto se lako poka�e koriste�i funktorijalnost.

Ako je ϕ = cy0 , onda je ϕ∗ = 0.

Sada �emo navesti drugi naqin kako mo�emo videti homotopske grupe. Posmatrajmo

naredni dijagram.

In X

In/∂(In)

Sn

f

p

≈
f̃

Homeomorfizam In/∂(In)
≈−→ Sn se mo�e definisati proizvo	no ali mi ga biramo

tako da je e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn bazna taqka, tj. tako da je p(∂(In)) = {e1}.
Na osnovu dijagrama mo�emo zak	uqiti da svakom preslikava�u f : (In, ∂(In)) →

(X, x0) mo�emo pridru�iti preslikava�e f̃ : (Sn, e1) → (X, x0) i obrnuto. Pri tom,

homotopiji H : In × I → X relativno ∂(In) odgovara homotopija H̃ : Sn × I → X

relativno {e1}. Dakle, dobijamo slede�u bijekciju.

πn(X, x0) = [In, ∂(In);X, x0]←→ [Sn, e1;X, x0] = [Sn, e1]0

Dakle,

πn(X, x0) = [Sn, e1]0

jeste alternativna definicija homotopske grupe.

Sada �emo malo pribli�nije opisati preslikava�a iz prethodnog dijagrama.

Najpre pogledajmo kako izgleda preslikava�e p : In → Sn.

Za n = 1 imamo da je p : I → S1 dato sa p(t) = ei2πt, tj. to je namotava�e na krug.
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Za n = 2 se vertikalne du�i kvadrata I2 slikaju u krugove na sferi kroz e1.

Pogledajmo sada kako izgleda operacija +. Ako su f, g : (Sn, e1) → (X, x0), onda defi-

nixemo operaciju sa

[f ]0 + [g]0
def
= [(f Y g) ◦ γ]. (1)
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Sfere Sna i Snb sa slike su date sa

Sna
def
=

{
s ∈ Rn+1

∣∣∣∣ ‖s− a‖ =
1

2

}
,

Snb
def
=

{
s ∈ Rn+1

∣∣∣∣ ‖s− b‖ =
1

2

}
,

gde je a =
(
0, . . . , 0, 1

2

)
i b =

(
0, . . . , 0,−1

2

)
.

Preslikava�e γ slika sferu Sn u buket Sna ∨ Snb tako xto skupi ekvator polazne

sfere i pritom
”
quva visinu\ tj. za svaku taqku (s1, s2, . . . , sn+1) ∈ Sn va�i

γ(s1, s2, . . . , sn+1) = (. . . , sn+1).

Preslikava�e f Y g slika buket dve sfere tako xto slika gor�u preslikava�em

f , a do�u preslikava�em g. Preciznije, potrebno je prvo da se obe sfere rotiraju i

pove�aju do jediniqne sfere Sn.

Preslikava�e h je rotacija i pove�a�e sfere Sna do sfere S
n takvo da je h(0) = e1, dok

je preslikava�e ρ dato sa

ρ(s1, s2, . . . , sn+1)
def
= (−s1, s2, . . . , sn,−sn+1),

tj. to je upravo refleksija u odnosu na (n− 1)-dimenzionu ravan odre�enu jednaqinama

s1 = sn+1 = 0.

Konaqno, preslikava�e f Y g mo�emo zapisati kao

(f Y g)(s) =

f(h(s)), s ∈ Sna , tj. sn+1 > 0

g(h(ρ(s))), s ∈ Snb , tj. sn+1 6 0
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2.1 Definicija i osnovne osobine

xto je lepo definisano i na preseku jer je Sna ∩ Snb = {0}, a

f(h(0)) = g(h(ρ(0))) = x0.

Kada πn(X, x0) posmatramo kao [Sn, e1]0, neutral je [cx0 ]0. Za dato [f ]0 ∈ [Sn, e1]0,

inverz �e biti

−[f ]0 = [f ◦ rn+1]0,

gde je rn+1 : Sn → Sn refleksija data sa

rn+1(s1, . . . , sn, sn+1) = (s1, . . . , sn,−sn+1).

Ako je ϕ : (X, x0)→ (Y, y0) neprekidno preslikava�e, lako se vidi da ako posmatramo

πn(X, x0) kao [Sn, X]0, imamo da za f : (Sn, e1)→ (X, x0) va�i

ϕ∗([f ]0) = [ϕ ◦ f ]0.

U uvodnom delu smo videli da imamo desno dejstvo fundamentalne grupe π1(Y, y0)

na [X, Y ]0, kada je x0 ∈ X nedegenerisana bazna taqka. Kako je e1 ∈ Sn nedegenerisana,
imamo dejstvo

[Sn, X]0 × π1(X, x0)→ [Sn, X]0,

dato sa

[f ]0 · [u] = βu([f ]0) = [g]0,

gde je g : Sn → X takvo da je f '
u
g.

Preslikava�e βu smo opxtije definisali. Ako je u : I → X put u X od x0 do x1,

onda je

βu : πn(X, x0)→ πn(X, x1)

dato sa

βu([f ]0) = [g]1,

gde je f : (Sn, e1)→ (X, x0) proizvo	no neprekidno preslikava�e i g : (Sn, e1)→ (X, x1)

takvo da je f '
u
g. Za ovako definisano βu va�i slede�i stav.

Stav 2.4 Za n > 1, preslikava�e βu je homomorfizam.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Dokaz: Neka su f, g : (Sn, e1)→ (X, x0). �elimo da poka�emo da va�i

βu([f ]0 + [g]0) = βu([f ]0) + βu([g]0).

Sa jedne strane imamo da je

[f ]0 + [g]0 = [(f Y g) ◦ γ]0.

Sa druge strane imamo najpre da je

βu([f ]0) + βu([g]0) = [f̃ ]1 + [g̃]1,

gde su f̃ , g̃ : (Sn, e1)→ (X, x1) takva da je f '
u
f̃ i g '

u
g̃, a kako je

[f̃ ]1 + [g̃]1 = [(f̃ Y g̃) ◦ γ]1,

konaqno dobijamo da je

βu([f ]0) + βu([g]0) = [(f̃ Y g̃) ◦ γ]1.

Dakle, dovo	no je da doka�emo da je

βu([(f Y g) ◦ γ]0) = [(f̃ Y g̃) ◦ γ]1,

tj. da je

(f Y g) ◦ γ '
u

(f̃ Y g̃) ◦ γ.

Kako je γ preslikava�e koje quva baznu taqku (γ(e1) = 0), va�i

f Y g '
u
f̃ Y g̃ =⇒ (f Y g) ◦ γ '

u
f̃ Y g̃) ◦ γ,

pa �emo dokaz zavrxiti dokazom da je

f Y g '
u
f̃ Y g̃.

Imali smo da je

(f Y g)(s) =

f(h(s)), s ∈ Sna
g(h(ρ(s))), s ∈ Snb

Oznaqimo F : f '
u
f̃ i G : g '

u
g̃. Definiximo H : (Sna ∨ Snb )× I → X sa

H(s, t) =

F (h(s), t), s ∈ Sna
G(h(ρ(s)), t), s ∈ Snb
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Preslikava�e H je dobro definisano jer na preseku sfera Sna i Snb tj. za s = 0

imamo

F (h(0), t) = F (e1, t) = u(t) = G(e1, t) = G(h(ρ(0)), t).

Tako�e, H �e biti neprekidno na osnovu teoreme o lep	e�u pa to zaista jeste homo-

topija. Pogledajmo izme�u qega je homotopija i du� kog puta.

Kako je H(0, t) = u(t), to �e biti homotopija du� puta u. Iz

H(s, 0) =

f(h(s)), s ∈ Sna
g(h(ρ(s))), s ∈ Snb

H(s, 1) =

f̃(h(s)), s ∈ Sna
g̃(h(ρ(s))), s ∈ Snb

dobijamo da je

H : f Y g '
u
f̃ Y g̃,

xto je i bilo potrebno dokazati. �

U uvodnom delu smo rekli da je βu bijekcija, pa na osnovu prethodnog stava zak	u-

qujemo da �e u ovom sluqaju biti izomorfizam.

Posledica 2.5 Ako je prostor X putno povezan, x0, x1 ∈ X i n ∈ N0, onda je

πn(X)
def
= πn(X, x0) ∼= πn(X, x1).

Za n = 0 mislimo na izomorfizam u kategoriji Set0 tj. to je bijekcija koja quva

istaknuti element.

Definicija 2.6 Neka je n ∈ N0 i X topoloxki prostor. Za X ka�emo da je n-povezan

ako je πi(X) = 0, za sve i 6 n.

Dakle, to da je prostor 0-povezan znaqi da je putno povezan, a da je 1-povezan znaqi

da je prosto povezan.

Do sada smo imali da fundamentalna grupa dejstvuje na homotopske grupe kao sku-

pove, a sada imamo i vixe.

Posledica 2.7 Za n > 1, dejstvo πn(X, x0) × π1(X, x0) → πn(X, x0) je desno dejstvo

grupe π1(X, x0) na grupu πn(X, x0).
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Odgovaraju�e levo dejstvo bi bilo definisano sa

[u] · [f ]0 = βu−1([f ]0).

Sada �emo opisati kako izgleda preslikava�e βu kada posmatramo πn(X, x0) kao

[In, ∂(In);X, x0]. Ako je f : (In, ∂(In)) → (X, x0) i ako je βu([f ]) = [g], onda se g mo�e

predstaviti slede�om slikom.

Za n = 1 imamo da je βu([f ]) = [g] gde je g = u−1 · f · u. Kako je

[v] · [u] = [u−1 · v · u] = [u]−1 ∗ [v] ∗ [u],

imamo da su elementi dejstva π1(X, x0) na sebe upravo unutrax�i automorfizmi grupe.

Posmatrajmo dva dejstva

πn(X, x0)× π1(X, x0)→ πn(X, x0),

πn(X, x1)× π1(X, x1)→ πn(X, x1).
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Trivijalnost dejstva kod putno povezanih prostora ekvivalentno je tome da je Φ

bijekcija, pa iz narednog dijagrama zak	uqujemo da je prvo dejstvo trivijalno ako i

samo ako je i drugo trivijalno.

[Sn, X]0

[Sn, X]

[Sn, X]1

Φ

βu

Φ

Ova ekvivalencija nam daje da je dobro definisan naredni pojam.

Definicija 2.8 Ako je n ∈ N i X putno povezan prostor, za X ka�emo da je n-prost

ako π1(X) trivijalno dejstvuje na πn(X). Za X ka�emo da je prost ako je n-prost za

svako n ∈ N.

Ako je prostor 1-prost, onda imamo da je dejstvo π1(X) na sebe trivijalno tj. da za

svako [u], [v] ∈ π1(X) va�i

[u]−1 ∗ [v] ∗ [u] = [v],

tj. grupa π1(X) je Abelova.

Ako je X prosto povezan prostor onda je �egova fundamentalna grupa trivijalna

pa trivijalno dejstvuje na svaku homotopsku grupu te je X prost.

Konaqno, ako je X putno povezan H-prostor, onda je Φ bijekcija xto je ekvivalentno

tome da π1(X) dejstvuje trivijalno na svaku homotopsku grupu, pa je X prost. Specijal-

no, X je i 1-prost xto je ekvivalentno tome da je fundamentalna grupa π1(X) Abelova.

Dakle, ako je X putno povezan H-prostor, onda �egova fundamentalna grupa mora biti

Abelova.

Primer 2.9

1) Kako je π1(S1 ∨ S1) = Z ∗ Z nekomutativna, onda S1 ∨ S1 nije H-prostor.

2) Neka su Mg zatvorene orijentabilne povrxi roda g ∈ N0 i Nh zatvorene neori-

jentabilne povrxi roda h ∈ N. Pogledajmo koje od �ih su H-prostori.

• g = 0: M0 = S2, pa kako je π1(S2) Abelova, ne znamo da li je S2 H-prostor,

mada ispostavi�e se da ne�e biti;

• g = 1: M1 = T 2 je topoloxka grupa pa �e biti i H-prostor, a prime�ujemo

da je i π1(T 2) = Z⊕ Z Abelova;
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

• g > 2: fundamentalna grupa π1(Mg) nije Abelova pa Mg nije H-prostor;

• h = 1: N1 = RP2 ima komutativnu fundamentalnu grupu ali �e se ispo-

staviti da ne�e biti H-prostor;

• h > 2: fundamentalna grupa π1(Nh) nije Abelova pa Nh nije H-prostor.

Dakle, od svih zatvorenih povrxi jedino je T 2 H-prostor.

Neka je f : X → Y neprekidno preslikava�e i X i Y putno povezani prostori.

Neka su x0, x1 ∈ X. Iz komutativnog dijagrama

πn(X, x0) πn(Y, f(x0))

πn(X, x1) πn(Y, f(x1))

f∗

βu βf◦u

f∗

vidimo da ima smisla govoriti o preslikava�u

f∗ : πn(X)→ πn(Y ).

Za homoloxke grupe imali smo da ako je f ' g, onda f∗ = g∗ : Hn(X)→ Hn(Y ). Ovo

ne�emo imati kod homotopskih grupa, jer smo tamo imali da iz f ' g (rel x0) sledi

f∗ = g∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0), pa vidimo da nam treba relativna homotopija. Ipak, ako

je f ' g, postoji veza izme�u f∗ i g∗ i ona je data narednom lemom.

Lema 2.10 Ako su f, g : X → Y neprekidna i f ' g, onda za proizvo	no n ∈ N0 i

x0 ∈ X va�i da je βu ◦ f∗ = g∗, tj. komutira naredni dijagram

πn(X, x0) πn(Y, f(x0))

πn(Y, g(x0))

f∗

g∗
βu

gde je u : I → Y put takav da je f '
u
g.

Dokaz: Neka je ϕ : (Sn, e1)→ (X, x0). Tada iz f '
u
g imamo da je f ◦ ϕ '

u
g ◦ ϕ, pa je

βu(f∗([ϕ]0)) = βu([f ◦ ϕ]0) = [g ◦ ϕ]0. �

Videli smo da ako je g : (X, x0)→ (Y, y0) neprekidno i g ' cy0 (rel x0), onda je g∗ = 0.

Sliqno va�i i kada imamo slobodnu homotopiju.
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Stav 2.11 Ako je f : X → Y homotopski trivijalno preslikava�e, onda je za svako

n ∈ N0 i x0 ∈ X preslikava�e

f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, f(x0))

trivijalni homomorfizam (za n = 0 misli se na morfizam u kategoriji Set0 tj. na

neprekidno preslikava�e koje quva istaknuti element).

Dokaz: Kako je f homotopski trivijalno, to postoji y0 ∈ Y takvo da je f ' cy0 , pa na

osnovu leme 2.10 imamo da komutira dijagram

πn(X, x0) πn(Y, f(x0))

πn(Y, y0)

f∗

0
βu

odakle je f∗ = 0. �

Tako�e smo videli da ako je f : (X, x0) → (Y, y0) homotopska ekvivalencija, onda je

f∗ izomorfizam. Imamo i slede�e uopxte�e.

Stav 2.12 Neka je f : X → Y homotopska ekvivalencija. Tada je za svako n ∈ N0 i

svako x0 ∈ X preslikava�e

f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, f(x0))

izomorfizam.

Dokaz: Kako je f homotopska ekvivalencija, to postoji g : Y → X takvo da je g ◦f ' 1X

i f ◦ g ' 1Y . Neka je n ∈ N0 i x0 ∈ X. Posmatrajmo naredni dijagram.

πn(Y, f(x0))

πn(X, x0) πn(Y, f(x0)) πn(X, g(f(x0))) πn(Y, f(g(f(x0))))

πn(X, x0)

f∗

1πn(X,x0)

g∗

1πn(Y,f(x0))

f∗

βu

βv

gde je u : I → X put takav da je g ◦ f '
u
1X i v : I → Y put takav da je f ◦ g '

v
1Y .

Iz dijagrama zak	uqujemo da je f∗ izomorfizam. �
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Posledica 2.13 Ako su X i Y putno povezani prostori i X ' Y , tada za svako

n ∈ N0 va�i

πn(X) ∼= πn(Y ).

Specijalno, ako je prostor X kontraktibilan, onda je πn(X) = 0, za svako n ∈ N0.

Stav 2.14 Neka je n ∈ N0 i f : Sn → X neprekidno. Tada va�i slede�a ekvivalencija.

[f ]0 = 0 u πn(X, f(e1)) ⇐⇒ [f ] = 0 u [Sn, X].

Dokaz: ⇒: Ovaj smer trivijalno va�i.

←: Imamo da je

[f ]0 = [f ◦ 1Sn ]0 = f∗([1Sn ]0),

pa kako je f∗ = 0 na osnovu stava 2.11, to je [f ]0 = 0. �

Teorema 2.15 Neka je X topoloxki prostor i n ∈ N0. Slede�a dva iskaza su ekviva-

lentna.

(1) Svako neprekidno preslikava�e f : Sn → X je homotopski trivijalno;

(2) Za svako x0 ∈ X je πn(X, x0) = 0.

Dokaz: (1)⇒ (2) : Neka je x0 ∈ X i [f ]0 ∈ πn(X, x0). Tada za f : (Sn, e1)→ (X, x0) va�i

da je f ' const, pa na osnovu stava 2.14 dobijamo [f ]0 = 0.

(2) ⇒ (1) : Neka je f : Sn → X neprekidno i neka je x0 = f(e1). Na osnovu (2) imamo

da je [f ]0 = 0 u πn(X, x0), pa ponovo na osnovu stava 2.14 zak	uqujemo da je [f ] = 0, tj.

f ' const. �

Posledica 2.16 Neka je X topoloxki prostor i n ∈ N. Slede�a dva iskaza su ekvi-
valentna.

(1) Za svako k 6 n i svako preslikava�e f : Sk → X va�i da je f homotopski

trivijalno;

(2) Prostor X je n-povezan.

Napomena 2.17 Ve� smo videli da je prostor 0-povezan ako i samo ako je putno po-

vezan, odnosno 1-povezan ako i samo ako je prosto povezan. Ima smisla govoriti i o

(−1)-povezanosti. Prostor �e biti (−1)-povezan ako i samo ako je neprazan.

Primer 2.18 Za k < n zak	uqili smo da je [Sk, Sn] = 0 xto upravo znaqi da je sfera

Sn zapravo (n− 1)-povezan prostor, gde je n ∈ N0.
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Teorema 2.19 Neka je p : E → B natkriva�e, e0 ∈ E i b0 = p(e0) ∈ B. Tada je

p∗ : πn(E, e0)→ πn(B, b0) monomorfizam za n = 1, a izomorfizam za n > 2.

Dokaz: Neka je n > 1. Pokazujemo da je p∗ monomorfizam. Uzmimo preslikava�e f :

(Sn, e1)→ (E, e0) takvo da je p∗([f ]0) = 0, tj. [f ]0 ∈ ker p∗. Potrebno je da poka�emo da je

[f ]0 = 0. Na osnovu stava 2.14 dovo	no je pokazati da je [f ] = 0.

Kako je p∗([f ]0) = 0, to je [p ◦ f ]0 = 0, tj. postoji homotopija

H : p ◦ f ' const, H : Sn × I → B,

takva da je

H(x, 0) = p(f(x)) i H(x, 1) = b ∈ B,

gde je b ∈ B neki element.

Kako je p fibracija, to postoji H̃ : Sn×I → E takvo da slede�i dijagram komutira.

Sn × {0} E

Sn × I B

f

p

H

H̃

Iz dijagrama imamo

p(H̃(Sn × {1})) = H(Sn × {1}) = {b},

pa je H̃(Sn × {1}) ⊂ p−1(b). Kako je Sn povezan i p−1(b) diskretan, onda mora biti

H̃(Sn × {1}) = {∗}, tj. H̃(·, 1) = const, pa je

H̃ : f ' const.

Neka je sada n > 2. Pokaza�emo da je u tom sluqaju p∗ epimorfizam. Neka je g : (Sn, e1)→
(B, b0). Kako je Sn povezan i lokalno putno povezan, to postoji g̃ : (Sn, e1) → (E, e0)

takvo da slede�i dijagram komutira.

(E, e0)

(Sn, e1) (B, b0)

p

g

g̃

Konaqno, dobijamo

[g]0 = [p ◦ g̃]0 = p∗([g̃]0),

pa zak	uqujemo da je p∗ ”
na\. �
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Primer 2.20

1) Kako postoji natkriva�e R→ S1 i R je kontraktibilan, to je

πn(S1) =

Z, n = 1

0, n > 2

2) Kako imamo natkriva�a R2 → T 2 → K (gde je K Klajnova boca) i R2 je kontrak-

tibilan, to je

πn(T 2) = πn(K) = 0, za n > 2.

3) Ravan R2 natkriva i povrxi Mg za g > 1 i Nh za h > 2, pa je

πn(Mg) = πn(Nh) = 0, za n > 2.

4) Imamo i dvolisno natkriva�e p : Sn → RPn, pa je

πi(RPn) ∼= πi(S
n), za i > 2.

Posebno, πi(RPn) = 0 za 2 6 i 6 n− 1.

Definicija 2.21 Ako je X putno povezan, univerzalno natkriva�e od X je natkri-

va�e p : X̃ → X takvo da je X̃ prosto povezan prostor.

Napomena 2.22 Neka je X lokalno putno povezan i p : X̃ → X univerzalno natkri-

va�e. Ono se zove univerzalno jer ukoliko imamo neko drugo natkriva�e q : E → X,

pri qemu je E povezan, onda je podiza�e p̃ : X̃ → E tako�e natkriva�e.

X̃

E

X

p̃

p

q

Ako je X povezan CW-kompleks, onda on ima univerzalno natkriva�e, stoga i za svaku

povezanu zatvorenu povrx postoji univerzalno natkriva�e. Tako�e, i natkrivaju�i

prostor mora biti povrx i to prosto povezana povrx. Jedina kompaktna prosto

povezana povrx je sfera S2, a nekompaktna ravan R2. Posmatraju�i Ojlerove karakte-

ristike povezanih zatvorenih povrxi, prime�ujemo da sfera ne natkriva nijednu od

�ih, pa ostaje jedino mogu�nost da ravan natkriva sve povrxi Mg za g > 1 i Nh za

h > 2. Ova natkriva�a se mogu i eksplicitno konstruisati.
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2.1 Definicija i osnovne osobine

Teorema 2.23 Neka je {Xλ}λ∈Λ familija topoloxkih prostora i neka su xλ ∈ Xλ,

λ ∈ Λ, bazne taqke. Tada je
∏
λ∈Λ

Xλ topoloxki prostor sa baznom taqkom x takvom

da je pλ(x) = xλ, za svako λ ∈ Λ. Neka je n ∈ N. Tada znamo da postoji jedinstven

homomorfizam Φ takav da za svako λ0 ∈ Λ komutira naredni dijagram.

πn

(∏
λ∈Λ

Xλ, x

) ∏
λ∈Λ

πn(Xλ, xλ)

πn(Xλ0 , xλ0)

Φ

(pλ0
)∗

qλ0

Homomorfizam Φ jeste izomorfizam. Ako je Λ konaqan skup i πn

(∏
λ∈Λ

Xλ, x

)
Abelova

(xto svakako va�i za n > 2), onda je Φ−1 = +
λ∈Λ

(iλ)∗, gde je iλ : Xλ ↪→
∏
λ∈Λ

Xλ i

+
λ∈Λ

(iλ)∗ :
⊕
λ∈Λ

πn(Xλ, xλ)→ πn

(∏
λ∈Λ

Xλ, x

)
.

Dokaz: Lako se poka�e da je Φ homomorfizam. Poka�imo da je bijekcija. Najpre �emo se

uveriti da je Φ
”
na\. Neka je α ∈

∏
λ∈Λ

πn(Xλ, xλ). Koordinate od α su αλ ∈ πn(Xλ, xλ), pa

postoje funkcije fλ : (Sn, e1)→ (Xλ, xλ) takve da je αλ = [fλ]0. Odaberimo preslikava�e

f : (Sn, e1)→
( ∏
λ∈Λ

Xλ, x
)
takvo da za svako λ0 ∈ Λ komutira naredni dijagram.

Sn
∏
λ∈Λ

Xλ

Xλ0

f

fλ0
pλ0

Tvrdimo da je Φ([f ]0) = α. Dovo	no je dokazati da su im iste sve koordinate. Kako je

qλ0(Φ([f ]0)) = (pλ0)∗([f ]0) = [fλ0 ]0 = αλ0 ,

zak	uqujemo da je Φ
”
na\.

Poka�imo sada da je Φ
”
1-1\. Neka je [f ]0 ∈ πn

( ∏
λ∈Λ

Xλ, x
)
i neka je Φ([f ]0) = 0, tj. za

svako λ ∈ Λ je (pλ)∗([f ]0) = 0. Ovo upravo znaqi da za svako λ ∈ Λ imamo homotopije

Hλ : pλ ◦ f ' const, Hλ : Sn × I → Xλ.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Odaberimo H : Sn × I →
∏
λ∈Λ

Xλ tako da komutira naredni dijagram.

Sn × I
∏
λ∈Λ

Xλ

Xλ0

H

Hλ0
pλ0

Mo�e se pokazati da je ovo homotopija

H : f ' const,

xto znaqi da je [f ] = 0, pa je na osnovu stava 2.14 i [f ]0 = 0 odakle zak	uqujemo da je Φ

”
1-1\.

Ostaje jox da vidimo da je Φ−1 = +
λ∈Λ

(iλ)∗ pod navedenim uslovima. Dovo	no je

pokazati da je

Φ ◦
(

+
λ∈Λ

(iλ)∗

)
= 1⊕

λ∈Λ
πn(Xλ,xλ),

tj. da je

Φ

(
+
λ∈Λ

(iλ)∗(α)

)
= α.

Neka je λ0 ∈ Λ. Tada je

(pλ0)∗

(∑
λ∈Λ

(iλ)∗(αλ)

)
=
∑
λ∈Λ

(pλ0 ◦ iλ)∗(αλ) = αλ0 ,

jer je

pλ0 ◦ iλ =

1Xλ0
, λ = λ0

const, λ 6= λ0

pa kako Φ

(
+
λ∈Λ

(iλ)∗(α)

)
i α imaju iste sve koordinate, zak	uqujemo da tra�ena jedna-

kost zaista va�i. �

2.2 Relativne homotopske grupe

Neka je n ∈ N0 i a0 ∈ A ⊆ X. Oznaqimo sa In−1 ⊂ In skup In−1 def
= {(t1, t2, . . . , tn) |

tn = 0} i neka je Jn−1 def
= ∂(In)\In−1.

Za n = 1 imamo slede�u sliku.
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2.2 Relativne homotopske grupe

Za n = 2 imamo slede�u sliku.

Uvedimo oznaku

πn(X,A, a0)
def
= [In, ∂(In), Jn−1;X,A, a0], n > 1.

U sluqaju n = 1 proizvo	an element ovog skupa mo�emo predstaviti narednom

slikom.

U sluqaju n = 2 proizvo	an element ovog skupa mo�emo predstaviti narednom

slikom.

35



2 HOMOTOPSKE GRUPE

Sada �emo za n > 2 definisati operaciju na ovom skupu. Neka je [f ], [g] ∈ πn(X,A, a0).

Tada definixemo

[f ] + [g]
def
= [f + g],

gde je

(f + g)(t1, t2, . . . , tn) =

f(2t1, t2, . . . , tn), 0 6 t1 6 1
2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn), 1
2
6 t1 6 1

Stav 2.24 Za n > 2, πn(X,A, a0) je grupa u odnosu na operaciju +. Neutral je [ca0 ], a

inverz proizvo	nog elementa [f ] ∈ πn(X,A, a0) je −[f ] = [−f ], gde je −f(t1, t2, . . . , tn) =

f(1− t1, t2, . . . , tn).

Za n > 3, πn(X,A, a0) je Abelova grupa.

Definicija 2.25 Grupu πn(X,A, a0) za n > 2 iz prethodne teoreme zovemo n-ta

relativna homotopska grupa para (X,A) sa baznom taqkom a0.

Ukoliko je A = {a0}, imamo da je πn(X, a0, a0) = πn(X, a0), i to kao grupe, jer su

operacije na oba mesta iste. Kao i ranije, imamo kovarijantne funktore.

π1 : Top2
0 → Set0,

π2 : Top2
0 → Gr,

πn : Top2
0 → Ab, n > 3.

Ako je ϕ : (X,A, a0) → (Y,B, b0) morfizam u kategoriji Top2
0, preslikava�e ϕ∗ :

πn(X,A, a0)→ πn(Y,B, b0) dato je sa

ϕ∗([f ])
def
= [ϕ ◦ f ].

Za n > 2 lako se proveri da je ϕ∗ homomorfizam.

Ako je ϕ ' ψ u kategoriji Top2
0, onda je ϕ∗ = ψ∗. Ako je ϕ homotopska ekvivalencija

u Top2
0, onda je ϕ∗ izomorfizam.

Kao i homotopske grupe i relativne homotopske grupe se mogu videti na drugi naqin.

Neka je [f ] ∈ πn(X,A, a0). Posmatrajmo dijagram.

In X

In/Jn−1

Dn

f

pr
≈ f̃
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2.2 Relativne homotopske grupe

Homeomorfizam izme�u In/Jn−1 i Dn biramo tako da je

pr(J
n−1) = e1,

pr(∂(In)) = Sn−1.

Odavde vidimo da relativne homotopske grupe mo�emo videti i kao

πn(X,A, a0) = [Dn, Sn−1, e1;X,A, a0].

Klase u skupu [Dn, Sn−1, e1;X,A, a0] �emo oznaqavati sa [f ]0r. Iz prethodnog dija-

grama vidimo da va�i veza

[f ] ∈ πn(X,A, a0) ←→ [f̃ ]0r ∈ [Dn, Sn−1, e1;X,A, a0],

gde je f = f̃ ◦ pr.
Kao i pre, ako je ϕ : (X,A, a0) → (Y,B, b0), dobro je definisano preslikava�e

ϕ∗([f̃ ]0r) = [ϕ ◦ f̃ ]0r.

Sada �emo videti kako izgleda operacija kada elemente iz πn(X,A, a0) posmatramo

kao elemente iz [Dn, Sn−1, e1;X,A, a0].

Neka je n > 2 i f, g : (Dn, Sn−1, e1)→ (X,A, a0). Tada je

[f ]0r + [g]0r = [(f Y g) ◦ γ̄],

gde je γ̄ preslikava�e koje Dn−1 ⊂ Dn skup	a u taqku, γ̄|Sn−1 = γ iz obiqnih homotop-

skih grupa. Sliqno kao ranije, imamo sliku.

Homeomorfizam h̄ je takav da va�i h̄(0) = e1 i h̄|Sn−1 = h koje smo definisali kod

homotopskih grupa.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Rekli smo da u sluqaju kada je A = {a0} va�i jednakost πn(X, a0, a0) = πn(X, a0).

Ukoliko ove grupe posmatramo preko preslikava�a diskova odnosno sfera, nemamo

jednakost, ali imamo narednu vezu.

[g]0r ∈ [Dn, Sn−1, e1;X, a0, a0] ←→ [f ]0 ∈ [Sn, e1;X, a0], (2)

gde je g = f ◦ q, a preslikava�e q je koliqniqko preslikava�e iz Dn u Sn koje skup	a

granicu diska u taqku, tako da komutira naredni dijagram.

In Dn

Sn

pr

p q

Neka su a0, a1 ∈ A i neka je u : I → A put od a0 do a1. Definiximo preslikava�e

βu : πn(X,A, a0)→ πn(X,A, a1) sa

βu([f ]0r)
def
= [g]1r,

gde je sa [f ]0r oznaqen element grupe πn(X,A, a0) = [Dn, Sn−1, e1;X,A, a0], a sa [g]1r ele-

ment grupe πn(X,A, a1) = [Dn, Sn−1, e1;X,A, a1] i pritom je f '
u
g kroz preslikava�a

parova (Dn, Sn−1) → (X,A). Mo�e se pokazati da je ovako definisano preslikava�e

βu dobro definisano. Tako�e, ako je n > 2, preslikava�e βu �e biti izomorfizam, i

�egov inverz je dat formulom

β−1
u = βu−1 .

Qak i za n = 1 �e βu biti bijekcija i za �egov inverz �e va�iti prethodna formula.

Stav 2.26 Ako je A putno povezan prostor i a0, a1 ∈ A, tada

πn(X,A, a0) ∼= πn(X,A, a1) =: πn(X,A).

Kao i kod homotopskih, i kod relativnih homotopskih grupa imamo dejstvo funda-

mentalne grupe

πn(X,A, a0)× π1(A, a0)
·−→ πn(X,A, a0),

dato sa

[f ]0r · [u] = βu([f ]0r).

Ovime je zadato jedno desno dejstvo fundamentalne grupe π1(A, a0) na (za n > 2 grupu)

πn(X,A, a0).
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2.2 Relativne homotopske grupe

Neka je n > 1 i f : (Dn, Sn−1, e1) → (X,A, a0) neprekidno preslikava�e. Tada je

[f ]0r = 0 u πn(X,A, a0) ako i samo ako postoji homotopija H : Dn × I → X takva da je

H(y, 0) = f(y), y ∈ Dn,

H(y, 1) = a0, y ∈ Dn,

H(Sn−1 × I) ⊆ A,

H(e1, t) = a0, t ∈ I.

Dakle, [f ]0r = 0 ako i samo ako je f homotopno konstantnom preslikava�u ca0 kroz

preslikava�a parova relativno e1. Ovaj uslov mo�emo oslabiti, tj. va�i naredna lema.

Lema 2.27 Slede�a qetiri iskaza su ekvivalentna.

(1) [f ]0r = 0;

(2) Postoji g : (Dn, Sn−1, e1)→ (X,A, a0) takvo da je [f ]0r = [g]0r i g(Dn) ⊆ A;

(3) Postoji g : (Dn, Sn−1) → (X,A) takvo da je f ' g kroz preslikava�a parova i

g(Dn) ⊆ A;

(4) Postoji g : Dn → X takvo da je f ' g (rel Sn−1) i g(Dn) ⊆ A.

Posebno, ako je f(Dn) ⊆ A, onda je [f ]0r = 0.

Dokaz: (1)⇒ (2) : Iz uslova (1) imamo da je [f ]0r = [ca0 ]0r. Odaberimo g = ca0 .

(2)⇒ (1) : Neka je g preslikava�e iz uslova (2). Taqka e1 je jaki deformacioni retrakt

diska Dn, tj. postoji homotopija G : Dn × I → Dn takva da je

G : 1Dn ' ce1 (rel e1).

Ta homotopija je data formulom

G(y, t) = (1− t)y + te1, y ∈ Dn, t ∈ I.

Posmatrajmo naredni dijagram.

Dn × I Dn

A

X

G

g
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Imamo da je g ◦G : g ' ca0 (rel e1). Kako je g(Dn) ⊆ A, imamo da je

(g ◦G)(Sn−1 × I) ⊆ (g ◦G)(Dn × I) ⊆ A,

pa je g ◦ G homotopija kroz preslikava�a trojki, tj. imamo [g]0r = [ca0 ]0r. Konaqno,

dobijamo

[f ]0r = [g]0r = [ca0 ]0r = 0.

(2)⇒ (3) : U uslovu (2) tra�imo da su preslikava�a f i g homotopna kroz preslikava�a

parova relativno bazna taqka, a u (3) imamo samo homotopiju kroz preslikava�a parova,

pa je ovaj smer trivijalan.

(3)⇒ (4) : Neka je g preslikava�e iz uslova (3), tj. neka je F : f ' g kroz preslikava�a

parova. Dakle, F : Dn × I → X i va�i

F (y, 0) = f(y), y ∈ Dn,

F (y, 1) = g(y), y ∈ Dn,

F (Sn−1 × I) ⊆ A.

Kako je g(Dn) ⊆ A, va�i

F (Sn−1 × I ∪Dn × {1}) ⊆ A.

�elimo da napravimo homotopiju koja �e na nultom nivou biti preslikava�e f , koja

slika Sn−1× I ∪Dn×{1} u A i koja ne zavisi od t ∈ I na Sn−1× I. Definiximo najpre
preslikava�e π : Dn × I → Dn × I na slede�i naqin. Neka π svaku izvodnicu va	ka

skup	a u taqku na Sn−1×{0} i onda homeomorfno dobijenu poluloptu preslika ponovo
u va	ak Dn × I. Preslikava�e mo�emo predstaviti slikom.

Dakle, za preslikava�e π va�i

π(y, 0) = (y, 0), y ∈ Dn,
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2.2 Relativne homotopske grupe

π(y, t) = (y, 0), y ∈ Sn−1,

π(Dn × {1}) = Sn−1 × I ∪Dn × {1},

π(int(Dn × I)) = int(Dn × I),

pri qemu su π|Dn×{1} i π|int(Dn×I) homeomorfizmi na svoje slike.

Neka je F̃ = F ◦ π i definiximo preslikava�e g̃ : (Dn, Sn−1, e1;X,A, a0) sa

g̃(y)
def
= F̃ (y, 1), y ∈ Dn.

Ovako definisano g̃ �e biti tra�eno preslikava�e iz uslova (4). Zaista, kako je

F̃ (y, 0) = f(y), y ∈ Dn, imamo da je f ' g̃. Pritom, za y ∈ Sn−1 je

F̃ (y, t) = F (π(y, t)) = F (y, 0) = f(y),

xto ne zavisi od t ∈ I, pa je f ' g̃ (rel Sn−1). Ostaje jox da poka�emo da je g̃(Dn) ⊆ A.

g̃(Dn) = F̃ (Dn × {1}) = F (Sn−1 × I ∪Dn × {1}) ⊆ A.

(4) ⇒ (2) : Ovaj smer trivijalno va�i jer iz uslova f ' g (rel Sn−1) lako sledi

g : (Dn, Sn−1, e1)→ (X,A, a0), kao i uslov [f ]0r = [g]0r. �

Napomena 2.28 Pogledajmo kako ekvivalencija (1) ↔ (4) iz prethodne leme izgleda

kada πn(X,A, a0) posmatramo kao [In, ∂(In), Jn−1;X,A, a0]. Ako je [f ] ∈ [In, ∂(In), Jn−1;X,A, a0],

onda je [f ] = 0 ako i samo ako postoji g : In → X takvo da je f ' g (rel ∂(In)) i

g(In) ⊆ A.

Posebno, ako je f(In) ⊆ A, onda je [f ] = 0.

Stav 2.29 Neka je (X,A) topoloxki par i n ∈ N. Slede�a dva iskaza su ekvivalentna.

(1) Za svako f : (Dn, Sn−1)→ (X,A) postoji g : (Dn, Sn−1)→ (X,A) takvo da je f ' g

u Top2 i g(Dn) ⊆ A;

(2) Za svako a0 ∈ A je πn(X,A, a0) = 0.

Dokaz: (1) ⇒ (2) : Neka je a0 ∈ A i f : (Dn, Sn−1, a0) → (X,A, a0) i neka je g :

(Dn, Sn−1) → (X,A) iz uslova (1). Iz prethodne leme (implikacije (3) ⇒ (1)) dobi-

jamo da je [f ]0r = 0.

(2) ⇒ (1) : Neka je f : (Dn, Sn−1) → (X,A) i a0 = f(e1). Tada je πn(X,A, a0) = 0, pa je

[f ]0r = 0 i iz prethodne leme zak	uqujemo da postoji tra�eno g. �

Uslov (1) ima smisla i za n = 0. Ako je f : (D0, S−1) = (∗,∅) → (X,A), uslov (1)

znaqi da postoji g : (∗,∅) → (X,A) takvo da je g(∗) ∈ A, tj. ovo upravo znaqi da za

svaku taqku iz X postoji put do neke taqke u A. Dakle, uslov (1) za sluqaj n = 0 znaqi

da A seqe sve komponente putne povezanosti od X.
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

Definicija 2.30 Ako je (X,A) topoloxki par i m ∈ N0, ka�emo da je par (X,A)

m-povezan ako va�i uslov (1) iz stava 2.29 za sve n ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Ako je A putno povezan, par (X,A) je m-povezan ako i samo ako je X putno povezan

i πn(X,A) = 0 za sve n ∈ {1, 2, . . . ,m}.

2.3 Dugi taqni niz homotopskih grupa

Neka je a0 ∈ A ⊆ X. Posmatrajmo niz

· · · → πn(A, a0)
i∗−→ πn(X, a0)

j∗−→ πn(X,A, a0)
∂−→ πn−1(A, a0)→ πn−1(X, a0)→ · · ·

· · · → π1(X,A, a0)→ π0(A, a0)→ π0(X, a0). (3)

Preslikava�e i∗ je indukovano inkluzijom i : (A, a0) ↪→ (X, a0), a j∗ indukovano

inkluzijom j : (X, a0, a0) ↪→ (X,A, a0). Ci	 nam je da definixemo preslikava�e ∂ tako

da prethodni niz bude taqan.

Neka je f : (In, ∂(In), Jn−1)→ (X,A, a0). Definiximo preslikava�e ∂ : πn(X,A, a0)→
πn−1(A, a0) sa

∂([f ])
def
=
[
f |In−1

]
,

gde je f |In−1 : (In−1, ∂(In−1)) → (A, a0), a In−1 = In−1 × {0} ⊆ ∂(In). Primetimo da je

∂(In−1) = In−1 ∩ Jn−1.

Proverimo da je ovako definisano preslikava�e dobro definisano. Neka je [f ] = [g].

Tada postoji homotopija H : In × I → X kroz preslikava�a trojki (In, ∂(In), Jn−1) →
(X,A, a0) izme�u preslikava�a f i g. Tada je

H|In−1×I : f |In−1 ' g|In−1

homotopija kroz preslikava�a parova (In−1, ∂(In−1))→ (A, a0), pa je[
f |In−1

]
=
[
g|In−1

]
,

tj. preslikava�e ∂ je dobro definisano.

Za n > 2 �e ∂ biti i homomorfizam. Zaista, neka su [f ], [g] ∈ πn(X,A, a0). Tada je

∂([f ] + [g]) =
[
(f + g)|In−1

]
,

∂([f ]) + ∂([g]) =
[
f |In−1 + g|In−1

]
,

a kako je

(f + g)|In−1(t1, t2, . . . , tn−1) =

f(2t1, t2, . . . , tn−1, 0), 0 6 t1 6 1
2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn−1, 0), 1
2
6 t1 6 1
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2.3 Dugi taqni niz homotopskih grupa

(
f |In−1 + g|In−1

)
(t1, t2, . . . , tn−1) =

f(2t1, t2, . . . , tn−1, 0), 0 6 t1 6 1
2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn−1, 0), 1
2
6 t1 6 1

pa je

∂([f ] + [g]) = ∂([f ]) + ∂([g]),

tj. ∂ je homomorfizam.

Niz (3) �e biti taqan niz skupova sa istaknutim elementom, ako izbacimo posled-

�a tri qlana onda �e to biti dugi taqni niz grupa, a ako izbacimo posled�ih xest

qlanova, dobi�emo dugi taqni niz Abelovih grupa. O tome govori naredna teorema.

Teorema 2.31 Niz (3) je taqan.

Dokaz: Taqnost na mestu πn(X, x0), n > 1: potrebno je dokazati da je im i∗ = ker j∗.

⊆: Neka je g : (In, ∂(In))→ (A, a0). Tada je

j∗(i∗([g])) = j∗([i ◦ g]) = [j ◦ i ◦ g].

�elimo da poka�emo da je prethodna klasa jednaka nuli. Posmatrajmo slede�i dija-

gram.

(In, ∂(In), Jn−1) (A, a0, a0)

(X, a0, a0)

(X,A, a0)

g

i

j

Jasno je da je (j◦i◦g)(In) ⊆ A, pa na osnovu napomene 2.28 zak	uqujemo da je [j◦i◦g] = 0.

⊇: Neka je f : (In, ∂(In))→ (X, a0) i j∗([f ]) = 0, tj. [j◦f ] = 0. Ponovo na osnovu napomene

2.28 imamo da postoji preslikava�e g : In → X takvo da je f ' g (rel ∂(In)) i g(In) ⊆ A.

Odatle zak	uqujemo da je [f ] = [g]. Kako je g(In) ⊆ A, imamo g̃ : In → A takvo da

komutira naredni dijagram.

In A

X

g̃

g

i

Konaqno dobijamo

[f ] = [g] = [i ◦ g̃] = i∗([g̃]),
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

pa je [f ] ∈ im i∗.

Taqnost na mestu πn(X,A, a0), n > 1: potrebno je dokazati da je im j∗ = ker ∂.

⊆: Neka je f : (In, ∂(In))→ (X, a0). Tada je

∂(j∗([f ])) = ∂([j ◦ f ]) =
[
(j ◦ f)|In−1

]
.

�elimo da poka�emo da je prethodna klasa jednaka nuli. Preslikava�e f mo�emo

predstaviti narednom slikom.

Vidimo da se cela granica ∂(In) sa f slika u a0, pa je specijalno (j ◦ f)|In−1 = ca0 ,

odakle dobijamo

∂(j∗([f ])) = [ca0 ] = 0.

⊇: Neka je f : (In, ∂(In), Jn−1) → (X,A, a0) i neka je ∂([f ]) = 0, tj. [f |In−1 ] = 0. Ovo

upravo znaqi da postoji homotopija H : In−1 × I → A, takva da je

H : f |In−1 ' ca0 (rel ∂(In−1)).

�elimo da dobijemo preslikava�e g : (In, ∂(In), Jn−1)→ (X,A, a0) takvo da je f ' g

kroz preslikava�a trojki i takvo da je g(∂(In)) = {a0}. Dakle, bi�e nam potrebna

homotopija H̄ : In × I → X izme�u f i g.

Pogledajmo kako izgleda H. Homotopija H je definisana na In−1 × I xto mo�emo
posmatrati kao pred�u stranu kocke In+1 = In × I. Tako�e imamo preslikava�e f koje

slika In → X, pa mo�emo proxiriti H i na In × {0} na slede�i naqin.

H(y, 0)
def
= f(y), y ∈ In.

Tako�e, H mo�emo proxiriti i na Jn−1 × I tako xto uzmemo da je H na ovom skupu

konstantno, tj. H(Jn−1× I) = {a0}. Ova proxire�a su dobro definisana jer i poqetna
homotopija H i preslikava�e f su jednaki konstantnom preslikava�u ca0 na granicama

svojih domena. Ovako proxireno H mo�emo predstaviti narednom slikom.
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2.3 Dugi taqni niz homotopskih grupa

Kako (In, ∂(In)) ima svojstvo proxire�a homotopije, postoji H̄ : In × I → X takvo

da je

H̄|In×{0}∪∂(In)×I = H.

Definiximo

g(y)
def
= H̄(y, 1), y ∈ In.

Za ovako definisano preslikava�e va�i da je H̄ : f ' g kroz preslikava�a trojki

(In, ∂(In), Jn−1) → (X,A, a0), tj. [f ] = [g]. Pri tom, kako je g(∂(In)) = {a0}, imamo da

postoji preslikava�e g̃ takvo da komutira naredni dijagram.

(In, ∂(In), Jn−1) (X,A, a0)

(X, a0, a0)

g

g̃ j

Konaqno dobijamo

[f ] = [g] = [j ◦ g̃] = j∗([g̃]),

pa je [f ] ∈ im j∗.

Taqnost na mestu πn(A, a0), n > 1: potrebno je dokazati da je im ∂ = ker i∗.

⊆: Neka je f : (In, ∂(In), Jn−1)→ (X,A, a0). Tada je

i∗(∂([f ])) = i∗([f |In−1 ]) = [(i ◦ f)|In−1 ].

�elimo da poka�emo da je prethodna klasa jednaka nuli. Preslikava�e f : In → X

mo�emo videti kao homotopiju f : In−1×I → X. Kako je f |In−1×{0} = f i f |In−1×{1} = ca0 ,

to je

f : f |In−1 ' ca0 (rel ∂(In−1)),
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

pa dobijamo

i∗(∂([f ])) = [ca0 ] = 0.

⊇: Neka je g : (In−1, ∂(In−1)) → (A, a0) i neka je i∗([g]) = 0. Tada je [i ◦ g] = [ca0 ] pa

postoji homotopija f : In−1 × I → X takva da je

f : i ◦ g ' ca0 (rel ∂(In−1)).

Odavde zak	uqujemo da je [f ] ∈ πn(X,A, a0) i

∂([f ]) = [f |In−1 ] = [g],

pa je [g] ∈ im ∂. �

Sada �emo navesti svojstvo prirodnosti za dugi taqni niz homotopskih grupa. Ako je

ϕ : (X,A, a0)→ (Y,B, b0) morfizam u kategoriji Top2
0, tada komutira naredni dijagram.

· · · πn(A, a0) πn(X, a0) πn(X,A, a0) πn−1(A, a0) · · ·

· · · πn(B, b0) πn(Y, b0) πn(Y,B, b0) πn−1(B, b0) · · ·

i∗

ϕ∗

j∗

ϕ∗

∂

ϕ∗ ϕ∗

i′∗ j′∗ ∂

Ukoliko je A putno povezan, dugi taqni niz (3) mo�emo pisati na slede�i naqin.

· · · → πn(A)
i∗−→ πn(X)

j∗−→ πn(X,A)
∂−→ πn−1(A)→ · · ·

Definicija 2.32 Neprekidno preslikava�e f : X → Y je slaba homotopska ekviva-

lencija ako je za svako x ∈ X i svako n ∈ N0 preslikava�e f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, f(x))

izomorfizam.

Ako je m ∈ N0, preslikava�e f je m-ekvivalencija ako je za svako x ∈ X preslikava�e

f∗ : πn(X, x)→ πn(Y, f(x)) izomorfizam za n < m i epimorfizam za n = m.

Primetimo da ako je f homotopska ekvivalencija, onda je i slaba homotopska ekviva-

lencija. Tako�e, f je slaba homotopska ekvivalencija ako i samo ako je m-ekvivalencija

za svako m ∈ N0. Specijalno za m = 0 imamo da je f 0-ekvivalencija ako i samo ako

im f seqe sve komponente putne povezanosti od Y .

Stav 2.33 Neka je (X,A) topoloxki par, i : A ↪→ X i m ∈ N0. Inkluzija i je m-

ekvivalencija ako i samo ako je (X,A) m-povezan.

Dokaz: Tvr�e�e se lako pokazuje korix�e�em dugog taqnog niza homotopskih grupa i

definicije m-povezanog prostora. �
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2.4 Zadaci

Teorema 2.34 Ako je topoloxki par (X,A) m-povezan, onda je Hk(X,A) = 0, za k 6 m.

Posledica 2.35 Ako je f : X → Y m-ekvivalencija, onda je f∗ : Hk(X) → Hk(Y )

izomorfizam za k < m, a epimorfizam za k = m.

Dokaz: Neka je f : X → Y neprekidno preslikava�e. Tada postoji homotopska ekviva-

lencija hf takva da komutira naredni dijagram.

Mf

X Y

hf

f

j

Kako je (hf )∗◦j∗ = f∗ i (hf )∗ je izomorfizam, to zak	uqujemo da je f m-ekvivalencija

ako i samo ako je j m-ekvivalencija, a odatle i na osnovu stava 2.33 imamo da je par

(Mf , X) m-povezan. Sada na osnovu teoreme 2.34 imamo da je Hk(Mf , X) = 0 za k 6 m,

pa je j∗ : Hk(X)→ Hk(Mf ) izomorfizam za k < m i epimorfizam za k = m. �

Posledica 2.36 Ako je f slaba homotopska ekvivalencija, onda je f∗ : Hk(X)→ Hk(Y )

izomorfizam za sve k ∈ N0.

2.4 Zadaci

1. Neka je X putno povezan prostor i n ∈ N. Dokazati da je X n-prost ako i samo

ako za svake dve taqke x0, x1 ∈ X i svaka dva puta u, v : I → X takva da je

u(0) = v(0) = x0 i u(1) = v(1) = x1 va�i βu = βv : πn(X, x0)→ πn(X, x1).

2. Neka je X topoloxki prostor, A ⊆ X i i : A ↪→ X inkluzija.

(a) Ako je u : I → A put u potprostoru A, a0 = u(0) i a1 = u(1), dokazati da komu-

tira naredni dijagram (vodoravni nizovi su dugi taqni nizovi homotopskih

grupa za par (X,A)).

· · · πn(A, a0)// πn(A, a0) πn(X, a0)
i∗ // πn(X, a0) πn(X,A, a0)// πn(X,A, a0) πn−1(A, a0)∂ // πn−1(A, a0) · · ·// · · · π1(A, a0)// π1(A, a0) π1(X, a0)

i∗ //

��

βu

����

��

βi◦u

����

��

βu

����

��

βu

����

��

βu

����

��

βi◦u

����

· · · πn(A, a1)// πn(A, a1) πn(X, a1)
i∗ // πn(X, a1) πn(X,A, a1)// πn(X,A, a1) πn−1(A, a1)∂ // πn−1(A, a1) · · ·// · · · π1(A, a1)// π1(A, a1) π1(X, a1)

i∗ //
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2 HOMOTOPSKE GRUPE

(b) Neka je a0 ∈ A. Znamo da fundamentalna grupa π1(A, a0) dejstvuje na grupe

πn(A, a0), n > 1, i πn(X,A, a0), n > 2, ali ona dejstvuje i na grupe πn(X, a0),

n > 1 (to dejstvo je kompozicija π1(A, a0)
i∗−→ π1(X, a0) −→ Aut(πn(X, a0)), gde

je druga strelica poznato dejstvo fundamentalne grupe π1(X, a0) na πn(X, a0)).

Dokazati da su svi homomorfizmi u dugom taqnom nizu homotopskih grupa

za par (X,A)

· · · πn(A, a0)// πn(A, a0) πn(X, a0)
i∗ // πn(X, a0) πn(X,A, a0)// πn(X,A, a0) πn−1(A, a0)∂ // πn−1(A, a0) · · ·// · · · π1(A, a0)// π1(A, a0) π1(X, a0)

i∗ //

π1(A, a0)-ekvivarijantna preslikava�a.

3. Neka je (X,µ, e) H-prostor. Ako su p1, p2 : X ×X → X projekcije na prvu odnosno

drugu koordinatu i sa + oznaqena operacija u πn(X), dokazati da za svako n ∈ N
komutira naredni dijagram.

πn(X ×X) πn(X)

πn(X)⊕ πn(X)

µ∗

((p1)∗,(p2)∗) ∼=
+

4. Neka je X H-prostor, µ : X ×X → X odgovaraju�a operacija, a e neutral.

(a) Ako su data neprekidna preslikava�a ϕ, ψ : (Sn, e1) → (X, e) (n ∈ N), doka-
zati da u grupi πn(X, e) va�i: [ϕ]0 + [ψ]0 = [µ ◦ (ϕ, ψ)]0.

(b) Ako je m ∈ N, na�i preslikava�e f : (X, e) → (X, e) takvo da za sve n ∈ N
va�i da je homomorfizam f∗ : πn(X, e)→ πn(X, e) mno�e�e sa m.

5. Dokazati da prostori S2×RP3 i RP2×S3 imaju izomorfne sve homotopske grupe

ali nisu homotopski ekvivalentni.

6. Neka su (X, x0) i (Y, y0) topoloxki prostori sa baznim taqkama i uoqimo utapa�e

j : X ∨ Y ↪→ X × Y . Dokazati da za svako n > 2 va�i

πn(X ∨ Y ) ∼= πn(X)⊕ πn(Y )⊕ πn+1(X × Y,X ∨ Y ).

7. Ako su f : X → Z i g : Y → W slabe homotopske ekvivalencije, dokazati da je i

f × g : X × Y → Z ×W tako�e slaba homotopska ekvivalencija.
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3 Proxire�e i podiza�e preslikava�a

3.1 CW-kompleksi

Definicija 3.1 CW-kompleks (ili �elijski kompleks) qine Hauzdorfov prostor

X, familija E = {enα | n ∈ N0, α ∈ An} �egovih disjunktnih potprostora takvih da je
X =

⋃
n∈N0

⋃
α∈An

enα i familija neprekidnih preslikava�a {φnα : Dn → X | n ∈ N0, α ∈ An}

takvih da va�e slede�a dva svojstva.

(C) Za svako n ∈ N0 i za svako α ∈ An je
◦
Dn

φnα≈ enα i postoji konaqan skup

{en1
α1
, en2
α2
, . . . , enkαk} ⊆ E takav da je φnα(∂Dn) ⊆

k⋃
i=1

eniαi i ni < n za i = 1, k.

(W) Ako je A ⊆ X onda je A ∈ FX ako i samo ako za svako n ∈ N0 i za svako α ∈ An je
A ∩ enα ∈ Fenα .

Potprostor enα zovemo �elija dimenzije n (ili n-�elija), a preslikava�e φnα karakte-

ristiqna funkcija �elije enα.

Prostor Xn def
=

n⋃
i=0

⋃
α∈Ai

eiα zovemo n-skelet �elijskog kompleksa X.

Primetimo da je im φnα ⊆ Xn, pa qesto karakteristiqnu funkciju gledamo kao φnα :

Dn → Xn, a ponekad i kao φnα : (Dn, Sn−1) → (Xn, Xn−1). Restrikciju ϕnα
def
= φnα|Sn−1 :

Sn−1 → Xn−1 zovemo funkcija lep	e�a.

Dimenzija CW-kompleksa X je dimX
def
= min{n ∈ N0 | X = Xn}, ukoliko postoji

n ∈ N0 takav da je X = Xn.

Definicija 3.2 Ako je A ⊆ X, ka�emo da je A potkompleks CW-kompleksa X ako

je A unija nekih �elija od X takvih da za sve n ∈ N0 i α ∈ An va�i

enα ⊆ A =⇒ enα ⊆ A.

Specijalno, za svako n ∈ N0 X
n je potkompleks od X. I prazan skup smatramo potkom-

pleksom. Ako je A potkompleks od X, onda par (X,A) nazivamo CW-parom.

3.2 Svojstva CW-kompleksa

Neka je X CW-kompleks. Tada va�e slede�a svojstva.

1) X0 je diskretan potprostor od X.

2) Za svako n ∈ N0 i α ∈ An je φnα(Dn) = enα.
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

3) Neka je Y proizvo	an topoloxki prostor i f : X → Y . Naredna qetiri iskaza

su ekvivalentna.

(1) Preslikava�e f je neprekidno;

(2) Za svako n ∈ N0 preslikava�e f |Xn : Xn → Y je neprekidno;

(3) Za svako n ∈ N0, α ∈ An preslikava�e f |enα : enα → Y je neprekidno;

(4) Za svako n ∈ N0, α ∈ An preslikava�e f ◦ φnα : Dn → Y je neprekidno.

Dokaz: Implikacije (1) ⇒ (2) i (2) ⇒ (3) trivijalno va�e jer je restrikcija

neprekidnog preslikava�a neprekidno.

(3)⇒ (1): Neka je B ∈ FY . Tada na osnovu (3) za svako n ∈ N0, α ∈ An va�i

(f |enα)−1(B) = f−1(B) ∩ enα ∈ Fenα ,

pa na osnovu uslova (W ) iz definicije dobijamo f−1(B) ∈ FX , tj. preslikava�e
f je neprekidno.

(3)↔ (4) Posmatrajmo naredni komutativni dijagram.

Dn Y

enα

f◦φnα

φnα f |
enα

Preslikava�e φnα je neprekidno, ”
na\ i kako slika kompakt u T2 prostor, onda je i

zatvoreno pa je koliqniqko. Odatle zak	uqujemo da je f |enα neprekidno ako i samo
ako je f ◦ φnα neprekidno. �

4) X je lokalno putno povezan. Zato se komponente povezanosti poklapaju s kom-

ponentama putne povezanosti, pa va�i i: X je povezan ako i samo ako je putno

povezan.

5) Ako je K ∈ KX , onda K seqe najvixe konaqno mnogo �elija od X.

Dokaz: Neka je A podskup od K koji se sastoji od po jedne taqke iz svake �elije

koja seqe K. �elimo da poka�emo da je A konaqan.

Znamo da je A ∩ enα konaqan (svojstvo 2) i osobina (C)), pa je zatvoren u X, samim

tim i u enα, pa na osnovu uslova (W ) iz definicije dobijamo da je A ∈ FX . Sliqno,
ako je B ⊆ A proizvo	an podksup, onda je B ∩ enα konaqan pa je B zatvoren. Kako

je svaki podskup od A zatvoren, zak	uqujemo da je A diskretan. Da	e, kako je A

zatvoreni podskup od K, to on mora biti zatvoren u K, a kako je K kompaktan, to

je i A kompaktan. Konaqno, A je kompaktan i diskretan pa mora biti konaqan. �
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3.2 Svojstva CW-kompleksa

Posebno, X je kompaktan ako i samo ako ima konaqno mnogo �elija.

6) Neka je Y CW-kompleks i va�i bar jedan od naredna dva uslova.

(1) Bar jedan od prostora X i Y je lokalno kompaktan;

(2) CW-kompleksi X i Y imaju najvixe prebrojivo mnogo �elija.

Tada je i X × Y CW-kompleks, pri qemu su �elije od X × Y oblika enα × êmβ , gde
je enα n-�elija u X, a êmβ m-�elija u Y . Karakteristiqne funkcije su kompozicije

(φnα × φmβ ) ◦ h, gde je h : Dm+n → Dn × Dm neki fiksirani homeomorfizam, tj.

komutira naredni dijagram.

Dm+n X × Y

Dn ×Dm

φn+m
α,β

φnα×φmβh

Ako su X i Y konaqne dimenzije, onda je

dim(X × Y ) = dimX + dimY.

Posebno, X × I je CW-kompleks sa �elijama enα × {0}, enα × {1}, enα × (0, 1), n ∈
N0, α ∈ An.

7) Neka je H : X × I → Y , gde je Y proizvo	an topoloxki prostor. Slede�a qetiri

iskaza su ekvivalentna.

(1) Preslikava�e H je neprekidno;

(2) Za svako n ∈ N0, preslikava�e H|Xn×I : Xn × I → Y je neprekidno;

(3) Za svako n ∈ N0 i α ∈ An, preslikava�e H|enα×I : enα × I → Y je neprekidno;

(4) Za svako n ∈ N0 i α ∈ An, preslikava�e H ◦ (φnα × 1I) : Dn × I → Y je

neprekidno.

8) Ako je A potkompleks od X onda je A ∈ FX i A je CW-kompleks. Ako su A i B

potkompleksi od X, onda su i A ∩B i A ∪B potkompleksi od X.

9) Svaki CW-par ima svojstvo proxire�a homotopije.

10) Za svako x ∈ X postoji CW-dekompozicija od X takva da je x 0-�elija u toj

dekompoziciji.
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

11) Svaka taqka x ∈ X je nedegenerisana.

12) Svaka komponenta povezanosti (odnosno putne povezanosti) od X sadr�i 0-�eliju.

Dokaz: Neka je C komponenta od X. Tada je C unija nekih �elija i neka je enα �elija

u C najma�e dimenzije. �elimo da poka�emo da je n = 0. Imamo da va�i

φnα(Dn) = enα ⊆ C,

jer je enα povezan, pa je

φnα(∂Dn) ⊆ Xn−1 ∩ C.

Ako je n > 0 onda je ∂Dn 6= ∅, pa je Xn−1 ∩ C 6= ∅ xto je nemogu�e jer je enα
minimalne dimenzije. Dakle, mora biti n = 0. �

13) Ako je (X,A) CW-par, onda je X/A CW-kompleks.

14) Konus CX, suspenzija SX i redukovana suspenzije ΣX su CW-kompleksi, gde je

redukovana suspenzija definisana sa

ΣX
def
= X × Y/X×{0,1}∪{x0}×I ,

za baznu taqku x0 ∈ X. Poxto je taqka x0 nedegenerisana (svojstvo 11)), va�i da

je SX ' ΣX.

dim(CX) = dim(SX) = 1 + dimX,

dim ΣX =

1 + dimX, |X| > 2

0, |X| = 1

Definicija 3.3 Neka suX i Y CW-kompleksi. Neprekidno preslikava�e f : X → Y

je �elijsko ako je f(Xn) ⊆ Y n za sve n ∈ N0.

Teorema 3.4 (o �elijskoj aproksimaciji) Neka su X i Y CW-kompleksi i f : X → Y

neprekidno. Tada postoji �elijsko preslikava�e g : X → Y takvo da je f ' g.

Xtavixe, ako je A potkompleks od X i f |A �elijsko, onda postoji �elijsko preslika-

va�e g : X → Y takvo da je f ' g (rel A).

Skica dokaza: Prvi deo teoreme je specijalan sluqaj drugog dela za A = ∅, pa �emo

samo opisati kako se izvodi dokaz drugog dela.

Ideja je da se konstruixe niz neprekidnih funkcija f0, f1, f2, . . . : X → Y takvih

da je

f ' f0 (rel A), fn−1 ' fn (rel A ∪Xn−1), n ∈ N
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3.2 Svojstva CW-kompleksa

i fn|A∪Xn �elijsko, n ∈ N0. Kada se konstruixu ta preslikava�a potrebno je nekako

nadovezati ovaj beskonaqni niz homotopija.

Preslikava�e f0 dobi�emo pomo�u homotopije H0 : X × I → Y , koju, pak, dobijamo

koriste�i svojstvo proxire�a homotopije za CW-par (X,A ∪X0).

H0(x, 0)
def
= f(x), x ∈ X,

H0(a, t)
def
= f(a), (a, t) ∈ A× I,

H0(e0
α, t)

def
= uα(t), t ∈ I,

gde je e0
α 0-�elija u X\A, a uα : I → Y put od taqke f(e0

α) do neke 0-�elije uα(1) CW-

kompleksa Y (ovakav put postoji jer Y 0 seqe sve komponente (putne) povezanosti od Y ).

Ako definixemo f0(x)
def
= H0(x, 1), x ∈ X , onda se lako vidi da je

H0 : f ' f0 (rel A)

i da je f0|A∪X0 �elijsko.

Neka je sad n ∈ N i pretpostavimo da imamo preslikava�a f0, f1, . . . fn−1 : X → Y s

potrebnim osobinama. Slede�i qlan niza, preslikava�e fn, dobi�emo pomo�u svojstva

proxire�a homotopije za CW-par (X,A ∪ Xn). Preslikava�e fn−1 : X → Y jeste

�elijsko na A ∪Xn−1. Ideja je da ga na svakoj n-�eliji enα ⊆ X\A, tj. �enom zatvore�u

enα, modifikujemo odgovaraju�om homotopijom tako da slika od enα bude sadr�ana u Y
n.

Sve te homotopije �e, na osnovu ekvivalencije (1)↔ (3) iz svojstva 7), dati homotopiju

Hn : (A ∪ Xn) × I → Y , odnosno, nakon primene svojstva proxire�a homotopije, Hn :

X × I → Y , takvu da je Hn : fn−1 ' fn (rel A ∪Xn−1) i fn|A∪Xn �elijsko.

Neka je zato enα ⊆ X\A fiksirana n-�elija i φnα : Dn → enα �ena karakteristiqna

funkcija. Znamo da je (fn−1 ◦ φnα)(Sn−1) ⊆ Y n−1. Skup (fn−1 ◦ φnα)(Dn) = fn−1(enα) jeste

kompaktan, pa seqe najvixe konaqno mnogo �elija u Y . Zato postoji minimalan m ∈ N
takav da je fn−1(enα) ⊆ Y m. Ako je m 6 n, onda je ovde sve u redu - fn−1|enα je ve� �elijsko.
Ako je m > n, onda modifikujemo fn−1|enα (odgovaraju�im homotopijama), pa najpre po-

stignemo da slika bude sadr�ana u Y m−1, pa u Y m−2 i tako da	e, dok ne do�emo do Y n.

Jedan korak u toj modifikaciji (sa Y m na Y m−1) izgleda ovako. Iako je m > n slika

preslikava�e fn−1|enα , odnosno fn−1 ◦ φnα, mo�e pokriti i celu m-�eliju od Y (znamo

za Peanovu krivu!). Najte�i i tehniqki najzahtevniji deo dokaza teoreme o �elijskoj

aproksimaciji predstav	a dokaz qi�enice da se fn−1 ◦φnα mo�e modifikovati homoto-
pijom relativno Sn−1 tako da u svakoj m-�eliji od Y promaxi bar jednu taqku. Drugim

reqima, postoji skup S ⊂ Y m koji se sastoji od po jedne taqke iz (unutrax�osti) svake

m-�elije u Y , kao i preslikava�e gnα : enα → Y m\S, tako da trougao (∗) na narednom

dijagramu komutira do na homotopiju relativno enα\enα.
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

Jaka deformaciona retrakcija Dm\{z} → Sm−1, gde je z ∈
◦
Dm, daje jaku deforma-

cionu retrakciju r : Y m\S → Y m−1.

Zato je

i ◦ r ◦ gnα ' gnα (rel enα\enα),

tj. i ◦ r ◦ gnα ◦ φnα ' gnα ◦ φnα (rel Sn−1)

.

Dn

enα Y

(∗) Y m

Y m\S

Y m−1

φnα
fn−1◦φnα

gnα

r◦gnα

r

'

Dakle, fn−1|enα ' r ◦ gnα (rel enα\enα), a slika od r ◦ gnα jeste sadr�ana u Y m−1.

Kad se ovo uradi za sve n-�elije u X\A, slaga�em dobijenih homotopija i primenom

svojstva proxire�a homotopije za par (X,A ∪ Xn), dobijamo Hn : X × I → Y , pa

ako definixemo fn(x)
def
= Hn(x, 1) x ∈ X, dobijamo induktivni korak u konstrukciji

najav	enog niza.

Konaqno, tra�eno g : X → Y definixemo na slede�i naqin:

g(x)
def
= fn(x), x ∈ X

gde je n ∈ N0 takvo da x ∈ A∪Xn. Lako se proverava da je g dobro definisano �elijsko

preslikava�e, a na isti naqin kao xto �e to biti ura�eno u dokazu stava 3.14, sad se

homotopije H0, H1, . . . nadove�u tako da daju homotopiju H : f ' g (rel A). �
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3.2 Svojstva CW-kompleksa

Posledica 3.5 Ako topoloxki prostor X ima CW-dekompoziciju takvu da je Xn−1 =

∗ za neko n ∈ N, onda je X (n− 1)-povezan.

Dokaz: Neka je 0 6 k 6 n − 1 i f : Sk → X neprekidno. Tada je f ' i ◦ g, gde je

g : Sk → Xk = ∗ �elijsko. Odavde dobijamo da je f ' const, pa je X (n− 1)-povezan. �

Primer 3.6

1) Sfera Sn je (n−1)-povezan prostor jer ima CW-dekompoziciju koja se sastoji od

jedne 0-�elije i jedne n-�elije pa je Xn−1 = ∗;

2) π2(S1 ∨ S3) = 0. Zaista, neka je f : S2 → S1 ∨ S3 proizvo	no preslikava�e. Tada

postoji �elijsko preslikava�e g : S2 → S1 (jer je 2-skelet od S1 ∨ S3 upravo

kru�nica S1) takvo da naredni dijagram komutira do na homotopiju.

S2 S1 ∨ S3

S1

f

i
g

Kako je π2(S1) = 0, to je g ' const, pa je i f ' const odakle zak	uqujemo da je

π2(S1 ∨ S3) = 0.

Teorema 3.7 Neka je X CW-kompleks, n ∈ N0 i X
n n-skelet od X. Tada je par (X,Xn)

n-povezan (tj. inkluzija j : Xn ↪→ X je n-ekvivalencija).

Dokaz: Neka je k ∈ {0, 1, . . . , n} i f : (Dn, Sn−1)→ (X,Xn) proizvo	no. �elimo da po-

ka�emo da postoji preslikava�e g : (Dk, Sk−1)→ (X,Xn) takvo da je f ' g u kategoriji

Top2 i g(Dk) ⊆ Xn.

Ako je k = 0, gor�i uslov je ekvivalentan tome da Xn seqe sve komponente putne

povezanosti od X, a znamo da X0 seqe sve komponente putne povezanosti od X, pa �e to

va�iti i za Xn.

Neka je sada 1 6 k 6 n i f : (Dk, Sk−1) → (X,Xn) neprekidno. Kako restrikcija

f |Sk−1 slika Sk−1 u Xn, to postoji �elijsko preslikava�e h : Sk−1 → Xn i homotopija

F : Sk−1×I → Xn takva da je F : f |Sk−1 ' h. Kako par (Dk, Sk−1) ima svojstvo proxire�a

homotopije, postoji F̄ : Dk × I → X takvo da je

F̄ (y, 0) = f(y), y ∈ Dk,

F̄ |Sk−1×I = F.
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

Uzmimo h̄
def
= F̄ (·, 1), h̄ : Dk → X i h̄|Sk−1 = h je �elijsko pa postoji g : Dk → X

�elijsko takvo da je h̄ ' g (rel Sk−1). Tada je g(Dk) ⊆ Xk ⊆ Xn. Ako je G : Dk × I → X

homotopija izme�u h̄ i g relativno Sk−1, nadove�imo homotopije F̄ i G i dobijamo

�e	enu homotopiju koju mo�emo predstaviti slikom.

Dakle, imamo da je

F̄ ·G : f ' g

u kategoriji Top2. �

Posledica 3.8 Ako je X CW-kompleks i n ∈ N, onda je πn−1(X) ∼= πn−1(Xn).

Specijalno, X je povezan ako i samo ako je X1 povezan. Tako�e, π1(X) ∼= π1(X2). Od

pre znamo i da je Hi(X) ∼= Hi(X
i+1) za svako i ∈ N0.

3.3 Problem proxire�a preslikava�a

Neka je A ⊆ X i f : A→ Y neprekidno. �elimo da vidimo kada postoji neprekidno

preslikava�e f̄ : X → Y takvo da je f̄ |A = f .

Lema 3.9 Neka je (X,A) CW-par, Y proizvo	an topoloxki prostor, n ∈ N i neka je

f : A ∪Xn−1 → Y neprekidno (dozvo	en je i sluqaj A = ∅).
Preslikava�e f se mo�e proxiriti na A ∪ Xn ako i samo ako za svaku n-�eliju

enα ⊆ X\A i �enu funkciju lep	e�a ϕnα : Sn−1 → Xn−1 va�i da je kompozicija

Sn−1 ϕnα−→ Xn−1 ↪→ A ∪Xn−1 f−→ Y
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3.3 Problem proxire�a preslikava�a

homotopski trivijalna, tj. da se mo�e proxiriti na disk Dn. Xtavixe, izborom

proxire�a gn,α : Dn → Y dobijamo jedinstveno proxire�e f̄ : A ∪ Xn → Y presli-

kava�a f takvo da za svaku n-�eliju enα ⊆ X\A komutira naredni dijagram (gde je φnα
karakteristiqna funkcija �elije enα).

Dn Y

A ∪Xn

gn,α

f̄φnα

(1)

I obrnuto, izborom proxire�a f̄ dobijamo proxire�e gn,α
def
= f̄ ◦ φnα. Dakle, imamo da

postoji preslikava�e f̄ : A ∪Xn → Y takvo da komutira dijagram

A ∪Xn

A ∪Xn−1 Y

f̄

f

(2)

ako i samo ako za svaku n-�eliju enα ⊆ X\A postoji preslikava�e gn,α : Dn → Y takvo

da komutira naredni dijagram.

Dn

Sn−1 Xn−1 A ∪Xn−1 Y

gn,α

ϕnα f

(3)

Dokaz: ⇒: Neka je enα ⊆ X\A. Uzmimo gn,α
def
= f̄ ◦ φnα. Neka je z ∈ Sn−1. Tada je

gn,α(z) = f̄(φnα(z)) = f̄(ϕnα(z)) = f(ϕnα(z))

pa komutira dijagram (3).

←: Neka je enα ⊆ X\A. Posmatrajmo naredni dijagram.

Dn Y

enα

gn,α

φnα f̄α
(4)
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

Kako je φnα koliqniqko, da bi postojalo preslikava�e f̄α takvo da prethodni dijagram

komutira dovo	no je da poka�emo da ako je φnα(z1) = φnα(z2), za proizvo	ne z1, z2 ∈ Dn,

onda je gn,α(z1) = gn,α(z2).

Neka je z1, z2 ∈ Dn i z1 6= z2. Kako je φnα(z1) = φnα(z2), onda je z1, z2 ∈ Sn−1, pa je

ϕnα(z1) = ϕnα(z2). Iz dijagrama (3) imamo

gn,α(z1) = f(ϕnα(z1)) = f(ϕnα(z2)) = gn,α(z2),

pa postoji jedinstveno preslikava�e f̄α.

Ostaje jox da definixemo preslikava�e f̄ : A ∪ Xn → X. Neka je x ∈ A ∪ Xn =

(A ∪Xn−1) t
⊔

enα⊆X\A
enα. Definiximo f̄ na slede�i naqin.

f̄(x)
def
=

f(x), x ∈ A ∪Xn−1

f̄α(x), x ∈ enα ⊆ X\A

Preslikava�e f̄ je dobro definisano. Da bismo dokazali da je neprekidno, a poxto

je domen CW-kompleks, dovo	no je da doka�emo da je neprekidno na zatvore�u svake

�elije.

Ako je ekα ⊆ A ∪Xn−1, onda je ekα ⊆ A ∪Xn−1, pa je

f̄ |
ekα

= f

neprekidno.

Ako je enα ⊆ X\A, dovo	no je pokazati da je f̄ |enα = f̄α jer je f̄α neprekidno. Za x ∈ enα
jeste f̄(x) = f̄α(x). Za x ∈ enα\enα imamo f̄(x) = f(x). Kako je x ∈ enα\enα, to postoji

z ∈ Sn−1 takvo da je φnα(z) = ϕnα(z) = x, pa je

f̄(x) = f(x) = f(ϕnα(z))
(3)
= gn,α(z)

(4)
= f̄α(φnα(z)) = f̄α(x).

Dakle, f̄ je neprekidno.

Jox ostaje da se uverimo da dijagram (1) komutira, ali to sledi iz komutativnosti

narednog dijagrama.

Dn Y

enα

A ∪Xn

gn,α

φnα

f̄

f̄α

φnα

�

Napomena 3.10 Dakle, pita�e da li postoji proxire�e preslikava�a f ekvivalent-

no je tome da je za svaku n-�eliju enα ⊆ X\A klasa [f ◦ ϕnα]0 ∈ πn−1(Y, y0) trivijalna,

gde je y0 = f(ϕnα(e1)). Te klase se zovu opstrukcije.
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3.4 Problem podiza�a preslikava�a

Teorema 3.11 (lema o proxire�u) Neka je (X,A) CW-par, Y topoloxki prostor ta-

kav da za svako n ∈ N sa svojstvom da postoji n-�elija u X\A va�i da je πn−1(Y, y0) = 0

za sve y0 ∈ Y . Tada se svako preslikava�e f : A→ Y mo�e proxiriti do X, tj. imamo

naredni komutativni dijagram.

X

A Y

f̄

f

Dokaz: Definisa�emo preslikava�a fn : A ∪Xn → Y za n ∈ N0 takva da je

f0|A = f i fn|A∪Xn−1 = fn−1, n ∈ N.

Neka je n = 0. Ako nema 0-�elija u X\A, onda uzmimo f0
def
= f . Ako je e0

α ⊆ X\A
0-�elija, onda definiximo

f0|A
def
= f, f0(e0

α) = yα,

gde je yα ∈ Y proizvo	na taqka.

Ostala preslikava�a definixemo induktivno. Neka je n ∈ N i pretpostavimo da

postoji fn−1 : A ∪Xn−1 → Y sa potrebnim svojstvima. Ako nema n-�elija u X\A, onda
uzmimo fn

def
= fn−1. Ako postoji n-�elija enα ∈ X\A, onda je πn−1(Y, y0) = 0, za svako

y0 ∈ Y , pa je svako preslikava�e Sn−1 → Y homotopski trivijalno i iz leme 3.9 sledi

da postoji proxire�e fn : A ∪Xn → Y takvo da je fn|A∪Xn−1 = fn−1.

Ostaje jox da definixemo f̄ : X → Y . Neka je x ∈ X i n ∈ N0 takvo da x ∈ A ∪Xn.

Definiximo

f̄(x)
def
= fn(x).

Ovo n ∈ N0 nije jedinstveno, ali poxto je (fn)n∈N0 niz proxire�a, preslikava�e f̄

�e biti dobro definisano. Jasno, va�i da je f̄ |A = f . Ostaje jox da proverimo da li je

f̄ neprekidno. Dovo	no je da je za svako n ∈ N0 restrikcija f̄ |Xn neprekidna, ali kako

je f̄ |Xn = fn|Xn , to svakako va�i. Dakle, f je neprekidno. �

Posledica 3.12 Neka je X CW-kompleks, n ∈ N, Y putno povezan prostor takav da

je πi(Y ) = 0 za i > n. Tada se svako preslikava�e f : Xn+1 → Y proxiruje na X.

3.4 Problem podiza�a preslikava�a

Neka su X, Y i E topoloxki prostori i f : X → Y i p : E → Y neprekidna

preslikava�a.�elimo da vidimo kada postoji podiza�e preslikava�a f do f̃ : X → E,
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

tj. takvo preslikava�e da naredni dijagram komutira do na homotopiju.

E

X Y

p
f̃

f

Ukoliko je p homotopska ekvivalencija, onda postoji q : Y → E takvo da je p◦q ' 1Y

i q ◦ p ' 1E, pa podiza�e f̃ postoji i dato je sa f̃
def
= q ◦ f . Zaista, imamo da va�i

p ◦ f̃ = p ◦ q ◦ f ' 1Y ◦ f ' f.

Lema 3.13 Neka je (X,A) CW-par, (Y,B) topoloxki par, n ∈ N i neka je f : (X,A ∪
Xn−1)→ (Y,B). Tada postoji g : X → Y takvo da je f ' g (rel A∪Xn−1) i g(A∪Xn) ⊆ B

ako i samo ako za svaku n-�eliju enα ⊆ X\A i �enu karakteristiqnu funkciju φnα :

(Dn, Sn−1)→ (Xn, Xn−1) va�i da je [f ◦ φnα]0r = 0 u πn(Y,B, b0), gde je b0 = f(φnα(e1)).

A ∪Xn−1 B

A ∪Xn

X Y

f |A∪Xn−1

f

 

A ∪Xn−1 B

A ∪Xn

X Y

g|A∪Xn−1=f |A∪Xn−1

g

Dokaz: ⇒: Neka je enα ⊆ X\A. Koristi�emo lemu 2.27, implikaciju (4) ⇒ (1). Po-

kaza�emo da va�i iskaz (4) odakle �e slediti da va�i (1) xto nam je i potrebno.

Posmatrajmo preslikava�e g ◦ φnα : Dn → Y . Tada je

f ◦ φnα ' g ◦ φnα (rel Sn−1),

g(φnα(Dn)) ⊆ g(Xn) ⊆ B,

pa je g ◦ φnα tra�eno preslikava�e iz uslova (4).

←: Sada �emo konstruisati preslikava�e g : X → Y �eliju po �eliju. Neka je enα ⊆
X\A. Kako je [f ◦φnα]0r = 0. Na osnovu implikacije (1)⇒ (4) leme 2.27 imamo da postoji

gn,α : Dn → Y takvo da je Gα : f ◦ φnα ' gn,α (rel Sn−1) i gn,α(Dn) ⊆ B. Posmatrajmo

naredni dijagram.

Dn × I Y

enα × I

Gα

φnα×1I Hα
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Kako je preslikava�e φnα × 1I koliqniqko, da bi postojalo preslikava�e Hα takvo

da dijagram komutira, dovo	no je da elementi iz Dn × I koji imaju iste slike pri

preslikava�u φnα×1I , imaju iste slike i pri preslikava�u Gα. Neka su (z1, t1), (z2, t2) ∈
Dn × I razliqiti elementi, tj. z1 6= z2, takvi da je

(φnα × 1I)(z1, t1) = (φnα × 1I)(z2, t2),

tj. t1 = t2 i φ
n
α(z1) = φnα(z2). Kako je z1 6= z2 i φ

n
α(z1) = φnα(z2), to mora biti z1, z2 ∈ Sn−1,

a kako je Gα homotopija relativno S
n−1, onda imamo da je

Gα(z1, t) = Gα(z1, 0) = f(φnα(z1))),

Gα(z2, t) = Gα(z2, 0) = f(φnα(z2))).

Konaqno, dobijamo

gn,α(z1) = f(φnα(z1)) = f(φnα(z2)) = gn,α(z2),

pa postoji Hα : enα × I → Y .

Sada definixemo homotopiju H̃ : (A ∪Xn)× I → Y sa

H̃(x, t)
def
=

f(x), x ∈ A ∪Xn−1

Hα(x, t), x ∈ enα ⊆ X\A

Kako je A ∪Xn = (A ∪Xn−1) t
⊔

enα⊆X\A
enα, to je H̃ dobro definisano. Da bismo pokazali

da je neprekidno, dovo	no je da je neprekidno na zatvore�u svake �elije.

Ako je ekα ⊆ A ∪Xn−1, onda je H̃|
ekα×I

= f ◦ p1 neprekidno.

Ako je enα ⊆ X\A, onda �emo pokazati da je H̃|enα×I = Hα. Ako je x ∈ enα, onda prethodna
jednakost svakako va�i. Ako je x ∈ enα\enα, onda je H̃(x, t) = f(x). Kako je x ∈ im φnα i

x ∈ enα\enα, to postoji z ∈ Sn−1 takvo da je x = φnα(z), pa je

H̃(x, t) = f(x) = f(φnα(z)) = Gα(z, 0) = Gα(z, t) = Hα(φnα(z), t) = Hα(x, t).

Dakle imamo da je i H̃|enα×I = Hα xto je neprekidno, pa konaqno zak	uqujemo da je

H̃ neprekidno preslikava�e. Pogledajmo qemu je jednako ovo preslikava�e na nivoima

t = 0 i t = 1.

H̃(x, 0) =

f(x), x ∈ A ∪Xn−1

Hα(x, 0), x ∈ enα ⊆ X\A
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

Kako jeHα(x, 0) = Hα(φnα(z), 0) = Gα(z, 0) = f(φnα(z)) = f(x), zak	uqujemo da je H̃(x, 0) =

f(x), za x ∈ X. Sa druge strane je

H̃(x, 1) =

f(x), x ∈ A ∪Xn−1

Hα(x, 1), x ∈ enα ⊆ X\A

Kako je Hα(x, 1) = Gα(z, 1) = gn,α(z) ∈ B, to je H̃(x, 1) ∈ B, za svako x ∈ A ∪Xn.

Kako par (X,A ∪ Xn) ima svojstvo proxire�a homotopije, to postoji homotopija

H : X × I → Y takvo da je

H(x, 0) = f(x), x ∈ X, i H|(A∪Xn)×I = H̃.

Neka je g : X → Y definisano sa g(x)
def
= H(x, 1). Imamo da za ovako definisano

preslikava�e va�i

H : f ' g (rel A ∪Xn−1) i g(A ∪Xn) ⊆ B. �

Stav 3.14 Neka je (X,A) CW-par, a (Y,B) topoloxki par takav da za svako n ∈ N0 sa

svojstvom da postoji n-�elija u X\A va�i da je πn(Y,B, b0) = 0 za sve b0 ∈ B. Tada za
svako preslikava�e f : (X,A) → (Y,B) postoji g : X → Y takvo da je f ' g (rel A) i

g(X) ⊆ B, tj. takvo da u narednom dijagram gor�i trougao komutira, a do�i komutira

do na homotopiju.

A B

X Y

g

f

Napomena 3.15 Za n = 0 uslov
”
πn(Y,B, b0) = 0 za sve b0 ∈ B\ znaqi

”
B seqe sve

komponente putne povezanosti od Y \.

Dokaz: Konstruisa�emo niz funkcija g0, g1, g2, . . . : X → Y takvih da je

f ' g0 (rel A),

gn−1 ' gn (rel A ∪Xn−1), n ∈ N,

gn(A ∪Xn) ⊆ B, n ∈ N.

Najpre definiximo g0 : X → Y . Ako nema 0-�elija u X\A, onda uzmimo g0
def
= f . Ako

je e0
α ⊆ X\A neka 0-�elija, �elimo da je g0(e0

α) ∈ B. Kako B seqe sve komponente putne
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3.4 Problem podiza�a preslikava�a

povezanosti od Y , to postoji put uα : I → Y takav da je uα(0) = f(e0
α) i uα(1) = bα ∈ B.

Definiximo preslikava�e H̃0 : (A ∪X0)× I → Y sa

H̃0(x, t)
def
=

f(x), x ∈ A

uα(t), x = e0
α ∈ X\A

Kako (X,A∪X0) ima svojstvo proxire�a homotopije, to postoji H0 : X × I → Y takvo

da je

H0|(A∪X0)×I = H̃0 i H0(x, 0) = f(x), x ∈ X.

Definiximo g0 : X → Y sa g0(x)
def
= H0(x, 1), x ∈ X. Imamo da je

H0 : f ' g0 (rel A) i g(A ∪X0) ⊆ B.

Neka je sada n ∈ N i pretpostavimo da imamo g0, g1, . . . , gn−1 : X → Y sa pot-

rebnim svojstvima. Preslikava�e gn−1 mo�emo da vidimo kao preslikava�e parova

gn−1 : (X,A ∪ Xn−1) → (Y,B). Ukoliko nema n-�elija u X\A, uzmimo gn
def
= gn−1. Uko-

liko je enα ⊆ X\A neka n-�elija, onda je πn(Y,B, b0) = 0, za sve b0 ∈ B, pa po lemi 3.13

imamo da postoji preslikava�e gn : X → Y takvo da je

Hn : gn ' gn−1 (rel A ∪Xn−1),

gn(A ∪Xn) ⊆ B.

Ostaje jox da pomo�u niza preslikava�a g0, g1, . . . definixemo tra�eno preslika-

va�e g : X → Y . Neka je g(x)
def
= gn(x), gde je n ∈ N0 takvo da je x ∈ A ∪ Xn. Ovako

definisano preslikava�e je dobro definisano jer su sve homotopije me�u preslika-

va�ima gn, n ∈ N0, relativne. Da bismo se uverili da je preslikava�e g neprekidno,

dovo	no je da proverimo da su neprekidne restrikcije na skelete. Ako je n ∈ N0, onda

je

g|Xn = gn|Xn

xto jeste neprekidno. Tako�e, oqigledno va�i g(X) ⊆ B. Ostaje jox da poka�emo da je

f ' g (rel A).

Definiximo homotopiju H : X × I → Y sa

H(x, t)
def
= Hn(x, 2n+1(t− 1) + 2), t ∈

[
1− 1

2n
, 1− 1

2n+1

]
, n ∈ N0;

H(x, 1)
def
= g(x).
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

Preslikava�e H �e biti neprekidno, a da bismo to utvrdili dovo	no je da restrikcija

H|Xn×I bude neprekidna, za svako n ∈ N0.

Neka je x ∈ Xn. Tada je

H(x, t) = Hi(x, 2
i+1(t− 1) + 2), t ∈

[
1− 1

2i
, 1− 1

2i+1

]
, 0 6 i 6 n.

Tako�e je

H(x, t) = gn(x) = gn+1(x) = . . . = g(x), t ∈
[
1− 1

2n+1
, 1

]
,

pa je po teoremi o lep	e�u H|Xn×I neprekidno za svako n ∈ N0. Konaqno, dobijamo

H : f ' g (rel A). �

Teorema 3.16 Neka je (X,A) CW-par i neka je p : E → Y neprekidno takvo da za sve

n ∈ N0 sa svojstvom da postoji n-�elija u X\A va�i πn(Y,E, e0) = 0 za sve e0 ∈ E

(gde je πn(Y,E, e0)
def
= πn(Mp, E, e0)). Tada za svako preslikava�e f : X → Y i h : A→ E

takvo da je p ◦ h = f |A postoji g : X → E takvo da je g|A = h i p ◦ g ' f .

A E

X Y

h

p
g

f

Dokaz: Pretvorimo preslikava�e p u inkluziju na slede�i naqin.

Mp

E Y

hp
j

p

gde je hp : Mp → Y homotopska ekvivalencija i j : E → Mp inkluzija. Posmatrajmo

slede�i dijagram.

A E

Mp

X Y

h

j

hp

f

i◦f

Oznaqimo sa i : Y →Mp inkluziju koja je homotopski inverz od hp. Tada je hp◦i ' 1Y

i i ◦ hp ' 1Mp , pa i ◦ f jeste podiza�e do na homotopiju od f jer

hp ◦ i ◦ f ' 1Y ◦ f = f.
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3.5 Zadaci

Da	e imamo

j ◦ h ' 1Mp ◦ j ◦ h ' i ◦ hp ◦ j ◦ h = i ◦ f |A.

Kako je i ◦ f proxire�e od j ◦ h do na homotopiju i A ↪→ X kofibracija (jer je A

potkompleks od X), to na osnovu zadatka 2. u ode	ku 1.3 postoji f̃ : X → Mp takvo da

je

f̃ |A = j ◦ h i f̃ ' i ◦ f.

Na osnovu stava 3.14 postoji g : X → E takvo da je g|A = h i j ◦ g ' f̃ . �

Posledica 3.17

a) Neka je p : E → Y n-ekvivalencija, X CW-kompleks takav da je dimX 6 n. Tada

za svako preslikava�e f : X → Y postoji podiza�e g : X → E do na homotopiju.

b) Neka je p : E → Y slaba homotopska ekvivalencija i X CW-kompleks. Tada za

svako preslikava�e f : X → Y postoji podiza�e g : X → E do na homotopiju.

Dokaz: Posmatrajmo ponovo slede�i dijagram.

Mp

E Y

hp
j

p

Kako je hp homotopska ekvivalencija, zak	uqujemo da je p n-ekvivalencija (slaba homo-

topska ekvivalencija) ako i samo ako je j n-ekvivalencija (slaba homotopska ekviva-

lencija), tj. ako i samo ako je πi(Y,E, e0) = 0 za sve e0 ∈ E i sve i 6 n (sve i ∈ N0). Sad

se tvr�e�e posledice lako dobija iz teoreme 3.16 za A = ∅. �

3.5 Zadaci

1. Ako je 1 6 m < n dokazati da skup [RPm,RPn] ima taqno dva elementa i to [const]

i [im,n], gde je im,n inkluzija takva da naredni dijagram komutira

Sm Sn

RPm RPn

jm,n

p p

im,n

gde je jm,n : Sm → Sn inkluzija data sa jm,n(x) = (x, 0) ∈ Sn, a p : Sm → RPm i

p : Sn → RPn dvolisna natkriva�a.
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3 PROXIRE�E I PODIZA�E PRESLIKAVA�A

2. Neka je n ∈ N0. Dokazati da je svako neprekidno preslikava�e iz n-dimenzionog

CW-kompleksa u n-povezan topoloxki prostor homotopski trivijalno.

3. Neka je p : E → B m-ekvivalencija, a X n-dimenzion CW-kompleks (m,n ∈ N0).

(a) Ako jem > n, dokazati da za svaka dva neprekidna preslikava�a f, g : X → E

va�i slede�a ekvivalencija: f ' g ⇐⇒ p ◦ f ' p ◦ g.

(b) Ako je m > n, dokazati da je p∗ : [X,E]→ [X,B] bijekcija.

(v) Ako je m = n, dokazati da je p∗ : [X,E]→ [X,B] surjekcija.
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4 Teoreme Vajtheda, Frojdentala i Hurevi�a

4.1 Vajthedova teorema

Stav 4.1 Ako je f : X → Y slaba homotopska ekvivalencija onda za svaki CW-

kompleks Z preslikava�e f∗ : [Z,X]→ [Z, Y ] je bijekcija.

Dokaz: Poka�imo najpre da je f∗ ”
na\. Neka je g : Z → Y neprekidno. Tra�imo pres-

likava�e h : Z → X takvo da je f∗([h]) = [g], tj. f ◦ h ' g. Kako je f slaba homotopska

ekvivalencija i Z CW-kompleks, to na osnovu dela b) posledice 3.17 postoji tra�eno

preslikava�e h.

Sada poka�imo da je f∗ ”
1-1\. Neka su g, h : Z → X takva da je

f∗([g]) = f∗([h]),

tj. f ◦ g ' f ◦ h. �elimo da poka�emo da je g ' h. Pita�e da li su f i g homotopna

preslikava�a je zapravo pita�e postoja�a slede�eg proxire�a.

Z × {0, 1} X

Z × I Y

F

f

G

H

Gde je F (z, 0) = g(z) i F (z, 1) = h(z).

Ovaj dijagram komutira i f je slaba homotopska ekvivalencija pa na osnovu teoreme

3.16 postoji preslikava�e H : Z × I → X takvo da gor�i trougao komutira, a do�i

komutira do na homotopiju. �

Definicija 4.2 Topoloxki prostor W ima homotopski tip CW-kompleksa (kra�e,

ima CW-tip) ako postoji CW-kompleks Z takav da je Z ' W .

Posledica 4.3 Ako je f : X → Y slaba homotopska ekvivalencija i ako W ima CW-

tip, onda je f∗ : [W,X]→ [W,Y ] bijekcija.

Dokaz: Neka je Z CW-kompleks i ϕ : Z → W homotopska ekvivalencija. Posmatrajmo

naredni dijagram.

[W,X] [W,Y ]

[Z,X] [Z, Y ]

f∗

ϕ∗ ϕ∗

f∗
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4 TEOREME VAJTHEDA, FROJDENTALA I HUREVI�A

Kako je ϕ homotopska ekvivalencija, to su preslikava�a ϕ∗ iz dijagrama bijekcije.

Tako�e, na osnovu prethodnog stava je i f∗ : [Z,X]→ [Z, Y ] bijekcija. Dijagram komutira

jer

ϕ∗(f∗[g]) = ϕ∗[f ◦ g] = [f ◦ g ◦ ϕ] = f∗[g ◦ ϕ] = f∗(ϕ
∗[g]),

pa zak	uqujemo da je i f∗ : [W,X]→ [W,Y ] bijekcija. �

U kategoriji Top0 va�i sliqno tvr�e�e. Ako je f : X → Y slaba homotopska ekvi-

valencija, (Z, z0) CW-kompleks i x0 ∈ X i f(x0) ∈ Y bazne taqke, onda je

f∗ : [Z,X]0 → [Z, Y ]0

bijekcija.

Teorema 4.4 (Vajthed) Neka su X i Y CW-tipa i f : X → Y . Preslikava�e f je

homotopska ekvivalencija ako i samo ako je slaba homotopska ekvivalencija.

Dokaz: ⇒: Lako sledi iz definicije slabe homotopske ekvivalencije i stava 2.12.

←: Tra�imo preslikava�e g : Y → X takvo da je f ◦ g ' 1Y i g ◦ f ' 1X . Prethodna

posledica nam daje da je f∗ : [Y,X]→ [Y, Y ] bijekcija. Specijalno, f∗ je ”
na\ pa postoji

g : Y → X takvo da je f∗([g]) = [1Y ], tj. f ◦ g ' 1Y . Da	e imamo

f ◦ g ◦ f ' 1Y ◦ f = f ◦ 1X ,

tj.

f∗([g ◦ f ]) = f∗([1X ]).

Kako je i f∗ : [X,X] → [X, Y ] bijekcija, to je specijalno i
”
1-1\, pa je [g ◦ f ] = [1X ],

odnosno g ◦ f ' 1X . �

Napomena 4.5 Ako za svako n ∈ N0 va�i da je πn(X) ∼= πn(Y ), ne mora biti X ' Y .

Prethodna teorema nam ka�e da neophodan i dovo	an uslov da prostori CW-tipa X

i Y budu homotopski ekvivalentni jeste da su izomorfizmi izme�u �ihovih homo-

topskih grupa indukovani nekim neprekidnim preslikava�em f : X → Y .

Posledica 4.6 Ako X ima CW-tip i πn(X) = 0 za svako n ∈ N0, onda je X ' ∗.

Dokaz: Neka je f : X → ∗. Tada je f∗ : πn(X) → πn(∗) izomorfizam za svako n ∈ N0 jer

su sve homotopske grupe trivijalne. Dakle f je slaba homotopska ekvivalencija, pa na

osnovu teoreme Vajtheda je i homotopska ekvivalencija. �

Napomena 4.7 Analogno tvr�e�e ne�e va�iti za homoloxke grupe. Naime, ako X

ima CW-tip i H̃n(X) = 0 za svako n ∈ N0, onda ne mora biti X ' ∗.
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4.1 Vajthedova teorema

Napomena 4.8 Posledica 4.6 ne va�i ukoliko izostavimo pretpostavku da je X CW-

tipa. Primer za takav prostor je Varxavski krug. On nije CW-tipa i sve homotops-

ke grupe su mu trivijalne, ali nije kontraktibilan.

Primer topoloxkog prostora koji nije CW-kompleks ali jeste CW-tipa je topolox-

ki qexa	. On nije CW-kompleks jer nije lokalno putno povezan, ali je kontraktibi-

lan pa jeste CW-tipa.

Teorema 4.9 (o CW-aproksimaciji) Za svaki topoloxki prostor X postoji CW-

kompleks Z i slaba homotopska ekvivalencija f : Z → X. Xtavixe, ako je X (n− 1)-

povezan za neko n ∈ N, onda se Z mo�e odabrati tako da je Zn−1 = {z0} i da va�i

uslov:

(BT) Za svaku m-�eliju od Z, m ∈ N, i �enu funkciju lep	e�a ϕ : Sm−1 → Zm−1

va�i da je ϕ(e1) = z0.

Dokaz: 1o Neka je X putno povezan prostor. Konstruixemo skelet po skelet prostora

Z. Neka je Z0 def
= {z0} i f0 : Z0 → X definisano sa f0(z0) = x0, gde je x0 ∈ X bilo koja

(nada	e fiksirana) taqka. Kako je X putno povezan, to je (f0)∗ : π0(Z0, z0)→ π0(X, x0)

epimorfizam.

Neka je sada m > 1 i pretpostavimo da smo konstruisali Zm−1 i fm−1 : Zm−1 → X

takvo da za svako k < m− 1 va�i fm−1|Zk = fk i

(fm−1)∗ : πi(Z
m−1, z0)→ πi(X, x0)

je izomorfizam za i < m− 1 i epimorfizam za i = m− 1.

�elimo da konsturixemo Zm tako da komutira dijagram

Zm

Zm−1 X

fm
l

fm−1

(1)

i da je (fm)∗ : πi(Z
m, z0)→ πi(X, x0) izomorfizam za i < m i epimorfizam za i = m.

Ako je (fm−1)∗ izomorfizam za i = m−1 i epimorfizam za i = m, onda definixemo

Zm def
= Zm−1 i fm

def
= fm−1. Inaqe, postupamo na slede�i naqin.

Dodajemo dve grupe m-�elija. Jednu da bismo obezbedili da (fm)∗ bude ”
1-1\ u di-

menziji i = m − 1, a drugu da bi (fm)∗ bilo ”
na\ u dimenziji i = m. Oznaqimo sa A

skup

A def
= ker

(
πm−1(Zm−1, z0)

(fm−1)∗−−−−→ πm−1(X, x0)

)
.
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4 TEOREME VAJTHEDA, FROJDENTALA I HUREVI�A

Za α ∈ A postoji ϕmα : (Sm−1, e1)→ (Zm−1, z0) takvo da je α = [ϕmα ]0.

Oznaqimo sa B neki skup generatora grupe πm(X, x0). Za β ∈ B definiximo ϕmβ :

Sm−1 → Zm−1 sa ϕmβ
def
= cz0 .

Konaqno, definiximo m-skelet na slede�i naqin.

Zm def
=

⊔
α∈A

Dm
(α) t

⊔
β∈B

Dm
(β)

 ∪ ⊔
α∈A

ϕmα t
⊔
β∈B

ϕmβ
Zm−1 ≈

∨
β∈B

Sm(β) ∨

⊔
α∈A

Dm
(α) ∪ ⊔

α∈A
ϕmα Z

m−1


Sada �elimo da fm−1 proxirimo do fm. Neka je α ∈ A i ϕmα : (Sm−1, e1)→ (Zm−1, z0)

takvo da je α = [ϕmα ]0. Tada je fm−1 ◦ ϕmα ' const jer je

[fm−1 ◦ ϕmα ]0 = (fm−1)∗(α) = 0,

pa postoji proxire�e ovog preslikava�a na Dm takvo da naredni dijagram komutira.

Dm

Sm−1 Zm−1 X
ϕmα fm−1

Neka je β ∈ B i ψβ : (Sm, e1)→ (X, x0) takvo da je β = [ψβ]0. Tada komutira i slede�i

dijagram (obe kompozicije su jednake konstantnom preslikava�u cx0).

Dm

Sm

Sm−1 Zm−1 X

q

ψβ

ϕmβ fm−1

Na osnovu leme 3.9 postoji preslikava�e fm : Zm → X takvo da je fm|Zm−1 = fm−1 i da

za svako β ∈ B komutira naredni dijagram.

Dm Sm X

Zm

q

φmβ

ψβ

fm

Jox ostaje da poka�emo da je (fm)∗ izomorfizam odnosno epimorfizam u potreb-

nim dimenzijama. Iz komutativnosti dijagrama (1) dobijamo da komutira i slede�i
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4.1 Vajthedova teorema

dijagram.

πi(Z
m, z0)

πi(Z
m−1, z0) πi(X, x0)

(fm)∗
l∗

(fm−1)∗

(2)

Ako je i < m− 1, imamo da je l (m− 1)-ekvivalencija pa je l∗ izomorfizam, a (fm−1)∗

je izomorfizam po induktivnoj hipotezi pa iz komutativnosti dijagrama (2) dobijamo

da je i (fm)∗ izomorfizam.

Ako je i = m − 1, tada je (fm)∗ ”
na\ jer je (fm−1)∗ ”

na\ i komutira dijagram (2).

Sa druge strane, (fm)∗ je i ”
1-1\. Zaista, neka je γ ∈ ker(fm)∗ 6 πm−1(Zm, z0). U ovoj

dimenziji l∗ je epimorfizam pa postoji α ∈ πm−1(Zm, z0) takvo da je l∗(α) = γ. Dodatno,

va�i i (fm−1)∗(α) = (fm)∗(l∗(α)) = 0, pa je α ∈ A. Ako je jox ϕmα : (Sm−1, e1)→ (Zm−1, z0)

takvo da je α = [ϕmα ], onda imamo

γ = l∗(α) = l∗([ϕ
m
α ]) = [l ◦ ϕmα ]0.

Karakteristiqna funkcija φmα : Dm → Zm jeste jedno proxire�e preslikava�a l ◦ ϕmα
na disk Dm

Dm

Sm−1 Zm−1 Zm

φmα

ϕmα l

pa je l ◦ ϕmα ' const, tj. γ = 0, odakle konaqno zak	uqujemo da je (fm)∗ ”
1-1\.

Ako je i = m, �elimo da poka�emo da je (fm)∗ ”
na\. Neka je β ∈ B ⊆ πm(X, x0).

Posmatrajmo naredni komutativni dijagram.

Dm Sm X

Zm

q

φmβ iβ

ψβ

fm

gde je q : Dm → Sm preslikava�e koje granicu diska Dm skup	a u taqku e1, a iβ : Sm ↪→
Zm prirodno utapa�e sfere Sm u buket

∨
β∈B

Sm(β) ⊆ Zm. Imamo da je

(fm)∗([iβ]0) = [fm ◦ iβ]0 = [ψβ]0 = β,

pa zak	uqujemo da je (fm)∗ ”
na\.
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4 TEOREME VAJTHEDA, FROJDENTALA I HUREVI�A

Ostaje jox da konstruixemo preslikava�e f : Z → X. Odaberimo f takvo da je

f |Zm
def
= fm. Ovako definisano preslikava�e je dobro definisano jer za n > m je

fn|Zm = fm, a tako�e je i neprekidno jer je f |Zm neprekidno za svako m ∈ N0. Jox da se

uverimo da je f slaba homotopska ekvivalencija. Neka je i ∈ N0. Odaberimo prirodan

broj m > i. Posmatrajmo dijagram

πi(Z, z0) πi(X, x0)

πi(Z
m, z0)

f∗

k∗ (fm)∗

gde je k : Zm ↪→ Z inkluzija, tj. komutira dijagram

Z X

Zm

f

k fm

Do sada smo pokazali da je f∗ izomorfizam za baznu taqku z0, a potrebno je pokazati

da �e biti izomorfizam za svaku baznu z ∈ Z taqku, ali kako je Z putno povezan, to

sledi iz dijagrama

πi(Z, z) πi(X, f(z))

πi(Z, z0) πi(X, x0)

f∗

βu

f∗

βf◦u

gde je u : I → Z put od z0 do z.

2o Neka je sada X proizvo	an topoloxki prostor i {Xλ}λ∈Λ �egove komponente putne

povezanosti. Na osnovu sluqaja 1o za svako λ ∈ Λ imamo slabu homotopsku ekvivalenciju

fλ : Zλ → Xλ, gde je Zλ CW-kompleks. Uzmimo Z
def
=
⊔
λ∈Λ

Zλ i f : Z → X definiximo sa

f |Zλ = jλ ◦ fλ, λ ∈ Λ,

gde je jλ : Xλ ↪→ X inkluzija.

Z X

Zλ Xλ

f

fλ

jλ
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4.2 Teorema Frojdentala o suspenziji

Jox da utvrdimo da je f homotopska ekvivalencija. U dimenziji 0 je jasno f∗ : π0(Z)→
π0(X) bijekcija. Neka je i > 1 i z ∈ Z bazna taqka. Tada postoji jedinstveno λ ∈ Λ

takvo da je z ∈ Zλ. Posmatrajmo naredni komutativni dijagram.

πi(Z, z) πi(X, f(z))

πi(Zλ, z) πi(Xλ, fλ(z))

f∗

(fλ)∗

(jλ)∗

Kako je fλ slaba homotopska ekvivalencija, to je (fλ)∗ izomorfizam. Tako�e, vertikale

su izomorfizmi jer sva preslikava�a qije su klase u πi(Z, z) su upravo u komponenti

Zλ jer z ∈ Zλ, pa konaqno zak	uqujemo da je f∗ izomorfizam. �

Definicija 4.10 Neka je X topoloxki prostor. Par (Z, f), gde je Z CW-kompleks,

a f : Z → X slaba homotopska ekvivalencija, nazivamo CW-aproksimacijom za X.

Posledica 4.11 Ako je n ∈ N i X (n − 1)-povezan prostor koji ima CW-tip, onda

postoji CW-kompleks Z takav da je Z ' X, Zn−1 = {z0} i za koji va�i uslov (BT)

teoreme 4.9.

Dokaz: Na osnovu teoreme o CW-aproksimaciji 4.9 znamo da postoji CW-kompleks Z

i slaba homotopska ekvivalencija f : Z → X, a na osnovu Vajthedove teoreme 4.4 f �e

biti i homotopska ekvivalencija. �

4.2 Teorema Frojdentala o suspenziji

Poznato je da ako je (X;A,B) isecaju�a trojka onda j : (A,A ∩ B) ↪→ (X,B) indukuje

izomorfizam

j∗ : Hi(A,A ∩B)→ Hi(X,B), i ∈ N0.

Tako�e va�e i naredna dva tvr�e�a.

Stav 4.12 Ako je (X,A) CW-par i ako je q : (X,A)→ (X/A,A/A) prirodna projekcija,

onda je q∗ : Hi(X,A)→ Hi(X/A, ∗) ∼= H̃i(X/A) izomorfizam za i ∈ N0.

Stav 4.13 Za svako i ∈ N0 je H̃i+1(SX) ∼= Hi(X), gde je SX suspenzija prostora X.

Pokaza�emo da sliqna tvr�e�a va�e i za homotopske grupe, s tim xto za razliku

od homoloxkih ne�e va�iti u svim dimenzijama.

Navodimo najpre bez dokaza jednu od osnovnih teorema.
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4 TEOREME VAJTHEDA, FROJDENTALA I HUREVI�A

Teorema 4.14 Neka je X CW-kompleks, A, B potkompleksi koji pokrivaju X i A∩B je

neprazan i (putno) povezan. Neka je j : (A,A∩B) ↪→ (X,B) inkluzija. Ako je (A,A∩B)

m-povezan, a (B,A∩B) n-povezan, za neke m,n ∈ N0, onda je j∗ : πi(A,A∩B)→ πi(X,B)

izomorfizam za i 6 m+ n− 1, a epimorfizam za i = m+ n.

Posledica 4.15 Ako je (X,A) r-povezan CW-par, A s-povezan za neke r, s ∈ N0 i ako

je q : (X,A)→ (X/A,A/A) prirodna projekcija, onda je q∗ : πi(X,A)→ πi(X/A) izomor-

fizam za i 6 r + s, a epimorfizam za i = r + s+ 1.

Dokaz: Neka je j : A ↪→ X i posmatrajmo Cj = CA ∪j X = X ∪ CA. Neka je a0 ∈ A i

posmatrajmo naredni dijagram.

(X,A) (X/A,A/A)

(X ∪ CA,CA) ((X ∪ CA)/CA,CA/CA)

(X ∪ CA, a0)

q

k ≈

Kako (X ∪ CA,CA) ima svojstvo proxire�a homotopije i kako je konus CA kon-

traktibilan, to je preslikava�e X ∪ CA � (X ∪ CA)/CA homotopska ekvivalencija

pa indukuje izomorfizam u homotopiji. Na osnovu prethodne teoreme, kako je (X,A)

r-povezan i (CA,A) (s + 1)-povezan (xto dobijamo iz dugog taqnog niza para (CA,A)),

to je k∗ : πi(X,A) → πi(X ∪ CA,CA) izomorfizam za i 6 r + s i epimorfizam za

i = r + s+ 1.

Iz prethodnog dijagrama dobijamo slede�i komutativni dijagram.

πi(X,A) πi(X/A,A/A)

πi(X ∪ CA,CA) πi((X ∪ CA)/CA,CA/CA)

πi(X ∪ CA, a0)

q∗

k∗

Iz dugog taqnog niza para (X ∪ CA,CA) dobijamo da je πi(X ∪ CA, a0) → πi(X ∪
CA,CA) izomorfizam, pa iz komutativnosti trougla sa dijagrama imamo i da je πi(X∪

74



4.2 Teorema Frojdentala o suspenziji

CA,CA) → πi((X ∪ CA)/CA,CA/CA) izomorfizam. Konaqno iz komutativnosti kva-

drata sa dijagrama, dobijamo da je q∗ izomorfizam ako i samo ako je k∗ izomorfizam,

tj. q∗ je izomorfizam za i 6 r + s, a epimorfizam za i = r + s+ 1. �

Neka je X topoloxki prostor. �elimo da definixemo preslikava�e E : πn(X)→
πn+1(SX), n ∈ N0. Neka je x0 ∈ X bazna taqka i neka je f : (Sn, e1)→ (X, x0). Potrebno

je odabrati baznu taqku suspenzije SX tako da preslikava�e Sf : S(Sn) → SX dato

sa Sf([y, t])
def
= [f(y), t] quva baznu taqku. Svaka taqka oblika [x0, t] �e ispu�avati ovaj

uslov, a mi biramo bax [x0, 0] za baznu taqku prostora SX. Neka je h : Sn+1 → S(Sn)

neki homeomorfizam takav da komutira naredni dijagram.

Dn+1 C(Sn)

Sn+1 S(Sn)

hn+1

≈

q q

h
≈

Ovde je hn+1 homeomorfizam dat sa

hn+1(z)
def
=


[
z
‖z‖ , 1−‖z‖

]
, z 6= 0

[e1, 1], z = 0

(h−1
n+1[y, t] = (1− t)y), desno q je koliqniqko preslikava�e C(Sn)→ C(Sn)/Sn = S(Sn),

dok je levo q preslikava�e koje skup	a granicu diska Dn+1 u taqku.

Lako se vidi da mora da va�i h(e1) = [e1, 0], pa iz tog razloga za baznu taqku

suspenzije biramo upravo [x0, 0]. Sada mo�emo definisati preslikava�e E.

E([f ]0)
def
= [Sf ◦ h]0,

gde Sf ◦ h : (Sn+1, e1) → (SX, [x0, 0]). Proverimo da li je E dobro definisano. Neka

je g : (Sn, e1) → (X, x0) i f ' g (rel e1). Tada je Sf ' Sg (rel [e1, 0]), pa je Sf ◦ h '
Sg ◦ h (rel e1). Dakle, E je dobro definisano.

Lema 4.16 Neka je i ∈ N0, X topoloxki prostor i posmatrajmo preslikava�e q :

(CX,X) → (CX/X,X/X) = (SX, [x0, 0]), gde je x0 ∈ X bazna taqka. Tada slede�i

dijagram komutira.

πi+1(CX,X) πi+1(SX)

πi(X)

q∗

∂
E
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Dokaz: Kako je CX ' ∗, to iz dugog taqnog niza para (CX,X) dobijamo da je ∂ :

πi+1(CX,X) → πi(X) izomorfizam. Pokaza�emo da je q∗∂
−1 = E. Neka je f : (Si, e1) →

(X, x0). Tra�imo g : (Di+1, Si, e1) → (CX,X, x0) takvo da je ∂[g]0r = [f ]0. Znamo da je

∂[g]0r = [g|Si ]0.
Za g �emo odabrati kompoziciju

Di+1 C(Si) CX.≈
hi+1

g

Cf

Dakle,

g(z)
def
=


[
f
(

z
‖z‖

)
, 1−‖z‖

]
, z 6= 0

[x0, 1], z = 0

Posmatrajmo sada slede�i dijagram.

Di+1 C(Si) CX

Si+1 S(Si) SX

g

≈

q

Cf

q q

h
≈

Sf

Lako se vidi da je g : (Di+1, Si, e1)→ (CX,X, x0) i da je g|Si = f . Kako je

q∗∂
−1[f ]0 = q∗[g]0r = [q ◦ g]0r i E[f ]0 = [Sf ◦ h]0 = [Sf ◦ h ◦ q]0r,

gde smo koristili vezu (2) iz ode	ka 2.2, a iz dijagrama imamo [Sf ◦ h ◦ q]0r = [q ◦ g]0r,

to konaqno dobijamo

q∗∂
−1 = E. �

Posledica 4.17 Za i > 1 preslikava�e E : πi(X)→ πi+1(SX) jeste homomorfizam.

Stav 4.18 Preslikava�e E ima svojstvo prirodnosti. Preciznije, za svako neprekid-

no preslikava�e f : X → Y komutira naredni dijagram.

πi(X) πi+1(SX)

πi(Y ) πi+1(SY )

E

f∗ (Sf)∗

E
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Dokaz: Neka su x0 ∈ X i f(x0) ∈ Y bazne taqke i odaberimo bazne taqke u SX i SY u

skladu sa ranijim razmatra�ima. Neka je dodatno [ϕ]0 ∈ πi(X, x0). Tada je

(Sf)∗(E([ϕ]0)) = (Sf)∗([Sϕ ◦ h]0)

= [Sf ◦ Sϕ ◦ h]0

= [S(f ◦ ϕ) ◦ h]0

= E([f ◦ ϕ]0)

= E(f∗([ϕ]0)),

pa dijagram komutira. �

Teorema 4.19 (Frojdentala o suspenziji) Ako je X (n− 1)-povezan prostor CW-tipa

i n ∈ N, onda je E : πi(X) → πi+1(SX) izomorfizam za i 6 2n − 2, a epimorfizam za

i = 2n− 1.

Dokaz: 1o Neka je X CW-kompleks. Na osnovu leme 4.16 imamo da komutira naredni

dijagram.

πi+1(CX,X) πi+1(SX)

πi(X)

q∗

∂
E

Kako je (CX,X) n-povezan i X (n−1)-povezan, to na osnovu posledice 4.15 imamo da

je q∗ izomorfizam za i 6 2n−2, a epimorfizam za i = 2n−1 xto �e, zbog komutativnosti

dijagrama, va�iti i za E.

2o Ako je X CW-tipa, tj. postoji homotopska ekvivalencija f : X → Y , gde je Y CW-

kompleks, onda je i Sf homotopska ekvivalencija pa na osnovu dela 1o i stava 4.18

imamo dijagram

πi(X) πi+1(SX)

πi(Y ) πi+1(SY )

E

f∗ (Sf)∗

E

odakle zak	uqujemo da je E : πi(X) → πi+1(SX) izomorfizam za i 6 2n − 2, a epimor-

fizam za i = 2n− 1. �

Napomena 4.20 Ako je x0 ∈ X nedegenerisana taqka onda je p : SX → ΣX homotopska
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ekvivalencija xto indukuje izomorfizam u narednom dijagramu.

πi(X) πi+1(SX)

πi+1(ΣX)

E

Σ p∗

Iz dijagrama vidimo da Frojdentalova teorema va�i i za redukovanu suspenziju ΣX.

Teorema 4.21 Za svako n ∈ N va�i πn(Sn) ∼= Z. Jedan generator grupe πn(Sn, e1) jeste

[1Sn ]0, a preslikava�e deg : πn(Sn)→ Z jeste izomorfizam.

Pre dokaza �emo precizirati kako je taqno definisano preslikava�e deg.

πn(Sn, e1)

[Sn, Sn] Z

πn(Sn, y0)

deg
Φ

βu
deg

Φ
deg

(3)

Preslikava�e Φ je bijekcija jer π1(Sn) dejstvuje trivijalno na πn(Sn) (za n = 1, grupa

π1(Sn) je Abelova, a za n > 2 je trivijalna). Iz dijagrama vidimo da nije bitno xta

biramo za baznu taqku prostora Sn. Pored toga, za f : Sn → Sn sa Sf : Sn+1 → Sn+1

oznaqava�emo i preslikava�e takvo da komutira

S(Sn) S(Sn)

Sn+1 Sn+1

Sf

h ≈

Sf

≈ h

Tako�e, sa E oznaqavamo i slede�i homomorfizam.

πi(S
n) πi+1(S(Sn))

πi+1(Sn+1)

E

E
h≈
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4.2 Teorema Frojdentala o suspenziji

Tada je E([f ]0) = [Sf ]0. Sada pre�imo na dokaz teoreme.

Dokaz: Neka je n = 1. Tada je π1(S1) ∼= Z i znamo da je [1S1 ]0 jedan generator. Preslika-

va�e deg je homomorfizam i surjekcija koja slika Z u Z, pa mora biti izomorfizam.

Neka je n = 2. Posmatrajmo dijagram.

Z ∼= π1(S1) π2(S2)

Z

E

deg
deg

Po Frojdentalovoj teoremi preslikava�e E je epimorfizam, pa iz dijagrama zak	uqu-

jemo da je π2(S2) ∼= Z i da �e sva preslikava�a na dijagramu biti izomorfizmi.

Imamo niz izomorfizama

π2(S2) π3(S3) π4(S4) π5(S5) · · ·E E E E

pa je πn(Sn) ∼= Z, a iz dijagrama

πn−1(Sn−1) πn(Sn)

Z

E

deg
deg

dobijamo da je deg izomorfizam.

Jox ostaje da vidimo da je [1Sn ]0 generator grupe πn(Sn, e1). To �emo pokazati in-

dukcijom po n ∈ N. Za n = 1 smo ve� rekli da [1S1 ]0 jeste generator grupe π1(S1, e1).

Pretpostavimo da je [1Sn ]0 generator u πn(Sn, e1). Tada je

E[1Sn ]0 = [S(1Sn)]0 = [1Sn+1 ]0

generator u πn+1(Sn+1, e1). �

Drugi generator u πn(Sn, e1) je −[1Sn ]0 = [rn+1]0, gde je rn+1 : Sn → Sn refleksija

data sa

rn+1(y1, . . . , yn, yn+1) = (y1, . . . , yn,−yn+1).

Posledica 4.22 (Brauer-Hopfova teorema o stepenu) Ako su f, g : Sn → Sn neprekid-

na preslikava�a onda f ' g ako i samo je deg f = deg g.

Dokaz: Direktan smer znamo od ranije da va�i pa ostaje samo da poka�emo indirektan.

Iz dijagrama (3) imamo da je deg bijekcija, a iz niza izomorfizama

[Sn, Sn] [Sn, Sn]0 Z

deg

degΦ
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dobijamo tra�eno tvr�e�e. �

Napomena 4.23 Neka je n > 2 i p : Sn → RPn dvolisno natkriva�e. Tada je p∗ :

πn(Sn, e1)→ πn(RPn, [e1]) izomorfizam, pa je p∗([1Sn ]0) = [p]0 generator grupe πn(RPn, [e1]),

tj.

πn(RPn, [e1]) = Z〈[p]0〉.

Teorema 4.24 Ako je n ∈ N i f : Sn → Sn neprekidno, onda je f∗ : πn(Sn) → πn(Sn)

mno�e�e sa deg f .

Dokaz: Znamo da je [1Sn ]0 generator u πn(Sn, e1). Na osnovu zadatka 1. iz ode	ka 2.4, za

proizvo	nu taqku y ∈ Sn izomorfizam βu : πn(Sn, e1) → πn(Sn, y) ne zavisi od izbora

puta u : I → Sn od e1 do y (jer je Sn prost prostor). Zato i u πn(Sn, y) imamo istak-

nuti generator βu([1Sn ]0). Tvr�e�e teoreme je zapravo da f∗ : πn(Sn, y) → πn(Sn, f(y))

istaknuti generator u πn(Sn, y) slika u deg f puta istaknuti generator u πn(Sn, f(y)).

Neka je e1 ∈ Sn bazna taqka. Ukoliko odaberemo bilo koju drugu baznu taqku y ∈ Sn,
imamo naredni komutativni dijagram

πn(Sn, e1) πn(Sn, f(e1))

πn(Sn, y) πn(Sn, f(y))

f∗

βu βf◦u

f∗

gde je u : I → Sn put od e1 do y, pa ukoliko poka�emo da f∗ : πn(Sn, e1) → πn(Sn, f(e1))

slika [1Sn ]0 u deg f puta istaknuti generator u πn(Sn, f(e1)), onda �e to va�iti i za

svaku drugu baznu taqku.

Kako je Φ iz dijagrama (3)
”
na\, to postoji g : (Sn, e1) → (Sn, e1) takvo da je f ' g,

pa je i deg g = deg f i oznaqimo taj stepen sa k. Neka je u : I → Sn put takav da je g '
u
f .

πn(Sn, e1) πn(Sn, e1)

πn(Sn, f(e1))

g∗

f∗
βu

Iz dijagrama vidimo da je dovo	no da doka�emo da je g∗ mno�e�e sa k, xto va�i jer

je

g∗([1Sn ]0) = [g]0 = k · [1Sn ]0.
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Posled�a jednakost va�i jer je preslikava�e deg : πn(Sn, e1)→ Z izomorfizam, a ele-

menti [g]0 i k · [1Sn ]0 iz πn(Sn, e1) se sa deg slikaju u k. �

Iz Frojdentalove teoreme imamo nizove preslikava�a.

π3(S2) π4(S3) π5(S4) π6(S5) · · ·E E E E

π5(S3) π6(S4) π7(S5) π8(S6) · · ·E E E E

Generalno, imamo izomorfizam

πn+k(S
n) πn+1+k(S

n+1),E

za n+ k 6 2n− 2, tj. za n > k + 2.

Definicija 4.25 Neka je k ∈ N0. k-ta stabilna homotopska grupa sfere je

πsk
def
= πn+k(S

n), za n > k + 2.

Teorema 4.21 nam daje πs0 = Z. Uoqimo narednu tabelu za πi(Sn).

n\i 1 2 3 4 5 6 7 8

1 Z 0 0 0 0 0 0 0

2 0 Z
3 0 0 Z πs1
4 0 0 0 Z πs1 πs2
5 0 0 0 0 Z πs1 πs2 πs3

Izraqunato je da je πs1 = πs2 = Z2, π
s
3 = Z24, π

s
4 = πs5 = 0, . . .

Tako�e je dokazano da su iznad glavne dijagonale sve grupe konaqne sem grupa

π4m−1(S2m) koje su izomorfne direktnoj sumi Z i neke konaqne grupe.

Sada �emo odrediti n-tu homotopsku grupu buketa
∨
α∈A

Sn(α), za n > 2. Za svako α0 ∈ A
imamo utapa�e

iα0
: Sn ↪→

∨
α∈A

Sn(α),

a ova utapa�a nam daju homomorfizam

+
α∈A

(iα)∗ :
⊕
α∈A

πn(Sn)→ πn

(∨
α∈A

Sn(α)

)
.

Teorema 4.26 Homomorfizam +
α∈A

(iα)∗ je izomorfizam. Dakle, grupa πn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
je

slobodna Abelova grupa sa bazom
{

[iα]0 | α ∈ A
}
.
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Dokaz: 1o Neka je A konaqan, na primer A = {1, 2, . . . ,m}. Neka je 1 6 k0 6 m. Tada

komutira naredni dijagram.

Sn
m∏
k=1

Sn(k)

m∨
k=1

Sn(k)

jk0

ik0 j

Ako je y ∈ Sn(l), 1 6 l 6 m, onda je j(y) = (e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸
l−1

, y, e1, . . . , e1). Iz komutativnosti

prethodnog dijagrama dobijamo slede�i.

m⊕
k=1

πn(Sn) πn

(
m∏
k=1

Sn(k)

)

πn

(
m∨
k=1

Sn(k)

)

m

+
k=1

(jk)∗

m

+
k=1

(ik)∗ j∗

Na osnovu teoreme 2.23 preslikava�e
m

+
k=1

(jk)∗ je izomorfizam. Buket
m∨
k=1

Sn(k) je n-skelet

od
m∏
k=1

Sn(k), ali primetimo da �e biti i (2n − 1)-skelet pa kako je j utapa�e (2n − 1)-

skeleta, to je j (2n− 1)-ekvivalencija, tj. j∗ je izomorfizam izme�u homotopskih grupa

u dimenzijama i < 2n− 1, pa je specijalno j∗ sa gor�eg dijagrama izomorfizam, odakle

zak	uqujemo da je

m

+
k=1

(ik)∗ :
m⊕
k=1

πn(Sn)→ πn

( m∨
k=1

Sn(k)

)

izomorfizam.

2o Neka je A proizvo	an. Prvo �emo pokazati da je +
α∈A

(iα)∗ ”
na\.

Neka je [ϕ]0 ∈ πn
( ∨
α∈A

Sn(α)

)
, gde je ϕ : (Sn, e1) →

( ∨
α∈A

Sn(α), ∗
)
. Kako je ϕ neprekidno

preslikava�e i Sn kompaktan, to je ϕ(Sn) kompaktan pa seqe konaqno mnogo �elija, tj.
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postoje α1, α2, . . . , αm takvi da se ϕ faktorixe na slede�i naqin.

Sn
∨
α∈A

Sn(α)

m∨
k=1

Sn(αk)

ϕ

ϕ̃
l (4)

Dakle, imamo [ϕ̃]0 ∈ πn
(

m∨
k=1

Sn(αk)

)
. Za 1 6 k0 6 m komutira naredni dijagram.

Sn
∨
α∈A

Sn(α)

m∨
k=1

Sn(αk)

iαk0

jαk0 l (5)

Na osnovu dela 1o postoje preslikava�a f1, f2, . . . , fm : (Sn, e1)→ (Sn, e1) takva da

(jα1)∗[f1]0 + (jα2)∗[f2]0 + · · ·+ (jαm)∗[fm]0 = [ϕ̃]0 (6)

jer je
m

+
k=1

(jαk)∗ :
m⊕
k=1

πn(Sn)→ πn

( m∨
k=1

Sn(αk)

)
izomorfizam. Ako napadnemo jednaqinu (6) sa l∗ i primenimo komutativnost dijagrama

(4) i (5), dobijamo

(iα1)∗[f1]0 + (iα2)∗[f2]0 + · · ·+ (iαm)∗[fm]0 = [ϕ]0,

tj. +
α∈A

(iα)∗ je ”
na\.

Ostaje jox da poka�emo da je +
α∈A

(iα)∗ ”
1-1\.

Neka su α1, . . . , αm ∈ A i f1, . . . , fm : (Sn, e1)→ (Sn, e1) takva da je

(iα1)∗[f1]0 + (iα2)∗[f2]0 + · · ·+ (iαm)∗[fm]0 = 0 = [const]0,

odnosno

[iα1 ◦ f1 + · · ·+ iαm ◦ fm]0 = [const]0,

gde pod operacijom + unutar klase podrazumevamo definiciju sabira�a po formuli

(1) u okviru ode	ka 2.1.
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Iz posled�e jednakosti dobijamo da mora da va�i

iα1 ◦ f1 + · · ·+ iαm ◦ fm ' const (rel e1),

tj. imamo homotopiju H : Sn× I →
∨
α∈A

Sn(α), a kako je S
n× I kompaktan, to je i H(Sn× I)

kompaktan pa postoje αm+1, . . . , αs ∈ A takvi da se H faktorixe na slede�i naqin.

Sn × I
∨
α∈A

Sn(α)

s∨
k=1

Sn(αk)

H

H̃
l

Odavde vidimo da je

H̃ : jα1 ◦ f1 + · · ·+ jαm ◦ fm ' const (rel e1),

pa je

(jα1)∗[f1]0 + · · ·+ (jαm)∗[fm]0 = 0 ∈ πn
( s∨
k=1

Snαk

)
.

Konaqno iz dela 1o dobijamo da je

[f1]0 = . . . = [fm]0 = 0,

pa je +
α∈A

(iα)∗ ”
1-1\. �

Stav 4.27 Neka je n > 2 i G Abelova grupa zadata preko generatora i relacija

G ∼= Ab
〈
sα, α ∈ A | rβ = 0, β ∈ B

〉
= Ab 〈sα, α ∈ A〉 /

〈
rβ, β ∈ B

〉
i neka je β ∈ B fiksiran i

rβ = λ1sα1 + · · ·+ λmsαm , λj ∈ Z, αj ∈ A.

Uoqimo preslikava�e ϕβ : Sn →
∨
α∈A

Sn(α) koje quva baznu taqku takvo da

[ϕβ]0 = λ1[iα1 ]0 + · · ·+ λm[iαm ]0 ∈ πn
( ∨
α∈A

Sn(α)

)
,

gde je iαj : Sn ↪→
∨
α∈A

Sn(α) inkluzija za 1 6 j 6 m.

Neka je dodatno X (n + 1)-dimenzioni CW-kompleks dobijen od
∨
α∈A

Sn(α) lep	e�em

(n+ 1)-�elija en+1
β pomo�u preslikava�a ϕβ. Tada je

πn(X) ∼= G.
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Dokaz: Posmatrajmo dugi taqni niz para

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
. Kako je

∨
α∈A

Sn(α) n-skelet pro-

stora X, to je ovaj par n-povezan.

· · · πn+1

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
πn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
πn(X) πn

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
· · ·∂ j∗

Kako je πn

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
= 0, to je j∗ ”

na\, pa na osnovu prve teoreme o izomorfizmu i

teoreme 4.26 imamo

πn(X) ∼= πn

(∨
α∈A

Sn(α)

)/
ker j∗ = πn

(∨
α∈A

Sn(α)

)/
im ∂

4.26
= Ab〈[iα]0, α ∈ A〉/im ∂.

Kako je

G ∼= Ab〈[iα]0, α ∈ A〉
/
〈[ϕβ]0, β ∈ B〉,

dovo	no je da poka�emo da je

im ∂ = 〈[ϕβ]0, β ∈ B〉. (7)

Posmatrajmo naredni dijagram za fiksirano β0 ∈ B

(Dn+1, Sn)

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

) ( ∨
β∈B

Sn+1
(β) , ∗

)

(Sn+1, e1)

φn+1
β0

q

p

iβ0

(8)

gde je p preslikava�e koje n-skelet skup	a u taqku, a q preslikava�e koje granicu

diska Dn+1 skup	a u taqku e1.

Tada je p∗ : πn+1

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
→ πn+1

( ∨
β∈B

Sn+1
(β)

)
na osnovu posledice 4.15 izomor-

fizam za n + 1 6 n + n − 1, tj. za n > 2, a ta pretpostavka nam je data u postavci

teoreme.

Znamo da je πn+1

( ∨
β∈B

Sn+1
(β)

)
slobodna Abelova grupa sa bazom {[iβ]0 | β ∈ B}, pa iz

niza jednakosti

p∗([φ
n+1
β ]0r) = [p ◦ φn+1

β ]0r
(8)
= [iβ ◦ q]0r = [iβ]0

zak	uqujemo da je πn

(
X,

∨
α∈A

Sn(α)

)
slobodna Abelova grupa sa bazom {[φn+1

β ]0r | β ∈ B}.

Konaqno, dobijamo

∂([φn+1
β ]0r) = [φn+1

β |Sn ]0 = [ϕβ]0,
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pa va�i (7). �

Za svako n ∈ N i za svaku grupu G (Abelovu za n > 2) postoji (n + 1)-dimenzioni

CW-kompleks X takav da je Xn−1 = ∗, πn(X) ∼= G i va�i uslov (BT) iz teoreme 4.9.

4.3 Ajlenberg-Meklejnovi prostori

Za n ∈ N imamo da je

H̃i(S
n) ∼=

Z, i = n

0, inaqe

Za m > 2 i n ∈ N se mo�e konstruisati prostor Xn,m takav da je

H̃i(Xn,m) ∼=

Zm, i = n

0, inaqe

na slede�i naqin. Neka je ϕ : Sn → Sn preslikava�e stepena m. Uzmimo

Xn,m
def
= Dn+1 ∪ϕ Sn.

Prostor Xn,m ima po jednu �eliju u dimenzijama 0, n i n+ 1 pa imamo da je

CCW(Xn,m) : · · · → 0→ Z m−→ Z→ 0→ · · · → 0→ Z→ 0

odakle se vidi da je Xn,m tra�eni prostor.

Generalno, ako je G Abelova grupa i n ∈ N topoloxki prostor M(G, n) takav da je

H̃i(M(G, n)) ∼=

G, i = n

0, inaqe

nazivamo Murovim prostorom tipa (G, n) i mo�e se pokazati da ovaj prostor postoji

za svaku grupu G i svako n ∈ N. Dakle, Sn = M(Z, n) i Xn,m = M(Zm, n).

Ako je G konaqno generisana grupa, onda je ona oblika

G ∼= Zk ⊕ Zm1 ⊕ . . .⊕ Zml ,

pa mo�emo uzeti

M(G, n) =
k∨
j=1

Sn(j) ∨
l∨

j=1

Xn,mj .
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Definicija 4.28 Neka je G grupa i n ∈ N (G Abelova ako je n > 2). Ajlenberg-

Meklejnov prostor tipa (G, n) jeste topoloxki prostor K(G, n) koji je CW-tipa i

va�i

πi(K(G, n)) ∼=

G, i = n

0, i 6= n

Teorema 4.29 Neka je G grupa i n ∈ N (G Abelova ako je n > 2). Tada postoji

Ajlenberg-Meklejnov prostor tipa (G, n). Xtavixe, za K(G, n) se mo�e odabrati

CW-kompleks X takav da je Xn−1 = {x0} i takav da va�i uslov (BT) teoreme 4.9.

Dokaz: Na kraju prethodnog poglav	a videli smo da postoji (n + 1)-dimenzioni CW-

kompleks koji �emo uzeti zaXn+1 takav da jeXn−1 = {x0}, va�i uslov (BT) i πn(Xn+1) ∼=
G. Dakle,

πi(X
n+1) ∼=

G, i = n

0, i < n

xto ne isk	uquje mogu�nost da �e neka homotopska grupa reda vixeg od n biti netri-

vijalna. Da bismo to sredili dodajemo �elije dimenzije ve�e od n+ 1.

Neka je {sα}α∈A neki skup generatora grupe πn+1(Xn+1, x0). Neka je α ∈ A i ϕα :

(Sn+1, e1) → (Xn+1, x0) takvo da je [ϕα]0 = sα. Pravimo (n + 2)-skelet od X na slede�i

naqin.

Xn+2 def
=

⊔
α∈A

Dn+2
(α)

 ∪ ⊔
α∈A

ϕ(α)
Xn+1.

Inkluzija j : Xn+1 ↪→ Xn+2 je (n+ 1)-ekvivalencija, pa je

j∗ : πn+1(Xn+1, x0)→ πn+1(Xn+2, x0)

epimorfizam. Pokaza�emo da je j∗ = 0. Dovo	no je da poka�emo da je j∗ trivijalno na

svim generatorima. Neka je α ∈ A.

j∗(sα) = j∗([ϕα]0) = [j ◦ ϕα]0 = 0

jer se preslikava�e j ◦ ϕα mo�e proxiriti na disk na slede�i naqin.

Dn+2

Sn+1 Xn+1 Xn+2

φα

ϕα j
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Dakle, j∗ je trivijalni epimorfizam, pa je πn+1(Xn+2) = 0. Za i 6 n je

πi(X
n+2) ∼= πi(X

n+1) ∼=

G, i = n

0, i < n

Induktivno mo�emo nastaviti ovaj postupak dodava�a �elija dok ne dobijemo tra�-

eni prostorX. Iz konstrukcije vidimo da �eX biti upravo CW-kompleks sa tra�enim

svojstvima. �

Stav 4.30 Neka je G1, G2, G3, . . . , Gn, . . . niz grupa pri qemu je Gn Abelova za n > 2.

Tada postoji prostor X takav da je πn(X) ∼= Gn, za svako n ∈ N.

Dokaz: Neka je X =
∞∏
n=1

K(Gn, n). Tada je

πm(X) ∼=
∞∏
n=1

πm(K(Gn, n)) ∼= πm(K(Gm,m)) ∼= Gm. �

Primer 4.31

1) K(Z, 1) = S1. Zaista, znamo da je fundamentalna grupa kru�nice Z, a kako R
natkriva S1 i R ' ∗, to su sve ostale homotopske grupe trivijalne.

2) K(Z ⊕ Z, 1) = T 2. Fundamentalna grupa torusa jeste Z ⊕ Z, a sve ostale su

trivijalne jer R2 natkriva T 2. Ako je M neka od zatvorenih povezanih povrxi

sem S2 i RP2, onda postoji natkriva�e R2 → M , pa je M = K(G, 1), gde je

G = π1(M).

Ako je X CW-kompleks onda je X = K(G, 1) za neku grupu G ako i samo ako je

univerzalno natkriva�e od X kontraktibilno.

3) Odredimo K(Z2, 1) koriste�i konstrukciju iz dokaza teoreme 4.29. Imamo da je

X2 = RP2. Pokazali smo da je

π2(RP2, [e1]) ∼= Z〈[p]0〉,

gde je p : S2 → RP2 dvolisno natkriva�e. Lepimo 3-�eliju pomo�u preslikava�a

p i dobijamo 3-skelet tra�enog prostora

X3 def
= D3 ∪p RP2 ≈ RP3.

Da	e imamo da je

π3(RP3, [e1]) ∼= Z〈[p]0〉,
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4.3 Ajlenberg-Meklejnovi prostori

gde je p : S3 → RP3 dvolisno natkriva�e, pa uzimamo

X4 def
= D4 ∪p RP3 ≈ RP4.

Nastav	aju�i ovaj postupak dobijamo da je tra�eni prostor K(Z2, 1) = RP∞.

U ovo smo se mogli uveriti i na drugi naqin. Univerzalno natkriva�e od RP∞

je S∞, a mo�e se pokazati da je S∞ ' ∗, pa je K(Z2, 1) = RP∞.

4) Sada �emo odrediti K(Zm, 1), za m > 2. Neka je Zm×S2n−1 → S2n−1 dejstvo dato

sa

(1, z) 7→ e
i2π
m · z,

gde je 1 ∈ Zm generator, a z ∈ S2n−1 ⊂ Cn. Ovim je dobro definisano dejstvo grupe

Zm na S2n−1 i to dejstvo je slobodno. Neka je

L2n−1
m

def
= S2n−1/Zm.

Ovaj prostor nazivamo le�astim prostorom. Kako je S2n−1 Hauzdorfov prostor i

ovo dejstvo je slobodno, to je prirodna surjekcija S2n−1 � S2n−1/Zm = L2n−1
m nat-

kriva�e, a kako je za n > 2 S2n+1 prosto povezan prostor, to va�i π1(L2n−1
m ) ∼=

Zm.

Kako je S2n−1 zatvorena povezana (2n−1)-mnogostrukost, to je i L2n−1
m zatvorena

povezana (2n− 1)-mnogostrukost. Primetimo L1
m ≈ S1 i L2n−1

2 ≈ RP2n−1.

Prethodna konstrukcija mo�e da se uradi i kada umesto S2n−1 uzmemo S∞. Tada

dobijamo L∞m
def
= S∞/Zm. Konaqno, imamo da je K(Zm, 1) = L∞m .

Primetimo da sada znamo K(G, 1) za svaku konaqno generisanu Abelovu grupu G

jer je G ∼= Zk ⊕ Zm1 ⊕ . . .⊕ Zml, pa je

K(G, 1) = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
k

×L∞m1
× · · · × L∞ml .

Dejstvo grupe Zm na S2n−1 nije jedinstveno ve� mo�emo posmatrati i dejstvo

Zm × S2n−1 → S2n−1 dato sa

(1, (z1, . . . , zn)) 7→
(
ei

2l1π
m z1, . . . , e

i 2lnπ
m zn

)
gde su l1, . . . , ln ∈ N brojevi uzajamno prosti sa m. Ovo �e tako�e biti slobodno

dejstvo grupe Zm na skup S2n−1 i prostor

L2n−1
m (l1, . . . , ln) = S2n−1/Zm
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isto nazivamo le�astim prostorom koji �e imati sve iste osobine koje smo

naveli za L2n−1
m . Primetimo da je L2n−1

m = L2n−1
m (1, 1, . . . , 1). Prostori L2n−1

m i

L2n−1
m (l1, . . . , ln) imaju iste sve homotopske i homoloxke grupe, ali se brojevi

l1, . . . ln mogu odabrati tako da ova dva prostora ne budu homotopski ekvivaletna.

Znamo da ako su M i N zatvorene povezane 2-mnogostrukosti onda va�i ekvi-

valencija

M ≈ N ⇐⇒ π1(M) ∼= π1(N).

U opxtem sluqaju ovo ne va�i za n-mnogostrukosti. Primer za to su le�asti

prostori L3
5(1, 1) i L3

5(1, 2) koji nisu homotopski ekvivalentni ali imaju iste

fundamentalne grupe. Tako�e, L3
7(1, 1) i L3

7(1, 2) jesu homotopski ekvivalentni,

ali nisu homeomorfni.

Ako su M i N zatvorene povezane n-mnogostrukosti takve da je π1(M) ∼= π1(N)

i Hi(M) ∼= Hi(N) za svako i ∈ N0 ni onda ne mora biti M ≈ N (primer za to su

opet le�asti prostori L3
5(1, 1) i L3

5(1, 2)).

Poenkareova hipoteza: Neka jeM zatvorena povezana n-mnogostrukost, n > 2.

Ako je Hi(M) ∼= Hi(S
n) za svako i ∈ N0 i π1(M) = 0, onda je M ≈ Sn.

Hipotezu je xezdesetih godina proxlog veka za sluqaj n > 5 dokazao Smale u

[3]. Kasnije je Freedman 1982. godine u [4] dokazao hipotezu za sluqaj n = 4, da

bi konaqno Perelman 2003. u svoja tri rada [5], [6] i [7] skicirao dokaz za sluqaj

n = 3 koji je u narednih par godina dopu�en tehniqkim deta	ima.

5) Svaki graf je K(G, 1).

6) K(Z, 2) = CP∞, u xta �emo se uveriti kasnije.

Stav 4.32 Neka je X CW-kompleks takav da je Xn−1 = {x0} za neko n ∈ N, da va�i

uslov (BT) teoreme 4.9 i neka je Y putno povezan prostor takav da je πi(Y ) = 0 za

i > n i y0 ∈ Y . Tada je funkcija

Θ : [X, Y ]0 → Hom(πn(X, x0), πn(Y, y0))

data sa

Θ([f ]0) = f∗, za f : (X, x0)→ (Y, y0)

bijekcija.

Dokaz: Prvo �emo pokazati da je Θ
”
na\. Neka je ψ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) homomorfizam.

Tra�imo preslikava�e f : (X, x0) → (Y, y0) takvo da je f∗ = ψ. Kako je X0 = Xn−1,
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definiximo f na (n−1)-skeletu sa f(x0)
def
= y0. Da	e �elimo da definixemo f na X

n.

Kako je Xn−1 = {x0}, to je Xn =
∨
α∈A

Sn(α) pa �emo f definisati posebno na svakoj sferi.

Neka je α ∈ A i neka je iα : (Sn, e1) ↪→ (X, x0) inkluzija. Tada je [iα]0 ∈ πn(X, x0),

pa je ψ([iα]0) ∈ πn(Y, y0), tj. postoji gα : (Sn, e1) → (Y, y0) takvo da je [gα]0 = ψ([iα]0).

Preslikava�e fn : (Xn, x0)→ (Y, y0) biramo tako da za svako α ∈ A komutira naredni

dijagram.

Sn Y

Xn

X

gα

jα

iα

fn

j

(9)

Primetimo da tada komutira i naredni dijagram.

πn(Xn, x0) πn(Y, y0)

πn(X, x0)

fn∗

j∗ ψ (10)

Zaista, kako je πn(Xn, x0) slobodna grupa sa bazom {[jα]0 | α ∈ A}, lako se proveri
da dijagram komutira na baznim elementima. Neka je α ∈ A. Tada imamo

fn∗ ([jα]0) = [fn ◦ jα]0
(9)
= [gα]0 = ψ([iα]0)

(9)
= ψ(j∗([jα]0)),

pa zak	uqujemo da komutira dijagram (10).

Sada �elimo da definixemo f na Xn+1. Neka je {en+1
β | β ∈ B} skup svih (n + 1)-

�elija u Xn+1 i neka su ϕβ : Sn → X, β ∈ B, �ihove funkcije lep	e�a. Na osnovu leme
3.9 preslikava�e fn se mo�e proxiriti na Xn+1 ako i samo ako je fn ◦ ϕβ ' const, za

sve β ∈ B, tj. ako i samo ako se ova preslikava�a mogu proxiriti na disk. Drugim

reqima, [fn ◦ ϕβ]0 ∈ πn(Y, y0), β ∈ B jesu opstrukcije za postoja�e ovog proxire�a.

Dn+1

Sn Xn Y
ϕβ fn
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Imamo da je

[fn ◦ ϕβ]0 = fn∗ ([ϕβ]0) = ψ(j∗([ϕβ]0)) = ψ([j ◦ ϕβ]0) = ψ(0) = 0

jer se j ◦ ϕβ proxiruje na disk Dn+1 na slede�i naqin.

Dn+1

Sn Xn X

φβ

ϕβ j

Dakle, nema opstrukcija pa se fn proxiruje na Xn+1 i dobijeno proxire�e �emo

oznaqiti sa fn+1. Kako je πi(Y ) = 0 za i > n, to iz posledice 3.12 sad sledi da postoji

i f : X → Y takvo da komutira naredni dijagram.

X

Xn+1

Xn Y

f

fn+1

fn

Jox ostaje da se uverimo da je f∗ = ψ. Iz komutativnosti dijagrama (10) imamo da

je ψj∗ = fn∗ . Sa druge strane, kako komutira dijagram

X

Xn Y

f
j

fn

dobijamo da je f∗j∗ = fn∗ , pa mora da va�i ψj∗ = f∗j∗. Kako je j : Xn ↪→ X n-

ekvivalencija, to je u dimenziji n preslikava�e j∗ epimorfizam pa iz posled�e jed-

nakosti zak	uqujemo da je ψ = f∗, tj. preslikava�e Θ je
”
na\.

Sada �emo pokazati da je Θ i
”
1-1\. Neka su f, g : (X, x0) → (Y, y0) neprekidna

preslikava�a i pretpostavimo da je f∗ = g∗ : πn(X, x0) → πn(Y, y0). Pokazujemo da je

f ' g (rel x0). Postoja�e homotopije mo�emo videti kao problem postoja�a proxire�a

preslikava�a H : X × {0, 1} ∪ {x0} × I → Y na X × I, gde je

H(x, 0)
def
= f(x), x ∈ X,

H(x, 1)
def
= g(x), x ∈ X,
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4.3 Ajlenberg-Meklejnovi prostori

H(x0, t) = y0, t ∈ I.

�elimo prvo da definixemoH i naXn×I, pa �emo to proxire�e posle proxiriti
na X × I. Kako je Xn =

∨
α∈A

Sn(α), definisa�emo H posebno za svaku sferu.

Neka je α ∈ A. Iz pretpostavke imamo da je f∗([iα]0) = g∗([iα]0), tj. [f ◦ iα]0 = [g ◦ iα]0,

pa postoji homotopija Hα : f ◦ iα ' g ◦ iα (rel e1). Preslikava�e H : Sn(α)× I → Y biramo

tako da komutira naredni dijagram.

Sn × I Y

Sn(α) × I

X × I

Hα

iα×1I

≈ H

Dakle, preslikava�e H smo definisali na X × {0, 1} ∪ Xn × I ⊆ X × I. Kako

je (X × I)n+1 = Xn+1 × {0, 1} ∪ Xn × I to je (X × I)n+1 ⊆ X × {0, 1} ∪ Xn × I, pa

X × I\(X × {0, 1} ∪ Xn × I) sadr�i samo �elije dimenzije ve�e od n + 1, a poxto je

πi(Y ) = 0 za i > n, to na osnovu leme o proxire�u 3.11 zak	uqujemo da se H proxiruje

na X × I. �

Teorema 4.33 Neka je n ∈ N, G grupa (G je Abelova ako je n > 2) i neka su X i Y dva

Ajlenberg-Meklejnova prostora tipa (G, n). Tada je X ' Y .

Dokaz: Neka je X Ajlenberg-Meklejnov prostor dobijen konstrukcijom iz dokaza teore-

me 4.29, tj. X je CW-kompleks takav da je Xn−1 = {x0} i va�i uslov (BT) teoreme 4.9.

Neka je Y proizvo	an Ajlenberg-Meklejnov prostor i y0 ∈ Y . Pokaza�emo da je X ' Y .

Neka je ψ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) neki fiksirani izomorfizam. Na osnovu prethod-

nog stava postoji f : (X, x0) → (Y, y0) takvo da je f∗ = ψ. Zbog putne povezanosti

prostora X i Y je i f∗ : πn(X, x) → πn(Y, f(x)) izomorfizam za svako x ∈ X. Tako-

�e, ako je i 6= n i x ∈ X onda je i f∗ : πi(X, x) → πi(Y, f(x)) izomorfizam jer su obe

homotopske grupe πi(X, x) i πi(Y, f(x)) trivijalne.

Dakle, f je slaba homotopska ekivivalencija i X i Y su CW-tipa, pa na osnovu

Vajthedove teoreme 4.4 zak	uqujemo da je f i homotopska ekvivalencija. �

Napomena 4.34 Za dato n ∈ N i Abelovu grupu G imamo kontravarijantne funktore

Top Ab

Hn(·;G)

[·,K(G,n)]
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koji su prirodno izomorfni na potkategoriji prostora CW-tipa, tj. za svaki topo-

loxki prostor CW-tipa X postoji bijekcija

TX : Hn(X;G)→ [X,K(G, n)]

i ako je f : X → Y neprekidno onda komutira naredni dijagram.

Hn(X;G) [X,K(G, n)]

Hn(Y ;G) [Y,K(G, n)]

TX

TY

f∗ f∗

4.4 Teorema Hurevi�a

Poznato je da va�i naredna teorema.

Teorema 4.35 (Hurevi� za n = 1) Ako je X 0-povezan topoloxki prostor i x0 ∈ X

onda je Hurevi�ev homomorfizam h : π1(X, x0) → H1(X) epimorfizam i �egovo jezgro

je izvod fundamentalne grupe, tj. kerh = π′1(X, x0). Dakle, πab1 (X, x0) ∼= H1(X).

Podsetimo se kako je definisan homomorfizam h. Neka je ϕ : (I, {0, 1}) → (X, x0),

onda je

h([ϕ])
def
= [ϕ ◦ θ] ∈ H1(X),

gde je θ : ∆1 → I homeomorfizam dat sa θ(t0, t1) = t1.

Specijalno, ako je X = S1 preslikava�e h : π1(S1, e1) → H1(S1) je izomorfizam.

Jedan generator u π1(S1, e1) je [p], gde je p : I → S1 preslikava�e dato sa p(t)
def
= ei2πt.

Tada �e i

α1
def
= h([p]) = [p ◦ θ] ∈ H1(S1)
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biti generator.

Sada da vidimo kako izgleda homomorfizam h kada fundamentalnu grupu posma-

tramo kao π1(X, x0) = [S1, X]0. Neka je f : (S1, e1)→ (X, x0). Tada je

h([f ]0) = h([f ◦ p]) = [f ◦ p ◦ θ] = f∗([p ◦ θ]) = f∗(α1),

gde je f∗ : H1(S1)→ H1(X).

∆1

I X

S1

θ

ϕ

p f

Ovo nam daje motivaciju za definisa�e preslikava�e h u ve�im dimenzijama. Neka

je n ∈ N. Uoqimo preslikava�e q : (Dn+1, Sn) → (Sn+1, e1) koje granicu diska Dn+1

skup	a u e1. Ovo preslikava�e indukuje preslikava�e dva duga taqna niza.

· · · Hn+1(Dn+1) Hn+1(Dn+1, Sn) Hn(Sn) Hn(Dn+1) · · ·

· · · Hn+1(Sn+1) Hn+1(Sn+1, e1) Hn(e1) Hn(Sn+1) · · ·

q∗

∂

q∗ q∗ q∗

i∗

Preslikava�a ∂ : Hn+1(Dn+1, Sn) → Hn(Sn) i i∗ : Hn+1(Sn+1) → Hn+1(Sn+1, e1) su

izomorfizmi iz dugih taqnih nizova odgovaraju�ih parova dok je q∗ : Hn+1(Dn+1, Sn)→
Hn+1(Sn+1, e1) izomorfizam na osnovu stava 4.12.

Imamo generator α1 ∈ H1(S1) ∼= Z. Odaberimo generatore αn ∈ Hn(Sn) ∼= Z i

βn+1 ∈ Hn+1(Dn+1, Sn) ∼= Z tako da za sve n ∈ N va�i

∂βn+1 = αn i i∗αn+1 = q∗βn+1.

Dakle, vidimo da imamo generatore αn ∈ Hn(Sn) za svako n > 1 i βn ∈ Hn(Dn, Sn−1)

za svako n > 2.

Definicija 4.36

(a) Neka je X topoloxki prostor, x0 ∈ X i n ∈ N. Hurevi�evo preslikava�e je

preslikava�e h : πn(X, x0) → Hn(X) dato na slede�i naqin. Za f : (Sn, e1) →
(X, x0) je

h([f ]0)
def
= f∗(αn),
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gde je f∗ : Hn(Sn)→ Hn(X).

(b) Neka je a0 ∈ A ⊆ X i n > 2. Relativno Hurevi�evo preslikava�e je preslikava�e

h : πn(X,A, a0)→ Hn(X,A) dato na slede�i naqin. Za g : (Dn, Sn−1, e1)→ (X,A, a0)

je

h([g]0r)
def
= g∗(βn),

gde je g∗ : Hn(Dn, Sn−1)→ Hn(X,A).

Osobine:

1) Ako je u : I → X put od x0 do x1 onda komutira naredni dijagram.

πn(X, x0)

Hn(X)

πn(X, x1)

βu

h

h

Zaista, ako je [f ]0 ∈ πn(X, x0) i [g]0 = βu([f ]0) ∈ πn(X, x1), onda je f '
u
g, pa je

f∗ = g∗ odakle je

h(βu([f ]0)) = h([g]0) = g∗(αn) = f∗(αn) = h([f ]0).

Sliqno, ako je v : I → A put od a0 do a1, onda komutira naredni dijagram.

πn(X,A, x0)

Hn(X,A)

πn(X,A, x1)

βv

h

h

2) Ako je A = {a0}, onda za n > 2 komutira naredni dijagram

πn(X, a0, a0) Hn(X, a0)

πn(X, a0) Hn(X)

h

k

h

j∗
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gde je k : πn(X, a0)↔ πn(X, a0, a0) identifikacije (2) iz ode	ka 2.2, a j : (X,∅) ↪→
(X, a0) inkluzija. Na osnovu dugog taqnog niza para (X, a0) preslikava�e j∗ je

izomorfizam.

Zaista, neka je f : (Sn, e1)→ (X, a0). Iz komutativnosti dijagrama

(Sn,∅) (Sn, e1)

(X,∅) (X, a0)

i

f f

j

prelaskom na homologiju dobijamo da va�i f∗i∗ = j∗f∗, odakle dobijamo

h(k([f ]0)) = h([f ◦ q]0r)
= (f ◦ q)∗(βn)

= f∗(q∗(βn))

= f∗(i∗(αn))

= j∗(f∗(αn))

= j∗(h([f ]0)).

Stav 4.37 Hurevi�evo preslikava�e je homomorfizam grupa.

Dokaz: Dokaza�emo stav za Hurevi�evo preslikava�e, a sliqan dokaz se mo�e izvesti

i za relativno Hurevi�evo preslikava�e.

Neka su f, g : (Sn, e1)→ (X, x0). �elimo da poka�emo da je

h([f ]0 + [g]0) = h([f ]0) + h([g]0).

Kako je

h([f ]0 + [g]0) = h([(f Y g) ◦ γ]0) = (f Y g)∗γ∗(αn),

h([f ]0) + h([g]0) = f∗(αn) + g∗(αn),

dovo	no je pokazati da je

(f Y g)∗γ∗(αn) = f∗(αn) + g∗(αn) (11)

u Hn(X).

Imali smo preslikava�a Sn
γ−→ Sna ∨ Snb

fYg−−→ X. Uoqimo i naredna preslikava�a.

Sn Sn

Sna ∨ Snb

Sn Sn

q1 q2

1Sn

i1

1Sn

i2
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gde je

q1|Sna = h, q1|Snb ≡ e1,

q2|Sna ≡ e1, q2|Snb = h ◦ ρ,

i1 = h−1, i2 = (h ◦ ρ)−1,

a homeomorfizmi h i ρ su definisani u ode	ku 2.1.

Primetimo da je

q1 ◦ i1 = q2 ◦ i2 = 1Sn , q2 ◦ i1 = q1 ◦ i2 = ce1 ,

kao i

q1 = 1Sn Y ce1 i q2 = ce1 Y 1Sn .

Zato je

[q1 ◦ γ]0 = [1Sn ]0 + [ce1 ]0 = [1Sn ]0,

a sliqno va�i i za preslikava�e q2, pa dobijamo da je

q1 ◦ γ ' 1Sn , q2 ◦ γ ' 1Sn . (12)

Posmatrajmo naredni dijagram.

Hn(Sn) Hn(Sna ∨ Snb ) Hn(X)

Hn(Sn)⊕Hn(Sn)

γ∗ (fYg)∗

((q1)∗,(q2)∗) (i1)∗+(i2)∗

Proverimo da je ((q1)∗, (q2)∗) inverz izomorfizma (i1)∗+ (i2)∗. Neka je (σ, τ) ∈ Hn(Sn)⊕
Hn(Sn).

((q1)∗, (q2)∗)((i1)∗ + (i2)∗)(σ, τ) = ((q1)∗, (q2)∗)((i1)∗σ + (i2)∗τ)

=
(
(q1)∗((i1)∗σ + (i2)∗τ), (q2)∗((i1)∗σ + (i2)∗τ)

)
= (σ + 0, 0 + τ)

= (σ, τ)

Jox ostaje da poka�emo jednakost (11).

(f Y g)∗γ∗αn = (f Y g)∗((i1)∗ + (i2)∗)((q1)∗, (q2)∗)γ∗αn

= (f Y g)∗((i1)∗ + (i2)∗)((q1 ◦ γ)∗αn, (q2 ◦ γ)∗αn)

(12)
= (f Y g)∗((i1)∗ + (i2)∗)(αn, αn)

= (f Y g)∗((i1)∗αn + (i2)∗αn)

= f∗(αn) + g∗(αn),
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gde posled�a jednakost va�i jer je (f Y g) ◦ i1 = f i (f Y g) ◦ i2 = g. �

Stav 4.38 Hurevi�ev homomorfizam h ima svojstvo prirodnosti, tj. ako je f : X →
Y , n ∈ N i x ∈ X, onda komutira naredni dijagram

πn(X, x) πn(Y, f(x))

Hn(X) Hn(Y )

f∗

h h

f∗

odnosno, ako je g : (X,A)→ (Y,B), n > 2 i a ∈ A, onda komutira naredni dijagram.

πn(X,A, a) πn(Y,B, g(a))

Hn(X,A) Hn(Y,B)

g∗

h h

g∗

Dokaz: Neka je ϕ : (Sn, e1)→ (X, x), tj. [ϕ]0 ∈ πn(X, x). Tada je

f∗(h([ϕ]0)) = f∗ϕ∗αn = (f ◦ ϕ)∗αn = h([f ◦ ϕ]0) = h(f∗([ϕ]0)),

pa zak	uqujemo da komutira prvi dijagram, a sliqno se pokazuje i komutativnost

drugog. �

Stav 4.39 Ako je a ∈ A ⊆ X, onda slede�i dijagram komutira.

· · · πn+1(X,A, a) πn(A, a) πn(X, a) πn(X,A, a) · · · π1(X, a) π1(X,A, a)

· · · Hn+1(X,A) Hn(A) Hn(X) Hn(X,A) · · · H1(X) H1(X,A)

∂

h

i∗

hI hII hIII h

∂ i∗ l∗

Dokaz: Potrebno je da poka�emo da komutiraju kvadrati I, II i III iz dijagrama.

Komutativnost I. Neka je g : (Dn+1, Sn, e1) → (X,A, a). Posmatrajmo duge taqne

nizove parova (Dn+1, Sn) i (X,A). Tada imamo komutativni dijagram

· · · Hn+1(Dn+1, Sn) Hn(Sn) · · ·

· · · Hn+1(X,A) Hn(A) · · ·

g∗

∂

(g|Sn )∗

∂
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odakle dobijamo

∂g∗ = (g|Sn)∗∂.

Kako je

h∂[g]0r = h[g|Sn ]0 = (g|Sn)∗αn = (g|Sn)∗∂βn+1 = ∂g∗βn+1 = ∂h[g]0r

to zak	uqujemo da deo I dijagrama komutira.

Komutativnost II direktno sledi iz prethodnog stava.

Komutativnost III. Preslikava�e πn(X, a) → πn(X,A, a) iz dijagrama je zapravo

kompozicija

πn(X, a)←→ πn(X, a, a)
k∗−→ πn(X,A, a),

gde je

(X, a) (X,A)

(X,∅)

k

j
l

Dakle, kvadrat III se zapravo sastoji od dva kvadrata sa slede�eg dijagrama.

πn(X, a) πn(X, a, a) πn(X,A, a)

Hn(X) Hn(X, a) Hn(X,A)

h h

k∗

h

j∗ k∗

Levi kvadrat u ovom dijagramu komutira na osnovu osobine 2) Hurevi�evog preslika-

va�a, dok desni komutira na osnovu prethodnog stava xto nam konaqno daje da komutira

i deo III dijagrama. �

Lema 4.40 Ako je n > 2 onda je h : πn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
→ Hn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
izomorfizam.

Dokaz: Neka je α0 ∈ A. Tada imamo prirodno utapa�e

iα0
: Sn ↪→

∨
α∈A

Sn(α).

Dokazali smo da je

+
α∈A

(iα)∗ :
⊕
α∈A

πn(Sn)→ πn

(∨
α∈A

Sn(α)

)
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izomorfizam i da je πn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
slobodna Abelova grupa sa bazom

{
[iα]0 | α ∈ A

}
.

Tako�e je poznato da je i

+
α∈A

(iα)∗ :
⊕
α∈A

Hn(Sn)→ Hn

(∨
α∈A

Sn(α)

)
izomorfizam, pa je Hn

( ∨
α∈A

Sn(α)

)
slobodna Abelova grupa sa bazom

{
(iα)∗αn | α ∈ A

}
.

Kako za svako α ∈ A va�i

h[iα]0 = (iα)∗αn,

to h slika odgovaraju�e generatore u generatore, pa je izomorfizam. �

Teorema 4.41 (Hurevi� za n > 2) Neka je n > 2 i X (n− 1)-povezan prostor. Tada je

h :πn(X)→ Hn(X) izomorfizam, a

h :πn+1(X)→ Hn+1(X) epimorfizam.

Dokaz: 1o Neka je X CW-kompleks takav da je Xn−1 = {x0} i va�i uslov (BT) iz teoreme
4.9. Kako se (n − 1)-skelet sastoji od jedne taqke, to je Xn =

∨
α∈A

Sn(α). Primenom stava

4.39 na par (X,Xn) dobijamo da komutira naredni dijagram.

· · · πn+1(Xn) πn+1(X) πn+1(X,Xn) πn(Xn) πn(X) πn(X,Xn) · · ·

· · · Hn+1(Xn) Hn+1(X) Hn+1(X,Xn) Hn(Xn) Hn(X) Hn(X,Xn) · · ·

i∗

h

k∗

h

∂

h

i∗

h

0

h(1) h

i∗ l∗ ∂ i∗ l∗

(13)

Kako je par (X,Xn) n-povezan, to je πn(X,Xn) = 0. Pa iz dijagrama dobijamo da je

preslikava�e

i∗ : πn(Xn)→ πn(X)

iz dijagrama epimorfizam.

Tako�e, imali smo da je i Hn(X,Xn) = 0, pa je i

i∗ : Hn(Xn)→ Hn(X)

epimorfizam.

101



4 TEOREME VAJTHEDA, FROJDENTALA I HUREVI�A

Na osnovu prethodne leme, preslikava�e

h : πn(Xn)→ Hn(Xn)

je izomorfizam.

Da	e imamo da je i Hn+1(Xn) = 0, pa je

l∗ : Hn+1(X)→ Hn+1(X,Xn)

monomorfizam.

Da bismo dokazali da je h : πn(X) → Hn(X) izomorfizam, odnosno h : πn+1(X) →
Hn+1(X) epimorfizam, bi�e nam jox potrebno da poka�emo da je preslikava�e h :

πn+1(X,Xn)→ Hn+1(X,Xn) epimorfizam.

Posmatrajmo dugi taqni niz u homologiji trojke (X,Xn+1, Xn).

· · · Hn+1(Xn+1, Xn) Hn+1(X,Xn) Hn+1(X,Xn+1) · · ·j∗

Kako je Hn+1(X,Xn+1) = 0, to je j∗ : Hn+1(Xn+1, Xn) → Hn+1(X,Xn) epimorfizam.

Ci	 nam je da odredimo generatore grupe Hn+1(X,Xn) i da vidimo da preslikava�e

h : πn+1(X,Xn)→ Hn+1(X,Xn) poga�a sve generatore.

Neka su φβ : (Dn+1, Sn) → (Xn+1, Xn), β ∈ B, sve karakteristiqne funkcije �elija
dimenzije n + 1 �elijskog kompleksa X. Tada �emo i kompoziciju j ◦ φβ oznaqavati sa

φβ.

(Dn+1, Sn) (Xn+1, Xn) (X,Xn)
φβ

φβ

j

Neka je β ∈ B. Posmatrajmo naredni komutativni dijagram.

(Dn+1, Sn) (Xn+1, Xn)

(Sn+1, e1) (Xn+1/Xn, Xn/Xn)

(Sn+1,∅) (Xn+1/Xn,∅)

φβ

q qn+1

iβ

i

iβ

ln+1

Prelaskom na homologiju dobijamo naredni dijagram.
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Hn+1(Dn+1, Sn) Hn+1(Xn+1, Xn)

Hn+1(Sn+1, e1) Hn+1(Xn+1/Xn, Xn/Xn)

Hn+1(Sn+1) Hn+1(Xn+1/Xn)

(φβ)∗

q∗ (qn+1)∗

(iβ)∗

i∗

(iβ)∗

(ln+1)∗

Na osnovu stava 4.12 imamo da su preslikava�a (qn+1)∗ i q∗ izomorfizmi, a tako�e

znamo da su i i∗ i (ln+1)∗ izomorfizmi.

Hn+1(Xn+1/Xn) je slobodna Abelova grupa sa bazom

{(iβ)∗αn+1 | β ∈ B},

pa kako je q∗βn+1 = i∗αn+1, to na osnovu komutativnosti dijagrama zak	uqujemo da je

Hn+1(Xn+1, Xn) slobodna Abelova grupa sa bazom

{(φβ)∗βn+1 | β ∈ B}.

Kako je preslikava�e j∗ : Hn+1(Xn+1, Xn)→ Hn+1(X,Xn)
”
na\, konaqno dobijamo da

je grupa Hn+1(X,Xn) generisana elementima skupa

{j∗(φβ)∗βn+1 | β ∈ B},

a kako smo koristili oznaku φβ = j ◦ φβ, to je ovo zapravo skup

{(φβ)∗βn+1 | β ∈ B}.

Kako va�i uslov (BT), to sve karatkeristiqne funkcije quvaju baznu taqku, pa je

φβ : (Dn+1, Sn, e1)→ (X,Xn, x0),

tj. [φβ]0r ∈ πn+1(X,Xn), a kako je

h[φβ]0r = (φβ)∗βn+1,

to preslikava�e h : πn+1(X,Xn)→ Hn+1(X,Xn) poga�a sve generatore grupeHn+1(X,Xn)

pa je epimorfizam.

Sada mo�emo dokazati tvr�e�e teoreme. Na osnovu komutativnosti kvadrata (1) di-

jagrama (13) imamo da je preslikava�e h : πn(X)→ Hn(X)
”
na\. Poka�imo da je i

”
1-1\.
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Neka je σ ∈ πn(X) i pretpostavimo da je h(σ) = 0. Tada iz dijagrama vidimo da postoji

τ ∈ πn(Xn) takvo da je i∗(τ) = σ. Neka je ρ = h(τ). Tada iz komutativnosti dijagrama

imamo da je i∗(ρ) = 0, pa postoji ξ ∈ Hn+1(X,Xn) takvo da je ∂(ξ) = ρ. Da	e, kako je h

”
na\, to postoji z ∈ πn+1(X,Xn) takvo da je h(z) = ξ. Kako je h(∂(z)) = h(τ) i h je

”
1-1\,

to je ∂(z) = τ , pa konaqno imamo σ = i∗(∂(z)) = 0, tj. preslikava�e h : πn(X)→ Hn(X)

je
”
1-1\ pa je izomorfizam. Prethodni raqun mo�emo kra�e predstaviti dijagramom.

z τ σ

ξ ρ 0

Za kraj poka�imo da je preslikava�e h : πn+1(X)→ Hn+1(X) epimorfizam. Neka je

τ ∈ Hn+1(X) i σ = l∗(τ). Tada je ∂(σ) = 0 i postoji ξ ∈ πn+1(X,Xn) takvo da je h(ξ) = σ,

pa iz komutativnosti dijagrama dobijamo da je h(∂(ξ)) = 0, pa je i ∂(ξ) = 0. Iz taqnosti

niza u homotopiji dobijamo da postoji z ∈ πn+1(X) takvo da je k∗(z) = ξ. Konaqno, kako

je l∗(h(z)) = l∗(τ) i l∗ je ”
1-1\, to je h(z) = τ , pa zak	uqujemo da je h : πn+1(X)→ Hn+1(X)

epimorfizam. Ovo kra�e mo�emo predstaviti narednim dijagramom

z ξ 0

τ σ 0

qime je dokaz prvog sluqaja zavrxen.

2o Neka je sada X proizvo	an prostor. Na osnovu teoreme 4.9 o CW-aproksimaciji

postoji CW-kompleks Z takav da je Zn−1 = {z0}, va�i uslov (BT) i postoji slaba

homotopska ekvivalencija f : Z → X.

Na osnovu posledice 2.36 znamo da slaba homotopska ekvivalencija indukuje izo-

morfizam i u homologiji pa za i ∈ {n, n+ 1} imamo slede�i komutativni dijagram.

πi(Z, z0) πi(X, f(z0))

Hi(Z) Hi(X)

f∗

h h

f∗

Na osnovu sluqaja 1o imamo da je leva vertikala izomorfizam za i = n, odnosno epimor-

fizam za i = n+1, pa iz komutativnosti dijagrama zak	uqujemo da je h : πi(X, f(z0))→
Hi(X) izomorfizam za i = n, a epimorfizam za i = n+ 1. �

Napomena 4.42 Ako je prostor X 0-povezan znamo da je Hurevi�ev homomorfizam u

dimenziji 1 epimorfizam, dok za dimenziju 2 ne znamo nixta. Ukoliko bi Hurevi�ev
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homomorfizam bio izomorfizam u dimenziji 1, ponovo ne mo�emo nixta zak	uqiti

o dimenziji 2. Na primer, ako je X = T 2 ili X = RP2, onda imamo da je

h : π1(X)→ H1(X)

izomorfizam, ali

h : π2(X)→ H2(X)

nije epimorfizam u sluqaju X = T 2, a nije monomorfizam u sluqaju X = RP2.

Posledica 4.43 Neka je n > 2 i X topoloxki prostor.

(a) Ako je π0(X) = π1(X) = · · · = πn−1(X) = 0, onda

H̃0(X) = H1(X) = · · · = Hn−1(X) = 0,

πn(X) ∼= Hn(X),

h : πn+1(X)→ Hn+1(X)

je epimorfizam.

(b) Ako je H̃0(X) = H1(X) = · · · = Hn−1(X) = 0 i X prosto povezan, onda

π0(X) = π1(X) = · · · = πn−1(X) = 0,

πn(X) ∼= Hn(X),

h : πn+1(X)→ Hn+1(X)

je epimorfizam.

Primer 4.44 Ako je n > 2 i G Abelova, onda mo�emo zak	uqiti da je

H̃i(K(G, n)) = 0, i 6 n− 1,

Hn(K(G, n)) ∼= πn(K(G, n)) ∼= G,

Hn+1(K(g, n)) = 0,

jer je h : πn+1(K(G, n))→ Hn+1(K(G, n)) epimorfizam, dok za i > n+2 grupa Hi(K(G, n))

ne mora biti trivijalna.

Teorema 4.45 (Hurevi�, relativna verzija) Neka je n > 2, a0 ∈ A ⊆ X, A putno

povezan i neka je par (X,A) (n− 1)-povezan. Tada je

h : πn(X,A, a0)→ Hn(X,A)

epimorfizam, kerh je (normalna) podgrupa od πn(X,A, a0) generisana elementima ob-

lika ϕ−ϕ · σ, gde je ϕ ∈ πn(X,A, a0), a σ ∈ π1(A, a0). Posebno, ako π1(A, a0) trivijalno

dejstvuje na πn(X,A, a0), onda je h : πn(X,A, a0)→ Hn(X,A) izomorfizam.
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Napomena 4.46 Teoreme Hurevi�a 4.35 i 4.41 mogu da se zapixu i u narednom obliku.

Ako je n > 1, X (n − 1)-povezan prostor i x0 ∈ X, onda je h : πn(X, x0) → Hn(X)

epimorfizam, a kerh je generisana elementima oblika ϕ−ϕ · σ, gde je ϕ ∈ πn(X, x0), a

σ ∈ π1(X, x0).

Posledica 4.47 Neka je n > 2 i (X,A) topoloxki par.

(a) Ako su A i X putno povezani i ako je

π1(X,A) = π2(X,A) = · · · = πn−1(X,A) = 0,

onda je

H0(X,A) = H1(X,A) = · · · = Hn−1(X,A) = 0.

Ako je jox dejstvo grupe π1(A) na πn(X,A) trivijalno, onda je i Hn(X,A) ∼=
πn(X,A).

(b) Ako su A i X prosto povezani i ako je

H0(X,A) = H1(X,A) = · · · = Hn−1(X,A) = 0,

onda je

π1(X,A) = π2(X,A) = · · · = πn−1(X,A) = 0

i πn(X,A) ∼= Hn(X,A).

Dokaz: (a) Za k > 2 direktno iz relativne teoreme Hurevi�a dobijamo da je Hk(X,A) =

0, pa samo ostaje da poka�emo da je

H0(X,A) = H1(X,A) = 0.

Posmatrajmo naredni dijagram

π1(A) π1(X) π1(X,A)

H1(A) H1(X) H1(X,A) H̃0(A) H̃0(X) H0(X,A) 0

h h

Kako je π1(X,A) = 0, to dobijamo da je π1(A) → π1(X) epimorfizam. Kako je X putno

povezan to je H̃0(X) = 0, pa iz taqnosti niza u homologoji dobijamo da je H0(X,A) = 0.

Tako�e, kako je i A putno povezan, onda je H̃0(A) = 0, pa ponovo iz taqnosti niza dobi-

jamo da je H1(X) → H1(X,A) epimorfizam. Da	e, kako su Hurevi�evi homomorfizmi
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epimorfizmi to iz komutativnosti dijagrama dobijamo da je i H1(A) → H1(X) epi-

morfizam, pa zak	uqujemo da preslikava�e H1(X)→ H1(X,A) mora biti trivijalno,

a kako smo videli da je epimorfizam, konaqno dobijamo da je H1(X,A) = 0.

(b) Ako je k = 1, onda iz dela dugog taqnog niza

· · · → π1(X)→ π1(X,A)→ π0(A)

i uslova da su A i X prosto povezani, dobijamo da je π1(X,A) = 0.

Ako je k > 2 najma�e takvo da je πk(X,A) 6= 0, onda je par (X,A) (k − 1)-povezan i

imamo da π1(A) = 0 trivijalno dejstvuje na πk(X,A), pa na osnovu relativne verzije

teoreme Hurevi�a 4.45 preslikava�e h : πk(X,A) → Hk(X,A) je izomorfizam, pa je

Hk(X,A) 6= 0, odakle zak	uqujemo da mora biti k > n. Dakle, πk(X,A) = 0 za 1 6 k 6

n− 1. �

Vajthedova teorema 4.4 se ponekad naziva i I Vajthedova teorema, a sada �emo na-

vesti i II Vajthedovu teoremu.

Teorema 4.48 (II Vajthedova teorema) Neka je f : X → Y neprekidno, X, Y putno

povezani i neka je n ∈ N. Uoqimo slede�a dva iskaza.

(1) f je n-ekvivalencija (tj. f∗ : πi(X) → πi(Y ) je izomorfizam za i < n, a epimor-

fizam za i = n);

(2) f∗ : Hi(X)→ Hi(Y ) je izomorfizam za i < n, a epimorfizam za i = n.

Tada imamo da iskaz (1) povlaqi iskaz (2), a ako su dodatno X i Y prosto povezani,

onda va�i i obrnuto.

Dokaz: Posmatrajmo naredni dijagram

Mf

X Y

hf
j

f

gde je Mf cilindar preslikava�a f , a hf homotopska ekvivalencija. Posmatrajmo duge

taqne nizove u homotopiji i homologiji para (Mf , X) i imaju�i u vidu da je Mf ' Y .

· · · πi(X) πi(Y ) πi(Mf , X) πi−1(X) πi−1(Y ) · · ·f∗ f∗
(14)

· · · Hi(X) Hi(Y ) Hi(Mf , X) Hi−1(X) Hi−1(Y ) · · ·f∗ f∗
(15)
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Iz taqnosti niza (14) vidimo da je uslov (1) ekvivalentan tome da je πi(Mf , X) = 0

za i 6 n, pa iz dela (a) prethodne posledice i taqnosti niza (15) dobijamo da mora da

va�i uslov (2). Dakle, uslov (1) povlaqi uslov (2).

Dodatno, ako su X i Y prosto povezani, onda iz uslova (2), taqnosti niza (15) i

dela (b) prethodne posledice dobijamo da mora da va�i uslov (1).

Dokaz kra�e mo�emo predstaviti na slede�i naqin.

(1) πi(Mf , X) = 0, i 6 n Hi(Mf , X) = 0, i 6 n (2) �
(14)

(b )

(a)
(15)

Prva i druga Vajthedova teorema nam daju i narednu posledicu.

Posledica 4.49 (Homoloxka verzija I Vajthedove teoreme) Ako su X i Y prosto po-

vezani prostori CW-tipa i f : X → Y takvo da je f∗ : Hi(X) → Hi(Y ) izomorfizam

za sve i ∈ N0, onda je f homotopska ekvivalencija.

Dokaz: Za sve n ∈ N va�i uslov (2) druge Vajthedove teoreme 4.48 i X i Y su prosto

povezani, pa dobijamo da za svako n ∈ N va�i uslov (1), tj. f je slaba homotopska

ekvivalencija, pa na osnovu prve Vajthedove teoreme 4.4 zak	uqujemo da je f homotopska

ekvivalencija. �

4.5 Zadaci

1. (a) Da li je RP2 1-prost prostor?

(b) Da li je RP2 2-prost prostor?

(v) Da li je RP2 H-prostor?

2. Neka je n > 2. Dokazati da ne postoji retrakt A ⊆ RPn takav da je A ' RPn−1.

3. Neka je n > 2 i i : RPn−1 ↪→ RPn inkluzija.

(a) Dokazati da je i∗ : πn(RPn−1)→ πn(RPn) trivijalan homomorfizam.

(b) Odrediti πn(RPn,RPn−1).

(v) Ako je q : (RPn,RPn−1) � (RPn/RPn−1, ∗), da li je q∗ : πn(RPn,RPn−1) →
πn(RPn/RPn−1) izomorfizam?

4. Neka je n > m > 1, G Abelova i H grupa (Abelova ako je m > 2). Dokazati da je

[K(G, n), K(H,m)] = 0.

5. Dokazati da je skup homotopskih klasa preslikava�a projektivnog prostora RPn

u samog sebe (tj. skup [RPn,RPn]) beskonaqan za svako n ∈ N.
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6. Za svako n ∈ N ispitati da li je koliqniqki prostor RPn/RPn−1 retrakt pro-

stora RPn+1/RPn−1.

7. Neka je X topoloxki prostor. Dokazati da su slede�i iskazi me�usobno ekviva-

lentni.

(1) X je kontraktibilan.

(2) Za proizvo	an topoloxki prostor Y va�i X × Y ' Y .

(3) Postoji n ∈ N0 takvo da va�i X × Sn ' Sn.

8. Odrediti grupu π2(S1 ∨ S2).

9. Za n ∈ N opisati Hurevi�ev homomorfizam h : πn(RPn)→ Hn(RPn).

10. Neka je X prosto povezan CW-kompleks, n > 2 i f : Sn → X neprekidno preslika-

va�e. Ako je h
(
[f ]0
)

= 0, gde je h : πn(X, f(e1))→ Hn(X) Hurevi�ev homomorfizam,

dokazati da je f homotopno preslikava�u g : Sn → X takvom da je g(Sn) ⊆ Xn−1.

11. Neka je f : X → Y neprekidno preslikava�e izme�u CW-kompleksa X i Y . Neka

su p : X̃ → X i q : Ỹ → Y �ihova univerzalna natkriva�a (p i q su natkriva�a,

a X̃ i Ỹ prosto povezani).

(a) Dokazati da postoji (neprekidno) f̃ : X̃ → Ỹ koje
”
natkriva\ f (takvo da je

q ◦ f̃ = f ◦ p).

X̃ Ỹ
f̃

//X̃

X

p

��

Ỹ

Y

q

��

X Y
f

//

(b) Ako je f∗ : π1(X)→ π1(Y ) izomorfizam i ako je za svako n > 2 i f̃∗ : Hn(X̃)→
Hn(Ỹ ) izomorfizam, dokazati da je f homotopska ekvivalencija.
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5 Fibracije i rasloje�a

5.1 Fibracije

Definicija 5.1 Ka�emo da neprekidno preslikava�e p : E → B ima svojstvo po-

diza�a homotopije u odnosu na prostor X ako za svako preslikava�e f : X → E i

homotopiju H : X × I → B, takve da je p(f(x)) = H(x, 0) za sve x ∈ X, postoji presli-

kava�e H̃ : X × I → E takvo da je H̃(x, 0) = f(x) i p ◦ H̃ = H.

X × {0} E

X × I B

f

i p

H

H̃

Ka�emo jox da za svaka dva preslikava�a f i H gor�i dijagram ima rexe�e H̃.

Ukoliko p : E → B ima svojstvo podiza�a homotopije u odnosu na X i va�i da je

X ≈ Y , onda p ima svojstvo podiza�a homotopije i u odnosu na Y . To se lako vidi iz

narednog dijagrama.

X × {0} Y × {0} E

X × I Y × I B

h
≈

f

p

h×1
≈

F

H

H̃

Zaista, kako p ima svojstvo podiza�a homotopije to postoji rexe�e celog dijagrama

F : X × I → E, pa �e H̃
def
= F ◦ (h× 1)−1 biti rexe�e desnog dela dijagrama, tj. p ima

svojstvo podiza�a homotopije i u odnosu na Y .

Definicija 5.2

(a) Preslikava�e p : E → B jeste fibracija (Hurevi�eva fibracija) ako ima svojstvo

podiza�a homotopije u odnosu na sve prostore.

(b) Preslikava�e p : E → B jeste slaba fibracija (Serova fibracija) ako za svako

n ∈ N0 ima svojstvo podiza�a homotopije u odnosu na disk D
n.

Za fiksirano b ∈ B skup Fb
def
= p−1({b}) zovemo sloj (fibra) fibracije p nad taqkom b.

Stav 5.3 Neka je p : E → B (Serova) fibracija i b0 ∈ B. Ako je b0 ∈ im p, onda je cela

komponenta putne povezanosti Pb0 taqke b0 sadr�ana u slici od p. Dakle, p(E) je

unija nekih komponenata putne povezanosti od B.
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Dokaz: Neka je b ∈ Pb0 i ϕ : I → B put od b0 do b. Neka je f : ∗ × {0} → E dato sa

f(∗, 0)
def
= e0, gde je e0 ∈ p−1({b0}) proizvo	an element. Kako p ima svojstvo podiza�a

homotopije u odnosu na disk D0 = ∗, to dijagram

∗ × {0} E

∗ × I B

f

p

ϕ

ϕ̃

ima rexe�e ϕ̃ : ∗ × I → E. Konaqno, imamo p(ϕ̃(1)) = ϕ(1) = b, pa je b ∈ im p. �

Kompozicija dve (Serove) fibracije jeste (Serova) fibracija. Zaista, ukoliko su

p : E → B i q : T → E (Serove) fibracije, onda iz narednog dijagrama vidimo da je i

p ◦ q : T → B (Serova) fibracija.

X × {0} T

E

X × I B

q

p

Ako je p : E → B (Serova) fibracija i A ⊆ B onda je p|p−1(A) : p−1(A) → A

(Serova) fibracija xto mo�emo videti na slede�em dijagramu. Ovo preslikava�e se

zove restrikcija fibracije p.

X × {0} p−1(A) E

X × I A B

p
p|p−1(A)

Primer 5.4 Neka su B i F topoloxki prostori. Tada je projekcija na prvu koordi-

natu p1 : B × F → B fibracija (koju nazivamo trivijalnom fibracijom). Zaista,
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dijagram

X × {0} B × F

X × I B

f

p1
H̃

H

ima rexe�e H̃ : X × I → B × F dato sa

H̃(x, t)
def
= (H(x, t), p2(f(x))).

Sloj ove fibracije nad taqkom b ∈ B je p−1
1 ({b}) = {b} × F .

Neka su data preslikava�a p : E → B i f : X → B i neka je

f ∗(E)
def
= {(x, e) ∈ X × E | f(x) = p(e)} ⊆ X × E

podskup od X×E sa nasle�enom topologijom. Definiximo preslikava�a f ∗p : f ∗(E)→
X i q : f ∗(E)→ E sa

(f ∗p)(x, e)
def
= x, q(x, e) = e,

tj. f ∗p = p1|f∗(E) i q = p2|f∗(E). Sa ovako definisanim preslikava�ima komutira na-

redni dijagram.

f ∗(E) E

X B

q

f∗p p

f

Definicija 5.5 Preslikava�e f ∗p zovemo povlaqe�e (pullback) preslikava�a p po-

mo�u f .

Primer 5.6 Neka je b0 ∈ B i cb0 : X → B konstantno preslikava�e. Tada je

c∗b0(E) = {(x, e) ∈ X × E | cb0(x) = p(e)} = X × Fb0 ,

pa imamo naredni dijagram.

X × Fb0 E

X B

q

p1 p

cb0

Dakle, povlaqe�e pomo�u konstantnog preslikava�a je trivijalna fibracija.
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Stav 5.7 Ako je p : E → B (Serova) fibracija i f : X → B neprekidno, onda je

f ∗p : f ∗(E)→ X (Serova) fibracija.

Dokaz: Neka je Y proizvo	an topoloxki prostor i neka su data preslikava�a H :

Y × I → X i g : Y × {0} → f ∗(E) takva da komutira dijagram.

Y × {0} f ∗(E) E

Y × I X B

g

i f∗p

q

pH̃ F

H f

Kako je p fibracija to postoji F : X × I → E takvo da je

F ◦ i = q ◦ g, p ◦ F = f ◦H (1)

Definiximo preslikava�e H̃ : Y × I → f ∗(E) sa

H̃(y, t)
def
= (H(y, t), F (y, t)).

Kako je na osnovu jednakosti (1)

(f ◦H)(y, t) = (p ◦ F )(y, t)

to H̃(y, t) ∈ f ∗(E) pa je H̃ dobro definisano. Jox ostaje da proverimo komutativnost

dijagrama. Lako se vidi da je

f ∗p ◦ H̃ = H,

jer je f ∗p projekcija na prvu koordinatu, pa je potrebno jox uveriti se da je

H̃ ◦ i = g.

Prethodna jednakost �e va�iti ukoliko va�i jednakost na obe koordinate, tj. ukoliko

va�e naredne dve jednakosti.

f ∗p ◦ H̃ ◦ i = f ∗p ◦ g,

q ◦ H̃ ◦ i = q ◦ g.

Iz dijagrama imamo da je

H ◦ i = f ∗p ◦ g

xto je ekvivaletno prvoj jednakosti, a iz (1) imamo

F ◦ i = q ◦ g,

pa va�i i druga jednakost. Dakle, H̃ jeste rexe�e gor�eg dijagrama. �
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Stav 5.8 Neka je p : E → B fibracija, f : X → B i g : Y → X neprekidna presli-

kava�a i (f ◦ g)(Y ) ⊆ p(E). Ako je f ◦ g ' const onda postoji podiza�e g̃ : Y → f ∗(E)

preslikava�a g u odnosu na f ∗p.

f ∗(E) E

Y X B

f∗p

q

pg̃

g f

Dokaz: Neka je b ∈ B takvo da je f ◦ g ' cb : Y → B. Za svako y ∈ Y postoji put od od

(f ◦ g)(y) do b dobijen pomo�u homotopije, pa je b u istoj komponenti putne povezanosti

kao (f ◦ g)(y) ∈ p(E). Na osnovu stava 5.3 znamo da je p(E) unija komponenti putne

povezanosti od B pa zak	uqujemo da je b ∈ p(E). Neka je e ∈ E takvo da je p(e) = b i

posmatrajmo konstantno preslikava�e ce : Y → E. Tada je

p ◦ ce = cb ' f ◦ g.

Dakle, ce je podiza�e preslikava�a f ◦ g do na homotopiju pa na osnovu zadatka 1. u

ode	ku 1.3 zak	uqujemo da postoji pravo podiza�e ϕ : Y → E, tj. p ◦ ϕ = f ◦ g. Neka je
g̃ : Y → f ∗(E) definsiano sa

g̃(y)
def
= (g(y), ϕ(y)).

Kako je

f ∗p ◦ g̃ = g,

to je g̃ tra�eno podiza�e. �

Definicija 5.9 Neka je p : E → B preslikava�e i (X,A) topoloxki par. Ka�e-

mo da p ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na par (X,A) ako za svaka dva

preslikava�a f : X → B i g : A→ E takva da je

p ◦ g = f |A

postoji f̃ : X → E takvo da je

f̃ |A = g i p ◦ f̃ = f.

A E

X B

g

p
f̃

f
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Primetimo da p ima svojstvo podiza�a homotopije u odnosu na topoloxki prostor

X ako i samo ako ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na par (X × I,X × {0}).

Definicija 5.10 Topoloxki par (X,A) je DR-par ako je A jaki deformacioni re-

trakt od X i postoji neprekidna funkcija α : X → I takva da je α−1({0}) = A.

Primer 5.11 Par (X × I,X × {0}) jeste DR-par.

Lema 5.12 Ako je (X,A) DR-par i Y topoloxki prostor, onda je (X × Y,A× Y ) DR-

par.

Dokaz: Neka je iA : A ↪→ X inkluzija i r : X → A retrakcija takva da je

r ◦ iA = 1A i iA ◦ r ' 1X (rel A)

i neka je α : X → I funkcija takva da je α−1({0}) = A.

Posmatrajmo retrakciju

r × 1Y : X × Y → A× Y.

Tada je

(r × 1A) ◦ (iA × 1Y ) = 1A×X ,

pa ovo zaista jeste retrakcija, a da bi bila jaka deformaciona retrakcija potrebno je

jox da va�i

jA×Y ◦ (r × 1A) = (iA × 1Y ) ◦ (r × 1A) ' 1X×Y (rel A× Y ).

Neka je F : X × Y × I → X × Y dato sa

F (x, y, t)
def
= (H(x, t), y),

gde je H : ia ◦ r ' 1X (rel A).

Ovo �e biti tra�ena homotopija, pa A × Y jeste jaki deformacioni retrakt od

X × Y .
Za kraj, posmatrajmo funkciju α ◦ p1 : X × Y → I. Kako je

(α ◦ p1)−1({0}) = p−1
1 (α−1({0})) = p−1

1 (A) = A× Y,

to zak	uqujemo da (X × Y,A× Y ) jeste DR-par. �

Lema 5.13 Ako je X metriqki prostor i A ⊆ X onda je (X,A) DR-par ako i samo ako

je A jaki deformacioni retrakt od X.
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Dokaz: ⇒: Ovaj smer trivijalno va�i.

←: Kako je A retrakt u Hauzdorfovom prostoru, to je on zatvoren. Neka je d : X×X →
[0,+∞) metrika. Definiximo

α(x)
def
=

d(x,A)

1 + d(x,A)
.

Tada je α−1({0}) = A, pa (X,A) jeste DR-par. �

Stav 5.14 Neka p : E → B ima svojstvo podiza�a homotopije u odnosu na X i neka je

A ⊆ X takav da je (X,A) DR-par. Tada p ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu

na (X,A).

Posledica 5.15

(a) Fibracija ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na svaki DR-par.

(b) Ako je p : E → B Serova fibracija, (X,A) DR-par, i X ≈ Dn za neko n ∈ N0,

onda p ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na (X,A).

5.2 Sloj fibracije

Neka je p : E → B fibracija. Za b ∈ B sa Fb = p−1({b}) ⊆ E oznaqavamo sloj fibracije

p nad taqkom b. Neka je u : I → B put. Definisa�emo preslikava�e lu : Fu(0) → Fu(1).

Posmatrajmo naredni dijagram.
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Fu(0) × {0} E

Fu(0) × I I B

p
H

p2 u

Kako je p : E → B fibracija, to postoji podiza�e H : Fu(0) × I → E takvo da

dijagram komutira.

Definiximo preslikava�e lu : Fu(0) → Fu(1) sa

lu(y)
def
= H(y, 1), y ∈ Fu(0).

Kako je p(H(y, 1)) = u(1), to H(y, 1) ∈ Fu(1), pa je lu dobro definisano.

Napomena 5.16 Preslikava�e lu ne zavisi samo od puta u ve� i od odabira podiza�a

H koje ne mora biti jedinstveno. Alternativna oznaka za ovo preslikava�e bi bila

lu,H .

Lema 5.17 Neka je p : E → B fibracija i u, v : I → B putevi.

(a) Ako je u ' v (rel {0, 1}) onda je lu ' lv (za svaki odabir podiza�a H1 i H2 presli-

kava�a u ◦ p2, odnosno v ◦ p2). Posebno, ako je u = v, onda je lu,H1 ' lu,H2.

(b) Ako je u(1) = v(0), onda je lu·v ' lv ◦ lu.

Dokaz: (a) Neka je F : u ' v (rel {0, 1}), dakle, F : I× I → B. Neka su H1 : Fu(0)× I → E

i H2 : Fv(0) × I → E rexe�a naredna dva dijagrama i neka je lu = lu,H1 i lv = lv,H2 .

Fu(0) × {0} E

Fu(0) × I I B

p
H1

p2 u

Fv(0) × {0} E

Fv(0) × I I B

p
H2

p2 v

Posmatrajmo sada slede�i dijagram.

Fu(0) × (I × {0, 1} ∪ {0} × I) E

Fu(0) × I × I I × I B

i

G

p
H

(p2,p3) F
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Gde je preslikava�e G definisano na slede�i naqin.

G(y, s, 0)
def
=H1(y, s), y ∈ Fu(0), s ∈ I,

G(y, s, 1)
def
=H2(y, s), y ∈ Fu(0), s ∈ I,

G(y, 0, t)
def
= y, y ∈ Fu(0).

Ovo preslikava�e je dobro definisano, a kako va�e jednakosti

(F ◦ (p2, p3) ◦ i)(y, s, 0) = F (s, 0) = u(s) = p(H1(y, s)) = p(G(y, s, 0)),

(F ◦ (p2, p3) ◦ i)(y, s, 1) = F (s, 1) = v(s) = p(H2(y, s)) = p(G(y, s, 1)),

(F ◦ (p2, p3) ◦ i)(y, 0, t) = F (0, t) = u(0) = p(y) = p(G(y, 0, t)),

to zak	uqujemo da gor�i dijagram komutira.

I×{0, 1}∪{0}×I je jaki deformacioni retrakt od I×I, pa je (I×I, I×{0, 1}∪{0}×I)

DR-par, pa je i (Fu(0)× I × I, Fu(0)× (I ×{0, 1} ∪ {0}× I)) DR-par. Na osnovu posledice

5.15 zak	uqujemo da p ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na ovaj par pa postoji

H : Fu(0) × I × I → E takvo da gor�i dijagram komutira.

Neka je K : Fu(0) × I → Fu(1) dato sa

K(y, t)
def
= H(y, 1, t).

Kako je p(H(y, 1, t)) = F (1, t) = u(1) = v(1), to je H(y, 1, t) ∈ Fu(1), pa preslikava�e

K jeste dobro definisano i neprekidno. Da	e imamo da je

K(y, 0) = H(y, 1, 0) = G(y, 1, 0) = H1(y, 1) = lu(y),

K(y, 1) = H(y, 1, 1) = G(y, 1, 1) = H2(y, 1) = lv(y),

pa je

K : lu ' lv.

(b) Posmatrjamo ponovo slede�e dijagrame (lu = lu,H1 , lv = lv,H2).

Fu(0) × {0} E

Fu(0) × I I B

p
H1

p2 u

Fv(0) × {0} E

Fv(0) × I I B

p
H2

p2 v
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Na osnovu dela (a) dovo	no je da prona�emo H : Fu(0) × I → E takvo da komutira

dijagram (2) i da je H(y, 1) = lv(lu(y)).

Fu(0) × {0} E

Fu(0) × I I B

p
H

p2 u·v

(2)

Definiximo H : Fu(0) × I → E sa

H(y, t)
def
=

H1(y, 2t), 0 6 t 6 1
2

H2(lu(y), 2t− 1), 1
2
6 t 6 1

Ako je t = 1
2
, onda je

H1(y, 2t) = H1(y, 1) = lu(y),

H2(lu(y), 2t− 1) = H2(lu(y), 0) = lu(y),

pa je preslikava�e H dobro definisano i neprekidno po teoremi o lep	e�u. Imamo i

da je

H(y, 1) = H2(lu(y), 1) = lv(lu(y)),

pa ostaje jox da se poka�e da komutira dijagram (2).

Iz jednakosti

H(y, 0) = H1(y, 0) = y,

p(H(y, t)) =

p(H1(y, 2t)), 0 6 t 6 1
2

p(H2(lu(y), 2t− 1)), 1
2
6 t 6 1

=

u(2t), 0 6 t 6 1
2

v(2t− 1), 1
2
6 t 6 1

= (u · v)(t)

konaqno zak	uqujemo da va�i tvr�e�e (b). �

Ako je p : E → B fibracija, b1, b2 ∈ B i

Pb1,b2
def
= {u : I → B | u(0) = b1, u(1) = b2}

na osnovu dela (a) imamo dobro definisano preslikava�e Pb1,b2 → [Fb1 , Fb2 ] dato sa

u 7−→ [lu].
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Uvedimo oznaku

Lu
def
= [lu].

Lemu 5.17 mo�emo preformulisati na slede�i naqin.

Lema 5.18

(a) Ako je u ' v (rel {0, 1}), onda je Lu = Lv;

(b) Ako je u(1) = v(0) onda je Lu·v = Lv ◦ Lu.

Neka je b ∈ B i cb : I → B konstantan put. Tada je

Lcb = [1Fb ]. (3)

Teorema 5.19 Ako je p : E → B fibracija i u : I → B put onda svaki predstavnik

klase Lu ∈ [Fu(0), Fu(1)] jeste homotopska ekvivalencija.

Dokaz: Koristimo prethodnu lemu.

Lu ◦ Lu−1
(b)
= Lu−1·u

(a)
= Lcu(1)

(3)
= [1Fu(1)

],

a sliqno se pokazuje i Lu−1 ◦ Lu = [1Fu(0)
]. �

Posledica 5.20 Ako je p : E → B fibracija, B putno povezan, b1, b2 ∈ B, onda je

Fb1 ' Fb2.

U ovom sluqaju se qesto koristi oznaka F → E
p−→ B gde je F sloj fibracije.

Neka je X topoloxki prostor i posmatrajmo skup [X,X]. Ovo ne mora biti grupa,

ali jeste monoid u odnosu na kompoziciju sa neutralom [1X ]. Neka je [X,X]∗ oznaka

za sve elemente iz [X,X] koji su invertibilni. Ova grupa se sastoji upravo od klasa

funkcija f : X → X koje su homotopske ekvivalencije.

Definicija 5.21 (Levo) dejstvo grupe G do na homotopiju na topoloxki prostor

X jeste homomorfizam grupa

ϕ : G→ [X,X]∗.

Stav 5.22 Ako je p : E → B fibracija i b ∈ B, onda je preslikava�e

ϕ : π1(B, b)→ [Fb, Fb]
∗

dato sa

ϕ([u])
def
= Lu−1

jedno (levo) dejstvo do na homotopiju.
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Dokaz: Preslikava�e ϕ jeste dobro definisano na osnovu dela (a) leme 5.18 i teoreme

5.19. Ostaje jox da poka�emo da je i homomorfizam. Neka su [u], [v] ∈ π1(B, b). Tada je

ϕ([u] ∗ [v]) = ϕ([u · v]) = L(u·v)−1 = Lv−1·u−1 = Lu−1 ◦ Lv−1 = ϕ([u]) ◦ ϕ([v]).

Dakle, ϕ jeste dejstvo do na homotopiju. �

Definicija 5.23 Ako je p : E → B fibracija i B putno povezan ka�emo da je

p orijentabilna ako je dejstvo (do na homotopiju) grupe π1(B, b) na Fb trivijalno za

svako b ∈ B.

Primer 5.24 Svaka fibracija nad prosto povezanim prostorom B je orijentabilna.

Mo�e se definisati homomorfizam izme�u grupe [Fb, Fb]
∗ i Aut(Hn(Fb)) tako xto

se elementu [f ] ∈ [Fb, Fb]
∗ dodeli indukovani homomorfizam f∗ ∈ Aut(Hn(Fb)), koji je i

automorfizam jer je f homotopska ekvivalencija. Kompozicija homomorfizama

π1(B, b)
ϕ−→ [Fb, Fb]

∗ → Aut(Hn(Fb))

je (pravo) dejstvo fundamentalne grupe π1(B, b) na Hn(Fb).

Ako su p : E → B i q : T → B dve fibracije identifikova�emo ih ukoliko postoji

homeomorfizam h : T → E takav da komutira naredni dijagram.

T E

B

h
≈

q p

U tom sluqaju �emo pisati T = E.

Sada �emo navesti nekoliko primera vezanih za identifikaciju fibracija.

1) Neka je p : E → B fibracija. Tada je

1∗B(E) = {(b, e) | b = p(e)} ⊆ B × E

i komutira naredni dijagram.

1∗B(E) E

B B

q

1∗Bp
p

1B
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Kako je

1∗B(E) = {(p(e), e) | e ∈ E} = Γp,

a znamo da je grafik neprekidne funkcije homeomorfan domenu i da je projekcija

jedan homeomorfizam, to je upravo q : 1∗B(E) → E homeomorfizam, pa mo�emo

identifikovati ove dve fibracije, tj.

1∗B(E) = E.

2) Neka je p : E → B fibracija i f : X → B i g : Y → X neprekidna preslikava�a.

Tada je

(f ◦ g)∗(E) = g∗(f ∗(E)).

Zaista, posmatrajmo naredni dijagram.

(f ◦ g)∗(E)

g∗(f ∗(E)) f ∗(E) E

Y X B

h
≈

p

g f

�elimo da definixemo homeomorfizam h : (f ◦ g)∗(E) → g∗(f ∗(E)). Pogledajmo

najpre kako izgledaju elementi ova dva skupa.

(f ◦ g)∗(E) = {(y, e) | f(g(y)) = p(e)} ⊆ Y × E,

g∗(f ∗(E)) = {(y, x, e) | g(y) = x, f(x) = p(e)} ⊆ Y ×X × E.

Prirodno je definisati

h(y, e)
def
= (y, g(y), e).

Ovo �e zaista biti homeomorfizam pa mo�emo identifikovati

(f ◦ g)∗(E) = g∗(f ∗(E)).

3) Neka je p : E → B fibracija i cb : X → B konstantno preslikava�e. Tada je

c∗b(E) = X × Fb.
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4) Neka je p : E → B fibracija i A ⊆ B. Kao i ranije imamo dijagram

i∗(E) E

A B

q

i∗p p

i

Kako je

i∗(E) = {(a, e) ∈ A× E | a = p(e)} = {(p(e), e) | e ∈ p−1(A)} = Γp|p−1(A)

to je projekcija na drugu koordinatu p2 : i∗(E)→ p−1(A) homeomorfizam.

p−1(A) i∗(E)

A

p|p−1(A)
i∗p

p2

≈

Dakle, imamo identifikaciju

i∗(E) = p−1(A).

Neka je data fibracija p : E → B, f : X → B neprekidno i x0 ∈ X. Posmatrajmo

naredni dijagram.

{x0} × Ff(x0) Ff(x0)

f ∗(E) E

X B

≈

f∗p p

f

Kako je

(f ∗p)−1({x0}) = {(x0, e) | p(e) = f(x0)} = {x0} × Ff(x0),

zak	uqujemo da je sloj povlaqe�a fibracije isti kao sloj fibracije.
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5.3 Dugi taqni niz homotopskih grupa za fibracije

Stav 5.25 Neka je p : E → B Serova fibracija, b ∈ B i Fb = p−1({b}) ⊆ E sloj

fibracije nad taqkom b. Preslikava�e p mo�emo videti kao preslikava�e parova

p̄ : (E,Fb)→ (B, b).

Tada za svako n ∈ N i svako e ∈ Fb homomorfizam

p̄∗ : πn(E,Fb, e)→ πn(B, b, b) = πn(B, b)

jeste izomorfizam.

Dokaz: Poka�imo prvo da je p̄∗ ”
na\. Neka je [f ]0 ∈ πn(B, b), tj. na osnovu (2) u ode	ku

2.2 imamo da je

[f ]0 ←→ [f ◦ q]0r ∈ πn(B, b, b).

(Dn, Sn−1) (B, b)

(Sn, e1)

f◦q

q f

Tra�imo preslikava�e g : (Dn, Sn−1, e1)→ (E,Fb, e) takvo da je

p̄ ◦ g = f ◦ q,

tj. takvo da komutira naredni dijagram.

(E,Fb, e)

(Dn, Sn−1, e1) (B, b, b)

p̄
g

f◦q

Dakle, tra�imo podiza�e g od f ◦ q takvo da je g(Sn−1) ⊆ Fb i g(e1) = e. Kako je

(f ◦q)(Sn−1) = {b} = p̄(Fb), to �e svakako va�iti g(Sn−1) ⊆ Fb. Ostaje jox da namestimo

da bude g(e1) = e. Posmatrajmo sada slede�i dijagram.

{e1} E

Dn B

ce

p
g

f◦q
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Kako je p Serova fibracija to p ima svojstvo podiza�a homotopije u odnosu na disk Dn

za svako n ∈ N. Poxto je {e1} jaki deformacioni retrakt metriqkog prostora Dn, to je

na osnovu leme 5.13 par (Dn, e1) jedan DR-par. Konaqno, na osnovu stava 5.14 zak	uquje-

mo da p ima svojstvo proxire�a podiza�a u odnosu na (Dn, e1), pa postoji preslikava�e

g : Dn → E takvo da gor�i dijagram komutira. To �e upravo biti tra�eno preslika-

va�e.

Sada �emo pokazati da je p̄∗ ”
1-1\. Neka su g1, g2 : (In, ∂(In), Jn−1) → (E,Fb, b) pres-

likava�a takva da je

p̄∗[g1] = p̄∗[g2].

�elimo da poka�emo da je [g1] = [g2], tj. treba nam homotopija g1 ' g2 kroz preslika-

va�a trojki (In, ∂(In), Jn−1) → (E,Fb, b). Uslov p̄∗[g1] = p̄∗[g2] je ekvivalentan tome da

je

[p̄ ◦ g1] = [p̄ ◦ g2].

Neka je

H : p̄ ◦ g1 ' p̄ ◦ g2 (rel ∂(In)).

Ova homotopija �e zaista biti relativna jer je to homotopija kroz preslikava�a trojki

(In, ∂(In), Jn−1)→ (B, b, b) pa se sve vreme ∂(In) slika u {b}.
Posmatrajmo slede�i dijagram.

(In × ∂I) ∪ (Jn−1 × I) E

In × I B

F

p
G

H

Preslikava�e F je definisano sa

F (x, 0)
def
= g1(x), x ∈ In,

F (x, 1)
def
= g2(x), x ∈ In,

F (x, t)
def
= e, x ∈ Jn−1, t ∈ I.

Sliqnim argumentima kao za postoja�e preslikava�a g : Dn → E iz prvog dela dokaza

pokazuje se da postoji preslikava�e G : In× I → E takvo da gor�i dijagram komutira.

Dakle, dobili smo

G : g1 ' g2,

a lako se vidi da je ovo upravo homotopija kroz preslikava�a trojki. �
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Teorema 5.26 Neka je p : E → B Serova fibracija, b ∈ B, e ∈ Fb i j : Fb ↪→ E

inkluzija. Tada je slede�i niz taqan.

· · · πn(Fb, b) πn(E, e) πn(B, b) πn−1(Fb, e) · · · π0(Fb, e) π0(E, e) π0(B, b)
j∗ p∗ j∗ p∗

Dokaz: Posmatrajmo dugi taqni niz para (E,Fb).

· · · πn(E, e) πn(E,Fb, e) πn−1(Fb, e) · · ·

πn(B, b)

p∗

∂

p̄∗

Iz komutativnog dijagrama

(E, e) (E,Fb)

(B, b)

p
p̄

vidimo da preslikava�e πn(E, e) → πn(B, b) jeste upravo p∗ pa korix�e�em izomor-

fizma p̄∗ mo�emo u dugom taqnom nizu para zameniti πn(E,Fb, e) sa πn(B, b).

Dugi taqni niz para (E,Fb) se zavrxava na mestu π0(E, e), pa je za taqnost niza iz

teoreme potrebno dokazati i taqnost na ovom mestu, ali to se lako proverava. �

Neka su p : E → B i q : T → X Serove fibracije i f : X → B, g : T → E neprekidna

preslikava�a takva da komutira naredni dijagram.

T E

X B

g

q p

f

(4)

Neka je x0 ∈ X fiksirano. Oznaqimo sa S = Sx0 = q−1({x0}) sloj fibracije q nad

taqkom x0, a sa F = Ff(x0) = p−1({f(x0)}) sloj fibracije p nad taqkom f(x0). Tada je

g(i(S)) ⊆ F , pa je dobro definisano preslikava�e g|S : S → F , tj. imamo naredni
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komutativni dijagram.

S F

T E

X B

g|S

i j

g

q p

f

(5)

Stav 5.27 Ako su p : E → B i q : T → X Serove fibracije i f : X → B, g : T → E

neprekidna preslikava�a takva da komutira dijagram (4) i ako je x0 ∈ X, s ∈ S, onda
komutira slede�i dijagram.

· · · πn(S, s) πn(T, s) πn(X, x0) πn−1(S, s) · · ·

· · · πn(F, g(s)) πn(E, g(s)) πn(B, f(x0)) πn−1(F, g(s)) · · ·

i∗

(g|S)∗

q∗

g∗

∂

f∗ (g|S)∗

j∗ p∗ ∂

Dokaz: Komutativnost prvog i drugog kvadrata lako sledi iz komutativnosti dija-

grama (5), pa je potrebno samo pokazati da komutira i tre�i kvadrat u gor�em dija-

gramu. Preslikava�a ∂ iz gor�eg dijagrama su definisana kao kompozicije u vrstama

narednog dijagrama.

πn(X, x0) πn(T, S, s) πn−1(S, s)

πn(B, f(x0)) πn(E,F, g(s)) πn−1(F, g(s))

f∗

q̄∗

g∗

∂

(g|S)∗

p̄∗ ∂

Levi kvadrat u ovom dijagramu komutira na osnovu komutativnosti dijagrama (5), a

desni kvadrat komutira iz prirodnosti dugog taqnog niza para u homotopiji, pa ko-

naqno dobijamo da komutira i tre�i kvadrat dijagrama iz tvr�e�a teoreme. �

5.4
”
Pretvara�e\ proizvo	nog preslikava�a u fibraciju

Definicija 5.28 Preslikava�e f : X → Y jeste homotopski ekvivalentno presli-

kava�u g : Z → W ako postoje homotopske ekvivalencije ϕ : X → Z i ψ : Y → W takve
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da je g ◦ ϕ ' ψ ◦ f , tj. da naredni dijagram komutira do na homotopiju.

X Y

Z W

f

ϕ ' ' ψ

g

Specijalno, ukoliko je f, g : X → Y i f ' g onda je f homotopski ekvivalentno sa

g xto vidimo iz slede�eg dijagrama.

X Y

X Y

f

1X 1Y

g

Lako se mo�e pokazati da je homotopska ekvivalencija preslikava�a jedna relacija

ekvivalencije.

Neka su X i Y topoloxki prostori i posmatrajmo skup neprekidnih preslikava�a

C(X, Y ) ⊆ Y X sa domenom X i kodomenom Y . �elimo da definixemo topologiju na

ovom skupu.

Ako je K ⊆ X i U ⊆ Y , oznaqimo

M(K,U)
def
= {f ∈ C(X, Y ) | f(K) ⊆ U}.

Neka je Tco topologija na C(X, Y ) data predbazom

Sco
def
= {M(K,U) | K ∈ KX , U ∈ TY }.

Ovu topologiju zovemo kompaktno-otvorena topologija na C(X, Y ).

Zaxto je ova topologija pogodna vide�emo kroz �ene naredne osobine.

Neka je T standardna Tihonov	eva topologija na Y X , a TC(X,Y ) �om indukovana

topologija na C(X, Y ). Tada va�e slede�a svojstva.

1) TC(X,Y ) ⊆ Tco, dok obrnuto ne mora da va�i;

2) Ako je X konaqan, onda je TC(X,Y ) = Tco;

3) Ako je X diskretan, onda je C(X, Y ) = Y X i Tco = T = TC(X,Y );

U narednim osobinama Tco je podrazumevana topologija na C(X, Y ), a Z je proizvo	an

topoloxki prostor.
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4) Neka je ev : C(X, Y )×X → Y evaluacija, tj.

ev(f, x)
def
= f(x), f ∈ C(X, Y ), x ∈ X.

Ako je X T2 i lokalno kompaktan, onda je ev neprekidno;

5) Neka je H : Z ×X → Y neprekidno preslikava�e. Tada je sa

h(z)(x)
def
= H(z, x), z ∈ Z, x ∈ X,

dobro definisano neprekidno preslikava�e h : Z → C(X, Y );

6) Neka je h : Z → C(X, Y ) neprekidno. Ako je X T2 i lokalno kompaktan, onda je

H : Z ×X → Y dato sa

H(z, x)
def
= h(z)(x), z ∈ Z, x ∈ X,

dobro definisano neprekidno preslikava�e.

Dodatno, ako je x0 ∈ X, mo�e se definisati preslikava�e evx0
: C(X, Y ) → Y kao

kompozicija preslikava�a iz dijagrama

C(X, Y ) C(X, Y )×X

Y

evx0

ev

gde je horizontalno preslikava�e dato sa

f 7−→ (f, x0),

za f ∈ C(X, Y ). Ako je X lokalno kompaktan i T2, preslikava�e evx0 je neprekidno kao

kompozicija neprekidnih preslikava�a.

Nada	e �emo koristiti oznaku Y X za topoloxki prostor (C(X, Y ), Tco).

Teorema 5.29 Svako preslikava�e je homotopski ekvivalentno fibraciji.

Dokaz: Konstruisa�emo prostor X̃, homotopsku ekvivalenciju ϕ : X → X̃ i fibraciju

g : X̃ → Y takve da komutira naredni dijagram.

X̃

X Y

g
ϕ '

f

(6)
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Najpre definiximo prostor X̃ na slede�i naqin.

X̃
def
= {(x, u) ∈ X × Y I | u(0) = f(x)} ⊆ X × Y I

Da	e, neka je ϕ : X → X̃ dato sa

ϕ(x)
def
= (x, cf(x)) ∈ X̃.

Preslikava�e ϕ jeste neprekidno. Zaista, da bi pokazali neprekidnost ovo preslika-

va�a, dovo	no je pokazati da su neprekidne kompozicije p1 ◦ i◦ϕ i p2 ◦ i◦ϕ iz narednog

dijagrama.

X

X X̃ X × Y I

Y I

ϕ i

p1

p2

Kako je p1 ◦ i ◦ϕ = 1X , to ova kompozicija jeste neprekidna, pa samo treba pokazati

da je i p2 ◦ i ◦ ϕ neprekidno. Na osnovu osobina 5) i 6) kompaktno-otvorene topologije,

ovo preslikava�e je neprekidno ako i samo ako je neprekidno preslikava�e X× I → Y

dato sa

(x, t) 7−→ cf(x)(t) = f(x),

a ovo preslikava�e jeste neprekidno jer je to zapravo kompozicija projekcije na prvu

koordinatu i preslikava�a f . Dakle, ϕ jeste neprekidno preslikava�e.

Sada �emo pokazati da je i homotopska ekvivalencija. Neka je ψ : X̃ → X dato sa

ψ(x, u)
def
= x.

Ovo preslikava�e jeste neprekidno jer je to zapravo projekcija na prvu koordinatu.

Dokaza�emo da je ψ homotopski inverz od ϕ. Kako je ψ ◦ ϕ = 1X , treba samo pokazati

da je ϕ ◦ ψ ' 1X̃ . Neka je H : X̃ × I → X̃ dato sa

H((x, u), s)
def
= (x, us),

gde je us : I → Y put dat sa us(t)
def
= u(st), t ∈ I. Kako je

us(0) = u(0) = f(x),
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to zaista H((x, u), s) ∈ X̃, pa je H dobro definisano. Preslikava�e H �e biti nepre-

kidno ukoliko su kompozicije p1 ◦ i ◦H i p2 ◦ i ◦H neprekidne.

X

X̃ × I X̃ X × Y I

Y I

H i

p1

p2

Prva kompozicija p1 ◦ i ◦H jeste neprekidna jer je to zapravo projekcija na X. Na

osnovu osobina 5) i 6) kompaktno-otvorene topologije kompozicija p2 ◦ i ◦ H �e biti

neprekidna ako i samo ako je neprekidno preslikava�e X̃ × I × I → Y dato sa

((x, u), s, t) 7−→ u(st),

a iz narednog dijagrama vidimo da je ovo preslikava�e zapravo kompozicija neprekid-

nih preslikava�a pa je i ono neprekidno (m : I × I → I je mno�e�e).

X̃ × I × I Y

(X × Y I)× (I × I) Y I × Ip2×m

ev

Da	e, kako je

H((x, u), 0) = (x, u0) = (x, cf(x)) = (ϕ ◦ ψ)(x, u),

H((x, u), 1) = (x, u) = 1X̃(x, u),

to je upravo H : ϕ ◦ψ ' 1X̃ , pa je ϕ homotopska ekvivalencija. Va�i i vixe, preslika-

va�e ϕ je utapa�e i ϕ(X) je jaki deformacioni retrakt prostora X̃.

Definiximo sada preslikava�e g : X̃ → Y na slede�i naqin

g(x, u)
def
= u(1).
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Preslikava�e g je neprekidno jer se mo�e videti kao kompozicija iz narednog dija-

grama.

X̃ X × Y I

Y Y I

g p2

ev1

Preslikava�e ev1 jeste neprekidno jer je I lokalno kompaktan i T2.

Tako�e, lako se vidi da komutira dijagram (6). Zaista,

g(ϕ(x)) = g(x, cf(x)) = cf(x)(1) = f(x).

Ostaje jox da poka�emo da je g fibracija.

Neka je Z proizvo	an topoloxki prostor i G : Z × I → Y , k : Z × {0} → Y

neprekidna preslikava�a takva da komutira naredni dijagram.

Z × {0} X̃

Z × I Y

k

gG̃

G

�elimo da na�emo rexe�e G̃ ovog dijagrama. Kako je X̃ kodomen preslikava�a k, to

za z ∈ Z imamo k(z) = (xz, vz), gde je xz ∈ X, a vz : I → Y put sa poqetkom u f(xz). Iz

komutativnosti gor�eg dijagrama imamo da je kraj ovog puta

vz(1) = g(xz, vz) = g(k(z)) = G(z, 0).

Definiximo G̃ sa

G̃(z, t)
def
= (xz, uz,t),
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gde je put uz,t dat sa

uz,t(s)
def
=

vz
(

2s
2−t

)
, 0 6 s 6 1− t

2

G(z, 2s− 2 + t), 1− t
2
6 s 6 1

Kako je uz,t(0) = vz(0) = f(xz), to je zaista (xz, uz,t) ∈ X̃, tj. preslikava�e G̃ je dobro

definisano.

Kao i za ostala preslikava�a u ranijem delu dokaza, na sliqan naqin se mo�e

pokazati da je preslikava�e G̃ neprekidno. Konaqno, da bi G̃ bilo tra�eno rexe�e

ostaje jox da poka�emo da komutiraju oba trougla iz gor�eg dijagrama.

G̃(z, 0) = (xz, uz,0) = (xz, vz) = k(z),

g(G̃(z, t)) = uz,t(1) = G(z, t). �

Primer 5.30 Neka su X i Y topoloxki prostori, y0 ∈ Y bazna taqka.
”
Pretvor-

imo\ u fibraciju konstantno preslikava�e cy0
: X → Y . Tada imamo komutativan

dijagram

X̃

X Y

g
ϕ

cy0

gde je

X̃ = {(x, u) ∈ X × Y I | u(0) = y0} = X × {u ∈ Y I | u(0) = y0}.

Ukoliko sa Py0Y oznaqimo prostor puteva u Y sa poqetkom u y0, tj.

Py0Y
def
= {u ∈ Y I | u(0) = y0},

onda je

X̃ = X × Py0Y.

Preslikava�e g : X̃ → Y je bilo definisano tako da komutira naredni dijagram.

X × Py0Y

Py0Y

Y

p2

g

ev1

133



5 FIBRACIJE I RASLOJE�A

Odredimo sloj fibracije g nad taqkom y0:

g−1({y0}) = {(x, u) ∈ X × Py0Y | u(1) = y0} = X × {u ∈ Y I | u(0) = u(1) = y0},

pa ako sa Ωy0Y oznaqimo prostor pet	i prostora Y u taqki y0, tj.

Ωy0Y
def
= {u ∈ Y I | u(0) = u(1) = y0},

dobijamo da je ovaj sloj jednak X × Ωy0Y .

Qesto se izostav	a y0 u indeksu ve� se pixe samo ΩY , odnosno PY , imaju�i u vidu

koja je taqka istaknuta u Y .

Dakle, imamo da za svaki prostor X i svaki prostor sa baznom taqkom (Y, y0)

postoji fibracija

X × ΩY X × PY

Y

ev1◦p2 (7)

Pri tom,

X × PY ' X, (8)

xto se vidi iz konstrukcije u dokazu teoreme 5.29.

Stav 5.31 Neka su p : E → B i q : T → X homotopski ekvivalentne fibracije i

prostori B i X putno povezani. Ako je F sloj fibracije p i S sloj fibracije q, onda

postoji slaba homotopska ekvivalencija θ : S → F .

Dokaz: Neka su ϕ : X → B i ψ̃ : T → E homotopske ekvivalencije takve da je

p ◦ ψ̃ ' ϕ ◦ q.

Tada je ψ̃ podiza�e do na homotopiju preslikava�a ϕ ◦ q, pa na osnovu zadatka 1. iz

ode	ka 1.3 imamo da postoji pravo podiza�e ψ : T → E preslikava�a ϕ ◦ q u odnosu na
fibraciju p takvo da je ψ ' ψ̃. Tada za x0 ∈ X imamo slede�i komutativni dijagram.

S F

T E

X B

θ

i j

ψ

'

q p

ϕ

'
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gde je S
def
= Sx0 i F

def
= Fϕ(x0). Na osnovu stava 5.27 imamo da komutira naredni dijagram.

· · · πn+1(T ) πn+1(X) πn(S) πn(T ) πn(X) · · ·

· · · πn+1(E) πn+1(B) πn(F ) πn(E) πn(B) · · ·

q∗

ψ∗ ϕ∗

i∗

θ∗

q∗

ψ∗ ϕ∗

p∗ j∗ p∗

Kako su ϕ i ψ homotopske ekvivalencije, to su preslikava�a ϕ∗ i ψ∗ iz gor�eg dija-

grama izomorfizmi, pa na osnovu Stinrodove 5-leme zak	uqujemo da je i θ∗ izomor-

fizam za n > 1. Za sluqaj n = 0, tako�e se mo�e pokazati da je θ∗ : π0(S) → π0(F )

izomorfizam, pa zak	uqujemo konaqno da je θ slaba homotopska ekvivalencija. �

Definicija 5.32 Neka je f : X → Y neprekidno i Y putno povezan. Homotopski

sloj (homotopska fibra) preslikava�a f jeste sloj (bilo koje) fibracije homotopski

ekvivalentne sa f .

Iz teoreme 5.29 vidimo da postoji homotopski sloj od f , a iz posledice 5.20 i stava

5.31 sledi da je on dobro definisan do na slabu homotopsku ekvivalenciju. Zapravo,

ako X i Y imaju homotopski tip CW-kompleksa, homotopski sloj je dobro definisan

i do na homotopsku ekvivalenciju. To sledi iz Vajthedove teoreme i narednog stava,

qiji se dokaz mo�e na�i u [8].

Stav 5.33 Neka je p : E → B fibracija i B CW-tipa. Tada je E CW-tipa ako i samo

ako je za svako b ∈ B sloj Fb CW-tipa.

Primer 5.34 Neka je f : X → Y , Y putno povezan i f ' const. �elimo da odredimo

homotopski sloj od f . Kako je f ' const onda su f i const i homotopski ekvivalentni

pa imaju iste homotopske slojeve te je dovo	no na�i homotopski sloj konstantnog

preslikava�a cy0, za neko y0. Iz primera 5.30, pak, vidimo da je taj homotopski sloj

X × ΩY .

Videli smo ranije da preslikava�e f∗ : πi(X) → πi(Y ), i ∈ N0, mo�emo da vidimo

kao deo dugog taqnog niza.

· · · πi+1(Y,X) πi(X) πi(Y ) πi(Y,X) πi−1(X) · · ·f∗ f∗

Sa druge strane, kako je f homotopski ekvivalentno nekoj fibraciji p : E → B, tj.

postoje homotopske ekvivalencije ϕ : Y → B i ψ : X → E takve da slede�i dijagram

135



5 FIBRACIJE I RASLOJE�A

komutira

X E

Y B

ψ

'

f p

ϕ

'

pa kada posmatramo dugi taqni niz za fibraciju p i iskoristimo izomorfizme ϕ∗ i

ψ∗ izme�u odgovaraju�ih homotopskih grupa prostora Y i B, odnosno X i E, dobijamo

naredni taqan niz.

· · · πi(F ) πi(X) πi(Y ) πi−1(F ) πi−1(X) · · ·f∗

Iako nemamo nikakvo preslikava�e iz jednog dugog taqnog niza u drugi, niti grupe

πi(Y,X) i πi−1(F ) moraju biti izomorfne, ipak iz taqnosti ova dva duga taqna niza

mo�emo zak	uqiti nexto o vezi izme�u ove dve grupe. Naime, ako je f : X → Y , Y putno

povezan i F homotopski sloj preslikava�a f , onda za svako i ∈ N va�i ekvivalencija

πi(Y,X) = 0 ⇐⇒ πi−1(F ) = 0. (9)

Odavde direktno dobijamo i ekvivalenciju

f je n-ekvivalencija ⇐⇒ F je (n− 1)-povezan.

Koriste�i ekvivalenciju (9) mo�emo preformulisati teoremu 3.16 na slede�i naqin.

Teorema 5.35 Neka je (X,A) CW-par i neka je p : E → Y neprekidno, Y putno povezan

i F homotopski sloj od p. Pretpostavimo da za sve n ∈ N sa svojstvom da postoji

n-�elija u X\A va�i πn−1(F ) = 0. Tada za svako preslikava�e f : X → Y i h : A→ E

takvo da je p ◦ h = f |A postoji g : X → E takvo da je g|A = h i p ◦ g ' f .

A E

X Y

h

p
g

f

5.5 Glavne fibracije

Neka je (Y, y0) prostor sa baznom taqkom i

PY
def
= {u : I → Y | u(0) = y0} ⊆ Y I (prostor puteva u (Y, y0)),

ΩY
def
= {u : I → Y | u(0) = u(1) = y0} ⊆ Y I (prostor pet	i u (Y, y0)).

Tada je cy0
: I → Y prirodna bazna taqka u ova dva prostora.
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Stav 5.36 Neka je (Y, y0) prostor sa baznom taqkom.

(a) PY je kontraktibilan;

(b) ΩY je H-prostor.

Dokaz: (a) Ukoliko u (8) uzmemo X = ∗, dobijamo da je PY ' ∗.
(b) Definiximo ν : ΩY × ΩY → ΩY kao nadoveziva�e pet	i, tj.

ν(u, v)
def
= u · v.

Preslikava�e ν je neprekidno ukoliko je neprekidna kompozicija

ΩY × ΩY
ν−→ ΩY ↪→ Y I ,

a na osnovu osobina 5) i 6) kompaktno-otvorene topologije, ovo preslikava�e je nepre-

kidno ako i samo ako je neprekidno preslikava�e ΩY × ΩY × I → Y dato sa

(u, v, t) 7−→ (u · v)(t).

Restrikcija ovog preslikava�a na ΩY × ΩY ×
[
0, 1

2

]
mo�e se videti kao naredna kom-

pozicija

Y I × I

ΩY × ΩY ×
[
0, 1

2

]
ΩY × I Y

ev

p1×(t 7→2t) ev

odakle zak	uqujemo da je ova restrikcija neprekidna. Sliqno se dobija da je i restrik-

cija na ΩY × ΩY ×
[

1
2
, 1
]
neprekidna, pa na osnovu teoreme o lep	e�u neprekidno je i

samo preslikava�e.

Dakle, ν je jedna dobro definisana neprekidna operacija. Ostalo je jox pokazati

da su kompozicije

ΩY ΩY × ΩY

ΩY

i1

ν

ΩY ΩY × ΩY

ΩY

i2

ν

(gde je i1(u) = (u, cy0), a i2(u) = (cy0 , u)) homotopne identiteti relativno cy0 , tj. da je

1ΩY ' ν ◦ i1 (rel cy0),
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1ΩY ' ν ◦ i2 (rel cy0).

Neka je F : ΩY × I → ΩY dato sa

F (u, s)(t)
def
=

u
(

2t
2−s

)
, 0 6 t 6 1− s

2

y0, 1− s
2
6 t 6 1

Sliqno kao i za ν, pokazuje se da je preslikava�e F neprekidno. Kako va�i

F (u, 0) = u = 1ΩY (u),

F (u, 1)(t) =

u(2t), 0 6 t 6 1
2

y0,
1
2
6 t 6 1

= (u · cy0)(t) = ν(i1(u))(t),

F (cy0 , s)(t) = y0, tj. F (cy0 , s) = cy0 , s ∈ I,

to je

F : 1ΩY ' ν ◦ i1 (rel cy0).

Sliqno se pokazuje da je 1ΩY ' ν ◦ i2 (rel cy0), pa zak	uqujemo da je ΩY zaista

H-prostor. �

Mo�e se definisati i operacija µ : ΩY × PY → PY kao nadoveziva�e puteva, tj.

µ(u, v)
def
= u · v.

Tada je µ zapravo proxire�e operacije ν, tj. komutira naredni dijagram.

ΩY × PY PY

ΩY × ΩY ΩY

µ

ν

Primetimo da komutira i slede�i dijagram.

ΩY × PY PY

PY Y

µ

p2 ev1

ev1

Teorema 5.37 Neka je (Y, y0) prostor sa baznom taqkom.

(a) Preslikava�e ev1 : PY → Y jeste fibracija sa slojem ΩY ;
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(b) Za svako n ∈ N va�i πn(Y ) ∼= πn−1(ΩY ).

Dokaz: (a) Ako u (7) izaberemo X = ∗ dobijamo tra�enu fibraciju.
(b) Kako je prostor puteva PY kontraktibilan, to iz dugog taqnog niza za fibraciju

· · · πn(PY ) πn(Y ) πn−1(ΩY ) πn−1(PY ) · · ·

dobijamo da je πn(Y ) ∼= πn−1(ΩY ). �

Napomena 5.38

1) Ako je n = 1, mo�e se pokazati da je izomorfizam u dugom taqnom nizu za

fibraciju izme�u π1(Y ) i π0(ΩY ) bax jednakost.

2) Hurevi� je homotopske grupe definisao induktivno na slede�i naqin.

πn(Y )
def
= π1(Ωn−1Y )

Koriste�i ovu definiciju lako se pokazuje da je πn(Y ) Abelova za n > 2 jer je

Ωn−1Y prostor pet	i pa je H-prostor, a znamo da je fundamentalna grupa H-

prostora Abelova, a to je u ovom sluqaju upravo πn(Y ).

Stav 5.39 Neka je n ∈ N i G Abelova.

(a) ΩK(G, n+ 1) = K(G, n);

(b) K(G, n) je (slabi) H-prostor.

Dokaz: (a) Na osnovu dela (b) teoreme 5.37 imamo da je

πi(ΩK(G, n+ 1)) ∼=

G, i = n

0, inaqe

Jox je potrebno pokazati da je ΩK(G, n+ 1) CW-tipa. Kako su u fibraciji

ΩK(G, n+ 1) PK(G, n+ 1)

K(G, n)

prostori PK(G, n + 1) i K(G, n) CW-tipa, to je na osnovu stava 5.33 i ΩK(G, n + 1)

CW-tipa.

(b) Znamo da su svi prostori K(G, n) me�usobno homotopski ekvivalentni i da je jedan

od �ih upravo ΩK(G, n+1), koji je na osnovu stava 5.36 H-prostor, pa �e svaki K(G, n)

biti bar slabi H-prostor. �
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Definicija 5.40 Neka je (Y, y0) prostor sa baznom taqkom. Kanonska fibracija nad

prostorom Y jeste fibracija

ΩY PY

Y

ev1

Ako je jox f : (X, x0)→ (Y, y0) glavna fibracija nad X indukovana sa f jeste povlaqe�e

kanonske fibracije nad Y pomo�u f .

ΩY ΩY

f ∗(PY ) PY

X Y

p ev1

f

Oznaqimo E
def
= f ∗(PY ). Mo�e se definisati

”
dejstvo\ sloja na totalni prostor

µ : ΩY × E → E na slede�i naqin

µ(u, x, v)
def
= (x, u · v).

Primetimo da tada komutira naredni dijagram.

ΩY × E E

E X

µ

p2 p

p

Zaista,

(p ◦ µ)(u, x, v) = p(x, u ◦ v) = x = p(x, v) = (p ◦ p2)(u, x, v).

Tako�e, µ �e biti i proxire�e nadoveziva�a pet	i, tj. komutira naredni dijagram.

ΩY × E E

ΩY × ΩY ΩY

µ

ν
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Stav 5.41 Neka je p : E → X glavna fibracija indukovana preslikava�em f : X → Y

i neka je g : Z → X neprekidno takvo da je (f ◦ g)(Z) ⊆ Y0, gde je Y0 komponenta putne

povezanosti prostora Y koja sadr�i taqku y0.

E PY

Z X Y

p ev1
g̃

g f

(a) Postoji podiza�e g̃ : Z → E preslikava�a g ako i samo ako je f ◦ g ' const;

(b) Ako je h : Z → E jedno fiksirano podiza�e od g, onda je za svako neprekidno

preslikava�e ϕ : Z → ΩY kompozicija

hϕ : Z
(ϕ,h)−−−→ ΩY × E µ−−→ E

tako�e podiza�e od g. Pri tom, ako je ϕ1 ' ϕ2, onda je hϕ1 ' hϕ2.

Dokaz: (a) ⇒: Ukoliko postoji podiza�e onda se preslikava�e f ◦ g faktorixe kroz
kontraktibilni prostor PY pa je homotopski trivijalno.

⇐: Ovaj smer direktno sledi na osnovu stava 5.8.

(b) Iz komutativnog dijagrama

Z ΩY × E E

E X

(ϕ,h)

h p2

µ

p

p

imamo da je

p ◦ hϕ = p ◦ µ ◦ (ϕ, h) = p ◦ h = g,

tj. preslikava�e hϕ jeste podiza�e preslikava�a g u odnosu na fibraciju p. Dodatno,

ako je ϕ1 ' ϕ2, onda je i (ϕ1, h) ' (ϕ2, h), pa je

hϕ1 = µ ◦ (ϕ1, h) ' µ ◦ (ϕ2, h) = hϕ2 . �

5.6 Rasloje�a

Definicija 5.42 Neka su E, F i B topoloxki prostori. Neprekidno preslikava�e

p : E → B jeste rasloje�e sa slojem F ako za svaku taqku b ∈ B postoji otvorena
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5 FIBRACIJE I RASLOJE�A

okolina Ub ∈ TB taqke b i homeomorfizam h : p−1(Ub) → Ub × F takav da komutira

naredni dijagram.

p−1(Ub) Ub × F

Ub

h
≈

p p1

Koristi�emo oznaku

F E

B

p

Ako je C ⊆ Ub, onda komutira i naredni dijagram.

p−1(C) C × F

C

h|p−1(C)

≈

p p1

Specijalno, ako je C = {b}, imamo da komutira dijagram.

p−1({b}) {b} × F

{b}

h|p−1({b})

≈

p p1

Dakle, za svako b ∈ B va�i p−1({b}) ≈ F .

Svako rasloje�e je otvoreno preslikava�e. Zaista, dovo	no je pokazati da su re-

strikcije preslikava�a p na svakom od skupova koji qine otvoren pokrivaq od E ot-

vorene. Imamo da je

E =
⋃
b∈B

p−1(Ub)

i svaki od skupova p−1(Ub) je otvoren.

Iz komutativnosti dijagrama

p−1(Ub) Ub × F

B Ub

h
≈

p|p−1(Ub)
p1

i
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5.6 Rasloje�a

vidimo da restrikciju p|p−1(Ub) mo�emo da vidimo kao kompoziciju homeomorfizma h,

projekcije p1 i inkluzije i. Jasno je da su h i p1 otvorena preslikava�a, a kako je Ub

otvoren u B, to �e i inkluzija i biti otvorena pa je i restrikcija p|p−1(Ub) otvoreno

preslikava�e. Dakle, p je otvoreno, a iz definicije vidimo i da je neprekidno i
”
na\,

pa zak	uqujemo da je svako rasloje�e koliqniqko preslikava�e.

Neka su p : E → B i q : T → B rasloje�a i ϕ : T → E homeomorfizam takvi da

komutira dijagram.

T E

B

ϕ

≈

q p

Tada rasloje�a p i q smatramo jednakim, tj. ekvivalentnim.

Primer 5.43

1) Ukoliko su F i B topoloxki prostori, trivijalno rasloje�e nad prostorom B

sa slojem F jeste rasloje�e

F B × F

B

p1

Zaista, za b ∈ B uzmimo Ub
def
= B i h

def
= 1B×F . Tada je p

−1(Ub) = B × F pa jasno

komutira naredni dijagram.

B × F B × F

B

1B×F

≈

p1 p1

Tako�e, svako rasloje�e ekvivalentno trivijalnom �emo nazivati trivijalnim.

2) Projekcija p : M → S1 na sred�u kru�nicu Mebijusove trake jeste rasloje�e sa

slojem I. Ovo �e biti netrivijalno rasloje�e.
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5 FIBRACIJE I RASLOJE�A

3) Rasloje�e sa diskretnim slojem je natkriva�e.

D E

B

p

Neka je b ∈ B. Tada postoje Ub ∈ TB i homeomorfizam h tako da komutira

naredni dijagram.

p−1(Ub) Ub ×D

Ub

h
≈

p p1

Kako je D diskretan, imamo da je

Ub ×D =
⊔
d∈D

Ub × {d},

gde za svako d ∈ D va�i Ub × {d} ∈ TUb×D. Tada je

p−1(Ub) =
⊔
d∈D

h−1(Ub × {d})
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i za svako d ∈ D je h−1(Ub × {d}) ∈ Tp−1(Ub) ⊆ TE. Kako komutira dijagram

h−1(Ub × {d}) Ub × {d}

Ub

h
≈

p ≈ p1≈

dobijamo da je h−1(Ub × {d}) ≈ Ub pri p, pa p zaista jeste natkriva�e.

Obratno, ako je p : E → B natkriva�e takvo da za svako b1, b2 ∈ B va�i

|p−1({b1})| = |p−1({b2})|,

(to va�i, na primer, kad je B povezan) onda je p rasloje�e sa diskretnim slojem.

Zaista, neka je b ∈ B. Tada postoji okolina Ub ∈ TB taqke b takva da je

p−1(Ub) =
⊔
α∈A

V α
b

gde su svi skupovi V α
b otvoreni u E i homeomorfni Ub pri homeomorfizmu p|V αb .

Uzmimo D
def
= A sa diskretnom topologijom. Tada ako sa h : p−1(Ub) → Ub × D

oznaqimo preslikava�e

h(e)
def
= (p(e), α0), e ∈ E,

gde je α0 ∈ A jedinstveno takvo da e ∈ V α0
b , dobijamo da komutira dijagram.

p−1(Ub) Ub ×D

Ub

h
≈

p p1

Lako se proverava da je h homeomorfizam, tj. p je rasloje�e.

Lema 5.44 Neka je n ∈ N0, I
n+1 kocka dimenzije n + 1, A unija nekih n-strana kocke

In+1 takva da In×{0} ⊆ A i In×{1} * A. Tada je A jaki deformacioni retrakt kocke

In+1, tj. (In+1, A) je DR-par.

Teorema 5.45 Svako rasloje�e je Serova fibracija.

Dokaz: Neka je p : E → B rasloje�e sa slojem F i n ∈ N0. Kako je D
n ≈ In, dovo	no je

pokazati da slede�i dijagram ima rexe�e H̃.

In × {0} E

In × I B

p
H̃

H
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Kako je p rasloje�e, to postoji otvoren pokrivaq {Uα}α∈A prostora B, kao i homeomor-

fizmi hα, α ∈ A, takvi da za svako α ∈ A komutira naredni dijagram.

p−1(Uα) Ub × F

Uα

hα
≈

p p1

Tada je {H−1(Uα)}α∈A otvoren pokrivaq od In×I, pa kako je In×I kompaktan metriqki
prostor dobro je definisan Lebegov broj L > 0 ovog pokrivaqa. Neka je sada m ∈ N
takav da je

√
n+1
m

< L. Podeli�emo kocku In × I na mn+1 jednakih kocki pa �e svaka od

�ih imati preqnik ma�i od L. Uredimo te kocke u niz m slojeva po mn kocki.Dakle,

neka je

In × I = In+1
1 ∪ In+1

2 ∪ · · · ∪ In+1
mn

∪ In+1
mn+1 ∪ In+1

mn+2 ∪ · · · ∪ In+1
2mn

...

∪ In+1
(m−1)mn+1 ∪ I

n+1
(m−1)mn+2 ∪ · · · ∪ I

n+1
mn+1 ,

gde je

In+1
(i−1)·mn+j = · · · ×

[
i− 1

m
,
i

m

]
, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 mn.

Sada podi�emo preslikava�e H redom kocku po kocku. Neka je 1 6 k 6 mn+1 i pret-

postavimo da je H̃ definisano na svim kockama In+1
1 , . . . , In+1

k−1 . �elimo da proxirimo

ovo preslikava�e i na In+1
k . Neka je

Ank
def
=
(
In × {0} ∪ In+1

1 ∪ In+1
2 ∪ · · · ∪ In+1

k−1

)
∩ In+1

k

deo granice kocke In+1
k na kojem je ve� definisano preslikava�e H̃. Na slede�oj slici

vidimo xta su ovi skupovi za sluqaj n = 2.
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Ank je unija nekih n-strana kocke I
n+1
k . Kako Ank sadr�i bazu od I

n+1
k , a ne sadr�i gor�u

stranu, to je na osnovu leme 5.44 (In+1
k , Ank) jedan DR-par. Kako je diam In+1

k =
√
n+1
m

< L,

to postoji αk ∈ A takvo da je H(In+1
k ) ⊆ Uαk .

Posmatrajmo naredni dijagram.

Ank p−1(Uαk) Uαk × F

In+1
k Uαk

hαk
≈

p

p1

H̃k Fk

Kako je projekcija p1 : Uαk × F → Uαk fibracija, i (In+1
k , Ank) DR-par, to postoji

podiza�e Fk, a kako je hαk homeomorfizam, dobijamo da postoji H̃k.

Nastav	a�em ovog postupka dobijamo tra�eno preslikava�e H̃ : In × I → E. �

Napomena 5.46 Ako je p : E → B rasloje�e i B parakompaktan (i T2) onda je p

fibracija.

Kako je svako rasloje�e Serova fibracija, za rasloje�e p : E → B sa slojem F

imamo slede�i dug taqan niz.

· · · → πn(F )→ πn(E)
p∗−→ πn(B)→ πn−1(E)→ · · ·

Pogledajmo xta nam daje ovaj dug taqan niz za primer 5.43.

1) Neka je p1 : B×F → B trivijalno rasloje�e sa slojem F i neka je i1 : B ↪→ B×F
inkluzija. Tada iz dugog taqnog niza

· · · πn(F ) πn(B × F ) πn(B) πn−1(F ) · · ·(p1)∗

(i1)∗

0

vidimo da je (p1)∗ ”
na\, pa dobijamo kratak taqan niz

0→ πn(F )→ πn(B × F )
(p1)∗−−−→ πn(B)→ 0

koji se cepa, tj. va�i

πn(B × F ) ∼= πn(B)⊕ πn(F ).

2) Ukoliko je p : M → S1 projekcija na centralnu kru�nicu Mebijusove trake (koja

je rasloje�e sa slojem I), onda iz dugog taqnog niza dobijamo da je p∗ izomorfizam.

3) Neka je p : E → B rasloje�e sa diskretnim slojem D. Ako je n > 2 onda iz dugog

taqnog niza za ovo rasloje�e i qi�enice da je tada πn(D) = πn−1(D) = 0 dobijamo

da je p∗ izomorfizam, a za sluqaj n = 1 mo�emo zak	uquti da je p∗ monomorfizam.
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5.7 Hopfova rasloje�a

(1) Neka je n ∈ N. Imamo dvolisno natkriva�e, pa i rasloje�e.

S0 Sn

RPn

p

Primetimo da je tada

Cp = Dn+1 ∪p RPn ≈ RPn+1.

Specijalno, za n = 1 dobijamo rasloje�e

S0 S1

S1

h

koje nazivamo prvim Hopfovim rasloje�em. Primetimo da je u ovom sluqaju Ch ≈
RP2.

Ukoliko je n > 2 homotopske grupe projektivnog prostora RPn bi�e izomorfne

odgovaraju�im homotopskim grupama sfere u dimenzijama ve�im od 1, a znamo da

je fundamentalna grupa prostora RPn izomorfna Z2, pa ovo mo�emo predstaviti

narednom tabelom.

i 0 1 2 · · · n− 1 n n+ 1

πi(RPn) 0 Z2 0 · · · 0 Z · · ·

(2) Neka je n ∈ N. Kompleksni projektivni prostor se definixe kao

CPn = Cn+1\{0}/z∼λz, λ∈C\{0} ≈ S2n+1/z∼λz, λ∈S1 .

Ako sa p : S2n+1 → CPn oznaqimo prirodnu projekciju, onda je

S1 S2n+1

CPn

p

rasloje�e xto �emo i pokazati.

Za 1 6 i 6 n+ 1 uvedimo oznaku

Ui
def
=
{

[z] ∈ CPn | zi 6= 0
}
∈ TCPn .
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5.7 Hopfova rasloje�a

�elimo da definixemo homeomorfizam hi tako da komutira naredni dijagram.

p−1(Ui) Ui × S1

Ui

hi
≈

p p1

Neka je

hi(z1, z2, . . . , zn+1)
def
=

(
[z1, z2, . . . , zn+1],

zi
|zi|

)
.

Oqigledno je da je hi neprekidno i da gor�i dijagram komutira. Poka�imo da je

hi homeomorfizam, tj. na�imo mu inverz i doka�imo da je on neprekidan.

Neka je σi : Ui × S1 → p−1(Ui) dato sa

σi
(
[ω1, ω2, . . . , ωn+1], λ

) def
= λ · |ωi| · ω−1

i (ω1, ω2, . . . , ωn+1).

Preslikava�e σi je dobro definisano. Zaista, neka je µ ∈ S1. Tada je

σi
(
[µω1, µω2, . . . , µωn+1], λ

)
= λ · |µ| · |ωi| · ω−1

i · µ−1(µω1, µω2, . . . , µωn+1)

= σi
(
[ω1, ω2, . . . , ωn+1], λ

)
.

Posmatrajmo sada dijagram.

p−1(Ui)× S1 p−1(Ui)

Ui × S1

p×1S1 σi

Preslikava�e p−1(Ui)× S1 → p−1(S1) dato je sa(
(ω1, ω2, . . . , ωn+1), λ

)
7−→ λ · |ωi| · ω−1

i (ω1, ω2, . . . , ωn+1),

pa je neprekidno, dok je preslikava�e p × 1S1 koliqniqko, pa zak	uqujemo da

preslikava�e σi mora biti neprekidno.

Jox ostaje da poka�emo da su σi i hi me�usobno inverzna preslikava�a.

σi(hi(z1, z2 . . . , zn+1)) =
zi
|zi|
· |zi| · z−1

i (z1, z2, . . . , zn+1)

= (z1, z2, . . . , zn+1)

hi

(
σi
(
[ω1, ω2, . . . , ωn+1], λ

))
=

(
[ω1, ω2, . . . , ωn+1],

λ · |ωi| · ω−1
i · ωi

|λ · |ωi| · ω−1
i · ωi|

)
=
(
[ω1, ω2, . . . , ωn+1], λ

)
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Dakle, h−1
i = σi, pa je hi zaista homeomorfizam, tj. p jeste rasloje�e.

Primetimo da je

Cp = D2n+2 ∪p CPn ≈ CPn+1.

Specijalno, za n = 1 dobijamo rasloje�e

S1 S3

CP1 S2

hp

≈

Homeomorfizam izme�u CP1 i S2 biramo tako da h : S3 → S2 quva baznu taq-

ku, tj. tako da va�i h(e1) = e1. Qesto se uzima homeomorfizam zadat slede�im

dijagramom.

CP1 S2

C ∪ {∞}

≈

[z1,z2] 7→ z1
z2

s
≈

gde je s : C ∪ {∞} → S2 stereografska projekcija (s(∞) = e1).

Dakle, dobili smo rasloje�e

S1 S3

S2

h

koje nazivamo drugim Hopfovim rasloje�em. U ovom sluqaju je Ch ≈ CP2.

Ako je i > 3 onda iz dugog taqnog niza

· · · → πi(S
1)→ πi(S

3)
h∗−→ πi(S

2)→ πi−1(S1)→ · · ·

vidimo da je

πi(S
2) ∼= πi(S

3).

Specijalno,

π3(S2) ∼= π3(S3) ∼= Z.

Xtavixe, ako h odaberemo tako da quva baznu taqku, dobijamo izomorfizam

π3(S3, e1) π3(S2, e1)
h∗
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pa je

π3(S2, e1) ∼= Z〈[h]0〉.

Ukoliko je n > 2, iz dugog taqnog niza dobijamo da je π2(CPn) ∼= Z, a za i > 3 je

πi(CPn) πi(S
2n+1)p∗

xto mo�emo predstaviti tabelom.

i 0 1 2 3 · · · 2n 2n+ 1 2n+ 2

πi(CPn) 0 0 Z 0 · · · 0 Z · · ·

Znamo da je

(CP∞)2n = (CP∞)2n+1 = CPn,

pa kako je

πi(CP∞) ∼= πi(CPn), 2n > i,

to je

πi(CP∞) ∼=

Z, i = 2

0, inaqe

Dakle,

CP∞ = K(Z, 2).

Mogu�e je napraviti i rasloje�e

S1 S∞

CP∞

pa kako je S∞ ' ∗ i S1 = K(Z, 1) i odavde bi se moglo dobiti da je CP∞ = K(Z, 2).

(3) Neka je n ∈ N. Kvaternionski projektivni prostor se definixe kao

HPn = Hn+1\{0}/z∼λz, λ∈H\{0} ≈ S4n+3/z∼λz, λ∈S3 .

Ako sa p : S4n+3 → HPn oznaqimo prirodnu projekciju, onda je

S3 S4n+3

HPn

p

151



5 FIBRACIJE I RASLOJE�A

rasloje�e, xto se pokazuje na isti naqin kao u sluqaju kompleksnog projektivnog

prostora.

Primetimo da je

Cp = D4n+4 ∪p HPn ≈ HPn+1,

tj. HPn ima �elijsku dekompoziciju

HPn = e0 ∪ e4 ∪ e8 ∪ · · · ∪ e4n.

Specijalno, za n = 1 imamo HP1 ≈ S4 i dobijamo rasloje�e

S3 S7

S4

h

koje nazivamo tre�im Hopfovim rasloje�em. Primetimo da je Ch ≈ HP2.

Mogu�e je konstruisati i rasloje�e

S3 S∞

HPn

ali ne�e va�iti da je HP∞ = K(Z, 4), jer S3 nije K(Z, 3).

(4) Oqekujemo da je za n ∈ N mogu�e konstruisati rasloje�e

S7 S8n+7

OPn

ali kako mno�e�e oktoniona nije asocijativno, ne mo�e se definisati OPn.

Uprkos tome, mo�e se konstruisati Hopfovo rasloje�e

S7 S15

S8 O ∪ {∞}

h
(z1,z2) 7→z−1

2 ·z1

s
≈

gde je s : O ∪ {∞} → S8 stereografska projekcija. Ovo rasloje�e nazivamo qet-

vrtim Hopfovim rasloje�em.

152



5.7 Hopfova rasloje�a

Koriste se oznake

OP1 def
= S8,

OP2 def
= Ch = D16 ∪h S8.

Stav 5.47 Neka je p : E → B rasloje�e sa slojem F i B i F mnogostrukosti. Tada je

i E mnogostrukost i va�i dimE = dimF + dimB.

Dokaz: Poka�imo najpre da je E Hauzdorfov prostor. Neka su e1, e2 ∈ E dve razliqite

taqke.

1o Neka je p(e1) 6= p(e2). Tada postoje otvorene okoline U, V ∈ TB takve da je p(e1) ∈ U ,
p(e2) ∈ V i U ∩ V = ∅. Tada su p−1(U) i p−1(V ) disjunktne otvorene okoline taqaka e1

i e2.

2o Neka je p(e1) = p(e2) = b. Postoji otvoren skup U ∈ TB, b ∈ U , i homeomorfizam

h : p−1(U)→ U × F takav da komutira slede�i dijagram.

p−1(U) U × F

U

h
≈

p p1

Kako je U × F Hauzdorfov prostor, to je i p−1(U) Hauzdorfov, pa postoje W1,W2 ∈
Tp−1(U) ⊆ TE takvi da je e1 ∈ W1, e2 ∈ W2 i W1 ∩W2 = ∅.

Dakle, E jeste Hauzdorfov prostor.

Neka je sada e ∈ E. Kako je p(e) ∈ B, postoji otvorena okolina U ∈ TB taqke p(e) i

homeomorfizam h : p−1(U)→ U × F takvi da komutira dijagram.

p−1(U) U × F

U

h
≈

p p1

Kako je U neprazan i otvoren u B to je U mnogostrukost dimenzije dimB, pa je U × F
mnogostrukost dimenzije n

def
= dimB+ dimF . Poxto je h homeomorfizam, iz dijagrama

zak	uqujemo da je p−1(U) n-mnogostrukost, pa postoji W ∈ Tp−1(U) ⊆ TE takav da e ∈ W
i W ≈ Rn.

Dakle, E je mnogostrukost dimenzije n. �
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Teorema 5.48 Neka su m,n, l ∈ N0 takvi da postoji rasloje�e

Sl Sm

Sn

p

Tada je l = n− 1 i m = 2n− 1.

Dokaz: Ako je n = 0, onda bi i m bilo 0 jer je S0 nepovezan, a p neprekidno i
”
na\. Tada

bi p moralo biti homeomorfizam, tj. rasloje�e koje za sloj ima jednu taqku, a to nije

sfera. Dakle, mora biti n > 1.

Na osnovu stava 5.47 imamo da je Sm mnogostrukost dimenzije n + l, pa mora biti

m = n+ l. Jox ostaje da poka�emo da je n = l + 1.

1o Neka je l = 0. Tada imamo rasloje�e

S0 Sn

Sn

p

pa je p dvoslojno natkriva�e odakle dobijamo da je

[π1(Sn) : p∗(π1(Sn))] = 2,

a kako je π1(Sn) = 0 za n > 2 zak	uqujemo da mora biti n = 1. Dakle, n = l + 1.

2o Neka je l > 1. Imamo rasloje�e

Sl Sn+l

Sn

p

i posmatrajmo dug taqan niz ovog rasloje�a.

· · · → πl+1(Sn)→ πl(S
l)→ πl(S

n+l)→ · · ·

Kako je πl(S
l) ∼= Z i πl(S

n+l) = 0, zak	uqujemo da je πl+1(Sn) 6= 0, tj. mora da va�i

l + 1 > n. Sa druge strane, posmatrajmo slede�i deo istog dugog taqnog niza.

· · · → πn(Sn+l)→ πn(Sn)→ πn−1(Sl)→ · · ·

Kako je πn(Sn) ∼= Z i πn(Sn+l) = 0, to zak	uqujemo da je πn−1(Sl) 6= 0, odnosno mora biti

n− 1 > l. Konaqno, i u ovom sluqaju zak	uqujemo da je n = l + 1. �
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Napomena 5.49 Dakle, rasloje�e u kom su sva tri prostora sfere mora biti oblika

Sn−1 S2n−1

Sn

za neko n ∈ N. U svom quvenom radu [9] iz 1960. godine Adams je dokazao da ovakvo

rasloje�e postoji samo za n ∈ {1, 2, 4, 8} (qetiri Hopfova rasloje�a).

5.8 Xtifelove mnogostrukosti

Neka je 1 6 k 6 n i neka je

Vk(Rn)
def
=
{

(v1, v2, . . . , vk) ∈ (Rn)k | 〈vi, vj〉 = δij, 1 6 i, j 6 k
}

=
{
A ∈Mn×k(R) | ATA = E

}
⊆ (Rn)k

Primetimo da je

V1(Rn) = Sn−1,

Vn(Rn) = O(n),

Vn−1(Rn) ≈ SO(n).

Teorema 5.50 Ako je 1 6 m < k 6 n uoqimo preslikava�e p : Vk(Rn) → Vm(Rn) dato

sa

p(v1, v2, . . . , vk)
def
= (v1, v2, . . . , vm)

( p je projekcija na prvih m koordinata).

Tada je p rasloje�e sa slojem Vk−m(Rn−m).

Vk−m(Rn−m) Vk(Rn)

Vm(Rn)

p

Skica dokaza: Kako je p projekcija, jasno je da je neprekidno. Neka je (u1, u2, . . . , um) ∈
Vm(Rn). Neka je um+1, . . . , un ortonormirana baza za L(u1, u2, . . . , um)⊥ i neka je

U
def
=
{

(v1, v2, . . . , vm) ∈ Vm(Rm) | det[v1 v2 · · · vm um+1 · · · un] 6= 0
}
.
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Tada je (u1, u2, . . . , um) ∈ U i U ∈ TVm(Rn). Potrebno je jox konstruisati homeomorfizam

h takav da komutira naredni dijagram.

p−1(U) U × Vk−m(Rn−m)

U

h
≈

p p1

Uoqimo kompoziciju

Rn L(u1, u2, . . . , um)⊥ Rn−mπ L

gde je π ortogonalna projekcija, a L izomorfizam dat sa

L(um+i)
def
= ei, 1 6 i 6 n−m.

Definiximo

h(v1, v2, . . . , vk)
def
=
(

(v1, v2, . . . , vm), GS
(
L(π(vm+1)), L(π(vm+2)), . . . , L(π(vk))

))
(gde je GS Gram-Xmitov postupak ortogonalizacije u Rn−m). Mo�e se pokazati da je

h zaista homeomorfizam. �

Teorema 5.51 Neka je 1 6 k 6 n. Vk(Rn) je (n− k− 1)-povezana zatvorena mnogostru-

kost dimenzije (n − k) + (n − k + 1) + · · · + (n − 1) =
(
n
2

)
−
(
n−k

2

)
. Ova mnogostrukost

se zove Xtifelova mnogostrukost.

Dokaz: Primetimo da je Vk(Rn) ⊆ Sn−1 × · · · × Sn−1︸ ︷︷ ︸
k

, pa je Vk(Rn) ograniqen. Sa druge

strane, imamo da je Vk(Rn) ∈ F(Rn)k jer je zadat sa konaqno mnogo jednakosti oblika

〈vi, vj〉 = δij. Dakle, Vk(Rn) je zatvoren i ograniqen pa je kompaktan.

Sada indukcijom po k ∈ N pokazujemo da je Vk(Rn) (n−k−1)-povezana mnogostrukost

dimenzije
(
n
2

)
−
(
n−k

2

)
.

Za k = 1 imamo da je V1(Rn) = Sn−1, pa je V1(Rn) (n − 2)-povezana mnogostrukost

dimenzije n−1. Neka je sada k > 2 i pretpostavimo da tvr�e�e va�i za sve Vj(Rm), gde

je 1 6 j 6 k − 1 i m > j, i poka�imo da va�i i za k. Imamo rasloje�e

Vk−1(Rn−1) Vk(Rn)

Sn−1

p
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Znamo da je Sn−1 mnogostrukost dimenzije n− 1, a po indukcijskoj hipotezi imamo da

je Vk−1(Rn−1) mnogostrukost dimenzije (n − k) + · · · + (n − 2), pa na osnovu stava 5.47

zak	uqujemo da je Vk(Rn) mnogostrukost dimenzije (n− k) + · · ·+ (n− 2) + (n− 1).

Ostaje jox da poka�emo da je mnogostrukost Vk(Rn) (n − k − 1)-povezana. Neka je

0 6 i 6 n− k − 1. Posmatrajmo dug taqan niz

· · · → πi(Vk−1(Rn−1))→ πi(Vk(Rn))→ πi(S
n−1)→ · · ·

Kako je πi(S
n−1) = 0 i πi(Vk−1(Rn−1)) = 0 po indukcijskoj hipotezi, zak	uqujemo da je

i πi(Vk(Rn)) = 0, tj. mnogostrukost Vk(Rn) je (n− k − 1)-povezana. �

Iz prethodne teoreme dobijamo da je dimO(n) = dimSO(n) =
(
n
2

)
. Mnogostrukost

SO(n) je povezana, a O(n) nije ve� ima taqno dve komponente povezanosti O(n) =

SO(n) t (O(n)\SO(n)). Naime, determinanta det : O(n) → {−1, 1} jeste neprekidna

funkcija iz O(n) u dvotaqku, det−1({1}) = SO(n), det−1({−1}) = O(n)\SO(n). Zatim,

SO(n) je (putno) povezana, a O(n)\SO(n) ≈ SO(n) , pri qemu se jedan homeomorfizam

mo�e dobiti kao mno�e�e bilo kojom (fiksiranom) matricom iz O(n)\SO(n).

Pogledajmo kako izgleda rasloje�e iz teoreme 5.50 u sluqaju k = n.

O(n−m) O(n)

Vm(Rn)

p

�elimo da vidimo kako izgleda sloj ovog rasloje�a nad taqkom (e1, e2, . . . , em) ∈ Vm(Rn).

Proizvo	na matrica iz sloja p−1
({

(e1, e2, . . . , em)
})

je oblika

A′ =



1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

... A

0 0 · · · 0


gde je A ∈ O(n−m). Primetimo da postoji prirodno utapa�e i : O(n−m) ↪→ O(n) dato

sa

i(A)
def
= A′.
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Preslikava�e i je monomorfizam grupa, pa O(n−m) mo�emo videti kao podgrupu grupe

O(n).

Neka su B,C ∈ O(n). Tada

p(B) = p(C) ⇐⇒ BTC ∈ O(n−m) ⇐⇒ B−1C ∈ O(n−m).

Dakle, vidimo da je prostor O(n)/p jednak prostoru levih koseta podgrupe O(n −m),

tj.

O(n)/p = O(n)/O(n−m),

a kako je p koliqniqko, to je O(n)/p ≈ Vm(Rn), tj. dobijamo

Vm(Rn) ≈ O(n)/O(n−m).

Specijalno, ako je dodatno i m = 1, imamo rasloje�e

O(n− 1) O(n)

Sn−1

p

pa je

Sn−1 ≈ O(n)/O(n− 1).

Ukoliko posmatramo rasloje�e iz teoreme 5.50 za k = n− 1

SO(n−m) SO(n)

Vm(Rn)

p

na sliqan naqin dobijamo

Vm(Rn) ≈ SO(n)/SO(n−m).

Specijalno, ako je dodatno m = 1 imamo rasloje�e

SO(n− 1) SO(n)

Sn−1

p
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5.8 Xtifelove mnogostrukosti

pa je

Sn−1 ≈ SO(n)/SO(n− 1).

Odredimo sada neke homotopske grupe prostora O(n) i SO(n). Kako O(n) ima dve, a

SO(n) jednu komponentu putne povezanosti, to je

π0(O(n)) ∼= Z2, π0(SO(n)) = 0.

Da	e, znamo da je πi(O(n)) ∼= πi(SO(n)) za i > 1, pa �emo nada	e raqunati homotopske

grupe prostora SO(n).

Ako je n = 2 , imamo SO(2) ≈ V1(R2) = S1, pa je

πi(SO(2)) ∼=

Z, i = 1

0, inaqe

Ako je n = 3, onda je SO(3) ≈ RP3. Zaista, grupu SO(3) mo�emo videti kao rotacije

u R3 oko pravih koje prolaze kroz koordinatni poqetak. Neka je f : D3 → SO(3) dato

sa f(0)
def
= E, tj. f(0)

def
= 1R3 , a ako je x 6= 0, onda �e f(x) biti rotacija oko prave Ox

za ugao π‖x‖ u smeru odre�enom pravilom desne ruke (ako palac desne ruke pokazuje

smer vektora
−→
Ox, onda prsti pokazuju smer rotacije). Preslikava�e f je neprekidno i

”
na\, a kako slika kompakt u T2-prostor ono je i zatvoreno, pa je koliqniqko, odakle

dobijamo da je

SO(3) ≈ D3/f = D3/x∼−x, x∈S2 ≈ RP3.

Dakle,

πi(SO(3)) ∼=



Z2, i = 1

0, i = 2

Z, i = 3

πi(S
3), i > 4

Neka je n > 4 i posmatrajmo rasloje�e od maloqas:

SO(n− 1) SO(n)

Sn−1

p

Indukcijom po n > 3 iz dugog taqnog niza ovog rasloje�a dobija se da je

π1(SO(n)) ∼= Z2,

π2(SO(n)) = 0.
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Napomena 5.52 Qi�enica da je π2(SO(n)) = 0 jeste posledica opxtijeg rezultata:

ako je X kompaktan, putno povezan H-prostor koji ima strukturu CW-kompleksa

ili strukturu mnogostrukosti, onda je π2(X) = 0.

Dakle, ako je n > 3 imamo

i 0 1 2 3 · · ·
πi(O(n)) Z2 Z2 0 · · · · · ·

Posmatrajmo sada slede�e rasloje�e.

O(n) O(n+ 1)

Sn

p

Iz dugog taqnog niza ovo rasloje�a

· · · → πi+1(Sn)→ πi(O(n))→ πi(O(n+ 1))→ πi(S
n)→ · · ·

dobijamo da ako je n > i+ 1 onda je

πi(O(n+ 1)) ∼= πi(O(n)),

tj. za fiksirano i homotopske grupe prostora O(n) se stabilizuju poqev od nekog n ∈ N,
pa ima smisla definisati

πi(O)
def
= πi(O(n)), n > i+ 1.

Prostor O se mo�e i eksplicitno definisati. Kako imamo utapa�a

O(1) ↪→ O(2) ↪→ O(3) ↪→ · · · ↪→ O(n) ↪→ O(n+ 1) ↪→ · · ·

definixemo

O
def
=
⋃
n∈N

O(n).

Napomena 5.53 Na Xtifelovim mnogostrukostima Vk(Rn), pa i na O(n), posto-

je kanonske CW-dekompozicije, koje daju i CW-dekompoziciju prostora O. U �oj, n-

skelet prostora O ne�e biti O(n) ve� je On = O(n+ 1)n.

Poznate su sve homotopske grupe prostora O. Naime, prvih osam grupa su date ta-

belom
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i 0 1 2 3 4 5 6 7

πi(O) Z2 Z2 0 Z 0 0 0 Z

a zatim se ovih osam grupa periodiqno ponav	a i to se zove Botova periodiqnost.

Dakle, za i ∈ N0 va�i

πi+8(O) ∼= πi(O).

Napomena 5.54 Kao i realne, sliqno se mogu definisati i kompleksne Xtifelove

mnogostrukosti Vk(Cn). Ove mnogostrukosti imaju analogne osobine kao i realne.

Naime, ako je 1 6 m < k 6 n onda postoji rasloje�e

Vk−m(Cn−m) Vk(Cn)

Vm(Cn)

p

Tako�e, va�i i da je Vn(Cn) = U(n) i na sliqan naqin kao O, definixe se i prostor

U , za koji postoji Botova periodiqnost, ovaj put sa periodom dva.

i 0 1

πi(U) 0 Z

Ako je i ∈ N0, onda

πi+2(U) ∼= πi(U).

5.9 Zadaci

1. Neka je p : E → B (Serova) fibracija, e0 ∈ E, b0 = p(e0) ∈ B, E0 komponenta putne

povezanosti (prostora E) koja sadr�i taqku e0 i B0 komponenta putne povezanosti

(prostora B) koja sadr�i taqku b0. Dokazati da je p(E0) = B0 i da je restrikcija

p|E0
: E0 → B0 preslikava�a p (s kodomenom su�enim na B0) tako�e (Serova)

fibracija.

2. Neka je (X,A) topoloxki par.

(a) Pretpostavimo da je A jaki deformacioni retrakt od X i neka je H : X×I →
X preslikava�e koje ostvaruje homotopiju relativno A izme�u i ◦ r i 1X

(i : A ↪→ X jeste inkluzija, a r : X → A retrakcija), tj. H : i◦r ' 1X (rel A).

Pretpostavimo jox i da imamo neprekidno preslikava�e α : X → I takvo da

je α−1({0}) = A i definiximo ϕ : X × I → I na slede�i naqin:

ϕ(x, t) :=

{
min{1, t

α(x)
}, x /∈ A

1, x ∈ A
, (x, t) ∈ X × I.
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Ako je D : X × I → X preslikava�e definisano sa D(x, t) := H(x, ϕ(x, t)),

(x, t) ∈ X × I, dokazati da je D neprekidno.

(b) Ako je (X,A) DR-par i ako preslikava�e p : E → B ima svojstvo podiza�a

homotopije (HLP ) u odnosu na X, dokazati da onda p ima svojstvo proxire�a

podiza�a (LEP ) u odnosu na par (X,A).

3. Dokazati da Serova fibracija ima svojstvo podiza�a homotopije (HLP ) u odnosu

na sve �elijske komplekse.

4. Neka je p : E → B fibracija, B putno povezan, b1, b2 ∈ B i neka su Fb1 i Fb2
odgovaraju�i slojevi. Dokazati da je dejstvo (do na homotopiju) grupe π1(B, b1) na

Fb1 trivijalno ako i samo ako je dejstvo (do na homotopiju) grupe π1(B, b2) na Fb2
trivijalno.

5. Dokazati da je povlaqe�e orijentabilne fibracije tako�e orijentabilna fibra-

cija (oba bazna prostora su putno povezana).

6. Neka je p : E → B Serova fibracija i n ∈ N0.

(a) Neka je f : X → B neprekidno preslikava�e, f ∗p : f ∗(E) → X povlaqe�e

Serove fibracije p pomo�u f i q : f ∗(E) → E restrikcija druge projekcije

na f ∗(E).

f ∗(E) E
q

//f ∗(E)

X

f∗p

��

E

B

p

��

X B
f

//

Ako je f n-ekvivalencija, dokazati da je onda i q n-ekvivalencija.

(b) Ako je A ⊆ B takav da je par (B,A) n-povezan, dokazati da je onda i par

(E, p−1(A)) tako�e n-povezan.

7. Xvarcov rod fibracije p : E → B, u oznaci SG(p), definixemo kao najma�i broj

k ∈ N takav da postoji otvoren pokrivaq {U1, U2, . . . , Uk} prostora B sa svojstvom

da p ima sekciju nad svakim elementom pokrivaqa, tj. da za sve i ∈ {1, 2, . . . , k}
postoji podiza�e si : Ui → E inkluzije Ui ↪→ B u odnosu na p (v. prvi dijagram

na narednoj slici).

Ui B� � //Ui

E

si

<<E

B

p

��

E T
ϕ

//E

B

p

��

T

B

q

��

f ∗(E) E//f ∗(E)

X

f∗p

��

X B
f

//

E

B

p

��
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(a) Ako je p : E → B fibracija i B kontraktibilan, dokazati da je SG(p) = 1.

(b) Ako su p : E → B i q : T → B fibracije takve da postoji (neprekidno)

ϕ : E → T sa svojstvom q ◦ ϕ = p (v. drugi dijagram na prethodnoj slici),

dokazati da je SG(q) 6 SG(p).

(v) Ako je p : E → B fibracija, f : X → B neprekidno preslikava�e i f ∗p :

f ∗(E)→ X povlaqe�e fibracije p pomo�u f (v. tre�i dijagram na prethodnoj

slici), dokazati da je SG(f ∗p) 6 SG(p).

Neka je sad X putno povezan prostor.

(g) Na�i fibraciju p qiji je Xvarcov rod jednak Lusternik{Xnirelmanovoj

kategoriji prostora X (SG(p) = cat(X)).

Neka je π : XI → X ×X preslikava�e definisano sa π(ω) = (ω(0), ω(1)), ω ∈ XI .

(d) Dokazati da je π fibracija i odrediti �en sloj.

Topoloxku kompleksnost prostora X, u oznaci TC(X), definixemo kao Xvar-

cov rod fibracije π:

TC(X) := SG(π).

(�) Dokazati da je TC(X) = 1 ako i samo ako je X kontraktibilan.

(e) Dokazati da je cat(X) 6 TC(X) 6 cat(X ×X).

8. Ako je F homotopski sloj inkluzije i : RPn ↪→ RP∞, dokazati da je F ' Sn (n ∈ N).

9. Neka je 0 → A −→ B −→ C → 0 kratak taqan niz Abelovih grupa i n ∈ N.
Dokazati da postoji fibracija p : K(B, n)→ K(C, n) sa slojem K(A, n).

K(A, n) K(B, n)// K(B, n)

K(C, n)

p

��

10. • Odrediti slede�e homotopske grupe (K je Klajnova boca):

π4(K), π17(RP18), π11(S(S10 × S10)), π17(ΩS17).

• Odrediti kardinalnost skupa homotopskih klasa [D3,Ω(RP3)].

• Na�i potreban i dovo	an uslov za k i n da bi buket Sk ∨ Sn ∨ Sk ∨ Sn bio
prost (k, n ∈ N).
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11. Ako je X proizvo	an CW-kompleks, dokazati da je preslikava�e Φ : [X,L∞m ]0 →
[X,L∞m ] bijekcija. (L∞m je beskonaqno dimenzioni le�asti prostor, m ∈ N \ {1}. Φ

je dato sa Φ([f ]0) = [f ], [f ]0 ∈ [X,L∞m ]0.)

12. Neka je Y putno povezan prostor s baznom taqkom y0. Ako je p : E → X glavna

fibracija dobijena povlaqe�em kanonske fibracije nad Y pomo�u preslikava�a

f : (X, x0) → (Y, y0), dokazati da je prostor E = f ∗(PY ) upravo homotopski sloj

preslikava�a f .

13. Dokazati da je povlaqe�e rasloje�a tako�e rasloje�e sa istim slojem kao i po-

lazno.

14. Na slici (1) predstav	ena je prva projekcija p : I2 → I, koja je jedno rasloje-

�e. Neka su preslikava�a na slikama (2) i (3) restrikcije projekcije p na date

potprostore.

(a) Pokazati da je preslikava�e sa slike (2) fibracija, ali nije rasloje�e.

(b) Pokazati da preslikava�e sa slike (3) nije fibracija.

15. Neka su n ∈ N i m ∈ N \ {1} i neka je L2n+1
m = S2n+1/Zm le�asti prostor (element

k ∈ Zm dejstvuje na S2n+1 kao mno�e�e sa ei
2kπ
m ).

(a) Dokazati da postoji rasloje�e q : L2n+1
m → CPn sa slojem S1.

S1 L2n+1
m

// L2n+1
m

CPn

q

��

(b) Opisati povezuju�i homomorfizam π2(CPn) → π1(S1) iz dugog taqnog niza

pridru�enog rasloje�u iz dela (a).

16. Odrediti π3(S2 ∨ S2).
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17. Ako je n > 2 dokazati da ne postoji retrakt A ⊆ CPn takav da je A ' CPn−1.

18. Da li je CP2 ' S2 ∨ S4?

19. Ako je k ∈ Z i f : S2 → S2 preslikava�e stepena k, odrediti homomorfizam

f∗ : π3(S2)→ π3(S2).

20. Neka je i : S2 ↪→ CP2 inkluzija, tj. prirodno utapa�e (S2 ≈ CP1 jeste 2-skelet od

CP2 pri uobiqajenoj �elijskoj dekompoziciji ovog prostora).

(a) Dokazati da je preslikava�e f : S2 → S2 homotopski trivijalno ako i samo

ako se mo�e proxiriti na CP2.

S2 S2f
//S2

CP2

?�

i

OOCP2

S2
$$

(b) Koriste�i qi�enicu πS1 = Z2 (ili nekako drugaqije) dokazati da je [CP2, S2] =

0.

21. Neka je n ∈ N, m ∈ N0, M mnogostrukost i p : Sm+n−1 → M rasloje�e sa slojem

Sn−1.
Sn−1 Sm+n−1// Sm+n−1

M

p

��

Dokazati da je tada konus preslikava�a p, tj. Cp = Dm+n∪pM , zatvorena povezana

(m+ n)-dimenziona mnogostrukost.

22. Za n > 3 odrediti grupu π2(Vn−2(Rn)).

23. Koriste�i qi�enicu πS1 = Z2 (ili nekako drugaqije) odrediti grupe π3(SO(4)) i

π3(V2(R4)).

24. (Podrazumevamo da su svi prostori koji se pojav	uju u ovom zadatku Hauzdorfo-

vi.)

Neka grupa G dejstvuje na prostor Y . Uoqimo slede�i uslov:

(∀y ∈ Y ) (∃U ∈ TY ) y ∈ U ∧
[
(∀g1, g2 ∈ G) g1 6= g2 =⇒ g1U ∩ g2U = ∅

]
.

(∗)
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Dokazati:

(a) (∗) ⇒ dejstvo je slobodno;

(b) ako je G konaqna i dejstvo slobodno, onda va�i (∗).

Neka G dejstvuje i na prostorX i neka je f : X → Y neprekidno G-ekvivarijantno

preslikava�e.

(v) Dokazati da f indukuje neprekidno preslikava�e f̃ : X/G → Y/G takvo da

komutira dijagram na slici (ρ i π su prirodne surjekcije).

X Y
f

//X

X/G

ρ

����

X/G Y/G
f̃

//

Y

Y/G

π

����

(g) Ako dejstvo na Y zadovo	ava uslov (∗), dokazati da onda i dejstvo na X

zadovo	ava uslov (∗).

Neka je sada p : E → B rasloje�e i neka grupa G dejstvuje i na E i na B tako da

je p G-ekvivarijantno i da dejstvo G na B zadovo	ava uslov (∗).

(d) Dokazati da je indukovano preslikava�e p̃ : E/G → B/G tako�e rasloje�e

sa istim slojem kao p.

(�) Ako je π : B → B/G prirodna surjekcija, dokazati da se povlaqe�e rasloje�a

p̃ pomo�u π (oznaqimo ga sa π∗p̃ : π∗(E/G) → B) poklapa sa p (u smislu da

postoji homeomorfizam ϕ tako da komutira dijagram na slici).

E π∗(E/G)
ϕ

//
≈E

B

p

��

π∗(E/G)

B

π∗p̃

��

25. Grupa Z2 dejstvuje na prirodan naqin na Xtifelovu mnogostrukost Vk(Rn):

(v1, v2, . . . , vk) 7→ (−v1,−v2, . . . ,−vk).

(Na primer, V1(Rn)/Z2 = Sn−1/Z2 = RPn−1.) Pri tom dejstvu je rasloje�e p :

Vm(Rn) → Vk(Rn), (v1, v2, . . . , vm) 7→ (v1, v2, . . . , vk), Z2-ekvivarijantno preslika-

va�e (k 6 m).
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5.9 Zadaci

Dokazati da za k, n ∈ N postoji Z2-ekvivarijantno preslikava�e S
n → Vn+1(Rn+k+1)

ako i samo ako postoji podiza�e inkluzije RPn ↪→ RPn+k u odnosu na presli-

kava�e p̃, gde je p̃ : Vn+1(Rn+k+1)/Z2 → RPn+k indukovano preslikava�em p :

Vn+1(Rn+k+1)→ Sn+k.

RPn RPn+k� � //RPn

Vn+1(Rn+k+1)/Z2
::

Vn+1(Rn+k+1)/Z2

RPn+k

p̃

��

26. Neka je 1 6 k 6 n i Vk(Cn) =
{

(v1, v2, . . . , vk) ∈ (Cn)k | (∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}) 〈vi, vj〉 =

δji
}
, gde je 〈·, ·〉 : Cn × Cn → C standardni skalarni (hermitski) proizvod na Cn.

(a) Dokazati da je Vk(Cn) (2n− 2k)-povezana zatvorena mnogostrukost.

(b) Kolika je dimenzija Xtifelove mnogostrukosti Vk(Cn)?

(v) Odrediti grupu π2n−2k+1(Vk(Cn)).

(g) Na�i fundamentalnu grupu unitarne (topoloxke) grupe U(n) =
{
A ∈Mn(C) =

(Cn)n | ATA = E
}
(E ∈Mn(C) je jediniqna matrica).
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