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1 VYBox
1.1 Kiace XOMOTOITHUX TpPeCJINKaBakha
Heka cy X u Y ronosomku npocropu. /ledunuiimumo
def
(X,Y] = C(X,Y)/~.

[X,Y] he 6urn ckyI, a TOHEKaJ U TPyMA.

IIpumep 1.1
1) Axo je Y wonmpaxmubunan, onda je |[X,Y]| = 1; mada nuwemo [X,Y] = 0;

2) Axo je X wowmpaxmubunaan, onda je |[X,Y]| jednar 6pojy xomnonenmu nymme nose-

sanocmu 00'Y

3) Axo je m < mn, onda je |[S™,S"]| =1 (060 caedu us meopeme 0 CUMNAUYATAHO] ANPOK-

CUMALUIU);
4) Axo je m = n, onda je deg : [S™, S™| — Z bujerxuyuja (dokas wacruje);

5) Axo je m > n, onda ce [S™, S™] y onwmem cayuajy ne 3na.
3a n =1 umamo da je [S™, S| = 0.

Heka je g : Y — Z menpekujHo npecjukaBame u X TOTOJONIKI TPpocTop. Tajga MozxKeMo

nedbunncaT npeciukapamwe g, ;[ X, Y] — [X, Z] ca
g+ () = lg o f]
IIpuMmeTnMoO 18 BaxKu
(hog)s =hiog., (Ix).=Tlixy],

OJIHOCHO
[X,:]: Top — Set

je KoBapHjaHTaH (DYHKTOP.

Ako cy g,h 1Y — Z HenpekuniHa IpecanKaBamba TakBa Ja je g ~ h, oHga je g, = h,.

CraB 1.2 Axo je g 1 Y — Z zomomoncka exeusanreHuyuja, onda je g, bujexuuja.
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/loxaz: Kako je g XoMOTOIICKA eKBUBAJIEHIMja, UMAMO J1a IIOCTOjU MpecjnKaBame h: Z — Y
TaKBO /I3 je

goh~1y, hog~ly,

na je

g« © h* — (g o h)* — (]]-Z)* - ]l[X,Z]
h* O gx = (h Og)* - (]]-Y)* - ]l[X,Y]y

Tj. g4 je Oujexnuja. [

Hedbunnnmnuja 1.3 Henpekuano npeciankaBame p : E — B je dubpayujo ako 3a ITpou3-
BoJbaH npoctop X, npecankaBame f 1 X — E u xomoronujy H : X x I — B, TakBe 1a
je p(f(z)) = H(z,0) 3a cBe x € X, mocTOju TpeCINKABAHE H: X x I — F Taxso 1a je
H(z,0) = f(z) upo H = H.

f

Xxx{0y —L ~p
3
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-
-

XxJ]—H" . p

Ba by € B ckyu F := p~'(by) nasusamo caoj (Pubpa) gubpayuje p nay raukom by.

Buamo ja je nu3 AbemoBux rpyna u xomomopduszama A Iy B % C vauan axo jeim f =
ker g. 2ZKenumo j1a mpormumprumMo mnojaM TavHOr HI3a 33 CKYIIOBE Ca UCTAKHYTOM TadkoM. Heka
je ¢ € C ucraknyra tauka. Kaxkemo ja je uu3z A Iy B % C rawan axo je im f = g '(co).
[IpumeTnMo 1@ HaM je UCTAKHYT eleMeHT moTpedaH camo y ckymy C. Ilpumerumo jour na

BaxKu

f .je 77Ha“ < g = Co,
gje ,1-1“= f = const.
Ako je Y myrHO moBesaH, oHzia je [const] ncrakuyT enement y [ X, Y.

Teopema 1.4 Hexa je p: E — B ¢ubpayuja, B nymmo nosesan, by € B u F = p~t(by) caoj

nad by. Tada je 3a npouseomar npocmop X Hu3

(X, F] & [X,E] 2 [X, B]

ma4ar.



1.1 KJIACE XOMOTOITHUX ITPECJINKABAIbA

Jokas: Tlorpebno je ja jgokaxkemo ja je im i, = p; ' ([cy,]), rae je ¢y, : X — B KoHCTaHTHO
npecauKaBambe IaTo ca ¢y, () = by, 3a cBe z € X.
C: Heka je g : X — F. Kako je

p+(ix([g])) = [poiog] = [bo],

To je im i, C p; ([bo]).
D: Heka je f : X — FE u upernocrasumo na je [f] € pit([co])s 13- pe([f]) = [po f] = cby-
Taja umamo xomoTOMNHjy

H:pof~cy,

na Kako je p ¢pubparuja uMaMo U HEeHO TOIN3ahe H:X xI— E.

Xx{0} —L F
7

’i /// p

XxI —"7 B

Hecdunnmnmo f: X — E ca f(z) = H(z,1). UMamo 1a Baxku

(po f)(z) =p(H(x,1)) = H(x,1) = by, 3a cBe x € X

OJAKJIE CIeNN 1a je f(x) € F 3acse z € X, na nocroju g : X — F Takso xa je f =iog.

JoIit ocraje ja 1mokaxkemo ja je

i(lg]) = liogl = [f1=1/10

Heka je X rTonosomku npoctop u g : Y — Z HENpeKuIHO mnpecjnkapame. Mozxkemo

nedbunncary npeciukasamwe ¢ 1 [Z, X| — [V, X] ca

g*([f) = f e gl

IIpuMeTnMoO 1a BaxKu

(goh)*=h"og", (1y)" =1x

OJIHOCHO
[, X]:Top — Set

je KouTpaBapujaHTan (PyHKTOP.

Ako cy g,h 1Y — Z nenpexunna npecinKkaBamba TakBa ja je g ~ h, onga je g¢ = h*.

CraB 1.5 Axo je g 1 Y — Z zomomoncra exeusanenyuja, onda je g* bujexuyuja.
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/loxaz: Kako je g XoMOTOIICKA eKBUBAJIEHIMja, UMAMO J1a IIOCTOjU MpecjnKaBame h: Z — Y
TaKBO /I3 je
gohﬁ]lz, hogﬁ]ly,
na je
groh®=(hog) = (ly)" = lyx
h*og = (goh)" = (1z)" =1izx),

Tj. g* je bujexiuja. [
Hedunnmnuja 1.6 Henpexkuaao npeciaukapame 1 : A — X je xodubpayuja ako 3a mpous-
BoJbaH 1pocTop Y, npeciaukaBame f @ X — Y u xomorouujy H : A X I — Y raksa ja

je f(i(a)) = H(a,0) 3a cBako a € A, MOCTOjH XOMOTOIIH]ja H: X xI — Y Taxsa 1a je
H(i(a),t) = H(a,t) 3a cBako (a,t) € Ax I u H(z,0) = f(x), 3a cBako = € X.

Cras 1.7 Csaxa xoubpayuja je ymanaroe.

Cras 1.8 Vmanawe i : A — X je xopubpayuja axo u camo axo (X,i(A)) uma ceojemeso

NPOWUPEHA TOMOTOTUJE.

Hanomena 1.9 Hexa je A C X. Iap (X, A) uma ceojecmeo npowupersa romomonuge, no
dedpununuiu, ako 3a nNPoOu3sOLAH MONOAOWKY npocmop Y, npecaukasare f: X =Y u xo-
momonugy H : AxI —'Y maxee da je H(a,0) = f(a), 3a cée a € A, nocmoju H:XxI—>Y
mareo da je H|awr = H u H(z,0) = f(z), 3a cearo z € X.

Axo (X, A) uma ceojemeo npowuperve xomomonuge, onda je X x {0} U A x I pempaxm

0d X x I. Obpnymo sasicu y3 npemnocmasky da je A sameopen y X.

Axo (X, A) uma csojemso npowupersa romomonuje u A je xowmpaxkmubuiaH, onda je

npupodna npojexyuja q 1 X — X/A xomomoncka exsusarenyuja.

Hedbununuja 1.10 Ako (X, A) uma cBojcTBO Hpolmpera XoMoTonuje, ouia je X/A xo-
dubpa xodubpayuje i : A — X.

Teopema 1.11 Hexa je A C X, i : A — X xodubpayuja v q : X — X/A npupodna

npojexuyuja. Tada je 3a npoussosar nymHo nogesar npocmop Y Hu3
X/A,Y] S (X, Y] 5 [4,Y]

ma4yar.



1.1 KJIACE XOMOTOITHUX ITPECJINKABAIbA

Jokas: Tlorpebno je nokasaru ja je im ¢* = (i*) 7 (const).
C: Heka je g : X/A — Y. Kako je

*(q*(lg])) = lg o g o i] = [const],

To je im ¢* C (%)~ (const).
D: Heka je f: X — Y maxso ma je [f] € (%) (const) 1j. i*([f]) = [f o i] = [const] . Tana

MMaMO XOMOTOIH]Y

H:foi~const, H:AxI—=Y,

na Kako je ¢ kocduOpalnmja, TO HOCTOjU H: X x1 — Y Takso Jla BayKH }NI|AX[ =Hn
H(x,0) = f(x) 3a cBe © € X. Hebununmmo f : X — Y ca f(x) = H(x,1). Tana je f|a
KOHCTaHTHA, ma moctoju g : X/A — Y taksa ja je f = g o g, omakie je

¢ (lg) =lgod = [f1=1f]. O

Heka cy (X, z0) u (Y, yo) Tomonomku npocropu ca 6aznom tagkom. ledurummmmo

(X, Yo = [X, 20, Y, 50] & {f (X, 20) = (Y, 90)}/ = ret w0)-

Heka je g : (Y,yo) — (Z,29) HenmpekuaHo npecinkaBame. Taga moxkemo medbuHuCcATH
npecaukaBame g, : [ X, Y]y — [X, Z]o naro ca

ug*:[Z, Xy —[Y, X]o naro ca
g"([flo) = [f © glo-

Ha oBaj naunn gobujamo KoBapujaHTaH pyHKTOD
(X, ]o : Topyg — Sety,
Ka0 U KOHTpaBapujaHTaH (DYHKTOP
[, X]o : Topy — Sety.

Teopema 1.12 Hexa je ag € A C X, j: A — X xopubparuga, (Y,yo) monosowru npocmop
ca baznom mauxom u q : X — X/A npupodna npojexyuja. Tada je nus

5k

[X/A, Y]y S5 [X,Y]o L5 [A, Y],

ma4aH.



1 YBO/J

Joxas: Cnuano kao goka3 reopeme 1.11. [J

Heka cy (X, A) u (Y, B) ronosomku maposu. Jedunummmmo

def
[X, A; K B] = {f : (X, A) — (K B)}/: (Kpo3 mpecinKaBama napoBa)

[Ipecmkasama f,g : (X, A) — (Y, B) cy XoMOTOIHA KPO3 IPECIHKABAA TAPOBA AKO

MOCTOJW HENPeKUAHO mpecanKapame H : X X [ — Y TakBo ma je
H(z,0) = f(z), x € X,

H(z,1) =g(z), z € X,
H(AxI)C B.

Hanomena 1.13 Xomomonuja Kpo3 npecaukasarsa naposa nuje peiamusta ToMOmMOonuja jep
cauke mavaxs u3 A we mopajy bumu durcupare 3a ceaxo t € I eehi je dosowro da 6ydy

ynymap B.
Hanomena 1.14 (X, zo) = [1,01; X, ] ka0 ckyn.
Cawmdno Kao u J10 caja, ykomko ¢ukcupamo (X, A) nmamo koBapujantan byHKTOD
(X, A;-, ] : Top® — Set,
onnocHo ako dukcupamo (Y, B) uMaMo KOHTpaBapujaHTan (GpyHKTOD
[, Y, B] : Top* — Set.
ITonekas he nam 6utn norpebua u kareropuja Top? ma nedunumemo
(X, A, B:Y.C, D] € {f : (X, A, B) = (¥, C, D)}~ (xpos mpecamavasma rpojsn)

Kao u panuje, moxkemo jiedpunucaru ojropapajyhu koBapujanran 0JHOCHO KOHTPaBaPUjaHTAH

dpyHKTOD.
Mozxkemo nedbunucaru u caenehe npeciunkapawe @ : [ X, Y]y — [X, Y] koje ,;3a60paBiba

Oa3Hy TauKy“ ca

[IpecaukaBame P je m106po nedunmncano. 3anuMalie Hac kama je ¢ dujexnmja. Hajmpe hiemo

BHUIeTH KaJa he ® OuTn ,Ha“, a KacHUje heMo JToKa3aTH U y KOM caydajy je O Omjekiuja.

Hedbunnunmja 1.15 Tauka xg € X je nedezenepucana mawka npocmopa X axo nap (X, xg)

MMa CBOJCTBO MPOIIMpea XoMoromnuje (Tj. ako je {zo} «— X kodubpanuja).
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1.2 XOMOTOINJA YK IIVTA

YraaBaoMm hiemo ce cperaTu ca IPOCTOPUMA KOjHMa Cy CBe Tadke HejereHepucane (HIID.

To Baxku 3a cBakn CW-KOMILTEKC).

CraB 1.16 Axo cy (X, zo) u (Y, y0) monosowru npocmopu ca 6a3Hom mawkom, To Hedeze-

Hnepucana u Y nymmuo nogesan, onda je ® ,na’.

Jlokas: Hexka je [f] € [X,Y]. Tpeba ma nokaxkemo ga mocroju g : X — Y TakBo jJa je

9(xo) = yo u ®([glo) = [f], 7j. maje f=~g.
Heka je u : I — Y nyr on f(xg) mo yo vy Y. Kako (X, zp) uMa ¢BOjCTBO HpOIIHpea

XOMOTONHje, TO mocToju xomoTonuja H : X X [ — Y Taksa 1a je
H(z,0) = f(z) u H(xo,t) = u(t).

Omnabepumo g = H(-,1). Taga je ®([glo) = [f], na je ® ,ma“. O

1.2 XomoTonmja ay»K IIyTa

Hedunanmnuja 1.17 Heka cy X u Y Tonosomku npocropu, rg € X 06a3na tadka, f,g: X —
Y HempekuHa npeciaukaBama u u ;[ — Y myt. Kaxemo ga je f (caobodno) romomonno ca

g dyotc nyma u ako moctoju xomoronuja H : X x I — Y Taksa jga
H(z,0) = f(z), x € X,
H(z,1) =g(z), v € X,

H(xo,t) =u(t), tel.

Tanma mumemo f~gum H : f ~g.
Crerujastio, npuMeTumMo j1a Mopa ma Baxu u(0) = f(xg) n u(l) = g(zo).
Ocobune:

1) f ~ g ako u camo ako mocroju nyT u : I — Y Takam ga je f ~ g;
u

2) f ~ g (rel zy) ako u camo ako f =~ g, U1€ je Cpuy) : I — Y Koucramran myr y
Cf(zg)
f(zo) = g(x0);

3) f =~ g ako u camo ako je g ~ f;

4) Akoje f~gu g~h,onna f ~ h;
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f
5) HeKajeWi)X:;YﬁZ,u:I%YHyTHHeKacywoEWonzzb(wo)GX
g
basne Tauke. Taja Baxe ciaepehe uMmimkanmje.

f=g9 = wof = ¢og,
f=g = [foy=goi;

6) Axo je xy Hemerenepucana tadka npocropa X, f: X — Y wenpexkugpo u u : [ — Y

omwo koju myT takas jga je u(0) = f(xg), omma mocroju g : X — Y takso ga je f ~ g.

JIema 1.18 [2] Heka nap (X, A) uma ceojemso npowupersa xomomonuje. Tada
a) (X x I, A X I) uma c60jcmso npowuperva xomomonuje;

6) (X xI,X x0IUA X I) uma c60jcmeo npowupersa tomomonuge.

CraB 1.19 Heka je xy nedezenepucana basna mavwka npocmopa X, f,g 1 X — Y nenpexudna

wu,v: I =Y nymesu. Axo je f~qguu=~v (rel {0,1}), onda je f ~ g.

Jloxas: Ha ocmosy seme 1.18 nox 6), map (X x I, X x {0,1} U {zo} x I) uma cBojcrBo

nporupema XxoMotonuje. V3 yesoBa ctaBa nMamo
H():XXI—>Y, H(]Zf’:g,
u

G:IxI—=Y, G:ux~wv(rel{0,1}).
Hedbuaummmo F 1 (X x {0,1} U{zo} x I[) x [ - Y ca

F(zo,5,t)  G(s,1),

[Ipumernmo na cmo F' ogabpaJim Tako J1a BaxKu

F(z9,5,0) = G(s,0) = u(s) = Ho(xo, s),

Taxobhe, F' je 100po geduHUCAHO.

36or cBojcrBa npommpema xomorouuje mocroju H : (X X I) x I — Y rakso ja je

H|(x xfo13ufzoyx1)x1 = F,



1.2 XOMOTOINJA YK IIVTA

H(x,s,0) = Ho(z,s), r€ X, s€ .
Tpaxena xomoronuja je Hy : X x I nedpunucana ca

Hi(x,s) e/ H(z,s,1).

Jomr ocraje ma nmposepumo Ja Hi 3a10BosbaBa OTPebHE yCJIOBE.
Hy(z,0) = H(x,0,1) = F(z,0,1) = f(x),

Hi(e,1) = H(z,1,1) = F(e,1,1) = g(x).
Hi(zo,s) = H(zg,s,1) = F(zg,5,1) = G(s,1) = v(s).
Haxmne, Hy : f ~g. U

Hexka je X romosiomku mpoctop u xg € X HejereHepucana Oa3na Tadyka. Heka cy jorrn
vo,1 € Ymwu:I — Y uyr ox yo 1o y;. Hebunumumo 5, : [ X, xo; Y, yo] = [ X, z0; Y, 11].
Hexka je [f]o € [X,Y]o = [X,0; Y, yo]- Tana je

e je g ¢ X — Y HempekuaHO MPeCc/InKaBame TaKBO ja je f ~ g. Kopuctuan cmo oznaky

[g]1 3a kmacy u3 [X,Y]; = (X, xo; Y, 11].

[Tpumernmo ga je [, 106po aedunncano. 3amcra, ¢ MOCTOjU HA OCHOBY ocobuHe 6) w
JonatHo, ako je [flo=[flou f ~gu f ~ g, ouna umamo na je f ~ f (rel xy), 1j. f ~ f, na
u u CyO

us

U U3 TPAH3UTUBHOCTU MMaMO Jia je

Kaxo je
u ey, cu~uTtu~ey, (rel {0,1}),

Ha ocHOBY craBa 1.19 je g ~ ¢, ma je g ~ g (rel xq), onnocuo [g]1 = [g]1-
Cyl

Hakae, axo je [flo = [flo, mobujamo ma je [g]; = [g]1, Tj. npecaukaBamwe (3, je m106po
neduHICAHO.

Ocobusne:

1) ﬁcyo = ]l[X,Y]();

2) Ako cy u,v : I = Y nyreBu koju ce mory Hajmosesaru, Tj. Baxu u(1) = v(0), onna je

61) o Bu = Buva
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3) 3a cvaxku uyr u : [ — Y upeciukasame 3, je 6ujexuuja. Fberos unseps je (8,)"! =

ﬂu—l;
4) Axko cy u,v: I — Y nyresu TakBu ja je u =~ v (rel {0,1}), ouna je B, = Bu;

5) Ako jeu: I — Y nyt of yo /10 y1, OHJA cieeliu gujarpaM KOMYTHDA.

(X, Y],

Bu [X,Y]

i

(X, Y],

[IpecmkaBame (3, he nedunucaru jeano naejctpo. [loaceTumo ce mTa cy mejcTsa.

Jleso aejcrso rpyne G na ckyn X je npecaukasambe G X X — X TakBo Ja BayKu
l-x=2, z€X,

gl'(QQ'x):(g1g2>‘x7 g1, gQGGu xr e X.

Jleso mejerBo je 3ampaso xomomopduzam G 2 Sy.

Jlecuno nejecrBo he 6urn anTuxomomopduzam G Las Sx.

Vkomko je X TOMOJOMKHA TPOCTOP, OHAA JejcTBO rpyme (G HA TOMOJIOMIKH TPoCcTOp X
nobujamo ka1 ymecto Sy yamemo Homeo(X), a ykoiuko je X rpyma, ouja jejctso rpyne G

na rpyny X pobujamo xag ymecto Sy y3memo Aut(X).

Heka je xy Henerenepucana 6a3na tauka npocropa X u (Y, yy) HEKH TOMOJIONIKA TIPOCTOD

ca 6aszHom TaukoM. /leduHUIIIMO IpecainKaBame
[X, Y]U X 7TI<Y7 yO) _> [X7 Y]O
def
[flo - [u] = Bu([flo)-

OBo mpecinkaBame je 100po jgedunncano. Sancra, weka je [u] = [v] € m(Y,yo), Tj.
u~v (rel {0,1}). Taxa je 5, = B,.

Cras 1.20 ITpecaurasare - je jedno decno dejemeo epyne m (Y, yo) na cxyn [X,Y]o.
Jloxas: TIoTpe6HO je 1a T0KaKeMO /Ba CBOjCTBa, 13 jepuHUITje 1ejcTha.
[f1o  [eyo] = Be,y (1f10) = L([flo) = [fo,
([£]o - [u]) - [v] = Bo(Bu([f10) = Buw([flo) = [flo - [w-v] = [flo - ([u] * [v]).

JaxJe, - je 3aucTa jeIHO JecHO JejcTBo. [
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1.2 XOMOTOINJA YK IIVTA

Teopema 1.21 Hexka je xy nedezenepucara 6asna maywka npocmopa X, yo € Y u Y nymmuo

nosesan. Tada nocmoju bujexyuja
v [Xv Y] — [Xa Y}O/ﬂ-l(ya ?Jo)
makea 06 caedehu dujazpam Komymupa.

(X, Y], —2— [X,Y]

[Xv Y]O/Wl (Yv 3/0)

Zoxas: Kako je Y myTHO ToBe3aH U x( HeJlereHepUCaHa TadKa, OHJA je Ha OCHOBY cTaBa 1.16
upecjiukasamwe ¢ Ha®.
Heka cy f,g : (X,20) — (Y,yo) Henpekumna mpeciamkapama. /la OHCMO HOKa3agd Ja

noctoju oujekiuja ¥, 10BO/BHO je jla HOKaXKeMO Jla BaXKU eKBHUBAJICHIIH]A

®([flo) = ®([glo) <= = ([f]o) = =([glo)-

Youumo HU3 €KBUBAJICHITH]A.

®([f]o) = 2([glo) = [f] = lg]
— f~g

<= f ~ g 3a HEeKy Nerby U
u

= Bu([f)o) = lglo 38 nexy newmy u

<= [flo - [u] = [g]o 3a Hexy meTmy u
< 7([flo) = 7([glo)-

OBaj HU3 eKBUBAJICHIIMjA HAM Jaje Jla MOCTOju TpaxkeHa Oujeknuja. [

ITocneguua 1.22 Y3 ucme npemnocmaske u3 npemxodue meopeme, © je bujexyuja axo u

camo axo je dejemeo epyne w1 (Y, yo) na [X,Y]o mpusujanno.
IMocaeauua 1.23 Axo je Y npocmo nosesan, onda je ® bujexyuja.

Hedunaunmnuja 1.24 Heka je Y Tonosomku npocrop, e €Y u Y X Y — Y Henpekuino

upecankaBame. O3Ha9uMO
pi=nple,): Y =Y, ¢i=up(e):Y =Y
1) Akoje ¢ =1y utp = 1y, ouga (Y, u, e) mazuBamo jaxu H-npocmop.

11



1 YBO/J

2) Ako je p ~ 1y (rel e) m ¢ ~ 1y (rel e), onga (Y, i, e) nazupamo H -npocmop.
3) Ako je p ~ 1y u o) ~ 1y, ouga (Y, u, e) HazuBamo caabu H-npocmop.

Teopema 1.25 Hexa je xg nedezenepucana 6azna mauka npocmopa X, Y nymmo nosesan
H-npocmop u yo € Y npouseonna mauka. Tada je dejemso epyne w1 (Y, yo) na [X, Y] mpu-
suganno (mj. ® je bujeryuja).

Jlokas: 1° yo = e: Heka je f : (X,x9) — (Y,e) u [u] € m(Y,e). Tpeba nokazaru ja je
Bullflo) = [flo - [u] = [flo, 1. maje f = f.

[Torpebno je na mahemo xomoromujy f ~ f. Hedunucahemo najupe H, nma hemo ra 1o
u

noTpedu MoAuUKOBATH. Y 3MUMO

H(I7t) = M(f(x)7u(t))

[Tornenajmo usmehy gera je oBo XoMOTOIHUja U YK KOI' IIyTa.

H(x,0) = p(f(
H(z,1) = p(f(
H(xo,t) = p(f(zo

N—
I~
—~
~
N—
N—
Il
=
S
qu
I
—~
o~
N—
N—
Il
AS)
—
I
S
o~
SN—
SN—

mna je
H:ivof = vof.
N3 1y ~ 1 pobujamo

Ce

fdof =dof>f
mna je
f=—=1

ce-(pou)-ce
Kako je joruu
Ce - (pou)-co~pou~u (rel {0,1}),

jep je ¢ ~ 1y (rel e), a u({0,1}) = {e}, xonauno mobujamo 1a je
f=r
2° yp # e: Heka je v : [ — Y myrt o1 yp 10 e. I3 KoMyTaTuBHOT Iujarpama

[X, Y],

(X, Y],

sakspyayjemo ga je @ : [X, Y]y — [X, Y] 6ujexnmja, 1j. AejcrBo je TpuBmjaiHo. [

12



1.3 3Azamu

1.3 3angamm
1. Heka je p: E — B dubpannja u f: X — B (HeNpeKuaHO) MPeCTNKABAeE.

(a) Axko je f: X — E noausame Ipeciankapama f 10 HA XOMOTOIH]Y (po f o~ )

?
JOKa3aTH Ja noctoju npaso nojusawme f 1 X — E npeciukaBamwa f (po f = f)

TakBo 1a je f ~ f.

FE FE
/?{
7 ~ 7. -
P pof~f e P pof=f
X%B X%B

(6) Ako je g: X — Bu g~ f, nokasaru ja ce g nojuzxke 10 E ako u caMo ako ce f

noamxke 10 F.
2. Heka je i : A — X kodubpanuja u f: A — Y (HempeKugHO) MpecTuKaBAbE.

~ f),

(a) Axo je f: X — Y npommperse mpeciuKaBama f 10 Ha XOMOTOIH]Y (foi
JI0KA3aTH [ MOCTOjH 11paBo npomupese f : X — Y npeciukasama f (f oi = f)

TakBO 712 je f ~ f.

X /X
7 ; Foin f j// i foi=f
ye—~L 4 vyi—L 4

(6) Akojeg: A—Y u g~ f, nokaszaru ja ce g npomupyje Ha X ako U caMo aKo ce

f npomupyje ma X.

3. Heka je A 3arBopen mormpocrop o X takas jga nap (X, A) uMa CBOjCTBO IPOIIUpPEEHa

xomororuje (nHKIy3uja j 1 A — X jecre kodbubpanuja).

(a) Ako je ji : X — C; = X U CA unknysuja (mpupogno yramaise) npocropa X y

KOHYC TpecJuKaBama jJ, J0Ka3aTu Ja je u j; Kodubparuja.
(6) Hokazaru ga je u unkiaysuja CA — X U C'A rakohe kodubparnuja.
(B) Heka je O, = (XUCA)UCX kouyc npeciukasama ji, ho 1 (XUCA)UCX — SA

pecIUKaBarhe U3 OBOT KOHyca y cycheHsujy ox A mobujeHo CKyI/bareM KOHY-
ca CX y rauky u ¢o : (X UCA)UCX — SX upeciukabamwe Koje ce jobuja
ckympameM nornpoctopa X U CA y mauxy. /okazaru na je Sjor o hy >~ qo
rae je Sj 1 SA — SX cycnensuja wnkaysuje j (Sjla,t] = [j(a),t] = [a,t]), a
r:SA — SA pedraekcuja (r(a,t] = [a,1 —t]).
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1 YBO/J

(r) Ako je Y myrHO moBesaH mpocTop, jokasaru Jga nocroju ([lyneos) ravan Hus:

15X, Y] - 164, Y] — [X/A4, Y] -2 [X, Y] -2 [A, Y],

rie je ¢ : X — X/A npupoama cypjexiuja.

(1) @opmyaucaTu u A0Ka3aTH CBOjCTBO HpupogHocTn [TyneoBor taquor Huza.

4. Hexa je f: X — Y Henpekunno npeciaukasame. O3nauumo ca j : X — My npupoaHo
yraname mnpocropa X y numusgap npeciaukasama f, My = (X X I UY) /@ 0)mf(a)s
j(z) = [(z,1)], z € X. Hexka je iy : Y — My, iy(y) = [y|, y € Y, nupupogno yra-
name npocropa Yy My, a hy : My — Y meMy uHBep3Ha XOMOTOIICKa eKBUBAJICHIIH]a,
he[(x,t)] == f(z) 3a (z,t) € X x I, hyly] :=y 3a y € Y. O3naunmo jom ca i : Y — C;

IPUPOJHO yranate npocropa Y y konyc npecinkasamwa [, Cy := (X XIUY)/ zo)~f(a)
(z1,1)~(z2,1)
i(y) == [y], y € Y. Kao mro je u yobuuajeno, Haja/be CJIUKY JATOr MPOCTOPA MPU

yTamamy He Pa3/IHKYyjeMO O]l caMor IPOCTopa, na je, y Tom cmucay, X = j(X) C My,
Y=iy(Y)CMiuY =i(Y) C Cf. Younmo Ipupo/iHe CypjeKInje HACTAIE CKYILbAbEM
y Tauky oarosapajyhux mornpocropa: q : My — Cy = M/ X, gy : C;y — SX = C4/Y,
T:C, = MUCX - Cp = (MpUCX)/CX up:C; =M UCX - SX =
(M;UCX)/Mjy.

(a) /lokazatu na mpBa JBa O HapeaHa TPU JMjarpaMa KOMYyTHDPajy, a na Tpehu Ko-

MyTHPa JI0 Ha XOMOTONHjY (qy © T =~ p).

M; M; M;UCX
J hy iy q
x—1 .y ) ———

(6) Axko je Z nyTHO mOBe3aH MPOCTOP, JOKA3ATH Ja je ciaejgelin HU3 TavdaH.

( I

5v.2) - 15X, 2) - [0y, 2) - [v, 2) L X, 2,

(OBaj Hu3 ce HasuBa [lyneosum mauHum HU30M NPUIPYHCEHUM NPECAUKGEAHY [

u npocmopy Z.)

(B) @opmynucard U JOKA3aTH CBOjCTBO MPUPOJIHOCTH OBOT IIymeoBor TadHoOr HU3A.

5. Axo je f : X — Y menpekugno, mokazaru ga je j : X — My xobubpannmja (M je

O3HAKa 3a MUJIMHIAD Pec]uKaBama f).
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1.3 3Azamu

. Axko je X cmabu H-upocrtop ca HeyrpaJsiom ¢ € X, xg € X HelereHepucaHa Tadyka u
u:l — X nyr ox xg 10 €, q0Ka3aTH ja MOCTOju CTPYKTypa caador H-npocropa Ha X
TaKBa Ja je To HeyTpaJsi o X, Tj. /ia OCTOjU HePEeKHTHO npecankaBame vV 1 X x X — X

takBo na je (X, v, xy) caabu H-mpoctop.
. Ako je X cnabu H-upocrop u X ~ Y, nmokasaru ja je u Y cmabu H-mpocTop.

. Axo je X H-upocrop ¢ Heyrpasaom e u (X, e) ~ (Y, o), nokazaru na je Y H-mpoctop

¢ HEYTPAJIOM Y.

. Heka je (X, pu,e) ciabu H-npoctop u meka ¢y i1 : X = X X X wip 1 X & X x X

WHKIy3uje nare ca i1(z) = (z,e) u iz(x) = (e, ).

(a) Ako cy u,v : I — X nmyresu Takeu na je 1oy ~ 1y u poi; ~ 1y, nokasaru na
u v

nocToju xomoronuja H : [ x I — X rTakBa na je
H(s,0) = (u-v7")(s), s €I,
H(0,t) = H(1,t) = u(t), t € I.
(6) Ako je o : I — X newsa y e aedunucana ca as) = H(s, 1), nokazaru ja je
u-v >~ poiyoa (rel {0,1}).
(B) Hokazaru ma nocroju myt w : I — X takas ja je pois >~ 1x wu~w (rel {0,1}).
(r) Ako je e Hemerenepucana Tadka Takpa Ja je{e} 3arBopen ckym y X, goKazaTH 1a

je tana X jaku H-upoctop npu deMy ce oiarosapajyha onepamuja v : X x X — X

MOZKe 0JJabpaTy Tako Ja je i~ vV U Ja je e HeyTpas 3a V.

15



2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

2 XoMOTOIICKe Tpyne

2.1 /leduHuinmja u OCHOBHE OCOOUHE

Heka je (X, () Tomosomku mpocrop ca 6azHoM TadykoM u Heka je n € Nj. Ymeammvo

O3HAKY

def rrp n n n
7Tn()(a .I'o) [I a([ )>X7 330] = {f : (I 78<[ )) — (X> .1'0)}/: (rel o(I™))-
[Tornemajmo Kako W3TJIenajy eJeMeHTH OBOT CKYIIa 3a MPBUX HEKOJHUKO N € Nj.
Ako je n = 0 umamo za je I° = %, Tj. To je camo jeana rtauxa na je 0(I°) = @, onakie

jobujamo j1a je
7T-O()(?x()) = [*7®;X7IO} = [*7X] = {PCE | YIS X}7

1j. (X, To) je CKyIl KOMIIOHEHTH Iy THe TOBe3AHOCTH. 3a PA3IUKY OJ] cIydaja n > 1, Ha 0BOM

ckymy ce He medbuHuITe onepanmja Beh je To caMo CKyT ca HCTaKHYTHM ejeMeHToM [Py ].

Axo je n = 1 umamo (X, x9) = [I,01; X, x| cKyn Kjaca IeT/bu y Ty XOMOTOITHUX
y 40 ) ) y L0 0

pesarusuo 01 = {0,1}.
X
I

Ako je n = 2 mmamo (X, zo) = [I?,0(1?); X, x]

ﬂ/ S

16



2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

ITpumep 2.1 Axo je X = {zo}, onda 3a ceaxo n € Ny ckyn m,(X,x9) uma camo jedan

eaemenm. Oso kpahie zanucyjemo m,(x) = 0.

3a n > 1 nedbunumemo onepanujy + Ha m,(X, zo) Ha ciaenehu vaunm.
Heka cy f,g: (I",0(I")) = (X, x0). Tama nedunumemo f +g: (I",0(I")) — (X, x¢) ca

d f(2t17t27"'7tn)7 0<t1<l
(f+g)(t17t277tn) ;f 1 D 2
g2ty — 1,ta, .. tn), 3<t <1

Mozxe ce nokasarn a axo je f ~ f (rel (™)) u g ~ § (rel d(I™)), ouna je f + g ~
F+7 (rel 8(I™)) mTo nam naje 1a je ca

1 +19) < [f+4]

no6po nedurncana onepaimja Ha 7, (X, zo).

VY caydajy n = 2 OBy Ollepaliyjy MOYKeMO CJUKOBUTO TIPEICTABUTH Ha caejiehn HAIWH.

Ity

Osa c/mKa IIpejicTaB/ba Kpalil 3ammic Tora Ja JeBy IOJIOBHHY KBajpaTa I2 camkaMo mpec-
JMKABAeM f, JTeCHY MPeCJUKABAEM ¢ U IPUTOM I'paHuile 0ba 0Ba mpaBoyraoHuka (oGojene

HapaHacToM 60joM) camkaMo y 6asHy Tadky xo upocropa X.

Comano Kao u Kox dbyHIaMeHTalHe IPpyIie, oKasyje ce Ja je + acouujaTuBHa, Ja je [y
HEYTpaJ Kao U Ja CBaKW eJeMeHT mMa wHBep3. OBze To mHeheMo moKa3zuBaTh aium BUAeheMo

rpaduIKu MPHUKa3 OBUX OCOOMHA.

1) Aconmjarusnoct: Ca ciuke ce Buan Kako npasumo xomoronujy (f +g¢g) +h~ f+ (g +
h) (rel O(I"™)). JososbHO je ga camo, Kako t uae o 0 ka 1, HenmpekuaHo TpanchopMu-
HIEMO JIEBY CJUKY JO JIECHE.

17



2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

2)

18

(f+g)+h f+(g+h)

Heyrpas: Xomoronujy f + ¢z, =~ f (rel 9(I"™)) ocTBapyjemMo Tako IMTO TOKOM BpeMeHa
t € [0,1] cBe Buire cyzxaBaMO NMPABOYIAOHUK KOJH Ce CJHUKA Y To, a a mnobehaBamo

NPABOYTaOHUK KOjU Ce CJUKa ca f CBe JIOK He 100ujeMo /1a ce 1Me0 MPABOYTaOHUK CINKA

ca f.

f+ e f

Nuseps: Nnseps enemenrta [f] 6ulie [—f], tae je —f : I — X nedunucano ca

de
(_f>(t17t27 s atn) :f (]- —t1,t9,... ,tn).

Xomoronujy f + (—f) =~ ¢, (rel O(I™)) ocTBapyjeMo Tako INTO ¥ CBAKOM TPEHYTKY

t € I ymecro f mmamo npeciukaBarme f; jjepHHICAHO €A

ft(tl,tg, P ,tn) — f((l — t)tl,tg, e :tn)

HITO MO2KEMO IIpeACTaBUTHU HapedHOM CJIMKOM.



2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

f+(=f) fe+ (= ft) Cao

CBu mpeTXOMHH 3aKJBY I J1ajy HaM cienehy Teopemy.

Teopema 2.2 3an > 1, m,(X,x0) je epyna y odnocy na onepayujy +. 3an = 2, m,(X, o)

je dodamno u Abenosa.

Hedbununmja 2.3 [pyny 7,(X, o) 3a n € N u3 nperxonne Teopeme 30BEMO Nn-ma TOMO-

moncka epyna npocmopa X ca 6a3HOM MAYKOM Xg.

Ha napesnoj coumu je npukasana xomoronuja f + g~ g+ f (rel 9(I™)), 3a n > 2.

f+g g+ f

)

(

VYkoauko je n = 1, rpyma 7 (X, zg) He Mopa OHMTH KOMYTAaTHBHA U IPHMED 3a TO je
J » 40

7T1(Sl V Sl) =27 x7.

Heka je ¢ : (X, z9) — (Y, yo) Hempekuano npecankasame u n € No. Moxkemo nedunucarn
i - (X, 20) = T (Y, y0) ca
o) € oo 1.
Jlako ce Bugm ja je @, xomoMmopduzam. Hamme, mmamo
pe([f1+ [9]) = @u(If + 9])

=[po(f+g)]

=[pof+ypoy

=[pofl+lpogl

= @x([f]) + e« (lg]),

19



2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

e cMo Kopuctuiin Ja je @o(f+g) = @o f+pog mro ce jiako Jokazxe kopucrehu gedunuiujy
omeparuje +.

Ha oBaj naunn 3anpapo jo0ujaMo KoBapujanTHe (DyHKTOPE
7w, Topg — Setg, n >0

Tt Topg — Gr, n>1
Tt Topg — Ab, n > 2

Axo je ¢ ~ 1) (rel xg), ouma je v, = .
Axo je p xomoTorncka ekBuBasennuja y Topg, omna je @, : m, (X, xo) = m,(Y, yo) u3oMmop-
duzam, 3a cBako n € Ny, MTO ce J1aKo mokaxke Kopuctehn GyHKTOPHjaTHOCT.

Axo je p = ¢y, onna je ¢, = 0.

Caza hemo HaBecTu JApyru HAYMH KAKO MOXKEMO BujeTH XoMoroncke rpyne. [ocmarpajmo

HapeJHN JAujarpaM.

I ! > X
\ T
1" /o(I™)
P l i
gn "

Xomeomopdmzan I"/d(I") = S™ ce moxe medummcaT TPOR3BOBFHO AT MI T GHPAMO
Tako ja je e; = (1,0,...,0) € S™ 6a3na tauka, 1j. Tako ga je p(A(I")) = {e1}.

Ha ocHoBY Jujarpama MOKeMO 3aKJbYy9IUTH Ja cBaKoM mpeciaukasawwy f : (I, 0(1")) —
(X, zp) MOXKEMO TPUAPYKUTH MPECTUKABATHE f: (8™ e1) = (X, xp) u obpuyTo. Ilpu Tom,
xomorouuju H : I" x [ — X penarusuo O(I") oxroBapa XoMoToIuja H:S"xI— X
penatuBHo {e1}. /lakne, nobujamo caenehy Gujexmujy.

7Tn<X7 .7}0) = [In’a(]n),)g l’o] — [Snuel;nyO] = [Snael}o

Haxue,

Wn(X, 330) = [Snael]o

jecTe aJaTepHATHBHA HepUHHUIITja XOMOTOIICKE I'pyIIe.
Caza hemo Maso npubJIMzKHUje OMUCATH IIPECIUKaBabha U3 IPETXOAHOI JTHjarpaMa.
Hajmupe morsiegajMo Kako usriiena mpeciankaBame p @ [" — S™.

Ban =1wumamo ga je p: I — S! naro ca p(t) = €™, 1j. TO je HaMOTaBame Ha KPYT.
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2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

O

3a n = 2 ce BepTUKAIHE AyKH KBaIpaTa 2 caWKajy y Kpyrose Ha cepn Kpo3 €.

P
~— .

ITorsemajmo cajta Kako usriiesa oneparnuja +. Ako ¢y f,g: (S, e1) — (X, x0), onna gedu-

HUTIIEMO OTePaIujy ca
def

[flo+[glo = [(f Y g) 0] (1)

Jr
‘5(1.

\f

I ' fVyg
\_  —
sn

S'H

X

21



2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Cdepe S? u Sy ca ciuke cy jare ca

N =

Sy ] {S eR"™ | |ls—a| =

3
2

IIpeciukaBame v cauka chepy S™ y Oyker SI V Sp' TaKO IITO CKYIH €KBATOD MOJA3HE

N | —

sp {s e R | |5 — b|| =

rae jea=(0,...,0,3) ub=(0,...,0,—3).

cdepe u IPUTOM ,, IyBa BUCHHY * Tj. 3a CBaKY TauKy (Si,S2,...,Sp+1) € S™ BakKu

Y(s1, 82, -y Sny1) = (oo s Spat)-

[IpecukaBame f Y g ciauka Oyker npe cdepe Tako INTO CIUKA TOPIGY MPECIUKABAIHEM
f, a momy mpecaukaameM ¢. Ilpenusnuje, morpebHO je mpBO Aa ce obe chepe poTupajy u

nosehajy mo jeamamane chepe S™.

S?’l

Y

4
SH-

[TpecaukaBare h je poramuja u noseharme cdepe S” 10 chepe S™ rakso na je h(0) = ey, A0k
je pecIMKaBame p JaTO Ca

def
p(81, 82, ..., Spa1) = (—S1,82, -y Sn, —Sn+1),

Tj. TO je yupaBo pedutekcuja y ogHocy Ha (n — 1)-quMen3uony pasan oapeheHy jeiHaunHama
S51 = Sp+1 = 0.

Konauno, npeciukaBame f Y g MOXKEMO 3allUCaATH KAO

f(h(s))a s € ng Tj- Sn+1 2
<

0
g(h(p(S))), s € Sl?a Tj- Sn+1 0
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2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

mTo je steno geduHuCcaHO U Ha npeceky jep je Sr NSy = {0}, a

f(h(0)) = g(h(p(0))) = o

Kana m,(X, z¢) nocmarpamo kao [S™, €]y, HeyTpaa je [cylo. 3a maro [flo € [S™, e1]o,
unpep3 he ouTn

—[f]o = [f © Tn+1]0,

e je rpeq 0 S™ — S” pedrekcuja gara ca

Tra1(S1y -3 Sny Sna1) = (S15 -5 Sny —Sna1)-

Akoje v : (X, x0) = (Y, yo) HENPEKUIHO TPECANKABAHE, JTAKO Ce BUJIM J1a KO TIOCMATPAMO
(X, x) K20 [S™, X]o, mmamo ma 3a f : (S",e1) — (X, zo) Bakn

o«([flo) = [ o flo-

Y YBOIHOM JIeJTy CMO BHIEJHU Ja MMaMo JeCcHO aejcTBo dynaamentanue rpyie (Y, yo)
na [X, Yo, kana je xo € X neserenepucana 6a3na tauka. Kako je e; € S™ Hejerenepucana,

MMaMO JIejCTBO
[Sn,X}g X 7T1<X, [L‘()) — [Sn,X]O,

IaTO Ca

[flo - [u] = Bu([flo) = lglo,

e je g : S™ — X TakBo ma je f ~ g.
[IpecnukaBame (3, cMO onmrmge nepurncanua. Ao je u : [ — X nyry X on xy 10 x1,
OHJA je
Bu t (X, x0) = T (X, 1)

J1aTo ca,

raeje f: (8™ e1) = (X, z0) NIpOU3BOILHO HENPEKUIHO IpecankaBabe u g : (S™, e1) — (X, x1)
TakBo 72 je f ~ g. 3a oBako JeduHUCAHO (3, BaxKu caenehn cTas.

u

CraB 2.4 3an > 1, npecaukasarve [, je TOMOMOPHUIaAM.
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Jlokas: Heka cy f,g: (S™ e1) — (X, o). 2Keaumo na nokazxkemo j1a BazKu

Bu([flo + [9lo) = Bu([flo) + Bullglo)-

Ca jeane cTpane mMaMo Ja je

[flo + [glo = [(f Y g) o 7o

Ca apyre cTrpaHe mMaMoO Hajupe 1a je

Bu([flo) + Bullglo) = [f]1 + 9],

rie cy f,G: (S™, e1) = (X, x1) Taksa ga je f ~ fug~7g,a kako je

i+ [0 = [(FY) o,

KOHATHO JI00MjaMo J1a je

Bu([flo) + Bullglo) = [(F¥ ) 071

Jlakste, TOBOJBHO je Ja JOKayKeMo Ja je

Bul(f ¥ g) 07o) = [(F¥F) o,

Tj. Ja je B
(f¥g)oy=(f¥g)or.

Kaxko je v npecsiimkaBame Koje uyBa 6asny tadky (v(e;) = 0), Baxku

fYg=TYg = (f¥glon=[¥g)on,

=R

na hemo J0Ka3 3aBPIIMTHU JOKA30M JIa je

Yg~fY¥yg
Nmanm cmo ga je
f(h(s)),  sesSy
(f Yg)(s) =
’ {gw(p(s))), sesy

Hs.t) = F(h(s),t),  seSn
’ G(h(p(s)),t), s€Sp
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2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

IIpeciukaBamwe H je 106po nedunucano jep na npeceky cdepa S; u S 1j. 3a s = 0
HMaMO

F(h(0)7t) = F(ebt) = u(t) = G(eh t) = G(h(p(O)), t)‘

Taxkohe, H he 6uTu HeNIPEKUIHO HA OCHOBY TeOpeMe O JICIJbEIbY 11a TO 3aMCTa jJeCTe XOMO-
ronuja. [lornegajmo usmelhy 4dera je xoMorTonuja u Jay»K KOr ILyTa.

Kaxo je H(0,t) = u(t), To he 6utu xomoronmja xyx myra u. 13

f(h(s)), — seSy

H(s,0) =
g(h(p(s))), s €Sy

f(h(s)), — sesS;

H(s, 1) =
= g(h(p(s))), se Sy

jobujamo J1a je

H:fYg=fYyg

mro je u ousio norpedbuo jokazaru. [
Y yBOZHOM eIy CMO PeKJn aa je (3, Ohjeknuja, 1ma Ha OCHOBY IPETXOMTHOD CTaBa 3aKJby-

qyjemo ja he y oBOM ciyd4ajy OuTu m3oMopdu3am.

ITocaemuua 2.5 Axo je npocmop X nymmo noseszan, xo, 1 € X un € Ny, onda je

Wn(X) déf ﬂ-n(Xa IO) = 71-n()(a 1'1)-

Ba n = 0 mucauMo Ha m3omopdu3am y Kareropuju Sety Tj. TO je OHjekuja Koja IyBa

UCTaKHYTU €JIEMCHT.

Hedbunrnmuja 2.6 Heka je n € Ny u X Tomosonku npoctop. 3a X KaxKeMo J1a je n-nose3an

ako je m;(X) =0, 3a cBe ¢ < n.

Jlakste, To ja je mpoctop O-mtoBe3aH 3HAYM A je MyTHO MOBE3aH, a Ja je 1-moBe3aH 3HATHU

Ja je TIPOCTO TIORe3aH.

o caga cMo mMman j1a (hpyHIaMeHTAIHA TPYIIa JAejCTBYje HAa XOMOTOIICKEe TPYIe Kao CKy-

nose, a Cada UMaMO M BHIIIE.

ITocaenuua 2.7 3a n > 1, dejemeo 7 (X, zo) X m (X, x0) — m, (X, x0) je decro dejemso
epyne w1 (X, xo) na epyny (X, o).
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Oparosapajyhe jieBo sejcTBo 6u 6uso Aedunucano ca

[u] - [flo = Bu-1([fo)-

Casa hemo onmcaru Kako usrjesa upecimkaBarme (3, Kajaa nocmarpamo m,(X,xg) Kao
[I™,0(1™); X, xo]. Ako je f: (I™,0(I")) — (X, x0) u axo je Bu([f]) = [g], onma ce g moxe

IpPeJICTABUTH CJieelloM CJIUKOM.

g

u Au

u

f BTN -

U
u
u u

or7

Ban =1 umamo ga je By([f]) = [g] tae je g = vt - f - u. Kako je

IMaMoO JIa ¢y ejeMeHTH Jejersa mp (X, o) Ha cebe yIpaBo YHYTPAIILE ay TOMOPGU3MHI TPYTIE.

ITocmaTpajmo nBa gejcrsa
T (X, o) X m1 (X, 20) = (X, 20),
(X, 1) X T (X, 1) = 70 (X, 27).
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2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

TpuBujannocT AejcrBa KOJI IIyTHO MOBE3aHUX IIPOCTOPA €KBUBAJIEHTHO je ToMe Ja je P
OujekImja, 1a U3 HAPEJHOr JAujarpaMa 3aK/bydyjeMo Ja je IPBO JejCTBO TPUBHjATHO aKO U

caMoO aKo je W JApyro TPUBUjATHO.

157, X],
N
Bu [S™, X]
e
(5", Xy

OBa exkBHUBaJIeHIIAja HAM Jaje Ja je 100po JedUHUCAH HAPEIHU MOjaM.

Hedbunnmnuja 2.8 Axo jen € Nu X myTHo moBe3aH mpocTop, 3a X KaxkeMo J1a je n-npocm
ako 7 (X) Tpusmjanno mejersyje Ha m,(X). 3a X KaxkeMmo 1a je nmpocm ako je n-mpocT 3a
cBako n € N.

Ako je mpoctop 1-mpocr, orga umamo ja je aejcrso m1(X) Ha cebe TPUBHjATHO Tj. Ja 3a

cBako [u|, [v] € m(X) Baxu

1j. rpymna 7 (X) je Abenosa.

Ako je X mpocTo moBe3aH IPOCTOP OHJA je HmeroBa (pyHIAMEHTAIHA IPylla TPHBHjAJHA
na TPUBHjATHO JI€JCTBYje HA CBAKY XOMOTOIICKY I'pyny Te je X MpocCT.

Konauno, ako je X mytHo nmosesan H-mpoctop, onaa je ¢ Gujekiumja mTo je eKBUBAJIEHTHO
tome nma 71 (X)) JejeTBYje TPUBHjaTHO HA CBAKy XOMOTOICKY Tpymy, ma je X mpoct. Crenujai-
HO, X je u 1-mpocCT 1ITO je eKBUBAJEHTHO TOMe Ja je dbynaamenTassa rpyna m (X ) Abemrosa.
Haxkue, ako je X myTHO nmoe3an H-tipocTop, oHj1a merosa pyHIaAMEHTAJIHA TPyTIa MOpa OuTH

AbesoBa.

ITpumep 2.9
1) Kaxo je m(S'V SY) = Z x Z nexomymamusna, onda S*V S nuje H-npocmop.

2) Hexa cy M, samsopene opujenmabuane nospuu poda g € Ng u Ny, sameopene neopu-

jenmabuane nospwu poda h € N. Iozaedajmo koje od wux cy H-npocmopu.

o g =0: My =52 na xaxo je m(S?) Aberosa, ne snamo da au je S* H-npocmop,
maoda ucnocmasuhe ce da wehe 6umu;
o g=1: M, =T? je monoarowra 2pyna na he 6umu u H-npocmop, a npumehyjemo

da je u 1 (T?) =7 ® 7 Abenosa;
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

o g > 2: dyndamenmanna epyna m (M,) nuje Abeaosa na M, nuje H-npocmop;

o h = 1: Ny = RP? uma xomymamusny dyrndamenmanny 2pyny asu hie ce ucno-

cmasumu da Hwehe bumu H-npocmop;

e h > 2: dyndamenmanra epyna m (Ny) nuje Abenosa na Ny, nuje H-npocmop.
Jaxane, 00 ceus 3ameopenux nospuiu jeduno je T? H-npocmop.

Heka je f : X — Y nenpekuano npeciukaBame ¥ X u Y IIyTHO IOBE3aHU IPOCTOPH.
Hexka cy xg,z; € X. I3 KomyTaTuBHOT JIujarpama

(X, 0) =L m, (Y, f(x0))

/Bu /Bfou

(X, 1) —Z ma (Y, f(21))

BHJIMMO /14 MMa CMHCJIa TOBOPDUTH O MPECJUKABALY
fo 1 (X) = m, (V).

3a XOMOJIOIIKe I'pylie UMaJIU CMO Ja ako je f ~ g, ouga f, = g, : H,(X) — H,(Y). Oso
HelieMo MMaTH KOJ XOMOTOIICKMX TpyIa, jep cMo Tamo umasu ja u3 f ~ g (rel xg) ciaeau
fo =g« 1M (X, 20) = T (Y, 30), na BuauMO Ja HaM Tpeba pesaTuBHA XoMoTonuja. Nnak, ako

je f ~ g, mocroju Be3a uzmely f, u g, u OHA je JaTa HAPETHOM JIEMOM.

Jlema 2.10 Axo cy f,g : X — Y menpexudna u f ~ g, onda 3a npousdsomno n € Ny u

xo € X saotcu da je By, o fo = gy, Mmj. KoMymupa Hapednu dujaepam

(X, 20) —L— (Y, f(@0))
Bu

WTL(YLQ(‘TO))
ede je u: I —'Y nym maxas da je f >~ g.

Jlokas: Heka je ¢ : (S™,e1) — (X, x¢). Taga n3 f ~ g nmamo na je fop~ gop, na je

Bulf(l¢lo)) = Bullf o lo) = [go¢lo. O

Bugenn cmo na axo je g : (X, zg) = (Y, yo) Hempexugno n g = ¢y, (el x¢), onzna je g, = 0.

Cnwaro BaxkK® ¥ KaJa UMaMo CJI000THY XOMOTOIH]Y.
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2.1 JIE@UHUIUIJA U OCHOBHE OCOBUHE

Cras 2.11 Axo je f : X — Y zomomoncku mpusujarto npeciukasarse, onda je 3a c8ako
n € Ng u x¢g € X npecaurxasarve

fo 1 (X, o) = mo (Y, f(x0))

mpusujasry, romomoppusam (3a n = 0 mucau ce na moppusam y kamezopuju Sety mj. Ha

Henpe%:udﬁo npecaurasare EOj@ wyea ucmaxwHymuy 6./L€M€Hm).

Jloras: Kako je f XoMOTONCKM TPWBHjaIHO, TO TOCTOjH Yy € Y TakBO Ja je f =~ ¢, Ma Ha

OoCHOBY JieMe 2.10 umamo J17a KOMyTHpa Jujarpam

Tn( X, 0) —L s m(Y, f(0))
Bu

7rn(Yva yO)
onaxie je f, = 0.
Takobje cmo Bumesnn na ako je f: (X, z9) — (Y, o) XOMOTOINCKA €KBUBAJIEHINjA, OHJIA je
f« m3oMopduzam. mamo u ciaenehe yonrreme.

CraB 2.12 Hexa je f : X — Y momomoncka exeusarernyujae. Tada je 3a cearxo n € Ny u

c8aK0 Tg € X NPecAuKrasarve

f* : Wn(Xa .’Ifo) — 7TTL<Y7 f(x(]))
U3OMOPPHU3aM.

Joxas: Kako je f xoMoTOTICKA eKBUBAJIEHITH]a, TO TOCTOju ¢ : Y — X Takpo jga je go f ~ 1y

u fog~1y. Heka je n € Ny u ¢y € X. IlocmarpajMo HapeHu JTHjarpaM.

(Y, f(20))

Lo (v, £ (20)) P
v

(X, 20) 25 T (Y, f(20)) —2 ma(X, 9(f(20)) —L malY, F(9(f(20))))

Bu

]lﬂn(xvx())

7Tn()(u Ig)

e jeu: ] — X nmyr rakaB qa je go f ~lIx mwv: [ — Y nyr takas ga je fog~ ly.

W3 nujarpama 3ak/pbydyjeMo ja je f, msomopduzam. [

29



2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

IMocneguna 2.13 Axo cy X u Y nymmno nosesanu npocmopu u X ~ Y, mada 3a cearo

n € Ny saostcu

1

(X)) = m, (V).

CrerujaHo, ako je mpocrop X KoHTpakTubmias, ouaa je m,(X) = 0, 3a cBako n € Ny.

Cras 2.14 Hexa jen € Ny u f : S™ — X nenpexudno. Tada sascu caedeha exsusarernyuja.
[f]O =0 Yy Wn(Xuf(el)) — [f] =0 Y [San]

Jokas: =: OBaj cMep TPUBUjAJIHO BaXKu.
+: Imamo 1a je

[flo = [f o Tgn]o = fu([Lsn]o),

na Kako je f. = 0 ua ocnoBy crasa 2.11, 1o je [f]o = 0. O

Teopema 2.15 Hexa je X monosowru npocmop u n € Ny. Caedeha dsa uckasa cy exsusa-

AEHMHQ.
(1) Csaxo nenpexudno npecaukasare f:S™ — X je Tomomoncku mpueujaimo;
(2) 3a cearxo xy € X je m, (X, x9) = 0.

Joxas: (1) = (2) : Heka je 29 € X u [f|o € mu(X, 20). Tama 3a f: (S™,e1) = (X, x0) Baku
na je f ~ const, ma wa ocnoBy crasa 2.14 nobujamo [f]o = 0.

(2) = (1) : Heka je f : S™ — X menpexugno u nexa je o = f(e;). Ha ocnoBy (2) nmmamo
naje [flo =0y m,(X, x), n1a moHOBO Ha OCHOBY cTaBa 2.14 3ak/pyuyjemo na je [f] = 0, Tj.
f =~ const. [

ITocneguua 2.16 Hexa je X monoaowru npocmop u n € N. Caedeha dea uckasa cy exeu-

6ANEHTIHA.

(1) 3a ceaxo k < n u ceaxo npecauxasare f : S*¥ — X easicu da je f xomomoncku

MpUBUJaAHO;
(2) Hpocmop X je n-noseszan.

Hamnomena 2.17 Beh cmo eudeau da je npocmop 0-nosesan axo u camo axo je nymuo no-
6e3an, odnocHo l-nosezan aro u camo axo je npocmo noeesawn. Uma cmucaa 2080pumu u o

(—1)-nosesanocmu. Ilpocmop he 6umu (—1)-nosezan ako u camo axo je Henpa3an.

IMpumep 2.18 3a k < n saxaywuiu cmo da je [S*, S = 0 wmo ynpaso snawu da je chepa

S™ sanpaso (n — 1)-nosesan npocmop, 2de je n € Ny.
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Teopema 2.19 Hexa je p : E — B namxpusawe, eg € E u by = p(ey) € B. Tada je

Ds t T (E, e0) = T (B, by) Mmonomoppusam 3a n =1, a uszomoppusam 3a n > 2.

Jlokas: Heka je n > 1. Tlokazyjemo ma je p, MoHOMOpdmW3aM. Y3MUMO MpeCIuKaBame f :
(S™ e1) = (E, ep) Takso 1a je p.([flo) = 0, 1j. [f]o € ker p.. [loTpebno je ma mokaxkemo jga je
[flo = 0. Ha ocnoBy craBa 2.14 10Bo/bHO je mokazatu ja je [f] = 0.

Kaxko je p.([flo) =0, o je [po flo = 0, 1j. nocroju xomoromnuja
H:pof~const, H:S"xI— B,

TaKBa Jia je

H(x,0) = p(f(2)) u H(z,1) = b € B,

r7ie je b € B HeKn eleMeHT.

Kaxko je p pubpanuja, To mocroju H:S"xI — E rakso aa ciaeehn JujarpaM KOMyTHPA.

S”X{O};;E

-
-

H .-
-
-
-
-

U3 nmjarpama uMamo

p(H(S" x {1})) = H(S" x {1}) = {b},

na je H(S™ x {1}) C p~(b). Kako je S™ nosesan u p~'(b) amckperan, omma Mopa Ourm
H(S™ x {1}) = {*}, 1j. H(-,1) = const, na je

H : f ~ const.

Heka je cama n > 2. TTokazahemo 11a je y Tom ciryuajy p,. enumopdusam. Heka je g : (5™, e1) —
(B, by). Kako je S™ mosesam u JIOKaaHO IMyTHO moBe3a, To mocroju g : (S™ e1) — (E,ep)

TaKBO Ja cjaejgehn jujarpaM KOMYTHpa.

(E,eo)
///7
7 //
/// p
(S”,el) % (B,bo)

Konauno, pobujamo
9]0 = [p o glo = p:([g)o),

1a 3aKJ/bydyjeMo JIa je p, ,Ha . [J
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IIpumep 2.20

1) Kaxo nocmoju namxpucarse R — S' u R je xonmparxmubunan, mo je

2) Kaxo umamo namxpusara R* — T? — K (20e je K Kaajnoea boua) u R? je wornmpar-
mubusaH, mo je
To(T?) = 1, (K) =0, 3an > 2.

3) Pasan R? namxpusa u nospuu M, 3a g =1 u Ny, 3a h > 2, na je

Tp(My) = m,(Ny) =0, 3an > 2.

4) Umamo u dsorucno namrpusare p : S™ — RP", na je
Wz(RPn) = 71'1'(5%), 3a 1 2 2.
ITocebro, m;(RP") =030 2<i<n-—1.

Hedbunnumnuja 2.21 Axko je X myTHO MOBE3aH, YHUBEP3AAHO HAMKEPUBSArbe 01 X je HATKPH-

Bame p 1 X — X TakBo 7a je X 1poCTO 1moBe3aH mpocTop.

Hanomena 2.22 Hexa je X aoxasro nymuo nosezan u p : X — X ynusep3anno Hamxpu-
sarbe. OHO ce 308€ YHUBEPAAHO JeP YKOAUKO UMAMO Hexo dpyzo wamkpusare q @ E — X,

npu wemy je E nosesan, onda je nodusare p: X — E maxohe namxpusare.

Axo je X nosesan CW-komnaexc, oHoa oH uMG YHUBEP3AAHO HAMKPUBGIbE, CMO2a U 304 CBAKY
no6e3aHyY 3aMBOPEHY NOSPUL MOCMOJU YHUBEP3AAHO HamKkpusare. Taxohe, u namxpusajyhu
npPocmop Mopa O6umu NOSPUL U MO NPOCMO NOBE3aHA N06PUL. Jeduna KOMNAKMHG Npocmo
nosesana nospw je cepa S, a nexomnaxmua pasan R2. ITocmampajyhu Ojaepose wapaxme-
puUCMUKe NOBE3AHUL 3AMBOPEHUL NOGPULY, npumehyjemo da chepa He HamMrpusas HujeoHy od
wur, na ocmaje jeduro mozyhrnocm da pasan namrpuea cee nospwu My 3a g > 1 u N, 3a

h > 2. Osa namxpusarea ce mMo2y U eKCNAUUUMHO KOHCMPYUCHNU.
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Teopema 2.23 Hexa je {X)}ren damusruja monosowkuz npocmopa u nexa cy x € Xy,

A € A, 6asne mauke. Tada je [] Xy monoaowru npocmop ca 6a3HOM MANKOM T MAKEOM
AEA

da je pa(z) = x), 3a ceaxo N\ € A. Hexa je n € N. Tada s3namo da nocmoju jeduncmeen

romomoppusam © maras da 3a cearo \g € N xomymupa Hapednu dujaepam.

Xomomopgpuszam P jecme uzomoppuszam. Axo je N xonavwan cxyn u w, ( ITXx, x) Aobenrosa
AEA
(wmo cearaxo eavcu san = 2), onda je 1 = —(iy), 2de je iy : Xy — [[ X\ u
AEA AEA

+ (ix)s : P m(Xn 1) = ( 11 x) .

A€A AEA AEA

Zloxas: Jlako ce nokazke jia je ¢ xomomopduzam. [Tokarkumo jia je dujexnuja. Hajupe hemo ce

yBeputu ga je ¢ wa“. Heka je a € [[ (X, xy). Koopmurare ox a0 ¢y ay € m, (X, z)), ma
XEA

nocroje byukumje fy : (S, e1) = (X, z)) Takse 1a je ay = [fr]o. Omabepumo npecnkaBambe

fi(S"e)— ( ITXx, w) TaKBO JIa 38 CBAKO \g € A KOMyTHpa HapeIHU IHjarPaM.
AEA

Tepaumo aa je ©([f]o) = . oBosbHO je mokazaru Ja cy uM ucre cBe kKoopuHare. Kako je

Do (®([f10)) = (Pao)«([f]o) = [faclo = cno,
3aK/pydyjemo ja je ¢ ma‘.
Tokazkumo caga ga je & ,1-1% Heka je [f]o € m, (] X, z) u mexa je ®([flo) =0, 1j. 32

AEA
cBako A € A je (pr)«([f]o) = 0. OBo yupaBo 3na4u ja 3a cBako A € A IMaMO XOMOTOIH]e

Hy :pyof~const, Hy:S" xI— X,.
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Onabepumo H : S™ x I — [] X\ Tako na KOMyTHpa HApeIHH JUjarpam.
AEA

Mozke ce mokasaTu Ja je OBO XOMOTOIIH]ja
H : f ~ const,

mro 3Ha4n jaa je [f] = 0, ma je Ha ocHoBy crasa 2.14 u [f]o = 0 ogake 3akbyuyjemo na je ®
11
Octaje jom ma Buaumo ga je @1 = —(iy), mox maBemenum ycaosuma. JIOBOBHO je

AEA
MOKAa3aTu Ja je

do (—|— (Z,\)*) =1 D ™ (Xx,zr)s

AEA AEA
Tj. 71a je

o)) =

AEA

Heka je \g € A. Tana je

(PAO)*(Z(@'A)*(OZA)) =) (a0 ia)x () = an,

AEA A€A
jep je
. ]]-X>\07 )\ = )\0
Pxo O\ =
const, X% X

1a KaKo CI>(—|— (iA)*(a)) U (v IMajy UCTe CBe KOOPAWHATE, 3aK/bYUIYjeMO J1a TParKeHa jeHa-
AEA
KOCT 3aucTa Bazku. [

2.2 PesaTuBHE XOMOTOIICKE TI'pyIie

Heka jen € Nom ap € A C X. Osnauumo ca "1 C I" ckyn ["1 4 {(t1,t2, ..., tn) |

t, =0} n mexa je Jo~1 % 9N\ I T,

3a n = 1 umamo cienehy ciauky.
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Il
0 1
7o Jo
3a n = 2 umamo ciaegehy canky.
J!
12
]l

VBeauMo 03HaKy

(X, A, ap) = [, 0(1™), J" ' X, A ag], n > 1.

Y caydajy n = 1 npou3Bo/baH eJeMeHT OBOT CKyla MOYKeMO MPeJICTaBATH HAPEIHOM
CJIUKOM.
X
I
‘ A
Y caydajy n = 2 npousBo/baH €JEMEHT OBOT CKyIa MOYKEMO TPEeJCTABATH HAPEIHOM
CJIAKOM.
X

2

1'2

A
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Caza hemo 3an > 2 gedpunucaru onepanujy na oBom ckymy. Heka je [f], [g] € m.(X, A, ap).
Taga gedpunnnremo

£+ [9) < [f + g,
rie je
f(2t1,t2,...,tn),
g(2t1 — 1,t2,...,tn),

St
VAS/A

(f +g)(t1,t2, .. 7tn) =

[ L

o= O
V/ANR/AN

Cras 2.24 3an > 2, m,(X, A, ag) je epyna y odnocy na onepavyujy +. Heympan je [cq.], a
unseps npoussonnoz eaemenma [f| € m,(X, A, ag) je —[f] = [—f], 2de je —f(t1,ta, ..., t,) =
F(L =t tay .. L)

3an >3, (X, A, ay) je Abeaosa epyna.

Hedbununuja 2.25 Tpyny 7,(X, A, ap) 3a n > 2 U3 OPETXOIHE TEOPEMe 30BEMO N-Mda

peaamusha omomoncka epyna napa (X, A) ca 6aznom mauxom ag.

Yromuko je A = {ag}, mmamo ma je m,(X, ap,ap) = m,(X,a0), u To Kao rpymue, jep cy

orepanuje Ha oba Mecta ucte. Kao u panuje, umMaMo KoBapujaHTHe (DYHKTOpE.

w1 : Topy — Sety,
7y : Tops — Gr,

Wn:T0p8—>Ab, n > 3.

Axo je ¢ : (X, A,a9) — (Y, B,by) mopdusam y kareropuju Top?, mpeciukaBame @,
(X, A, ag) = m, (Y, B, by) nato je ca

def
e([f1) = lpo fl.
3a n > 2 Jako ce IPOBEPH Ja je p, XOMOMOP(hU3aM.
Axko je p ~ 1) y kareropuju Top?, ouja je ¢, = .. AKO je ( XOMOTOIICKa eKBHBaeHIH]a
y Top?, onna je p, nzomopdusam.
Kao u xoMoTOIICKe TpyIIe H peJlaTHBHE XOMOTOIICKE TPYIIe ¢ce MOT'Y BUIAETH Ha, IPYTH HAULH.

Heka je [f] € mn(X, A, ag). [locmarpajmo mujarpam.

!
Im > X
\ RSN
P 1
P !
e /
/
]”/J"_l /
/
Pr lz //// f
pr

36



2.2 PEJATHUBHE XOMOTOIICKE I'PYIIE

Xomeomopduszam uzmehy I"/J"! u D" Gupamo Taxo ja je
pr(J"7Y) = ey,
pe(0(I")) = §"71.
OnmaBre BUINMO Ja peJTaTHBHE XOMOTOICKE IPYIe MOYKEMO BHIETH U KaO
(X, A, ag) = [D™, 8™ er; X, A, ag).

Knace y ckymy [D",S"1 e1; X, A, ap] hemo oznauasaru ca [f]y.. I3 nperxomuor juja-

rpaMa BUIUMO Ja BazKH Be3a
[f] € T(X, A, ag) < [flor € [D™, 8" e1: X, A, ag],

rae je f = fopr-

Kao u mpe, ako je ¢ : (X, A,a9) — (Y,B,by), 106po je mneduHHCAHO MpPECITUKABADE
@*([f]or) = [‘P o f]Or-

Caza fiemo BujieTn Kako U3LJesia onepanuja Kajaa exemente u3 m, (X, A, ag) mocmarpamo
Kao eqemente u3 (D", S"1 e; X, A, agl.

Heka jen >2wu f,g: (D", 8" ! e)) — (X, A, ap). Tana je

[flor + [glor = [(f ¥ g) 0 7],

rjie je 4 upeciaukasaie Koje D"t C D" ckyuba y Tauky, y|gn-1 = y U3 06MUHUX XOMOTOII-

ckux rpymna. CAM9HO Kao paHuje, UMaMO CJIUKY.

Dn Dn
Dn a h

o g
D;: Dn

%:N
Q
(%]

Xomeomopdmusam h je Takas qa Baxu h(0) = e; n hlgn-1 = h Koje cMo jedbuHAICATH KO

XOMOTOTICKUX TpPyTa.
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Peksin cmo ga y cayuajy kaga je A = {ag} Baxu jeguakocr m,(X, agp, ap) = m,(X, ap).
VKOJUKO OBe I'pyIe MOCMaTPaMO NPEKO NpecnKaBamba JUCKOBA OJHOCHO cdepa, HemaMmo

jeIHAKOCT, ajIii HMaMO HapeIHy Be3y.
[g]UT‘ S [Dna Sn_17 €1, Xa Qg, CL[]] < [f]O € [Sn7 €1, X7 a’ﬂ]a (2)

r7ie je g = [ o q, a IpecJuKaBame ¢ je KOTUIHUIKO MpecankaBame w3 D™ y S™ Koje cKyIba

IPAHUITY IWCKA Y TaYKy, TAKO /1a KOMYTHUDA HapPEeJIHU JIHjarpaM.

In br sy D"
7/

Heka cy ag, a1 € A u nexa je u: I — A nyr ox ag 10 ap. Jdedunumumo npecinkaBame
Bu (X, A ag) = mo(X, A ay) ca

def

Bullflor) = lgl1r,

e je ca [f]o, o3nauen enement rpymne m,(X, A, ag) = [D", S" 1 e1; X, A, a), a ca [g]y, ene-
MeHT rpyne m,(X, A,a;) = [D", 5" ! e1; X, A a1] u npurom je f ~ g Kpo3 NpecuKaBamba
naposa (D", 5" 1) — (X, A). Moxe ce nokasaTu jia je OBaKo ,zLe(ﬁI/IHI/IcaHo IPECIUKABAILE
Bu mobpo nedurmcano. Takohe, ako je n > 2, mpecankaBawmbe (3, he outn mzomopduszam, u
IErOB HHBEP3 je gar (GhopMyaIoM

Bt = Bu-r.

Yak u 3a n = 1 he §, 6utn Oujeknuja u 3a HEroB UHBEP3 he Ba:KUTU MpeTXoaHa (hopMy.ia.

Cras 2.26 Axo je A nymmo nosesar npocmop u ag, a1 € A, mada
(X, A a0) = (X, A ar) = m, (X, A).

Kao 1 Koji XOMOTOIICKHX, B KO/ PeJaTHUBHUX XOMOTOICKHX I'DyIla HMaMO AejcTBO (pyH1a-
MEHTAJIHEe TpyIe
(X, A, ag) X (A, ap) = (X, A, ap),

JIaTo €a
[f]()r ' ['LL] - 6u([.ﬂ0r)

Osume je 3a1aT0 jesHO MecHO JejcTBo dyHIamMenTaqne rpyme mi(A, ag) Ha (32 n > 2 rpymy)
(X, A, ap).
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2.2 PEJATHUBHE XOMOTOIICKE I'PYIIE

Heka jen > 1u f: (D", S" ' e) — (X, A, ap) nenpexuano npeciukasame. Taja je

[flor =0y m.(X, A, ag) ako u camo ako moctoju xomoronuja H : D" x [ — X taksa ja je

H(y,0) = f(y), y € D",

H(yu]-> =ap, Y € Dna
H(S" ' xI)C A,
H(ey,t) =ap, t € 1.

Hakae, [flor = 0 ako u caMo ako je f XOMOTOIHO KOHCTAHTHOM IPECIHKABAILY Cqy KPO3

HpecjnKaBarmba apoBa peaaTuBHo e1. OBaj yeJI0B MOKEMO 0CJ1abuTH, Tj. BazK1 HAPEIHA JIeMa.

Jlema 2.27 Caedeha wemupu uckasda cy eK6usaAeHMHA.
(1) [f]Or = 07'
(8) Hocmoju g : (D", ™, e2) = (X, A, a5) marso da je [flor = [glor u (D) C A;

(3) Hocmoju g : (D", 5™ 1) — (X, A) maxeo da je f ~ g Kpos npecauxasara naposa u
g(D") C A;

(4) Hocmoju g : D™ — X maxseo da je f ~ g (rel S" 1) u g(D") C A.
ITocebro, axo je f(D™) C A, onda je [flor = 0.

Jlokas: (1) = (2) : U3 yeaosa (1) umamo aa je [flor = [Caglor- Onabepunmo g = ¢4y -
(2) = (1) : Hexka je g npecaukaBambe u3 ycaosa (2). Tauka e; je jaku 1eOpMAIMOHE PETPAKT

nucka D™, 1j. mocToju xomoronuja G : D™ x I — D" TakBa Ja je
G :1lpn ~c., (rel ep).
Ta xomoromnuja je mata GOpMYIOM
Gy,t)=(1—t)y+te, ye D", tel.
[TocmaTpajMo HapeHU JTHjarpaM.

Drx I -S4 pn
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Umanmo na je go G : g ~ ¢, (rel e1). Kaxo je g(D") C A, umamo na je
(goG)(S" ™' x I) S (goG)(D" x I) C A,

na je g o G XoMoTonuja Kpo3 IpecauKaBamba TPOjKU, Tj. UMaMO [glor = [Cap)or. Konauno,

J1001jaMo
[f]Or = [Q]Or = [Cao]0r =0.

(2) = (3) : ¥Y yesioBy (2) TpaxKuMO Jia ¢y TIPeCIuKaBamba f U g XOMOTOIHA KPO3 MPECTUKABATHA,
11apoBa pesiaTuBHO 6a3Ha TadKa, ay (3) IMaMO CaMO XOMOTOIK]Y KPO3 IPECJNKABAbA HAPOBA,
1a je OBaj cMep TPUBUjaJIaH.

(3) = (4) : Hexka je g upecimkasame u3 ycaosa (3), Tj. Hexa je F 1 f ~ g Kpo3 npecjmkaBamba
napopa. Hakne, F': D" x I — X u Baxn

F(y,0) = f(y), y € D",

F(y,1) =g(y), y € D",
F(S™' x I) C A.
Kaxko je g(D") C A, Baxu
F(S™ ' x TuD"x {1}) C A.

2KemuMo J1a HAIIpaBUMO XOMOTOIIH]Y Koja he Ha HyJITOM HHBOY OMTH IpecjaukaBambe f, Koja
cimka S"Ux TUD™ x {1} y A u koja ne 3asucu o1t € I na S"! x . JTebunuinumo najupe
npeciukaBame 7w 1 D" X [ — D" x [ na caenehn naunn. Heka 7 cBaky m3BOAHUIY BasbKa
ckymba y Tauky Ha S™! x {0} u onja xomMmeoMopdHO J06UjeHy TOJIyJIONTY TPecuKa TOHOBO

y Basbak D" x [. IIpeciimkaBame MOKEMO MPEJICTABUTH CJIHKOM.

w

TN

Y | | " —— ———
| & >’

nox I D" x 1

Jlakste, 3a pec/MKaBame T BayKU

7(y,0) = (y,0), y € D",
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2.2 PEJATHUBHE XOMOTOIICKE I'PYIIE

m(y,t) = (y,0), y € S"7,
m(D" x {1}) = S"" ' x TUD" x {1},
m(int(D™ x I)) = int(D" x I),
IPU YeMY CY T|pnyx {1} U T|ing(Dnx 1) XOMEOMOPDHU3MH Ha CBOje CJIMKE.
Hexka je F = F o1 u gedunnmumo npecaukasambe g @ (D™ S ey X, A, ag) ca
i) € Fy.1), ye D

Oako gedunncano g he 6GuTH TpakeHO mpecsnmKaBarbe W3 yciaosa (4). 3ancra, Kako je

ﬁ(y70) = f(y), y € D", umamo na je f ~g. IIpurom, 3a y € S" ! je

F(yvt) = F(ﬂ-<y7t)) = F(y,()) = f(y)7
o ne 3asucu o t € I, na je f ~g (rel S"7'). Ocraje jou ja nokazxkemo ja je g(D") C A.
G(D™) = F(D" x {1}) = F(8" ' x TUD" x {1}) C A.

(4) = (2) : Osaj cMep TpuBHjaJHO Baxku jep u3 yciaosa [ ~ g (rel S™') jgaxo cieun
g: (D", 85" e) — (X, A, ap), xao u yeaos [flo, = [glor. O

Hanomena 2.28 [lozaedajmo kako exeusanrenyuja (1) <> (4) us npemzodne aeme uszeneda
xada m,(X, A, ag) nocmampamo xao [I",0(I"), J* 1 X, A, a]. Axo je [f] € [I"™,0(I"), J" 1 X, A, ag],
onda je [f] = 0 axo u camo axo nocmoju g : I" — X makeo da je [ ~ g (rel O(I")) u
g(I™) C A.
ITocebno, axo je f(I™) C A, onda je [f] = 0.

CraB 2.29 Hexa je (X, A) monosowru nap un € N. Caedelia dsa uckasa cy ex6usaseHmna.

(1) 3a ceaxo f: (D™, S" 1) — (X, A) nocmoju g : (D", S" 1) — (X, A) makeo da je f ~ g
y Top* u g(D") C A;

(2) 3a ceaxo ag € A je m,(X, A, ag) = 0.
Jokas: (1) = (2) : Heka je ap € Amn f : (D",S" ' ay) — (X,A,a9) u mexa je g :
(D", 5" 1) — (X, A) u3 yeaosa (1). Uz nuperxonme neme (nvmmmkanuje (3) = (1)) mobu-

jamo aa je [flor = 0.
(2) = (1) : Hexa je f : (D", 5™ 1) — (X, A) u ag = f(e1). Tanma je m,(X, A, a9) = 0, 1a je

[flor = 0 1 u3 mperxo/IHe JieMe 3aK/bydyjeMo JIa MOCTOju TpazkeHo ¢. [

Veaos (1) mva evucaa u 3a n = 0. Axo je f: (D% S™1) = (x,9) — (X, A), ycaos (1)
3HA4M jga nocroju g ¢ (x,) — (X, A) rakBo ga je g(x) € A, 1j. 0BO yupaBo 3HauM Ja 3a
cBaky Tauky w3 X moctoju myT g0 Heke Tauke y A. dakme, ycaos (1) 3a caydaj n = 0 3Ha9m

na A cede cBe KOMIIOHEHTE IIYTHE IOBE3aHOCTH 01 X .
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

Hedbununmja 2.30 Ako je (X, A) ronosomku nap u m € Ny, xaxemo na je map (X, A)
m-noseesan axo Baxku ycaos (1) u3 craa 2.29 3a cee n € {0,1,...,m}.

Axo je A myrno mosesan, nap (X, A) je m-moBe3an ako u caMo ako je X MyTHO MOBE3aH
um,(X,A)=03acenec{l,2...,m}

2.3 yrm TavHW HU3 XOMOTOMNCKHUX TpyTia

Heka je ag € A C X. llocmarpajmo nu3
coo = (A ag) LN (X, ag) LN (X, A, ag) LN Tn—1(A, ag) = m_1(X,a9) — -

"'—>7T1<X,A,Cl0) —>7To<A,a[]> —>7T0(X,Cl0). (3)
[TpeciukaBatme i, je uHAYKOBaHO WHKIy3ujoM i : (A, ap) — (X, a0), a j. WHIYKOBaHO
uHKITy3ujoM j 1 (X, ag, a0) = (X, A, ap). lnsb vam je na nedunnimemo npecankapame 0 TaKo
218, IPETXOJHU HU3 OyIe Tadam.
Hekaje f: (I",0(I"), J" 1) — (X, A, ap). Jedurmmumo npecaukasame 0 : 7, (X, A, ag) —

Tn—1 (A> (Io) ca
def

L)'= [flm-],
rae je flm-1 o (I"H0(I" 1Y) = (A,a0), a It = ["1 x {0} C 9(I"). Tlpumernmo ma je
o4 =r-tnjL.
IIpoBepuMo Ja je 0Bako JAedHUHACAHO MpecanKaBambe 100po nedbunucano. Heka je [f] = [g].
Taza mocroju xomoronnja H : I" x I — X xpo3 npecaukapamba Tpojku (1™, O(I"), J* 1) —
(X, A, ag) uamely upecinkapamwa f u g. Taga je

H|In—1><l . f|1n—1 ~ g|1n—1

XOMOTOTHja Kpo3 TpecaukaBamba naposa ("1 (1" 1)) — (A, ap), na je

[f‘]”—l] = [9’171—1} )

Tj. mpecankaBame 0 je 100po j1eUHUCAHO.
Ba n > 2 he d 6urn u xomomopdusam. 3aucra, veka cy [f], [g] € m.(X, A, ag). Tana je

o(Lf] +[g) = [(f + Dr1],
o(Lf]) +alg]) = [flrm-+ + glrn1],

a Kako je

f(2t1,ta, ... ty_1,0),

(f + g)|[n—1<t1,t2, e ,tnfl) =
g<2t1 — 1,t2,...,tn_1,0),

(@]
VAN/AN
S
VAN/A
— N

N =
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2.3 JIyru TAYHU HU3 XOMOTOIICKUX TPYIIA

f(2ty,ta, ... ty_1,0),

f
( g(2t1—1,t2,..-,tn—170)7

Jn—1 + g|1n—1) (t17t27 e ,tnfl) -

(@)
V/ASE/AN
NN
—_ N

N[

ma je
O(lf1+1g]) = a(Lf]) + o(lg)),

Tj. 0 je XOMOMODPdU3aM.

Hu3z (3) he 6mru Tadan HU3 CKyIOBa Ca HCTAKHYTHM €I€MEHTOM, aKO H30AlnMO IIOCIIe -
Iba TPHU WiaHa oHja lie To OuTu Jyru TauHU HU3 IPYIA, a aKo U30aIUMO IIOC/IeIIbUX IIeCT

q1aHoBa, nobuhemo ayru Taunn Hu3 AGenoBux rpyma. O ToMe rOBOpH HapeIHa TEOpeMa.
Teopema 2.31 Hus (3) je mauan.

Jloxas: Taunocr uva mecry m, (X, xg), n = 1: norpebuo je moxkaszaru jga je im i, = ker j,.
C: Heka je g : (I",0(I")) — (A, ap). Tana je

J+(ix(l9])) = Ju(lio g]) = [Foiog].

2KemuMo J1a MoKazkKeMo J1a je IpeTxoiHa KJjaca jegaHaka Hyan. IlocmarpajMo ciaenehn guja-
rpaMm.

(In, 8(]”), Jn_l) % (A, ap, ao)

AN
~
~ .
N
N 7
AN
~

\\\\ (Xa CLO,CL())

AN

N i
o]
>

(X7 A7 Cl())

JacHo je na je (joiog)(I™) C A, na Ha ocHOBY HamoMere 2.28 3aKk/byuyjeMo na je [joiog] = 0.
D:Hexkaje f: (I",0(I") = (X, a0) u j.«([f]) = 0, 1j. [jo f] = 0. [Tonoso na ocuoBy Hamomeme
2.28 umamo Jia mocToju npecaukasBarmbe g : [" — X takso naje f ~ g (rel (1)) u g(I"™) C A.
Oparie 3akmpyuyjemo na je [f] = [g]. Kako je g(I") C A, umamo g : I" — A takBo na

KOMYTHUPA HapeJIH! JIHjarpaM.

L C—— > A

Konauno mobujamo
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

na je [f] € im i,.
Taganoct Ha Mecty 7,(X, A, ag), n > 1: morpebHO je mokazaru ja je im j, = ker 0.
C: Heka je f: (I",0(I")) — (X, ag). Tana je

0j«(LfN) =0l o f1) = [(G o F)lrm—].

ZKenuMo 1a moKazkeMo Ja je MPeTXo[Ha KJjaca jenHaka Hyad. IlpecinkaBame [ MOKEMO

npeaAcTaBUTH HapeaHOM CJIUKOM.

v 1 A

X

Buanwmo j1a ce nena rparuia O(1™) ca f cimka y ag, na je crenmjaato (j o f)m-1 = cqp,
oJIaKJie J00HjaMo
9(j([f1)) = [cag] = 0.
D: Heka je f : (I",0(I"), J"') — (X, A, ap) n mexa je I([f]) = 0, 1j. [f|m—1] = 0. Oso

YIpaBo 3HauM A3 nocroju xomoromuja H : ["1 x I — A, taxsa 1a je
H: flim o~ cqq (rel O(I™1)).

Kemumo fa jobujemo npeciukasame g @ (I, 0(I"), J" ') — (X, A, ap) Takso naje f ~ g
KpO3 TpecynKaBamba TPojKu U TakBo ma je g(O(I")) = {ap}. Hakue, 6uhie mam morpebua
xomorormja H : I" x I — X m3meby f u g.

[Mornenajmo kaxo marmena H. Xomorommja H je medpunncana ma ["~! x I mrro moxkemo
MOCMAaTpaTH Kao Ipeamy crpany xouke 1™ = [" x I. Taxohe mvamo mpeciankaBame [ Koje

cauka [ — X, ma moxemo mpoutuputu H u Ha 1™ X {0} Ha ciaenehn vauuw.
def n
H(y,0) = f(y), yeI"

Taxobhe, H moxkemo npomupuru 1 Ha J" 1 x I Tako mro yzmemo ga je H Ha 0BOM CKyIy
koucranTho, Tj. H(J" 1 x I) = {ap}. Osa npomupema cy 106po jedunucana jep u noverta
xomotronuja H n npeciukasarme [ Cy je/JHAKH KOHCTAHTHOM IIPECINKABAY C,, HA TPDAHUIIAMA

cBojux gomeHa. OBako mpomupeHo H MOXKeMO IpeICTABUTH HAPEIHOM CJHUKOM.

44
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). _____ B S
’ A
7
7
7

Kaxko (I",0(I")) mMa cBOjCTBO HPOMHpema XoMoTonuje, noctoju H : I™ x I — X TakBo
Ja je

X

H |y foyuamxr = H.
Hedunummmo

def n
g(y) = H(y,1), ye 1"

3a oBako jedHHECAHO TIPeCANKABabe BaxkKu fa je H : f ~ g Kpo3 IpeciuKaBama TPOjKH
(17, 0(17), J*1) = (X, A,ao), 1j. [f] = [g]. pu Tou, xaxo je g(A(I")) = {as}, muano 1
[OCTOjU MPECTUKABAILE § TAKBO Ja KOMYTHPA HAPEIHU JIAjarpaM.

(1", o(Im), J*1) J > (X, A, ag)

N
X

<X7 a07a0)

Konauno jpobujamo
[f1=1lg] =7 o 9] = j-([9]);

na je [f] € im j..

Taunoct Ha Mecty 7,(A, ag), n > 1: morpebHo je mokazaru fa je im 0 = ker i,.
C: Heka je f: (I",0(I"), J" ') — (X, A, ap). Tana je

ix(O([f1)) = ta[frr]) = [(P 0 f)]1nn].

Kenumo 1a mokazkemo jia je mperxojHa Kjaca jeanaka nysu. lpecimkasamwe f @ [" — X
MOKeMO BIeTH Kao xomotonujy f : "1 x I — X. Kako je flin—ixqoy = f 1 flim-1x1} = Cags
TO je

[ flim o~ cqq (rel O(I™Y)),
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2 XOMOTOIICKE I'PVIIE

na jgobujamo
ix(O([f1)) = lcap] = 0.

D: Heka je g : (I"1,0(I"™")) — (A, a¢) u mexka je i.([g]) = 0. Tama je [i o g] = [cq,] ma
noctoju xomoromuja f : I ! x I — X Taksa ja je

friog ey (rel O(I" ).
Opnasge 3akspyayjemo aa je [f] € m, (X, A, ag) u

(D) = [flm—] = [g],

na je [g] € im 0. O

Caza hemo HaBeCTH CBOjCTBO MPUPOAHOCTH 3 JIyT'H TAYHU HU3 XOMOTOIICKUX rpyna. AKo je

¢ (X, A a9) — (Y, B, by) mopduzam y xareropuju Top3, Taja KOMyTUPa HADEJHH [Hjarpam.
s (A, a0) — (X, a0) —2 mu(X, A, ag) —2— m1(A,ap) — -

Px Px Px Px

-/

s 1 (B, b)) —— (Y bo) —2s (Y, B, bo) —2 mu1(B,by) — -+
YKOIHMKO je A myTHO MOBe3aH, Iyru Tadydu Hu3 (3) MOXKeMo mucatu Ha cyejelin HaduH.
o ma(A) D (X)L (X, A) D Ty (A) = -

Hedbunnnnumja 2.32 Henpekuano npeciaukapaime f: X — Y je caaba xomomoncka exsusa-
aenyuja ako je 3a ceako x € X u cBako n € Ny mpecaukasambe fi @ m,(X, xo) = m, (Y, f(2))
nzomopcuzam.

Axo je m € Ny, npecankaBame f je m-ekeusaseHyuja ako je 3a cBako r € X MPecnKaBabe

fe imn(X,x) = m, (Y, f(x)) msomopdusam 3a n < m u enumopduzam 3a n = m.

[TpumeTnmo 1a ako je f XOMOTOIICKA €KBUBAJIEHIH]A, OH/A je U ¢Jiaba XOMOTOTICKA eKBIBA-
nennuja. Takohe, f je caaba XOMOTOIICKa €KBHBAJIEHIIA]a KO H CAMO aKO je m-eKBHBaJIEHIH]a
3a ceako m € Ny. Crmenumjanno 3a m = 0 umamo 1a je f 0-eKBUBaJeHIMja aKO W CAMO aKO

im f cede cBe KOMIOHEHTE MyTHE MOBE3AHOCTU O Y .

Cras 2.33 Heka je (X, A) monosowru nap, i : A — X um € Ny. Uuxaysuja © je m-

exgusaseHyuja ako u camo axo je (X, A) m-nogezan.

Zloxasz: Trpheme ce jako moKazyje KOpHUIThemeM Iyror TadHOT HU3a XOMOTOTICKUX TPyTa u

JeduHuIgje m-1noBe3aHor mpocropa. [

46



2.4 3AaALU

Teopema 2.34 Axo je monoaowru nap (X, A) m-nosesan, onda je Hp(X, A) =0, s3a k < m.

IMocnenuna 2.35 Axo je f : X — Y m-exsusarenyuja, onda je f. : Hy(X) — Hi(Y)

usomoppusam 3a k < m, a enumoppusam 3a k =m.

Zokas: Heka je f: X — Y HenpekumHo npecjuKaBaimbe. Tajga IOCTOjH XOMOTOIICKA eKBUBA-

JeHnuja hy TaKkBa Ja KOMyTHUPa HapeJHH JujarpaM.
My
hy

XﬁY

Kaxo je (hf)«0j. = fo u (hy). je m30MOpdu3aMm, TO 3aK/bydyjeMo a2 je f m-eKBUBATCHII]A
aKo W caMO aKO je j m-eKBUBaJIEHIN]a, a O/laT/ie U Ha OCHOBY cTaBa 2.33 mMamo Ja je map
(My, X) m-nioBesan. Cana Ha ocHOBY Teopeme 2.34 nmamo ga je Hy(My, X) =0 3a k < m,
na je j. : Hy(X) — Hy(My) nsomopduzam 3a k < m u enumopdusam 3a k = m. [

ITocaenuna 2.36 Axo je f caaba zomomoncka exeusanrenyuja, onda je fi : Hy(X) — Hi(Y)

usomoppusam 3a cee k € Ny.

2.4 3agamnm

1. Heka je X mytHO mosesan mpoctop u n € N. /lokazatu ma je X n-mpocT ako U camo

aKo 3a CBake JiBe Tadyke To,r; € X W cBaka JBa uyra u,v : I — X TakBa ja je
u(0) = v(0) = zo mw u(l) = v(l) = x1 Baxku [, = B, : T (X, z9) = ™ (X, 27).

2. Hexka je X ronojomku npocrop, A C X u i : A — X unknysuja.

(a) Akojew: I — Amnyry normpoctopy A, ag = u(0) m a; = u(1l), 10Ka3aTu 18 KOMY-
THPa HAPEHU JujarpaM (BOJOPABHU HU30BH Cy JyI'H TAYHU HU30BH XOMOTOMCKAX

rpyna 3a nap (X, A)).
= mp(A, ag) i>7rn(X, ag) = (X, A, ap) 2>7rn_1(A, ap) -+ —m (A, ap) i>7r1(X, aop)

/Bu /Biou ﬁu 5u 5u ﬁiOu

o= (A ay) i>7rn(X, a1) = (X, A, a1) 2 Tn1 (A, a1) - - — (A, a1) LN m (X, a)
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(6) Heka je ap € A. Bnamo ga dyumamentaiana rpyna m(A, ag) aejerByje Ha rpyue
(A, a0), n =1, u m,(X, A, ag), n > 2, anu ona nejerpyje u Ha rpymne m, (X, ag),
n > 1 (1o mejerso je kommnozunuja m (A, ag) o (X, ap) — Aut(m,(X, ap)), e
je Ipyra crpenuna mosHato jejerso dbynaamentante rpyie w1 (X, ag) Ha 7, (X, ag)).
JloxkazaTu 1a Cy ¢BH XOMOMOP(U3MU y JIyTOM TAYHOM HU3Y XOMOTOICKUX I'PYyIIa
3a map (X, A)

o= mp(A, ag) i>7r,,l(X, a0) = (X, A, ag) 2 Tn_1(A, a0) + - - - > m1 (A, ao) i>7r1(X, aop)
71 (A, ag)-eKBUBAPUjAHTHA PECIUKABAA.

3. Heka je (X, u,e) H-npocrop. Ako ¢y pr,p2 : X X X — X npojekiuje Ha TPBY OJHOCHO
JIPYTyY KOODJMHATY U ca + O3HadYeHa omepanuja y m,(X), mokasaru jga 3a cBako n € N

KOMYTHpa HapeJ HU IUjarpaM.

Ta(X x X) —2— 71, (X)

IR

((pl)*:(p2)*)

T (X) & 7, (X)

4. Hexka je X H-upocrop, pu: X x X — X oarosapajyha omepanuja, a e neyrpa..

(a) Axo cy gara HempekujHa mpecankaBama o, : (S™ e1) = (X, e) (n € N), noka-
satu ga y rpyuu m, (X, e) Baxu: [plo + [¢]o = [1 o (v, ¥)]o.
(6) Ako je m € N, nahu upeciukasame f : (X,e) — (X, e) rakBo ja 3a cee n € N

BazKu 1 je xomomopduzam f, @ m, (X, e) = m,(X, e) MHOKeme ca m.

5. Jloxazarn ja mpoctopu S? x RP3 u RP? x S3 nmajy mzomopdie cBe XOMOTOIICKe I'pyTIe

aJIn HUCY XOMOTOIICKH €KBHBaJICHTHH.

6. Heka cy (X, x) n (Y, yo) TONOJOMKH MIPOCTOPH ca Oa3HUM TavuKaMa U YOUUMO YTalambe

j: X VY —= X xY. Jlokazatn 7a 3a CBaKO n > 2 BaXKn

(X VY)Z2n(X)ern(Y)dma (X xY, X VY).

7. Akocy f: X = Zug:Y — W cinabe XOMOTOIICKE €KBUBAJIECHIU]E, HOKA3ATH 12 j€ U

fxg: X xY — Z x W rmakohe ciaba XOMOTOICKA €KBUBAJICHITH]A.



3 IlIpoumpeme n nmogu3ame MpecjinkKaBamba

3.1 CW-koMmijiekcu

Hedbunrnunuja 3.1 CW-xomnaexe (mim henujcku Komiuieke) dnae Xays3aopdoB mpocTop
X, dammnnja E = {e) | n € Ny, a € A, } Heropux JucjyHKTHAX MOTIPOCTOPA TAKBUX JIa je

X = U U € u davunuja vHenpexugaux npeciaukasama {7 : D" — X | n € Ny, a € A, }
nENoaGAn
TaKBHUX Ja Baxe ciejelia nBa cBojeTBa.

o (bn
(C) 3a ceako n € Ny n 3a cBako @ € A, je D" X € n mOCTOjH KOHAYAH CKYII
k N
ni no ng M n n n; . N
{end,enz, ... epk} C B makas jma je ¢p(0D") C (Jepi mn; <nsai=1k.
i=1

(W) Ako je A C X onya je A € Fx ako u caMo ako 3a cBako n € Ny u 3a cBako a € A, je
AN @ S ./—"@

[Morupocrop € 30Bemo fieauja dumensuje n (nin n-heauja), a npecankaBame ¢ Kapaxme-
. .
pucmuuna pynryuja heauje ep.

def | - .
[Tpoctop X™ = |J | €., 3oBemo n-ckesem henujckor komiutekca X.

i=0acA;

IIpumernmo ga je im ¢ C X", ma decTo KapakKTepUCTHUHY (PYHKIUjY IVIeJaMO Kao @ :
: d
D" — X™ a nonekaj u kao ¢ : (D" S"71) — (X" X", Pecrpuxuujy " ) O gn—1
Sn=l — X1 30BeMo ynryuja senversa.
: - d . :
Jumensuja CW-kommiaekca X je dim X e/ min{n € Ny | X = X"}, ykosmko mocroju

n € Ny takas g1a je X = X"

Hedbunaumnuja 3.2 Axo je A C X, kaxxemo ma je A nomxomnaexe CW-komiiekca X axo

je A yuuja mekux hemmja og X raksux ga 3a cse n € Ngu o € A, BaxKu
en CA = en C A
Crenumjanno, 3a cBako n € Ny X" je morkommieke ox X. U mpazan cKym cMarpaMo MOTKOM-

wiekcom. Ako je A norkomiiekc o X, onga nap (X, A) nazsusamo CW-napom.

3.2 CsojcrBa CW-koMmiIekca

Heka je X CW-kommrekc. Tana Baxke ciemeha cBojcTBa.

1) XY je nuckperan normpocrop oj X.

n
er.

2) BacBakon € Ny uw o € A, je ¢2'(D")
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3)

Heka je Y mpoussosban Tomnosomku npocrop u f : X — Y. Hapeana dyerupu nckasa

Cy eKBUBaJICHTHA.

(1) IIpecinkaBame f je HEMNPEKHIHO;
(2) 3a cBako n € Ny mpeciukaBame f|xn : X™ — Y je HeOpeKuIHO;
(3) Ba cako n € Ny, a € A, npecmkapamwe flzr : el — Y je HEMPeKuIHo;

4) 3a cBako n € Ny, a € A,, nupecaukasame f o ¢l : D" — Y je HenpekumHo.

Joxas: Umnmukamuje (1) = (2) u (2) = (3) TpuBHjasHO Bazke jep je PECTPHUKIIH)a
HEIIPEKUIHOT IIPECTUKABAbA HEITPEKH THO.

(3) = (1): Heka je B € Fy. Tayga na ocuony (3) 3a cBako n € Ny, a € A, Baxu
(fle)™(B) = f~(B)neg € Fop,

na nHa ocuoBy ycaopa (W) us nedbununuje nobujamo f~1(B) € Fy, Tj. UpecuKaBame
f je menpekuHO.

(3) <> (4) [HocmaTpajMo HApETHE KOMYTATHBHU JTHjATDAM.

on flem

n
eOé

IIpecimkaBame ¢ je HEIPEKNIHO, ,HA“ M KaKO CJIUKa KOMIAKT y 15 MpocTop, OHJA je
3aTBOPEHO 114 je KoymaarndKo. Ojtariie 3ak/mpydyjemo jia je f |@ HEIIPEKUTHO aKO U CaMO

ako je f o ¢! menpexujHo. [

X je JOKaMHO MYyTHO TIOBe3aH. 3aTO ce KOMIIOHEHTEe MOBE3aHOCTH MOKJIANA]y ¢ KOM-
IIOHEHTAMa IIyTHE [I0BE3aHOCTH, 1a Baxku u: X je 10BEe3aH akKO U CaMO aKoO je IyTHO

moBe3aH.

Axo je K € Kx, onna K cede najsuiire Konaduno muoro hemauja ox X.
Joxas: Heka je A mogckyn ox K Koju ce cacToju Of IO jelHe TadKe I3 CBake hesmje

koja ceue K. 7Kennmo ma mokarkemo ma je A koHadaH.

3uamo ga je AN e’ konavan (cBojcrBo 2) u ocobuna (C')), ma je 3arBopen y X, caMuM
TUM Yy €7, a Ha ocuoy ycaosa (W) u3 nebununuje mobujamo ma je A € Fx. Candrno,
ako je B C A upousBo/bal HOJAKCYI, OHza je B N el konadan na je B 3arBopen. Kako
je ceakm moackyn ox A 3arBopeH, 3akspyuyjemo na je A muckperan. [lasbe, kako je A
3aTBOpPEHH TOJICKYT o] K, To o Mopa 6uTn 3aTBOopen y K, a Kako je K KOMIIakTaH, TO

je m A xomnakxTal. Kona4uno, A je KOMIAKTaH U JUCKPETaH I1a Mopa OuTh KoHadaH. []



3.2 CBoicTBA CW-KOMILJIEKCA

ITocebno, X je koMIakTaH ako U caMO aKO MMa KOHAaYHO MHOTO hejimja.
Hexka je Y CW-kommiekc u Baxku Oap jelaH o1 HApegHa JBa yCJOBA.

(1) Bap jeman on npoctopa X u Y je JOKATHO KOMITAKTAH;

(2) CW-kommiekcn X u Y umajy Hajsuire npeGpojuBo MuOro hesmja.

Tana je n X XY CW-xommieke, npu yemy cy hemmje og X X Y obmuka ey X €3, rje
je eg n-henmja y X, a €' m-hemmja y Y. Kapakrepucruine gyHnknuje cy komnosunuje
(o7 x ¢>gL) oh, rme je h : D™ — D™ x D™ nexu dukcupann xomeomopdusam, Tj.

KOMYTHpa HapeJIHU JIIjarpaM.

e
pmtn o sy X XY
h Pux P
D" x D™

Axko cy X n Y konauHe nuMmensmuje, OHIA je
dim(X xY)=dim X +dimY.

[Tocebno, X x I je CW-gommreke ca hemmjama e x {0}, e x {1}, e x (0,1), n €
Ng, o € An

Heka je H : X x I — Y, rne je Y npousBosban Tonosiomku mnpocrop. Cieneha gerupu

HCKa3a Cy €eKBHBaJICHTHA.

(1) IIpecankaBame H je HENPEKHTHO;
(2) 3a cako n € Ny, npecinkaBame H|xnyy: X" X I — Y je HenpekuHo;
(3) Ba cpaxo n € Ng u o € A, npecinkasame H|z, el X I — Y je HeIpeKuIHo;

4) Ba cBako n € Ny u a € A, npeciukaBambe H o (¢7 x 17) : D" x I — Y je

HEIIpeKHuJIHO.

Axo je A morkomiuiekc o X onga je A € Fxy u A je CW-komiuieke. Ako cy A u B

noTkoMILIekcH on X, ouga cy u AN B u AU B norkoMIuiekcu ox X .
Csaku CW-nap uMa CBOjCTBO IIPOIIAPEHA XOMOTOIIH]E.

B8a cBako xr € X mocroju CW-gekommosunnja og X maksa ga je x 0-hemmja y Toj

JEKOMTIO3UIIN] .
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11) Craka Tauka € X je HelereHepucasa.

12) CBaka KOMIIOHEHTa MIOBE3AHOCTH (OTHOCHO Iy THE oBe3aHocTH) o1 X caap:xku 0-iernjy.
Aoxas: Heka je C xomnonenTa ox X. Taga je C yanja nekux hennja u meka je e hiennja

y C najmame aumensuje. 2Keaumo ga nokazkemo jga je n = 0. Imamo ma Baxku
Pa(D") =e€g € C,
jep je € nosesan, na je
(D™ C X" N C.
Ako je n > 0 omma je D" # @, ma je X" ' N C # @ mro je memoryhe jep je e”
MuHuMaHe auMmensuje. Jlakie, mopa outu n = 0. [
13) Axo je (X, A) CW-nap, ouna je X/A CW-koMILIeKc.
14) Konyc CX, cycnensuja SX u penykoBana cycrnensuje LX cy CW-komiutekcu, rjie je
peayKOBaHa Cyclens3nja nepuHUCAHA Ca

de
XX :fX X Y/Xx{o,l}u{mg}xla

3a Gazny Tauky xro € X. [lomro je Tauka zo Hegerenepucana (cBojerso 11)), Baku na
je SX ~ NX.
dim(CX) = dim(SX) =1+ dim X,
1+dimX, |X]|>2
0, 1X| =1

dim ¥ X =

Hedbunannumja 3.3 Hekacy X u Y CW-komiuiekcu. Henpekugno npeciukaBame f : X — Y
je heaujexo axo je f(X™) C Y™ 3a cBe n € Ny.

Teopema 3.4 (o hesmjckoj anpokcumanuju) Heka cy X uY CW-komnaexcu u f : X — Y
nenpexudno. Tada nocmoju heaujero npecaukasarve g : X — Y marso da je f =~ g.
HImasuwe, axo je A nomxomnaerxc 0d X u f|a heaujero, onda nocmoju fieaujero npecaura-

sarve g : X — Y maxeo da je f ~ g (rel A).

Cruya doxasa: 1lpBu jgeo Teopeme je crenmjajaH cIydaj Apyror gena 3a A = &, ma hemo
CaMoO OTMCATH KAaKO Ce W3BOJH JIOKA3 JPYror jea.
Wneja je ma ce KoHCTpyulle HU3 Henpekuauux dyukuuja fo, fi, fo,... 1 X — Y TakBux
Ja je
fe~fo(rel A), fo1 o~ fo (rel AUX™Y), neN

02



3.2 CBoicTBA CW-KOMILJIEKCA

u fu|auxn hemujcko, n € Ny. Kaga ce koncrpyuiy ra npecinkaBama M0TPeOHO je HEKAKO
HAJIOBE3ATH 0BAj OECKOHAYTHU HU3 XOMOTOIIH]A.
[Ipecnukapame fy mobmhemo momohy xomoromnuje Hy : X X [ — Y, kojy, mak, mobujamo

kopucrehn cBojcTBo npomupema xomoronuje 3a CW-nap (X, AU X9).
d
Ho(z,0) Y f(2), z € X,

Ho(a,t) < f(a), (a,t) € Ax I,

Ho(e%,t) 2 ua(t), t e,

[}

rie je €2 O-hemmja y X\A, a uy : [ — Y nyr ox Tauxe f(e) no nexe 0-hemmje uq(1) CW-
KoMmILIekca Y (oBakap 1myT noctoju jep YO cede cpe Kommonente (IyTHe) MOBe3aHOCTH 011 Y).

d .
Axo pedunuinemo fo(x) L] Hy(z,1), x € X , onja ce jlako BuJu Jia je

Hy: [~ fo (rel A)

u Ja je folauxo henujcko.

Heka je cag n € N u npernocraBumo ja nmamo npeciankasama fo, f1,... fnro1: X =Y ¢
norpeOHUM ocobmHama. Cienehu wian Hu3a, npecankaBame f,, jo0umhemo moMmohy cBojcTBa
nporupea xomoronuje 3a CW-nap (X, A U X"). IlpecaukaBame f, 1 : X — Y jecre
hemmjeko ma AU X" 1. Wneja je ga ra na csakoj n-hemuju e” C X\ A, Tj. BeHOM 3aTBOPEIbY

n
€as

Cse Te xomoronnje he, na ocnoBy exsusanennuje (1) <> (3) u3 cojcrsa 7), 1aTH XOMOTOLH]Y

moauduKyjeMo oaropapajyhom xoMmoronujom Tako Ja cjauka oj €l Oyue cajgpxkana y Y.

H, : (AU X™) x I — Y, ofHOCHO, HAKOH MPWMeHe CBOjCTBa MPOIMHperma xomoronuje, H, :
X x I —Y,raksy na je Hy, : fu_1 =~ f, (rel AUX"1) u f,|aux» hemmjcxo.

Heka je 3aro e C X\ A dukcupana n-lieruja u ¢ : D™ — € weHa KAPAKTEPUCTHIHA
bynkmuja. 3uamo ma je (fn,_1 0 @) (S"1) C YL Cryn (fn_1 0 ¢2)(D") = f,_1(e?) jecre
KOMIIAKTaH, I1a cede HajBHUIle KOHAYHO MHOrO hemmja y Y. 3aro mocroju munnmasan m € N
Takas 1a je fn,_1(el) C Y™. Axo je m < n, onja je opjie ce y pefy - fn_1lzr je Beh hemmjexo.
Axo je m > n, onma momuduryjemo f, 1|z (omrosapajylinv xomoronujama), na Hajupe mo-
CTUTHEMO Jla cJInKa Oy/e caap:kana y Y™ 1 nmay Y™ 2 u Tako Jambe, J0OK He johemo 10 Y™,
Jejan kopak y 10j mojuduxanuju (ca Y™ na Y™ ') usriena osako. Nako je m > n ciuka
npecinKaBame f, 1|z, OAHOCHO f, 1 o @7, MOXke MOKpuTH U Tiey m-henujy ox Y (3Hamo
3a IleanoBy kpuBy!). HajTe:ku n TeXHUYKM HAj3aXTeBHUjU JI€0 JI0KA3a TeopeMe o hesinjckoj
ATPOKCUMAITHJH TIPEJICTAB/BA JOKA3 YHIHEHUIIE 7a ¢€ [, 1 O @) MOKe MOAUMUKOBATH XOMOTO-
nujom penaarusao S™ ! Tako na y csakoj m-hemuju on Y npomaimu 6ap jeany Tauky. JIpyrum
peunma, mocToju ckyn S C Y™ Koju ce cacToju o 1o jeHe Tauke u3 (yHYTPAIIHOCTH) CBaKe
m-hemuje y Y, Kao n npeciankapame g el — Y™\S, tako ga Tpoyrao (k) Ha HapeIHOM

Jjarpamy KOMyTHPa J0 HA XOMOTOIH]Y PeJaTHBHO €7 \e”.
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

Jaxa nedopmanuona perpakuuja D™\{z} — S™71 rue je 2 € D™, naje jaky jedopma-
npony perpaxumjy r: Y™\ S — Y™l
3aro je

iorogla gl (rel T\EL),

Tj.ioroglod” ~ gtod” (rel S")

Haxne, f,1|zr =1 ogh (rel el\ey), a ciuxa o r o g, jecre cajpxKana y ym-1,
Kay ce oo ypasu 3a cBe n-hemuje y X\ A, caarameM 100HjeHHX XOMOTOIHja W IIPUMEHOM
CBOjcTBa mpommmpema xomoronuje 3a map (X, A U X™), nobujamo H, : X x [ — Y, na
def . .
ako medunuiemo f,(z) = H,(z,1) x € X, nobujaMo WHAYKTUBHA KOPAK Y KOHCTPYKIH]H
HajaBJ/bEHOT HU3A.

Konauno, Tpaxkeno g : X — Y nedununiremo Ha cjiegehn HavIuH:

g(x) = n(z), e X

e je n € Ny rakBo ma © € AU X". Jlako ce nposepasa 1a je g 106po aedunncano heanjcko
HpecanKaBame, a Ha UCTH HAYMH Kao mTo he To 6utHu ypaheHo y joka3y craBa 3.14, caj ce

xomoromnuje Hy, Hy, ... HATOBEXKY Tako ma najy xomoronujy H : f ~ g (rel A). O

o4



3.2 CBoicTBA CW-KOMILJIEKCA

ITocaenuna 3.5 Axo monoaowxu npocmop X uma CW -dexomnosuyujy maxsy da je X" =
x 30 neko n € N, onda je X (n — 1)-nosezan.

Jloxas: Heka je 0 < k < n—1mu f: S* - X nmenpekugno. Tana je f ~ i o0 g, r1e je
g:SF — X* = x hermjexo. Omasae mobujamo ma je f ~ const, ma je X (n — 1)-nosezan. O]

IIpumep 3.6

1) Ceepa S™ je (n — 1)-nosesan npocmop jep uma CW -dexomnosuyujy koja ce cacmoju 0d

jedne O-heauje u jedne n-heauje na je X" 1 = x;

2) m (ST Vv S3) = 0. Baucma, nexa je f:S* — STV S? npouseonro npecaurasare. Tada
nocmoju heaujcxo npecauracare g @ S* — S (jep je 2-cxenem 0d S'V S® ynpaso

wpyorcnuya S*) maxeo da napednu dujazpam Komymupa 0o Ha TOMOMONUJY.

2 T g1y gs

Ny o
Kaxo je m(S*) = 0, mo je g ~ const, na je u f ~ const odaxae 3axpyuyjemo da je
7T2(Sl V Sg) =0.

Teopema 3.7 Hexa je X CW-komnaexe, n € Ng u X" n-cxeaem 0d X. Tada je nap (X, X™)

n-nosezan (myj. unraysuja j : X" — X je n-exeusasenyuja).

Jokas: Heka je k € {0,1,...,n}u f: (D", 5" 1) — (X, X™) npoussospHo. 2KenumMo a 1mo-
KazKeMo Jla OCTOji npecauKasame g : (D*, S*~1) — (X, X™) TakBo 1a je f ~ g y KaTeropuju
Top* u g(D*) C X"

Axko je k = 0, ropmu ycjIoB je eKBUBAJIEHTaH ToMe jia X" cede CBe KOMIOHEHTE MyTHe
nosesanocT o1 X, a 31aMo 1a XY cede cBe KOMIIOHEHTe HyTHE TIOBe3aHOCTH o, X, 11a he To
BaxkuTu u 3a X".

Hexa je cama 1 < k < nu f: (D* S*1) — (X, X") nenpexumno. Kaxo pecrpukunja
flge-1 cmuka S*~1y X" To mocroju hemujcko npecmkasame h 1 S¥71 — X" u xomoronuja
F: S*IxT — X" raxpa gaje F : flgr1 ~ h. Kaxo map (D¥, S¥~1) mma cBojeTBo npommupema
xomoronuje, nocroju F : DF x I — X TakBo na je

F(y,0) = f(y), y € D",
F|Sk*1><l = F

%)



3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

Vawvmmo b < F(-,1), h : D* — X u h|lgt-1 = h je hemmjcko ma mocroju g : D¥ — X
hemnjcko Takso ga je h ~ g (rel S*7'). Tana je g(D*) C X* C X™. Akoje G: DF x I — X
xomoronuja mMehy h u g penarusno S, mamosexkumo xomoronmje F u G u mobujamo

JKeJbeHY XOMOTOMHU]Y KOJY MOXKeMO TPeJICTABUTH CJIUKOM.

JakJse, umamo 1a je

y xareropuju Top?. (]
ITocaequua 3.8 Axo je X CW-komnaeke un € N, onda je m, 1(X) = m,_1(X").

Crenujanno, X je nosesan ako u camo axo je X' nosezan. Taxobe, m(X) = m(X?). O

~Y

npe 3aamMo 1 ga je H;(X) = H;(X"™) 3a cako 1 € Ny.

3.3 IIpobisem mpommmpema ImpecjinKaBamba

Hekaje AC X u f: A — Y uenpekuano. 2KesmMo 1a BUIEMO Kaa TMOCTOJH HEMPEKWTHO
npecmkasame f 1 X — Y Takso ma je fl4 = f.

JIema 3.9 Hexa je (X, A) CW-nap, Y npouseoman monosowru npocmop, n € N u nexa je
[ AUX" ! 5 Y nenpexudno (dozsomen je u cayuaj A = & ).
Ipecaurasarwe f ce moorce npowupumu wa AU X" arxo u camo ako 3a ceaky n-heaujy

e" C X\A u weny dynryujy senmera @ @ S"H — X" gascu da je womnosuyuja
sntfe ynloy quxnt Ly
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3.3 IIPOBJIEM MPOIINPERA IIPECINKABAIbA

TOMOMONCKY MPUBUJAAIHG, Mj. da ce mooce npowupumu wa duck D". IlImasuwe, uzbopom
NPOWUPEHA Gn o @ D" — Y dobujamo jedurncmeeno npowsuperve frAUX™ =Y npecau-
kasarwa [ maxeo da 3a ceaxy n-heaujy e C X\ A xomymupa napedru dujaepam (2de je oo

kapaxmepucmuuna Pyrkyuje heauje el ).

D" Jre Y
1

AUuX”

H o6pnymo, usbopom npowupersa f dobujamo npowuperse Gn.ox def fo or. Haxae, umamo da

nocmoju npecaurasare f: AU X" =Y maxso da xomymupa dujazpam

AUuX”

~
~
~

o (2)

~
~
~
~
~

AU Xxni fi Y

ako u camo ako 3a ceary n-heaujy e C X\ A nocmoju npecaurasaroe g, o : D" — Y maxeo

G KOMYMUPG HaAPeOHY Jujazpam.
D'I’L

Srl— = Xn e AUX"T! ﬁ %
def =

Jokas: =: Heka je e C X\ A. ¥Y3mumo ¢,, = f o ¢". Heka je z € S"~ 1. Tana je

nal(2) = F(00(2)) = f(ea(2) = f(eal2))

nma KoMyTupa gujarpam (3).
+: Heka je e C X\ A. ITocMmaTpajMo HapeJHU JHjarpaM.

In,a
D > Y
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

Kako je ¢! xoau4Hn4ko, Jja OU 110CTOjasIo IIpecuKaBame f, TaKBO Ja IIPEeTXOJHH Jujarpam
KOMYTHPa JOBOJHHO je J1a TIOKaXKeMo Jia ako je ¢l (z1) = ¢%(z2), 3a mpousBosbHE 21, 29 € D™,
OHJIa je gn,a(21> = gn,a(ZQ)~

Heka je 21,20 € D" u 21 # 2. Kako je ¢%(z1) = ¢"(z2), onma je 21,2 € S"!, ma je

O (21) = ¢ (z2). U3 mujarpama (3) umamo

gn,a(zl) = f(gOZ(Zl)) = f(SDZ(ZQ)) = gn,a(ZQ)v

113 OCTOJU jeIMHCTBEHO IPECIUKABAE [
Ocraje jom ga gsedunnmemo npeciankasame f @ AU X" — X. Heka je v € AU X" =

(AuXmHu || er Hedunummmo f na crenehn madmm.
enCX\A

f(x) d;f f(l’), z€e AU anl
fa(z), x€e’ CX\A

[IpecnukaBame f je m006po medurmcano. Jla 6ucMmo H0Ka3a/ n 12 je HeIPeKUIHO, a MOIITO

je momen CW-KoMILIeKC, JOBOJBHO je Ja JOKAXKeMO Jia je HEeNPEeKHJIHO Ha 3aTBOPEIbY CBaKe

hennje.
Ako je ef C AUX" ! onnaje ek C AU X", na je
flag=1
HENPEKH IHO.

Ako je e C X'\ A, Z0BOJBHO je TIOKa3aTh Ja je ﬂ@ = f. jep je f. mempexnmro. 3a x € €”
jecre f(r) = fo(x). Ba x € e?\e? mmamo f(r) = f(z). Kako je 2 € eT\e?, To mocroju
z € 8" ! TakBo na je ¢ (z) = ¢"(2) = x, na je

_ - _ n @ @ _ n oz
f(@) = f(2) = [(¥a(2)) = gnal2) = fa(Pa(z)) = fal@).
Jlaxse, f je HeIpeKUIHO.

Jomr octaje na ce yBepumo jga aujarpam (1) KoMmyTupa, ajiu TO CJIeId U3 KOMYTATHBHOCTH
HapeJIHOT Jujarpama.

DTL

AU X"

Hamomena 3.10 Jaxae, numarse 0a At nocmoju npouLuperbe npeciukasarba | exeusaienm-
Ho je mome da je 3a ceaxy n-heaujy e C X\A xaaca [f o ¢o € m_1(Y,yo) mpueujaina,

ede je yo = f(p2(e1)). Te kaace ce 308y oncmpyryuje.
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3.4 TIPOBJIEM ITOAU3AIbA MTPECJUKABAbA

Teopema 3.11 (siema o npommpemsy) Hexa je (X, A) CW-nap, Y monosowru npocmop ma-
kas da 3a cearxon € N ca ceojemsom da nocmoju n-heauja y X\ A saorcu da je m,_1(Y, yo) = 0

3a ceeyy € Y. Tada ce cearo npecaurasare f: A —'Y wmoorce npowupumu do X, mj. umamo

X
\\
\\
\\
\\
\\

]\ \\>(
A

!

HAPEIHU KOMYMAMUCSHY JUJa2PaM.

VAN

— Y

Zoxas: edunncahemo npeciukaBama f, : AU X" — Y 3an € Ny taksa 1a je

fO’A =fu fn|Aan—1 = fn1, n €N

Heka je n = 0. Ako mema O-henuja y X\ A, onma y3mumo f el f-Axo je €2 C X\A
0-hesuja, onja AepUHUATITIMO
def
fola = 1, fo(eg) = Yas

rje je y, € Y mpou3Bo/hbHA TAYKA.

Ocraa npeciankaBama gedpuanmemo naayktusHo. Heka je n € N u npermoctaBumo 1a
nocroju f, 1 : AU X" ! — Y ca norpebnum ceojcreuma. Ako nema n-henuja y X\ A, onja
Y3MHMO [, = fa—1. Ako nocroju n-hemmja e € X\A, ouna je m, 1(Y,y0) = 0, 3a cBako
Yo € Y, ma je cBako mpeciaukabame S 1 — Y XOMOTOIICKH TPUBHjaIHO B U3 JeMe 3.9 cliequ
Ja nocroju npomupewe f, 1 AU X™ — Y rakBo ga je fn|auxn-1 = fn_1-

Octaje jour na gecdunnmemo f: X — Y. Hekajex € X un € Ny takso 1a v € AU X™.

Hedunumnmmo
def

f@) = fal2).

OBo n € Ny nuje jeauncrseno, aam momto je (fn)nen, HU3 TPOITUPErba, IPeciuKaBabe f
he Gutn 106po medunmcano. Jacno, Baxu aa je f|4 = f. Ocraje jorm ma mpoBepnMo fa Jn je
f menpekumnuo. JIoBo/bHO je 1a je 3a cBako n € Ny pecTpHKIHja f|X HEIPeKUIHA, aJIi KaKo

je flxn = fu|xn, TO cBaxako Baxu. Jaxie, f je Hempekmaro. [J

Ilocnenuua 3.12 Hexa je X CW-rxomnaexc, n € N, Y nymmno nosesan npocmop maxas da

je m(Y) =0 3a i > n. Tada ce ceaxo npecauxasarve f: X" =Y npowupyje na X.

3.4 IIpobsem momu3ama ImpecimKaBamba

Heka cy X, Y u E rtonosomku npoctopu u f : X — Y up: E — Y Henpexumna

npecankKaBama. zZKemMo j1a BUINMO KaJia IIOCTOj| MoAu3amhe npeciaukasama f 1o f : X — E|
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

Tj. TAKBO IIPECJANKABAIE JIa HAPEJIHU JAujarpaM KOMYTHPa 10 HA XOMOTOMHU]Y.

X ——Y

YKOJIUKO je p XOMOTOIICKa eKBUBAJIEHIINja, OHJIa TIOCTOju ¢ : Y — [ TakBo na je poq ~ 1y

rs . . ~def
uqgop=~ g, na nomusame [ nocroju u jgaro je ca f = go f. 3amcra, UMaMO J1a BaxKu
pof=poqgof~Tlyof~f

JIema 3.13 Hexa je (X, A) CW-nap, (Y, B) monosowxu nap, n € N u nexa je f: (X, AU
X" 1) = (Y, B). Tada nocmoju g : X — Y maxeo da je f ~ g (rel AUX" 1) ug(AUX") C B
axo u camo axo sa ceaxy n-heaujy € C X\A u mweny wapaxmepucmunny dynruyuiy O

(D™, 8" 1) — (X™, X" 1) saorcu da je [f o 9o = 0 y mn(Y, B, by), 2de je by = f(¢"(e1)).

AU Xt flauxn—1 B AU Xt 9lauxn-1= f‘AuX"

Aqu" ~ Aqu” T
[ [

X s Y X g s Y

Vv

Joxasz: =: Heka je ¢! C X\A. Kopucruhemo semy 2.27, ummaukamujy (4) = (1). Ilo-
kazahemo nma Baxkm ucka3 (4) omakie he ciaenmtn ma Baxku (1) mTo HAM je W mOTPeGHO.

ITocmaTpajmo npecmukasame g o ¢f : D" — Y. Tana je
fodn=gogh (rel S"71),

g(¢n(D")) C g(X") C B,

na je g o ¢ TparkeHo mpecsMKaBame U3 yciaosa (4).

+: Caga hemo koHCcTpyHmcaTn npeciukasame g : X — Y hemnmjy mo hemmjy. Heka je el C
X\A. Kako je [f o¢?]o, = 0. Ha ocroBy nmmiukarmje (1) = (4) jeme 2.27 umamo Ja oCTOjI
Gne © D™ — Y makBo ma je Gy @ fo @l =~ gua (rel S"1) u g,.(D™) C B. TlocmaTpajmo

HapeJHU JUjarpaM.
Go

DM x 1

onx1y " Ha
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3.4 TIPOBJIEM ITOAU3AIbA MTPECJUKABAbA

Kaxo je mpecinukaBame ¢ X 1; xommuHmuKo, Ja OM HOCTOjajio IpeciaukaBame H, TaKBO
Jla JFjarpaM KOMYTHpPa, JOBOJBHO je ja emeMeHTH u3 D" X [ Koju mMajy HCTe CJIUKe TpH
npecaukaBamy ¢ X 17, umajy ucre ciuke u npu npecaukasamwy G,. Heka cy (z1,t1), (22,12) €

D" x [ pa3jnduTH eJIeMeHTH, Tj. 21 # Z9, TAKBH 114 je

(fa X 11)(21,t1) = (dg X 11)(22,12),

Tj. t1 = to m @7(21) = ¢ (22). Kako je 21 # 2o 1 ¢"(21) = ¢"(22), TO MOpa GuTH 21, 25 € S™ 71,

a Kako je G, XxoMoTonmja peaaTusHo S™ !, onga uMamo Ja je
Ga(zla t) = Ga('zl? O) = f(¢g(21))),

Galz2,1) = Gal22,0) = f(da(22)))-

Konauno, mobujamo

Ina(21) = f(9al21)) = [(00(22)) = Gn.al22),

na noctoju H, 1 e? x [ — Y.

Caga nedurmmenmo xomoromnjy H : (AUX™) x [ — Y ca

~ dey | f(), reAuX"!
Hy(z,t), xze€elCX\A

Kaxo je AUX™ = (AUX™ U || e roje H 106po aedurncano. Ja 6ncmo nokasanm
enCX\A
Jla je HeIIpeKu[HO, JOBOJBHO je Jla je HelPEKU/IHO Ha 3aTBOpemmy CBake hesimje.

Ako je e C AU X" onpa je H|z, ;= fop nenpexmio.
Axojeel, € X\ A, onna hemo nokazatu 1a je H |z, = Hy. Ako je x € €], oH/Ta mpeTxona
jeTHAKOCT cBaKako BaKu. Ako je x € e?\el, onna je H(z,t) = f(x). Kako je x € im ¢! u

r € e?\e”, To nocroju z € S"! TakBo na je x = ¢"(z), na je

H(x,t) = f(x) = [(9a(2)) = Ga(2,0) = Ga(z,1) = Ha(¢g(2),1) = Ha(z,1).

Jlakme nmamo Aa je u H’@x[ = H, mTo je HempeKH HO, TTa KOHAYHO 3aKJ/bydyjeMo Ja je
H menpekmnano nmpecankaBambe. [lorenajMo geMy je jeTHAKO OBO pec/MKaBambe Ha HIBOMMA,
t=0nt=1.

~ , c AUuX"!
P FIC R
H,(z,0), zeerCX\A
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

Kako je Hy(2,0) = Hy(02(2),0) = Go(2,0) = f(¢l(2)) = f(z), 3akmpydyjemo na je f[(a:,()) =
f(z), 3a x € X. Ca apyre crpane je

Bo1) = f(2), ze AU Xl
’ Hu(z,1), z€e" CX\A

Kako je Hy(z,1) = Ga(2,1) = gnal2) € B, 10 je H(z,1) € B, 3a cBako © € AU X",
Kako map (X, AU X™) uMa CBOjCTBO HPOIMIHPEha XOMOTOIIH}e, TO MOCTOJH XOMOTOTHja

H: X x1—Y takso ga je

H(I,O) :f(x)v z GX: I/II{|(AUX")><I:}[-

Heka je g : X — Y nedwunncano ca g(z) et H(z,1). Umamo 1a 3a 0Bako meduUHHCAHO

IIPECJINKABAHE BAKN
H:f~g(rel AUX" Y ug(AUX™) C B.O

Cras 3.14 Hexa je (X, A) CW-nap, a (Y, B) monosowsxu nap maxas da 3a céaron € Ny ca
ceojemeom da nocmogju n-heauja y X\ A saorcu da je m,(Y, B,by) = 0 3a cee by € B. Tuda 3a
ceaxo npecaurasare [ (X, A) — (Y, B) nocmoju g : X — Y maxeo da je f ~ g (rel A) u
9(X) C B, mj. makso da y HapedHom dujazpam 20prU MpPpoy2a0 KOMYMuUPa, o 00t KOMYMupa
do Ha TOMOMONUJY.

_—

A B
//>(

‘/ g //// ‘/

X - Y

S SN

Hanomena 3.15 3a n = 0 yecaos ,m,(Y, B,by) = 0 3a cse by € B*“ sanawu ,B ceue cse

Komnomnenme nymmue nosesarocmu 00 Y “,

Joxas: Koucrpyncahemo nus dpyukiuja go, g1, g2, - - - : X — Y TakBux ja je

f~go (rel A),
Gn—1 =~ gpn (rel AU X”_l), n € N,
gn(AUX") C B, neN.

Hajupe nedurnmmmmo go : X — Y. Ako vema 0-hennjay X'\ A, onga yamumo go = f- Axo

je €2 C X\ A neka 0-hiemmja, xemmmo gaa je go(el) € B. Kako B cede ¢cBe KOMIIOHEHTE ITyTHE
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3.4 TIPOBJIEM ITOAU3AIbA MTPECJUKABAbA

IOBE3AHOCTH OJ1 Y, TO IOCTOjU HYT Uy : I — Y Taxas aa je uq(0) = f(€2) m uy(1) = b, € B.
5 Ju 1Ly J p

Jedunnummo npecaukasame Hy : (AU X) x I =Y ca

f(x), ze€A

77 de
Ho(z,t) <
un(t), z=¢% e X\A

Kaxo (X, AU XY) uma ¢BojcTBO Ipommpera XoMoTonuje, To noctoju Hy : X x [ — Y Taxso
Ja je
Ho|auxoyxr = Ho m Ho(x,0) = f(z), v € X.

Jedunnmmmo gy : X — Y ca go(z) = Hy(z,1), z € X. Umamo na je
Hy: f~go (rel A)mg(AuX") C B.

Heka je cama n € N m npermocraBuMO Ja UMaMO (o, J1,---,0n-1 : X — Y ca IOT-
pebHIM cBojcTBUMA. IIpecinKaBame ¢, 1 MOMKEMO Ja BHAUMO Ka0 NPECIHKABAIGE MAapOBa
g1 (X, AU X" — (Y, B). Ykonuxo nema n-hennja y X\ A, yamumo g, =l Jn_1. YKO-
ko je el C X\ A neka n-henuja, ouna je m,(Y, B,by) = 0, 3a cBe by € B, na no semn 3.13

UMaMo Jia IOCTOJH MPecIuKaBame ¢, : X — Y TakBoO Ja je
Hy: gy~ g (rel AUX™ 1),

gn(AUX") C B.

Ocraje jomr na momohy Hu3a mpecaukaBama (o, g1, - - - JPUHANTIEMO TPAZKEHO MPECTNKA-
Bame g : X — Y. Heka je g(z) «f gn(z), re je n € Ny makBo ma je x € AU X". Osako
JeduHHCaHO TIpec/iMKaBambe je 100po jgeduHucano jep cy cBe xomoromnuje Mehy mpeciauka-
BamuMa ¢,, n € Ny, perarusne. a 6ucmo ce yBepuwjn Ja je mpecouKaBarmbe ¢ HEMPEKUTHO,
JIOBOJBHO j€ Ja IMPOBEPHUMO Ja Cy HEIpPeKuJHe PeCTPUKInje Ha ckeiere. Ako je n € Ny, onma
je

9’X" = gn’X"

mTo jecre HenpekuaHo. Takolje, ounrienno Baxu g(X) C B. Ocraje joIn jga moKaxKeMo Ja je

f~g(rel A).
Hedunummmo xomoronujy H : X x I — Y ca

1 1

H(z,t) < Hy(2, 277 (k= 1) +2), te {1‘27’ it

],nENO;

H(zx,1) = g(x).
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

ITpecnukaBame H he buTu HENPEKUHO, & J1a OMCMO TO YTBP/IU/IN JIOBOJHHO j€ jla PECTPUKIIN]a,
H|xnxs Oyne Henmpekuana, 3a ¢Bako n € Ny.
Heka je x € X". Tana je

. 1 1
H(x,t) = Hy(z, 2 (t — 1) +2), te {1—5,1—ﬁ], 0<i<n.

Taxobe je
H(o,t) = () = o) = = (o).t 1= 5],
1a je o TeopeMu o Jiellybery H | yny HempekuaHo 3a cBako n € Ny. Konauno, mobujamo
H:f~g(rel A). O

Teopema 3.16 Hexa je (X, A) CW-nap u wneka je p: E — Y wnenperxudno maxeo da sa cee

n € Ny ca csojemeom da nocmoju n-feauja y X\ A saorcu 7,(Y, E,eq) = 0 3a cee eg € E
def

(20e je T, (Y, E, e9) = mn(M,y, E,€p)). Tada 3a ceaxo npecaurasare f: X —-Y uh: A— FE
maxeo da je po h = f|4 nocmoju g : X — E makeo da je gla =h upog=~ f.

A—" o F

X —— Y

Zokas: IlpeTBopuMO Npec/MKaBambe p v UHKJAY3U]y Ha ciaegehn HaunH.
M,
hp
E—"" Y
rae je h, : M, — Y xXomoroncka exsmpasiennuja n j : K — M, naknysuja. ITocmarpajmo

caejehu aujarpam.
—h S E

A
Mp
'Lof /// lhp

X—>Y

<.

Osnauyumo ca ¢ : Y — M, MHK/Iy3ujy KOja je XOMOTOLUCKHU uHBep3 of h,. Tana je h,o0i ~ 1y

uioh,~1y, naio f jecte mogusame 10 Ha XOMOTONHjy on f jep
hpoiof~1yof=Ff
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3.5 3AmAnu

Jlasbe umamo

joh~1y ojoh~ioh,0ojoh=rio f|4.

Kaxko je i o f mpomupeme o1 j o h 10 Ha xomoronujy u A — X kodubpanuja (jep je A
IIOTKOMILIEKC 07 X ), TO Ha OCHOBY 3aj1arka 2. y oge/pky 1.3 nmocroju f : X — M, takso aa
je

fla=johu f~iof.
Ha ochoBy crasa 3.14 nocroju g : X — F takso na je gla =hwu jog~ ]7 U

ITocnenuna 3.17

a) Hexa je p: E — Y n-exsusasernyuja, X CW-rxomnaexc maxas da je dim X < n. Tada

3a cearo npecaukasare f: X — Y nocmoju nodusarwe g 1 X — E do na xomomonujy.

6) Hexa je p : E — Y caaba xomomoncka exeusarenyuja u X CW-xomnaexe. Tada sa

ceako npecaurasare f 1 X — Y nocmoju nodusare g : X — E do na romomonujy.

/loxas: TlocmaTpajmo nmoHoBo ciepehu aujarpam.

hp
E—? vy

Kaxo je h, XOMOTOIICKa eKBHBAJICHIIN]a, 3aKJbYIyjeMO J1a je p n-eKBuBaseHImja (caaba XoMo-
TOINCKA eKBUBAJIEHIM]a) aKO M CAMO aKo je j n-ekBuBasieHIrja (caaba XOMOTOICKA €KBUBa-
JeHnuja), Tj. ako u camo ako je (Y, E,eq) =0 3a cBe ¢g € E u cBe i < n (cBe i € Ny). Can

ce TBpheme mocaeauie Jgako n0omja u3 reopeme 3.16 3a A = . [

3.5 3anamnu

1. Ako je 1 < m < n gokazaru ga ckyn [RP™, RP"] nma Taqno n1Ba exemenTa u 1o [const]

U [i,p), TAE j€ iy, HHKIY3Uja TAKBA 14 HAPEAHH JUjarpaM KOMYTHDPA

gm G gn

RP™ "™, RP™

T je jmn 0 S™ — S™ nukaysuja gara ca jm.(r) = (2,0) € S",ap: S™ — RP™ u

p:S"™ — RP" nposmmcHa HATKpHUBamba.
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3 IIPOIINPEILE U ITIOANSAGE ITIPECJIMKABABA

2. Hexka je n € Ny. /lokazaru jia je ¢BaKO HENPEKHUHO HPEC/IUKABAE U3 N-IUMEH3UOHOT

CW-koMILIeKCA Y N-TI0BE3AaH TOMOJIOIKH TPOCTODP XOMOTOIICKH TPUBHjAJIHO.
3. Heka je p: E — B m-exBuBajennyuja, a X n-gumensunon CW-kommuiexe (m,n € Ny).

(a) Axkoje m > n, JoKa3aTH j1a 3a CBaka J[Ba HEIPEeKUIHA TpeciukaBama f,g: X — FE
Baxku cjiejeha ekuBajiennuja: f ~ g <= po f~pog.
(6) Ako je m > n, nokazaru ga je p, : [X, E] — [X, B] bujekuuja.

(B) Ako je m = n, mokaszaru ma je p, : [X, F] — [X, B] cypjexruja.
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4 Teopeme Bajrxenma, ®PpojaeHTasia u XypeBuha

4.1 BajTxejaoBa TeopeMa

CraB 4.1 Axo je f : X — Y caaba zomomoncra exeusarernuyuja onda 3a cearu CW-

Komnaexc Z npecaurasare f, 1 [Z, X — [Z,Y] je bujexyuja.

Zoxas: llokaxkumo Hajnpe ja je f, ,Ha“. Heka je g : Z — Y Henpekumgno. Tpazkumo mpec-
nmukaBame h @ Z — X taxBo ga je f.([h]) = |g], Tj. foh ~ g. Kako je f crmaba xomoTomcka
exsuBasennuja u Z CW-koMmIIeke, To Ha OCHOBY jesa 6) nocseaune 3.17 mocToju TpazkeHo
npecanKaBame h.

Cana mokaxkumo 1a je f. ,,1-1“ Heka cy g, h : Z — X TakBa na je

flgl) = f.([h)),

1j. fog >~ foh. ZKemumo 1a nmoxkaxkemo ja je g ~ h. Ilutame 1a 1u cy f u g XoMoTonHa

IpecanKaBama je 3aIIpaBo MUTabe MOCTojarba cieaeher mpomupemna.

Zx{0,1} —EL X
/‘(
Ix] — 9 Ly

Lre je F(2,0) = g(2) u F(z,1) = h(z).
OBaj mujarpam KomyTupa u f je cada XOMOTOICKA eKBUBAJIEHIHja 1Ta HA OCHOBY TeopeMe
3.16 mocToju mpecaukaBamwe H : Z X [ — X TakBo jJa TOPHH TPOYrao KOMyTHpPa, a JOHHU

KOMYTHUPAa JI0 HAa XoMmoronujy. []

Hedununuja 4.2 Tononomku upocrop W uma zomomoncku mun CW -komnaexca (Kpahe,
nva CW-mun) ako nmocroju CW-komiuteke Z takas na je Z ~ W.

IMocaemuua 4.3 Axo je f: X — Y caaba romomoncra exeusarenyuje u axo W uma CW -
mun, onda je f. @ [W, X| — [W,Y] 6ujexuyuja.

Aoxas: Heka je Z CW-komnneke u ¢ : Z — W xomoroncka ekBupajenmnuja. [locmarpajmo

HapeJIHU JAujarpaM.

W, X] ——— W, Y]

2, X] — 5 [2,Y]
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Kako je ¢ xomoTolncka ekBUBaJjeHIU]a, TO Cy HpeC/AUKaBama ¢* U3 jujarpama oOujekiuje.
Taxobe, Ha ocHOBY peTxonHor ctaa je u f, : [Z, X| — [Z,Y] 6ujeknuja. Tujarpam komytupa
jep
¢ (flg]) = ¢ [fogl =[fogoyl = flgoe] = fi(¥]g]),
na 3ak/pydyjemo Ja je u f, : [W, X| — [W,Y] 6ujeknmja. O
Y kareropuju Topg Baxku caudao tBpheme. Ako je f: X — Y ciaaba XoMOTOICKa eKBH-

Basternuja, (7, zg) CW-kommutekc u xg € X u f(x9) € Y 6asHe Tauke, oHja je
f* : [Z, X]O — [Z, Y]O
oujekuja.

Teopema 4.4 (Bajrxen) Hexa cy X u'Y CW-muna u f : X — Y. Ilpecaukasawe f je

TOMOMONCKRG e%eueanwuuja axro u camo axro je cAa0a LOMOMONCKA 6%6U6GJL€HUUja.

Jloxaz: =: Jlako ciaenn u3 gedunummje caabde XOMOTOICKe eKBUBaJIeHIje 1 cTaBa 2.12.
< Tpaxumo npecimkaBame g 1 Y — X 1takBo jga je fog~ 1y u go f ~ 1x. llperxoana
nocaeauna vHam jgaje aa je f, o [V, X] — [V, Y] 6ujexnuja. Cuenujanuo, f, je ,Ha“ ma mocroju

g:Y — X rakso 1a je f.([g]) = [1y], 1j. f o g~ 1y. Jame umamo
Jogofx=Tlyof=foly,
Tj.
fillg o f1) = f.([1x]).
Kaxko je w f, : [X, X] — [X,Y] 6ujekumja, To je cremujanno u ,1-1% na je [g o f|] = [1x],

oanocuo go f ~ 1x. O

Hanomena 4.5 Axo sa ceaxo n € Ny saorcu da je m,(X) = m,(Y), ne mopa 6umu X ~Y.
lpemxodna meopema nam xasice da neonxodar u dogoman ycros da npocmopu CW-muna X
u'Y 0ydy xomomoncku exksusaseHmmy jecme 06 cy uU3omMophusmu usmehy rwurosuxr Tomo-

MONCKUT 2PYNG UHOYKOBAHU HEKUM HenpekuoHum npecaukasarwem f: X — Y.
ITocnemuua 4.6 Axo X uma CW-mun u 7,(X) =0 3a ceaxo n € Ny, onda je X ~ x.

Jlokas: Heka je f: X — *. Tanma je f. : m,(X) — m,(%) uzomopduzam 3a csako n € Ny jep
Cy CBe XOMOTOIICKe Ipyne Tpuujaine. lakie f je ciada XOMOTOIICKA eKBUBAJIEHIM]A, 118 HA

OCHOBY Teopeme Bajrxesa je m XOMOTOIICKa €KBUBaJIeHIja. []

Hanomena 4.7 Ananoeno mephere nehe sastcumu 3a xomonrowre epyne. Haume, axo X

uma CW-mun u ﬁ[n(X) =0 3a ceaxo n € Ny, onda ne mopa 6umu X ~ .
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4.1 BAJTXE/IOBA TEOPEMA

Hanomena 4.8 Ilocaeduua 4.6 He sasrcu yrosuko uzocmasumo npemnocmasky da je X CW-
muna. IIpumep 3a maxas npocmop je Bapwascku xkpye. On nuje CW-muna u cee xomomonc-
Ke 2pyne cy MYy Mpusujaine, ait Huje KOHMPaKmubuiGH.

LHpumep mononowxoe npocmopa xoju wuje CW-xomnaexe asu jecme CW-muna je monoaow-
xu wewan. On nuje CW-xomnaerce jep nuje A0KaAH0 NYMHO NOBE3AH, AU je KOHMPAKMUOU-
aan na jecme CW-muna.

Teopema 4.9 (o CW-anpokcumanuju) 3a ceaxu monosowry npocmop X nocmoju CW-
Komnaexc Z u caaba zomomoncka exeusasenyuja f 2 Z — X. Hlmasuwe, axo je X (n—1)-
nosesan sa nexo n € N, onda ce Z mooce odabpamu maxo da je Z" ' = {2} u da easicu

YCAO0B:

BT) 3a ceaxy m-heaujy 00 Z, m € N, u wen nEYUJY senverva @ 2 ST — ZmTl
) ) Y pynryujy ¥

saorcu da je p(er) = 2.

Jloxasz: 1° Heka je X nyrHo nose3an mpocTop. KoHCTpyuieMo ckeJsier 1o CKeJjieT mpocTopa
7. Hexka je Z° = {20} u fo: Z° = X nedunucano ca fo(z) = xo, rae je ro € X 6uio koja
(nagame dukcupana) Tauka. Kaxo je X myrno mosesan, 1o je (fo)« : mo(Z°, 20) — mo(X, o)
enuMOPQU3AM.

Heka je caja m > 1 u npeTnocTaBuMoO Jia cMO KoHeTpyucaan 2™t u f,_1: Z™ 1 — X

TaKBO /12 33 ¢cBako k < m — 1 Baxku fp,_1|zx = fr 1
(fme1)s : m(Z2™71, 20) = (X, )

je msomopduszam 3a 1 < m — 1 u enumopduzam 3a 1 = m — 1.

7Kequmo J1a KoHCTYpHIieMo 4 Tako Ja KOMyTHDa Jujarpam

Zm
~
~

~
~

l N (1)

~
~

Zm_l fmfl A
_

u aaje (fim)e s m(2™, 20) = m(X, x0) n3omopduzam 3a i < m u enumopduzam 3a i = m.

Ako je (fin—1)« n3omopduzam 3a i = m — 1 u enumopdusam 3a i = m, oHga JePUHATTEMO
gm % gm—1 fm = fm—1. Unage, nocrynmamo Ha ciaegehn HaIUH.

Honajemo npe rpyne m-hesauja. Jeany na 6ucmo obesbenunu na (fr,). Oyme ,1-1“y au-
Men3uju ¢ = m — 1, a gapyry ma 6u (f,,). 6mwio ,Ha“ y mumensuju ¢ = m. O3mauumo ca A
CKYII

Ad;f ker (ﬂ'ml(Zml,Zo) %fm*l)* 7Tm,1(X, $0)> .
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Ba o € A nocroju " : (S™ 1 e)) — (ZM71 2) Taxso na je a = [p7p.

Osnaunmo ca B neku ckyn remepatopa rpyne T, (X, xo). 3a f € B gedunummumo ¢f :

d
Smt— Zm! ca o e

Konauno, pedunuiumo m-ckener Ha ciejgehu HaduH.

m def m m m—1 m m m—1
2= U oeu e | Ve oyer 27 = N SV | L DUy e 2
acA BeB oeA pes BeB acA oeA

Cajia »KeJuMo J1a, f,, 1 NpouupumMo Jio f,. Hekaje o € Au @ : (S™ L e1) — (2™, )

TakBo Ja je a = [¢7]o. Tama je f,_1 0@ ~ const jep je
[fmfl © SOZL]O = (fmfl)*<04) =0,
I1a MOCTOjU TPOLIUPEEhe OBOT IpecInKaBarmba Ha D™ TakBO Ja HapeIHu AujarpaM KOMYTHPA.

Dm

o IR
gm—1 ¥ Zm—1 fm—1 X

Heka je f € Bupg: (5™, e1) = (X, zo) Taxkso ga je 5 = [¢3]o. Tama komyrupa u crenehn

aujarpam (o6e KOMIIO3UIHje Cy jelHaKe KOHCTAHTHOM TIPECINKABAY Cy ).

~

Sm

Dm

s

(p’”L fm_
gm—1 B Zm—1 X
Ha ocuoBy Jsieme 3.9 nocroju npecjukasamwe f,, : Z™ — X 1akBo ja je fo|zm-1 = f_1 u na

3a CcBaKO [J € B KOMyTupa HapeIHU JIHjarpaM.

D —Ly gm P x

o fm
Zm

Jomr ocraje ga nokazkemo na je (fp,). nsomopduzam omHOCHO enumopduzam y morpes-

HUM JuMeH3ujaMa. 13 komyTtaruHocTH aujarpama (1) mobujamo jga kKomytupa u ciefehin
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4.1 BAJTXE/IOBA TEOPEMA

Jrjarpam.
7T7,(Zm7 ZO)

L () (2)

(2, z) — I T (X )

Axo je i < m—1, umamo ga je [ (m — 1)-exkBuBasennuja na je [, msomopduzam, a (f,_1)«
je uzomopdu3am 110 MHAYKTUBHOj XUIOTE3H 114 U3 KOMYTATUBHOCTH aujarpama (2) gobujamo
aa je u (fp,)« n3oMopduzam.

Ako je 1 = m — 1, Tana je (fm)« ,Ha“ jep je (fm—1)s ,HA“ U KOMyTHpa Jujarpam (2).
Ca gpyre crpane, (f,). je u ,,1-1¢ 3aucra, Heka je v € ker(fn,)« < mm_1(Z2™, 20). Y 0BOj
JuMeH3uju [, je emuMopdusaM ma moctoju o € m,_1(Z™, zo) Takso ma je [, (o) = 7. domaTwo,
Baskd U ([ 1)«(@) = (fn)«(lu()) = 0, na je a € A. Axo je jorr ™ : (ST ey) — (Z™71 %)

TAKBO Ja je a = [¢7'], oHma mMamo

v = L(a) = L(lea]) = [l o vilo-

Kapakrepucruuna dbynknuja @7 : D™ — Z™ jecTe jelHO IPOIIUPebe IpecanKaBama [ o
Ha, auck D™
Dm

RN
N

~
~
~
~
~
~
~
~

gm—1 ‘PT) zm=1 l? gm
na je [ o " ~ const, 1j. v = 0, omakie KOHAYHO 3aKbydyjeMo Ja je (fum )« ,1-1.
Ako je ¢ = m, xkeaumo ja mokaxkemo na je (fn). ,Ha“. Heka je § € B C m,(X, o).

[TocmaTpajMo Hape HU KOMYTATHBHE JUjarpaM.

pm 1y gm Y, x
%ﬂ iB fm
Zm

rae je ¢ : D™ — S™ npeciaukasame Koje Tpanuiy aucka D™ cKynba y Tauky e, aig: S —

Z™ npupopno yraname cdepe S™ y Gyker \/ S(’g) C Z™. Nmamo na je
BeB

(fm)«([iglo) = [fm o iglo = [¥slo = B,
na 3ak/yayjeMo Ja je (fum)s ,Ha.
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Ocraje jom ga koHCTpyumeMo npeciaukaBame f @ Z — X. Omabepumo f TakBo ja je
def
flzm

Jn

yBepuMoO ja je f ciaba xoMoroncka ekBupaJieHnuja. Heka je ¢ € Ny. Onabepumo npupoaan

fm. OBako nmeduHECAHO TpecANKaBamke je mo00po AedUHHCAHO jep 3a n > m je

zm = fm, a Takohe je u HempekuaHO jep je f|zm Hempekmmno 3a cBako m € Ny. Jorr ga ce

opoj m > 4. [locmarpajmo qujarpam

ZZ() Xl'()

\/

(2™, z

riae je k@ 2" — Z WHKJIY3Hja, Tj. KOMYTHpaA JIHjarpaM

Z ! y X
N A
Zm

Jlo caga cmo mokasann gaa je f, nsomopdusam 3a 6a3Hy TAUKy 2o, a HOTPEOHO je MOKa3aTH

n1a he outu m3omopduzam 3a cBaky 0as3Hy z € Z TaduKy, ajd KaKo je Z TyTHO TMOBe3aH, TO
cJle/TM U3 JaujarpamMa
fx
Wi(Zv Z) ? W@(va(z))

ﬁu ﬂfou

7Ti(Z, Zo> #) 7TZ‘(X, lL'U)

rae je w: I — Z uyrt on zg /0 Z.

2° Heka je caja X mpou3BOJbaH TOMOJOIKE TPOCTOP U { X ) }aca EpErOBE KOMIIOHEHTE IIyTHEe
nopesanocT. Ha ocHOBY ciaydaja 1° 3a cBako A € A I/IMaMO c1a0y XOMOTOIICKY €KBUBAJICHIIH]Y

iy Zy = Xy, e je Z, CW-koMILiekc. Y 3MIMO 7 |_| Zyu f:Z — X pedurummmo ca
AEA

flzy =dro fr, €A,

rae je 7y : Xy — X mHKIy3mja.
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

Jomr na yrepaumo jga je f xomoroncka exkpupaiennuja. ¥ aumensuju 0 je jacuo f. 1 mo(Z) —
7o(X) 6ujeknmja. Heka je i@ > 1 n z € Z 6a3na tauka. Tama mocroju jeauHcrBeHO A € A

TakBO Ja je z € Zy. [locmarpajmMo HapeHN KOMYTATUBHA JUjarpaM.

7T,L'(Z, Z) #) Wi(Xa f(Z))

(Ga)*

(F2)«
ﬂ_i(Z)\: Z) >+» ’/Ti(X)\a f)x(’z))
Kako je f) cnaba xoMoToncKa ekBUBaIeHIHja, TO je (f)). m3omopdusam. Takobhe, BepTukase
cy n3oMopdu3MH jep ¢Ba NpecanKaBama dnje ¢y Kiaace y m;(Z,z) ¢y yupaBo y KOMIOHEHTH

Zy jep z € Z, ma KOHAYHO 3aK/bydyjemMo ja je f, mzomopduzam. [

Hedbunnnuja 4.10 Heka je X tonosnomku npocrop. [ap (Z, f), rae je Z CW-komiwekc,

a f:Z — X cmaba xoMoTolncKa ekBuBaJieHnja, HazuBamo CW -anpoxcumavyujom 3a X.

ITocnemuua 4.11 Axo jen € N u X (n — 1)-nosezan npocmop xoju uma CW-mun, onda
nocmoju CW-komnaexc Z maxas da je Z ~ X, Z" ' = {2z} u 3a xoju easicu ycros (BT)

meopeme 4.9.

Joxas: Ha ocnoBy Teopeme o CW-anpokcumanuju 4.9 3uamo ga nocroju CW-komiuieke Z
u ciaba xoMmoTorncka ekBupasenmuja f : Z — X, a va ocHoBy Bajrxemose Teopeme 4.4 f he

OUTH U XOMOTOIICKA eKBHUBaJseHIuja. [

4.2 Teopema ®PpojaeHTasia 0 CyCleH3Uju

[MosHaro je ga ako je (X; A, B) ucenajyha tpojka onna j : (A, AN B) — (X, B) unaykyje
uszomopduszam

j.: Hi(A, AN B) — Hy(X,B), i € N,.

Takolje Bazke u HapeaHa aBa TBphema.

CraB 4.12 Axo je (X, A) CW-nap u axo je q : (X, A) = (X/A, A/A) npupodna npojexyuja,
onda je q. : Hi(X, A) — H;(X/A, %) = fIZ(X/A) usomoppusam 3a i € Ny.

CraB 4.13 3a ceako i € Ny je [:QH(SX) >~ H,(X), 2de je SX cycnensuja npocmopa X .

[Tokazahemo Jjia ciamuna TBphema Bake U 3a XOMOTOICKE I'DyIe, ¢ THUM IITO 33 Pa3J/IUKy
0/1 XOMOJIOIKUX Hehe BaxkuTm y CBUM JUMEH3HjaMa.

HaBoaumo najupe 6e3 jokasa jeJHy o OCHOBHHX TeOpeMa.
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Teopema 4.14 Hexa je X CW-xomnaexce, A, B nomxomnaercu xoju noxpusajy X u ANB je
nenpasan u (nymmo) nosesan. Heka je j : (A, ANB) — (X, B) unxayauja. Axo je (A, ANDB)
m-nosesan, a (B, AN B) n-nosesan, 3a nexe m,n € Ny, onda je j, : m(A, ANB) — m;(X, B)

usomopdusam 3a 1 < m+n — 1, a enumoppuzam 3a 1 =m + n.

ITocnemuna 4.15 Axo je (X, A) r-nosezan CW-nap, A s-nosezan 3a nexe r,s € Ny u ako
jeq: (X, A) = (X/A, AJA) npupodna npojexuyuja, onda je q. : (X, A) — m;(X/A) usomop-

dusam 30 1 <+ S, a enumoppuszam 3a i =1+ s+ 1.

Aoxas: Heka je j : A — X u mocmarpajmo C; = CAU; X = X UCA. Heka je ap € A n

nmocMaTpajMo HapeJIHW TujarpaM.

(X, A) d s (X/A, AJA)
k 2
(X UCA,CA) » ((XUCA)/CA,CA/CA)
(X U CA, ao)

Kako (X U CA,CA) uma cBOjCTBO IPOIIMPeha XOMOTOMHje u Kako je Konyc C'A KoH-
TpakTHOUIAH, TO je mpecaukaBame X U CA — (X UCA)/CA xoMoTOICKA eKBHBAJICHIIH]a
na uHAyKyje m3omopdusam y xomoronuju. Ha ocnoBy mperxosmmne teopeme, kako je (X, A)
r-uosesan u (CA, A) (s + 1)-nmosesan (mrro jobujamo u3z myror taunor wusza napa (CA, A)),
To je ke @ mi(X,A) = m(X UCA,CA) uzomopduszam 3a i < r + s u enumopdusam 3a
t=1r+s+1.

W3 nperxogHor aujarpama podujamMo ciaegehn KOMyTATUBHH JIHjarpaM.

(X, A) & s mi(X/A, AJA)

Ky

(X UCA, CA) s (X UCA)/CA CA/CA)

~

7TZ(X U CA, (lo)

13 ayror taunor mm3a mapa (X U CA,CA) nobujamo ma je m;(X U CA,ag) — m(X U

C' A, C'A) uzomopduszam, na u3 KOMYTATHBHOCTH TPOYIJIA Ca JUjarpaMa uMamo u Ja je m; (X U
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

CA,CA) - m(XUCA)/CA,CA/CA) uzomopduszam. KoHauno u3 KOMyTaTHBHOCTH KBa-
Jpara ca jamjarpama, aodmjaMo ja je g, n3oMopduszaM ako U caMo ako je k, nsoMmopduszam,

Tj. ¢x je m3omopduszam 3a ¢ < r + s, a emumopduzam 3a ¢ =1 + s+ 1. [

Heka je X tomosomku mpoctop. 2Kennmo na medunnmemo mpeciaukasame F @ m,(X) —
Tnr1(SX), n € Ng. Heka je 2o € X 6a3na tauka u wexa je f : (S e;) — (X, o). [Torpebro
je omabparu GasnHy Tauky cycnensuje SX tako ja npecaukasame Sf @ S(S") — SX maro
ca Sf([y,t]) = [f(y),t] ayBa 6asny rauxky. CBaka Tauka obiuKa [To,t| he ucnymasaTu oBaj
YCIOB, a MU Gupamo Gam [xg, 0] 3a 6asmy Tauxy npocropa SX. Heka je h : S"H1 — S(S™)

HEKU XOMeoMOopdu3aM TakaB Jila KOMyTHPa HAPEIHU JUjarpam.

prtl hnt1 | O(sn)

~
~

Osgie je h,1 XoMeoMopduszaMm 1aT ca

e %71_HZH ) Z%O
le1, 1], 2=0

(hiiqly,t] = (1 — t)y), necuo g je konuuHmIKo npeciukasame C(S") — C(S™)/S™ = S(S™),
JIOK je JIeBo ¢ TpecInKaBame Koje CKyIl/ba TpaHuiy aucka D"l y tauky.

Jlako ce Buam ma mopa ma Baxku h(e;) = [er,0], ma u3 Tor pasiora 3a 6asHy Tadky
cycrnensuje 6upamo ymnpaso [xg,0]. Caga mMoxkemo gedunncarn npecinkapame F.

def
E([flo) = [Sf o hlo,

e Sfoh : (S" e)) — (SX,[xg,0]). Iposepumo aa i je E no6po pedpunucano. Hexa
je g (S™e) = (X,mo) u f ~ g (rel e1). Tana je Sf ~ Sg (rel [e1,0]), ma je Sfoh ~
Sgoh (rel e;). dakne, E je nobpo nedbuHucaHO.

Jlema 4.16 Hexa je © € Ny, X monosowru npocmop u nocmampajmo npeciurasare q :
(CX,X) —» (CX/X,X/X) = (SX,[r0,0]), 2de je xo € X 6asna mauwkxa. Tada caedehiu

dujazpam KOMYMUPQ.

7TZ'+1(CX, X) # 7Tz'+1<SX)
0 E
mi(X)
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Jlokas: Kako je CX ~ %, 1o u3 ayror taunor musa mapa (CX,X) pobujamo na je O :
i1 (CX, X) — m(X) usomopduzam. Tokazahemo na je ¢,0~' = E. Heka je f : (S%,e;) —
(X, x0). Tpaxxumo g : (D' S e;) — (CX, X, o) Taxso na je 9glo, = [flo. 3uamo na je
Alglor = [gs:]o-

3a g hemo ogabparu KOMIIO3UIU]Y

pi+t e osiy <L, ox.

~
~

Hakue,

[z, 1], z2=0
[TocmaTpajmo cajia caeaehu gujarpam.

g
it R i _Cf
Dt — CO(S") — CX
q q q
gitt I, 551 2L, gx

Jlaxo ce Bugu ga je g : (D1, S% e;) — (CX, X, 1) u na je g

gi = f. Kako je

q*afl[f]o = Q*[Q]Or = [q © g]Or n E[f]o = [Sf © h]o = [Sf oho q]0T7

re CMO KOpUCTUIH Be3y (2) u3 omesbka 2.2, a u3 aujarpama umamo [Sf o ho qlo, = [q © glor,
TO KOHAYHO JI00KjaMO
0 =E. O

TTocaenuua 4.17 3a i > 1 npecaukasare E : m(X) — mi11(SX) jecme zomomophusam.

Cras 4.18 Ilpecaurasare E uma ceojecmeo npupodnocmu. Ilpeyusnuje, sa ceako nenpexud-

HO npecaurasaroe f X =Y romymupa HapedHu 8uja2paM.
WZ(X) #} 7Ti+1(SX)
e (Sf)«

mi(Y) —r mi11(SY)
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

Jloxas: Heka cy xg € X u f(z9) € Y 6a3ne tauke u onabepumo 6a3ue tauke y SX u SY y

CKJIaJly ca paHHjuM pa3marpamiMa. Heka je momarno [plo € m(X, xp). Tama je

(SF)(E([#lo)) = (S1)«([S © hlo)

na jmjarpaM komytupa. [

Teopema 4.19 (®Ppojaenrana o cycuensuju) Axo je X (n— 1)-noseszan npocmop CW-muna
un €N, onda je E: m;(X) — mi1(SX) usomoppusam 3a i < 2n — 2, a enumoppusam 3a
1=2n— 1.

Joxasz: 1° Heka je X CW-kommekc. Ha ocuoBy jieme 4.16 umamo ja KOMyTHpa HapeHU

Jujarpam.
i1 (CX, X) L) 7TZ‘+1(SX)
9 E

Kaxo je (CX, X) n-nose3an u X (n—1)-noBe3an, To Ha ocuoBy mocuequte 4.15 umamo aa
je g m3oMmopduzam 3a 1 < 2n—2, a enuMmopduzaMm 3a ¢ = 2n— 1 mro he, 300r KOMYTATUBHOCTH
JyjarpaMa, Baxkutu u 3a F.
2° Axo je X CW-tuna, tj. mocroju xomoromncka ekpuasennuja f : X — Y, e je Y CW-
KOMILJIEKC, OHJA je u S f XOMOTOICKa eKBUBaJEHIMja 1a Ha OCHOBY jena 1° m craa 4.18
UMaMo JIFjarpam

mi(X) —— Tir1(SX)

f*[ (S1)x

(V) —E—— 7,1 (SY)

onakse 3akmpyuayjemo fa je E : m(X) — m1(SX) nzomopduszam 3a i < 2n — 2, a enuMop-

duzam 3a ¢ = 2n — 1. [

Hanomena 4.20 Axo je xg € X nedezenepucana mavwrka onda je p : SX — XX zomomoncrka
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

eKBUBANCHUUIA WMO UHIYKYJe udomopdusam y Hapednom dujazpamy.

7TZ(X> ;) Tit+1 (SX)
\Z\\\\ P
Ty
i1 (3X)

U3 dujaepama sudumo da Dpojoermanosa meopema axicu u 3a pedykosany cycnenaujy X .

Teopema 4.21 3a csaron € N sasicu m,(S™) = Z. Jedan 2enepamop epyne m,(S™, e1) jecme

[Lgn]o, a npecaurasare deg : m,(S™) — Z jecme usomopdusam.

ITpe nokasza hemo npenuzupar Kako je TavdHO jiepUHUCAHO ITpecjnKaBame deg.

71—n(‘sn7 61)

Bu

7TTL(SWJ yO)

[Tpecaukasame P je 6ujekuuja jep m1(S™) aejersyje TpuBujaano ua m,(S™) (3a n = 1, rpyna

m(S™) je AbGemnoa, a 3a n > 2 je TpuBujasHa). 13 aujarpama BuAMMO aa HEje GUTHO mITA

ompamo 3a Gasny Tauky mpocropa S™. IMopen Tora, 3a f : S — S™ ca Sf : St — gntl

o3HadaBalieMo n IIpec/InKaBalbe TaKBO Ja KOMYTHPA

S(sm) —2L 5 S(s™)
h|= ~|n
Sn+1 _____ §f_____> Sn_H

Taxobhe, ca F oznavaBamo u cjaegehn xomomopduszam.

m(S") —E—— i (S(S™))
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

Taga je E([flo) = [Sf]o. Cama npehumo na moka3 reopeme.
Jlokas: Heka je n = 1. Taga je m,(S') = Z u 3namo ja je [1g1]o jenan reneparop. [pecinka-
Bambe deg je xomoMmopduzaMm u cypjeKiigja Koja cauka Z y Z, ma Mopa outu uzomopduszam.

Hexka je n = 2. llocmaTpajMo aujarpam.

7 = 7T1(S1> L) WQ(SQ)

deg
deg

Z

ITo ®@pojaenTanoBoj TeopeMu npecankapame F je enumopdusam, 1a u3 jgujarpaMa 3aKkJjbydy-
?
jemo ja je m(S?) & Z u ga he cBa npecinkasama Ha jJujarpamy 6uTH u3oMopQu3MHE.
Vmamo uus nsomopduszama

m(S%) = m3(S?) —E 1y (SY) —Es m5(S%) s -

na je m,(S") = Z, a u3 aujarpama

Tt (S" 1) =L 7,(S™)

deg
deg

Z

jobujamo Jia je deg mzomopduzam.
Jomr ocraje ma Bugmmo ga je [lgn]o reneparop rpyne m,(S™, e1). To hemo nokazartu nu-
aykmmjom o n € N, 3a n = 1 cmo Beli pekmu ga [1g1]g jecre reneparop rpyne m (S eq).

[Ipernocrasumo s1a je [1gn]g reneparop y m,(S™, e1). Tana je
Ellgn]o = [S(Lgn)]o = [Lgnt1]o

renepatop y m,1(S", e;). O
Hpyru reneparop y m,(S™, e1) je —[Lgn]o = [rni1]o, Ta€ je 741 © S™ — S™ pediekcuja
JlaTa ca

7"n+1(3/1, <o Yn, yn-l—l) = (ylv <oy Yn,y _yn+1)‘

ITocaenuna 4.22 (Bpayep-Xondosa reopema o creneny) Axo cy f,g: S™ — S™ nenperuo-

Ha npecaurasara onda f ~ g ako u camo je deg f = deg g.

Zloxas: JlupekTan cMep 3HaAMO O] paHHUje Ja BayKd 1a OCTaje caMo J1a MOKayKeMO HHIUPEKTaH.

U3 pujarpama (3) umamo ja je deg 6ujexnmja, a u3 Huza uzomopduszama

(57,57 «2< [S", S, s 7
deg
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

J06ujamMo Tpazxkeno Tspheme. [

Hanomena 4.23 Hexa jen > 2 u p : S — RP" dsoaucrno namxpusare. Tada je p, :
T (S™, e1) = m, (RP", [e1]) usomopdpuzam, na je p.([Lsn]o) = [plo eenepamop epyne m,(RP", [e4]),

mj.
Tn(RP", [e1]) = Z([plo)-

Teopema 4.24 Axo jen € N u f : 8" — S™ wenpexudno, onda je f. : m,(S™) — m,(S™)

muootcerve ca deg f.

Jlokas: Buamo na je [1gn]|g reneparop y m,(S™, e1). Ha ocHoBy 3anarTka 1. u3 ogempka 2.4, 3a
IPOM3BOJBHY Taduky y € S™ uzomopbusam f, : m,(S", e1) — m,(S™,y) He 3aBucu o u3bopa
nyta u : I — S™ ox ey mo y (jep je S™ mpoct mpoctop). 3aro uy m,(S™, y) nMaMo ucTak-
uytu reaeparop 3, ([1gn]o). Tepheme Teopeme je sampaso ga fi : m,(S™ y) — m,(S™, f(y))
HCTAKHYTH reneparop v m,(S",y) cauka y deg f myra mcrakuyTtu remeparop v m,(S™, f(y)).

Heka je e; € S™ 6a3na Tadyka. YKOJHKO omadepemMo 610 KOjy aApyry 0asHy Tauky y € S”,

UMaMO HapeHH KOMYTATHBHU JHjarpaM
f*
(S e1) ———— m,(S™, f(e1))

Bu Bfou

m(S™y) —L s (S F(y))

riae je u : [ — S™ myT of ey 110 Yy, Ma YKOJIUKO TOKaxkeMo na f, @ m, (5", e1) — m,(S™, f(e1))
cimka [Lgnlo y deg f myra ucrakuyru remeparop y m,(S™, f(e1)), onma he To BaxurTu n 3a
CBaKy JIPYTy Oa3Hy TauKy.

Kaxko je ® u3 aujarpama (3) ,Ha“ 10 mocroju g : (S™, e1) — (S™, e;1) TakBo 1a je f ~ g,

na je u deg g = deg f u o3HaUMMO Taj cremnen ca k. Heka je u : I — S™ myT TakaB na je g ~ f.

T (S™, e1) - T (S™, e1)
Bu
T (S™, f(e1))
W3 pujarpaMa BHAEMO 12 je JTOBOJBHO Ja JOKAXKEMO Ja je ¢, MHOXKEHe ca k, IITO BayKn jep
je
9+([Lsnlo) = [glo = k - [Lgn]o.
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

[ocaemmpa jeqnakocT BaxKu jep je npecaukapambe deg : m,(S™, 1) — Z uzomopduszam, a eje-
meHTH [glo 1 k - [Lgn]o w3 m,(S™, €1) ce ca deg caukajy y k. O

U3 OpojaerTasoBe TeopeMe IMaMO HA30BE ITPECTNKABAhA.

m3(52) —E 1y (S?) s m5(SY) —E 76(S5) s - -
m5(5%) —E m6(S4) s mr(S7) —E 7g(S6) s - -
lenepaJsiao, umamo u3omMopdu3am
Ttk (S") > Tr14£(S"),
dan+k<2n—2,1j.3an>k+ 2.
Hedbunumnuja 4.25 Hexka je k € Ny. k-ma cmabuana xromomoncra 2pyna chepe je
def

= Tpak(S"), 3an >k + 2.

Teopema 4.21 nam gaje 7§ = Z. Youumo Hapeny tabesy 3a m;(S™).

S

7 7
S S
0 Z mnf m3

s 8 4S8
0 0 Z 7 w5 w3

O LSO U NO R
o o o o N|~
o oo N olw

Wspauaynaro je ma je w{ = 75 = Lo, 5 = Loy, Ty =75 =0, ...
Takobe je mokazaHo ma Cy W3HAJ TJaBHE AWjaroHae CBe TPyMe KOHAYHE CeM TIpyla

Tam—1(5?™) Koje cy m3oMopdHe TUPeKTHOj cyMH Z U HeKe KOHadHe Tpylle.

Caza iemo ojpe/iuru n-Ty XOMOTOICKY I'pyily Oykera \/ S(”a), 3an > 2. 3a cBako ag € A
HMaMO yTallambe acd
/l/ao . (a)’
acA
a OBa yTamarma HaM Jajy xoMoMmopduszam

Jeb (i) : ;'3 T (S™) = (a\e(As?a)>.

Teopema 4.26 Xomomoppusam —+ (iy)s je uzomoppusam. lakae, epyna 7Tn( V S(”a)) je
acA acA

caobodna Abenosa zpyna ca 6asom {[ia]o | o € A}.
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Jlokas: 1° Heka je A konauan, na nupumep A = {1,2,... m}. Heka je 1 < ko < m. Tana

KOMYTHUPA HapeJIH! JIIjarpaM.

" 0 » 11y,
k=1
kg f
V St
k=1
Axko je y € S?l)’ 1 <1< m,ounaje j(y) = (e1,...,€1,Y,€1,...,e1). I3 KOMyTaTUBHOCTH

-1
HPETXOIHOr JAujarpaMa jJobujamo caejaehn.

m G- m
S}lwn(sn) > — » Wn(HS&)>

k=1

- Gir)- e
k=1

(3)
k=1

Ha ocroBy Teopeme 2.23 npecankaBame - (ji)« je mzomopduzam. Byker \/ Slk) Je n-ckeser
k=1 k=1

m
on []S(,, am npuvernyo na he 6ntn n (2n — 1)-ckenter ma kako je j yramame (2n — 1)-
k=1
ckesiera, TO je j (2n — 1)-ekBuBasieHnuja, 1j. j. je nzomopduszam u3mehy XOMOTONCKUX IPyTia
y IUMeH3ujaMa ¢ < 2n — 1, Ia je CIenujagHo j, ca Fopmer AujarpaMa n3oMopdusam, ogaKie

3aKJ/byUIyjeMo J1a je

(i), éwn(sn) N Wn(\w}S&O

k=1 k=1 k=1
nzomopcuzam.
2° Heka je A npoussosban. [Ipso hemo nokasaru ja je — (iq). ,Ha'
acA
Heka je [p]o € 7rn( V SE‘OC)>, rae je ¢ (S™ e1) — < V S(”a),*>. Kaxko je ¢ HempeKumaHO
acA acA

npecJuKaBambe u S KoOMIakTaH, 1o je ¢(S™) KoMmakTal ma cede KoHadno muoro hesnmja, T1j.
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

HOCTOje (r, (g, . ..,y TAKBU JIa ce ¢ (hakTopulle Ha cjejehn HaduH.
n ¥ n
s > V S
\ acA
\
\
\
~ \\
@
! (4)
AN
AN
N
m
V SG
(0%
s (ak)

m
Hakie, nmamo [p]y € m, ( \V} S?%))' 3a 1 < ky < m KoMyTUpa HapeIHU JIdjarpaM.
k=1

n . iako N n
S >V St
acA
Jag, l (5)
m Sn
k\:/l (k)
Ha ocnoBy jena 1° mocroje npecaukaBama f1, fa, ..., fm 1 (S, e1) — (S™, €1) TakBa 1a
(o)« filo + Gas)<[folo 4 -+ - + (Jaw ) [finlo = [@lo (6)
jep je . .
o @t = (V)
k=1 k=1 k=1

u3omopduzam. AKo HanagHeMo jenHadnny (6) ca l, 1 TPUMEHHMO KOMYTATHBHOCT JHjarpama

(4) u (5), nobujamo
(ian )« filo + (fag)slf2lo + -+ (fan) s [fin]o = [¢]o;

1j. —+ (i)« je ,Ha"
acA
Octaje jorn ma mokazkeMo fa je — (iq)« ,1-1%
acA
Heka cy aq,...,a, € Au fi,..., frn 1 (S, €1) = (S™, 1) TakBa 1a je

(day )«[filo 4 (G )« [folo + - + (iay, )< [ fmlo = 0 = [const]o,

OJJHOCHO
[ioq o fl + -+ iam o fm]O = [COnSt]O,

re TMoJ OlepaljoM —+ yHyTap KJjace moipasyMeBamo jgeduHUIN]y cabuparma 1mo hopMyan
(1) y oxkBupy omesbka 2.1.
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

N3 nocisieame jenakocTu J100MjaMo Ja MOPa /18 BayKH
Gay © f1+ + + i, © fmn = const (rel ep),

Tj. mmamo xomororujy H : 8" x I — \/ Sle)> & Kako je S™ X | KOMIAKTaH, TO je n H(S™x 1)

acA
KOMITAKTaH Ma MOCTOje (i1, - - ., s € A TakBu ga ce H dakropurre Ha cienehn nHadnH.
n H n
St x I > V S
AN acA
N
N
N
— AN
H

OpaBre BUIUMO 712 je

H:jo, 0 fi+ 4 jan © fm = const (rel e),
na je

oLl o) o = 0 €m0V 52,).

k=1
Konauno u3 gena 1° nobujamo na je

[filo="-..=[fm]o =0,

na je - (iq)s ,1-1% 0
acA

CraB 4.27 Heka jen > 2 u G Abenosa 2pyna 3adama npexo 2eHepamopa u pPessyja
G%“Ab<sa,oz€./4 | 7"5:0,5€B> = Ab (54, €A>/<T5,6€B>
u nexa je B € B durcupan u
T8 = MSay + + AnSa,., \j €EZ, aj € A

Yowumo npecaukasaroe pg: S — \/ S&) Koje wyea 6a3Hy MavKy maxeo 0a
acA

o = Mlimlo -+ + Moo € V50 ).

acA

2de je iq; 1 S — V S("a) unkAyaujae 30 1 < j < m.
acA
Hexa je dodamno X (n + 1)-dumensuornuy CW-komnaerc dobujen 00 \/ SZ‘Q) AENHETDEM
acA

+1

(n + 1)-heauja ey’ nomohy npecauxasara pg. Tada je

m(X) = G.
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4.2 TEOPEMA ®POJJIEHTAJIA O CYCIIEH3UJU

Joxas: TlocmarpajMo Ayrd TavHd HHU3 mapa (X V St ) Kaxko je \/ S{) M-CKeJIeT 1po-
. ) acA acA
cropa X, TO je OBaj map n-noBe3aH.

C = T4l (X, V S?a)> 2, 7Tn( V S(”a)) ELN m(X) — 7Tn(X V S, )
acA acA

acA

Kako je m, (X, V S(”a)) =0, To je J, ,HA", A HA OCHOBY IIpBe TeopeMe 0 u3oMophusmMy u
acA

Teopeme 4.26 mMaMo

m@j%M(VS%)@mﬁ:m<VS@»ﬁny@AMMMa€AMma

acA acA

Kaxo je
G= Ab<[ia}0,04 S A>/<[905]075 S B>7
JIOBOJBHO je Jia MOKayKeMo Ja je

im 0 = <[g0,3]()75 - B> (7)

[Mocmatpajmo Hapeauu maujarpam 3a dpukcupano [Py € B

n+1
n n n+1
(D1, 5) Xl&w VS )
\\\\N ////Z (8)
Sn+1 61

r7e je p IpecIuKaBame Koje N-CKeJleT CKYI/ba Y TadKy, a ¢ HpecIuKaBame Koje T'DaHUILY

mucka D™l ckymba y Tauky e;.
Tana je p. : Tpyt (X, \V S&)) — 7Tn+1< \V 5%1) Ha OCHOBY nocjaeauie 4.15 n3omop-
acA BEB

dmzam zan+1 < n+n—1, 1j. 32 n > 2, a Ta npernocraBka HaM je Jjara y [OCTaBIU

TeopeMe.

3Hamo Ja je 11 ( V S%l) caobogua Abesosa rpymna ca 6asom {[igly | 8 € B}, na u3
peB
HU3a jeTHAKOCTH

P85 o) = [po 85 or 2 [ig © glor = [islo

3aKJbydyjeMo Ja je m, (X V S, ) cioboara Abesoa rpyna ca 6a3om {[¢”+1]0r | B € B}.
acA
Konauno, jo6mujamo

(o5 or) = [0+ |snlo = [slo,
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

na Baxu (7). O

3a cBako n € N u 3a caky rpyny G (AbenoBy 3a n > 2) nocroju (n + 1)-gumen3uonu

CW-kommaeke X taxas ga je X" 1 = *, m,(X) = G u saxkn ycaos (BT) u3 Teopeme 4.9.

4.3 Ajaenbepr-MekiyejHOBU IPOCTOPU
3a n € N umamo 1a je
Z, i=mn

H;(S™) =

0, wHauve

Bam = 2uncN ce MoxKe KOHCTPYHCATH IIPOCTOP X, ,,, TAKAB J1A je

~ Lny, 1=mn

0, HHa'e
Ha caenehu maumn. Heka je ¢ : S™ — S™ mpecmkaBame cTerneHa m. Y3MIMO
Xpm & DU, 57,
ITpoctop X, nMa 1o jenny heaujy y aumensujama 0, n 1 n + 1 na uMamo 1a je
CVXpm) i = 0=2Z5Z 50— =0=Z—0

ofakJe ce Buau naa je X, ,, TPazKeHH IPOCTOP.

Tenepasino, ako je G Abenosa rpyna u n € N tonosomku npocrop M (G, n) Takas 1a je

~ G, i=n
H;(M(G,n)) =

0, wnade

naszuamo Myposum npocropom tuna (G,n) U MOXKe ce HOKa3aTu Ja 0Baj IPOCTOP IOCTOjU
3a caky rpyny G u cBako n € N. laxie, S™ = M(Z,n) u X, = M (Zp, n).

Ako je G KOHAYHO reHepucaHa Ipyla, OHJIa je OHa 00JIUKA
G227 DT, @ ... 0 Ly,

I1a MO2KEMO y3eTu
k l

M(G,n) =\ 5S¢ v\ Xom,-
j=1 j=1
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4.3 AJJEHBEPI-MEKJIEJHOBU ITPOCTOPH

Hedunnunuja 4.28 Heka je G rpyna u n € N (G AbGenosa ako je n = 2). Ajaenbepe-
Mexaejnoe npocmop muna (G,n) jecre romoaomnku npocrop K(G,n) xoju je CW-tuna n

BaxKu

mi(K(G,n)) = ,
0, i#n

Teopema 4.29 Hexa je G epyna u n € N (G Abenrosa axo je n > 2). Tada nocmoju
Ajnenbepe-Mexaejnos npocmop muna (G,n). lmasuwe, 3a K(G,n) ce mooce odabpamu

CW-xomnaerc X maxae da je X" ' = {xo} u maxas da eascu ycaoe (BT) meopeme 4.9.

Jlokas: Ha kpajy mperxofHor moryab/ba Bugean cMo aa nocroju (n + 1)-muvensnonn CW-

~

KOMILIeKC Koju hiemo yzern 3a X" rakas qa je X" 1 = {0}, Baxku ycios (BT) u m,(X"™)
G. Hakie,

G, i=n

0, i1<n

e (Xn+1) o~

HITO He MCKJBy4dyje Moryhinocr ga he Heka XOMOTONCKaA Ipyla peia BUIIET Of 1 OUTH HeTPH-
Bujasina. /la 6ucmo 1o cpeausn jojgajemo hesuje gumensuje sehe o n + 1.

Heka je {Sq}aca HeKH cKyn Teneparopa rpyne m,,1(X" zy). Heka je o € A u ¢, :
(8™t ey) — (X" 2g) Taxso ga je [pa)o = Sa. [IpaBumo (n + 2)-ckener ox X na cienelin

Ha4dMH.

xmr |_| DEZSQ Yl e X
acA e

Unkaysnja j : X" — X2 je (n + 1)-ekpuBanenuuja, ma je
Jo t T (X 20) = T (X2, o)

enumopduzam. [Tokazahemo ia je 7, = 0. JloBo/bHO je jia 1OKaxKeMo Jia je j, TPUBUjAJIHO HA,

csuM remeparopuma. Heka je o € A.

Jx(8a) = Ju([Palo) = [F 0 Yalo =10
jep ce mpecKaBambe j O (o, MOYKe TMPOIIUPUTH Ha JUCK Ha caejenn HaduH.

Dn+2
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Jaxiie, j, je Tpusnjasuu emumopdusam, 11a je m,41(X"2?) = 0. 3a i < n je

G, i=n

0, 21<n

Wi(Xn+2) = 7TZ‘(Xn+1) =

NuayKTUBHO MOZKEMO HACTABUTHU OBaj MOCTYIAK JI0JaBarbha hesimja 0K He J0OUjeMo TpazK-
eran ipoctop X . M3 korcTpyknmje Buanmo ga he X ourn ynpaso CW-koMILIeKE ca TpaskeHnM

cBOjcTBUMA. [

CraB 4.30 Hexa je G1,Go9,G3,...,G,, ... nusd zpyna npu uemy je G, Abenosa 3a n > 2.

Tada nocmoju npocmop X maxae da je m,(X) = G, 3a ceaxo n € N.

Jlokas: Heka je X = [[ K(Gp,n). Taga je
n=1

IIpumep 4.31

1) K(Z,1) = S'. Baucma, snamo da je dyndamenmanna epyna wpyorcruve Z, a xaxo R

namxpusa ST u R ~ %, mo cy cee ocmane Tomomoncke epyne mpusujaite.

2) K(Z ® Z,1) = T? ®yndamenmanna 2pyna mopyca jecme Z & Z, a cee ocmane cy
mpusujanne jep R? namxpusa T?. Axo je M neka 00 3ameopenus no6esanus nospuil
cem S? u RP%, onda nocmoju namxpusarwe R* — M, na je M = K(G,1), ade je
G =m(M).

Axo je X CW-komnaerc onda je X = K(G,1) 3a nexy epyny G axo u camo axo je

YHUBEP3aHo Hamrpusaree 00 X KoHmMpaxmuduiHo.

3) Odpedumo K(Zs,1) wopucmehu xonempykuyujy us doxasa meopeme 4.29. Hmamo da je

X? = RP2. Iokaszaru cmo da je

mo(RP?, [e1]) = Z([plo),

ede je p : S? — RP? deoaucro namxpusare. Jlenumo 3-heaujy nomohy npeciukasarsa

D U dobUjaMO 3-CKEAEM MPAHCEH02 NPOCMOPA
X3 pdu, RP? &~ RP?.

amwe umamo da je
m3(RP?, [e1]) = Z{[plo),
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4)

ede je p: S — RP3 deoaucro namxpusaree, na y3umamo
x* % ptu, RP? ~ RP*.

Hacmaswajyhiu osaj nocmynax dobujamo da je mpasicenu npocmop K(Zg,1) = RP>.
Y 060 cmo ce moz2au ysepumu u Ha Opyeu Hawur. YHusepaaano Hamrpusarse 0d RP*

je S, a moorce ce nokazamu da je S® ~ x, na je K(Zy,1) = RP.

Cada hiemo odpedumu K (Z,,,1), sa m > 2. Hexa je Zp, x S*"~ 1 — S?"~1 dejemeo damo

ca
27

(Liz)—em -z,
ede je 1 € Z,, eenepamop, a z € S~ C C". Osum je dobpo dedpunucano dejemeo 2pyne
Ly, 1 S?"1 u mo dejemeo je caoboono. Hexa je

Lz:—l d;f SQn_l/Zm.

Osaj npocmop nasueamo sehacmum npocmopom. Kaxo je St Xaysdopdos npocmop u

060 dejemeo je caobodno, mo je npupodna cypjexyuja St — S*=1/7, = L1 yam-

~Y

Kpusaree, a xaxo je san = 2 S*™ npocmo nosesan npocmop, mo eascu m (L21) =
/.

Kaxo je S ! sameopena noseszana (2n—1)-mrozocmpyrocm, mo je u L**~1 sameopena

nosesamna (2n — 1)-muozocmpywocm. Ipumemumo L} ~ S* u L3~ ~ RP?~1,

IIpemzodna xoncmpyruyuja mosice da ce ypadu v xada ymecmo St ysmemo S*®. Tada
dobugjamo L3P = S L. Konauno, umamo da je K(Zy, 1) = L°.

IIpumemumo da cada snamo K(G,1) 3a ceary wonauno eenepucany Aberosy epyny G
jep je G2 ® Ly, & ... D Ly, na je

K(G,1) =8 x -+ X ST XLy 5o x L2
N——’

Jlejemeso epyne Ly, na S*~1 nuje jeduncmeeno eeh moorcemo nocmampamu u 0ejcmeo
Lo, % S?=1 = 521 9amo ca

(1) (Zh e 7zn)) — <6i21;%217 .. ,’eimm#wzn>

2de cy ly,...,l, € N bpojesu ysajammno npocmu ca m. Oso he maxohe bumu car0600H0

dejemso epyne L, na ckyn S 1 u npocmop
L2y, b)) = S Ly,
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ucmo Hasusamo Aehacmum npocmopom koju he umamu cee ucme 0cobuHe Koje cmo
naseau sa L1 Ipumemumo da je L?"~' = L2"~Y(1,1,...,1). Ipocmopu L**~1
L=y, . 0 1) umajy ucme ceée TOMOMONCKE U TOMOAOWKE 2pyne, aiu ce Opojecu

ly,...l, mo2y odabpamu maro da osa dsa npocmopa ne 6ydy TOMOMONCKY eKBUBLAENHA.

3namo da axo cy M u N zameopene nogesane 2-mHo20cmpykocmu 010G 8aHCU €K8U-
BANEHUUIA
M~ N <= m (M) = m(N).

Y onwmem cayuajy 06o ne sascu 3a n-mmozocmpyxocmu. Ilpumep 3a mo cy achacmu
npocmopu L3(1,1) u L3(1,2) Koju nucy ToMomoncku ek6uGaAEHMHY GAU UMGAJY UCTIE
Ppyndamenmanne 2pyne. Taxohe, L3(1,1) u L3(1,2) jecy womomoncru exeuearenmmu,

AU HUCY TOMEOMOPPHU.

Axo cy M u N samsopene nogezane n-muozocmpykocmu makse da je m (M) = m(N)
u H;(M) = H;(N) 3a cearo i € Ny nu onda ne mopa 6umu M ~ N (npumep 3a mo cy

onem aehacmu npocmopu L3(1,1) u L3(1,2)).

IToenkapeoBa xunoresa: Hexa je M sameopena nosesana n-mmozocmpyrkocm, n > 2.
Axo je H;(M) = H;(S™) 3a ceaxo i € Ny u m (M) =0, onda je M ~ S™.

Xunomesy je wesdecemur 200una npowroz 6exa 3a cayuaj n = 5 doxasao Smale y
[3]. Kacnuje je Freedman 1982. zodune y [4] dokasao xunomesy sa cayuaj n = 4, da
6u konawno Perelman 2003. y ceoja mpu pada [5], [6] u [7] ckuyupao dokas sa cayuaj

n = 3 koju je Yy HapedHux nap 200uHa donyrern MeTHUYKUM Jemassuma.
5) Csaxu epag je K(G,1).
6) K(Z,2) = CP*, y wma hemo ce ysepumu KacHuge.

Cras 4.32 Hexa je X CW-komnaexc maxas da je X" ' = {xo} 3a nexo n € N, da saorcu
ycaos (BT) meopeme 4.9 u nexa je Y nymmuo nosezan npocmop makae da je m(Y) = 0 sa

1t >nuy €Y. Tada je pynruyuja
O : [X,Y]o = Hom(m, (X, zo), (Y, y0))

dama ca
@([f]o) = f*v 34 f : (X,ZE()) — (K yO)

bujexyuja.

Jlokas: TIpeo hemo mokasarn 1a je © wa“. Heka je 1 : 7, (X, z9) — m,(Y, yo) xoMomopduzam.

Tpaxnmo npecmukaBambe f @ (X, z9) — (Y, y0) Takso ga je f, = 1. Kaxo je X0 = X1
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d
nedburumumo f Ha (n— 1)-ckenery ca f(xg) =) yo. Jame xxemumo na nedpunumemo f na X"

Kaxo je X"t = {xp}, To je X" = \/ Sy ma hemo f nedunncarn nocebno Ha cBakoj cdepu.
acA

Heka je o € A u meka je i, : (E’",el) — (X, z9) nakaysuja. Taga je [in]o € m (X, o),
na je ¥([iaJo) € mn(Y,%0), Tj. mocroju go : (5", €1) = (Y,y0) Takso na je [ga]o = ¥([ialo)-
[Mpeciukasame f" : (X™ xo) = (Y, yo) Gupamo Tako ja 3a cBako o € A KoMyTUpa HapeHH
Jujarpam.

Sn Jo y Y

la

X

[IpumeTnmo ma Tajla KOMYTHPA W HAPETHU JIHjarpaM.

I

7-‘-n()(nax()) > 7"-n(Yra yO)

i " (10)

7T-71()(7 xO)

Baucra, kako je m,(X™, xy) caobomna rpyna ca 6asom {[j.]o | @ € A}, nako ce nposepu

Jla JMjarpaM KoMyTupa Ha 6asuum ejeMentuma. Heka je o € A. Taga umamo

£2Ualo) = [F7 0 dolo 2 [galo = (fialo) £ (. ([alo),
a 3aK/bydyjeMo Ja KoMmyTtupa aujarpam (10).

Caga xemimo ja gedunumeno f na X" Heka je {ef™' | 8 € B} ckyn csux (n + 1)-
hemja y X" u meka cy @5 : S™ — X, 8 € B, wuxose byukimje nembema. Ha ocHoBy Jeme
3.9 npecinkasame [ ce Moxe npomuputn Ha X" ako u camo ako je f" o g ~ const, 3a
cBe [ € B, Tj. aKO U caM0 aKO Ce OBa MPEeCTMKAaBaFha MOTY MPOITHPUTH HA JAUCK. [Ipyrum

peanma, [f" o @glo € (Y, y0), 8 € B jecy oncrpykiigje 3a HOCTOjatbe OBOT IPOITHPEIba.

Dn+1
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Nmamo na je

[f" o pslo = fi([wslo) = ¥ (jx([pslo)) = ¥([j o wslo) = (0) =0

jep ce j o pg nmpormupyje ma guck D" ma cnenehu wadun.

Dn+1

® i A
gn 2, xn 35X

Jlaxme, HeMa OTCTpYKIja ma ce ™ mpommpyje Ha X" n nobujeno mpommmpeme hemo
osnauntu ca 1. Kaxko je m(Y) = 03ai > n, To u3 nociemune 3.12 caj cieiyd ja IOCTOjH
u f: X — Y TakBo Ja KOMyTUpa HaApPEIHU JIHjarpaM.

X
Xn+1 \\\\f
]\ \\\‘~\\ fn+\1 S
T
X" 3y

Jomr ocraje na ce yBepumo Ja je f. = 1. I3 komyrarusaoctu aujarpama (10) umamo na
je ¥j. = fI. Ca apyre cTpane, Kako KOMyTHpa JHjarpam

X

xr I Sy
nobujamo na je f.j. = fI', ma mopa ga Baxu ¥j, = f.J.. Kako je 7 : X" — X n-
eKBHBAJICHIH]a, TO je Y TUMEH3UjU N IPEeCIuKaBambe j, enuMopdusam Ia u3 MocaeIibe je-

HAKOCTH 3aK/by4dyjemMo 1a je ¥ = f,, Tj. npecaukapame O je ,Ha ‘.

Cazna hemo nokazatu ja je © u ,1-1“ Heka cy f,g : (X,z9) — (Y,yo) Henpexumna
NpPEeCIUKABAA U TPETIOCTAaBUMO 1A je fo = g. @ T, (X, 20) — 1, (Y, 40). Tlokasyjemo na je
f =~ g (rel xp). Tlocrojame XOMOTOIKjE MOKEMO BUJAETH KAO IIPODJIEM [HOCTOjatba HPOIIUPEHA
npeciukasamba H @ X x {0,1} U{xo} x I =Y ma X x I, rae je

H(z,0) ™ f(2), z € X,
H(z,1) = g(x), v € X,
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H(zo,t) =yo, L € 1.

2Kenmumo uppo jga gedpunnmemo H u va X™ X I, na ieMo To mpoIupeme mocjie MpoIInpuT

na X x I. Kako je X" = \/ S(”a), nedbunucahemo H nocebro 3a cBaky cdepy.
acA

Heka je o € A. 113 npernocraske umamo aa je fi([inlo) = g«([ialo), Tj. [f 2 ialo = [9 0 7a]o,
na nocroju xomoromuja Hy : foiq = goia (rel e1). Hpeciukasamwe H : S x I =Y Gupamo
TAKO /13 KOMYTHPA HAPEIHH JHjarpaM.

Snox [ Ha Y

X x1I

Hakie, npeciukaawe H cmo pedbunucamm wa X x {0,1} U X"® x I C X x I. Kako
je (X x )"l = X+ 0,1} U X™ x T 1o je (X x )" C X x {0,1} U X" x I, ua
X x I\(X x {0,1} U X™ x I) caapxu camo hesnmje numensuje sehe oq n + 1, a momro je
mi(Y) = 03ai > n, 10 HA OCHOBY Jieme o Tporupersy 3.11 3akspydyjemo na ce H mpomupyje
na X x 1.0

Teopema 4.33 Hexa jen € N, G epyna (G je Abeaosa axo jen > 2) u neka cy X u'Y dea
Ajnenbepe-Mexaejnosa npocmopa muna (G,n). Tada je X ~ Y.

Jlokas: Heka je X Ajnenbepr-MekjejHoB IpocTop 100HjeH KOHCTPYKIIHJOM U3 J0Ka3a Teope-
me 4.29, 1j. X je CW-kommeke Takas ga je X" 1 = {zy} u Baxu ycnos (BT) Teopeme 4.9.
Hexka je Y mpoussosban Ajrentepr-MekniejHoB mpoctop u yg € Y. [lokazahemo ma je X ~ Y.

Heka je ¢ : m, (X, 29) — mn(Y, yo) Hexkn dbukcupann uzomopdusam. Ha ocHOBY mperxo/-
wor crapa nocroju f : (X,z9) — (Y,y0) TakBo ma je f. = 1. 360r myTHE TOBE3aHOCTH
npocropa X u Y je u f, : m,(X,2) = 7w, (Y, f(x)) usomopdusam 3a csako x € X. Tako-
he, ako je i #nux € X ouma je u f, : m(X,x) — m(Y, f(z)) usomopduzam jep cy obe
xomororcke rpyte m; (X, ) u m;(Y, f(z)) rpuBujanue.

Jlaxste, f je crmaba xomoroncka exupuBasiennuja u X um Y cy CW-rtuma, ma Ha OCHOBY

Bajrxenose Teopeme 4.4 3aksbydyjemMo Ja je f U XOMOTOIICKA eKBUBaJIeHITHja. []

Hanomena 4.34 3a damon € N u Aberosy epyny G umamo kKonmpasapujarmme ynrmope

H"™(:G)
/\
Top Ab
\_/

['7K(G7n)]
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Koju ¢y npupoodro udomopduu va nomramezopuju npocmopa CW-muna, mj. 3a céaxu mono-

aowky, npocmop CW-muna X nocmoju bujexyuja
Tx : H"(X;G) — [X,K(G,n)]

u axo je [ X =Y muenpexudro onda komymupa wapednu dujazpam.

Tx

H"(X;G) ———— [X, K(G,n)]

I fr

Ty

HY(Y;G) —"— [V, K(G,n)]

4.4 Teopema XypeBuha
[Tosuaro je ja Bayku HapeHA TEOPEMA.
Teopema 4.35 (Xypesuh 3a n = 1) Ako je X 0-nosesar monosowku npocmop u o € X

onda je Xypesuhiee romomoppuzam h : m (X, xo) — H1(X) enumoppuszam u reez060 jeszpo

je uzeod dyndamenmanne 2pyne, mj. ker h = 71 (X, xq). Haxae, m$°(X, z0) = H (X).

[Moncernmo ce kako je aedpunncan xomomopdusam h. Heka je ¢ @ (1,{0,1}) — (X, zo),
OH/IA je
def
hgl) = o] € Hi(X),

e je 0 : A — I xomeomopduszam gar ca 0(tg, t1) = t;.

€1
Al
€0
0 |~
o
0

Cuenujaino, ako je X = S npeciukasame h : 7 (St e;) — H(SY) je usomopdusam.
Jenan reneparop y m (St e1) je [p], te je p : I — S! npecaukasame naro ca p(t) I gzt
Tama he n

a1 = h([p]) = [pod] € Hi(S")
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ouTn remeparop.
Cazma ma BHAMMO Kako m3TIema xomomopdusam h kaga yHIaMEHTAJTHY TPYIy HTOCMa-
tpamo kao (X, zo) = [S?, X]o. Heka je f: (St e1) — (X, x0). Tana je

h(flo) = h([fop]) =[fopob] = fu[pob]) = fila),
e je f.: Hy(SY) — Hy(X).

I L y X
NS
Sl

OBo HaMm Jaje MoTHBAIK]y 3a JedHHUCAE IpecankaBame h y Behum aumensujama. Heka
je n € N. Younmo upeciukapame g : (D" S") — (8" ¢)) koje rpanumy mucka D™

cKyI/ba y e1. OBO NpecnKaBame WHIYKYje mpecjnKaparhe IBa Jyra Tadna Hu3a.

. —— Hy (D" —— H, (D™, 57) 2% H,(S") —— H,(D"') —— ...

qx qx qx qx

(2

c— Hy 1 (8™ — H, 1 (S"™e) —— H,(e1) —— H,(S") —— --.

[peciukasama 0 : H, (D" S™") — H,(S") u i, : Hy,y1(S™™) — H, 1 (S"e1) cy
u30MOpU3ME U3 JIyHX TauHUX HU30Ba ojrosapajyhux naposa jok je g, : H, (D", S") —
H,1(S™ e;) nuzomopduzam na ocHoBy craBa 4.12.

Nmamo remepatop «y € Hy(S') = Z. Opabepumo reneparope o, € H,(S") = Z u
Bpi1 € Hyp1 (D™ S™) 2 7 Tako na 3a cee n € N Baxn

aﬁn—i—l =ap Z.*Oén—&—l = Q*Bn—&—l-
Jlax./1e, BUAMMO Ja HMaMo TeHeparope o, € H,(S") 3a ceakon > 1u 3, € H,(D", S" 1)
3a CBaKO n > 2.
Hedbunaunmnuja 4.36

(a) Heka je X tomosomku mnpocrop, zo € X u n € N. Xypesuheso npecaukasare je
npecaukaambe h 1 m,(X,x0) — H,(X) naro wa cremehn naumn. 3a f : (5", e;) —
(X, x0) je

h([f]o) = filow),
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vae je fo: Hy(S™) — H,(X).
(6) Hexka je ag € A C X un > 2. Peaamusno Xypesulieeo npecaukasare je MpeciuKaBatbe

h:m (X, A a0) = H,(X, A) nato ma cienehn naunn. 3a g : (D™, 5" 1 e;) — (X, A, ag)

e
def

h(lglor) = g«(Bn),
e je g. - H,(D",S" 1) — H,(X, A).
Ocobune:

1) Ako je u: I — X myT of £y 10 1 OHJA KOMYTHPA HAPEJIHU JHjAIPAM.

7Tn(X, l’o)
Bu H,(X)

7Tn(X7 .1'1)

Bancra, ako je [flo € m,(X,20) u [glo = Bu([flo) € mn(X,21), onya je f % g, ma je
f« = g« omakJe je

h(Bu([fl0)) = h([glo) = gu(aw) = fi(an) = h([f]o)-

Cnuuano, ako je v : [ — A myT o1 ag 10 a1, OHIa KOMYTHPA HAPEIHU TUjarPaM.

ﬂ-n(Xa Au 1’0)
b H,(X, A)

(X, A, x1)

2) Axo je A= {ap}, oHma 3a n > 2 KOMyTHPa HADEHH AHjarpam
(X, ao, ap) b H,(X, ap)
k J
(X, ag) —L— H,(X)
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rae je k : m, (X, ag) <> m, (X, ag, ag) unenruduxanuje (2) uz onespka 2.2, a j : (X, D) —
(X, ap) mukaysuja. Ha ocHoBy ayror taunor Huza mapa (X, ag) mpecinkaBame j, je
u3zoMopdusam.

Bancra, meka je f: (S™,e1) = (X, ag). I3 xomyraruBnocTH Aujarpama

(S™, &) ———— (S™, e1)

(X,2) —2— (X, ao)

IpeaackoM Ha XOMOJIOTH]Y J00MjaMo Ja BaKU [fyly = Ju [+, OJAKIE T00HjaMO

h(k([f1o)) = h([f © qlor)

CraB 4.37 Xypesuheso npecaurasarve je romomopdhuzam 2pyna.

/loxas: Jlokazahemo crap 3a XypeBuheBo Ipec/jinKaBamhe, a CJANYaH JI0OKa3 Ce MOXKEe U3BECTHU
M 3a pesjaTUBHO XypeBHheBO MpecnKaBabe.

Heka cy f,g:(S™ e1) — (X, zg). 2Keaunmo na mokazxkemo 1a je

h([f1o + [glo) = h([f]o) + h([g]o)-
Kaxko je

h([flo + [glo) = M[(f ¥ g) o 7lo) = (f Y 9)s7« (),
h([f]o) + 2([glo) = f(awm) + g«(aw),

JIOBOJBHO je TIOKa3aTH Ja je

(f Y g)velan) = fulom) + gu(am) (11)

y Hn<X>
\
Unamnn cMo mpecinkaBama S” — Syv Sy 29 X, Younwo u Hape/IHa MpecIuKaBamba.

\/

1s S”\/S” sn

S S
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re je
Ch\sz; = h, CI1|S;; = €y,
Q2|Sg = €y, Q2|SgL =hop,
ir=h"" ig=(hop) !,
a xoMeoMopdusmu h u p cy pedunucanu y ojgesbky 2.1.

[Tpumernmo 1a je
1011 =201y = lgn, ga oty = q1 01y = Cey,
Kao 1
1 =1gn Yo, nqa==ce ¥Ylgn.
3aro je
[91 070 = [Lsn]o + [ce,Jo = [Ls]o,

a CJIMYHO BakKH M 33 IPeC/JMKaBambe ¢y, 11a J100mjaMo ja je
qroy~lgn, goyx~Tgn. (12)

ITocmaTpajMo HapeHU JTHjarpaM.

H,(S") —2— H (St v Sp) —2 H(X)

/
/
!

(a)e(@)e)1 | (@1)e+(i2)s

A

H,(S™) ® H,(S™)
ITposepumo 1a je ((q1)«, (¢2)+) maBEP3 M30MOpdU3Ma (i1)« + (i2).. Heka je (o,7) € H,(S™) &
H,(S™).

((q1)x: (g2)4) ((i1)« + (i2)«) (0, T) = ((91)*7( 9)+)((11)+0 + (i2).T)

((q1)«((11)x0 + (i2)47), (q2)s((i1)+0 + (i2).T))
(0+0 0+7)

= (o,

7)

Jomr ocraje ma mokakemo jexmakoct (11).

Y 9)((i1) + (12))((q1)+, (g2)) v
Y g)«((in)+ + (i2)+) (g1 © 7)wctn; (g2 © 7)wctn)
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rjie mocsema jeaaakoct Baxu jep je (f Y g)oiy = fu (fYg)oia=g. 0

CraB 4.38 Xypesuhes womomopdpuzam h uma ceojecmeo npupoduocmu, mj. axo je f: X —

Y, neNwuxeX, onda xomymupa napednu dujazpam

T (X, x) S RN T (Y, f(2))
H,(X) r s H,(Y)

odnocho, axo je g+ (X, A) = (Y, B), n > 2 u a € A, onda komymupa napednu dujazpam.

Wn(X,A,CL) # 7T-n(}/u B?g(a’))
h h
H,(X,A) > » H,(Y,B)

Jlokas: Heka je ¢ : (S™,e1) — (X, ), 1j. [¢lo € (X, ). Tana je

f*(h([w]o)) = fupuan = (f 0o @)ty = h([f © 90]0) = h(f*([@]()))»

na 3aK/bydyjeMo Ja KOMYTHpa TPBU JHjarpaM, a CJAUYHO Ce TMOKa3yje W KOMYTATHBHOCT

japyror. [
CraB 4.39 Axo jea € A C X, onda caedehu dujazpam xomymupa.

c s (X, A a) 3 ma(Aa) & (X, a) > (X, Aya) » - > m(X,a) > m(X, A, a)
h I hooII hooIII h h

c o Hy (X, A) -2 Ho(A) 2 Ho(X) 25 Hy(X,A) = - — Hi(X) — Hy(X, A)

Zokas: IlorpedbHo je ma mokazkeMo jia KoMyTupajy kBajparu I, Il uw 11 u3 nujarpama.

Komyrarusnocr I. Heka je g @ (D", S™ e;) — (X, A, a). ITocmarpajMo jgyre Tadne

uuzose naposa (D" S™) u (X, A). Taja uMamMo KOMyTaTHBHHU JIjarpaM

. —— Hyp (D™, 57 —2 H,(57) —— -+

g~ (glsmn )=
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

0JIaKJIe JI00njaMo
9gx = (glsn):0.
Kako je

ho[glor = hlglsn]o = (glsn)xan = (9ls7)+0Bn11 = 09uBns1 = Oh[glor

TO 3aK/by4yjemMo ja jieo [ aujarpaMa KOMyTHPA.
KomyTtatusHOocT [ TUPEKTHO cJieTu U3 TPETXOIHOT CTaBa.

Kowmyrarusnocr [11. Tlpecaukasawe m,(X,a) — m,(X, A, a) u3 gujarpama je 3anpaso
KOMTIO3UIIH]a,
(X, a) +— m,(X, a,a) LN (X, A, a),

rie je

(X,a) —F—— (X, A)

(X, 2)

Haxkme, kBagpar [11 ce 3anpaBo cactoju of JBa KBajpara ca cjaejaeher pujarpama.
(X, a) > (X, a,a) — m,(X, A, a)
h h h
Ho(X) —2 H,y(X,a) —— H,(X, A)

JleBu KBaJapaT y OBOM JHjarpamy KOMyTHpa Ha OCHOBY ocobuue 2) XypeuheBor mpecinka-
Baiba, JOK JIECHA KOMYTHPa Ha OCHOBY IPETXO/IHOT CTaBa IITO HaM KOHATHO Jiaje j1a KOMYTHpa

u neo II1 nujarpama. [

Jlema 4.40 Axo je n > 2 onda je h : 7Tn( V S%) — Hn< V S("a)> usomophusam.
acA acA

Zoxas: Heka je ag € A. Taga nmamMo IpupogHo yTamarmbe
i 5™ \/ S
acA
Hokazanm cMo 1a je
+ (o) - @D Tal(S™) = 7 ( \/ sg;))
acA acA acA
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4.4 'TEOPEMA XYPEBURA

uzomopcuszam u 1a je mL( V S("a)> caoboana AbestoBa rpymna ca 6a3om
acA

{[ia)o | € A}.

Taxobhe je mo3naro 1a je u

+ (ia)e s @D Ha(5") = Ha(\/ Sty

acA acA acA

n3omopduszam, 1ma je Hn( V SE‘&)) cnobomaua Abesosa rpymna ca 6azom
acA

{(ia)ettn | a € A}

Kako 3a cBako o € A Baxku
h[ia]() - (ia)*ana

1O h cauka onrosapajyhe reameparope y remeparope, na je uzomopcpuszam. [

Teopema 4.41 (Xypesuh 3a n > 2) Hexa jen > 2 u X (n — 1)-nosesan npocmop. Tada je

h o (X) — H,(X) usomopgpusam, a
h mp1(X) = Hp1(X) enumopdusam.

Jokas: 1° Heka je X CW-kommnekc takas qa je X"~ = {z,} u Baxku ycnos (BT) u3 Teopeme

4.9. Kako ce (n — 1)-ckesier cacroju o jegne tauke, 1o je X" = \/ Sl [Ipumenom crasa
acA

4.39 na nap (X, X"™) gobujamo ja KOMyTUpa HADEJHU JHjarDaM.
C o T (X D T (X)) B (XX D (X)) B 1 (X)) S (X, X)) = e
h h h hoo(1) h h

c 5 Hpt(X™) 5 Hoypy(X) 5B Hypt (X, X™) 8 Hy(X™) S Hoy(X) 5 Hy (X, X)) > -
(13)
Kaxko je map (X, X") n-nosesas, 1o je m,(X, X") = 0. [la u3 aujarpama nobujamo na je
PeCINKABATHE

by s (X)) = m(X)

U3 Jaujarpama enuMopdu3am.

Taxkobe, umaju cmo za je u H, (X, X™) =0, ua je u
iw : Hy(X™) = Hp(X)
enuMOPQU3AM.
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4 TEOPEME BAJTXEJIA, ®POJAEHTAJIA 1 XYPEBUEA

Ha ocuoBy nperxojine jieme, IpecnKaBambe
h:m,(X") — H,(X")

je m3omopduzam.

Hame umamo 1a je u Hy,1(X™) =0, na je
l,: Hn+1<X) — Hn+1(X, Xn)

MOHOMOpU3aM.

Ha 6ucmo pokasamu ga je h : m,(X) — H,(X) usomopduszam, oguocHo h : m,41(X) —
H,11(X) emumopdusam, 6whe mam jormr morpeOHO Ta TOKAXKEMO Ja je mpecjukaBambe h :
1 (X, X™) = Hpq (X, X™) enumopduzam.

[TocMaTpajMo Jyrd TaYHE HE3 Y XOMoJoruju Tpojke (X, X X™).
— Hn+1(Xn+1,Xn> L) Hn+1(X,Xn) E— HnJrl(X,Xn""l) R N

Kako je H, (X, X" = 0, 1o je j. : Hyp (X" X") — H, (X, X") enumopduszam.
Ilub HAM je ma oapeammo rereparope rpyne H, 1(X, X") u 1a BUANMO 12 MPECTUKABAME
b, (X, X™) = Huyq (X, X™) noralja cee reneparope.

Heka cy ¢ : (D™, S™) — (X" X™), B € B, cBe kapakrepuctuune dbyunkmuje hennja
aumensuje n + 1 heamjekor kommexca X. Tana hemo n kommosnmujy j o ¢g o3na9aBaTh ca

s
(Dn—&—l’Sn) &) (Xn—i-l’Xn) ‘% (X, Xn)

Heka je § € B. TlocmarpajmMo HAapeIHN KOMYTATHBHU JHjarPaM.

(Dn—i-l,Sn) L) (Xn—ﬁ—l,Xn)

q dn+1

v ¥

(Sn—&—l’ el) L> (Xn-i—l/Xn,Xn/Xn)

A N

i In+1

(", @) — 2 (X" /X" @)
[Ipesrackom Ha XOMOJIOTH]Y JI00MjaMO HapeIHU JTHjarpaM.
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4.4 'TEOPEMA XYPEBURA

Hy (DM, 57 — 92 g (ot X

- -

g+ (Qn+l)*

Hyn (S e) —2255 H, (X7 /X7 X7 /X7

ES ES

is (Int1)+

Hyp(S771) — 2 (X X

Ha ocuoBy crapa 4.12 umMamo Ja cy npeciankaBama (¢,11)« ¥ ¢ n3oMopdusmu, a tTakohe
3HaMO Ja ¢y # iy U (l,,41). H30MOpU3IMH.

H, 1 (X" /X™) je cnoboana AGemosa rpyma ca 6a3om

{(ig)«ani1 | B € B},

0a Kako je ¢ufne1 = 14Qpi1, TO HA OCHOBY KOMYTATHBHOCTH JHjarpaMa 3aK/bydyjemMo jia je

H, 1 (X" X™) cioboaua AGenosa rpyna ca 6azom

{(08)«Pns1 | B € B}

Kako je npecinkasame j, : H, (X" X™) — H, (X, X™) ,na“ xonauno jgo6ujamo ja

je rpyna H, (X, X™) resepucana ejleMeHTHMA CKYIa

{j*(¢ﬁ)*ﬁn+l ’ 6 c B},

a KaKO CMO KOPUCTHJIH O3HaKYy g = j O ¢g, TO je OBO 3allpaBO CKYII

{(¢8)«Bns1 | B € B}
Kaxko Bazxu ycios (BT), 1o cBe kKaparkepuctudre byHKIUje IyBajy 6asHY TauKy, ma je
¢p = (D" S e1) = (X, X", 2p),
Tj. [Plor € Tni1(X, X™), a KaxKo je

h[¢5]07’ = (QSB)*ﬁn—Ha

10 npeciaukaBamwe h 1 T, 1 (X, X™) — H,11(X, X™) noraha cse reneparope rpyue H, (X, X")
na je enuMopduszam.
Casia MozkeMo JToKa3aT TBpheme Teopeme. Ha ocHOBY KoMyTaTuBHOCTH KBajpara (1) au-

jarpama (13) umamo n1a je npeciaukasasbe h @ m,(X) — H,(X) ,Ha“. [Tokaxkumo na je u , 1-1.
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Heka je 0 € 7,(X) u upernocrasumo ja je h(o) = 0. Taga u3 gujarpama BUAUMO Ja 1IOCTOJU
T € m,(X™) rakBo na je i,(7) = 0. Heka je p = h(7). Tama u3 KOMyTaTHBHOCTH JHjarpama
uMamo s1a je i,.(p) = 0, ma nocroju & € H,1(X, X"™) rakso 1a je 9(§) = p. Hame, Kako je h
LHA“, TO mocToju z € myy1(X, X™) TakBo na je h(z) = . Kako je h(0(2)) = h(7) u h je ,1-1%,
To je d(z) = T, ma Komauyno uMamo o = i,(9(z)) = 0, 1j. mpecaukasame h : m,(X) — H,(X)

je ,1-1% na je uzomopduzam. [Iperxoanu pauyn mozxeMo Kpahe npegcTraBuTu JiujarpaMoM.

Z > T b > O
Ll
& > p > 0

3a kpaj nokaxKumo Ja je upeciukasamwe h : m,11(X) — H,1(X) euumopduszam. Heka je
7€ Hypp1(X)uo =1.(7). Taga je 0(0) = 0 u nocroju £ € m,41(X, X™) takso 1a je h(§) = o,
a U3 KOMYTATHBHOCTH Jujarpama aooujamo aa je h(9(£)) = 0, ma je n 9(§) = 0. I3 raunocTn
HH3a Y XOMOTOMHjU J00UjaMo Ja TIOCTOjU 2 € T,y 1(X ) Takso 1a je k.(z) = . Konadno, Kako
jelu(h(2)) = l(1)ul, je ,1-1% 1o je h(z) = 7, na 3akspyayjemo ma je h : m,11(X) = Hy11(X)

ermmopduzam. OBo kpahe MOZKEMO MpEICTABUTH HAPEIHUM JHjarPAMOM

quMe je JI0Ka3 TMPBOT cJydaja 3aBpIieH.

2° Heka je cama X mpoussosban mnpocrop. Ha ocunoBy teopeme 4.9 o CW-anpokcumanuju
nocroju CW-komiuieke Z takas ja je Z" ' = {2}, Baxu ycios (BT) u nocroju ciaba
XOMOTOTICKa ekBuBasiennuja f : 7 — X.

Ha ocuoBy mnocaeanne 2.36 3HaMo Ja cjaba XOMOTOICKA €KBUBAJEHIIMja WHIYKYje W30-

Mopdu3aM W y XOMOJIOTHjH T1a 3a i € {n,n + 1} umamo ciaegelin KOMyTaTHBHE IHjarpaM.

(7, 20) =L m(X, f(20))

H(Z) T Hy(X)

Ha ocnoBy ciiydaja 1° umamo jia je JjieBa BeprukaJjia u3oMopdusam 3a ¢ = n, 0JHOCHO eIMMOp-
dbuzam 3a i = n+ 1, ma 3 KOMyTaTHBHOCTH Jujarpama 3akspydyjemo na je h : (X, f(z)) —

H;(X) uzomopduzam 3a i = n, a enumopdusam 3a i =n + 1. [

Hamomena 4.42 Axo je npocmop X 0-nosesan 3namo da je Xypesuhes xomomoppusam y

dumensuju 1 enumopdusam, dox 3a dumensujy 2 He 3namo Huwma. Yrxosuko 6u Xypesuhes
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4.4 'TEOPEMA XYPEBURA

TOMOMOPPU3aM OUO U3OMOPPU3aM Y JuUMEH3UIU 1, NOHOBO HE MONHCEMO HUULMA 3AKAYUUMU
0 dumensuju 2. Ha npumep, axo je X = T? uau X = RP?, onda umamo da je

h:m(X) = Hi(X)

usomMoppusam, ar
h: 7T2<X) — H2(X)

nuje enumoppusam y cayuajy X = T2, a nuje monomoppusam y cayuajy X = RP2.
Ilocaenumna 4.43 Hexa je n > 2 u X monosowku npocmop.
(a) Axo je mo(X) =m(X) =+ =m_1(X) =0, onda
ﬁo(X) =H(X)=--=H,(X) =0,
T (X) = H,(X),
h: i1 (X) = Hpya(X)
je enumoppusam.
(6) Axo je Ho(X)=H{(X)=-=H, 1(X) =0 u X npocmo nosesan, onda
m(X)=m(X) =" =m_1(X) =0,
T (X) =2 H,(X),
h:mp1(X) = Hp(X)
je enumoppusam.
IIpumep 4.44 Axo je n > 2 u G Abenosa, onda mootcemo saxpywumuy da je
Hy(K(G,n))=0, i<n—1,
H,(K(G,n)) = m(K(G,n)) =G,
H,11(K(g,m)) =0,

jepjeh: w1 (K(G,n)) — Hy1 (K (G, n)) enumoppusam, dox 3a i = n+2 epyna H;(K(G,n))
He Mopa bumU MPUGUJAIHA.

Teopema 4.45 (Xypepuh, pesarusna Bepauja) Heka je n > 2, ag € A C X, A nymno

noseszan u wexa je nap (X, A) (n — 1)-nosesan. Tada je
h:mo (X, A a0) » Hy(X, A)

enumoppusam, ker h je (nopmanrna) nodepyna 0d m,(X, A, ag) eenepucana esemenmuma 06-
auka @ — - o, 20e je p € m(X, A ap), a 0 € (A, ag). Ilocebro, axo w1 (A, ag) mpusujairo
dejemsyje na m, (X, A, ag), onda je h : m, (X, A, ag) = H,(X, A) usomopgusam.
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Hanomena 4.46 Teopeme Xypesuha 4.35 u 4.41 moey da ce 3anuwy u Yy HAPEOHOM 00AUKY.
Axo jen > 1, X (n — 1)-nosesan npocmop u xo € X, onda je h @ m,(X,x9) — Hp(X)
enumoppusam, a ker h je zenepucana eaemenmuma obauka o — @ - o, 20e je ¢ € (X, x0), a
o€ m(X,xo).

TTocaenuua 4.47 Heka je n > 2 u (X, A) monoarowru nap.
(a) Axo cy A u X nymno nosezanu u axo je
7'('1()(7 A) = 7T2(X7 A) == 7Tn_1(X, A) = 07

onda je
H()(X,A):Hl(X,A):: nfl(X,A):O.

Axo je jow dejemeo epyne m(A) Ha m,(X, A) mpusujaaro, onda je u H,(X,A) =
(X, A).

(6) Axo cy A u X npocmo nosesanu u ako je
Ho(X,A)=H{(X,A)=---=H, 1(X,A) =0,

onda je

(X, A) =m(X,A) = =7, 1(X,4) =0
w (X, A) = Hy (X, A).

Jlokas: (a) 3a k > 2 nupekTHO U3 penaTuBHe TeopeMe Xypesuhia jgooujamo na je Hy (X, A) =

0, ma camMo ocTaje Jia MOKaykeMo Ja je
Ho(X,A)=H{(X,A)=0.
ITocmaTpajmo Hapeanu aujarpam

m(A) — m(X) —— m (X, A)

Hy(A) — Hy(X) — Hy(X,A) —— Hy(A) —— Ho(X) —— Hy(X,4) —— 0

Kako je m (X, A) = 0, To gobujamo ua je m(A) — m1(X) euumopduzam. Kako je X nyruo
nosesan 10 je Ho(X) = 0, na u3 raqnoctn Hu3a y xomosoroju aobujamo a je Ho(X, A) = 0.
Taxobhe, kako je u A myTHO TOBe3aH, OHJIA je ﬁO(A) = (0, ma TTOHOBO M3 TAYHOCTHU HU3A JI00U-

jamo ma je Hi(X) — Hi(X, A) enumopdusam. /lame, kako cy Xypesuhepu xomomopduzmu
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enuMopU3ME TO U3 KOMYTaTHBHOCTH Jujarpama jobujamo na je u Hi(A) — Hy(X) eun-
mMopduzaMm, na 3akbydyjemo jna npeciaukaBame Hq(X) — Hq(X, A) Mopa 6uTn TpUBHjATHO,

a KaKo CMO BHJIeJIH J1a je enmumopdusam, KoHadHO godujamo 1a je Hqi(X, A) = 0.

(6) Axko je k = 1, onga u3 Jesa Jyror TAYHOT HU3A,
cee = 7T1<X) — 7'('1()(7 A) — 7T0(A)

u ycaosa na cy A w X npocro nosesanu, mobujamo ga je m (X, A) = 0.

Ako je k > 2 najmame TakBo jga je (X, A) # 0, onga je map (X, A) (k — 1)-nosesan u
nmamo ja m(A) = 0 TpuBmjamno aejcrByje Ha (X, A), ma HA OCHOBY peslaTHBHE Bep3uje
reopeme Xypepuha 4.45 npeciukabame h @ mi(X, A) — H(X, A) je uzomopduszam, na je
Hi (X, A) # 0, onakite 3ak/bydyjemo na mopa ourn k > n. lakne, m(X, A) =03a 1 < k <
n—1.0

BajrxenoBa teopema 4.4 ce nonekaa HasuBa u I Bajmzedosa meopema, a caja hemo Ha-

Becru u I Baymaxedosy meopemy.

Teopema 4.48 (II BajrxenoBa teopema) Heka je f : X — Y mnenpexudno, XY nymmo

nosesanu u weka je n € N. Youumo caedeha dsa uckasa.

(1) [ je n-exeusanenuuja (mj. f. : m(X) — m(Y) je usomopdusam 3a i < n, a enumop-

dusam 3a i =n);
(2) fo: Hi(X)— Hi(Y) je usomoppusam 3a i < n, a enumoppusam 3a i = n.

Tada umamo da uckas (1) nosaauu uckaz (2), a axo cy dodammno X u'Y npocmo nosesanu,

onda saxcu U 06PHYMO.

Zloxas: IlocmarpajMo HapeHu Jirjarpam

My
hy

x—71 Ly

rae je My nnmmpiap npeciukasama f, a hy xoMoToncka exsusasiennyja. [Tocmarpajmo gyre

TadHe HU30Be y Xomoronuju u xomosoruju mapa (M, X) u umajyhu y Bugy na je My ~ Y.
o (X)) B () > (M, X) (X)) 5w () s (14)
> Hi(X) 5 Hy(Y) » Hi(Mp, X) > Hiy(X) 5 H (V) 5 - (15)
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U3 raunocrn musa (14) Braumo ga je ycios (1) eksusasentan Tome ga je m;(Ms, X) =0
3a i < n, ma u3 jgena (a) HpeTXojgHe TMOCaeauIe U TadHocTH Hu3a (15) gobujamo ga Mopa na
BaxKu ycaoB (2). Jakie, ycios (1) mopradu yciaos (2).

Honarno, ako cy X u Y OpocTo moBesaHu, OHJa U3 ycjaoBa (2), Taunoctu Huza (15) u
nesa (6) mperxojHe mocJaemuIe 1001jaMo 1a MOpa J1a BayKu yCJIoB (1).

Jloka3z xkpahe mozkemo npejcraBuTH Ha cjejgehn HaYUH.
(14) . % . (15)
(1) <= m(M;,X)=0,i<n H, (M, X)=0,i<n<== (2) O
6)
IIpBa u apyra BajrxejgoBa Teopema HaM J1ajy U HapPEJHY HOCJIEUILY.
TTocaenuma 4.49 (Xowmouormka Bepsuja I Bajrxemose Teopeme) Axo cy X u'Y npocmo no-

sezanu npocmopu CW-muna u f: X — Y maxeo da je f,: Hi(X) — H;(Y) usomoppusam

3a cee i € Ny, onda je [ xomomoncka exsusanrenyuja.

Jlokas: 3a cee n € N Baxku ycioB (2) npyre Bajrxenose Teopeme 4.48 u X n Y cy upocro
noBe3anu, na jobujamo jga 3a ceako n € N Baxu ycaos (1), 1j. f je cmaba xoMoTOICKA
eKBHBaJICHIM]a, I1a HA OCHOBY IpBe BajTxemoBe TeopeMe 4.4 3ak/bydyjemMo J1a je f XOMOTOIICcKa

eKBUBaJIeHIH]ja. []

4.5 3Baganm
1. (a) Ja qm je RP? 1-upoct mpoctop?
(6) Ma s je RP? 2-upocr npocrop?
(8) Ha s je RP? H-npocrop?
2. Hexa je n > 2. Jokazarn ga me nocroju perpakt A C RP" takas ga je A ~ RP" !,
3. Heka je n > 2 ui: RP"! — RP" unkaysnja.
(a) Hoxazaru na je i, : 7, (RP"™!) — 7, (RP") rpuBujaian xomoMopduszam.
(6) Ompemurn T, (RP", RP" 1),

(B) Axo je ¢ : (RP",RP"!) — (RP"/RP" ! %), na mm je ¢, : m,(RP" RP"1) —
7, (RP"/RP" 1) uzomopduzam?

4. Heka je n > m > 1, G Abenosa u H rpyna (Abenosa ako je m > 2). JTokazaru 1a je
[K(G,n), K(H,m)] = 0.

5. JlokazaTw j1a je CKyI XOMOTOIICKHX KJIaca MPecanKaBama TpojeKTHuBHOT mpocTopa RP”

y camor cebe (1j. ckyn [RP™, RP"|) 6eckonauan 3a cBako n € N.
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6. 3a csako n € N ucuurarn ja jau je xKosuauuuku 1pocrop RP™/RP™! perpaxr 1po-
cropa RP™ ™ /RP™ 1.

7. Heka je X ronosiomku npocrop. Jlokazaru ja cy ciejaehu uckasu mehycobno ekBuba-

JICHTHH.

(1) X je xkourpakrTubHIaH.
(2) 3a npoussosban Tonosomku upocrop Y Baxku X X Y ~ Y.
(3) Tlocroju n € Ny TakBo ma Baxu X x S" ~ S".
8. Oxpeautu rpymy mo (St V S?).
9. 3a n € N onncarn Xypesuhes xomomopduzam h : m,(RP™) — H,(RP").

10. Heka je X mpocro moBeszan CW-komiiekc, n > 2 u f 1 S™ — X HeIpeKuHO IpecanKa-
Bame. AKo je h([f]g) =0,raejeh:m, (X, f(e1)) = Hn(X) Xypesuhen xomomopdusam,

JIOKAa3aTH [a je f XOMOTONHO mpecuKasamy ¢ @ S™ — X taxsom ga je g(S") C X" 1.

11. Hexka je f : X — Y nenpexkunno npecinkapame ndmehy CW-kommiekca X n Y. Heka
cyp: X = X ugq:Y — Y muxoBa yHUBep3aJHA HATKPUBAKA (P U ¢ Cy HATKPUBabA,

a X u'Y mpocro moBe3aHu).

(a) Joxasaru jga nocroju (Henpekuauo) f : X — Y Koje ,Harkpupa® f (Takso 1a je

gof=fon).

X—Y

(6) Axoje f. 1 m(X) — m(Y) msomopdusam u axo je 3a cBako n = 21 f, : Hy(X) —

H,(Y') uzomopduszam, pokaszaru ja je f XOMOTOICKA €KBUBAJICHIH]A.
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5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

5 ®ubparuje u pacJjojema

5.1 ®ubpanuje

Hedbunaummja 5.1 Kaxkemo 1a HenmpeknaHO TpecankaBame p @ F — B uma ceojemeo no-
duzarea romomonugje y odnocy Ha npocmop X aKo 3a cBako npeciukapame f 1 X — En
xomorormjy H : X x [ — B, takse 1a je p(f(z)) = H(z,0) 3a cBe © € X, mOCTOju TIpecn-
kasame H : X x I — E raxso 1a je ﬁ[($,0) = f(x) upoH =H.

Xx{oy —L p

-

H
Xx] — B
Kazkemo jom ja 3a cBaka jiBa IpecjHKaBaima f u H ropmu amjarpaM uMa peirerme H.

Vkosmko p : E — B uMa CcBOjCTBO MOAM3amba XOMOTOIHje Vv OAHOCY Ha X ¥ BaykKu Ja je
X =~ Y, oHja p uMa CBOJCTBO TOJHU3ama XOMOToNHje u y ogHocy Ha Y. To ce mako Bugm u3

HapeIHOT JHjarpama.

Xx{O}%Yx{O}%E

F|l .--—" H .7
- /// p

- sz
- -
- -

- -

_ - -
- -

Xx] —MM yxwr—H B

3ancra, Kako p WMa CBOjCTBO MON3aHa XOMOTOIHje TO TOCTOjU Pelleme TeI0r JIHjarpama
~ d X .
F:Xx1— FE, nahe H “po (h x 1)~ 6uTu pemreme mecHOr Jesa aujarpama, Tj. p UMa

CBOJCTBO TTOJN3aMha XOMOTONHje U V OJTHOCY Ha Y .
Hedbunrumnuja 5.2

(a) Tpecimkapame p : E — B jecte dubpayuja (Xypesuhesa ubpayuja) ako uMa cBOjcTBO

[O/IN3aHa XOMOTOIINje Y OJTHOCY Ha CBe MPOCTOPeE.

(6) Tpecimkapame p : E — B jecre caaba gubpayuja (Ceposa dubpayuja) ako 3a cBaKO

n € Ny mMa CBOJCTBO MO/IN3aMa XOMOTOIIHje Y OJTHOCY Ha JuckK D".
3a dukcupano b € B ckyn Fj, -] p 1 ({b}) 30BeMO cn0j (Pubpa) Pubpayuje p nad maurom b.

Cras 5.3 Heka jep: E — B (Ceposa) dubpayuja u by € B. Axo je by € im p, onda je uesa
KOMNoHewma nymue nosesanocmu Py, mauke by cadporcana y cavyu 0d p. laxae, p(E) je

YHUJA HEKUT KOMNOHEHAMA NYMHe nosedanocmu od B.
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5.1 DOUBPALMIE

Jlokas: Heka je b € B,y u ¢ : I — B nyr ox by no b. Heka je f : ¥ x {0} — E nmaro ca
f(*,0) = eo, rae je eg € p~1({by}) npoussoman enement. Kako p uma cBojcTBO NOjU3aHa

xoMoTonuje y ogrocy Ha muck D° = %, To mujarpam

sx {0 —L 5 F
Pa

6////// p

xx] —2 B

nma perreise @ ok X [ — E. Konauno, umamo p(@(1)) = ¢(1) = b, ma je b € im p. O

Komnosunuja ase (Cepose) dbubpanuje jecre (Ceposa) dubpanuja. 3aucra, yKOJIUKO Cy
p:E— Bugq:T — E (Cepope) dubpaiuje, oH/ia U3 HAPETHOT IHjarpama BHANMO Ja je 1
pogq:T — B (Ceposa) dubpamnmuja.

X x{0} ———— T

N
’
’
/
’
’ q
/
/
/
/
, ~
’
‘ E
/
’
’ e
’ -
/ Pid
/ //
/
’ -7 p
, -
/ g
-
~ /7 ~

Ako je p : E — B (Ceposa) dubpanuja u A C B onza je pl,-1a) : p~'(4) — A
(Cepoa) dubpanuja mro MoxkeMo BujgeTu Ha ciaegehem aujarpamy. OBO MpecIuKaBame ce

30Be pecmpuryuja gubpayuje p.

Xx{O}—>p1(A ‘ﬁ

E
p

> p' p=1(4)
> B

X x 1T - s A <

IMpumep 5.4 Hexa cy B u F monosowxu npocmopu. Tada je npojexuuja na npey xoopou-

namy p1 : B X F' — B dubpayuja (xojy nasusamo mpusujasrom dubparujom). 3aucma,
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5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

dujazpam
Xx{0y —L 5 BxF
A
T p1
X xI a y B

umapewewef]:Xx[%Bdeamoca

~ def

H(x,t) = (H(z,t),p2(f(2)))-
Cnoj ose dubpavuje nad mauwom b € B je py*({b}) = {b} x F.
Heka cy nara npecimkaBawa p: F — B u f : X — B u Heka je
[1E) Y {(w,e) € X x B[ f(x) =p(e)} S X x E
noackyn of X X F ca naciehenom romonornjom. ledurummmo npecaukasama f*p : f*(E) —
Xugqg: f*(FE)—> FEca

(Fp)(x,e) Dz, qlze) =e,

Tj. f*p = pilp=p) U ¢ = p2|p+p). Ca oBako JeduHECAHUM HpecIMKaBambRMa KOMyTHpa Ha-

pPe/THU JujarpaM.
f(E) ———

g E
f*p lp

x—71 B

Hedununuja 5.5 [pecaukasame [*p 30BeMo nosaauere (pullback) mpecimkaBama p mo-
mohy f.

IIpumep 5.6 Hexa je by € B u ¢, : X — B xoucmanmuo npecauxasare. Tada je
CZO(E> = {(x7€> €eXXE | cbo(x) :p(e)} =X X Fy,

na UMAMO HAPEOHY JuJazpam.

XxF, ——— E
p1 p
X ™ B

axae, nosaauerse nomohy Koncmarmmoz npeciurasara je mpusujasta Gudpayuja.
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5.1 DOUBPALMIE

CraB 5.7 Axo je p : E — B (Ceposa) ¢ubpayuja v f : X — B muenpexudno, onda je
fp: [*(F) — X (Ceposa) dubpayuja.

Zloxaz: Heka je Y mpomsBo/baH TOMOJIONIKH MPOCTOP W HEKa Cy jJaTa IpeciukKaBama H :

YXI—Xug:Y x{0} = f*(F) raka 1a KoMyTupa aujarpam.

Y x {0} ——— f(B) ——

q
— B

o U
i //’/ ,,/i’}* p
> B

Y x 1 - H y X f

Kako je p dudbpanuja to nocroju F : X x I — E takBo 1a je
Foi=qog, poF=foH (1)

Tedunnumvo upeciankasame H : Y x [ — f*(F) ca

H(y,t) < (H(y,1t), F(y,t)).

Kaxko je Ha ocHOBY jeanakoctu (1)
(f o H)(y, 1) = (po F)(y, 1)

to H (y,t) € f(F) na je H 100po aedunmucano. Jom ocraje 1a NpOBEPUMO KOMYTATHBHOCT
aujarpama. Jlako ce Buau Ja je
fipoH =H,

jep je f*p npojeknuja Ha TPBY KOOPIAUHATY, Ia je MOTPEeOHO jOII YBEPUTH ce Ja je
Hoi= g.

[Iperxojna jejHakoct he BaKuUTH YKOJIMKO BazKH jeJHAKOCT HA 00€ KOOPJAUHATE, Tj. YKOJUKO

Bayke HapeJHe JIBe je THaAKOCTH.
frpoHoi=fpog,
qo Hoi= qog.
W3 nmjarpaMa mMaMmo J1a je
Hoi= f*pog
ITO je eKBUBAJETHO MPBOj jeIHAKOCTH, a 3 (1) mMamo
Foi=gqog,

ma BaykKd W JIpyTra jegHakocT. Jlakie, H jecrte pelneme ropimwer aujarpama. [
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5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

Cras 5.8 Heka je p : E — B ¢ubpayugja, f: X — B u g: Y — X nenpexudna npecau-
kasarwa u (f o g)(Y) C p(E). Axo je f o g ~ const onda nocmoju nodusawe g : Y — f*(E)

]\i

s B

nPecAUKasara g y odnocy na f*p.

fo(EB) ———

A
-
~ e
g - f*
L
-
-
-
-
-
-
> X
5

Yy g f

Joxas: Heka je b € B takBo ma je fog~ ¢, 1Y — B. 3a cBako y € Y MOCTOju YT O O
(fog)(y) mo b nobujer momolhy xomoronuje, ma je b y HCTOj KOMIIOHEHTH ITyTHE MOBE3AHOCTH
kao (f o g)(y) € p(F). Ha ocuoBy crasa 5.3 3mamo na je p(E) yHHja KOMIOHEHTH IIyTHE
noBe3anocTu of B na 3axkspyuyjemo na je b € p(E). Heka je e € E 1akBo na je p(e) = b u

OCMaTPajMO KOHCTAHTHO IIPEecuKaBame c. : Y — F. Tana je

poc.=c,~ fog.
Jakie, c. je mojmu3arbe ImpecuKaBama f o ¢ 10 Ha XOMOTOIIHjY I1a Ha OCHOBY 3aJjiaTka 1.y

ofle7bKy 1.3 3aKJbydyjeMo Ja TMOCTOjU TpaBo mojn3ame ¢ 1 Y — F, 1j. pop = f o g. Hexka je
g:Y — f*(E) neduncuano ca

Kako je
f'peg=y,
TO je g TpazKeHo momu3ame. [
Hedbununuja 5.9 Heka je p : £ — B upeciukasame u (X, A) Tonosomku map. Kaxke-

MO JIa P HMa C80Jjcmeo npowupera nodusarea y oonwocy wa nap (X, A) ako 3a cBaka JiBa

npecankaBama f: X — Bug: A— E Taksa ja je

pog=fla
HOCTOj 1 f: X — F TakBo 5a je
fla=g m pof=f
A—72 L F
A
k ///// Bp
x—71 .pB
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5.1 DOUBPALMIE

[Tpumerumo jia p uMa CBOjCTBO HOJU3aha XOMOTOIIjE Y OJIHOCY HA TOIOJIONIKH IIPOCTOPD

X ako u camo ako MMa CBOJCTBO HPOIIHpPerha nojn3ama y ogrocy Ha map (X x I, X x {0}).

Hedbunnnnuja 5.10 Tonosomku nap (X, A) je DR-nap axo je A jaku nedopmaruonu pe-
TpakT o1 X W M0CTOju Hempekuana dbynkmmja o : X — [ taksa 1a je a1 ({0}) = A.

ITpumep 5.11 lap (X x I, X x {0}) jecme DR-nap.

JIema 5.12 Axo je (X, A) DR-nap u'Y monosowru npocmop, onda je (X x Y, A xY) DR-

nap.
Joxas: Heka je i4 1 A — X unkiaysuja u r: X — A perpakiigja Taksa Ja je
roig=14 n igor~Tyx (rel A)

u neka je o : X — I dbynknuja taksa ja je a ' ({0}) = A.

[TocMaTpajMo peTpakimjy
rxly: X xY —-AxY.

Tana je
(rxTa)o(iax ly) = Taxx,

1A OBO 3aHCTa jecTe peTpakiyja, a jaa om omra jaka gedopMalona peTpakiija moTpedHo je

JOIIT /13 BayKH
Jaxy o (r x14) = (ia x1y)o(rx1,) ~Ixxy (rel AxY).
Heka je FF': X XY x I - X XY naro ca
Flx,y,t) < (H(x,1),y).

riae je H igor ~1x (rel A).
OBo he 6utn Tpaxkena xomoromnuja, na A X Y jecre jaku medopmanimoHu PeTpPaKT O/
X xY.

3a kpaj, nocmarpajmo dyHkujy aop; : X x Y — I. Kako je
(op) ' ({0}) = pr (a7 ({0})) = p1'(A) = A x Y,
To 3akspydayjemo ma (X X Y, A xY) jecre DR-nap. O

JIema 5.13 Axo je X mempuuru npocmop u A C X onda je (X, A) DR-nap axo u camo axo
je A jaxu depopmavuoru pemparm 0d X.
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5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

Jokas: =: OBaj cMep TPUBUjAJHO BAZKH.
+: Kako je A perpaxt y Xay3mopdoBom npocTopy, To je on 3arBopen. Heka je d : X x X —

[0, +00) merpuka. ledunuimmmvo

(2) def d(x, A)
1+d(xz, A)

Tana je = *({0}) = A, ma (X, A) jecre DR-map. [J

Cras 5.14 Hexa p: E — B uma ceojemso nodusarea xomomonuje y odnocy 1a X u Hexa je

A C X maxas da je (X, A) DR-nap. Tada p uma ceojcmeo npowupersa nodusarsa y 0dHocy
na (X, A).

ITocaeaumna 5.15

(a) Pubpayuja uma ceojemeo npowupera nodusarsa y oduocy wa ceaky DR-nap.

(6) Axo je p : E — B Ceposa ¢ubpayuja, (X, A) DR-nap, u X ~ D™ 3a nexo n € Ny,

0Hda P UMa c80JCEO NpouLupera nodudara y odnocy na (X, A).

5.2 Cioj dudbpamuje

Heka je p: E — B dubpanuja. 3a b € B ca F, = p~1({b}) C E ozmauasamo c10j dpubpanuje

p naj raukom b. Heka je u : I — B uyr. Hdedpunucahemo upeciukasame [, @ Fyo) — Fyu).

Fu([]) Fu(l)
L

—_—————

|

u(1)

u(0)

[TocmaTpajMo HapeHU JTHjarpaM.
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5.2 CJ10J ®UBPAIUIE

Kaxo je p : E — B dubpanuja, To nocroju nogusame H : F,q) x I — E Takpo jga
ArjarpaM KOMYyTHUpa.

Hedununmmmo npecaukasame [, : Fy o) — Fyq) ca

def

Kako je p(H(y,1)) = u(1), To H(y,1) € F,q), na je [, 1o6po nedunncano.

Hamomena 5.16 Ilpecauxasare l, ne 3asucu camo 00 nyma u eeh u 00 odabupa nodusarsa

H xoje ne mopa 6umu jeduncmeeno. AAmepramueHha 03HAKA 3G 080 NPECAUKABAbE DU OUAG

Luir -
Jlema 5.17 Hexa je p: E — B dubpavuja u u,v : I — B nymesu.

(a) Axo je u~wv (rel {0,1}) onda je l, ~ 1, (3a cearu odabup nodusarwa Hy u Hy npecau-

Ka6area U © P, 00HOCHO U © Py ). Iocebro, ako je u = v, onda je ly g, = ly m, -

(6) Axo je u(1l) = v(0), onda je ly., ~ 1, 0l,.

Jokas: (a) Hexa je F':u ~ v (rel {0,1}), nakae, F': I xI — B. Heka cy Hy : FyoxI — E
u Hy : Fyo) X I — E pemema HapeJHa [1Ba Jujarpama 1 Heka je b, = L, g, u b, = [, o, .

Fu) ><{0}—>E UO)X{O}_;E
Hg//’/// ‘
e P
FuoyxI —2—1-—"%B  FuoxI—"-I1—-—"%B

[TocmaTpajmo caja caeaehu gujarpam.

Fuo) x (I x {0,1} U{0} x I G ~ E
H //’/”//’ ‘/

i ///,’/ p

Fuop x Ix T —222 11 £, p
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e je npecankapame G aeduHHCAHO HA caegehn HATHH.

G(y73>0) :Hl(y7$>7 Yy e Fu(0)7 s € [7
G(y7571) :HZ(y75>7 y e Fu(O)a S I7

def
G(ya 07t) =Y, y& Fu(O)

OBo npecuKaBame je 100po jiepuHuCcaHO, a KaKO BaKe jeTHAKOCTH
(F o (p2,p3) 0 1)(y,s,0) = F(s,0) = u(s) = p(H1(y, s)) = p(G(y, ,0)),

(F'o (p2,ps) 0 ) (y, s, 1) = F(s,1) = v(s) = p(Ha(y, s)) = p(G(y, s, 1)),

(F"o (p2, p3) 09)(y, 0,) = F(0,1) = u(0) = p(y) = p(G(y,0,1)),

TO 3aK/byUyjeMO Jia TOPHU JujarpaM KOMYTHpA.

Ix{0,1}U{0} x I je jaku nedopmannonu perpaxt on [ x I, maje (I xI,1x{0,1}U{0}x1I)
DR-nap, na je u (Fy) x I x I, Fyy x (I x {0,1}U{0} x I)) DR-nap. Ha ocuoBy noc.ienuie
5.15 3akspydyjemMo Jia p UMa CBOJCTBO IPOIIUPEHA ION3akba Y OJIHOCY Ha 0Baj Hap 1a MOCTOjn
H : Fy0) x I x 1 — FE TakBo Ja TOPIHE AHjarpaM KOMYTHPA.

Heka je K : Fy) X I — Fya) gaTo ca

def
K(y,t) = H(y,1,t).

Kako je p(H(y,1,t)) = F(1,t) = u(1) = v(1), o je H(y,1,t) € F,q), na npecinxaBarbe
K jecte nobpo medunncano m HenpekuHo. Jlasbe nmamo ja je

K(y,O) = H(yv 170) = G(yv 1a0) - Hl(y> 1) = lu(y),

K(ya 1) = H(yv 1a 1) = G(yv 1a 1) = HQ(?J» 1) = lv(y)a
mna je

K:l,~1,.

(6) [ocmarpjamo nonoso crenehe gujarpame (I, = ly gy, Ly = ly.m,)-

Fu(o)x{O}_>E Fyo) x {0} ————— E
Hz///’/// ‘/p
FauyxI —2=1—"%B  FuxI—"-1-—"%B
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5.2 CJ10J ®UBPAIUIE

Ha ocuosy sena (a) gososbHo je ja nponabemo H @ Fyo) x I — E TakBo jia KOMyTHDPa
aujarpam (2) n ga je H(y, 1) = 1, (L.(y))-

Fu.o x{0}<—>E

Fuoyx I —2— 1" B

Hedbunummmo H : Fyo) X I — E ca

Hi(y,2t) 0<t<
def 1\Y9 ’
H(y,t)
Hy(lu(y),2t - 1), L<t<
Axko je t = %, OHJIA je
Hl(yv Zt) = Hl(yu 1) = lu(y>’

na je npeciankaBatbe H 100po jednHICAHO U HEIPEKHU/IHO 110 TEOPEeMU O Jellbemy. Mamo u
aa je

H(y7 1) = H2<Z7L<y>’ 1) = lv(lu(y))7

ma ocraje jonr ja ce moKayke Ja KOMyTupa aujarpam (2).
U3 jennakocTn

H(y,0) = Hi(y,0) = v,

Hy.1 p(Hi(y,2t)), 0<t< 3
| p(Ha(lu(y).2t 1)), $<t<1
u(2t), 0<t< 3
v(2t—1), $<t<1

= (u-v)(t)

KOHAYHO 3aKJ/by4yjeMo jia Baxku TBpheme (6). O
Axko je p: F — B dubpanuja, by, by € B u
de
Pyby “ {u: T — B u(0) = by, u(l) = by}

Ha OCHOBY jiesia (a) umamo 106po jnedbuHuCAHO TpecaukaBawe Py, p, — [Fy,, Fy,| 1ato ca

u— [L].
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VBeJuMO O3HaKYy

Jlemy 5.17 mozxkemo npedopmyincaT Ha ciejgehu HAUKMH.
Jlema 5.18
(a) Axo je u~wv (rel {0,1}), onda je L, = Ly;
(6) Axo je u(1l) = v(0) onda je Ly., = Ly o Ly.
Heka je b€ B u ¢, : [ — B koncrantan nyt. Tasa je
Le, = [1g]. (3)

Teopema 5.19 Axo je p : E — B dubpayuja v v : I — B nym onda cearu npedcmasHur

waace Ly, € [Fyoy, Fua)) jecme zomomoncka exsusasenyuga.

Joxas: KopuctuMo nperxoJiny Jjemy.

LioLin @1, 2L, Cin,],

Cu(1)
a CJIMYHO ce nokasyje u L, 1 0L, = []lpu(o)]. O

IMocnenumia 5.20 Axo je p : E — B ¢ubpayuja, B nymno nosezan, by,by € B, onda je
Fb1 ~ sz.

V oBoM ciyuajy ce gecro kopucru osnaka F — E 2 B rae je F cioj dubpauuje.

Heka je X romosomku npoctop u mocmarpajmo ckyn [X, X|. OBo He mopa Gutu rpyma,
aJu jecTe MOHOWJ y OJHOCY Ha Kommo3unujy ca meyrpasom [1y|. Heka je [X, X]* o3naka
3a ce esemente u3 [X, X] koju cy maBeprubminu. OBa rpyla ce cacToju yIopaBo OJ KJaca

dyukmuja f: X — X Koje cy XOMOTOIICKe eKBUBaJIEHIIA]e.

Hedbununuja 5.21 (Jleso) dejemeo epyne G 00 Ha TOMOMONUJY HA MONOAOWKY TPOCTOP
X jecte XoMoOMOpdu3aM rpyma
v:G— [ X, X]".

Cras 5.22 Axo je p: E — B ¢dubpayuja u b € B, onda je npecaurasarve
©: 7T1(B,b) — [Fb,Fb]*

damo ca
def
o([u]) = Ly

jedno (aeso) dejemeso do na romomonugy.
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Jlokas: TpecaukaBarbe @ jecre 106po aedunucaHo Ha ocHOBY Jesa (a) jeme 5.18 u Teopeme

5.19. Ocraje jorr ma mokazkemo fa je u xomomopdusam. Hexka cy [u], [v] € m(B,b). Tana je
e([u] * [v]) = ¢([u- v]) = Lww)=r = Ly-ry=1 = Ly-1 0 Ly—1 = @([u]) o p([v]).
Jaxse, ¢ jecTe AejcTBO JI0 HA XOMOTONHUjy. [

Hedbunumnuja 5.23 Axko je p : £ — B ¢dubparmja 1 B myTHO TOBe3aH KayKeMO J1a je
p opujenmabuana ako je nejcrso (10 Ha xXoMoromujy) rpyne mi(B,b) Ha F, TpuBHjaaHO 3a
cBako b € B.

IIpumep 5.24 Csaxa gubpayuja nad npocmo nosesarum npocmopom B je opujernmabunra.

Mozxe ce pedunncarn xomomopdusam usmehy rpyue [Fy, Fyl* u Aut(H, (F},)) Tako mro
ce etemenry [f] € [Fy, Fy]* nomenn unaykosanu xomomopduzam f. € Aut(H,(Fy)), koju je u

ayromopdusaM jep je f xoMoToTCKa ekBuBasieHnnja. Kommo3uimja xoMmoMopduzama,
(B, b) 5 [Fy, F]* — Aut(H,(F))

je (mpaso) mejcreo dynaamentanne rpyne mi(B,b) na H,(Fy).
Akocyp: E — Bugq:T — B nBe ¢pubpannje naearudpukopalieMo uX yKOJIUKO HOCTOjA

xoMmeoMopduzaMm h : T — F TakaB j1a KOMYTHpa HapeIHd JUjarpaM.

Y tom ciyuajy hemo nucatu T' = F.

Cana hemo HaBeCTH HEKOJMKO MpUMepa Be3aHUX 3a uaeHTuduKanmjy pudpamnmja.
1) Hexka je p: E — B dubpanuja. Taza je
15(E) = {(b,e) [b=ple)} S Bx E

" KOMYTHUPa HaPeIHN JIHjarpaM.
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Kako je
1(E) ={(p(e) ) | e € E} =T,

a 3HaMo J1a je TpaduK Henpexku e pyHKImje xomeomopdan JoMeHy 1 Jia je IpojeKiuja
jeman xomeomopduzam, To je ynpaso ¢ : 15(E) — E xomeomopduszam, ma MOKeMO

uJeHTUgUKOBaTH OBe JBe dhudbparuje, Tj.

15(F)=F.
2) Hekaje p: E — B dubpanujau f: X — Bu g:Y — X HeopekuHA MPeCIUKABAbA.
Tana je
(fog)"(E) = g"(f*(E)).

Bancra, mocMaTpajMo HapeIHU AHjarpaM.

(fog)(E)

g

g (f(E))
Y

ZKemnwvo ga nedurnimemo xomeomopdusam h : (f o g)*(E) — ¢*(f*(F)). Horaenajmo

HajITpe KaKo M3TJIe ajy eJeMeHTH OBa JBa CKYIIA.
(fog)(E) ={(y,e) | flg(y)) =ple)} SY X E,

g (f(E) ={(y,z,e) | gly) =, f(x) =p(e)} Y x X x E.
[Ipupoano je necdbunucaTn

hy,e) < (y,9(y),e).

OBo he 3aucra 6utn xoMeoMopdu3am 1ma MOKEMO HIeHTH(MUKOBATH
(fog)"(E) = g"(f*(E)).
3) Heka je p: E — B dubpanuja u ¢, : X — B KOHCTaHTHO IpecaukaBambe. Taja je
(F) =X X F,.
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4) Heka je p: E — B dubpanuja u A C B. Kao u panuje umamo aujarpam
E
lp
B

i"(E) = {(a,e) € Ax E | a=p(e)} = {(ple),e) | e € p " (A)} =Ty,

*(E) —L—

*p
A !
f—>

Kako je

TO je npojexkiuja Ha JAPYTY KOOPAUHATY Do : i*(E) — p~1(A) xomeomopduzam.

pHA) 2 "(E)

Jlakae, iMaMO UIeHTUDUKAIN]Y

Heka je mara dpubpanuja p : E — B, f : X — B nenpekuano u ro € X. Ilocmarpajmo
HapeJIHU JujarpaM.

{0} X Ffag) —— Fy(an)

Kaxko je
(fp) " ({mo}) = {(wo,€) | p(e) = fz0)} = {z0} X Frap),

3aK/bydyjeMo J1a je cJIo] HoBJaverba (pubpaliyje HCTH Kao ¢j10j pudpanuje.
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5.3 Jlyrum TavHM HU3 XOMOTOICKHUX rpyIma 3a ¢dpudparnuje

Cras 5.25 Hexa je p : E — B Ceposa ¢ubpayuja, b € B u F, = p~1({b}) C E caoj

dubpayuje nad mawkom b. Ilpeciurasarne p moscemo sudemu Kao NPECAUKABAILE NAPOCA
p:(E, F) — (B,b).
Tada 3a ceaxo n € N u ceakxo e € Fy, xomomopghuzam
Ds t T (E, Fy,€) = m,(B,b,b) = m,(B,b)
jecme u3oMopPu3am.

Jlokas: Tlokazkumo mpBo Ja je ps ,Ha“. Heka je [f]o € m,(B,b), 1j. HA ocHOBY (2) ¥y 0Je/bKY
2.2 mMaMo J1a je

[f]O — [f © Q]Or S ﬂ-n(Bvba b)

Tpazxumo npeciukasame g : (D™, S e;) — (E, Fy, e) Takso ja je

pog=fogq,

Tj. TAKBO JIa KOMYTHPa HaPeJIHU /IHjarpaM.

\
\
sl

(D", S" 1, 1) —°Ls (B, b,b)

Jaxte, TpaskuMo Toausame g o f o ¢ TakBo ga je g(S" ) C F, m g(e;) = e. Kako je
(foq)(S™1) = {b} = p(F,), 1o hie craxaxo Baxkutu g(S"') C F,. Ocraje jour ja HaMecTumMo
1a 6yne g(e;) = e. Ilocmarpajmo caja caegehin nujarpam.

{e,} —=—— FE
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Kako je p Ceposa dpubpanuja 70 p nMa CBOjCTBO MOAM3Aa XOMOTOIIN]E Y OJHOCY Ha, JucK D™
3a cako n € N. ITomro je {e;} jakn nedopmarmonn perpakt MeTpudakor npocropa D™, To je
Ha oCcHOBY Jieme 5.13 map (D", e;) jenan DR-nap. Konauno, Ha ocHOBY cTaBa 5.14 3aKkjbydyje-
MO JIa p ©IMa CBOJCTBO TPOIIUPEHa MOIn3amba y oaHocy Ha (D™, e1), a MOCTOjU HPeCInKaBATHe
g : D™ — FE TakBo Ja ropmu amjarpaM KomyTupa. 1o he ynpaBo OUTH TpakeHO MpecrKa-

Balbe.

Cana hemo mokaszarn ga je p. ,1-1% Heka cy g1, g0 @ (I",0(I"), J* ') — (E, F}, b) npec-

JIMKaBakha TaKBa Jia je

De[g1] = Pslga].
ZKennmo ga nokazkemo Ja je [g1] = [ge], Tj. Tpeba Ham xoMoTOIHja ¢ ~ ¢go KPO3 HPECTHKA-
Bama Tpojku (I, ("), J" 1) — (E, Fy,b). Yciuos p.[g1] = D.|go] je exBusanentan Tome na
je

[pog]=pogl
Hexka je

H:pogy~pogy (rel 9(I")).

OBa xomoronuja he 3ancra OuTH peJaTUBHA jep je TO XOMOTOIHja KPO3 MpecInKaBama TPOjKT
(I",0(1™), J"~ 1) — (B, b,b) ma ce cse Bpeme O(I") ciuxa y {b}.

ITocmaTpajmo cienehn aujarpam.

(Imxonu(JtxI) ——— E
G /////// B

Pt P

I x I 1 > B

ITpecniukaBame F' je nedpunucano ca

F(z,0) wf gi(z), z eI,

F(r,1) ™ go(a), w e I,

F(x,t) = e, veJ ! tel.

CytmaHEM apryMeHTHMa KA0 3a IMOCTOjambhe mpecjnkaBama g : D™ — E w3 upsor gena j1okasa
moKasyje ce ma nmocroju upeciankapame GG 1 [" X [ — E TakBo 1a ropmhu aujarpaM KOMYTHPA.

JaxkJte, 1o06uaim cMo
G : g1~ go,

a JIaKO ce BUJHU JIa je OBO YIIPaBO XOMOTOIIHja KPO3 Ipec/JuKaBama TPojku. [
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Teopema 5.26 Hexa je p : E — B Ceposa dubpayuja, b € B, e € Fy u j : F, — FE

unkaysuja. Tada je caedehu nus mavuan.

5 ma(Fyb) B ma(B,e) B ma(B,b) & mai(Fhe) » - > mo(Fyye) B mo(B,e) B mo(B,b)

Jlokaz: Ilocmarpajmo mayru taunun au3 napa (F, Fp).

o —— mo(E,e) — mo(E, Fy,e) —2= my 1 (Fy,e) — -

N3 komyTaTuBHOI jJUjarpamMa

(E,e) — (FE, Fy)

3

(B,b)
BUJINMO Jia TipecnkaBame m,(F,e) — m,(B,b) jecte ynpaBo p, na KopuimhemeM H30MOp-
dbusma p, MOKEMO Y JIyTOM TATHOM HHU3Y Tapa 3ameHutu m,(E, Fy, e) ca m,(B,b).
Hyru raunu uus3 napa (E, F,) ce 3aBpmasa Ha Mecty mo(E, €), ma je 3a TAYHOCT HU3A U3

TeopeMe MOTPeOHO JTOKA3aTH W TAYHOCT Ha OBOM MECTY, aJd TO Ce JIAaKO IpoBepasa. [

Hekacyp: F — Buq:T — X Cepose pubpanujeu f : X — B, g : T — F nenpekuna

NpecIMKaBamba TakKBa Jla KOMYTHPa HapeIHU JTujarpaM.

T E
k k 8
X B

Hexa je 7y € X dukcupano. Oznaunmo ca S = S,, = ¢ '({zo}) cnoj dubpaunuje g uaz

—7 5
—

TAUKOM T, & ca F = Fyg) = p 1 ({f(20)}) cnoj dubpanumje p man taukom f(zo). Taza je
g(i(S)) C F, na je nobpo medbuHHCAHO TpecaukaBambe ¢|s @ S — F, Tj. uMaMo HapeJHu
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KOMYTATUBHU JUjarpaM.

CraB 5.27 Axocyp: E — Buq:T — X Cepose gpubpayuje v f : X - B, g: T — E
HENPERUOHG NPECAUKABAA Maksa da Komymupa dujaepam (4) u axo je xg € X, s € S, onda

Komymupa caedehu dujazpam.
- ——— m(S, ) LN (T, s) —r T (X, o) N Tn1(S,8) — - -+
(gl5) g+ e (gls)«

s —— T(F,g(s) == ma(E,g(s)) == mu(B, f(w0)) —2= mua(Fg(s) — -+

Joxas: KoMmyTaTHBHOCT TPBOT W JAPYTOr KBaJIpaTa JIAKO CJAEIU W3 KOMYTATHBHOCTHU JIMja-
rpama (5), ma je morpebGHO caMoO MOKa3aTH Ja KOMyTHpa W Tpelin KBaJpaT y ropmeM Juja-
rpamy. IlpeciukaBama 0 U3 ropmer gujarpama cy aeduHuCaHa KA0 KOMIO3UIUje ¥ BPCTaMa

HapeHOr JijarpaMa.
(X, 7o) — (T, S, 8) —2— m,_1(S, s)
f g (gl5)+
mu(B, f(20)) 47—~ (B, F.g(5)) —"= mu-a(F g(s))

JleBu KBaJpaT y OBOM JHjarpaMy KOMYTHDA HA OCHOBY KOMYTATHBHOCTH Jujarpama (5), a
JIECHU KBaJIpaT KOMYTHpa W3 MPUPOAHOCTH AYTOT TAYHOT HW3a Tapa y XOMOTOMHjU, Ta KO-

HAaYHO J0oOMjaMo Ja KOMyTHpa U Tpehu KBajapar amjarpaMa u3 TBpherma Teopeme. []

5.4 ,IIperBapame‘ npon3BOJbHOT IIpeCJINKaBama y pudbparnujy

Hedbunumnuja 5.28 Ilpeciukapame f: X — Y jecte zomomoncku exsusaseHmHo mTpecin-

KaBalb : Z — W ako mocToje XOMOTOIICKe eKpuBaJieHnmje o : X - Z u v : Y — W Takpe
Yy g ] nuje ¢
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na je gop ~o f, 1. 1a HAPEIHU JHjarpaM KOMYTHPA J0 HA XOMOTOIIH]Y.
x—1 Ly
P~ ~|Y
zZ —2 5w

Cuermjaano, ykoauko je f,g: X — Y u f ~ g ouga je f XOMOTOICKHA €KBUBAJEHTHO Ca
g TITO BHAUMO U3 cjiesieher gujarpama.

X Y
g

X ——Y

.

JIako ce MOXKe TTOKa3aTH J1a je XOMOTOIICKA eKBUBAJIEHIIHja ITPECINKaBakha JeTHa peslalli]ja

eKBUBaJICHITH]E.

Heka cy X u Y TomoJionkn mpocTopu u mocMaTpajMo CKYI HENPEKHTHUX MPECIHKaBaba
C(X,Y) C YX ca nomenom X u xomomenoM Y. 2Keammo fa jedHUHHAIIEMO TOIOIOTH]Y Ha

OBOM CKYIIY.
Akoje K C X u U CY, o3Ha91MO

de
M(K,U) < {f € C(X,Y) | f(K) CU}.
Heka je 7., Tononoruja na C(X,Y) nara npeabazom
Seo UMK, U) | K € Kx,U € Ty}

OBy Tomosiornjy 30BeMo Komnakmmuo-omeopena monosozuja va C(X,Y).
3amTo je oBa TOIOJOIKja HOTOAHA BUAeheMo Kpo3 meHe HapegaHe ocoOume.
Heka je 7 cranmapana TwWXOHOB/beBa Tomojormja ma Y X, a To(x,y) HOM HHIYKOBaHA

ronosioruja Ha C'(X,Y). Tana Baxe caeneha cBojersa.
1) Texy) € Teo, IOK OOPHYTO He MOpA. /& BazKH;
2) Axo je X xomauan, ouga je To(x,y) = Teo;
3) Axo je X auckperan, onga je C(X,Y) =YX u T, =T = Toxyy;

VY Hapegunm ocobuHama 7o, je moapasymesana tomnosornja va C(X,Y), a Z je mponsBo/ban

TOTIOJIOMIKH TTPOCTOP.
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4) Heka je ev : C(X,Y) x X — Y eBanyauuja, Tj.
ev(f,x) e/ (), feC(X,)Y), z€X.
Axo je X T, 1 JIOKQJIHO KOMIIAKTAH, OHIA je eV HeIPeKHIHO;
5) Heka je H : Z x X — Y HenmpekuJHO NpeciukaBame. Tajaa je ca
h(z)(x) = H(z,z), z€ Z, x € X,

1006po medbunncano Henpekuano npeciaukasame h: Z — C(X,Y);

6) Heka je h : Z — C(X,Y) menpekunno. Ako je X Tp u JIOKQJIHO KOMIIAKTaH, OHJA je
H:7Z xX —Y ngaro ca
H(z,2) ™ h(2)(z), z€ Z, z € X,

100po AedUHICAHO HEIPEKUIHO IPeC/INKABAILE.

Hoxarno, ako je xg € X, moxe ce gedunucarn npecankasame evg, : C(X,Y) — Y kao

KOMIIO3UIINja NIpec/nKaBamba U3 JAujarpaMa

CX,)Y) — C(X,Y) x X

evVg

IJle je XOPU30HTAJHO MPECINKaBame JaTO Ca

[ (f, o),

3a f € C(X,Y). Ako je X JIOKQJHO KOMIIAKTaH U Ty, HPECIUKABAIGE €Uy, je HEIPEKUIHO Kao
KOMITO3HIINja HEIPEKUIHUX MPECINKABAIHA.

Haiasme hemo kopucrurn o3naxy Y 3a ronosomku npocrop (C(X,Y), Te,)-
Teopema 5.29 Cesaxo npecaurasarve je TOMOMONCKY eKBUBAAEHMHO HUOPAUUIU.

Joxas: Koucrpyucahemo npocrop X , XOMOTOIICKY €KBHUBAJICHIU]Yy @ : X — X u dubpanujy

g: X — Y rakse Jla KOMyTHUpPa HaAPEeJTHN /IHjarpaM.

X
x—1 1y
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Hajupe pedununmmo npocrop X na ciejiehn vHavun.
XY {(zu) e X x V! | u(0) = f(x)} € X x V!

Jame, Heka je ¢ : X — X JIaTo Cca

def
o(@) ™ (@,cs) € X.

[IpeciimkaBame ¢ jecTe HENMPEKHIHO. 3anucTa, ja Ou MOKa3ai HEeMPEKUIHOCT OBO IPEC/NKa-
Bama, /IOBOJPHO je TIOKA3aTH JIa CY HeIPEKN,/IHe KOMIIO3HUINje D1 010 U Py 010 Y U3 HAPEJHOT

JujarpaMa.

3y

Kako je pyoiop = 1x, To 0Ba KOMIIO3UIIHMja jeCTe HENPEKHUIHA, A caMoO Tpeda moKa3aTu
Ja je U py 04 o ¢ HenpekuaHo. Ha ocHoBY ocobuHa 5) u 6) KOMIIAKTHO-OTBOPEHE TOIOJIOTH]E,
OBO TIPeCINKABahe je HEIPeKUIHO aKO U caMoO aKo je HelTpeKHuTHO NpecukaBame X X [ — Y

J1aTO ca

a OBO IIPecJUKaBabe jecTe HEMPEeKUIHO jep je TO 3alpaBO KOMIIO3UIIMja MpOjeKIuje Ha MPBY
KoopuHary u npecjaunkapama f. Jlakje, ¢ jecre HENPEKUIHO HPECTUKABAIHE.

Caza hemo mokaszaTu Ja je n XoMoToIcka ekBuBajennnja. Heka je ¢ : X — X gato ca

def

U(x,u) = .

OBo mpecauKaBambe jecTe HEMPEKUIHO jep je TO 3alpaBO MPOjeKIHja Ha TPBY KOOPJAWHATY.
Jlokazahemo na je ¢ xomororncku nwaBep3 o1 . Kako je ¥ o ¢ = 1y, Tpeba camo nokazaru
naje potp ~1g. Heka je H: X x I — X naro ca

H((z,u),s) < (2,u,),

rae je us : [ — Y myT mar ca u,(t) e/ u(st), t € I. Kako je
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ro 3aucra H((x,u),s) € X, na je H 106po nedunucano. Ipeciukasame H he 6urn menpe-

KHJTHO YKOJIMKO CY KOMIIO3HIHje p; 010 H u py o1 o H HenpekuHe.

) >
IIpBa Kommo3umuja p; 07 0 H jecTe HempeKuHA jep je TO 3ampaBo mpojeknuja Ha X. Ha

OCHOBY ocobuHa 5) u 6) KOMIAKTHO-OTBOPEHE TOMOJIOTHje KOMIIO3UImja pe o i o H he Gurm

HENPEKHIHA aKO M CaMO aKoO je HelpeKuIHo npeciankaBame X X [ X [ — Y naro ca
((z,u),s,t) —> u(st),

a U3 HapeJ HOT jJujarpaMa BHIUMO Jla je OBO IIPecInKaBaibhe 3alpaBo KOMIIO3UIN]a HellPeKH -

HUX TIpecInKaBara 1ma je u oHo HenpekuaHo (m : I X [ — I je MHOXKeme).

XxIxI %

p2Xm

(X xY)x (IxI) ———— YIxI

Jasbe, Kako je

H((x,u),O) = (mvuo) = (x7cf(ﬂf)> = (8001@(967“)7
H((z,u),1) = (z,u) = 1 (z,u),

TO je ynpaso H : po1) ~ 15, ma je ¢ XOMOTOICKa eKBUBaIeHIuja. Baxxu n Buine, mpeciuka-
Bame @ je yramname u o(X) je jaku jgedopMannonu perpakT npocropa X.

Hedunumumo caja npeciaukapame g : X — Y Ha cienehin Hadyun

g(x,u) = u(1).

131



5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

[IpeciinkaBame ¢ je HENPEKUIHO jep ce MOXKE€ BUJAETH KO KOMIIO3UIUja U3 HAPEJIHOr JIuja-
rpama.

X e s xXxVY!

Y y!
<—
[IpecimkaBame ev; jecTe HEeNpeKHHO jep je [ jiokaano koMmnakTan u 1h.

Takolje, J1ako ce Buam na KoMyTHpa aujarpam (6). 3aucra,

9(p(2)) = gz, ¢()) = cr(1) = f(2).

Ocraje jorr ma mokaxkemo aa je g ¢gpubparuja.
Heka je Z npomssospan Tonosomku npocrop u G : Z x I — Y k : Z x {0} — Y

HeMPeKN,IHa TIpecInKaBamha TaKBa /1a KOMYTHPA HAPETHU JHjarpam.

Zx{0} —*F X
1

-
-
-

-
G -
-
-
-
-

-
-
-
-
-

Ix] —% Ly

7Keymmmo j1a Hahemo pernieme G osor jgujarpama. Kako je X KOJIOMEH IpPec/mKaBama k, TO
3a z € Z mvmamo k(z) = (z,,v,), tne je x, € X, av, : [ — Y nuyr ca nouerkom y f(x,). U3

KOMYTATHBHOCTHU TOPHET JjarpamMa IMaMo Ja je Kpaj OBOT IyTa

vo(1) = g2z, 02) = g(k(2)) = G(2,0).

G(z,0)

Heduauninmo G ca
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rje je nyT U, JaT ca

2s
Uz 4(S) o - <E> 7 !
7 G(z,2s —2+1), 1-—

VAN
N

s<1-—

—_ N |+

<s

/&

t
2

Kaxo je u,4(0) = v,(0) = f(z.), T0 je 3aucra (x,,u,;) € X, Tj. npecankasame G je 106po
neduHICAHO.

Kao u 3a ocrana npeciukKapama y paHujeM Jedy I0Kas3a, Ha CJIMYaH HAYUH CE MOXKE
NOKa3aTh Jia je npecankasame G Henmpekumno. Konadno, 1a 6u G GHJI0 TPasKeHO pelllerse

ocTaje joIn ja MOKaXKeMo Ja KOMyTupajy oba Tpoyrjia u3 ropmmer jujarpama.
G(2,0) = (22, uzg) = (22,0.) = k(2),
9(G(z,1) = u.,(1) = G(z,t). O
IIpumep 5.30 Hexa cy X u Y monoarowru npocmopu, yo € Y basna mavwka. ,Ilpemsop-

umo “ y dubpayugy worncmanmmo npecaurasarve cy, - X — Y. Tada umamo xomymamuean

dujazpam

X

X — 5y
2de je

X ={(z,u) e X x YT | u(0) =y} = X x {u e Y| u0) =1y

Yrkonuro ca Py Y osnavwumo npocmop nymeea y Y ca nouemkom y Yo, mj.

de
PyY & {fue v | u0) =y},
onda je
X=XxP,Y.
lpecarukasarse g : XY je buno depunucarno maxo 9a KOMYMUPGE HaAPeOHY Jujazpa.
X x P,Y
p2
g P,Y
evy
Y
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Odpedumo croj ubpayuje g Had MaukoM Yo:
9 ({wo}) = {(z,u) € X x P,yY [u(l) = yo} = X x {u e Y [ u(0) = u(1) = o},

na axo ca Sy, Y o3nawumo npocmop nemau npocmopa Y y mauru Yo, mj.

QY < {ue Y [u(0) = u(l) = yo},
dobujamo da je osaj caoj jednar X x QY.
Yecmo ce usocmasnwa yy y undekcy eeh ce nuwe camo Y, odnocrno PY , umajyhu y 6udy
Koja je mauka ucmaxHyma y 'Y .
Jlakae, umamo da 3a ceakxu npocmop X u ceaku npocmop ca bazrom maurom (Y, yo)
nocmoju pubparuja
XxQY —— X x PY

ev]op2 (7)

Y
Ipu mom,
X x PY ~ X, (8)

wmo ce sudu u3 KoHcmpyryuje y doxasy meopeme 5.29.

Cras 5.31 Hexa cyp: E — B uq: T — X xomomoncku exsusasenmue dubpavyuje u
npocmopu B u X nymno nosesanu. Axo je F caoj pubpayuje p u S caoj pubpayuje q, onda

nocmoju caaba romomoncka exsusanrenyuja 0 : S — F.
oxas: Heka cy o : X — B u 1 :T — E XOMOTOIICKe €KBUBaJIEHIIA]je TaKBe JIa je
poty~pogq.

Tanma je ¢ mogmsame M0 Ha XOMOTOMHW]Y TpECIWKaBarma ¢ O ¢, Ta Ha OCHOBY 3ajaTka 1. u3
oJieJbKa, 1.3 UMaMo J1a IMOCTOjH TpaBo nogusame 1) 1 1T° — E npeciaukaBamba o 0 ¢ Yy OJHOCY HaA

dubpanujy p TakBo 1a je 1) =~ QZ Tanma 3a x¢p € X umamo cienehn KOMyTATUBHE JTUjarpaM.
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e je S et Spon F el Fy(z)- Ha ocroBy craBa 5.27 mMaMoO [1a KOMyTHPa HapeJIHE JHjarpa.
s T (T) =2 Tt (X) —— ma(S) —2 o (T) —2 1 (X) —— -
Vs P 0. Vi Px
D T (BE) =2 11 (B) —— mo(F) =2 1(E) —2 1,(B) —— - --

Kako cy ¢ n 1) XoMoTONCKe eKBUBAJIEHIH]je, TO CY MPECTUKaBama Y, U Y, W3 TOPHmer JIuja-
rpama m3omopdusmu, ma Ha ocHOBY CTHHPOIOBE H-jleMe 3aK/bydyjeMo Ja je u 0, u30Mop-
duzam 3a n > 1. Ba cayuaj n = 0, Takohe ce moxke nokazaru na je 0, @ m(S) — mo(F)

uzoMopduszam, ma 3aK/byIyjeMo KOHAYHO Ja je # ciaba XOMOTOIICKA eKBUBaJIeHIIHja. []

Hedbunrunmnuja 5.32 Heka je f : X — Y #enpekuano u Y mnyTHo mose3an. Xomomoncku
caoj (xomomoncka gubpa) npeciukapama f jecte cioj (6o koje) dbubparnuje XOMOTOICKH

eKBHBaJIeHTHE ca f.

W3 Teopeme 5.29 BUANMO J1a TIOCTOJH XOMOTOIICKHU ¢JI0j o f, a u3 nmocaeauie 5.20 u craBa
5.31 cremu ga je on g00po gedWHUCAH J0 HA CAa0y XOMOTOIICKY €KBHBAJICHIH]Y. 3alpPaBo,
ako X m Y mmajy xomotorncku tun CW-KoMILIeKca, XOMOTONCKH CJI0] je 100po aeduHUCAH
U 710 Ha XOMOTOIICKY eKBuBaJeHnHjy. To ciemm u3 BajTxemoBe TeopeMe W HapeIHOT CTaBa,

quju ce j0Kka3 Moxe Halim y [8].

CtaB 5.33 Hexa jep: E — B dubpayuja uw B CW-muna. Tada je E CW-muna axo u camo

axo je 3a ceaxo b € B caoj F, CW-muna.

ITpumep 5.34 Hexa je f : X — Y, Y nymmno nosezan u f =~ const. 2Keaumo da odpedumo
romomoncku caoj 00 f. Kaxo je f ~ const onda cy f u const u xromomoncku exsusaseHmHu
na uMajy ucme TOMOMONCKE CAOJESE ME je J080HHO HARU TOMOMONCKU CAOJ KOHCMAHMHOR2

NPECAUKABAILE Cy,, 30 HeKo Yo. M3 npumepa 5.30, nax, sudumo da je maj somomoncku caoj

X x QY.
Bunesnu cmo pannje jga npecaukasame f, 1 m(X) — m(Y), i € Ny, Moxkemo Ja BEIIMO
Kao JIe0 Jyror TaYHOr HU3A.

D (VX)) —— (X)) I m(Y) —— m(V, X)) —— 1 (X)) —Ts

Ca gpyre crpane, Kako je f XOMOTOICKH €KBUBAaJEHTHO Hekoj dubpamuju p : E — B, Tj.

IOCTOje XOMOTOIICKe eKBuBaJseHiuje ¢ : Y — B u ¢ : X — E Takse ja caejaehn gujarpam
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5 OUBPAIINJE 1 PACJIOJEBA

KOMYTHPAa

— F

p

X —

f‘/

Y —~2—— B
na KaJia ocMaTpaMo Jyru TadyHu HU3 3a PuOpAIMjy p U MCKOPUCTHMO U30MOp(PU3IMe @, u
W, u3Mely oarosapajyhux xomorornckux rpyna mnpocropa Y u B, ognocno X u F, jpobujamo

HapeJHU TadaH HHUI.

D m(F) —— m(X) L m(Y) —— i (F) —— 1o (X) —— -

Nako nemamo HUKAKBO MPECUKABAHE U3 JeIHOT JIyTOT' TAYHOT HU3a Y JIPYTH, HUTH IPyle
mi(Y, X) u m_1(F) mopajy 6utn uzomopdHe, HNMAK W3 TAYHOCTH OBa J(BA Jyra TadHa HU32
MOZKEMO 3aK/bYYUTH HEHITO O Be3u u3mely ose jBe rpyie. Hanme, ako je f : X — Y, Y nytHo

noBe3aH U F XOMOTOIICKH €JIOj HpecanKaBama f, OH/Ia 3a c¢Bako ¢ € N BayKu €eKBUBAJICHIIN])a
(Y, X) =0 <= m_1(F)=0. 9)
OpaBrie IUPEKTHO MO0OMjaMO U €KBHBAJIEHIIN]Y
f je n-ekpuBasenimja <= F' je (n — 1)-nope3an.
Kopucrelin ekpupasenimjy (9) moxkemo npedopmytucat Teopemy 3.16 Ha ciaenehn HauuH.

Teopema 5.35 Hexa je (X, A) CW-nap u nexa jep : E — Y nenpexudno, Y nymmo nosesan
u F xomomoncku caoj 0d p. Ilpemnocmasumo da 3a cee n € N ca csojemeom da nocmoju
n-heauja y X\ A saosrcu m,—1(F) = 0. Tada 3a ceako npecaukasare f: X —-Y uh: A—E
maxeo da je po h = f|a nocmoju g : X — E maxeo da je gla =h upog=~f.

h
A— F
R
g/// p
’ f

5.5 I'maBHe dubpammje

Heka je (Y, yo) upocrop ca 6a3HOM TaYKOM U

PY @ {u: 1Y |u(0) =yo} €Y' (upocrop myresa y (Y, y)),

QY = {u: I =Y |u(0) =u(l) = yo} €Y' (mpocrop meru y (Y, yp)).

Tana je ¢, : I — Y npuponna 6a3Ha Tauka y OBa JBa IIPOCTOPA.
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5.5 TJVIABHE ®UBPAIIMIE

Cras 5.36 Hexa je (Y, yo) npocmop ca 6a3nom maukom.

(a) PY je xoumpaxmuburan;
(6) QY je H-npocmop.
Jlokas: (a) Yroauko y (8) yamemo X = x, nobujamo aa je PY o~ x.

(6) dedunummmo v : QY x QY — QY kao HajoBe3uBame NeT/hH, T).

v(u,v) “uw.

IIpecnukaBame v je HEMPEKUIHO YKOJIUKO je HeMPeKUIHA KOMIIO3UIIH]ja

QY x QY 4 QY — Y7,

a Ha OCHOBY 0COOMHA 5) U 6) KOMIAKTHO-OTBOPEHE TOIIOJIOTHU]e, OBO MPECUKABALE je Helpe-

KUJTHO aKO W CAMO aKO je HempekuaHo npecaukaBame (1Y x QY x [ — Y maro ca

(u,v,t) — (u-v)(t).

Pectpuknuja oBor npeciukapama Ha Y X QY X [O, %} MO2Ke ce BUJIETH Kao HapeJHa KOM-

MO3UTITj A

YIxI

p1 X (t—2t

QY x I ev .Y

QY x QY x [0, 1]

2
OJIaKJIe 3aKJBYyUyjeMO 11a je OBa pecTpuKnja Henpekuaaa. CamdHo ce 1o0nja 1a je u pecTpuK-
nuja Ha Y x QY x [%, 1] HeMPeKU/ THA, I1a Ha OCHOBY TeOpeMe O JIeIl/belhy HeMPEKHIHO je 1
CaMO IpPEeC/THKABAILE.

Haxne, v je jenna no0po deduHucaHa HelpeKuHa oneparuja. OcTajo je joIr IMoKa3aTH

J1a ¢y KOMIO3UIIHje

QY — % L QY x QY QY — 2 L QY x QY
\\\\,1 \\\\,1
% QY

(rae je i1(u) = (u,cyy), a ia(u) = (¢yy, w)) XOMOTOILHE UJCHTUTETH PEJIATUBHO Cy, Tj. Ja je
Loy ~voi (rel ¢y),
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Loy >~ voiy (rel ¢y).

Heka je F : QY x I — QY naro ca

. u(Z_t) o<t<1-¢
Flu,s)(t) = ¢\ o
Yo 1-35<t<1

ComaHO Kao M 3a v, MOoKasyje ce Ja je mpecanKaBame F HenpekuaHo. Kako BaxKu

F(u,0) =u = 1gy(u),
= (u-cy)(t) = v(ir(u)) (1),

TO je

F:lgy ~voi (rel ¢y,).

Cauuno ce nokasyje jga je lgy =~

~ voiy (rel ¢), na 3akmydyjemo ga je QY saucra
H-upocrop. U

Mozxke ce nedunucaru u onepanuja 1 : Y x PY — PY kao HajmoBe3uBame MyTeBa, Tj.

def

wlu,v) = u-v.
Taya je p 3ampaBo NpONIUpPEHE Olepalnje v, Tj. KOMYTUPa HAPEIHU JIHjarpaM.

Qv x Py —* + py

QY x QY ————— QY

[Ipumerumo na KomyTupa u ciaeaehu aujarpam.

Qv x Py —* + py

PY — > Y

7

Teopema 5.37 Hexa je (Y, yo) npocmop ca 6a3nom maukom.

(a) Ilpecauxasare evy : PY —Y jecme dubpauuja ca caojem QY ;

138



5.5 TJVIABHE ®UBPAIIMIE

(6) 3a cearo n € N saorcu m,(Y) = m,_1(QY).

Jlokas: (a) Axo y (7) nzabepemo X = x mobujamo Tpazxkeny dbubpanujy.

(6) Kako je npocrop nyreBa PY KonTpakTubWiIaH, TO W3 Iyror Ta4HOT HU3a 3a dbubpannjy
- —— T(PY) —— 1, (Y) —— 1,1 (QY) —— 1 (PY) —— -

nobujamo ga je m,(Y) = m,_1(QY). O

Hamnomena 5.38

1) Axo je n = 1, moowce ce nokazamu da je usomoppusam Yy 0Y2oM MA¥HOM HU3Y 3G
dubpayugy usmelhy T (Y) u mo(QLY') 6aw jednarocm.
2) Xypesuh je xomomoncke epyne dedpurucao uHdykmusro na ciredehiu Hauun.
(V) Y rnty)

Kopucmehu osy dedpununyujy aaxo ce noxasyje da je m,(Y) Abesosa 3a n = 2 jep je
Q" 1Y npocmop nemau na je H-npocmop, a 3uamo da je dyndamenmanra epyna H-

npocmopa Abesosa, a mo je y 06om cayuagy ynpaso m,(Y).
CraB 5.39 Hexa je n € N u G Abenosa.
(a) QK(G,n+1) = K(G,n);
(6) K(G,n) je (caabu) H-npocmop.
Jlokas: (a) Ha ocuoBy nena (6) Teopeme 5.37 umamo aa je

G, i=
m(QK(Gyn + 1)) = e

0, wHaue
Jour je norpe6uo nokasaru jga je QK (G,n+ 1) CW-runa. Kako cy y ¢ubpauuju

QK(G,n+1) — PK(G,n+1)

K(G,n)

npocropu PK(G,n+ 1) u K(G,n) CW-tuna, To je Ha ocHoBy ctaBa 5.33 u QK (G, n + 1)
CW-rura.

(6) 3namo ga cy csu npocropu K (G, n) Mel)ycoGHO XOMOTOICKN eKBUBAJEHTHH | /14 je jeaH
on wux ynpaso QK (G, n+ 1), koju je Ha ocHOBY craBa 5.36 H-npocrop, na fie cBakn K (G, n)
outu 6ap cnabu H-mnpoctop. [
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Hedununuja 5.40 Heka je (Y, yo) nupocrop ca 6a3nom raukom. Kanoncka gubparyuja nad
npocmopom Y jecte dpubparmja
QY —— PY

Y

Ako je jorr f 1 (X, x9) — (Y, y0) 2nasna dubpayuja nad X undykosana ca f jecre moBaaverse

KaHoHcke dhudbpanmje Hax Y momohy f.

P evl

def . .
Oznaunvo F = *(PY). Moxke ce nedpunucaru . nejcTBo® ¢Jjioja Ha TOTAJHUA IIPOCTO
b

w: QY x E — E na cnenehn nauwmn
p(u, z,v) «f (x,u-v).
[Tpumernmo fa Tajga KOMYTHDPA HAPEIHU THjarpa.
QY xE —X 4 F
P2 kp

E L y X

Baucra,
(po ,u)(u,a:,v) :p(x,uov) =T :p($,v) = (popg)(u,a:,v).

Taxkobe, p he 6uTn w1 Tpomupeme HATOBE3WBAHA TET/bU, Tj. KOMYTHPA HAPETHU JTHjarpaM.

OV xE —" |

QY x QY ——— QY
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CraB 5.41 Hexa je p: E — X anasna dubpayuja undykosana npeciukasarem f: X —Y
u neka je g Z — X wenpexudno makso da je (fog)(Z) C Yy, ede je Yy komnonenma nymue

noseaarocmuy npocmopa Y Kkoja cadpacy, maurxy yo.

E — PY

(a) Iocmoju nodusare g : Z — E npecaurasarva g ako u camo axo je f o g~ const;

(6) Axo je h : Z — FE jedno durcupano nodusare 0d g, onda je 3a c6aK0 Henperuono

npecaukasare @ @ Z — QY xomnosuyuja
hy:Z Y ay x B4 B
maxohe nodusare 0d g. lpu mom, axo je 1 =~ P, onda je hy, =~ hy,.

Jlokas: (a) =: YKOJIMKO MOCTOjH MOJU3ae OHJA ce MpecanKaBame [ o g dakropuiie Kpo3
KOHTPAaKTUOWIHK 1pocTOp PY mna je XOMOTOINCKH TPUBH]jAJTHO.

<: OBaj cMep IUPEKTHO CJIeIN Ha OCHOBY CTaBa H.8.

(6) 113 KOMyTaTHBHOT JHjarpamMa

7z @M oy xE-—" L F

h p2 lp
FE > X

poh,=popuo(p,h)=poh=yg,

MMaMo /13 je
Tj. IpecjauKaBambe h, jecTe Monu3ambe pecInKaBamba g y ofnocy Ha dhubpanujy p. JogaTHo,
AKO je 1 ~ o, onja je u (@1, h) >~ (9, h), na je

hoy = po (p1,h) = po(pa,h) = hy,. O

5.6 Pacmojema

Hedbunaumnuja 5.42 Heka cy E, F' u B Tonogomku npoctopu. HempekmaHo npecainkaBarmbe

p : E — B jecre pacaojere ca caojem F ako 3a cBaky Tauky b € B mocToju OTBOpeHa
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oxosiuna U, € Tp Tauke b u xomeomopduzam h : p~1(U,) — U, x F takas ja KOMyTHpa

HapeJHU JAujarpam.

p N (Uy) h » Uy x F
p p1
Uy
Kopucruhemo oznaky
F— F
|7
B

Axko je C' C Uy, oHJa KOMYTHPA U HAPEITHH JIHjarPaM.
p~1(0)

h
pH(C) = » O x F
\ /

C

Cuernujano, ako je C' = {b}, umMamMo 1a KOMyTHpa JHjarpam.

P ({bY) — Dy F

{b}

Jaxie, 3a ceako b € B Baxu p~'({b}) ~ F.
CBako pacjiojeme je OTBOPEHO MPECJUKABamhe. 3aucTa, JO0BOJHHO je MOoKa3aTH 1a Cy pe-
CTPHKIFje IIpecuKaBaiba p Ha CBAKOM OJI CKYIIOBAa KOjU YMHE OTBOpPEH IOKpuBad o1 E or-

Bopere. mamo 1a je

E=Jr W)

beB
—1 .
u cBaku on ckymosa p~ ' (U,) je oTBopeH.
N3 koMmyTaTuBHOCTH JMjarpama
U) —L2—— Uy x F
pH(Ub) ~ b X
|
‘ |
pl,—1 | P1
P (Ub):
I
4
B « ! > Ub
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BUJIMO JIa PECTPUKIH]Y Ply-1(1,) MOKEMO Ja BUIMMO KAO KOMIO3HIUjy XomeoMopdusma h,
NMpojeKIje p; U UHKAy3uje ¢. JacHo je jma cy h m p; oTBOpeHa npeciankaBama, a Kako je U
orBoper y B, 1o lie n nHK/Iy3uja ¢ GUTH OTBOpEHA I1a je M PECTPUKIUjA Pl|,-1(,) OTBOPEHO
npeciankasame. Jlakie, p je orBopeHo, a u3 JepUHUNINje BUIIMO U 12 je HeIIPEKUIHO U , Ha
Ma 3aK/bYIYjeMO JIa je CBaKO pacJiojerhe KOJUIHUIKO MPEeCcINKaBarbe.

Heka cy p: E — B wuq:T — B pacnojema u ¢ : T' — E xomeomopcduszam Taksu jia

KOMYTHpa JTujarpam.

T ? s B

B

Tana pacyojema p 1 ¢ cMaTpaMo jeTHAKUM, Tj. €eKBUBAJIEHTHUM.

IIpumep 5.43

1) Yroauxo cy F u B monosowru npocmopu, mpusujasno pacaojerse nad npocmopom B

ca caojem F' jecme pacaojerve

F— BxF

2

B

3aucma, 3a b € B yamumo Uy “Ypun 1gxr. Tada je p~'(Uy) = B x F na jacno

KOMYMuUpa Hapeduu dujazpam.

IpxFr

B x F ~ » Bx F
B

Taxobhe, ceako pacrojerve eK6UBAAEHMHO MPUBUJAAHOM hemo HA3UBAMU MPUBUJEAHUM.

2) Ipojexyuja p - M — S' na cpedrwy wpysrcnuuy Mebujycose mpake jecme paciojerve ca

caojem 1. Oso he bumu HEMPUBUJAAHO PACAOTEILE.
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> U, x I

Uy b

3) Pacaojerve ca duckpemuum caojem je namrpusatve.

144

D——F

B

bS]

Hexa je b € B. Tada nocmoje U, € Tp u zomeomoppusam h makro da xomymupa
Hapednu dujaepam.

P (Uh) Z > Uy x D

Uy

Kaxo je D duckpeman, umamo da je

UbXD: |_|Ub><{d},
deD

ede 3a cearo d € D saocu Uy x {d} € Ty,«p. Tada je

p () = | | (U, x {d})

deD
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u 3a cearo d € D je h™' (U, x {d}) € Tp-1w,) € Tp. Kako komymupa dujazpam
h=Y (U, x {d}) u > Up x {d}

Up
dobujamo da je h=' (U, x {d}) ~ Uy npu p, na p saucma jecme namxpusarve.

Obpammno, axo je p: E — B namxpusaree maxso da 3a ceaxo by, by € B sastcu

P~ ({0l = I~ ({b2})],

(mo easicu, na npumep, kad je B nosesan) onda je p pacaojerse ca QUCKPEMHUM CAOJEM.
Saucma, neka je b € B. Tada nocmoju oxoauna U, € Tg mauxe b maxsa da je
p U= ||V
acA
ede cy ceu cxynosu Vit omeopenu y E u zomeomopfnu Uy npu zomeomopdusmy plye .
Yamumo D < A ca duckpemmom mononozujom. Tada axo ca h : p~(Uy) — Uy X D
03HAYUMO NPECAUKABATHE
h(e) < (p(e), o), ¢ € E.
ede je ag € A jeduncmeeno makeo da e € V,*°, dobujamo da komymupa dujazpam.

p Y (U,) h sy Uy x D

Us

Jlaxo ce nposepasa da je h xomeomopduzam, mj. p je pacaojerve.

Jlema 5.44 Hexa je n € Ny, I™! xouka dumensuje n + 1, A ynuja nexux n-cmpana Kouxe

" makea da I" x {0} C A uI"x {1} € A. Tada je A jaru dedopmanuonu pemparm koyxe
"t mg. (It A) je DR-nap.

Teopema 5.45 Csaxo pacaojere je Ceposa ubpayuja.

/loxaz: Heka je p: E — B pacjiojeme ca ciaojem F'un € Ny. Kako je D" ~ [", 10BOJ/bHO je

mokas3aTu Ja cjejgehu aujarpam uma perierme H.

"x {0} —  E
A

H .*

7 p

-
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Kako je p paciojeme, To nmocroju orsopen nokpusad {Uy, }ae4 mpocropa B, Kao u XOMeOMOp-

dusmu h,, o € A, rakBu 1a 3a cBako o € A KOMyTHpa HapeIHU JIUjarDaM.

p~ Y (U,) hs s Uy X F
p P1
Ua

Tana je {H ' (Uy,) }aca 0OTBOpeH mokpuBad o1, [ X I, ma Kako je I" X I KOMIAKTAH METPHYKH
npocTop 106po je medunucan Jleberos 6poj L > 0 osor HOKpI/IBa‘{a. Hexka je camza m € N
TaKasB Jia je ¥ :‘nJr < L. Tlogemmhemo xonky I™ x I ma m™*! jennaxmx korkn ma he cBaka o

BUX UMATH TPETHUK Mawku o1 L. YpeanuMo Te KOIlKe y HU3 m cjaojeBa 1o m” komku./lakie,

HeKa je
I x[:[”HUI"HU--~U[”+1
mn
+1 +1 +1
U](nm 1)mn+1 U](nmfl)m”JrQ UI””“’
rie je
InJrl o x @_171 1< <m, 1<j<m"
(i—1)-mn+j m m

Cama nommzkeMo Tpecankasarbe H pegom xonky 1mo konky. Heka je 1 < k < m™™! u mper-

I{H’l In+1

MOCTABUMO Ja je H nedbuHICAHO HA CBUM KOIIKaMa 7KesmmMo 1a mpormmpuMo

oBO mpeciuKaBame n Ha I, Hexa je
d
Y (rx{oyunptunptu.uthnet

n+1
]k

J1e0 TpaHUIle KOIKe Ha KojeM je Beh jedunucano npecaukasame H. Ha cienehoj comim

BUIMO TIITA CYy OBU CKYHOBHU 3a CIaydaj n = 2.

12

NLZ

Loyl 12

2|13 I
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A} je yHHja HEKUX N-CTPaHa KOIKe I,?“. Kaxo A} caupzxn 6azy oj [,’j“, a He CaJIPZKU I'OPbY
crpaty, To je Ha ocHOBY Jeme 5.44 (I, A7) jenan DR-nap. Kako je diam I} = Y- < [,
T0 MOCTOjH ) € A Takso jga je H(I}') C U,,.

[TocmaTpajMo HapeTHU JHjarpaM.

ha
Ap ———p (Us) ——=— ? Uny X F
> -~

-
- -

n+1
—>
[k Uak-

Kako je npojexmuja p; : U,, X F — U,, dbubpanuja, n (I;'*', A?) DR-nap, To nocroju

noausame Fj, a Kaxo je h,, xoMmeoMopdusam, nrobujamo na nocroju Hy.

Hacras/bamem oBOI OCTYIIKA JO0OMjaMO TParKEHO HPECTUKABAIHE H:I"x[—E.O
Hanomena 5.46 Axo je p : E — B pacaojerwe u B napaxomnaxman (u Ty) onda je p
dubparuja.

Kako je cBako paciojeme Cepoa dubpanuja, 3a paciojeme p : . — B ca ciaojem F
nMaMmo cJjegenu ayr tavaH HU3.
oo = M (F) = mp(E) & 10(B) = Tt (E) — - -
ITornenajmo mta HAM Jlaje OBaj JAYT TavyaH HU3 3a mpuMep 5.43.
1) Hexa je p; : B X F' — B TpuBHjaJHO paciojeme ca ciojem F u Heka je i1 : B < B X F
unksysuja. Tajia u3 jayror TadHor Hu3a
(p1)+

- T (F) —— (B x F) 25 1,(B) —2= 1) — -
T\_/

(41)~
BUIMMO 712 je (p1)s« ,Ha“, ma gobujaMo KpaTak TadaH HU3

0 = m0(F) = mo(B x F) P25 7 (B) = 0

KOjHu ce Tiena, Tj. BayKh
Tn(B X F) 2 7,(B) ® 7, (F).

2) Vkosuko je p: M — S npojeknuja na uenrpasuy kpyzxuuiy Mebujycose Tpake (Koja

je paciojeme ca caojem ), OHZa U3 LyrOr TAYHOT HE3a JOOKjaMO 14 je p, u30Mopdusam.

3) Heka je p: E — B pacJiojeme ca quckpeTHuM ciaojeM D. Ako je n > 2 oHJa U3 JAyror
TAYHOT HU32 32 OBO PACIOjer-e U dhibeHuIe aa je taga m,(D) = m,_1(D) = 0 mobujamo

J1a je p, uzomopdusam, a 3a ciaydaj n = 1 MOKeMO 3aK/bydyTH J1a je P, MOHOMOP(U3aM.
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5.7
(1)

148

XondoBa pacJjojema

Hexka je n € N. lImamo JBOJIMCHO HATKPHUBaKE, 114 U PACJIOjerhe.

SO y Sn

I

RP"

[Ipumernmo 1a je Taza
C, = D"t U, RP" ~ RP"".

Cruenujaano, 3a n = 1 gobujamMo pacaojeme

SO — gt

|n

Sl

Koje HasuBamo npsum Xongosum pacaojervem. llpumernmo na je y oBoMm caydajy Cj ~
RP2.

VKOUKO je n > 2 XOMOTOICKe I'pyle npojekruBHor mpocropa RP™ 6uhe uzomopdue
ojarosapajyhum xomoronckuMm rpynama cdepe y anMensujama sehum o 1, a 3namo ja

je dynmamenTaana rpyna npocropa RP™ m3oMmopdna Zsy, ma 0BO MOKEMO IPEJICTABUTH

HapeIHOM TabesIoM.

Heka je n € N. KoMILIeKCHE TPOjeKTUBHE IIPOCTOP ce JIePUHHIIE KAO

CP™ = C"™\{0}/2unz, accvior = S /oons, aest-

Axo ca p: §?"*1 — CP™ o3raumMo mMpUpOAHY MPOjeKInjy, OHIA je

Sl 52n+1

I

pacjojerme mMTo NeMo U MOKa3aTH.
<1<n BeIUM HaK
Bal<i<n+1ysegumo o3Ha

def

U; = {[z] € CP" | z; # 0} € Tcpn.



5.7 XOHI®OBA PACJIOJEILA

7Keyiumo ja pedpunuineMo xomeomopduszam h; Tako Ja KOMYyTUDPa HAPEHU JIHjarpaM.

Hexka je

d Z;
hi(zl, 22y e vy Zn—i—l) éf ([21, ) T Zn+1], ﬁ) .
i

OuuriieiHO je ja je h; HEMPeKUIHO U J1a TOPHHU AujarpaM KomyTupa. [Tokaxkmmo 1a je

h; xomeomopduzaM, Tj. HahUMO My UHBEP3 U JOKAXKHUMO Ja je OH HeIIpeKuIaH.
Heka je o, : U; x ST — p~(U;) nato ca
def -1
0; ([WlaWQa c s Wnal, )\) = A wi| - wi (W, wa, - W)

IIpeciukaBame o; je 100po gedunucano. 3aucra, Heka je 4 € S, Taza je

1

0 ([pwr, peoa, - pwnga], A) = A= [l - il - w7 - (peor, s, - o 1)

= 0; ([Wl,WQ, Ce ,wn+1], /\) .
ITocmaTpajmo caja gujarpam.
p_l(Ui) X Sl > p_l(Ui)
Py
pX]lSl ////;'i
Uz’ X Sl

[Ipecrukasame p~*(U;) x ST — p~1(Sh) maro je ca
((wl,wg, ey Wntl), /\) — A fwi| - w; N wr, wa,y - W),

a je HempeKUIHO, 0K je mpecaukaBame p X lg KOJMUYHUYKO, Ha 3aK/BYUIVieMOo 13
J p JAHO, I J p p S ) YY) pIt

IpeCcaInKaBame g; MOpa OUTH HEIPEKUTHO.

Jort ocraje ja nmoxkaxkemo ja cy o; u h; mehycobno nuBep3na npecjankaBamba.

oi(hi(z1,22. .., 2n11)) = ‘z—z| Nzl oz (21, 22,y Zng)
= (21,22, Zns1)
h; (0’2' ([wr, w2, ... ,wn+1],)\)> = | [w1,wa, ..., Wni1), |i :Zz: :); zz
= ([wi,wa, ..., Wny1], A)
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150

Haxkae, byt = 0y, na je h; 3aucra xomeomopduszam, Tj. p jecre paciiojerbe.

[Tpumerumo 1a je
Cp — D2n+2 Up CPn ~ CPnJrl.

Cruemujaano, 3a n = 1 gobujamo pacaojeme

St —» 83

Cp! = 52

Xomeomopduzam mamelhy CP' u S? Gupamo tako jga h @ S® — S? gysa Gasmy Tau-
Ky, Tj. Tako Ja Baxku h(e;) = e;. Hecro ce y3uma xomeomopduszam 3agar caegehinm

JAjarpaMOM.

[Zl,zg]b—)%
CU{oo}
rie je s : CU {oo} — S? crepeorpadeka npojexunja (s(co) = e;).

Jlakste, 100UIN CMO pPacyIojerhe

St — 5 63

|
SQ
Koje HazuBaMo dpyeum Xongosum pacaojervem. Y oom cayuajy je Cp ~ CP2.
Axo je ¢ > 3 oA U3 JyTOr TAYHOT HHA3A
o (SY) = (8P B (8% = o (SY) = -
BUIIMO 14 je
7ri(52) = 7TZ'<53).

CruernujaHo,
7T3(52) = 7T5(S3) = 7.

[MIrapumre, ako h ogabepemo Tako ja dysa 6a3Hy Taduky, J00ujaMo uzomMopdusam

m3(S5%, e1) 1y m3(S5%, e1)



5.7 XOHI®OBA PACJIOJEILA

na je

m3(5% e1) = Z{[h]o)-
VKOJIHMKO je n > 2, U3 Jyror TavyHor Hu3a godbujamo ja je mo(CP") =2 Z a3a 1 > 3 je
7T1<CPn> (T( 7.‘.2,(52714-1)

HITO MO2KEMO IIpeaCcTaBUTHU TabeJIOM.

3Hamo Ja je
(CPOO)Qn — (CPOO>2n+1 — Cpn,

1a Kako je
mi(CP*) = m;(CP™), 2n > i,
TO je
Z, =2
0, wuHave
Jakue,
CP>* = K(Z,?2).

Moryhe je nanpaBuTu U pacjiojerme

St — 8>

|

Cp
na kaxo je S® ~ x u S' = K(Z,1) u onase 6u ce morjio joburu aa je CP™ = K(Z,2).
Hexka je n € N. KBarepunoHCcKu 1pOjeKTUBHE IIPOCTOP ce jeduHuIe Kao
HP" = H" "'\ {0}/.xz, aem o} & S/ oins, rese-

Axo ca p : S — HP" o3maunMo NpUPOIHY MPOjeKINjy, OHIA je

SS S4n+3

&

HP™
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paciojeme, IITO ce I0Ka3yje Ha UCTU HAYUH Kao y CJIy4ajy KOMILJIEKCHOI' IPOJeKTUBHOI

POCTOPA.

[IpumeTnmo m1a je
— dn+4 ~ +1
C,=D"" U, HP" ~ HP"™,

1j. HP"” numa henujcky JeKOMIO3UIIH]Y
HP" =uetuedu---uel.
Cuennjasnmno, 3a n = 1 mmamo HP! ~ S* u gobujamo paciojeme

SS S?

|n

54
koje HasuBaMo mpefium Xongoeum pacaojervem. Ipumerumo ga je C, ~ HP2.

Moryhe je koncrpyucaru u pacjiojemne

53 y Soo

|

HP"
amu nehe Baxkutu ja je HP>® = K(Z,4), jep S® nuje K(Z,3).
(4) Ouekyjemo na je 3a n € N morylie KOHCTpyHCATH PACIOjerhe

57 y 88n+7

|

op»

aJu KaKo MHOXKEIbe OKTOHHOHA HHUje acolujaTuBHo, He Moxke ce jgedbunucatu QP

YIpKoc ToMe, MOXKe ¢e KOHCTPYHCATH XOIIPOBO pacaojerhe
S? y 515
(Zl,ZQ)F-}Z;l'Zl
S8 +—— 0OU{oc}

e je s : O U {oo} — S® crepeorpadceka npojeknuja. OBO pac/iojerme HAZUBAMO “em-

spmum Xongosum pacrojerrem.
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5.7 XOHI®OBA PACJIOJEILA

Kopucre ce o3nake

op! < g8
oP* Y ¢, = D% U, S8,

CraB 5.47 Hexa je p: E — B pacaojerve ca caojem F' u B u F muozocmpyrocmu. Tada je

u E mrozocmpyxocm u sasrcu dim £ = dim F' 4 dim B.

Zoxas: [lokaxkumo Hajupe na je B Xaysnopdos npocrop. Heka cy e, e; € E aBe pasjiuaure
TavKe.

1° Heka je p(eq) # p(e2). Tama nocroje orBopene okoaune U,V € T Takse 1a je p(er) € U,
ples) € VuUNV =@. Taga cy p~1(U) u p~*(V) aucjynkTae oTBopeHe oKoJMHe Tadaka €;
u es.

2° Hexa je p(e;) = p(ez) = b. Ilocroju orBopen ckyn U € Tp, b € U, u xomeomopduzam
h:p Y (U) — U x F rakap ja xoMmyTupa ciaejehn aujarpam.

p () n s U x F

U

Kako je U x F Xaysznopdos npocrop, To je u p~ ' (U) Xaysmopdor, na mocroje Wy, Wy €
7;,71((]) C T takBu 1a je e; € Wi, eo € Wom Wi NWy = @.

Haxne, E jecre Xay310pdoB 1pocrop.

Heka je caga e € E. Kaxo je p(e) € B, nocroju orsopena oxkosiuna U € Tg tauke p(e) u

xomeomopduzam h: p~H(U) — U X F Taksu j1a KOMyTHDPa JHjarpam.

pHU) L » Ux F

~
~

U

Kaxko je U menpazan u orBopen y B To je U muOroctpykoct numensuje dim B, na je U x F

. def . . . .
MHOTOCTPYKOCT JIUMEH3Tje N ) dim B 4 dim F'. TTomro je h xomeomopduszam, u3 amjarpama
saksbydyjemo ma je p~'(U) n-muoroctpykocr, na nocroju W e Tp-1y) C Tg Taxas ga e € W
u W~ R".

Haxse, E je MHOrOCTPYKOCT JuMeH3uje n. []
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Teopema 5.48 Heka cy m,n,l € Ny makxeu da nocmoju pacrojerve

Sl Sm

lp
S’VL
Tada jel=n—1um=2n— 1.
Jlokas: Axo je n = 0, ona 6u 1 m 6uio 0 jep je S° nemosesan, a p HenpekuHo u ,Ha“. Tana
ou p mMopaJio OuTH xXoMeoMopdu3aM, Tj. pacaojerbe Koje 3a CJI0j UMa jeJHy Ta4dKy, a TO HHje
cdepa. Hakie, mopa outu n > 1.
Ha ocuoBy crasa 5.47 umamo ma je S™ MHOrOCTPYKOCT jAuMeHn3uje n + [, ma mopa outn

m = n + [. Jom ocraje na nokazxkemo ja je n =1+ 1.

1° Hexka je | = 0. Taga mmamo paciojeme

SO y Sn

I

STL
1a je p JBOCJOjHO HATKPHBaHe OJaKJ/e J100ujaMo jaa je
[m1(S") : pe(m(S™))] = 2,

a kako je m1(S™) = 0 3a n > 2 3akspyuyjemo Ja mopa ouru n = 1. dakre, n =1+ 1.
2° Hexka je [ > 1. ImaMmo pac.iojeme

Sl SnH

|»

Sn
U TTOCMaTpajMo JAyT TadaH HU3 OBOT PAC/I0jermba.
oo =y (S™) = m(SY = m(S™T — - -

Kaxko je m(S') & Z u m(S™) = 0, saxmyuyjemo ma je m1(S™) # 0, Tj. Mopa Ta BaxKu

[+ 1> n. Ca apyre crpate, mocMarpajMo ciaegehn 1eo HCTor Jyror TaYHOT HHA3A.
co (S = 1, (S™) = T (SY) = -

Kaxo je 7,(S") & Z u 7, (S"*) = 0, To 3akmyyjemo aa je m,_1(S!) # 0, oqrocro Mopa 6uTn

n — 1 > [. Konauno, u y oBoM cJjIy4ajy 3ak/bydyjemo ga jen =1+ 1. [
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Hanomena 5.49 /Jlakxae, pacaojerve y kom cy cea mpu npocmopa chepe mopa bumu obauka

Sn— 1 SQn—l

|

STL

3a Heko n € N. YV ceom uysenom pady [9] us 1960. 200une Adamc je doxasao da 06akeo

pacaojerve nocmoju camo 3an € {1,2,4,8} (uwemupu Xongosa pacaojerva).

5.8 IllTudenoBe MHOTOCTPYKOCTH
Hexka je 1 < k < n u Heka je

Vi(RY) < {(vl,vg, o) € (R | (wv;) = 6y, 1< 4,5 < k}

= {A € My w(R) | ATA = E} c (Rn)k

[Tpumerumo na je

Teopema 5.50 Axo je 1 < m < k < n youumo npecaukasare p : Vi(R™") — V,,(R™) damo

ca

def
P(UhUQ, cee 7Uk:) = (U17U27---,Um)

( p je npojexuuja Ha npsur m KoopoUHAMG).

Tada je p pacaojerve ca caojem Vi (R"™).

Viem(R*™™) —— Vi(R™)

Vi (R™)
Cruuya doxasa: Kako je p mpojexnmja, jacHo je na je Hempexugao. Heka je (uy, ug, ..., Uy) €
Vo (R™). Hexa je U1, - - , Uy, OpTOHOPMHUpaHa 6a3a 3a L(uy, Us, . .., Upy) " U HeKa je

U {(0r, 0, vm) € Vi (R™) | detfon 0+ 0 s = ] £ 0}
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Taza je (u1,us, ..., un) € UnU € Ty, @n. Illorpebuo je jom xoncrpyncarn xomeomopdusam

h TakaB Jla KOMyTHpPa HAPEJIHU JTUjarpaM.

p N U) -~ Lo » U X Vi (R*)
P p1
U
YouumMo KOMIIO3UIIKJY
R" —" L(uy, us, ..., Up)" s R*™

rJie je T OpTOrOHAJIHA IpojeKIuja, a L u3oMopdusaM JaT ca

d .
L(tpmas) ] e, 1<i<n—m.

Heduaunmmo

de
Pon, vz, o) S (0105, 00), G (L (0m10)), LT (0n12)); - L(r(01)) )
(rme je GIS I'pam-IlmuTos moctynak oproronamusamnmje y R"). Moxe ce mokasaru ja je

h 3amcra xomeomopduszam. []

Teopema 5.51 Hexa je 1 < k < n. Vi(R™) je (n — k — 1)-nosesana samsopera mnozocmpy-
woem dumensuje (n — k) +(n—k+ 1)+ + (n—1) = (3) — ("3*). Osa mrozocmpyrocm
ce soee Illmugenosa mmozocmpyxocm.

Jloxas: Tpumerumo ga je Vi (R™) C é’”‘l X - X S”_i, na je Vi (R™) orpanuuen. Ca mpyre
b
crpame, nmamo ga je Vi(R") € Frnyr jep je 3azar ca KOHa4HO MHOTO jeJHAKOCTH OO/INKa

(vi,vj) = 0;5. Hakie, Vi (R") je 3aTBOpeH H OrpaHHYEH A je KOMIIAKTAH.

Cazma numykiujom 1o k € N mokaszyjemo 1a je Vi (R™) (n—k—1)-moBe3ana MHOTOCTPYKOCT
JIUMEH3H]e (g) — ("gk)

Ba k = 1 umamo ga je Vi(R") = S"7' na je Vi(R") (n — 2)-noBesana MHOIOCTPYKOCT
mumensnje n— 1. Heka je caza k > 2 u npermocrasumo aa tepheme Baxku 3a cse V;(R™), rae

jel<j<k—1um>j, u nokKaxkumo Ja Baxku u 3a k. lImamo paciojeme

Vo1 (R —— Vi (R™)

I

Sn—l
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Bnamo ga je S™! mmorocTpyxoct mumensuje n — 1, a o HHIYKIUjCKO] XUIOTE3H MMAMO 113

je Vi1 (R™™1) muoroctpykoct mumensuje (n — k) + -+ + (n — 2), na na ocnoBy crasa 5.47

3akspyuyjemo fa je Vi (R™) mmoroctpykoct mumensuje (n — k) + -+ (n—2) + (n — 1).
Ocraje jomr ga mokazkemo jga je muorocrpykoct Vi(R™) (n — k — 1)-noesana. Heka je

0 <7< n—k—1. IlocmaTpajMo ayT TayaH HU3
s — ﬂi(Vk_l(]R{"_l)) — 7TZ<V;C(RTL)) — Wi(Sn_l) —

Kaxo je m;(S"™ 1) = 0 u m(Vi_1(R™™1)) = 0 110 MHAYKIUJCKO] XUIIOTE3U, 3aK/bydyjeMo Jia je
u m;(Vi(R™)) = 0, 1j. maorocrpykocr Vi (R") je (n — k — 1)-mose3ana. [

13 mperxoane Teopeme gobujamo ga je dimO(n) = dim SO(n) = (;‘) MuorocrpykocT
SO(n) je nmosesana, a O(n) uuje Beh mma tadno e Kommnonente nosesanocrn O(n) =
SO(n) U (O(n)\SO(n)). Haume, aerepmunanta det : O(n) — {—1,1} jecre Henpexkuana
dbynxmuja u3 O(n) y asorauky, det ' ({1}) = SO(n), det *({—1}) = O(n)\SO(n). 3armm,
SO(n) je (nytHo) nosezana, a O(n)\SO(n) ~ SO(n) , npu yemy ce jegan xomeomopdusam
MOYKe JIOOUTH Kao MHOKeme 0m10 KojoM (bukcupanom) marpuiom uz O(n)\SO(n).

[Torsemajmo Kako m3riiea paciojeme U3 Teopeme H.50 y cayuajy k = n.

O(n —m) —— O(n)

Vi (R™)
ZKenumo ma BUIAMO KAKO H3TTIE/IA CI0j OBOT PAC/IOjerha HAl TAYKOM (€1, €a, . . ., €,,) € Vi (R™).
[Tpon3Bo/bHA MATPHIA U3 CJA0ja P+ ({(61, €9, ... ,em)}> je obuka
(1 0 ... olo ... 0]
0
A=1o0 --- 110 --- 0
0
N .o A
00 --- 0

rie je A € O(n—m). llpumerumo ja mocroju npupoato yranamme i : O(n—m) < O(n) naro
ca

. 3f !

i(A) = A
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[TpecaukaBame i je Monomopduzam rpyna, na O(n—m) MOKeMO BUJIETH KA0 IOArPYILy TpyIe
O(n).
Heka cy B,C € O(n). Tana

p(B) =p(C) <= BTCcOn—-m) <= B 'CcOn-m).

Haxme, suaumo ma je mpoctop O(n)/p jeqHax mpocTopy JeBux kocera moarpyme O(n — m),
Tj.

O(n)/p = O(n)/O(n —m),

a Kako je p KoauaHnuko, 1o je O(n)/p = V,,(R"), 1j. mobujamo
Vi(R") = O(n)/O(n —m).
Crerujaano, ako je J0JaTHO W m = 1, IMaMO Pacjojerme

O(n—1) —— O(n)

Snfl

na je
S" 1~ 0(n)/O(n—1).

VKOINKO TOCMATpaMo pacjojeme u3 Teopeme 5.50 3a k =n — 1

SO(n —m) —— SO(n)

Vin(R™)
Ha CJIMYaH HAYHH JOOHjaMo
Vi (R™) = SO(n)/SO(n —m).
CuernujaJjHo, ako je J0JaTHO M = 1 HMaMO pPacJjojermne

SO(n —1) —— SO(n)

Sn—l
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na je
St a SO(n)/SO(n —1).
Onpeanmo caja Heke xoMoTotcke rpyne mpoctopa O(n) u SO(n). Kako O(n) nma 1se, a

SO(n) jeHy KOMIIOHEHTY IIyTHE IIOBE3aHOCTH, TO je
m0(0O(n)) = Zsy, o(SO(n)) = 0.

Haspe, 3namo aa je m;(O(n)) = m;(SO(n)) 3a i > 1, na hemo Hajgabpe padyHATH XOMOTOICKE
rpyie mpoctopa SO(n).
Ako je n =2, mmamo SO(2) ~ Vi(R?) = S!, ma je
7, i=1
mi(S0(2)) =

0, wHave

Axko je n = 3, onyia je SO(3) ~ RP3. Baucra, rpyny SO(3) Moxkemo BUjieTH Kao poTaruje
v R? oko npapux Koje IpoJase Kpo3 KoopauHaTHu noderak. Hexa je f: D — SO(3) naro
ca f(0) 4 E, 1j. f(0) w 1gs, a ako je x # 0, onga he f(z) Ourn poranuja oko npase Oz
3a yrao 7||x|| y cmepy oapehenoMm mpaBmuiaom jecHe pyke (aKo masar JIeCHe PyKe HOKasyje
cMep BeKTopa @)’, OHJIa MPCTH TOKa3yjy cmep poranuje). [Ipecinkapame f je HeNpeKuaHO 1
,Ha“, a KaKO CJIUKA KOMIIAKT y ToH-IIPOCTOpP OHO je W 3aTBOPEHO, I1a je KOJUIHHUYIKO, OJAKJIe
JobujamMo na je

SOB3) = D*/f = D*/ s acs> =~ RP?.

Hakue,
ZQ, 1=1
0, 1=2
mi(SO(3)) =
Z, 1=3
Wi(S3)7 7 = 4

\

Hexka je n > 4 m mocmaTpajMo pacaojeme 0/ MaJ0dac:

SO(n —1) —— SO(n)

Snfl

Nuapyknujom mo n > 3 U3 Ayror TAYHOT HU3a OBOT pacjojema ao0uja ce aa je
m(50(n)) = Zs,

m(SO(n)) = 0.
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Hamnomena 5.52 Yumwenuua da je mo(SO(n)) = 0 jecme nocaeduya onwmujee pesysmama:
axo je X womnaxman, nymmuo nosezan H-npocmop woju uma cmpyxmypy CW-komnaexca

UAU CMPYKMYPY MHozocmpykocmu, onda je mo(X) = 0.

Jakse, ako je n > 3 uMaMo

[TocmaTpajmo cajia ciaesiehe paciojere.

O(n) —— O(n+1)

W3 ayror TavHOr HU3a OBO PaC/iOjermha
= m(S") = m(0n) = m(On+ 1)) = m(S™) — -
nobujaMo J1a ako je n > i+ 1 oHzga je
mi(0(n+1)) = m(0(n)),

Tj. 38 (PUKCHPAHO i XOMOTOIICKe TpyTie mpoctopa O(n) ce ctabuiunsyjy moues o1 Hekor n € N,

a uMa CMHUCIa Je(pUHUCATH
m(0) = m(0O(n)), n > i+ 1.
[IpocTop O ce Moxke U eKCILIUNATHO Aebunucarn. Kako nMamMo yTamama
0O1)—=02)—=03)—=--—=0Mn)—=>0n+1)=---

JneuHUAIITEMO

o< | Jowm).

neN

Hanomena 5.53 Ha llmugenosum mrozocmpyrocmuma Vi(R™), na v na O(n), nocmo-
je xanorcke CW-dexomnosuyuge, xoje dajy u CW-dexomnosuuujy npocmopa O. Y 1607, n-

creaem npocmopa O nehe bumu O(n) eeh je O™ = O(n + 1)™.

[Tosuare cy cBe xomoTtorncke rpymne npocropa O. Hamwme, mpBux ocam rpyma cy jgarte Ta-

OesioM
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5.9 3AAnU

i Jol1]2]3]4]5]|6]7
m(0) | Z | Zo |0 |Z |00 ]0]|Z

a 3aTUM Ce OBHX OCaM I'DyIia MepHOAMYIHO HOHAB/bA W TO ce 30Be Bomosa nepuoduvwnocm.

Jaxne, 3a i € Ny Baxku

7Ti+8<0) = WZ(O)

Hanomena 5.54 Kao u peaane, cauuro ce moz2y depunucamu u xomnaiexcne IlImugenose
mrozocmpyrocmu Vi (C™). Ose muozocmpykocmu umajy anaio2re 0cobuHe Kao U DEaAHE.

Hauwme, aro je 1 < m < k < n onda nocmoju pacaojeroe

Veem (C"77) —— Vi (C)

Vi (C™)
Taxobe, sasrcu u da je V,(C") = U(n) u na caunan navun xao O, dedpuruwe ce u npocmop
U, sa xoju nocmoju Bomosa nepuoduurocm, osaj nym ca nepuodom dea.
i |01
m(U) |02

Axo je i € Ny, onda
Tiv2(U) = m(U).

5.9 3angamnn

1. Hekaje p: E — B (Ceposa) dbubpanuja, eg € E, by = p(ey) € B, Ey KOMIIOHEHTa 1Ty THE
noBe3aHocTH (TpocTopa F) Koja caipKiu TavuKky €y i By KOMIOHEeHTa Iy THe MOBE3aHOCTH
(mpoctopa B) koja caapzxku tadky by. okasaru aa je p(FEy) = By u Ja je pecTpuKIuja
ple, : Eo — Bp npeciukaBama p (¢ KOIoMeHOM cyzeHuM Ha By) takohe (Ceposa)

dubparnmuja.
2. Hexa je (X, A) TomoJomkn map.

(a) I[Ipernocrasumo 1a je A jaku pedopmanuoru perpakt ox X u Heka je H : X X I —
X upeciukaBame Koje ocrBapyje xomoronujy penaruuo A wsmehy 1 or u 1y
(i : A — X jecre nukiysuja, ar: X — A perpaknuja), tj. H :ior ~ 1x (rel A).
[IpermocTaBUMO jOTI U JTa ©MaMO HEIIPEKUIHO NpecnKaBame @ X — [ TakBo Ja

je a”1({0}) = A u medunummmo ¢ : X x I — I na crenehu navnn:

min{l, -}, = ¢ A
x,t) = Tafz) , () e X x I.
oo 1) { Ak TR

)
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Ako je D : X x I — X upeciukaBame nedunucano ca D(z,t) = H(z, p(z,t)),
(x,t) € X x I, nokazaru ga je D HemnpexkujHo.

(6) Axko je (X, A) DR-nap u ako npeciukapame p : F — B nMa CBOjCTBO MOAN3aMHa
xomororuje (HLP) y omsocy Ha X, I0Ka3aTH J1a OHJIA P HMa CBOJCTBO HPOIIHPEHha
noausama (LEP) y onnocy Ha nap (X, A).

Hokazaru na CepoBa dubpanuja uMa cBojcTBO noau3ama xomoronuje (HLP) y onHocy

Ha cBe hesmjcke KOMILIEKCE.

Heka je p : E — B ¢dubpanuja, B myTHO nose3aH, by,bo € B u Heka cy Fp, u Fp,
onrosapajyhiu ciojesu. Tokasaru jga je aejctso (10 Ha xomoronujy) rpymne (B, by) Ha
Fy

TPUBHUjATHO.

, TPHBHjAJTHO aKO M CAMO aKo je JejcTBo (10 Ha xomorouujy) rpyme (B, by) Ha Fy,

. Jlokazaru ja je nomJiavuerme opujeHTabuiHe dpudparnuje Takohe opujenraduaina pubdpa-

muja (06a HasHa MPOCTOpa Cy TMyTHO TTOBE3aHA).
Heka je p: E — B Ceposa ¢ubpanuja u n € N.

(a) Heka je f : X — B nenpekujano npeciukasame, f*p : f*(E) — X nosiaadere
Cepose dubpanuje p momohy f u q : f*(E) — E pecrpukinuja apyre npojexije
Ha f*(E).

f(E) ———

1 L E
f*p ‘p

x—7' B

Ako je f n-ekBuBajeHIja, JOKA3ATH JIa je OHIA U ¢ N-eKBHBAJEHIH]A.
(6) Ako je A C B rakaB na je nap (B, A) n-noBesan, JoKa3aTH Ja je OHAA U Tap

(E,p~'(A)) rakobe n-mosesan.

Hlsapyos pod dubpanuje p : E — B,y oznanu SG(p), nedunnmmemo kao HajMambu 6poj
k € N rakas ga mocroju orBopen nokpusad {Uy, Us, ..., U} upocropa B ca cBojcTBoM
Jla p UMa CeKIUjy HaJl CBAKUM eJeMEeHTOM MOKpuBada, Tj. na 3a ce i € {1,2,... k}
nocroju nogusame s; : U; — E nukiysuje U; — By oxnocy Ha p (B. UPBH aujarpam

Ha HAPEHOj CJIMIN).

E E—*2 T f*(E)———FE
Si/ p p q f*P‘ ‘p
U, B B x— 7 B
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10.

(a) Axko je p: E — B dbubpanuja u B konrpakrubuna, jokazaru aa je SG(p) = 1.

(6) Ako cy p: E — B wuq: T — B dubpanuje takpe jga mocToju (HEIPEKUIHO)
¢ E — T ca cBojctBOM ¢ 0 0 = p (B. APYyIH JujarpaM Ha HPETXOAHOj CJIUIMN),

nokazatu na je SG(q) < SG(p).

(B) Ako je p : E — B dubpanuja, f : X — B HeOpeKu HO NMpecanKaBame u f*p :
f*(FE) — X nosnaueme dbubpanuje p nomohy f (B. Tpelim nujarpam Ha IPETXOTHO]
cauin), nokaszaru ga je SG(f*p) < SG(p).

Hexka je cag X myTHO moBe3aH mMpOCTOP.

(r) Hahu dubpanujy p uauju je IIsapuos poj jeanak Jlycrepuuk—IIIHupesmanoBoj
kareropuju npocropa X (SG(p) = cat(X)).

Hexa je 7 : X1 — X x X npeciukapame gedunucano ca m(w) = (w(0),w(1)), w € X7,
(n) Hokasaru na je m dubparuja u oJpeUTH HeH CJI0j.

Tonosaowry komnaercroem npocropa X, y osnaru TC(X), nedunumemo kao IIBap-
1oB poj ¢dpubparuje :
TC(X) := SG(m).

(h) Hoxkazarn ga je TC(X) =1 ako u camo ako je X KOHTpaKTHOWJIAH.
(e) Jdoxazaru ma je cat(X) < TC(X) < cat(X x X).
Ako je F xomoroncku ¢j10j nakiaysuje i : RP" < RP*°, nokazaru ga je F' ~ S™ (n € N).

Heka je 0 - A — B — (C — 0 xparak tauan mn3 AGenoBux rpyma u n € N.
Jokazarn ga nocroju dubpanuja p : K(B,n) — K(C,n) ca ciojem K(A,n).

K(A,n)— K(B,n)

lp

K(C,)n)

e Oapenuru cienelie xomoroncke rpyine (K je Knajaosa 6oma):
my(K), m17(RP), m11(S(S1 x S§10)), m7(QST).
e OpeuTn KapUHATHOCT CKyTa XOMOTOICKUX Kaaca [D3, Q(RP3)].
e Halin norpeban n jgoBosban ycioB 3a k u n jga 6u 6yker S* Vv .S™ Vv S¥ v S 6uo

npoct (k,n € N).
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11. Axko je X upoussosban CW-komiuieke, pokasaru ja je npeciaukaBambe O @ [ X, L)y —

(X, L] 6ujeknmja. (L je Geckonauno muvensnonn gehacru mpocrop, m € N\ {1}. &
je naro ca ®([flo) = [f]; [flo € [X, L]o.)

12. Heka je Y myrHO moBe3an mpoctop ¢ 6a3HOM TadkoM Y. Axo je p : F — X riasua
dubpamnmja gobdujeHa mopjaavdermeM KaHOHCKe dpubpanuje HaJ Y moMohy npecmkaBama
[ (X,z0) = (Y,y0), nokasaru ga je mpocrop E = f*(PY') yunpaBo XOMOTOICKH CJIO]

npecjankKaBama f.

13. Jokazaru ja je mMoBjIavere paciojema Takohe paciojere ca MCTUM CJIOjeM Kao U T0-

JIA3HO.

14. Ha cqunn (1) upejcras/bena je npsa npojexuuja p : I2 — I, Koja je jegHo pacJoje-
e. Heka cy npecimkapama Ha caukama (2) u (3) pecTpukiije TpojeKije p Ha gaTe

HOTHPOCTOPE.

(1) (2) (3)

o b L

(a) TTokazaru ga je npeciaukapame ca cauke (2) dbubpanuja, aam HIje Pacojermbe.

(6) Tokazaru ja npeciaukaBame ca cauke (3) Huje dbubpanuja.

15. Heka cy n € Num € N\ {1} u neka je L2"! = §?*+1 /7, nehactu upocrop (esement

k € Zo nejcrByje Ha S2H! Kao MHOKere ca €' m ).
(a) Hdokasarm ma mocroju paciojeme g : L2 — CP" ca caojem S*.
1 n+1
Sl e+
lq
Cpm

(6) Ommcarn mosesyjyhn xomomopduzam mo(CP") — m1(S?) w3 ayror Taumor umsa

NPUJIPYKEHOr pacjiojerby u3 Jera (a).
16. Ompemurn 73(S? Vv S?).
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17.

Axo je n > 2 noxazarn ga ne nocroju perpakr A C CP" takas ga je A ~ CP" L,

18. Ha mm je CP? ~ S? v §47

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Akoje k € Z u f : S? — S? npecaukaBambe cTemeHa k, OJPEJINTH XOMOMOP(hH3aM
f* : 7T3(SQ) — 73(52).

Hexa je i : S — CP? unxsysuja, 1j. upupojano yraname (S? ~ CP! jecre 2-cxesier o

CP? npu yobuuajenoj heamjckoj TeKOMIIO3HIMJE OBOT TIPOCTOPA).

(a) Hoxaszaru ja je npeciukapambe f :S? — S? XOMOTOICKH TPUBHjAJIHO aKO M CaMoO
ako ce Mozke npomuputu Ha CP2.
CP?
AN
N

t N
N

AN

LR RS

(6) Kopucrehn qumenniy 77 = Zo (111 HeKako Apyradmje) nokasatu aa je [CP?, 5?%] =
0.

Heka je n € N, m € Ny, M mmoroctpykoct u p : S™T"~1 — M paciojeme ca ciaojem
Sn=t,
Snfl Sernfl

!

Jlokazaru 12 je Taja KOHyC Hpecaukasaa p, vj. C,, = D™, M, 3arBopena 1ose3ana

(m 4 n)-AUMeH3MOHA MHOTOCTPYKOCT.
3a n > 3 oapeaurn rpyny mo(V,_o(R™)).

Kopucrehu uumenuiy w5 = Z, (11m HeKako apyradnje) oapejutu rpyme m3(SO(4)) u
m3(Va(RY)).

(TToppasymeBaMo Jia Cy CBE IIPOCTOPH KOJU Ce TI0jaB/byjy ¥ OBOM 3aJaTKy Xay3aopdo-

BHL.)

Heka rpyma GG nejctByje Ha mpoctop Y. Youumo cienehn yciios:

VyeY)BUETy) yeUA [(Vg1,92: € G) g1 # g2 => :U N goU = 0].
()
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Jokazaru:

(a) (%) = nejcrBo je cr0b0HO;

(6) ako je G KOHA4YHA M JEJCTBO CJOOOIHO, OHJA BaXKm ().

Heka G nejersyje u na npocrop X u Heka je f : X — Y nenpexkunno G-eKBUBAPHjAHTHO

IIpec/JInKaBaIbe.

(B) Hokazatu jna [ WHAYKYje HENPEKUJIHO MPECTUKABAE f: X/G — Y/G rakso na

KOMYTHDA J@jarpaM Ha CJIHIH (p U 7 cy UPUPOJHE CypjeKije).

x— 1 .y
p T
X/G---"--sy/G

(r) Ako mejero Ha Y 3a70BOsbaBa YCIOB (k), J0Ka3aTH Ja OHJA U JejcTBO Ha X

3a710BOBABA YCJIOB ().

Hexka je cana p : F — B paciojeme u neka rpyna G jejcrsyje u na F u na B Tako jna
je p G-exBuBapujanTHO U 12 nejcTBo G Ha B 3a/10BosbaBa yCIOB (k).

(n) okasaru ja je uHIyKOBaHO mpeciukaBamwe p : E/G — B/G takolje paciojeme

ca WCTHUM CJ0jeM Kao p.

(h) Akojerw: B — B/G npupojna cypjekIiuja, J0Ka3aTu J1a ce MOBJIAYehe DACJI0jerha
p momohy 7 (o3Hagumo ra ca 7°p : 7°(E/G) — B) nokiana ca p (y cMuHCTY 12

IIOCTOjU XOMeOMOPH3aM ¢ TAKO Jia KOMYTHPA JUjarpaM Ha CJIHIHM).

E— % 1 (E/Q)

ENZ

25. I'pyna Zs nejersyje Ha npupogan Hauwn na [lltudenrosy muorocrpykoct Vi (R™):
(v1,v9, ..., 0) = (—v1, —Va, ..., —Vg).

(Ha npumep, V,(R")/Zy = S '/Zy = RP"L) Tlpu Tom gnejcTBy je paciojeme p :
Vin(R™) — Vi(R™), (v1,v9,...,0p) +— (v1,V2,...,0), Zo-eKBUBAPUJAHTHO TPECTHKA-
Bame (k < m).
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Joxaszaru 1a3a k,n € N nocroju Zo-eKBUBapUjanTHO IpecinKapame S™ — V, q (RVFHL)
aKo W caMoO aKo MOCTOju moam3ame mukaysmje RP" — RP™* v onmocy ma mpeciu-
KaBambe D, rae je p i Voo (RPMFY) /7, — RP™F pnpykopaHo mpecinKaBameM D :
Vn+1<Rn+k+1) —y Gntk

Vn+1 (Rn+k+1)/Z2

b

. -
/ p
-
-

RP"C__ , Rpn+k

. Hexajel <k <nuVi(C") = {(vi,v2,...,05) € (C)* | (Vi,j € {1,2,...,k}) (v;,v)) =
55 }7 rae je (-,+) : C" x C" — C cranpapaau ckajgapuu (xepmurcku) npoussos va C".

a) Joxazaru na je Vi (C") (2n — 2k)-noBe3ana 3arBopeHa MHOTOCTPYKOCT.

6) Kosauka je numensuja Illtudenoe muorocrpykocru Vi (C™)?

B) Oxpenntn rpyiy o, —op+1(Ve(C")).

(a)
(6)
()
(r)

r) Hahu dynsamenranny rpyny yaurapue (trononomke) rpymne U(n) = {A € M,(C) =
(CM" | ATA=E} (E € M,(C) je jenuauana MaTpuna).
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Nunekc

H-mpocrop, 11

CW-kowmiriekc, 49
CW-ampokcumalgja mpocTopa, 73
DR-uap, 115

n-eKBUBaJeHNuja, 46

n-ToBe3aH MPOCTop, 25

N-II0Be3aH TOIOJIOMIKA map, 42

N-TTPOCT TPOCTOP, 27
Ajnenbepr-MekejaoB mpocrop, 87
Borosa nepuogmunoct, 161
hesimjcko npecaukaBame, H2

JleJCTBO I'pyle 10 Ha XoMmoronujy, 120

JejcTBO rpyne Ha ckym, 10

dubpanuja, 2, 110
dubpanuja y cmucry Xypesuha, 110
dubpanuja y cmucty Cepa, 110

riaBHa dudbpamuja, 140

XOMOTONHUja YK IIyTa, 1

XOMOTOIIHja KPO3 IpecJnKaBama Maposa, 6

XOMOTOIICKe I'py1e, 16

norkomiiekc CW-komirekca, 49
noBsiadere npeciaukasama (pullback), 112
IPOCT TPOCTOP, 27

npocrop netsbu, 134

IpOCTOp mMyTeBa, 133

pacaojeme, 141
pPeAyKOBaHa CYyCIIeH3H]ja, 02
peJlaTuBHE XOMOTOIICKe TpyTtie, 36

pecrpukiuja ¢pubpamuje, 111

[TItudenroa muOrOCTpyKOCT, 156
c1aba XOMOTOICKA eKBUBaJIeHIn)ja, 46
cTabuyIiHe XOMOTOIICKe TpyIe cdepe, 81
CBOJCTBO TMoOJu3ama xomoronuje, 110
CBOJCTBO MPOIMHUPEmHA XOMoTONHje, 4

CBOJCTBO MPOIMUpeHa Moan3ama, 114

teopema | Bajrxenona, 68

TeopeMa | BajrxeioBa, XoMoJIOIIKa Bep3uja,
108

teopema II Bajrxemosa, 107

teopema Ppojenrana o cycriensuju, 77

Teopema Xypepuha 3an =1, 94

TeopeMa Xypesuha 3a n > 2, 101

XOMOTOIICKH eKBUBaJICHTHA IIpecInKaBaba, 127 reopema Xypesuha, pejaTusia Bepsuja, 105

XOMOTOTICKH CJIO] MpecanKaBarmba, 135
xomoromnckn tun CW-komiiekca, 67
Xypesuher xomomopduzam, 97

XypeBuheBo npecaukaBame, 95

KaHoHCKa ¢ubparuja, 140
kocubpanuja, 4

KOMTIaKTHO-OTBOPEHAa TOMOJ0TH]ja, 128
He/leTeHepucaHa Tadka IpocTopa, 6

opujentabuina dpubpanuja, 121

teopema o CW-anpokcumarnuju, 69
TeopeMa 0 heJnjcKoj arpoKcuMarnuju, H2
Teopema BajTxena, 68

TpuBHjaJHa ¢pubpamuja, 111

YHUBEP3aJHO HATKPUBAHKE, 32
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