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(ve�be)



1 Uvod

1. Ako je f : X → Y neprekidno, dokazati da je j : X ↪→Mf kofibracija (Mf je oznaka za cilindar
preslikavaǌa f).

Rexeǌe: Cilindar preslikavaǌa je definisan kao

Mf
def
= X × I t Y/(x,0)∼f(x), x∈X

sa koliqniqkom topologijom, j : X → Mf je dato sa j(x)
def
= [x, 1], a π : X × I t Y � Mf je prirodna

projekcija. Pokaza�emo da je j utapaǌe (tj. homeomorfizam na sliku), kao i da par (Mf , j(X)) ima
svojstvo proxireǌa homotopije, odakle direktno sledi da je j kofibracija.

• j je utapaǌe.

– j je ”1-1“, xto se lako vidi iz definicije;

– j je zatvoreno. Zaista, neka je A ∈ FX . Tada je

π−1(j(A)) = A× {1} ∈ FX×I ⊆ FX×ItY ,

pa je j(A) ∈ FMf
.

Dakle, j je neprekidno, ”1-1“ i zatvoreno, pa je utapaǌe.

• (Mf , j(X)) ima svojstvo proxireǌa homotopije.

Kako je j(X) ∈ FMf
, to je dovoǉno dokazati da je Mf×{0}∪j(X)×I retrakt od Mf×I. Konstruiximo

tu retrakciju.

Najpre definiximo pomo�no preslikavaǌe

ϕ : I × I → I × {0} ∪ {1} × I,

ϕ(s, t)
def
=


(

2s
2−t , 0

)
, t 6 −2s+ 2(

1, t−2
s + 2

)
, t 6 −2s+ 2
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Sada mo�emo definisati retrakciju

r : Mf × I →Mf × {0} ∪ j(X)× I,

r
(
[x, s], t

) def
=


([
x, 2s

2−t

]
, 0

)
, t 6 −2s+ 2(

[x, 1] , t−2
s + 2

)
, t 6 −2s+ 2

r
(
[y], t

) def
=
(
[y], 0

)
.

Znamo iz ranijih kurseva, da ukoliko je g : X → Z koliqniqko, f : X → Y neprekidno i va�i

(∀x1, x2 ∈ X) g(x1) = g(x2)⇒ f(x1) = f(x2)

onda postoji jedinstveno neprekidno preslikavaǌe h : Z → Y takvo da je f = h ◦ g, tj. takvo da
naredni dijagram komutira.

X

Z Y

g f

h

Ovo tvr�eǌe �emo iskoristiti da poka�emo da je preslikavaǌe r neprekidno. Posmatrajmo dija-
gram

(X × I t Y )× I (X × I × I) t (Y × I) X × (I × {0} ∪ {1} × I) t Y × {0}

(X × I t Y )× {0} ∪X × {1} × I

Mf × I Mf × {0} ∪ j(X)× I

π×1I

1X×ϕt1Y ×0

π×1I

r

Mo�e se proveriti da ovaj dijagram komutira. Kako je π × 1I koliqniqko i kompozicija (π × 1I) ◦
(1X × ϕ t 1Y × 0) neprekidna, mo�e se primeniti gorǌe tvr�eǌe i zakǉuqiti da je r : Mf × I →
Mf × {0} ∪ j(X)× I neprekidno (raqun preskaqemo).

Dakle, r je tra�ena retrakcija, pa je j kofibracija. �
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Ako je j : X ↪→Mf kofibracija iz prethodnog zadatka i hf : Mf → Y homotopska ekvivalencija data
sa

hf ([x, t])
def
= f(x), hf ([y])

def
= y,

onda imamo slede�i komutativni dijagram.

Mf

X Y

hf

f

j

Dakle, proizvoǉno preslikavaǌe f smo zapisali kao kompoziciju kofibracije i homotopske ekvivalen-

cije. Ako oznaqimo Hn(Y,X)
def
= Hn(Mf , X), iz slede�eg dijagrama dobijamo dug taqan niz para (Y,X).

Hn(Mf ) Hn(Mf , X)

· · · Hn(X) Hn−1(X) · · ·

Hn(Y ) Hn(Y,X)

(hf )∗

∂j∗

f∗ ∂

Sliqno va�i i za fibracije – svako neprekidno preslikavaǌe je kompozicija fibracije i homotopske
ekvivalencije.

H-prostori Neka je X topoloxki prostor, e ∈ X, µ : X ×X → X i oznaqimo inkluzije

i2 :X ↪→ X ×X,
x 7→ (e, x)

i1 :X ↪→ X ×X,
x 7→ (x, e)

(1) Ako je µ ◦ i2 = µ ◦ i1 = 1X , onda je (X,µ, e) jaki H-prostor;

(2) Ako je µ ◦ i2 ' µ ◦ i1 ' 1X (rel e), onda je (X,µ, e) H-prostor;

(3) Ako je µ ◦ i2 ' µ ◦ i1 ' 1X , onda je (X,µ, e) slabi H-prostor;

Napomene:

• Ako va�i (1), onda je µ(e, e) = e i neutral je jedinstven;

• Ako va�i (3), onda je µ(e, e) = (µ ◦ i2)(e) xto ne mora biti jednako e, a ni neutral nije jedinstven.
Na primer, ukoliko je X ' ∗, onda je [X,X] = 0, pa za svako e ∈ X va�i da je µ ◦ i2 ' µ ◦ i1 ' 1X , tj.
svaka taqka je neutral.

• Ako va�i (2), onda µ(e, e) = (µ ◦ i2)(e) = e (jer je homotopija relativna), ali neutral ne mora biti
jedinstven. Zaista, neka je µ : Dn ×Dn → Dn dato sa

µ(x, y) =
1

2
(x+ y).

Svaka taqka x0 ∈ Dn je neutral ovog H-prostora. To mo�emo videti na slede�i naqin. Ako je i2 :

Dn → Dn×Dn inkluzija data sa i2(y) = (x0, y), onda se mo�e definisati homotopija H : Dn×I → Dn

sa
H(y, t) =

1

2
((1− t)x0 + ty + y).

Tada je

H(y, 0) =
1

2
(x0 + y) = µ(x0, y) = (µ ◦ i2)(y),

H(y, 1) = y = 1Dn(y),

H(x0, t) = x0,
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pa je
H : µ ◦ i2 ' 1Dn (rel x0),

a sliqno se mo�e pokazati i za inkluziju i1. Dakle, x0 je neutral.

2. Ako je X slabi H-prostor sa neutralom e ∈ X, x0 ∈ X nedegenerisana taqka i u : I → X put od
x0 do e, dokazati da postoji struktura slabog H-prostora na X takva da je x0 neutral od X, tj. da
postoji neprekidno preslikavaǌe ν : X ×X → X takvo da je (X, ν, x0) slabi H-prostor.

Rexeǌe: Iz uslova da je x0 nedegenerisana taqka dobijamo da par (X,x0) ima svojstvo proxireǌa ho-
motopije, pa postoji homotopija H : X × I → X takva da je

H|X×{0} = 1X , H|{x0}×I = u.

Neka je f
def
= H(·, 1). Tada je

1X '
u
f, f(x0) = H(x0, 1) = u(1) = e.

Neka je µ : X ×X → X operacija datog H-prostora i inkluzije

i2 :X ↪→ X ×X,
x 7→ (e, x)

i1 :X ↪→ X ×X.
x 7→ (x, e)

Tada je
µ ◦ i2 ' µ ◦ i1 ' 1X .

Uvedimo i oznake

ĩ2 :X ↪→ X ×X,
x 7→ (x0, x)

ĩ1 :X ↪→ X ×X.
x 7→ (x, x0)

Neka je jox i preslikavaǌe ν : X ×X → X dato sa

ν(x1, x2)
def
= µ

(
f(x1), f(x2)

)
.

Posmatrajmo naredni dijagram.

X X

X ×X X ×X

X

f

ĩ2 i2

f×f

ν
µ

Iz dijagrama imamo
ν ◦ ĩ2 = µ ◦ i2︸ ︷︷ ︸

'1X

◦ f︸︷︷︸
'1X

' 1X .
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Sliqno se mo�e pokazati da je ν ◦ ĩ1 ' 1X , pa je ν tra�ena operacija. �

3. Ako je X slabi H-prostor i X ' Y , dokazati da je i Y slabi H-prostor.

Rexeǌe: Neka su µ, i1, i2 definisani kao i ranije. Imamo i preslikavaǌa

X Y

f

g

takva da je
f ◦ g ' 1Y , g ◦ f ' 1X .

Potrebno nam je preslikavaǌe ν : Y × Y → Y . Definiximo ga na slede�i naqin

ν(y1, y2)
def
= f

(
µ
(
g(y1), g(y2)

))
.

Taqka f(e) ∈ Y je potencijalni neutral. Neka je

j2 :Y ↪→ Y × Y
y 7→ (f(e), y)

j1 :Y ↪→ Y × Y
y 7→ (y, f(e))

Posmatrajmo slede�i dijagram.

Y X

X ×X

X ×X

Y X

g

ν◦j2

i2

(g◦f)×1X'1X×X

µ

f

Iz dijagrama imamo

ν ◦ j2 = f ◦ µ ◦
(
(g ◦ f)× 1X

)︸ ︷︷ ︸
'1X×X

◦i2 ◦ g

' f ◦ µ ◦ i2︸ ︷︷ ︸
'1X

◦g

' f ◦ g
' 1Y

Sliqno se mo�e dobiti da je ν ◦ j1 ' 1Y , pa (Y, ν, f(e)) jeste slabi H-prostor. �

4. Neka je (X,µ, e) slabi H-prostor i neka su i1 : X ↪→ X × X i i2 : X ↪→ X × X inkluzije date sa
i1(x) = (x, e) i i2(x) = (e, x).

(a) Ako su u, v : I → X putevi takvi da je µ ◦ i2 '
u
1X i µ ◦ i1 '

v
1X , dokazati da postoji homotopija

H : I × I → X takva da je
H(s, 0) = (u · v−1)(s), s ∈ I,

H(0, t) = H(1, t) = u(t), t ∈ I.

(b) Ako je α : I → X petǉa u e definisana sa α(s) = H(s, 1), dokazati da je u ·v−1 ' µ◦ i2 ◦α (rel {0, 1}).
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(v) Dokazati da postoji put w : I → X takav da je µ ◦ i1 '
w
1X i u ' w (rel {0, 1}).

(g) Ako je e nedegenerisana taqka takva da je {e} zatvoren skup u X, dokazati da je tada X jaki
H-prostor pri qemu se odgovaraju�a operacija ν : X ×X → X mo�e odabrati tako da je µ ' ν
i da je e neutral za ν.

Rexeǌe: (a) Par (I, ∂I) ima svojstvo proxireǌa homotopije, pa postoji homotopija H : I × I → I takva
da je

H(s, 0)
def
= (u · v−1)(s), s ∈ I,

H(1, t) = H(0, t)
def
= u(t), t ∈ I,

gde je · operacija nadovezivaǌa puteva. Primetimo da su u i v putevi od taqke µ(e, e) do taqke e.

(b) Neka je α : I → X dato sa α(s)
def
= H(s, 1), s ∈ I. Iz dela (a) imamo da je

u · v−1 ' α ' µ ◦ i2︸ ︷︷ ︸
'1X

◦α,

ali nama je potrebna relativna, a ne obiqna homotopija izme�u u · v−1 i µ ◦ i2 ◦ α, pa �emo je posebno
definisati.

Kako je µ ◦ i2 '
u
1X , to je G : 1X '

u−1
µ ◦ i2. Neka je K : I × I → X dato sa K

def
= G ◦ (α× 1I), tj.

K(s, t)
def
= G(α(s), t).

Tada je

K(s, 0) = G(α(s), 0) = α(s),

K(s, 1) = G(α(s), 1) = (µ ◦ i2 ◦ α)(s),

K(0, t) = G(α(0), t) = G(e, t) = u−1(t),

K(1, t) = G(α(1), t) = G(e, t) = u−1(t).

Homotopiju H̄ : u ◦ v−1 ' µ ◦ i2 ◦ α (rel {0, 1}) pravimo na slede�i naqin.
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(v) Neka je H̃ : X × I → X dato sa

H̃(x, t)
def
= µ(x, α(t)).

Tada je

H̃(x, 0) = µ(x, e) = (µ ◦ i1)(x),

H̃(x, 1) = µ(x, e) = (µ ◦ i1)(x),

H̃(e, t) = µ(e, α(t)) = (µ ◦ i2 ◦ α)(t).

Dakle,
H̃ : µ ◦ i1

µ̃◦i2◦α
µ ◦ i1.

Imamo i da je µ ◦ i1 '
v
1X , pa kad nadove�emo ove homotopije dobijamo

µ ◦ i1 ˜
(µ◦i2◦α)·v

1X .

Neka je w
def
= (µ ◦ i2 ◦ α) · v. Ostaje jox da proverimo da je u ' w (rel {0, 1}).

u ' u · v−1 · v (rel {0, 1})
' (µ ◦ i2 ◦ α) · v (rel {0, 1})
= w (rel {0, 1}).

(g) U kǌizi Algebraic Topology, Spanier jedan od zadataka glasi:
Ako parovi (X,A) i (Y,B) imaju svojstvo proxireǌa homotopije i A ∈ FX , B ∈ FY , onda par (X×Y,X×
B ∪A× Y ) ima svojstvo proxireǌa homotopije.

Primenimo ovo tvr�eǌe na par (X, {e}), odakle dobijamo da par (X×X,X×{e}∪{e}×X) ima svojstvo
proxireǌa homotopije.

Iz dela (v) je µ ◦ i1 '
w
1X i u ' w (rel {0, 1}), pa kako je e nedegenerisana, to postoji F1 : µ ◦ i1 '

u
1X , a

imamo i F2 : µ ◦ i2 '
u
1X . F1 i F2 smo birali da se sla�u lepo na preseku, tj. na {(e, e)} × I. Iz svojstva

proxireǌa homotopije para (X ×X,X × {e} ∪ {e} ×X) imamo da postoji homotopija H : X ×X × I → X
takva da je

H(x1, x2, 0) = µ(x1, x2),

H(x, e, t) = F1(x, t),

H(e, x, t) = F2(x, t).

Neka je ν
def
= H(·, ·, 1). Mo�e se pokazati da je ν tra�ena operacija. �
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Primer Disk Dn je jaki H-prostor koji nije topoloxka grupa. Zaista, iz prethodna dva zadatka mo�emo
zakǉuqiti da ako je X ' ∗ i postoji e ∈ X nedegenerisana takva da {e} ∈ FX , onda je X jaki H-prostor.
Disk Dn ispuǌava te uslove, pa jeste jaki H-prostor.

Sa druge strane, Dn nije topoloxka grupa jer ako bi bila onda kako Dn ima svojstvo fiksne taqke,
svaka translacija fα : Dn → Dn data sa fα = x + α bi imala fiksnu taqku, xto je nemogu�e, pa
zakǉuqujemo da Dn nije topoloxka grupa.
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2 Homotopske grupe
1. Neka je X putno povezan prostor i n ∈ N. Dokazati da je X n-prost ako i samo ako za svake dve
taqke x0, x1 ∈ X i svaka dva puta u, v : I → X takva da je u(0) = v(0) = x0 i u(1) = v(1) = x1 va�i
βu = βv : πn(X,x0)→ πn(X,x1).

Rexeǌe: =⇒: Kako je X n-prost, onda π1(X,x0) dejstvuje trivijalno na πn(X,x0), tj. za svaku petǉu
w : (I, ∂I)→ (X,x0) i svako f : (Sn, e1)→ (X,x0) je

[f ]0 · [w] = βw([f ]0) = [f ]0.

Dakle,
βw = 1πn(X,x0).

Neka je w
def
= u · v−1, onda je

1πn(X,x0) = βu·v−1 = βv−1 ◦ βu,

odakle dobijamo
βu = βv.

⇐=: Neka je x0 ∈ X proizvoǉno. �elimo da poka�emo da π1(X,x0) dejstvuje trivijalno na πn(X,x0).
Neka je w : (I, ∂I)→ (X,x0) petǉa u x0 i x1 = x0. Tada su w i cx0 dva puta od x0 do x1, pa je

βw = βcx0 = 1πn(X,x0),

tj. dejstvo je trivijalno, pa je X n-prost. �

2. Neka je (X,µ, e) H-prostor. Ako su p1, p2 : X×X → X projekcije na prvu odnosno drugu koordinatu
i sa + oznaqena operacija u πn(X), dokazati da za svako n ∈ N komutira naredni dijagram.

πn(X ×X) πn(X)

πn(X)⊕ πn(X)

µ∗

((p1)∗,(p2)∗) ∼= +

Rexeǌe: Na osnovu teoreme (2.23) znamo da je ((p1)∗, (p2)∗) izomorfizam i da mu je inverz (i1)∗+ (i2)∗, gde
je

i2 :X ↪→ X ×X
x 7→ (e, x)

i1 :X ↪→ X ×X
x 7→ (x, e)

Uslovi teoreme su zaista ispuǌeni jer imamo konaqan Dekartov proizvod i sve grupe πn(X × X) ∼=
πn(X) ⊕ πn(X) su Abelove jer je πn(X) Abelova za svako n ∈ N (za n > 2 je svakako Abelova, a za n = 1
je Abelova jer je X H-prostor).

Dovoǉno je da poka�emo da komutira naredni dijagram.

πn(X ×X) πn(X)

πn(X)⊕ πn(X)

µ∗

+(i1)∗+(i2)∗

Neka je (a, b) ∈ πn(X)⊕ πn(X). Tada je

µ∗

((
(i1)∗ + (i2)∗

)
(a, b)

)
= µ∗

(
(i1)∗(a) + (i2)∗(b)

)
= (µ ◦ i1)∗(a) + (µ ◦ i2)∗(b) = a+ b,
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jer je
µ ◦ i1 ' µ ◦ i2 ' 1X (rel e). �

Neka su X i Y putno povezani.

• Ako je X ' Y , onda je π1(X) ∼= π1(Y ). Obrnuto ne mora da va�i. π1(S2) = π1(∗), ali S2 6' ∗.

• Ako je X ' Y , onda je Hn(X) ∼= Hn(Y ), za svako n ∈ N0. Obrnuto ne mora da va�i, primer za to je
X = T 2, Y = S1 ∨ S1 ∨ S2.

• Ako je X ' Y , onda je πn(X) ∼= πn(Y ) za svako n ∈ N0. Obrnuto ne mora da va�i xto �emo videti u
slede�em zadatku.

3. Dokazati da prostori S2 × RP3 i RP2 × S3 imaju izomorfne sve homotopske grupe ali nisu ho-
motopski ekvivalentni.

Rexeǌe: Ako je n = 0, onda je jasno π0(S2 × RP3) ∼= π0(RP2 × S3).
Za n = 1 imamo

π1(S2 × RP3) ∼= Z2
∼= π1(RP2 × S3).

Ako je n > 2, onda je
πn(RP3) ∼= πn(S3), πn(RP2) ∼= πn(S2),

jer postoje natkrivaǌa S3 → RP3, kao i S2 → RP2, pa je

πn(S2 × RP3) ∼= πn(S2)⊕ πn(RP3) ∼= πn(S2)⊕ πn(S3),

πn(RP2 × S3) ∼= πn(RP2)⊕ πn(S3) ∼= πn(S2)⊕ πn(S3),

pa je i u ovom sluqaju
πn(S2 × RP3) ∼= πn(RP2 × S3).

Dakle, ova dva prostora imaju izomorfne sve homotopske grupe. Da bismo pokazali da nisu homotopski
ekvivalentni vide�emo da im nisu sve homoloxke grupe izomorfne. Zaista, iz Kinetove formule se
mo�e videti da je

H2(S2 × RP3) ∼= Z,

H2(RP2 × S3) ∼= 0,

pa zakǉuqujemo da S2 × RP3 6' RP2 × S3. �

4. Neka su (X,x0) i (Y, y0) topoloxki prostori sa baznim taqkama i uoqimo utapaǌe j : X∨Y ↪→ X×Y .
Dokazati da za svako n > 2 va�i

πn(X ∨ Y ) ∼= πn(X)⊕ πn(Y )⊕ πn+1(X × Y,X ∨ Y ).

Rexeǌe: Preslikavaǌe j : X ∨ Y → X × Y je dato sa

[x] 7→ (x, y0), [y] 7→ (x0, y),

pa X ∨ Y identifikujemo sa potprostorom X × {y0} ∪ {x0} × Y ⊆ X × Y .
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Preciznije, imamo slede�i dijagram.

X t Y

X ∨ Y X × Y

neprekidnokoliqniqko

j

Posmatrajmo sada dugi taqni niz para (X × Y,X ∨ Y ),

· · · πn+1(X × Y,X ∨ Y ) πn(X ∨ Y ) πn(X × Y ) πn−1(X × Y,X ∨ Y ) · · ·

πn(X)⊕ πn(Y )

j∗

((p1)∗,(p2)∗)

odakle dobijamo niz

· · · πn+1(X × Y,X ∨ Y ) πn(X ∨ Y ) πn(X)⊕ πn(Y ) · · ·
((p1◦j)∗,(p2◦j)∗)

(j1)∗+(j2)∗

gde je
X

X ∨ Y X × Y

Y

j

p1

p2

X X ∨ Y

Y X ∨ Y

j1

j2

Primetimo da za (a, b) ∈ πn(X)⊕ πn(Y ) va�i

(p1 ◦ j)∗
(
(j1)∗(a) + (j2)∗(b)

)
= (p1 ◦ j ◦ j1)∗(a) + (p1 ◦ j ◦ j2)∗(b) = a,

(p2 ◦ j)∗
(
(j1)∗(a) + (j2)∗(b)

)
= (p2 ◦ j ◦ j1)∗(a) + (p2 ◦ j ◦ j2)∗(b) = b,

pa je (
(p1 ◦ j)∗, (p2 ◦ j)∗

)
◦
(
(j1)∗ + (j2)∗

)
= 1πn(X)⊕πn(Y )

odakle vidimo da je
(
(p1 ◦ j)∗, (p2 ◦ j)∗

)
”na“ (za sve n > 2) i da se kratak taqan niz

0 πn+1(X × Y,X ∨ Y ) πn(X ∨ Y ) πn(X)⊕ πn(Y ) 0
((p1◦j)∗,(p2◦j)∗)

(j1)∗+(j2)∗

cepa, pa je
πn(X ∨ Y ) ∼= πn(X)⊕ πn(Y )⊕ πn+1(X × Y,X ∨ Y ). �

5. Ako su f : X → Z i g : Y →W slabe homotopske ekvivalencije, dokazati da je i f×g : X×Y → Z×W
tako�e slaba homotopska ekvivalencija.

Rexeǌe: Neka je n ∈ N0 i (x0, y0) ∈ X × Y . �elimo da poka�emo da je

(f × g)∗ : πn(X × Y, (x0, y0))→ πn(Z ×W, (f(x0), g(y0)))
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izomorfizam. Posmatrajmo naredni dijagram

πn(X × Y, (x0, y0)) πn(Z ×W, (f(x0), g(y0)))

πn(X,x0)⊕ πn(Y, y0) πn(Z, f(x0))⊕ πn(W, g(y0))

(f×g)∗

((p1)∗,(p2)∗) ((q1)∗,(q2)∗)

f∗⊕g∗

gde su
X × Y

X Y

p2p1

Z ×W

Z W

q2q1

projekcije.
Gorǌi dijagram komutira jer

a (f × g)∗(a)

(
(q1)∗(f × g)∗(a), (q2)∗(f × g)∗(a))

)
(
(p1)∗(a), (p2)∗(a)

) (
f∗((p1)∗(a)), g∗((p2)∗(a))

)?

i va�i da je
q1 ◦ (f × g) = f ◦ p1, q2 ◦ (f × g) = g ◦ p2.

Iz komutativnosti dijagrama vidimo da je (f × g)∗ izomorfizam, pa je f × g slaba homotopska ekvi-
valencija. �
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3 Proxireǌe i podizaǌe preslikavaǌa
1. Ako je 1 6 m < n dokazati da skup [RPm,RPn] ima taqno dva elementa i to [const] i [im,n], gde je
im,n standardna inkluzija (takva da naredni dijagram komutira

Sm Sn

RPm RPn

jm,n

p p

im,n

gde je jm,n : Sm → Sn inkluzija data sa jm,n(x) = (x, 0) ∈ Sn, a p : Sm → RPm i p : Sn → RPn poznata
dvolisna natkrivaǌa).

Rexeǌe: Prvo �emo pokazati da im,n 6' const. Kako je RPm m-skelet od RPn, to je par (RPn,RPm) m-
povezan. Drugim reqima, im,n je m-ekvivalencija, pa je

(im,n)∗ : π1(RPm)→ π1(RPn)

epimorfizam (ako je m > 2 bi�e i izomorfizam), pa nije trivijalno jer je π1(RPn) ∼= Z2. Dakle, im,n 6'
const.

Sada �emo pokazati da osim [im,n] i [const] drugih elemenata u [RPm,RPn] nema i to pokazujemo in-
dukcijom po m ∈ N.

Baza indukcije: ako je m = 1, onda

[RP1,RPn] [S1,RPn] [S1,RPn]0 = π1(RPn) = Z2Φ

Kako je π1(RPn) ∼= Z2 Abelova grupa, to je dejstvo π1(RPn) na sebe trivijalno, odakle zakǉuqujemo da je
Φ bijekcija.

Indukcijski korak: Neka je m > 2.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za m− 1 ∈ N.

Poka�imo da tvr�eǌe va�i za m.
Imamo da je [RPm−1,RPn] =

{
[const], [im−1,n]

}
. Posmatrajmo dijagram

RPm−1 RPm

RPn

im−1,m

im−1,n im,n

�elimo da poka�emo da je
i∗m−1,m : [RPm,RPn]→ [RPm−1,RPn]

bijekcija, odakle direktno sledi da [RPm,RPn] ima taqno dva elementa.

Poka�imo, najpre, da je ”na“. Iz komutativnosti gorǌeg dijagrama imamo da je

[const] = i∗m−1,m[const],

[im−1,n] = i∗m−1,m[im,n],

pa i∗m−1,m jeste ”na“.

Ostaje jox da poka�emo da je i ”1-1“. Neka su f, g : RPm → RPn preslikavaǌa takva da je

i∗m−1,m[f ] = i∗m−1,m[g],

13



tj. postoji homotopija
G : f |RPm−1 ' g|RPm−1 .

Ho�emo da poka�emo da je f ' g. Imamo preslikavaǌe

F : RPm−1 × I ∪ RPm × {0, 1} → RPn

dato sa

F |RPm−1×I = G,

F |RPm×{0} = f,

F |RPm×{1} = g,

koje �elimo da proxirimo na RPm × I.

Primetimo da je RPm−1×I∪RPm×{0, 1} upravo m-skelet od RPm×I, pa treba proxiriti F na �eliju
dimenzije m + 1. Opstrukcija za ovo proxireǌe nalazi se u πm(RPn), ali ova grupa je trivijalna jer
je 2 6 m < n. Dakle, nema opstrukcija za proxireǌe ovog preslikavaǌa pa postoji H : RPm × I → RPn

takvo da je
H|RPm−1×I∪RPm×{0,1} = F,

pa je
H : f ' g,

tj. i∗m−1,m je ”1-1“. �

2. Neka je n ∈ N0. Dokazati da je svako neprekidno preslikavaǌe iz n-dimenzionog CW-kompleksa
u n-povezan topoloxki prostor homotopski trivijalno.

Rexeǌe: I naqin: Kako je X CW-kompleks dimenzije n, to je CX tako�e CW-kompleks i to dimenzije
n+ 1. Posmatrajmo slede�i dijagram.

CX

X Y

f̄

f

Opstrukcije za postojaǌe proxireǌa f̄ su u π0(Y ), π1(Y ), . . . , πn(Y ), ali sve te grupe su trivijalne jer
je Y n-povezan, pa postoji f̄ : CX → Y tako da gorǌi dijagram komutira. Kako je CX ' ∗, to je f ' const
jer se faktorixe kroz kontraktibilan prostor.

II naqin: Kako je Y n-povezan, to je p : ∗ → Y n-ekvivalencija i X je dimenzije n, pa na osnovu posledice
3.17 postoji f̃ takvo da naredni dijagram komutira do na homotopiju

∗

X Y

p

f

f̃

odakle se lako vidi da je f ' const. �
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4 Teoreme Vajtheda, Frojdentala i Hurevi�a
1. (a) Da li je RP2 1-prost prostor?

(b) Da li je RP2 2-prost prostor?
(v) Da li je RP2 H-prostor?

Rexeǌe: (a) Kako je π1(RP2) ∼= Z2 Abelova, to je dejstvo π1(RP2) na sebe trivijalno, pa RP2 jeste 1-prost.
(b) Proveravamo da li π1(RP2) trivijalno dejstvuje na π2(RP2). Neka je e1 ∈ S2 bazna taqka. Ako je
p : S2 → RP2 dvolisno natkrivaǌe, znamo da je

π2(RP2, [e1]) ∼= Z〈[p]0〉.

Neka je [u] ∈ π1(RP2, [e1]) ∼= Z2. Tada imamo dve mogu�nosti za vrednost [p]0 · [u] i to su

[p]0 · [u] =

{
[p]0

−[p]0 = [p ◦ r]0

gde je r : S2 → S2 dato sa r(x1, x2, x3)
def
= (x1, x2,−x3). Da bi dejstvo bilo trivijalno, neophodno je da je

[p]0 · [u] = [p]0 za svako [u]. Ako je [u] = 0 ∈ π1(RP2, [e1]), ovo svakako va�i, pa posmatramo sluqaj kada je u
netrivijalna petǉa u RP2. Tada u potiqe od puta u S2 koji spaja e1 i −e1. Znamo da je deg r = −1 = deg aS2,
gde je aS2 : S2 → S2 antipodalno preslikavaǌe, pa na osnovu Brauer–Hopfove teoreme zakǉuqujemo da
postoji homotopija

H : r ' aS2 .

Neka je v : I → S2 put definisan sa

v(t)
def
= H(e1, t), t ∈ I.

Tada je v(0) = r(e1) = e1, v(1) = aS2(e1) = −e1 i

H : r '
v
aS2 . (1)

Neka je daǉe u
def
= p ◦ v : I → RP2. To je netrivijalan put u RP2, tj. [u] 6= 0 ∈ π1(RP2, [e1]). Iz (1) imamo

p ◦ r '
u
p ◦ aS2 = p.

Iz komutativnosti dijagrama

π2(S2, e1) π2(S2, e1) π2(RP2, [e1])

π2(RP2, [e1])

r∗

p∗

p∗

βu

dobijamo da je

[p]0 · [u] = βu([p]0)

= βu([p ◦ r ◦ r]0)

= (βu ◦ p∗ ◦ r∗)[r]0
= p∗[r]0

= [p ◦ r]0
= −[p]0

6= [p]0,

pa RP2 nije 2-prost.
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(v) RP2 nije H-prostor jer bi onda bio prost, a videli smo da nije 2-prost. �

Napomena: Dokaz u prethodnom zadatku prolazi za svaki prostor RP2k, k ∈ N.

2. Neka je n > 2. Dokazati da ne postoji retrakt A ⊆ RPn takav da je A ' RPn−1.

Rexeǌe: Pretpostavimo suprotno da postoji retrakcija, tj. imamo komutativni dijagram

A RPn

A

i

1A r

Kada primenimo funktor πn−1 na prethodni dijagram, dobijamo komutativni dijagram

Z 0 ili Z2

Z

i∗

1Z r∗

xto je nemogu�e, pa zakǉuqujemo da ne postoji tra�ena retrakcija. �

3. Neka je n > 2 i i : RPn−1 ↪→ RPn inkluzija.

(a) Dokazati da je i∗ : πn(RPn−1)→ πn(RPn) trivijalan homomorfizam.

(b) Odrediti πn(RPn,RPn−1).

(v) Ako je q : (RPn,RPn−1)� (RPn/RPn−1, ∗), da li je q∗ : πn(RPn,RPn−1)→ πn(RPn/RPn−1) izomorfizam?

Rexeǌe: (a) Kada primenimo funktor πn na dijagram

Sn−1 Sn

RPn−1 RPn

j

p p

i

imaju�i u vidu da je j ' const, dobijamo slede�i dijagram.

πn(Sn−1) Z

πn(RPn−1) Z

j∗=0

p∗ p∗

i∗

Iz dijagrama vidimo da je i∗ = 0 xto je i trebalo pokazati. Primetimo da i 6' const jer iako je
i∗ : πk(RPn−1)→ πk(RPn) trivijalno za svako k > 2, homomorfizam u dimenziji 1

i∗ : π1(RPn−1)→ π1(RPn)

ne�e biti trivijalan.

(b) Posmatrajmo dug taqan niz para (RPn,RPn−1) u homotopiji.

· · · πn(RPn−1) πn(RPn) πn(RPn,RPn−1) πn−1(RPn−1) πn−1(RPn) · · ·

Z Z 0 ili Z2

i∗ ∂ i∗

0 ∼= ∼= ∼=
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Iz dela (a) imamo da je i∗ : πn(RPn−1)→ πn(RPn) trivijalan homomorfizam, pa imamo kratak taqan niz

0 Z πn(RPn,RPn−1) im ∂ 0

Iz gorǌeg dugog taqnog niza imamo da je im ∂ = ker i∗ ∼= Z jer i∗ slika Z u 0 ili Z2. Dakle, kratak taqan
niz postaje

0 Z πn(RPn,RPn−1) Z 0

a kako je Z slobodna, to se ovaj niz cepa, pa konaqno dobijamo

πn(RPn,RPn−1) ∼= Z⊕ Z.

(v) Kako je RPn/RPn−1 ≈ Sn, to je

πn(RPn/RPn−1) ∼= πn(Sn) ∼= Z 6∼= Z⊕ Z ∼= πn(RPn,RPn−1),

pa q∗ nije izomorfizam u dimenziji n. Primetimo jox da je par (RPn,RPn−1) (n− 1)-povezan, a RPn−1 je
0-povezan, pa je q∗ izomorfizam u dimenzijama maǌim od n, a u dimenziji n je epimorfizam. �

4. Neka je n > m > 1, GAbelova i H grupa (Abelova ako jem > 2). Dokazati da je [K(G,n),K(H,m)] = 0.

Rexeǌe: Kako se kardinalnost skupa [X,Y ] ne meǌa ukoliko X i Y zamenimo homotopski ekvivalentnim
prostorima, za K(G,n) mo�emo uzeti upravo prostor za koji va�i da je

K(G,n)n−1 = ∗

i koji ispuǌava uslov (BT) teoreme 4.9 (o CW-aproksimaciji). Posmatrajmo preslikavaǌe

Θ : [K(G,n),K(H,m)]0 → Hom(πn(K(G,n), ∗), πn(K(H,m), ∗))

definisano u stavu 4.32. Kako je K(G,n)n−1 = ∗, prostor K(G,n) ispuǌava uslov (BT), K(H,m) je putno
povezan i πi(K(H,m)) = 0 za i > n, to je na osnovu tog stava preslikavaǌe Θ bijekcija,

[K(G,n),K(H,m)]0 Hom(G, 0) = 0

[K(G,n),K(H,m)]

Θ

Φ

pa kako je Φ ”na“, to je i [K(G,n),K(H,m)] = 0. �

5. Za n ∈ N opisati Hurevi�ev homomorfizam h : πn(RPn)→ Hn(RPn).

Rexeǌe: n = 1: U ovom sluqaju je π1(RP1) ∼= Z Abelova, pa je h izomorfizam.

π1(RP1) H1(RP1)h

n > 2: Ako je n parno, onda je h = 0 jer je Hn(RPn) = 0. Ako je n neparno, onda iz dijagrama

πn(Sn) Hn(Sn)

πn(RPn) Hn(RPn)

p∗

h

p∗

h

imaju�i u vidu da je p∗ : Hn(Sn) → Hn(RPn) mno�eǌe sa 2, zakǉuqujemo da je i h : πn(RPn) → Hn(RPn)
tako�e mno�eǌe sa 2. �
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5 Fibracije i raslojeǌa
1. Dokazati da je povlaqeǌe orijentabilne fibracije tako�e orijentabilna fibracija (oba bazna
prostora su putno povezana).

Rexeǌe: Neka je p : E → B fibracija sa slojem F i f∗p ǌeno povlaqeǌe, tj. imamo slede�i komuta-
tivni dijagram

F F

f∗(E) E

X B

q

f∗p p

f

gde je
f∗E = {(x, e) ∈ X × E | f(x) = p(e)} ⊆ X × E

i F = Ff(x0) = p−1(f(x0)), za neko x0 ∈ X.
Posmatrajmo naredni dijagram, gde su ϕ1 i ϕ2 odgovaraju�a dejstva (do na homotopiju) fundamen-

talnih grupa baznih prostora na sloj.

π1(X,x0) [F, F ]∗

π1(B, f(x0))

f∗

ϕ2

ϕ1

Kako je fibracija p orijentabilna, to upravo znaqi da je homomorfizam ϕ1 trivijalan. Mi �elimo
da poka�emo da je i f∗p orijentabilna, tj. da je i ϕ2 trivijalan, za xta je dovoǉno da se uverimo da
gorǌi dijagram komutira. Neka je [u] ∈ π1(X,x0). Sa jedne strane je

ϕ2([u]) = Lu−1 ,

a sa druge
(ϕ1 ◦ f∗)([u]) = ϕ2([f ◦ u]) = Lf◦u−1 .

Setimo se kako su definisane klase Lu−1 i Lf◦u−1.

F × {0} f∗(E) E

F × I I X B

f∗p

q

p

p2

H

u−1 f

Kako je f∗p fibracija to postoji rexeǌe H gorǌeg dijagrama. Koristili smo oznaku

lu−1(y) = H(y, 1), y ∈ F,

pa je Lu−1 bila upravo klasa [lu−1 ]. Primetimo da je lu−1(y) ∈ F za svako y ∈ F . Tako�e, iz dijagrama
dobijamo da je

lf◦u−1(y) = q(H(y, 1)︸ ︷︷ ︸
∈F

) = H(y, 1),

pa je
Lu−1 = Lf◦u−1 .

Odavde direktno dobijamo da je ϕ2 = ϕ1 ◦ f∗, pa f∗p jeste orijentabilna fibracija. �
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2. Dokazati da je povlaqeǌe raslojeǌa tako�e raslojeǌe sa istim slojem kao i polazno.

Rexeǌe: Neka je dat dijagram

f∗(E) E

X B

f∗p p

f

i neka je x0 ∈ X. Tada je f(x0) ∈ B pa postoji otvorena okolina U taqke f(x0) u B i homeomorfizam h
takav da slede�i dijagram komutira.

p−1(U) U × F

U F

h
≈

p p1 p2

Pokaza�emo da je f−1(U) otvorena okolina taqke x0 koja qini f∗p raslojeǌem. Kako je f neprekidno,
jasno je da je f−1(U) otvoren. �elimo da definixemo preslikavaǌa h̃ i σ takva da je

σ ◦ h̃ = 1(f∗p)−1(f−1(U)), h̃ ◦ σ = 1f−1(U)×F

i da naredni dijagram komutira.

(f∗p)−1(f−1(U)) f−1(U)× F

f−1(U)

h̃

f∗p p1

σ

Primetimo da je

(f∗p)−1(f−1(U)) =
(
f−1(U)× p−1(U)

)
∩ f∗(E)

i definiximo

h̃(x, e)
def
= (x, p2(h(e))), x ∈ f−1(U), e ∈ p−1(U), takvo da je f(x) = p(e),

σ(x, y)
def
= (x, h−1(f(x), y)), x ∈ f−1(U), y ∈ F.

Kako je

p(h−1(f(x), y)) = p1(f(x), y) = f(x),

to je

σ(x, y) ∈ (f∗p)−1(f−1(U)),

tj. preslikavaǌe σ je dobro definisano.
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Proverimo jox da su h̃ i σ jedno drugom inverz.

σ
(
h̃(x, e)

)
=

(
x, h−1

(
f(x), p2

(
h(e)

)))
=
(
x, h−1

(
h(e)

))
= (x, e)

= 1(f∗p)−1(f−1(U))(x, e),

h̃
(
σ(x, y)

)
=

(
x, p2

(
h
(
h−1

(
f(x), y

))))
= (x, y)

= 1f−1(U)×F (x, y).

Dakle, h̃ je tra�eni homeomorfizam. �

Napomena: Kao i fibracije, raslojeǌa identifikujemo ukoliko postoji homeomorfizam ϕ takav da
naredni dijagram komutira.

T E

B

ϕ

≈

q p

Sliqno kao i za fibracije, mo�emo identifikovati naredna raslojeǌa.

1) 1∗B(E) = E;

2) (f ◦ g)∗(E) = g∗(f∗(E));

3) c∗(E) = X × F , gde je c : X → B konstantno preslikavaǌe;

4) i∗(E) = p−1(A), gde je i : A ↪→ B i p−1(A) restrikcija raslojeǌa p.

3. Na slici (1) predstavǉena je prva projekcija p : I2 → I, koja je jedno raslojeǌe. Neka su
preslikavaǌa na slikama (2) i (3) restrikcije projekcije p na date potprostore.

(a) Pokazati da je preslikavaǌe sa slike (2) fibracija, ali nije raslojeǌe.

(b) Pokazati da preslikavaǌe sa slike (3) nije fibracija.

Rexeǌe: (a) Oznaqimo sa E trougao sa slike (2), tj.

E = {(s, t) ∈ I2 | t 6 1− |1− 2s|}.
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Neka je X proizvoǉni topoloxki prostor i posmatrajmo naredni dijagram.

X × {0} E I2

X × I I

f

p|E p

H

r◦H̃ H̃

Kako je p fibracija, to postoji podizaǌe H̃ : X × I → I2. Neka je r : I2 → E dato sa

r(s, t)
def
=
(
s,min{t, 1− |1− 2s|}

)
.

Tada je r ◦ H̃ tra�eno podizaǌe homotopije H u odnosu na p|E, pa p|E jeste fibracija.
Kako je

(p|E)−1({0}) = ∗,

(p|E)−1

({
1

2

})
=

{
1

2

}
× I,

vidimo da slojevi nisu me�usobno homeomorfni, pa p|E nije raslojeǌe.
(b) Ako sa q oznaqimo preslikavaǌe sa slike (3) imamo da je

q−1({0}) = {0} × {0, 1},

q−1

({
1

2

})
=

{
1

2

}
× I,

pa kako ova dva sloja nisu me�usobno homotopski ekvivalentna, to q ne mo�e biti fibracija. �

4. Odrediti π3(S2 ∨ S2).

Rexeǌe: Primenimo 4. zadatak iz drugog poglavǉa na buket S2 ∨ S2. Dobijamo

π3(S2 ∨ S2) ∼= π3(S2)⊕ π3(S2)⊕ π4(S2 × S2, S2 ∨ S2) ∼= Z⊕ Z⊕ π4(S2 × S2, S2 ∨ S2),

pa ostaje jox da odredimo grupu π4(S2 × S2, S2 ∨ S2).
Kako je par (S2 × S2, S2 ∨ S2) 3-povezan, a S2 ∨ S2 je 1-povezan, to na osnovu posledice 4.15 za svako

i 6 3 + 1 = 4 prirodna projekcija q : (S2 × S2, S2 ∨ S2)→ ((S2 × S2)/(S2 ∨ S2), ∗) indukuje izomorfizam

q∗ : πi(S
2 × S2, S2 ∨ S2)→ πi((S

2 × S2)/(S2 ∨ S2), ∗).

Kako je S2 × S2 CW-kompleks sa jednom 0-�elijom, dve 2-�elije i jednom 4-�elijom, a S2 ∨ S2 CW-
potkompleks sa jednom 0-�elijom i dve 2-�elije, to �e ǌihov koliqnik imati jednu 0-�eliju i jednu
4-�eliju, tj.

(S2 × S2)/(S2 ∨ S2) ≈ S4.

Konaqno, dobijamo da je
π4(S2 × S2, S2 ∨ S2) ∼= π4(S4) ∼= Z,

pa je
π3(S2 ∨ S2) ∼= Z3. �
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5. Ako je n > 2 dokazati da ne postoji retrakt A ⊆ CPn takav da je A ' CPn−1.

Rexeǌe: Pretpostavimo suprotno da postoji retrakcija r : CPn → A, tj. komutira dijagram levo. Pri-
menom funktora π2n−1 na levi dijagram dobijamo da komutira desni

CPn

A A

ri

1A

π2n−1−→

0

Z Z

r∗
i∗

1Z

xto je nemogu�e. �

6. Za n > 3 odrediti grupu π2(Vn−2(Rn)).

Rexeǌe: Posmatrajmo poznato raslojeǌe

Vk−m(Rn−m) Vk(Rn)

Vm(Rn)

za k = n− 1 i m = n− 2, tj. imamo
V1(R2) Vn−1(Rn)

Vn−2(Rn)

odnosno ovo je upravo raslojeǌe
S1 SO(n)

Vn−2(Rn)

pa postoji dugi taqni niz

· · · π2(SO(n)) π2(Vn−2(Rn)) π1(S1) π1(SO(n)) · · ·

0 Z Z2

ϕ i∗

∼= ∼= ∼=

Iz niza dobijamo da je
π2(Vn−2(Rn)) ∼= imϕ = ker i∗ ∼= Z

jer je i∗ ili trivijalan homomorfizam ili ostatak po modulu 2, pa mu je svakako jezgro izomorfno sa
Z. �
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