SMT Primeri

Primer 1. Neka je data signatura 3 = (S, F,r), gde je S = {Real}, F sadrzi
simbole 0,1, +, -, —, <, pri ¢emu je 7(0) = r(1) =[] —> Real, r(+) =7(-) =
[ Real,Real] — Real, r(—) = [ Real] — Real, r(<) = [ Real,Real] —

Bool.

Jedna teorija nad ¥ mozZe biti zadata slede¢im skupom aksioma (sve
promenljive su sorte Real):

1.

2.

10.
11.
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VeVyVz. (x4+y)+z=x+ (y+ 2)
VeVy. z+y=y+x
Ve.z+0=2

Ve, z+ (—z) =0

VeNyVz. (x-y)-z=x-(y-2)
VeVy. x-y=vy-x

Ve.z- 1=z

Ve.x #0= (Jy. z-y=1)
VeNyVz. (x+y) - z=x-2+y-z
1#0

Ve, x < x

VeVy. c <yhy<zx=z=y
VeVyVz. e <yNy<z=zx<z2
VeVy.  <yVy<zx
VeVyVz. e <y=zx+2z<y+z
VeVy. 0 <zA0<y=0<zx-y
Ve, 0<zxz= (Fy.y-y==x)

Veg.Vey. .. Veope1.3x. co+c1-x+ ..o+ Copt - 22kt =

Teoreme ove teorije (ozna¢imo je sa T) su sve formule koje se mogu
dokazati polazeéi od ovih aksioma. Ova teorija poznata je i kao teorija realno
zatvorenih polja.



Jedan model ove teorije je i struktura realnih brojeva (R, +, -, <). Medju-
tim, to nije jedini model, s obzirom da na osnovu Skolem-Lovenhajmove te-
oreme postoji model sa domenom bilo koje beskona¢ne kardinalnosti (uklju-
¢ujudi i prebrojiv model). Ipak, moZe se pokazati da je ova teorija kompletna,
$to znaCi da za svaku zatvorenu formulu F' vazi da je ili F' ili ~F teorema
ove teorije. Odavde sledi da su svaka dva modela £ i Lo teorije elementarno
ekvivalentna — svaka zatvorena formula koja je tacna u £; tacna je i u Lo, i
obratno.

Primer 2. Neka je data sledec¢a formula (nad signaturom iz prethodnog pri-
mera):

JrxJydz.z-y<zAz<z4+yAxz <0

Pretpostavimo da razmatramo teoriju 7 iz prethodnog primera. Data for-
mula ¢e biti zadovoljiva u teoriji 7 ako i samo ako je u toj teoriji zadovoljiva
formula:

a-b<cAhc<a+bAha<0

gde su a, b, ¢ novouvedene konstante (skolemizacija). Ove konstante nazivamo
slobodne konstante, jer se mogu proizvoljno interpretirati.

Primer 3. Slede¢a bazna formula je nezadovoljiva u EUF teoriji:
(a=bVe=d)A(f(a) # fD)AN(c#£dVa=e)AN(c#dVb=c¢e)
Zaista, svodjenjem na DNF dobijamo:

(a=bA f(a) £ ) Ae£d) v
(a=bA f(a)# f(b)Na=eANb=¢€) V
(c=dAN f(a)# f(b)Na=eNb=c¢)

pri ¢emu se lako vidi da su sve ove konjunkcije nezadovoljive u EUF teoriji.

Primer 4. Neka je data bazna linearna formula u teoriji realne aritmetike:
20 +3b>cha>bANc=3aANb<0

Moze se pokazati da je ova formula nezadovoljiva. Zaista, zamenom ¢ = 3a
dobijamo ekvivalentnu konjunkciju:

3b>aANa>bAb<0

Dalje, iz 3b > a sledi b > a/3, a kako je a > b, to je i a > a/3, odakle je
a>0,pajeidb>0,tj.b>0.Ovo jeu kontradikciji sa uslovom da je b < 0.

Primer 5. Data je bazna linearna formula u teoriji celobrojne aritmetike:
1<zNe<2AN1<yAy<2A1<zAz2<2ANz#yANx#zANy+#=z

Ova formula je nezadovoljiva u ovoj teoriji. Primetimo da bi ista ova formula
bila zadovoljiva u teoriji realne aritmetike.



Primer 6. U teoriji nizova, data je sledeca formula:
v = select(a,i) A\ b = store(a, j,v) A select(b,i) # select(b, j)

Ova formula je nezadovoljiva. Zaista, setimo se da su aksiome teorije nizova:

1. Vax.Vy.Vz. select(store(z,y,z),y) = z

2. Vo Ny Vya.Vz. y1 # yo = select(store(z,y1,z),y2) = select(x, y2)

3. Va1V, (Vy. select(z1,y) = select(x2,y)) = ©1 = x2
Iz b = store(a, j,v) sledi select(b,j) = select(store(a,j,v),j). Instancira-
njem r = a,y = j,z = v u prvoj aksiomi dobijamo select(store(a,j,v),j) =
v, tj. select(b,j) = v. Ako je i = j, tada je select(b,i) = select(b,j), Sto
daje kontradikciju. Sa druge strane, ako je ¢ # j, instanciranjem y; = j, y2 =
i, = a,z = v u drugoj aksiomi dobijamo j # i = select(store(a, j,v),i) =
select(a,i). Ovo dalje znac¢i da je select(b,i) = select(a,i) = v, pa je
select(b,i) = select(b, j), §to opet daje kontradikeiju.

Primer 7. Neka su u teoriji bitvektora sa x,y, 2z oznacene konstante sorte
BitVecg. Formula:

bvult(x,y) A ~bvult(bvadd(x, z), bvadd(y, z))

je zadovoljiva. Zaista, kako se sorta BitVecg interpretira skupom svih ni-
zova duZine 8 ¢iji su elementi iz {0, 1}, to se konstante x,y, z mogu inter-
pretirati proizvoljnim ovakvim nizovima. Neka je u izabranoj interpretaciji
I(x) = 11111100 i I(y) = 11111111. Jasno je da je tada I(bvult(x,y)) = 1.
Dalje, neka je I(z) = 00000011. Sada je I(bvadd(z,z)) = 11111111, a
I(bvadd(y, z)) = 00000010, pa je otuda I(bvult(bvadd(x, z), bvadd(y, z))) =
0. Dakle, ovako izabrana interpetacija zadovoljava datu formulu.
Primetimo da bi se formula koja u intuitivnom smislu predstavlja isto
tvrdenje mogla na jeziku celobrojne aritmetike zapisati na sledeéi nacin:

r<yA-(z+z<y+z)

$to je u toj teoriji nezadovoljivo.

Primer 8. Posmatrajmo ponovo EUF formulu iz primera 3:
(a=bVe=d)A(f(a) # fD)AN(c#dVa=e)AN(c#dVb=ce)
Iskaznom apstrakcijom dobijamo:
(V@) A=rA(=gVs)A(mg Vi)

Zadovoljavajuce iskazne valuacije su [p,q,—r,s,t], [p,—q, T, S, 1],
[p7 -q, T, 7S, t]v [pa -q, T, S, _'t]v [p7 -q, T, 7S, _'t]) [_‘p7 q,T,Ss, t] Ovim
iskaznim valuacijama odgovaraju sledeée konjunkcije prvog reda:



a=bAc=dA f(a) # f(
a=bAcFdA f(a) # [(
a=bActdA fla) £ f
a=bAcFdA fla) # [(
a=bnctdA f(a) £ f
a#zbANc=dA f(a)# f(b)Na=eNb=¢

Lako se vidi da su sve ove konjunkcije nezadovoljive u EUF teoriji. SAT re-
Savac bi ove konjunkcije jednu po jednu slao proceduri odlu¢ivanja za EUF
teoriju (npr. Nelson-Open) koja bi za svaku od njih utvrdila da je nezado-
voljiva.

Primer 9. Pretpostavimo da je u prethodnom primeru SAT resavac¢ zasnovan
na CDCL algoritmu, kao i da postoji mogucénost komunikacije izmedju SAT
reSavaca i procedure odluc¢ivanja za EUF sve vreme tokom rada SAT reSava-
¢a. SAT resavac bi odmah zakljucio da je —r. Poku8aj da se na stek postavi
p (kao literal odlu¢ivanja) dao bi konjunkciju a = b A f(a) # f(b) §to je kon-
tradikcija u EUF teoriji. Zato SAT resava¢ dodaje klauzu koja predstavlja
negaciju ove konjunkcije a # bV f(a) = f(b), tj. ~pVr. Na osnovu ove klauze
sada sledi konflikt, vra¢anje unazad i postavljanje —p na stek. Medjutim, sa-
da iz klauze (pVq) sledi g, a iz klauza (—qVs) i (mqVt) slede s i ¢, respektivno.
Medjutim, sada imamo konjunkciju sAtA—r, tj.a = eAb=eA f(a) # f(b),
Sto je opet nezadovoljivo u EUF teoriji. Zato SAT resava¢ dodaje klauzu
—sV -t Vr. Sada je stek u kontradikciji sa ovom klauzom, a kako se nalazimo
na nultom nivou odlucivanja, sledi da je formula nezadovoljiva u EUF teoriji.

Ukoliko bi dodatno postojala moguénost da procedura odlucivanja za
EUF sugerise SAT resavacu koje literale treba da postavi na stek, rad
reSavaCa bi bio jo§ efikasniji. Na primer, u EUF teoriji vazi implikacija
fla) # f(b) = a # b. Ovo znaci da bi odmah nakon postavljanja —r na
stek EUF procedura mogla da sugeriSe postavljanje a # b, tj. —p na stek,
¢ime bi se izbegao jedan konflikt i vracanje unazad.



Decide :

C =mno_cflet le F I,l¢ M

M = M2
UnitPropagate:
C =mno_cflct IVLV...ViI,eF ... lpeM I,l¢ M
M = Ml
Conflict:
C =no_cflct Zl\/...vikeF li,...,. .k eM
C .= {ll,...,lk}
Explain:

leC l\/il\/...\/ZkGF l1,..., 0 <1
C=CU{l,. . {0}

Learn:
C={l,...,lx} Zl\/...\/ik¢F
F=FU{liV...VI}
Backjump :
C:{l,ll,...,lk} i\/il\/...\/ikEF ViE{l,...,k} level(l) > m > level(l;)

C:=no_cflet M = MI™]

TheoryPropagate :
C :=no_cflct MEFI I,l¢g M
M = Ml
TheoryConflict :
C =no_cflct li, ... kB L lh,....L.eM
C:= {ll,...,lk}
TheoryExplain :

leC li,.. .,k BTl I, .. g <1
Ct:CU{ll,...,lk}\{l}

Slika 1: CDCL(X) pravila

Primer 10. Neka je data iskazna formula:

(—p1V=p2) A(—p1Vp3) A(=paV P2 Vps) A(peV —p7) A(pe V ps Vp2) A(—ps V pr)

Ova formula je zadovoljiva. Jedno moguce izvrsavanje CDCL algoritma pri-
kazano je slede¢im nizom stanja:



F M C Pravilo
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7} 19 no_cflt | (Decide)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8, 7} 112 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7} 1723 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8, 7} 142 3 44 no_cflt | (Decide)
{1,2},1{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8, 7} 1923445 no_cflt | (UnitPropagate)
(1,2},4{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2}, {8, 7} 112 3 44 5 6 no_cflt | (Decide)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8, 7} 192344567 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7} 19234956°78 | no_cflt (UnitPropagate)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2}, {8, 7} 19234456°78 |7,8 (Conflict)
{1,2},4{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7} 1923495678 |2,6,7 | (Explain)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2}, {8, 7} 19234456°78 2,6 (Explain)
(1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} | 19234956° 78 | 2,6 (Learn)
{1,2},1{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} [ 192 3 6 no_cflt | (Backjump)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} | 192 3 6 4¢ no_cflt | (Decide)
{1,2},1{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} [ 1923 6 495 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2),{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} | 19236475 7¢ no_cflt | (Decide)
{1,2},{1,3},{4,2,5},{6,7},{6,8,2},{8,7},{2,6} | 1923 6 49 5 74 8% | no_cflt | (Decide)

Literal p; je u gornjem prikazu predstavljen oznakom i, a literal —p;

oznakom 7. Literali odlu¢ivanja su oznaceni sa ¢



Primer 11. Neka je data bazna formula EUF teorije:

> > > >

(=(h(a) = a) V a=b)
(c=d Vv f(h(a)) = f(a) V a= [f(b))
(g(c) =c vV =(f(h(a)) = fla)) V=(f(c) = f(d)))
(9(c)=c V c=d VvV =(a=0))
(9(a) = g(f(a)) V h(a) = a)
Uvedimo iskaznu apstrakciju:
p1 & h(a)=a
P2 = a=">
ps < f(h(a)) = f(a)
Ps = a:f(b)
ps <= gla) =g(f(a))
ps & glo)=c
pr & flo) = f(d)
ps & c=d

Sada se formula svodi na sledec¢u iskaznu formulu:

(=p1 V p2) A (P8 V3 V pa) A (ps V —p3 V —pr) A

(p6 V pg V—p2) A

(ps V p1)

Ova formula je zadovoljiva. Jedno mogucée izvrsavanje CDCL(T) algoritma

dato je sledeé¢im nizom stanja:

F M C Pravilo
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},1{6,8,2},{5,1} 14 no_cflt | (Decide)
{1,2},18,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 142 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},18,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 1123 no_cflt | (TheoryPropagate)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2}, {5,1} 142 3 44 no_cflt | (Decide)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},1{6,8,2},{5,1} 1923445 no_cflt | (TheoryPropagate)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 1923 4456 no_cflt | (Decide)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 192349567 no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2}, {5, 1} 1923495678 | no_cflt | (UnitPropagate)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 19234456 78|7,8 (TheoryConflict)
(1,2},48,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1} 19234956°78|2,6,7 | (Explain)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2}, {5,1} 19234956°78|2,3,6 | (Explain)
(1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 192349 56" 78| 2,3, (Learn)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 1236 no_cflt | (Backjump)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 192 3 6 44 no_cflt | (Decide)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 19236 4% 5 no_cflt | (TheoryPropagate)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 19236 49 5 8% | no_cflt | (Decide)
{1,2},{8,3,4},{6,3,7},{6,8,2},{5,1},{2,3,6} | 19236 4% 587 7 | no_cflt | (TheoryPropagate)



Teorijske propagacije vrsene su na osnovu sledeéih logic¢kih posledica:

h(a) = a = f(h(@) = fa) (1)
a=bra=f(b) Fr gla)=g(fla) (23)
c—d cro flO=fd) (@)

Konflikt u teoriji detektovan je na osnovu sledece logicke posledice:

—(fle) = fld)Ne=dEr L



