MeTpunuyku IpocTOopu
3anaru

1. IlaTo je mpecmukaBame

fiX >R

rae je X C R rkommakran ckyn u Ha R ce mompasymeBa Eyrauncka merpura. Jlokazatu na je
[ HEImpeKmmHO MPEeCJMKABAImE aKO W CaMO aKO je CKYII {(:c,f(:c))’ T € X} xkommaxTan y R? ca
EyraunnckoMm MeTpuroMm.

2. Heka je
Y ={f:10,1] = [0,1] | V& € [0,1] 3f"(2)}
ca METPUKOM

d(f1, f2) = Suplljﬁ(t)-— fa(B)].

0<t<

Cryn S CY je 3amat ca
S={feY | 30,1 f"(x0) =0}.

(a) Mcnuraru KOMOAKTHOCT M KOMIUIETHOCT CcKyma Y \ S.

(6) lokasaru ma 3a CBaKy CTPOTrO KOHBEKCHY ¢yHruujy f mocroju § > 0 TakBo ma 3a cBaky
CTPOro KOHKaBHY (QyHEUUjy g nmocroju zg € [0, 1] rako ma je |f(xo) — g(xo)| > 0. 3armyuntu
ma Y \ S Huje mosesaH.

(B) Ucnuratu nmoBesaHocT cryma S.
3. Heka je (X,d) npou3Bosban METPUYKMU IPOCTOP M HEKA je JATO MPECIUKABAME
00,12 = X
rae ua [0, 1]? nompasymesamo Eykmuacky merpuky. Ako 3a mosesan ckyn A C X Baxn
f0,00€ 4, fLL)¢A Yy €01 f(z,y) ¢ 04

noraszaty na f HHUje HEempeKnAHO npeciaukaBame. Jla mu TBpheme Baku yKOIUKO Ce M30CTABU
yCJIOB na je ckyn A mose3an?

4. Heka je Y cryn cBuX peajIHUX HM30BA U HEKA Cy NaTa IIPECINKABAMHA

m: Y2 =N, m(z,y) = {mini ‘ X5 #yi}a

u
d:Y* =N, d(z,y) = { In (1 + m(i»y)) TEY,
0, T=1y
(a) Horazatu na je ca d 3amara MeTpUKa Ha CKyIy Y.
(6) Ha mm je merpuuku upocrop (Y, d) nosesan?
(B) Ucnuratu na au je MeTpuka d TOIOJOMKA U METPUYKA €KBUBAJIEHTHA MUCKPETHO] METPUILIN.
(r) Wcnuraru koHBepreHuujy HU3a (an)peN aKO je



5. Iat je koMmakTaH MeTPUUYKU TPOCTOP X U HEMPEKUAHO MPECIUKABAE
g: X - R™

Axro je FF C X mokasaTtu na je ciauka F mpu mpeciaukaBamy ¢ orpaHudeH ckym. l[lokazatu ma
TBpbheme He BakM YKOMUKO X HUje KOMIAKTAH.

6. Ilaro je mpecauraBame

|z|| + |lyl|, = n y cy auneapHO HezaBUCHU
|z =yl T U Yy Cy JIWHEAPHO 3aBUCHU

d:R*xR* > R, d(z,y) = { |
rae je mogpa3yMeBaHa Eykmuacka HOpMA.

(a) Ilorkazatu ma je ca d 3amara METPUKA HA R3.

(6) Mcnuraru OTBOPEHOCT M MOBE3AHOCT CKYyIa {(:U,y,z) €eR3 ’ O<zr<2 0<y<?2 z= 0} y
MeTpunu d.

(B) Ha nu je meTpuka d TONOJOmMEKMN eKBUBAJNIeHTHA EyRIMICKO] MeTpurm?

(r) Wcnuratu KOHBEPTEHIU]Y HU3A (1, 1, %) y merpunu d. la au je crym
{(z,y,2) eR* | 0<2<2, 0<y<2 0<2<2}
KOMIIAKTaH y MeTpuiu d?
7. lar je cryn
Ayp = {fa,g = —arctg(1 + Bt) ‘ 0<a<1, 08K 7T} c o, 1].
Axo je merpura Ha C[0,1] 3anara ca

d(z,y) = Sup |z (t) — y(t)]

nCInTaTy! KOMIIAKTHOCT, KOMIIJIETHOCT M IIOBE3aHOCT CKYIIa Aa,ﬁ'

8. OmpemuTu mujameTap MOACKyIa

Aa70:{fa:67at—%‘0<a<17 }QA(LB

9. Heka je (X,d) xommakran merpuuku npoctop. Axro 3a moackyn K C X Basku na je cBaka
menperugaa ¢yurnuja f: K — R u paBHOMepHO HemperumHa moka3aty na je K KOMIAKTaH.

10. Hera je X mpocTop peasHMX HU30Ba UMjU WIaHOBU y3umajy BpemHoctu mamebhy 0 u 1. Haro je
IIPECINKABAHE
d: X x X >R d(z,y) =sup {|zn — yn| | n € N}.

(a) Horazatu na je (X,d) MeTpudkmu mpocTop.
(6)
(B) Ha su je (X,d) xommieran?

)

(r

11. Heka cy (M,dy) u (N,dy) merpuuku npoctopu (M, N # @) u f: M — N npeciukaBame TaKBO
na 3a cBako x € M u cBako r > 0 Basu

f(Blz;r]) = Blf(x);r] -

(a) Ilokazatu ma je f CypjeKTUBHO IPECIUKABAE.

Ha mau je (X,d) kommakraun?

Ha au je (X,d) nosesan?



(6) Hokasaru na je f Jlunmmnoso mpeciukaBame ca JlummumnoBom koHcTanTtoMm L = 1.

(B) Iokaszaru na je f OTBOPEHO IpeCIUKaBambe.

(r) Horazatu na 3a cBako © € M u cBako y € N nmocrtoju xo € M TakBO na BasKu
dn(f(2),y) = du(, o).

(n) Axo je mpecivkaBame f U MHjEeKTUBHO, NOKa3aTW Ha je Taxa f m3oMerpuja.

12. Heka je (M,d) merpuukm npoctop m U C M Henmpazan OTBOPEH CTPOTM HMOJCKYI. 3a CBaKO
x € U, nepunnmumo 6poj ry = sup{r > 0| B(x;r) C U}.

(a) Hera je a € U. Hokazaru na B(a;r,) C U n ga 3a cBako € > 0 nocroju © € M \ U rakBo na
re < d(a,z) <14 +e.
(6) Heka je a € U. Hokasatu na 3a cBako b € B(a;r,/3) Baxu a € B(b;ryp).

(B) IlpermocraBumo na mocroju npebpojus nockyn K merpuuror mpocrtopa (M, d) Takas ma je
K = M. Ilorazatu na je

U= U B(x;ry) .

zeUNK

13. Heka je (X, d) noBe3an MeTpUYKM IPOCTOP U HEKA Cy a,b € X IBe pa3auyure TAuyke TOT MPOC-
topa. Hera je f: (X,d) - (R,de) (rme je de 03HAKA 3a CTAHAAPIHO EYKJIUACKO DACTOjame Y
ckymy R) mpecaukaBame nato ca

f(z) = ld(z,a) — d(z,b)] .

(a) Horazatu na je [ HENIPEKUIHO IPECIUKABAHE.
(6) Hokazaru nma je f(c) =0 3a mero ¢ € X.
(B) Hokazaru nma je f(X)=[0,d(a,b)].

14. aro je mpeciukaBame

I:R?xR?> >R L((x1, 1), (2, :{ ly1] — ly2| , T1 = To
((z1,71) 5 (v2,92)) L+ el + o — 2ol 1 = 9

a) llokasarwm ma | 3amaje METPUKY Ha R2.
9]

(a)
(6) Omwmcaru ryriae noaynpeunuka 3 ca nearpuma (0,0) u (1,1).

(B) a nu je oBako 3amarTa METpPUKA TOIOJOLIKM €KBUBaJIeHTHaA Eykamackoj merpurm?
(r)

r) Ako ca e o3HaunMo EyKIMACKY METPUKY UCIUTATUA HEMPEKUAHOCT MPECINKABAA

I (RZ,Z) — (]RQ,e) f(z) ==z,

g: (RQ,e) — (RQ,Z) g(z) = x.



