
Metriqki prostori
Zadaci

1. Dato je preslikavaǌe
f : X → R

gde je X ⊂ R kompaktan skup i na R se podrazumeva Euklidska metrika. Dokazati da je
f neprekidno preslikavaǌe ako i samo ako je skup

{
(x, f(x))

∣∣ x ∈ X
}

kompaktan u R2 sa
Euklidskom metrikom.

2. Neka je
Y =

{
f : [0, 1] → [0, 1]

∣∣ ∀x ∈ [0, 1] ∃f ′′(x)
}

sa metrikom
d (f1, f2) = sup

0⩽t⩽1
|f1(t)− f2(t)|.

Skup S ⊆ Y je zadat sa
S =

{
f ∈ Y

∣∣ ∃x0 ∈ [0, 1] f ′′(x0) = 0
}
.

(a) Ispitati kompaktnost i kompletnost skupa Y \ S.
(b) Dokazati da za svaku strogo konveksnu funkciju f postoji δ > 0 takvo da za svaku

strogo konkavnu funkciju g postoji x0 ∈ [0, 1] tako da je |f(x0)− g(x0)| > δ. Zakǉuqiti
da Y \ S nije povezan.

(v) Ispitati povezanost skupa S.

3. Neka je (X, d) proizvoǉan metriqki prostor i neka je dato preslikavaǌe

f : [0, 1]2 → X

gde na [0, 1]2 podrazumevamo Euklidsku metriku. Ako za povezan skup A ⊆ X va�i

f(0, 0) ∈ A, f(1, 1) /∈ A, ∀(x, y) ∈ [0, 1]2 f(x, y) /∈ ∂A

dokazati da f nije neprekidno preslikavaǌe. Da li tvr�eǌe va�i ukoliko se izostavi
uslov da je skup A povezan?

4. Neka je Y skup svih realnih nizova i neka su data preslikavaǌa

m : Y 2 → N, m(x, y) =
{
min i

∣∣ xi ̸= yi
}
,

i

d : Y 2 → N, d(x, y) =

{
ln
(
1 + 1

m(x,y)

)
, x ̸= y,

0, x = y
.

(a) Dokazati da je sa d zadata metrika na skupu Y .

(b) Da li je metriqki prostor (Y, d) povezan?

(v) Ispitati da li je metrika d topoloxki i metriqki ekvivalentna diskretnoj metrici.

(g) Ispitati konvergenciju niza (an)n∈N ako je

an =

1, 2, 3, . . . , n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .

 .



5. Dat je kompaktan metriqki prostor X i neprekidno preslikavaǌe

g : X → Rn.

Ako je F ⊆ X dokazati da je slika F pri preslikavaǌu g ograniqen skup. Pokazati da
tvr�eǌe ne va�i ukoliko X nije kompaktan.

6. Dato je preslikavaǌe

d : R3 × R3 → R, d(x, y) =

{
∥x∥+ ∥y∥, x i y su linearno nezavisni
∥x− y∥, x i y su linearno zavisni

,

gde je podrazumevana Euklidska norma.

(a) Dokazati da je sa d zadata metrika na R3.

(b) Ispitati otvorenost i povezanost skupa
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ 0 < x < 2, 0 < y < 2, z = 0
}

u
metrici d.

(v) Da li je metrika d topoloxki ekvivalentna Euklidskoj metrici?

(g) Ispitati konvergenciju niza
(
1, 1, 1

n

)
u metrici d. Da li je skup{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ 0 ⩽ x ⩽ 2, 0 ⩽ y ⩽ 2, 0 ⩽ z ⩽ 2

}
kompaktan u metrici d?

7. Dat je skup

Aα,β =
{
fα,β = e−αt − arctg(1 + βt)

∣∣ 0 ⩽ α ⩽ 1, 0 ⩽ β ⩽ π
}
⊆ C[0, 1].

Ako je metrika na C [0, 1] zadata sa

d(x, y) = sup
0⩽t⩽1

|x(t)− y(t)|

ispitati kompaktnost, kompletnost i povezanost skupa Aα,β.

8. Odrediti dijametar podskupa

Aα,0 =
{
fα = e−αt − π

4

∣∣ 0 ⩽ α ⩽ 1,
}
⊆ Aα,β.

9. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor. Ako za podskup K ⊂ X va�i da je svaka
neprekidna funkcija f : K → R i ravnomerno neprekidna dokazati da je K kompaktan.

10. Neka je X prostor realnih nizova qiji qlanovi uzimaju vrednosti izme�u 0 i 1. Dato je
preslikavaǌe

d : X ×X → R d(x, y) = sup
{
|xn − yn|

∣∣ n ∈ N
}
.

(a) Dokazati da je (X, d) metriqki prostor.

(b) Da li je (X, d) kompaktan?

(v) Da li je (X, d) kompletan?

(g) Da li je (X, d) povezan?

11. Neka su (M,dM ) i (N, dN ) metriqki prostori (M,N ̸= ∅) i f : M → N preslikavaǌe takvo
da za svako x ∈ M i svako r > 0 va�i

f(B[x; r]) = B[f(x); r] .

(a) Dokazati da je f surjektivno preslikavaǌe.



(b) Dokazati da je f Lipxicovo preslikavaǌe sa Lipxicovom konstantom L = 1.

(v) Dokazati da je f otvoreno preslikavaǌe.

(g) Dokazati da za svako x ∈ M i svako y ∈ N postoji x0 ∈ M takvo da va�i
dN (f(x), y) = dM (x, x0).

(d) Ako je preslikavaǌe f i injektivno, dokazati da je tada f izometrija.

12. Neka je (M,d) metriqki prostor i U ⊊ M neprazan otvoren strogi podskup. Za svako
x ∈ U , definiximo broj rx = sup{r > 0 | B(x; r) ⊂ U}.

(a) Neka je a ∈ U . Dokazati da B(a; ra) ⊂ U i da za svako ε > 0 postoji x ∈ M \U takvo da
ra ⩽ d(a, x) < ra + ε.

(b) Neka je a ∈ U . Dokazati da za svako b ∈ B(a; ra/3) va�i a ∈ B(b; rb).

(v) Pretpostavimo da postoji prebrojiv poskup K metriqkog prostora (M,d) takav da je
K = M . Dokazati da je

U =
⋃

x∈U∩K
B(x; rx) .

13. Neka je (X, d) povezan metriqki prostor i neka su a, b ∈ X dve razliqite taqke tog pros-
tora. Neka je f : (X, d) → (R, de) (gde je de oznaka za standardno euklidsko rastojaǌe u
skupu R) preslikavaǌe dato sa

f(x) = |d(x, a)− d(x, b)| .

(a) Dokazati da je f neprekidno preslikavaǌe.

(b) Dokazati da je f(c) = 0 za neko c ∈ X.

(v) Dokazati da je f(X) = [0, d(a, b)].

14. Dato je preslikavaǌe

l : R2 × R2 → R l ((x1, y1) , (x2, y2)) =

{
|y1| − |y2| , x1 = x2

|y1|+ |y2|+ |x1 − x2| , x1 = x2
.

(a) Dokazati da l zadaje metriku na R2.

(b) Opisati kugle polupreqnika 3 sa centrima (0, 0) i (1, 1).

(v) Da li je ovako zadata metrika topoloxki ekvivalentna Euklidskoj metrici?

(g) Ako sa e oznaqimo Euklidsku metriku ispitati neprekidnost preslikavaǌa

f :
(
R2, l

)
→

(
R2, e

)
f(x) = x,

g :
(
R2, e

)
→

(
R2, l

)
g(x) = x.


