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Upozoreǌe

Ovaj tekst ne mo�e zameniti odgovaraju�e u
benike, niti predavaǌa. Ciǉ teksta je da pomogne
prilikom pripreme ispita, a ne da bude osnovna literatura.

U dokumentu nedostaju slike, pa preporuqujem da ih sami nacrtate prilikom qitaǌa. Tako�e,
po�eǉno je da pre nego xto dokaz nekog tvr�eǌa proqitate dobro razmislite o tom tvr�eǌu i
pokuxate da do dokaza sami do�ete. Jer, qak i ako u ovome ne uspete, dobi�ete puno – jedino tako
�ete prilikom kasnijeg qitaǌa dokaza shvatiti ideje koje se u ǌemu kriju.

Materijal �e trpeti stalne (nenajavǉene) promene.
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Predavaǌe 1

Osnovni pojmovi

1.1 Definicija grafa

Graf je ure�en par G = (V,E), gde je V konaqan skup, a E podskup skupa1 dvoqlanih podskupova od V .
Elementi skupa V su qvorovi (ili temana), a elementi skupa E grane (ili ivice) grafa G.2

Da bismo lakxe radili sa grafovima najqex�e ih crtamo u ravni, i to na slede�i naqin. Ako
je G = (V,E) graf, tada svakom qvoru ovog grafa dodelimo jednu taqku ravni, a zatim taqke koje
odgovaraju qvorovima x i y spojimo krivom ako i samo ako je {x, y} ∈ E (pogledati figuru 1).
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Slika 1. Dva predstavǉaǌa grafa G = (V,E), pri qemu je V = {a, b, c, d, e} i
E = {{a, b}, {a, c}, {a, e}, {b, c}, {c, d}, {c, e}, {d, e}}.

Ukoliko je {x, y} ∈ E, skra�eno pixemo i xy ∈ E. Tako�e, za granu e i qvor x ka�emo da e sadr�i
x ukoliko je x ∈ e. Ako je xy ∈ E, tada za qvorove x i y ka�emo da su susedni, kao i da su oni krajevi
grane xy. Skup suseda qvora v oznaqavamo sa N(v), tj. N(v) := {u ∈ V |uv ∈ E}. Stepen qvora v, u
oznaci d(v), je broj ǌegovih suseda, tj. d(v) := |N(v)|. Za dati graf G sa δ(G) i ∆(G) oznaqavamo
minimalni i maksimalni stepen ǌegovih qvorova, tj.

δ(G) := min{d(v) | v ∈ V } i ∆(G) := max{d(v) | v ∈ V }.

Tvr�eǌe 1.1 U svakom grafu G = (V,E) va�i∑
v∈V

d(v) = 2|E|.

Dokaz. Broj d(v) je broj grana koje sadr�e qvor v. Dakle, broj
∑

v∈V d(v) mo�emo dobiti tako xto za
svaki qvor v ∈ V posmatramo broj grana koje sadr�e v i zatim sve ove brojeve saberemo. Kako svaka
grana sadr�i dva qvora, prilikom ovog brojaǌa svaku granu xy smo raqunali dva puta (jednom kao
granu koja sadr�i x, a drugi put kao granu koja sadr�i y), tako da je dati zbir zaista jednak 2|E|.2

Posledica 1.1 U svakom grafu broj qvorova neparnog stepena je paran.

1Mo�emo pretpostaviti da je E ∩ V = ∅, jer nikada neki objekat ne�emo posmatrati i kao qvor i kao granu istog
grafa.

2U literaturi postoje razliqite definicije pojma graf, a qesto se pod grafovima podrazumevaju i objekti koji
nisu obuhva�eni definicijom koja je ovde navedena. Za pojam koji je u ovom tekstu definsan kao graf u nekim kǌigama
koriste se i termini neorijentisan graf i prost graf.

3



Dokaz. Po prethodnom tvr�eǌu broj
∑

v∈V d(v) je paran. U ovom zbiru neki brojevi su parni, a neki
neparni. Kako je zbir (nekih) brojeva paran ako i samo ako je u ǌemu paran broj neparnih sabiraka,
zakǉuqujemo da je parno brojeva d(v) neparno, xto je i trebalo dokazati. 2

Xetǌa u grafu je niz qvorova v1, v2, . . . , vn, takav da za svako i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} va�i vivi+1 ∈ E.
Za ovu xetǌu ka�emo da je od v1 do vn ili da je v1-vn xetǌa. Za grane vivi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, ka�emo da
su sadr�ane u ovoj xetǌi. Primetimo da je mogu�e da za neke 1 6 i < j 6 n va�i vi = vj, ili qak da
je vivi+1 = vjvj+1 (tj. mogu�e je da se qvorovi ili grane xetǌe ponavǉaju vixe puta). Daǉe, ka�emo
da je xetǌa:

• zatvorena ako je v1 = vn;

• put ako su qvorovi v1, v2, . . . , vn razliqiti;

• ciklus ako je v1 = vn, a qvorovi v2, v3, . . . , vn−1 su razliqiti i razliqiti od v1 (i vn).

Primetimo da ako je v1, v2, . . . , vn = v1 ciklus, tada je i vk, vk+1, . . . , vn−1, vn = v1, v2, . . . , vk−1, vk, za
svako 1 6 k 6 n− 1, tako�e ciklus.

Du�ina puta (ciklusa)3 je broj razliqitih qvorova na ovom putu (ciklusu). Dakle, put v1, v2, v3

je du�ine 3 – primetimo da on sadr�i 2 grane. Ciklus v1, v2, v3, v1 je tako�e du�ine 3, ali sadr�i 3
grane.

Mo�emo definisati i du�inu xetǌe, koja je u skladu sa prethodnim definicijama puta i xetǌe.
Napomenimo da �emo ovu definiciju koristiti samo u dokazima, pa nam zato ne�e previxe smetati
xto �e ona zavisiti od v1 i vn. Dakle, du�ina xetǌe v1, v2, . . . , vn je jednaka n ako je v1 6= vn, a
jednaka n−1 ako je v1 = vn. Kako se u xetǌi qvorovi i grane mogu ponavǉati, du�ina xetǌe ne mora
biti jednaka ni broju qvorova ni broju grana koji su sadr�ani u ovoj xetǌi.

Primer 1 Posmatrajmo slede�i graf G = (V,E) (iz ovog primera je jasno da je qesto praktiqnije
graf ,,zadati” grafiqki, nego eksplicitno navoditi skupove V i E):
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Tada je a, h, g, e, h, a, f, d xetǌa du�ine 8 koja nije zatvorena i nije put; c, e, h, g je put du�ine 4;
b, c, d, e, c, a, b je zatvorena xetǌa du�ine 6 koja nije ciklus; f, d, c, e, h, f je ciklus du�ine 5; a, b, g, a, f
nije xetǌa, jer ga nije grana ovog grafa.

Ako je sa P oznaqena xetǌa v1, v2, . . . , vn, tada je P odgovaraju�i niz qvorova (pri tome, koris-
timo i zapis P : v1, v2, . . . , vn). Tako�e, ako je ova xetǌa put ili ciklus, onda sa P oznaqavamo i
odgovaraju�i skup qvorova, tj. P = {v1, v2, . . . , vn}.

Tvr�eǌe 1.2 Neka je G = (V,E) graf i u, v ∈ V . Ako u grafu G postoji u-v xetǌa, tada u G postoji i
u-v put.

3Ovaj pojam se u nekim kǌigama definixe i na drugi naqin, pa je potrebno obratiti pa�ǌu na definicuju pre
qitaǌa dokaza.
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Dokaz. Neka je P najkra�a4 u-v xetǌa u G, tj. P je u = v1, v2, . . . , vn = v (pogledati sliku).

u = v1 v2
. . . vi−1 vi = vj vj+1

. . . vn−1 vn = v

vi+1vj−1

Ako je P put, tada je dokaz zavrxen. Pretpostavimo zato da P nije put. Tada je za neke i i j,
1 6 i < j 6 n, ispuǌeno vi = vj. Me�utim, tada je u = v1, v2, . . . , vi−1, vi = vj , vj+1, . . . , vn = v jedna u-v
xetǌa, koja je kra�a od P , xto je kontradikcija. 2

Tvr�eǌe 1.3 Neka je G = (V,E) graf za koji va�i δ(G) > k. Tada postoji put du�ine k + 1 u grafu G.
Uz to, ako je k > 2, tada u grafu G postoji ciklus du�ine barem k + 1.

Dokaz. Neka je P = v1, v2, . . . , vn najdu�i put u grafu G. Posmatrajmo qvor vn. Po pretpostavci on
ima barem k suseda. Ako postoji w ∈ V \ {v1, v2, . . . , vn} tako da je vnw ∈ E, tada je v1, v2, . . . , vn, w put
du�i od P , xto je kontradikcija (pogledati sliku). Dakle, svi susedi5 qvora vn su u {v1, v2, . . . , vn−1},
pa kako vn ima barem k suseda, to je n− 1 > k, tj. n > k + 1, xto je i trebalo dokazati.

v1 v2
. . . vi . . . vn−1 vn

w

Uz prethodno, pretpostavimo da je k > 2 i neka je i najmaǌe tako da je vi sused od vn. Tada su
svi susedi od vn u skupu {vi, vi+1, . . . , vn−1} pa ovaj skup ima barem k elemenata, a samim tim ciklus
vi, vi+1, . . . , vn−1, vn, vi je du�ine barem k + 1 (ovo je zaista ciklus, jer je k + 1 > 3). 2

Na skupu qvorova grafa G mo�emo uvesti relaciju ∼ na slede�i naqin:

a ∼ b ako i samo ako postoji xetǌa od u do v u G.

Ovako definisana relacija je relacija ekvivalencije6 na V . Klase ekvivalencije relacije ∼ su
komponente povezanosti grafa G. Ako graf G ima taqno jednu komponentu povezanosti, tada ka�emo
da je G povezan.

Primer 2 Neka je G graf zadat na slede�oj slici:

a b

c

d

e

1 2

3 4

x

z

y

Komponente povezanosti ovog grafa su {a, b, c, d, e}, {1, 2, 3, 4} i {x, y, z}.

Graf G′ = (V ′, E′) je podgraf grafa G = (V,E), ako je V ′ ⊆ V i za sve xy ∈ E′ va�i xy ∈ E. Graf
G′ = (V ′, E′) je indukovan podgraf grafa G = (V,E) ako je V ′ ⊆ V i za sve x, y ∈ V ′ va�i xy ∈ E′ ako i
samo ako xy ∈ E.

4Objekti sa kojima radimo su konaqni, tako da (najqex�e) postoji ,,najmaǌi” i ,,najve�i” objekat sa datom osobinom.
Po pravilu, ovi ,,ekstremalni” objekti imaju dodatna svojstva, koja mogu biti korisna u dokazima. Obratite pa�ǌu
na ovaj i narednih nekoliko dokaza, gde �e odabir ovakvih objekata biti kǉuqan.

5Ovu osobinu najdu�eg puta �emo qesto koristiti.
6Ovo je zaista lako proveriti i zato nije loxe da to sami uradite.
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Neka je G = (V,E) graf i S ⊆ V . Tada graf G mo�e imati vixe podgrafova qiji je skup qvorova S,
ali ima samo jedan indukovan podgraf qiji je skup qvorova S. Ovaj (indukovan) podgraf oznaqavamo
sa G[S].

Primer 3 Posmatrajmo graf G iz primera 1. Od slede�ih grafova, sa skupom qvorova S = {a, b, c, d, f},
prvi, drugi i tre�i su podgrafovi grafa G, dok qetvrti nije podgraf od G. Pri tome tre�i je i
(jedini) indukovan podgraf sa skupom qvorova S, tj. tre�i je jednak G[S].

a

bcd

f

a

bcd

f
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f
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1.2 Izomorfizam grafova

Neka su G = (V,E) i G′ = (V ′, E′) grafovi. Za preslikavaǌe f : V → V ′ ka�emo da je izmorfizam
grafova G i G′ ako je f bijekcija i za sve x, y ∈ V va�i xy ∈ E ako i samo ako f(x)f(y) ∈ E′. Ukoliko
za grafove G = (V,E) i G′ = (V ′, E′) postoji barem jedan izomorfizam ka�emo da su oni izomorfni i
pixemo G ∼= G′. Nije texko proveriti da je ∼= relacija ekvivalencije7.

Primer 4 Tri grafa na slici su izomorfna8 (svaki je izomorfan tzv. Petersenovom grafu):

Sa Pn oznaqavamo puteve9 du�ine n, sa Cn cikluse du�ine n, a sa Kn klike sa n qvorova (klika
je graf u kome su svaka dva qvora spojena – za klike koristimo i termin kompletan graf).

Slika 2. Grafovi P5, C5 i K4.

Ka�emo da graf G sadr�i graf H, ako G ima indukovan podgraf koji je izomorfan sa H. Da
biste boǉe razumeli ove pojmove, razmislite kako izgleda graf koji ne sadr�i P2, odnosno graf
koji ne sadr�i P3.

7Proverite!
8Proverite!
9Taqnije jednog predstavnika odgovaraju�e klase ekvivalencije u odnosu na relaciju ∼=.
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Predavaǌe 2

Xetǌe specijalnog tipa

2.1 Bipartitivni grafovi

Graf G = (V,E) je bipartitivan ako postoje neprazni skupovi A i B takvi da va�i:

• A ∩B = ∅ i A ∪B = V ;

• za sve xy ∈ E je taqno jedan element skupa {x, y} u A i taqno jedan u B.

Ukoliko je prethodno ispuǌeno ka�emo da je (A,B) particija bipartitivnog grafa G.

Teorema 2.1 Neka je G = (V,E) graf takav da je |V | > 2. Tada je G bipartitivan ako i samo ako je svaki
ciklus grafa G parne du�ine.

Dokaz. (⇒:) Neka je (A,B) particija (bipartitivnog) grafa G i neka je v1, v2, . . . , vn = v1 ciklus u
G. Ovaj ciklus sadr�i qvorove iz A i B, pa mo�emo pretpostaviti (bez umaǌeǌa opxtosti) da je
v1 ∈ A. Graf G je bipartitivan, pa svaka grana u G ima jedan qvor u A, a drugi u B. Stoga, kako
su v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn grane grafa G zakǉuqujemo da je v2 ∈ B, v3 ∈ A, v4 ∈ B, itd. Taqnije, va�i
v2k+1 ∈ A i v2k ∈ B, za sve k. Posebno, iz vn ∈ A zakǉuqujemo da je n neparan broj, pa je ciklus
v1, v2, . . . , vn = v1 parne du�ine.
(⇐:) U ovom delu dokaza bi�e nam potrebna slede�a lema.

Lema. Ako graf sadr�i zatvorenu xetǌu neparne1 du�ine, tada sadr�i i ciklus neparne du�ine.

Dokaz leme. Pretpostavimo suprotno, tj. da graf sadr�i zatvorenu xetǌu neparne du�ine, ali da ne
sadr�i ciklus neparne du�ine. Neka je C : v1, v2, . . . , v2k−1, v2k = v1 najkra�a zatvorena xetǌa neparne
du�ine u ovom grafu. Po pretpostavci ova xetǌa nije ciklus, pa postoje i 6= j tako da je vi = vj.
Posmatrajmo (zatvorene) xetǌe (pogledati sliku)

v1, v2, . . . , vi−1, vi = vj , vj+1, . . . , v2k−1, v2k = v1 i vi, vi+1, . . . , vj−1, vj = vi.

v1 = v2k

v2
. . . vi−1

vi = vj

vj+1. . .v2k−1

vj−1
. . .

. . .vi+1

Prva xetǌa je du�ine i + (2k − 1− (j + 1) + 1) = 2k − j + i− 1, a druga du�ine j − 1− i + 1 = j − i, pa
je barem jedna od ǌih neparne du�ine (prva ako je j − i paran, a druga ako je j − i neparan). Kako su
obe xetǌe kra�e od C, dolazimo do �eǉene kontradikcije. 2

Vratimo se na dokaz teoreme. Primetimo da, po prethodnoj lemi, graf ne sadr�i zatvorenu
xetǌu neparne du�ine, jer bi u suprotnom sadr�ao i ciklus neparne du�ine.

Pretpostavimo prvo da je G povezan. Neka je v ∈ V proizvoǉan qvor i neka je

A = {u ∈ V | postoji u-v put parne du�ine}, B = {u ∈ V | postoji u-v put neparne du�ine}.
1Proverite da ovo tvr�eǌe ne va�i ako se ,,neparan” zameni sa ,,paran”.
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Jasno je da va�i A∪B = V , A 6= ∅ (jer v ∈ A) i B 6= ∅ (jer v ima barem jednog suseda). Doka�imo da
je A∩B = ∅. Pretpostavimo suprotno, tj. da je u ∈ A∩B. Tada postoje putevi P : v = v1, v2, . . . , v2k+1 = u
(jer je u ∈ B) i Q : v = w1, w2, . . . , w2l = u (jer je u ∈ A).

v = v1 = w1

v2
P

v2k

u = v2k+1 = w2l

w2l−1
Q

w2

Me�utim, tada je
v = v1, v2, . . . , v2k+1 = u = w2l, w2l−1, . . . , w2, w1 = v

zatvorena xetǌa du�ine 2k + 1 + 2l − 2 = 2(k + l)− 1, xto je kontradikcija sa lemom. Doka�imo i da
svaka grana u G ima jedan qvor u A i jedan u B. Pretpostavimo suprotno, i neka je uw ∈ E takva
da je u,w ∈ A (sluqaj u,w ∈ B se razmatra na sliqan naqin). Tada, po definicija skupa A, postoje
putevi P : v = u1, u2, . . . , u2k = u i Q : v = w1, w2, . . . , w2l = w.

v = u1 = w1

u2 P v2k−1

u = u2k

w = w2lw2l−1

Q

w2

Me�utim, sada je v = u1, u2, . . . , u2k−1, u2k = u,w = w2l, w2l−1, . . . , w2, w1 = v zatvorena xetǌa du�ine
2k + 2l − 1 = 2(k + l)− 1, xto je u kontradikciji sa lemom.

Konaqno, razmotrimo opxti sluqaj, tj. kada graf nije obavezno povezan. Neka su C1, C2, . . . , Ck

komponente povezanosti grafa G. Tada je Ci povezan graf koji ne sadr�i neparne cikluse, pa po
prethodnom delu dokaza postoji particija (Ai, Bi) ǌegovih qvorova takva da svaka grana u Ci ima
jedan qvor u Ai, a drugi u Bi (ako Ci ima samo jedan qvor, mo�emo uzeti da je Bi = ∅). Neka je
A =

⋃k
i=1Ai i B =

⋃k
i=1Bi (u sluqaju2 da za svako i va�i Bi = ∅, tada u definiciji skupa A jedan od

skupova Ai mo�emo zameniti sa Bi, i sliqno u definiciji skupa B). Tada je (A,B) �eǉena particija
grafa G.

2.2 Ojlerova xetǌa

Za zatvorenu3 xetǌu P : v1, v2, . . . , vn = v1 grafa G = (V,E) ka�emo da je Ojlerova xetǌa ako je
svaka grana grafa G sadr�ana taqno jednom u P (taqnije, za svako e ∈ E postoji taqno jedno i ∈
{1, 2, . . . , n− 1} tako da je e = vivi+1).

Slede�a teorema daje potreban i dovoǉan uslov za postojaǌe Ojlerovog xetǌe u grafu.

Teorema 2.2 (Ojler 1736) Neka je G = (V,E) povezan graf. Tada u G postoji Ojlerova xetǌa ako i
samo ako je svaki qvor u G parnog stepena.

Dokaz. (⇒:) Neka je P : v1, v2, . . . , vn = v1 Ojlerova xetǌa grafa G i neka je v ∈ V proizvoǉan qvor.
�elimo da doka�emo da je d(v) paran broj. Qvor v se vixe puta mo�e pojavǉivati u P ; oznaqimo
Iv = {i ∈ {1, 2, . . . , n} | v = vi}.

Pretpostavimo prvo da 1 6∈ Iv. Kako su sve grane grafa G sadr�ane u P , to su i sve grane koje
sadr�e v na putu P , tj. N(v) = {vi−1, vi+1 | i ∈ I}. Drugaqije reqeno, svakom pojavǉivaǌu qvora v na
putu P odgovaraju dve grane koje sadr�e v, tako da je jasno d(v) = |N(v)| paran broj. Sliqno, ako
je 1 ∈ Iv, va�i N(v) = {vi−1, vi+1 | i ∈ I \ {1, n}} ∪ {v1, vn−1}, pa i u ovom sluqaju zakǉuqujemo da je
d(v) = |N(v)| paran broj.

2Ovo je zaista jednostavan sluqaj. Kako izgleda graf u ovom sluqaju?
3Na sliqan naqin mo�e se razmatrati i Ojlerova xetǌa koja nije zatvorena.
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(⇐:) Neka je P : v1, v2, . . . , vk najdu�a xetǌa u grafu G u kojoj nema ponovǉenih grana (tj. ne
postoje 1 6 i < j 6 n − 1 tako da je vivi+1 = vjvj+1). Kao xto nam je ve� poznato, susedi qvorova v1

i vk nalaze se na xetǌi P (jer je P najdu�a xetǌa u G u kojoj nema ponovǉenih grana). Pri tome,
ako je w sused od v1 (odnosno vk), tada se wv1 (odnosno wvk) nalazi na xetǌi P , jer je u suprotnom
w, v1, v2, . . . , vk (odnosno v1, v2, . . . , vk, w) xetǌa du�a od P u kojoj nema ponovǉenih grana. Dakle, sve
grane koje sadr�e v1 nalaze se na P . Kako je stepen qvora v1 paran, razmatraǌem kao u prvom delu
dokaza zakǉuqujemo da je v1 = vk (ako bi va�ilo v1 6= vk, tada bi stepen od v1 bio neparan). Dakle,
P je zatvorena xetǌa. Doka�imo da je P Ojlerova xetǌa grafa G.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji e ∈ E \ {v1v2, v2v3, . . . , vk−1vk}. Neka je e = vv′. Ako je
v, v′ ∈ {v1, . . . , vk}, tj. v = vi i v′ = vj za neke 1 ≤ i < j ≤ k (bez umaǌeǌa opxtosti), tada je
vi, vj , vj+1, . . . , vk, vk−1, . . . , vi, vi+1, . . . , vj xetǌa u kojoj nema ponovǉenih grana i koja je du�a od P ,
xto je kontradikcija. Neka je zato v 6∈ {v1, . . . , vk}. Kako je G povezan graf postoji put od nekog qvora
skupa {v, v′} do nekog qvora skupa {v1, v2, . . . , vk}. Ako je Q najkra�i ovakav put, tada nadovezivaǌem
grane e na ovaj put dobijamo put v = w1, v

′ = w2, . . . , ws = vj ili v′ = w1, v = w2, . . . , ws = vj koji sadr�i
granu e (mogu�e je da je ovaj put jednak v, v′). Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je
put Q prvog tipa. Primetimo da zbog minimalnosti puta Q va�i {w1, . . . , ws−1} ∩ {v1, . . . , vk} = ∅.

v1 = vk
v2

. . . vj−1 vj = ws vj+1
. . .

vk−1

ws−1

...

w2

v = w1

Tada ws−1ws 6∈ {v1v2, v2v3, . . . , vk−1vk}, pa je

ws−1, ws = vj , vj+1, . . . , vk = v1, v2, . . . , vj−1, vj = ws

xetǌa u G u kojoj nema ponovǉenih grana. Ova xetǌa je du�a od P , xto je kontradikcija. 2

2.3 Hamiltonov ciklus

Za ciklus v1, v2, . . . , vn = v1 grafa G = (V,E) ka�emo da je Hamiltonov ciklus ako za svako v ∈ V
postoji i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} tako da je v = vi.

Slede�a teorema daje dovoǉan4 uslov za postojaǌe Hamiltonovog ciklusa u grafu.

Teorema 2.3 (Dirak 1952) Neka je G = (V,E) povezan graf takav da je |V | > 3. Ako je δ(G) > |V |/2,
tada G ima Hamiltonov ciklus.

Dokaz. Neka je n = |V | i P : v1, v2, . . . , vk najdu�i put grafa G. Kao xto nam je ve� poznato, susedi
qvorova v1 i vk nalaze se na putu P . Posmatrajmo parove (vi, vi+1), za 1 6 i 6 k − 1. Za ovaj par
ka�emo da je levo-dobar ako je vivk ∈ E, odnosno desno-dobar ako je v1vi+1 ∈ E. Parova (vi, vi+1) ima
k − 1 6 n− 1. Kako je ǌih barem δ(G) > n/2 levo-dobro i ǌih barem δ(G) > n/2 desno-dobro, postoji
par (vs, vs+1) koji je i levo-dobar i desno-dobar. Tada je v1, v2, . . . , vs−1, vs, vk, vk−1, . . . , vs+2, vs+1, v1

ciklus grafa G. Doka�imo da je ovo Hamiltonov ciklus grafa G.

v1 . . . vs vs+1
. . .

vj = wl

. . . vk−1

vk
wl−1

...
w2

v = w1

4Za razliku od Ojlerove xetǌe, ,,texko” je utvrditi da li graf sadr�i Hamiltonov ciklus. Taqnije, ovaj problem
je u klasi NP-texkih problema.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji v ∈ V \ {v1, v2, . . . , vk}. Kako je G povezan graf postoji put
v = w1, . . . , wt = w od qvora v do nekog qvora w ∈ {v1, v2, . . . , vk}. Neka je l ∈ {2, 3, . . . , t} najmaǌe tako
da je wl ∈ {v1, v2, . . . , vk} i neka je wl = vj. Tada wl−1 6∈ {v1, v2, . . . , vk}. Pretpostavimo da je j > s + 2
(sliqno razmatramo i sluqajeve j < s, j = s i j = s+ 1). Tada je

wl−1, wl = vj , vj+1, . . . , vk, vs, vs−1, . . . , v2, v1, vs+1, vs+2, . . . , vj−1

put u G koji je du�i od P , xto je kontradikcija. 2
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Predavaǌe 3

Stabla

U prethodnom poglavǉu primetili smo da osobine grafa koji nije povezan (qesto) mo�emo ispitivati
posmatraǌem ǌegovih komponenata povezanosti. Dakle, qesto je prilikom ispitivaǌa svojstava
grafa dovoǉno ograniqiti se na povezane grafove. Zato �emo se u nastavku kursa usresrediti na
povezane grafove.

Graf G = (V,E) je stablo (ili drvo) ako je povezan i u ǌemu ne postoji ciklus. Za stabla se mo�e
re�i da su najjednostavniji povezani grafovi – ciǉ ovog predavaǌa je da se u ovu tvrdǌu uverimo.

Doka�imo prvo slede�u lemu. Za qvor stabla ka�emo da je list ako je stepena 1.

Lema 3.1 Neka je G = (V,E) stablo takvo da je |V | > 2. Tada G ima barem dva lista.

Dokaz. Neka je P : v1, v2, . . . , vn najdu�i put u G (va�i n > 2). Kao u prethodnim dokazima, zakǉuqu-
jemo da se svi susedi qvorova v1 i vn nalaze na P . Pretpostavimo da v1 nije stepena 1, tj. da v1 ima
suseda vi, za neko i > 2. Tada je v1, v2, . . . , vi, v1 ciklus u G, xto je kontradikcija. Dakle, v1 je stepena
1. Sliqno je i vn stepena 1, qime je dokaz zavrxen. 2

Teorema 3.1 Neka je G = (V,E) graf i neka je n = |V |. Slede�a tvr�eǌa su ekvivalentna:

(1) G je stablo;

(2) G je povezan i va�i |E| = n− 1;

(3) G ne sadr�i ciklus i va�i |E| = n− 1;

(4) za sve u, v ∈ V postoji taqno jedan u-v put u G.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati slede�i niz implikacija (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (1).

(1) ⇒ (2) Dovoǉno je dokazati da svako stablo sa n qvorova ima n − 1 grana. Ovo tvr�eǌe
dokazujemo indukcijom po n.

Za n = 1 tvr�eǌe oqigledno va�i. Pretpostavimo zato da tv�eǌe va�i za sva stabla sa n − 1
qvorova i doka�imo ga za stablo G sa n qvorova.

Po prethodnoj lemi, stablo G sadr�i list v i neka je v′ jedini sused od v u G. Posmatrajmo graf
G′ = (V ′, E′), gde je V ′ = V \ {v} i E′ = E \ {vv′} (graf G′ je nastao od grafa G brisaǌem qvora v).
Doka�imo da je G′ stablo. Pre svega, G′ ne sadr�i ciklus, jer bi u suprotnom i G sadr�ao (taj
isti) ciklus. Doka�imo da je G′ povezan, tj. da za u,w ∈ V ′ postoji put od u do w u G′. Kako je
u,w ∈ V i G je stablo, to postoji put P od u do w u G. Primetimo da su jedini qvorovi na P koji
mogu biti stepena 1 qvorovi u i w. Kako v 6∈ {u,w} zakǉuqujemo da v nije na P , pa je P put u G′. Po
induktivnoj pretpostavci va�i |E′| = |V ′| − 1, pa kako je |E′| = |E| − 1 i |V ′| = |V | − 1, tvr�eǌe sledi.

(2) ⇒ (3) Pretpostavimo suprotno, tj. da G sadr�i ciklus v1, v2, . . . , vl, v1. Posmatrajmo graf
G1 = (V,E1), gde je E′ = E \ {v1v2} (graf G1 je nastao od grafa G brisaǌem grane v1v2). Doka�imo
da je graf G′ povezan, tj. da za u,w ∈ V postoji put od u do w u G1. Kako je graf G povezan postoji
put P : u = u1, u2, . . . , uk = w u G. Ako niti jedna grana ovog puta nije v1v2, ovaj put se nalazi i u
G1. Pretpostavimo zato da za neko i ∈ {1, 2, . . . , k} va�i v1v2 = uiui+1, tj. da je (v1, v2) = (ui, ui+1) ili
(v1, v2) = (ui+1, ui). Razmotrimo prvi sluqaj (u drugom sluqaju dokaz se analogno izvodi). Tada je

u = u1, u2, . . . , ui−1, ui = v1, vl, vl−1, . . . , v3, v2 = ui+1, ui+2, . . . , vk−1, vk = w
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xetǌa od u do w u G′. Po Tvr�eǌu 1.2 u G′ postoji i put od u do w, qime je dokaz zavrxen.
Dakle, dobili smo graf G1 koji je povezan ima n qvorova i n− 2 grane. Nastavimo daǉe sliqan

postupak. Taqnije, ako graf G1 sadr�i ciklus konstruixemo povezan graf G2, zatim ako graf G2

sadr�i ciklus konstruixemo graf G3, itd. Ovaj postupak se mora zavrxiti, tj. za neko k > 1 graf
Gk ne sadr�i ciklus. Po konstrukciji, graf Gk je povezan (a time i stablo), ima n qvorova i n−k−1
grana, xto je u kontradikciji sa (1)⇒ (2) (svako stablo sa n qvorova ima n− 1 granu).

(3)⇒ (4) Doka�imo prvo da za svaki par qvorova iz G postoji barem jedan put izme�u ǌih, tj. da je
graf G povezan. Pretpostavimo suprotno i neka su C1, C2, . . . , Ck (k > 2) komponente povezanosti grafa
G, pri qemu Ci ima ni qvorova. Primetimo da je svaka komponenta povezanosti povezan graf koji ne
sadr�i cikluse, tj. svaka komponenta povezanosti je stablo. Iz implikacije (1) ⇒ (2) zakǉuqujemo
da Ci ima ni − 1 granu, pa graf G ima n =

∑k
i=1 ni qvorova i

∑k
i=1(ni − 1) = n − k grana, xto je

kontradikcija.
Doka�imo i da izme�u dva qvora iz V ne mogu postojati dva razliqita puta u G. Pretpostavimo

suprotno. Izaberimo u, v ∈ V za koje postoje razliqiti putevi P : u = u1, u2, . . . , uk = v i Q : u =
v1, v2, . . . , vl = v i za koje je k+ l najmaǌe mogu�e (dakle, od svih parova qvorova takvih da izme�u ǌih
postoje barem dva razliqita puta biramo onaj za koji je ukupna du�ina ovih puteva najmaǌa mogu�a).
Ako je {u2, u3, . . . , uk−1}∩ {v2, v3, . . . , vl−1} = ∅, tada je u = u1, u2, . . . , uk = v = vl, vl−1, . . . , v2, v1 = u ciklus
u G, xto je kontradikcija. Pretpostavimo zato da {u2, u3, . . . , uk−1} ∩ {v2, v3, . . . , vl−1} 6= ∅, te neka je
i > 2 najmaǌi takav da va�i ui ∈ {v2, v3, . . . , vl−1} i ui = vj = w. Neka je P1 : u = u1, u2, . . . , ui = w,
Q1 : u = v1, v2, . . . , vj = w, P2 : w = ui, ui+1, . . . , uk = v i Q2 : w = vj , vj+1, . . . , vl = v. Tada su P1 i Q1

putevi od u do w, a P2 i Q2 putevi od w do v. Kako mora biti P1 6= Q1 ili P2 6= Q2 (u suprotnom je
P = Q), to izme�u u i w ili izme�u w i v postoje dva razliqita puta qija je ukupna du�ina maǌa
od ukupne du�ine puteva P i Q, xto je kontradikcija.

(4)⇒ (1) Kako je G povezan, dovoǉno je dokazati da G ne sadr�i ciklus. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je v1, v2, . . . , vk, v1 ciklus u G. Me�utim, tada su v1, v2 i v1, vk, vk−1, . . . , v3, v2 dva razliqita puta
od v1 do v2 u G, xto je kontradikcija. 2

Neka je G = (V,E) graf i e ∈ E. Tada G \ e definixemo kao graf1 qiji je skup qvorova V , a skup
grana E \ {e}. Za granu e povezanog grafa G ka�emo da je most ako je graf G \ e nepovezan.

Tvr�eǌe 3.1 Neka je G = (V,E) graf i e = xy ∈ E. Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(1) e je most grafa G;

(2) G \ e ne sadr�i x-y put;

(3) G ne sadr�i ciklus qija je grana e.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati da va�i (1)⇔ (2) i (2)⇔ (3).

(1)⇒ (2) Pretpostavimo suprotno, tj. da je x = v1, v2, . . . , vk = y jedan x-y put u G \ e.
Doka�imo da je tada G \ e povezan2, tj. da za svaka dva qvora u,w ∈ V postoji u-w put u G \ u.

Kako je graf G povezan, postoji put u = u1, u2, . . . , ul = w u G. Ako ovaj put ne sadr�i granu e, tada
je ovaj put i u G \ e. Pretpostavimo zato da za neko i ∈ {1, 2, . . . , l − 1} va�i uiui+1 = xy, tj. da je
(ui, ui+1) = (x, y) ili (ui, ui+1) = (y, x). Razmotrimo sluqaj ui = y i ui+1 = x (dokaz u sluqaju ui = x i
ui+1 = y je sliqan). Tada je

u = u1, u2, . . . , ui−1, ui = y = vk, vk−1, vk−2, . . . , v2, v1 = x = ui+1, ui+2, . . . , ul = w

xetǌa od u do w u G \ e, pa po Tvr�eǌu 1.2 u G \ e postoji i put od u do w. Ovim je dokazano da je
G \ e povezan, qime je dobijena �eǉena kontradikcija.

(2) ⇒ (1) Pretpostavimo suprotno, tj. da je graf G \ e povezan. Tada u G \ e postoji x-y put, xto
je oqigledno kontradikcija.

(2) ⇒ (3) Ako u grafu G postoji ciklus qija je grana e = xy, tada ovaj ciklus mo�emo zapisati
kao x = v1, y = v2, v3, . . . , vk = x. Me�utim, tada je x = vk, vk−1, . . . , v3, v2 = y jedan x-y put u G \ e, xto
je kontradikcija.

(3)⇒ (2) Ako u G \ e postoji put x = v1, v2, . . . , vk = y, tada je x = v1, v2, . . . , vk = y, x ciklus u G qija
je jedna grana e = xy, xto je kontradikcija. 2

1Pa�ǉivi qitalac �e primetiti da smo ovako definisan graf koristili u dokazu prethodne teoreme.
2Uporedite ovaj dokaz sa dokazom implikacije (2)⇒ (3) u Teoremi 3.1.
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Posledica 3.1 Neka je G = (V,E) povezan graf. Tada je G stablo ako i samo ako je svaka grana grafa G
most.

Dokaz. (⇒:) Neka je e grana grafa G. Kako je G stablo, graf G ne sadr�i ciklus, pa ne sadr�i ni
ciklus qija je grana e. Iz Tvr�eǌa 3.1 zakǉuqujemo da je e most.

(⇐:) Pretpostavimo suprotno, tj. da G sadr�i ciklus C. Ako je e grana ovog ciklusa, onda po
Tvr�eǌu 3.1 e nije most grafa G, xto je kontradikcija. 2

Neka je G = (V,E) graf. Za bilo koji ǌegov podgraf oblika G′ = (V,E′) ka�emo da je razapiǌu�i
podgraf grafa G (drugim reqima, G′ je razapiǌu�i podgraf grafa G ako sadr�i sve qvorove grafa
G). Specijalno, ako je G′ i stablo, ka�emo da je ovaj podgraf razapiǌu�e stablo grafa G.

Teorema 3.2 Ako je G = (V,E) povezan graf, tada G ima razapiǌu�e stablo.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju grana m (dakle, m je jednako |E|).
Ako je m = 1, tada tvr�eǌe oqigledno va�i. Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve grafove

sa m − 1 > 1 grana i doka�imo da va�i za dati graf G sa m grana. Prvo, ako je G stablo, tada
tvr�eǌe trivijalno va�i. Pretpostavimo zato da G nije stablo. Po Posledici 3.1 u G postoji grana
e koja nije most. Posmatrajmo graf G \ e. Ovaj graf je povezan i ima m− 1 grana, pa po induktivnoj
pretpostavci ima razapiǌu�e stablo G′ = (V,E′). Me�utim, tada je G′ razapiǌu�e stablo i grafa
G (jer je G′ podgraf grafa G \ e, a G \ e podgraf grafa G), qime je dokaz zavrxen. 2

Posledica 3.2 Neka je G = (V,E) povezan graf. Tada va�i |E| > |V | − 1.

Dokaz. Neka je G′ = (V,E′) razapiǌu�e stablo grafa G. Tada po Teoremi 3.1 va�i |E′| = |V | − 1.
Kako je G′ podgraf od G va�i i |E| > |E′|, qime je dokaz zavrxen. 2
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Predavaǌe 4

Povezanost grafova

Neka je G = (V,E) povezan graf i S ⊆ V . Oznaqimo sa E′ = {xy ∈ E : x, y ∈ V \ S} (E′ je skup grana iz
G kojima niti jedan qvor nije sadr�an u S). Tada definixemo G \ S kao graf qiji je skup qvorova
V \S, a skup grana E′, tj. G\S = G[V \S]. Pri tome, za skup S ka�emo da je preseqni skup grafa G ako
je graf G \ S nepovezan. Specijalno, ako je S = {v} preseqni skup grafa G, ka�emo da je v preseqni
qvor grafa G.

Za graf G = (V,E) ka�emo da je k-povezan ako je |V | > k i graf G \X je povezan za sve X ⊆ V takve
da je |X| < k. Na primer, ako je graf povezan i ima barem 2 qvora, onda je on 1-povezan. Primetimo
da ako je graf k–povezan, onda je on i (k − 1)–povezan.

Za graf G ka�emo da je blok1 ako je povezan i nema preseqnih qvorova. Jasno, graf je blok ako i
samo ako je 2-povezan ili je izomorfan K1 ili K2.

4.1 2-povezani grafovi

Neka je G = (V,E) povezan graf. Blok grafa G je svaki maksimalan (u odnosu na inkluziju) podgraf
koje je blok.

Teorema 4.1 Neka je G = (V,E) povezan graf. Tada va�i:

(1) svaka dva bloka grafa G imaju najvixe jedan zajedniqki qvor;

(2) svaki ciklus grafa G sadr�an je u nekom bloku grafa G;

(3) qvor v je sadr�an u dva bloka grafa G ako i samo ako je v preseqni qvor grafa G.

Dokaz. Dokaza�emo prvo slede�e tvr�eǌe koje je opxtije od delova (1) i (2).

Lema. Neka su dati 2-povezani grafovi G1 i G2 koji imaju barem dva zajedniqka qvora. Tada je i
G1 ∪G2

2 jedan 2-povezan graf.

Dokaz leme. Neka su u i v zajedniqki qvorovi ovih grafova. Dovoǉno je dokazati da je za svaki qvor
w grafa G1 ∪G2 graf (G1 ∪G2) \ {w} povezan. Izaberimo zato dva qvora w′ i w′′ grafa (G1 ∪G2) \ {w}
i doka�imo da postoji put od w′ do w′′ u grafu (G1 ∪G2) \ {w}. Razmotrimo prvo sluqaj kada se oba
w′ i w′′ nalaze u Gi, za neko i ∈ {1, 2}. Kako je Gi 2-povezan, qvor w nije preseqni qvor grafa Gi, pa
u Gi \ {w} postoji put od w′ do w′′. Kako je ovo put i u grafu (G1 ∪G2) \ {w}, dokaz u ovom sluqaju je
zavrxen. Preostaje sluqaj kada je w′ u G1 \ {u, v}, a w′′ u G2 \ {u, v}. Qvor w razliqit je od barem
jednog od qvorova u i v, pa neka je, bez umaǌeǌa opxtosti, w 6= u. Kako je graf G1 \ {w} (odnosno
G2 \ {w}) povezan u ǌemu postoji put w′ = u1, u2, . . . , uk = u (odnosno u = v1, v2, . . . , vl = w′′). Tada je
w′ = u1, u2, . . . , uk = u = v1, v2, . . . , vl = w′′ put od w′ do w′′ u grafu (G1 ∪ G2) \ {w}, qime je dokaz ove
leme zavrxen. 2

Vratimo se na dokaz teoreme.

(1) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje blokovi B′ i B′′ grafa G koji imaju barem dva zajed-
niqka qvora. Kako su B′ i B′′ maksimalni, to oba imaju barem 3 qvora, tj. oba su 2-povezana. Po

1Primetimo da se definicija bloka ne razlikuje previxe od definicije 2-povezanog grafa. Razlika je u tehniqkim
detaǉima, koji �e biti neophodni za formulaciju najznaqajnijih tvr�eǌa u nastavku poglavǉa.

2Neka su G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) grafovi. Tada je G1 ∪G2 graf (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).
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dokazanoj lemi sledi da je B′ ∪ B′′ 2-povezan, xto je kontradikcija (jer tada blokovi B′ i B′′ nisu
maksimalni).

(2) Pretpostavimo suprotno, tj. da ciklus C nije sadr�an u jednom bloku grafa G. Neka je B blok
grafa koji sadr�i neku granu ciklusa C. Primetimo da B ima barem 3 qvora, jer bi u suprotonom
C bio 2-povezan graf koji sadr�i blok B. Dakle, C i B su 2-povezani grafovi koji imaju barem dva
zajedniqka qvora (jer imaju zajedniqku granu), pa je po dokazanoj lemi i C ∪ B 2-povezan graf, xto
je kontradikcija (jer tada blok B nije maksimalan).

(3) (⇒:) Neka je v (jedini) zajedniqki qvor blokova B′ i B′′ grafa G. Pretpostavimo da v nije
preseqni qvor grafa G. Tada za qvorove w′ iz B′\{v} i w′′ iz B′′\{v} postoji put w′ = v1, v2, . . . , vk = w′′

u G \ {v}. Tada postoje3 indeksi 1 6 i < j 6 k takvi da je qvor vi u B′, qvor vj u B′′, a qvorovi
vi+1, vi+2, . . . , vj−1 nisu u B′ ∪B′′. Graf B′ (odnosno B′′) je povezan, pa postoji put vi = u1, u2, . . . , ul = v
(odnosno vj = w1, w2, . . . , ws = v) u B′ (odnosno B′′). Me�utim, tada je

vi = u1, u2, . . . , ul = v = ws, ws−1, . . . , w2, w1 = vj , vj−1, . . . , vi+1, vi

ciklus u G koji nije sadr�an u bloku grafa G, xto je kontradikcija sa (2).
(⇐:) Pretpostavimo da postoji preseqni qvor v grafa G koji se nalazi u taqno jednom bloku B

grafa G. Jasno je da su tada svi susedi qvora v tako�e sadr�ani u B.
Da bismo dobili kontradikciju, doka�imo da je G \ {v} povezan, tj. da za svaka dva qvora w′

i w′′ grafa G \ {v} postoji put od w′ do w′′ u G \ {v}. Kako je graf G povezan, postoji put P :
w′ = v1, v2, . . . , vk = w′′ u G. Ako P ne sadr�i v ovaj put je i u grafu G \ {v}, pa je dokaz zavrxen.
Pretpostavimo zato da je v = vi, za neko 2 6 i 6 k− 1. Tada su vi−1 i vi+1 susedi qvora v, pa se nalaze
u B. Dakle, graf B ima barem 3 qvora, pa je 2-povezan. Samim tim, graf B \ {v} je povezan, pa u
ǌemu postoji put vi−1 = u1, u2, . . . , ul = vi+1. Konaqno,

w′ = v1, v2, . . . , vi−1 = u1, u2, . . . , ul = vi+1, vi+2, . . . , vk = w′′

je xetǌa od w′ do w′′ u grafu G \ {v}, pa po Tvr�eǌu 1.2 u G \ {v} postoji put od w′ do w′′. Ovim je
dokaz zavrxen. 2

Neka je G = (V,E) povezan graf koji nije 2-povezan. Blok-presek graf grafa G, u oznaci BP (G),
definixemo na slede�i naqin. Neka su B1, B2, . . . , Bk blokovi grafa G, a v1, v2, . . . , vl preseqni qvorovi
grafa G. Tada je BP (G) bipartitivan graf sa particijom (X,Y ), tako da je X = {b1, b2, . . . , bk} (bi su
novi qvorovi), Y = {v1, v2, . . . , vl} i bivj, 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 l, je grana ako i samo ako je vj ∈ Bi.

Posledica 4.1 Neka je G = (V,E) povezan graf koji nije 2-povezan. Tada je BP (G) stablo.

Dokaz.. Doka�imo prvo da je BP (G) povezan4. Neka su u i v qvorovi grafa BP (G) i neka u odgovara
ili je sadr�ano u bloku Bi grafa G, a v odgovara ili je sadr�ano u bloku Bj grafa G. Ako je
i = j, tada je uv grana grafa BP (G) i dokaz je zavrxen. Neka je zato i 6= j i neka je vi proizvoǉan
qvor bloka Bi, a vj proizvoǉan qvor bloka Bj. Kako je graf G povezan postoji vi-vj put u ǌemu.
Pretpostavimo da ovaj put redom prolazi kroz blokove Bi = Bi1 , Bi2 , . . . , Bis = Bj. Tada ovaj put
sadr�i i jedine zajedniqke qvorove blokova Bi1 i Bi2 , Bi2 i Bi3 , . . . , Bis−1

i Bis , tj. (redom) preseqne
qvorove vj1 , vj2 , . . . , vjs−1

. Tada je u, bi1 , vj1 , bi2 , vj2 , bi3 , . . . , bis−1
, vjs−1

, bis , v jedan u-v put u BP (G).
Doka�imo i da graf BP (G) ne sadr�i ciklus. Pretpostavimo suprotno, tj. da je

bi1 , vj1 , bi2 , vj2 , . . . , bis−1
, vis−1

, bis = bi1

ciklus u BP (G) (graf BP (G) je bipartitivan, tako da se na ǌemu smeǌuju qvorovi iz X i Y , a
kod svakog ciklusa mo�emo izabrati ,,poqetni” qvor, pa u ovom sluqaju biramo da je on iz X).
Primetimo da se qvorovi vjr i vjr+1 nalaze u bloku Bir+1 , za sve 1 6 r 6 s− 1, kao i da se qvorovi vj1
i vjs nalaze u bloku Bi1 . Kako je svaki od ovih blokova povezan, zakǉuqujemo da postoje putevi Pr od
vjr do vjr+1

u bloku Bir+1
, za sve 1 6 r 6 s− 1, kao i put Ps od vj1 do vjs u bloku Bi1 . Nadovezivaǌem

ovih puteva dobijamo ciklus u G koji nije sadr�an u jednom bloku grafa G, xto je kontradikcija sa
delom (2) prethodne teoreme. 2

Neka su P1, P2, . . . , Pk putevi od u do v u grafu G. Za ove puteve ka�emo da imaju disjunktne
unutraxǌosti ako su za sve 1 6 i < j 6 k jedini zajedniqki qvorovi puteva Pi i Pj qvorovi u i v.

3Zaxto? Uputstvo: nacrtajte sliku.
4Ovaj dokaz izgleda grozno, posebno zbog duplih indeksa koji su u ǌemu upotrebǉeni. Ipak, ako nacrtate sliku

primeti�ete da je tvr�eǌe dosta jednostavno.
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Teorema 4.2 (Vitni 1932) Neka je G = (V,E) graf takav da je |V | > 3. Tada je G 2-povezan ako i samo
ako za svaka dva qvora u, v ∈ V postoje barem dva u-v puta u G sa disjunktnim unutraxǌostima.

Dokaz. (⇒:) Graf G je povezan, pa za svaka dva qvora u i v postoji put izme�u ǌih. Dokaz izvodimo
po du�ini k najkra�eg puta od u do v.

Neka je k = 2. Tada je uv ∈ E, pa je dovoǉno dokazati da u G \uv postoji u-v put. Po Tvr�eǌu 3.1,
ovo je ekvivalentno sa tvrdǌom da uv nije most grafa G. Kako graf G ima barem 3 qvora, to barem
jedan od qvorova u i v ima suseda koji nije u {u, v} – neka je to qvor u. Tada, ako pretpostavimo da
je uv most grafa G, zakǉuqujemo da je u preseqni qvor grafa G, xto je kontradikcija.

Pretpostavimo sada da tvr�eǌe va�i za sve qvorove u′ i v′ izme�u kojih postoji put du�ine
najvixe k − 1 ≥ 2 i doka�imo5 da tvr�eǌe va�i i za qvorove u i v za koje je du�ina najkra�eg
puta izme�u ǌih jednaka k. Neka je u = v1, v2, . . . , vk = v jedan put du�ine k od u do v i neka je
w = vk−1 (primetimo da w 6∈ {u, v}, jer je k > 3). Po induktivnoj pretpostavci (primeǌenoj6 na
qvorove u i w) postoje putevi P1 : u = u1, u2, . . . , ul = w i P2 : u = w1, w2, . . . , ws = w, takvi da je
{u2, u3, . . . , ul−1} ∩ {w2, w3, . . . , ws−1} = ∅. Daǉe, graf G \ {w} je povezan, tako da u ǌemu postoji put
u = t1, t2, . . . , tr = v. Neka je j ∈ {1, 2, . . . , r} najve�i broj za koji je tj na putu P1 ili P2 (mogu�e je da
je j = 1, tj. tj = u). Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti, da je tj na putu P1, tj. da je tj = ui, za
neko 1 6 i 6 l − 1. Tada su

u = u1, u2, . . . , ui−1, ui = tj , tj+1, . . . , tr−1, tr = v i u = w1, w2, . . . , ws = w, v

u-v putevi u G sa disjunktnim unutraxǌostima.

(⇐:) Pretpostavimo suprotno, tj. da graf G ima preseqni qvor v. Neka su w′ i w′′ proizvoǉna
dva qvora iz G \ {v}. Tada u G postoje dva w′-w′′ puta P1 i P2 sa disjunktnim unutraxǌostima. Kako
najvixe jedan od ovih puteva sadr�i v, zakǉuqujemo da postoji put od w′ do w′′ u G \ {v}. Dakle,
graf G \ {v} je povezan, xto je kontradikcija. 2

Neka je G = (V,E) graf i u, v ∈ V takvi da je uv ∈ E. Ka�emo da je graf G′ = (V ′, E′) nastao
od grafa G podelom grane uv ako za neke v1, v2, . . . , vk 6∈ V , k > 1, va�i V ′ = V ∪ {v1, v2, . . . , vk} i
E′ = (E \{uv})∪{uv1, v1v2, . . . , vk−1vk, vkv}. Tako�e, u ovoj situaciji ka�emo da graf G′ podela grafa G
i da je graf G′ dobijen od G zamenom grane uv putem u, v1, v2, . . . , vk, v.

Lema 4.1 Neka je G = (V,E) jedan 2-povezan graf. Tada je i svaka podela grafa G tako�e 2-povezan graf.

Dokaz. Neka je G′ podela grafa G koja je nastala tako xto je grana uv ∈ E zameǌena putem P : u, v1, v.
Primetimo da je dokaz dovoǉno izvesti u ovom (najjednostavnijem) sluqaju, jer se svaka podela mo�e
dobiti primenom nekoliko uzastopnih podela ovog tipa.

Pretpostavimo da graf G′ nije 2-povezan, tj. da G′ ima preseqan qvor w. Dovoǉno je razmotriti
slede�a dva sluqaja7: w ∈ V i w = v1. Neka su x, y proizvoǉni qvorovi grafa G′ \{w}. U oba sluqaja
dokazujemo da postoji put od x do y u G′ \ {w}, qime �emo dobiti �eǉenu kontradikciju.

1◦ w ∈ V . Ako su x i y qvorovi grafa G (tj. ako su oba razliqita od v1), tada u grafu G \ {w}
postoji x-y put Q (jer je G 2-povezan). Ako put Q ne sadr�i granu uv, tada je Q put i u G′ \ {w}, a
ako je sadr�i, da bismo dobili put u G′ \ {w}, dovoǉno je u Q granu uv zameniti putem P . Dakle,
u sluqaju da su x i y qvorovi grafa G dokaz je zavrxen. Neka je daǉe, bez umaǌeǌa opxtosti,
x = v1. Tako�e, kako je jedan od qvorova u i v razliqit od w, mo�emo pretpostaviti da je u 6= w.
Graf G je 2-povezan, pa u grafu G \ {w} postoji put u = u1, u2, . . . , uk = y. Ako je u2 6= v, tada je
x = v1, u = u1, u2, . . . , uk = y put od x do y u G′ \ {w}. Ako je u2 = v, tada je x = v1, u2, . . . , uk = y put od
x do y u G′ \ {w}. Ovim je dokaz u sluqaju 1◦ zavrxen.

2◦ w = v1. Kako su x i y qvorovi grafa G′ \ {w}, oni su qvorovi i grafa G. Graf G je 2-povezan,
pa po Teoremi 4.2 u G postoje x-y putevi P1 i P2 sa disjunktnim unutraxǌostima. Najvixe jedan od
ovih puteva sadr�i granu uv, pa bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da put P1 ne sadr�i
ovu granu. Ovako izabran put P1 je sadr�an u G′ \ {w}, qime je dokaz zavrxen i u ovom sluqaju. 2

Lema 4.2 Neka je G = (V,E) povezan graf takav da je |V | > 3. Tada je G 2-povezan graf ako i samo za
svake dve grane grafa G postoji ciklus u G koji ih sadr�i.

5Uverite se da je ovo ekvivalentno induktivnom koraku.
6Zaxto ovi qvorovi zadovoǉavaju induktivnu pretpostavku?
7Preporuqujem da dokaz zavrxite sami, jer to mo�e biti dobra ve�ba (u nastavku dokaza nema novih ideja, samo je

potrebno ispitati nekoliko sliqnih sluqajeva).

16



Dokaz. (⇒:) Neka su e1 = x1y1 i e2 = x2y2 grane grafa G. Podelimo ove dve grane qvorovima z1,
odnosno z2 (tj. granu e1 meǌamo putem x1, z1, y1, a granu e2 meǌamo putem x2, z2, y2). Ako je G∗ graf
dobijen na ovaj naqin, po Lemi 4.1 graf G∗ je 2-povezan. Po Teoremi 4.2 u grafu G∗ postoje z1-z2

putevi P1 i P2 koji imaju disjunktne unutraxǌosti. Kako su qvorovi z1 i z2 stepena 2 u grafu G∗, to
bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da va�i P1 : z1 = v1, x1 = v2, v3, . . . , vn−1 = x2, vn = z2 i
P2 : z1 = u1, y1 = u2, u3, . . . , um−1 = y2, um = z2 (ovo su putevi u G∗). Sada je u2 = y1, x1 = v2, v3, . . . , vn−1 =
x2, y2 = um−1, um−2, . . . , u3, u2 = y1 ciklus u G koji sadr�i e1 i e2.

(⇐:) Pretpostavimo da G nije 2-povezan, tj. da postoji preseqni qvor v grafa G. Ako neka kom-
ponenta povezanosti grafa G \ {v} ima taqno jedan qvor w, tada je w stepena 1 (u G), pa u G ne
postoji ciklus koji sadr�i granu vw, xto je kontradikcija. Dakle, svaka komponenta povezanos-
ti grafa G \ {v} ima barem dva qvora. Neka su e1 = x1y1 i e2 = x2y2 grane grafa G koje su
sadr�ane u razliqitim komponentama povezanosti grafa G \ {v}. Po pretpostavci postoji ciklus
koji sadr�i e1 i e2 – bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretostaviti da je ovo ciklus C : x1 = v0, y1 =
v1, v2, . . . , vn−1 = y2, vn = x2, vn+1, . . . , vm−1, vm = x1. Me�utim, svaki od puteva y1 = v1, v2, . . . , vn−1 = y2

i vn = x2, vn+1, . . . , vm−1, vm = x1 mora sadr�ati v (jer su y1 i y2, odnosno x1 u x2, u razliqitim
komponentama povezanosti grafa G \ {v}), pa C nije ciklus. Kontradikcija! 2

Neka je G = (V,E) i u, v ∈ V . Ka�emo da je graf G′ = (V ′, E′) dobijen od G dodavaǌem puta (ili
dodavaǌem puta qiji su krajevi u i v), ako za neke u, v ∈ V i v1, v2, . . . , vk 6∈ V , gde je k > 0, va�i
V ′ = V ∪ {v1, v2, . . . , vk} i E′ = E ∪ {uv1, v1v2, . . . , vk−1vk, vkv} (za k = 0 je V ′ = V i E′ = E ∪ {uv}).
Dekompozicija putevima grafa G je niz grafova G0, G1, . . . , Gn = G, takav da je G0 ciklus i za svako
i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} graf Gi+1 dobija se od grafa Gi dodavaǌem puta.

Teorema 4.3 (Vitni 1932) Neka je G = (V,E) graf takav da je |V | > 3. Tada je G 2-povezan ako i samo
ako postoji dekompozicija putevima grafa G.

Dokaz. (⇒:) Neka je G0 proizvoǉan ciklus u G (on postoji po Lemi 4.2). Poka�imo kako mo�emo
konstruisati grafove G1, G2, . . . tako da za neko n > 0 va�i Gn = G i da je za svako i 6 n − 1 graf
Gi+1 dobijen od grafa Gi dodavaǌem puta.

Pretpostavimo da smo konstruisali grafove G0, G1, . . . , Gi. Ako je Gi = G, dokaz je zavrxen.
Pretpostavimo zato da postoji neka grana xy = e ∈ E koja nije grana grafa Gi i neka je e′ proizvoǉna
grana grafa Gi. Po Lemi 4.2 postoji ciklus C : x, y = v0, v1, . . . , vm−1, vm = x u G koji sadr�i grane
e i e′ i neka je vjvj+1 = e′. Daǉe, neka je l najmaǌi broj > j + 1, a s najve�i broj 6 j tako da su vl
i vs qvorovi grafa Gi (primetimo da je tada vl 6= vs). Definixemo put P : vs, vs+1, . . . , vm = x, v0 =
y, v1, . . . , vj−1, vj. Tada je graf P ∪Gi dobijen od Gi dodavaǌem puta qiji su krajevi vs i vl, pa mo�emo
uzeti Gi+1 = P ∪Gi.

Kako je graf G konaqan, ovaj postupak se mora zavrxiti, tj. za neko n va�i Gn = G.

(⇐:) Pretpostavimo da je G0, G1, . . . , Gn = G dekompozicija putevima grafa G. Kako je G0 2-povezan
graf (jer je G0 ciklus), dovoǉno je dokazati da ako je Gi 2-povezan graf, da je onda i Gi+1 2-povezan
graf.

Neka je Gi+1 dobijen od Gi dodavaǌem puta qiji su krajevi u i v – neka je to put u, v1, v2, . . . , vk, v.
Ako je k = 0 dokaz trivijalno sledi. Pretpostavimo zato da je k > 1. Razmotrimo prvo sluqaj uv 6∈ Ei,
gde je Ei skup grana grafa Gi. Neka je G∗i graf dobijen od Gi dodavaǌem grane uv (tj. Gi = G∗i \ uv).
Tada je jasno G∗i 2-povezan, pa kako se Gi+1 dobija od G∗i podelom grane uv, po Lemi 4.1 i graf Gi+1 je
2-povezan. Pretpostavimo sada da je uv ∈ Ei. Primetimo da se graf G∗i+1 = Gi+1 \ uv dobija od grafa
Gi podelom grane uv, pa je graf G∗i+1 2-povezan po Lemi 4.1. Kako se graf Gi+1 dobija od grafa G∗i+1

dodavaǌem grane uv, zakǉuqujemo da je Gi+1 2-povezan. 2
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Predavaǌe 5

Povezanost grafova

Neka je G = (V,E) i S neki preseqni skup grafa G. Tada je graf G \ S nepovezan, tj. ima barem
dve komponente povezanosti. Neka su C1, C2, . . . , Ck (k > 2) sve komponente povezanosti grafa G \ S.
Podelimo ove komponente u dva neprazna dela, tj. neka je ∅ ( I ( {1, 2, . . . , k}, te X =

⋃
i∈I Ci i

Y =
⋃

j 6∈I Cj. Tada ka�emo da je (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ S. Primetimo da ako je S preseqni
skup grafa G, tada graf G \ S mo�e imati vixe razbijaǌa (X,Y ), ali da uvek mo�emo izabrati
razbijaǌe, tako da je jedan od skupova X ili Y povezan (tako xto izaberemo da se taj skup sastoji
od jedne komponente povezanosti). Naravno X ∪ Y je skup svih qvorova grafa G \ S i pri tome ne
postoji grana qiji je jedan qvor u X, a drugi u Y . Uz to, ako je P bilo koji put (u G) od nekog qvora
iz X do nekog qvora iz Y , tada P mora sadr�ati barem jedan qvor iz skupa S.

Obrnuto, neka je G = (V,E) graf i S podskup od V za koji postoji particiji (X,Y ) skupa V \ S
(tj. X ∩Y = ∅, X ∪Y = V \S) takva da svaka grana iz E ima oba qvora u X ∪S ili oba qvora u Y ∪S.
Tada je S preseqni skup grafa G i (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ S.

Ovo �emo qesto koristiti u narednim dokazima.

5.1 3-povezani grafovi

Neka je G = (V,E) i e = xy ∈ E. Tada za graf G′ = (V ′, E′) definisan sa V ′ = (V \{x, y})∪{vxy} (vxy 6∈ V )
i E′ = (E \U)∪U ′, gde je U = {xx′ : x′ ∈ N(x)}∪{yy′ : y′ ∈ N(y)} i U ′ = {vxyz : z ∈ (N(x)∪N(y))\{x, y}},
ka�emo da je dobijen od G kontrakcijom grane e. Ovaj graf obele�avamo sa G/e.

Lema 5.1 Neka je G = (V,E) 3-povezan graf takav da je |V | > 4. Tada postoji grana e ∈ E takva da je
graf G/e 3-povezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je e = xy proizvoǉna grana grafa G. Po pretpostavci,
graf G/e nije 3-povezan, pa on ima preseqni skup {u, v} takav da je (X,Y ) razbijaǌe grafa G/e.
Pretpostavimo da je vxy ∈ X. Tada se svi susedi ovog qvora nalaze u (X \ {vxy}) ∪ {u, v}, pa se i svi
susedi (u grafu G) qvorova x i y nalaze u (X \ {vxy}) ∪ {u, v} (pogledajte definiciju kontrakcije).
Me�utim, tada je {u, v} preseqni skup grafa G (takav da je ((X \ {vxy}) ∪ {x, y}, Y ) razbijaǌe grafa
G \ {u, v}), pa G nije 3-povezan, xto je kontradikcija. Analogno dokazujemo da va�i vxy 6∈ Y , pa je
vxy ∈ {u, v}. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti vxy = u. Jasno, {x, y, v} je preseqni skup grafa G takav
da je (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ {x, y, v}. Pri tome svaki od qvorova iz skupa {x, y, v} ima suseda i u
X i u Y . Zaista, ukoliko npr. x nema suseda u X, tada je {y, v} preseqni skup grafa G takav da je
(X,Y ∪ {x}) razbijaǌe grafa G \ {y, v}, xto nije mogu�e, jer je graf G 3-povezan.

Rezimirajmo xta smo dokazali u prethodnom pasusu: za svaku granu xy postoji qvor v, takav da
je {x, y, v} preseqni skup grafa G i da pri tome za razbijaǌe (X,Y ) grafa G \ {x, y, v} va�i da svaki
qvor iz skupa {x, y, v} ima suseda i u X i u Y .

Izaberimo sada granu xy tako da je skup Y (opisan u prethodnom pasusu) najmaǌi mogu� (u odnosu
na inkluziju). Neka su qvor v i skup X kao iz prethodnog pasusa. Neka je w neki qvor1 skupa Y
takav da je vw ∈ E (po prethodnom delu dokaza ovakav qvor postoji). Primenimo sada ono xto je
dokazano u prvom pasusu dokaza na granu vw (tvr�eǌe iz prethodnog pasusa va�i za svaku granu).
Dakle, postoji qvor t takav da je {v, w, t} preseqni skup grafa G i neka je (X ′, Y ′) razbijaǌe grafa
G \ {v, w, t}. Pri tome, neka je Y ′ tako izabrano da se sastoji od jedne komponente povezanosti i ne

1Ako do sada niste nacrtali sliku, predla�em da to uraditi xto pre.

18



sadr�i qvorove x i y (kako je xy grana, qvorovi x i y se ne mogu nalaziti u razliqitim komponentama
povezanosti grana G \ {v, w, t}).

Qvor w ima barem jednog suseda u Y ′, pa Y ′ ∩ Y 6= ∅ (jer w nema suseda u X). Tako�e, Y ′ ∩X 6= ∅,
jer je u suprotnom Y ′ ⊆ Y \ {w} ⊂ Y , xto je u kontradikciji sa odabirom skupa Y . Dakle, Y ′ ima
qvorove i u X i u Y , pa kako je Y ′ povezan graf, u Y ′ postoji put P od nekog qvora iz X do nekog
qvora iz Y . Me�utim, ovakav put mora pro�i kroz neki qvor skupa {x, y, v}, xto nije mogu�e (jer
x, y, v 6∈ Y ′). 2

Teorema 5.1 (Tat 1961) Graf G = (V,E) je 3-povezan ako i samo ako postoji niz grafova G0, G1, . . . , Gn

takav da va�i:

(1) G0
∼= K4 i Gn = G;

(2) Gi+1 sadr�i neku granu xy takvu da je d(x), d(y) > 3 (stepen posmatramo u grafu Gi+1) i Gi =
Gi+1/xy, za svako 0 6 i 6 n− 1.

Dokaz. (⇒:) Konstruiximo tra�eni niz ,,naopaqke”, tj. od G ka G0 (zato uvodimo nove oznake). Neka
je G0 = G. Graf G0 je 3-povezan graf, pa po prethodnoj lemi postoji grana xy takva da je G0/xy
tako�e 3-povezan graf. Primetimo da je svaki qvor grafa G0 stepena barem 3. Zaista, ako je qvor
v grafa G0 stepena najvixe dva, tada je N(v) preseqni skup grafa G0 sa najvixe dva qvora, xto
nije mogu�e. Dakle, mo�emo uzeti da je G1 = G0/xy. Graf G1 je 3-povezan, pa ovaj postupak mo�emo
nastaviti. Kako svaki naredni graf ima jedan qvor maǌe nego prethodni, ovaj postupak se mora
zavrxiti. Na ovaj naqin dobijamo niz grafova G0, G1, . . . , Gn. Po Lemi 5.1, graf Gn ima 4 qvora
(inaqe postupak mo�emo nastaviti), pa kako je svaki 3-povezan graf sa 4 qvora kompletan2, to je
Gn ∼= K4. Ako oznaqimo G0 = Gn, G1 = Gn−1, . . . , Gn = G0, dobijamo �eǉeni niz grafova koji, po
konstrukciji, zadovoǉava (1) i (2).

(⇐:) Doka�imo da je svaki graf niza G0, G1, . . . , Gn 3-povezan (ovo je dovoǉno dokazati, jer je
G = Gn). Dokaz izvodimo indukcijom po (indeksu) i > 0. Za i = 0 tvr�eǌe va�i (graf K4 je 3-
povezan).

Pretpostavimo zato da je graf Gi 3-povezan i doka�imo da je i graf Gi+1 3-povezan. Pretpostavi-
mo suprotno, tj. da postoje qvorovi u i v takvi da je {u, v} preseqni skup grafa Gi+1 i (X,Y ) razbijaǌe
grafa Gi+1 \ {u, v}. Neka je vxy qvor koji nastaje kontrakcijom grane xy (podsetimo se, Gi = Gi+1/xy).
Ako je x, y ∈ X ili x, y ∈ Y , tada je {u, v} preseqni skup grafa Gi, xto nije mogu�e. Dakle, va�i
{x, y} ∩ {u, v} 6= ∅, a uz to i {x, y} 6= {u, v} (jer je u suprotnom vxy preseqni qvor grafa Gi), pa bez
umaǌeǌa mo�emo pretpostaviti da je u = x i da se y nalazi (recimo) u Y . Me�utim, svi susedi
qvora y se nalaze u Y ∪ {x, v}, pa u sluqaju da je Y \ {y} 6= ∅ skup {vxy, v} je preseqni skup grafa Gi

takav da je (X,Y \ {y}) razbijaǌe grafa Gi \ {vxy, v}. Dakle, Y = {y}, pa je y stepena najvixe dva, xto
je kontradikcija. 2

5.2 Mengerova teorema

Neka je G = (V,E) graf i u, v ∈ V . Tada sa p(u, v) oznaqavamo najve�i broj k takav da postoje u-v
putevi P1, P2, . . . , Pk u G sa disjunktnim unutraxǌostima.

Pretpostavimo da uv 6∈ E. Tada sa c(u, v) oznaqavamo najmaǌe k za koje postoji3 preseqni skup S,
takav da je |S| = k i qvorovi u i v se nalaze u razliqitim komponentama povezanosti grafa G \ S. U
ovom sluqaju ka�emo da S razdvaja qvorove u i v ili da su qvorovi u i v razdvojeni sa S.

Teorema 5.2 (Menger 1927) Neka je G = (V,E) graf i u, v ∈ V takvi da uv 6∈ E. Tada je p(u, v) = c(u, v).

Dokaz. Doka�imo prvo da je p(u, v) 6 c(u, v). Neka je S proizvoǉan preseqni skup grafa G koji
razdvaja u i v. Tada svaki u-v put prolazi kroz S, pa u G postoji najvixe |S| puteva od u do v sa
disjunktnim unutraxǌostima. Kako u G postoji preseqni skup S koji razdvaja u i v i takav da je
|S| = c(u, v), navedena nejednakost sledi.

Doka�imo i nejednakost c(u, v) 6 p(u, v). Neka je T preseqni skup sa najmaǌim brojem qvorova
koji razdvaja u i v (|T | = c(u, v)). Dovoǉno je dokazati da u G postoji c(u, v) puteva od u do v sa
disjunktnim unutraxǌostima. Ovo dokazujemo indukcijom po broju grana m grafa G (tj. m = |E|).

2Proverite ovu tvrdǌu!
3Naravno, ako je uv ∈ E, ovakav skup ne postoji.
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Tvr�eǌe trivijalno va�i za m = 0 (tada je c(u, v) = 0). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za
sve grafove (i sve parove nesusednih qvorova ovih grafova) sa maǌe od m grana i doka�imo ga za
dati graf G = (V,E), |E| = m, i u, v ∈ V takve da uv 6∈ E.

Neka je e = xy proizvoǉna grana4 grafa G takva da je {x, y}∩{u, v} = ∅. Posmatrajmo graf H = G\e.
U dokazu �emo raditi sa grafovima G i H, pa na oznake c(u, v) i p(u, v) dodajemo indeks tako da znamo
na koji graf se odnose5. Po induktivnoj pretpostavci va�i cH(u, v) = pH(u, v). Neka je S preseqni
skup grafa H za koji va�i |S| = cH(u, v) i koji razdvaja qvorove u i v (u H). Pri tome, neka je (X,Y )
razbijaǌe grafa H \ S takvo da je u ∈ X i v ∈ Y .

Doka�imo da je cG(u, v) 6 pG(u, v) + 1. Pre svega, ako su P1, P2, . . . , Pl neki u-v putevi u H sa
disjunktnim unutraxǌostima, ovi putevi se nalaze i u G, gde tako�e imaju disjunktne unutraxǌosti.
Dakle, pH(u, v) 6 pG(u, v). Daǉe, posmatrajmo skupove X i Y u G. Jedina grana u G sa jednim krajem
u X, a drugim krajem u Y mo�e biti xy. Dakle, izme�u skupova X \ {x} i Y \ {x} nema grana, pa
je S ∪ {x} preseqni skup grafa G koji razdvaja u i v, tj. va�i cG(u, v) 6 |S| + 1 = cH(u, v) + 1. Uz
prethodno, zakǉuqujemo da je zaista cG(u, v) 6 pG(u, v) + 1.

Pretpostavimo da je cG(u, v) = pG(u, v) + 1, jer je u suprotnom dokaz zavrxen. Tada, iz prethodnih
nejednakosti zakǉuqujemo da va�i pG(u, v) = pH(u, v) = |S|. Ako je x, y ∈ X, tada je S preseqni skup
grafa G koji razdvaja u i v, pa va�i cG(u, v) 6 cH(u, v) = pH(u, v) 6 pG(u, v), xto je kontradikcija sa
prethodnom pretpostavkom. Analogno zakǉuqujemo da ne va�i ni x, y ∈ Y , pa bez umaǌeǌa opxtosti
mo�emo pretpostaviti da je x ∈ X i y ∈ Y . Konstruiximo6 sada grafove GX i GY na slede�i naqin
(opis dajemo za GX , jer GY konstruixemo analogno). Skup qvorova grafa GX je X∪S∪{ỹ}, pri qemu su
grane izme�u qvorova u X∪S kao u G, a qvor ỹ je spojen sa svim qvorovima iz skupa S∪{x}. Doka�imo
da je veliqina najmaǌeg preseqnog skupa, neka je to broj7 t, grafa GX koji razdvaja u i ỹ jednak
cG(u, v) = |S|+ 1. Pre svega, skup S ∪{x} je preseqni skup grafa GX koji razdvaja u i ỹ (jer je S ∪{x}
skup suseda qvora ỹ u GX), pa va�i t 6 cG(u, v). Da bismo dokazali i obrnutu nejednakost, oznaqimo
sa S′ preseqni skup grafa GX koji razdvaja u i ỹ, takav da je |S′| = t. Jasno S′ ⊆ V . Doka�imo da je S′

preseqni skup grafa G koji razdvaja u i v. Pretpostavimo da ovo nije taqno, tj. da postoji put P : u =
u1, u2, . . . , ul = v u G\S′ od u do v. Ovaj put mora sadr�ati neki qvor vi iz skupa S∪{x}. Me�utim, tada
je u = u1, u2, . . . , uj = vi, ỹ put od u do ỹ u grafu GX \S′, xto je kontradikcija. Dakle, |S′| > cG(u, v), pa
je zaista t = cG(u, v). Po induktivnoj pretpostavci u grafu GX postoji t = cG(u, v) puteva P1, P2 . . . , Pt

od u do ỹ sa disjunktnim unutraxǌostima. Analogno dokazujemo da i u grafu GY postoji t = cG(u, v)
puteva Q1, Q2 . . . , Qt od x̃ do v sa disjunktnim unutraxǌostima. Primetimo da za svako w ∈ S taqno
jedan od puteva P1, P2 . . . , Pt i taqno jedan od puteva Q1, Q2 . . . , Qt sadr�i w. Ukoliko iz prvog puta
izbacimo ỹ, a iz drugog x̃ i ove puteve nadove�emo (kao nizove), dobijamo put od u do v koji sadr�i
w. Na ovaj naqin dobijamo |S| puteva od u do v u G sa disjunktnim unutraxǌostima. Posledǌi put
dobijamo na sliqan naqin – taqno jedan od puteva P1, P2 . . . , Pt sadr�i x, a taqno jedan od puteva
Q1, Q2 . . . , Qt sadr�i y, pa ako iz prvog puta izbacimo ỹ, a iz drugog x̃ i ove puteve nadove�emo (kao
nizove), dobijamo put od u do v koji sadr�i x i y. Dakle, konstruisali smo cG(u, v) > pG(u, v) puteva
sa disjunktnim unutraxǌostima od u do v, xto je kontradikcija. 2

4Ovakva grana ne mora da postoji, ali tada graf izgleda dosta jednostavno (zar ne?). Zavrxite dokaz u ovom
sluqaju.

5Recimo, pH(u, v) je najve�i broj k takav da postoje u-v putevi P1, P2, . . . , Pk u H sa disjunktnim unutraxǌostima.
6Nastavak dokaza mo�ete ispratiti jedino ako nacrtate dovoǉan broj slika.
7t je zapravo jednako cGX

(u, ỹ), ali ova oznaka je ipak previxe ru�na da bismo je koristili u dokazu.
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Predavaǌe 6

Uparivaǌa i pokrivaqi

6.1 Uparivaǌa u grafu

Neka je G = (V,E) graf. Za skup M ⊆ E ka�emo da je uparivaǌe u G ako nikoje dve grane iz M nemaju
zajedniqki qvor. Za dva qvora u i v takva da je uv ∈M ka�emo da su uparena u M . Za uparivaǌe M
ka�emo da sadr�i qvor v ako postoji grana iz M koja sadr�i v; za qvor v ka�emo da je M-sadr�an
ako M sadr�i v. Za uparivaǌe M ka�emo da je perfektno ako je svaki qvor grafa G sadr�an u M .
Uparivaǌe M je maksimalno ako ne postoji uparivaǌe u G sa ve�im brojem grana.

Neka je M uparivaǌe u G. M -alterniraju�i put u G je put qije su grane naizmeniqno u M i E \M
(svaki put du�ine 2 je M-alterniraju�i). Za M-alterniraju�i put ka�emo da je M -pove�avaju�i
ako mu krajǌi qvorovi nisu sadr�ani u M .

Teorema 6.1 (Ber� 1957) Neka je G = (V,E) graf. Uparivaǌe M je maksimalno u G ako i samo ako G
ne sadr�i M -pove�avaju�i put.

Dokaz. (⇒:) Pretpostavimo da je M maksimalno uparivaǌe, ali da G sadr�i M-pove�avaju�i put
v0, v1, . . . , vm. Po definiciji M-pove�avaju�eg puta va�i v2i+1v2i+2 ∈M i v2iv2i+1 ∈ E \M , za sve i > 0,
kao i da je m oblika 2n+ 1. Me�utim, tada je skup M ′ = (M \ {v2i+1v2i+2 : 0 6 i 6 n− 1}) ∪ {v2iv2i+1 :
0 6 i 6 n} uparivaǌe koje ima jednu granu vixe od uparivaǌa M , xto je kontradikcija.

(⇐:) Pretpostavimo da G ne sadr�i M-pove�avaju�i put, ali da M nije maksimalno uparivaǌe.
Neka je M∗ maksimalno uparivaǌe u G (|M∗| > |M |). Neka je H graf qiji je skup grana M∗4M .
Posmatrajmo komponente povezanosti ovog grafa. Kako je u ovom grafu stepen svakog qvora najvixe
dva (jer se svaki qvor nalazi u najvixe jednoj grani iz M i najvixe jednoj grani iz M∗), svaka
komponenta povezanosti je put ili ciklus1, pri qemu se na ǌima smeǌuju grane iz M∗ i M . Kako je
|M∗| > |M |, a u H ima vixe grana iz M∗ nego iz M , to postoji komonenta povezanosti koja je put i
u kojoj je prva i posledǌa grana iz M∗. Me�utim, ovaj put je M-pove�avaju�i put grafa G, xto je
kontradikcija. 2

Teorema 6.2 (Hol 1935) Neka je G bipartitivan graf sa particijom (X,Y ). Tada G ima uparivaǌe
koje sadr�i svaki qvor iz X ako i samo ako za svako S ⊆ X va�i |N(S)| > |S|.

Dokaz. (⇒:) Pretpostavimo da je M uparivaǌe takvo da je svaki qvor iz X sadr�an u M . Neka je
S ⊆ X. Kako je G bipartitivan, svaka grana u M ima jedan kraj u X, a drugi u Y , a kako M sadr�i
svaki qvor iz X, za svako x ∈ X postoji x′ ∈ Y , tako da je xx′ ∈M . Dakle, za skup S′ = {s′ : s ∈ S} ⊆ Y
va�i S′ ⊆ N(S) i |S| = |S′|, qime je dokaz ovog smera zavrxen.

(⇐:) Neka je M maksimalno uparivaǌe u grafu G. Pretpostavimo da postoji qvor u ∈ X koji nije
sadr�an u M . Neka je Z skup qvorova v takvih da postoji M-alterniraju�i put od u do v u G, i neka
je S = X ∩ Z i T = Y ∩ Z. Jasno, u ∈ S.

Neka je v ∈ S\{u} i P jedanM-alterniraju�i put od u do v. Tada P ima neparno qvorova (jer u, v ∈
X, a graf G je bipartitivan), tj. P : u = v0, v1, . . . , v2n = v. Kako v0v1 6∈M , to je v1v2, v3v4, . . . , v2n−1v2n ∈
M , pa su v2n−1 i v2n sadr�ani u M . Specijalno, |T | > |S \ {u}| (jer se za svako v ∈ S \ {u} ǌegov
,,par” iz M nalazi u T ). Uz to, ako je w sused od v, tada je w sadr�an u M , jer je u suprotnom
u = v0, v1, . . . , v2n = v, w jedan M-pove�avaju�i put, xto nije mogu�e po Ber�ovoj teoremi. Dakle,
svaki qvor iz N(S) je sadr�an u M , a po definiciji Z i u T . Dakle, N(S) ⊆ T .

1Doka�ite ovu tvrdǌu.
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Neka je sada v ∈ T i P : u = v0, v1, . . . , v2n+1 = v jedan M-alterniraju�i put od u do v. Kako
v0v1 6∈M , zakǉuqujemo da je v2i+1v2i+2 ∈M , za sve 0 6 i 6 n−1, pa su qvorovi v1, v3, . . . , v2n−1 sadr�ani
u M . Tako�e, qvor v2n+1 je sadr�an u M , jer je u suprotnom P jedan M-pove�avaju�i put, xto nije
mogu�e po Ber�ovoj teoremi. Uz to, ako je v2n+1w ∈ M , po definiciji skupa Z va�i w ∈ S \ {u}.
Dakle, svaki qvor skupa T je sadr�an u M i va�i |S \ {u}| > |T | (jer se za svako v ∈ T ǌegov ,,par”
iz M nalazi u S \ {u}), kao i T ⊆ N(S) (jer je svako v ∈ T sused nekog qvora iz S \ {v}).

Iz prethodnog je |S \ {v}| = |T | i T = N(S). Me�utim, tada je |N(S)| = |T | = |S \ {v}| < |S|, xto je
kontradikcija. 2

Posledica 6.1 Neka je G bipartitivan graf u kome je stepen svakog qvora isti. Tada G ima perfektno
uparivaǌe.

Dokaz. Neka je stepen svakog qvora grafa G jednak k i neka je (X,Y ) particija grafa G. Tada je
broj grana jednak k|X| (svaka grana ima taqno jedan qvor u X), ali i k|Y | (svaka grana ima taqno
jedan qvor u Y ), pa je |X| = |Y |. Dakle, dovoǉno je dokazati da postoji uparivaǌe koje sadr�i svaki
qvor iz X. Po Holovoj teoremi, da bismo ovo dokazali dovoǉno je proveriti da za sve S ⊆ X va�i
|N(S)| > |S|. Zapiximo susede svakog qvora iz S. U ovim listama zapisani su qvorovi skupa N(S)
(neki mo�da vixe puta), a ukupan broj zapisanih qvorova je k|S|. Kako je stepen svakog qvora iz
N(S) jednak k, to se on mo�e nalaziti u najvixe k lista, a samim tim |N(S)| > |S|. 2

Neka su S1, S2, . . . , Sk konaqni skupovi. Za (s1, s2, . . . , sk) ka�emo da je sistem razliqitih pred-
stavnika za (S1, S2, . . . , Sk), ako je si ∈ Si i si 6= sj, za sve 1 6 i < j 6 k.

Posledica 6.2 (Hol 1935) Neka su S1, S2, . . . , Sk konaqni skupovi. Tada (S1, S2, . . . , Sk) ima sistem ra-
zliqitih predstavnika ako i samo ako je za sve I ⊆ {1, 2, . . . , k} ispuǌeno

∣∣⋃
i∈I Si

∣∣ > |I|.
Dokaz. Neka je

⋃k
i=1 Si = {y1, y2, . . . , yn}. Definiximo bipartitivan graf G sa particijom (X,Y ) na

slede�i naqin: X = {x1, . . . , xk} (ovi qvorovi odgovaraju skupovima S1, . . . , Sk), Y = {y1, . . . , yn} i

xiyj je grana grafa G ako i samo ako yj ∈ Si.

Primetimo da (S1, S2, . . . , Sk) ima sistem razliqitih predstavnika ako i samo ako graf G ima upari-
vaǌe koje sadr�i svaki element skupa X. Po Holovoj teoremi ovo va�i ako i samo ako je za svako
S ⊆ X ispuǌeno |N(S)| > |S|. Ovde je dokaz ve� zavrxen – dovoǉno je samo pogledati xta je N(S).
Zaista, ako zapixemo S = {xi1 , xi2 , . . . , xil} i I = {i1, i2, . . . , il}, va�i N(S) =

⋃
i∈I Si, tj. za svako S ⊆ X

je ispuǌeno |N(S)| > |S| ako i samo ako je za svako I ⊆ {1, 2, . . . , k} ispuǌeno
∣∣⋃

i∈I Si

∣∣ > |I|. 2

6.2 Pokrivaqi u grafu

Neka je G = (V,E) graf. Za skup K ⊆ V ka�emo da je pokrivaq grafa G, ako svaka grana u E ima barem
jedan qvor u K. Ovaj pokrivaq je minimalan, ako ne postoji pokrivaq sa maǌim brojem qvorova. Pri
tome, sa β(G) oznaqavamo broj elemenata minimalnog pokrivaqa od G.

Primetimo da ako je M uparivaǌe u grafu G, tada je |M | 6 |K|. Dakle, ako je M∗ maksimalno
uparivaǌe, a K̃ minimalan pokrivaq u G, va�i |M∗| 6 |K̃|. U opxtem sluqaju jednakost ne mora da
va�i.

Lema 6.1 Neka je M uparivaǌe i K pokrivaq graf G tako da va�i |M | = |K|. Tada je M maksimalno
uparivaǌe, a K minimalni pokrivaq grafa G.

Dokaz. Neka je M∗ maksimalno pokrivaǌe, a K̃ minimalni pokrivaq grafa G. Po definiciji i
nejednakosti izvedenoj u prethodnom pasusu va�i |M | 6 |M∗| 6 |K̃| 6 |K|, pa je |M | = |M∗| i |K̃| = |K|,
qime je dokaz zavrxen. 2

Teorema 6.3 (Konig 1931) Neka jeM∗ maksimalno uparivaǌe, a K̃ minimalan pokrivaq bipartitivnog
grafa G. Tada va�i |M∗| = |K̃|.
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Dokaz. Neka je (X,Y ) particija grafa G i U skup qvorova iz X koji nisu sadr�ani u M∗. Daǉe, neka
je Z skup svih qvorova grafa G koji su nekim M∗-alterniraju�im putem povezani sa nekim qvorom
iz U , te neka je S = X ∩ Z i T = Y ∩ Z. Naravno, U ⊆ S.

Sliqno kao u dokazu Holove teoreme (korix�eǌem Ber�ove teoreme), mo�e se dokazati2 da za
svaki qvor v ∈ T va�i: (1) v je sadr�an u M∗; (2) ako je vv′ ∈M∗, tada je v′ ∈ S; (3) T = N(S). Neka
je K = T ∪ (X \ S). Po (3) skup K je pokrivaq grafa G, a va�i i |K| = |M∗|, jer svaka grana u M∗

jedan kraj ima ili u X \ S (jer je U ⊆ S) ili u T (zbog (1), (2) i (3)). Po prethodnoj lemi K je
minimalan pokrivaq grafa G, qime je dokaz zavrxen. 2

Za skup S ⊆ V ka�emo da je nezavisan ako za sve x, y ∈ S va�i xy 6∈ E. Pri tome, sa α(G) oznaqavamo
broj elemenata najve�eg nezavisnog skupa u grafu G.

Lema 6.2 U grafu G = (V,E) skup S je nezavisan ako i samo ako je V \S pokrivaq. Tako�e, va�i jednakost
α(G) + β(G) = |V |.

Dokaz. (⇒:) Neka je S nezavisan skup. Tada svaka grana u G (barem) jedan kraj ima u V \ S, pa je
V \ S pokrivaq od G.

(⇐:) Neka je V \ S pokrivaq. Tada svaka grana u G (barem) jedan kraj ima u V \ S, tj. ne postoji
grana koja ima oba kraja u S, pa je S nezavisan skup.

Doka�imo i drugi deo tvr�eǌa. Neka je S maksimalan nezavisan skup, a K minimalan pokrivaq
grafa G. Tada je α(G) = |S| i β(G) = |K|. Po prethodnom delu tvr�eǌa je V \ S pokrivaq od G, pa
va�i β(G) 6 |V \ S| = |V | − α(G), tj. α(G) + β(G) 6 |V |. Tako�e, V \K je nezavisni skup u G, pa va�i
α(G) > |V \K| = |V | − β(G), pa je α(G) + β(G) > |V |. Ove nejednakosti dokazuju drugi deo tvr�eǌa. 2

2Doka�ite ovu tvrdǌu.
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Predavaǌe 7

Bojeǌa grafova

7.1 Bojeǌe qvorova grafa

Neka je G = (V,E) graf i S proizvoǉan skup (ǌegovi elementi su ,,boje”). Svako preslikavaǌe
c : V → S je bojeǌe qvorova grafa G bojama iz S. Za ovo bojeǌe ka�emo da je pravilno ako za sve
uv ∈ E va�i c(u) 6= c(v) (drugaqije reqeno, susedni qvorovi su obojeni razliqitim bojama). Uz to,
ako je |S| = k, tada za ovo pravilno bojeǌe qvorova ka�emo da je k-bojeǌe.

Posmatrajmo jedno k-bojeǌe c grafa G, pri qemu je S = {c1, c2, . . . , ck}. Tada je svaki od skupova
c−1[c1], c−1[c2], . . . , c−1[ck] nezavisan (me�u qvorovima koji su obojeni bojom ci nema susednih), pa k-
bojeǌe mo�emo posmatrati i kao jednu particiju skupa V na k nezavisnih skupova. Naravno, va�i i
obrnuto, tj. za svaku particiju skupa V na k nezavisnih skupova postoji k-bojeǌe grafa G (da bismo
dobili ovo bojeǌe dovoǉno je svaki qvor i-tog skupa ove particije obojiti bojom ci). Specijalno,
svaki bipartitivan graf ima 2-bojeǌe.

Hromatski broj grafa G = (V,E), u oznaci χ(G), je najmaǌi prirodan broj k za koji postoji k-
bojeǌe grafa G. Ako je graf G proizvoǉan, tada je broj χ(G) texko odrediti, pa je od znaqaja dati
xto boǉa ograniqeǌa za χ(G). Slede�e tvr�eǌe je ve� dokazano u prethodnom pasusu.

Tvr�eǌe 7.1 Za svaki graf G = (V,E) va�i χ(G) >
|V |
α(G)

.

Dokaz. Svako χ(G)-bojeǌe grafa G daje particiju grafa G na χ(G) nezavisnih skupova. Kako svaki
od ovih skupova ima najvixe α(G) qvorova, to je |V | 6 χ(G) · α(G). Ovim je tvr�eǌe dokazano. 2

Za graf G sa ω(G) oznaqavamo broj qvorova najve�eg podgrafa koji je klika (tj. kompletan).
Primetimo da ako je kompletan graf H podgraf grafa G, tada svi qvorovi grafa H moraju biti
obojeni razliqitim bojama, pa χ(G) mora biti barem koliko graf H ima qvorova. Dakle, χ(G) > ω(G).

Za poqetak, opisa�emo jedan postupak kojim se mo�e dobiti pravilno bojeǌe qvorova grafa (ali
koje nije obavezno optimalno, tj. sa najmaǌim brojem boja). Ono je zasnovano na slede�oj jednostavnoj
primedbi:

da bismo dobili pravilno bojeǌe qvorova grafa dovoǉno je svaki ǌegov qvor v obojiti
bojom koja nije upotrebǉena za bojeǌe qvorova skupa N(v).

Ova primedba se lako mo�e pretoqiti u rekurzivni algoritam za dobijaǌe pravilnog bojeǌa qvorova
grafa G (kao xto mo�ete primetiti, ovo je pohlepni algoritam, pa ga zato i nazivamo pohlepni
algoritam za bojeǌe qvorova grafa):

(1) izabaremo proizvoǉan qvor v grafa G;

(2) pravilno obojimo qvorove grafa G \ {v} (rekurzivno);

(3) qvor v obojimo bojom koja nije upotrebǉena za bojeǌe qvorova iz N(v) (ovi qvorovi su obojeni
kao qvorovi grafa G \ {v}).

Primetimo da se primenom ovog algoritma mo�e dobiti (∆(G)+1)-bojeǌe grafa G. Zaista, prilikom
bojeǌa qvorova grafa G \ {v} za bojeǌe qvorova iz N(v) je upotrebǉeno najvixe |N(v)| 6 ∆(G) boja,
pa je preostala barem jedna boja kojom mo�emo obojiti qvor v. Na ovaj naqin dokazali smo slede�e
tvr�eǌe.

24



Tvr�eǌe 7.2 Za svaki graf G va�i χ(G) 6 ∆(G) + 1.

Primetimo da za kompletan graf Kn va�i χ(Kn) = n i ∆(Kn) = n− 1, tj. za G = Kn u prethodnoj
nejednakosti va�i jednakost. Razmotrimo i ciklus neparne du�ine C2n+1. Jasno je ∆(C2n+1) = 2, a
va�i i χ(C2n+1) = 3 (χ(C2n+1) 6= 2 jer C2n+1 nije bipartitivan graf), pa i u ovom sluqaju u prethodnom
tvr�eǌu va�i jednakost. Slede�a teorema govori da su ovo i jedini (povezani) grafovi za koje va�i
jednakost u Tvr�eǌu 7.2.

Teorema 7.1 (Bruks 1941) Neka je G = (V,E) povezan graf. Ako G nije kompletan graf, niti ciklus
neparne du�ine, tada je χ(G) 6 ∆(G).

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |G|. Ako je ∆(G) 6 2, tada je G put ili ciklus, pa tvr�eǌe
lako sledi1. Neka je zato ∆(G) > 3. Uvedimo oznaku ∆ := ∆(G) i pretpostavimo suprotno, tj. da ne
postoji ∆-bojeǌe grafa G.

Neka je v ∈ V proizvoǉan qvor grafa G. Posmatrajmo graf H = G\{v}. Doka�imo prvo da postoji
∆-bojeǌe grafa H. Jasno je da va�i ∆(H) 6 ∆, pa ako H nije kompletan graf niti ciklus neparne
du�ine, tvr�eǌe sledi indukcijom. Ako je H kompletan graf, tada je svaki qvor iz H stepena
∆(H) = |H| − 1 u H, pa je svaki sused v′ qvora v stepena ∆(H) + 1 u G. Dakle, va�i ∆(H) + 1 6 ∆,
pa je ∆(H) 6 ∆ − 1. Iz Tvr�eǌa 7.2 zakǉuqujemo da postoji ∆-bojeǌe grafa H. Konaqno, neka je
H ciklus neparne du�ine. Tada je ∆(H) = 2, pa po Tvr�eǌu 7.2 postoji 3-bojeǌe grafa H. Kako je
∆ > 3, zakǉuqujemo da i u ovom sluqaju postoji ∆-bojeǌe grafa H.

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je {1, 2, . . . ,∆} skup boja u ∆-bojeǌu grafa H.
Doka�imo da je d(v) = ∆ i da su u svakom ∆-bojeǌu grafa H upotrebǉene sve boje za bojeǌe qvorova
skupa N(v). U suprotnom, ako neka boja i skupa {1, 2, . . . ,∆} nije upotrebǉena za bojeǌe qvorova skupa
N(v), da bismo dobili ∆-bojeǌe grafa G dovoǉno je qvor v obojiti sa i, xto je kontradikcija (sa
pretpostavkom da ne postoji ∆-bojeǌe grafa G).

Posmatrajmo sada proizvoǉno ∆-bojeǌe c grafa H. Neka je N(v) = {v1, v2, . . . , v∆}, pri qemu je vi
sused qvora v koji je obojen sa i u bojeǌu c. Daǉe, neka je Hi,j indukovan podgraf2 grafa H qiji su
qvorovi svi oni qvorovi grafa H koji su obojeni bojom i ili bojom j.

Doka�imo prvo da se vi i vj nalaze u istoj komponenti povezanosti grafa Hi,j. Pretpostavimo
suprotno, tj. da komponenta povezanosti C grafa Hi,j koja sadr�i vi ne sadr�i vj. Tada mo�emo
dobiti novo bojeǌe grafa H tako xto svim qvorovima iz C zamenimo boju, tj. ako su bili obojeni sa
i obojimo ih sa j i obrnutno. Na ovaj naqin dobijamo ∆-bojeǌe grafa H u kome nisu svi qvorovi iz
N(v) obojeni razliqitim bojama (sada su i vi i vj obojeni bojom j), xto je kontradikcija sa prethodno
dokazanim.

Neka je Ci,j komponenta povezanosti grafa Hi,j. Po definiciji, u Ci,j postoji put P : vi =
u1, u2, . . . , uk = vj . U slede�em pasusu dokazujemo da je G[Ci,j ] upravo put P .

Posmatrajmo susede qvora vi u Ci,j. Svaki qvor u Ci,j je obojen sa i ili j, tako da je svaki sused od
vi u Ci,j obojen sa j. Sa druge strane, qvor vi ima najvixe ∆−1 suseda u H. Ako je za bojeǌe neka dva
od ǌih upotrebǉena ista boja, tada su za bojeǌe svih suseda od vi u H upotrebǉene najvixe ∆−2 boje,
pa se u ∆-bojeǌu od H osim i mo�e iskoristiti i neka druga boja t za bojeǌe qvora vi. Me�utim,
ako vi obojimo sa t, dobijamo ∆-bojeǌe od H takvo da u bojeǌu skupa N(v) nisu iskorix�ene sve
boje skupa {1, 2, . . . ,∆} (jer je boja t iskorix�en dva puta), xto nije mogu�e po prethodno dokazanom.
Dakle, vi ima taqno jednog suseda (u H) koji je obojen sa j (to je u2), pa i u Ci,j ima taqno jednog
suseda. Analogno, qvor vj ima taqno jedno suseda u Ci,j. Pretpostavimo da G[Ci,j ] nije (samo) put
P . Tada, po prethodno dokazanom, neki qvor ur iz skupa {u2, u3, . . . , uk−1} ima suseda w u Ci,j koji je
razliqit od ur−1 i ur+1. Neka je r najmaǌi ovakav indeks i neka je bez umaǌeǌa opxtosti ur obojen
bojom j. Kao u prethodnom delu dokaza (taqnije, kao u ovom pasusu) zakǉuqujemo da je w obojen bojom
i, a zatim i da postoji ∆-bojeǌe grafa H u kome je qvor ur obojen bojom l 6∈ {i, j}. Me�utim, u ovom
∆-bojeǌu grafa H qvorovi vi i vj se ne nalaze u istoj komponenti povezanosti podgrafa indukovanog
sa qvorovima koji su obojeni sa i ili j, xto je kontradikcija sa prethodno dokazanim.

Dakle, Ci,j je put za sve i 6= j. Konaqno, doka�imo i da je Ci,j ∩ Ci,s = {vi} za sve i 6= j 6= s 6= i.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je w ∈ Ci,j ∩ Ci,s i w 6= vi. Tada je qvor w obojen sa i i ima (barem)
dva suseda koja su obojena sa j i dva koja su obojena sa s. Posmatrajmo skup N(w). Va�i |N(w)| 6 ∆ i
pri tome su za bojeǌe opisana 4 qvora iz N(w) upotrebǉene 2 boje, tako da su za bojeǌe svih qvorova

1Uverite se u to.
2Ideja je da od datog bojeǌa grafa H dobijemo novo pravilno bojeǌe grafa koje mo�emo ,,proxiriti” na bojeǌe

grafa G. Ovo radimo tako xto dato bojeǌe meǌamo, a najlakxi naqin na koji to mo�emo uraditi je promenom boja
nekog podgrafa koji je obojen sa dve boje.
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skupa N(w) upotrebǉene najvixe ∆− 2 boje. Prema tome, postoji ∆-bojeǌe grafa H u kome je qvor w
obojen bojom t 6= i (a jasno va�i i t 6∈ {j, s}). Me�utim, u ovom ∆-bojeǌu qvorovi vi i vj se ne nalaze
u istoj komponenti povezanosti pografa indukovanog qvorovima koji su obojeni sa i ili j, xto je
kontradikcija sa prethodno dokazanim.

Vratimo se na dokaz glavnog tvr�eǌa. Ako su svaka dva qvor iz N(v) susedna, tada je G kompletan
graf3. Zato mo�emo pretpostaviti da neka dva od ǌih, bez umaǌeǌa opxtosti v1 i v2, nisu susedna.
Tada je C1,2 \ {v1, v2} 6= ∅, a po prethodnom va�i C1,2 ∩C1,3 = {v1}. Neka je c′ ∆-bojeǌe grafa H koje je
nastalo tako xto su qvorovima iz C1,3 zameǌene boje (qvorovi koji su bili obojeni bojom 1 su sada
obojeni bojom 3 i obrnuto). Za ovo bojeǌe definixemo qvorove v′i i skupove C ′i,j kao xto je to ura�eno
za bojeǌe c. Tada va�i v′1 = v3, v′2 = v2, v′3 = v1 i C ′1,3 = C1,3. Neka je u sused qvora v1 = v′3 na C1,2.
Tada je c(u) = c′(u) = 2 (tj. u oba bojeǌa je u obojen sa 2). Po prethodno dokazanom zakǉuqujemo da se
u nalazi na C ′2,3 (kao sused od v′3). Posmatrajmo C

′
1,2. Po definiciji C ′1,2 i prethodno dokazanom, C ′1,2

sadr�i sve qvorove iz C1,2 osim v1 (jer je svim qvorovima iz C1,2 osim v1 boja ostala nepromeǌena),
pa C ′1,2 sadr�i u. Me�utim, sada je u ∈ C ′1,2 ∩ C ′2,3, xto je kontradikcija sa prethodno dokazanim.
Ovim je dokaz zavrxen. 2

7.2 Bojeǌe grana grafa

Neka je G = (V,E) graf i S proizvoǉan skup (ǌegovi elementi su ,,boje”). Svako preslikavaǌe
c : E → S je bojeǌe grana grafa G bojama iz S. Za ovo bojeǌe ka�emo da je pravilno ako za sve
uv, uw ∈ E, v 6= w, va�i c(uv) 6= c(uw) (drugaqije reqeno, grane koje imaju zajedniqki qvor su obojene
razliqitim bojama). Uz to, ako je |S| = k, tada za ovo pravilno bojeǌe grana ka�emo da je k-bojeǌe
grana.

Hromatski indeks grafa G = (V,E), u oznaci χ′(G), je najmaǌi prirodan broj k za koji postoji
k-bojeǌe grana grafa G. Kao i u sluqaju hromatskog broja, hromatski indeks (proizvoǉnog) grafa
je texko odrediti. Ipak, interesantno je da se za hromatski indeks grafa mogu na�i mnogo boǉa
ograniqeǌa nego za hromatski broj. Pre svega, ako qvor v ima k suseda, mo�emo zakǉuqiti da je
za bojeǌe grana koje sadr�e v neophodno upotrebiti barem k boja. Dakle, va�i χ′(G) > ∆(G). U
slede�oj teoremi dajemo i gorǌe ograniqeǌe.

Teorema 7.2 (Vizing 1964) Za svaki graf G = (V,E) va�i ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1.

Dokaz. Levu nejednakost smo ve� dokazali, tako da je dovoǉno dokazati desnu, tj. da postoji (∆(G)+
1)-bojeǌe grana grafa G. Ovaj dokaz izvodimo indukcijom po |E|. Neka je ∆ = ∆(G).

Radi lakxeg zapisivaǌa dokaza uvodimo nekoliko pojmova. Po induktivnoj pretpostavci za svaku
granu e grafa G va�i da postoji (∆ + 1)-bojeǌe grana graf G\ e. Neka su u ovom bojeǌu iskorix�ene
boje {1, 2, . . . ,∆ + 1}. Kako je svaki qvor v ovog grafa stepena najvixe ∆, to postoji boja α kojom nije
obojena niti jedna grana koja sadr�i v. U ovom sluqaju ka�emo da α nedostaje kod v. Neka su sada
α i β neke boje iz {1, 2, . . . ,∆ + 1} i u ∈ V . Tada postoji jedinstven maksimalan put4 sa jednim krajem
u u na kome su grane naizmeniqno obojene sa α i β, pri qemu je prva grana obojena sa α (put mo�e
biti i du�ine 1). Ovaj put je α/β put od u.

Vratimo se na dokaz teoreme. Pretpostavimo suprotno, tj. da za dati graf G ne postoji (∆ + 1)-
bojeǌe grana grafa G.

Doka�imo prvu slede�u tvrdǌu:

(*) Neka je xy ∈ E i c neko (∆ + 1)-bojeǌe grana grafa G \ xy (koje postoji po induktivnoj
pretpostavci), takvo da boja α nedostaje kod x, a boja β kod y. Tada je α 6= β i β/α put od
x drugi kraj ima u y.

Pre svega, ako je α = β, tada granu xy mo�emo obojiti sa α i tako dobiti (∆ + 1)-bojeǌe grana grafa
G, xto je kontradikcija. Posmatrajmo sada β/α put od x. Ovaj put mora sadr�ati y, jer u suprotnom
na ovom putu mo�emo zameniti boje α i β i tako dobiti (∆ + 1)-bojeǌe grana grafa G \ xy, koje je
u suprotnosti sa prethodno dokazanim (u ovom bojeǌu i kod x i kod y nedostaje β). Tako�e, y mora
biti krajǌi qvor ovog puta, jer je svaki unutraxǌi qvor tog puta sadr�an u grani obojenoj i sa α
i sa β, a y nije sadr�an u grani obojenoj sa β. Ovim je (*) dokazano.

3Ovo va�i jer je graf G povezan.
4Uverite se da ovo zaista va�i.
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Vratimo se (jox jednom) na dokaz teoreme. Neka je x proizvoǉan qvor i xy0 proizvoǉna grana5

grafa G. Neka je c0 neko (∆+1)-bojeǌe grafa G\xy0 (c0 postoji po induktivnoj pretpostavci). Daǉe,
neka je α boja koja nedostaje kod x u c0. Definiximo qvorove y1, y2, . . . , yk na slede�i naqin (svaki
od ovih qvorova �e biti sused qvora x). Neka je α1 boja koja nedostaje kod y0. Po (*) boja α1 ne
nedostaje kod x, pa postoji sused y1 od x tako da je c0(xy1) = α1. Nastavimo ovaj postupak daǉe.
Taqnije, za svako i (trenutno je i = 1), konstruiximo (∆ + 1)-bojeǌa grana6 ci grafa Gi := G \ xyi, za
1 6 i 6 k, na slede�i naqin

ci(e) =

{
c0(xys+1), e = xys za s ∈ {0, . . . , i− 1}

c0(e), inaqe.

Neka je αi+1 boja koja nedostaje kod yi u bojeǌu ci. Tada αi+1 ne nedostaje kod x, pa postoji grana
xyi+1 takva da je ci(xyi+1) = αi+1 (naravno, va�i ci(xyi+1) = c0(xyi+1)).

Ovaj postupak nastavǉamo sve dok su boje α1, α2, . . . razliqite (a samim tim i qvorovi y1, y2, . . .).
Neka je yk posledǌi qvor dobijen na ovaj naqin. Po prethodnom zakǉuqujemo da ako je β boja koja
nedostaje kod yk u c0, tada postoji yj, za neko 1 6 j 6 k − 1, tako da je c0(xyj) = β.

Posmatrajmo sada bojeǌe ck grafa Gk. U ovom bojeǌu α nedostaje kod x, a β kod yk. Neka je Q
(prethodno definisani) α/β put od yk. Po (*) ǌegov kraj je u x. Tako�e, sused od x na ovom putu
je yj−1, jer je ck(xyi−1) = c0(xyi) = β. Posmatrajmo i bojeǌe cj−1 grafa Gj−1. U ovom bojeǌu αj = β
nedostaje kod yj−1, a α nedostaje kod x. Neka je Q′ α/β put od yj−1 u Gj−1. Me�utim, Q′ je jedinstveno
odre�en, pa sadr�i put Q (grane puta Q su isto obojene u ck i cj−1), xto nije mogu�e, jer u bojeǌu
cj−1 ne postoji grana koja sadr�i yk i koja je obojena sa β. 2

5Zaxto mo�emo pretpostaviti da ona postoji?
6Uverite se da ovo jeste pravilno bojeǌe grana grafa Gi.
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Predavaǌe 8

Planarni grafovi

U prethodnim poglavǉima uverili smo se da je odre�ena svojstva datog grafa lakxe uoqiti ukoliko
graf predstavimo (nacrtamo) u ravni. Pri tome, prirodno je graf nacrtati tako da je slika ,,xto
lepxa”, taqnije da se ǌegove grane seku u xto maǌe taqaka.

U ovom poglavǉu razmatra�emo problem planarnog predstavǉaǌa datog grafa. Neka je G = (V,E)

graf. Utapaǌe grafa G u ravan R2, u oznaci G̃, zadato je razliqitim taqkama x1, x2, . . . , xn ∈ R2, gde
je |V | = n (taqke x1, x2, . . . , xn odgovaraju qvorovima grafa), i skupom prostih krivih1 takvim da za
taqke xi i xj postoji prosta kriva sa krajevima u xi i xj ako i samo ako su qvorovi grafa G koji
odgovaraju taqkama xi i xj susedni. Za G̃ ka�emo da je planarno utapaǌe ukoliko se opisane krive
seku jedino u ǌihovim krajevima i svaka kriva sadr�i taqno dva qvora iz skupa {x1, x2, . . . , xn}. Za
graf G ka�emo da je planaran ako postoji planarno utapaǌe grafa G. Napomenimo da planaran graf
G mo�e imati i utapaǌa u ravan koja nisu planarna.

Iz definicije odmah sledi slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 8.1 Graf G je planaran ako i samo ako je svaka podela grafa G planaran graf.

U nastavku teksta qesto �emo koristiti slede�u teoremu koju dajemo bez dokaza (teorema je
intuitivno jasna, ali ǌen dokaz nije jednostavan).

Teorema 8.1 (�ordan) Prosta zatvorena kriva C u R2 deli R2 \ C na dva otvorena povezana skupa
(tj. oblasti).

Dve oblasti iz prethodne teoreme nazivamo unutraxǌost od C (to je oblast koja je ograniqena) i
spoǉaxǌost od C. Kao posledica �ordanove teoreme, mo�e se dokazati da svaka prosta kriva qiji
je jedan kraj u unutraxǌosti, a drugi u spoǉaxǌosti krive C, mora se�i krivu C.

8.1 Ojlerova formula

Neka je G̃ planarno utapaǌe (planarnog) grafa G = (V,E). Mo�e se dokazati (a svakako je intuitivno
jasno) da krive u G̃ dele ostatak ravni na oblasti, od kojih su sve osim jedne ograniqene. Tada,
sa f(G̃) oznaqavamo broj ovih oblast. Slede�a teorema nam govori da f(G̃) ne zavisi od planarnog
utapaǌa G̃, ve� samo od G.

Teorema 8.2 (Ojlerova formula 1752) Za povezan planaran graf G = (V,E) va�i v− e+ f(G̃) = 2, gde
je v = |V |, e = |E| i f(G̃) broj oblasti u planarnom utapaǌu G̃ grafa G.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po e. Ako je e = 0, tada tvr�eǌe trivijalno va�i (jer je v = 1

i f(G̃) = 1). Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za planarne povezane grafove sa najvixe e − 1
qvorova i doka�imo ga za G.

Ako je G stablo, tada je f(G̃) = 1, pa tvr�eǌe sledi iz Teoreme 3.1 (jer je v = e+1). Pretpostavimo
zato da G nije stablo. Tada, po Posledici 3.1, postoji grana uv ∈ E tako da je graf G′ = G \ uv
povezan. Pri tome, postoji ciklus C grafa G koji sadr�i granu uv (po Tvr�eǌu 3.1). Primetimo da
se planarno utapaǌe grafa G′ mo�e dobiti od planarnog utapaǌa G̃ grafa G brisaǌem krive koja

1Prost kriva je injektivno neprekidno preslikavaǌe γ : [0, 1]→ R2.
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odgovara grani uv. Oznaqimo sa G̃′ ovo planarno utapaǌe grafa G′. Po induktivnoj pretpostavci
(primeǌenoj na graf G′) va�i v − (e − 1) + f(G̃′) = 2. Vratimo krivu koja odgovara grani uv. Ova
kriva nalazi se u taqno jednoj oblasti O utapaǌa G̃, pa ona u G̃ deli oblast O na dva dela (jedan deo
nalazi se u unutraxǌosti, a drugi u spoǉaxǌosti oblasti koje ograniqavaju krive koje odgovaraju
granama ciklusa C). Dakle, f(G̃) = f(G̃′) + 1, odakle tvr�eǌe sledi. 2

Posledica 8.1 Broj oblasti u svakom planarnom utapaǌu povezanog planarnog grafa je isti. Ovaj broj
oznaqavamo sa f .

Posledica 8.2 Neka je G = (V,E) planaran povezan graf, takav da je |V | > 3. Tada je e 6 3v − 6, gde je
e = |E| i v = |V |.

Dokaz. Za graf G va�i Ojlerova formula, tj. v− e+ f = 2. Posmatrajmo proizvoǉnu oblast F nekog
planarnog utapaǌa G̃ grafa G. Ako je F ograniqena, tada je ǌena granica sastavǉena od barem
3 grane; ako F nije ograniqena, tada je granica od F sastavǉena od barem 3 grane ili je graf G
put du�ine 3. Kako za put du�ine 3 tvr�eǌe va�i (tada je v = 3 i e = 2), mo�emo pretpostaviti
da je granica svake oblast u G̃ sastaǉena od barem 3 grane. Posmatrajmo granice svih oblasti u
G̃. Prema prethodnom, u ǌima se (ukupno) nalazi barem 3f grana, a kako svaka grana mo�e biti
sadr�ana u granici najvixe 2 oblasti, to je u granicama oblasti najvixe 2e grana. Dakle, 2e > 3f ,
pa je po Ojlerovoj formuli 2e > 3(2 + e− v), tj. 3v − 6 > e. 2

Posledica 8.3 Graf K5 nije planaran.

Dokaz. Graf K5 ima 5 qvorova i
(

5
2

)
= 10 grana, pa kako je 10 > 3 · 5 − 6, to K5 nije planaran po

Posledici 8.2. 2

Posledica 8.4 Svaki planaran graf G = (V,E) ima qvor stepena ne ve�eg od 5.

Dokaz. Neka je G′ = (V ′, E′) graf indukovan jednom komponentom povezanosti grafa G. Ako je |V ′| 6 2
tvr�eǌe qigledno va�i2, pa mo�emo pretpostaviti da je |V ′| > 3. Graf G′ je planaran i povezan, pa
na ǌega mo�emo primeniti Posledicu 8.2, tj. va�i 3v′ − 6 > e′, gde je v′ = |V ′| i e′ = |E′|. Dovoǉno je
dokazati da graf G′ ima qvor stepena ne ve�eg od 5 (stepen qvora u grafu G′ jednak je stepenu tog
qvora u grafu G). Pretpostavimo suprotno, tj. da je δ(G′) > 6. Tada po Tvr�eǌu 1.1 va�i

2e′ =
∑
u∈V ′

deg(u) > 6|V ′| = 6v′ > 2e′ + 12,

xto je oqigledno kontradikcija. 2

Posledica 8.5 Za svaki planaran graf G = (V,E) postoji 6-bojeǌe.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |V |. Ako je |V | = 1, tada tvr�eǌe trivijalno va�i. Pret-
postavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve planarne grafove sa |V |−1 > 1 qvorova i doka�imo ga za graf
G. Po Posledici 8.4, u grafu G postoji qvor u stepena najvixe 5. Kako je graf G′ = G \ u planaran,
to po induktivnoj pretpostavci postoji 6-bojeǌe c′ grafa G′. Sada, da bismo dobili 6-bojeǌe grafa
G dovoǉno je qvor u obojiti bojom koja nije iskorix�ena za bojeǌe ǌegovih suseda u bojeǌu c′. 2

Tvr�eǌe 8.2 Graf K3,3 nije planaran.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je G̃ planarno utapaǌe grafa K3,3. Posmatrajmo proizvoǉnu
oblast F ovog utapaǌa. Granica oblasti F je neki ciklus3 grafa K3,3, pa kako je ovaj graf biparti-
tivan, granica se sastoji od parnog broja grana, tj. barem 4. Kao u dokazu Posledice 8.2, zakǉuqujemo
da va�i 2e > 4f , tj. 9 > 2f (va�i e = 9). Me�utim, po Ojlerovoj formuli je f = e+ 2− v = 5, qime je
dobijena �eǉena kontradikcija. 2

2Zaxto?
3Zaxto? Uporediti sa Lemom 9.2.
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8.2 Teorema pet boja

U Posledici 8.5 dokazali smo da je svaki planaran graf 6-obojiv. Me�utim, ovo tvr�eǌe se mo�e
poboǉxati. Naime, po quvenoj Teoremi qetiri boje svaki planaran graf je 4-obojiv. Dokaz ovog
tvr�eǌa je van domaxaja ovog kursa, tako da �emo se zadovoǉiti slede�im poboǉxaǌem, poznatim
kao Teorema pet boja.

Teorema 8.3 Za svaki planaran graf G = (V,E) postoji 5-bojeǌe.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |V |. Ako je |V | = 1, tada tvr�eǌe trivijalno va�i. Pret-
postavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve planarne grafove sa |V | − 1 > 1 qvorova i doka�imo ga za
graf G.

Po Posledici 8.4 u grafu G postoji qvor u stepena najvixe 5. Kako je graf G′ = G \ u planaran,
to po induktivnoj pretpostavci postoji 5-bojeǌe c′ grafa G′. Ako je stepen qvora u najvixe 4 ili ako
su neka dva suseda qvora u u bojeǌu c′ obojena istom bojom, tada, da bismo dobili pravilno bojeǌe
grafa G dovoǉno je qvor u obojiti bojom koja nije iskorix�ena za bojeǌe ǌegovih suseda u bojeǌu
c′. Pretpostavimo zato da je stepen qvora u jednak 5 i da su u svakom 5-bojeǌu grafa G′ susedi
qvora u obojeni razliqitim bojama. Posmatrajmo (ponovo) 5-bojeǌe c′ grafa G′. Neka je N(u) =
{u1, u2, u3, u4, u5}, tako da je c′(ui) = i, za 1 6 i 6 5. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da
su u planarnom utapaǌu G̃ grafa G grane uu1, uu2, uu3, uu4, uu5 date u ovom redosled kada obilazimo
oko u u smeru kazaǉke na satu. Posmatrajmo skup qvorova H1,3 koji su u bojeǌu c′ obojeni sa 1 ili
3 (jasno u1, u3 ∈ H1,3). Tada, kao u dokazu Teoreme 7.1, zakǉuqujemo da su qvorovi u1 i u3 u istoj
komponenti povezanosti C1,3 grafa koji je indukovan qvorovima iz H1,3. Neka je P1,3 put u ovom
grafu od u1 do u3. Ovaj put, zajedno sa qvorom u i granama uu1 i uu3 qini ciklus C. Kako slika
puta u5, u, u2 u G̃ seqe sliku ciklusa C u jednoj taqki, to se jedan od qvorova u2 i u5 nalazi unutar
a drugi van oblasti ograniqene ciklusom C. Posmatrajmo sada put C2,5 (koji je definisan analogno
putu C1,3). Po �ordanovoj teoremi slika ovog puta u G̃ seqe sliku ciklusa C, pa kako je G̃ planarno
utapaǌe, taqka preseka mora biti neki od qvorova grafa G′. Me�utim, taj qvor je na putu C1,3, pa
je obojen sa 1 ili 3, i na putu C2,5, pa je obojen sa 2 ili 5, xto nije mogu�e. 2
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Predavaǌe 9

Teorema Kuratovskog

U ovom poglavǉu prikaza�emo dokaz teoreme Kuratovskog, koja daje potreban i dovoǉan uslov da
bi dati graf bio planaran. Dokaz koji �emo ovde izlo�iti dao je Tomasen (1981). U dokazu (i
formulaciji) teoreme Kuratovskog kǉuqni su pojmovi minor i topoloxki minor grafa.

Za graf H ka�emo da je topoloxki minor grafa G, ako se graf izomorfan sa G mo�e dobiti1 od
H sa nekoliko podela grana grafa H. Za graf G ka�emo da sadr�i H-topoloxki minor, ako graf G
sadr�i pograf G′ takav da je H topoloxki minor od G′.

Pretpostavimo da G sadr�i H-topoloxki minor G′, gde je H = (VH , EH). Tada za svako v ∈ VH
postoji qvor grafa G′ (oznaqimo ga sa v′) i za svako e ∈ VH postoji put u grafa G′ (oznaqimo ga sa
Pe), tako da putevi Pe, za e ∈ EH , imaju disjunktne unutraxǌosti, i da su krajevi puta Pe, gde je
e = uv, bax u′ i v′. Za qovorove v′ grafa G′, gde je v ∈ VH , ka�emo da su znaqajni.

Za graf H ka�emo da je minor grafa G, ako se graf izomorfan sa H mo�e dobiti od G primenom
operacija2:

(1) brisaǌe qvora;

(2) brisaǌe grane;

(3) kontrakcija grane.

Za graf G ka�emo da sadr�i H-minor, ako graf G sadr�i pograf G′ takav da je H minor od G′.
Primetimo da ako je H podgraf grafa G, tada je H minor grafa G (jer se H mo�e dobiti od G
primenom operacija (1) i (2)).

Pretpostavimo da graf G = (V,E) sadr�i H-minor. Neka je H ′ ∼= H graf dobijen od G primenom
operacija (1)-(3) i neka je H ′ = (V ′, E′), pri qemu je V ′ = {v1, v2, . . . , vn}. Neka je v proizvoǉan qvor
grafa G. Prilikom primene operacija (1)-(3) ovaj qvor je ili obrisan (u nekom trenutku) ili je
,,kontrakovan” u neki qvor skupa V ′. Neka je Vi, za 1 6 i 6 n, skup qvorova iz V koji su kontrakovani
u qvor vi, a V0 skup qvorova koji su obrisani. Primetimo prvo da je (V0, V1, . . . , Vn) particija skupa
V . Tako�e, podgraf od G indukovan skupom Vi je povezan, za svako 1 6 i 6 n (qvor vi je dobijen
kontrakcijom skupa Vi), i ako je vivj ∈ E′, tada u G postoji grana izme�u nekog qvora skupa Vi i
nekog qvora skupa Vj. Nije texko primetiti da va�i i obrnuto, tj. da postojaǌe ovakve particije
implicira da G sadr�i H-minor.

Jasno3, ako je H topoloxki minor od G, onda je H i minor od G, ali obrnutno ne mora da va�i.
Ipak, u sluqaju da je H ∈ {K3,3,K5} va�i slede�e.

Lema 9.1 Graf G = (V,E) sadr�i K5- ili K3,3-minor ako i samo ako sadr�i K5- ili K3,3-topoloxki
minor.

Dokaz. (⇐:) Svaki K5- ili K3,3 -topoloxki minor je ujedno i K5- ili K3,3-minor, pa ovaj smer va�i.

(⇒:) Pretpostavimo prvo da G sadr�i K5-minor i neka je K = (VK , EK) minimalni K5-minor
sadr�an u G (tada svaki podgraf od K nije K5-minor). Neka su skupovi Vi, 1 6 i 6 5, podskupovi

1Taqnije, ako postoji niz grafova H = H0, H1, H2, . . . , Hn = G′, takav da je graf Hi+1 dobijen podelom grane grafa
Hi, za sve 0 6 i 6 n− 1, i va�i G ∼= G′.

2Taqnije, ako postoji niz grafova H′ = H0, H1, H2, . . . , Hn = G, takav da je za svako 0 6 i 6 n−1 va�i ili Hi = Hi+1\{v}
za neki qvor grafa Hi+1, ili Hi = Hi+1 \ e ili Hi = Hi+1/e za neku granu grafa Hi+1, i H ∼= H′.

3Dovoǉno je koristiti operaciju (3).

31



skupa VK definisani kao u pasusima pre ove leme (skupovi V1, V2, . . . , V5 odgovaraju qvorovima grafa
K5, a zbog minimalnosti grafa K je V0 = ∅). Tada svaki od skupova Vi indukuje povezan graf, pa
zbog minimalnosti grafa K svaki od ovih skupova indukuje drvo. I vixe, zbog minimalnosti grafa
K mo�emo pretpostaviti da izme�u svaka dva skupa Vi i Vj postoji taqno jedna grana. Posmatrajmo
skup V1 i 4 qvora (skup ova 4 qvora oznaqi�emo sa S1) koji nisu u V1 a koji su susedi qvorova
iz V1 (ova 4 qvora nalaze se u razliqitim skupovima V2, V3, V4, V5). Opet zbog minimalnosti grafa
K zakǉuqujemo da S1 ∪ V1 indukuje stablo qija su jedina 4 lista elementi skupa S1. Neka je ovo
stablo T1. Sliqno definixemo stabla T2, T3, T4, T5. Primetimo da svako od ovih stabala ima taqno
jedan ili taqno dva qvora stepena ne maǌeg od 3 (ovo se mo�e zakǉuqiti recimo iz Tvr�eǌa 1.14).
Ukoliko svako od stabala Ti, 1 6 i 6 5, ima taqno jedan qvor stepena ne maǌeg od 3 (po Tvr�eǌu 1.1
ovaj qvor je stepena 4), onda je K jasno K5-topoloxki minor5. Pretpostavimo zato da neko od ovih
stabala, bez umaǌeǌa opxtosti T1, sadr�i 2 qvora, v′ i v′′, stepena ne maǌeg od 3 (po Tvr�eǌu 1.1
ovi qvorovi su stepena 3). Neka je P (jedinstven) put od v′ do v′′ u T1 i e neka grana na ovom putu.
Tada je e most grafa T1, pri qemu graf G\e ima dve komponente povezanosti V ′1 i V ′′1 . Jasno, taqno po
dva lista grafa T1 nalaze se u svakoj od ovih komponenata. Sada, nije texko primetiti da skupovi
V ′1 , V

′′
1 , V2, V3, V4, V5 qine particiju skupa VK koja dokazuje da je K ujedno i K3,3-minor.

Dakle, mo�emo pretpostaviti da G sadr�i K3,3-minor. Neka je K = (VK , EK) minimalni K3,3-
minor sadr�an u G kao podgraf (tada svaki podgraf od K nije K3,3-minor). Kao u prethodnom delu
dokazu, postoje podskupovi V1, V2, V3, V4, V5, V6 skupa VK takvi da svaki od ǌih indukuje drvo koje ima
taqno 3 lista i taqno jedan qvor stepena ne ve�eg od 3 (taj qvor je stepena taqno 3). Sada je jasno
da je K ujedno i K3,3-topoloxki minor. 2

9.1 Sluqaj 3-povezanih grafova

Zapoqe�emo slede�om lemom, koju �emo koristiti u dokazu teoreme Kuratovskog za 3-povezane grafove.

Lema 9.2 U svakom planarnom utapaǌu 2-povezanog planarnog grafa G = (V,E) granica svake oblasti
je ciklus.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |E|. Ako je |V | = 3 (i |E| = 3), tada tvr�eǌe va�i. Pret-
postavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve grafove sa maǌe od |E| grana i doka�imo ga za graf G.

Po Teoremi 4.3, graf G ima dekompoziciju putevima G0, G1, . . . , Gn−1, Gn = G (graf G0 je ciklus).
Jasno, svaki od grafova Gi, 1 6 i 6 n − 1, je planaran, a po Teoremi 4.3 i 2-povezan, pa je, po
induktivnoj hipotezi, u svakom planarnom utapaǌu ovih grafova granica svake oblasti ciklus.

Neka je graf G dobijen od grafa Gn−1 dodavaǌem puta P . Posmatrajmo planarno utapaǌe G̃

grafa G. Brisaǌem puta P iz ovog planarnog utapaǌa dobijamo planarno utapaǌe G̃′ grafa Gn−1.
Po prethodnom, granica svake oblasti u G̃′ je ciklus. Primetimo da je svaka oblast u G̃ ujedno i
oblast u G̃′, osim dve oblast koje su nastale ,,vra�aǌem” (tj. dodavaǌem) puta P u G̃′. Na ovaj naqin
oblast O u G̃′ podeǉena je na dve, O′ i O′′, pa kako je granica oblasti O ciklus C to �e i granice
oblasti O′ i O′′ biti ciklusi6. 2

Teorema 9.1 Svaki 3-povezan graf G = (V,E) koji ne sadr�i K5- i K3,3-minor je planaran.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |E|. Primetimo da ako je |V | = 4, tada je G izomorfan sa K4,
pa tvr�eǌe va�i. Zato, mo�emo pretpostaviti da |V | > 4 i da tvr�eǌe za grafove sa ne vixe od |E|−1
grana. Po Lemi 5.1, graf G sadr�i granu e = xy takvu da je G′ = G/e tako�e 3-povezan graf. Neka
je vxy qvor grafa G′ dobijen kontrakcijom grane e. Jasno, graf G′ ne sadr�i K5- i K3,3-minor (jer je
G′ dobijen jednom od operacija u definiciji minora grafa), pa je po induktivnoj pretpostavci graf
G′ planaran. Neka je G̃′ planarno utapaǌe grafa G′. Ideja u nastavku dokaza je da od G̃′ dobijemo
planarno utapaǌe grafa G, qime �emo dokazati da je i on planaran.

Naravno, brisaǌem qvora vxy u G̃′ (i grana koje sadr�e vxy) dobijamo planarno utapaǌe grafa
G′′ = G′ \ {vxy}. Kako je G′′ jedan 2-povezan graf, po Lemi 9.2 granica svake oblasti u ovom utapaǌu

4Ako T1 ima n qvorova i m grana va�i m = n − 1, pa po Tvr�eǌu 1.1 va�i 2m = 2n − 2 =
∑

v∈T1
deg(v). Ako T1 ima

k qvorova koji su stepena barem 3, tada ima n − k − 4 qvorova stepena 2, pa je 2n − 2 = 4 + 2(n − k − 4) +
∑

deg(v) >
4 + 2(n− k − 4) + 3k, tj. k 6 2.

5Nacrtajte sliku!
6Nacrtajte sliku!
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(dakle, utapaǌu grafa G′′ dobijenom od G̃′ brisaǌem qvora vxy) je ciklus. Neka je f oblast u kojoj
se nalazi qvor vxy i C ciklus koji qini granicu oblasti f . Kako je G̃′ planarno utapaǌe grafa G′,
to se svi susedi qvora vxy (u grafu G′) nalaze na ciklusu C, pa se i svi susedi qvorova x i y (u
grafu G), razliqiti7 od x i y, nalaze na ciklusu C. Neka su x1, x2, . . . , xk susedi qvora x i neka su
dati u tom rasporedu kada C obilazimo u smeru kazaǉke na satu. Tako�e, neka je Ci put od xi do xi+1

(uzimamo da je xk+1 = x1) na C koji ne sadr�i xi+2, za 1 6 i 6 k. Dokaza�emo da postoji j ∈ {1, 2, . . . , k}
tako da se svi susedi qvora y (razliqiti od x) nalazi na Cj. Primetimo da je time dokaz zavrxen,
jer tada lako od G̃′ mo�emo dobiti8 planarno utapaǌe grafa G.

Pretpostavimo suprotno. Razmotrimo prvo sluqaj kada je y spojen sa barem tri qvora iz skupa
{x1, x2, . . . , xk}; neka su to xi, xt i xl. Me�utim, tada9 graf indukovan sa C∪{x, y} sadr�i K5-topoloxki
minor (qiji su znaqajni qvorovi x, y, xi, xt, xl), xto je kontradikcija.

Doka�imo sada da postoje susedi y′ i y′′ qvora y, i 1 6 s, r 6 k tako da {y′, y′′}∩ {xs, xr} = ∅ i da se
qvorovi xs, y

′, xr, y
′′ nalaze u tom redosledu kada obilazimo C u smeru kazaǉke na satu. Razmotrimo

prvo sluqaj kada y ima samo dva suseda y′ i y′′ na C. Neka se y′ nalazi na Cs i neka je y′ 6= xs. Ako
je y′ 6= xs+1 tada je dovoǉno uzeti qvorove xs, y

′, xs+1, y
′′, a ako je y′ = xs+1, tada je dovoǉno uzeti

qvorove xs, y′, xs+2, y
′′. Dakle, mo�emo pretpostaviti da y ima barem tri suseda na C. Po prethodnom

delu dokaza, barem jedan od ǌih, bez umaǌeǌa opxtosti y′, nije iz skupa {x1, x2, . . . , xk}. Ako se y′

nalazi u Cs, tada je dovoǉno uzeti qvorove xs, y′, xs+1, y
′′, gde je y′′ 6= y′ neki sused od y na C.

Dakle, dokazali smo da postoje susedi y′ i y′′ qvora y i 1 6 s, r 6 k tako da {y′, y′′} ∩ {xs, xr} = ∅
i da se qvorovi xs, y

′, xr, y
′′ nalaze u tom redosledu kada obilazimo C u smeru kazaǉke na satu.

Me�utim, tada graf indukovan sa C ∪ {x, y} sadr�i K3,3-topoloxki minor (qiji su znaqajni qvorovi
x, xs, xr, y, y

′, y′, pri qemu {x, y′, y′′} odgovara jednoj, a {y, xs, xr} drugoj strani biparticije), xto je
kontradikcija. 2

9.2 Zavrxetak dokaza

Za graf G = (V,E) ka�emo da je E-maksimalan sa svojstvom P ako svaki graf G′ = (V,E′) takav da
je E ( E′ nema svojstvo P.

Primetimo da ako je graf planaran, tada je i svaki ǌegov podgraf tako�e planaran. Zato,
dovoǉno je dokazati da su E-maksimalni grafovi koji ne sadr�e K5- i K3,3-topoloxki minor, zaista
planarni. U slede�e dve leme ovo dokazujemo za grafove koji nisu 3-povezani.

Lema 9.3 Neka je G = (V,E) jedan E-maksimalan graf koji ne sadr�i K5- i K3,3-topoloxki minor. Ako
je S preseqni skup grafa G takav da je |S| 6 2 i (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ S, tada je S = {x, y}, pri
qemu je xy ∈ E, i va�i da su grafovi indukovani sa X ∪ S i Y ∪ S tako�e E-maksimalni grafovi koji ne
sadr�e K5- i K3,3-topoloxki minor.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Dovoǉno je razmotriti slede�e sluqajeve.

1◦ S = ∅. Tada graf G nije povezan. Neka su C1 i C2 neke dve (razliqite) komponente povezanosti
grafa G i z1 i z2 qvorovi u C1 i C2, redom (jasno z1z2 6∈ E). Neka je G′ graf dobijen od G dodavaǌem
grane z1z2. Zbog E-maksimalnosti grafa G, zakǉuqujemo da graf G′ sadr�i K5- ili K3,3-topoloxki
minor T . Kako G ne sadr�i T , to z1z2 mora biti grana grafa T . Me�utim, tada je z1z2 most grafa
T , xto nije mogu�e jer je T 2-povezan (svaki K5- ili K3,3-topoloxki minor je 2-povezan).

2◦ S = {z}. Neka je (X,Y ) razbijaǌe grafa G\{z}. Mo�emo pretpostaviti da z ima suseda x u X i
suseda y u Y , jer u suprotnom graf G nije povezan (a taj sluqaj smo razmatrali u 1◦). Jasno, xy 6∈ E.
Neka je G′ graf dobijen od G dodavaǌem grane xy. Zbog E-maksimalnosti grafa G, zakǉuqujemo da
graf G′ sadr�i K5- ili K3,3-topoloxki minor T . Kako G ne sadr�i T , to xy mora biti grana grafa
T . Kako u grafu T ne postoji most, to je i z qvor grafa T . Pretpostavimo, bez umaǌeǌa opxtosti,
da T ima barem jedan znaqajan qvor u X \{x} (T ima barem 5 znaqajnih qvorova, pa barem jedan mora
biti u X \ {x} ili u Y \ {y}). Kako je {x, z} preseqni skup grafa G′, to je {x, z} preseqni skup grafa
T (koji razdvaja qvorove iz T koji su u X \ {x} i qvorove iz T koji su u Y ). Ovo je mogu�e jedino
ukoliko su x i z na putu P grafa T koji je dobijen podelom grane grafa K3,3 ili K5. Me�utim,
tada je deo grafa T koji se nalazi u Y ∪ {x, z} zapravo potput P ′ puta P od x do z, pa zamenom u T

7Po definiciji, x i y su susedni, a ovde razmatramo preostale susede qvorova x i y.
8Kako?
9Nacrtajte sliku!

33



puta P ′ granom xz dobijamo graf T ′ koji je K3,3- ili K5-topoloxki minor i koji je sadr�an u grafu
indukovanom sa X ∪ {z}, kontradikcija.

3◦ S = {x, y} i xy 6∈ E. Neka je (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ {x, y}. Mo�emo pretpostaviti da x i y
imaju susede i u X i u Y , jer se u suprotnom dokaz svodi na sluqaj 1◦ ili 2◦. Neka je G′ graf dobijen
od G dodavaǌem grane xy. Zbog E-maksimalnosti grafa G, zakǉuqujemo da graf G′ sadr�i K5- ili
K3,3-topoloxki minor T . Kako G ne sadr�i T , to xy mora biti grana grafa T . Pretpostavimo, bez
umaǌeǌa opxtosti, da T ima barem jedan znaqajan qvor u X. Kako je {x, y} preseqni skup grafa
G, to se svi qvorovi grafa T iz Y ∪ {x, y} nalaze na putu P grafa T koji je dobijen podelom grane
grafa K3,3 ili K5. Kako je xy grana grafa T , ovo je jedino mogu�e ako T nema qvorova u Y . Neka
je P ′ proizvoǉan put od x do y grafa G qiji su svi qvorovi u Y ∪ {x, y}. Ako je T ′ graf dobijen
od T zamenom grane xy sa P ′, tada je T ′ jedan K5- ili K3,3-topoloxki minor koji je sadr�an u G,
kontradikcija.

4◦ S = {x, y} i xy ∈ E. U ovom sluqaju dovoǉno je dokazati drugi deo tvr�eǌa. Neka je GX graf
indukovan sa X ∪{x, y} i x1, x2 ∈ X ∪{x, y} takvi da x1x2 6∈ E (ako qvorovi x1 i x2 ne postoje, tj. ako je
graf GX kompletan, tada je GX trivijalno E-maksimalan). Dovoǉno je dokazati da graf G′X dobijen
od GX dodavaǌem grane x1x2 sadr�i K5- ili K3,3-topoloxki minor. Neka je G′ graf dobijen od G
dodavaǌem grane x1x2. Zbog E-maksimalnosti grafa G, zakǉuqujemo da graf G′ sadr�i K5- ili K3,3-
topoloxki minor T . Ako je T sadr�an u X ∪{x, y}, tada je dokaz zavrxen. U suprotnom, zakǉuqujemo
(kao u prethodnom delu dokaza) da se svi qvorovi grafa T koji su u X ∪{x, y} ili svi qvorovi grafa
T koji su u Y ∪ {x, y}, nalaze na putu P grafa T (koji je dobijen podelom grane grafa K3,3 ili K5).
Prvi sluqaj nije mogu�, jer tada zamenom puta P granom xy dobijamo K5- ili K3,3-topoloxki minor
koji je podgraf grafa G (tj. ne sadr�i granu x1x2), xto je kontradikcija. Dakle, svi qvorovi grafa
T koji su u Y ∪ {x, y} nalaze se na putu P grafa T koji je dobijen podelom grane grafa K3,3 ili K5,
pa zamenom P sa xy u T , dobijamo K5- ili K3,3-topoloxki minor T ′ koji je podgraf grafa G′X . Ovim
je dokaz zavrxen. 2

Lema 9.4 Neka je G = (V,E), |V | > 4, E-maksimalan graf koji ne sadr�i K5- i K3,3-topoloxki minor.
Tada je G jedan 3-povezan graf.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po |V |. Tvr�eǌe oqigledno10 va�i kada je |V | = 4. Pretpostavimo
zato da tvr�eǌe va�i za sve grafove sa barem 4 i maǌe od |V | qvorova, i doka�imo ga za G.

Pretpostavimo suprotno, tj. da G ima preseqni skup S takav da je |S| 6 2. Po prethodnoj lemi,
va�i S = {x, y} i xy je grana grafa G. Uz to, ako je (X,Y ) razbijaǌe grafa G \ S, grafovi G1 i G2

indukovani sa X ∪ S i Y ∪ S, redom, su E-maksimalni grafovi koji ne sadr�e K5- i K3,3-topoloxki
minor. Po induktivnoj pretpostavci, svaki od grafova G1 i G2 ima ili najvixe 3 qvora ili je
3-povezan, pri qemu ako neki od ǌih ima taqno tri qvora onda je izomorfan sa K3 (u suprotnom
graf G ima preseqni skup sa jednim qvorom). Po Teoremi 9.1 i Lemi 9.1, zakǉuqujemo da su G1 i G2

planarni grafovi. Neka su G̃1 i G̃2 ǌihova planarna utapaǌa. Po Lemi 9.2, granica svake oblasti
ovih planarnih utapaǌa je ciklus. Neka je fi oblast utapaǌa G̃i na qijoj se granici nalazi xy i
neka je zi 6∈ {x, y} qvor na granici ove oblasti, za i ∈ {1, 2}.

Neka je G′ graf koji se od G dobija dodavaǌem grane z1z2. Zbog E-maksimalnosti grafa G, graf
G′ sadr�i K5- ili K3,3-topoloxki minor.

Pretpostavimo prvo da G′ sadr�i K5-topoloxki minor T . Bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo
da se u Y nalazi ne vixe znaqajnih qvorova od T nego u X. Jasno, tada se u Y nalaze najvixe dva
znaqajna qvora od T . Pretpostavimo prvo da se u Y nalaze taqno dva znaqajna qvora t1 i t2 od T .
Tada se, po naxoj pretpostavci, u X nalaze barem dva znaqajna qvora od T , pa je najvixe jedan od
qvorova x i y znaqajan u T . Posmatrajmo puteve u T od t1 i t2 do preostalih znaqajnih qvorova
grafa T . Ovih puteva ima 6 i svaki od ǌih mora sadr�ati x, y ili z1. Me�utim, qvor grafa T se
nalazi na vixe puteva jedino ako je znaqaj, pa se najvixe dva od qvorova x, y ili z1 mogu nalaziti
na vixe od jednom (i to na taqno dva) od opisanih 6 puteva. Dakle, qvorovi x, y, z1 sadr�ani su u
najvixe 5 opisanih puteva, qime dobijamo �eǉenu kontradikciju. Razmotrimo sada sluqaj kada se u
Y nalazi taqno jedan znaqajan qvor t od T . Sliqno kao u prethodnom delu, u T postoje 4 puta od t do
preostalih znaqajnih qvorova grafa T , a svaki od ǌih mora sadr�ati x, y ili z1. Kako niti jedan od
ovih qvorova ne mo�e biti sadr�an u dva od opisanih puteva, opet dobijamo �eǉenu kontradikciju.
Konaqno, pretpostavimo da u Y nema znaqajnih qvorova od T . Kako G1 ne sadr�i K5-topoloxki
minor, zakǉuqujemo da se neki qvorovi od T , a samim tim i delovi puteva, nalaze u Y . Kako svaki

10Zaxto?
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od opisanih puteva mora pro�i kroz dva od tri qvora iz skupa {x, y, z1}, a najvixe jedan put kroz
z1, zakǉuqujemo da postoje najvixe dva ovakva puta. Ako neki od ovih puteva sadr�i qvorove x i
y, tada u T ovaj put mo�emo zameniti granom xy qime dobijamo graf T ′ koji je K5-topoloxki minor
sadr�an u G, pa zato mo�emo pretpostaviti da opisani putevi ne sadr�e i x i y. Tada postoji taqno
jedan opisani put P i pretpostavimo da on sadr�i z1 i bez umaǌeǌa opxtosti x. Neka je G′1 graf
dobijen od G1 dodavaǌem grane z1x (ako je z1x grana grafa G1, tada je G′1 = G1). Po naqinu izbora
qvora z1 zakǉuqujemo da je graf G′1 planaran (dovoǉno je u planarno utapaǌe G̃1 ucrtati granu z1x).
Me�utim, ako je T ′′ graf dobijen od T ′ zamenom puta P granom z1x, tada je T ′′ jedan K5-topoloxki
minor koji je sadr�an u G′1, xto je kontradikcija (sa Posledicom 8.3).

Pretpostavimo sada da G′ sadr�i K3,3-topoloxki minor T . Postupamo sliqno11 kao u prethodnom
delu dokaza. Bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da se u Y nalazi ne vixe znaqajnih qvorova od T
nego u X. Jasno, tada se u Y nalaze najvixe tri znaqajna qvora od T . Pretpostavimo prvo da se u Y
nalaze taqno tri znaqajna qvora t1, t2, t3 od T (preostala tri znaqajna qvora se nalaze u X). Imamo
dve mogu�nosti: (1) skup {t1, t2, t3} odgovara jednoj strani biparticije grafa K3,3; (2) dva qvora,
bez umaǌeǌa opxtosti t1 i t2, se nalaze na jednoj, a t3 na drugoj strani biparticije. Posmatrajmo
puteve u T od t1, t2, t3 do preostalih znaqajnih qvorova grafa T . Ovih puteva ima 9 (u sluqaju (1))
ili 5 (u sluqaju (2)), svaki od ǌih mora sadr�ati jedan od qvorova x, y ili z1, i od qvorova x, y i z1

jedino z1 mo�e biti sadr�an u vixe od jednom od ovih puteva (jer x i y nisu znaqajni qvorovi). Ovo
je oqigledno nemogu�e. Razmotrimo sada sluqaj kada se u Y nalaze taqno dva znaqajna qvor t1 i t2
od T . Opet imamo dve mogu�nosti: (1’) qvorovi t1 i t2 nalaze se na istoj strani biparticije grafa
K3,3; (2’) qvorovi t1 i t2 nalaze se na razliqitim stranama biparticije grafa K3,3. Sliqno kao u
prethodnom delu, u T od t1 i t2 do preostalih znaqajnih qvorova grafa T postoji 6 puteva (u sluqaju
(1’)) ili 4 puta (u sluqaju (2’)), a svaki od ǌih mora sadr�ati x, y ili z1. Primetimo da ako dva
od ovih puteva sadr�e z1, tada barem jedan od ǌih mora sadr�ati x ili y (pored z1), tj. opisanih
puteva ima najvixe 5 i (1’) nije mogu�e. Neka zato va�i (2’), tj. neka se qvorovi t1 i t2 nalaze na
razliqitim stranama biparticije grafa K3,3. Tada, svaki od opisanih puteva prolazi kroz najvixe
jedan od qvorova x, y i z1, jer je u suprotnom neki qvor v ∈ {x, y, z1} znaqajan u T , i u T postoji put
od v do t1 i od v do t2, xto nije mogu�e jer se t1 i t2 nalaze na razliqitim stranama biparticije
grafa K3,3. Dakle, ni (2’) nije mogu�e. Pretpostavimo sada da se u Y nalazi taqno jedan znaqajan
qvor t od T . U grafu T od qvora t do preostalih znaqajnih qvorova grafa T postoje 3 put i svaki
od ǌih sadr�i taqno jedan od qorova x, y i z1. Neka je G′′1 graf dobijen od grafa G1 dodavaǌem
qvora t′ i grana t′x, t′y, t′z1. Po naqinu izbora qvora z1 zakǉuqujemo da je graf G′′1 planaran (dovoǉno
je u planarno utapaǌe G̃1 dodati qvor t′ unutar oblasti f1 i zatim ucrtati grane t′x, t′y i t′z1).
Me�utim, ako je T ′′ graf dobijen od T zamenom puteva od t do x, y i z1 sa granama t′x, t′y i t′z1,
tada je T ′′ jedan K5-topoloxki minor koji je sadr�an u G′′1 , xto je kontradikcija (sa Tvr�eǌem 8.2).
Sluqaj kada u Y nema znaqajnih qorova razmatramo kao u prethodnom delu dokaza. 2

Na ovaj naqin dokazali smo glavni rezultat ovog poglavǉa.

Teorema 9.2 (Kuratovski 1930) Graf G = (V,E) je planaran ako i samo ako ne sadr�i K3,3- i K5-
topoloxki minor.

Dokaz. (⇒:) Ova implikacija sledi iz Posledice 8.2, Posledice 8.3 i Tvr�eǌa 8.1.
(⇐:) Po Lemi 9.1 graf G ne sadr�i K3,3- i K5-minor kao podgraf. Neka je G′ E-maksimalan graf

koji ne sadr�i K3,3- i K5-minor kao podgraf i qiji je G pograf (dakle, G′ je dobijen dodavaǌem
grana u G). Jasno, ako doka�emo da je G′ planaran, tada je i G planaran. Po Lemi 9.4 graf G′ je
3-povezan (ili je |V | = 3, a tada tvr�eǌe oqigledno va�i), pa je po Teoremi 9.1 graf G′ planaran.2

11Ideja dokaza je ista, samo je potrebno biti pa�ǉiviji, jer treba razmotriti vixe sluqajeva.
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Predavaǌe 10

Klike i nezavisni skupovi

U ovom poglavǉu pa�ǉivije �emo razmotriti grafove koji ne sadr�e odre�ene kompletne grafove i
nezavisne skupove.

Prvo �emo razmatrati grafove koji ne sadr�e kompletan graf Kr+1, za neko r ∈ N. Jasno, svaki
ovakav graf G (sa n > r+1 qvorova) ne mo�e imati ,,previxe” grana. Naredna teorema daje (najboǉe)
gorǌe ograniqeǌe za broj grana grafa G (u zavisnosti od n).

Neka je r ∈ N. Za graf G = (V,E) ka�emo da je r-partitivan ako postoji particija skupa V
na neprazne skupove V1, V2, . . . , Vr, takve da za svako xy ∈ E va�i x ∈ Vi i y ∈ Vj, za neke razliqite
i, j ∈ {1, 2, . . . , r}. Ovaj graf je kompletan k-partitivan ako va�i: xy ∈ E ako i samo ako je x ∈ Vi i
y ∈ Vj, za neke razliqite i, j ∈ {1, 2, . . . , r}. Primetimo da su pojmovi 2-partitivan i bipartitivan
ekvivalentni.

Teorema 10.1 (Turan 1941) Neka je G = (V,E) graf koji ne sadr�i Kr+1, za neko r ∈ N. Tada je broj

grana grafa G najvixe
(

1− 1

r

)
· n

2

2
, gde je n = |V |.

Dokaz. Neka je Gn = (Vn, En) graf sa n qvorova koji ne sadr�i Kr+1 i koji ima maksimalan broj
grana. Doka�imo prvo slede�a dva pomo�na tvr�eǌa.
Tvrdǌa 1. Ako je Gn r-partitivan graf sa particijom (V1, V2, . . . , Vr), tada je Gn kompletan r-partitivan
graf i va�i |Vi| − |Vj | 6 1, za sve 1 6 i, j 6 r.
Dokaz Tvrdǌe 1. Kako Gn ima maksimalan broj grana, to je Gn kompletan r-partitivan graf. Doka�i-
mo i drugi deo tvr�eǌa. Pretpostavimo suprotno, tj. da, bez umaǌeǌa opxtosti, va�i |V1|− |V2| > 2.
Neka je v ∈ V1 i G′n = (Vn, E

′
n) kompletan r-partitivan graf zadat particijom V1\{v}, V2∪{v}, V3, . . . , Vr.

Primetimo da je En \ E′n = {vv′′ : v′′ ∈ V2} i E′n \ En = {vv′ : v′ ∈ V1 \ {v}}, pa je |E′n| − |En| =
|E′n \En| − |En \E′n| = |V1 \ {v}| − |V2| > 1, tj. G′n ima vixe grana od Gn, xto je kontradikcija. Ovim je
Tvrdǌa 1 dokazana.
Tvrdǌa 2. Neka je H = (V,E) proizvoǉan graf koji ne sadr�i Kr+1. Tada postoji kompletan r-
partitivan graf T = (V,ET ) takav da je |ET | > |E|.
Dokaz Tvrdǌe 2. Dokaz izvodimo indukcijom po r. Za r = 1 tvr�eǌe trivijalno va�i (tada je E = ∅).
Pretpostavimo zato da tvr�eǌe va�i za sve r − 1 ≥ 1 i doka�imo ga za r i graf H.

Neka je v ∈ V qvor najve�eg stepena u H i N(v) (kao i obiqno) skup suseda od v u H. Kako H ne
sadr�i Kr+1, to graf indukovan sa N(v) ne sadr�i Kr (jer su svi qvorovi ovog grafa spojeni sa v).
Dakle, po induktivnoj pretpostavci postoji kompletan (r − 1)-partitivan graf T ′ = (N(v), E′) takav
da je |E′| > |E(N(v))|, gde je E(N(v)) skup grana grafa indukovanog sa N(v) (u H). Neka je S = V \N(v)
i neka je T = (V,ET ) kompletan r-partitivan graf qija se particija sastoji od (r−1)-particije skupa
N(v) (taqnije odgovaraju�ih r − 1 skupova) i skupa S. Tada va�i (prisetimo se da je stepen svakog
qvora u grafa H, u oznaci deg(u), najvixe |N(v)|)

|ET | = |E′|+ |N(v)| · |S| > |E(N(v))|+
∑
u∈S

deg(u).

Kako su u
∑
u∈S

deg(u) sve grane grafa H koje imaju barem jedan qvor u S brojane barem jednom1, to je

|E(N(v))|+
∑
u∈S

deg(u) > |E|. Ovim je dokaz Tvrdǌe 2 zavrxen.

1Grane qija su oba kraja u S su brojane dva puta.
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Vratimo se na dokaz teoreme. Neka je n = kr + s, gde je 0 6 s < r. Iz prethodne dve tvrdǌe
zakǉuqujemo da je Gn kompletan r-partitivan graf sa particijom (V1, V2, . . . , Vr), pri qemu |V1| =
|V2| = . . . = |Vs| = k + 1 i |Vs+1| = |Vs+2| = . . . = |Vr| = k. Tada je

|En| =
∑

16i<j6r

|Vi| · |Vj | =
∑

16i<j6s

|Vi| · |Vj |+
∑

s+16i<j6r

|Vi| · |Vj |+
∑

16i6s
s+16j6r

|Vi| · |Vj |

=

(
s

2

)
(k + 1)2 +

(
r − s

2

)
k2 + s(r − s)(k + 1)k

=
n2(r − 1)

2r
+
s(s− r)

2r

[
korix�eǌem k =

n− s
r

]
6
n2(r − 1)

2r
,

qime je dokaz zavrxen. 2

U prethodnoj teoremi dokazano je i vixe, tj. odre�en je jedinstven (do na izomorfizam) graf
koji ima n qvorova ne sadr�i Kr+1 i ima maksimalan broj grana. To je upravo graf Gn (pogledati
posledǌi pasus prethodnog dokaza), koji se jox naziva i Turanov graf i obele�ava sa Tn,r. Primetimo

da Tn,r ima taqno
n2(r − 1)

2r
+
s(s− r)

2r
grana.

Kao ilustraciju primene Turanove teoreme dokaza�emo slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 10.1 Neka je S skup koji se sastoji od n taqaka u ravni, qiji je dijametar2 1. Tada je broj

parova taqaka iz S qije je rastojaǌe ve�e od 1/
√

2 najvixe
[
n2

3

]
.

Dokaz. Neka je S = {A1, A2, . . . , An}. Posmatrajmo graf G = (V,E), takav da je V = {v1, v2, . . . , vn}, a
vivj ∈ E ako i samo ako je |AiAj | > 1/

√
2. Dokaza�emo da G ne sadr�i K4.

Pretpostavimo suprotno, tj. da za neke vi, vj , vk, vl ∈ V skup {vi, vj , vk, vl} indukuje kompletan graf
sa 4 qvora. Tada su svake dve taqke iz skupa T = {Ai, Aj , Ak, Al} na rastojaǌu ve�em od 1/

√
2. Dovoǉno

je razmotriti slede�a tri sluqaja (u ǌima posmatramo konveksan omotaq skupa T ).
1◦ Taqke iz T obrazuju konveksan qetvorougao. Barem jedan od uglova ovog qetvorougla je ne

maǌi od 90◦ (ne mogu sva qetiri ugla biti maǌa od 90◦, jer je zbir uglova qetvorougla 360◦), pa bez
umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je ^AjAiAl > 90◦. Tada je po kosinusnoj teoremi

|AjAl|2 = |AiAj |2 + |AiAl|2 − 2 · |AiAj | · |AiAl| · cos^AjAiAl > |AiAj |2 + |AiAl|2 >
1

2
+

1

2
= 1,

xto je kontradikcija.
2◦ Neke tri taqke iz T obrazuju trougao, a qetvrta se nalazi unutar ovog trougla. Neka je bez

umaǌeǌa opxtosti AiAjAk ovaj trougao. Tada je barem jedan od uglova AiAlAj, AjAlAk, AkAlAi ne
maǌi od 120◦ (jer je zbir ova tri ugla jednak 360◦). Neka je bez umaǌeǌa opxtosti ^AiAlAj > 120◦.
Tada je po kosinusnoj teoremi

|AiAj |2 = |AiAl|2 + |AjAl|2−2 · |AiAl| · |AjAl| ·cos^AiAlAj > |AiAj |2 + |AiAl|2 + |AiAl| · |AjAl| >
1

2
+

1

2
+

1

2
=

3

2
,

xto je kontradikcija.
3◦ Taqke Ai, Aj, Ak i Al su kolinearne. Ako je, bez umaǌeǌa opxtosti, raspored ovih taqaka

Ai −Aj −Ak −Al, tada va�i

|AiAl| = |AiAj |+ |AjAk|+ |AkAl| >
3√
2
,

xto je kontradikcija.
Dakle, G je graf koji ne sadr�i K4 i ima n qvorova. Po Teoremi 10.1, graf G ima ne vixe od

2

3
· n

2

2
=
n2

3
grana, tj. ne vixe od

[
n2

3

]
grana (jer je broj grana ceo broj). 2

Nije texko dokazati da, za svako n, u ravni postoji skup S od n taqaka koji je dijametra 1 i takav

da je broj parova taqaka iz S qije je rastojaǌe ve�e od 1/
√

2 jednak
[
n2

3

]
.

2Dijametar (konaqnog) skupa je najve�e rastojaǌe neke dve taqke tog skupa.
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10.1 Remzijevi brojevi
Neka su k i s dati prirodni brojevi. Intuitivno je jasno da za ,,dovoǉno veliko” n svaki graf sa
n qvorova mora sadr�ati kompletan graf sa k qvorova ili nezavisan skup sa s qvorova. Ciǉ ovog
poglavǉa je da doka�emo ovo tvr�eǌe, kao i da damo neke procene o tome koliko velik broj n mora
biti.

Definicija 10.1 Neka su k i s dati prirodni brojevi. Remzijev broj R(k, s) je najmaǌi prirodan broj
takav da svaki graf sa barem R(k, s) qvorova sadr�i kompletan graf sa k qvorova ili nezavisan skup sa
s qvorova.

Nije texko proveriti3 da za sve k, s ∈ N va�i

R(k, 1) = 1, R(1, s) = 1, R(k, 2) = k, R(2, s) = s.

Iz naredne teoreme sledi�e da su Remzijevi brojevi dobro definisani (tj. da su konaqni) za sve
k, s ∈ N.

Teorema 10.2 Neka je k, s > 2. Tada va�i:

(1) R(k, s) 6 R(k − 1, s) +R(k, s− 1);

(2) R(k, s) 6

(
k + s− 2

k − 1

)
;

(3) ako su R(k − 1, s) i R(k, s− 1) parni brojevi, tada je R(k, s) 6 R(k − 1, s) +R(k, s− 1)− 1.

Dokaz. (1) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji graf G = (V,E) sa R(k − 1, s) +R(k, s− 1) qvorova
koji ne sadr�i kompletan graf sa k qvorova niti nezavisan skup sa s qvorova. Neka je v (proizvoǉan)
qvor grafa G.

Posmatrajmo podgraf G′ grafa G koji je indukovan skupom N(v). Kako je svaki qvor grafa G′

spojen sa v, to G′ ne sadr�i kompletan graf sa k − 1 qvorova (jer u suprotnom G sadr�i kompletan
graf sa k qvorova), a oqigledno G′ ne sadr�i nezavisan skup sa s qvorova. Dakle, G′ ima maǌe od
R(k − 1, s) qvorova, pa je |N(v)| 6 R(k − 1, s)− 1.

Posmatrajmo sada podgraf G′′ grafa G koji je indukovan skupom V \ (N(v) ∪ {v}). Kako nijedan
qvor grafa G′′ nije spojen sa v, to G′′ ne sadr�i nezavisan skup sa s− 1 qvorova (jer u suprotnom G
sadr�i nezavisan skup sa s qvorova), a oqigledno G′′ ne sadr�i kompletan graf sa k qvorova. Dakle,
G′′ ima maǌe od R(k, s− 1) qvorova, pa je |V \ (N(v) ∪ {v})| 6 R(k, s− 1)− 1.

Konaqno, |V | = |{v}∪N(v)∪(V \(N(v)∪{v}))| = 1+ |N(v)|+ |V \(N(v)∪{v})| 6 R(k−1, s)+R(k, s−1)−1,
xto je kontradikcija.

(2) Indukcijom po k + s dokazujemo da data nejednakost va�i za sve k, s ∈ N. Ako je k = 1 ili s = 1,
tada je

(
k+s−2
k−1

)
= 1 i R(k, s) = 1, pa (ne)jednakost va�i. Pretpostavimo zato da je k, s > 2 i da

nejednakost va�i za sve R(k′, s′) takve da je k′ + s′ 6 k + s− 1. Tada je po delu (1)

R(k, s) 6 R(k − 1, s) +R(k, s− 1) 6

(
k − 1 + s− 2

k − 2

)
+

(
k + s− 1− 2

k − 1

)
, [ po IH ]

pa kako za sve a, b ∈ N0 va�i4
(
a
b

)
+
(

a
b+1

)
=
(
a+1
b+1

)
, to je

(
k+s−3
k−2

)
+
(
k+s−3
k−1

)
=
(
k+s−2
k−1

)
, qime je dokaz ovog

dela zavrxen.

(3) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji graf G = (V,E) sa R(k− 1, s) +R(k, s− 1)− 1 qvorova koji
ne sadr�i kompletan graf sa k qvorova niti nezavisan skup sa s qvorova. Kako graf G ima neparno
qvorova, a po Posledici 1.1 broj qvorova neparnog stepena svakog grafa je paran, to G sadr�i qvor
v koji je parnog stepena. Dokaz nastavǉamo5 kao u delu (1).

Kao u delu (1) dokazujemo da va�i |N(v)| 6 R(k − 1, s)− 1. Me�utim, |N(v)| = deg(v) je paran broj,
a R(k− 1, s)− 1 neparan, pa se prethodna nejednakost mo�e popraviti, tj. va�i |N(v)| 6 R(k− 1, s)− 2.
Daǉe, kao u delu (1) dokazujemo da va�i |V \ (N(v) ∪ {v})| 6 R(k, s− 1)− 1.

3Proverite ovo.
4Podsetite se dokaza ovog tvr�eǌa.
5Probajte da nastavak uradite sami.
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Konaqno, |V | = |{v}∪N(v)∪(V \(N(v)∪{v}))| = 1+ |N(v)|+ |V \(N(v)∪{v})| 6 R(k−1, s)+R(k, s−1)−2,
xto je kontradikcija. 2

Korix�eǌem prethodnog tvr�eǌa mo�emo odrediti R(k, s) za male vrednosti brojeva k, s ∈ N. Po
(1), va�i R(3, 3) 6 R(2, 3) +R(3, 2) = 6, a kako je R(3, 3) > 5 (posmatraǌem grafa C5), zakǉuqujemo da je
R(3, 3) = 6. Daǉe, kako su R(2, 4) i R(3, 3) parni brojevi, to po (3) va�i R(3, 4) 6 R(2, 4)+R(3, 3)−1 = 9.
Nije texko konstruisati graf sa 8 qvorova koji ne sadr�i kompletan graf sa 3 qvora niti nezavisan
skup sa 4 qvora, pa je R(3, 4) = 9. Sliqno se mo�e dokazati da je R(3, 5) = 14 i R(4, 4) = 18.

Nejednakosti date u Teoremi 10.2 qesto nisu dovoǉno dobre. Taqnije, vrednosti brojeva R(k, l)
poznate su za veoma malo parova (k, l), takvih da je k, l > 3.

Ovo poglavǉe zavrxavamo doǌim ograniqeǌem brojeva R(k, k).

Teorema 10.3 Za k > 2 va�i R(k, k) > 2k/2.

Dokaz. Tvr�eǌe va�i za k = 2, pa mo�emo pretpostaviti da je k > 3.
Neka je n prirodan broj, V = {v1, v2, . . . , vn} skup sa n qvorova i Gn skup svih grafova qiji je skup

qvorova jednak V (posmatramo sve grafove, tj. izomorfne grafove posmatramo kao razliqite). Svaki
graf iz Gn dobijamo tako xto za sve i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j, odluqimo da li �e vivj biti grana ili
ne, tj. za sve ovakve i i j imamo dve mogu�nosti. Dakle,

|Gn| = 2(n
2).

Neka je sa Gkn oznaqen skup grafova iz Gn koji sadr�e kompletan graf sa k qvorova. Tada va�i
slede�e (grubo) ograniqeǌe

|Gkn| 6
(
n

k

)
· 2(n

2)−(k
2)

(prvo smo ,,odabrali” kojih k qvorova �e qiniti kompletan graf – to mo�emo uraditi na
(
n
k

)
; zatim

smo za svaki od preostalih
(
n
2

)
−
(
k
2

)
parova (i, j), i < j, odabrali da li �e vivj biti grana ili ne).

Neka je n proizvoǉan broj maǌi od 2k/2. Tada va�i

|Gkn|
|Gn|

6

(
n
k

)
2(n

2)−(k
2)

2(n
2)

=

(
n
k

)
2(k

2)
=

n(n−1)···(n−k+1)
k!

2(k
2)

<
nk

k!

2(k
2)
<

2k2/2

k!

2(k
2)

=
2k/2

k!
.

Indukcijom nije texko dokazati da za k > 2 va�i 21+k/2 < k!, pa je

|Gkn|
|Gn|

<
1

2
.

Dakle, maǌe od polovina grafova iz Gn sadr�i kompletan graf sa k qvorova. Sliqno, mo�emo
dokazati da maǌe od polovina grafova iz Gn sadr�i nezavisan skup sa k qvorova, pa postoji graf
sa n qvorova (iz Gn) koji ne sadr�i kompletan graf sa k qvorova niti nezavisan skup sa k qvorova.
Samim tim, n < R(k, k), pa je R(k, k) > 2k/2. 2
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