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Uvod

Uvod

Definicija

Statistika je nauka o podacima, tj. o �ihovom prikup	a�u,

prikaziva�u, analizira�u i izvo�e�u zak	uqaka na osnovu

�ih.

Statistiqke metode dele se na

deskriptivne (opisne)

metode statistiqkog zak	uqiva�a
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Uvod

Uvod

Definicija

Populacija u statistiqkom smislu je grupa objekata o kojima

treba doneti nekakav zak	uqak.

Uzorak je deo (ili podskup) objekata izvuqen iz populacije.

Populacije { primer

Konzumira�e alkohola me�u tinej
erima: Koliki je

procenat �ih koji konzumira redovno i s koliko godina

su poqeli da konzumiraju?

Proizvod�a u automobilskoj industriji: koliko hauba

mo�e maxina u proseku da ofarba pre prvog servisa?

Ispitiva�e javnog m�e�a: treba li uvoditi nove

autobuske linije?
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Uvod

Uvod

Definicija

Sluqajna promen	iva je promen	iva qije se vrednosti

odre�uju ishodom sluqajnog eksperimenta.

Sluqajna promen	iva definisana na objektima populacije

naziva se i obele�jem te populacije.

Definicija

Neprekidna sluqajna promen	iva je sluqajna promen	iva,

koja, pre izvedenog eksperimenta, mo�e uzeti bilo koju

vrednost iz nekog intervala realnih brojeva.

Diskretna sluqajna promen	iva je sluqajna promen	iva,

koja mo�e uzeti najvixe konaqno ili prebrojivo beskonaqno

mnogo razliqitih vrednosti.
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Uvod

Uvod

Sluqajne promen	ive { primer

Redovno konzumira�e alkohola { diskretna promen	iva s

dve vrednosti \da " i \ne"; Starost poqetka konzumira�a

{ neprekidna promen	iva

Broj ofarbanih hauba { diskretna promen	iva s

prebrojivo beskonaqno vrednosti 0,1,2,...

Zainteresovanost za uvo�e�em autobuske linije {

diskretna promen	iva { \da" i \ne\

Diskretne promen	ive mogu se svrstati u dve grupe:

kategoriqke (faktori) i numeriqke. Kategoriqke

promen	ive da	e se dele na nominalne i ordinalne.

Neprekidne promen	ive sve pripadaju grupi numeriqkih.

nominalne: "da\{"ne\, pol, boja kose, mesto ro�e�a...

ordinalne: struqna sprema, odgovori na anketama...
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Uvod

Uvod

Definicija

Parametar populacije je neka opisna mera sluqajne

promen	ive (obele�ja) posmatrane na celoj populaciji.

Statistika je opisna mera sluqajne promen	ive (obele�ja)

posmatrane samo na uzorku.

Parametri populacije { primer

p - udeo (procenat) redovnih konzumenata alkohola; µ -

proseqna starost poqetka konzumira�a

m - proseqan broj ofarbanih hauba do prvog servisa
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Uvod

Koraci u statistiqkoj analizi

Odrediti populaciju koja se prouqava

Postaviti pita�a u vezi populacije na koja �elimo

odgovor

Odrediti sluqajne promen	ive (obele�ja) qije �e

prouqava�e pomo�i da do�emo do odgovora

Odrediti parametre populacije koji su od va�nosti

Izvu�i uzorak iz populacije

Odrediti statistike kojima �e se proceniti vrednosti

nepoznatih parametara

Primeniti tehnike statistiqkog zak	uqiva�a i

odgovoriti na postav	ena pita�a
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Deskriptivna statistika

Preliminarna analiza podataka

Ci	 preliminarne analize je prikazati podatke na xto

razum	iviji naqin. Uk	uquje grafiqki prikaz i

raquna�e nekih va�nih statistika koji mogu dati vixe

informacija o promen	ivim od interesa.

Ona nam poma�e u konstrukciji statistiqkog modela

koji obuhvata sve naxe pretpostavke o promen	ivim i

slu�i kao osnova za sve metode statistiqkog

zak	uqiva�a.
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Deskriptivna statistika

Analiza numeriqkih podataka

Starost dece kad je prime�en prvi znak autizma { primer cele
populacije, nije uzorak!

1 6 8 3 2 3 14 24 7 4

Snaga zem	otresa u Kaliforniji po Rihterovoj skali { primer uzorka
1.0 8.3 3.1 1.1 5.1
1.2 1.0 4.1 1.1 4.0
2.0 1.9 6.3 1.4 1.3
3.3 2.2 2.3 2.1 2.1
1.4 2.7 2.4 3.0 4.1
5.0 2.2 1.2 7.7 1.5

Zanima nas:

Kakav je oblik raspodele? Da li vrednosti sluqajne

promen	ive qine neku prepoznat	ivu strukturu?

Koji je polo�aj podataka, tj. oko koje centralne vrednosti

su oni raspore�eni?

Koliko ima odstupa�a me�u podacima? Da li su oni

priliqno rasejani ili zgusnuti oko centralne vrednosti?
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Deskriptivna statistika

Oblici raspodela

Slika: simetriqna raspodela
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Deskriptivna statistika

Definicija

Za raspodelu se ka�e da je pomerena udesno ukoliko ima

dugaqak rep na desnoj strani. Ukoliko je taj rep na levoj

strani, ka�e se da je pomerena ulevo.

Slika: raspodele pomerene udesno i ulevo
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Deskriptivna statistika

Definicija

Histogram frekvencija (uqestalosti) je grafik takav da je

visina svakog stuba jednaka broju elemenata iz uzroka u

kategoriji koju predstav	a.

Konstrukcija histograma

Odrediti broj klasa { preporuka je 1 + log2 n, gde je n ukupan
broj podataka, zaokru�eno nagore na ceo broj.

Odrediti najma�i i najve�i element u uzorku; Na�i uzoraqki
raspon je jednak �ihovoj razlici

Na�i minimalnu xirinu stuba de	e�em raspona s brojem
stubova

Na�i stvarnu xirinu stuba zaokru�iva�em minimalne xirine
na gore, na onoliki broj decimala koliki imaju i podaci

Odrediti levu granicu prvog stuba, koja je malo (za pola
jedinice) ma�a od najma�eg elementa uzorka

Odrediti ostale granice i nacrtati stubove
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Deskriptivna statistika

Histogram

Broj odsutnih radnika s posla

15 9 15 5 16 16
30 7 12 9 23 15
21 16 17 13 20 18
2 31 11 12 27 22
15 14 10 6 19 14

Slika: Histogram broja odsustava
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Deskriptivna statistika

Histogram

Definicija

Histogram relativnih frekvencija je grafik takav da je

visina svakog stuba jednaka udelu (procentu) elemenata iz

kategorije koju predstav	a u celom uzorku.
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Deskriptivna statistika

Histogram

Cene leka u apotekama
12.00 11.98 11.48 12.99 11.20 12.06 11.98 11.20
12.50 13.02 11.75 12.05 11.71 11.10 11.82 11.80
11.75 11.17 12.25 11.90 12.03 11.89 12.15 11.96
11.87 10.95 12.20 11.85 11.70 11.92 13.00 12.40
12.03 12.75 12.69 12.03 11.90 11.72 12.60 12.11

Slika: Histogram cene leka
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Deskriptivna statistika

Tabelarni prikaz

> baza$radni.st<-factor(baza$radni.st)
> baza$bracno.st<-factor(baza$bracno.st)
> baza$br.dece<-as.numeric(baza$br.dece)
> baza$godine<-as.numeric(baza$godine)
> baza$obrazov<-factor(baza$obrazov, ordered = TRUE)

> baza$otac.obr<-factor(baza$otac.obr, ordered = TRUE)

> baza$majka.obr<-factor(baza$majka.obr, ordered = TRUE)

> baza$pol<-factor(baza$pol)

> summary(baza)

Pre da	e analize trebalo bi izbaciti nedostaju�e podatke
> baza1<-na.omit(baza)

> summary(baza1)
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Deskriptivna statistika

Za tabelira�e jedne promen	ive koristi se
> levels(baza1$radni.st)=c("puno radno vreme", "skraceno radno

vreme", "trenutno ne radi", "nezaposlen, otpusten", "u penziji",

"ucenik/ca", "domacin/ca", "drugo")

> table(baza1$radni.st)

ili jedne promen	ive u odnosu na drugu
> levels(baza1$pol)=c("M","Z")

> table(baza1$radni.st, baza$pol)
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Deskriptivna statistika

Trakasti dijagram

Trakasti dijagram na x−osi prikazuje kategorije, a na y−osi
frakvencije pojav	iva�a elemenata iz uzorka u svakoj od kategorija
> barplot(table(baza1$radni.st), col="yellow", main="Radni

status")
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Deskriptivna statistika

Mo�e se crtati jedna promen	iva u odnosu na kategorije druge
promen	ive.

> boje<-c("red","blue","green","yellow","pink","violet","grey","black")

> barplot(table(baza1$radni.st, baza1$pol), main="Radni status",

col=boje)

> barplot(table(baza1$radni.st, baza1$pol), main="Radni status",

col=boje, beside=TRUE)

> legend("topright", legend=levels(baza1$radni.st),
fill=boje,cex=0.8)
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Deskriptivna statistika

Kru�ni dijagram

> pie(table(baza1$radni.st), main="Radni status",

col=boje)
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Deskriptivna statistika

> par(mfrow=c(2,2))

> pie(table(baza1$radni.st), main="Radni status", col=boje,

radius=1, cex=0.5)

> pie(table(baza1$radni.st[baza1$pol=="M"]), main="Radni status

muskaraca", col=boje, radius=1, cex=0.5)

> pie(table(baza1$radni.st[baza1$pol=="F"]), main="Radni status

zena", col=boje, radius=1, cex=0.5)

> pie(table(baza1$pol), main="Pol", col=boje, radius=1, cex=0.5)
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Deskriptivna statistika

Odre�iva�e granica histograma po formuli
> broj.kategorija <-ceiling(log(length(baza1$godine),2))+1
> d<-(max(baza1$godine)-min(baza1$godine))/broj.kategorija
> granice<-min(baza1$godine)-1+(0:broj.kategorija)*(d+0.1)

> hist(baza1$godine, breaks=granice, prob=TRUE)
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Deskriptivna statistika

Dodava�e ocene gustine na histogram
> broj.kategorija <-ceiling(log(length(baza1$godine),2))+1
> d<-(max(baza1$godine)-min(baza1$godine))/broj.kategorija
> granice<-min(baza1$godine)-1+(0:broj.kategorija)*(d+0.1)
> hist(baza1$godine, breaks=granice, prob=TRUE)

> lines(density(baza1$godine), col="red", lwd=2)
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Deskriptivna statistika

Korix�e�e podrazumevanih granica funkcije hist
> hist(baza1$godine, main="Godine", xlab="")

> hist(baza1$godine, main="Godine", prob=TRUE, xlab="")

Procena udela populacije qija je starost ma�a od 40 godina
> H<-hist(baza1$godine, prob=TRUE, plot=FALSE)

> cumsum(H$density*diff(H$breaks))
[1] 0.02023121 0.15317919 0.41907514 0.66473988 0.82947977 0.90751445

0.97398844 0.99710983 1.00000000

Tra�ena procena je 0.42.



Biostatistika i analiza podataka

Deskriptivna statistika

Mere polo�aja

Tri va�na parametra populacije koji odre�uju polo�aj

raspodele su:

sred�a vrednost populacije

medijana populacije

moda populacije

Oni se nazivaju i parametri polo�aja ili mere centralne

tendencije.



Biostatistika i analiza podataka

Deskriptivna statistika

Sred�a vrednost

Sred�a vrednost populacije µ { nepoznati parametar

Proce�ujemo ga (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom sred�om vrednox�u ili, kra�e, uzoraqkom

sredinom.

Definicija

Neka su x1, x2, . . . , xn, n vrednosti sluqajne veliqine X
dobijene u uzorku. Uzoraqkom sredinom nazivamo x̄,
aritmetiqku sredinu tih vrednosti, tj.

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

∑n
i=1 xi
n

.

> mean(x)
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Deskriptivna statistika

Uzoraqka sredina { primeri

Broj upam�enih reqi za dva minuta

8 2 4 9 7 2 12 5 5 7

x̄ =

∑n
i=1 xi
n

=
61

10
= 6.1.

Kombinova�e vixe uzoraqkih sredina

Broj hitnih sluqajeva u jednoj bolnici je x̄1 = 3 za n1 = 5, a u
drugoj bolnici x̄2 = 15 za n2 = 100.

x̄ =
n1x̄1 + n2x̄2

n1 + n2
=

5 · 3 + 100 · 15
5 + 100

=
1515

105
= 14.4.

> sredine<-c(3,15)

> tezine<-c(5,100)/105

> weighted.mean(sredine,tezine)
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Deskriptivna statistika

Medijana

Medijana populacije - nepoznata vrednost od koje je pola

populacije ve�e, a pola ma�e

Proce�ujemo je (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom medijanom.

Definicija

Neka je x1, x2, . . . , xn uzorak pore�an po veliqini od najma�e

do najve�e vrednosti. Ukoliko je n neparan broj, uzoraqka

medijana je broj taqno na sredini niza. Ukoliko je n paran

broj, uzoraqka medijana je aritmetiqka sredina dva broja na

sredini niza.
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Deskriptivna statistika

Medijana - primeri

Godine starosti kupaca u jednoj prodavnici garderobe
�ene muxkarci

12 27 17

15 30 29

17 35 37

20 42 40

24 60 72
Medijana starosti �ena je (24 + 27)/2 = 25.5, a muxkaraca je
37 godina.

Na ve�im uzorcima raqunamo preko polo�aja medijane

(n+ 1)/2.
> median(x)
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Deskriptivna statistika

Sred�a vrednost i medijana

Uzorak tr�ixne vrednosti (u hi	adama dolarima) deset ku�a

u jednom nase	u

82 91 78.5 86 80.5 85 82.5 80 77 850

Kakav je ovo kraj?

Sred�a vrednost je 159.25, a medijana je 82.25.

Iz vrednosti x̄ izvlaqimo pogrexan zak	uqak o vrednosti

ku�a u kraju, medijana nam daje mnogo bo	u informaciju. To

je zbog uticaja neuobiqajene vrednosti 850 koju nazivamo

autlajerom (engl. outlier - onaj koji se tu nalazi ali ne

pripada).
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Deskriptivna statistika

Moda

Moda populacije { nepoznata vrednost koja je najqex�a u

populaciji

Proce�ujemo je (pribli�no) statistikom koju nazivamo

uzoraqkom modom, vrednox�u koja se najvixe puta pojav	uje u

uzorku.

Ukoliko je raspodela simetriqna, tada se sred�a vrednost,

medijana i moda populacije poklapaju. Odgovaraju�e

statistike, naravno ne�e se poklapati, ali �e imati bliske

vrednosti.
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Deskriptivna statistika

Mere raseja�a

Va�ni parametri populacije koji opisuju raseja�e raspodele

raspon populacije

disperzija (varijansa) populacije σ2

standardno odstupa�e (devijacija) populacije σ

me�ukvartilno rastoja�e
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Deskriptivna statistika

Raspon

Raspon je razlika najve�eg i najma�eg elementa populacije

Proce�ujemo ga (pribli�no) uzoraqkim rasponom.

Definicija

Uzoraqki raspon je razlika izme�u najve�eg i najma�eg

elementa uzorka.

nije posebno dobar kao mera raseja�a

> diff(range((x))
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Deskriptivna statistika

Primer: rezultati studenata na ispitu u dva semestra
prvi semestar drugi semestar

obim uzorka 23 26

sred�i broj poena x̄ 75 75

medijana broj poena 75 75

raspon 50 (od 50 do 100) 50 (od 50 do 100)

Stvarna raspodela poena
prvi semestar drugi semestar
50 50 50 50 50 50 50
60 60 65 65
70 70 70 70 70
75 74 74 74 74
80 80 75 75 75 75 75 75
85 85 85 76 76 76 76
100 100 100 100 100 100 80 80 80

85 85
100
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Deskriptivna statistika

Primer: rezultati studenata na ispitu u dva semestra
prvi semestar drugi semestar

obim uzorka 23 26

sred�i broj poena x̄ 75 75

medijana broj poena 75 75

raspon 50 (od 50 do 100) 50 (od 50 do 100)

Stvarna raspodela poena
prvi semestar drugi semestar
50 50 50 50 50 50 50
60 60 65 65
70 70 70 70 70
75 74 74 74 74
80 80 75 75 75 75 75 75
85 85 85 76 76 76 76
100 100 100 100 100 100 80 80 80

85 85
100
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Deskriptivna statistika

Disperzija

Parametar populacije { sred�e kvadratno odstupa�e sluqajne

veliqine X od svoje sred�e vrednosti µ
Pribli�no je proce�ujemo uzoraqkom disperzijom

Definicija

Neka je x1, . . . , xn uzorak od n elemenata. Uzoraqka

disperzija definixe se kao

s2 =

∑n
i=1(xi − x̄)2

n− 1
.

> var(x)
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Deskriptivna statistika

Raquna�e disperzije

Formula za raquna�e uzoraqke disperzije

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

x2i −
n

n− 1
x̄2.

Podaci o du�ini traja�a telefonskih razgovora

10 20 6 12 15 8 4 9 3 12

s2 =

∑n
i=1(xi − x̄)2

9
=

(10− 10)2 + · · ·+ (13− 10)2

9
=

244

9
= 27.11

x̄ = 10 minuta;

n∑
i=1

x2i = 1244

s2 =
1

9
· 1244− 10

9
· 102 = 27.11.
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Deskriptivna statistika

Standardno odstupa�e

Parametar populacije { kvadratni koren iz disperzije

Proce�ujemo ga (pribli�no) uzoraqkim standardnim

odstupa�em

Definicija

Uzoraqko standardno odstupa�e jednako je kvadratnom

korenu iz uzoraqke disperzije, tj. s =
√
s2.

> sd(x)
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Deskriptivna statistika

Standardno odstupa�e { primer

Podaci o dnevnoj temperaturi

2◦C 5◦C 8◦C 0◦C 10◦C 20◦C −10◦C

s2 = 86.33, a s =
√
86.33 = 9.3◦C.
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Deskriptivna statistika

Me�ukvartilno rastoja�e

Me�ukvartilno rastoja�e IQR { mera raseja�a neoset	iva na

autlajere za razliku od raspona i disperzije

Uzoraqki kvartili:

Prvi kvartil Q1 je vrednost od koje je 1/4 uzorka ma�e, a 3/4 ve�e.

Drugi kvartil Q2 (medijana) je vrednost od koje je 2/4 uzorka ma�e,
a 2/4 ve�e.

Tre�i kvartil Q3 je vrednost od koje je 3/4 uzorka ma�e, a 1/4 ve�e.

> quantile(x)

Me�ukvartilno rastoja�e IQR = Q3 −Q1 je raspon u kom se

nalazi sred�ih 50% uzorka.
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Deskriptivna statistika

Me�ukvartilno rastoja�e

Odrediti polo�aj uzoraqke medijane, (n+1)/2, gde je n obim uzorka.

Odrediti l, najve�i prirodan broj koji nije ve�i od (n+ 1)/2 (mo�e
biti jednak).

Na�i polo�aj kvartila kao q = (l + 1)/2.

Odrediti q1, broj u uzorku koji je q-ti po veliqini poqevxi od
najma�eg. Ako q nije prirodan broj, tada je q1 aritmetiqka sredina
brojeva koji su q − 1/2 i q + 1/2 po redu. Pribli�no 25%
(qetvrtina) uzorka �e biti ma�e od q1, pa se on naziva prvi kvartil
uzorka.

Odrediti q3, broj u uzorku koji je q-ti po veliqini poqevxi od
najve�eg. Ako q nije prirodan broj, tada je q1 aritmetiqka sredina
brojeva koji su q − 1/2 i q + 1/2 po redu. Pribli�no 75% (tri
qetvrtine) uzorka �e biti ma�e od q3, pa se on naziva tre�i kvartil
uzorka.

Izraqunati IQR = q3 − q1.

> IQR(x)
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Deskriptivna statistika

Boksplot

Boksplot (engl. box { kutija) je dijagram koji nam vizuelno

objedi�uje mere polo�aja, raseja�a i stepen pomerenosti

raspodele, i omogu�ava nam otkriva�e autlajera.

Autlajer je podatak koji se ne uklapa u nax model, tj. odstupa

od pravila uoqenih za ostatak uzorka. Ponekad su autlajeri

posledica grexke, i u tom sluqaju ih treba ukloniti, a u

drugim sluqajevima treba izvrxiti prilago�ava�e modela.
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Deskriptivna statistika

Crta�e boksplot dijagrama

Odrediti uzoraqku medijanu, uzoraqke kvartile q1 i q3, i
me�ukvartilno rastoja�e IQR

Odrediti taqke f1 i f3, unutrax�e granice, kao

f1 = q1 − 1.5 · IQR i f3 = q3 + 1.5 · IQR.

Odrediti iviqne vrednosti a1 i a3 tako da je a1 najbli�a vrednost
iz uzorka do f1 koja nije ma�a od f1, a a3 najbli�a vrednost iz
uzorka do f3 koja nije ve�a od f3.

Odrediti taqke F1 i F3, spo	ax�e granice, kao

F1 = q1 − 3 · IQR i F3 = q3 + 3 · IQR.

Nacrtati pravougaonik s krajevima u q1 i q3, i unutrax�om linijom
na medijani

Povezati iviqne vrednosti s pravougaonikom. Obele�iti blage
autlajere, tj. sve taqke izme�u unutrax�im i spo	axjih granica,
kao i ekstremne autlajere, tj. sve taqke izvan spo	ax�ih granica.
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Deskriptivna statistika

Boksplot { primer

Du�ina (u danima) bolniqkog leqe�a pacijenata s amnezijom

8
12
20 27
30 32 35 36
40 40 40 40 41 42 45 47
50 52
61
89
108

> amnezija<-c(8,12,20,27,30,32,35,36,40,40,40,40,41,42,45,47,50,52,61,

89,108)

> boxplot(amnezija,horizontal=T)

> points(amnezija[1],order(amnezija[1]),pch=19,col="orange",lwd=2)

> points(amnezija[20],order(amnezija[20]),pch=19,col="orange",lwd=2)

> points(amnezija[21],order(amnezija[21]),pch=19,col="red",lwd=2)
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Deskriptivna statistika

Uticaj autlajera na grafiqki prikaz



Biostatistika i analiza podataka

Deskriptivna statistika

Korix�e�e boksplota za upore�iva�e

Prouqavan je uticaj puxe�a na spava�e. Podaci predstav	aju
vreme u minutima koje je bilo potrebno da ispitanici zaspu.

x<-c(69.3,56.0,22.1,47.6,53.2,48.1,52.7,34.4,60.2,43.8,23.2,13.8)

y<-c(28.6,25.1,26.4,34.9,29.8,28.4,38.5,30.2,30.6,31.8,41.6,21.1,36.0,

37.9,13.9)

b1<-boxplot(x,y, names=c("pusaci", "nepusaci"))

b1$stats

← a1
← q1
← q2 (medijana)
← q3
← a3
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Verovatno�a

Xta je verovatno�a?

Verovatno�e su brojevi koji se nalaze izme�u 0 i 1

uk	uquju�i i �ih. Qesto se izra�avaju i u procentima.

Verovatno�e blizu nule ukazuju na to da su male xanse da

se taj doga�aj dogodi. To ne znaqi da se on ne�e dogoditi,

ve� smo da se smatra retkim.

Verovatno�e blizu jedinice ukazuju na to da su velike

xanse da se taj doga�aj dogodi. To ne znaqi da �e se on

dogoditi, ve� smo da se smatra uobiqajenim.

Verovatno�e blizu 1/2 ukazuju na to da doga�aj ima

pribli�ni istu xansu da se dogodi i da se ne dogodi.
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Verovatno�a

Kako dodeliti verovatno�e?

1 Subjektivno

2 Klasiqno (matematiqki)

3 Statistiqki

Subjektivna verovatno�a: Na veqerax�oj utakmici

verovatno�a da naxi pobede je 75%.
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Verovatno�a

Klasiqna definicija verovatno�e

Definicija

Neka se izvodi eksperiment u kome je svaki od �egovih ishoda

jednako verovatan. Neka je n(A) broj naqina na koje se mo�e
dogoditi doga�aj A, a n ukupan broj ishoda eksperimenta.

Tada je

P (A) =
n(A)

n
.

U fioci imamo 25 identiqnih baterija od kojih su 4

istroxene. Na sluqajan naqin uzimamo jednu bateriju. Kolika

je verovatno�a da je ispravna?

n = 25, n(A) = 21, P (A) = 21
25 .
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Verovatno�a

Statistiqka definicija verovatno�e

Definicija

P (A) =
broj eksperimenata u kojima se doga�aj A dogodio

ukupni broj izvedenih eksperimenata

Verovatno�a da je trudno�a blizanaqka je 1
96 .

Izvo�e�e eksperimenta { baca�e jedne kockice.
> eksperiment<-sample(c(1,2,3,4,5,6),1000,replace=TRUE)

> table(eksperiment)

eksperiment

1 2 3 4 5 6

151 173 172 160 177 167

Statistiqka verovatno�a dobija�a jedinice je 151
10000 = 0.151.

Klasiqna verovatno�a istog doga�aja je 1
6 ≈ 0.167.
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Verovatno�a

Klasiqna verovatno�a { nejednako verovatni ishodi

Definicija

Neka se izvodi eksperiment qiji mogu�i ishodi imaju

verovatno�e redom p1, . . . , pn. Verovatno�a doga�aja A jednaka

je zbiru verovatno�a ishoda koji realizuju doga�aj A.

Baca se kutija xibica. Verovatno�e dobija�a �enih xest strana su: po 1
20

za

dve stranice najma�e povrxine, po 1
10

za dve stranice "sred�e\ povrxine, i po

7
20

za dve stranice najve�e povrxine. Verovatno�a da xibica ne padne na

stranicu najve�e povrxine je P (A) = 2 · 1
20

+ 2 · 1
10

= 3
10
.

> sibice<-sample(c("a1","a2","b1","b2","c1","c2"),10000,replace=TRUE,

prob=c(0.05,0.05,0.1,0.1,0.35,0.35))

> table(sibice)
sibice

a1 a2 b1 b2 c1 c2

526 507 998 1029 3444 3496

P (A) ≈ 526+507+998+1029
10000

= 0.306



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Klasiqna verovatno�a { dijagrami grana�a

Slo�enije eksperimente mo�emo posmatrati u etapama i

prikazati ih na dijagramu grana�a.

G

G
G, el. ishod GGG

P, el. ishod GGP

P
G, el. ishod GPG

P, el. ishod GPP

P

G
G, el. ishod PGG

P, el. ishod PGP

P
G, el. ishod PPG

P, el. ishod PPP

Slika: Bacaǌe tri novqi�a
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Verovatno�a

Elementarna genetika { primena klasiqne verovanto�e

Oboje rodite	a imaju alele i za tamne i svetle oqi, tj.

heterozigotni su prema boji oqiju. Alel za tamne oqi B je

dominantan u odnosu na alel za svetle oqi b.
P (dete ima tamne oqi = 3

4).

b
b, bb { svetle

B, bB { tamne

B
b, Bb { tamne

B, BB { tamne

Slika: Ishodi nasle�ivaǌa boje oqiju kod deteta
heterozigotnih roditeǉa
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Verovatno�a

Elementarna genetika { primena klasiqne verovanto�e

Jedna bi	ka ima crvene, roze ili bele cvetove. Aleli za

crvenu boju su R, a za belu r. Crveni cvet ima RR, beli rr, a
heterozigotni su roze. Verovatno�a belog cveta nakon

ukrxta�a dva heterozigotna je 1
4 .

r

r, rr { bela

R, rR { roze

R
r, Rr { roze

R, RR { crvena

Slika: Ishodi ukrxtaǌa dva heterozigotna cveta
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Verovatno�a

Ishodi i doga�aji

Sluqajni eksperiment je bilo koja pojava ili proces

qiji ishod ne mo�emo predvideti sa sigurnox�u.

Skup elementarnih ishoda Ω je skup mogu�ih ishoda

sluqajnog eksperimenta. Svaki �egov qlan naziva se

elementarni ishod.

Svaki podskup skupa elementarnih ishoda naziva se

doga�aj.

Sam skup Ω naziva se siguran doga�aj. Prazan skup

naziva se nemogu� doga�aj.
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Verovatno�a

Ishodi i doga�aji

Skup elementarnih ishoda Ω prilikom baca�a dve kocke

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

A { zbir je 7; P (A) = 6
36

B { zbir je 12; P (B) = 1
36

C { zbir je 13; P (C) = 0

D { oba broja su ma�a od 7; P (D) = P (Ω) = 1
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Verovatno�a

Primeri skupova ishoda

Izvlaqi se jedna karta iz standardog xpila od 52 karte (bez


okera). Potencijalni skupovi el. ishoda:

Ω1 = {crvena, crna}
Ω2 = {♣,♢,♡,♠}
Ω3 = {A♣, A♢, A♡, A♠, . . . ,K♣,K♢,K♡,K♠} (svaka

karta ponaosob)

Ω4 = {slika (kra	, dama, �andar), nije slika}
Ω5 = {slika, karta s brojem}
Ω6 = {slika, as, nije slika}

Ω1,Ω2,Ω3,Ω4 jesu skupovi ishoda; Ω5 nije { nema ishoda koji

odgovara asu; Ω6 nije { asu odgovara vixe od jednog ishoda.
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Verovatno�a

Operacije nad doga�ajima

Unija dva doga�aja A ∪B sadr�i sve elementarne ishode

koji se nalaze u bar jednom od doga�aja A ili B, tj. u A, u
B, ili u oba.

Presek dva doga�aja A ∩B, ili kra�e AB sadr�i sve

elementarne ishode koji se nalaze i u A i u B.

Komplement Ā doga�aja A sadr�i sve elementarne ishode

koji se ne nalaze u A.

Definicija

Za dva doga�aja, A i B, ka�emo da su me�usobno isk	uqiva
ukoliko se ne mogu istovremeno dogoditi, tj. ako im je presek

nemogu� doga�aj AB = ∅.
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Verovatno�a

Operacije nad doga�ajima

Unija A ∪B

A B

\u A ili u B"

Presek A ∩B (AB)

A B

\u A i u B"

Komplement Ā

A B

\ne u A"

A B

Me�usobno isk	uqivi doga�aji
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Verovatno�a

Neke osobine verovatno�e

Osnovna svojstva verovatno�e (aksiome)

P (Ω) = 1

P (A) ≥ 0 za svaki doga�aj A.

Ako su doga�aji A1, A2, A3, ... me�usobno isk	uqivi, onda

je

P (A1 ∪A2 ∪A3 · · · ) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + · · ·

Jox svojstava verovatno�e

P (∅) = 0

P (Ā) = 1− P (A)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)
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Verovatno�a

Primer

Organizuje se studentski referendum o izgrad�i novog

terena. Pre glasa�a, 50% su za (Z) tu izgrad�u. Na glasa�e
(G) je izaxlo samo 40% studenata. Ukupno je 32% studenata

glasalo \za" (GZ).
Verovatno�a da je sluqajno izabrani student glasao ili bio za

je P (G ∪ Z) = P (G) + P (Z)− P (GZ) = 0.4 + 0.5− 0.32 = 0.58

0.08 0.18

0.42

0.32

Glasali(G) Za(Z)
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Verovatno�a

Uslovna verovatno�a

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i

od 4?

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i

od 4 ako se zna da je neparan?

Definicija

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Uslovna
verovatno�a doga�aja A, pod uslovom ostvarenog doga�aja B je

koliqiniku verovatno�e da se oba doga�aja ostvare i

verovatno�e da se ostvari uslov B:

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Uslovna verovatno�a

Kolika je verovatno�a da je broj dobijen na kockici ma�i od 4 ako
se zna da je neparan?
B = {1, 3, 5}, AB = {1, 3}, P (A|B) = P (AB)

P (B)
= n(AB)

n(B)
= 2

3
.

U parlamentu, u ci	u suzbija�a inflacije, 55% poslanika je za

sma�e�e odre�enih poreza, 30% za sma�e�e bu
eta, a 25% za obe

mere. Kolika je verovatno�a da je sluqajno izabrani poslanik za

sma�e�e bu
eta, ako znamo da je on za sma�e�e poreza? A kolika da

je za sma�e�e poreza ako znamo da je protiv sma�e�a bu
eta?

0.30 0.05

0.40

0.25

Porez(P ) Bu
et(B)

P (B|P ) =
P (BP )

P (P )
=

0.25

0.55
=

5

11

P (P |B̄) =
P (PB̄)

P (B̄)
=

0.30

0.70
=

3

7
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Verovatno�a

Nezavisnost doga�aja

Dva doga�aja smatramo nezavisnim ukoliko ostvare�e jednog

od �ih nema nikakav uticaj na verovatno�u drugog doga�aja.

Definicija

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Za doga�aje A i

B ka�emo da su nezavisni ukoliko za �ih va�i da je

P (A|B) = P (A).

Bacaju se plava i crvena kockica. Dati su doga�aji: A { dobijeni su
isti brojevi; B { na crvenoj je dvojka ili trojka.

P (A) = 6
36
, P (B) = 12

36
, P (AB) = 2

36
, P (A|B) = 2/36

12/36
= 2

12
.

P (A|B) = P (A), pa su doga�aji A i B nezavisni.



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Nezavisnost doga�aja

Teorema

Ako su A i B nezavisni, tada je

P (AB) = P (A)P (B).

U Americi oko 46% 	udi ima krvnu grupu O, a oko 39%
negativan Rh-faktor. Ova dva obele�ja smatraju se
nezavisnim. Kolika je verovatno�a da sluqajno izabrani

Amerikanac ima krvnu grupu O−?

N { doga�aj da on ima negativan Rh-faktor

P (O−) = P (O∩N) = P (O)·P (N) = 0.46·0.39 = 0.179 ≈ 18%.
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Verovatno�a

Verovatno�a preseka zavisnih doga�aja

Teorema

Neka su A i B doga�aji takvi da je P (B) > 0. Tada va�i

P (AB) = P (A|B)P (B).

U Americi oko 46% 	udi ima krvnu grupu O, a u registrima je 4%
onih koji imaju O grexkom zabele�eno kao A. Kolika je verovatno�a
da sluqajno izabrani Amerikanac stvarno ima O, ali su mu
zabele�ili A?

O { ima O krvnu grupu; A { zabele�eno mu je A. Dato nam je
P (O) = 0.46 i P (A|O) = 0.04.

P (O ∩A) = P (O) · P (A|O) = 0.46 · 0.04 = 0.018 ≈ 2%.
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Verovatno�a

Formula potpune verovatno�e

Test na jednu bolest je takav da 95% bolesnih ima pozitivan
rezultat, a 90% zdravih ima negativan rezultat. Ako 20%
pacijenata ima tu bolest, kolika je verovatno�a da �e sluqajno
izabranom pacijentu test biti pozitivan?

Z

N , P (ZN) = 0.8 · 0.9 = 0.72

0.9

P , P (ZP ) = 0.8 · 0.1 = 0.080.1
0.8

B

N , P (BN) = 0.2 · 0.05 = 0.01

0.05

P , P (BP ) = 0.2 · 0.95 = 0.190.95

0.2

P (P ) = 0.19 + 0.08 = 0.27 xto je dobijeno kao

P (P ) = P (B)P (P |B) + P (Z)P (P |Z)
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Verovatno�a

Formula potpune verovatno�e

Teorema (Formula potpune verovatno�e)

Neka su A1, ... ,An me�usobno isk	uqivi doga�aji qija je unija

skup Ω i neka je B bilo koji doga�aj. Tada je

P (B) = P (A1) · P (B|A1) + · · ·+ P (An) · P (B|An).

Ispitanik baca novqi� i ako padne pismo, odgovara na pita�e A)
\Da li ste ro�eni parne godine?", a ako padne glava, odgovara na
pita�e B) \Da li ste probali drogu?" Od 500 ispitanika 350 je
odgovorilo da. Proceniti procenat onih koji su probali drogu.

Znamo da je P (A) = 1
2
, P (B) = 1

2
, P (D|A) = 1

2
i P (D) ≈ 350

500
= 7

10
.

P (D) = P (A)P (D|A) + P (B)P (D|B)

7

10
=

1

2
· 1
2
+

1

2
· P (D|B) ⇒ P (D|B) =

9

10
= 90%.
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Verovatno�a

Bajesova formula

Test na retku bolest koju ima 0.1% populacije je takav da 99%
bolesnih ima pozitivan rezultat, a 95% zdravih ima negativan
rezultat. Ako je neko pozitivan na testu, kolika je verovatno�a da je
bolestan?

P (B|P ) =
P (BP )

P (P )
=

P (B)P (P |B)

P (B)P (P |B) + P (Z)P (P |Z)

=
0.001 · 0.99

0.001 · 0.99 + 0.999 · 0.05 =
0.00099

0.05094

= 0.01943 ≈ 2%

Teorema (Bajesova formula)

Neka su A1, ... ,An me�usobno isk	uqivi doga�aji qija je unija

skup Ω i neka je B bilo koji doga�aj. Tada je za svaki Ai

P (Ai|B) =
P (Ai) · P (B|Ai)

P (A1) · P (B|A1) + · · ·+ P (An) · P (B|An)
.
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Verovatno�a

Prebrojava�e

Za raquna�e klasiqne verovatno�e treba znati ukupan

broj ishoda i broj naqina realizacije doga�aja

Za eksperimente s velikim brojem ishoda postoje metodi

za prebrojava�e ishoda tra�enih doga�aja

Ako se eksperiment mo�e podeliti u etape, onda je broj

ishoda jednak proizvodu broja ishoda u svakoj etapi

Student treba da izabere tri izborna predmeta. Prvi bira od tri
ponu�ene prirodne nauke, drugi od qetiri druxtvene nauke, a tre�i
od pet sportova. Na koliko naqina on to mo�e da uradi?

3 · 4 · 5 = 60.

Prilikom baca�a pet kockica na koliko naqina se mo�e dobiti
ishod s najma�e dva razliqita broja?

6 · 6 · 6 · 6 · 6− 6 = 7770.
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Verovatno�a

Permutacije

Definicija

Permutacije su nizovi objekata u odre�enom redosledu.

Na koliko naqina se 8 sprintera mo�e postaviti na

startnu liniju?

To je broj permutacija od 8 elemenata. Prvi ima 8 mesta,

drugi preostalih 7, itd.

8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 8! = 40320

n! = n(n− 1) · · · 2 · 1; 0! = 1.
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Verovatno�a

Permutacije

Koliko ima permutacija reqi BABA?

AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA

Kad bi slova bila razliqita bilo bi 4!. Poxto imamo
dve grupe s po dva ista slova delimo s 2! · 2!.

4!

2!2!
= 6.

Teorema

Imamo n objekata u k grupa, a unutar svake grupe objekti su

identiqni. Neka je nj broj objekata u j-toj grupi, gde je
j = 1, 2, . . . , k i n1 + n2 + · · ·+ nk = n. Broj permutacija
takvih n objekata je

n!

n1!n2! · · ·nk!
.



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Kombinacije

Definicija

Kombinacije su skupovi objekata bez odre�enog redosleda.

Na koliko naqina mo�emo izabrati 3 volontera od 5 prijav	enih?

Obele�imo ih brojevima od 1 do 5. Mogu�e kombinacije su:

1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,3,4 1,3,5
1,4,5 2,3,4 2,3,5 2,4,5 3,4,5

Ima ih 5·4·3
3!

= 60
6

= 10.

Teorema

Broj kombinacija r objekata izabranih od n razliqitih

objekata
(
n
r

)
je (

n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
.
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Verovatno�a

Kombinacije

Kolika je verovatno�a da sluqajno pode	enih 5 karata sadr�e taqno
dva asa?

A { 5 pode	enih karata sadr�e taqno dva asa

Treba prebrojati ukupan broj kombinacija od 5 karata, kao i broj
kombinacija koje sadr�e dva asa.

Ukupan broj kombinacija:

n =

(
52

5

)
=

52!

5!47!
=

52 · 51 · 50 · 49 · 48 · 47!
5 · 4 · 3 · 2 · 1 · 47! = 2598960.

Dva asa (od 4 mogu�a) mo�emo dobiti na
(
4
2

)
naqina. Preostale tri

karte nisu asovi i mo�emo ih dobiti na
(
48
3

)
naqina.

n(A) =

(
4

2

)(
48

3

)
= 6 · 17296 = 103776,

P (A) =
n(A)

n
=

103776

2598960
.
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Verovatno�a

Sluqajne promen	ive

Sluqajna promen	iva je promen	iva qije se vrednosti

odre�uju ishodom sluqajnog eksperimenta. Obele�avamo ih

slovima X,Y, Z, . . .

Baca�e dve kockice | X - zbir dobijenih brojeva

Rulet (38 po	a, od toga 18 crvenih, 18 crvenih i 2

zelena) - igraq igra svaki put na zeleno | Y - broj igara

do dobitka

Policijska stanica | Z - vreme prvog poziva izme�u

7:30 i 8:00 ujutru

W - du�ina izvrxava�a odre�enog raqunarskog programa
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Verovatno�a

Diskretne i neprekidne sluqajne promen	ive

Diskretne sluqajne promen	ive su sluqajne promen	ive koje

mogu uzeti konaqno ili prebrojivo beskonaqno mnogo mogu�ih

vrednosti.

Zbir brojeva na kockicama X mo�e biti 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
| konaqno mnogo vrednosti

Broj igara do dobitka na ruletu Y mo�e biti 1, 2, 3, 4, . . . (nije
ograniqeno) | prebrojivo beskonaqno mnogo vrednosti

Neprekidne sluqajne promen	ive su sluqajne promen	ive koje

mogu uzeti vrednosti s nekog intervala realnih brojeva, a

verovatno�a da uzmu konkretnu vrednost je nula.

Vreme prvog poziva u policiji Z mo�e uzeti bilo koju vrednost iz
intervala (7:30, 8:00)

Du�ina izvrxava�a raqunarskog programa W mo�e uzeti bilo koju
vrednost iz intervala (0, t), gde je t vreme za koje se program
sigurno izvrxava
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Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. �ena raspodela

verovatno�e je

f(x) = P{X = x} za svaku vrednost x.

Teorema (Svojstva raspodele)

Svaka diskretna raspodela mora da zadovo	ava

1) f(x) ≥ 0 za svaki realan broj x

2)
∑

f(x) = 1.
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Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

Trgovac na berzi posmatra odre�enih 5 deonica. Neka je

X broj deonica kojima �e sutra porasti cena. Raspodela

za X je
x 0 1 2 3 4 5

P{X = x} = f(x) ? 0.30 0.20 0.10 0.05 0.01
Kolika je verovatno�a da �e ve�ini deonica sutra

porasti cena?

Da bi ukupan zbir verovatno�a bio 1, mora biti P{X = 0} = 0.34.
Ve�ina deonica znaqi 3, 4 ili 5 deonica.
P{X ≥ 3} = P{X = 3}+ P{X = 4}+ P{X = 5} =
0.10 + 0.05 + 0.01 = 0.16.

Primetimo da je
P{X > 3} = P{X = 4}+ P{X = 5} = 0.06 ̸= P{X ≥ 3}
Kod diskretnih raspodela mora se paziti da li je granica uk	uqena

ili ne (> nije isto xto i ≥)!
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Verovatno�a

Diskretne sluqajne promen	ive

U igri \kreps" bacaju se kockice i igraq pobe�uje u

prvom baca�u ukoliko dobije zbir 7 ili 11. Kolika je

verovatno�a da on pobedi u prvom baca�u?
Raspodela za X, zbir dobijenih brojeva je

X :

(
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

)
Kra�e se mo�e zapisati kao

f(x) =

{
x−1
36

, ako je x = 2, 3, 4, 5, 6, 7
13−x
36

, ako je x = 8, 9, 10, 11, 12.

Iz raspodele imamo da je

P (pobeda u prvom baca�u) = f(7) + f(11) =
6

36
+

2

36
=

8

36
=

2

9
.
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Verovatno�a

Nezavisnost sluqajnih promen	ivih

Definicija

Za sluqajne promen	ive X i Y ka�emo da su nezavisne

ukoliko je svaki doga�aj vezan za X nezavisan od svakog

doga�aja vezanog za Y , odnosno ako va�i

P{X = x|Y = y} = P{X = x} za svako x i svako y.
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Verovatno�a

Mere polo�aja i raseja�a

Parametri populacije

sred�a vrednost populacije µ

disperzija populacije σ2

standardno odstupa�e populacije σ

Kako ih povezujemo sa sluqajnom promen	ivom?

µ = EX matematiqko oqekiva�e sluqajne promen	ive X

σ2 = DX disperzija sluqajne promen	ive X

σ =
√
DX standardno odstupa�e sluqajne promen	ive X
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Matematiqko oqekiva�e ili oqekivana vrednost EX,

sluqajne promen	ive X predstav	a dugoroqnu teoretsku

proseqnu vrednost za X.

Baca se jedna kockica i X je broj dobijen na �oj. Recimo

da smo ponav	ali eksperiment n puta i dobili npr.

slede�e vrednosti:

1, 3, 2, 5, 2, 1, 1, 6, 5, 4, 2, 3, 6, 4...

Ako posle svakog baca�a raqunamo dotadax�i prosek

dobijamo niz proseka

1, 2, 2, 2.75, 2.6, 2.33, 2.14, 2.63, 2.89, 3.0, 2.91, 2.92, 3.15, 3.21...

Ako nastavimo vrednosti �e biti sve pribli�nije jednake

EX.
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Ako bacamo kockicu veliki broj puta n, pribli�no u
jednoj xestini od n baca�a dobi�emo 1, isto va�i i za

ostale brojeve. Tako da �e prosek biti pribli�no jednak
n
6 · 1 + n

6 · 2 + n
6 · 3 + n

6 · 4 + n
6 · 5 + n

6 · 6
n

=
1

6
· 1 + 1

6
· 2 + 1

6
· 3 + 1

6
· 4 + 1

6
· 5 + 1

6
· 6

=3.5

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. Tada je

EX =
∑

xf(x).
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e

Raquna�e matematiqkog oqekiva�a sluqajnih promen	ivih

g(X) koje su funkcije od X (npr. X2, X + 1, (3X − 2)2, itd.)

Eg(X) =
∑

g(x)f(x).

Raqunamo matematiqko oqekiva�e kvadrata broja

dobijenog na kockici

EX2 =
∑

x2f(x)

= 12 · 1
6
+ 22 · 1

6
+ 32 · 1

6
+ 42 · 1

6
+ 52 · 1

6
+ 62 · 1

6

=
91

6
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Verovatno�a

Disperzija

Definicija

Neka je X diskretna sluqajna promen	iva. �ena disperzija

DX je

DX = E(X − EX)2.

Teorema (Formula za raquna�e disperzije)

DX = EX2 − (EX)2.



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Date su sluqajne promen	ive

X :

(
15 45 75
0.4 0.20 0.40

)
i Y :

(
43 44 45 46 47

0.025 0.05 0.85 0.05 0.025

)
.

Mo�emo izraqunati EX = 45, a tako�e i EY = 45. Iako su
oqekiva�a ista, raspodele se drastiqno razlikuju!

Raqunamo disperzije

DX = E(X − EX)2 = E(X − 45)2

= (15− 45)2 · 0.40 + (45− 45)2 · 0.20 + (75− 45)2 · 0.40
= 360 + 0 + 360 = 720.

DY = E(Y − EY )2 = E(Y − 45)2

= (43− 45)2 · 0.025 + (44− 45)2 · 0.05 + (45− 45)2 · 0.85

+ (46− 45)2 · 0.05 + (47− 45)2 · 0.025
= 0.1 + 0.05 + 0 + 0.05 + 0.1 = 0.3.

Disperzije nam ukazuju na suxtinsku razliku u raspodelama
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Verovatno�a

Disperzija

Drugi naqin:

EX2 =
∑

x2f(x)

= 152 · 0.40 + 452 · 0.20 + 752 · 0.40 = 2745

EY 2 =
∑

y2f(y)

= 432 · 0.025 + 442 · 0.05 + 452 · 0.85 + 462 · 0.05
+ 472 · 0.025 = 2025.3

DX = EX2 − (EX)2 = 2745− 452 = 2745− 2025 = 720

DY = EY 2 − (EY )2 = 2025.3− 452 = 2025.3− 2025 = 0.3.
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Verovatno�a

Osobine matematiqkog oqekiva�a i disperzije

Teorema (Osobine matematiqkog oqekiva�a)

Neka su X i Y sluqajne promen	ive i neka je c bilo koji realan broj.
Tada va�i:

Ec = c;

E(cX) = cEX;

E(X + Y ) = EX + EY .

Teorema (Osobine disperzije)

Neka su X i Y sluqajne promen	ive i neka je c bilo koji realan broj.
Tada va�i:

Dc = 0;

D(cX) = c2DX.

Ako su X i Y nezavisne sluqajne promen	ive, onda va�i:

D(X + Y ) = DX +DY .
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Verovatno�a

Binomna raspodela

Test s 5 pita�a i po 4 ponu�ena odgovora | Student sluqajno bira
odgovor | X { broj taqnih odgovora

Verovatno�a da zdravo dete dobije zauxke u kontaktu s obolelim
detetom je 10% | 15 zdrave dece doxlo je u kontakt s obolelim |
Y { broj dece koja su se razbolela

20 	udi anketirano je u vezi predloga vlade | u celoj populaciji
70% podr�ava ovaj predlog | Z { broj anketiranih koji podr�avaju
predlog

Eksperiment se sastoji iz fiksnog i poznatog broj etapa n

U svakoj etapi imamo dva ishoda: \uspeh\ i \neuspeh\

Ishod u jednoj etapi ne utiqe na ishod u drugoj, ondosno etape su
nezavisne i verovatno�e uspeha su iste u svakoj etapi

Sluqajna promen	iva od interesa je broj "uspeha" u n etapa
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Verovatno�a

Binomna raspodela

Imamo n eksperimenata i u svakom posmatramo da li se

dogodio odre�eni doga�aj koji nazivamo uspehom.

Eksperimenti su me�usobno nezavisni i verovatno�a

uspeha u svakom od �ih je p. Za sluqajnu promen	ivu koja
predstav	a broj uspeha u n ovakvih eksperimenata ka�emo

da ima binomnu raspodelu s parametrima n i p.

Teorema

Neka sluqajna promen	iva X ima binomnu raspodelu s

parametrima n i p. Tada je �ena raspodela

f(x) =

(
n

x

)
px(1− p)n−x, za x = 0, 1, 2, . . . , n.
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Verovatno�a

Student odgovara sluqajno da jedan od qetiri ponu�ena odgovora. Na
testu ima pet pita�a. Kolika je verovatno�a da �e imati taqno tri
taqna odgovora? Kolika je da �e imati najvixe tri taqna odgovora?
A kolika da �e imati bar qetiri taqna odgovora?

Neka je X broj taqnih odgovora. Raspodela za X je

f(x) =

(
5

x

)(1
4

)x(3
4

)5−x

, x = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

P{X = 3} = f(3) =
(5
3

)(1

4

)3(3

4

)2
= 10 ·

1

64

9

16
=

90

1024
≈ 9%

P{X ≤ 3} = f(0) + f(1) + f(2) + f(3) =
1008

1024
≈ 98.4%

P{X ≥ 4} = 1− P{X < 4} = 1− P{X ≤ 3} =
16

1024
≈ 1.6%.

> dbinom(3,size=5,p=1/4)

0.08789063

> pbinom(3,size=5,p=1/4)

0.984375

> rbinom(10,size=20,p=0.3)

6 5 7 4 6 6 3 4 5 5
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Verovatno�a

Binomna raspodela

> x<-dbinom(0:15,size=20,p=0.3)

> barplot(x,names.arg=0:15, space=1,col="blue",main=expression(paste(

"Binomna raspodela za ",n==20,", ",p==0.3)))
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Verovatno�a

Binomna raspodela

Teorema

Neka sluqajna promen	iva X ima binomnu raspodelu. Tada

va�i

EX = np, DX = np(1− p).

Anketirano je 20 	udi u vezi s predlogom vlade. Za svakog od �ih
nam je 70% xanse da je \za".

Matematiqko oqekiva�e broja anketiranih koji su \za" je
µ = np = 20 · 0.7 = 14.

Disperzija je σ2 = np(1− p) = 20 · 0.7 · 0.3 = 4.2.

Standardno odstupa�e je σ =
√
4.2 = 2.049.
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Verovatno�a

Geometrijska raspodela

Igraq ruleta svaki put ula�e na crveno { broj izgub	enih partija
pre prvog dobitka

Igra \Ne 	uti se qoveqe" { broj neuspexnih baca�a pre pojave
xestice

Ga�a�e u metu { broj pokuxaja pre prvog pogotka u centar

U svakoj etapi imamo dva ishoda: \uspeh\ i \neuspeh\

Eksperiment se odvija sve do pojave prvog "uspeha\

Ishod u jednoj etapi ne utiqe na ishod u drugoj, ondosno etape su
nezavisne i verovatno�e uspeha su iste u svakoj etapi

Sluqajna promen	iva od interesa je broj ostvarenih "neuspeha\
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Verovatno�a

Geometrijska raspodela

Teorema

Neka sluqajna promen	iva X ima geometrijsku raspodelu s

parametrom p. Tada je �ena raspodela

f(x) = p(1− p)x, za x = 0, 1, 2, . . . .

Matematiqko oqekiva�e i disperzija sluqajne promen	ive X koja ima
geometrijsku raspodelu s parametrom p su

EX =
1− p

p
i DX =

1− p

p2

Geometrijska raspodela mo�e se definisati i kao raspodela broja
izvedenih eksperimenata, xto je broj ostvarenih neuspeha plus jedan uspeh.
Ukoliko Y ima ovakvu geometrijsku raspodelu, va�i Y = X + 1, gde X
ima gorenavedenu geometrijsku raspodelu. Raspodela za Y je

f(y) = p(1− p)y−1, za y = 1, 2, . . . .
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Verovatno�a

Geometrijska raspodela

Kockica se baca do pojave xestice. Izraqunati verovatno�u da je pre
pojave xestice bilo qetiri nesupexna pokuxaja. Kolika je verovatno�a da
je xestica dobijena pre qetvrtog baca�a (tj. da je pre xestice bilo
najvixe dva neuspexna pokuxaja)?

Broj baca�a pre dobija�a xestice X ima geometrijsku raspodelu s
verovatno�om uspeha 1

6
, pa je

P{X = 4} = f(4) =
1

6
·
(5

6

)4
=

625

7776
= 0.0804.

P{X < 3} = f(0) + f(1) + f(2) =
1

6
+

5

36
+

25

216
= 0.4213.

> dgeom(4,probability=1/6)

0.08037551

> pgeom(2,probability=1/6)

0.4212963

> rgeom(10,probability=1/6)

3 1 6 0 5 5 1 3 15 19
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Verovatno�a

Geometrijska raspodela

> x<-dgeom(0:15,prob=0.3)

> barplot(x,names.arg=0:15, space=1,col="blue",main=expression(paste(

"Geometrijska raspodela za ",p==0.3)))
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Verovatno�a

Puasonova raspodela

Broj doga�aja koji se dogode za neko odre�eno vreme qesto
predstav	amo Puasonovom raspodelom

Primeri: broj automobila koji pro�u kroz naplatnu rampu za sat
vremena, broj 	udi koji u�u u prodavnicu u toku jednog dana, broj
telefonskih poziva u policijskoj stanici u toku od dva sata itd.

Puasonova raspodela ima parametar λ koji predstav	a sred�i
(oqekivani) broj takvih doga�aja za to vreme.

Definicija

Puasonova raspodela Sluqajna promen	iva X ima Puasonovu raspodelu
ako je

f(x) =
e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, . . . ,

gde je e ≈ 2.72.
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Verovatno�a

U policijsku stanicu sti�e u proseku 11 poziva na sat.

Kolika je verovatno�a da u periodu od 7 do 7:15 ujutru

ne�e biti poziva?

λ = 11 · 1
4 = 2.75.

P{X = 0} =
e−2.752.750

0!
≈ 2.72−2.75 = 0.064.

> dpois(0,lambda=2.75)

0.06392786

> rpois(10,lambda=3)

1 4 5 2 1 6 3 5 6 3

Ako X ima Puasonovu raspodelu s parametrom λ, tada je
EX = λ, a tako�e i DX = λ.
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Verovatno�a

Puasonova raspodela

> x<-dpois(0:15,lambda=4)

> barplot(x,names.arg=0:15, space=1,col="blue",main=expression(paste(

"Puasonova raspodela za ",lambda==4)))
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Verovatno�a

Raquna�e binomnih verovatno�a preko Puasonovih

Ukoliko je n veliko, a p takvo da je np ≤ 10, binomne verovatno�e
mogu pribli�no da se izraqunaju korix�e�em Puasonovih(

n

x

)
px(1− p)x ≈ e−np(np)x

x!
.

Kontigent od 2000 flaxa se prevozi, a za svaku flaxu verovatno�a da se
razbije je 0.003. Kolika je verovatno�a da se razbiju dve flaxe? A bar
dve flaxe?

X { broj razbijenih flaxa; n = 2000 { veliko; np = 2000 · 0.003 = 6 < 10.

P{X = 2} =
(2000

2

)
0.0032(0.997)1997 ≈

2.72−662

2!
= 0.044

P{X ≥ 2} = 1− P{X = 0} − P{X = 1} ≈ 1−
2.72−660

0!
−

2.72−661

1!
= 0.98.

Kvalitet aproksimacije
> dbinom(2,2000,0.003)

0.04446124

> dpois(2,6)

0.04461754
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Verovatno�a

Neprekidne sluqajne promen	ive

Neka je X neprekidna sluqajna promen	iva. �ena gustina raspodele f(x) mora
da zadovo	ava

f(x) ≥ 0 za svako x

Ukupna povrxina ispod grafika funkcije f jednaka je 1.

Verovatno�a da X uzme vrednost izme�u bilo koje dve vrednosti a i b,
P{a < X < b} jednaka je povrxini ispod grafika funkcije f od a do b.

Nije bitno da li su kraj�e taqke uk	uqene, verovatno�a je uvek ista, tj.

P{a < X < b} = P{a ≤ X < b}
= P{a < X ≤ b}
= P{a ≤ X ≤ b}

Verovatno�e kod ve�ine raspodela raqunaju se iz tablica (ili
korix�e�em raqunara)
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Verovatno�a

Neprekidne verovatno�e

X { vreme prvog poziva u policijskoj stanici u prvih pola sata radnog
vremena (7:30{8:00). Nijedan period unutar ovih pola sata nije
verovatniji od drugih. Kolika je verovatno�a da prvi poziv bude izme�u
7:35 i 7:45?

Interval kada je poziv mogu� dug je 30 minuta { svaki deo ovog intervala je
jednako verovatan | f(x) = 1

30
. Ovakva raspodela naziva se ravnomernom.

Slika: P{5 < X < 15}
P{5 < X < 15} = 10 ·

1

30
=

1

3
.
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Verovatno�a

Neprekidne verovatno�e

X { �ivotni vek jedinke (npr. u godinama) { gustina raspodele
f(x) = e−x, x > 0. Kolika je verovatno�a da konkretna jedinka umre
izme�u prve i tre�e godine �ivota? Posle koliko vremena je verovatno�a
da jedinka nije �iva 80%?

Ova raspodela pripada grupi eksponencijalnih raspodela qije su gustine
f(x) = λe−λx, x > 0, gde je λ > 0 parametar stope smrtnosti.

Slika: P{1 < X < 3}

Slika: P{0 < X < x}

∫ 3

1
e−xdx = e−1 − e−3 = 0.318.

> pexp(3,rate=1)-pexp(1,rate=1)

0.3180924

∫ x

0
e−xdx =1− e−x = 0.8, x = − ln 0.2 = 1.61

> qexp(0.8,rate=1)

1.609438
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Verovatno�a

Matematiqko oqekiva�e i disperzija

Matematiqko oqekiva�e i disperzija neprekidnih

promen	ivih definixu se kao

EX =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx i DX =

∫ ∞

−∞
(x− EX)2dx

Matematiqko oqekiva�e ili sred�a vrednost predstav	a

te�ixte raspodele

Kod simetriqnih raspodela matematiqko oqekiva�e je na

sredini i jednako je tako�e i medijani (a qesto i modi)

raspodele

Disperzija odre�uje oblik raspodele, xto je ve�a grafik

je \p	osnatiji", a xto je ma�a grafik je \su�eniji" oko

sred�e vrednosti
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Verovatno�a

Normalna raspodela

Otkrivena u 18. veku kao raspodela grexke astronomskih

osmatra�a

Jedna od najznaqajnijih raspodela u analizi podataka,

naroqito u prirodnim naukama, medicini i in�e�erstvu

Ve�ina statistiqkih metoda prave se za podatke upravo

iz normalne raspodele

Definicija

Sluqajna promen	iva ima normalnu raspodelu N (µ, σ2), s
matematiqkim oqekiva�em µ i disperzijom σ2, ukoliko je

�ena gustina raspodele oblika

f(x) =
1√
2πσ2

e−
1
2
(x−µ

σ
)2 , za svako realno x.
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Verovatno�a

Osobine normalne raspodele

Grafik svake normalne raspodele je simetriqna, zvonasta kriva qija je
sredina jednaka µ

Prevoji krive su u taqkama µ− σ i µ+ σ

Disperzija σ2 odre�uje oblik krive

Povrxina ispod cele krive jednaka je 1

Verovatno�a da je normalna sluqajna promen	iva jednaka nekom broju je 0,
a verovatno�e da uzme vrednost iz nekog intervala (a, b) je povrxina
ispod grafika izme�u a i b

Slika: Normalna raspodela Slika: Razliqite disperzije Slika: P{a < Z < b}

X : N (µX , σ2
X), Y : N (µY , σ2

Y ), µX = µY , σ
2
X > σ2

Y
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Verovatno�a

Normalne verovatno�e

Kako raqunamo normalne verovatno�e?

Povrxina ispod grafika jednaka je integralu

P{a < Z < b} =

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a

1√
2πσ2

e−
1
2
(x−µ

σ
)2dx

Ovaj integral ne mo�e se odrediti, ve� se samo za

konkretne a i b mo�e pribli�no izraqunati

Izraqunate vrednosti su tradicionalno tabelirane u

statistiqkim tablicama, ali danas se uglavnom odre�uju

pomo�u raqunara
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Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Definicija

Sluqajna promen	iva koja ima normalnu raspodelu sa

sred�om vrednox�u µ = 0 i disperzijom σ2 = 1 naziva se

standardnom normalnom raspodelom.

Standardna normalna raspodela je znaqajna jer sve sve

druge linearnom transformacijom mogu svesti na �u

Ako Z ima normalnu raspodelu (ne obavezno standardnu),
na osnovu standardne normalne raspodele obiqno
rexavamo slede�e dve vrste problema:

Za dato x raqunamo verovatno�e oblika P{Z < x},
P{Z > x} i sl.
Za datu verovatno�u p raqunamo vrednosti x tako da je
P{Z < x} = p, P{Z > x} = p i sl.
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Verovatno�a

Qita�e tablica standardne normalne raspodele

Funkcija standardne normalne raspodele P{Z < x}

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Ako je − 4 < x < 4, onda se P{Z < x} qita iz tablice

P{Z < 1.75} = P{Z < 1.7 + 0.05} = 0.9599

P{Z < 0.39} = P{Z < 0.3 + 0.09} = 0.6517

P{Z < x} = 0 ako je x ≤ −4; P{Z < x} = 1 ako je x ≥ 4.
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Verovatno�a

Standardna normalna raspodela { R funkcije

Sluqajna promen	iva Z ima standardnu normalnu raspodelu

Verovatno�u doga�aja P{Z < x} raqunamo funkcijom pnorm(x).
> pnorm(1.25)

0.8943502

> pnorm(-0.73)

0.2326951

Vrednost x za koju je P{Z < x} = p raqunamo funkcijom qnorm(p).
> qnorm(0.95)

1.644854

> qnorm(0.50)

0

Vrednost gustine raspodele u taqki x, f(x), raqunamo funkcijom
dnorm(x)
> dnorm(0.20)

0.3910427

Sluqajni uzorak obima n (tj. n realizacija eksperimenta sluqajne
promen	ive Z) dobijamo funkcijom rnorm(n)
> rnorm(5)

0.8797865 2.4125970 0.9575995 0.6599810 -1.1878357
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Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Z { standardna normalna | �elimo da izraqunamo slede�e verovatno�e:
P{Z ≥ 1.52}, P{−1.53 < Z < 1.62}

Slika: P{Z ≥ 1.52}

Slika: P{−1.53 < Z < 1.62}

P{Z ≥ 1.52} = 1− P{Z < 1.52}
= 1− 0.9357

= 0.0643

P{−1.53 < Z < 1.62}
=P{Z < 1.62} − P{Z < −1.53}
=0.9474− 0.0639

=0.8844.
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Verovatno�a

Standardna normalna raspodela

Z { standardna normalna | �elimo da izraqunamo slede�e vrednosti x:
P{Z ≤ x} = 0.59, P{−x < Z < x} = 0.80

Slika: P{Z ≤ x} = 0.59

Slika: P{−x < Z < x} = 0.80

Tra�imo x za koje va�i da je P{Z ≤
x} = 0.59. Funkcijom qnorm(0.59)
dobijamo 0.23, pa je x = 0.23.

Tra�imo x za koje va�i da je
P{−x < Z < x} = 0.80. Vidimo
s grafika da je onda P{Z < x} =
0.90. Funkcijom qnorm(0.90) dobi-
jamo 1.28, pa je x = 1.28.



Biostatistika i analiza podataka

Verovatno�a

Normalna raspodela

Kako raqunamo verovatno�e iz normalne raspodele koja

nije standardna?

Teorema (Teorema standardizacije)

Neka sluqajna promen	iva Z ima normalnu raspodelu sa

sred�om vrednox�u µ i disperzijom σ2. Tada sluqajna

promen	iva

Z∗ =
Z − µ

σ

ima standardnu normalnu raspodelu. Z∗ se naziva
standardizacijom sluqajne promen	ive Z.
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Verovatno�a

Normalna raspodela

Masa Z (u kg.) izgub	ena posle jednonede	ne dijete ima normalnu
raspodelu sa µ = 12 i σ2 = 9. Kolika je verovatno�a da neko izgubi ma�e
od 8 kilograma?

Slika: P{Z < 8} Slika: P{Z∗ < −1.333}
P{Z < 8} = P

{
Z∗ <

8− 12

9

}
= P{Z∗ < −1.333} = 0.0912.

U funkciju pnorm mogu se ubaciti i parametri normalne raspodele, program �e
u tom sluqaju sam izvrxiti standardizaciju.
> pnorm(8,mean=12,sd=3)

0.09121122
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Verovatno�a

Pravila 1σ, 2σ i 3σ

Teorema

Neka sluqajna promen	iva Z ima normalnu raspodelu N (µ, σ2). Tada va�i:

1) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za
jedno standardno odstupa�e je pribli�no 0.68

P{µ− σ < Z < µ+ σ} ≈ 0.68

2) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za dva
standardna odstupa�a je pribli�no 0.95

P{µ− 2σ < Z < µ+ 2σ} ≈ 0.95

3) Verovatno�a da Z odstupi od svog matematiqkog oqekiva�a najvixe za tri
standardna odstupa�a je pribli�no 0.99

P{µ− 3σ < Z < µ+ 3σ} ≈ 0.99

Slika: Pravilo 1σ Slika: Pravilo 2σ Slika: Pravilo 3σ
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Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

X ima binomnu raspodelu gde je n = 5 i p = 0.35

f(x) =

(
5

x

)
0.35x0.655−x

f(0) = 0.1160

f(1) = 0.3124

f(2) = 0.3364

f(3) = 0.1811

f(4) = 0.0488

f(5) = 0.0052 Slika: Grafiqki prikaz f(x)
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Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Grafiqki prikaz binomnih verovatno�a za p = 0.35

Slika: n = 4, np = 1.4

Slika: n = 12, np = 4.2

Slika: n = 8, np = 2.8

Slika: n = 16, np = 5.6
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Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

X ima binomnu raspodelu gde je n = 20 i p = 0.3. Raqunamo P{X ≤ 5}.

Slika: Binomna verovatno�a

n = 20, p = 0.3

P{X ≤ 5} = 0.0008 + 0.0068 + 0.0279

+ 0.716 + 0.1304 + 0.1789

= 0.4164

Slika: Normalna verovatno�a

µ = np = 6, σ =
√

np(1− p) = 2.05

P{Z ≤ 5.5} = P
{Z − µ

σ
≤

5.5− 6

2.05

}
= P{Z∗ ≤ −0.24} = 0.4052
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Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Teorema

Neka X ima binomnu raspodelu s parametrima n i p. Ukoliko
je p ≤ 0.5 i np > 5 ili p ≥ 0.5 i n(1− p) > 5, tada, za
prirodne brojeve a i b va�i

P{a ≤ X ≤ b} ≈ P
{a− 0.5− np√

np(1− p)
≤ Z∗ ≤ b+ 0.5− np√

np(1− p)

}
,

gde Z∗ ima standardnu normalnu raspodelu.
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Verovatno�a

Aproksimacija binomne raspodele normalnom

Kolika je verovatno�a da je me�u 49 uqenika �ih 7 ro�eno u nede	u? A kolika
da je takvih uqenika vixe od 10?

X - broj uqenika ro�enih u nede	u ima binomnu raspodelu gde je n = 49 i
p = 1/7.
p < 0.5, np = 7 > 5 - koristimo normalnu aproksimaciju

P{X = 7} = P{7 ≤ X ≤ 7} ≈ P
{6.5− 7

√
6

≤ Z∗ ≤
7.5− 7
√
6

}
= P{−0.204 ≤ Z∗ ≤ 0.204} = 0.5808− 0.4192 = 0.1616.

P{X > 10} = P{11 ≤ X} ≈ P
{10.5− 7

√
6

≤ Z∗
}

= P{Z∗ ≥ 1.43} = 0.0764.

Kvalitet aproksimacije
> dbinom(7,size=49,p=1/7)

0.1608958

> 1-pbinom(10,size=49,p=1/7)

0.0820548
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Statistika

Vrste statistiqkog zak	uqiva�a

Oce�iva�e nepoznatih parametara

Testira�e statistiqkih hipoteza
Prilikom prouqava�a kriminala populaciju qine sve osobe starije od 16
godina koji su osu�eni zbog nekog kriviqnog dela. Zanima nas:

1) Koliki je sred�i broj godina obrazova�a u toj populaciji?

2) Da li je ve�ina qlanova populacije uhapxena bar jednom pre nego xto je
prvi put osu�ena?

1)- oce�iva�e parametra - prime�uje se kad nemamo prethodna

zna�a o parametru

2) testira�e hipoteze - prime�uje se kada imamo pretpostavku od

pravoj vrednosti nepoznatog parametra { u primeru da je procenat

prethodno uhapxenih ve�i od 50%

Zajedniqko za oba pristupa je

Odre�iva�e populacije

Odre�iva�e sluqajne promen	ive koju prouqavamo

Odre�iva�e parametara od va�nosti

Izvlaqe�e uzorka iz populacije
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Statistika

Uzorak

Pre izvo�e�a statistiqkog zak	uqka treba najpre izvu�i

sluqajni uzorak

Odredimo obim uzorka

Elemente populacije na kojima merimo vrednost sluqajne

promen	ive biramo sluqajno preko tablice sluqajnih

brojeva ili korix�e�em raqunara

Pre izbora elemenata populacije elementi uzorka

X1, . . . , Xn su sluqajne promen	ive, a kad izmerimo

vrednosti dobijamo �ihove realizacije

Definicija

Sluqajni uzorak iz raspodele za X qine sluqajne promen	ive

X1, . . . , Xn, koje su me�usobno nezavisne i imaju istu

raspodelu kao X.
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Statistika

Taqkaste ocene

Taqkasta ocena nepoznatog parametra θ je neka statistika T qije
vrednosti daju dobru procenu o vrednosti tog parametra

Ocena T je sluqajna promen	iva jer za razliqite uzorke uzima
razliqite vrednosti, ona nikad ne�e biti bax jednaka θ, ali se
nadamo da daje dobru procenu

Kvalitetne taqkaste ocene po�e	no je da ispu�avaju neke uslove:

1) da budu nepristrasne, tj. da je matematiqko oqekiva�e ocene jednako
parametru

2) da im je disperzija mala kad je n veliko (tj. te�i nuli kad n → ∞)

Taqkaste ocene najqex�e nalazimo principom zamene ili metodom

maksimalne verodostojnosti

Princip zamene tra�i xta predstav	a parametar u populaciji i
oce�uje ga odgovaraju�om statistikom iz uzorka
Metod maksimalne verodostojnosti raquna verovatno�u dobija�a
konkretnog uzorka kao funkciju nepoznatog parametra i oce�uje
parametar vrednox�u za koju funkcija dosti�e maksimum
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Statistika

Taqkasta ocena parametra µ

Pretpostavimo da imamo populaciju i na �oj definisanu

sluqajnu promen	ivu X qiji su sred�a vrednost µ i

disperzija σ2 nepoznati

Taqkasta ocena parametra µ je uzoraqka sredina

X̄ =
∑n

i=1 Xi

n

Ocena X̄ ima obe po�e	ne osobine, EX = µ i DX = σ2

n ,

xto je malo kada je n veliko.
Tra�imo ocenu poseqnog broja prodatih sendviqa u toku jedne nede	e. Na
uzorku obima 16 dobili smo slede�e vrednosti

905 975 783 900
1000 950 1003 789
800 600 850 913
795 925 875 810

Na osnovu ovog uzorka obima 16 dobija se x̄ = 867.1 xto je taqkasta ocena

parametra µ.
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Statistika

Intervali povere�a

Definicija

Za interval (G1, G2) ka�emo da je 100(1− α)% interval

povere�a za parametar θ ukoliko su G1 i G2 statistike takve

da va�i

P{G1 ≤ θ ≤ G2} = 1− α,

bez obzira na pravu vrednost parametra θ.

Za odre�iva�e granica intervala (iz odgovaraju�ih

verovatno�a) treba nam raspodela neke sluqajne

promen	ive
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Statistika

Interval povere�a za µ

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn uzorak obima n iz normalne raspodele s

parametrima µ i σ. Tada X̄ ima normalnu raspodelu qija je

sred�u vredost µ i disperzija σ2/n.

Na osnovu standardizacije Z = X̄−µ
σ

√
n ima standardnu

normalnu raspodelu

Ukoliko uzorak nije iz normalne, nego iz neke druge

raspodele qija je sred�a vrednost µ, a disperzija σ2,

onda Z dobijeno gor�om formulom nema normalnu

raspodelu, ali za veliko n (n > 25) ima pribli�no
normalnu raspodelu
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Statistika

Interval povere�a za µ kad je σ2 poznato

Tra�imo 90% interval povere�a za sred�i broj sendviqa prodatih u toku
nede	e u jednom fast fud restoranu. Pretpostavimo da je disperzija, na osnovu
nekih starih istra�iva�a jednaka 100. U uzorku obima 16 izraqunali smo
x̄ = 867.1.
Poxto Z = X̄−µ

σ

√
n ima normalnu raspodelu, onda va�i da je

P{−1.645 < Z < 1.645} = 0.90 (qnorm(0.95))

P
{
− 1.645 <

X̄ − µ

σ

√
n < 1.645

}
= 0.90

P
{
X̄ − 1.645

σ
√
n

< µ < X̄ + 1.645
σ
√
n

}
= 0.90,

pa je tra�eni interval povere�a(
X̄ − 1.645

σ
√
n

< µ < X̄ + 1.645
σ
√
n

)
Za nax uzorak dobijamo interval (826.0,908.2). Za druge uzorke dobili bismo

drugaqije intervale.
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Statistika

Interval povere�a za µ kad je σ2 poznato

Xta znaqi da imamo povere�e od
90%? To znaqi da �e 90% uzoraka
\uhvatiti" vrednost µ, a 10% �e ga
promaxiti. Mi \verujemo" da je nax
uzorak onaj koji \hvata" pravu vred-
nost nepoznatog parametra.

Slika: Intervali povere�a za µ

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i poznatom vrednox�u σ2. 100(1−α)% interval povere�a za µ je(

X̄ − zα/2
σ
√
n
, X̄ + zα/2

σ
√
n

)
,

gde je zα/2 takvo da je P{Z > zα/2} = α
2
(povrxina desno od zα/2 je α

2
).
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Statistika

Studentova T raspodela

Xta da radimo ako σ nije poznato? Oce�ujemo ga uzoraqkim standardnim
odstupa�em S i onda se raspodela me�a.

Kad ocenimo parametar σ statis-
tikom S, tada

X̄ − µ

S

√
n

ima Studentovu T raspodelu. Slika: Studentove raspodele

Osobine Studentovih raspodela

Svaka Studentova raspodela ima jedan parametar ν, broj stepeni slobode

Studentova raspodela je neprekidna

Grafik je simetriqan oko nule, sred�a vrednost je nula

Parametar ν utiqe na disperziju, xto je on ve�i, disperzija je ma�a

Kada je ν veliko, Studentova raspodela je pribli�na standardnoj
normalnoj
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Statistika

Tablica Studentovih raspodela

Studentova raspodela - vrednosti x takve da je P{Tν < x} = p

p
ν 0.600 0.667 0.750 0.800 0.875 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

1 0.325 0.577 1.000 1.376 2.414 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.31
2 0.289 0.500 0.816 1.061 1.604 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327
3 0.277 0.476 0.765 0.978 1.423 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215
4 0.271 0.464 0.741 0.941 1.344 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.267 0.457 0.727 0.920 1.301 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.265 0.453 0.718 0.906 1.273 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
28 0.256 0.435 0.683 0.855 1.175 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 0.256 0.435 0.683 0.854 1.174 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.256 0.435 0.683 0.854 1.173 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ...... ......
55 0.255 0.433 0.679 0.848 1.163 1.297 1.673 2.004 2.396 2.668 3.245
60 0.254 0.433 0.679 0.848 1.162 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
∞ 0.253 0.431 0.674 0.842 1.150 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090

Tra�imo x takvo da je P{T5 < x} = 0.95 | iz tablice vidimo da je
x = 2.015.

Tra�imo x takvo da je P{T5 < x} = 0.05 | povrxina je ma�a od 1/2, pa
je x negativno P{T5 < −x} = 0.95, pa je x = −2.015.

Tra�imo x takvo da je P{T2 > x} = 0.025 | onda je P{T2 < x} = 0.975,
pa je x = 4.303
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Statistika

Studentova raspodela - R funkcije

Verovatno�u doga�aja P{Tν < x} raqunamo funkcijom pt(x,df = ν).
> pt(1.25,df=10)

0.8801197

Vrednost x za koju je P{Tν < x} = p raqunamo funkcijom qt(p, df = ν).
> qt(0.95,df=5)

2.015048

Tra�imo x takvo da je P{−x < T15 < x} = 0.90

Slika: P{−x < T15 < x} = 0.90

Vidimo da je povrxina grafika levo od x jednaka 0.95 pa x nalazimo kao
qt(0.95, df = 15), a to je 1.753.
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Interval povere�a za µ kada se σ2 oce�uje

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. Tada

X̄ − µ

S

√
n

ima Studentovu T raspodelu s n− 1 stepenom slobode.

Teorema

Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak obima n iz normalne raspodele s
parametrima µ i σ2. 100(1− α)% interval povere�a za µ je(

X̄ − tα/2
S√
n
, X̄ + tα/2

S√
n

)
,

gde je tα/2 takvo da je P{Tn−1 > tα/2} = α
2
(povrxina desno od tα/2 je α

2
).
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Interval povere�a za µ kada se σ2 oce�uje

Posmatra se procentualna promena u broju studenata upisanih na dr�avne
univerzitete. Mo�e li se, na osnovu do�eg uzorka, tvrditi da je, u proseku,
doxlo do pove�a�a broja studenata?

5% 35% -8% 0.3% 5%
-1% -30% 12% 0% 3%
-10% 16% -5% 7% 7%
25% -15% 2% -17% 8%
0% 6% 9% 7% 3%

Slika:

P{−2.064 < T24 < 2.064} = 0.95

Imamo da je x̄ = 2.6, s2 = 170.36, s = 13.1%. Vrednost tα/2 nalazimo tako xto
je povrxina desno jednaka 0.025, odnosno va�i P{T24 < t} = 0.975, te imamo
qt(0.975, df = 24) = 2.064. Interval povere�a je(
X̄ − 2.064 · S

5
, X̄ + 2.064 · S

5

)
.

Za nax uzorak dobija se (-2.8,8.0). Zak	uqak je da verujemo, s povere�em od 95%
da je procentualno pove�a�e broja upisanih studenata izme�u -2.8 i 8.0%.
Poxto je 0 unutar intervala, a imamo i negativne vrednosti, ne mo�emo
tvrditi da se broj upisanih pove�ava.
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Testira�e statistiqkih hipoteza

Imamo dve hipoteze: nultu i alternativnu

Alternativna (ili istra�ivaqka) hipoteza je ono xto

tvrdimo i �elimo da statistiqki proverimo (obiqno

sadr�i reqi kao ve�e, ma�e, zavisi...)

Nulta hipoteza je suprotna alternativnoj (obiqno sadr�i

reqi jednako, ma�e ili jednako, ne zavisi...)

Testira�e se vrxi u ci	u odbaciva�a nulte hipoteze, tj.

prihvata�a suxtinske alternativne hipoteze
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Statistika

Problem testira�a

stvarno sta�e optu�enog

odluka porote nije kriv kriv je

kriv grexka prve vrste ispravna odluka

nije kriv ispravna odluka grexka druge vrste

stvarno sta�e stvari

zak	uqak testira�a H0 je taqna H0 je netaqna

odbacujemo H0 grexka prve vrste ispravna odluka

ne odbacujemo H0 ispravna odluka grexka druge vrste
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Statistika

Problem testira�a

Zak	uqak donosimo na osnovu vrednosti neke statistike, koju nazivamo
test statistikom. Ako ona u naxem uzorku uzme vrednost koja je
neuobiqajena ako va�i H0, onda odbacujemo H0.

Odbaciva�e H0 je statistiqki znaqajna odluka, znaqi da smo skupili
dovo	no dokaza u prilog naxoj alternatvinoj hipotezi

Neodbaciva�e H0 nije statistiqki znaqajan rezultat. To mo�e da znaqi
da stvarno va�i H0, ili da va�i H1 ali da nemamo dovo	no dokaza �oj u
prilog.

Kako doneti odluku? Jedna mogu�nost je zadati unapred vrednost α
(najqex�e 0.05), koji nazivamo merom ili pragom znaqajnosti testa, koji
�e nam fiksirati verovatno�u grexke prve vrste. Ukoliko nam test
statistika uzme vrednost koja pod H0 ima verovatno�u ma�u od α,
odbacujemo H0.

p-vrednost testa je verovatno�a da izvuqemo neki uzorak koji je bo	i
dokaz u korist naxe alternativne hipoteze od onog koji smo ve� izvukli
Ukoliko je ta verovatno�a mala, to znaqi da su naxi dokazi odliqni pa
odbacujemo H0. Granica je ponovo obiqno na 5%.
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Statistika

Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Vrste nultih i alternativnih hipoteza
Maxina za postav	a�e qu�eva u kugla�u treba da ima proseqno vreme
postav	a�a od 4 sekunde. Ako je du�e, stvara se nervoz kod takmiqara, a
ako je kra�e, qu�evi se obaraju. Testiramo maxinu da li radi kako treba

H1 : µ ̸= 4, H0 : µ = 4

Imamo raqunar na kome je za nax program potrebno 45 sekundi da se
izvrxi. Prilikom kupovine novog raqunara �elimo da budemo sigurni da
je on bo	i. Testiramo

H1 : µ < 45; H0 : µ ≥ 45

Razmatra se otvara�e nove prodavnice i smatra se da je treba otvoriti
ukoliko prihodi budu ve�i od 2$ po muxteriji. Testira se

H1 : µ > 2; H0 : µ ≤ 2
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Definicija

Postoje tri testa o sred�oj vrednosti

H0 : µ = µ0 protiv H1 : µ ̸= µ0 (dvostrani)

H0 : µ ≥ µ0 protiv H1 : µ < µ0 (jednostani levi)

H0 : µ ≤ µ0 protiv H1 : µ > µ0 (jednostrani desni)

Test statistika u sva tri sluqaja je

T0 =
X̄ − µ0

S

√
n,

koja, ako je H0 taqno, ima Studentovu raspodelu s n− 1 stepenom slobode.

p-vrednost jednostranog levog testa je povrxina levo od vrednosti t0 koju
statistika T0 uzme u uzorku.

p-vrednost jednostranog desnog testa je povrxina desno od vrednosti t0

p-vrednost dvostranog testa je dvostruka povrxina levo od vrednosti t0,
ako je t0 < 0 ili dvostruka povrxina desno od vrednosti t0, ako je t0 > 0.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ ≤ 2$ (prodavnica nije profitabilna) protiv H1 : µ > 2$
(prodavnica je profitabilna)

Uzorak:

2.75 6.25 3.50 3.01 5.10
5.06 4.50 4.17 2.57 3.15
3.98 2.37 2.03 1.02 5.28
1.57 1.00 1.16 1.07 3.12
0.75 0.10 0.25 3.09 4.10

Slika: P{T24 > 2.46} = 0.01

n = 25, T0 = X̄−2
S

√
25 ima Studentovu T24 raspodelu. Iz uzorka raqunamo

x̄ = 2.842, s2 = 1.708, s = 2.918. Vrednost test statistike iz uzorka je
t0 = 2.842−2

2.918

√
25 = 2.46.

p-vrednost testa dobijamo kao 1−pt(2.46,df = 24) = 0.01, pa zak	uqujemo da

treba odbaciti H0 i otvoriti prodavnicu.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ ≥ 45 (novi raqunar nije bo	i) protiv H1 : µ < 45 (novi

raqunar je bo	i)

U uzorku obima 30 dobijeno je

x̄ = 44.5, s = 2

Slika: P{T29 < −1.37} = 0.09

n = 30, T0 = X̄−45
S

√
29 ima Studentovu T29 raspodelu. Vrednost test statistike

iz uzorka je t0 = 44.5−45
2

√
29 = −1.37.

p-vrednost testa dobijamo kao pt(−1.37, df = 29) = 0.09. Odluka je na nama, ako

smatramo da je grexka od 9% velika, zak	uqi�emo da ne treba odbaciti H0 i ne

treba kupiti novi raqunar, a ako mislimo da je mala, onda �emo kupiti novi

raqunar.
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Testira�e hipoteza o sred�oj vrednosti

Testiramo H0 : µ = 4 (maxina za qu�eve radi kako treba) protiv H1 : µ ̸= 4
(treba joj servis)

Uzorak:

4.1 3.5 3.2 4.1
3.5 4.3 4.0 4.5
2.5 3.8 4.6 3.0
4.1 3.6 3.7 3.9

Slika: P{T15 < −1.60} = 0.065

n = 16, T0 = X̄−4
S

√
16 ima Studentovu T15 raspodelu. Iz uzorka raqunamo

x̄ = 3.78, s = 0.55. Vrednost test statistike iz uzorka je
t0 = 3.78−4

0.55

√
16 = −1.60.

Kako je pt(−1.60, df = 15) = 0.065, a poxto je test dvostrani, p-vrednost testa je

0.13. Takva grexka je prevelika, pa ne odbacujemo H0 i ne servisiramo maxinu.
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Korix�e�e ugra�ene R funkcije

> kuglanje<-c(4.1,3.5,2.5,4.1,3.5,4.3,3.8,3.6,3.2,4.0,4.6,3.7,4.1,4.5,

3.0,3.9)

> t.test(kuglanje,mu=4,alternative="two.sided",conf.level=0.95)

One Sample t-test

data: kuglanje

t = -1.6234, df = 15, p-value = 0.1253

alternative hypothesis: true mean is not equal to 4

95 percent confidence interval:

3.479594 4.070406

sample estimates:

mean of x

3.775
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