
BIOSTATISTIKA - Pismeni ispit 1. jul 2018.

1. [12 poena] Prikazani su histogrami xirine (u cm) qaxiqnih i kruniqnih listi�a 150 cvetova irisa.
Na osnovu datih histograma proceniti:

Slika 1:

a) [3 poena] Da li su u proseku xiri qaxiqni ili kruniqni listi�i?

b) [3 poena] Da li su u pitaǌu histogrami frekvencija ili relativnih frekvencija? Obrazlo�iti odgo-
vor.

v) [2 poena] Ako biste �eleli da poka�ete da je xirina kruniqnog listi�a maǌa od xirine qaxiqnog,
koji test biste koristili ako su vrednosti uzete na razliqitim cvetovima?

g) [4 poena] Koliki procenat qaxiqnih listi�a ima xirinu izme�u 2.4 i 4.4 centimetra? A koliki
procenat kruniqnih listi�a ima xirinu izme�u 2.4 i 4.4 centimetra?

Rexeǌe.

a) S histograma vidimo da je proseqna xirina qaxiqnih listi�a blizu 3.0, a kruniqnih blizu 1, pa
zakǉuqujemo da su qaxiqni listi�i u proseku xiri.

b) S obzirom da se na y-osi nalazi broj listi�a koji imaju odgovaraju�e xirine, u pitaǌu je histogram
frekvencija. Histogram relativnih frekvencija na y-osi ima udeo (procenat).

v) Kako nemamo indicija da listi�i nemaju normalnu raspodelu, a znamo da su listi�i uzeti s razliqitih
cvetova, koristili bismo T -test na nezavisnim uzorcima.

g) S histograma vidimo da xirinu izme�u 2.4 i 4.4 imaju svi qaxiqni listi�i iz uzorka izuzev prva
dva stuba u kojima ima 4 + 7 = 11 elemenata, pa je tra�eni procenat 1 − 11

150
= 0.93 = 93%. Xto se

tiqe kruniqnih, u ovom rasponu nalaze se samo oni iz posledǌeg stuba, u kojoj ih ima 3, pa je tra�eni
procenat 3

150
= 0.02 = 2%.



2. [12 poena] U populaciji 1% �ena ima rak dojke. Ukoliko rak postoji, mamogram �e biti pozitivan s
verovatno�om 0.8. Ukoliko rak ne postoji, mamogram �e biti negativan s verovatno�om 0.904.

a) [6 poena] Kolika je verovatno�a da mamogram sluqajno izabrane �ene te populacije bude pozitivan?

b) [6 poena] Ukoliko je mamogram pozitivan, kolika je verovatno�a da �ena stvarno ima rak dojke?

Rexeǌe.
Neka je R doga�aj da �ena ima rak, a M doga�aj da je mamogram pozitivan. Znamo da je P (R) = 0.01,

P (M |R) = 0.8, P (M̄ |R̄) = 0.904. Lako raqunamo da je P (M̄ |R̄) = 1− P (M̄ |R̄) = 1− 0.904 = 0.096.

a) Koriste�i formulu potpune verovatno�e dobijamo

P (M) = P (R)P (M |R) + P (R̄)P (M |R̄) = 0.01 · 0.8 + 0.99 · 0.096 = 0.10304.

b) Koriste�i rezultat pod a) i formulu uslovne verovatno�e, dobijamo

P (R|M) =
P (R)P (M |R)

P (M)
=

0.01 · 0.8
0.10304

= 0.078.

3. [12 poena] U ciǉu upore�ivaǌa dva re�ima ishrane za tovǉeǌe junadi, devet parova �ivotiǌa izabrano
je iz krda, tako da �ivotiǌe u okviru jednog para budu xto sliqnijih genetskih karakteristika. Zatim je
jedan qlan svakog para podvrgnut jednom re�imu, a drugi drugom re�imu ishrane. Rezultati predstavǉaju
porast te�ine (u kg) nakon qetiri meseca.

re�im I 298 211 262 227 269 276 239 282 278

re�im II 249 230 234 229 265 241 264 299 228

a) [3 poena] Xta treba uzeti za nultu, a xta za alternativnu hipotezu?

b) [6 poena] S pragom znaqajnosti 0.05 izvrxiti odgovaraju�e testiraǌe.

v) [3 poena] Koji zakǉuqak se mo�e izvesti na osnovu rezultata testa?

Rexeǌe.

a) Neka je X porast te�ine prilikom re�ima I, a Y prilikom re�ima II i neka su im sredǌe vrednosti
redom µX i µY . S obzirom da nam je ciǉ istra�ivaǌa da uporedimo dva re�ima ishrane, nulta
hipoteza je da nema razlike u sredǌoj vrednosti porasta te�ine (H0 : µX = µY ), a alternativna je da
ta razlika postoji (H1 : µX 6= µY ).

b) Poxto su nam podaci dati u parovima, a nemamo naznaka da nemaju normalnu raspodelu, koristimo
spareni T -test.

Iz uzorka dobijamo

d̄ = 1
n

∑
(x− y) = 1

9
((298− 249) + (211− 230) + · · ·+ (278− 228)) = 11.44,

i s2
D = 1

n−1

∑
d2 − n

n−1
d̄2 = 878.5296.

Vrednost test statistike je

t0 = d̄
sD

√
n = 11.44

29.64

√
9 = 1.16.

Kako je test dvostrani, to p-vrednost raqunamo kao dvostruku povrxinu desno od vrednosti t0. Iz
tablice Studentove raspodele za ν = 8 vidimo da se 1.16 nalazi izme�u 1.10815 i 1.39682, pa je
povrxina desno od 1.16 izme�u 0.10 i 0.15. Stoga dobijamo da je p-vrednost testa izme�u 0.2 i 0.3.

v) Kako je p-vrednost testa ve�a od 0.05, nemamo dovoǉno dokaza da zakǉuqimo da postoji razlika u
sredǌim vrednostima porasta te�ine kod ova dva re�ima ishrane.



4. [12 poena] Merena je du�ina krila Y (u cm) kod vrabaca razliqite starosti x (u danima). Rezultati
su prikazani u slede�oj tabeli.

x 3.0 4.0 5.0 6.0 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0 14.0 15.0 16.0 17.0

Y 1.4 1.5 2.2 2.4 3.1 3.2 3.2 3.9 4.1 4.7 4.5 5.2 5.0

a) [1 poen] Skicirati taqkasti grafik podataka. Mo�e li se naslutiti linearna zavisnost?

b) [2 poena] Odrediti ocenu prave linearne regresije mY |x metodom najmaǌih kvadrata i docrtati je na
grafik. Sla�e li se s podacima?

v) [6 poena] Odrediti 90% interval povereǌa za sredǌu du�inu krila vrapca starosti 13 dana. Mo�emo
li na osnovu ǌega zakǉuqiti da je sredǌa du�ina krila vrapca te starosti jednaka 4.5?

g) [3 poena] Oceniti sredǌu du�inu krila vrapca starog 60 dana.

[bonus] Ako biste �eleli da testirate da li linearni model dobijen pod b) ima smisla, xta biste
uzeli za nultu, a xta za alternativnu hipotezu? Odgovor obrazlo�iti.

Rexeǌe 1. a) Taqkasti grafik podataka prikazan je na slici 2. Mo�e se uoqiti linearna zavisnost.

Slika 2:

b) Na osnovu uzorka mozemo izraqunati

Syy =
∑
y2 − nȳ2 = 19.66, Sxx =

∑
x2 − nx̄2 = 262 i Sxy =

∑
xy − nx̄ȳ = 70.8.

Dobijamo da su ocene parametara regresije β̂ = Sxy

Sxx
= 0.27 i α̂ = Ȳ − β̂x = 3.41 − 0.27 · 10 = 0.71.

Odatle dobijamo µ̂Y |x = 0.71 + 0.27x. Grafik je prikazan na slici 2 i vidimo da se sla�e s podacima.

v) Na osnovu uzorka mo�emo izraqunati x̄ = 10, SSE = Syy − β̂Sxy = 0.544 i σ̂ =
√

SSE
n−2

= 0.22. Za

x = 13, zamenom u jednaqinu prave dobijene pod b), dobijamo µ̂Y |13 = 4.22. Iz tablice Studentove
raspodele, za ν = n− 2 = 11, dobijamo tα/2 = 1.796. Zamenom u formulu za interval povereǌa

IµY |13 =

(
µ̂Y |13 − tα/2σ̂

√
1

n
+

(13− x̄)2

Sxx
, µ̂Y |13 + tα/2σ̂

√
1

n
+

(13− x̄)2

Sxx

)

=

(
4.22− 1.796 · 0.22

√
1

13
+

(13− 10)2

262
, 4.22 + 1.796 · 0.22

√
1

13
+

(13− 10)2

262

)
dobijamo interval (4.09,4.35).

g) Vrednost od 60 dana ne nalazi se u opsegu podataka (od 3 do 17) pa ne mo�emo proceniti sredǌu du�inu
krila vrapca od 60 dana.

(bonus) Linearni model nema smisla ukoliko je β = 0, tj. Y je isto za svako x, pa bismo stoga
testirali hipotezu H0 : β = 0 protiv alternative H1 : β 6= 0.



5. [12 poena] Prouqava se ponaxaǌe jedne vrste zmija kad je ugro�ena od strane grabǉivca. Poxto su
zmije hladnokrvne �ivotiǌe, ima indicija da faktor temperature ima uticaja na ponaxaǌe zmije. Meri se
rastojaǌe (u m) koliko se blizu mo�e pri�i zmiji pre nego xto onda pobegne. Qetrnaest zmija podeǉeno je
u tri grupe i izlo�ene su trima razliqitim temperaturama. Dobijeni su slede�i rezultati

temperatura

23◦ 25◦ 27◦

0.5 0.75 3.5
3.0 4.0 8.0
1.0 3.25 5.5
1.25 5.25 6.0
4.25 4.75

Sluqajna promenǉiva koja predstavǉa rastojaǌe na koje se mo�e pri�i zmiji nema normalnu raspodelu.

a) [2 poena] Xta treba uzeti za nultu, a xta za alternativnu hipotezu?

b) [7 poena] S pragom znaqajnosti α = 0.05 izvrxiti odgovaraju�e testiraǌe koriste�i test Kruskal-
Valisa.

v) [3 poena] Koji se zakǉuqak mo�e izvesti na osnovu rezultata testa?

[bonus] Kada bi rastojaǌe imalo normalnu raspodelu, da li biste i tada mogli koristiti test Kruskal-
Valisa? Koji biste test u tom sluqaju izabrali i zaxto?

Rexeǌe.

a) Neka je sredǌa vrednost razdaǉine na koju se mo�e pri�i zmiji pri prvoj temperaturi µ1, pri drugoj
µ2, a pri tre�oj µ3. Nulta hipoteza je da nema razlike u navedenim proseqnim vrednostima (H0 : µ1 =
µ2 = µ3), dok je alternativa da su me�u ovim sredǌim vrednostima bar dve razliqite.

b) Kako razdaǉina na koju se mo�e pri�i zmiji nema normalnu raspodelu, koristimo test Kruskal-Valisa.
Da bismo odredili test statistiku, najpre sve elemente uzorka pore�amo u red i dodelimo im rangove.

rangovi elemenata

23◦ 25◦ 27◦

1 2 7
5 8 14
3 6 12
4 11 13
9 10

R1 = 22 R2 = 37 R3 = 46

Test statistika je H = 12
n(n+1)

∑k
i=1

R2
i

ni
− 3(n + 1). Iz naxeg uzorka dobijamo h0 = 12

14·15
(222

5
+ 372

5
+

462

4
)− 3 · 15 = 6.41.

p-vrednost testa raqunamo kao povrxinu ispod grafika χ2 raspodele za ν = 2 desno od h0. Iz tablice
za χ2 raspodelu vidimo da se 6.41 nalazi izme�u 5,99148 i 7,37778, odakle zakǉuqujemo da je p-vrednost
testa izme�u 0.025 i 0.05.

v) Kako je p-vrednost testa maǌa od 0.05, zakǉuqujemo da postoji razlika izme�u sredǌih vrednosti za
makar dve temperature.

(bonus) U sluqaju kada bi podaci imali normalnu raspodelu, tako�e bismo mogli da koristimo test
Kruskal-Valisa. Me�utim, u tom sluqaju bismo radije koristili jednofaktorsku disperionu analizu
jer je to mo�nija metoda koja uspexnije mo�e otkriti razlike izme�u sredǌih vrednosti odgovaraju�ih
grupa.


