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4.19 Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 172012 sa 7.

4.20 Rexiti jednaqinu 15x ≡33 18.

4.21 Rexiti sistem kongruencija: x ≡7 1 x ≡9 4 x ≡5 3.

4.22 Rexiti sistem kongruencija: x ≡6 5 x ≡8 3.

4.23 Odrediti posledǌe dve cifre broja 20114043.

4.24 Dokazati da je broj 33337777 + 77773333 deǉiv sa 10.

4.25 Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 555
5

sa 17.

4.26 Odrediti ostatak pri deǉeǌu 19431942 sa 5, 7 i 35.

4.27 Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja (12!)2 + 221912 sa 143.

4.28 Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 9! · 27! sa 333.

4.29 Ako je p ≥ 11 prost broj, dokazati da 504 | p6 − 1.

4.30 Neka je p > 2 prost broj. Ako su skupovi A = {a1, a2, . . . , ap} i B = {b1, b2, . . . , bp}
razliqiti potpuni sistemi ostataka po modulu p, dokazati da skup {a1b1, a2b2, . . . , apbp}
nije potpun sistem ostataka po modulu p.
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S obzirom na to da je 12 · 11 · 10! = 12! ≡13 12 i nzd(12, 13) = 1, na osnovu tvr�eǌa
4.57 zakǉuqujemo da je 11 · 10! ≡13 1. Daǉe je 11 · 10! ≡13 1 ≡13 66 = 11 · 6. Kako je
nzd(11, 13) = 1, jox jednom primenom tvr�eǌa 4.57 dobijamo da je 10! ≡13 6. Dakle,

a ≡13 12 · 6 ≡13 7.

Tra�eni ostatak je 7.

4.19 Primetimo da je 17 ≡7 3, pa je tra�eni ostatak jednak ostatku broja 32012 pri
deǉeǌu sa 7. Na osnovu Male Fermaove teoreme va�i da je 36 ≡7 1. Prema tome,

172012 ≡7 32012 ≡7 3335·6+2 ≡7 (36)335 · 32 ≡7 1335 · 9 ≡7 1 · 2 ≡7 2,

pa je tra�eni ostatak 2.

4.20 Kako je nzd(15, 33) = 3 i 3 | 18 jednaqina ima rexeǌe. Rexeǌe jednaqine
5x ≡11 6 je x ≡11 10, pa su rexeǌa polazne jednaqine x ≡33 10, x ≡33 21 i x ≡33 32.

4.21 Na osnovu napomene 4.65 zakǉuqujemo da sistem ima rexeǌe. Iz prve jedna-
qine sledi da je x = 7y + 1, za y ∈ Z. Zamenom u drugu jednaqinu dobijamo

7y + 1 ≡9 4.

Jedno rexeǌe ove jednaqine je 3, pa je opxte rexeǌe y = 3 + 9z, za z ∈ Z. Tada
je x = 7y + 1 = 7(3 + 9z) + 1 = 22 + 63z. Zamenom ove jednakosti u tre�u jednaqinu
dobijamo 22 + 63z ≡5 3. Kako je 22 ≡5 2 i 63 ≡5 3, jednaqina je ekvivalentna sa
2 + 3z ≡5 3, to jest

3z ≡5 1.

Opxte rexeǌe ove jednaqine je 2 + 5t, za t ∈ Z. Dobili smo da je

x = 22 + 63z = 22 + 63(2 + 5t) = 148 + 315t,

xto je rexeǌe polaznog sistema.

4.22 Kako nzd(6, 8) | (5−3), prema Kineskoj teoremi o ostacima sistem ima rexeǌe.
Na osnovu prve jednaqine sledi x = 5 + 6y, za neko y ∈ Z. Zamenom prethodne
jednakosti u drugu jednaqinu dobijamo da je 6y ≡8 6 (primetimo da to nije ek-
vivalentno y ≡8 1 jer je nzd(6, 8) 6= 1). Rexavaǌe jednaqine 6y ≡8 6 svodi se na
rexavaǌe jednaqine 3y ≡4 3. Kako je nzd(3, 4) = 1, posledǌa jednaqina ekvivalentna
je jednaqini

y ≡4 1,

qije je opxte rexeǌe y = 1 + 4z, za z ∈ Z. Dakle, opxte rexeǌe polaznog sistema
je

x = 5 + 6y = 5 + 6(1 + 4z) = 11 + 24z, gde je z ∈ Z.
Primetimo da je nzs(6, 8) = 24, pa je dobijeni rezultat u saglasnosti sa Kineskom
teoremom o ostacima.
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4.23 Posledǌe dve cifre datog broja znamo ako na�emo ǌegov ostatak pri deǉeǌu
sa 100. Kako je 2011 ≡100 11, to je 20114043 ≡100 114043. Brojevi 11 i 100 su uzajamno
prosti i ϕ(100) = ϕ(22 ·52) = ϕ(22)ϕ(52) = 2(2−1) ·5(5−1) = 40, pa je prema Ojlerovoj
teoremi (teorema 4.73) sledi da je

1140 ≡100 1.

Daǉe treba odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 4043 sa 40. To je 3, pa je 4043 =
40k + 3, za neko k ∈ Z. Konaqno je

20114043 ≡100 114043 = 1140k+3 = (1140)k · 113 ≡100 1 · 121 · 11 ≡100 21 · 11 ≡100 31,

pa su dve posledǌe cifre datog broja 3 i 1.

4.24 Treba dokazati da je ostatak pri deǉeǌu datog broja sa 10 jednak nuli.
Odredimo prvo ostatak pri deǉeǌu 33337777 sa 10. Kako je 3333 ≡10 3, va�i
33337777 ≡10 37777. Na osnovu Ojlerove teoreme, iz nzd(3, 10) = 1 i ϕ(10) = 4 sledi da
je 34 ≡10 1. Tako�e je 7777 ≡4 1, pa je 7777 = 4k + 1, za neko k ∈ Z. Daǉe je

33337777 ≡10 37777 = 34k+1 = (34)k · 31 ≡10 3.

Sliqan je postupak i za drugi sabirak: 77773333 ≡10 73333. Iz nzd(7, 10) = 1 sledi da
je 74 ≡10 1. Kako je i 3333 ≡4 1, va�i

77773333 ≡10 73333 = 74l+1 = (74)l · 71 ≡10 7.

Sada mo�emo zakǉuqiti da je

33337777 + 77773333 ≡10 3 + 7 ≡10 0.

4.25 Kako je nzd(5, 17) = 1 i ϕ(17) = 16, na osnovu Ojlerove teoreme va�i 516 ≡17 1.
Treba odrediti ostatak pri deǉeǌu 555 sa 16. Va�i da je nzd(5, 16) i ϕ(16) =
ϕ(24) = 23(2 − 1) = 8, pa jox jednom primenom Ojlerove teoreme dobijamo da je
58 ≡16 1. Daǉe je potrebno odrediti ostatak pri deǉeǌu 55 sa 8. Brojevi 5 i 8 su
uzajamno prosti i ϕ(8) = ϕ(23) = 4, pa je 54 ≡8 1. Iz posledǌeg izraza zakǉuqujemo
da je

55 = 54 · 5 ≡8 1 · 5 ≡8 5.

Daǉe je

555 = 58k+5 = (58)k · 55 ≡16 1 · 55 ≡16 25 · 25 · 5 ≡16 9 · 9 · 5 ≡16 81 · 5 ≡16 1 · 5 ≡16 5.

Vratimo se na poqetak:

555
5

= 516l+5 = (516)l · 55 ≡17 1 · 55 ≡17 25 · 25 · 5 ≡17 8 · 8 · 5 ≡17 64 · 5 ≡17 13 · 5 ≡17 65 ≡17 14.

Dakle, ostatak je broj 14.




