OBJIACT 4

HudepenmnujabuiaHoct pyHKIIIja

Heka je f : (a,b) — R nenpekugna dynkuuja. [Tocmarpajmo e tauke ca rpaduka dyHKIHje
A(xg, f(xo)) m B(xo + h, f(xg + h)). Jeanaunma npase Koja IPOTa3d KPO3 OBE JBE TAUKE je

p ey S+ TN

Hyx AB nasusa ce u memusom rpacduka dyuknuje. Koedurnujenr npasia ose mpase (Koju je jeJHaK
TAHIeHCY yriia « u3Mel)y mpase p U MO3UTHBHOL Jiejia T-0ce) je w (Bumern Couky 1). Ako
moMepaMo Taduky B mo rpaduky (yHKITje n npubiankabamo je Taukun A Buammo na he ce Terusa
upubsmzkasaru maneewmu t va rpaduk dyuxmuje y rauku A (Bugern Cuuxy 2). Koedwunujenr

npagia Taurenra t he ourn

. fzo+h) — f(zo)
lim
h—0 h
aKo oBaj Jiumec nocroju. Ilocrojame 0BOT JiMMeca €eKBUBAJIEHTHO je AudepeHIinjabuHoCTH.

1. U3Boa dbyHKIHTjE
Hedunrunuja 1. Heka je f: (a,b) — R u neka je zg € (a,b). Axo nocroju
h) —
lim f(xo + })L (o) (1)

h—0

e e oL ;

CnukA 1. Terusa rpaduka dyHKIHje

1
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CaukA 2. Terusa dyHKnuje ce npubiamkapa TaHreHTH rpaduka y Tadka A

KazkeMo Ja je pyHumja dudepenyujobuina y mauku ro. OBaj JUMEC ce HA3UBA U36000M pynruuje f

y mauku o 1 o3HadaBa ca f'(xg), %(mo) WK %f(xo). Kaxkemo na je dbyukumja dudepenyujabuiria

aKo je jaudpepennujabuiHa y CBaKOj TAYKHU CBOI' JIOMEHA. O

[IpBo muTame Koje ce MPUPOIHO MOCTaB/ba jecTe Koja je Be3a u3Mmely HEmpPeKuJHOCTH Y Ta4Ku U
nudepennujabunnoctu y tauku. O ToMme HaMm ropopu ciejeha Teopema.

Teopema 2. Axo je gynrxyuja f : (a,b) — R dupepenyujabuina y mavwwu xo € (a,b) onda je ona
Y MOj MaAKU U HENPEKUIHa.

Hoxa3z. Ilpumerumo na je

. o f(xo + 1) — f(x0)
}lgr%](f(xo—kh)—f(xo))—%g% h- h

JIumec mozke j1a 1ipohe Kpo3 IMPOU3BOJL jep JIMMeCH U jejHe u Jpyre PyHKIHje 1OoCToje 11a je
;lbii% (f(zo+h) = fx0)) = 0- f'(z) = 0.

3akspyuayjeMo ja je flLimO f(zo+ h) = f(xo), onrocHo dbyHKIMja f je HENPEKHIHA Y TAUKU Ig. 0
%

Huje cBaka nenpexujHa pyHkinuja audepenijabuina y Tauku, IPpyruM pednMa He Baxku 00p-
HyTa UMILIMKAIUja Y nperxoanoj reopemu. To hemo Bugern y ciejgehem npumepy.

ITpumep 3. Qyukiuja ancosryTae Bpeaaoctu f(x) = |x| je nenpekunna y tauku = 0 anu Huje
nudepeHNujaduIHA ¥ TOj TAYKU. 3ancTa, He MOCTOjU Illir%w jep cy nmmecn kKajga h — 0+ n
ﬁ
h — 0— pasmnuntu. Jlumec kaga Tauku 0 IpuaasuMo ca Jese crpade (rie je dbyHKIHja jeHAKA
f(z) = —x) jeama je
h) — f(0 —h
o S0 =10
h—0— h h—0— h
JOK ca jiecHe crpade tadke 0 (rue je dyuknuja jennaka f(r) = x) gobujamo numec
h) — f(0 h
L f) ~ (0)

h—0+ h - hlg& h L

Ako ce moacernmo rpaduka Te QyHKIUje BHAUMO na y Tadkn r = ( mMaMO MH/bAK, Ka0 Jia Ce
rpacduk GyHKIHUje TOMU HA TOM MECTy. il

Beli Ha 0BOM MecTy BEIHMO MOTPEOY Jla pa3MaTpaMo CJIyvajeBe Kaja MoCToje JIEBU U JIeCHU JIIMeCH
u3pasza (1).
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Hedunnuuja 4. Heka f : (a,b) — R u veka je zg € (a,b). Axo mocroju

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0— h

OH Ce Ha3MBa Le8UM Uu3sodom dynryuje [ y mauku xo n o3Havasa ca f’ (xg). Jecnu ussod dynryuje
f y mauru xo jeqnak je sumecy (ako mocToju)
B) —
lim f(zo + ;i f(x0)

h—0+

1 o3HagaBa ce ca [’ (x). O

3BHajyhu cBOjcTBa JIEBOT M JIECHOT JIMMeca MOXKeMO Jla 3aK/byInMO na je byHKIHja audepeHuja-
OMJIHA Y TAYKHU T KO B CAMO aKO MOCTOje JIEBU U JECHU JIUMeC Y TOj TAUKH U jeTHAKH CY.

Y Ilpumepy 3 cmo mokazanu ga GyHKImja || y Tauku © = (0 uMa JeBU U3BOJ U jefHAK je —1 mok
je JecHu u3BOJ jejiHak 1.

Cana hemo uctmratn audepeHujabnIHOCT HEKUX eJIeMeHTapHuX (DYHKIIN]A.

ITpumep 5. Koncranrna dyukuuja f(x) = C je qudepeniujabuiina y cBaKoj TAYKU U HEH U3BO/|
je jeJiHak HyJau jep je

h) — c-C
lim f(zo +h) — f(z0) —him 2 —Y ¢
h—0 h h—0 h
3ak/pydyjeMo: M3BOA, KOHCTAaHTHEe (DYHKIIUje jeTHAK je HYJIU. i

ITpumep 6. Cana hemo nahu uszsoj crenene dynkuuje f(xr) = 2" rue je n € N duxcupan
npupojan 0poj. Heka je z € R npousso/bua Tauka. Tajga je

i (”.’)x”*j Y —i

fle+h) = f@) (@) —a" o 5"

h h h
I e R O R L e
B h
_ hn-a" '+ (J)a" 2 h+..+h"")
B h

=n-z" 1+ (Z)x”_2 “h+ ...+ A"

rae je jenHakoct (%) mobujema mpumenom Gmromme dopmyne. Kama mpohemo mumecom mo h — 0
3aksbydyjeMo ga je f'(z) = nz" L i

ITpumep 7. VY oBoM mpuMepy UCOUTYjeMO AudePeHInjadUIHOCT €KCIIOHEHIIM)ATHEe | JOTaphTa-
McCKe (pyHKIIHje.

Heka je f(z) = a” vue je a > 0 dukcupano. 3HaMo Ja je J0OMeH eKCloHeHujaine hyHKIuje CKyIl
R. Tlokazahemo na je f audepennujabuina y ¢BaKOj TauKd JOMEHA. 3a MPOU3BOBHO & € R Bakn

z+h _ @ h_1
f/(x)ZIimu:hm {ax-a N }:ax-lncb

h—0 h h—0

jep je flLin% % = Ina. [Ipumehyjemo na je d%ex = €” OJIHOCHO U3BOJI, eKCIIOHeHIInja/iHe (PYHKIHje e’
—
je omeT ekclioHeHnujaHa GYHKIHja €.
Heka je g(z) = Inz. 3mamo ga je momen soraputamcke dbyuknuje (0,400) ma mMa CMECTA

UCTIUTHBATH JTUDepeHnjaduanocT HyHKIMje g caMo y TUM Tadkama. OneT TpUMeHOM OCHOBHHX
JiMeca J00ujamo

R NCET
In(z +h) —Inz 1 In(1+ 2 In(1+2%) 1 1
! — i - lim—-—  — lim—-—— /| N S /A
g(w) = im h =am R A E x|
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1n(1+t) h

jep je hm =1la? — 0xaza h — 0. Buaehemo jom jeran HauuH Ja U3padyHAMO H3BOJ

JIOFapI/ITaMCKe dbyuknmje kajga oyaemo dbopmyaucanan TeopeMmy 0 U3Boy HHBEp3HE (DYHKITH]E. i

ITpumep 8. Heka je € R durcupan 6poj n nmocmarpamo Gyakuujy f : (0, +00) — R nedun-
ucany ca f(z) = z* ZKemmmo ga uctmramo nudepennujabusianoct ope dbynkuuje. Heka je x > 0
npousBosbHO. Taja moctoju u3sox dbyukiwmje f'(r) u jegHak je

« h\« « h\o
, L (:L“+h)a—l‘a__ $(1+;) - o (1+E) -1 1 B a1
] A
o e Ty AFDO=1
jep je lim —5— = a. i

ITpumep 9. ZKenumo ja nahemo u3Boj| CHHYCHE U KOCHHYCHE (DYHKIIH]E.
M3Bom KocuHyCa je

d cos(x + h) — cos (s« —2sin 2&thgin & h\ sinZ
— cosx = lim (z+7) ) lim 2 2 — lim | —sin (a:+—) . 2| = —sinz,

dx h—0 h h—0 h h—0 2 b
rae je jeanaxoct (k) dopmysa 3a pasiauKy KOCHHYCA a MOCIe/ha jeTHAKOCT je 100UujeHa MPUMEHOM

OCHOBHOT JiuMeca lim Sli‘t =1.
t—0

AHaJOrHE KOpally HaM J1ajy H3BOJI, CHHYCHE (DYHKIIH]je

d sin(z +h) —sinz  2cos 2 ginl h\ sinZ
—sinz = lim = lim = lim |cos [z + = | - = CoS .
dx h—0 h h—0 h h—s0 2 i_2z

Bpatumo ce caga na medunuiujy uzsoga. Heka je dyuknuja f gudepennujabuina y TauKu .
To 3naum ja je

/(a0) = lim flzo + h]z — f(zo)
O/ITHOCHO
foot hf)b —S@0) _ pian) +0(1), B 0
Kana cBe momuoxkumo ca h gobujaMo jeHakocT
f(zo+h) = f(zo) = f'(xo) - h+o(h), h — 0. (2)

[Tpumernmo caja j1a cMo audepeHiinjabuIHOCT MOTUIH j1a JedUHHUIIIEMO Ha, jOIIT jeJiaH HaunH, PYHKITH]a
f je nudpepennujabuina y Tauku ry ako moctoju 0poj A Takap ma BayKn

flzo+h) = f(xo) + A-h+o(h), h — 0.

Y ToMm caaydajy Kazkemo ja je 6poj A uzon dyukimje fy raukm xg, A = f'(xo). Oba qedununmja je
3TOJHUjA 32 YOIINTEeke N3B0a Kaaa je dyHknuja [ neduHNCAHA HA BUITEINMEH3UOHUM IPOCTOPUMA,
amp. R? wim R® a mama he 6uTm 3romHa 7 3a 10Ka3 TeopeMe O qudpepeHIUpany KOMIO3UITje
dyuKIH]A.

Vcraknumo joIn jeany Jieny ocoouny mudepeniujabuine dyHKIHje KOjy MOXKEMO J1a YOUUMO U3
jemmakoctu (2). TIpumeTnMo J1a 3ampaBo BasKy allPOKCUMAITH]a

f(zo+h) = f(xo) + f'(x0) - h
KaJa je h JI0BOJGHO Maso. AKO jecHY CTpaHy BHJIMMO K0 jeIHAYMHY IpaBe IJie HAM IIpupamTaj h
UTpa yIO0ry pa3iuke x — Xo BUIAMO Ja je TO jeITHaYNHA TaHTeHTe ¢ Ha rpaduk GyHKIHje y TAYKA Xg.
Jennaunna (2) kaxe na ce rpaduk gudepennujabuine GyHKIMje y Mai0j OKOJIMHA TaYKe To HATA3H
pou3BO/bHO Oiu3y Tanrente. Jomn jeanom hemo narjmacuTu 7@ je jeJlHaynHa TaHreHTe Ha rpadux
dyuxnuje f y Taukm xg y K0joj je dbyuknuja nudepenmnujabHa

t oy = f(xo) + f'(xo)(x — 20).
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CnukA 3. I'paduk dyukuuje f(z) =z

Koedurmujent npasiia oBe mpase KOju je 1aT H3BOI0M (hYHKIHje Y TAUKu Zo, f'(xg), jeIHAK je TAHTeHCY
yIJia KOjU TAHIEHTa I'PAJIA Ca MO3UTHUBHUM JIEJIOM T-0Ce.

Hanomennmo na audpepenujabuaHocT MozKe fa ce JeduHUINe U Y MPOITHPEeHoM cMucay (1 32 jeBe
W JlecHe U3Bojie) aKo A03B0nMO Ja jumec y (1) ysuma speanoctu y R. Ha KoHKperHum npuvepuma
fieMo BHETH T1ITa TEOMETPHUJCKM 3HAYH Ja je M3BOJ Y TAYKW (MM jeJHOCTPAHH H3BOJ) jeJHAK +00
Wi —oQ.

ITpumep 10. Tlocmarpajmo dyuxmujy f(z) = /z unju je gomen R. 2Keaumo na ucuramo meHy
juepennujabuinoct y Tauku r = 0. Tpaxkumo

fh)—f0) . Vh 1

li =lim — = lim —= = .
hs0 h B0 h hs0 NI oo
Bumnmo na je dyuknuja /z audepennujabuana y mpommpenoM cmuceay y tadkn = 0. Ako

norsiegamo rpaduk ose dbyukiuje (Cnuka 3) Buaumo na je rpadux dbyHKmje npubyb/beH y3 y-
ocy y okomHE Tadke r = (), 3ampaBo TanrenTa na rpaduk dyHknuje y Toj Tauku je npasa r = 0
(omHOCHO Yy—o0ca). 3HAMO JIa je TAHTEHC YIJia KOjU I'Pajie TAHTeHTA U MO3UTUBAH JIe0 £—oce (KOju je y
OBOM CJTIy4ajy jeJHaK BPeJHOCTH 5) jeqHax m3Bomy dyHKIEje. AKo ce MOACeTHMO 0COOMHA TaHTeHCa,
112 IPUMETHMO JIa HeroBa BPEJHOCTH TeXKU Ka +00 Kaja yrao TeKHU Ka 5— MOMKEeMO Ja BUJAUMO
Jia ce oBa audepeHnujabuaIHOCT y HPOITUPEHOM CMHECJY CJaKe Ca NeOMeTPHjCKOM CJIUKOM OOMIHe

JudepeHnnjabuIHOCTH KOjy CMO MU3IPaJIAId 10 Cajla. i

IMpumep 11. Y oom npumepy hiemo pasmarparn dbynknujy f(x) = Va2, Jomen dbyHnkmmje je
R a nac 3anuma meHa judepennujabuianoct y tauku r = 0,

h) — f(0 / h? 1
limM:hm—:hm .
h—0 h h—0 h h—0 /3
. . . . . 1 — _ . . 1 —
[IpumeTnMo 7a ce jeTHOCTpaHW JUMECU Pa3JuKYyjy jep je hlggl_ s 00 JIOK Je hll>r(r)1+ Vs —+00.

To 3Haum 13 J1eBU U JeCHU U3BOMA Vv Tadku r = () OCTOje y MPOIIHPEHOM CMHUCIY. AKO IOIJIemzaMo
rpaduk ose byuknuje (Ciauka 4) MoxkeMo Ja npuMerumo ja je rpaduk QyHKIHEje ca JeBe crpaHe
tauke ¥ = 0 npusbybsben y3 y—ocy u jga QyHKIHja onajia J0K je rpaduk ca JecHe cTpaHe Tadke
x = 0 rmakohe npusbyOsbeH y3 y—ocy anm da Ty dyHKIEja pacte (KacHuje HeMO BUIAETH KAKO HAM
3HaK n3BoJa oapelyje monoronoct dbyukumje). Buaumo ga dynkumja muje nudepennmjabuina y
MPOTUPEHOM CMUCTY ¥ Tadku T = (). i
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CnukA 4. I'pabux bynxmmje f(z) = Va2

2. CrojcTBa mudepennunjabuaanx GyHKIAja

Y oBOM JlesTy OKa3yjeMo KaKO ce W3BOJ MOHAIA Y OJHOCY Ha OCHOBHE Ollepallije U KOMIIO3UITU]Y.
Takobhe hemo nokazaru kako ce jiudepennupa nHBep3Ha yHKIEja.

Teopema 12. (JIuneapuoct uzBona) Hexa cy dynrxuuje f, g : (a,b) — R dugepenyujabunne
y mawky T € (a,b) u o, f € R. Tada je dynrxyuja af + Bg dudepenyujaburna y mauku To U 6aHcy

(af + Bg) (x0) = af'(20) + By (o).

Hoxa3z. Jloxas ciein u3 mo3HaTe JUHEAPHOCTH JINMEC,

(af + Bg)(wo + h) — (af + Bg)(wo) af(zo+h) + Bg(wo + h) — af(xe) — Bg(wo)

lim = lim

h—0 h h—0 h
- h) — h) —
(=) lim f(zo +h) — f(xo) + Blim g(wo + h) — g(wo)
h—0 h h—0 h
= af'(zo) + B9 (20).
IIPU 9eMy CMO Y jeJIHAKOCTH (% % %) MOrau ja upohjeMo JjimMecom Kpo3 36up jep JIMMecu ca JecHe
CTpaHe IOCTOje. O

Creneha TeopemMa HaM Kaxke Kako ce audepeHIupa Tpou3Bo audepeHnujaduInux pyHKIMja 1
mo3HaTa je Kao JIajOHUIIOBO MpaBHIIO.

Teopema 13. (JIajoaunoBo npasuio) Axo cy gynkyuje f,g : (a,b) — R dudepenyujabunne
y mavwku xo € (a,b) mada je u gynryuja f - g dudepenyujabuana y mauku ro U 6aAHCY

(f - 9)(w0) = f'(x0) - g(20) + f(20) - ¢ (o).

Hoxka3z. J[lokas TeopeMe cjeu u3 cjiegeinx jeJHAKOCTH

iy @0+ 1) - g(wo + k) = f(z0) - g(wo)
h—0 h

— }131)% Flzo+h) - g(xo + h})l — g(x0) + (o) - f(zo+ h})l — flxo)

= f(x0) - g'(x0) + g(0) - f'(w0).
Y nocsieamoj je THAKOCTH JIUMEC TPOoJIa3u KPo3 CyMy M IIPOW3BOJL jep CBU JIMMECH €a, JeCHe CTpaHe
nocroje a ¢gyukuuja f je Henpeku Ha 1a he BaxkuTH ,131% f(zo + h) = f(xo). O
—

Cajia hemo mokasaTn Kako ce audpepeHnupa KOIUIHEK JiBe (byHKIHje.
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Teopema 14. Hexa cy dyrxuuge f,g : (a,b) — R dudepenyujaburne y mauru xo € (a,b) npu
uemy eaotcu g(xg) # 0. Tada je u % dugpepenyujabuina y o U 8aNHCU
AN _ f'(wo) - g(wo) — f(x0) - g'(20)
— (Io) = 3 .
9 (9(20))

1 g'(xo)
(5) =2,
g (9(0))
a oHyia he jeHakocT (3) cieIuTH MPUMEHOM OBe jeJJHAKOCTH U JIajOHUIIOBOT TPABUIIA HA TPOU3BO/T
g = f - =. Tlocmarpamo npuparmraj pyHKIH]je é

(3)

Hokaz. Ilokazahemo ja Baxku

Q =

1 1 L _ !
(@t M) —5lm) . imm s

h—0 h h—0 h
_ g(x0) — g(xo + h)
h—=0 g(zo + h) - g(xo) - h

— _lim g(@o + h) — g(zo) 1 1
h—0 h 9(350 + h) g(xo)
g' (o)

(9 (950))2

Jlmmec Ha Kpajy MozKe J1a mpohe Kpo3 TPOU3BOJ jep CBU JIIMECH OCTOje a PYHKIH]A ¢ je HeMPeKNIHA
y TauKd Tg. [Ipmmernmo na uma cmucsa genutu ca g(zo+h) jep cMo pekJm 1a ako je Heka (hpyHKImja
HETTPeKWTHA ¥ To W PA3JUUNATA ON HYyJIe y TOj TAYKH OHJa he MOCTOjaTw HeKa OKOJIWHA OJ T( Ha
K0jOj je PyHKIMja pasjmauTa oJ1 HyJIe. 0]

Cana MoxkeMo j1a HahleMo W3BO/I jOII HEKUX TPUTOHOMETPUjCKUX (DYHKIIH]A.

ITpumep 15. Kopucrehn mpapuio audepeHnupama KOJHIHAKA ABe (DYHKIHEjEe MOXKEMO J1a 3a-
KJbYYMMO JIa Cy TaHI'€HCHA W KoTaHreHcHa dyHkiuja judepeHiujabu/ine Ha CBOM JIOMEHY U Jia je
IHUXOB M3BOJI jeJIHAK

d to g — d (sinz\ (sinz) -cosz —sinz-(cosx) 1

de o0 T da <cosx) B (cos x)? ~ cos2z’
d d [cosx (cosz) -sinx — cosz - (sinz)’ 1
@Ctgx:@<sinx> - (sinz)? T sin?a

f

Komnosunuja nudepennnjadbunanx dynknuja he ourn audepennujadmina dyuknuja. Ciemxeha
TeopeMa HaM 00jalllibaBa KaKo ce JudepeHImpa KOMIO3uInja aBe (pyHKIje.

Teopema 16. (I3Box cioxkene dynkumje) Heka je dynruuja f : (a,b) — (o, 5) dugepen-
yujabuara y mauku xo € (a,b) a gynryuja g : (a, B) — R dudepenyujaburna y mawru yo = f(xo).
Tada je gynryuja go f: (a,b) = R dupepenyujaburna y mauku To u 6axrcu

(go f)(wo) =g (f(20)) - f/(%)- (4)

Hoxka3. 3anmnma Hac na Jjm nocroju caefehu jmmvec
. g(f(zo+h)) — g(f(20))
lim . (5)
h—0 h
Hajsromuuje 6u 6mro Kajia GHCMO H3pa3 Mol JUMEeCOM MOJeTHIH U ToMHOKIIH ca f(zo+h) — f(xg)
aJIl TO HeKaJa Moxke Ja Oyie jeqHaKo Hy/Iu. 3aTO HaM je 3TOJHUje /1a 3a UCIUTUBAHE MPUPATITaja
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g(f(xo+h))—g(f(xg)) KOpucTEMO anTepHATUBHY JeDUHUII]Y U3BOAA KOjY CMO paHUje 00jaCHUIH.
Osmaunmo cat = f(xg+h)— f(xog) = f(zo+h) —yo. 3Hamo ja je bynkuuja f audepennujadbuana
y TQYKHN To 1a he OMTH U HEIPEKUIHA OJaKje 3ak/bydyjeMo ga t — 0 kaga h — 0.

9(f(xo +h)) — g(f(0)) = g(yo +1) — g(y0) = g'(30) - t + o(t)
=g'(yo) - (f(zo + h) — f(x0)) + o(f(xo + h) — f(x0))
=9'(y0) - (f'(z0) - b+ o(h)) + o f'(wo) - h 4 o(h))
g (yo) - f'(xo) - h+o(h), h — 0.

Y nocsenmem Kopaky Mo u3pas ¢ (yo)-o(h)+o( f'(xg)-h+o(h)) usjeanaummm ca o(h) (To cy ocobune
pestanyje o(-) Koje ¢cMO paHuje nokazasin). 3akpydyjemo ja je dyuknuja go f aqudepennujabuina
y TauKW To U Ja je HeH U3BOoj aar jennaxomhy (4). O

Caza hemo opmysiucaru u JoKka3aru TeopeMy KOja HaM I10Ka3yje KaKo M3IJIe/la U3BO/J| NHBEP3HE
dyuKIHje.

Teopema 17. (I3Box unBep3ue dbyukuuje) Hexa je dynruuja [ : (a,b) = («, 5) dudepen-
yujabusna y mavwku ro € (a,b) npu wemy je f'(ro) # 0 u nexa nocmoju 1woj uneepsna GynruUja
1 (a,8) = (a,b) xoja je dudepernyujabuina y mauxu yo = f(xg). Tada je

—1\/ o 1
U0 w) = F 0y

Hoxasz. Teopema ce mokasyje mudepenmupameM koMuosumuje f o f~1. Ilpmmernmo 1a je oba
KOMITO3UTIHja UAEHTUIKO TPECTHKABATHE

fof™:(a,8) = (. B)
3a Koje y cBakoj Tauku y € (a, 3) Baxu (f o f~1)(y) = y. Ako ce noucerumo [Ipumepa 6 Mozkemo
118, 3aKJBYIHMO 1A, J€ U3BOJ, MICHTHIKOr IIPECINKABAIbA JeIHAK ¢ JUHUII, OTHOCHO

d _
d—y(fo ) =1
[Ipumenom Teopeme 16 y Taukm y = Yy 3aK/bydyjeMO

PO o) - (F7) (o) = 1,

mTo je u Tpebajo moxkasaTu. O

Hamomena 18. [Iperxona Teopema BazKu U MoJ1, cJ1abujuM ycjioBuMa. /l0BOJBHO je MPeTIoCTaBUTH
na je dynkmja f~1 Henpeku Ha y TauKH . Laja he ona 6urn u audepennujadbuina. Jokas y oBom
OOJINKY He IPOoJIa3u 3a TEOPEMY ca CJaOUjUM IPETIOCTaABKAMA. o

IMpumep 19. Canxa hemo nHa jomr jeman HauwmH Hahm m3Box jorapuramcke dyHkimje. Heka je
f(xz) = €*. 3Bnamo mTa je woj unsepsna dynknuja, f~(y) = Iny a Bugeau cMo U Aa je U3BOJL
ekcrioneHnnjatae dyukipje cama ta dbyukmmja, f'(x) = e*. Tlpuvenom Teopeme 17 gonazumo 10

JeTHAKOCTHU
IV 1 1 1
W = P T ) ey

a oBo cMo Beh Bumenn y [Ipumepy 7. i

3. OcHoBHe TeopeMe AU(PEPEHINJATTHOT padyHa

Y oBoM morsnaBpy hemo mocmarpajyhu m3Boj (pyHKIHje MCIUTUBATH HEKa CBOjCTBA (PYHKIH]A.

[TpBo hiemo nedurECcaTH 1IITA TO 3HAYH A je HEKA TadKa JOMeHa TadKa JOKATHOT eKCTpeMyM (hyHKITHje
f: X =R
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Hedbununuja 20. Kaxemo ja je Tauka o € X Tadka

o Jlokananoz makcumyma dbyuximje f ako moctoju 6 > 0 Tako ma 3a csako z € X N(xg—0, xo+9)
pacn f(x) < f(ro),
o Jlokannoe munumymae dbyukuuje f axo nocroju § > 0 rako ja 3a cako r € X N(xo—3, r9g+9)
sacn f(z0) < (2),
e Umpozoe aokanrnoe makcumyma dyakomje [ ako mocroju 0 > 0 Tako ga 3a CBAKO T €
X N (2o — 0,20 +0) \ {zo} Baxu f(z) < f(zo),
o Cmpozoz sokarnoz murumyma pyakmuje f ako mocroju 0 > 0 Tako ja 3a cBako r € X N
(2o — 0,20 + 0) \ {zo} Bazu f(zo) < f(2).
Kaxemo 1a je zg € X Tauka mauka (cmpozoz) A0kaAH02 eKcmpemyma ako je Ty Tadka (cTporor)
JIOKAJIHOI MAaKCHMyMa WM Ta9Ka (CTPOror) JIOKAJIHOI MUHUMYMA. O

Teopema 21. (PepmaoBa teopema) Axo dynxyuja f : [a,b] — R y mawku zo € (a,b) uma
AOKGAHY EKCMPEMYM U aKO je ona dudepenyujaburna y moj mauku mada je f'(xq) = 0.

Hokaz. He ymamyyhu onmroct MoxKeMO MPETIHOCTaBUTH 14 jé T TadKa JIOKAJHOT MaKCIMyMa,
(ako je xo JIOKATHM MWHEMYM OHJa mocmarpamo yHkuujy —f koja hie y zo umaTu JIOKaJIHW
mMakcumyM). Axko je npupamTaj h > 0 onjga he BaxkuTn

f(wo + 1) = fxo)
h

y HEKO]j JIeCHOj OKOJIMHU TavyKe To. SHaMO ja je f mudepeHnujabuina y Tauku r, ma he mocrojatn
u jgecun u3Boj. Kana wejennaxkoct (6) mamaaunemo qumecoM mo h — 04 Bugumo jga he Bakutn

fi(xo) <0.
3a "eratupan npupamraj h < 0 he BaxkuTn

<0 (6)

y HEKOj JIeBOj OKOJIMHH Tauke To. Calxa OBy HejeIHAKOCT HamaJHemMo ca jumecomM h — 0— u
3aKJbydyjeMo J1a BayKu

fL(20) 2 0.
N3 nudepennujabuanocTu GpyHKIHEje Y TAYKHA Ty 3HAMO Ja CYy JIEBU U JECHH H3BOJI jeIHAKU IIa je
fL(w0) = fi(z0) =0,

onHocHO f'(z9) = 0 a To je Tpebasio MOKA3aTH. O

McrakHEMO 7@ ce 0Ba TeopeMa OJHOCH Ha YHYTPAIlihe TauKe TOMeHa. BHUIuMO 11a je mpeTIocTaBKa
Ja je TaYKa Ty Y OTBOPEHOM uHTEepBay (a,b). Taj ycios je Beoma Guran a To ce Buam Ha ciaegehem
IPAMEDY.

IMpumep 22. Oynknuja [ : [0,1] — R gara ca f(x) = 323 + 72 uMa JOKaJIHE MUHYMYM Y TauKH
r = 0 a JOKaIHM MaKCHMyM y Tauku = = 1, naxo je f'(r) = 922 + 7 # 0 3a cBe T u3 JoMeHa
dbyukuyje. i

Kao nocaeauny @epmaoBe TeopeMe MOXKEMO J1a H3By4YeMo ciaegehn 3ak/pydak. [la om dynknmja
f i ]a,b] — R nmama JIOKATHA €KCTpEMYM y Tauku o € (a,b) (oTBOpeHOr MHTepBaa) MOTPEGHO je
Ja Oyny ucIymeHa jemaH o caefeha jaBa ycaoBa: wian f Huje audepeHnnjabuaHa y TaUKl Ty WA je
[ mudepennujabuana y xo u Baxu f'(z9) = 0.

IMpumep 23. Onwucanu ycaoB Huje noBosban. OMHOCHO, aKO je HEKA TAYKa HYyJa MPBOT H3BOMAA
oHa He Mopa Ja Oyjie JioKajHu ekcTpemyM. [lpumep 3a To je dyukmuja f(z) = 23, f: [-1,1] — R.
Tauka x = 0 je HyJa IPBOT U3BOJIA AJIM HE U TAYKA JIOKAJIHOT ekcTpeMyMa. [Ipumerumo aa je f(0) = 0
u 71a je PYHKIHja MO3UTHBHA €A JleCHE CTpaHe TadKe HyJa a HeraTHBHA ca JieBe cTpaHe Hyse. 10
3HAYM Ja BPeJHOCT HyJa HH HajBeha Hu HajMama Kojy dbyHknmja f MoxKe 1a y3Mme. i
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y=£(x)

fa)=£(b)

| . |
| i
Qa Qo b

CrnukA 5. Ilpumep dynkiuje Koja 3aj0BosbaBa MocTaBke PojioBe Teopeme

Teopema 24. (PosoBa teopema) Hexa je ¢ynruuja f : [a,b] — R nenpexudna na [a,b] u
dugpepernyujabuana wa (a,b) npu wemy sascu f(a) = f(b). Tada he nocmojamu mauxa xy € (a,b)
maxea da je f'(xg) = 0.

[Ipe mero mpebemo Ha j0Ka3 Teopeme jahemMo jegHy reOMeTPHjCKY HHTEPIPETAInjy Koja Ham
(ra HEBOY camka) omoryhama Ja 6osbe pasdymeMmo caMy Teopemy. PoJjioBa TeopeMa HaM Kayke J1a
he mocrojaTn Tauka y Kojoj je TaHreHTa Ha rpaduk (QyHKIH]je mapajesHa ca r—OCOM a YjeJIHO U ca
IPaBoOM Koja craja ase tadke ca rpaduka (a, f(a)) u (b, f(b)) (Bumeru Cauky 5). Y 0BOM KOHKPETHOM
IpHUMEPY Ca CJAUKe BHIUMO Ja hie To OMTH Tadka JIOKAJHOI MHHHMyMa & KaJa ImpoheMo Kpo3 JI0Ka3
TeopeMe BHAeheMo J1a je TO IIaBHA Heja.

Hoxkaz. Kako je dyuknuja f menpexnana 1o 3ua4u ga he na ocaoBy Bajepmrrpacose Teopeme ona
JOCTH3ATH CBOj MAKCHMYM M MUHEMYM Ha [a, b], MakcumyMm y Hekoj Tauku M € [a,b] a Muanmym y
HEKOj Tauku m € [a,b]. JacHo je ma caja keJamMo Jia 3aBpuiuMo joka3 Kopucrehn ce PepmaoBom
teopemoM. Mopahemo 1npe Tora mocebHo Ja pasMarpaMo Cay4daj Kajia OBU eKCTPEMYMH HUCY Y
OTBOPEHOM HHTEPBAJY.

Jlakje ako ce eKCTpeMyMH JOCTUKY V TaYKaMa @ WId b, OJHOCHO aKO ©MAMO jeIHAKOCT CKYTIOBa
{m, M} = {a, b} Taga je Mmakcumaina BpeaHOCT (DYHKIHjE jeTHAKA HEHO] MUHUMAJHO] BPEJIHOCTH
jep je f(a) = f(b). To 3naunm na je pyHKIMja KOHCTAHTHA HA TEJIOM HHTEPBAJIY a he meH n3BOI
cByJ@ OMTH jeJIHK HyJIU, OJHOCHO 3a Ta4Ky Ty MOYKEMO JIa y3MeMO Ouji0 Kojy tauky u3 (a,b).

Ako je 6ap jemna tauka m wiau M y orBopenom mHTepBany (a,b) tama he ona Gurm Tadka
JIOKATTHOT eKCTpeMyMa, y 1oj je f mudepennujabuina jep je mudepennujabunna csyaa ua (a,b) na
he na ocnoBy @epmaoBe TeopeMe TO OUTHU HYJIA IPBOT U3BOJA. 10 je TpaykeHa TavKa Xg. 0

Teopema 25. (KommujeBa Teopema) Hexa cy dame dse dynruyuje f,g : [a,b] = R xoje cy
nenpexuone na [a,b] u dugepernyujabuane na (a,b) npu wemy je g'(z) # 0 3a cee x € (a,b). Tada he
nocmojamu mauka xo € (a,b) makea da easrcu

F) = f(a) _ flwo)
g9(b) —g(a)  g'(zo)
Hanomena 26. IIpumerumo ja y moctaBinu Teopeme uMa cvmucaa geantu ca g(b) — g(a) jep oBaj

n3pa3 Huje jeaHak Hyau. Axko O6m OH OWO jeqHAK HyJM OHA OW Ha OCHOBY P0JI0Be Teopeme mocrojasa
HyJIa IPBOT u3Boja BYHKIMje ¢ a IpeTmocTaBKa Teopeme je na je ¢’ # 0 Ha (a, b). o

Hoxa3z. Ilocmarpajmo dbyHKIU]jY

F(x) = (f(b) = f(a) g(x) = (9(b) — g(a)) f(x).
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£y |

fla)

CnukA 6. 'eomerpujcka nnrepuperarnuja Jlarpamkese Teopeme

Baxu F(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) u F(b) = g(a)f(b) — f(a)g(b). ®yukuuja F je nenpekuHa Ha
la,b] n qudepennnjabunna Ha (a,b) Kao KOMHoO3MIKja TakBUX. Buaumo Ja F' 3a10BosbaBa yCaoBe
PosioBe Teopeme ma he mheH NpBE W3BOJ MMAaTH HYJIy y HeKoj Tadku xo € (a,b). IlpaBmimma
nupepennupama 3aK/bydyjeMo
Fl(z) = (f(b) = f(a)) g'(x) = (9(b) — g(a)) f'(z)
na je
(f(b) = f(a)) g'(x0) — (g(b) — g(a)) f'(x0) = 0.
OJ

Cana hemo dopmysmmcarn TeopeMy Koja je AHPEKTHa IocIeanIia Kolmjese TeopeMe a UMa JIEIy
TeOMEeTPHjCKY MHTEPIPETAITH]Y.

Teopema 27. (JlarpanskeBa teopema) Hexa je dynruuja [ : [a,b] — R nenpexudna na |a, b
u dupepenyujabunna na (a,b). Tada hie nocmojamu mawka xy € (a,b) maksa da sascu

b) — f(a
IO =T _ pay) )

Hanomena 28. Jlesa crpana jegnaunne (8) mpejcraBba HarubG TeTuBe Koja Cliaja /Be Tadke HA
rpaduky (a, f(a)) u (b, f(b)) (To je mpasa p na Cauru 6). lecna crpamna jeqnadnme (8) mpeacraBiba
Harub TaHTeHTHe Ha rpaduk byHKNHje [ v TadKu . Jlarpan:kesa TeopeMa KaxKke jga hie mocTojarn
Tadyka Ha rpaduky gudepennujabuine GyHKIUje ¥ KOjoj je TAaHTeHTa ITapaJjeana TeTHBU KOoja CIaja
JIBe TauKe Ha rpadukKy.

1 KomujeBa TeopemMa nMa reoOMeTpPUjCKy MHTEPIIPETAIjy aIn 3a by MOPaMO IPBO Jia 00jaCHUMO
mra je kpusa. ['paduk dpyukimje je jegna KpuBa y paBHU ajid HUje CBaKa KpuBa rpaduk GyHkimje.
JoI Heku npuMepu KpHBUX Cy TpaBa y paBuu wiu Kpyr. Kpyr muje rpaduk wu jeane pyHnkiuje a
Hip. npaBy y = 0 He MokeMO na BuAMMO Kao rpaduk mexe dbyukimmje y = f(x). Y ToM caydajy
MOZKEMO KpHBe Jla 3a/1aM0 NapaMemapck, OJHOCHO Ja Tadke ca kpuse (z,y) € R? omumemo Kao
IpecauKaBambe Yuju je apryMeHt napamemap t, (z,y) = (a(t), 5(t)) rme cy a u  Heke dyHKIH]e.
OBo mam omoryhasa ja padyHaMO U PaJHMO ca KpHBaMa Kao ja cy rpaduiyu HeKux (QyHKIH]ja.
Kpyr y papnu 3azar jeanadnnom z2 + y> = 1 nma napamerpusanujy (z,y) = (cosp,sing) tae je
mapaMeTap  3ampaBo yrao usMely Mo3UTHBHOT Jesa z-oce W TpaBe Koja CHaja MEeHTap ca TauKOM
Ha kpyry. Kommjesa teopema nma uCTu reOMeTPHUjCKy MHTEPIIpeTAInjy Kao u Jlarpamzxkesa reopema
3a rpacduk napamerapcku 3agare kpuse (z,y) = (f(t),g(t)) voe cy f u g dynkuuje u3 nocraBke
Teopeme. o
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’ Hoxa3z. Jlokas cienn n3 Kommjese Teopeme Kaja Crenujagso yamemo Ja je g(x) = . O

Cajsia g0J1a3uMO J10 HMOCJeIUIe KOja Ha OCHOBY 3HaKa IPBOI U3BOAA (YHKIMje UCHUTYje 1a JIU je
dbyukmja (cTPOro) MOHOTOHA MM KOHCTAHTHA.

ITocnemuua 29. Heka je dama dugepenyujabusna pynryuja f: (a,b) — R. Tada sasrcu

o f'(x) =0 3a cee x € (a,b) <= [ woncmanmna gynruuja,

o Axo je f'(z) > 0 3a cee = € (a,b) <= f pacmyha Pynruuja,

o Axo je f'(x) > 0 sa cee x € (a,b) = [ cmpozo pacmyha Pynryuja,
e Axo je f'(z) <0 3a cée x € (a,b) <= f onadajyha Pynryuja,

o Axo je f'(z) <0 3a cee x € (a,b) = f ecmpoeo onadajyhia Pynryuja,

Hoka3. Cpaka tauka ce noka3yje npuMenoM Jlarpanzkese Teopeme. Heka cy xq1,x9 € (a,b) aBa
TavKe 3a Koje je 1 < To. Tama he BaxkuTn

fx2) = flz1) = f(E) (2 — 1) (9)
3a HeKy Tadky & € (z1, ).

3 oBora je ounrsnenno jga ako je f' = 0 owga he f y cBum Taukama wHTEpBaJa UMATH UCTY
BpejHOCT a Beh oy paHuje 3HAMO Jla je M3BOJ KOHTAHTE jeHAK Hyau. TuMme je mokazaHa IpBa
TAYKA.

Ako je f' > 0 (ommocuo f' < 0) onna fie u pasauka 6uru ucror 3uaka f(x2) — f(z1) > 0
(omnocuo f(xa) — f(z1) < 0) ma Tume cMo mokasaau Tpehy u mery Tauky.

[IpeocTaje HaM Ja TOKaXkeMo JAPYTy U 4eTBpTy Tauky. CMepoBHU ca JieBe Ha JeCHY CTPaHy CJejie
ucro u3 jegnakoctu (9). 3a obpuyre cmeposu ce Bpahamo Ha geduHUIKjy U3BOJA Y IIPOU3BOJEHO
rauku Ty € (a,b). Kako je dyunuja jgudepennujabuiaa JOBO/HHO je TIOCMATPATH CAMO HIID. JIEBU
U3BOJ. 3HAMO Ja je y JeBOj OKOJIMHHU, OJHOCHO 3a npupariraje h < 0 KOIHIHUK

fwo + 1) = f(xo)

h
HeHeraTuBaH ako je f pacryha ¢yHknmja a HemosuTuBaH ako je f omamajyha. A mpesackoMm Ha
aumec 1o h — 0— modmjeMo 1a je 3HAK M3BOJA MCTU KAaO M3 HCKA3a IOCJIEIHTIE. O

ITpumep 30. Vcrakuumo joii jejny outny crBap y uperxojnum Tphembuma. lomenn dynkimja
cy cByaa mHTepBaan. AKO mMamo pymy y momeHy ougaa TBphema nehe Bakutu. HajjemnocraBruju
npuMep 3a Tako HeriTo je caeneha dyukmmja f: [0, 1] U [3,5] = R gedunncana ca

1, 0<z<1
f(’l”)_{ 15, 3 <z <5.

Osa dyHKIHja je HEIpeKnHA HAa cBOM goMeny u nndepennujaburna va (0,1) U (3,5). Hhen usBos
je cByjga jemHak Hyaum agu f Huje KOHCTaHTHA (yHKImja. HamomeHmMmo jorr jeaHoM, OBO HuUje y
koHTpaauknuju ca Ilocaemuiom 29 jep momen oe pyHKIINMje HUje WHTEPBAJ 11a HA by W HE MOYKEMO
Jla TPUMEHHUMO MOCTeTUILY. il

ITpumep 31. ITpumernmMo ja y NPETXOIHO] MOCICIUI HEKH NCKA3H CaIP7Ke HMILTUKAIN]E & HEKH
eKBUBaJIEHITje. Y HCKAa3UMa Ca UMILTUKAIKIjOM OOpHYT cMep He Bazku. [Ipumep 3a To y Tpehoj Taukn
je dynknuja f(r) = 23 koja je crporo pacryha amm me Baxu f' > (0 Ha HWEHOM JOMEHY jep NPBU
u3Boy f'(x) = 3x? uma BpejaHocT Hyna y Tauku x = 0. il
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4. JlonuTasmoBa mpaBuJjia

Kaza cMo nedunmcasn onepanuje y IpOUIMPEHOM CKYIY PeajHHX O6pojeBa R peKiId CMO Ja cy

n3pas3u 00JIHKA
+oo 0
—— = .0 (£00), 400 — (+00), 1T, (4+00)°, 0°
o, 500 (00), 00— (+20), 1%, (+)
neonpehenn. Kajga ¢cMo Te m3pase mocMaTpasm Kao JUMece BUJIEJH CMO JIa Kao Pe3yaTaT MOXKEeMO

Ja pobwjeMo pazaumunte BpegHoctu. Cama hiemo jgokazaTu TeopeMmy Koja HaM IOMazKe Ja Y HEKHM

CIy4YajeBUMa U3PadyHAMO JIIMece KOju cy 00IuKa % Uu OWJIO TITa KPo3 F00.

Teopema 32. (Jlonuranosa nmpasuia) Hexa cy dynruuje f, g : (a,b) — R dudepenyujabunne
na (a,b), —oo < a <b< 400, uneka je g'(z) # 0 3a cee x € (a,b). Heka je

/
lim J(@) =AcR
T—a+ g’(gj)
. L B . _ : L f@)
Axo je :Eli)rgr f(z) = xliglJrg(:L’) =0 uau ZIEZL (x) = 0o mada he nocmojamu u mliggr o) U aoicuhe

Hamomena 33. IIperxonno TBpheme Baxku m ako nmocmarpamo lim . Ilpumerumo y mocrasiu
z—b—

TeopeMe J1a a MOZKe JIa Y3UMa BPETHOCT —o0 U b MOXKe Jia y3Me BPEJHOCT +00, TTa TeOpeMa BaxKH U
ako mocMarpamo lim wmam lim . o
T——00 T—+00
Hoxa3z. Ilpso hemo m3Becru goka3 kama je lim f(x) = lim g(z) = 0. Hdomedunucahemo
r—a+ r—a+

dyHKIMje Y TAYKK T = a TaKO Jia J00ujeMo HelpeKujaHe pyHKImje,

] flz), a<x<b _Jog(x), a<x<d
F<I)_{O,x:a, n Gla)= 0, z=a.
®ynknuje F'u G cy mHenpekunne Ha |a, b) u qudepennujabunne Ha (a,b). AKO y3MeM0 IPOU3BOEHO
x € (a,b) Tana cy F' u G Henpekuue Ha [a, x| u audepenujadbuine Ha (a,z), Baxu G' = ¢ # 0
Ha (a,z). Jakae moxkemo ma npumennmo KormujeBy Teopemy Ha oBe nBe dyHKuje ma he BakuTH
F() — F(a) _ F'(€)
G(x) = G(a)  G'(§)
3a Heky Tauky & € (a,x). Kama mortenamo nedununuje GyHKImja BUAUMO 12 je
f@) _ f1
g(x)  g'(¢)
Cajna oBy je/IHAKOCT HamaJHEMO JUMecoM 1Mo x — a+. Taga he m &€ — a+ jep Baxku a < x < &.
Onatie 100UjeMO 3aKJbyIaK TeopeMe

. flx) L f(E)
R glr) e g(e)
)

Heka je caga hm+ g(x) = 400 u Heka je hm+ g:éz) = A € R (mocebro hiemo pazmaTparn cirydaj
r—a T—a

— AeR.

Kaga je A = 00). Yamumo € > 0 npoussosbHo. Taga he mocrojaru 6 > 0 Takso ja je
/
‘U@_A
g'(z)
3a cBe = € (a,a + ). Onabepumo [ € (a,a + §) npoussosbro. Kako g — +oo onga he nocrojaru
01 < B — a TakBoO ja je

<e (10)

g(t) > 9(p)
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3a cBe t € (a,a+ d1). Hama uneja je na B dbuxcupamo a Ja Ham mapamerap t texu ka a+. Cana
npumenuMo KomujeBy Teopemy Ha tauke t u § 3a dyuknuje f u g. Baxkuhe

f&) —f8) _ '€
g(t) —g(B)  g'(&)

3a Heko £ € (t,5). Kaxko je oo £ y unrepBaiy (a,a + 0) onma he pakuru mpornena (10) ma je

1) — £(8)
Ame< 00— g9

Kaja cpejiumo oBaj uzpas jiosia3umo 1o ciejeher obuka

9B\ £ I 9B\ . £(8)
(A‘€)<1‘g<t>>+ FOROR “‘*”(”M)*W'

Kana myctumo m1a t — a+ onjga % — 0 m Lf)) — 0 jep g(t) — 400 a f je dukcupano. VY
HejeTHAKOCTH CKPO3 JIeBa CTpaHa TexKd Ka A — & U CKpo3 jlecHa cTpaHa Te3u Ka A + € mpu gemy je
€ HPOM3BOJLHO MaJIO 11a hie u % rexxutu ka A Kaja t — a+.

Ako je lim+g(x) =400 u hm+ ;/Ei)) = +o00. Taga ysmemo npoussosbuo C' > 0 ymecro € > 0 u
Tr—ra r—ra

<A+e

oo C' fie Ham OUTH TPOM3BOJBHO BesMKa Beawdnna. Hejemmakocr (10) 3amennmo ca

/
x
@ g
9'(z)
U JIOJIA3UMO JI0 HEjeIHAKOCTH
t
10, o (190, 10)
g(t) g(t) g(t)
Jlecna cTpana HejeHAKOCTH je MPOU3BOJBHO BeJIUKa Kaja t — a+ 1a he u % TEXKUTU Ka +00
Kaga t — a+. O

Cana hemo BuIeTH Heke mpuMepe y KojuMma HaMm JlomuTanoBa mpaBuia MOMaxKy Ja JIAKO cpady-
HaMO JIAMece.

ITpumep 34. Heka je a > 0 pukcupana koncranra. Taja je

1
. Inz < . 1
lim — = lim = lim
z—+oo % z—+oo ! z—+o0o ™

=0.

OBze cMmo y mpBOM KOpaky mckopuctman JlommranoBa mpaBmia mTo cMeMO jep % — +00 Kaja
r — +oo. Kaga andepermupamo n Opojuiall ¥ UMEHIIAL J0Ja3UMO 0 CPeIrber m3pasa. ISHAMO
Jla JIIMeC TOT U3pa3a MocToju Ia he mocrojaTu JimMec KoMUdHUKA (PyHKIHja Inx 1 x* u Ouhe jegHax
Hyad. [lpuMmeTrnMo fa je mpBa jeTHAKOCT MO, 3HAKOM IMUTAaHkA CBe JIOK He 3aKJ/BYYHMO Jla JIIMeC
KOJUYHUKA W3BO/a mocToju. Kama 3ak/bydnMo J1a TOCTOJH OHJIA MPBA jeTHAKOCT 3aMCTa BayKM. i

ITpumep 35. Heka cy cama o > 0 u a > 1 ¢purcupane KOHCTAHTE. 3aHUMA HAC YeMY je jeTHAK

xa

lim —.
z—+oo ¥

Kana jemnom uckopucrumo Jlomuraaosa mpaBuia joa3uMo 1o caeaeher gmveca

CY.Z’a_l

lim

z+oo a®Ina’

CHu3mIM cMO cTeneH o1 x y OPOjHOILy aJu JUMec u3pasa 3aBucu oj 3Haka o — 1. Ako jea—1 <0

OHJIa 1Ie0 M3pa3 TexkH Ka Hyau. Ako je a — 1 > 0 onga jpobujemo obux =>. Hgeja je ja y Tom

Cy4Yajy jOII jeTHOM MCKOPHCTUMO .JIomuTasoBa mpaBHIa Ma 3ampaBo MpodJeM CBOJIMMO HA MUTAHe



4.5. VzBonu Buiier peja 15

Jla JIA MOCTOJN
. ol —1)xo72
i 2@ — D"
rz—+oo  a* (ln a)2
A cazma 3raMO 1a je oBaj smmec 0 ako je « — 2 < 0 a y CynpoOTHOM OIleT HCKOPUCTHMO Jlomuraaosa
npapuwia. Kako je a > 0 dbuxcupan 6poj curypro nocroju npupogan 6poj m € N Takap ja je
a —m < 0. [Tocae m kKopaka Hallle MUTAE C€ CBOJM HA TO JIa JIU MOCTOjH
. ala=1)---(a—m+ 1)z*™™
L ala=1) )

o
T—+00 ax(ln a)m ’

Ounrnenno je na he oBaj uMec 6UTH jeTHAK HY/IH, Ma je
(0%

lim — =0.
z—+o0o a¥

Ha omaj mauun cmo pobuan mopeabeHy ckagy
nr < 2*<a®, r— 400

zaceea>1ua>0.

5. N3Boau Buirer peaa

Axo je dpyukuja [ : (a,b) — R gudepennujabusina oHja MOKEMO Jia HOCMATPAMO U3BOJL, U3BO/HE
dynkmuje ' : (a,b) — R. Axko je dyukuuja [’ audepennujabuana y tauku xg € (a,b) onga Taj
u3Boz, (') (zo) HazuBamo dpyeum uszeodom dynruyuje f u ozragasamo ra ca f’(xg).

Ha taj mauwmn 3a cBako n € Ny moxkemo ga peduHHUIIEMO n—mu 43600 dynkuyuje f, y o3HAIM
f™. Yaumamo 1a je no aedunnnujn nyatn m3sos GyHKIHje caMa Ta GyHKIHja

fO(z) = f(a).

Axo 3ramo m3Box pena (n — 1), f~V(z), onma ce n—Tu w3BoI AeduHMITE Kao

@) = (1) (@),

Kopuctuhemo jomr jenny o3HaKy 3a n—TH U3BO/I, fo.

Kazxemo nma je dynknuja f n nyma dugepenyujoburna ako nMa n—TH W3BOA. AKO (DyHKIHja
UMa M3BOJ| CBAKOT Pejia KaykeMo Jia je OHa 6eckonauHno nyma dudepenuyujobunma.
Cana hemo Kpo3 mpumepe BHIETH KaKO Ce padyHajy HW3BOAM BHUIIEI pPeja HEKHX eJeMeHTapHUX

dyHKIH]A.

ITpumep 36. Ilocmarpajmo suneapry byukiujy f(x) =z + 17, f : R — R. Osa dyukuuja je
mudepennjabuina Ha CBOM JO0MeHy u el mpsu u3Bof je f'(x) = 1 3a cBaky tauky x € R. Cazna
je u m3BogHa dyHkuuja (Koja je koHcTanta) audepeniujabuana cByaa Ha R U BeH Jyru H3BOJ je
jennak nysu, f”(x) =0 3a cBako x € R. CBu cienehin u3Bojau Buier peja jejHaKu Cy HyJIH.

Axko xohemo ga mudepennupavo nexu nojunom rpelier crenena p(r) = 2% + Tz gonasumo 10
crnenehux mzsoma. p'(z) = 3z* + 7, zarum p”’(z) = 6z, Tpehu ussox je koucranra p”(r) = 6 10K je
YeTBPTH M CBAKH M3BOJ BHIIET pea jeamak mynn pi™(z) =0, n > 4.

U ommrruje, m3Boau Burer pena crernene dbyuknuje g(x) = x : (0,00) — R jennaku cy

¢ (z) =a(a—1)(a—=2)--- (a—n+1)- 2%
Buaumo 1a ako je a npupojan 6poj onja he cBu u3Boju peja Beher oy o 6uTu jeaHaku HyJIH. il

ITpumep 37. Panuje cMo pekjn Ja je U3BOJ eKcronennujaine pyHkiuje e* cama Ta pyHKIH]a.
Kana nactaBuMo HHAYKIIMjOM 3aKJBydyjeMo J1a je n—Tu u3Boj dyHkKIuje e¥ Takohe e u To 3a ¢BaKo
n € Ny, (e*)" = e”. i
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ITpumep 38. Mozkemo Jj1a 0Jipe/IUMO n-Te U3BOJIe CUHYCHE M KOCHHYCHe (hbYHKIHje. SHAMO Jia je
(sinz) = cosx u (cosx) = —sinz. Kana jorr jennom audepeHnupamo cuHycHy (byHKIIH]Y 3aK/bYIy-
jemo

(sinz)” = ((sinz)')’ = (cosz) = —sinz.
Tpehu nzBoj jenax je
(sinz)” = ((sinz)”) = (—sinz) = —cos,
JIOK je 9eTBPTHU U3BOJI
(sinz)® = ((sinz)”)" = (- cosx) = sinz.
Caza ce n3BOAM MOHAB/BAJY 114 3aKJBYUyjeMO 12 je

sinz, n =4k
cosx, n=4k+1
—sinz, n=4k+ 2
—cosx, n =4k + 3.

(sinz)™ =

Cnmyna ujeja ce KOPUCTH NIPH HAJIayKey W3BOJA BHUIIET pelia KOCUHYCHe (DYyHKITHje

cosx, n =4k
—sinx, n=4k+1
—cosx, n=4k+ 2
sinx, n =4k + 3.

(cos )™ =

f

ITpumep 39. Cana hemo BugeTn yemy Cy jeqHAKN W3BOIM BUIIET PEJa JIOTAPUTAMCKE (DYHKIIH]e.
Osnaunmo ca h(z) =Inz : (0,+00) — R. Opa dynknuja he 6utn 6eckoradno nyra andepeHimja-
OwujIHA HAa CBOM JIOMEHY W 3HAMO JIa je TheH IIPBU HU3BO/I

1
b (z) = —.
() = -
Kana oBy ¢dpyHKIM]Yy audepeHImpamMmo 1001jamo
1
" o
h (ZE) - _177
a OHJIa 1
2
" o

Buanmo Jia ce y cBaKOM KOPaky crereH of x (Koju ce Hajgas3u y uMenunoiy) nosehasa a na 6pojuory
y CBaKOM KOpPaKy MHOXKHMO €a IPUPOJHUM OpojeM Koju je 3a jeJaH Mambu oJ pejaa u3pojga. Ha rtaj

HAYWH JIOJIA3UMO JI0 jeTHAKOCTH

h(n) (ZL’) _ (_1)71,—1 (n x_nly

KO0ja BaK! 3a cBako n € N 1 Koja ce jeITHOCTaBHO JI0Ka3yje WHIYKIIIJOM. i
Curesieha Teopema cymupa CBOjCTBa M3BOJIa BHIIET Pejia.

Teopema 40. Hexa gynxuyuje f,g : (a,b) — R umajy ussode peda n y mauku x € (a,b). Tada
eac

e (JImmeapuoct uzsoga) (Af + ug)™(z) = A\f™(z) + pg™ (x) sa cee A\, u € R,

e (Yommreno JIajorumnoso mpasuio) (f-g)™(z) = Y (Z)f(k)(x)g("’k) (x).
k=0

Hoxka3z. JluneapHOCT W3BO/A BHIEr Peja TPUBHJAJIHO CJIEIN U3 JUHEAPHOCTH MPBOT W3BOJA a TO
cMo mokazaau 'y Teopemu 12.

Yormmreno JIajoHAIIOBO MPaBWIO Ce JTOKa3yje WHAYKIMjOM 1Mo n. 3a n = 1 TBpheme Baxkm jep
je To obwuno JlajoHunoso mpaBmao Koje cMmo mokaszaan y Teopemnm 13. Heka dopmyna Baxku 3a
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HpUpOJaH OPOoj M KeJIUMO JIa MOKazKeMO J1a BaxKu U 3a n + 1 0IHOCHO Jia U3BOJ, peja n + 1 Moxke
Ja ce IIPeacTaBh Kao

(7o) =3 (" )P0 ),

k=0
KperneMo o J1eBe cTpane

(f-9)"*V(z) = ((f- g)(”))/ (x) / /MCKOPHCTUMO WHIYKIUJCKY XUIOTE3y
n /
= (Z (Z) f® (:z:)g(”k)(a:)> //nuHeapuocT npBOr M3BOAA + JlajouHI
k=0

_ Z < ) FED(2) g () + FB) (m)g(n*kﬂ)(g;)) //cana pa3nBojumo cyme

n+1
(n=j+1)( (n—k-+1)
-3 (51t s 30 (1)
//nocebro Hamumemo wianose j =n + 1 u k = 0 a upeocrase jBe cyMe CIOjUMO
n a n n - .
=) + 3 (7)) + (7)) @) + s e)
k=1
//cama cpadynamo 36up oBa ipa GuHOMHA KoedHIHjeHTa

(kﬁl)Jr(Z):(k )(Z'—k+1)+k(nnik:)!
~nl-k+nl-(n—k4+1)  (n+1) _(n+1)

kl(n —k+1)! S Eln—k+1)! Kk

= [T (@)g(x) + ) (n Z 1> FP(@)g D (@) + f(x)g"™ ) ()

—HZH("“)N ()9 (z),

1 JI0JIa3UMO 710 je JTHAKOCTH KOJjy je Tpebaso moKa3aTH. 0

6. TejmopoBa popmya

Heka je mar nmonunom crenena m y ciaegehem obanky

p(z) = ag + ar(x — x0) + as(z — 20)* . ..

+ a1 (2 — 20)™ "+ (1 — 30)™
Ogo je Beckonauno nyra audepennujabusina dyskinuja u Bugumo ja je p(xg) = ag. Kaua jegnom
JinepeHIIPaMO TIOJTMHOM JIOJIA3UMO JI0 U3BOJHE (DYHKIU]Ee

p(z) =a; +2as(x —x9) + ...+ (m— Dapm_1(x — xo)m_2 + ma,(r — xo)m_l,

THja je BPeIHOCT ¥ TAUKH T = Tg mata ca p'(xg) = ay. Judepenmuparbe jorr jeIHOM gaje HaM JApYTH
U3BOJ,

p’(z) = 2a5 + 6as(z — x¢) + ...+ (m — 1)(m — 2)am_1(z — 20)™ > + m(m — Dam(z — z0)™ 2,

a BPEJHOCT JPYrOr W3BOJAA Y Taduku xg je p’(rg) = 2ae. Umeja je jacHa, BPeJHOCTH U3BOJA BHIIET
pella y TauKu & = o U KoepUIUjeHTH MOJUHOMA ITOBe3aHu cy Ha ciaejgehu navunn

P (x0) = nla,, 0 < n < m.
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Beh cmo comenynu y Ilpumepy 36 na he msBomu pema m + 1,m + 2,... OuTu jeHaKH HYIU ma je
p(”)(xo) = 0 3an > m. Tume gonasumo j10 ciaegehe ocobune moanHoMa. CBaKH MOJTUHOM MOXKEMO
Jla HAIMIIIEMO Y OOJIHKY

™) (2
p(z) = Z pTg)(x — xo)".

Onucany uejy KeanMo J1a MPEeHeceMo U Ha MPOu3BOJbHE (DYHKIIH]jeE.

Hedbnunnnja 41. Heka je nara dynknuja f : (a,b) — R koja je n nmyra audepennunjabuina y
Tadky o € (a,b). [losmuom obuka

" f(k)
Pn('r07 xZ; f) = Z fk—('x())(x - ‘T0>k
k=0 ’

Ha3uBa ce 1ejaoposum noaunomom cmenena n pynukyuje f y mauku xo. Paznuka

7nn(ajOu xZ; f) = f(l') - Pn(m(h x5 f)
Ha3muBa ce n-mum ocmamxom Tejroposoe noaurnoma. Kama je xo = 0 Tejopos moamHOM ce decTo
Ha3uBa MakaopeHosuM NOAUHOMOM. O

N3 nedpununmje BuauMo j1a BaxKu

f(@) = Pu(@o, z; f) + ra(o, 25 f).
Ako ce npucerumo jegaakocru (2) Jos1a3uMo J10 3aKJbydKa Ja 3a gudepennujabuiny byHKImjy y
TA4YKHU To BazKH
f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — 20) + 0(x — 70), T — Tp.

[Ipumerumo jga cMO yMecTo aprymenTta h npemnutn Ha © = xo + h. To 3maum ma npsu Tejiopos
nomunoMm Py (zg, x; f) = f(xo) + f'(x0)(z — xo) anpokcumupa audepennujadbuiny GyHKIH]Y 10 HA
HEIITO IITO je 3aHeMapJ/bHBO y OJHOCY Ha x — xg. llocTaBiba ce muTame Kouko 106po Tejioposu
OJTUHOMU BHIIIET CTelleHa anpoKcuMupajy eyukinujy. PopmynancaheMo u JoKa3aTu JBe TeopeMe Koje
HaM Oosbe ormucyjy ocrarak 1ej/iopoBOI IOJMHOMA.

Teopema 42. (ITeanoB o6smk ocrarka) Hexa je dynrxyuja f : (a,b) — R n-nyma dugepen-
yujabuara y mawky xo € (a,b). Tada je

(0, 75 f) = o ((x — 0)") , © — 0.

Hoxka3z. Osnaunmo (360r makier 3annca) ca ¢(x) ocratak Tejaoposor mognHoMa

p(x) = rp(zo, 2 ) = f(x) — Palzo, 25 f).
Teopema kazke 1a Baxku ¢(x) = o((x — z9)") Kaga © — .
DyHKIMja (p UMa U3BOJIE JI0 pejia Ny TAUKU Tg U BayKu

p(10) = ¢ (20) = ¢"(wg) = - - = " (@) = 0. (11)
OBe jeJHAKOCTH jeIHOCTABHO J00HjeMO KaJia 3HAMO JIa je
P (o, x5 f) = M (o), 0 <k <.

Cana hemo MHIYKIHjOM IO N TOKA3aTH Ja cBaka (pyHKIHUja ¢ Koja je n myTa gudepeHInjadnina
y TauKH To U 3a Kojy Bazke jeanakoctu (11) 3amoBospasa peaanujy ¢(z) = o((x — o)), © — xo.
Kana to nmokazkemo Harr J0Ka3 je 3aBpIIeH.
3a n = 1 tBpheme BaxKu jep caean TUPeKTHO u3 fAedununiuje nudeperujaduTHocT (PyHKIH]je
QY TAYKN X,
o(z) = o(xo) + ¢'(x0)(z — x0) + o(x — 70), T — 0.
Kana samenumo jenuaxoctu ¢(xg) = ¢'(xo) = 0 gobujemo aa Baxu ¢(x) = o(x — xp), + — Xo.
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Hexka caja tBpheme Baku 3a n > 1 kenumo j1a mOKazkeMmo ja Baxku 3a n + 1. [lakie Heka
je dyukumja ¢ audepennujabuina y Tadku To U TO n + 1 myT u HeKa Baxku ©(xrg) = ¢'(rg) =
" (x0) = - = ™ (20) = " (x) = 0. Tpumennmo Jlarpamzxeny Teopemy na GyHKIH]y @ 0
BUJIUMO JIa BazKH

p(x) — (x0) = ¢'(€)(x — o), (12)
3a HeKy Tadky & koja je mamely tauaka x u zo. Ilocmarpamo dbyukuujy g(z) = ¢'(x) koja je n
nyTa audpepeHnnjaduiIna y TadkKid Xo U KOja 3aJ10BO/baBa HejeIHAKOCTH

g(w0) = ¢'(x0) = ¢"(wg) = -~ = " (w) = 0,
a Ha 1y MPUMEHIMO HHIYKIMjcKy xumoresy. Ona kaxe fa he Baxutu g(z) = o ((x — z9)"),  —
xg, ogaocHo @' (z) = o((x — x0)"), * — xy. Hama ce y jennaunnu (12) jasba apryment & ymecto
T 11a aKO Ce BpAaTUMO Ha JAe@UHHUII]Y peJalije MaJIo 0 3aK/bydyjeMo J1a je

9(&) = a(§)(§ — xo)"

3a HeKy (PYHKIHM]Y v KOja Texku Hyu Kaja & — xg. Tazaa je

lo(2)| = |a(&)] - 1€ = xo|" - |2 = wo| < [e(€)] - & — x|,
HPU Y€MY CMO IIOC/IE/ by HejeHAKOCT JT00M/In 13 duibeHune Jga ce & Haaasu usmehy x u xq. Kazga
T — xo Taga & — xo ma () — 0. Tume cmo nokazaiu na Baxu p(z) = o((x — zo)" ) kana
T — To. OJ

Teopema 43. (JIarpan»kes ob6simk ocratka) Hexa je dyrxuyuja [ : (a,b) — R n nyma dugep-
CHUUJAOUAHA Y MAYKAMA 304MEOPEH02 UNMEPBAAG a4 Kpajesuma T, Ty € (a,b) u neka je rwen n-mu
u3600 HeNPeKudar Yy CeUM MaAvKaMa Moz 3ameoperoe unmepsana. /Jlodammo, weka dynruuja uma
u3600 peda n + 1 y maukama omeopenoz uHMeEPBaa ca Kpajesuma x u To. lada je

ol ) = Gy =

3a Heko £ Koje je usmehy xr u xg.

Hokaz. [ledunncahemo nse nose byukmmje F(t) = f(z)—P,(t,z; f) n G(t) = (x—t)""'. Buaumo
@ je

! (n)
F(t) = f(x) — (f(t) + fl(!t)(x—t) +...+ / n!<t)(x —t)")

na je F' HempeKHIHA Yy TaYKaMa 3aTBOPEHOT U AudepeHNnjabmiHa y TaYKaMa OTBOPEHOT HHTePBaJIa
ca KpajeBuMa x W xo. Dyukimja G 3amoBosbaBa ucte ocodbune u jorr je G' # 0 Ha OTBOpeHOM
HHTEPBAJIY 1a MOXKeMo Jja npumennmo Kommjesy reopemy na ose jBe dyukiuje. Ona kaxe jga he
BaYKUTH

F(a) — F(e)) _ F'(€)
Glx) = Glao)  G(e)

3a HeKy Tauky { Koja je mamelly x u xy. Jacuo je ma je F(x) =0, F(xg) = rp(zo,z; f), G(x) = 0,

G' (&) = —(n+ 1)(z — &)™ llpeocramo nam je na mahemo m3Box dbyukmuje F. Oun je y Ttadyku t
jemHaK
1 / (n+1) (n)
F(t) = — (f’(t) + fl(!t) (x —t) — fl(!t) +...+ O] - ®) (x —t)" — / n!(t)n(x - t)”—l)
(n+1)
— _fn—'(t)(x _ t)n.

Kana ce 3amene cBe npeTxoiHe jeJJHAKOCTH JI00Hja ce

(n+1) n
0— 1oz, f)  —T 7 —9)

_ n!

0= (=)™~ —+ D"
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‘ OJIHOCHO jeJTHAKOCT KOjy je TpebaJio moKa3aTHu. 0

IIpumep 44. Moxkemo 1a BHIUMO YeMy cy jeHaAKH MaKJIOpEHOBHU MOJHMHOMHI 33 HEKe OCHOBHE
dyuxkiuje.

Beh cmo y Ilpumepy 37 Bujiesin ueMy cy jeHaKH U3BOJM €KCIIOHEHIHMjaTHE (DYHKIIHA]E 1Ma jeHOC-
TaBHO 3aKJ/ByUyjeMO Ja BayKn

T 5172 n

T - - - n
e _1+1!+ 51 +...+ o +o(z"), © — 0.
Osne cmo ocratak onucasn y [leanoBom 00/auKY.
Jape, kopuctehu u3Bo/e BHUIIEr Pejla CHHYCHe U KocuuycHe (pyuknuje u3 [Ipumepa 38 monazumo

J10 caejgehux passoja oBux QyHKIIHja

. 1'3 i 335 + ( 1)n x2n+1 + ( 2n+1) =0
simr=z——+—— ...+ (-1)"— + o(x T
3 " 5l 2n + 1) ’ ’
2 g ey o
cosle—a—i-z—...—i—(—l) (2n)!+0(£ ), © — 0.

Y Ilpumepy 39 cmo Bujesin Kako ce gaudepennupa Inz, a ako IPOMEHUMO apryMeHT 1a ymMecTo Inx
nocmarpamo In(1 + ) noaazumo o caenehe jegHakoCTH

d" (n—1)!
—In(1 = (=)
T in(l+2)=(-1) L
a oHja u 10 MakopeHoBor nojnHoma ca octarkoMm y [leanoBom o0uKYy
2 3 -1 n—1
In(l+z)=z— % + % — %x” +o(z"), z — 0.

Buamo na audepentupamo x* (IIpumep 36) ma jeIHOCTABHO 3aK/bydyjeMo Ja je
n

%(1+x)°‘ =afa—1)-(a—n+1)(1+a)* ™

Cana 3namo ja passujemo u Gyukimjy (1 + 2)* y okosmHE HyT€

(1+z)*=1+ <(f>x+ (Z)x2+...+ <z)x”+o(x"), x— 0,

(Z) _ala- 1)-.]%!(04—/{“)

re je

7. MOHOTOHOCT U JIOKAJIHA €KCTPEMYMU

Y Teopemu 21 cMmo Bujesim KOju €y HOTpeOHH YCJIOBH Ja Y HEKO] JAudepeHInjaduIH0j TauKu
dbyHKIMja nMa JOKAJTHH ekcTpemyM. HamomeHnmo cajga jga ce Tadka T y Kojoj je dyHKnuja f
mudepennujabuiaa n Baxu f'(rg) = 0 Ha3uBa cmayuonaprom (WA KPUMUYHOM) Mawkom DYHKIH]e
f. ¥V Ilpumepy 23 cmo Bujeau ga ycaos u3 Teopeme 21 muje m goBosban. Hamme, 3a dbyukiujy
f(xz) = 2® Tauka z = 0 je cramMoHapHa ajM He M Tadka JIOKAJHOI eKCTpeMyMa. AKO IIOrJIelaMo
dbyukmmjy f(r) = x* Buaumo 1a je u 3a wy = ( CTaAMOHAPHA TAYKa aJU Y OBOj TAYKH KBaJpaTHA
dyuknmja mma Jokaaan MuaaMyM. Caza hemo dopMynrcaTn u 10Ka3aTu TeopeMy Koja /iaje TOBO/baH
YCJIOB TIOCTOjarba JOKAJTHOT €KCTPEMYMA.

Teopema 45. Hexa je dynruuja f : [a,b] — R dsa nyma dudepenyujaburna y mauru o € (a,b)
npu wemy je To cmayuonapra mavka gynrkyuje [ u sascu f"(xo) # 0. Tada je

® Ty mauka A0kaAn02 makcumyma ako je f(xq) <0,



4.8. Kousekcue QyHKIHje 21

o 1y mauka Aokanroz murumyma axo je f’(xq) > 0.

Hokaz. V¥ joka3y KopucTuMo pa3Boj dyukiuje momohy TejmopoBor moamHOMa pena JBa 0K
octarak onucyjemo y IleanoBom obsiuky

f(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) + 1"(x0)

(z — 30)* + 0 ((x — 20)?), = my.

2
3HaMO J1a je x( CTallMOHApHA TAavKa I11a je
- f" (o) 2 2
f(x) = f(xo) = T (z — 20) +0((5E—$0) )7 T — Zo.
Kako je dyukuuja o ((r — x¢)?) npoussosbHo Maja oHja 3Hak pasiuxe f(z) — f(zg) 3aBucu of

I (x0) 2 " : s o1 2
3HaKa u3pasa —; (T — o), oanocno ox 3naxa f(rg) jep je 5(v — x9)° ysex nosurusno. Kaua

je f"(xo) < 0 pazmuka f(z) — f(zo) je HeraTHBHA 3a CBAKO T W3 HEKe MaJje OKOJHHE TAYKe Ty Ma
je T Tauka JIOKATHOT MakcuMmyMa. AKO je Ipyru W3BOX y T mo3uTuBaH ouma je u f(x) — f(xo)
MO3UTHUBHO T1a je Ty TaYKa JIOKAJTHOT MIHUMYMA. 0

Teopema uma u ommrruju obauk. Heka je dyuknuja f n nyra pudepennujabuina y Tauku To IpH
YeMy Cy CBU W3BOJIM 70 pefa n — 1 jeHakW HYyJIU a W3BOJ pejga n pas3audut of uyse. lloctojame
JIOKQJTHOT €KCTPEMYMa U BPCTY eKCTpeMyMa HCIUTYjeMO mocMaTpameM TejiopoBor moanHoMa peja
n mpu 9eMy ocTaTak omer onucyjemo y [leanoBom obuKy

™ (g
f(x) = f(xo) + fn—('>(3: —z0)" +o((x —x0)"), x — xo.

Axo je n mapan 6poj onga sHak pasiuke f(z) — f(zo) 3aBucn o 3maka mspasa f(™(xq) (mpumeTHMO
J1a je u3pas %(m — )" TO3UTHBAH 3a CBAKO T M3 HEKe MaJie OKOJMHEe Tavyke Tg). Caja uMaMo ueru
3aKJbydYaK Kao H y IPeTXoaHoj TeopeMu (y Kojoj je n = 2): ako je f(™(x) < 0 omzma je xy Tauka
JIOKATHOT MakcuMyMa a ako je f((zg) > 0 oHma je x¢ TauKa JOKATHOT MHHAMYMA.

BakJbyvak je MOTIYHO APYTavuju aKo je n Hemapas 6poj. Y ToM ciaydajy 3uak pasiauke f(z)—f(zo)
mehie OUTH cTAJIAH HU Y jeJIHOj OKOJIMHHU TavKe To. Buammo ga je 3uak ox f(z) — f(zo) jennak 3uaxy
u3pasza %(m — x0)"™. A 3HAK OBOT M3pa3a HHje KOHCTaHTaH. 3HaMO Ja je (T — g)" HeraTuBHO
KaJa je & < T a MO3HTHBHO KaJa je & > To. JlaKie IpOMEeH/BHBOT je 3HAKA [4 ¥ TOM CIy4ajy To HHje
TadyKa JIOKAJIHOr eKcTpeMyMa. lIpumernmo 7a je oBaj ciydaj yonIuTeme oHora mTo ¢cMo Beh onucann

y llpumepy 23.

8. KouBekcHe ¢yHkInje

[TogceTnmo ce egeMeHTapHOT TOjMa KOHBEKCHOCTH. IKOHBEKCHU CKYMOBU Cy OHHM KOJ KOjUX Ce
cHajameM JUHUJjOM OUJI0 Koje JBe TadKe YHYTap CKyla He HamymTa cam ckyn. Caga hemo Taj mojam
dopmyaucaTu u 3a GyHKIH]jeE.

Hedunnunmja 46. Kaxxemo 1a je dbynknuja f : (a,b) — R xonsekxcna ako 3a mpom3Bo/bHe TauKe
x1, 22 € (a,b) Baxkn
Sz + (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(z2), (13)
rae je A mapamerap u3 uaTepsasa [0, 1].
AKo Bayku 0OpHYTa HEjeTHAKOCT
SOz + (1= Naz) = Af(21) + (1= A) f(z2)
OHJa KaykeMo Ja je OyHKImja f KoHKa6HA. O

['eomeTpujcka mHTEpIIpeTannja MojMa KOHBEKCHOCTH je Ja ce CBaKa TeTuBa I'paduka dpyHKIHU]je
(To je cBaKa YK Koja claja JBe Tadke ca rpaduka) Hagasu usHal Tor rpaduka (Bugeru Ciauky 7).
Tauka (Az1 + (1 — N)xo, Af(21) + (1 — A) f(22)) ce Hana3u Ha TeTuBH Koja cuaja tauxe Aj(xq, f(x1))
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y = f(z)

Ty A+ (1-Azz T2

CnukA 7. Terusa rpaduka KoHBeKcHe (DYHKIIHje ce HaJda3u U3HAJI rpaduka

CnukA 8. Ilpumepn KOHBEKCHUX (DYHKITHjA

u As(za, f(x2)) (T0 je Heka smHeapHa KoMmOuHanumja Tadaka A; u As). ok je tauka (Ax; + (1 —
Nz, f(Azy + (1 — N)zp)) Tauka ca rpaduka dyukiuje. U1 nejesnakocr (13) mam Kazke Jia je Tadka
ca rpaduKa UCIO/ TAYKe HA TETUBH.

Ha Caumu 8 ce Buje HeKM npuMepn KOHBEKCHUX (yHKNHja, MoK HA Caunu 9 BUAIMO TpUMeEpe
KOHKaBHUX (pyHKIHja. AKO moreamo nedpmHUII]y BHIIMO Ja jé KOHCTaHTHA (DYHKIN]a T KOHBEKCHA
1 KOHKaBHA Ha ¢BOM jioMeny. Ul nmmreapua dpyukimja nma to ceojecrso. Ha Coaunum 10 Buganmo mpumepe
dbyHKIMja Koje HUCY HE KOHBEKCHE HU KOHKaBHe. llpumernmo Ja je byHKIHja Yy OpUMEPY B) MPBO
KOHBEKCHa (JI0 Tauke ¢) a OHJA MOCTaje KOHKaBHa (mocye Tadke ¢). Tauke y KojuMa ce JeniaBajy
OBaKBe IpoMeHe u3BajaMo ciegehomM aedpunuImIjoM.

Hedunannuja 47. Axo je dyHkinja f KOHBeKCHa Ha nHTEpBay (c—d1, ¢) a KoHKaBHa Ha (¢, ¢+02)
(mm KOHKaBHA Ha (¢ — d1, ¢) a KOHBEKCHA Ha (C, ¢+ 02)) OHJIA Ce TAUKa ¢ HA3UBA NPESOTHOM TAHKOM
dbyukmuje f. OBge cy d; u 0o HEKU MO3UTUBHU OPOjEBU. O

Haoepap pynruyuje f je ckyn
{(z,y) eR*|a <z < b,y > fx)},

Bujieru Ciauky 11. Tlpumerumo na je pyHKIMja KOHBEKCHA KO U CAMO KO je iheH HaaArpad) KOHBEKCAH
ckymn. OBHM CMO TIOBE3aJIM MT0jaM KOHBEKCHe (DYHKIIH]e Cca MOjMOM KOHBEKCHOT CKYIIa.

Cazna hemo BugeTn na 3HaK JApYror u3Boga MyHKIWje (aKo APYyTH W3BOJ MOCTOj) oapehyje KOH-
BEKCHOCT W KOHKABHOCT (byHKIIH]e.

Heka je nara dbyukmuja f : (a,b) — R u o3ragmmo ca

f(@) — (o)

r — X9

Ngq (l’) =
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CnukA 9. Tlpumepn KoHKaBHUX (hyHKIH]jA

CaukA 10. Ilpumepn dhyHKIMja KOje HUCY HU KOHBEKCHE HM KOHKaBHE HA CBOM JIOMEHY

CnukA 11. Ilpumepn (hpyHKIHja U BUXOBUX HaATpadOBa KOjU CY CKUIUPAHU IIPBEHOM 00jOM

Haru® mpaBe Koja mposa3u Kpo3 jBe tauke (o, f(xg)) u (z, f(z)) ca rpaduka dynkuuje f (mpume-
TUMO Jia HArub n,, Huje dedWHUCAH y Tadykun & = xy). Harub je 3ampapo KoedHIMjeHT TpaBIia
mpaBe Koja mpoJiasu Kpo3 (o, f(xg)) u (x, f(x)) u jesHAK je TaHTeHCY yTyia KOjH Ta IpaBa rpajiu ca
HO3UTUBHUM JIeJIOM £—oce (To je yrao oo Ha Caunum 12).

ZKeanmo wejeqnakoct (13) mga cBegemo Ha ognoc Melhy HaruGuva onpehenux npasux. O3HAUNMO
ca xg = Ar1 + (1 — \)xg Tauxy Koja ce namasu usmely xy u zo. Tama je A = 2=, IIpernocrasuhemo
1a je x1 < zo. Taga mejemnakoct (13) uma obIHK

Ty — T2

f(xo) < ————f(x1) + ——f(72).

T1 — T2 xT1 — T2
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CnuKA 12. Harub npaBe Koja mpoJia3u Kpo3 jiBe Tadyke Ha rpaduky (QyHKIH]je

CaukA 13. Ilpumepu Koju nmokasyjy jga je Harubd pactyha dbyHKIHja

Hakon MHO}XKema ca x9 — x1 > 0 monasumo 10 ciaeaehe HejeHAKOCTH

(z2 — o) f(21) + (w0 — 21) f(22) + (21 — 22) f(20) > 0. (14)

Axko xg — x1 y3 f(x2) npeacraBumo Kao (rg — oa) + (r9 — 1) OHAA JONA3MMO 10 HEjeTHAKOCTH

f(za) — f(21) < f(x2) — f(xo)'

To — X1 - Ty — X

Cana ce oner Bpahamo Ha nejeguakocr (14) u npejcraBumo xo — o y3 f(21) Kao (22 —x1) + (21 — xp).
Tasa oBa HejelHAKOCT OCTaje

f(zo) — f(21) < f(x2) — f(z1)

To — X1 - To — X1

Cana heMo mpeTxomHe NBe HejeTHAKOCTH CIOJUTH U 3aKJbydyjeMO Jla 32 KOHBEKCHY (DYHKIIH]Y
f:(a,b) = R u cBe Tauke x1,x2,x3 € (a,b) 3a Koje je 1 < T < T3 BaKH

flas) = f(@) _ flas) = fla1) _ flas) = f() (15)

< < :
To — T I3 — Xq T3 — X9

AKo oBe m3pase BUANMO Kao HAarube MU CMO 3alIpaBo J00WIU ciemehe Heje THAKOCTH
Ny (22) < ng, (3), w3 HEjegHAKOCTH TPBOT U Apyror wiaHa (Cauka 13a),
Ny (1) < Ny, (23), U3 HEjegmakocTn npsor u Tpehier wiana (Counka 136),

Ny (1) < Mgy (T2), B3 HEjeguaxkocTu apyror u rpeher wiana (Cimka 138).
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OBuM cMO TmOKa3aIu Ja je 3a (urcupano xy Harub n,,(x) pacryha dynknuja mo x. Kakas rox
Ja je pacropej] Tadaka Xo, I1,To AKO je 1 < Tg Tama je Ny (1) < ng, (7).

Baxulie u 06pHyTO, aKko je Haru® n, (x) (3azar dyukumjom f) pacryha dbyHkumja mo r 3a cse
xo € (a,b) Taga je dynkrmuja f xousekcHa. llokazxmmo oso. Heka cy xq,7y € (a,b) mpousBosbhe
tauke. Tadka A\r; + (1 — A)zg mamasu ce uamely oBe nBe Tauke. O3naunMo je ca

zo = Ax1 + (1 — N)as.
A To—x2

. . . To—X2 — By
Panuje cMo Bujenun ja je taga A = prrp! Baxkuhie u 25 = e Nmamo caja e moryhnocru

1 < To WK T < T1. Y IPBOM CIYyUajy U3 YUEHHUIE Ja je n,, pacTyha 3ak/pydyjeMo Ja je

f(x1) — f(wo) < f(x2) — f(z0)

1 — X - Ty — X

Y

ma MHOXKebeM obe cTpaHe ca Ty — o > 0 Joaa3uMo 10

(F(o) = Jw) T2 < Flaa) = f(za),
OJIHOCHO \
T (@) = f(@)) < f(@2) = f(wo).

AKo je r9 < x1 OHZA JOJA3UMO JI0 HejeTHAKOCTH

f(UUQ) - f(xo) < f(9€1) — f(x0)

9

To9 — X - xr1 — I
KOJY MHOXKEHEM Cca Tg — To > 0 CBOJMMO HA MCTY HEjeTHAKOCT
To— X A
fwo) = flaa) < (F(w1) = f(z0)) =—— = (f(21) = f(z0)) —, (16)
1 — Xy 1—AX

(ako je A = 1 onga je mejeguaxocr (13) rpuBnjaino 3amoBosbena). Koju rog 6mo pacnopes radaka
x1 1 x9 Bazxkuhe Hejennakoct (16) a omarie jeJHOCTABHO 3aKJbydyjeMO

f(xo) = f(Az1 + (1 = A)z2) < Af(x1) + (1= A) f(22),
oanocHo MyHKIMja [ je KOHBEKCHA.
[IperxoanuMm aucKycujaMa cMo nokazaju ciezehe rBpheme.

Tsphemwe 48. Oyuxiuja [ : (a,b) — R je KoHBeKCHA ako U camMo ako je GyHKIHja HAruba Ny, ()
pacryha dbyukuuja o x 3a cse g € (a,b).

VY IpeTxojHOj JUCKYCHjH CMO MOKa3a u Hejeqnakoctu (15) moMohy Kojux MOKEMO Ja 3aKJbY IUMO
Jla KOHBeKCHA (DYHKIMja UMa JIEBH U JIeCHU M3BOJL Y CBAKO] TauKu (KOju He MODPajy ja Oy/Iy jeJHAKH).
[TocTojame JieBOT U JIeCHOT M3BOJA Y Ta4YKHU je JTOBOJbHO 3a HelnpeKuaHocT hyHKIuje y Tauku. /lakie
KOHBeKCHA dyHKHuja Ha (a,b) je HempeKugHA.

CaJia MOKeMO HEIITO BHUIE Ja KazKeMO O MPBOM H3BOAY (AKO IOCTOjU) KOHBEKCHe (DYHKITH]e.

Tsphemwe 49. Heka je dynkunja f : (a,b) — R qudepennujabunna. Tana je GyHKIMja KOHBEK-
CHA aKO W CaMO aKo je IeH npBu u3Boj pactyha gynkimja.

okas.

=
Heka je dynknmja KOHBEKCHA W y3MEMO JIBe Tadke T, Ty € (a,b) 3a Koje BaxKm
r1 < Tp. 3a CBaKy Tauyky & Koja je u3dMely OBHX BPEIHOCTH, T1 < & < Ty BawKe

nejennakocru (15), oxHOCHO

fx) = fla) _ flaz) = fla) _ f(fl’2)—f(fc)_

T — T - T9 — X1 - To — X




26 4. HwudepennnjabuaHoct

Ozraunmo ca C = % (

on ). Cana je

npumMeliyjeMo j1a je 0BO KOHCTAaHTa U Jia He 3aBUCH

f@) = f@) _ o fl@) = flas)
T — I - - T — Ty
f@)—f(z1

Kpos nejeanakoct pra— e npohemo mumecom kKaja r — xi1+, 3HAMO Ja
I0CTOje JIEBH W JIeCHU W3BOJM y CBUM Tadkama (jep je f mudepennujabunna) u
3aKJbY IyjeMO

fiz) < C.
Bnamo jia 32 audepennujabuine dynkuuje saxu f'(z1) = fi(r1). Ha raj nauun
JIOJIA3UMO 10 HejeTHAKOCTH

f(z) < C. (17)
Caenehn xopax je ga kpo3 mejegnakoct C < %
r — xo—. Kaxko je f' (x9) = f'(z2) onua je

C < f'(x2). (18)

Hejennakoctu (17) u (18) kaxy ga je dbyuknuja f' pacryha na (a,b).

npoheMo JIMMecoM Kajaa

f

Hexka je caga [’ pacryha dynkmuja. Ilokazahemo na je tajga u Haru® pacryha
dyukmuja na kopucrehn Tepheme 48 mMoxkemo ma 3ak/byanMo 72 je [ KOBEKCHA.
JloBospHo je mokazaru aa je ng,(r1) < ng,(r2) ako je pacmopes tadaka o1 < Ty <

To. 3HAMO 71 je
f(z1) — f(z0)

Ny (1) = 1 — 2o

W = f'(¢;) mpema JlarpauzkeBoj TeopeMu 3a HEKO ¢ € (T, )

(3ramo na je f nndeennmjabuina Ha (a,b) ma he 6urw HenpexnHA Ha [T1, o] 1
nudepennujabmina Ha (21, To)). Baxuhe u

f(x2) — f(x0)

To — Xo

a BazK1

= f'(c2)

3a HEKO Co € (T, x2). IlpBu u3Box je pacryha dbyuknuja, Baxkn ¢; < Ty < ¢ Ha
je f'(c1) < f'(c2) ommocuo

Ngq (5(32) -

Tz (33'1) < Ny (1‘2)

O

BHak JIpyror u3Boja (aKo MOCTOjU) HaM Y HOTILYHOCTH ojipeljyje KOHBEKCHOCT OJJHOCHO KOHKABHOCT
dbyHKIHT]E.

Tephewe 50. Heka je f : (a,b) — R asa nyra nudepennmjabuina dynknuja. Taga je f
KOHBEKCHA (QYHKIH]a aKO U CAMO aKO je JPYTH U3BOJ HeHeraTuBaH Ha (a,b).

Hoxkaz. 3uamo jga he f outn jgudepennujabuana ma Ha OCHOBY MPETXOIHOT TBphewma Baxku f je
KOHBEKCHA aKO U CaMO aKo je mpBU n3Boj pacTtyha dyHKIuja a ouma je To Ha ocHoBY llocenume 29
(npyra Tauka) exsuBasentuo Tome aa je (') = f” >0 na (a,b). O

[Ipeocrana Ham je jour auckycuja 0 KOHKaBHUM (yHKIHjama. [Ipumernnvo na je [ KOHKaBHA ako u
caMo ako je dyHKIHja — f KOHBEKCHa. 10 3HAYHN [a je KOHKABHOCT €KBHBAJIEHTHA TOME 13 je Harub
onaymajyha dynknuja (Tepheme 48). Ananorno csojecreo u3 Tephema 49 kaxke na je audepeniuja-
owaHa (pyHKIHMja KOHKaBHA aKO M CaMO akKo je IpBH u3BOoj, omnajajyha dynknuja. ok 3a jBa myTa
nudepeHnujadbuTHe DYHKIMjE BaXKH /1a ¢y KOHKaBHe aKO U caMO aKO UM je JIPYTH H3BOJ MAH WJIH
JeTHAK Of HyJIe.
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Ako je f: (a,b) — R nBa nyra nudepennujadbuina GyHKIUja 1 AKO je ¢ HeHa MPeBOjHA TadKa
taga je f”(c) = 0. OBa kapakTepusanuja IpeBojHe TauKe KAo HyJa JPYyror u3Boja je moryha camo
aKo yHaIpeJ 3HaMO jJa (HpYHKIFja UMa IPYyTd U3BOJ Y TO] Tauykd. MoxKe j1a ce Jecu Jia je ¢ IpeBojHa
TavKa a J1a PYHKIHja TMa TPEKU Y TOj TAYKHU Ta OHJA He MOZKeMO J1a TPUYIaMo O u3BoIuMa (bYHKIIH]je
y TOj TAYKH.

9. UcnutuBame hyHKIHja U CKUIUPame rpaduka

[Ipn ucnutuBamy pyHKIHja 1 CKUIUPaKky rpaduka KOPHCTUMO CBa MPETXOIHA 3HAMHA O (DYHKITH-
jama (enemenTapue GyHKIHTje, TUMECH, HETPEKUTHOCT, TUMEPEHINjabUIHOCT, U3BOIH BUIIET PEJIA... )
Cana hemo ucrahu Heke crBapu Koje cy HajOUTHHU]e, A/l HE U je/IMHE jep Ce UCIUTUBAE (DYHKIHN)a
pasJIuKyje oJ mMpuMepa 10 MpUMepa.

e Jlomen byHKIIHje je Kao ITO 3HAMO CKYI Tadaka 3a Koju (PYHKIIHja MOxKe j1a ce gedun-
uie. Osznauasahemo ra ca Dom(f) wim D(f). Kama tpaxumo gomen dyuknuje 6urno
HaM je j1a m30eraeMo Je/beme HyJI0M, j1a n30erHeMo KOPEeHOBahe HeraTUBHUX OpojeBa Kaja
To Huje moryhe (mmp. +/—6 mmje medunucano y ckymy R, nox /—6 jecte m06po medun-
ncano). OBz je BaKHO 3HATH JOMeHe ejleMeHTapHuX (hyHKIHja jep HAM ce 4ecTo jaBibajy
y KOHKpeTHuM npumepuma. Kao nmpumep HaBOAnMO (DyHKIM]y TPUPOIHOT JIOrapuT™Ma, Inx
3a KOjy 3HaMO [1a je JeduHHCcaHA caMo 3a x > 0.

e ITapuocT, HemapHocT, nepuoamgnocT. DyHkiuja je mapHa ako je f(—z) = f(x) 3a cse
x € Dom(f) a menapua axo je f(—x) = —f(z) ma nemom momeny. Ilpsa cTBap Koja Mopa
Ja BaxkKu Ja Om pyHKIMja Oma mapHa WM HeMapHa jecTe Ja je HeH JOMEeH CHMeTPHYAH
oko Hysje. Hema cMmucia mernuruparu napHOCT/HenmapHocT (DYHKIMja YHjU je JOMEH CKYII
(—00, —3) U (=3, +00) wmu (—7,19). Kana ckunupamo rpaduk dyHknuje tpeba nmarTu
y BuAy Ja je rpaduk napHe (HYHKIHje CHMETPUYAH OKO y—oce JIOK je rpaduk HermapHe
dyHKIM]je TeHTPATHO-CUMETPIUYIAaH OKO KOOPIMHATHOT MovYeTKa. [IpuMepn napaux (pyHKIHja
cy KocuHycHa (pYHKIIja 1 KBaIpaTHa (pyHKIIH]ja, JIOK CY CHHYCHA 1 KyOHa (DyHKIHja HenapHe.,

Kaxkemo nma je dynknuja f mepuogmdaa ako MOCTOju peaiad 6poj 1 > 0 TakaB ma BaxKn
f(x+T)= f(x) 3a cBe x € Dom(f). Hajmamn takas no3urusax 6poj Ha3uBa ce MEPHOIOM
dyukmuje. OyHKIMje sinx U COS T CYy NEPUOAMIHE ca MEPUOIOM 27 HOK je (byHKImja tgx
nepuoanvHa ca nepuogom 7. Kajga ckunupamo rpaduk nepuogndne (pyHKIHje TOBOJHHO je
ucruratu GyHKIMjy Ha jegnom uarepBasty mmpune 1, va upumep [0,7) wim (=27, —T] a
OH/Ia CaMO KOITMpaMo Taj jeo rpaduKa Ha 1eo JoMeH (PyHKIHje.

e Hyne u 3uak dyuknuje. Hymre dynkuuje, ogaocHo Tauke xy y Kojuma saxn f(zg) = 0, cy
Tavyke y Kojuma rpaduk dyHkimje cede r—ocy. Kajga ucnuryjemo 3HaK QyHKIHIje TPaZKUMO
CKYII Tadaka y KojuMma je (PyHKIUja HO3UTUBHA U CKYI Tadaka y KojuMa je (pyHKIIHja Hera-
tusna, Dom.(f) := {x € Dom(f)| f(z) > 0} uw Dom_(f) := {x € Dom(f)| f(z) < 0}.

Y 3aBucHOCTH O] MpuMepa Helie yBeK OWTHU jeTHOCTABHO M1a OJIPEJIMMO HyJle W 3HAK.
Hekana he mam npBu u3Boa Outu ox momohu, ma hemo Ha OCHOBY Tora ja Ju (DYHKIHjA
HerJie pacre Wjid onajga MoNW Jia 3aK/byduMO Ja Jin (DYyHKIMja UMa, HEKy HYJIy U Ja JId je
Her/ie TO3UTUBHA Wi HeraTuBHA. bBuhe u npuMepa 1/1e He MOZKeMO TaYHO J1a OJPeMO HYJTy
Beh MOZKeMO CaMo a 3aK/by9NMO Y KOM HHTEDPBAJIY Ce HAJA3M.

e Acumnrore. Beh cmo pekiu ga GyHKIEja MOXKe MMATH BEPTUKAJIHE ACHMIITOTE ¥ HEKHM
KOHATHWM TAYKaMa W KOCe WJIM XOPU30HTaJIe acuMIToTe y beckonaanoctn. Moxke ce gecutn
Jla HEeKe O OBUX aCHUMIITOTE He HMOCTOoje.

Kana npramo rpaduk mocrojame acCUMITOTA 3HAYH 12 je Tpaduk PpYHKIHje TPOU3BOJHHO
oan3y Heke npase. Ha Counu 14 BuanMo mpumep GyHKIHje KOja MMa BePTUKAJIHY aCUMII-
rory x = 10 (u To caj JeBe crpane) na ce rpaduk dbyHKIUje TpubIUKaBa 0BOj IPABO]
kKako Osmmke npmwrazumo tadkn xr = 10 ca jese crpanme. Ha Chnumum 15 Bugumo upumep
bynkmmje f(r) = £ + % KOja MMa KOCYy acUMOTOTY Yy = £ Kaja T — 400 U UCTY KOCY

5
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CnukA 14. I'paduk ce mpubamKaBa BePTUKATHO] ACUMITOTH (IJIABa JINHUja HA
CJIMIN) Ca JIeBe CTPaHe

Cnuka 15. I'padux dbynkmmje y = £ + 3%

acUMITOTY Kajla © — —oo. [Ipumerumo ja je pazjiuka uzmely name dpyHkiuje u acumi-
T 1 T

Tore f(r) —y=%+5 —% = % U Ja je OBa pa3/uKa MO3UTHBHA KaJa je x > (0 a HeraTupHa
kajga je r < 0. To 3naum na ce rpaduk HyHKIMje HAJIA3W W3HAL aCHMITOTE Kajla & — +00
a MCIOJ aCUMIITOTe Kajaa £ — —oo. OBa dyHKIMja nma 1 BepTUKaIHy acumnrory r = (.

mahemo npumepe kama dyaKnuja Hema wu jeany acumntory. Ha Caumnm 16 Bmmmmo
rpaduk GyHKIHje y = e* + e~ 7 Koja HeMa HU jeJJHY aCHMIITOTY Ha CBOM JIOMEHY.

Dynknuja y = e * + arctanx uMa XOPU30HTAJIHY aCHMITOTY Yy = 3 Kaja T —» +00
JIOK HeMa HHU jelHy acuMnToTy kaga © — —oo (Bugern Camky 17). Oa dyHKImMja HemMa
HUKAKBUX Pyla y JOMEHY Ia He MOKe UMATH BePTUKAJIHUX aCUMIITOTA.

e Henpekumnoct n audepenmnujabuirnoct. Ilogcerumo ce na cy enementapue dbyHKIH]je
HEIPeKHIHe V TadKaMa y KojuMma cy jgeduHucane. 3HAMO JIa aKO HMaMO TadKy HPEKHIa y
HEKO] TaYKU JIOMEHa OHJa HaM ce rpaduk ,Kmuma’ Ha TOM MECTY, OJHOCHO TPH IPTalby
rpaduKa OJIOBKY MOPaMO Ja MOJAMTHEMO Ca mamupa. JemaHa oj MeTOJa 33 HCIUTUBAHE
HEIIPpeKUnAHOCTHU jeCTe TpaxKembe JIeBOI' U AeCHOI' JIMMeCa Yy Ta4KH. ﬂeBI/I JUIMEC HaM KazKe
Kako Tpaduk (pyHKIM]e TPUIa3U TAUKN ITPEKIIa Ca JIEBe CTPAHE & JeCHH JINMeC KAKO rpaduk
OPUJIA37 TAYKW MPEKUIA Ca JeCHe CTPAHe.

3a TpazKkerbe MIPBOT U3B0OJIA U UCIIUTUBALE TU(ePEeHINjabUITHOCTH TaKohe je BayKHO 3HATH
KaKo ce JuepeHnupajy ejeMenTapae pyHKInje. 3HaMo Jia rpadpuk u3rieia Kao j1a ce JOMHI

y TauKu y Ko0joj dbyHKNHja HUje mudepentnujadbunna. Jlesn u necHn u3Box cy Takohe OUTHU
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CnukA 16. I'paduk dynkiuje y = e* + e *

CrukA 17. I'paduk dpyuknuje y = e~ % + arctanx

(ako mocToje) y Hekoj Tavuku riae dbyHkiuja Huje audepennujabutaa. OHE HAM roBOpe O

TOMeE TIOJ, KOJUM YIJIOM TpapuK MpHIa3u TAYKU y K0jo] HeMaMo AudepeHInjabmIHOCT WIn

o/, KOJUM YIJIOM Ce IIPUJIa3u HeKMM KpajeBUMa JOMeHa WM TadyKama Koje HUCY y JTOMEeHY.

Ha Couru 18 Bugmvo rpaduk dbyukiuje f(z) = arccos z. 3namo Ja je u3Bom oe (DYyHKITH]e

f(x) = —ﬁ na 3ak/pydyjemo na je lim f'(z) = —oo na rpaduk npurasu taukn x = 1
r—1—

N ”
ca JieBe cTpaHe Npu/byOJbeH y3 IpaBy Koja je MapaJie/ta y—OocH (O,ZLHOCH'O 1OJ[ YIJIOM OJL 7).
e ExcTpemHe Bpeasoctu u MOHOTOHOCT. O panmje 3HaMO 1a ako je f' > 0 Ha HEKOM
nHTEpBaJy OHJa (PYHKIMja pacTe HA TOM HHTepBaJay a ako je [/ < (0 Ha HEKOM WHTEPBAJIY
oHma dyHKIHUja onmama Ha TOM uHTepBady. OBie je OUTHO ja 3aK/bBydaK O MOHOTOHOCTH

BayKd CaMO aKO je Ha HEKOM HHTepBAJy y CBUM TadKaMa 3aJ0BO/beHA HEjeTHAKOCT.

Moraeaajmo npuvep na Coommm 19. Buamvo na je n3sog, dynxnuje f(z) = £ 4+ e~ gar
ca f'(z) = —% — e~ < 0 na neaom gomeny Dom(f) = (—o0,0) U (0, 400). Ha ocnosy Tora
MOZKeMO J1a 3aKJbydnMo Ja f omana Ha (—oo,0) n ga f omaga Ha (0, +00), HUKAKO Ha MEJI0M
qoveny. DyHKIUja U HE OIAA HA [IEJIOM JIOMEHY a TO MOYKEeMO JIa BUJMMO 1 ca rpaduka min
yrnopehuBameM BpeIHOCTH Y HeKe JBe Tauke. Ha npumep f (—%) =-2+4+,e<0< f(1)=
1+ % a BaxKn —% < 1. Jakme f me omaja Ha mesiom jJoMeHy Beh 3ak/bydak 0 MOHOTHOCTH
BayKM CaMO Ha WHTEPBAJNMa KOJU Cy CaJIpYKAHU Yy JIOMEHY.

Panuje cMo pek/Iu 7ia ¢y HaM KaHIUJIATH 3a JIOKAJHEe eKCTpeMyMe TadKe y KOjuMa U3BOJL
dbyHKIHMje nMa Hydy (CTalMoHApHe Tavke) WM TadKe Y KOJHMA W3BOJ YOIIITE He HOCTOjH.

Kana Tpa:kuMO AlCOJyTHE MaKCHMyMe W AICOJyTHe MHHHMyMe (TO Cy Tadke y KOjuMa
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CaukA 18. I'pacduk dynknuje y = arccos x

CnukA 19. T'pacduk dyukuje y = % +e*

AncongTin w NOEAIBA MAKS.
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CnukA 20. TlpBu u3Box, EKCTPEMYMH U MOHOTOHOCT

dbyHKIMja 10CTHKE MAKCHMYM W MHHUMYM Ha I1I€JIOM JOMEHY) OHJa ITPOBEPUMO BPETHOCT
dyHKIHje y CBUM JOKAJTHUM eKCTPEMYMHUMAa U BHIUMO KOje Cy BpeJHOCTH (DyHKIHje Ha Kpa-
jeBHMa JOMeHa W 3aKJByIUMO Koja je HajBeha a kKoja HajMama Bpeanoct. Ha Caumum 20
npuKa3aHe Cy pasHe Moryhe cuTyarmje.
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CnukA 21. I'pacduk dynkmnuje y = _(%15)2

Cmka 22. Konkasna pacryha dgpyuxuuja CnukA 23. Konkasua omnajajyha dyukimja

CnukA 24. Kousekcua pacryha dynkimja CnukA 25. Kounpekcna omanajyha dpynkimmja

e KoHBeKCHOCT, KOHKABHOCT U IIpeBOjHE TadyKe. CB0OjCTBO KOHBEKCHOCTH W KOHKABHOCTHU
HaM Karke Kako ce rpaduk ¢pyHKIuje caprja nin ckpehe. 3a meroBo HCIUTHBAE Hajuenihe
KOPUCTHUMO JIpyru u3Boj pynknuje. 3uamo ja je (pyHKIUje KOHBEKCHA HA HEKOM HHTEPBAJIY
aKo je eH JIpYyTH M3BOJ, HeHeraTWBaH, a KoHkKaBHa je ako je f” < 0. Oner mcruuemo ja
je oBjle GUTHO J1a TO BayKM y CBHM TadyKaMa WHTepBaJa (M ja JAPYTH W3BOJ MOCTOJU U Ja je
onpelheHor 3HAKA).

[Mornenajmo byukuujy f(z) = ﬁ (Couka 21). Hben apyru ussogn je f"(z) = ﬁ >
0 ma mesom gomeny Dom(f) = (—00,5) U (5,400). OHO MITO MOXKEMO Ja 3aKJBYTHMO jecTe
12 je hyHKIHja KOHBEKCHA Ha (—00, 5) U Ja je KoHBeKcHA Ha (5, +00) aan 1a Huje KOHBEKCHA
HA TIEJIOM JIOMEHY.

Ha Caunm 22 Buaumo Kako u3riieaa rpaduk pyHKIHje Koja je Ha jeJHOM Je1y KOHKaBHa,
u pacryha. Cauka 23 npukasyje GyHKIHjy KOja je Ha jeHOM ey KOHKaBHA u omajajyha.

Konpekcha pacryha n KoHBekcHa omaaajyha dyHKInja cy peaoMm npukasane Ha Canka-
Ma 24 u 25.

[IpeBojue Tauke cy oHe Tadyke y KojuMma (DYHKIH]a Memha KOHBEKCHOCT U KOHKABHOCT.
AKo 1pyru m3BOJ MOCTOjJH Y TOj TAYKH OHJA je OH jeaHak Hyau. Morke ce TeCHTH J1a je HeKa
TadyKa MPEBOjHA & J1a V 1b0j (pyHKIMja HeMa IPyTrd H3BOI.
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o Ckunupamwe rpacdpuka pyukiumje. Ha ocHOBY MpeTxoaHO ONUCAHUX KOpaKa 0Ja3UMO
J10 oapehenux ocobuna (pyHKIHje Ha OCHOBY KOJUX CKHIIMpaMo rpadpuk dpyHKImje.

Bamarak 51. cnuraru Tok u nanpraru rpadguk dyuknuje f(z) = V2 — x°.
Pewerwe.

e Kako Tpehu kopeHn mocroju 3a cBe peasHe OpojeBe W y m3pasy IO KOPEHOM je MOJMHOMHA
dbynknnja 3akmydyjeMo ga n3pas va? — 13 Moxe Ja ce H3padyHa 3a cBe peaJsHe OGpojese ma
je momen ose dyukuuje D(f) = R.

o Ilpmvernvo ma je f(1) = V12— 13 = 0 u f(—1) = ¢/(=1)2 — (—1)® = V/2 na dbyukumja
HUje HU Napa HU HenapHa. Huje Hu nmepuogmyna jep je 6e6CKOHAYHO BeJIMKA KaJla apryMeHT
X Yy3UMa BeJUKe HeraTHBHE BPeJIHOCTH.

e Hyne u 3nak pynknuje ucnuryjemMo ogpehuBameM 3HaKa U HYJa MOJUHOMA KOjU ce HAJIA3U
non tpehum Koperom. 3akmydyjemo na je f(0) =0, f(1) =0, f(x) < 03a cBe x € (1,+00)

x - + +
? + + +
1—2z + + —
*(1—x) + + —
/ + + —

u f(z) > 03acse z € (—o0,0)U(0,1).
e Hu jenna Ttauka HUTH cKyn HucCy u3badeHU u3 JoMeHa (DYHKIIHje 1Ma HEMaMO BePTUKATHUX
acumnToTra. Pa3Boj dyHKIHje y OKOJIuHAMA OECKOHAYHO BEJIMKUX Tadaka HAM Kazke JIa je

flz) = 3—x3(1—£):—x<1_é>é:

= 111+ 5 = +1+(1) -+
= — 31:096—:530,3: 0.

Hakie, dyaKnmja f mMa KOCy acUMOTOTY Yy = —T + % KaJa T — +00 W UCTY Ty KOCY
ACUMIITOTY KaJla & — —OQ.
e Oyuknuja f je HempeKuIHa Kao KOMO3UIMja TakBuX dyHKIMja. V3Bom dbyHKIHTje jeHaK je

f(z) = 1(x2 — 237322 — 32%) =

3
r-(2—-3z) 2 —3x

T 3.9 x4(1—:1c)2_3~ va(l —x)?

win

y Tadakama peaJHe oce Koje Hucy jegHake 0 m 1. ITocrojame n3Boma taukama r =0u x =1
ucturyjemo o gedpununuju. [Ipro npoBepaBamMo ja Jim nocToju cjaegaehn aumec

. f(h)y=f0O) . VR=HK-0  J1-h
lim ————~ =1lim — = lim ———.
h—0 h h—0 h h—0 \?/E
. P ¥ioh A Yi-n
OBaj JiuMec He IMOCTOjH jep je hllgl-',- = 400, JOK je hli,%l_ 7 = oo [MITo ce tauke

x = 1 Tu4e 3aHUMa HAC JIa JIU IOCTOju cJejgehu jimmec

p SO —f) o YO RPA -+ R) -0 (L h)5hs

h—0 h h—0 h h—0 h

OBaj JauMec je jeTHAK BPeJTHOCTH —OO Ta je 3aKJ/bydak Ja je pyHKIHja AudepeHnnjabuina
na ckyny D(f)\ {0,1}.
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e Cajla Hac 3aHUMA JIa OJPEIUMMO 3HAK IIPBOI' M3BOJIa Y TAYKaMa Y KOjUMa, OH MocToju. Buaumo
JIa 3HAK IPBOT U3BOJIA 3aBUCHU O] 3HAKa M3pasa T U 2 —3x na heMo y Tabesin U3IBOJUTU TaUKe
r=0nx= % Y Tabexy cMo fomanau u TaYKy T = 1 jep MYHKIMja HEMa MPBU U3BOJ, V TOj
Tavkn. 3aksbydyjemo na dyHkuuja f onaga Ha nHTepBany (—oo,(0), pacTe Ha WHTEpBAIY

y raukn z = 0, f(0) = 0, a mokaum makcnmy™ y Taukn & = 3, f(3) = 42

(—O0,0) <O7§) (%71) (17+OO)
x — + +
23z + + — —
i - |+ -] -
f hN A R hN

(0,2), sarum onana na (2,1) u onana ma uirepsaiy (1, +00). Jlokanmu MEHyMyM ce jaBiba

e /Ipyrum m3BOM IMa CMHUCJIA PAdYyHATH V TadyKaMa y KOjJUMa IOCTOJU IPBYU W3BOJ, TAKO J1a JIpYTH

f'(@) =

—9-zx(l—2)2—(2—-32)-

9. /x?2(1 —x)*
1—2z+x22—2z+2x2
3/x2(1—z)4

9. x2(1 —x)*

—9z(1 — ) — (2 — 3x)(1 — 4z + 32?%)

9.
—9z(1—2)* — (2—3z)(1 —z)(1 —3z)

/x4l — )8

9. Yat(l—2)?- (1 —x)?

_ —9z(1 —x) — (2 — 3x)(1 — 32) _

9-f*x)-(1-x)

—92 4 922 — 2 + 62 + 3z — 922

2

9 f2(@)- (1— )

9@ =1 f2a)

71| = - i
f// _ _ +
I; N N U

r = 1 je mpeBojHA TadKa.
e IIpu npramy rpaduka je BaxKHO OBECTH PadyHa KaKo H3raena rpadgpuk y OKOJIMHAMA Ta4aKa
0 u 1. Kako je f'(0)
Te crpane dynknnja onajga. Ca jgecune crpane Baxu f'(0) = +oo ma je rpaduk dynkimje
IpH/BYO/bEH Y3 y—OCY U Ca JIeCHe CTpaHe TadKe HyJa M ca Te cTpaHe (hyHKIHja pacte. Kako
je f'(1) = —oo (oBze ce pajau 0 U3BOLY Y MPOIIUPEHOM CMUCITY) OHJA je rpaduk dyHKIH]je
npusbyObeH y3 mpaBy x = 1 u 1y dbyaknuja omaga. Ha Cawmum 26 npukaszan je rpaduk

dyuKIHIjE.

u3Boa Hehe mocrojatnm y Taukama © = 0 u x = 1. Illto ce ocramux Tavaka goMeHa THUYE
npasujia JudepeHnupama Kaxy J1a je

—3-3- 2l —2)2—(2-32)-3 - L(x(1—2)®) 5 - (1 -2 +2-2(1 —x)-(~1))

Ha ocnoBy nperxojHor MoKemo ja KaxkKeMo jia je (DyHKIUja KOHKaBHA Ha HHTEPBAJLY

(—00,0), na unrepsasy (0,1) je rakohe konkaBHa JOK je KoHBekcHa Ha (1,400). Tauka

—0o0 onjia je rpaduk npusbyd/bEH Y3 Yy—OCYy ca JieBe CTpaHe u ca

v
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Y

CnukaA 26. I'paduk byuxuuje f(z) = A

10. Baganm

Banarak 52. Axo dyukuuja f : (a,0) — R uma jieBu u JecHu U3BOJ Y TAYKH T HOKA3aTH J1a

je oHa Taja HenpekuaHa. [[puMeTmMO ja He 3aXTeBaMO MPETIOCTABKY Ja JIeBH W JAECHU U3BOJ Oy1y

jemHaku Beh j1a camo mocToje.

Bamarak 53. Hahu usson dyukumje h(r) = f(2)9™ y omnm taukama y KojuMa cy cse dbyHKIHje

necdunucane u audepennujadune.

v

v



