
OBLAST 4

Diferencijabilnost funkcija

Neka je f : (a, b) → R neprekidna funkcija. Posmatrajmo dve taqke sa grafika funkcije
A(x0, f(x0)) i B(x0 + h, f(x0 + h)). Jednaqina prave koja prolazi kroz ove dve taqke je

p : y = f(x0) +
f(x0 + h)− f(x0)

h
(x− x0).

Du� AB naziva se itetivom grafika funkcije. Koeficijent pravca ove prave (koji je jednak

tangensu ugla α izme�u prave p i pozitivnog dela x-ose) je f(x0+h)−f(x0)
h

(videti Sliku 1). Ako
pomeramo taqku B po grafiku funkcije i pribli�avamo je taqki A vidimo da �e se tetiva
pribli�avati tangenti t na grafik funkcije u taqki A (videti Sliku 2). Koeficijent
pravca tangenta t �e biti

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

ako ovaj limes postoji. Postoja�e ovog limesa ekvivalentno je diferencijabilnosti.

1. Izvod funkcije

Definicija 1. Neka je f : (a, b)→ R i neka je x0 ∈ (a, b). Ako postoji

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

(1)

Slika 1. Tetiva grafika funkcije

1
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Slika 2. Tetiva funkcije se pribli�ava tangenti grafika u taqki A

ka�emo da je funkcija diferencijabilna u taqki x0. Ovaj limes se naziva izvodom funkcije f
u taqki x0 i oznaqava sa f

′(x0),
df
dx
(x0) ili

d
dx
f(x0). Ka�emo da je funkcija diferencijabilna

ako je diferencijabilna u svakoj taqki svog domena. ♦

Prvo pita�e koje se prirodno postav	a jeste koja je veza izme�u neprekidnosti u taqki i
diferencijabilnosti u taqki. O tome nam govori slede�a teorema.

Teorema 2. Ako je funkcija f : (a, b)→ R diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b) onda je ona
u toj taqki i neprekidna.

Dokaz. Primetimo da je

lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

)
= lim

h→0

[
h · f(x0 + h)− f(x0)

h

]
.

Limes mo�e da pro�e kroz proizvod jer limesi i jedne i druge funkcije postoje pa je

lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

)
= 0 · f ′(x0) = 0.

Zak	uqujemo da je lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0), odnosno funkcija f je neprekidna u taqki x0. �

Nije svaka neprekidna funkcija diferencijabilna u taqki, drugim reqima ne va�i obr-
nuta implikacija u prethodnoj teoremi. To �emo videti u slede�em primeru.

Primer 3. Funkcija apsolutne vrednosti f(x) = |x| je neprekidna u taqki x = 0 ali nije

diferencijabilna u toj taqki. Zaista, ne postoji lim
h→0

f(h)−f(0)
h

jer su limesi kada h → 0+ i

h → 0− razliqiti. Limes kada taqki 0 prilazimo sa leve strane (gde je funkcija jednaka
f(x) = −x) jednak je

lim
h→0−

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0−

−h
h

= −1,

dok sa desne strane taqke 0 (gde je funkcija jednaka f(x) = x) dobijamo limes

lim
h→0+

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0+

h

h
= 1.

Ako se podsetimo grafika te funkcije vidimo da u taqki x = 0 imamo xi	ak, kao da se
grafik funkcije lomi na tom mestu. ]

Ve� na ovom mestu vidimo potrebu da razmatramo sluqajeve kada postoje levi i desni limesi
izraza (1).
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Definicija 4. Neka f : (a, b)→ R i neka je x0 ∈ (a, b). Ako postoji

lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)
h

on se naziva levim izvodom funkcije f u taqki x0 i oznaqava sa f
′
−(x0). Desni izvod funkcije

f u taqki x0 jednak je limesu (ako postoji)

lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)
h

i oznaqava se sa f ′+(x0). ♦

Znaju�i svojstva levog i desnog limesa mo�emo da zak	uqimo da je funkcija diferencija-
bilna u taqki x0 ako i samo ako postoje levi i desni limes u toj taqki i jednaki su.

U Primeru 3 smo pokazali da funkcija |x| u taqki x = 0 ima levi izvod i jednak je −1 dok
je desni izvod jednak 1.

Sada �emo ispitati diferencijabilnost nekih elementarnih funkcija.

Primer 5. Konstantna funkcija f(x) = C je diferencijabilna u svakoj taqki i �en izvod
je jednak nuli jer je

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

= lim
h→0

C − C
h

= 0.

Zak	uqujemo: izvod konstantne funkcije jednak je nuli. ]

Primer 6. Sada �emo na�i izvod stepene funkcije f(x) = xn gde je n ∈ N fiksiran
prirodan broj. Neka je x ∈ R proizvo	na taqka. Tada je

f(x+ h)− f(x)
h

=
(x+ h)n − xn

h

(∗)
=

n∑
j=0

(
n
j

)
xn−j · hj − xn

h

=
xn + n · xn−1 · h+ ...+ n · x · hn−1 + hn − xn

h

=
h
(
n · xn−1 +

(
n
2

)
xn−2 · h+ ...+ hn−1

)
h

= n · xn−1 +
(
n

2

)
xn−2 · h+ ...+ hn−1,

gde je jednakost (∗) dobijena primenom binomne formule. Kada pro�emo limesom po h → 0
zak	uqujemo da je f ′(x) = nxn−1. ]

Primer 7. U ovom primeru ispitujemo diferencijabilnost eksponencijalne i logarita-
mske funkcije.

Neka je f(x) = ax gde je a > 0 fiksirano. Znamo da je domen eksponencijalne funkcije skup
R. Pokaza�emo da je f diferencijabilna u svakoj taqki domena. Za proizvo	no x ∈ R va�i

f ′(x) = lim
h→0

ax+h − ax

h
= lim

h→0

[
ax · a

h − 1

h

]
= ax · ln a,

jer je lim
h→0

ah−1
h

= ln a. Prime�ujemo da je d
dx
ex = ex odnosno izvod eksponencijalne funkcije ex

je opet eksponencijalna funkcija ex.
Neka je g(x) = ln x. Znamo da je domen logaritamske funkcije (0,+∞) pa ima smisla

ispitivati diferencijabilnost funkcije g samo u tim taqkama. Opet primenom osnovnih
limesa dobijamo

g′(x) = lim
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
= lim

h→0

ln
x+ h

x
h

= lim
h→0

ln
(
1 + h

x

)
h

= lim
h→0

[
ln
(
1 + h

x

)
h
x

· 1
x

]
=

1

x
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jer je lim
t→0

ln(1+t)
t

= 1 a h
x
→ 0 kada h → 0. Vide�emo jox jedan naqin da izraqunamo izvod

logaritamske funkcije kada budemo formulisali Teoremu o izvodu inverzne funkcije. ]

Primer 8. Neka je α ∈ R fiksiran broj i posmatramo funkciju f : (0,+∞) → R defin-
isanu sa f(x) = xα. �elimo da ispitamo diferencijabilnost ove funkcije. Neka je x > 0
proizvo	no. Tada postoji izvod funkcije f ′(x) i jednak je

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)α − xα

h
= lim

h→0

xα(1 + h
x
)α − xα

h
= lim

h→0

[
xα ·

(1 + h
x
)α − 1
h
x

· 1
x

]
= α · xα−1,

jer je lim
t→0

(1+t)α−1
t

= α. ]

Primer 9. �elimo da na�emo izvod sinusne i kosinusne funkcije.
Izvod kosinusa je

d

dx
cosx = lim

h→0

cos(x+ h)− cosx

h

(∗∗)
= lim

h→0

−2 sin 2x+h
2

sin h
2

h
= lim

h→0

[
− sin

(
x+

h

2

)
·
sin h

2
h
2

]
= − sinx,

gde je jednakost (∗∗) formula za razliku kosinusa a posled�a jednakost je dobijena primenom
osnovnog limesa lim

t→0

sin t
t

= 1.

Analogni koraci nam daju izvod sinusne funkcije

d

dx
sinx = lim

h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

2 cos 2x+h
2

sin h
2

h
= lim

h→0

[
cos

(
x+

h

2

)
·
sin h

2
h
2

]
= cosx.

]

Vratimo se sada na definiciju izvoda. Neka je funkcija f diferencijabilna u taqki x0.
To znaqi da je

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

odnosno
f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0) + o(1), h→ 0.

Kada sve pomno�imo sa h dobijamo jednakost

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0) · h+ o(h), h→ 0. (2)

Primetimo sada da smo diferencijabilnost mogli da definixemo na jox jedan naqin, funkcija
f je diferencijabilna u taqki x0 ako postoji broj A takav da va�i

f(x0 + h) = f(x0) + A · h+ o(h), h→ 0.

U tom sluqaju ka�emo da je broj A izvod funkcije f u taqki x0, A = f ′(x0). Ova definicija je
zgodnija za uopxte�e izvoda kada je funkcija f definisana na vixedimenzionim prostorima,
npr. R2 ili R3 a nama �e biti zgodna i za dokaz teoreme o diferencira�u kompozicije
funkcija.

Istaknimo jox jednu lepu osobinu diferencijabilne funkcije koju mo�emo da uoqimo iz
jednakosti (2). Primetimo da zapravo va�i aproksimacija

f(x0 + h) ≈ f(x0) + f ′(x0) · h
kada je h dovo	no malo. Ako desnu stranu vidimo kao jednaqinu prave gde nam priraxtaj h
igra ulogu razlike x−x0 vidimo da je to jednaqina tangente t na grafik funkcije u taqki x0.
Jednaqina (2) ka�e da se grafik diferencijabilne funkcije u maloj okolini taqke x0 nalazi
proizvo	no blizu tangente. Jox jednom �emo naglasiti da je jednaqina tangente na grafik
funkcije f u taqki x0 u kojoj je funkcija diferencijabilna

t : y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).
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Slika 3. Grafik funkcije f(x) = 5
√
x

Koeficijent pravca ove prave koji je dat izvodom funkcije u taqki x0, f
′(x0), jednak je tangensu

ugla koji tangenta gradi sa pozitivnim delom x-ose.
Napomenimo da diferencijabilnost mo�e da se definixe i u proxirenom smislu (i za leve

i desne izvode) ako dozvolimo da limes u (1) uzima vrednosti u R. Na konkretnim primerima
�emo videti xta geometrijski znaqi da je izvod u taqki (ili jednostrani izvod) jednak +∞
ili −∞.

Primer 10. Posmatrajmo funkciju f(x) = 5
√
x qiji je domen R. �elimo da ispitamo �enu

diferencijabilnost u taqki x = 0. Tra�imo

lim
h→0

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0

5
√
h

h
= lim

h→0

1
5
√
h4

= +∞.

Vidimo da je funkcija 5
√
x diferencijabilna u proxirenom smislu u taqki x = 0. Ako

pogledamo grafik ove funkcije (Slika 3) vidimo da je grafik funkcije pri	ub	en uz y-
osu u okolini taqke x = 0, zapravo tangenta na grafik funkcije u toj taqki je prava x = 0
(odnosno y−osa). Znamo da je tangens ugla koji grade tangenta i pozitivan deo x−ose (koji je u
ovom sluqaju jednak vrednosti π

2
) jednak izvodu funkcije. Ako se podsetimo osobina tangensa,

pa primetimo da �egova vrednosti te�i ka +∞ kada ugao te�i ka π
2
− mo�emo da vidimo

da se ova diferencijabilnost u proxirenom smislu sla�e sa geometrijskom slikom obiqne
diferencijabilnosti koju smo izgradili do sada. ]

Primer 11. U ovom primeru �emo razmatrati funkciju f(x) =
5
√
x2. Domen funkcije je

R a nas zanima �ena diferencijabilnost u taqki x = 0,

lim
h→0

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0

5
√
h2

h
= lim

h→0

1
5
√
h3
.

Primetimo da se jednostrani limesi razlikuju jer je lim
h→0−

1
5√
h3

= −∞ dok je lim
h→0+

1
5√
h3

= +∞.

To znaqi da levi i desni izvod u taqki x = 0 postoje u proxirenom smislu. Ako pogledamo
grafik ove funkcije (Slika 4) mo�emo da primetimo da je grafik funkcije sa leve strane
taqke x = 0 pri	ub	en uz y−osu i da funkcija opada dok je grafik sa desne strane taqke
x = 0 tako�e pri	ub	en uz y−osu ali da tu funkcija raste (kasnije �emo videti kako nam
znak izvoda odre�uje monotonost funkcije). Vidimo da funkcija nije diferencijabilna u
proxirenom smislu u taqki x = 0. ]
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Slika 4. Grafik funkcije f(x) =
5
√
x2

2. Svojstva diferencijabilnih funkcija

U ovom delu pokazujemo kako se izvod ponaxa u odnosu na osnovne operacije i kompoziciju.
Tako�e �emo pokazati kako se diferencira inverzna funkcija.

Teorema 12. (Linearnost izvoda) Neka su funkcije f, g : (a, b) → R diferencijabilne
u taqki x0 ∈ (a, b) i α, β ∈ R. Tada je funkcija αf + βg diferencijabilna u taqki x0 i va�i

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0).

Dokaz. Dokaz sledi iz poznate linearnosti limesa

lim
h→0

(αf + βg)(x0 + h)− (αf + βg)(x0)

h
= lim

h→0

αf(x0 + h) + βg(x0 + h)− αf(x0)− βg(x0)
h

(∗∗∗)
= α lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

+ β lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)
h

= αf ′(x0) + βg′(x0).

pri qemu smo u jednakosti (∗ ∗ ∗) mogli da pro�emo limesom kroz zbir jer limesi sa desne
strane postoje. �

Slede�a teorema nam ka�e kako se diferencira proizvod diferencijabilnih funkcija i
poznata je kao Lajbnicovo pravilo.

Teorema 13. (Lajbnicovo pravilo) Ako su funkcije f, g : (a, b) → R diferencijabilne
u taqki x0 ∈ (a, b) tada je i funkcija f · g diferencijabilna u taqki x0 i va�i

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0).

Dokaz. Dokaz teoreme sledi iz slede�ih jednakosti

lim
h→0

f(x0 + h) · g(x0 + h)− f(x0) · g(x0)
h

= lim
h→0

[
f(x0 + h) · g(x0 + h)− g(x0)

h
+ g(x0) ·

f(x0 + h)− f(x0)
h

]
= f(x0) · g′(x0) + g(x0) · f ′(x0).

U posled�oj jednakosti limes prolazi kroz sumu i proizvod jer svi limesi sa desne strane
postoje a funkcija f je neprekidna pa �e va�iti lim

h→0
f(x0 + h) = f(x0). �

Sada �emo pokazati kako se diferencira koliqnik dve funkcije.
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Teorema 14. Neka su funkcije f, g : (a, b) → R diferencijabilne u taqki x0 ∈ (a, b) pri
qemu va�i g(x0) 6= 0. Tada je i f

g
diferencijabilna u x0 i va�i(

f

g

)′
(x0) =

f ′(x0) · g(x0)− f(x0) · g′(x0)
(g(x0))

2 . (3)

Dokaz. Pokaza�emo da va�i (
1

g

)′
(x0) = −

g′(x0)

(g(x0))
2

a onda �e jednakost (3) slediti primenom ove jednakosti i Lajbnicovog pravila na proizvod
f
g
= f · 1

g
. Posmatramo priraxtaj funkcije 1

g

lim
h→0

1
g
(x0 + h)− 1

g
(x0)

h
= lim

h→0

1
g(x0+h)

− 1
g(x0)

h

= lim
h→0

g(x0)− g(x0 + h)

g(x0 + h) · g(x0) · h

= − lim
h→0

[
g(x0 + h)− g(x0)

h
· 1

g(x0 + h)
· 1

g(x0)

]
= − g′(x0)

(g(x0))
2 .

Limes na kraju mo�e da pro�e kroz proizvod jer svi limesi postoje a funkcija g je neprekidna
u taqki x0. Primetimo da ima smisla deliti sa g(x0+h) jer smo rekli da ako je neka funkcija
neprekidna u x0 i razliqita od nule u toj taqki onda �e postojati neka okolina od x0 na
kojoj je funkcija razliqita od nule. �

Sada mo�emo da na�emo izvod jox nekih trigonometrijskih funkcija.

Primer 15. Koriste�i pravilo diferencira�a koliqnika dve funkcije mo�emo da za-
k	uqimo da su tangensna i kotangensna funkcija diferencijabilne na svom domenu i da je
�ihov izvod jednak

d

dx
tg x =

d

dx

(
sinx

cosx

)
=

(sinx)′ · cosx− sinx · (cosx)′

(cosx)2
=

1

cos2 x
,

d

dx
ctg x =

d

dx

(cosx
sinx

)
=

(cosx)′ · sinx− cosx · (sinx)′

(sinx)2
= − 1

sin2 x
.

]

Kompozicija diferencijabilnih funkcija �e biti diferencijabilna funkcija. Slede�a
teorema nam objax�ava kako se diferencira kompozicija dve funkcije.

Teorema 16. (Izvod slo�ene funkcije) Neka je funkcija f : (a, b) → (α, β) diferen-
cijabilna u taqki x0 ∈ (a, b) a funkcija g : (α, β)→ R diferencijabilna u taqki y0 = f(x0).
Tada je funkcija g ◦ f : (a, b)→ R diferencijabilna u taqki x0 i va�i

(g ◦ f)′(x0) = g′ (f(x0)) · f ′(x0). (4)

Dokaz. Zanima nas da li postoji slede�i limes

lim
h→0

g(f(x0 + h))− g(f(x0))
h

. (5)

Najzgodnije bi bilo kada bismo izraz pod limesom podelili i pomno�ili sa f(x0+h)−f(x0)
ali to nekada mo�e da bude jednako nuli. Zato nam je zgodnije da za ispitiva�e priraxtaja
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g(f(x0+h))−g(f(x0)) koristimo alternativnu definiciju izvoda koju smo ranije objasnili.
Oznaqimo sa t = f(x0+h)−f(x0) = f(x0+h)−y0. Znamo da je funkcija f diferencijabilna
u taqki x0 pa �e biti i neprekidna odakle zak	uqujemo da t→ 0 kada h→ 0.

g(f(x0 + h))− g(f(x0)) = g(y0 + t)− g(y0) = g′(y0) · t+ o(t)

= g′(y0) · (f(x0 + h)− f(x0)) + o(f(x0 + h)− f(x0))
= g′(y0) · (f ′(x0) · h+ o(h)) + o(f ′(x0) · h+ o(h))

= g′(y0) · f ′(x0) · h+ o(h), h→ 0.

U posled�em koraku smo izraz g′(y0)·o(h)+o(f ′(x0)·h+o(h)) izjednaqili sa o(h) (to su osobine
relacije o(·) koje smo ranije dokazali). Zak	uqujemo da je funkcija g ◦ f diferencijabilna
u taqki x0 i da je �en izvod dat jednakox�u (4). �

Sada �emo formulisati i dokazati teoremu koja nam pokazuje kako izgleda izvod inverzne
funkcije.

Teorema 17. (Izvod inverzne funkcije) Neka je funkcija f : (a, b) → (α, β) diferen-
cijabilna u taqki x0 ∈ (a, b) pri qemu je f ′(x0) 6= 0 i neka postoji �oj inverzna funkcija
f−1 : (α, β)→ (a, b) koja je diferencijabilna u taqki y0 = f(x0). Tada je

(f−1)′(y0) =
1

f ′ (f−1(y0))
.

Dokaz. Teorema se dokazuje diferencira�em kompozicije f ◦ f−1. Primetimo da je ova
kompozicija identiqko preslikava�e

f ◦ f−1 : (α, β)→ (α, β)

za koje u svakoj taqki y ∈ (α, β) va�i (f ◦ f−1)(y) = y. Ako se podsetimo Primera 6 mo�emo
da zak	uqimo da je izvod identiqkog preslikava�a jednak jedinici, odnosno

d

dy
(f ◦ f−1)(y) = 1.

Primenom Teoreme 16 u taqki y = y0 zak	uqujemo

f ′(f−1(y0)) · (f−1)′(y0) = 1,

xto je i trebalo pokazati. �

Napomena 18. Prethodna teorema va�i i pod slabijim uslovima. Dovo	no je pretpostaviti
da je funkcija f−1 neprekidna u taqki y0. Tada �e ona biti i diferencijabilna. Dokaz u ovom
obliku ne prolazi za teoremu sa slabijim pretpostavkama. �

Primer 19. Sada �emo na jox jedan naqin na�i izvod logaritamske funkcije. Neka je
f(x) = ex. Znamo xta je �oj inverzna funkcija, f−1(y) = ln y a videli smo i da je izvod
eksponencijalne funkcije sama ta funkcija, f ′(x) = ex. Primenom Teoreme 17 dolazimo do
jednakosti

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
=

1

f ′(ln y)
=

1

eln y
=

1

y
,

a ovo smo ve� videli u Primeru 7. ]

3. Osnovne teoreme diferencijalnog raquna

U ovom poglav	u �emo posmatraju�i izvod funkcije ispitivati neka svojstva funkcija.
Prvo �emo definisati xta to znaqi da je neka taqka domena taqka lokalnog ekstremum funkcije
f : X → R.
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Definicija 20. Ka�emo da je taqka x0 ∈ X taqka

• Lokalnog maksimuma funkcije f ako postoji δ > 0 tako da za svako x ∈ X∩(x0−δ, x0+δ)
va�i f(x) ≤ f(x0),
• Lokalnog minimuma funkcije f ako postoji δ > 0 tako da za svako x ∈ X∩(x0−δ, x0+δ)
va�i f(x0) ≤ f(x),
• Strogog lokalnog maksimuma funkcije f ako postoji δ > 0 tako da za svako x ∈
X ∩ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} va�i f(x) < f(x0),
• Strogog lokalnog minimuma funkcije f ako postoji δ > 0 tako da za svako x ∈ X ∩
(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0} va�i f(x0) < f(x).

Ka�emo da je x0 ∈ X taqka taqka (strogog) lokalnog ekstremuma ako je x0 taqka (strogog)
lokalnog maksimuma ili taqka (strogog) lokalnog minimuma. ♦

Teorema 21. (Fermaova teorema) Ako funkcija f : [a, b] → R u taqki x0 ∈ (a, b) ima
lokalni ekstremum i ako je ona diferencijabilna u toj taqki tada je f ′(x0) = 0.

Dokaz. Ne uma�uu�i opxtost mo�emo pretpostaviti da je x0 taqka lokalnog maksimuma
(ako je x0 lokalni minimum onda posmatramo funkciju −f koja �e u x0 imati lokalni
maksimum). Ako je priraxtaj h > 0 onda �e va�iti

f(x0 + h)− f(x0)
h

≤ 0 (6)

u nekoj desnoj okolini taqke x0. Znamo da je f diferencijabilna u taqki x0 pa �e postojati
i desni izvod. Kada nejednakost (6) napadnemo limesom po h→ 0+ vidimo da �e va�iti

f ′+(x0) ≤ 0.

Za negativan priraxtaj h < 0 �e va�iti

f(x0 + h)− f(x0)
h

≥ 0 (7)

u nekoj levoj okolini taqke x0. Sada ovu nejednakost napadnemo sa limesom h → 0− i
zak	uqujemo da va�i

f ′−(x0) ≥ 0.

Iz diferencijabilnosti funkcije u taqki x0 znamo da su levi i desni izvod jednaki pa je

f ′−(x0) = f ′+(x0) = 0,

odnosno f ′(x0) = 0 a to je trebalo pokazati. �

Istaknimo da se ova teorema odnosi na unutrax�e taqke domena. Vidimo da je pretpostavka
da je taqka x0 u otvorenom intervalu (a, b). Taj uslov je veoma bitan a to se vidi na slede�em
primeru.

Primer 22. Funkcija f : [0, 1]→ R data sa f(x) = 3x3 +7x ima lokalni minumum u taqki
x = 0 a lokalni maksimum u taqki x = 1, iako je f ′(x) = 9x2 + 7 6= 0 za sve x iz domena
funkcije. ]

Kao posledicu Fermaove teoreme mo�emo da izvuqemo slede�i zak	uqak. Da bi funkcija
f : [a, b] → R imala lokalni ekstremum u taqki x0 ∈ (a, b) (otvorenog intervala) potrebno je
da budu ispu�ena jedan od slede�a dva uslova: ili f nije diferencijabilna u taqki x0 ili je
f diferencijabilna u x0 i va�i f

′(x0) = 0.

Primer 23. Opisani uslov nije dovo	an. Odnosno, ako je neka taqka nula prvog izvoda
ona ne mora da bude lokalni ekstremum. Primer za to je funkcija f(x) = x3, f : [−1, 1] → R.
Taqka x = 0 je nula prvog izvoda ali ne i taqka lokalnog ekstremuma. Primetimo da je f(0) = 0
i da je funkcija pozitivna sa desne strane taqke nula a negativna sa leve strane nule. To
znaqi da vrednost nula ni najve�a ni najma�a koju funkcija f mo�e da uzme. ]
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Slika 5. Primer funkcije koja zadovo	ava postavke Rolove teoreme

Teorema 24. (Rolova teorema) Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na [a, b] i
diferencijabilna na (a, b) pri qemu va�i f(a) = f(b). Tada �e postojati taqka x0 ∈ (a, b)
takva da je f ′(x0) = 0.

Pre nego pre�emo na dokaz teoreme da�emo jednu geometrijsku interpretaciju koja nam
(na nivou slika) omogu�ava da bo	e razumemo samu teoremu. Rolova teorema nam ka�e da
�e postojati taqka u kojoj je tangenta na grafik funkcije paralelna sa x−osom a ujedno i sa
pravom koja spaja dve taqke sa grafika (a, f(a)) i (b, f(b)) (videti Sliku 5). U ovom konkretnom
primeru sa slike vidimo da �e to biti taqka lokalnog minimuma a kada pro�emo kroz dokaz
teoreme vide�emo da je to glavna ideja.

Dokaz. Kako je funkcija f neprekidna to znaqi da �e na osnovu Vajerxtrasove teoreme ona
dostizati svoj maksimum i minimum na [a, b], maksimum u nekoj taqki M ∈ [a, b] a minimum u
nekoj taqki m ∈ [a, b]. Jasno je da sada �elimo da zavrximo dokaz koriste�i se Fermaovom
teoremom. Mora�emo pre toga posebno da razmatramo sluqaj kada ovi ekstremumi nisu u
otvorenom intervalu.

Dakle ako se ekstremumi dosti�u u taqkama a ili b, odnosno ako imamo jednakost skupova
{m,M} = {a, b} tada je maksimalna vrednost funkcije jednaka �enoj minimalnoj vrednosti
jer je f(a) = f(b). To znaqi da je funkcija konstantna na celom intervalu pa �e �en izvod
svuda biti jednk nuli, odnosno za taqku x0 mo�emo da uzmemo bilo koju taqku iz (a, b).

Ako je bar jedna taqka m ili M u otvorenom intervalu (a, b) tada �e ona biti taqka
lokalnog ekstremuma, u �oj je f diferencijabilna jer je diferencijabilna svuda na (a, b) pa
�e na osnovu Fermaove teoreme to biti nula prvog izvoda. To je tra�ena taqka x0. �

Teorema 25. (Koxijeva teorema) Neka su date dve funkcije f, g : [a, b] → R koje su
neprekidne na [a, b] i diferencijabilne na (a, b) pri qemu je g′(x) 6= 0 za sve x ∈ (a, b). Tada �e
postojati taqka x0 ∈ (a, b) takva da va�i

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(x0)

g′(x0)
.

Napomena 26. Primetimo da u postavci teoreme ima smisla deliti sa g(b)− g(a) jer ovaj
izraz nije jednak nuli. Ako bi on bio jednak nuli onda bi na osnovu Rolove teoreme postojala
nula prvog izvoda funkcije g a pretpostavka teoreme je da je g′ 6= 0 na (a, b). �

Dokaz. Posmatrajmo funkciju

F (x) = (f(b)− f(a)) g(x)− (g(b)− g(a)) f(x).
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Slika 6. Geometrijska interpretacija Lagran�eve teoreme

Va�i F (a) = f(b)g(a) − g(b)f(a) i F (b) = g(a)f(b) − f(a)g(b). Funkcija F je neprekidna na
[a, b] i diferencijabilna na (a, b) kao kompozicija takvih. Vidimo da F zadovo	ava uslove
Rolove teoreme pa �e �en prvi izvod imati nulu u nekoj taqki x0 ∈ (a, b). Pravilima
diferencira�a zak	uqujemo

F ′(x) = (f(b)− f(a)) g′(x)− (g(b)− g(a)) f ′(x)
pa je

(f(b)− f(a)) g′(x0)− (g(b)− g(a)) f ′(x0) = 0.

�
Sada �emo formulisati teoremu koja je direktna posledica Koxijeve teoreme a ima lepu

geometrijsku interpretaciju.

Teorema 27. (Lagran�eva teorema) Neka je funkcija f : [a, b]→ R neprekidna na [a, b]
i diferencijabilna na (a, b). Tada �e postojati taqka x0 ∈ (a, b) takva da va�i

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(x0). (8)

Napomena 28. Leva strana jednaqine (8) predstav	a nagib tetive koja spaja dve taqke na
grafiku (a, f(a)) i (b, f(b)) (to je prava p na Slici 6). Desna strana jednaqine (8) predstav	a
nagib tangentne na grafik funkcije f u taqki x0. Lagran�eva teorema ka�e da �e postojati
taqka na grafiku diferencijabilne funkcije u kojoj je tangenta paralelna tetivi koja spaja
dve taqke na grafiku.

I Koxijeva teorema ima geometrijsku interpretaciju ali za �u moramo prvo da objasnimo
xta je kriva. Grafik funkcije je jedna kriva u ravni ali nije svaka kriva grafik funkcije.
Jox neki primeri krivih su prava u ravni ili krug. Krug nije grafik ni jedne funkcije a
npr. pravu y = 0 ne mo�emo da vidimo kao grafik neke funkcije y = f(x). U tom sluqaju
mo�emo krive da zadamo parametarski, odnosno da taqke sa krive (x, y) ∈ R2 opixemo kao
preslikava�e qiji je argument parametar t, (x, y) = (α(t), β(t)) gde su α i β neke funkcije.
Ovo nam omogu�ava da raqunamo i radimo sa krivama kao da su grafici nekih funkcija.
Krug u ravni zadat jednaqinom x2 + y2 = 1 ima parametrizaciju (x, y) = (cosϕ, sinϕ) gde je
parametar ϕ zapravo ugao izme�u pozitivnog dela x-ose i prave koja spaja centar sa taqkom
na krugu. Koxijeva teorema ima isti geometrijsku interpretaciju kao i Lagran�eva teorema
za grafik parametarski zadate krive (x, y) = (f(t), g(t)) gde su f i g funkcije iz postavke
teoreme. �
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Dokaz. Dokaz sledi iz Koxijeve teoreme kada specijalno uzmemo da je g(x) = x. �

Sada dolazimo do posledice koja na osnovu znaka prvog izvoda funkcije ispituje da li je
funkcija (strogo) monotona ili konstantna.

Posledica 29. Neka je data diferencijabilna funkcija f : (a, b)→ R. Tada va�i

• f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b) ⇐⇒ f konstantna funkcija,
• Ako je f ′(x) ≥ 0 za sve x ∈ (a, b) ⇐⇒ f rastu�a funkcija,
• Ako je f ′(x) > 0 za sve x ∈ (a, b) =⇒ f strogo rastu�a funkcija,
• Ako je f ′(x) ≤ 0 za sve x ∈ (a, b) ⇐⇒ f opadaju�a funkcija,
• Ako je f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, b) =⇒ f strogo opadaju�a funkcija,

Dokaz. Svaka taqka se dokazuje primenom Lagran�eve teoreme. Neka su x1, x2 ∈ (a, b) dva
taqke za koje je x1 < x2. Tada �e va�iti

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) (9)

za neku taqku ξ ∈ (x1, x2).
Iz ovoga je oqigledno da ako je f ′ ≡ 0 onda �e f u svim taqkama intervala imati istu

vrednost a ve� od ranije znamo da je izvod kontante jednak nuli. Time je pokazana prva
taqka.

Ako je f ′ > 0 (odnosno f ′ < 0) onda �e i razlika biti istog znaka f(x2) − f(x1) > 0
(odnosno f(x2)− f(x1) < 0) pa time smo pokazali tre�u i petu taqku.

Preostaje nam da poka�emo drugu i qetvrtu taqku. Smerovi sa leve na desnu stranu slede
isto iz jednakosti (9). Za obrnute smerovi se vra�amo na definiciju izvoda u proizvo	no
taqki x0 ∈ (a, b). Kako je funcija diferencijabilna dovo	no je posmatrati samo npr. levi
izvod. Znamo da je u levoj okolini, odnosno za priraxtaje h < 0 koliqnik

f(x0 + h)− f(x0)
h

nenegativan ako je f rastu�a funkcija a nepozitivan ako je f opadaju�a. A prelaskom na
limes po h→ 0− dobijemo da je znak izvoda isti kao iz iskaza posledice. �

Primer 30. Istaknimo jox jednu bitnu stvar u prethodnim tvr�e�ima. Domeni funkcija
su svuda intervali. Ako imamo rupu u domenu onda tvr�e�a ne�e va�iti. Najjednostavniji
primer za tako nexto je slede�a funkcija f : [0, 1] ∪ [3, 5]→ R definisana sa

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1
15, 3 ≤ x ≤ 5.

Ova funkcija je neprekidna na svom domenu i diferencijabilna na (0, 1) ∪ (3, 5). �en izvod
je svuda jednak nuli ali f nije konstantna funkcija. Napomenimo jox jednom, ovo nije u
kontradikciji sa Posledicom 29 jer domen ove funkcije nije interval pa na �u i ne mo�emo
da primenimo posledicu. ]

Primer 31. Primetimo da u prethodnoj posledici neki iskazi sadr�e implikacije a neki
ekvivalencije. U iskazima sa implikacijom obrnut smer ne va�i. Primer za to u tre�oj taqki
je funkcija f(x) = x3 koja je strogo rastu�a ali ne va�i f ′ > 0 na �enom domenu jer prvi
izvod f ′(x) = 3x2 ima vrednost nula u taqki x = 0. ]
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4. Lopitalova pravila

Kada smo definisali operacije u proxirenom skupu realnih brojeva R rekli smo da su
izrazi oblika

±∞
±∞

,
0

0
, 0 · (±∞), +∞− (+∞), 1±∞, (+∞)0, 00

neodre�eni. Kada smo te izraze posmatrali kao limese videli smo da kao rezultat mo�emo
da dobijemo razliqite vrednosti. Sada �emo dokazati teoremu koja nam poma�e da u nekim
sluqajevima izraqunamo limese koji su oblika 0

0
ili bilo xta kroz ±∞.

Teorema 32. (Lopitalova pravila) Neka su funkcije f, g : (a, b)→ R diferencijabilne
na (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞, i neka je g′(x) 6= 0 za sve x ∈ (a, b). Neka je

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= A ∈ R.

Ako je lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0 ili lim
x→a+

g(x) =∞ tada �e postojati i lim
x→a+

f(x)
g(x)

i va�i�e

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= A.

Napomena 33. Prethodno tvr�e�e va�i i ako posmatramo lim
x→b−

. Primetimo u postavci

teoreme da a mo�e da uzima vrednost −∞ i b mo�e da uzme vrednost +∞, pa teorema va�i i
ako posmatramo lim

x→−∞
ili lim

x→+∞
. �

Dokaz. Prvo �emo izvesti dokaz kada je lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0. Dodefinisa�emo

funkcije u taqki x = a tako da dobijemo neprekidne funkcije,

F (x) =

{
f(x), a < x < b
0, x = a,

i G(x) =

{
g(x), a < x < b
0, x = a.

Funkcije F i G su neprekidne na [a, b) i diferencijabilne na (a, b). Ako uzmemo proizvo	no
x ∈ (a, b) tada su F i G neprekidne na [a, x] i diferencijabilne na (a, x), va�i G′ = g′ 6= 0
na (a, x). Dakle mo�emo da primenimo Koxijevu teoremu na ove dve funkcije pa �e va�iti

F (x)− F (a)
G(x)−G(a)

=
F ′(ξ)

G′(ξ)

za neku taqku ξ ∈ (a, x). Kada pogledamo definicije funkcija vidimo da je

f(x)

g(x)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Sada ovu jednakost napadnemo limesom po x → a+. Tada �e i ξ → a+ jer va�i a < x < ξ.
Odatle dobijemo zak	uqak teoreme

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

ξ→a+

f ′(ξ)

g′(ξ)
= A ∈ R.

Neka je sada lim
x→a+

g(x) = +∞ i neka je lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A ∈ R (posebno �emo razmatrati sluqaj

kada je A =∞). Uzmimo ε > 0 proizvo	no. Tada �e postojati δ > 0 takvo da je∣∣∣∣f ′(x)g′(x)
− A

∣∣∣∣ < ε (10)

za sve x ∈ (a, a + δ). Odaberimo β ∈ (a, a + δ) proizvo	no. Kako g → +∞ onda �e postojati
δ1 < β − a takvo da je

g(t) > g(β)
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za sve t ∈ (a, a+ δ1). Da	a ideja je da β fiksiramo a da nam parametar t te�i ka a+. Sada
primenimo Koxijevu teoremu na taqke t i β za funkcije f i g. Va�i�e

f(t)− f(β)
g(t)− g(β)

=
f ′(ξ)

g′(ξ)

za neko ξ ∈ (t, β). Kako je ovo ξ u intervalu (a, a+ δ) onda �e va�iti procena (10) pa je

A− ε < f(t)− f(β)
g(t)− g(β)

< A+ ε.

Kada sredimo ovaj izraz dolazimo do slede�eg oblika

(A− ε)
(
1− g(β)

g(t)

)
+
f(β)

g(t)
<
f(t)

g(t)
< (A+ ε)

(
1− g(β)

g(t)

)
+
f(β)

g(t)
.

Kada pustimo da t → a+ onda g(β)
g(t)
→ 0 i f(β)

g(t)
→ 0 jer g(t) → +∞ a β je fiksirano. U

nejednakosti skroz leva strana te�i ka A− ε i skroz desna strana tezi ka A+ ε pri qemu je
ε proizvo	no malo pa �e i f(t)

g(t)
te�iti ka A kada t→ a+.

Ako je lim
x→a+

g(x) = +∞ i lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= +∞. Tada uzmemo proizvo	no C > 0 umesto ε > 0 i

ovo C �e nam biti proizvo	no velika veliqina. Nejednakost (10) zamenimo sa

f ′(x)

g′(x)
> C

i dolazimo do nejednakosti

f(t)

g(t)
> C

(
1− g(β)

g(t)

)
+
f(β)

g(t)
.

Desna strana nejednakosti je proizvo	no velika kada t → a+ pa �e i f(t)
g(t)

te�iti ka +∞
kada t→ a+. �
Sada �emo videti neke primere u kojima nam Lopitalova pravila poma�u da lako sraqu-

namo limese.

Primer 34. Neka je α > 0 fiksirana konstanta. Tada je

lim
x→+∞

lnx

xα
= lim

x→+∞

1
x

αxα−1
= lim

x→+∞

1

αxα
= 0.

Ovde smo u prvom koraku iskoristili Lopitalova pravila xto smemo jer xα → +∞ kada
x → +∞. Kada diferenciramo i brojilac i imenilac dolazimo do sred�eg izraza. Znamo
da limes tog izraza postoji pa �e postojati limes koliqnika funkcija lnx i xα i bi�e jednak
nuli. Primetimo da je prva jednakost pod znakom pita�a sve dok ne zak	uqimo da limes
koliqnika izvoda postoji. Kada zak	uqimo da postoji onda prva jednakost zaista va�i. ]

Primer 35. Neka su sada α > 0 i a > 1 fiksirane konstante. Zanima nas qemu je jednak

lim
x→+∞

xα

ax
.

Kada jednom iskoristimo Lopitalova pravila dolazimo do slede�eg limesa

lim
x→+∞

αxα−1

ax ln a
.

Snizili smo stepen od x u brojiocu ali limes izraza zavisi od znaka α − 1. Ako je α − 1 ≤ 0
onda ceo izraz te�i ka nuli. Ako je α − 1 > 0 onda dobijemo oblik ∞

∞ . Ideja je da u tom
sluqaju jox jednom iskoristimo Lopitalova pravila pa zapravo problem svodimo na pita�e
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da li postoji

lim
x→+∞

α(α− 1)xα−2

ax(ln a)2
.

A sada znamo da je ovaj limes 0 ako je α − 2 ≤ 0 a u suprotnom opet iskoristimo Lopitalova
pravila. Kako je α > 0 fiksiran broj sigurno postoji prirodan broj m ∈ N takav da je
α−m ≤ 0. Posle m koraka naxe pita�e se svodi na to da li postoji

lim
x→+∞

α(α− 1) · · · (α−m+ 1)xα−m

ax(ln a)m
?

Oqigledno je da �e ovaj limes biti jednak nuli, pa je

lim
x→+∞

xα

ax
= 0.

]

Na ovaj naqin smo dobili poredbenu skalu

lnx� xα � ax, x→ +∞
za sve a > 1 i α > 0.

5. Izvodi vixeg reda

Ako je funkcija f : (a, b)→ R diferencijabilna onda mo�emo da posmatramo izvod izvodne
funkcije f ′ : (a, b) → R. Ako je funkcija f ′ diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b) onda taj
izvod (f ′)′(x0) nazivamo drugim izvodom funkcije f i oznaqavamo ga sa f ′′(x0).

Na taj naqin za svako n ∈ N0 mo�emo da definixemo n−ti izvod funkcije f , u oznaci
f (n). Uzimamo da je po definiciji nulti izvod funkcije sama ta funkcija

f (0)(x) := f(x).

Ako znamo izvod reda (n− 1), f (n−1)(x), onda se n−ti izvod definixe kao

f (n)(x) :=
(
f (n−1))′ (x).

Koristi�emo jox jednu oznaku za n−ti izvod, dnf
dxn

.
Ka�emo da je funkcija f n puta diferencijabilna ako ima n−ti izvod. Ako funkcija

ima izvod svakog reda ka�emo da je ona beskonaqno puta diferencijabilna.
Sada �emo kroz primere videti kako se raqunaju izvodi vixeg reda nekih elementarnih

funkcija.

Primer 36. Posmatrajmo linearnu funkciju f(x) = x + 17, f : R → R. Ova funkcija je
diferencijabilna na svom domenu i �en prvi izvod je f ′(x) = 1 za svaku taqku x ∈ R. Sada
je i izvodna funkcija (koja je konstanta) diferencijabilna svuda na R i �en dugi izvod je
jednak nuli, f ′′(x) = 0 za svako x ∈ R. Svi slede�i izvodi vixeg reda jednaki su nuli.

Ako ho�emo da diferenciramo neki polinom tre�eg stepena p(x) = x3 + 7x dolazimo do
slede�ih izvoda. p′(x) = 3x2 + 7, zatim p′′(x) = 6x, tre�i izvod je konstanta p′′′(x) = 6 dok je
qetvrti i svaki izvod vixeg reda jednak nuli p(n)(x) = 0, n ≥ 4.

I opxtije, izvodi vixeg reda stepene funkcije g(x) = xα : (0,∞)→ R jednaki su

g(n)(x) = α(α− 1)(α− 2) · · · (α− n+ 1) · xα−n.
Vidimo da ako je α prirodan broj onda �e svi izvodi reda ve�eg od α biti jednaki nuli. ]

Primer 37. Ranije smo rekli da je izvod eksponencijalne funkcije ex sama ta funkcija.
Kada nastavimo indukcijom zak	uqujemo da je n−ti izvod funkcije ex tako�e ex i to za svako
n ∈ N0, (e

x)(n) = ex. ]
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Primer 38. Mo�emo da odredimo n-te izvode sinusne i kosinusne funkcije. Znamo da je
(sinx)′ = cosx i (cosx)′ = − sinx. Kada jox jednom diferenciramo sinusnu funkciju zak	uqu-
jemo

(sinx)′′ = ((sinx)′)
′
= (cosx)′ = − sinx.

Tre�i izvod jednak je
(sinx)′′′ = ((sinx)′′)

′
= (− sinx)′ = − cosx,

dok je qetvrti izvod
(sinx)(4) = ((sinx)′′′)

′
= (− cosx)′ = sinx.

Sada se izvodi ponav	aju pa zak	uqujemo da je

(sinx)(n) =


sinx, n = 4k
cosx, n = 4k + 1
− sinx, n = 4k + 2
− cosx, n = 4k + 3.

Sliqna ideja se koristi pri nala�e�u izvoda vixeg reda kosinusne funkcije

(cosx)(n) =


cosx, n = 4k
− sinx, n = 4k + 1
− cosx, n = 4k + 2
sinx, n = 4k + 3.

]

Primer 39. Sada �emo videti qemu su jednaki izvodi vixeg reda logaritamske funkcije.
Oznaqimo sa h(x) = lnx : (0,+∞) → R. Ova funkcija �e biti beskonaqno puta diferencija-
bilna na svom domenu i znamo da je �en prvi izvod

h′(x) =
1

x
.

Kada ovu funkciju diferenciramo dobijamo

h′′(x) = − 1

x2
,

a onda i

h′′′(x) =
2

x3
.

Vidimo da se u svakom koraku stepen od x (koji se nalazi u imeniocu) pove�ava a da brojioc
u svakom koraku mno�imo sa prirodnim brojem koji je za jedan ma�i od reda izvoda. Na taj
naqin dolazimo do jednakosti

h(n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!

xn

koja va�i za svako n ∈ N i koja se jednostavno dokazuje indukcijom. ]

Slede�a teorema sumira svojstva izvoda vixeg reda.

Teorema 40. Neka funkcije f, g : (a, b) → R imaju izvode reda n u taqki x ∈ (a, b). Tada
va�i

• (Linearnost izvoda) (λf + µg)(n)(x) = λf (n)(x) + µg(n)(x) za sve λ, µ ∈ R,
• (Uopxteno Lajbnicovo pravilo) (f · g)(n)(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

Dokaz. Linearnost izvoda vixeg reda trivijalno sledi iz linearnosti prvog izvoda a to
smo pokazali u Teoremi 12.

Uopxteno Lajbnicovo pravilo se dokazuje indukcijom po n. Za n = 1 tvr�e�e va�i jer
je to obiqno Lajbnicovo pravilo koje smo pokazali u Teoremi 13. Neka formula va�i za
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prirodan broj n �elimo da poka�emo da va�i i za n + 1 odnosno da izvod reda n + 1 mo�e
da se predstavi kao

(f · g)(n+1)(x) =
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)(x)g(n+1−k)(x).

Krenemo od leve strane

(f · g)(n+1)(x) =
(
(f · g)(n)

)′
(x) //iskoristimo indukcijsku hipotezu

=

(
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

)′
//linearnost prvog izvoda+Lajbinc

=
n∑
k=0

(
n

k

)(
f (k+1)(x)g(n−k)(x) + f (k)(x)g(n−k+1)(x)

)
//sada razdvojimo sume

=
n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
f (j)(x)g(n−j+1)(x) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x)

//posebno napixemo qlanove j = n+ 1 i k = 0 a preostale dve sume spojimo

= f (n+1)(x)g(x) +
n∑
k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (k)(x)g(n−k+1)(x) + f(x)g(n+1)(x)

//sada sraqunamo zbir ova dva binomna koeficijenta(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

k!(n− k)!

=
n! · k + n! · (n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
=

(n+ 1)!

k!(n− k + 1)!
=

(
n+ 1

k

)
= f (n+1)(x)g(x) +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x) + f(x)g(n+1)(x)

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x),

i dolazimo do jednakosti koju je trebalo pokazati. �

6. Tejlorova formula

Neka je dat polinom stepena m u slede�em obliku

p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 . . .+ am−1(x− x0)m−1 + am(x− x0)m.
Ovo je beskonaqno puta diferencijabilna funkcija i vidimo da je p(x0) = a0. Kada jednom
diferenciramo polinom dolazimo do izvodne funkcije

p′(x) = a1 + 2a2(x− x0) + . . .+ (m− 1)am−1(x− x0)m−2 +mam(x− x0)m−1,
qija je vrednost u taqki x = x0 data sa p

′(x0) = a1. Diferencira�e jox jednom daje nam drugi
izvod

p′′(x) = 2a2 + 6a3(x− x0) + . . .+ (m− 1)(m− 2)am−1(x− x0)m−3 +m(m− 1)am(x− x0)m−2,
a vrednost drugog izvoda u taqki x0 je p

′′(x0) = 2a2. Ideja je jasna, vrednosti izvoda vixeg
reda u taqki x = x0 i koeficijenti polinoma povezani su na slede�i naqin

p(n)(x0) = n!an, 0 ≤ n ≤ m.
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Ve� smo spomenuli u Primeru 36 da �e izvodi reda m + 1,m + 2, ... biti jednaki nuli pa je
p(n)(x0) = 0 za n > m. Time dolazimo do slede�e osobine polinoma. Svaki polinom mo�emo
da napixemo u obliku

p(x) =
m∑
n=0

p(n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Opisanu ideju �elimo da prenesemo i na proizvo	ne funkcije.

Definicija 41. Neka je data funkcija f : (a, b) → R koja je n puta diferencijabilna u
taqki x0 ∈ (a, b). Polinom oblika

Pn(x0, x; f) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

naziva se Tejlorovim polinomom stepena n funkcije f u taqki x0. Razlika

rn(x0, x; f) = f(x)− Pn(x0, x; f)
naziva se n-tim ostatkom Tejlorovog polinoma. Kada je x0 = 0 Tejlorov polinom se qesto
naziva Maklorenovim polinomom. ♦

Iz definicije vidimo da va�i

f(x) = Pn(x0, x; f) + rn(x0, x; f).

Ako se prisetimo jednakosti (2) dolazimo do zak	uqka da za diferencijabilnu funkciju u
taqki x0 va�i

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0), x→ x0.

Primetimo da smo umesto argumenta h prexli na x = x0 + h. To znaqi da prvi Tejlorov
polinom P1(x0, x; f) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) aproksimira diferencijabilnu funkciju do na
nexto xto je zanemar	ivo u odnosu na x − x0. Postav	a se pita�e koliko dobro Tejlorovi
polinomi vixeg stepena aproksimiraju funkciju. Formulisa�emo i dokazati dve teoreme koje
nam bo	e opisuju ostatak Tejlorovog polinoma.

Teorema 42. (Peanov oblik ostatka) Neka je funkcija f : (a, b) → R n-puta diferen-
cijabilna u taqki x0 ∈ (a, b). Tada je

rn(x0, x; f) = o ((x− x0)n) , x→ x0.

Dokaz. Oznaqimo (zbog lakxeg zapisa) sa ϕ(x) ostatak Tejlorovog polinoma

ϕ(x) = rn(x0, x; f) = f(x)− Pn(x0, x; f).
Teorema ka�e da va�i ϕ(x) = o((x− x0)n) kada x→ x0.

Funkcija ϕ ima izvode do reda n u taqki x0 i va�i

ϕ(x0) = ϕ′(x0) = ϕ′′(x0) = · · · = ϕ(n)(x0) = 0. (11)

Ove jednakosti jednostavno dobijemo kada znamo da je

P (k)
n (x0, x; f) = f (k)(x0), 0 ≤ k ≤ n.

Sada �emo indukcijom po n pokazati da svaka funkcija ϕ koja je n puta diferencijabilna
u taqki x0 i za koju va�e jednakosti (11) zadovo	ava relaciju ϕ(x) = o ((x− x0)n) , x → x0.
Kada to poka�emo nax dokaz je zavrxen.

Za n = 1 tvr�e�e va�i jer sledi direktno iz definicije diferencijabilnosti funkcije
ϕ u taqki x0,

ϕ(x) = ϕ(x0) + ϕ′(x0)(x− x0) + o(x− x0), x→ x0.

Kada zamenimo jednakosti ϕ(x0) = ϕ′(x0) = 0 dobijemo da va�i ϕ(x) = o(x− x0), x→ x0.
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Neka sada tvr�e�e va�i za n ≥ 1 �elimo da poka�emo da va�i za n + 1. Dakle neka
je funkcija ϕ diferencijabilna u taqki x0 i to n + 1 put i neka va�i ϕ(x0) = ϕ′(x0) =
ϕ′′(x0) = · · · = ϕ(n)(x0) = ϕ(n+1)(x0) = 0. Primenimo Lagran�evu teoremu na funkciju ϕ i
vidimo da va�i

ϕ(x)− ϕ(x0) = ϕ′(ξ)(x− x0), (12)

za neku taqku ξ koja je izme�u taqaka x i x0. Posmatramo funkciju g(x) = ϕ′(x) koja je n
puta diferencijabilna u taqki x0 i koja zadovo	ava nejednakosti

g(x0) = g′(x0) = g′′(x0) = · · · = g(n)(x0) = 0,

pa na �u primenimo indukcijsku hipotezu. Ona ka�e da �e va�iti g(x) = o ((x− x0)n) , x→
x0, odnosno ϕ

′(x) = o ((x− x0)n) , x → x0. Nama se u jednaqini (12) jav	a argument ξ umesto
x pa ako se vratimo na definiciju relacije malo o zak	uqujemo da je

g(ξ) = α(ξ)(ξ − x0)n

za neku funkciju α koja te�i nuli kada ξ → x0. Tada je

|ϕ(x)| = |α(ξ)| · |ξ − x0|n · |x− x0| ≤ |α(ξ)| · |x− x0|n+1,

pri qemu smo posled�u nejednakost dobili iz qi�enice da se ξ nalazi izme�u x i x0. Kada
x → x0 tada ξ → x0 pa α(ξ) → 0. Time smo pokazali da va�i ϕ(x) = o((x − x0)

n+1) kada
x→ x0. �

Teorema 43. (Lagran�ev oblik ostatka) Neka je funkcija f : (a, b)→ R n puta difer-
encijabilna u taqkama zatvorenog intervala sa krajevima x, x0 ∈ (a, b) i neka je �en n-ti
izvod neprekidan u svim taqkama tog zatvorenog intervala. Dodatno, neka funkcija ima
izvod reda n+ 1 u taqkama otvorenog intervala sa krajevima x i x0. Tada je

rn(x0, x; f) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)n+1

za neko ξ koje je izme�u x i x0.

Dokaz. Definisa�emo dve nove funkcije F (t) = f(x)−Pn(t, x; f) i G(t) = (x−t)n+1. Vidimo
da je

F (t) = f(x)−
(
f(t) +

f ′(t)

1!
(x− t) + . . .+

f (n)(t)

n!
(x− t)n

)
pa je F neprekidna u taqkama zatvorenog i diferencijabilna u taqkama otvorenog intervala
sa krajevima x i x0. Funkcija G zadovo	ava iste osobine i jox je G′ 6= 0 na otvorenom
intervalu pa mo�emo da primenimo Koxijevu teoremu na ove dve funkcije. Ona ka�e da �e
va�iti

F (x)− F (x0)
G(x)−G(x0)

=
F ′(ξ)

G′(ξ)

za neku taqku ξ koja je izme�u x i x0. Jasno je da je F (x) = 0, F (x0) = rn(x0, x; f), G(x) = 0,
G′(ξ) = −(n + 1)(x − ξ)n. Preostalo nam je da na�emo izvod funkcije F . On je u taqki t
jednak

F (t) = −
(
f ′(t) +

f ′′(t)

1!
(x− t)− f ′(t)

1!
+ . . .+

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n − f (n)(t)

n!
n(x− t)n−1

)
= −f

(n+1)(t)

n!
(x− t)n.

Kada se zamene sve prethodne jednakosti dobija se

0− rn(x0, x; f)
0− (x− x0)n+1

=
−f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n

−(n+ 1)(x− ξ)n
,
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odnosno jednakost koju je trebalo pokazati. �

Primer 44. Mo�emo da vidimo qemu su jednaki Maklorenovi polinomi za neke osnovne
funkcije.

Ve� smo u Primeru 37 videli qemu su jednaki izvodi eksponencijalne funkcije pa jednos-
tavno zak	uqujemo da va�i

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn), x→ 0.

Ovde smo ostatak opisali u Peanovom obliku.
Da	e, koriste�i izvode vixeg reda sinusne i kosinusne funkcije iz Primera 38 dolazimo

do slede�ih razvoja ovih funkcija

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ...+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1), x→ 0,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− ...+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n), x→ 0.

U Primeru 39 smo videli kako se diferencira lnx, a ako promenimo argument pa umesto lnx
posmatramo ln(1 + x) dolazimo do slede�e jednakosti

dn

dxn
ln(1 + x) = (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n

a onda i do Maklorenovog polinoma sa ostatkom u Peanovom obliku

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ...(−1)

n−1

n
xn + o(xn), x→ 0.

Znamo da diferenciramo xα (Primer 36) pa jednostavno zak	uqujemo da je

dn

dxn
(1 + x)α = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Sada znamo da razvijemo i funkciju (1 + x)α u okolini nule

(1 + x)α = 1 +

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 + . . .+

(
α

n

)
xn + o(xn), x→ 0,

gde je (
α

k

)
:=

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
.

]

7. Monotonost i lokalni ekstremumi

U Teoremi 21 smo videli koji su potrebni uslovi da u nekoj diferencijabilnoj taqki
funkcija ima lokalni ekstremum. Napomenimo sada da se taqka x0 u kojoj je funkcija f
diferencijabilna i va�i f ′(x0) = 0 naziva stacionarnom (ili kritiqnom) taqkom funkcije
f . U Primeru 23 smo videli da uslov iz Teoreme 21 nije i dovo	an. Naime, za funkciju
f(x) = x3 taqka x = 0 je stacionarna ali ne i taqka lokalnog ekstremuma. Ako pogledamo
funkciju f(x) = x2 vidimo da je i za �u x = 0 stacionarna taqka ali u ovoj taqki kvadratna
funkcija ima lokalni minimum. Sada �emo formulisati i dokazati teoremu koja daje dovo	an
uslov postoja�a lokalnog ekstremuma.

Teorema 45. Neka je funkcija f : [a, b]→ R dva puta diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b)
pri qemu je x0 stacionarna taqka funkcije f i va�i f ′′(x0) 6= 0. Tada je

• x0 taqka lokalnog maksimuma ako je f ′′(x0) < 0,
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• x0 taqka lokalnog minimuma ako je f ′′(x0) > 0.

Dokaz. U dokazu koristimo razvoj funkcije pomo�u Tejlorovog polinoma reda dva dok
ostatak opisujemo u Peanovom obliku

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + o

(
(x− x0)2

)
, x→ x0.

Znamo da je x0 stacionarna taqka pa je

f(x)− f(x0) =
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + o

(
(x− x0)2

)
, x→ x0.

Kako je funkcija o ((x− x0)2) proizvo	no mala onda znak razlike f(x) − f(x0) zavisi od

znaka izraza f ′′(x0)
2

(x − x0)2, odnosno od znaka f ′′(x0) jer je 1
2
(x − x0)2 uvek pozitivno. Kada

je f ′′(x0) < 0 razlika f(x) − f(x0) je negativna za svako x iz neke male okoline taqke x0 pa
je x0 taqka lokalnog maksimuma. Ako je drugi izvod u x0 pozitivan onda je i f(x) − f(x0)
pozitivno pa je x0 taqka lokalnog minimuma. �

Teorema ima i opxtiji oblik. Neka je funkcija f n puta diferencijabilna u taqki x0 pri
qemu su svi izvodi do reda n − 1 jednaki nuli a izvod reda n razliqit od nule. Postoja�e
lokalnog ekstremuma i vrstu ekstremuma ispitujemo posmatra�em Tejlorovog polinoma reda
n pri qemu ostatak opet opisujemo u Peanovom obliku

f(x) = f(x0) +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o ((x− x0)n) , x→ x0.

Ako je n paran broj onda znak razlike f(x)− f(x0) zavisi od znaka izraza f (n)(x0) (primetimo
da je izraz 1

n!
(x− x0)n pozitivan za svako x iz neke male okoline taqke x0). Sada imamo isti

zak	uqak kao i u prethodnoj teoremi (u kojoj je n = 2): ako je f (n)(x0) < 0 onda je x0 taqka
lokalnog maksimuma a ako je f (n)(x0) > 0 onda je x0 taqka lokalnog minimuma.

Zak	uqak je potpuno drugaqiji ako je n neparan broj. U tom sluqaju znak razlike f(x)−f(x0)
ne�e biti stalan ni u jednoj okolini taqke x0. Vidimo da je znak od f(x)− f(x0) jednak znaku
izraza f (n)(x0)

n!
(x − x0)n. A znak ovog izraza nije konstantan. Znamo da je (x − x0)n negativno

kada je x < x0 a pozitivno kada je x > x0. Dakle promen	ivog je znaka pa u tom sluqaju x0 nije
taqka lokalnog ekstremuma. Primetimo da je ovaj sluqaj uopxte�e onoga xto smo ve� opisali
u Primeru 23.

8. Konveksne funkcije

Podsetimo se elementarnog pojma konveksnosti. Konveksni skupovi su oni kod kojih se
spaja�em linijom bilo koje dve taqke unutar skupa ne napuxta sam skup. Sada �emo taj pojam
formulisati i za funkcije.

Definicija 46. Ka�emo da je funkcija f : (a, b)→ R konveksna ako za proizvo	ne taqke
x1, x2 ∈ (a, b) va�i

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2), (13)

gde je λ parametar iz intervala [0, 1].
Ako va�i obrnuta nejednakost

f(λx1 + (1− λ)x2) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2)
onda ka�emo da je funkcija f konkavna. ♦

Geometrijska interpretacija pojma konveksnosti je da se svaka tetiva grafika funkcije
(to je svaka du� koja spaja dve taqke sa grafika) nalazi iznad tog grafika (videti Sliku 7).
Taqka (λx1 + (1− λ)x2, λf(x1) + (1− λ)f(x2)) se nalazi na tetivi koja spaja taqke A1(x1, f(x1))
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Slika 7. Tetiva grafika konveksne funkcije se nalazi iznad grafika

Slika 8. Primeri konveksnih funkcija

i A2(x2, f(x2)) (to je neka linearna kombinacija taqaka A1 i A2). Dok je taqka (λx1 + (1 −
λ)x2, f(λx1 + (1 − λ)x2)) taqka sa grafika funkcije. I nejednakost (13) nam ka�e da je taqka
sa grafika ispod taqke na tetivi.

Na Slici 8 se vide neki primeri konveksnih funkcija, dok na Slici 9 vidimo primere
konkavnih funkcija. Ako pogledamo definiciju vidimo da je konstantna funkcija i konveksna
i konkavna na svom domenu. I linearna funkcija ima to svojstvo. Na Slici 10 vidimo primere
funkcija koje nisu ni konveksne ni konkavne. Primetimo da je funkcija u primeru v) prvo
konveksna (do taqke c) a onda postaje konkavna (posle taqke c). Taqke u kojima se dexavaju
ovakve promene izdvajamo slede�om definicijom.

Definicija 47. Ako je funkcija f konveksna na intervalu (c−δ1, c) a konkavna na (c, c+δ2)
(ili konkavna na (c− δ1, c) a konveksna na (c, c+ δ2)) onda se taqka c naziva prevojnom taqkom
funkcije f . Ovde su δ1 i δ2 neki pozitivni brojevi. ♦

Nadgraf funkcije f je skup

{(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, y ≥ f(x)},
videti Sliku 11. Primetimo da je funkcija konveksna ako i samo ako je �en nadgraf konveksan
skup. Ovim smo povezali pojam konveksne funkcije sa pojmom konveksnog skupa.

Sada �emo videti da znak drugog izvoda funkcije (ako drugi izvod postoji) odre�uje kon-
veksnost i konkavnost funkcije.

Neka je data funkcija f : (a, b)→ R i oznaqimo sa

nx0(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
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Slika 9. Primeri konkavnih funkcija

Slika 10. Primeri funkcija koje nisu ni konveksne ni konkavne na svom domenu

Slika 11. Primeri funkcija i �ihovih nadgrafova koji su skicirani crvenom bojom

nagib prave koja prolazi kroz dve taqke (x0, f(x0)) i (x, f(x)) sa grafika funkcije f (prime-
timo da nagib nx0 nije definisan u taqki x = x0). Nagib je zapravo koeficijent pravca
prave koja prolazi kroz (x0, f(x0)) i (x, f(x)) i jednak je tangensu ugla koji ta prava gradi sa
pozitivnim delom x−ose (to je ugao ϕ0 na Slici 12).

�elimo nejednakost (13) da svedemo na odnos me�u nagibima odre�enih pravih. Oznaqimo
sa x0 = λx1+(1−λ)x2 taqku koja se nalazi izme�u x1 i x2. Tada je λ = x0−x2

x1−x2 . Pretpostavi�emo

da je x1 < x2. Tada nejednakost (13) ima oblik

f(x0) ≤
x0 − x2
x1 − x2

f(x1) +
x1 − x0
x1 − x2

f(x2).
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Slika 12. Nagib prave koja prolazi kroz dve taqke na grafiku funkcije

Slika 13. Primeri koji pokazuju da je nagib rastu�a funkcija

Nakon mno�e�a sa x2 − x1 > 0 dolazimo do slede�e nejednakosti

(x2 − x0)f(x1) + (x0 − x1)f(x2) + (x1 − x2)f(x0) ≥ 0. (14)

Ako x0 − x1 uz f(x2) predstavimo kao (x0 − x2) + (x2 − x1) onda dolazimo do nejednakosti
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x2)− f(x0)

x2 − x0
.

Sada se opet vra�amo na nejednakost (14) i predstavimo x2−x0 uz f(x1) kao (x2−x1)+(x1−x0).
Tada ova nejednakost postaje

f(x0)− f(x1)
x0 − x1

≤ f(x2)− f(x1)
x2 − x1

.

Sada �emo prethodne dve nejednakosti spojiti i zak	uqujemo da za konveksnu funkciju
f : (a, b)→ R i sve taqke x1, x2, x3 ∈ (a, b) za koje je x1 < x2 < x3 va�i

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)
x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)
x3 − x2

. (15)

Ako ove izraze vidimo kao nagibe mi smo zapravo dobili slede�e nejednakosti

nx1(x2) ≤ nx1(x3), iz nejednakosti prvog i drugog qlana (Slika 13a),

nx2(x1) ≤ nx2(x3), iz nejednakosti prvog i tre�eg qlana (Slika 13b),

nx3(x1) ≤ nx3(x2), iz nejednakosti drugog i tre�eg qlana (Slika 13v).
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Ovim smo pokazali da je za fiksirano x0 nagib nx0(x) rastu�a funkcija po x. Kakav god
da je raspored taqaka x0, x1, x2 ako je x1 < x2 tada je nx0(x1) ≤ nx0(x2).

Va�i�e i obrnuto, ako je nagib nx0(x) (zadat funkcijom f) rastu�a funkcija po x za sve
x0 ∈ (a, b) tada je funkcija f konveksna. Poka�imo ovo. Neka su x1, x2 ∈ (a, b) proizvo	ne
taqke. Taqka λx1 + (1− λ)x2 nalazi se izme�u ove dve taqke. Oznaqimo je sa

x0 = λx1 + (1− λ)x2.
Ranije smo videli da je tada λ = x0−x2

x1−x2 a va�i�e i λ
1−λ = x0−x2

x1−x0 . Imamo sada dve mogu�nosti
x1 < x2 ili x2 < x1. U prvom sluqaju iz qi�enice da je nx0 rastu�a zak	uqujemo da je

f(x1)− f(x0)
x1 − x0

≤ f(x2)− f(x0)
x2 − x0

,

pa mno�e�em obe strane sa x2 − x0 > 0 dolazimo do

(f(x0)− f(x1))
x0 − x2
x1 − x0

≤ f(x2)− f(x0),

odnosno
λ

1− λ
(f(x0)− f(x1)) ≤ f(x2)− f(x0).

Ako je x2 < x1 onda dolazimo do nejednakosti

f(x2)− f(x0)
x2 − x0

≤ f(x1)− f(x0)
x1 − x0

,

koju mno�e�em sa x0 − x2 > 0 svodimo na istu nejednakost

f(x0)− f(x2) ≤ (f(x1)− f(x0))
x0 − x2
x1 − x0

= (f(x1)− f(x0))
λ

1− λ
, (16)

(ako je λ = 1 onda je nejednakost (13) trivijalno zadovo	ena). Koji god bio raspored taqaka
x1 i x2 va�i�e nejednakost (16) a odatle jednostavno zak	uqujemo

f(x0) = f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2),
odnosno funkcija f je konveksna.

Prethodnim diskusijama smo pokazali slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 48. Funkcija f : (a, b)→ R je konveksna ako i samo ako je funkcija nagiba nx0(x)
rastu�a funkcija po x za sve x0 ∈ (a, b).

U prethodnoj diskusiji smo pokazali nejednakosti (15) pomo�u kojih mo�emo da zak	uqimo
da konveksna funkcija ima levi i desni izvod u svakoj taqki (koji ne moraju da budu jednaki).
Postoja�e levog i desnog izvoda u taqki je dovo	no za neprekidnost funkcije u taqki. Dakle
konveksna funkcija na (a, b) je neprekidna.

Sada mo�emo nexto vixe da ka�emo o prvom izvodu (ako postoji) konveksne funkcije.

Tvr�e�e 49. Neka je funkcija f : (a, b)→ R diferencijabilna. Tada je funkcija konvek-
sna ako i samo ako je �en prvi izvod rastu�a funkcija.

Dokaz.
=⇒ :

Neka je funkcija konveksna i uzmemo dve taqke x1, x2 ∈ (a, b) za koje va�i
x1 < x2. Za svaku taqku x koja je izme�u ovih vrednosti, x1 < x < x2 va�e
nejednakosti (15), odnosno

f(x)− f(x1)
x− x1

≤ f(x2)− f(x1)
x2 − x1

≤ f(x2)− f(x)
x2 − x

.
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Oznaqimo sa C = f(x2)−f(x1)
x2−x1 (prime�ujemo da je ovo konstanta i da ne zavisi

od x). Sada je
f(x)− f(x1)

x− x1
≤ C ≤ f(x)− f(x2)

x− x2
.

Kroz nejednakost f(x)−f(x1)
x−x1 ≤ C pro�emo limesom kada x → x1+, znamo da

postoje levi i desni izvodi u svim taqkama (jer je f diferencijabilna) i
zak	uqujemo

f ′+(x1) ≤ C.

Znamo da za diferencijabilne funkcije va�i f ′(x1) = f ′+(x1). Na taj naqin
dolazimo do nejednakosti

f ′(x1) ≤ C. (17)

Slede�i korak je da kroz nejednakost C ≤ f(x)−f(x2)
x−x2 pro�emo limesom kada

x→ x2−. Kako je f ′−(x2) = f ′(x2) onda je

C ≤ f ′(x2). (18)

Nejednakosti (17) i (18) ka�u da je funkcija f ′ rastu�a na (a, b).

⇐= :

Neka je sada f ′ rastu�a funkcija. Pokaza�emo da je tada i nagib rastu�a
funkcija pa koriste�i Tvr�e�e 48 mo�emo da zak	uqimo da je f koveksna.
Dovo	no je pokazati da je nx0(x1) ≤ nx0(x2) ako je raspored taqaka x1 < x0 <
x2. Znamo da je

nx0(x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
a va�i f(x1)−f(x0)

x1−x0 = f ′(c1) prema Lagran�evoj teoremi za neko c1 ∈ (x1, x0)

(znamo da je f difeencijabilna na (a, b) pa �e biti neprekidna na [x1, x0] i
diferencijabilna na (x1, x0)). Va�i�e i

nx0(x2) =
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
= f ′(c2)

za neko c2 ∈ (x0, x2). Prvi izvod je rastu�a funkcija, va�i c1 < x0 < c2 pa
je f ′(c1) ≤ f ′(c2) odnosno

nx0(x1) ≤ nx0(x2).

�
Znak drugog izvoda (ako postoji) nam u potpunosti odre�uje konveksnost odnosno konkavnost

funkcije.

Tvr�e�e 50. Neka je f : (a, b) → R dva puta diferencijabilna funkcija. Tada je f
konveksna funkcija ako i samo ako je drugi izvod nenegativan na (a, b).

Dokaz. Znamo da �e f biti diferencijabilna pa na osnovu prethodnog tvr�e�a va�i f je
konveksna ako i samo ako je prvi izvod rastu�a funkcija a onda je to na osnovu Posledice 29
(druga taqka) ekvivalentno tome da je (f ′)′ = f ′′ ≥ 0 na (a, b). �

Preostala nam je jox diskusija o konkavnim funkcijama. Primetimo da je f konkavna ako i
samo ako je funkcija −f konveksna. To znaqi da je konkavnost ekvivalentna tome da je nagib
opadaju�a funkcija (Tvr�e�e 48). Analogno svojstvo iz Tvr�e�a 49 ka�e da je diferencija-
bilna funkcija konkavna ako i samo ako je prvi izvod opadaju�a funkcija. Dok za dva puta
diferencijabilne funkcije va�i da su konkavne ako i samo ako im je drugi izvod ma�i ili
jednak od nule.
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Ako je f : (a, b) → R dva puta diferencijabilna funkcija i ako je c �ena prevojna taqka
tada je f ′′(c) = 0. Ova karakterizacija prevojne taqke kao nula drugog izvoda je mogu�a samo
ako unapred znamo da funkcija ima drugi izvod u toj taqki. Mo�e da se desi da je c prevojna
taqka a da funkcija ima prekid u toj taqki pa onda ne mo�emo da priqamo o izvodima funkcije
u toj taqki.

9. Ispitiva�e funkcija i skicira�e grafika

Pri ispitiva�u funkcija i skicira�u grafika koristimo sva prethodna zna�a o funkci-
jama (elementarne funkcije, limesi, neprekidnost, diferencijabilnost, izvodi vixeg reda...)
Sada �emo ista�i neke stvari koje su najbitnije, ali ne i jedine jer se ispitiva�e funkcija
razlikuje od primera do primera.

• Domen funkcije je kao xto znamo skup taqaka za koji funkcija mo�e da se defin-
ixe. Oznaqava�emo ga sa Dom(f) ili D(f). Kada tra�imo domen funkcije bitno
nam je da izbegnemo de	e�e nulom, da izbegnemo korenova�e negativnih brojeva kada
to nije mogu�e (npr. 4

√
−6 nije definisano u skupu R, dok 5

√
−6 jeste dobro defin-

isano). Ovde je va�no znati domene elementarnih funkcija jer nam se qesto jav	aju
u konkretnim primerima. Kao primer navodimo funkciju prirodnog logaritma, lnx
za koju znamo da je definisana samo za x > 0.
• Parnost, neparnost, periodiqnost. Funkcija je parna ako je f(−x) = f(x) za sve
x ∈ Dom(f) a neparna ako je f(−x) = −f(x) na celom domenu. Prva stvar koja mora
da va�i da bi funkcija bila parna ili neparna jeste da je �en domen simetriqan
oko nule. Nema smisla ispitivati parnost/neparnost funkcija qiji je domen skup
(−∞,−3) ∪ (−3,+∞) ili (−7, 19). Kada skiciramo grafik funkcije treba imati
u vidu da je grafik parne funkcije simetriqan oko y−ose dok je grafik neparne
funkcije centralno-simetriqan oko koordinatnog poqetka. Primeri parnih funkcija
su kosinusna funkcija i kvadratna funkcija, dok su sinusna i kubna funkcija neparne.

Ka�emo da je funkcija f periodiqna ako postoji realan broj T > 0 takav da va�i
f(x+ T ) = f(x) za sve x ∈ Dom(f). Najma�i takav pozitivan broj naziva se periodom
funkcije. Funkcije sinx i cosx su periodiqne sa periodom 2π dok je funkcija tg x
periodiqna sa periodom π. Kada skiciramo grafik periodiqne funkcije dovo	no je
ispitati funkciju na jednom intervalu xirine T , na primer [0, T ) ili (−2T,−T ] a
onda samo kopiramo taj deo grafika na ceo domen funkcije.
• Nule i znak funkcije. Nule funkcije, odnosno taqke x0 u kojima va�i f(x0) = 0, su
taqke u kojima grafik funkcije seqe x−osu. Kada ispitujemo znak funkcije tra�imo
skup taqaka u kojima je funkcija pozitivna i skup taqaka u kojima je funkcija nega-
tivna, Dom+(f) := {x ∈ Dom(f) | f(x) > 0} i Dom−(f) := {x ∈ Dom(f) | f(x) < 0}.

U zavisnosti od primera ne�e uvek biti jednostavno da odredimo nule i znak.
Nekada �e nam prvi izvod biti od pomo�i, pa �emo na osnovu toga da li funkcija
negde raste ili opada mo�i da zak	uqimo da li funkcija ima neku nulu i da li je
negde pozitivna ili negativna. Bi�e i primera gde ne mo�emo taqno da odredimo nulu
ve� mo�emo samo da zak	uqimo u kom intervalu se nalazi.
• Asimptote. Ve� smo rekli da funkcija mo�e imati vertikalne asimptote u nekim
konaqnim taqkama i kose ili horizontale asimptote u beskonaqnosti. Mo�e se desiti
da neke od ovih asimptote ne postoje.

Kada crtamo grafik postoja�e asimptota znaqi da je grafik funkcije proizvo	no
blizu neke prave. Na Slici 14 vidimo primer funkcije koja ima vertikalnu asimp-
totu x = 10 (i to sad leve strane) pa se grafik funkcije pribli�ava ovoj pravoj
kako bli�e prilazimo taqki x = 10 sa leve strane. Na Slici 15 vidimo primer
funkcije f(x) = x

5
+ 1

3x
koja ima kosu asimptotu y = x

5
kada x → +∞ i istu kosu
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Slika 14. Grafik se pribli�ava vertikalnoj asimptoti (plava linija na
slici) sa leve strane

Slika 15. Grafik funkcije y = x
5
+ 1

3x

asimptotu kada x → −∞. Primetimo da je razlika izme�u naxe funkcije i asimp-
tote f(x)− y = x

5
+ 1

3x
− x

5
= 1

3x
i da je ova razlika pozitivna kada je x > 0 a negativna

kada je x < 0. To znaqi da se grafik funkcije nalazi iznad asimptote kada x→ +∞
a ispod asimptote kada x→ −∞. Ova funkcija ima i vertikalnu asimptotu x = 0.

Ima�emo primere kada funkcija nema ni jednu asimptotu. Na Slici 16 vidimo
grafik funkcije y = ex + e−x koja nema ni jednu asimptotu na svom domenu.

Funkcija y = e−x + arctanx ima horizontalnu asimptotu y = π
2
kada x → +∞

dok nema ni jednu asimptotu kada x → −∞ (videti Sliku 17). Ova funkcija nema
nikakvih rupa u domenu pa ne mo�e imati vertikalnih asimptota.
• Neprekidnost i diferencijabilnost. Podsetimo se da su elementarne funkcije
neprekidne u taqkama u kojima su definisane. Znamo da ako imamo taqku prekida u
nekoj taqki domena onda nam se grafik ,,kida" na tom mestu, odnosno pri crta�u
grafika olovku moramo da podignemo sa papira. Jedna od metoda za ispitiva�e
neprekidnosti jeste tra�e�e levog i desnog limesa u taqki. Levi limes nam ka�e
kako grafik funkcije prilazi taqki prekida sa leve strane a desni limes kako grafik
prilazi taqki prekida sa desne strane.

Za tra�e�e prvog izvoda i ispitiva�e diferencijabilnosti tako�e je va�no znati
kako se diferenciraju elementarne funkcije. Znamo da grafik izgleda kao da se lomi
u taqki u kojoj funkcija nije diferencijabilna. Levi i desni izvod su tako�e bitni
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Slika 16. Grafik funkcije y = ex + e−x

Slika 17. Grafik funkcije y = e−x + arctanx

(ako postoje) u nekoj taqki gde funkcija nije diferencijabilna. Oni nam govore o
tome pod kojim uglom grafik prilazi taqki u kojoj nemamo diferencijabilnost ili
pod kojim uglom se prilazi nekim krajevima domena ili taqkama koje nisu u domenu.
Na Slici 18 vidimo grafik funkcije f(x) = arccos x. Znamo da je izvod ove funkcije
f ′(x) = − 1√

1−x2 pa zak	uqujemo da je lim
x→1−

f ′(x) = −∞ pa grafik prilazi taqki x = 1

sa leve strane pri	ub	en uz pravu koja je paralelna y−osi (odnosno pod uglom od π
2
).

• Ekstremne vrednosti i monotonost. Od ranije znamo da ako je f ′ ≥ 0 na nekom
intervalu onda funkcija raste na tom intervalu a ako je f ′ ≤ 0 na nekom intervalu
onda funkcija opada na tom intervalu. Ovde je bitno da zak	uqak o monotonosti
va�i samo ako je na nekom intervalu u svim taqkama zadovo	ena nejednakost.

Pogledajmo primer na Slici 19. Vidimo da je izvod funkcije f(x) = 1
x
+ e−x dat

sa f ′(x) = − 1
x2
− e−x ≤ 0 na celom domenu Dom(f) = (−∞, 0)∪ (0,+∞). Na osnovu toga

mo�emo da zak	uqimo da f opada na (−∞, 0) i da f opada na (0,+∞), nikako na celom
domenu. Funkcija i ne opada na celom domenu a to mo�emo da vidimo i sa grafika ili
upore�iva�em vrednosti u neke dve taqke. Na primer f

(
−1

2

)
= −2 +

√
e < 0 < f(1) =

1 + 1
e
a va�i −1

2
< 1. Dakle f ne opada na celom domenu ve� zak	uqak o monotnosti

va�i samo na intervalima koji su sadr�ani u domenu.
Ranije smo rekli da su nam kandidati za lokalne ekstremume taqke u kojima izvod

funkcije ima nulu (stacionarne taqke) ili taqke u kojima izvod uopxte ne postoji.
Kada tra�imo apsolutne maksimume i apsolutne minimume (to su taqke u kojima
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Slika 18. Grafik funkcije y = arccosx

Slika 19. Grafik funkcije y = 1
x
+ e−x

Slika 20. Prvi izvod, ekstremumi i monotonost

funkcija dosti�e maksimum i minimum na celom domenu) onda proverimo vrednost
funkcije u svim lokalnim ekstremumima i vidimo koje su vrednosti funkcije na kra-
jevima domena i zak	uqimo koja je najve�a a koja najma�a vrednost. Na Slici 20
prikazane su razne mogu�e situacije.
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Slika 21. Grafik funkcije y = 1
(x−5)2

Slika 22. Konkavna rastu�a funkcija Slika 23. Konkavna opadaju�a funkcija

Slika 24. Konveksna rastu�a funkcija Slika 25. Konveksna opadaju�a funkcija

• Konveksnost, konkavnost i prevojne taqke. Svojstvo konveksnosti i konkavnosti
nam ka�e kako se grafik funkcije savija ili skre�e. Za �egovo ispitiva�e najqex�e
koristimo drugi izvod funkcije. Znamo da je funkcije konveksna na nekom intervalu
ako je �en drugi izvod nenegativan, a konkavna je ako je f ′′ ≤ 0. Opet istiqemo da
je ovde bitno da to va�i u svim taqkama intervala (i da drugi izvod postoji i da je
odre�enog znaka).

Pogledajmo funkciju f(x) = 1
(x−5)2 (Slika 21). �en drugi izvod je f ′′(x) = 6

(x−5)4 >

0 na celom domenu Dom(f) = (−∞, 5) ∪ (5,+∞). Ono xto mo�emo da zak	uqimo jeste
da je funkcija konveksna na (−∞, 5) i da je konveksna na (5,+∞) ali da nije konveksna
na celom domenu.

Na Slici 22 vidimo kako izgleda grafik funkcije koja je na jednom delu konkavna
i rastu�a. Slika 23 prikazuje funkciju koja je na jednom delu konkavna i opadaju�a.

Konveksna rastu�a i konveksna opadaju�a funkcija su redom prikazane na Slika-
ma 24 i 25.

Prevojne taqke su one taqke u kojima funkcija me�a konveksnost i konkavnost.
Ako drugi izvod postoji u toj taqki onda je on jednak nuli. Mo�e se desiti da je neka
taqka prevojna a da u �oj funkcija nema drugi izvod.
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• Skicira�e grafika funkcije. Na osnovu prethodno opisanih koraka dolazimo
do odre�enih osobina funkcije na osnovu kojih skiciramo grafik funkcije.

Zadatak 51. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = 3
√
x2 − x3.

Rexe�e.

• Kako tre�i koren postoji za sve realne brojeve i u izrazu pod korenom je polinomna
funkcija zak	uqujemo da izraz 3

√
x2 − x3 mo�e da se izraquna za sve realne brojeve pa

je domen ove funkcije D(f) = R.
• Primetimo da je f(1) = 3

√
12 − 13 = 0 i f(−1) = 3

√
(−1)2 − (−1)3 = 3

√
2 pa funkcija

nije ni para ni neparna. Nije ni periodiqna jer je beskonaqno velika kada argument
x uzima velike negativne vrednosti.
• Nule i znak funkcije ispitujemo odre�iva�em znaka i nula polinoma koji se nalazi
pod tre�im korenom. Zak	uqujemo da je f(0) = 0, f(1) = 0, f(x) < 0 za sve x ∈ (1,+∞)

(−∞, 0) (0, 1) (1,+∞)
x − + +
x2 + + +
1− x + + −
x2(1− x) + + −
f + + −

i f(x) > 0 za sve x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1).
• Ni jedna taqka niti skup nisu izbaqeni iz domena funkcije pa nemamo vertikalnih
asimptota. Razvoj funkcije u okolinama beskonaqno velikih taqaka nam ka�e da je

f(x) = 3

√
−x3

(
1− 1

x

)
= −x

(
1− 1

x

) 1
3

=

= −x
(
1− 1

3
· 1
x
+ o

(
1

x

))
= −x+ 1

3
+ o(1), x→ ±∞.

Dakle, funkcija f ima kosu asimptotu y = −x + 1
3
kada x → +∞ i istu tu kosu

asimptotu kada x→ −∞.
• Funkcija f je neprekidna kao komozicija takvih funkcija. Izvod funkcije jednak je

f ′(x) =
1

3
(x2 − x3)−

2
3 (2x− 3x2) =

=
x · (2− 3x)

3 · 3
√
x4(1− x)2

=
2− 3x

3 · 3
√
x(1− x)2

u taqakama realne ose koje nisu jednake 0 i 1. Postoja�e izvoda taqkama x = 0 i x = 1
ispitujemo po definiciji. Prvo proveravamo da li postoji slede�i limes

lim
h→0

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0

3
√
h2 − h3 − 0

h
= lim

h→0

3
√
1− h
3
√
h

.

Ovaj limes ne postoji jer je lim
h→0+

3√1−h
3√
h

= +∞, dok je lim
h→0−

3√1−h
3√
h

= −∞. Xto se taqke

x = 1 tiqe zanima nas da li postoji slede�i limes

lim
h→0

f(1 + h)− f(1)
h

= lim
h→0

3
√

(1 + h)2(1− (1 + h))− 0

h
= − lim

h→0

(1 + h)
2
3h

1
3

h
.

Ovaj limes je jednak vrednosti −∞ pa je zak	uqak da je funkcija diferencijabilna
na skupu D(f) \ {0, 1}.
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• Sada nas zanima da odredimo znak prvog izvoda u taqkama u kojima on postoji. Vidimo
da znak prvog izvoda zavisi od znaka izraza x i 2−3x pa �emo u tabeli izdvojiti taqke
x = 0 i x = 2

3
. U tabelu smo dodali i taqku x = 1 jer funkcija nema prvi izvod u toj

taqki. Zak	uqujemo da funkcija f opada na intervalu (−∞, 0), raste na intervalu
(0, 2

3
), zatim opada na (2

3
, 1) i opada na intervalu (1,+∞). Lokalni minumum se jav	a

u taqki x = 0, f(0) = 0, a lokalni maksimum u taqki x = 2
3
, f(2

3
) =

3√4
3
.

(−∞, 0) (0, 2
3
) (2

3
, 1) (1,+∞)

x − + + +
2− 3x + + − −
f ′ − + − −
f ↘ ↗ ↘ ↘

• Drugi izvod ima smisla raqunati u taqkama u kojima postoji prvi izvod tako da drugi
izvod ne�e postojati u taqkama x = 0 i x = 1. Xto se ostalih taqaka domena tiqe
pravila diferencira�a ka�u da je

f ′′(x) =
−3 · 3 · 3

√
x(1− x)2 − (2− 3x) · 3 · 1

3
(x(1− x)2)− 2

3 · ((1− x)2 + x · 2(1− x) · (−1))
9 · 3
√
x2(1− x)4

=

=
−9 · 3

√
x(1− x)2 − (2− 3x) · 1−2x+x2−2x+2x2

3
√
x2(1−x)4

9 · 3
√
x2(1− x)4

=

=
−9x(1− x)2 − (2− 3x)(1− 4x+ 3x2)

9 · 3
√
x4(1− x)8

=

=
−9x(1− x)2 − (2− 3x)(1− x)(1− 3x)

9 · 3
√
x4(1− x)2 · (1− x)2

=

=
−9x(1− x)− (2− 3x)(1− 3x)

9 · f 2(x) · (1− x)
=

=
−9x+ 9x2 − 2 + 6x+ 3x− 9x2

9 · f 2(x) · (1− x)
=

2

9(x− 1) · f 2(x)

Na osnovu prethodnog mo�emo da ka�emo da je funkcija konkavna na intervalu

(−∞, 0) (0, 1) (1,+∞)
x− 1 − − +
f ′′ − − +
f ∩ ∩ ∪

(−∞, 0), na intervalu (0, 1) je tako�e konkavna dok je konveksna na (1,+∞). Taqka
x = 1 je prevojna taqka.
• Pri crta�u grafika je va�no povesti raquna kako izgleda grafik u okolinama taqaka
0 i 1. Kako je f ′−(0) = −∞ onda je grafik pri	ub	en uz y−osu sa leve strane i sa
te strane funkcija opada. Sa desne strane va�i f ′+(0) = +∞ pa je grafik funkcije
pri	ub	en uz y−osu i sa desne strane taqke nula i sa te strane funkcija raste. Kako
je f ′(1) = −∞ (ovde se radi o izvodu u proxirenom smislu) onda je grafik funkcije
pri	ub	en uz pravu x = 1 i tu funkcija opada. Na Slici 26 prikazan je grafik
funkcije.

X
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x

y

f(2
3
)

f(0)

Slika 26. Grafik funkcije f(x) = 3
√
x2 − x3

10. Zadaci

Zadatak 52. Ako funkcija f : (a, b) → R ima levi i desni izvod u taqki x0 pokazati da
je ona tada neprekidna. Primetimo da ne zahtevamo pretpostavku da levi i desni izvod budu
jednaki ve� da samo postoje. X

Zadatak 53. Na�i izvod funkcije h(x) = f(x)g(x) u onim taqkama u kojima su sve funkcije
definisane i diferencijabilne. X


