
OBLAST 3

Limesi i neprekidnost funkcija

U ovoj glavi �emo definisati osnovne pojmove matematiqke analize, neprekidnost i graniqnu
vrednost funkcije. Kako je pojam neprekidnosti lakxe razumeti posmatraju�i grafik funkcije
prvo �emo definisati taj pojam a zatim pojam graniqne vrednosti funkcije. Nakon toga �emo
pokazati osobine ovih pojmova.

1. Funkcije

Definicija 1. Preslikava�e je trojka (f,X, Y ) gde su X i Y skupovi a f relacija iz X
u Y sa svojstvom da je svaka taqka iz skupa X u relaciji f sa taqno jednom taqkom iz skupa Y .
Skup X se naziva domenom preslikava�a f dok se Y naziva kodomenom preslikava�a. Domen
�emo oznaqavati i sa D(f). Relacija f koja je podskup proizvoda X × Y mo�e da se vidi i
kao grafik preslikava�a, Graph(f) := {(x, y) | y = f(x), x ∈ X}. Qesto se za preslikava�e
koristi oznaka f : X → Y . ♦

Kao xto je reqeno u definiciji, svako preslikava�e je relacija, ali ne zadaje svaka
relacija neko preslikava�e. To mo�emo videti na primeru relacije ρ koja je zadata na
Slici 1. Taqka x = a je u relaciji sa dve razliqite taqke, b1 i b2.
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(a, b1)
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Slika 1. Kriva koja ne mo�e biti grafik funkcije

Slede�om definicijom izdvajamo preslikava�a koja zadovo	avaju dodatna svojstva.
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Definicija 2. Ka�emo da je preslikava�e f : X → Y injekcija ili ,,1− 1” ako za svako
x1, x2 ∈ X va�i implikacija

f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2.

Ka�emo da je preslikava�e f : X → Y surjekcija ili ,,NA" ako va�i

(∀ y ∈ Y )(∃ x ∈ X) f(x) = y.

Injektivno i surjektivno preslikava�e nazivamo bijekcijom. Ako je f bijektivno preslika-
va�e tada mo�emo da definixemo inverzno preslikava�e, u oznaci

f−1 : Y → X,

koje je za svako y ∈ Y definisano sa f−1(y) := x gde je x ∈ X jednistven element za koji va�i
f(x) = y. ♦

Primetimo da postoja�e elementa x (u definiciji inverza) sledi iz qi�enice da je f
surjekcija a �egova jedinstvenost iz qi�enice da je f ,,1− 1”.

Funkcijama �emo nazivati preslikava�a qiji su domen i kodomen podskupovi skupa real-
nih brojeva.

Primer 3. Funkcija apsolutna vrednost | · | : R → R definisana je sa (videti grafik
na Slici 2)

|x| =
{
x, x ≥ 0
−x, x < 0.

]

x

y

y = |x|

Slika 2. Grafik funkcije apsolutna vrednost

Primer 4. Funkcija znak broja, koju oznaqavamo sa sgn , definixemo na slede�i naqin
(videti grafik na Slici 3)

sgn (x) =

 1, x > 0
0, x = 0
−1, x < 0.

]

U poglav	u o nizovima smo definisali pojam ograniqenog niza. Videli smo da je to niz
qiji su elementi raspore�eni na ograniqenom delu brojevne prave. Sliqno, mo�emo da defin-
ixemo pojam ograniqene funkcije qiji �e grafik biti u nekoj ograniqenoj traci paralelnoj
x-osi.
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Slika 3. Grafik funkcije znak broja

Definicija 5. Neka je X = D(f) ⊂ R. Ka�emo da je funkcija f : X → R ograniqena

odozgo na skupu A ⊂ X ako postoji M ∈ R takvo da va�i f(x) ≤ M za sve x ∈ A. Funkcija f
je ograniqena odozdo na skupu A ako postoji m ∈ R takvo da je f(x) ≥ m za sve x ∈ A. Ka�emo
da je funkcija f ograniqena na skupu A ako je ona ograniqena odozgo i odozdo na skupu A.
Ka�emo da je funkcija ograniqena ako je ograniqena na svom domenu. ♦

Primer 6. Grafik ograniqene funkcije nalazi se izme�u dve horizontalne linije, y = m
i y = M (to su isprekidane linije na Slici 4). Funkcija f(x) = |x| je ograniqena odozdo
(jedno do�e ograniqe�e je 0) dok je funkcija f(x) = −x2 + 10 ograniqena odozgo (jedno gor�e
ograniqe�e je 13). ]
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y = f(x)

Slika 4. Primer ograniqene funkcije

Definicija 7. Supremum funkcije f : X → R na skupu A ⊂ X je veliqina

sup
x∈A

f(x) := sup{f(x) |x ∈ A}.

Koristi�emo i oznaku sup
A
f . Infimum funkcije na skupu A je veliqina

inf
x∈A

f(x) := inf{f(x) |x ∈ A}.
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Infimum funkcije na skupu �emo oznaqavati i sa inf
A
f . Ako za neko x0 ∈ A va�i f(x0) = sup

A
f

(odnosno f(x0) = inf
A
f) onda se f(x0) naziva maksimumom (odnosno minimumom) funkcije f

na skupu A i oznaqava se sa max
A

f (odnosno min
A
f). Tada ka�emo da funkcija f dosti�e svoj

maksimum (odnosno minimum) na skupu A. ♦

Primer 8. Ako je f(x) = x3 i A = (0, 5) tada je sup
A
f = 125 i on se ne dosti�e na skupu

A pa funkcija f nema maksimum na skupu A. Sliqno, inf
A
f = 0 i infimum se ne dosti�e pa

funkcija f nema minimum na skupu A. Ako je g(x) = 1
x
i B = (0, 1] tada je sup

B
g = +∞ a

inf
B
g = 1 = g(1) pa funkcija g na skupu B ne dosti�e maksimum a dosti�e minimum u taqki

x = 1. ]

Definicija 9. Neka je X = D(f) ⊂ R. Ka�emo da je funkcija f : X → R
• rastu�a ako je f(x1) ≤ f(x2) za sve elemente x1, x2 ∈ X za koje va�i x1 ≤ x2,
• opadaju�a ako je f(x1) ≥ f(x2) za sve elemente x1, x2 ∈ X za koje va�i x1 ≤ x2,
• strogo rastu�a ako je f(x1) < f(x2) za sve elemente x1, x2 ∈ X za koje va�i x1 < x2,
• strogo opadaju�a ako je f(x1) > f(x2) za sve elemente x1, x2 ∈ X za koje va�i x1 < x2.

Ka�emo da je funcija f monotona ako je ona rastu�a ili opadaju�a, dok je strogo monotona
ako je strogo rastu�a ili strogo opadaju�a. ♦

Primer 10. Funkcija sgnx je rastu�a ali nije strogo rastu�a (va�i f(−3) = f(−5) a
−5 < −3). Funkcija f(x) = −x je strogo opadaju�a. ]

1.1. Elementarne funkcije. Funkcije f : R→ R oblika

f(x) = a0 + a1 x+ ...+ an x
n

pri qemu a0, a1, ..., an ∈ R nazivaju se polinomskim funkcijama ili polinomima. Realni
brojevi a0, a1, ..., an nazivaju se koeficijentima polinoma. Specijalan sluqaj polinoma su
konstantne funkcije, f(x) = a0 za svako x ∈ R. Svako polinom ima najvixe n realnih nula
(realna nula je realan broj x0 za koji va�i f(x0) = 0).

Koliqnik dva polinoma definixe racionalnu funkciju

R(x) =
b0 + b1 x+ ...+ bn x

n

a0 + a1 x+ ...+ an xn
.

Domen racionalne funkcije je skup {x ∈ R | a0+a1 x+ ...+an xn 6= 0}. Dakle, iz skupa realnih
brojeva isk	uqujemo najvixe n elemenata pri odre�iva�u domena racionalne funkcije.

Zadatak 11. Odrediti realne nule polinoma f(x) = x3 + 1 a zatim odreditit domen

funkcije g(x) = x5+18x−17
x3+1

. X

Specijalan sluqaj polinomskih funkcija su stepene funkcije, f : R→ R, f(x) = xn gde je
n fiksiran prirodan broj. Na Slici 5 prikazani su grafici nekih stepenih funkcija. Ako
je n neparan broj tada je funkcija f ,,1−1" i ,,NA" pa postoji �en inverz. Inverzna funkcija
f−1 : R → R naziva se korenom funkcijom. Kada smo zasnivali po	e realnih brojeva videli
smo kako se definixe n

√
a kada je a > 0. Vrednost korene funkcije u negativnim taqkama x < 0

definixe se sa n
√
x := − n

√
−x i n

√
0 := 0. Kada je stepen n paran broj stepena funkcija f nije

,,1− 1" (f(−1) = f(1) = 1) i nije ,,NA" (vrednost y = −1 se ne dosti�e ni u jednoj taqki). Ako
suzimo domen i kodomen, pa posmatramo preslikava�e

g : [0,+∞)→ [0,+∞), g(x) = xn,

dobijamo bijektivno preslikava�e qiji se inverz tako�e naziva korenom funkcijom. Na
Slici 6 prikazani su grafici nekih korenih funkcija.
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Slika 5. Primeri stepenih funkcija
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√
x
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√
x

Slika 6. Primeri korenih funkcija

Funkcija f : R→ (0,+∞) definisana jednakox�u

f(x) = ax,

gde je a > 0 naziva se eksponencijalnom funkcijom. Videli smo kako se definixe vrednost ax

za svako x ∈ R. Ovako definisana funkcija je injektivna i �en inverz nazivamo logaritam-
skom funkcijom i oznaqavamo sa

f−1(x) = loga x.

Kada je osnova a jednaka broju e onda �emo koristiti oznaku lnx ili log x umesto loge x.



6 3. Funkcije

Sinusna i kosinusna funcija

sin : R→ [−1, 1], cos : R→ [−1, 1],
pripadaju klasi trigonometrijskih funkcija. Poznato je da su ove funkcije 2π−periodiqne
i da nisu ,,1-1". Su�ava�em domena mo�emo da dobijemo funkcije koje su injektivne i �ihovi
inverzi su inverzne trigonometrijske funkcije. Po dogovoru, sinusnu funkciju su�avamo
na interval

[
−π

2
, π
2

]
i �ena inverzna funkcija se oznaqava sa

arcsin : [−1, 1]→
[
−π
2
,
π

2

]
.

Kada kosinusnu funkciju suzimo na interval [0, π] dobijemo funkciju koja je ,,1− 1" i ,,NA",
qiji inverz oznaqavamo sa

arccos : [−1, 1]→ [0, π].

Definicija 12. Klasa elementarnih funkcija je najma�a klasa realnih funkcija re-
alne promen	ive koja sadr�i polinomske, korene, eksponencijalne, logaritamske, trigonome-
trijske i inverzne trigonometrijske funkcije i zatvorena je za sabira�e, mno�e�e, de	e�e
i kompoziciju funkcija. ♦

Sada �emo pokazati va�nu nejednakost izme�u trigonometrijskih funkcija.

Tvr�e�e 13. Va�i
sinϕ ≤ ϕ ≤ tgϕ (1)

za sve ϕ ∈ [0, π
2
).

Dokaz. Da�emo jedan geometrijski dokaz koji je potpuno jasan sa Slike 7. Posmatramo
jediniqnu kru�nicu u ravni sa centrom u koordinatnom poqetku i polupravu p koja gradi
ugao ϕ sa x−osom. Poluprava seqe kru�nicu u taqki B dok �emo presek kru�nice i pozi-
tivnog dela x-ose oznaqiti taqkom A. Taqka D se nalazi na x−osi tako da je trougao 4ODB
pravougli (prav ugao je kod temena D). Taqka C se nalazi na polupravoj p tako da je 4OAC
pravougli trougao sa pravim uglom kod temena A.

Nejednakost (1) trivijalno va�i ako je ϕ = 0. Neka je 0 < ϕ < π
2
. Tada je

P4OAB ≤ P∠OAB ≤ P4OAC , (2)

gde je P4OAB = sinϕ
2

povrxina trougla 4OAB, P∠OAB = ϕ
2
je povrxina kru�nog iseqka koji

odgovara uglu ϕ i P4OAC = tgϕ
2

je povrxina trougla 4OAC. Mno�e�em nejednakosti (2)
brojem 2 dobijamo nejednakosti (1) . �

Dokaz prethodnog tvr�e�a nam daje slede�u posledicu.

Posledica 14. Za svako x ∈ R va�i | sinx| ≤ |x|.

2. Osnovno o pojmu neprekidnosti

Pojam neprekidnosti je najlakxe iskazati pomo�u grafika funkcije. Ako nam je data
neprekidna funkcija koja je definisana na intervalu onda pri crta�u grafika te funkcije
ne podi�emo olovku sa papira. Grafik �e biti linija, kriva ili izlom	ena, koja nema
nikakvih prekida. Ovo je samo intuitivna predstava a malo precizniji opis ka�e da je
funkcija neprekidna u taqki a ako je vrednost f(x) proizvo	no blizu vrednosti f(a) kad god
je argument x blizu taqke a, bilo sa leve bilo sa �egove desne strane. Na Slici 8 vidimo
grafike neprekidnih funkcija. Na Slici 9 vidimo primer funkcije koja nije neprekidna,
primetimo da se pri crta�u grafika ove funkcije olovka podi�e sa papira u taqki a = 5.

Sada �emo dati formalnu definiciju pojma neprekidnosti u taqki.
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Slika 7. Trigonometrijski krug

Slika 8. Grafici neprekidnih funkcija

Definicija 15. Posmatramo funkciju f : A → R gde je A ⊂ R domen funkcije f i neka
je a ∈ A taqka domena. Ka�emo da je funkcija f neprekidna u taqki a ako i samo ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε. (3)

Funkcija f ima prekid u taqki a ako nije neprekidna u taqki a. Ka�emo da je funkcija
neprekidna ako je neprekidna u svakoj taqki svog domena. ♦

Primetimo da smo pojam neprekidnosti definisali samo u taqkama domena i samo u tim
taqkama ima smisla ispitivati da li je neka funkcija neprekidna ili prekidna.

Xta nam ka�e implikacija (3) u Definiciji 15? Za bilo koje ε > 0 mo�emo da na�emo δ
(koje mo�e biti jako malo) tako da deo grafika funkcije koji odgovara taqkama iz intervala
(a− δ, a+ δ) upadne u ε−traku oko vrednosti f(a) (zelena traka na Slici 10).

Sada �emo videti primer funkcije koja ima prekid u taqki a na ovaj primer �emo se
vratiti i nakon definicije pojma graniqne vrednosti funkcije.
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Slika 9. Grafik funkcije koja nije neprekidna

Slika 10. Grafiqki prikaz neprekidnosti funkcije u taqki

Primer 16. Data je funkcija f : R→ R na slede�i naqin

f(x) =

 x+ 1, x < 0
1− x, x > 0
3, x = 0,

qiji je grafik prikazan na Slici 11 (slika levo). Ova funkcija ima prekid u taqki x = 0
i to zak	uqujemo na slede�i naqin. Uzmimo da je ε = 1

3
i proverimo da li iskaz (3) va�i za

tu vrednost parametra ε. Na Slici 11 (desna slika) vidimo da osenqena traka oko vrednosti
f(0) = 3, sem taqke (0, 3), ne sadr�i ni jedan drugi deo grafika funkcije. Dakle ne mo�emo
da na�emo takvo δ > 0 pri qemu bi va�ilo (3) pa zak	uqujemo da funkcija ima prekid u taqki
x = 0. ]
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Slika 11. Primer funkcije koja ima prekid u taqki x = 0

3. Graniqna vrednost

3.1. Definicija. U delu o nizovima spomenuli smo ε-okoline taqke. Sada �emo te poj-
move da proxirimo.

Definicija 17. Intervali oblika (a − δ, a + δ) (gde je δ neki pozitivan realan broj)
nazivaju se okolinama ili δ-okolinama taqke a ∈ R. Okoline �emo oznaqavati sa Ua ili sa
Ua(δ) kada �elimo da istaknemo koja je xirina intervala. Skupovi oblika Ua \ {a} nazivaju
se probuxenim okolinama taqke a. Probuxene okoline oznaqavamo sa U̇a. Okolina taqke +∞
je interval oblika (M,+∞) za neko M ∈ R. Probuxena okolina taqke +∞ je istog oblika.
Okolina taqke −∞ je interval oblika (−∞, C) za neko C ∈ R. Probuxena okolina taqke −∞
je istog oblika kao i obiqna okolina. ♦

Primetimo da je presek dve (probuxene) okoline taqke a ∈ R (probuxena) okolina taqke a.

Definicija 18. Neka je A ⊆ R. Ka�emo da je x ∈ R taqka nagomilava�a skupa A ako za
svaku probuxenu okolinu taqke x va�i

U̇x ∩ A 6= ∅.
Skup taqaka nagomilava�a skupa A oznaqavamo sa A′. ♦

Drugim reqima x je konaqna taqka nagomilava�a skupa A ako va�i

(∀ δ > 0) ((x− δ, x+ δ) \ {x}) ∩ A 6= ∅.
Primetimo da samo x ne mora da bude element skupa A a definicija dopuxta da x uzima
vrednosti +∞ i −∞. Ono xto je osnovna osobina taqke nagomilava�a jeste da se u svakoj
�enoj okolini nalazi beskonaqno mnogo elemenata skupa A (iako, kao xto smo ve� naglasili,
ona sama ne mora da pripada skupu A).

Zadatak 19. Odrediti taqke nagomilava�a slede�ih skupova: A1 = (0, 1), A2 = (0, 1],
A3 = [0, 1], A4 = (0,+∞), A5 = {1}, A6 =

{
1
n
| n ∈ N

}
, A7 = R \ {1}. X

Definicija 20. Neka je data funkcija f : A → R gde je A ⊆ R i neka je a ∈ R taqka
nagomilava�a skupa A. Ka�emo da je L ∈ R graniqna vrednost (ili limes) funkcije f u

taqki a ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε. (4)

Tada pixemo
L = lim

x→a
f(x).
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♦

Kao xto smo rekli taqka a, u kojoj tra�imo limes, ne mora pripadati domenu funkcije ali
mora biti taqka nagomilava�a domena, odnosno u svakoj �enoj okolini imamo beskonaqno mnogo
taqaka domena. Na taj naqin imamo dovo	no taqaka u kojima mo�emo da utvrdimo ponaxa�e
funkcije koliko god se pribli�ili taqki a. Ovo je bitna razlika u odnosu na pojam neprekid-
nosti. Podsetimo se da je taqka u kojoj ispitujemo neprekidnost funkcije bila u samom domenu
funkcije dok kod pojma limesa ne mora pripadati. U sluqaju da a pripada domenu funkcije
�en limes u toj taqki zavisi samo od ponaxa�a funkcije u probuxenoj okolini taqke a i
ne zavisi od vrednosti funkcije u samoj taqki a. To �emo videti na konkretnoj funkciji iz
Primera 16 za koju smo utvrdili da ima prekid u taqki x = 0 a sada �emo videti da ona ima
limes i da se taj limes razlikuje od f(0).

Primer 21. Data je funkcija f : R→ R na slede�i naqin

f(x) =

 x+ 1, x < 0
1− x, x > 0
3, x = 0.

Pokaza�emo da je lim
x→0

f(x) = 1, odnosno da va�i iskaz (4) za vrednost L = 1. Za proizvo	no

ε > 0 iskaz (4) zadovo	en je za δ = ε jer u probuxenoj okolini (−ε, ε) \ {0} va�i

|f(x)− L| =
{
|(x+ 1)− 1|, −δ < x < 0
|(1− x)− 1|, 0 < x < δ

= |x| < δ = ε.

]

x

y

1 2−1−2

1

2

3

y = f(x)

1− ε

1 + ε

−ε ε

Slika 12. ε-traka oko vrednosti L = 1 sadr�i deo grafika

Zadatak 22. Ispitati da li funkcija f(x) = x ima limes u taqki a = 5. X

Zadatak 23. Pokazati da funkcija f(x) = sgnx nema limes u taqki a = 0. X

Zadatak 24. Neka je data funkcija f : A → R i taqka domena a ∈ A koja je ujedno i
taqka nagomilava�a skupa A. Pokazati da je funkcija f neprekidna u taqki a ako i samo ako
funkcija f ima limes u taqki a i va�i lim

x→a
f(x) = f(a). X

U prethodnoj definiciji smo dopustili da graniqna vrednost funkcije uzima vrednosti
u skupu R, odnosno to je bio neki konaqan realan broj. Definiciju mo�emo da proxirimo
dopuxtaju�i da graniqna vrednost bude beskonaqna.
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Definicija 25. (Beskonaqni limesi) Ka�emo da funkcija f : A→ R ima limes jednak
vrednosti +∞ u taqki a ∈ R koja je taqka nagomilava�a skupa A i pixemo lim

x→a
f(x) = +∞ ako

i samo ako va�i

(∀M ∈ R)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > M.

Sliqno, ka�emo da je graniqna vrednost funkcije f u taqki a jednaka vrednosti −∞ ako i
samo ako va�i

(∀ C ∈ R)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < C.

Tada pixemo lim
x→a

f(x) = −∞. ♦

Primer 26. Posmatrajmo funkciju f(x) = − 1
|x| . Primetimo da je domen ove funkcije

skup R \ {0} i da je 0 �egova taqka nagomilava�a ali ne pripada samom domenu. Ima smisla
ispitivati postoja�e limesa funkcije u toj taqki. Ostav	amo za ve�bu da se poka�e da va�i
lim
x→0

f(x) = −∞. ]

Definicija 27. (Limes u beskonaqnosti) Neka je data funkcija f : A → R pri qemu
je +∞ taqka nagomilava�a skupa A. Ka�emo da je L ∈ R limes funkcije f u beskonaqnosti i
pixemo L = lim

x→+∞
f(x) ako i samo ako va�i

(∀ ε > 0)(∃M ∈ R)(∀ x ∈ A) x > M ⇒ |f(x)− L| < ε.

Sliqno, ako je −∞ taqka nagomilava�a skupa A onda ka�emo da funkcija f ima graniqnu
vrednost l u −∞ i pixemo l = lim

x→−∞
f(x) ako i samo ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ C ∈ R)(∀ x ∈ A) x < C ⇒ |f(x)− l| < ε.

♦

Primer 28. Primetimo da za funkciju f(x) = arctan x va�i lim
x→−∞

f(x) = −π
2
i lim
x→+∞

f(x) =
π
2
. ]

Napomena 29. Mo�emo da poka�emo da je lim
x→+∞

1
x
= 0 pri qemu ovde posmatramo limes u

beskonaqnosti funkcije f(x) = 1
x
. Koriste�i ovaj limes mogli smo jednostavnije da zak	uqimo

da je lim
n→+∞

1
n
= 0 jer �e za svako ε > 0 poqev od neke vrednosti C za sve x ≥ C va�iti |f(x)| < ε.

To znaqi da �e i za sve prirodne brojeve n koji su ve�i od C va�iti 1
n
< ε a to je po definiciji

ekvivalentno tome da je lim
n→+∞

1
n
= 0.

Na osnovu ovoga dolazimo do slede�eg svojstva. Ako je funkcija f definisana u nekoj
okolini beskonaqnosti i ako postoji limes funckije lim

x→+∞
f(x) = L tada �e postojati i limes

niza lim
n→+∞

f(n) i va�i�e lim
n→+∞

f(n) = L. �

Prethodnu definiciju mo�emo da proxirimo dopuxtaju�i da sama graniqna vrednost bude
beskonaqna a ne samo neki konaqan realan broj. Definisa�emo samo jedan pojam a ostale
ostav	amo qitaocu da sami do�u do definicije.

Definicija 30. (Beskonaqan limes u beskonaqnosti) Data je funkcija f : A → R
pri qemu je −∞ taqka nagomilava�a skupa A. Ka�emo da funkcija ima graniqnu vrednost
+∞ u −∞ i pixemo lim

x→−∞
f(x) = +∞ ako i samo ako va�i

(∀M ∈ R)(∃ C ∈ R)(∀ x ∈ A) x < C ⇒ f(x) > M.

♦

Uzimaju�i u obzir definicije obiqnih i probuxenih okolina taqaka skupa R prethodne
qetiri definicije mo�emo da spojimo u jednu.
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Definicija 31. Data je funkcija f : A → R takva da je a ∈ R taqka nagomilava�a
domena A. Ka�emo da je L ∈ R graniqna vrednost funkcije f u taqki a i pixemo L = lim

x→a
f(x)

ako i samo ako za svaku okolinu UL taqke L postoji probuxena okolina U̇a taqke a takva da za
svako x ∈ U̇a va�i implikacija

x ∈ U̇a ⇒ f(x) ∈ UL. (5)

♦

Vratimo se na Zadatak 23. Zadatak nam ka�e da funkcija sgn nema limes u taqki a = 0. Ono
xto mo�emo da zak	uqimo posmatraju�i grafik ove funkcije jeste da je sa leve strane taqke
nula funkcija konstantna i jednaka vrednosti -1 dok je sa desne strane taqke nula konstantno
jednaka 1. Razliqito ponaxa�e funkcije sa leve i desne strane neke taqke motivixu nas da
definiximo pojmove jednostranih limesa.

Definicija 32. Ka�emo da je D ∈ R desni limes funkcije f u taqki a ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) a < x < a+ δ ⇒ |f(x)−D| < ε.

Tada pixemo D = lim
x→a+

f(x).

L ∈ R je levi limes funkcije f u taqki a, i pixemo L = lim
x→a−

f(x), ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) a− δ < x < a⇒ |f(x)− L| < ε.

♦

Primer 33. Jednostavno zak	uqujemo da va�i lim
x→0+

sgnx = 1 i lim
x→0−

sgnx = −1. ]

Primer 34. Funkcija ceo deo, koju oznaqavamo sa [x], za realno x jednaka je najbli�em
celom broju koji se nalazi sa leve strane broja x. Grafik funkcije dat je na Slici 13. Ova
funkcija ima razliqit levi i desni limes u svakoj celobrojnoj taqki. Npr. lim

x→2+
[x] = 2 dok

je lim
x→2−

[x] = 1. U ostalim taqkama realne prave (koje nisu celi brojevi) funkcija ima jednak

levi i desni limes, i to jednak vrednosti [x]. Primetimo da u tim taqkama postoji i obiqan
limes funkcije. To sledi i iz slede�eg opxtijeg tvr�e�a. ]

Slika 13. Grafik funkcije ceo deo

Tvr�e�e 35. Neka je data funkcija f : A → R i a ∈ R koja je taqka nagomilava�a skupa
A. Tada funkcija f ima limes u taqki a ako i samo ako postoje levi i desni limes u toj taqki
i ako su oni jednaki. U tom sluqaju su jednostrani limesi jednaki obiqnom limesu u taqki a.
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Mo�emo da proxirimo definiciju jednostranih limesa dopuxtaju�i da oni imaju beskonaqne
vrednosti.

Definicija 36. Ka�emo da va�i lim
x→a+

f(x) = −∞ ako i samo ako je zadovo	eno

(∀ C ∈ R)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) a < x < a+ δ ⇒ f(x) < C.

Sliqno

lim
x→a+

f(x) = +∞⇔ (∀M ∈ R)(∃ δ > 0)(∀ x ∈ A) a < x < a+ δ ⇒ f(x) > M.

♦

Preostale definicije ostav	amo qitaocu da sam zapixe.

Primer 37. Posmatramo funkciju f(x) = 1
x
qiji je grafik dat na Slici 14. Jednostavno

zak	uqujemo da va�i

lim
x→0+

1

x
= +∞

dok je

lim
x→0−

1

x
= −∞.

Iz toga xto su levi i desni limesi razliqiti mo�emo da zak	uqimo da funkcija f nema
graniqnu vrednost u taqki 0.

x

y

y = 1
x

Slika 14. Grafik funkcije 1
x

]
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3.2. Svojstva graniqne vrednosti. Sada �emo pokazati svojstva funkcija koje imaju
graniqnu vrednost u taqki nagomilava�a domena. Kada ka�emo da funkcija ima limes (ili
graniqnu vrednost) u nekoj taqki podrazumeva�emo da je ta taqka taqka nagomilava�a domena
funkcije. Osobine koje va�e u nekoj okolini taqke nagomilava�a (a ne obavezno na celom
domenu) nazivaju se lokalnim svojstvima funkcija.

Tvr�e�e 38. Graniqna vrednost funkcije je, ako postoji, jedinstvena.

Napomena 39. U tvr�e�u dopuxtamo da sama graniqna vrednost bude beskonaqna a i da
taqka u kojoj postoji limes bude jednaka +∞ ili −∞. �

Dokaz. Tvr�e�e �emo pokazati u sluqaju kada funkcija f : A → R ima konaqnu graniqnu
vrednost u konaqnoj taqki a ∈ R koja je taqka nagomilava�a skupa A. Ostale sluqajeve
(kada je taqka nagomilava�a beskonaqna ili kada je limes beskonaqan ostav	amo qitaocu da
sam poka�e). Pretpostavimo da neke dve razliqite realne vrednosti L1 i L2 zadovo	avaju
uslove Definicije 20. Na ovaj naqin mi pretpostav	amo suprotno od onoga xto ka�e tvr-
�e�e, odnosno pretpostav	amo da graniqna vrednost nije jedinstvena. Ho�emo da do�emo do
kontradikcije qime pokazujemo da naxa pretpostavka nije dobra, odnosno da je iskaz tvr�e�a
taqan.

Oznaqimo rastoja�e brojeva L1 i L2 brojem ε, ε = |L1−L2|
3

. Kako su L1 i L2 razliqiti
brojevi onda je ε > 0.

Iz qi�enice da je L1 graniqna vrednost funkcije sledi da za gore odabrano ε postoji
δ1 > 0 tako da za sve x ∈ A ∩ (a− δ1, a+ δ1) \ {a} va�i

|f(x)− L1| < ε. (6)

Sa druge strane i L2 zadovo	ava implikaciju (4) pa �e za neko δ2 > 0 va�iti da je

|f(x)− L2| < ε (7)

kad god je x ∈ A i 0 < |x− a| < δ2.
Neka je δ = min{δ1, δ2}. Sada �e

U̇a(δ) := (a− δ, a+ δ)

biti ma�a od dve prethodno prona�e�e probuxene okoline taqke a. Za sve taqke domena x
koje koje se nalaze u U̇a(δ) va�i i (6) i (7) i time dolazimo do kontradikcije jer je tada
f(x) ∈ (L1 − ε, L1 + ε) i f(x) ∈ (L2 − ε, L2 + ε). Kontradikcija sledi iz toga xto je presek
intervala (L1 − ε, L1 + ε) i (L2 − ε, L2 + ε) prazan za odabranu vrednost parametra ε. �

Tvr�e�e 40. Funkcija koja ima konaqnu graniqnu vrednost u taqki je ograniqena u nekoj
probuxenoj okolini te taqke.

Dokaz. Posmatramo funkciju f : A → R koja ima konaqan limes L u taqki nagomilava�a
a ∈ R. Poxto �elimo da dokaz pokrije sluqaj kada je taqka nagomilava�a konaqna a i
sluqaj kada je taqka nagomilava�a beskonaqna koristi�emo Definiciju 31. Uzmemo okolinu
UL = (L− 1

17
, L+ 1

17
) taqke L 1i iz definicije zak	uqujemo da �e postojati probuxena okolina

taqke a, u oznaci U̇a, takva da va�i
f(x) ∈ UL

kad god je x ∈ U̇a ∩A. Jednostavno zak	uqujemo da je L− 1
17
do�e ograniqe�e funkcije f na

skupu U̇a ∩ A dok je L+ 1
17
jedno �eno gor�e ograniqe�e na istom skupu. �

Pored toga xto mo�emo da zak	uqimo da je funkcija sa konaqnom graniqnom vrednox�u
lokalno ograniqena mo�emo jox bo	e da je procenimo lokalno ako znamo da je konaqan limes
razliqit od nule.

1Primetimo da je okolina konaqne taqke zaista ovog oblika, ovde je bitan korak da limes bude konaqan.
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Tvr�e�e 41. Neka funkcija f : A → R ima konaqnu graniqnu vrednost L razliqitu od
nule u taqki a ∈ R. Tada postoji probuxena okolina taqke a takva da je funkcija razliqita
od nule u svakoj taqki te probuxene okoline i dodatno, znak funkcije u tim taqkama je isti
kao i znak graniqne vrednosti L.

Napomena 42. Posmatraju�i funkcije (x − 1)2 i (x − 1)3 u okolini taqke a = 1 mo�emo
da zak	uqimo da teorema ne mo�e da se primeni kada je graniqna vrednost L jednaka nuli. �

Dokaz. Primeni�emo Definiciju 31 na okolinu UL = (L − |L|
3
, L + |L|

3
) koja ja interval

oko L xirine 2|L|
3
. Primetimo da je L 6= 0 pa je |L|

3
> 0. Definicija ka�e da �e postojati

probuxena okolina U̇a takva da va�i f(x) ∈ UL kada x ∈ A ∩ U̇a. Interval UL je odabran
tako da se ceo nalazi sa iste strane nule kao i realan broj L jer kada je L > 0 tada je
L− |L|

3
= 2L

3
> 0 a kada je L < 0 tada je L+ |L|

3
= 2L

3
< 0. To znaqi da je funkcija razliqita

od nule i da je sgn f = sgnL na A ∩ U̇a. �

Slede�e tvr�e�e nam pokazuje kako se limesi sla�u sa algebarskim operacijama.

Tvr�e�e 43. Neka su date funkcije f, g : A→ R i neka je a ∈ R taqka nagomilava�a skupa
A. Pretpostavi�emo da funkcije imaju konaqne graniqne vrednosti u taqki a, L1 = lim

x→a
f(x)

i L2 = lim
x→a

g(x). Tada:

a) postoji limes zbira ove dve funkcije i va�i lim
x→a

(f + g)(x) = L1 + L2;

b) postoji limes proizvoda ove dve funkcije i va�i lim
x→a

(f · g)(x) = L1 · L2;

v) Ako je L2 6= 0 tada postoji limes koliqnika ove dve funkcije2 i va�i lim
x→a

f(x)
g(x)

= L1

L2
;

g) Ako postoji probuxena okolina taqke a, u oznaci U̇a, takva da je f(x) ≤ g(x) za sve
x ∈ U̇a tada je L1 ≤ L2.

Dokaz.

a) Neka je ε > 0 proizvo	no. Iz qi�enice da f i g imaju graniqne vrednosti sledi da
postoje probuxene okoline U̇ f

a i U g
a takve da va�i

|f(x)− L1| <
ε

2
, x ∈ U̇ f

a ∩ A,
i

|g(x)− L2| <
ε

2
, x ∈ U̇ g

a ∩ A.
Tada na preseku ovih probuxenih okolina, xto je tako�e probuxena okolina od a,
U̇a = U̇ f

a ∩ U̇ g
a va�i

|f(x) + g(x)− (L1 + L2)| = |(f(x)− L1) + (g(x)− L2)| ≤

≤ |f(x)− L1|+ |g(x)− L2| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Prva nejednakost sledi iz nejednakosti trougla. Zak	uqujemo da limes zbira funkcija
postoji i da je jednak zbiru L1 + L2. Dokaz u ovom obliku prolazi i u sluqaju kada
je a neka konaqna taqka a i u sluqaju da je a beskonaqna taqka.

b) Odaberimo proizvo	no ε > 0 i na�imo probuxenu okolinu taqke a na kojoj je
funkcija g ograniqena. Okolinu �emo oznaqiti sa U̇1

a i na toj okolini va�i |g(x)| ≤
M pri qemu je M > 0 konstanta. Za ovako odre�enu konstantu postoji probuxena

2Primetimo da iz Tvr�e�a 41 sledi da je funkcija g razliqita od nule na nekoj probuxenoj okolini taqke

a pa je koliqnik f/g definisan na toj probuxenoj okolini.
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okolina U̇2
a takva da je

|f(x)− L1| <
ε

2M
za sve x ∈ U̇2

a ∩ A. Iz qi�enice da je L2 graniqna vrednost funkcije g postoja�e
probuxena okolina U̇3

a na kojoj va�i

|g(x)− L2| <
ε

2(|L1|+ 1)
.

Na preseku probuxene okoline

U̇a = U̇1
a ∩ U̇2

a ∩ U̇3
a

i skupa A va�i

|f(x)g(x)− L1L2| = |f(x)g(x)− L1g(x) + L1g(x)− L1L2| ≤
≤ |g(x)| · |f(x)− L1|+ |L1| · |g(x)− L2| <

< M · ε

2M
+ (|L1|+ 1)

ε

2(|L1|+ 1)
= ε.

v) Ako koliqnik f
g
vidimo kao proizvod f(x) · 1

g(x)
onda je dovo	no da poka�emo da va�i

lim
x→a

1

g(x)
=

1

L2

(8)

i koriste�i prethodno slovo u tvr�e�u dolazimo do dokaza osobine v). Dakle,
pokazujemo da va�i (8). Kako postoji limes funkcije g koji je razliqit od nule,
L2 6= 0, onda �e postojati probuxena okolina taqke a, U̇1

a , takva da je

|g(x)− L2| <
|L2|
3

za sve x ∈ A∩ U̇1
a . Ako je L2 > 0 tada je g(x) > L2− |L2|

3
= 2L2

3
> 0 a ako je L2 < 0 tada

je g(x) < L2 +
|L2|
3

= 2L2

3
< 0. U oba sluqaja va�i da je

|g(x)| > 2

3
|L2|

za sve x ∈ A ∩ U̇1
a . Za proizvo	no ε > 0 razliku |g(x) − L2| mo�emo da procenimo

odozgo sa 2
3
|L2|2ε na nekoj probuxenoj okolini U̇2

a . Sada na preseku A∩ U̇1
a ∩ U̇2

a va�i∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

L2

∣∣∣∣ = |g(x)− L2|
|g(x)| · |L2|

<
|g(x)− L2|

2
3
|L2|2

<

<
1

2
3
|L2|2

· 2
3
|L2|2ε = ε.

g) Pretpostavimo suprotno, L1 > L2. Neka je ε =
L1−L2

5
. Kako je lim

x→a
f(x) = L1 tada �e

postojati probuxena okolina U̇1
a takva da va�i

|f(x)− L1| < ε.

Iz qi�enice da je lim
x→a

g(x) = L2 sledi da va�i

|g(x)− L2| < ε

na A ∩ U̇2
a za neku probuxenu okolinu U̇

2
a . Posmatraju�i probuxenu okolinu

U̇a = U̇1
a ∩ U̇2

a
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dolazimo da za sve taqke domena koje se nalaze u ovoj okolinu va�i

g(x) < L2 + ε < L1 − ε < f(x)

a to je u kontradikciji sa tim da va�i f(x) ≤ g(x) na nekoj probuxenoj okolini
taqke a. Dakle, pretpostavka ne va�i pa zak	uqujemo da je L1 ≤ L2.

�
Iz prethodnog tvr�e�a jednostavno zak	uqujemo da za sve realne brojeve α i β va�i

lim
x→a

(αf + βg)(x) = α lim
x→a

f(x) + β lim
x→a

g(x)

ako funkcije f i g imaju navedene graniqne vrednosti. Ova jednakost, kao i prethodno tvr�e�e,
va�i i u sluqaju kada je taqka a konaqna a limesi koje posmatramo jednostrani.

Slede�e tvr�e�e nam pokazuje kako se beskonaqni limesi sla�u sa algebarskim operaci-
jama. Kako su dokazi ovih osobina vrlo sliqni dokazu Tvr�e�a 43 ostav	amo ih qitaocu.

Tvr�e�e 44. Neka su date funkcije f, g : A → R pri qemu je a ∈ R taqka nagomilava�a
skupa A. Tada va�i:

a) ako je lim
x→a

f(x) = +∞ i lim
x→a

g(x) = L gde je−∞ < L ≤ +∞ tada je lim
x→a

(f(x)+g(x)) = +∞;

b) ako je lim
x→a

f(x) = −∞ i lim
x→a

g(x) = L gde je−∞ ≤ L < +∞ tada je lim
x→a

(f(x)+g(x)) = −∞;

v) ako je lim
x→a

f(x) = ±∞ i lim
x→a

g(x) = L ∈ R \ {0} tada je lim
x→a

(f(x) · g(x)) = (sgnL) · (±∞);

g) ako je lim
x→a

f(x) = ±∞ tada je lim
x→a

1
f(x)

= 0.

Primetimo da smo ovo tvr�e�e mogli da dodamo Tvr�e�u 43 ako dozvolimo da limesi budu
u skupu R i da su operacije + i · proxirene na R kao u lekciji o proxirenom skupu realnih
brojeva. Kao xto smo u tom poglav	u ve� naveli neki izrazi, npr. (+∞) + (−∞), ostaju
nedefinisani. Odnosno, operacije + i · ne mo�emo da proxirimo tako da budu operacije na
celom R. Slede�i primer �e nam objasniti zaxto (+∞) + (−∞) ne mo�emo da definixemo.

Primer 45. Neka su date slede�e funkcije

f1(x) = x2 + 2x, g1(x) = −(x2 + x),

f2(x) =
√
x2 + 2x, g2(x) = −

√
x2 + x.

Primetimo da va�i f1(x) → +∞, f2(x) → +∞, g1(x) → −∞ i g2(x) → −∞ kada x → +∞.
Ako �elimo da na�emo limes funkcija f1+g1 i f2+g2 prolaskom limesom kroz zbir dolazimo
do oblika (+∞) + (−∞) za koji smo ve� videli da nije pokriven Tvr�e�em 44. Dakle, limes
zbira moramo da na�emo na drugaqiji naqin. Sre�iva�em izraza dolazimo do slede�eg

f1(x) + g1(x) = (x2 + 2x)− (x2 + x) = x→ +∞, x→ +∞,
i

f2(x) + g2(x) =
√
x2 + 2x−

√
x2 + x = (

√
x2 + 2x−

√
x2 + x) ·

√
x2 + 2x+

√
x2 + x√

x2 + 2x+
√
x2 + x

=

=
x2 + 2x− (x2 + x)√
x2 + 2x+

√
x2 + x

=
x

x
√
1 + 2

x
+ x
√

1 + 1
x

→ 1

2
, x→ +∞.

Dakle, u oba sluqaja prolaskom limesom kroz zbir dolazimo do oblika (+∞) + (−∞). Raqu-
na�em limesa dolazimo do toga da je u prvom sluqaju limes beskonaqan dok je u drugom sluqaju
limes konaqan broj. Na ovaj naqin vidimo da ne mo�emo izrazu (+∞) + (−∞) dodeliti neki
element iz R tako da algebarska operacija + i lim budu usaglaxeni. ]

Zadatak 46. Date su funkcije f1(x) = 1
x
, f2(x) = 1

x2
, f3(x) = 1

2x
, g1(x) = 1

x2
, g2(x) = 1

x

i g3(x) = 1
3x
. Na�i lim

x→+∞
fi(x)
gi(x)

za i ∈ {1, 2, 3}. Primetimo da se u sva tri sluqaja prolaskom
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limesa kroz koliqnik dobija oblik 0
0
za koji znamo da nije definisan. Dakle, to nije naqin

da se rexi ovaj zadatak. X

Tvr�e�e 47. Date su funkcije f, g : A → R i a ∈ R taqka nagomilava�a skupa A. Tada
va�i slede�e:

a) ako je lim
x→a

f(x) = 0 i funkcija g je ograniqena na nekoj probuxenoj okolini taqke a

tada je lim
x→a

(f(x) · g(x)) = 0;

b) u sluqaju kada je a konaqna taqka, lim
x→a+

f(x) = 0 i funkcija g ograniqena na nekoj

desnoj okolini taqke a, (a, a+ δ) ∩ A, tada je lim
x→a+

(f(x) · g(x)) = 0;

v) u sluqaju kada je a konaqna taqka, lim
x→a−

f(x) = 0 i funkcija g ograniqena na nekoj

levoj okolini taqke a, (a− δ, a) ∩ A, tada je lim
x→a−

(f(x) · g(x)) = 0.

Dokaz. Dokaza�emo tvr�e�e koje se nalazi pod prvim slovom a ostala dva se dokazuju
sliqno. Zbog jednostavnijeg zapisa pokri�emo sluqaj kada je taqka a konaqna.

Uzmimo ε > 0 proizvo	no. Neka je U̇a(δ1) = (a − δ1, a + δ1) probuxena okolina taqke a
takva da je |g(x)| ≤ M za sve x ∈ A ∩ U̇a(δ1). Ovde je δ1 > 0 i M > 0 je neko ograniqe�e
funkcije g. Kako je limes funkcije f jednak 0 onda �e postojati δ2 > 0 tako da va�i

|f(x)− 0| < ε

M
,

za sve x ∈ A ∩ U̇a(δ2). Neka je
δ := min{δ1, δ2}.

Sada za sve x ∈ A ∩ U̇a(δ) va�e procene

|f(x)| < ε

M
, |g(x)| ≤M,

pa na tom skupu va�i i

|f(x) · g(x)| < ε

M
·M = ε.

Odatle zak	uqujemo lim
x→a

(f(x) · g(x)) = 0. �

Napomena 48. Osobina iskazana u ovom tvr�e�u nam ka�e da je proizvod ograniqene
funkcije i nula funkcije tako�e nula funkcija. Ka�emo da je neka funkcija nula ako je �en
odgovaraju�i limes jednak nuli. �

Zadatak 49. Pokazati da va�i lim
x→+∞

sinx
x

= 0 i lim
x→0

(
x · sin 1

x

)
= 0. X

Koriste�i pojam nula funkcije koji smo spomenuli u Napomeni 48 pokaza�emo da je neka
funkcija nula funkcija ako i samo ako je �ena apsolutna vrednost tako�e nula funkcija.
Podsetimo se da smo imali sliqno tvr�e�e za nizove.

Tvr�e�e 50. Za funkciju f : A→ R va�i

lim
x→a

f(x) = 0⇔ lim
x→a
|f(x)| = 0.

Postoja�e jednog od navedenih limesa implicira postoja�e i onog drugog.
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Dokaz. Dokaz �emo izvesti nizom ekvivalencija pri qemu su prva i posled�a ekvivalencija
definicije limesa dok su ekvivalencije izme�u obiqno sre�iva�e algebarskih izraza.

lim
x→a

f(x) = 0⇔ (∀ ε > 0)(∃ U̇a)(∀ x ∈ A ∩ U̇a) |f(x)− 0| < ε

⇔ (∀ ε > 0)(∃ U̇a)(∀ x ∈ A ∩ U̇a) |f(x)| < ε

⇔ (∀ ε > 0)(∃ U̇a)(∀ x ∈ A ∩ U̇a) ||f(x)| − 0| < ε

⇔ lim
x→a
|f(x)| = 0.

�

Ako je taqka nagomilava�a konaqna onda prethodno tvr�e�e va�i i za jednostrane limese.
U tvr�e�u je bitno da je graniqna vrednost nula i ne postoji tvr�e�e koje povezuje graniqnu
vrednost apsolutne vrednosti funkcije i graniqnu vrednost same funkcije ako je graniqna
vrednost neki drugi nenula broj. To se jednostavno vidi na primeru funkcije f(x) = (−1)[x]
za koju va�i da je |f(x)| = 1 pa je i lim

x→+∞
|f(x)| = 1 dok limes same funkcije f(x) ne postoji

kada x→ +∞.

Teorema 51. (Teorema o tri limesa) Neka funkcije f, g, h : A→ R zadovo	avaju nejed-

nakosti

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x)

na nekoj probuxenoj okolini U̇a taqke a koja je taqka nagomilava�a skupa A. Ako postoje

lim
x→a

f(x) i lim
x→a

g(x) i jednaki su, tada postoji lim
x→a

h(x) i va�i

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g(x).

Dokaz. Oznaqimo sa L := lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) i neka je ε > 0 proizvo	no. Iz definicije

limesa sledi da postoje probuxene okoline U̇ f
a i U̇ g

a takve da va�i

|f(x)− L| < ε, x ∈ U̇ f
a ,

i
|g(x)− L| < ε, x ∈ U̇ g

a .

Tada na preseku probuxenih okolina U̇a = U̇ f
a ∩ U̇ g

a va�e nejednakosti

L− ε < f(x) < L+ ε, L− ε < g(x) < L+ ε, f(x) ≤ h(x) ≤ g(x),

odnosno
L− ε < f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) < L+ ε.

Dakle, naxli smo probuxenu okolinu taqke a na kojoj va�i L− ε < h(x) < L+ ε. To znaqi
da je L = lim

x→a
h(x). �

Teorema 52. Neka je a ∈ R taqka nagomilava�a skupa A i f : A → R funkcija koja ima

graniqnu vrednost u taqki a, L = lim
x→a

f(x) ∈ R. Ako je funkcija ϕ : R → R neprekidna u

taqki L tada va�i

lim
x→a

ϕ ◦ f(x) = ϕ
(
lim
x→a

f(x)
)
= ϕ(L).

Prethodna teorema nam ka�e da neprekidna funkcija i limes mogu da zamene mesta.

Teorema 53. (Teorema o smeni promen	ive u limesu) Neka funkcija f : (a, b) → R
ima graniqnu vrednost u taqki x0 ∈ [a, b] i neka je ψ : [α, β]→ [a, b] neprekidno preslikava�e
koje je bijekcija qiji je inverz ψ−1 tako�e neprekidna funkcija. Tada je

lim
x→x0

f(x) = lim
t→ψ−1(x0)

f ◦ ψ(t).
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Napomena 54. Ako je x0 = a ili x0 = b onda su limesi koji se spomi�u u teoremi odgo-
varaju�i jednostrani limesi. Ako je, na primer, x0 = a i ψ(β) = a tada va�i lim

x→a+
f(x) =

lim
t→β−

f ◦ ψ(t). �

Dokaze prethodne dve teoreme �emo izostaviti a umesto toga �emo u slede�em ode	ku na
nekoliko primera pokazati kako se teorema prime�uje.

3.3. Limesi elementarnih funkcija i osnovni limesi.

Primer 55. (Limes polinomske funkcije u beskonaqnosti) Neka je dat polinom

Pn(x) = a0 + a1 x+ ...+ an x
n (9)

gde su a0, a1, ..., an realni koeficijenti ovog polinoma. Ako je polinom konstantan, odnosno
ako su svi koeficijenti uz x, x2, ..., xn−1, xn jednaki nuli tada je Pn(x) = a0 za sve x ∈ R. Limes
konstantne funkcije je sama ta konstanta pa je u tom sluqaju

lim
x→+∞

Pn(x) = a0.

Pretpostavimo da polinom nije jednak konstanti, tj. da je oblika (9) pri qemu je an 6= 0 (ko-
eficijent an se naziva vode�im koeficijentom) i n ≥ 1 (broj n se naziva stepenom polinoma).
Tada je

lim
x→+∞

Pn(x) = lim
x→+∞

 xn︸︷︷︸
→ +∞

 a0
xn︸︷︷︸
→ 0

+
a1
xn−1︸ ︷︷ ︸
→ 0

+...+
an−1
x︸ ︷︷ ︸
→ 0

+ an︸︷︷︸
→ an


︸ ︷︷ ︸

→ an 6= 0

 =

=

{
+∞, an > 0
−∞, an < 0.

]

Primer 56. (Limes racionalne funkcije u beskonaqnosti) Podsetimo se da je racionalna
funkcija koliqnik dve polinomske i u opxtem sluqaju je oblika

R(x) =
a0 + a1 x+ ...+ an x

n

b0 + b1 x+ ...+ bm xm
.

Da bismo izbegli trivijalne sluqajeve pretpostavi�emo da je an 6= 0 i bm 6= 0. Limes
racionalne funkcije u beskonaqnosti zavisi od odnosa stepena polinoma u brojiocu i ime-
niocu.

Ako je n < m tada je

lim
x→+∞

R(x) = lim
x→+∞

xn
(
a0
xn

+ ...+ an−1

x
+ an

)
xm
(
b0
xm

+ ...+ bm−1

x
+ bm

) =

= lim
x→+∞


1

xm−n︸ ︷︷ ︸
→ 0

a0
xn

+ ...+
an−1
x

+ an︸ ︷︷ ︸
→ an

b0
xm

+ ...+
bm−1
x

+ bm︸ ︷︷ ︸
→ bm

 = 0.

Ako je n = m tada je

lim
x→+∞

R(x) = lim
x→+∞

a0
xn

+ ...+ an−1

x
+ an

b0
xm

+ ...+ bm−1

x
+ bm

=
an
bm
.
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Preostao nam je sluqaj kada je n > m. Iskoristi�emo prethodne transformacije funkcije
R(x) i dolazimo do slede�eg zak	uqka

lim
x→+∞

R(x) = lim
x→+∞

x
n−m︸ ︷︷ ︸
→ +∞

a0
xn

+ ...+
an−1
x

+ an︸ ︷︷ ︸
→ an

b0
xm

+ ...+
bm−1
x

+ bm︸ ︷︷ ︸
→ bm

 = sgn
an
bm
· (+∞).

Dolazimo do slede�eg zak	uqka

lim
x→+∞

a0 + a1 x+ ...+ an x
n

b0 + b1 x+ ...+ bm xm
=


0, n < m
an
bm
, n = m

(+∞) · sgn an
bm
, n > m.

]

Primer 57. U ovom primeru �elimo da na�emo graniqne vrednosti sinusne i kosinusne
funkcije u taqki a = 0.

Koriste�i trigonometrijski identitet

cosφ− cosψ = −2 sin φ+ ψ

2
sin

φ− ψ
2

dolazimo do jednakosti

cosx− 1 = cos x− cos 0 = −2 sin x
2
sin

x

2
,

odnosno

0 ≤ | cosx− 1| = 2
∣∣∣sin x

2

∣∣∣2 ≤ 2 · |x|
2

4
,

pri qemu posled�a nejednakost sledi iz Posledice 14. Kako je lim
x→0
|x|2 = 0 iz Teoreme o tri

limesa sledi

lim
x→0
| cosx− 1| = 0,

potom, koriste�i Posledicu 50 mo�emo da se oslobodimo apsolutne vrednosti

lim
x→0

(cosx− 1) = 0,

i na kraju iz svojstva slaga�a limesa i operacije + dobijamo

lim
x→0

cosx = 1.

Primetimo da je lim
x→0

cosx = cos 0 pa odmah mo�emo da zak	uqimo da je kosinusna funkcija

neprekidna u taqki a = 0.
Koriste�i nejednakosti

0 ≤ | sinx| ≤ |x|
i Teoremu o tri limesa jednostavno zak	uqujemo

lim
x→0

sinx = 0.

Kako je sin 0 = 0 zak	uqujemo da je sinusna funkcija neprekidna u taqki a = 0. Neprekid-
nost sinusne i kosinusne funkcije u ostalim taqkama �emo pokazati u delu o nprekidnosti
elementarnih funkcija. ]
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U Tvr�e�u 13 smo videli da za sve x ∈
[
0, π

2

)
va�i

sinx ≤ x ≤ tg x =
sinx

cosx
.

�elimo da ograniqimo koliqik sinx
x

u probuxenoj okolini nule pa dolazimo do nejednakosti

cosx ≤ sinx

x
≤ 1, (10)

za sve x ∈
(
0, π

2

)
. Ako je x ∈

(
−π

2
, 0
)
tada −x ∈

(
0, π

2

)
pa je

cos(−x) ≤ sin(−x)
−x

≤ 1.

Iskoristimo qi�enicu da je kosinus parna a sinus neparna funkcija pa dolazimo do istog
niza nejednakosti (10) na celoj probuxenoj okolini

(
−π

2
, π
2

)
\ {0} taqke nula. Videli smo da

je lim
x→0

cosx = 1, skroz desna strana nejednakosti (10) koja je jednaka konstanti 1 tako�e te�i

jedinici pa iz Teoreme o tri limesa dolazimo do osnovnog limesa

lim
x→0

sinx

x
= 1. (11)

Primer 58. Na�i lim
x→0

1−cosx
x2

.

Podsetimo se da je

cosx = cos
(
2 · x

2

)
= cos2

x

2
− sin2 x

2
= 1− 2 sin2 x

2

pa je

1− cosx

x2
=

2 sin2 x
2

x2
.

Dakle, �elimo da izraqunamo slede�i limes

2 lim
x→0

[
sin x

2

x

]2
.

Funkcija ϕ(x) = x2 je neprekidna funkcija pa koriste�i Teoremu 52 mo�emo da zak	uqimo
da je

lim
x→0

1− cosx

x2
= 2

[
lim
x→0

sin x
2

x

]2
ako postoji lim

x→0

sin x
2

x
. Ovaj limes se mo�e izraqunati koriste�i Teoremu o smeni promen	ive u

limesu i osnovni limes (11). Argument sinusa je x
2
i �elimo da nam to bude nova promen	iva

koju �emo oznaqiti sa t = x
2
. Jasno je da kada x te�i nuli onda i x

2
te�i nuli, odnosno kada

je x proizvo	no mala veliqina da �e tada i t biti proizvo	no mala veliqina. Prelaskom na
novu promen	ivu nax limes postaje

lim
x→0

sin x
2

x
= lim

t→0

sin t

2t
=

1

2
lim
t→0

sin t

t
=

1

2
,

pri qemu smo u posled�em koraku iskoristili osnovni limes (11). Na kraju dobijamo

lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.

]
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Kada smo zasnivali po	e R definisali smo Ojlerov broj e kao e = sup
{(

1 + 1
n

)n | n ∈ N
}

a zatim smo u delu o nizovima pokazali da je e = lim
n→+∞

(
1 + 1

n

)n
. Sada �emo pokazati da �e e

biti vrednost jox jednog osnovnog limesa.
Primetimo da je

lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

= lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→+∞

[(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)]
= e (12)

jer je [x] prirodan broj kada x ide u beskonaqnost a za limes po n smo ve� pokazali qemu je
jednak. Bi�e nam potreban i slede�i limes

lim
n→+∞

(
1 +

1

n+ 1

)n
= lim

n→+∞

[(
1 +

1

n+ 1

)n+1
n+ 1

n+ 2

]
= e. (13)

Ovde limes mo�e da pro�e kroz proizvod jer postoji i limes od
(
1 + 1

n+1

)n+1
i limes od n+1

n+2

(prvi limes je zapravo limes niza
(
1 + 1

n

)n
kome je samo indeks pomeren za jedan).

Neka je sada x realan pozitivan broj. Znamo da je

[x] ≤ x < [x] + 1,

pa je (
1 +

1

[x] + 1

)[x]

<

(
1 +

1

x

)x
≤
(
1 +

1

[x]

)[x]+1

.

Skroz leva strana te�i ka vrednosti e kada x → +∞ (to sledi iz jednaqine (13)) dok skroz
desna strana te�i istoj vrednosti a to sledi iz jednaqine (12). Na osnovu Teoreme o tri
limesa za funkcije dobijamo slede�i osnovni limes:

e = lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
. (14)

Primer 59. Izraqunati slede�i limes lim
x→−∞

(
1 + 1

x

)x
.

Ideja je da se pre�e na novu promen	ivu t = −x pri qemu va�i da t→ +∞ kada x→ −∞.
Dakle

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
(a)
= lim

t→+∞

(
1− 1

t

)−t
= lim

t→+∞

(
t

t− 1

)t
=

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)t
= lim

t→+∞

[(
1 +

1

t− 1

)t−1
·
(
1 +

1

t− 1

)]
=

(b)
= lim

t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)t−1
· lim
t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)
=

(c)
= lim

z→+∞

(
1 +

1

z

)z
· (1 + 0) = e.

Jednakost (a) se dobije uvo�e�em smene t = −x, (b) se dobija prolaskom limesa kroz proizvod
dok smo korak (c) dobili uvo�e�em smene z = t − 1. Primetimo da z → +∞ kada t → +∞.
Posled�a jednakost sledi korix�e�em osnovnog limesa (14). ]

Zadatak 60. Koriste�i odgovaraju�e smene pokazati slede�e jednakosti:

a) lim
x→0

(1 + x)
1
x = e,

b) lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1,

v) lim
x→0

ex−1
x

= 1,
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g) lim
x→0

ax−1
x

= ln a, a > 1,

d) lim
x→0

(1+x)α−1
x

= α.

X

3.4. Limes monotone funkcije. U Definiciji 9 smo definisali monotone funkcije,
dok smo u Definiciji 7 definisali pojam supremuma i infimuma funkcije na nekom skupu.
Oni �e nam biti potrebni za slede�u teoremu koja opisuje kada postoji limes monotone funkcije.

Teorema 61. Neka je f : (a, b)→ R rastu�a funkcija qiji je domen interval (a, b). Va�i

slede�e:

a) ako je funkcija ograniqena odozgo tada postoji konaqan lim
x→b−

f(x) i va�i

lim
x→b−

f(x) = sup
x∈(a,b)

f(x);

b) ako funkcija nije ograniqena odozgo tada je

lim
x→b−

f(x) = +∞;

v) ako je funkcija ograniqena odozdo tada postoji konaqan lim
x→a+

f(x) i va�i

lim
x→a+

f(x) = inf
x∈(a,b)

f(x);

g) ako funkcija nije ograniqena odozdo onda je

lim
x→a+

f(x) = −∞.

Dokaz. Pokaza�emo deo a) i b) a ostala dva slova se pokazuju analogno.

a) Neka je funkcija ograniqena odozgo, nekom konstantom M . To znaqi da va�i

(∀ x ∈ (a, b)) f(x) ≤M.

Tada skup vrednosti
V = {f(x) | x ∈ (a, b)}

koji je neprazan skup ima jedno gor�e ograniqe�e, konstantu M . Podsetimo se da
u skupu R va�i Aksioma supremuma pa svaki neprazan i odozgo ograniqen skup ima
supremum. Zak	uqujemo da skup V ima supremum u skupu R, L = supV . To je zapravo
drugaqija oznaka istog pojma supV = sup

x∈(a,b)
f(x).

Sada nam je preostalo da poka�emo da je L levi limes funkcije u taqki b. Neka
je ε > 0 proizvo	no. �elimo da na�emo δ > 0 takvo da va�i

|f(x)− L| < ε

za sve x ∈ (b− δ, b). Kako je L− ε broj koji je strogo ma�i od L, a L je najma�e gor�e
ograniqe�e skupa V , to znaqi da L− ε ne�e biti gor�e ograniqe�e skupa V . Dakle
postoja�e element skupa V koji je ve�i od L− ε

(∃ x0 ∈ (a, b))f(x0) > L− ε.
Sa druge strane kako je f rastu�a funkcija onda je

f(x0) ≤ f(x)

za sve vrednosti x iz intervala (a, b) koje su ve�e od x0. Znamo da f(x) ∈ V pa je i
f(x) ≤ L za takve vrednosti x. Odabra�emo

δ = b− x0.
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Doxli smo do nejednakosti

L− ε < f(x0) ≤ f(x) ≤ L

koja va�i za sve x ∈ (b− δ, b) = (x0, b). Ovim smo pokazali da je L = lim
x→b−

f(x).

b) Sada polazimo od funkcije koja nije ograniqena odozgo, odnosno za koju va�i

¬ (∃ C ∈ R) (∀ x ∈ (a, b)) f(x) ≤ C.

Kada pro�emo negacijom kroz prethodni izraz dolazimo do toga da va�i

(∀ C ∈ R) (∃ x0 ∈ (a, , b)) f(x0) > C.

Funkcija f je rastu�a pa �e za sve x ≥ x0 va�iti

f(x) ≥ f(x0) > C.

Zak	uqujemo slede�e

(∀ C ∈ R) (∃ δ = b− x0 > 0) (∀ x ∈ (b− δ, b) = (x0, b)) f(x) > C,

odnosno lim
x→b−

f(x) = +∞.

�
Ostav	amo qitaocu da sam formulixe analognu teoremu uz pretpostavku da je funkcija
opadaju�a.

3.5. Asimptotske relacije i asimptote funkcije. Sada kada nam je poznat pojam
limesa funkcije mo�emo da definixemo razne relacije me�u funkcijama koje �e nam na neki
naqin upore�ivati funkcije.

Definicija 62. Neka su date funkcije f : A→ R i g : B → R i a ∈ R tako da je a taqka
nagomilava�a i skupa A i skupa B. Ka�emo da va�i

f = o(g) ili f � g kada x→ a

ako i samo ako postoji funkcija α(x) definisana na nekoj probuxenoj okolini taqke a, U̇a,
takva da va�i

f(x) = α(x) · g(x), ∀ x ∈ U̇a ∩ A ∩B,
i

lim
x→a

α(x) = 0.

Kada su dve funkcije f i g u ovakvoj relaciji onda ka�emo funkcija f je zanemar	iva u odnosu
na funkciju g ili f je beskonaqno mala funkcija u odnosu na g ili f je malo o od g. ♦

Istaknimo da domeni funkcija f i g ne moraju biti jednaki ali moraju imati zajedniqku
taqku nagomilava�a i relacija koju smo definisali tiqe se lokalnog ponaxa�a funkcije u
probuxenoj okolini taqke nagomilava�a.

Ovu definiciju mo�emo da formulixemo i na ε-δ jeziku

f � g, x→ a⇔ (∀ ε > 0) (∃ δ > 0) 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)| < ε · |g(x)|.
Ako je funkcija g razliqita od nule na nekoj probuxenoj okolini taqke a onda de	e�em

jednakosti f = α · g sa g i prolaskom limesom kada x → a dolazimo do toga da va�i f � g
kada x→ a ako i samo ako je

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ = 0.

Primer 63. Pokazati da va�i x3 = o(x2) kada x→ 0.
Funkcija g(x) = x2 je razliqita od nule na probuxenoj okolini nule (−1, 1) \ {0}, pa samo

treba na�i limes

lim
x→0

x3

x2
= lim

x→0
x = 0.
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Opxtije, va�i�e xα = o(xβ), x → 0, kad god me�u realnim parametrima va�i nejednakost
α > β. ]

Primer 64. �elimo da uporedimo rast stepenih funkcija u okolini taqke+∞. Pokazati
da va�i x = o(x2) kada x→ +∞.

Funkcija g(x) = x2 je razliqita od nule na (1,+∞) xto je probuxena okolina taqke +∞ i
dovo	no je na�i limes koliqnika

lim
x→+∞

x

x2
= lim

x→+∞

1

x
= 0.

Opxtije, va�i�e xα = o(xβ), x → +∞, kad god me�u realnim parametrima va�i nejednakost
α < β. ]

Primer 65. Pokazati da va�i sinx = o(x) kada x→ +∞.
U Tvr�e�u 47 smo videli da je limes proizvoda ograniqene i nula funkcije tako�e jednak

nuli. Tako da �emo koliqnik sinx
x

videti kao proizvod sinusne funkcije koja je ograniqena i
funkcije 1

x
koja te�i nuli kada x→ +∞ odakle jednostavno zak	uqujemo da je

lim
x→+∞

sinx

x
= 0.

]

Za razliku od prethodnog primera kada smo upore�ivali funkcije u okolini beskonaqnosti
u okolini nule va�i drugaqija relacija.

Primer 66. Pokazati da va�i sinx− x = o(x) kada x→ 0.
Ovo svojstvo se pokazuje pomo�u osnovnog limesa (11).

lim
x→0

sinx− x
x

= lim
x→0

sinx

x
− 1 = 1− 1 = 0.

]

Tvr�e�e 67. Pokazati da va�i

a) o(f) + o(f) = o(f);
b) f · o(g) = o(f · g);
v) o(f) · o(g) = o(f · g);
g) (∀ c ∈ R \ {0}) c · o(f) = o(f);
d) f = o(1), x→ a⇔ lim

x→a
f(x) = 0.

Dokaz. Pokaza�emo samo neke osobine dok ostale ostav	amo qitaocu za ve�bu. Kada u
delu a) ka�emo da va�i jednakost o(f) + o(f) = o(f) to zapravo znaqi da kada uzmemo neku
funkciju koja je zanemar	iva u odnosu na f kada x → a, oznaqimo je sa h1, i neku drugu
funkciju koja je tako�e zanemar	iva u odnosu na f kada x→ a, oznaqimo je sa h2, onda �e i
�ihov zbir h1 + h2 biti funkcija koja je zanemar	iva u odnosu na f kada x→ a. Poka�imo
ovo svojstvo.

Ako je h1 = o(f) i h2 = o(f) onda �e postojati funkcije α1 i α2 takve da je

h1 = α1(x) · f(x), lim
x→a

α1(x) = 0

i
h2 = α2(x) · f(x), lim

x→a
α2(x) = 0.

Tada za funkciju α(x) = α1(x) + α2(x) va�i da je

h1(x) + h2(x) = α(x) · f(x),
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pri qemu je
lim
x→a

α(x) = lim
x→a

(α1(x) + α2(x)) = lim
x→a

α1(x) + lim
x→a

α2(x) = 0.

U posled�em svojstvu se pojav	uje jedinica u delu iskaza f = o(1). Ta jedinica oznaqava
konstantnu funkciju koja je svuda jednaka vrednosti 1. Tako da je dokaz tog dela tvr�e�a
trivijalan jer

f = o(1), x→ a⇔ lim
x→a

f(x)

1
= 0.

�

Definicija 68. Neka su date funkcije f : A→ R i g : B → R i a ∈ R taqka nagomilava�a
skupova A i B. Ka�emo da je fukncija f sliqna funkciji g kada x→ a ako postoji funkcija
β : U̇a → R definisana na nekoj probuxenoj okolini taqke a takva da je

f(x) = β(x) · g(x), x ∈ U̇a ∩ A ∩B,
i va�i

lim
x→a

β(x) = 1.

U tom sluqaju pixemo
f ∼ g, x→ a.

♦

Na ovaj naqin smo definisali jednu relaciju me�u funkcijama, i jednostavno se pokazuje
da je relacija ∼ relacija ekvivalencije.

Ako je g(x) 6= 0 na nekoj probuxenoj okolini taqke a onda se provera da li su dve funkcije
u relaciji ∼ svodi na tra�e�e limesa koliqnika jer va�i

f ∼ g, x→ a⇔ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

Znaju�i osnovni limes (11), Primer 58 i Zadatak 60 dolazimo do slede�ih funkcija me�u
kojima va�i relacija sliqnosti

sinx ∼ x, x→ 0,

ln(1 + x) ∼ x, x→ 0,

1− cosx ∼ 1

2
x2, x→ 0,

ex − 1 ∼ x, x→ 0,

ax − 1 ∼ ln a · x, x→ 0 (a > 0),

(1 + x)α − 1 ∼ α · x, x→ 0.

(15)

Zadatak 69. Pokazati da va�e slede�e relacije:

a) x3 + x2 + 2x− 7 ∼ x3, x→ +∞,
b) x3 + x2 + 2x− 7 ∼ −7, x→ 0,
v) x7 + x5 + 3x2 ∼ x7, x→ +∞,
g) x7 + x5 + 3x2 ∼ 3x2, x→ 0,
d) x8 + x4 + sinx17 ∼ x8, x→ +∞,

�) x4+8
x3+7x

∼ x, x→ −∞,

e) x10+10x5+
√
x

7x+ 5√x ∼ x
1
2
− 1

5 , x→ 0. X

Naredno tvr�e�e povezuje relacije sliqnosti i zanemar	ivosti izme�u dve funkcije.

Tvr�e�e 70. Neka su date dve funkcije f i g takve da je taqka a ∈ R taqka nagomilava�a
�ihovih domena. Tada va�i slede�e:
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a) ako je f ∼ g kada x→ a onda je o(f) = o(g) kada x→ a;
b) f ∼ g, x→ a ako i samo ako va�i f − g = o(g), x→ a.

Dokaz. U delu a) jednakost o(f) = o(g) ka�e da svaka funkcija koja je zanemar	iva u odnosu
na f mora biti zanemar	iva u odnosu na g i, obrnuto, svaka funkcija koja je zanemar	iva u
odnosu na g mora biti zanemar	iva u odnosu na f . Sve ovo naravno va�i pod pretpostavkom
da je f ∼ g kada x → a. Dakle, uzmimo funkciju h za koju va�i da je h = o(f) kada x → a.
Ho�emo da poka�emo da va�i h = o(g). Kako je f ∼ g onda postoji funkcija β takva da va�i
f(x) = β(x) · g(x) i β(x) → 1 kada x → a. Da	e, kako je h = o(f) onda postoji funkcija α
takva da su zadovo	eni uslovi h(x) = α(x) · f(x) i α(x)→ 0 kada x→ a. Zak	uqujemo

h(x) = α(x) · β(x) · g(x),
i α(x) · β(x) → 0 kada x → a. Funkciju h smo predstavili kao proizvod funkcije g i
funkcije koja te�i nuli u taqki a. Iz definicije sledi da je h = o(g) kada x → a. Za
zavrxetak dokaza potrebno je uzeti funkciju h koja je zanemar	iva u odnosu na g, h = o(g),
i pokazati da va�i h = o(f). Ovaj deo dokaza je isti kao i prethodni deo pri qemu je
potrebno zameniti mesta funkcija f i g.

Xto se dela b) tiqe nizom ekvivalencija, polaze�i od definicije sliqnih funkcija,
dolazimo do slede�eg:

f ∼ g, x→ a⇔ f(x) = β(x) · g(x), β(x)→ 1, x→ a

⇔ f(x)− g(x) = (β(x)− 1) · g(x), β(x)− 1→ 0, x→ a

⇔ f − g = o(g), x→ a.

�

Koriste�i relacije (15) i prethodno tvr�e�e dolazimo do slede�ih jednakosti koje nazi-
vamo jox i razvojem elementarnih funkcija

• sinx = x+ o(x), x→ 0;
• ln(1 + x) = x+ o(x), x→ 0;

• 1− cosx = x2

2
+ o

(
x2

2

)
= x2

2
+ o(x2), x→ 0;

• ex − 1 = x+ o(x), x→ 0;
• ax − 1 = ln a · x+ o(x), x→ 0 (a > 0);
• (1 + x)α − 1 = α · x+ o(x), x→ 0.

Zadatak 71. Koriste�i prethodne razvoje izraqunati slede�e limese:

a) lim
x→0

sin 17x
sinx
√
3
;

b) lim
x→0

sin2 x
ln(cosx)

. X

Sada nam je preostalo da definixemo pojmove kosih, horizontalnih i vertikalnih asimp-
tota funkcije. To �e biti prave (ako postoje) koje su proizvo	no blizu grafika fukncije u
taqkama koje su beskonaqne ili nekim taqkama koje su rupe domena.

Definicija 72. Prava y = a ·x+ b, a 6= 0 naziva se kosom asimptotom funkcije f u +∞
ako va�i f(x) = a · x+ b+ o(1), x→ +∞.

Sliqno, prava y = c · x+ d, a 6= 0 naziva se kosom asimptotom funkcije f u −∞ ako va�i
f(x) = c · x+ d+ o(1), x→ −∞. ♦

Ako je f(x) = a · x+ b+ o(1) kada x→ +∞ tada je

f(x)

x
= a+

b

x
+ o

(
1

x

)
, x→ +∞,
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pa je

a = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− a · x).

Ovo su formule po kojima se raqunaju koeficijenti a i b koji se pojav	uju u jednaqini kose
asimptote. Ako neki od ova dva limesa ne postoji onda funkcija ne�e imati kosu asimp-
totu u +∞. Sliqno, u okolini taqke −∞ do jednaqine kose asimptote dolazimo raqunaju�i
koeficijente c i d po slede�im formulama

c = lim
x→−∞

f(x)

x
, d = lim

x→−∞
(f(x)− c · x).

Definicija 73. Prava y = b naziva se horizontalnom asimptotom funkcije f u +∞
ako va�i f(x) = b+ o(1) kada x→ +∞.

Prava y = d naziva se horizontalnom asimptotom funkcije f u −∞ ako va�i f(x) =
d+ o(1) kada x→ −∞. ♦

Vidimo da su horizontalne asimptote specijalan sluqaj kosih asimptota kada je a = 0
odnosno c = 0. Ako grafik funkcije ima pravu kosu asimptotu (a 6= 0) kada x→ +∞ onda on
ne mo�e imati i horizontalnu asimptotu u +∞.

Funkcija f(x) = arctan x qiji je grafik prikazan na Slici 15 ima horizontalnu asimptotu
y = π

2
kada x→ +∞ i y = −π

2
kada x→ −∞.

Slika 15. Grafik funkcije f(x) = arctan x i odgovaraju�e horizontalne asimptote

Funkcija f(x) = cos x nema ni horizontalnih ni kosih asimptota. Iako je lim
x→±∞

cosx
x

= 0 ne

postoji lim
x→±∞

cosx pa samim tim ne postoje nikakve asimptote u okolini beskonaqnih taqaka.

Kada pogledamo grafik kosinusne funkcije vidimo da ona stalno oscilira izme�u vrednosti
1 i −1 (jer je periodiqna) pa grafik ni u jednom trenutku ne poqi�e da se pribli�ava nekoj
pravoj.

Kvadratna funkcija f(x) = x2 nema asimptota u ±∞ jer je lim
x→±∞

f(x)
x

= ±∞.

Eksponencijalna funkcija f(x) = ex ima horizontalnu asimptotu y = 0 kada x→ −∞ jer je
lim

x→−∞
ex = 0 dok u okolini +∞ nema ni kosu ni horizontalnu asimptotu jer je lim

x→+∞
ex

x
= +∞.

Zaista kada pogledamo grafik eksponencijalne funkcije vidimo da se ona u +∞ ponaxa jaqe
nego bilo koja linearna funkcija.

Definicija 74. Prava x = C naziva se vertikalnom asimptotom funkcije f ako va�i

lim
x→C−

|f(x)| = +∞ ili lim
x→C+

|f(x)| = +∞.

♦
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Vertikalne asimptote, ako postoje, jav	aju se u taqkama domena gde je funkcija dobijena
lep	e�em neke dve funkcije ili u taqkama koje su izbaqene iz domena (,,rupama" domena).

Primer 75. Odrediti sve asimptote funkcije f(x) = |x+ 3|e− 1
x .

Ako razvijemo e−
1
x kada je x proizvo	no veliko, odnosno 1

x
proizvo	no malo dolazimo do

slede�ih jednakosti

f(x) = (x+ 3)

(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
= x+ 2 + o(1), x→ +∞,

f(x) = (−x− 3)

(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
= −x− 2 + o(1), x→ −∞.

To znaqi da funkcija ima horizontalne asimptote i to x + 2 kada x → +∞ i −x − 2 kada
x→ −∞. Taqka x = 0 ne pripada domenu funkcije i vidimo da je

lim
x→0−

f(x) = +∞

pa je x = 0 vertikalna asimptota ove funkcije. Asimptote i sam grafik funkcije su
prikazani na Slici 16.

Slika 16. Grafik funkcije f(x) = |x+ 3|e− 1
x i odgovaraju�e asimptote

]

4. Neprekidnost funkcija

Podsetimo se pojma neprekidnosti funkcije u taqki koji je dat u Definiciji 15. Ka�emo
da je funkcija f : A→ R neprekidna u taqki a ∈ A ako i samo ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ < 0)(∀ x ∈ A) |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Istaknimo jox jednom da smo pojam neprekidnosti definisali samo u taqkama domena i da se
zato u ε− δ definiciji jav	a uslov |x− a| < δ i sama neprekidnost je zavisila od vrednosti
funkcije u toj taqki. Dok smo pojam graniqne vrednosti definisali u taqkama nagomilava�a
domena, u ε− δ definiciji imamo uslov 0 < |x− a| < δ i sama graniqna vrednost ne zavisi od
vrednosti funkcije u toj taqki (ako je a uopxte taqka domena).

Primer 76. Pokazati da je linearna funkcija f(x) = ax + b neprekidna u svakoj taqki
domena (za proizvo	ne konstante a i b).

Neka je x0 ∈ R proizvo	na taqka i neka je ε > 0 proizvo	no. Razlika

|f(x)− f(x0)| = |a(x− x0)|
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bi�e ma�a od ε za svako x ∈ R za koje va�i |x− x0| < δ gde je

δ =

{
ε
|a| , a 6= 0

1, a = 0.

Time smo pokazali neprekidnost linearne funkcije na celom domenu. ]

Iz ovog primera vidimo da su konstanta funkcija i linearna funkcija f(x) = x neprekidne.
Slede�i primer daje funkciju koja ima prekide u nekim taqkama domena.

Primer 77. Pokazati da funkcija f(x) = sgn x ima prekid u taqki a = 0.
Pretpostavimo suprotno, funkcija znak broja je neprekidna u taqki a = 0. Uze�emo da je ε

koje se jav	a u definiciji neprekidnosti u taqki jednako 1
2
. Definicija ka�e da �e postojati

δ > 0 takvo da va�i

|f(x)− f(0)| = |sgnx− 0| < 1

2
(16)

za sve x za koje je |x− 0| = |x| < δ. Uzmimo konkretno x1 =
δ
2
. Tada je x1 u intervalu (−δ, δ) na

kom va�i procena (16) ali raqunom dolazimo do slede�eg

|f(x1)− f(0)| = |sgnx1 − 0| = 1 >
1

2
xto je kontradikcija sa (16). Time smo pokazali da pretpostavka ne va�i pa funkcija sgn
ima prekid u taqki x = 0.

Tra�eno svojstvo smo mogli da poka�emo i na drugaqiji naqin. Ve� smo spomenuli ranije
da je funkcija neprekidna u taqki domena ako i samo ako je �en limes u toj taqki jednak
vrednosti funkcije u toj taqki (Zadatak 24). Kako ova funkcija nema limes u taqki a = 0
zak	uqujemo da tu ne mo�e biti neprekidna. ]

Tvr�e�e 78. Neka je funkcija f : A→ R neprekidna u taqki a ∈ A. Tada postoji okolina
Ua taqke a na kojoj je funkcija ograniqena.

Analogno tvr�e�e za limese je Tvr�e�e 40. Razlika je u tome xto kod limesa mo�emo
da govorimo o ograniqenosti funkcije na probuxenoj okolini dok kod neprekidnosti imamo
ograniqenost funkcije na celoj okolini. Dokaz �emo izostaviti jer se dobija jednostavnom
modifikacijom spomenutog tvr�e�a koje se odnosi na limese.

Analogno svojstvo iskazano u Tvr�e�u 41 za limese je slede�e tvr�e�e koje nam ka�e da
grafik neprekidne funkcije mo�emo da odvojimo od x−ose u nekoj okolini taqke u kojoj je
funkcija neprekidna i razliqita od nule.

Tvr�e�e 79. Ako je funkcija f : A → R neprekidna u taqki a ∈ A i ako va�i f(a) 6= 0
onda postoji okolina taqke a na kojoj je funkcija razliqita od nule i znak funkcije je isti
kao i znak broja f(a).

Sabira�em, mno�e�em i de	e�em neprekidnih funkcija (kada je definisano) opet dobi-
jamo neprekidne funkcije.

Tvr�e�e 80. Neka su date funkcije f, g : A → R koje su neprekidne u taqki a ∈ A. Tada
su funkcije α · f +β · g i f · g neprekidne funkcije u taqki a, za proizvo	ne realne konstante
α i β. Ako je, dodatno, g(a) 6= 0 onda je i funkcija f

g
neprekidna u taqki a.

Prethodno tvr�e�e nam je pokazalo da se pojam neprekidnosti lepo sla�e sa algebarskim
operacijama. Neprekidnost se oquvava i pri kompoziciji.

Tvr�e�e 81. Neka su date funkcije f : A → B i g : B → R takve da je funkcija f
neprekidna u taqki a ∈ A a funkcija g je neprekidna u taqki b = f(a). Tada je funkcija
g ◦ f : A→ R neprekidna u taqki a.
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Dokaz. Uzmimo proizvo	no ε > 0. Kako je funkcija g neprekidna u taqki b onda �e
postojati neko δ1 > 0 tako da va�i

|g(y)− g(b)| < ε (17)

kad god je |y − b| < δ1. Za ovako na�eno δ1 postoja�e neko δ > 0 tako da va�i

|f(x)− f(a)| < δ1 (18)

kad god je |x − a| < δ (ovo sledi iz qi�enice da je f neprekidna u taqki a). Sada spajamo
procene (17) i (18) i zak	uqujemo da kad god je |x− a| < δ onda je

| f(x)︸︷︷︸
y = f(x)

−f(a)| = |y − b| < δ1

pa je
|g ◦ f(x)− g ◦ f(a)| = |g(f(x))− g(f(a))| = |g(y)− g(b)| < ε.

Po definiciji sledi da je funkcija g ◦ f neprekidna u taqki a. �

Podsetimo se da je neka taqka domena bila taqka prekida ako funkcija u toj taqki nije
neprekidna. Mo�emo dodatno da klasifikujemo taqke prekida posmatraju�i levi i desni
limes funkcije u toj taqki.

Definicija 82. Data je funkcija f : A→ R i a ∈ A taqka domena u kojoj funkcija ima
prekid. Ka�emo da f ima otklo�iv prekid u taqki a ako postoje levi i desni limesi funkcije
u taqki a i ako su jednaki. U suprotnom, prekid nazivamo neotklo�ivim. Neotklo�iv prekid
nazivamo prekidom prve vrste ako funkcija ima levi i desni limes u toj taqki i limesi
su razliqiti. Neotklo�iv prekid nazivamo prekidom druge vrste ako bar jedan od limesa
lim
x→a+

f(x) i lim
x→a−

f(x) ne postoji. ♦

Primer 83. Primetimo da funkcija g : R→ R data sa

g(x) =

{
sinx
x
, x 6= 0

7, x = 0,

ima otklo�iv prekid u taqki a = 0. Levi i desni limes funkcije g u taqki a = 0 jednaki su
osnovnom limesu (11)

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0−

g(x) = lim
x→0

sinx

x
= 1.

Prekide ove vrste nazivamo otklo�ivim jer mi mo�emo da promenimo vrednost funkcije g u
taqki a = 0 tako da onda postane neprekidna. ]

U Primeru 77 smo videli da je a = 0 taqka prekida funkcije sgnx. Kako je levi limes
funkcije u toj taqki jednak vrednosti −1 a desni limes jednak jedinici zak	uqujemo da je
taqka a = 0 taqka prekida prve vrste funkcije sgnx.

4.1. Globalna svojstva neprekidnih funkcija. U prethodnom delu smo se bavili
lokalnim svojstvima neprekidnih funkcija, odnosno ponaxa�em funkcije u okolini neke
taqke. Sada �emo se baviti globalnim svojstvima neprekidnih funkcija koja opisuju ponaxa�e
funkcije na nekom skupu.

Teorema 84. (Koxi-Bolcanova teorema) Neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija

takva da je f(a) · f(b) < 0. Tada je f(c) = 0 za neko c ∈ (a, b).

Dokaz. Posmatramo taqku koja se nalazi na polovini intervala [a, b], to je taqka a+b
2
. Ako

je f(a+b
2
) = 0 dokaz je zavrxen, taqka c = a+b

2
zadovo	ava uslove teoreme. Ako je f(a+b

2
) 6= 0

onda imamo dve mogu�nosti, f(a+b
2
) > 0 ili f(a+b

2
) < 0. Sada posmatramo interval I1 u qijim

krajevima funkcija f ima razliqit znak, to je [a, a+b
2
] ili [a+b

2
, b]. Ponovimo ovaj postupak
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Slika 17. Primer funkcije koja zadovo	ava postavke Koxi-Bolcanove teoreme

sa intervalom I1 qije krajeve �emo oznaqiti sa [a1, b1] (primetimo da je xirina intervala I1
jednaka b−a

2
). Podelimo ga taqkom a1+b1

2
na dva dela. Ako je funcija f jednaka nuli u taqki

a1+b1
2

onda �e to biti taqka c koja zadovo	ava zak	uqak teoreme. U suprotnom, definixemo

interval I2 u qijim krajevima funkcija f ima razliqit znak, to �e biti interval [a1,
a1+b1

2
]

ili [a1+b1
2
, b1]. Oznaqimo krajeve intervala sa [a2, b2]. Xirina intervala je b1−a1

2
= b−a

22
.

Nastavimo postupak da	e. Ako u nekom trenutku nai�emo na taqku u kojoj je funkcija jednaka
nuli dokaz se zavrxava. Ako ne na�emo takvu taqku onda smo definisali niz zatvorenih
umetnutih intervala

In = [an, bn] ⊇ In+1 = [an+1, bn+1]

u qijim krajevima funkcija f ima razliqit znak i qija je xirina b−a
2n
.

Iz Kantorove teoreme sledi da �e presek intervala
+∞⋂
n=1

In biti neprazan. Sada �emo

pokazati da �e presek biti jednak jednoj taqki i da �e vrednost funkcije u toj taqki biti
jednaka nuli. Ako bi se u preseku nalazile dve razliqite taqke c1 i c2 onda bi na osnovu
Arhimedove teoreme postojao prirodan broj n0 takav da je

b−a
2n0

< |c2 − c1|. Drugim reqima
taqke c1 i c2 su na rastoja�u koje je ve�e od xirine intervala In0 pa ne mogu obe taqke da

se na�u u intervalu In0 a samim tim ni u preseku
+∞⋂
n=1

In. Dakle,
+∞⋂
n=1

In = {c}. Preostaje

nam da poka�emo da je f(c) = 0. Pretpostavimo suprotno, f(c) 6= 0. Kako je f neprekidna
funkcija onda �e postojati neki interval oko taqke c, oblika Jε = (c − ε, c + ε), na kom je
funkcija stalnog znaka. Opet, iz Arhimedove aksiome sledi da �e postojati prirodan broj
n0 takav da je

b−a
2n0

< ε. To znaqi da �e ceo interval In0 biti sadr�an u Jε. Time smo doxli
do kontradikcije jer funkcija f ima razliqit znak na krajevima intervala In0 dok je f
stalnog znaka na intervalu Jε. �

Zadatak 85. Pokazati da polinom p(x) = x5 + 17x2 + 20 ima bar jednu realnu nulu.
Rexe�e. Primetimo da je p(2) = 120 > 0 i p(−3) = −70 < 0 pa �e na osnovu Teoreme 84
postojati nula polinoma p u intervalu (−3, 2). X

Napomena 86. Va�i i opxtije svojstvo, svaki polinom neparnog stepena ima bar jednu
realnu nulu. Ovo se jednostavno dokazuje koriste�i qi�enicu da za svaki polinom neparnog
stepena p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 va�i lim

x→±∞
p(x) = ±∞ ili lim

x→±∞
p(x) = ∓∞

(znak limesa u beskonaqnosti zavisi od znaka vode�eg koeficijenta an kao xto smo videli u
Primeru 55). �
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Zadatak 87. Dokazati da svaka neprekidna funkcija f : [0, 1] → [0, 1] ima fiksnu taqku
(fiksna taqka je taqka x0 za koju va�i f(x0) = x0).
Rexe�e. Definiximo novu funkciju F : [0, 1]→ R sa

F (x) = f(x)− x.
Primetimo da fiksne taqke preslikava�a f odgovaraju nulama funkcije F i obrnuto. Funkcija
F je neprekidna kao razlika neprekidnih funkcija i u kraj�im taqkama intervala ima vred-
nosti F (0) = f(0) − 0 = f(0) ≥ 0 i F (1) = f(1) − 1 ≤ 0. Posled�e dve nejednakosti slede
iz qi�enice da je kodomen funkcije f tako�e interval [0, 1]. Ako je F (0) = 0 ili F (1) = 0
tada je x0 = 0, odnosno x0 = 1, fiksna taqka preslikava�a f . Pretpostavimo da je F (0) 6= 0
i F (1) 6= 0. Tada je F (0) > 0 i F (1) < 0 pa funkcija F ima razliqit znak na krajevima
intervala [0, 1]. Iz Teoreme 84 sledi da postoji nula c ∈ (0, 1) ove funkcije, F (c) = 0, a to �e
biti fiksna taqka preslikava�a f . X

Napomena 88. Primetimo da neprekidna funkcija f(x) = x2 slika interval (0, 1) u (0, 1)
a ipak nema fiksnih taqaka na (0, 1). Prethodni zadatak ne mo�e da se primeni na ovaj
konkretan primer jer domen funkcije f nije zatvoren interval. �

Teorema 89. (Teorema o me�uvrednosti) Ako je f : [a, b] → R neprekidna funkcija za

koju je f(a) = A i f(b) = B, onda za svako C koje je izme�u A i B postoji c ∈ (a, b) takvo da
je f(c) = C.

Dokaz. Dokaz sledi iz prethodne teoreme kada se posmatra funkcija f(x)− C. �

Ako se podsetimo karakterizacije intervala dolazimo do slede�e posledice.

Posledica 90. Neprekidna slika intervala je interval.

Primer 91. Funkcija f : [0, 5]→ R definisana sa

f(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ 1
0, 1 < x ≤ 5,

slika interval [0, 5] u [0, 1] ali funkcija f nije neprekidna na [0, 5] (ima prekid u taqki x = 1).
Ovaj primer nam govori da ne va�i obrnuta implikacija u prethodnoj posledici. ]

Teorema 92. (Vajerxtrasova teorema) Neprekidna funkcija na zatvorenom i ograni-

qenom intervalu je ograniqena i dosti�e maksimum i minimum.

Dokaz. Neka je f : [a, b]→ R neprekidna funkcija.
Prvo �emo pokazati da je f ograniqena. Pretpostavimo suprotno, f nije ograniqena na

[a, b]. Tada funkcija nije ograniqena na levoj ili desnoj polovini ovog intervala jer ako
bi bila ograniqena na obe polovine onda bi bila ograniqena i na �ihovoj uniji (gor�e
ograniqe�e bi bilo maksimum gor�ih ograniqe�a na polovinama a do�e ograniqe�e je min-
imum do�ih ograniqe�a na polovinama). Oznaqimo sa I1 interval na kom funkcija nije
ograniqena (sliqno kao u dokazu Teoreme 84 interval I1 je xirine b−a

2
). Sada interval

I1 podelimo na dva dela i oznaqimo sa I2 interval xirine b−a
22

na kom funkcija f nije
ograniqena. Nastavimo postupak. Na ovaj naqin definixemo niz opadaju�ih intervala
In ⊇ In+1 koji su xirine b−a

2n
i f je neograniqena na svakom od �ih. Prema Kantorovoj

teoremi �ihov presek je neprazan i sliqno kao i u dokazu Teoreme 84 sadr�a�e samo jednu
taqku,

⋂
n∈N

In = {c}. Prema pretpostavci teoreme f je neprekidna na svom domenu pa je

neprekidna i u taqki c. Lokalno svojstvo neprekidnih funkcija nam ka�e da �e postojati
okolina Jε = (c − ε, c + ε) na kojoj je funkcija f ograniqena. Na osnovu Arhimedove ak-
siome postoji prirodan broj n0 takav da je

b−a
2n0

< ε pa �e interval In0 biti podskup od Jε.
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Ovo je kontradikcija jer je sa jedne strane f neograniqena na In0 a sa druge strane smo Jε
konstruisali tako da f bude ograniqena na toj okolini taqke c.

Sada �emo pokazati da f dosti�e minimum na [a, b] (na sliqan naqin se dokazuje da f
dosti�e maksimum). Pretpostavimo suprotno, neka je m = inf

[a,b]
f ali neka je f(x) 6= m,

odnosno f(x) > m, za sve x ∈ [a, b]. Definiximo funkciju g(x) = 1
f(x)−m . Kako je imenilac

neprekidna funkcija razliqita od nule za sve x ∈ [a, b] onda �e funkcija g biti neprekidna
na [a, b]. Prema prethodnom delu dokaza funkcija g je ograniqena pa �e postojati konstanta
C > 0 takva da je

g(x) =
1

f(x)−m
≤ C

za sve x ∈ [a, b]. Tada je

f(x) ≥ m+
1

C
za sve x ∈ [a, b]. Ovo je kontradikcija jer �e onda m + 1

C
biti jedno do�e ograniqe�e skupa

{f(x) |x ∈ [a, b]} qiji je infimum m ma�i od te vrednosti (podsetimo se da je infimum skupa
�egovo najve�e do�e ograniqe�e). Zak	uqujemo da je m = f(x0) za neko x0 ∈ [a, b]. �

Zadatak 93. Na�i slike skupova A = (−1, 1), B = (−1, 1], C = [−3, 5] i D = [4,+∞) pri
preslikava�u f(x) = x2.
Rexe�e. Funkcija f je neprekidna a skupovi A,B,C i D su intervali pa �e i �ihove slike
biti intervali. Primetimo da je x2 ≥ 0 i da je x2 < 1 za sve |x| < 1. Kada uzmemo proizvo	an
pozitivan broj s ma�i od 1 onda je

√
s ∈ A i f(

√
s) = s. To znaqi da je f(A) = [0, 1). Lako

zak	uqujemo da je f(B) = [0, 1]. Sa druge strane f(5) = 25 pa je f(C) = [0, 25]. Lako se zak	uquje
da je f(D) = [16,+∞). Primetimo da smo na skup C mogli da primenimo Vajerxtrasovu
teoremu jer je C zatvoren i ograniqen interval dok na intervale A,B i D nismo mogli da
primenimo istu teoremu. Intervali A i B nisu zatvoreni dok D nije ograniqen. X

4.2. Neprekidnost monotonih funkcija. Podsetimo se da je funkcija (strogo) mono-
tona ako je ona (strogo) rastu�a ili (strogo) opadaju�a.

Tvr�e�e 94. Monotona funkcija mo�e imati samo prekide prve vrste.

Dokaz. Neka f : X → R i pretpostavimo, bez uma�e�a opxtosti, da je funkcija rastu�a.
Neka je x0 ∈ X taqka prekida funkcije f . Sada �emo pokazati da postoje levi i desni limes
funkcije u taqki x0. Posmatramo skupove

A = {f(x) |x < x0}, B = {f(x) |x > x0}.
Funkcija je rastu�a pa je skup A ograniqen odozgo vrednox�u f(x0) dok je skup B ograniqen
odozdo istim brojem. Aksioma supremuma nam ka�e da �e postojati supremum skupa A, a0 =
supA, i infimum skupa B, b0 = inf B. Pokaza�emo da je lim

x→x0−
f(x) = a0, odnosno da je a0 levi

limes funkcije u taqki x0. Neka je ε > 0 proizvo	no. Na osnovu definicije supremuma
postoja�e xε ∈ A za koje je a0−ε < f(xε) ≤ a0. Kako je funkcija rastu�a va�i�e f(xε) ≤ f(x)
za sve x za koje je xε ≤ x < x0. Dakle a0−ε < f(x) ≤ a0 ako je |x−xo| < δ gde je δ = x0−xε. Ako
se podsetimo definicije levog limesa u taqki zak	uqujemo da je a0 = lim

x→x0−
f(x). Analogno

se dokazuje da je b0 desni limes funkcije f u taqki x0. Time smo dokazali da monotona
funkcija ima levi i desni limes u svakoj taqki. Jox jedan zak	uqak mo�emo da izvuqemo
iz dokaza ovog tvr�e�a. Jedno gor�e ograniqe�e skupa A je f(x0) a �egov supremum je a0 pa
zak	uqujemo da va�i a0 ≤ f(x0). Skup B ima jedno do�e ograniqe�e f(x0) a infimum skupa
B je b0. Dakle f(x0) ≤ b0. Od dve nejednakosti

lim
x→x0−

f(x) = a0 ≤ f(x0) ≤ b0 = lim
x→x0+

f(x)
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jedna je stroga jer je x0 taqka prekida funkcije. �

Primer 95. Na Slici 18 nalazi se primer funkcije koja je rastu�a. Primetimo da
funkcija u taqki x = 2 ima prekid prve vrste i da va�i lim

x→2−
= 4, lim

x→2+
= 6 dok je f(2) = 5.

Na Slici 19 nalazi se grafik funkcije koja nije monotona. Primetimo da je ona opadaju�a
levo od taqke x = 2, zatim ima skok u x = 2 a onda nastav	a da opada. Primetimo da je
lim
x→2−

= 3, lim
x→2+

= 2 dok se vrednost funkcije u samoj taqki x = 2, f(2) = 4 ne nalazi izme�u

levog i desnog limesa. ]

Slika 18. Primer rastu�e funkcije

Slika 19. Primer funkcije koja nije monotona

Teorema 96. Monotona funkcija f : (a, b) → R je neprekidna ako i samo ako je f((a, b))
interval.

Napomena 97. U iskazu teoreme f((a, b)) oznaqava sliku intervala pri preslikava�u f ,
f((a, b)) = {f(x) |x ∈ (a, b)} ⊆ R.

Dokaz. Jedan smer (sa leve na desnu stranu) smo ve� videli kao Posledicu 90, tu nam
pretpostavka o monotonosti funkcije nije potrebna. Neka je sada f((a, b)) interval i f
monotona funkcija. Pretpostavimo da je neko x0 ∈ (a, b) taqka prekida funkcije f . Tada
je a0 = lim

x→x0−
f(x) 6= lim

x→x0+
f(x) = b0 i vrednost f(x0) se nalazi izme�u ovih brojeva. Neka



3.4. Neprekidnost funkcija 37

je I0 otvoren interval sa krajevima a0 i b0 (ako je f rastu�a onda je I0 = (a0, b0) a ako je
f opadaju�a onda je I0 = (b0, a0)). Kako su brojevi a0 i b0 razliqiti I0 je pravi interval
(nije prazan ve� sadr�i beskonaqno mnogo taqaka). U dokazu Tvr�e�a 94 smo videli da je
f(x0) izme�u a0 i b0 pri qemu je jedna nejednakost stroga. Ako je f(x0) strogo izme�u ova
dva broja onda je f(x0) ∈ I0 a mo�e da se desi da je f(x0) jednako nekom od brojeva a0 ili
b0 i u tom sluqaju f(x0) ne pripada intervalu I0. Na osnovu ove analize vidimo da slika
f((a, b)) ima pravu "rupu" I0 u kojoj �e se mo�da nalaziti taqka f(x0) ali nixta vixe sem
toga. Drugim reqima f((a, b)) nije interval. Ova kontradikcija nam ka�e da f ne mo�e
imati taqke prekida, odnosno da je f neprekidna funkcija. �

Zadatak 98. Pokazati da je svaka strogo monotona funkcija injektivna.
Rexe�e. Neka je f : X → R strogo rastu�a funkcija i neka je f(x1) = f(x2). Ako je x1 6= x2
onda je x1 < x2 ili x1 > x2. Iz qi�enice da je f strogo rastu�a zak	uqujemo da je f(x1) < f(x2)
ili f(x1) > f(x2). U svakom sluqaju ne mo�e da va�i f(x1) = f(x2). Jedino preostaje x1 = x2.
Ako je f opadaju�a funkcija mo�emo da posmatramo funkciju −f koja je u tom sluqaju rastu�a
pa na �u primenimo dokazano svojstvo injektivnosti. X

Tvr�e�e 99. Ako je f : (a, b) → R strogo monotona i neprekidna funkcija tada je i f−1

(sa odgovaraju�im domenom) neprekidna funkcija.

Dokaz. Kako je f neprekidna funkcija onda �e slika intrvala (a, b) pri preslikava�u f
biti neki interval (α, β). Zadatak 98 nam ka�e da �e f biti injektivno preslikava�e, pa
�e postojati �egov inverz f−1 : (α, β)→ (a, b). Preostaje nam da poka�emo da �e i inverzna
funkcija biti strogo monotona. Da bismo olakxali zapis pretpostavimo da je f strogo
rastu�a. Neka su y1 < y2 proizvo	ni elementi iz (α, β). Znamo da je yi = f(xi), i = 1, 2
za neke x1, x2 ∈ (a, b). Oqigledno je x1 6= x2. Ako je x1 > x2 tada je f(x1) > f(x2) jer je f
strogo rastu�a, odnosno y1 > y2 a to je u suprotnosti sa poqetnim odabirom elemenata y1
i y2. Dakle, va�i x1 < x2. Primetimo da je xi = f−1(yi), i = 1, 2. Zak	uqujemo da va�i
f−1(y1) < f−1(y2) ako je y1 < y2, tj. inverzna funkcija f

−1 je strogo rastu�a. f−1((α, β)) je
interval, f−1 je monotona funkcija pa nam Teorema 96 ka�e da �e i f−1 biti neprekidna
funkcija. �

4.3. Neprekidnost elementarnih funkcija. U Primeru 76 smo pokazali da da je lin-
earna funkcija f(x) = x neprekidna. Znamo da je proizvod neprekidnih funkcija neprekidna
funkcija pa �e i funkcije x2, x3, ... biti tako�e neprekidne. Kako je zbir i koliqnik neprekid-
nih funkcija neprekidna funkcija mo�emo da zak	uqimo da su polinomske i racionalne
funkcije neprekidne.

Kvadratna funkcija x2 injektivno slika skup [0,+∞) u [0,+∞), pri tome je i strogo
rastu�e i slika domena je tako�e [0,+∞). Inverzna, odnosno korena funkcija

√
x : [0,+∞)→

[0,+∞) je tako�e neprekidna. Funkcija x3 je strogo rastu�a i neprekidna na svom domenu
i kodomen je jednak skupu R. �en inverz je neprekidan i slika 3

√
x : R → R. I uopxte,

stepena funkcija x2k gde je k ∈ N ima neprekidan inverz kada posmatramo �enu restrikciju
na [0,+∞) dok stepene funkcije oblika x2k+1 imaju neprekidan inverz na celom R. Drugim
reqima, korene funkcije su neprekidne.

Podsetimo se da smo dokazali neprekidnost sinusne i kosinusne funkcije u taqki a = 0
u Primeru 57. �elimo da poka�emo neprekidnost ovih funkcija u svim taqkama domena.
Znamo da za va�i | sinx| ≤ |x| za sve x ∈ R. Neka je x0 ∈ R proizvo	na taqka. Tada je

| sinx− sinx0| =
∣∣∣∣2 · sin x− x02

· cos x+ x0
2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− x02

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|.
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Kada pro�emo limesom po x → x0 dobijemo da skroz desna strana te�i nuli pa �e i razlika
sinx− sinx0 te�iti nuli. Drugim reqima lim

x→x0
sinx0 = sinx. Sliqno, koriste�i trigonometri-

jske identitete dobijamo niz nejednakosti

| cosx− cosx0| =
∣∣∣∣−2 · sin x− x02

· sin x+ x0
2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− x02

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|,
pa je i kosinusna funkcija neprekidna u proizvo	noj taqki x0.

Primetimo da je sinx strogo rastu�a na intervalu [−π
2
, π
2
] i neprekidna pa �e i �ena in-

verzna funkcija arcsin biti tako�e neprekidna. Sliqno va�i i za kosinus. Kada restrikujemo
kosinus na [0, π] (gde on opada) dolazimo do neprekidne inverzne funkcije

arccos : [−1, 1]→ [0, π].

Gor�a diskusija je pokazala deo iskaza slede�e teoreme.

Teorema 100. Elementarne funkcije su neprekidne.

Dokaz. Znamo da je zbir, proizvod, koliqnik (kada je definisan) i kompozicija neprekid-
nih funkcija neprekidna funkcija. Preostalo nam je samo da poka�emo da su neprekidne
eksponencijalna i logaritamska funkcija.

Pokazujemo neprekidnost eksponencijalne funkcije u taqki x = 0. Neka je ε > 0
proizvo	no. Kako je e > 1 onda �e biti e − 1 > 0 pa �e na osnovu Arhimedove aksiome
postojati prirodan broj n takav da va�i

n · ε > e− 1,

odnosno 1 + n · ε > e. Koriste�i Bernulijevu nejednakost zak	uqujemo da je

(1 + ε)n ≥ 1 + n · ε > e.

Kada uzmemo n−ti koren leve i desne strane dobijamo nejednakost
1 + ε > e

1
n .

Kada nejednakost zapixemo u slede�em obliku e
1
n − 1 < ε pa levu i desnu stranu pomno�imo

sa e−
1
n dobijemo nejednakost

1− e−
1
n < e−

1
n · ε < ε

pri qemu posled�a nejednakost va�i jer je 0 < e−
1
n < 1. Ako je x u slede�oj okolini taqke

0, (− 1
n
, 1
n
) (gde smo n odabrali tako da va�e sve gor�e nejednakosti) onda je

e−
1
n < ex < e

1
n ,

pa je da	e

−ε < e−
1
n − 1 < ex − 1 < e

1
n − 1 < ε.

Dakle u (− 1
n
, 1
n
) okolini taqke 0 va�i

|ex − 1| < ε.

Zak	uqujemo lim
x→0

ex = 1 a znamo da je e0 = 1 pa je eksponencijalna funkcija neprekidna u

x = 0. Za proizvo	nu taqku x0 ∈ R primetimo da je

lim
x→x0

(ex − ex0) = lim
x→x0

(
ex0(ex−x0 − 1)

)
= ex0 lim

x→x0
(ex−x0 − 1) = ex0 lim

h→0
(eh − 1) = ex0 · 0 = 0,

odnosno lim
x→x0

ex = ex0 pa je eksponencijalna funkcija neprekidna u svakoj taqki svog domena.

Eksponencijalna funkcija je strogo rastu�a i neprekidna pa �e na osnovu Tvr�e�a 99 i
�oj inverzna logaritamska funkcija biti neprekidna. �



3.5. Hajneova i Koxijeva karakterizacija limesa 39

5. Hajneova i Koxijeva karakterizacija limesa

Pojam graniqne vrednosti smo definisali na ε − δ jeziku i to je Koxijeva definicija.
Graniqnu vrednost funkcije mo�emo da definixemo koriste�i nizove. Tu definiciju je dao
Hajne, ekvivalentna je Koxijevoj definiciji i mi �emo to formulisati kao teoremu.

Teorema 101. (Hajneova karakterizacija limesa) Neka je data funkcija f : X → R
i neka je x0 ∈ R taqka nagomilava�a skupa X. Tada je lim

x→x0
f(x) = L ∈ R ako i samo ako za

svaki niz xn ∈ X \ x0 va�i implikacija

lim
n→+∞

xn = x0 =⇒ lim
n→+∞

f(xn) = L.

Dokaz.
=⇒ :

Neka je L graniqna vrednost funkcije f u taqki x0 i neka je (xn) niz u X \x0
za koji va�i lim

n→+∞
xn = x0. Ho�emo da poka�emo da je lim

n→+∞
f(xn) = L.

Neka je ε > 0 proizvo	no. Tada �e postojati δ > 0 takvo da je |f(x)−L| < ε
kad god je 0 < |x−x0| < δ. Kada definixemo ovakvo δ > 0 onda �e postojati
n0 ∈ N za koje je |xn− x0| < δ za sve n ≥ n0. Na osnovu ovoga zak	uqujemo da
za sve n ≥ n0 va�i |f(xn)− L| < ε, odnosno lim

n→+∞
f(xn) = L.

⇐= :

Pretpostavimo da ne va�i lim
x→x0

f(x) = L. To znaqi da

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ X) 0 < |x− x0| < δ ∧ |f(x)− L| ≥ ε.

Ovaj deo ∀δ > 0 mi �emo zameniti sa ∀n ∈ N jer �elimo da konstruixemo
niz, a uze�emo da je δ = 1

n
. Dakle za svaki prirodan broj n postoji xn ∈ X

tako da va�i 0 < |xn − x0| < 1
n
i |f(xn) − L| ≥ ε. Na ovaj naqin smo

konstruisali niz (xn)n∈N iz X \ {x0} za koji va�i xn → x0 kada n → +∞
a sa druge strane je |f(xn) − L| ≥ ε pa ne mo�e da va�i f(xn) → L kada
n → +∞. Time smo doxli do kontradikcije pa pretpostavka ne va�i,
odnosno zadovo	ena je jednakost lim

x→x0
f(x) = L.

Ovaj dokaz podrazumeva da su x0 i L konaqne vrednosti i sliqan je dokazu kada su x0 ili
L beskonaqne vrednosti. �

Primer 102. Pokazati da ne postoji lim
x→+∞

sinx.

Pretpostavimo da postoji ovaj limes i da je jednak nekoj vrednosti L. Posmatramo dva niza,
xn = 2nπ i yn = 2nπ+ π

2
. Oqigledno da oba niza imaju graniqnu vrednost +∞. Niz vrednosti

f(xn) = sin(2nπ) = 0 je konstantan pa va�i f(xn)→ 0 kada n→ +∞. Hajneova karakterizacija
ka�e da je L = 0. Drugi niz vrednosti f(yn) = sin

(
2nπ + π

2

)
→ 1 kada n → +∞, pa opet iz

Hajneovog principa sledi da je L = 1. Ovo je kontradikcija pa ne postoji lim
x→+∞

sinx. ]

Prethodna osobina je posledica opxtijeg svojstva. Ako je f periodiqna funkcija i ako nije
konstantna onda ona nema limes u beskonaqnosti. Neka su a, b ∈ Dom(f) dve taqke u kojima f
ima razliqite vrednosti (ove taqke postoje jer f nije konstantna funkcija) i neka je T > 0
period funkcije. Posmatramo nizove an = a + nT i bn = b + nT . Oba niza te�e ka +∞ kada
n→ +∞. Vrednosti funkcije na ovim nizovima su konstantne jer je f(an) = f(a+ nT ) = f(a)
dok je f(bn) = f(b). Dakle graniqne vrednosti nizova f(an) i f(bn) su razliqite pa ne postoji
lim

x→+∞
f(x). Na osnovu ovoga zak	uqujemo da periodiqna funkcija ne mo�e imati horizontalnu

asimptotu. A ne mo�e imati ni kosu asimptotu xto sledi iz qi�enice da f ima konaqne
vrednosti kada je argument proizvo	no velik.
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Kao posledicu Hajneove karakterizacije mo�emo da damo karakterizaciju neprekidnosti
funkcije pomo�u nizova.

Posledica 103. Funkcija f : X → R je neprekidna u taqki x0 ∈ X ako i samo ako za

svaki niz xn ∈ X va�i

lim
n→+∞

xn = x0 =⇒ lim
n→+∞

f(xn) = f(x0).

Slede�a teorema nam daje potreban i dovo	an uslov postoja�a konaqne graniqne vrednosti
funkcije.

Teorema 104. (Koxijev kriterijum postoja�a limesa u taqki) Neka je data funkcija
f : A → R pri qemu je A ⊆ R i a ∈ R taqka nagomilava�a skupa A. Tada postoji graniqna

vrednost funkcije f u taqki a ako i samo ako va�i

(∀ ε > 0)(∃ δ > 0)(∀ s, t ∈ A) 0 < |s− a| < δ ∧ 0 < |t− a| < δ ⇒ |f(s)− f(t)| < ε. (19)

Napomena 105. Bitno je ista�i da u Koxijevom kriterijumu ne figurixe sama graniqna
vrednost L koja se pojav	uje u definiciji graniqne vrednosti. Dakle ovaj kriterijum pokazuje
da li limes postoji ili ne bez obzira na to xto mo�da ne znamo koja je vrednost limesa. �

Dokaz.
⇐= :

Neka funkcija f ima graniqnu vrednost, koju �emo oznaqiti sa L, u taqki
a i neka je ε > 0 proizvo	no. Tada postoji δ > 0 takvo da je |f(x) − L| < ε

2

kad god je 0 < |x− a| < δ. Za tako odabrano δ va�i

|f(s)− f(t)| = |f(s)− L+ (L− f(t))|
(∗)
≤ |f(s)− L|+ |f(t)− L| < ε

2
+
ε

2
= ε,

kad god je 0 < |s − a| < δ i 0 < |t − a| < δ (u koraku (∗) smo iskoris-
tili nejednakost trougla). Time smo dokazali nejednakost sa desne strane
implikacije (19).

⇐= :

Dokaz ovog smera, koji koristi Hajneovu karakterizaciju, dajemo u dva ko-
raka.

1. korak. Neka je (xn)n∈N proizvo	an niz uX\{x0} za koji va�i xn → x0
kada n → +∞. Neka je ε > 0 proizvo	no i na�imo δ > 0 tako da va�i (19).
Tada �e postojati n0 ∈ N tako da je za sve n ≥ n0 zadovo	eno |xn − x0| < δ.
Sada za sve m,n ≥ n0 va�i 0 < |xn − x0| < δ i 0 < |xm − x0| < δ pa je
na osnovu (19) zadovo	ena nejednakost |f(xm) − f(xn)| < ε. To znaqi da je
niz (f(xn))n∈N Koxijev, pa �e biti i konvergentan, odnosno postoji konaqno
lim

n→+∞
f(xn).

Sada je pita�e zaxto je za svaki niz koji te�i ka x0 ova graniqna vred-
nost ista. To �emo pokazati u drugom koraku.

2. korak. Neka je xn ∈ X \ {x0} jedan proizvo	an niz koji te�i ka x0
i oznaqimo sa L = lim

n→+∞
f(xn). Neka je yn ∈ X \ {x0} proizvo	an niz koji

te�i ka x0 i neka je ε > 0 proizvo	no. Definixemo δ > 0 iz (19) i na�emo
n1 ∈ N takvo da je |yn − x0| < δ

2
za sve n ≥ n1. I neka je n2 ∈ N takvo da je

|xn − x0| < δ
2
za sve n ≥ n2. Definixemo

n3 = max{n1, n2}.
Tada je za sve n ≥ n3 zadovo	eno

|xn − yn| = |xn − x0 + x0 − yn| ≤ |xn − x0|+ |x0 − yn| < δ.



3.6. Zadaci 41

Niz f(xn) te�i ka L pa postoji n4 ∈ N tako da je

|f(xn)− L| < ε

za sve n ≥ n4. Na kraju uzmemo

n0 = max{n3, n4}.
Tada je za sve n ≥ n0 zadovo	ena nejednakost

|f(yn)− L| ≤ |f(yn)− f(xn)|+ |f(xn)− L| < ε+ ε,

pri qemu va�i |f(yn) − f(xn)| < ε jer su argumenti xn i yn na rastoja�u
ma�em od δ. To znaqi da je lim

n→+∞
f(yn) = L.

Sada na osnovu Hajneove karakterizacije zak	uqujemo da je graniqna
vrednost funkcije f u taqki x0 jednaka toj konaqnoj vrednosti L, odnosno
da postoji.

�

Primer 106. Data je funkcija h : R→ R sa

h(x) =

{
sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0.

Pokazati da je taqka a = 0 taqka prekida druge vrste funkcije h.
U proizvo	no maloj desnoj okolini taqke a = 0 postoje taqke domena oblika xk = 1

2kπ
i

yk =
1

2kπ+π
2
, k ∈ N, za koje va�i

|f(xk)− f(yk)| =
∣∣∣sin (2kπ)− sin

(
2kπ +

π

2

)∣∣∣ = 1.

Time vidimo da nije zadovo	en Koxijev uslov postoja�a limesa pa ne postoji desni limes
funkcije h u taqki a = 0. ]

6. Zadaci


