OBJIACT 3

JImmecu m HenmpeKuJHOCT (pYyHKIHja

Y oBoj riiaBu hemo jjebuHACATH OCHOBHE TOjMOBE MaTeMaTHIKe aHAIU3e, HEIPEKUTHOCT U TPAHUIHY
BpeaHoct pyukiuje. Kako je mojam HelnpeKuIHOCTH JIAKIIIEe pa3yMeTH nocMaTpajyhu rpaduk dyHKImje
npBo hemo geduHACATH Taj I0jaM a 3aTUM IojaM rpaHuvne Bpeanoctn ¢pyuknuje. Hakon Tora hemo
MOKa3aTH 0COOMHE OBUX TOjMOBA.

1. ®yHKIUje

Hedbununmja 1. IIpecaurasare je tpojra (f, X,Y) rme cy X n Y ckymosu a f penamuja n3 X
y Y ca ¢BojcTBOM Ja je ¢cBaka Tadka u3 cKymna X y pejganuju f ca TAIHO jeJHOM TAYKOM W3 CKyIa Y .
Ckyn X ce HasuBa domenom npecaukasarsa f 10K ce Y Ha3upa kodomeHom npeciurasarva. Jomen
hemo osnagasatu u ca D(f). Pemammja f koja je mogckyn mpomssoma X X Y Moxke na ce BUIH U
kao rpaduk mpecankaBamwa, Graph(f) := {(z,y) | y = f(x), * € X}. Hecro ce 3a npecankaparme
Kopucth o3Haka f: X — Y. O

Kao mro je pedyeno y jedunuiuju, cBako LpeC/IUKaBarmbe je pejalija, ajd He 3a/iaje CBaKa
peJialuja HEKO IpecjaukaBame. 1o MOXKeMO BUJIETH Ha IPUMEDPY pejaluje p Koja je 3ajara Ha
Cannu 1. Tauka x = a je y penanuju ca aBe pasjaundure Tadyke, by u bs.
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CimmkA 1. Kpupa koja He MmoxKe Outn rpaduk dyHKIIje

Crenehom meduHHIITjOM U3ABajaMO IIpecIHKaBaiba KOja 3a10BO/baBajy JT0aTHA CBOjCTBA.
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2 3. Oyuxkiwyje

Hedbunaunnja 2. Kaxemo ja je npeciukapame f: X — Y unjexyuje nam ,1 — 17 ako 3a cBaxo
1, To € X BaxKW UMILTUKAIN]A

f([El) = f(J]Q) = T1 = T2.
Kazxemo na je upecaukaBame f : X — Y cypjexyuja nim ,HA” ako Baxku

VyeY)FzeX) f(x) =y

VIHjeKTUBHO U CYPjeKTHBHO MpeCIUKAaBambe HAa3UBaMO bujekuujom. AKo je f OHjeKTHBHO IIpeCc/IMKa-
Bambe TaJla MOYKEMO Ja TeMUHUIIEMO UHBEP3HO NMPECTUKABAIHE, Y O3HAIH

1Yy = X,

Koje je 3a cako y € Y nmedunmcano ca f!(y) := x tae je € X jeJHUCTBEH eJeMEHT 32 KOJU BaKH
flx) =y O

[Ipumernmo Ja mocrojame eneMenta  (y jgedUHUIUjU WHBEp3a) CJIeJU U3 YUbEHUIE jaa je f
CypjeKIfja a HeroBa jeIMHCTBEHOCT U3 UhibeHue ga je f ,1—17.

Dynryujama hemMo HA3MBATU LIPECJIUKaBaba YUjU CY JIOMEH M KOJOMEH IOJACKYIIOBH CKyIla peaJi-
nux 6pojesa.

IMTpumep 3. Qyukruja ancosymua epednocm | - | : R — R nedbunucana je ca (Bumern rpadux
wa Counn 2)
] = x, >0
1 —x, z<O.

Y

y = |z|

g

CnukA 2. T'paduk dyHKIHje ancoyTHa BPeIHOCT

ITpumep 4. Oyuknuja 3nax 6poja, KOjy o3HaYaBaMo ca sgn, jgeduHumeMo Ha ciejgehu Haumn
(Bumeru rpaduk na Coum 3)

1, x>0
sgn(z) =< 0, z=0
-1, =z <0.

f

Y moryiaB/by 0 HU30BHMa cMO JeUHUCAIN [I0jaM OIPAaHUYeHOT Hu3a. Bumean cMo 1a je TO HU3
YHjU Cy €JIeMEeHTHU paciopeleHn Ha orpaHudenoM Jiejry opojeste npase. CAUYHO, MOXKEMO Ja JedhuH-
UIIEeMO TI0jaM orpaHudene pyHKIUje duju he rpadpuk OUTH y HEKOj OIPAHHYEHO] TPAIU HapaJIeIHO]
2-OCH.



3.1. Oyuknuje 3

Y
1 y = sgn (x)
0 o
—1

CnukA 3. I'pacduk dyukiuje 3uak 6poja

Hedunnnuja 5. Heka je X = D(f) C R. Kaxkemo na je dyukuuja f : X — R oepanuuena
0doszzo Ha ckyny A C X ako nocroju M € R rakso na Baxu f(x) < M 3a cee x € A. Oynknuja f
je oepanuuena 0dozdo ma ckymy A axo moctoju m € R takso na je f(x) > m 3a cse v € A. Kaxemo
na je dyuknuja f oepanuvena Ha ckymy A ako je oHa OorpaHHYeHa OJ03T0 W O703J10 Ha CKymy A.

Kazxkemo s1a je dyHKIMja orpaHuveHa ako je orpaHudyeHa Ha CBOM JOMEHY. O
ITpumep 6. ['pacduk orpanndene GpyHKIEje HATA3HU ce udMely /Be Xopuzonraine Junuje, y = m
uy = M (ro cy ucnpekujgane aunuje Ha Coaunu 4). Oynknuja f(x) = |z| je orpanudena 010310
(jenmo mome orpanmuerse je 0) mok je dyukuuja f(z) = —x? + 10 orpanndena ogo3ro (jeaHO TOpHEe
orpanuueme je 13). i
Ya
,,,,,,,,,,,,,,,,, M L
y=f()
T
,,,,,,,,,,,,,,,,, e

CnukA 4. Tlpumep orpanutdene QyHKITHIje

Hedbununuja 7. Cynpemym dyukmuje f: X — R ma ckyny A C X je penwawna
Sugf(a:) =sup{f(x)|z € A}.
fAS

Kopuctuhemo u o3uaky sup f. Ungpumym dyHKIHje HA CKyny A je BeIUInHA
A

;relgf(m) = inf{f(z) |z € A}.
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Nuadumym dyHKIHje HA CKYyITy heMo 03HAaYaBaTH U Ca i%f f. Axko 3a Heko xy € A Baxu f(r9) = sup f
A

(omuoCcHO f(20) = ir}‘f f) ouna ce f(xg) HazmBa wmakcumymom (OTHOCHO Munumymom) dbyHkImje f
Ha ckymy A m o3HauaBa ce ca max f (ommocHO mjn f). Tana kaxemo na dyuknuja f goctuxe cBoj

MaKCUMYM (OJJHOCHO MUHHMYM) Ha CKyIy A. O
Ipumep 8. Axo je f(z) = 2° u A = (0,5) Tana je sup f = 125 u oH ce He JOCTHKE HA CKYILY
A

A na dyukmuja f nema makcumywm Ha ckyny A. Candno, i%ff = 0 u uHbDUMYM ce He TOCTHZKE Ta

dyukmmja f mema MuauMyMm Ha ckymy A. Ako je g(z) = % u B = (0,1] tana je supg = +o0 a
B

i%fg =1=g(1) na dynkuuja g Ha ckyny B He JOCTHZKE MAKCUMYM a JIOCTUXKE MUHUMYM y TAYKU
=1 i

Hedunuaunuja 9. Heka je X = D(f) C R. Kaxewmo ga je ynknuja f: X — R
e pacmyhia ako je f(x1) < f(x2) 3a cBe enemente w1, xo € X 3a Koje BaXu T < Ty,
e onadajyhia ako je f(x1) > f(x2) 3a cBe enemente x1,rs € X 3a Koje BaXu T < T,
e cmpoeo pacmyha axo je f(x1) < f(x2) 3a cBe esemenre x1, T € X 3a Koje Baxku Ty < T,
e cmpozo onadajyha ako je f(xq1) > f(x2) 3a cBe exemente xq1,x2 € X 3a Koje Baxku r7 < Ta.
Kazxemo na je dyunmja f monomona ako je ona pacryha wiam omnagajyha, JI0K je cmpozo MoHOMOHG
aKo je crporo pacryha uau crporo onasajyha. O

ITpumep 10. @ynkuumja sgnx je pacryha amu uuje crporo pacryha (Baxu f(—3) = f(—5) a
—5 < —=3). ®yukmuja f(x) = —x je crporo onazaajyha. i

1.1. EnemenTtapae dpynkmuuje. Pyunkmuje f : R — R obuka
fl®)=ay+a1x+ ...+ a,z"

Ipu 4eMy dag,di,...,a, € R Ha3HBA]y ce NOAUHOMCKUM @GUHKUUJAMG TIA NOAUHOMUMG. PeaHn
opojeBu ag, ay, ..., a, Ha3UBajy ce KoedunujeHTnMa moaumaoMa. CHenujajgaH cjaydaj MOJTHHOMA CY
koncrautue dynkuuje, f(r) = ap 3a cBako z € R. CBako MoJHHOM WMa HAJBHUINE 1 PEATHUX HYJIA
(peasna HyJa je peasan 6poj xo 3a koju Baxu f(xg) = 0).

Koanunuk gBa moamHomMa aeUuHALIE PayuoHaAHY OYHKUUIY
Cagt+ a4 ... +a,

R(x)

Homen panuonasse dbyukiwmje je ckyn {x € R | ag+a; x+...+a, 2" # 0}. lakie, u3 cKyna peasHuX
OpojeBa HCKJ/bYUYjeMO HAjBHIIE n eJieMeHaTa Ipu ojapeluBarby jgoMeHa paluoHasne GpyHKIH]je.

Bagarak 11. Oupejpuru peanue nyie nojunoma f(r) = 2% + 1 a 3aTuM OJpeJUTUT JOMEH
. 5 _
dbyuxumje g(r) = %ﬁ”. v

Cuerjasian ciydaj moanHOMCKEX DyHKIHja cy cmenene gynkyuje, f: R — Ry f(x) = 2" tue je
n ¢ukcupan npupogan 6poj. Ha Chaunu 5 npukazanu cy rpacdurm Hexkwmx cremeHnx QyHKIHja. AKO
je n mHemapan 6poj Tazxa je dyuknuja f ,, 1 —17 u ,HA” ma mocroju men nunpep3. upepsHa dyHKINja
f~' R — R masusa ce xoperom @dynxyujom. Kaga cMo 3aCHUBAIN TOJbe PEATHUX OpOjeBa BUIC/IH
cMo Kako ce gedunuire /a xkajga je a > 0. Bpeanoct kopene dyHKImje y HeraruBHUM Tadkama T < 0
necdumume ce ca {/z = —{/—z u V0 := 0. Kaza je cremen n napan 6poj crenena dynxmuja f nuje
L1 =17 (f(—=1) = f(1) = 1) u auje ,HA” (Bpeasoct y = —1 ce He JOCTHKE HU Y jeJJHO] TauKu). AKO
CY3WMO JIOMEH U KOJIOMEH, 113, TIOCMATPAMO ITPECINKABAHE

g: [07+OO) — [07+OO)7 g(ZE) =",

J006mjaMo OMjeKTHUBHO IIPEC/IMKaBalbe YWjU Cce HHBEP3 Takohe HazumBa KopeHoM ¢dyHknujom. Ha
Chaunu 6 npukazanu cy rpaduiid HeKUX KOPeHHX (PYHKIHja.



3.1. Oyuknuje

g

CJMKA 5. Tlpumepnu cremennx QpyHKIHja

y,\

g

CnukA 6. Ilpumepn KopeHux hpyHKIIHja

Oynkuuja f: R — (0, +00) nedunncana jegaakornthy
f(z) = a”,

re je a > 0 Ha3mBa ce eKcnoxneryujastom Gynryujom. Bumenn cMo Kako ce neduHMITe BpeIHOCT a”

3a cBako x € R. OBako nedunncana QyHKIN]a je WHjeKTHBHA W IheH HHBEP3 HABUBAMO A020PUMAM-
CcKOM PYHKUUJOM T O3HATABAMO Ca

f~(z) =log, .
Kana je ocuoBa a jennaka 6pojy e ouma hemo kKopucTuTn o3HaKky Inz nnm logx ymecto log, .
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CunycHa u KocuHycHa (QyHIHja
sin: R — [-1,1], cos:R—[-1,1],
IPHUIIAIAJy KJIacu mpuzonomempujcrkux dynruyuje. Ilosnaro je na cy oBe pyHKIMje 27 —ImepuoIudne

u jna mucy ,,1-17. CyzKaBameM JOMeHa MOXKeMo Jia 100ujeMo (byHKIHje Koje Cy HHjeKTUBHE U FbUXOBH
UHBEP3H CY uneepsne mpuzonomempujere dgynkyuje. 1lo morosopy, cunycHy GpyHKIH]Y CyKaBamo

Ha MHTEepPBaJ [—g, %} U heHa MHBep3Ha (DYHKIHja ce 03HAYABA Ca
) T
arcsin : [—1,1] = |—=, =] .
2°2

Kana xocunycny dbyuxujy cysumo Ha uareppai [0, 7] gobujemo dyuknujy xoja je ,1 — 17 u ;HA”
91ju WHBEP3 03HAYABAMO Ca
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Hedbuaunuja 12. Kiaca esemenmaprux gynkyuje je HajMama Kaaca peaJnnx (QyHKIHja pe-
aJIHe TTPOMEH/bUBE KOja CAIPIKU MOJTMHOMCKE, KOPEeHEe, eKCIIOHEHIINjaTHe, JIOTAPUTAMCKE, TPUTOHOME-
TPHUjCKE W MHBEP3HE TPUTOHOMETpHUjcKe (DYHKIMje W 3aTBOPEHA je 3a cabUparhe, MHOMXKEHEe, JIe/heHhe
U KOMIIO3UIH]Y (DYyHKIIH]A. O

Cana hemo mokasaTu BayKHY HejeIHAKOCT U3Mel)y TPUTOHOMETPHjCKUX (PYHKIIH]A.

Tsphemwe 13. Baxu
sing < < tgp (1)
3a ce ¢ € [0, 7).
Hoxkaz. Jlahemo jeman reomerpujcku moka3 koju je mormyHo jacan ca Camke 7. ITlocmarpamo
jeIMHUYIHY KPYZKHUILY Yy PABHH Ca IEHTPOM y KOOPJIUHATHOM MOYETKY W MOJYIPaBy p KOja rpajiu
yrao  ca r—ocoM. llomympasa ceue KpyzKHUIY v Tauku B 10K hemo mpecek Kpy:KHHUIE U TO3U-
THUBHOT jiesia z-oce o3HaunTu TaukoMm A. Tauka D ce manasu Ha r—ocu Tako ja je tpoyrao AODB
npasoyrin (mpas yrao je koj temena D). Tauka C' ce HAJa3u Ha MOJYIpaBoj p Tako jaa je AOAC
HPABOYIJIK TPOYTAO Ca MPABUM yIJIOM KO Temena A.
Hejennaxocr (1) rpusujanno saxu ako je ¢ = 0. Heka je 0 < ¢ < 7. Tazna je

Proas < P,oap < Proac, (2)

rae je Prnoap = Si% noppimuHa Tpoyria NAOAB, P,oag = % je TTIOBPIIMHA, KPYXKHOT HCeYKa KOju
ofaroBapa yriy ¢ u Proac = t%*—’ je mospmuaa Tpoyria AOAC. MuoxkemeMm HejegHaKoCTH (2)
opojem 2 mobujamo Hejemnakoctu (1) . O

Jloka3 nperxoaHor TBphema HaM Jiaje ciaejaeny Mmoceuiny.

IMocnenuna 14. 3a csaxo x € R saorcu |sinz| < |z|.

2. OCHOBHO O MOjMy HEIIPEKUTHOCTU

[lojaM HempeKHIHOCTH je HajJakIme HCKa3aTh moMohy rpaduka dyHKiumje. AKO HaM je mgara
Henpexudna dyrryuje Koja je nedpuHucaHa Ha UHTEPBATIY OHIA IpHU HpTamby rpaduka Te PyHKIH]je
HE IIOJIUKEMO OJIOBKY ca namnupa. ['pacdux he 6urum JmHUja, KpUBa WM H3JIOMJ/bEHA, KOja HEMa
HUKAaKBUX Tpekuga. OBO je caMO MHTYUTHBHA MPEACTaBa a MAJO MPENU3HUjH OMHC KaxKe 1a je
dynryuja nenpexudna y mawky a ako je Bpeanoct f(x) nponsBosbHO 6sm3y BpeaHocTH f(a) Kas rox
je aprymeHT x OamM3y Taudke a, OMI0 ca JeBe OWI0 ca mwerose jgecHe crpane. Ha Cowmu 8 Buanmo
rpacduke Henpexkuauux dyuknuja. Ha Counm 9 Buaumo npumep yHKIHje Koja HEje HENPEKHTHA,
MPUMETHUMO JIa ce MpHU IpTamy rpaduka ope dYHKIHje OJOBKA MOIHUZKE €a Manupa y TAaYKH a = O.

Cana hemo patu dopmanany maedUHUIT]Y TOjMa HEMPEKAIHOCTH Y TATKH.



3.2. OCHOBHO O TIOjMY HEMPEKUTHOCTH
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CHuKA 7. TpuroHomMerpujcKku Kpyr

N

N \

CnukA 8. I'padunu HenpekuaHux pyHKIHja

Hedunumnuja 15. [Mocmarpamo dyukmujy f: A — R rae je A C R gomen dyuknuje f u Hexa
je a € A Ttauka gomena. Kaxkemo na je dyHknuja f nenpexudna y maywky a aKO W CaMO aKO BaXKM

Ve>0)(Fd>0)VzeA)|lx—a <d=|f(x)— fla)] <e. (3)

Oyuknymja [ uma npexud y mavku a aKO HUje HENPEKUIHA y Tadku a. Kaxkemo na je QyHKIHja
HEnpPexudHa ako je HEeIpPeKHJHA y CBAaKOj TAYKH CBOI JOMEHA. O

[Ipumerumo 1@ CMO 110jaM HENPEeKUIHOCTU Jie(PUHUCAIN CaMO Y TauKaMa JIOMEHA U CaMO y TUM
TayKaMa UMa CMUCJIA UCIUTUBATHU Ja JIM je HeKa (PYHKIUja HEIPEKUIHA WU ITPEKU/IHA.

[ITra nam kaxke umiukanuja (3) y Jdedbunumujun 157 3a 6uno koje € > 0 moxkemo 1a vahemo &
(Koje MozKe GUTH jaKO MaJsio) Tako Ja jeo rpaduka dyHKIHje KOju oAroBapa Taykama u3 HHTepBaJia
(a — d0,a+ §) ynagne y e—rpaky oko Bpeqanoctu f(a) (3esena rpaka wa Coaunm 10).

Cana hemo Buaeru npumep dyHKIHje KOja MMa IPEKUJ V TAYKK a HA oBaj mpumep hemo ce
BPATUTH U HAKOH JedUHHUIK]e T0jMa TPAHUIHE BPeIHOCTH (DYHKIIH]E.
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CnukA 9. I'paduk dynKHuje Koja HUje HETPEKWITHA

Y 72777

I

CnukA 10. I'paduuku npruKas HEIPEKUIHOCTH (PYHKIHMjE YV TAUYKH

IMpumep 16. /lara je dyukmuja f: R — R wa ciaenehn nauwn

r+1, <0
flz)=¢9 1=z, >0
3, x=0,

quju je rpaduk npukazan Ha Coumu 11 (conka jgeso). OBa dbyHKumja nMa npeku y Tadku x = 0
U TO 3aKJby4dyjeMo Ha ciefelnm HAYWH. Y3MHMO Ja je € = % W IPOBEPUMO J1a Jid HCKa3 (3) BaxKu 3a
Ty BpeanocT napaverpa . Ha Counu 11 (mecHa cimka) BHAMMO J1a OCEHYEHa TPaKa OKO BPETHOCTH
f(0) = 3, cem Tauke (0,3), He cagp:ku HEU jenaH Apyru jneo rpaduka dbyskiuje. lakae He MOKeMO
1a Haljemo TakBo 0 > 0 mpu deMmy 6m BaxkuIIo (3) Ma 3aKkJbydyjeMo 1a DyHKIHMja UMa TPEKUJT y TATKN
x = 0. il



3.3. 'pannyna BpeHOCT 9
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CaukA 11. Ilpumep dynkmumje Koja uMa npeku1 y Tauku = ()

3. I'panuyma BpeaHOCT

3.1. Hedunumuja. VY jeay 0 HU30BHMA CIOMEHYJIH CMO £-Okojuue Tadke. Cana hemo Te moj-
MOBE /[1a ITPOITHPUMO.

Hedunaunnuja 17. Unrepann obiuka (a — d,a + J) (rge je § Heku mosuruBaH peajan 6poj)
HA3WBAjy ce okoAuHaMma Wi )-okoaunnama tadke a € R. Okonune hemo oznauasatu ca U, mwin ca
U,(d) kama keauMo J1a HCTaKHEMO Koja je mmpuHa nareppana. Ckynosu obmuka U, \ {a} Hasusajy
ce npobywenum okosunama Tadke a. LpoGymene okosmHe o3HadaBaMo ca U,. OKoJIIHA Tauke 00
je unrepsas obmuka (M, +oo) 3a neko M € R. [lpoGymiena okosmaa Tadke 400 je HCTOT OOJIHKA.
Oxounaa Tavke —oo je unrepsas obsauka (—oo, C') 3a neko C' € R. Ilpobyiena okonHa Tadke —00
je meror obJIMKa Kao M OOMIHA OKOJIUHA. O

[Ipumernmo 11a je mpecek jpe (mpobyiiere) okoJauHe Tadke a € R (mpobyineHa) OKOJIMHA TavKe a.

Tedununuja 18. Heka je A C R. Kaxkemo 1a je © € R mauka naeomurasarsa cxyna A axo 3a
CBaKy MpoOyIeHy OKOJNHY TauKe T BarKu

U, NA#0.
Ckym Tagaka HaroMmiaBama ckyna A o3nagaamo ca A’ O

Jpyrum pednma x je KOHa4YHA TadKa HaroMHujIaBamba cKyrna A ako BaxKn
(V3>0) (z—082+0)\{z})NA#D.

[Ipumernmo ma camo x He Mopa Ja Oyae egemeHT ckyna A a gedwHUIM]a JOMYIITa 18 T Y3UMa,
BpeaHOCTH +00 1 —oo. (OHO MTO je OCHOBHA OCOOWHA TadKe HAOMUJIABAFha JeCTe J1a Ce Y CBaKOj
EbeHOj OKOJIMHE HaJa3u ODECKOHAYHO MHOrO ejleMeHaTa ckyna A (nako, Kao mro cMo Behl Hariacuim,
OHA caMa He MOopa Ja Ipumajia ckymy A).

Bamarak 19. Ozpenntu Tayke Harommaabama ciaenehux ckynosa: A; = (0,1), Ay = (0,1],
A3 =1[0,1], Ay = (0,400), A5 = {1}, A = {1 |n e N}, A; =R\ {1}. v

Hedunumnuja 20. Heka je mara pynkmuja f : A — R e je A C R u meka je a € R Tauxa
HarommnaBama ckyna A. Kaxemo na je L € R epanuuna spednocm (nnm aumec) dynkyuje [y
MaYKU @ aKO BaYKK

VMe>0)(Fd>0)(VeeA)O<|zr—al<d=|f(zx)—L|<e. (4)
Tama muiemo

L = lim f(x).

r—a
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O

Kao 1m1ro ¢Mo pekJin Tavuka a, y K0joj TParkKuMO JUMEC, He MOPa MPHUIAIaTH JoMeHy MOYHKITHje aan
Mopa OUTH TauKa HaroMHuaaBama J0MeHa, OJITHOCHO y CBaKO] FheHOj OKOJIMHU MMaMO OECKOHAYHO MHOTO
Tayaka jgoMeHa. Ha Taj HaumH mMaMO JOBOJHPHO TadaKa y KOJEMa MOXKEMO JIa YTBP/UMO MOHAIIAHE
bYHKIIHje KOJHUKO Tojl ce MPUOIMKIIN Ta9K a. OBO je OUTHA pa3inKa y OJHOCY Ha TOjaM HemPeKu/I-
noctu. IloaceTnmo ce 1a je Tauka y K0joj HCIHUTYjeMO HEeIPeKUIHOCT DYHKIHje OUIa Y CAMOM JIOMEHY
dyHKIIje TOK KO MojMa JInMeca He MOpa MpUNaJaTH. ¥ CIyYajy Ja a MPUIaja JToMeHY (DYHKIH]je
IbeH JIMMEC Y TOj TAYKM 3aBUCH CAMO OJI lIOHallatba (PYHKIMje y IPOOYIIEHO] OKOJUMHUA TadKe a U
HE 3aBUCHU O] BpeJHOCTH (DYHKIHje y camoj Tauku a. To hemo BujeTn Ha KOHKPETHO] (PYHKIUjU U3
[Ipumepa 16 3a KOjy cMO yTBpAM/IK ja UMa npekus y Tadku xr = (0 a caja hemMo BugeTu ga oHa uMa
JUMeC W Ja ce Taj auMec pasankyje ox f(0).

ITpumep 21. /lara je dyukmuja f : R — R wa ciaegehn nauwmn

r+1, <0
fle)=¢9 1=z, >0
3, x=0.

[Tokazahemo ga je 1iII(1) f(z) = 1, omnocuo ma Baxku ucka3s (4) 3a spexuoct L = 1. 3a mpom3BOJHHO
T—

e > 0 uckas (4) 3a10BosbeH je 3a 0 = £ jep y npobymenoj okoaunu (—¢,¢) \ {0} Baxn

r+1)—1, —6<x<0
|f<x)_L|:{ }El—x%—li 0ca<s —lHI<I=e
i
Y
3
2

CauKA 12. e-Tpaka oko Bpeianoctu L = 1 cagap:ku Jeo rpaduka

Bamarak 22. Vcnurarn ga au dbyskiuja f(r) = x nma auMec y Taduku a = 5. v
Bamarak 23. [lokazaru na dbyuxnmja f(r) = sgnx Hema jgumec y Tadku a = 0. v

3amartak 24. Heka je mara ¢ymxnmja f : A — R u Tauka gomeHa a € A Koja je yjenHo u
Tauka HaromuaaBarma ckyna A. [Tokasaru ja je dpyHKImja f HEIPEKHUIHA Y TAYKH ¢ KO U CAMO aKO
dbyuknuja f uma aumvec y taukn ¢ u Baxku lim f(z) = f(a). v

T—a

Y nperxoaHoj JedUHUIAJH CMO JOIYCTHIN Jla IPAHUYHA BPEJIHOCT (DYHKIIHjE Y3UMa BPEIHOCTH
y ckyny R, oaHocHO TO je OMO HeKH KOHavaH peaJsiaH 6poj. ledpuHUNH]y MOKEMO Jia IPOIIAPUMO
ponyiTajyhu j1a rpanndHa BpegHOCT Oyjie DEeCKOHATHA.



3.3. 'pannyna BpeHOCT 11

Hedunnnuja 25. (Beckonaunu smmmecu) Kaxenmo na dyskiuja f : A — R nva umec jeanak
BPEHOCTH +00 ¥ Tauku a € R Koja je Tauka HaroMmiaBama ckyna A u nuiemo lim f(x) = 400 ako
T—a
U CaMO aKO BaxKu

VMeR)(Fi>0)(VeeA)O<|r—al<d= f(x)> M.

CamaHo, KaXKeMo [1a je TpaHudHa BpeJHOCT (PYHKIHje [ y TauKd @ jeJHAKA BPETHOCTH —OO0 aKO 1
€caMO aKO BayKu

VCeR)(Fo>0)(VeeA)O<|z—a|<d= f(z)<C.

Tana numemo lim f(z) = —oc. 9
T—a

1
] ||
ckyn R\ {0} u 1a je 0 meroBa Tauka HArOMUJIaBaka ajld He NPUIAJIA CAMOM JoMeHy. IMa cmucia
UCTIUTUBATH TOCTOjarbe TuMeca MyHKIHje y Toj Taukn. OcTaB/haMo 33 BeKOY J1a ce MOKazKe /1a BayKu

lim f(x) = —o0. !

IIpumep 26. Ilocmarpajmo byuknujy f(x) = [Ipumerumo 1a je goMeH oBe (DyHKIIH]je

Hedbunnunja 27. (Jlumec y 6eckonauanoctu) Heka je nara dbyuknuja f: A — R npu gemy
je +00 Tauka HaromuiaBama ckyna A. Kaxkemo ga je L € R jiumec dyuknuje f y 66CKOHAYHOCTH U

mumemo L = lim  f(z) ako u camo ako Baxku
T——+00

Ve>0)(IMeR)(VexeA)z>M=|f(x)-L|<e.

CmaHOo, aKo je —0O TavkKa HaroMujaaBama ckyma A onpa kaxkemo ma QyHKIHja f mMa TpaHUIHY

Bpeanoct |y —oo u mumemo [ = lim f(x) ako n camMo axo BaxKu
T—r—00

Ve>0)FCeR)(VeeA)z<C=|f(x)-I <e.

¢
ITpumep 28. Ilpumernmo ga 3a GyEKnHjy f(r) = arctanz Bazkn lim f(z) = —Fu lim f(x) =

T——00 r—-+00

Hamomena 29. Moxkemo Ja mokaxkemo Ja je lim % = ( mpu 4yemy OBJIe IOCMATPAMO JIUMEC Y
r—r+00

OECKOHAYHOCTH akmmie f(x) = L. Kopucrehn oBaj auMec MODIH CMO j€IHOCTABHE]E 13 3aK/bY IAMO
X

naje lim 1 =0 jep hie 3a cBaxo € > 0 noues oz neke speanoctu C 3a cse © > C Baxutn | f(z)| < €.
n—-+o0o

. . 1 . .
To 3nauu jia he u 3a cse upuposue 6pojese n koju cy sehu o1 C' Baxuru - < € a 10 je 10 jJedununuju

oy

eKBHBAJICHTHO TOMe 1a je lim 1 = 0.
n—+oo "

Ha ocnoBy oBora momasumo g0 ciaegeher cBojerBa. Ako je dyHknuja f geduHHCaHA ¥ HEKO]
OKOJIMHU GECKOHAYHOCTH U aKO TocToju uMmec dhyuukuje lim f(x) = L taga fie nocrojatu u umec
r—r+00

HU3a nl_lﬂloo f(n) n Baxkuhe nl—lgloo f(n) = L. o

[perxoany nedbuHUIAjY MOXKEMO /T8 TPOITUPUMO JOMYIITAjyhu Ja caMa IpaHuIHA BPETHOCT OyIe
OeckoHadHa a HE caMO HEKM KOHadaH peasan Opoj. /Jledpunmcahemo camo jegan mojam a ocraJie
OCTaB/HAMO YUTAOILY JIa camMu Johy j10 jgeduHuImje.

Hedbunnunja 30. (Beckonauan aumec y 6eckonaunoctu) lara je dynkumja f : A — R
IpHU 9eMy je —oo Taduka HarommiaaBamba ckyma A. Kaxkemo jga yHKIHja UMa TPAHUYHY BPETHOCT
+o00 y —oo u numemo  lim  f(x) = 400 ako u caMo ako BaxKu

T—r—00

VMeRICeR)(VereA)xz<C= f(z)> M.
O

Vaumajyhin y 063up Jedunnmuje o6MIHNX U IPOGYIICHUX OKOJIMHA TadaKa CKyHa R IPeTxoHe
JeTHupH AepHHUITje MOKEMO JIa CIIOJUMO V jeJIHY.
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Hedumannmja 31. Tara je dynkumja [ A — R taksa na je a € R rauka HaroMmIaBaEba
nomena A. Kaxkemo na je L € R rpanngna ppennoct dynkuuje f y Tauku a u numemo L = lim f(x)
Tr—a

aKo M caMoO aKo 3a cBaky okosiuny Uy tauke L nocroju npoOyiieHa okosmHa U, Tadke a TakBa Jia 3a
cBako € U, BayKu UMILTUKAIIH])a
reU,= f(x) € UL (5)

Bparumo ce va agarax 23. 3agaTak HaMm Kazke ga PyHKIMja sgn Hema gumec y Tadkn a = 0. OHo
IIITO MOXKEMO 13 3aKJ/byduMO ocMaTpajyhu rpaduk oe pyHKIHMje jecTe 7a je ca jeBe CTpaHe Taduke
Hy/1a PYHKINja KOHCTAHTHA W jeJIHaKa BPEIHOCTHU -1 JIOK je ca JecHe cTpaHe Tavyke HyJ1a KOHCTaHTHO
jennaka 1. Pazymauro nonamame GpyHKIHEje ca JieBe U JecHe cTpaHe HeKe TadKe MOTHBHIINY Hac Ja
JIe(PUHUAIITAMO TIOJMOBE JEOHOCMPAHUL AUMECT.

Hedbuaunuja 32. Kaxemo ga je D € R decru aumec dyakiuje [y Tauku a aKO BaxKu
Ve>0)3Fd>0)(VeeA)a<z<a+d=|f(x)—D|<e.

Taga mumemo D = lim f(x).
r—a+

L € R je snesu aumec dbyukumje f y taukn a, u numemo L = lim f(z), ako Baxu
T—a—

Ve>0)(Fd>0)(VereAa—-d<z<a=|f(x)—L|<e.
9

ITpumep 33. JeanocTaBHO 3aK/byUyjeMO Jla BazKu 111%14r sgnr =1mu lirél sgnx = —1. i
— z—0—

ITpumep 34. Oyuknuja yeo deo, KOjy 03HAUABAMO ca [T], 3a peajiHO ¥ jeJHAKa je HajoamzKeMm
mesioM Opojy Koju ce HaJlasm ca Jiepe crpane Opoja x. I'paduk dynknuje nar je na Coumu 13. Oa

dyHKIMja UMa PAa3/IUYUT JIEBU U JIECHU JIUMEC y CBaKo] 1e100pojuoj rauku. Hup. lirg:_[x] = 2 710K
z—

je 111%1 [x] = 1. ¥V ocranum Taukama peasHe mpase (Koje HUCY 1esin OpojeBr) (DYHKIMja MMa jeTHAK
52—

JIEBU W JIECHU JIUMeC, U TO jeJHak BpegHoctu [z|. IlpuMeTunMo ia y THM TadykaMa MOCTOjU U 0OUYaH

smumec dyuknuje. To caean u u3 ciaeneher ommnrujer TBphema. i
, —
1 _—
1 —_—
3 -2 |
1 t 5 Y
—,
—
—_— 3

CimkA 13. T'paduk dpyHKIHEje 10 10

Tsphemwe 35. Heka je nara dyakmmja f : A — R u a € R koja je Tauka HaroMuaaBama CKyIa
A. Taga dyukiuja f uMma JmMec y TAUKH @ aKO U CAMO aKO IIOCTOje JIEBH U JIeCHU JIAMEC Y TOj TaUKK
1 aKO CYy OHU jeTHAKU. Y TOM CJIY4Yajy Cy jeJHOCTPAHW JUMECH jeTHAKA OOMIHOM JIUMECY Y TAUKH a.
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Mozkemo j1a mpomupuMo JeUHUIIA]Y jeTHOCTPAHUX JuMeca JonyinTajyhu 1a onu uMajy OecCKoHaTHe
BPEIHOCTH.

Hednannuja 36. Kaxewmo ma Bakn lim f(x) = —oco ako u caMo ako je 3aJ10BOJbEHO
r—ra+

VCeR)(Fo>0)(VeeAda<zr<a+d= f(z)<C.
Canvno

lim f(z)=4c0c VM eR)(FI>0)(VereA)a<z<a+= f(x)> M.

r—a+

[Ipeoctase pedununmje ocraB/baMo YUTAONLY Ja CaM 3allHIIE.

ITpumep 37. [Mocmarpamo dbyukiujy f(x) = i qnju je rpacduk gar va Coauru 14. JemroctaBHO
3aK/bydyjeMO JIa BaxKu

1
lim — = +o0
z—0+ 2
JIOK je
) 1
lim — = —o0
r—0— g

U3 Tora mTo Ccy JIeBE W JIeCHU JUMECH PA3IUIUTH MOYKEMO Ja 3aK/bydnMo na dyHKIuja f Hema
rpaHAYHy BpegHOCT y Tadyku (.

CiukA 14. I'pacduk dpyaximje i
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3.2. CBojcTBa rpanuune Bpegnoctu. Cana hemo mokazaru cBojcTBa (byHKIHja Koje UMajy
IPAHUYHY BPEJHOCT y TAYKH HATOMUJIaBama jJoMeHa. Kana kaxkemo Ja byHKIHja uMa Jumec (Wim
IPAHUYHY BPEIHOCT) y HEKOj TAYKM mojpasymeBalieMo Ja je Ta Tavka Tayka HATOMEJIABAbA JTOMEHA
dbyuknuje. Ocobune Koje Baxke y HEKOj OKOJIMHU TayKe HATOMHJIABaMba (& He 0DABE3HO HA HEJIOM
JOMEHY ) HA3UBAjy C€ A0KAAHUM c80jcmeuma DYHKIH]A.

Tepheme 38. ['panununa Bpeanoct QyHKIUjE je, aKO TOCTOjU, jeIMUHCTBEHA.

Hamomena 39. V TBphemy jonymramMo jga caMa IpaHH4YHa BpeaHocT Oyje GecKOHa4YHA a U Ja
Tadyka y KOjOj IOCTOju JiuMec Oyjie jelHaKa +00 HId —Oo0. o

Hoxkaz. Tspheme hemo mokazaru y ciaydajy kaga dyskimmja f @ A — R mma konadHy rpanudny
BPEIHOCT Y KOHAYHO] Tauku ¢ € R Koja je Tauka marommnaBama ckyma A. Ocrane ciaydajese
(kaza je Tauka HArOMUJIaBara GECKOHAYHA WM KaJa je JTuMec DeCKOHAYaH OCTAB/haMO YUTAOLY /A
cam mokaxke). IIpeTnocraBuMo Ja HeKe JiBe pasjimduTe peajHe BpeaHocTH L1 n Lo 3a10B0o/baBajy
ycaose Hedununuje 20. Ha oBaj HauMmH MU IpeTHOCTaB/HAMO CYIPOTHO OJ OHOT'a IITO KazKe TBP-
herbe, 0IHOCHO MPETIOCTaB/HAMO Ja FPAHUYHA BPEJIHOCT HUje jeIMHCTBEeHa. XoheMmo ja johemMo 10
KOHTPAJIUKIIje YUMe TI0Ka3YjeMo Jia Hallla MPeTIOoCTaBKa Huje 100pa, OJHOCHO JIa je UCKa3 TBphema
TavaH.

OsnaunMo pacrojame OpojeBa Ly u Ly Opojem €, € =
opojeBu onja je € > 0.

N3 aumennne ga je L, rpaHuvdHa BpeJHOCT (PYHKIMAjE CJIeau Ja 3a rope oaabpaHo € 1MOCTOju
41 > 0 rako ga 3a cee x € AN (a— 01,a+ 1) \ {a} Bazkn

|L1—Lo|

3 Kako cy Ly u Lo pazjimmmunru

|f(z) = Li| <e. (6)
Ca gpyre ctpane u Lo 3aj0BosbaBa uMminkaujy (4) na he 3a veko dy > 0 Bazkuru 1a je
|f(x) — Lo| < (7)

kagrogjer € Au 0 < |z —al < ds.
Heka je § = min{dy,d2}. Cana he

Ul(6) := (a — 0,a+0)
GuTH Marba OJl JBe NpeTxoaHo nponabherme NpobyIIere OKOIMIE TauKe d. 3a CBE TauKe JIOMEeHa T
Koje Koje ce nanaze y U,(0) Baxku u (6) u (7) u THMe T0Ma3UMO 0 KOHTPAJIUKIIHjE jep je Taja
f(x) € (L1 —¢e,L1 +¢)u f(x) € (Ly — &, Ly + €). Kourpaaukuuja cjeju u3 tora mro je nupecex
unarepBana (L1 —e, Ly +¢) u (Ly — €, Ly + €) npasan 3a ogabpaHy BPeJIHOCT TapaMerpa . O

Tsphemwe 40. OyHknuja Koja ©Ma KOHAUHY I'PAHUYHY BPEJIHOCT V TAUKH je OrpaHUYEHa ¥ HEKO]
mpOOYIITeHO] OKOJIUHU Te TavKe.

Hoxka3z. Tlocmarpamo dpyuknujy f : A — R xoja nma xorauan jmvec L y Ta9KW HATOMUIABAHA

a € R. Tlomro xequmo jga jg0Ka3 MOKPHUje CIydaj Kaja je Tauyka HArOMUJIaBamba KOHAYHA & W

cIydaj KaJia je TauKka HaroMmIaBama OeckoHadHa Kopuctuhemo ledununujy 31. Y3memMo oKOTUHY
_ 1 1 1 . . :

Up = (L—15, L+7;) Tauke L 'u u3 nedunnnuje 3axpyayjemo aa fie mocrojaTu mpobynrena OKoIMHA

Tauke a, y o3nanu U,, TakBa /1a BaXKd

f(x) e U
kag rox je x € U, N A. JennocraBHO 3aK/bydayjemo 1a je L — %7 Jobe orpaHnverse (pyHKIHje f Ha
ckyny U, N A 10k je L + 1—17 jeJTHO HEeHO TOPHhe OTPAHNYEe Ha NCTOM CKYTY. 0

[Tope Tora mTo MOYXKEMO Jla 3aK/by4uMO Jia je (PyHKIMja ca KOHAYHOM TPAHUYHOM BpeaHorihy
JIOKAJTHO OpaHuYeHa MOZKEeMO joIl D0Jbe Ja je MPOIEeHUMO JIOKAJTHO aKO 3HAMO J1a je KOHAYaH JIIMeC
DPA3JIMYHT O] HYJIE.

HIpumernvo na je okomHa KOHAUHE TAadKe 3aMCTa OBOI OGJIHKA, OBIE je GUTAH KOPAK Ja JIAMEC Oy1e KOHAUAH.
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Tsphewe 41. Heka dynkmuja f : A — R uma KoOHaYHY I'DAHHYHY BPEIHOCT L Pa3IHUATy O
nyse y Tadkn a € R. Taja mocroju mpoGylena oKOJIMHA TaYKe a TAKBA 1a je (PYHKIMja Pa3IHuHTa
OJ1 HyJle Y CBAKO] TAYKW Te MPODOYIIeHe OKOJHHE U JOJaTHO, 3HAK (DYHKIHje V¥ THM TadKaMa je UCTH
Kao 1 3HAK T'DAHUYHE BPeIHOCTH L.

Hanomena 42. Tlocmarpajyhu dyuxuuje (r — 1)? u (z — 1)% y okosunu tauke a = 1 Moxkemo
Jla 3aKJbY 9MMO J[a TeopeMa He MOKe Jla Ce NMPHMEeHH KaJa je TPAaHuYHA BPeJHOCT L jenHaka Hyam.

Hoxka3. Ilpumenuhemo ledununujy 31 wa okomuny Uy = (L — |L| L+ ‘L‘) KOja ja MHTepBaJI
OKO L mwupune @ [Ipumerumo ga je L # 0 ma je | L > 0. /Z[e(bHHHLu/IJa Kake 7a he moctojarn
npoGyirena okoinua U, Takpa ja BaxKu f (x) € Up Ka;La z € ANU,. Unrepsan Uy je onaGpam
Tako Ja ce Te0 HaJa3W ca WCTe CTpaHe HyJe Kao W peajaH Opoj L jep kaxa je L > 0 tama je
L — % = % >0 a kana je L <0 rtama je L + % = % < 0. To 3naunm ja je MyHKIHMja Pa3InIHTa

ox Hysie u ga je sgn f = sgn L wa ANU,. O

Cnenehe TBpheme HAM TIOKa3yje KaKO ce JUMECH CJIaZKy ca aarebapcKuM omepanujama.

Tepheme 43. Heka cy nare dynkimje f, g : A — R u nexa je a € R tauka HaroMmiaparmba CKyIa
A. Tlpernocrasuhemo na yHKIMje nMajy KOHAYHE rDaHUYHE BPEAHOCTH y Tauku a, L1 = lim f(z)
Tr—a

u Ly = lim g(z). Tana:
Tr—a

a) mocroju JmmMec 36upa oe ase Gyuknuje u Baxu lim(f + g)(z) = Ly + Lo;
T—a

)
6)
)
)

MOCTOj¥ JINMEC MPOU3BOIa OBe JBe (DYHKINjE U BaXKN lim(f ~g)(z) = Ly - Lo

B) Ako je Ly # 0 Taja mocToju IMMeC KOJIMYHHKA 0oBe ABe (pyHKIHje? 1 Baxku lim Ilo) L1

g(z)
w—}CL

r) AKO IOCTOjH TMpobyIeHa OKOIMHA Tauke a, y o3mamu U,, Taksa 1a je f(x) < g(x) 3a cBe
r €U, tana je Ly < Ls.

okas.

a) Heka je £ > 0 mpoussospro. 13 qumbenune fga f u g uMajy TpaHUYIHE BPEIHOCTH CJIETH /A
nocroje npobymene okomune UJ u UJ takse jia Bazku

F@) =Ll <5,z € UL N A,

19(z) — Lo| < f, zeUin A

Taja na upeceky oBux HPOOYIIEHUX OKOJIMHA, WTO je Takohe npobyliena OKoJMHa Of a,
U, = U N U 9 BaxKH
[f (@) +g9(z) = (L1 + La)| = [(f (z) — L1) + (9(z) — Ls)| <
g €
< |f(@) = Lo[ +lg(x) = Le| < 5 + 5 =¢
IIpBa Heje THAKOCT CJIeaH U3 HEjeIHAKOCTH TPOYIVIA. 3aK/bydyjeMo Aa JuMec 30upa (pyHKIIN]ja
MoCTOju U 72 je jeanak 30upy Li + Lo. Jlokas y oBoM 00JMKY NMpoJia3d Uy CAydajy Kajaa
je a HeKa KOHAYHA TadyKa a U Y CJAy4ajy ja je a OeCKoHaYHA TadKa.
6) Onabepumo mpousBo/bHO ¢ > 0 u Haljumo mpobyiieHy OKOJMHY Tadyke a Ha KOjoOj je
bynknuja g orpanmena. Oxomuny hemo ozmaumTu ca U]l n Ha T0j okonmam Baxn |g(z)| <
M upu gemy je M > 0 koHCcraHTa. 3a 0BAKO oipeheHy KOHCTAHTY IHOCTOjU HPOOYIIeHa,

2Ipumernmo na u3 Tephema 41 cnemn na je GyHKIHja ¢ PA3INIATA O Hy/Ie HA HEKO] IPOOYIICHO] OKOIHHI TAUKe
a 1a je kosuuHuk f/g nedbuHucan Ha TOj NPOOYIIEHO] OKOJIMHHU.
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OKOJINHa 1;a2 TaKBa IJa je
— L

3a cBe T € Uf N A. U3 uumenune na je Lo rpanmana BpemgHocT (yHKIHMje g mocTojahe
npoGymena okosinHa U3 Ha K0joj BazKu

£
|9(x) — Laf <

2(|L1| + 1)
Ha npeceky npobyiiene okojnne
U,=U'n0U2nU3
u cKymna A Baykn
|f(2)g(x) = LiLo| = | f(2)g(x) — Lag(x) + Lig(x) — L1 Ls| <
<lg(@)| - |f(x) = La| + |La] - [g(x) — Lao| <

£ g
<M -— + (L + 1) =,
oag (Il )2(|L1| +1)
AKO KOTMYHHIK g BUUMO Kao mpom3Bof f(x)- ﬁ OHJIa je JIOBOJHHO JIa MOKAXKEeMO J1a BayK1
1 1
m = (8)

i

T—a g(x) Lo
u Kopucrehn mperxomHo cjioBo y TBphemy gonazumMo 0 JoKaza ocobune B). Jlakie,
nokasyjemo fa Baxku (8). Kako mocroju smmec dbyHKIMje ¢ KOjU je DasJInduT Of HyJIe,
Ly # 0, onya hie nocrojaru nupobyinena okoJinHa Tauke a, U!, taksa ja je

L
ole) — L] < 121
sacee € ANUL. Ako je Ly > 0 taza je g(x) > Ly — |L2‘ 252 > 0 a ako je Ly < 0 Tajia

je g(x) < Ly + ‘LZ‘

2L .
=52 < 0. Y oba crydaja Baxu 1a Je
2
l9(2)] > 5|Lo|

3a cse & € AN UL, Ba mpoussosno € > 0 pasziuky |g(x) — Ly| MOKeMO ja TpOmeHmMo
0710310 ca 2| Lo|*e Ha HEKO] MPOGYIIEHO] OKOIMHE U2. Cagna ma npeceky ANUNNU? Bazkn

L 1| lgla) =L _Jo(e) ~ I
g(@)  La|  |g(@)|-[Le] 3 Lo|?
1 2
< g 2|LyPe = €.
%\L2|2 3| d
[IpernocraBumo cynpotuo, Ly > Lo. Heka je € = . Kaxo je lim f(z) = Ly Tana he

r—a
nocrojaru 1pobyinena okosuna Ul Taksa ja Baxu

|f(z) = L] <e.
U3 aumennne na je lim g(z) = Ly cieam na Baxu
r—a

|g9(x) — Lo < ¢
Ha AN Uf 3a HEKY MpoOyIIeHy OKOJIUHY Uf [locmarpajyhu mpobyIeny oKOJIHHY

U, = Ul N0
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JIOJIA3UMO JIa 3a CBe TadKe JIOMEeHa KOje ce Haja3e Y OBOj OKOJIMHY BayKu
g(xr) < Ly+e < Ly —e < f(x)

a To je y KOHTpaauKiuju ca tum ga Baxn f(x) < g(r) Ha HEKOj MPOOYITEHO] OKOJNHI
tauke a. /lakie, npermnocTaBka He BaxKH IIa 3aK/bydyjemo na je Ly < Ls.

0

13 nperxomHor TBphema jeTHOCTABHO 3aK/bydyjeMO 7a 3a CBe peajHe OpojeBe o u [ BaxKmu
lim(af + Bg)(z) = alim f(z) 4 §lim g(z)
r—a r—a r—a

ako yHKImje f 1 g nMajy HaBeeHe rpanndae BpegHocTr. OBa je JHAKOCT, Kao U MPETXOIHO TBPhembe,
Ba)YkKM W y CAyYajy Kaja je TauKa ¢ KOHAYHa & JUMECH KOje TocMaTpaMo jeJITHOCTPaHMU.

Caenehe TBpheme HaAM TIOKa3yje KakKo ce ODECKOHAYHH JIMMECH CJIaYKy Cca aaredapCKuM orepalin-
jama. Kako cy jgoKasm oBux ocobuHa BpJO caumdHE 10Ka3y T'Bphema 43 ocTaB/haMO HX IUTAOILY.

Tepheme 44. Heka cy nare dynkiumje f,g: A — R upu demy je ¢ € R tauka HaroMuIaBarma
ckymna A. Taga Baxu:

T—a

a) ako je lim f(z) = +oou lim g(x) = L rae je —oo < L < +oo taga je im(f(x)+g(z)) = +o0;
r—a Tr—a
)= —oou lim g(z) = Lrue je —oo < L < o0 tazxa je lim(f(z)+g(x)) = —o0;
T—a T—a

6) ako je glﬂl_rg f(x
) axo jo lim f(x) = 00 u i g(o) = L € B\ {0} raza o lin /(o) () = (sgn ) - (00);
) (

r) ako je lim f(z) = £oo Ttaga je lim ﬁ = 0.
Tr—a r—a

[TpumeTnmo j1a cMO 0BO TBphemwe Morau ja jJogamMo Tphemy 43 ako 103BOJMMO J1a JIMMECH Oy/1y
y CKyITy R u 1a Cy omeparyje + W - IPOITUPEHe Ha R xao y JEKIUjA O MPOITUPEHOM CKYIIY PeaTHuX
6pojeBa. Kao mro cmo y Tom mortasby Beh maBenm Hekm m3pasu, HOp. (+00) + (—00), ocrajy
Hegedunncann. OMHOCHO, omeparyje + u - He MOXKEeMO J1a TIPOITUPUMO TaKo Ja Oyay omeparuje Ha
nesom R. Crezein mpuvep fie Ham oGjacHuT 3am1To (+00) + (—00) He MOKeMO J1a JehHHIITIEMO.

ITpumep 45. Heka cy nmare ciaenehe ¢gpyHKImje
file) = 2° 4+ 22, gi(2) = — (2% + ),
o) = Va2, gola) = —VaT ¥ 7
[Ipumernmo pa Baxu fi(z) — +oo, fo(x) = 400, ¢1(x) = —00 u go(z) — —o0 Kaja r — +00.
Axko xesmmmo 1a Hahemo mumec dbyaknuja fi + g1 1 fo + go TPOJTACKOM JUMECOM KPO3 30D JI0TA3HMO

10 obmuka (+00) + (—o0) 3a Koju cMmo Beli Buzesn jna Huje nokpuser Tephemem 44. dakie, qumec
30mpa Mopamo Ja Hahemo Ha apyraumju HaunHn. CpehuBameMm u3pasa mgosa3uMo JI0 caeiaeher

fi(x) + g1(z) = (22 + 22) — (2* +2) = 2 — +o00,  — +00,

Vil +2r +Val +a

Fa@) + g2(2) = Va? + 20 = Va? + 2 = (Va? + 20 — Va? + 1) V22t +Vai o

22+ 2z — (22 + ) x 1
= — =, ¥ — +00.

VRVt 1+242/1+1 2

Hakme, y oba caydaja MpoJacKOM JHMECOM KpO3 30Hp J0Ja3uMo 110 0banKa (+00) + (—oo). Pauy-
HabeM JIIMECa JT0JIa3UMO J0 TOTA Ja je Y IIPBOM CIyUajy JuMec OeCKOHAYAH JOK je Y APYTOM CJIyUa]y
JuMec Konadan 6poj. Ha oBaj mauun BuuMo na He MozKeMO u3pady (+00) + (—00) J0JejuTn HeKu
efeMeHT U3 R Tako fa aarebapcka omepamnuja + u lim Gyny ycariameHn. i

Bagarak 46. Jlare cy dynkumje fi(z) = 1, fo(z) = &, fi(z) = &, q1(@) = &, go(2) = 2

u gs(x) = % Hahu xginoo % 3a 1 € {1,2,3}. [Ipumernmo jga ce y cBa Tpu ciydaja MpoJaCKOM
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JIIMeca Kpo3 KOJUIHUK J00uja 00TUK % 3a KOju 3HaMoO ja Huje gedunucan. /laxse, To HEje HAYUH

Jla ce Pellld OBaj 3a1aTakK. v

Tepheme 47. /lare cy dyuknmje f,g: A — R u a € R tauxka nmaromutasama ckyna A. Taza
Baxku ciaenelie:
a) aKo je glﬂl_rg f(z) = 0 n dyskmja g je orpaHmueHa Ha HEKO] MPOOYIIEHO] OKOJINHH TavKe «
rana je lim(f(z) - g(z)) = 0;
6) y cnyqacj; aKa,ua je a KOHaYHa TadvKa, xlggr f(z) = 0 u dbyukuuja g orpaHuyueHa Ha HEKO]
JIECHO] OKOJIMHU Taduke a, (a,a + §) N A, Taza je xl;rg(f(x) -g(z)) =05
B) y CJydajy Kaja je a KOHAYHA TadKa, xli)rgl_ f(z) = 0 u dbyHKIMja g OrpaHUYeHA HA HEKO]

JIeBOj OKOJIMHE Tadke a, (a — d,a) N A, taxa je lim (f(z) - g(x)) = 0.
T—a—

Hoxka3. /lokazahemo TBpheme Koje ce Hajas3W IOJ IPBHM CJOBOM a OCTaJja JiBa Ce JO0Ka3yjy
CAMIHO. 300T jeTHOCTaBHHU]jer 3aluca NOKpuheMo ciIydaj Kaja je Tauyka ¢ KOHAYHA.

Vamumo € > 0 npoumssosbno. Heka je Ua(dl) = (a — 01,a + 1) npoOyIeHa OKOJHHA TaYKe
taxsa ga je |g(z)| < M 3a cee x € ANU,(6). Osae je 1 > 0 u M > 0 je HEKO OrpaHHYUCHe
dbyuknuje g. Kako je mumec dynknuje f jennak 0 onyma he mocrojatu o > 0 TaKO /1a BaxKu

7(@) =0l < 37

3a cee & € ANU,(8,). Heka je
0= min{51, (52}

Caza 3a cse 2 € AN U,(5) Bazke mpouene

@) < 57 lg@)| < M.
[a Ha TOM CKYILy BaXKu U
@) - gla) < 57 M =<
Onarie 3aK/byIyjemMo aljgré(f(x) -g(z)) =0. O

Hamomena 48. Ocobuna uckazana y oBOM TBphemy HaM Kaxke 1a je ITPOM3BOJI OrpaHHYEHEe
dyukImje n HyJ1a pyunuje Takohe Hysaa pynkmnuja. Kaxkemo ma je Heka dyrruuja Hyaa aKo je mHeH
oaropapajyhu juMec jeHaK HYJIH. o

3a,z|aTaK 49. HOKaSaTI/I Jd BazKN hm sinz = O 41 hm xX - sin 1 = O \/
r—+oo T z—0 x

Kopucrehu nojam nysna ¢dpyunkiuje koju cmo cnomenyan y Hamomenu 48 nokazahemo na je meka
dbyuknuja Hysa QYyHKIHja aKOo U CaMO aKO je IheHa alCcoJyTHa BPeJIHOCT Takohe Hy/a QpyHKIM]jA.
[TogceTnmo ce j1a cMO UMaJIM CJAUYHO TBPheme 3a HU30Be.

Tsphewe 50. 3a byukiujy f: A — R Baxn
lim f(z) =0 < lim |f(z)| = 0.
Tr—a Tr—a

[TocTojame jeHor 0OJ HABEACHUX JIMMECA UMILIUINPA TTOCTOjabe U OHOT JPYTOr.
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Hoxka3z. /loka3 iemo u3BecTu HU30M €KBUBAJICHIIM]a P Y€MY CY IIPBA U IOCJIe/IHha eKBUBAJICHITN]ja,
JeduHuIgje JJuMeca JI0K Cy eKBUBaJIeHInje u3Mely obudno cpehuBame ajredapckux u3pasa.

lim f(z) = 0 (Ve > 0)(3 U)NVzeAnU,) |f(x)—0| <e
e Ve>03U)NVze ANU,) |f(z)] <e
e Ve>03U)Yze ANT,) ||f(x)] -0 <e
o lim |f(2)] = 0

r—a

O

Axo je Tauka HaroMuIaBamba KOHAYHA OHJIA IIPETXOJHO TBPhEHEe BAXKU U 33 jJeJIHOCTPAHE JINMECE.
Y 1Bphemy je ONTHO Ja je rpaHuyYHa BPEIHOCT HYJIA M HE MOCTOju TBphEeme Koje MmoBe3yje rpaHuydny
BPEJHOCT aIlCOJyTHE BPeAHOCTH (hYyHKIMje U IPAHUYHY BPEJHOCT caMe (DYHKIMje aKo je rpaHuvHa
BPEJIHOCT HeKM JpyrH Henysa 6poj. To ce jeamocrasno Buan na npumepy dyukmmje f(z) = (—1)F
3a KOjy Baxku na je |f(z)] =1 ma je u xkgloo |f(x)] = 1 nok numec came dbyukuuje f(x) He mocroju
Kajga r — 400.

Teopema 51. (Teopema o Tpu sumeca) Hexa dynxuuje f,g,h: A — R 3adosonasajy nejeod-
HaKoCmu

f(z) < h(z) < g(x)
Ha Heko] npobyuwenoj oxosunu U, mavke a Koja je mavwka wazomusasara ckyna A. Axo nocmoje
lim f(x) u lim g(z) u jednaru cy, mada nocmoju lim h(zx) u easrcu
r—a r—a T—a

. o o .
lis /() = lim h(z) = lim (o)
Hoxaz. Osznaunmo ca L := lim f(z) = lim ¢g(z) u nmexa je € > 0 upoussossHo. 13 nedununuje
r—ra Tr—a
JIIMECa, CJIed Ja MOCToje MpodyIIeHe OKOJIUHE U({ u UJ takse ja BaxKu
‘f(l’)—L‘ <§g, QZ’EU({7
H .
lg(z) = L| <e, x € UY.
Tana Ha npeceky mpobyIeHnX OKOJIMHA U, = UC{ N Ug Bayke HejeIHaKOCTU
L—e<f(zr)<L+e L—e<g(x)<L+e, f(r)<h(z)<gx),
OJIHOCHO
L—e< f(zr)<h(x)<g(x)<L+e.
Jakie, Hamam Mo mpobyIieHy OKOJTMHY Tadke a Ha Kojoj Baxku L — e < h(z) < L + . To 3naqm
na je L = lim h(z). O
T—a

Teopema 52. Hewa je a € R mauka nazomunasarsa cxyna A u f : A — R dynwuuje xoja uma
epanunny epednocm y mavku a, L = lim f(x) € R. Axo je dynruuja ¢ : R — R nenpexudna y
r—a
mauku L mada easrcu
lim oo f(z) = (lim f(x)) = (D).

T—a

[IperxoaHa TeopeMa HaM Kaxke J1a HempeKuaHa (hyHKIHja U JUMeC MOTY JIa 3aMeHe MeCTa.

Teopema 53. (Teopema o cmenu npomenssuBe y jgumecy) Hexa dynruyuje [ : (a,b) — R
UMG 2PaHUNHY 8pednocm Y mauky xg € |a,b] u neka je ¢ : [, 5] — [a, b] Henpexudno npecaukasare
Koje je bujexuuja wuju je uneeps Y1 maxobe nenpexudna gynxyuja. Tada je

lim f() = lm  fou(r)

T—rT0
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Hamomena 54. Ako je xg = a win o = b OHJA Cy JIUMECH KOjU C€ CIOMHIbY Y TEOPEMHU OJI0-
Bapajyhu jegHoctpanu jumecn. AKo je, Ha mpumep, o = a u ¥ (f) = a taga Baxu lim f(x)
Tr—r

. n
Jim fou(t).

Jlokaze mperxojaHe aBe TeopeMme heMo HM30CTaBHTU a yMecTO Tora hemo y ciaeiaeheM ofie/bKy Ha
HEKOJIMKO IPUMEPaA IMOKA3ATH KAKO Ce TEOPEMa IPUMeEmbY]e.

o

3.3. Jlumecu enemMeHTapHUX (PYHKIHja U OCHOBHU JIUMECH.
ITpumep 55. (JTumec moamnomcke dbyukinumje y beckonaunocrn) Heka je mar moamHOM
P, (x)=ay+a1x+ ...+ a,x" 9)
rjie Ccy ag,dq, ..., d, PeaTHn KOeMUIUJeHTH OBOT IMOJUHOMA. AKO je MOJUHOM KOHCTAHTAH, OJHOCHO

ako cy ceu Koedunujentu y3 x, % ..., 2" 2" jennakn nyu raja je P,(r) = ag 3a cse v € R. Jlumec
KOHCTaHTHE (PYHKIAjE je camMa Ta KOHCTAHTa 1a je Y TOM CJaydajy

lim P,(z) = ap.

T—+00
[IperniocTaBuMo 12 OJIMHOM HUje jeJHaK KOHCTaHTH, Tj. jga je obiuka (9) upu 4yemy je a, # 0 (ko-
ebunujent a, ce nazupa Bojgehum koedunmjerrom) u n > 1 (6poj n ce HA3MBA CTEIEHOM ITOJHHOMA).
Tana je

. . ap aq Ap—1
lim P,(z)= lim | _z" — + Fo+ ——+ a, =
T—+00 400 | N~~~ xn xzn—1 T ~—
S 4o \ M~ —~—  a,
— 0 — 0 — 0
L H(;n,r#o A
] H4oo, a, >0
] —oo, a, <0

f

ITpumep 56. (JTumec pannonanue dyuknuje y 6eckonaqnoctn) [Togacernmo ce na je panmoHaina
dyHKIMja KOJTIHAK JIBE TTOJMHOMCKE W Yy OIIITeM CIy4ajy je 00auKa
R(z) ag+arr—+ ... —l—an:p".
Jla 6ucmo w3bersin TpuBHjasHE ciaydajeBe mpermnoctaBuhemo nga je a, # 0 u b, # 0. Jlumec
paruona/ine (GpyHKIHUje Y OECKOHAYHOCTH 3aBHUCH OJI OJIHOCA CTEIEeHa IIOJHHOMA Y OpOjHOIy U HMe-
HHUOILY .
Axko je n < m Taza je

an

x_l + Cln)

o (R 4+ +

lim R(z)

r—r—+00

lim

Tr——+00 bo

R bm>

i a oy
2+,
" x ,

1 TV
= lim | —— ”b" =0.

r—+oo | & _
by,
-0 xm x P
i — b |

Ako je n = m Tama je

W4+l ta a
lim R(z) = lim =& — ===
T—s+00 T—s+00 9521 4+ o+ mT—l + b, b,
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lIpeoctao HaM je caydaj kaja je n > m. Vckopuctuhemo nperxoine TpancdopMmaniyje OyHKIH]je
R(z) u monasumo o ciaemehier 3akbydaka

ag Ap—1
i “— +a,
. ) _ yan a
lim R(z)= lim [z2"™ —° = sgn — - (+00).
T—+00 z—=+oo | S~~~ bo bi—1 b,
T x
! — b |
Hostazumo 10 caegeher 3ak/bydka
0, n<m
. ap+arxr+ ...+ a, " a
lim P ) o = he m=m
T—+400 0+ 1JZ+...—|— m L (+oo)-sgn%,n>m.

f

ITpumep 57. ¥V oBoM npumepy KeJauMo Jia Hal)eMo rpannydne BPeJHOCTU CUHYCHE U KOCHHYCHE
dyuKnuje y Tauku a = 0.
Kopucrehu TpuronoMeTpujcKu UaeHTUTET
o+yY . o=

_ — 94
coSs ¢ — cos Y sin 5 sin 5

JIOJIA3AMO JI0 jeTHAKOCTH
. T . x
cosx —1 =cosx —cosO = —281n§sm§,

OJHOCHO

T2 |z|?
0< —1:2“{ <o. L
< |cosz | sin 5| < 1

IIpH YeMy TOCHaeIrba HejeanakocT caemd u3 [Hocaemune 14. Kako je lim |z]? = 0 u3 Teopeme o Tpu
x—0

JUMeca Caein

lim |cosz — 1] =0,
z—0
noroMm, Kopucrehu ITociaeamnity 50 moxkemo 1a ce 0ca000 MO ATCOJIyTHE BPEIHOCTH
lim(cosz — 1) =0,
z—0
1 Ha Kpajy U3 CBOJCTBA CJarama JIIMeca U onepanuje + J100ujamo

lim cosz = 1.
x—0

[Tpumernmo 1a je liH(l) cosx = cos( ma oaMax MOXKEMO Jia 3aK/by9MMO Ja je KOCHHYCHa (PYHKIIHja
HeNpeKu/Ha Y T&‘H?I/? a=0.
Kopucrehu nejegnakoctu
0 < |sinz| < |z|

u Teopemy 0 Tpu JiMMeca jeTHOCTABHO 3aKJ/bydyjeMO

lim sinx = 0.

z—0
Kaxko je sin(0 = 0 3akspyuyjemo na je cuaycHa yHKIMja Hempekugaa y Tadku a = 0. Hempexwui-
HOCT CUHYCHE W KOCHHYCHe (DYHKIHje y OCTaJuM TadyKama NeMo MOKa3aTh Y JIeJy O HOPEKUIHOCTH
eJleMeHTapHUX (pyHKIH]a. i
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Y Tephemwy 13 cmo Bujen ja 3a cBe T € [0, %) BazKu

sin x

sine <z <tgr= .
cos &
sin x
X

2KesimMo 712 OrpaHuaIuMO KOJHINK y HpOOYIIIeHO] OKOJIMHI HYJIe Ta J0JIa3UMO JI0 HejeHAKOCTH

sinx

<1, (10)

cosx <
T

3a CBe T € (0, %) Ako je r € (—%,O) Tajga —r € (O, g) na je
cos(—z) < @ < 1.

VICKOpUCTUMO YUILCHHUILY I3 jeé KOCHHYC IIapHa a CHHYC HemapHa (pyHKIUja [a J0JIa3UMO JIO HCTOT
: ) : o
HH3A Heje/InaKocTH (10) Ha nesoj HpO6yI:IleHOJ OKOJINHU (—5, 5) \ {0} rauke Hysma. Bumenn cmo na
je hH(l) cosx = 1, ckpo3 JecHa crpana Hejeqnakoctu (10) koja je jenqnaka xkoHcranTH 1 Takohe Texu
r—r

jeauHuIM na u3 Teopeme o TpW JUMeca JI0JA3UMO JI0 OCHOBHOT JINMECa

lim 20 = 1. (11)
x—0
ITpumep 58. Hahu lir% 1_;#
z—
[Togcernmo ce aa je
x x x x
COS T = COS (2 . 5) = cos® 5~ sin? 5= 1 — 25sin? 5

a je

1 —cosx 2sin?

z
2

2 2
Haxkue, keauMo 1a u3padyHamo ciaegehn aumec

2 lim {Smi} .

z—0 x
Oyuknuja ¢(r) = z° je menpekuaua gyuxuuja na kopucrehu Teopemy 52 MOKEMO J1a 3aK/byIUMO
Ja je

lim —— =2 |lim
x—0 ,132 z—0 I

1 —rcoszx 2{ sinﬂ2

inZ
SlIl2

aKo MOCTOjU lirr(l) . OBaj muMec ce MoxKe m3padyHaTu Kopucrehu Teopemy o cMeHU MpOMEHIbUBE Y
T—r

x
JuMecy 1 ocHoBHH JuMmec (11). Apryment cunyca je 5 M JKeJIMMO Jla HaM TO Oy/ie HOBa IIPOMEH/bUBA
T

Kojy hemo osnaunTu ca ¢ = 3. JacHo je Ja Kaja T TeKW HyJU OHJIa M 5 TeXKHU HyJH, OJHOCHO KaJa

je * mpom3BOJBPHO MaJla BeJIMYHHA Ja he Taja n ¢ OuTH TpPon3BO/bHO MaJja BeanunHa. [Iperackom Ha
HOBY ITPOMEH/BUBY HAII JINMEC TIOCTaje

) sin% . sint 1. . sint 1
lim =lim — = = lim =,
z—=0 t—0 2t 2t—0 t 2

IpPU 9eMy CMO y TOCTeIheM Kopaky uckopuctuan ocHopan aumec (11). Ha kpajy mobujamo

. 1—cosz 1
lim —— = —.
x—0 [L‘Q 2
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Kama cmo 3acauBasiu nmosbe R nedunucann cmo Ojaepos 6poj e Kao e = sup { (1 + %)n |n € N}

. . n
a 3aTHM CMO Y JieJly O HU30BHMa IOKa3aJId Jia je e = lim (1 + %) . Cajma hemo mokasaru ja he e
n—-+o00

OUTH BPEJIHOCT jOIII jeIHOI OCHOBHOI' JIUMECA.
[IpumeTumo na je

1 [z]+1 1 n+1 1\" 1
lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim {(1 + —) (1 + —>} =e (12)
T——+00 [[E] n—+4o00 n n— 0o n n

jep je [x| mpuponan 6poj Kama x uae y GeCKOHAYHOCT a 3a JuMec mo n cMo Beh mokaszanu demy je
jennak. buhe nam nmorpeban u ciemehn immec
1 n+1 n 4+ 1
1+
n—+1 n—+ 2

) 1 " .
lim (1 + ) = lim
n—+oo n+ 1 n—+oo

OBge JimMec MoxKe Ja mpohe Kpo3 IPOU3BOJL jep MOCTOJH U JIUMEC O, (1 + L)Wr1 u auMmec o H
It Ja 1p po3 Tp 71 jep ] 7 i o

(UpBU JIIMeEC je 3alpaBo JIMMeC HI3a, (1 + %) KOME je caMo MHJICKC IIOMEPEH 34 jeJlaH).
Heka je caga x peanan nosutuBan 0poj. 3HaAMO 1a je

[z] < < z]+1,

o) < (o <o)

Ckpo3 JieBa CTpaHa TexKH Ka BPEIHOCTH e Kaja T — 400 (To ciaenn u3 jennauube (13)) mok ckpos
JleCHA CTpaHa TeXKU HCTOj] BPEIHOCTH a To cieau u3 jegnaqdune (12). Ha ocuoBy Teopeme o Tpu
JmMeca 3a bYyHKIHIje J00ujaMo caegein OCHOBHU JIMMEC:

e= lim <1+1)$. (14)

Tr——+00 X

=e. (13)

ma je

ITpumep 59. M3pauynaru ciaenehu mmec lim (1 + %)I

Tr—r—00
Nneja je ga ce npehe Ha HOBY IIPOMEHJbUBY t = —x LpU YeMy BaxkKu ja t — +00 Kaja r — —oQ.

Jakie
1\ 1\ £\’
im (14-) 9 hm (1-2) = 1im (=) =
T——00 €T t——4o00 t t>+oo \t — 1
1\ 1 \"! 1
Ztkﬂo(”m) = <1+m> '(”m)IZ

(b) 1\ 1

; 1\*
9 Jim (1+—) S(1+0) =e.
z

Z—+00

—

—

Jennakocr (a) ce mobuje yBoljemem cvene t = —x, (b) ce mobuja MPOJACKOM JHMeEca KPO3 TPOU3BO/T
JIOK CMO KOpak (c¢) pobummu yBohemem cmene z = t — 1. Ilpumernmo ga z — +oo xaga t — +00.
[Tocieimba jeTHAKOCT cJiejid KopulinfieseM OCHOBHOT JiuMeca (14). i

3amarak 60. Kopucrehu ogrosapajyhe cmene mokazartu ciiejehe jelHaKOCTH:
a) lim(1 + z)s =e,
z—0
6) lim 20t —

z—0

. T __
B) lim ©2 =1,
z—0 T

)
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v

3.4. Jlumec moHoToHe dbyHKuuje. Y ledbununuju 9 cmo jgedunucanu Monorone pyHKIIHje,
0K cMo v [ledbununuju 7 nedunmncasn mojam cynpeMyMa u nHGUMyMa (PYHKIAje HA HEKOM CKYIY.
Omnn he Ham 6uTH OTpeOHH 3a cJre/lehy TeopeMy Koja OHCYje KaJa OCTOj! JTUMeC MOHOTOHe (DYHKIIH]e.

Teopema 61. Hexa je f : (a,b) = R pacmyha ¢gynruuja wuju je domen unmepsan (a,b). Bascu
caedehe:

a) axo je Pynkyuja oepanuvera 000320 Mmada NOCMOJU KOHGHAH lirgl f(z) u sascu
T—b—
lim f(z) = sup f();
T—b— z€(a,b)
6) akxo Pynkyuja nuje ozparuvena odozeo mada je
lim f(x) = +o0;
z—b—

B) ako je pynryuja ozpanuvera 0003do mada nocmoju konaswar lim f(x) u saswcu
r—a+

lim f(z) = inf)f(x);

z—a+ z€(a,b
r) ako Pynryuja Huje oepanuvena 000300 onda je
li = —00.
i, fr) = —oc
Hoka3z. Tlokazaliemo seo a) u 6) a ocrasna JBa cJI0Ba e TOKA3Yjy aHATOTHO.
a) Heka je dynknuja orpanndena o103ro, Hekom KoHcrantom M. To 3Haum na Baxu
(V€ (a,0)) fz) < M.
Taja ckyn BpeanocTu
V={f(x) |z e(ab)}
KOjU je Helpa3aH CKYI WMa jeTHO TOpIbe orpaHmdeme, KoHcTaHTy M. llogcetmmo ce na
y ckyny R Baxku AkcrmomMa cynpeMyMma ra CBaKW Helpa3aH U 0JI03r0 OrPAHUYECH CKYI UMa
CYTIpeMyM. 3akKJbyuyjeMmo fa ckyn V mMma cynpemyM y ckyny R, L = sup V. To je 3ampaso
JIpyradnja o3Haka UCTor mojma sup V = sup f(z).
z€(a,b)
Caza HaM je mpeocTaJsIo jia mokazkemo Ja je L srepu quMec dynkimje v Tauku b. Heka
je € > 0 nmpousBosbHO. zKenumo ga Hahemo 6 > 0 TaKBO J1a BarKu
[f(z) = L| <&

zace x € (b—9,b). Kako je L —e 6poj koju je cTporo mamu of, L, a L je HajMarbe TOpIHe
orpaHnyeme ckyma V', To 3Haun ga L — ¢ Hehe OuTu ropime orpannvemne ckyna V. lakie
nocrojahe esement ckyna V koju je Behm o L — €

(Fzo € (a,b))f(xg) > L —e.
Ca apyre crpatne Kako je f pacryha dyHKIuja oHIa je

(o) < f()
3a CBe BPEJIHOCTH X U3 uHTepBata (a,b) Koje cy Belie on xo. 3uamo ga f(x) € V na je u
f(x) < L 3a rakse Bpeanocru x. Opabpahemo

§:b—l'0.
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Homn cMo 710 Heje THAKOCTH
L—c< flzo) < fla) < L
Koja Baxkm 3a cBe T € (b— d,b) = (x9,b). OBuM cMO nokazanm ja je L = xlg})lﬁ f(z).
6) Cana monasumo of (byHKIHje Koja HEje OrpaHHYeHa 010370, OJHOCHO 3a KOjy BAKU
- (3CeR) (Ve ((ad) flx)<C.
Kajia npohjemo HerarujoM Kpo3 NpeTXOIHHE U3Pa3 J0JA3UMO JI0 TOTA Ja BaXKH
(VC eR) (T € (a,,b)) f(zo) > C.
Oyurnuja f je pacryha ma he 3a cBe x > x( BaKUTH
f(x) = flxo) > C.
Bak/pyuyjemo ciaegehe
VCeR)(Fo=b—x0>0) Vz e (b—450b) = (x,b)) f(z)>C,
OJTHOCHO zlgili f(z) = +o0.

O

OcraB/bamMo unTaoly ga caM QOPMYJIUIIe aHAJOTHY TeopeMy y3 MPeTHOCTaBKYy Ma je (YHKIMja
omnasajyha.

3.5. AcumnroTrcke peaanmuje m acumnrTore dynkmuje. Cana Kaga HaM je MO3HAT IOjaM
JimMeca (pyHKIMje MOZKeMO Jia JedpruHuneMo paste pejaiuje mehy dpynkiujama Koje he nam Ha HeKu
nauynn ynopehusaru pyunknuje.

Jedunumnuja 62. Hexa cy gare dyukmuje f : A —+Ru g: B — Rua € R 1ako 1a je a tauka
HAroMmaaBama M ckymna A u ckyma B. Kaxkemo ma Baxku
f=o(g) mm f < g kama r — a

aKoO M caMo ako mocToju dyukumja «(x) meduHucaHa Ha HEKO] MTPOOYIIEHOj OKOIUHE Tauke a, Uy,
TaKBa Ja BazK1

f(z) = alz)-g(x), Vo € U,NANB,

u

glcl_rg a(z) =0.
Kana cy aBe dyuknuje f u g y 0BaKBO] pesialujn oH1a KakeMo pyrkuuja [ je sanemapasuea iy 00Hocy
Ha pyrrxyuly g wina [ je beckonauno mana GyHruuja y 00Hocy wa g Wik f je mano o 0d g. O

Ucraxkammo ga gomenn (pyHkiuja f u ¢ He MOpajy OUTH jeJHAKYN ajin MOPAjy UMATH 3ajeTHUIKY
TauKy HaroMuJaBama U Pejalija KOojy cMo AedUHUCAIA THYE Ce JIOKAJTHOT TMoHallama (MYHKIje Y
POOYIIIEHO] OKOJIMHU TaYKe HATOMUJIABAIbA.

OBy nedunuiujy MoxkeMo J1a (GOPMYJIUIIEMO U Ha £-0 je3UKY

f<g rx—=ae Vex>0)3F0>0)0<|z—a|<d=|f(z)] <e-]|g(x).
Axko je ¢byrkuja ¢ pazauduTa o HyJIe HA HEKOj MPOOYIEHO] OKOJHWHU TAYKe ( OHJIA TeJHerheM

jemHakocTH [ = (- ¢ ca g W MPOJACKOM JIIMECOM Kajla & — a J0Ja3uMO 10 Tora ja Baxku [ < g
KaJa T — a aKO W caMO aKo je

. x x

L f@) @)

z—a g(x)  z—a g(x)
Ipumep 63. [Tokazaru jna Baxku 12 = o(z?) kaga r — 0.
Oyuknuja g(r) = 22 je pazauunra o Hyje Ha npodyienoj okounu nyne (—1,1)\ {0}, na camo
Tpeba Hahu Jmmec

3

lim — = limx = 0.
z—0 z—0
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Ommruje, Bazkuhe ¢ = o(2”), 2 — 0, Kaz rox Mely peaaHuM HapaMeTpPHMa BaxKH HejeTHAKOCT
a > f. t

ITpumep 64. 2Kenumo ga ynopeauMo pact crereHuX yHKIUja V OKOJIUHK Tauke +0o. [lokazaTn
ma Baxku T = o(x?) Kaga r — +00.
®yuxumnja g(z) = x? je pazauuura o Hyse Ha (1, +00) mTo je npobylneHa OKoJMHA TauKe +00 1
JIOBOJHHO je Hahu JimMec KOJIMIHUKA,
x 1

lim — = lim —=0.
T—+00 $2 r—+00 I

Ommrruje, azkuhe 1@ = o(z”),  — 400, Kaa rox Mehy peaaHEM HapaMeTpUMa BarxKi HejeTHAKOCT

a < f. i

ITpumep 65. [Mokazaru ga Baxku sinz = o(z) Kaga x — +oo.

Y Tephemwy 47 cMmo Buesn J1a je JIUMec TPOU3Bo/ia OrpaHndeHe u HyJa GYHKINAje Takohe jeaHak
nysu. Tako jga heMo KOJHYIHUK % BHJIETH Ka0 IPOU3BOJ CUHYCHE (PYHKIIHje Koja je orpaHudeHa U
dyukmnumje % KOja TeXKW HYIU Kajla T — +00 0JaKje jeJJHOCTABHO 3aKJ/bydyjeMo Jia je

sinx

lim =0.

r—+oo I
i

3a pas3uKy o1 MPeTXOIHOT IPpUMepa Kaga cMo yropehuBaan pyHKITje Y OKOJIHHE O€CKOHAYHOCTH
y OKOJINHU HyJIe BayKu JIpyraduja peJaiuja.

ITpumep 66. [okazatu ga Baxku sinz — x = o(x) kKaga x — 0.
OBo cBojcTBO ce ToKasyje momohy ocHoBHOD JuMeca (11).
sinx —x sin x

lim — = lim
r—0 x z—0 X

—1=1-1=0.

Tspheme 67. [lokazaru na Baxku

a) o(f) + o(f) = o(f);

)
B) o(f)-o(g) = o(f - g);
; VCGR\{N)OOU)ZOUE

T—a

0.

Hoxka3z. llokazahemo camo Heke ocobume JOK OcTaje OCTaB/haMO YHUTAOIY 3a BexkOy. Kajga y
Jety a) KaxeMo na Baxku jeanakoct o f) + o(f) = o(f) To 3ampaBo 3maun Ja Kajga y3MeMO HEKY
bYHKIMjY Koja je 3aHeMap/bUBa y OJAHOCY Ha f Kaja T — a, O3HAYUMO je ca hy, U HeKy IApyry
dyHKIH]Y Koja je Takohe 3aHeMap/bUBa y ONHOCY Ha f Kaja & — a, O3HAYUMO je ca ho, OHJIA he u
BUXOB 30up hi + hy Outn dyHkimja Koja je 3anemapsbuBa y oanocy na f kajga r — a. [lokaxnmo
OBO CBOJCTBO.

Ako je hy = o(f) u hy = o(f) onzga he mocrojaru dyHKIMje v U (g TAKBe 1A je

hy = aa () - f(2), lim oy () =0

hy = as(z) - f(x), alzlg}z as(z) =0.
Taga 3a Gynkunjy a(x) = oy (z) + az(x) Baxku na je
hi(z) + ha(z) = a(z) - f(2),
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IpH deMy je

lim a(x) = lim(aq (x) + az(x)) = lim oy (z) 4+ lim ag(x) = 0.
r—a T—a rT—a T—a

Y mocsemeM CBOJCTBY ce TojaBibyje jenunnna y geny uckada f = o(1). Ta jequnnna o3nadasa
KOHCTaHTHY (DYHKIH]Yy KOja je cByxa jeanaka Bpeanoctu 1. Tako jga je joka3 Tor jejia TBphema
TPUBHUjaJIAH jep

f(x)

fzo(l),x—>a<:>aljl_r>r(11T:O.

O

Jedunnmnuja 68. Hexa cy gare dyuxnuje f : A — Rug: B — Rua € R tauka HaroMuiaBama
ckynosa A u B. Kaxemo ja je dyxnyuja f cauuna gynxyuju g xada x — a ako mocToju GpyHKImja
B : U, — R nedunncana Ha HEKO] MPOOYIITEHO] OKOJUHI TAYKe @ TAKBa 12 je

f(z) = B(z) - g(x), « € UuNAN B,

1 BazKH

lim B(z) = 1.

r—a
Y ToM cjiydajy HuiemMo
f~g x—a.

O

Ha oBaj maunn cmo pedunncain jeany penanujy Mehy dbyHKIHjaMa, U jeTHOCTABHO ce MOKa3yje
J1a je peJianyja ~ peJalyja eKBUBaJEeHIU]e.
Ako je g(z) # 0 Ha HeKO] MPOOYITEHO] OKOJIMHK TAYKe ¢ OHJAA Ce MpoBepa Ja Jiu ¢y Ape GyHKIuje
y PeJAIHji ~ CBOJIN HA TParkeme JIMMeCa KOJUIHUKA jep BaXKH
x
f~aq, x%a@limmzl.
v—a g(x)
Buajyhu ocHosau smmec (11), Ipumep 58 u Bagarak 60 gonazumo no ciaenehux Gynkuuja mehy
KOJUMa, BaykKW peJialinja CInIHOCTH

sinex ~z, z — 0,

In(l+2x)~x, x—0,

L 5
1—cosx~§x,x—>0,

(15)
e"—1~uz, x—0,
a*"—1~Ina- -z, x =0 (a>0),
l+z2)*—=1~a- -z, z—0.
3amarak 69. [lokazaTu ga Baxke caenehe pesanmje:
a) ¥+ 22 +20 —T~2a3 x— +oo,
6) 23+ a2 +20—T~ -7, 20,
B) 7 + 25+ 322 ~ 27, 2 — +oo,
r) 27 + 2% + 322 ~ 322, © — 0,
1) 28+ 2t +sinal” ~ 28 x — +oo,
2448 ~ -
) ifﬂigomsf/%x—}l ?07
Q)WNZZ'§_E,Q?—>O. \/

Hapeano TBpheme nosesyje penaryje CIUIHOCTH U 3aHeMap/buBocTH n3dMely nse dpynkimje.

Tepheme 70. Heka cy nare nBe dyHKIMje f U ¢ TaKBe 1a je Tauka a € R TadKa HATOMHIJIABAIbHA
UXOBUX JoMena. Tama Baxkwu ciemehe:
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a) ako je f ~ g kama r — a ouga je o(f) = o(g) Kaga r — a;
6) f ~ g, T — a ako u camo ako Baxku f — g = o(g), © — a.

Hoxka3z. V neny a) jeqnaxocr o( f) = o(g) kaxe ga caka dyHKIHja KOja je 3aHEeMapIbUBaA Y OTHOCY
Ha f Mopa OuTH 3aHEeMap/bUBa y OJHOCY Ha ¢ W, OOPHYTO, CBaKa (PpyHKIHja KOja je 3aHEeMapP/hbHBA Y
OJTHOCY Ha, g MOpa OuTh 3aHemMap/buBa y ofaHocy Ha f. CBe 0BO HAPaBHO BAayKMU IOJI TIPETIOCTABKOM
naje [~ g kama r — a. Hakie, yamumo dyuknujy h 3a kojy Baxu Ja je h = o( f) kaga © — a.
Xohemo ma mokazkemo jga Baxu h = o(g). Kako je f ~ g omma moctoju dhyuknmja [ Taksa /1a BaKu
f(z) = B(z) - g(z) u B(x) — 1 kama x — a. Hame, kako je h = o(f) omma mocroju pyHKIMja
TaKBa Ja Cy 3a710Bo/beHn yeaosn h(x) = a(z) - f(z) n a(x) — 0 kaga © — a. 3akspydyjemMo
h(z) = a(z) - B(x) - g(x),
u a(x) - f(z) — 0 kama x — a. DPyHKIHjy h cMO TPEACTABUIM KAO MPOU3BOI DYHKIHjE g U
dbyuknmje Koja Texu myau y tauku a. V3 gedbununumje crenu ma je h = o(g) kama r — a. 3a
3aBpIIETAK J0Ka3a HOTPEOHO je y3ern DYHKIM]Y h Koja je 3aHeMap/buBa y OJHOCY Ha g, h = o(g),
u nokazaTn ja Baxu h = o(f). OBaj jeo j0Ka3a je MCTH K0 W HNPETXOIHM JICO TIPH UeMy je
norpebHO 3aMeHnTH MecTa (PyHKIHja f 1 g.
[IIto ce mena 6) Twde HU30M eKBUBaJeHIHja, monazehu ox meduHUNMje caAMIHUX DYHKIH]A,
noaasuMo 1o caeneher:
frg z—=ae f(z)=0() g(z), f(z) =1, 2 —a
& f(2) - g(z) = (Bx) — 1) - g(x), Blz) —1 -0, = a
s f—g=o0(9), r— a.
O

Kopucrehn penanuje (15) u nperxonto Tepheme A0ma3umMo 10 caegaelinx jeHAaKOCTH Koje Ha3h-
BAMO JOIII U PA3BOJEM EAEMEHMAPHUT PYHKUUIG

o sinx =z + o(x), v — 0;
e ln(l+z)=x+o0(x), x— 0

. 1—COS$:§+O<%2>:%+O(ZL‘2),ZL‘—>0;

e’ —1=x+o(x), r — 0;
a®* —1=Ina-z+ o(x), z =0 (a > 0);
(14+2)*—1=a-2+o(z), v —0.

3amarak 71. Kopucrehu nperxojne pasBoje uzpadynatu cieaehe aumece:
: sin17x
a) il{)r[l] sinzv/3’

6) lim Sz v

20 In(cosz)

Cana HaM je mpeocTaso Aa JedUHUIIEMO TOjMOBE KOCHX, XOPH30HTATHAX U BEPTUKATHUX ACHMII-
tora dyuknuje. To he Gutn mpaBe (ako mocroje) Koje ¢y Mpon3Bo/bHO O6au3y rpaduka QyKHIHje y
TaYKaMa Koje cy OeCKOHaYHe MM HeKHM TadKaMa Koje Cy pyIle JOMeHa.

Hedunumnuja 72. [lpasa y = a-x+ b, a # 0 HazmBa ce kocom acumnmomom gynkuyuje f y +00
ako Baxn f(x) =a-x+b+ o(1), r — +oo.

Comrano, mpaBa y = ¢+ = + d, a # 0 Ha3WBa Ce KOCOM acuMNMomom gyrryuje [ y —o0 aKO BaxKH
flx)=c-z+d+o(l), 2 - —c0. O

Ako je f(z) =a-z+ b+ o(l) kaga r — 400 Tajga je

b 1
®:a+—+0(—),x—>+oo,
x x x
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ma je
- f(=) ,
lim ——=, b= lim r)—a-x).
r—+o0o0 I ’ z—>+oo(f( ) )
OBo cy dopmyse mo Kojuma ce padyHajy KoedUIHjeHTH ¢ U b KOju ce MOjaBby]y vV jeTHAUYHHE KOce
acumrTore. AKO HEKH OJ OBa JiBa JuMeca He mocroju oujaa dyHkiuja nehe mmarn kocy acmmir-
ToTy y +00. CAMYHO, y OKOJMHHU TadKe —OO0 70 jeJIHAYNHE KOCe aCHMIITOTe J0JIa3UMO padyHajyhu
KoedurujerTe ¢ u d mo ciaegehum dopmynama
. X .
c= lim &, d= lim (f(x)—c-x).

r——00 I T——00

a =

Hedununuja 73. [IlpaBa y = b HaszuBa ce xopuzonmasnom acumnmomom gynkuuje f y +0oo
ako Baxku f(x) = b+ o(1) kaga x — +o0.

[IpaBa y = d Ha3UBa Ce TOPUBOHMAAHOM acumnmomom Pynryuje [ y —oo ako Baxku f(x) =
d+ o(1) kama r — —o0. 9

BuanMo 5a ¢y XOpH30HTAJIHE aCHMITOTE CIeljajaH CJIydaj KOCHUX acuMITOTa Kaja je a = 0
onuocuo ¢ = 0. Axo rpaduk dyHknuje uma npasy kocy acumnrory (a # 0) Kajga £ — 400 OHJA OH
He MOYKe UMATH U XOPU3OHTAJIHY aCUMITOTY Y +00.

Oyuknuja f(r) = arctan z auju je rpaduk npukazan va Coanry 15 nMa XOPU30HTATHY aCHMITOTY

Yy =73 Kajla T — +00 u Yy = —5 KaJa T —» —00.

Cnuka 15. I'paduk dyukmuje f(xr) = arctanz u ogarosapajylie XOpu30HTAIHE ACUMIITOTE

Oyuknuja f(x) = cosz HEMa HU XOPU3OHTAJIHUX HU KOCHX acUMNTOTa. Vako je lirin 2L = (0 He
T—r=00
moctoju  lim cosx ma caMuM THM He TMOCTOje HUKAKBE aCUMITOTE Y OKOJUHU GECKOHAYHUX Tadaka.

T—7F00
Kana morsenamo rpaduk KocuuycHe bYHKINje BUAUMO /18 OHA CTAJTHO OCIUINpa u3Mel)y BpemgHocTn
1 u —1 (jep je nepuojguuna) na rpaduk HU y jeJHOM TPEHYTKY HE MOYHIbE Ja ce UPUO/IMKABA HEKO]
IpaBoj.

Kpaaparna dyuxnuja f(x) = x /()

HeMa acUMITOTa y 0o jep je lim £ = 4o0.
z—+oo T

2

Excnonennumjanna dyuknuja f(x) = e* nma xopusonranny acumnrory y = 0 Kajga x — —oo jep je

. . . . x
lim e* =0 70K y OKOJIMHU +00 HEMa HU KOCY HU XOPU30HTAJIHY acUMITOTY jep je lim < = +o0.
Z——00 z—4o0 ¥

Baucra Kaja morsiegaMo rpaduK eKCcoHeHnjaaae (hpyHKIHje BUARMO Ja Ce OHA Y +00 MOHAIIa jade
Hero 610 KOja JuHeapHa QPYHKIH]A.

Hedunnumnuja 74. Ilpasa r = C HazuBa ce epmukaAsHoM acumnmomom gynruuje f ako Baxku

i [f(2)] = oo man lim |f(2)] = +oc,
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Beprukasne acuMITore, ako IOCTOje, jaB/bajy ce y TadkaMa JioMeHa rje je byHKIuja JobujeHa
JelJbeeM Heke JiBe hYHKIHje WiIn y TadkaMa Koje cy usbadene u3 gomeHa (,pymaMa’ JTOMeHA).

1
ITpumep 75. O;Lpe;LHTI/I ce acumurore gyukuuje f(z) = |xr + 3|e”=.
AKO pasBHjeMO € KaJa je T IPOM3BOJ/GHO BEJIUKO, OJIHOCHO 1 IIPOM3BOJBHO MAJIO TONA3HMO JI0
caesiehux jeTHAKOCTH

f(x):(:c+3)(1—%+0(l

>) =x+2+0(1), 2 = +o0,
T

T

fz) = (-2 — 3) (1—é+0(1)) = —2-2+0(1), T — —oo.

To 3naum ja PpyHKIMja UMa XOPU3OHTAJIHE ACHMIITOTE U TO T + 2 Kaja r — +00 U —& — 2 KaJa
xr — —oo. Tauka x = 0 He mpunaga gomMeny (GpyHkIuje ¥ BUIAMO Ja je

lim f(z) =400

x—0—
ma je x = 0 BeprukaiaHa acuMmnTora obe (yHkmmje. Acummnrore m cam rpadux QyHKIHje Cy
npuka3anu xa Coaurnm 16.

X | va
\ | /
N\ |-

\ N/
\\\\\ r“ ///
A\ I //
\ | /)
\\ / /
\\\\\v // /
, A SR
/
/N
/TN
/ A
/ \
/ \
/ \
// \

CaukA 16. I'padux byskmmje f(x) = |z + 3|e*% u ojgroapajyhe acummrore

4. HenpexkugHoct dpyHKIAja

llomceTnmo ce mojmMa HenmpekuaAHOCTH BYyHKIHje y Tadukn Koju je gaT y Jedununumju 15. Kaxemo
na je dyuknuja f : A — R HempekmaHa y Taukud a € A aKO U caMO aKO BayKu

Ve>0)Fd<0)(VexeA)|r—a|l<d=|f(z)— fla)| <e.

WNcrakaumMo jour jefHOM Jia CMO MOjaM HeIPEeKUJIHOCTH JeUHUCATIN CAMO y TadyKaMma J0MeHa U Jia ce
3aT0 y € — 0 JeUHUIMJN jaBJba YCIOB |x — a| < 0 W caMa HeNmpeKuIHOCT je 3aBHCHIA Ol BPEIHOCTH
dyukImje y T0oj Tauku. /oK cMO mmojam rpaHudHe BpeIHOCTH JIepUHUCATN Y TaYKaMa HarOMIIaBarba
JoMeHa, y € — 0 geduHunmjn nMamo yeiaos 0 < |x —a| < § u cama rpaHUYHA BPEJHOCT HE 3aBHCH OJT
BPEIHOCTH (DYHKIHje y TOj TAYKK (aKO je a YOIIITe TauyKa JOMEHA).

ITpumep 76. [Tokazatu ja je auneapHa dbyukuja f(x) = ax + b HempekuIHA y CBAKOj TAYKH
JoMeHa (3a TpOU3BOJbHE KOHCTAHTE a ¥ b).
Heka je ¢y € R mpousBo/pHa Tauka u Heka je € > () nmpousBosbHO. Paznamka

() = fwo)| = la(z — w0)|
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6uhie marma ox € 3a cBako x € R 3a koje Baxku |z — x| < 0 e je

= 0
_ae#
d {1, a=0.

Tume cMo TOKa3aJM HENPEKUTHOCT JUHeapHe (PYHKIMje Ha TeJ0M JTOMEHY. i

13 oBOr mpuMepa BUINMO J1a CY KOHCTaHTa GhyHKIMja i iuHeapHa GbyHKIuja f(r) = x HempeKuiHe.
Cnenehu npumep maje GpyHKIUjy KOja nMa MPEKHJe Y HEKUM Ta9KaMa JOMEHa.

ITpumep 77. [okazaru na dynknuja f(x) = sgnx uma npekun y tauku ¢ = 0.

[IpernocraBuMo cynpoTHo, byHKIMja 3HaK Opoja je nenpekuana y tauku a = 0. Y3ehemo na je €
KOje ce jaB/ba y AePpUHUIU]H HEITPEKUIHOCTH Y TAYKH jeTHAKO % Hedununuja kazxe na he nocrojaru
0 > 0 TakBO Ja BayKh

1
(@) = f(0)] = [sgna — O] < 5 (16)

3a cBe T 3a Koje je |z — 0| = || < 8. Yamumo koukperto x1 = 3. Taza je 21 y unrepsany (—6,0) na
KOM Bazku TporieHa (16) aau padyHoM moa3umo 1o caepeher

[F(w1) = (0)] = |sgnay — 0] =1 > %

mTo je KoHTpaaukimja ca (16). Tume cMo mokaszaam na MpeTHocTaBka He Baxku na (DyHKIHja sgn
nMa npeku y Tauka v = (.

TpazkeHO CBOJCTBO CMO MOIJIH Jla TIOKAXKeMO U Ha JIpyradnju HauwH. Beh cMo criomenysnn panuje
J1a je pYHKIMja HEIpPeKUHa Yy TAYKH JOMEHA aKO W CaMO aKO je IeH JIMMeC YV TOj TAUKH jeJHaK
BpegHocTn dbyuknuje y toj tauku (3agarak 24). Kako oa dbyHKIHja HeMa JuMec y Tadkd a = 0
3aKJbydyjeMo Ja Ty He MOYKe OUTH HelMpeKUTHA. i

Tsphemwe 78. Heka je pynuknuja f: A — R menpekuana y tauku a € A. Taja nocroju okosinna
U, Tauke a Ha KOjOj je (PYHKIMja OrpAHUICHA.

Anasnorno tBpheme 3a smmmece je Tepheme 40. Paznuka je y Tome mITo KOJ JUMECA MOYKEMO
Jla TOBOPUMO O OTPAHWYEHOCTH (PYHKIIAje Ha MPOOYIIEHO] OKOJWHU JIOK KOJ HEMPEeKHTHOCTH WMaMO
OrpaHUYeHOCT (PYHKIHje Ha 1es10j okoanau. Jlokasz hemMo m3ocTaBuTH jep ce j1o0Hja jeTHOCTaBHOM
MOIUMUKAIIIJOM CIIOMEHYTOT TBPhema Koje ce OTHOCU Ha JIIMece.

Anastorao cojerBo mckazano y Tephemy 41 3a smmece je ciaenehe TBpheme Koje HaMm Kaxke na
rpacuk HenmpexkugHe PYHKIHje MOKEMO Ja OJBOJUMO OJ T—OCe Yy HEKOj OKOJIMHU TadKe y KOjoj je
dyHKIIMja HENPEKUIHA U PA3JIMYUTA, O] HYJIE.

Tsephewe 79. Axo je dyukmuja f : A — R menpekunna y tTauku a € A u ako Baxku f(a) # 0
OHJIA TIOCTOjM OKOJIMHA TadKe a Ha KO0joj je (pbyHKIMja pa3jmunTa O HyJe U 3HAK (PYHKIHje je UCTH
Kao ¥ 3HaK 6poja f(a).

CabupameM, MHOXKEHeM U JIe/beheM HellpeKiaHuX (GyHKnuja (Kajaa je peduHUCAHO) OeT J106u-
jamo HempekujHe GpyHKIHje.

Tsphemwe 80. Heka cy marte dyukiuje f,g: A — R koje cy menpekunane y tauku a € A. Tanma
cy dyukmuje a- f +-gu f-g Henpekuane GyHKIHje Y TAYKA @, 38 TPOU3IBObHE peaTHe KOHCTAHTE
au . Axko je, mogatuo, g(a) # 0 onga je u dbyHkmuja 5 HEIIPEKNTHA Y TAYKH .

[TperxomHo TBpheme HaM je MOKa3aJ/i0 Ja Ce 10jaM HeNMPEeKHTHOCTHU JIeIO Cjazke ca ajaredbapCKum
onepanujama. HempekuIHOCT ce ouyBaBa U TIPU KOMIIO3UIIH]U.

Tsphemwe 81. Heka cy mare dynkmuje f : A — B u g : B — R takse na je dpyaknmja f
HempekuHa y Tauku a € A a dyHkuuja g je menpexkuana y tauku b = f(a). Taga je dynknuja
go f: A— R HempekujHa y TaYKH a.
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Hoxkaz. ¥Y3mumMmo mpousBo/bHO € > 0. Kako je dynknuja g Hempeknmaa y Taukn b onja he
ocTojaTn HeKo 01 > () Tako Ja BaxKu

l9(y) — g(b)] < e (17)
KaJ rox je |y — b| < §;. 3a oBako Haljeno d; mocrojalie Heko 0 > 0 Tako jna BaxKu
|f(x) = f(a)] <6 (18)

KaJl 1071 je |z — a| < § (oBo cieau u3 ummenure na je [ HempekugHa y Tadku a). Cama croajamo
nporene (17) u (18) u 3ak/bydyjemMo ma Kaj rox je |z — a| < 0 omma je

| f(z) —fla)] =]y —b] < b

~
y = f(x)
na je
g o f(x) —go fla) = lg(f(x)) —g(f(a)] = lg(y) — g(b)| <e.
[lo nedpununuju caean na je pyHkuja g o f HEIPEKUIHA Y TAYKH @. 0

[Toacernmo ce j1a je HEKa Tadka JIOMeHa OW/Ia Tadyka NpeKujga ako PYHKIHja Y TO] TAYKH HHje
HenpekuHa. MozKeMo J0/aTHO Jia KJacU(pHUKYjeMO Tadke IIpeKuja IocMaTpajyhu JieBH U JIeCHU
JmuMec (PYHKIH]e ¥ TOj TAYKH.

Hedunumnuja 82. /lara je dpyukmuja f: A — R u a € A Tauka gomena y k0joj pyHKIIHja TMA
mpekn. Kaxkemo fa f uma omraorbue npexud iy mavwky a aKo MOoCToje JI€BU U JTeCHH JTUMecH (hyHKITHje
y Ta9KU @ U aKO CY jeJTHAKH. Y CYIPOTHOM, MIPEKHT HABUBAMO HEOMKAOUSUM. HEOTKITOmUB MIPEeKu]
HA3UBaMO npexudom npee épcme ako (byHKIHja UMa JIEBH M JECHU JIUMEC Y TOj Ta4Kd W JIUMECH
cy pasanyuTi. HeoTKIOWmHB NMpeKu Ha3uBaMoO npekudom dpyze epeme ako Oap jeJlaH Ol JIUMeca

lim f(z) m lim f(x) me mocroju. O
r—a+ r—a—

ITpumep 83. IIpumerumo na dpyukiuja g : R — R garta ca

sine - £ )
oo ={ 8

uMa OTKJIOHmUB mpeku y Tauku a = 0. JleBu u jecuu jyimmec pyuknuje g y Tauku a = 0 jeaHaxu cy

ocuoBHOM JuMmecy (11)
sin x
=1

lim ¢(z) = lim ¢(z) = lim
:rHOJrg( ) xﬁofg( ) x—0
[Tpekujie oBe BpcTe HA3UBAMO OTKJIOLUBUM jEP MU MOXKEMO Jla IIPOMEHMMO BpeHOCT PYHKIHjE g V

Tadky ¢ = 0 Tako JIa OHJIa TOCTAHEe HEITPEKWIHA. i

Y Ilpumepy 77 cmo Bujeau ma je a = 0 Tauka mpekujaa dbyHKOHje sgnz. Kako je jeBu Jaumec
byHKITje ¥ TO] TaYKM jeJHAK BPEIHOCTH —1 a JeCHU JUMecC jeJHaK jeTUHUIN 3aK/bydyjeMo Ja je
rauka a = 0 Tauka npekua npse Bpere PyHKIMje Sgn .

4.1. T'nobanua cBojcTBa HenpeKuaHUX (PYHKIHja. Y HPETXOTHOM eIy CMO ce OaBuIn
JIOKAJTHUM CBOjCTBAMA HETPEKWTHUX (DYHKIHja, OJHOCHO MOHAINAmeM (PYHKIHje y OKOJUHU HEKe
tauke. Caza hemo ce 6aBuTH ri1obaTHIM CBOjCTBAMA HEPEKMIHUX (DYHKIIH]jA KOja OMKUCY]Y MOHAITAHE
dYHKIHje HA HEKOM CKYIIY.

Teopema 84. (Kommu-Boamanosa teopema) Hexa je f : [a,b] — R nenpexudua dynryuja
maxea da je f(a)- f(b) < 0. Tada je f(c) =0 3a nexo ¢ € (a,b).

Hoxa3z. Ilocmarpamo Tadky Koja ce HaJa3W Ha [OJOBHHE MHTEPBaJa [a, b, TO je Tavuka aT*b Axko

“TJ“b 3810BOJ/bABA yCI0BE TeopeMe. AKO je f(aTer) £ 0
onna nmamo age Moryhnocrn, f(44%) > 0 mm f(%5%) < 0. Cama nocmarpamo uurepsant Iy y jun

KpajeBuMa byHKIM]a f MMa Pa3jInduT 3HaK, TO je [a, QTH’] uiau [“TH’, b]. TlonoBumo 0Baj mocTymaK

je f(aTer) = 0 #0oKa3 je 3aBpIIEH, TAYKa ¢ =
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y=H(x)

CrnukA 17. llpumep dynknuje Koja 3a10B0sbaBa mnmocraske Kormru-bBosnanose Teopeme

ca uHTEepBaIOM [; Unje KpajeBe iemo ozHauuTH ca [aq, by| (mpumeTnMo n1a je mupuHa HHTEpBaTa |
jenHaka b_T“) [Togenumo ra TavKOM % Ha JBa dena. Ako je dyHImja f jeIHaka HYJIH Y TAIKH
% oHJia he TO OMTH TavyKa € KOja 3a/J0BOJ/baBa 3aK/bydakK TeopemMe. ¥ CYIPOTHOM, AePUHUIIEMO

uHTepBa Io y uujuM KpajeBuMa GyHKIHUja f UMa pas3auduT 3HaK, T0 e Guru uHTEpBAT |01, %Lbl]
b—a

uiu [‘“;rbl,bl]. O3naunmo KpajeBe mHTEpBasa ca [ag, bs]. Ilupuna murepsasna je bl*Tal =
HacraBumo moctynax gaspe. AKO y HEKOM TPEHYTKY HamheMo Ha Ta9Ky y K0joj je DyHKIrja jeiHaka
HYJIU JIOKa3 ce 3aBpimaBa. AKO He Hal)eMO TakBy Taduky OHa CMO jaedWHUCAIN HU3 3aTBOPEHUX

YMETHYTHUX WHTEpBaJa

In = [aru bn] 2 In+1 = [anJrlu anrl]

y 9MjUM KpajeBuMa (pyHKIHja [ UMa pa3IuyduT 3HAK U Ydja je IMHPHHA
+00
13 Kanropose Teopeme ciean ja he npecek maTepasa [ [, 6utu Hempasan. Cana hemo
n=1
nokasaTu Ja he mpecek OUTH jeJIHAK je/IHO] TAUKH ¥ ja he BpeaHOCT (pYHKIHje Yy TOj TAYKA OUTH

jeqHaka Hyau. AKO O ce y mpeceky HaJa3wie JIBe PA3IHIUTE TAUKe ¢| M Cy OHJA OM HAa OCHOBY

b—a
AL

. . . b_a
ApxmMmesoBe TeopeMe IOCTOjao HPHPOJaH Opoj ny Takasb Ja je ¢ < |cp — ci|. pyrmm pedmma
TauKe €] U Cy Cy Ha pacrojamy Koje je Belie ox mumpune unrepsaja [,, Ia He MOry obe Tauke 13
+oo +oo
ce Hal)y y unrepsany I,, a camum tum Hu y npeceky () I,. Haxne, () I, = {c}. Ilpeocraje

n=1 n=1
HaM Ja mokaxkemo jga je f(c) = 0. TlpermocraBumo cymporuo, f(c) # 0. Kaxko je f nempexumna
dbyukuja onga he mocrojaTw HeKH WHTEPBAJ OKO Tadke ¢, obuuka J. = (¢ — &,¢ + €), Ha KOM je
dyukuja craasor 3Haka. Omner, u3 ApxumMemoBe akcrmoMe cjenn 1a hie mocrojaTn npupoaad 6poj
ng TakaB Ja je ’;_Tg < ¢. 'To 3na4un na he meo natepsan [,, 6utn cagpxan y J.. Tume cmo mormumm
710 KOHTpaJuKIje jep dyHKIHMja [ MMa pPa3IndIdT 3HAK Ha KpajeBHMa HHTepBanta [, MoK je f
CTAJIHOI 3HAKA HAa uHTepBady J.. U

Bagarak 85. Ilokazaru na nomunom p(z) = x° + 172% + 20 uma 6ap jeany peaany Hy.y.
Pewewe. llpumernmo na je p(2) = 120 > 0 u p(—3) = —70 < 0 na he na ocnoBy Teopeme 84
MOCTOjATH HYJIa MOJTMHOMA p y HHTepBaty (—3,2). v

Hamomena 86. Baxku u omiruje cBOjcTBO, CBaKH IOJMHOM HEIAPHOI CTelleHa uMa Oap jeHy
peasiny HyJIy. OBO ce jeTHOCTABHO JI0OKa3yje KOpPUCTehW YWHEHUIY Ja 3a CBAKU MOJHHOM HEHApHOT
crenena p(r) = a,x" + ap12" ' + ... + a1x + ag Baxxu lim p(z) = +oo mwmu lim p(z) = Foo

r—+oo z—+o0

(3HAK JMMeca y GeCKOHAYHOCTH 3aBUCH OJ1 3HaKa Bojehier koeduumjenTa a, Kao MITO CMO BUJIEIU Y
[Ipumepy 55). o
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Baparak 87. /lokasaru jga cBaka Henpekugaa ¢yukuuja f : [0,1] — [0, 1] uma duxcHy Tauky
(dukcna Tauka je Tauka o 3a Kojy Baxu f(rg) = o).
Pewewe. Tedunnmmmvo woBy dyukuujy F : [0,1] — R ca

F(z) = f(z) — x.
[Ipumerumo na puKcHe Tauke IpecjnKaBamba [ ojropapajy nyiaama ¢gpyukmnuje F u obpayro. OyHKIH]ja
F' je Hemmpekuina Kao pa3/inka HeIPeKUIHUX (PYHKIHjA U Y KPAJIbUM TauyKaMa HHTEPBAJIA UMa BpPeI-
woctn F'(0) = f(0) —0 = f(0) > 0mu F(1) = f(1) — 1 < 0. Ilocneame aBe HEjeTHAKOCTH CJIeje
u3 yumenuie Ja je kogomen dyunknuje f rakohe mnrepsas [0,1]. Axko je F(0) = 0 nom F(1) =0
taja je xg = 0, oaHocHO To = 1, dukcHa Tauka upecaukasawa f. [Ipernocrasumo xa je F(0) # 0
u F(1) # 0. Tazma je F(0) > 0 uw F(1) < 0 na dbysknuja F nma pasauduT 3HaK Ha KpajeBuMa
uareppaia [0, 1]. 13 Teopeme 84 caenn ma nocroju nyna ¢ € (0,1) ose dbyukiuje, F'(c) = 0, a To he
ouTn (pUKCHA TAUKa MPECTUKABAHa f. v

Hanomena 88. IIpumerumo ja nenpekuana dynknuja f(z) = 22 canka uarepsan (0,1) y (0,1)
a wnak Hema durcHunx Tadaka Ha (0,1). Tlperxognm 3agarak He MOKe Jla Ce IPHUMEHH Ha OBaj
KOHKDEeTaH IpuMep jep AoMen (pyHKIUje f HUje 3aTBOPEH WHTEPBAJI. o

Teopema 89. (Teopema o mehyspenanoctu) Axo je [ : [a,b] — R nenpexudna dynryuja 3a
kojy je f(a) = A u f(b) = B, onda 3a ceaxo C xoje je usmehy A u B nocmoju ¢ € (a,b) maxeo da
je fle) =C.

‘ Hoka3z. Jlokas cienn U3 mpeTxoHe TeopeMe Kaja ce nocmarpa dyukmnuja f(x) — C. 0

AKo ce momceTnMo KapaKTepH3allije HHTepBaIa J0Ia3uMO 10 caenehe mocaemuie.
ITocaenuiia 90. Henpexudha cauka unmepsaia je unmepsan.
ITpumep 91. Oyukmuja f : [0,5] — R nedunucana ca

z, 0<z<1

f(x)={07 1<a<5,

cauka uarepsad [0, 5] y [0, 1] anu dbynknuja f nuje nenpekuana na [0, 5] (uMa npekuy Taduku © = 1).
OBaj mpuMep HaM TOBODH JIa He BayKH OOPHYTA UMILIHKAIM]A Y IPETXOHO] MOCJIE THITH. i

Teopema 92. (BajepurrpacoBa teopema) Henpexudha @ynkyuje Ha 3ameoperom U 02paHu-
YEHOM UHMEPBAAY J€ 02PAHUEHE U DOCTNUNCE MAKCUMYM U MUHUMYM.

Hoxaz. Heka je f : [a,b] — R menpeknna dbyHkimja.

[IpBo hemo mokaszaru ja je f orpanmdena. [IpermocraBumo cynporno, f HEje orpanudena Ha
la,b]. Tana dyHKnuja HUje orpaHnveHa Ha JE€BOj WM JECHO] MOJOBHHU OBOI MHTEPBAJA jep aKo
6u Guia orpanwdeHa Ha oOe MOJOBHHE OHjaa On OHira OrpaHHYeHa W HAa FUXOBOj YHHjH (TODHe
orpaHmIerme O OUI0 MAKCHMYM TOPHUX OIPAHUYEHHha HA TOJTOBHHAMA & JOHhe OTPAHNYIEHHE je MUH-

HMYM JIObMX OIpaHHYerha Ha mojoBuHaMa). O3HAaIMMO ca [; HHTepBaJ HA KOM (DYHKIMja HHje

orpaHuyeHa (CIMYHO Kao y jgoka3y Teopeme 84 wHTepBasn [; je mupune b_—“) Caza mHTepBas

2

I, momenuMo Ha ABa Jeja W O3HAYMMO ca [o MHTepBaJ IMHPUHE 172_—2“ Ha KoM dyHknumja f Huje

orpannvena. HactaBumo mocrynak. Ha oBaj maumn medunumieMo HH3 omajajyhmx mHTepBasa

I, O I,y KOju cy mupune b;—n“ u [ je meorpanmueHa na cBakom oj mux. [Ipema KanToposoj

TEOPEMH FHhUXOB IIPECEK je Hellpa3aH W CJAUYHO Kao u y Joka3y Teopeme 84 cajpzkahe camo jemmy

rauky, (| I, = {c}. Tlpema mpernocrasiu Teopeme f je HEIPEKHJHA Ha CBOM JOMEHY Ha je
neN

HeTpeKWTHA U Y Ta4YKu c. JIOKaJIHO CBOjCTBO HeMpeKUIHUX (DYHKIMja HAM Karke J1a hie mocTojarn

okommua J. = (¢ — g,¢ + €) Ha Kojoj je dbynkumja f orpammuena. Ha ocnoBy ApxumesnoBe ak-
a

CHOME IIOCTOjU IIPUPOJIaH OpPOj Ny Takas Ja je g%o < € na he unrepsan I,, burn nojackyn ox J..
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OBo je KOHTpaJHUKIUja jep je ca jejne crpaHe [ HeorpaHudeHa Ha [,, a ca jJpyre crpaHe cMo J.
KOHCTPYHCaJId Tako Ja f Gyje orpaHuYeHa Ha TOj OKOJMHHU TAadKe C.
Cana fiemo nokazatu jga [ J10CTHzKe MUHUMYM Ha [a,b] (Ha caudyaH HaduH ce jJokasyje ga f

JOCTHKE MakcumyM). IIpermocraBumo cympoTHo, Heka je m = inf f anu weka je f(x) # m,
a,b]

onuocuo f(x) > m, 3a cBe x € [a,b]. Jedunumumo byuxnujy g(z) = f(+m Kaxko je umenuai

x)
HenpeKkuHa GYHKIHja pa3auduTa of] HyJe 3a cBe = € [a, b] onja hie dyHknuja g GuTn HenmpekuIHA
Ha [a,b]. TIpema mpeTxoaHOM ety J0Ka3a (byHKIHja ¢ je orpaHHyYeHa ma fie mocTojaTn KOHCTAHTA

C > 0 TakBa 71a je

3a cBe = € [a,b]. Tana je
1
x)=>m+ —
fe)zm+ o
3a cBe = € [a,b]. OBo je KoHTpamuKIHja jep fie onga m + % OUTH jeHO JOEe OTpaHUYeHe CKyIa
{f(z)|z € [a,b]} anju je nudumym m mawmu o1 Te BpeAHOCTH (HOACETHUMO ce 12 je nHMUMYM CKyTa
weropo Hajeehe jome orpanmuerme). akspydyjemo fa je m = f(xg) 3a HeKo xy € [a, b]. d

Bamarak 93. Haliu ciuke ckynosa A = (—1,1), B = (—1,1], C = [-3,5] u D = [4,+00) npu
npecaukaBamwy f(x) = 22,
Pewerve. @yuxnuja f je menpekuana a ckynosu A, B,C' u D cy unreppaiu na hie u muxoBe ciuke
outn uaTepBasau. Ilpumerumo na je 22 > 0 u ga je 2 < 1 3a cBe |z| < 1. Kaga y3MeMo Ipou3Bo/ban
nosurusan 6poj s mamwu o4 1 onga je /s € Au f(y/s) = s. To 3naun na je f(A) = [0,1). Jlako
3ak/pydyjemo faje f(B) = [0,1]. Ca npyre crpane f(5) = 25 naje f(C) = [0, 25]. Jlako ce 3aksbyqyje
ma je f(D) = [16,400). IIpumernmo na cmo wa ckyn C' Morim ja npuMeHEMO BajeprirpacoBy
Teopemy jep je C' 3aTBOpeH W OTpaHUYEH WHTEPBAJ JOK Ha wHTepBaje A, B u D HucMO Morim 1a

IPUMEHHMO HCTY Teopemy. VuTepBaiu A u B Hucy 3aTrBopeHu oK [ HHje OrpaHUYeH. v

4.2. Henpeknauoct monotoHux (dyuknuja. [logcernmvo ce aa je dyukimja (cTporo) Mono-
ToHa ako je oHa (crporo) pacryha wim (ctporo) omamajyha.

Tsphewme 94. Monorona GyHKIHja MOXKe UMATH CaMO IIPEKHUIE IIPBe BPCTE.

Hoxka3. Heka f: X — R u npermocraBumo, 6e3 ymMamema ONIITOCTH, Ja je (pyHKIHja pactyha.
Heka je o € X tauka npekuga dpyukiuje f. Cama hemo nmokasaTu ja IMocToje JIeBU U JECHU JITMEC
dyuKIuje y Taukn ro. [locmaTrpaMo ckymose

A={f(z)|r <wo}, B={f(x)|x>wo}.

Dyukmuja je pactyha nma je ckym A orpanumden of03ro Bpeanomthy f(xzg) 10K je ckyn B orpanunden

07103710 HCTHM OpojeM. AKcmoMa cympeMyMa HaM Kazke 1a he mocrojaTu cympeMym ckymna A, ag =

sup A, u uapumym ckyua B, by = inf B. [Tokazahemo ga je lim f(x) = ag, ogHoCHO 112 je ag JieBu
T—To—

jqumec pyHKIUje y Tauku ro. Heka je € > 0 npouszBosbHo. Ha ocunoBy pedunumuje cympemyma

nocrojahe x. € A 3a koje je ag—e < f(z.) < ap. Kako je dynknnja pacryha saxuhe f(x.) < f(x)

3a cBe T 3a Koje je r. < x < xo. Jakie ag—e < f(x) < ag ako je |z —z,| < d rae je d = xo—z.. Axo

ce MoJCeTHMO Jie(PUHUIIH]e JIEBOT JIMMECA y TaYKHU 3aKJ/by4dyjeMo Ja je ag = Em f(z). Aunamoruo
T—xr0—

ce Jokasyje ja je by mecum jsmmec pyuknuje f y Taukm xrg. THMe cMO J0Ka3aad Ja MOHOTOHA
dbyHKIMja UMa JIEBU W JIECHU JUMEC Yy CBAKO] TAYKU. JOTI jegaH 3aK/bydaK MOYKEMO Ja U3BYUYEMO
U3 JloKa3a oBOr TBphema. JelHo ropmwe orpanuderme ckyna A je f(z) a mweros cyupemym je ag na
3aK/bydyjeMo aa Baxu ag < f(xg). Ckyn B uma jesHo 1ome orpanudemne f(zg) a nHOUMYM CKyna
B je by. HMaxae f(xq) < by. Ox nBe HejeHAKOCTH
lim f(z) =ao < f(zo) <bp= lim f(z)
r—x0—

T—x0+
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‘ jeaHa je crpora jep je xo Tadyka Ipekuja (pyHKImje. 0

ITpumep 95. Ha Chunu 18 nanasu ce npumep ¢dbynknmje Koja je pacryha. Ilpumerumo na

dyHKIHja y TAYKH © = 2 UMa TPeKW]I IPBe BPCTe U Ja BaXKU lilél =4, lirgl =6 10K je f(2) = 5.
r—2— T—2+

Ha Cnumu 19 manasu ce rpaduk dyHKImje Koja Huje MOHOTOHA. [IpmMernmo fa je ona omamajyha
JIEBO OJl TaukKe T = 2, 3aTHM HUMa CKOK y = = 2 a OHJa HacTaB/ba jJa omnaaa. llpumernmo na je

lim =3, lim = 2 g0k ce BpeanocT dbyHKIuje y camoj tauku x = 2, f(2) = 4 we nanasu uzmehy
T—2— T—24

JEBOI' U JIECHOT JILMEeCA. i

x

CnaukA 18. Tlpumep pactyhe dpyaKImje

CnukA 19. Tlpumep dyHKIMje KOja HIje MOHOTOHA

Teopema 96. Monomona dynryuja f : (a,b) — R je nenpexudna axo u camo axo je f((a,b))
UHMEPEAN.

Hanomena 97. V uckasy teopeme f((a,b)) o3HauaBa cJUKy WHTepBaja MpHU IpeCcIUKaBamy f,

f((a;0)) ={f(x) [z € (a,0)} CR.

Hoxkaz. Jeman cvep (ca aese Ha JecHy crpany) cvo Beh Bugean kao IMocaemniy 90, Ty Ham

IPETIoCTaBKa 0 MOHOTOHOCTH (byHKIHje Huje morpebHa. Heka je cama f((a,b)) unrepsan u f

mMoHoToHa dyHKuja. IIpermoctaBuMo Ja je Heko xo € (a,b) Tauka npekuna byukuuje f. Tana

je ag = xgin fx) # ngjruf(x) = by u Bpeanoct f(xg) ce namasu usmely oBux GpojeBa. Heka
0— 0
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je Iy orBOpeH mHTepBas ca KpajeBuma ag u by (ako je f pacryha onga je Iy = (ag,by) a ako je
f omamajyha ouma je In = (by,ap)). Kako cy 6pojeBu ag u by paznauauru Iy je mpaBu MHTEPBAT
(auje mpasan Beh cajpku GeckoHAYHO MHOTO Tadaka). ¥ joka3y Tephema 94 cMmo Bugenu ja je
f(xg) m3meliy ag u by mpu demy je jemna mejennakoct crpora. Ako je f(xg) crporo msmely osa
nBa Opoja ouma je f(zg) € Iy a Moxke ma ce mecu ma je f(xg) jeaHako HeKoM o7 OpojeBa ag W
bop u y Tom ciyuajy f(xg) He npunaga uarepsaiy ly. Ha ocHOBY oBe aHa/inze BUAMMO Ja CJIUKA
f((a,b)) nma npaBy "pymy” Iy y Kojoj he ce moxkia Hamasuru Tadka f(xg) aju HUIITA BUIIE CEM
tora. JIpyrum peunma f((a,b)) nuje maTepBan. OBa KOHTpaJuKIMja HaM Kaxke na f He MOXKe
MMATH TavKe MPEeKU/1a, OJIHOCHO Ja je f HempekuHa (DYHKIH]jA. 0

3amarak 98. [lokazaTu 1a je cBaka cTpOoro MOHOTOHA (DYHKIIH]a MHjEeKTHBHA.
Pewerve. Heka je f : X — R crporo pacryha dbyuknnja u neka je f(x1) = f(x2). Axko je z1 # x9
OHJIa je 1 < To WM X1 > To. U3 wumenune ja je f crporo pacryha sakspyuyjemo ja je f(z1) < f(2)
win f(xy) > f(xz2). YV cBakoMm ciayuajy He mMoxke Ja Baxku f(zq) = f(x2). Jenuuo upeocraje xq = xo.
Axo je f omamajyha dyukImja Moxkemo aa mocmarpamo (pyHKIMjy — f Koja je y ToMm ciydajy pactyha
Ta Ha Y TPUMEHNMO JOKAa3aHO CBOJCTBO WHjeKTHBHOCTH. v

Tephemwe 99. Axo je [ : (a,b) — R crporo Monorona u Henmpeknana (GpyHKnuja Tajga je m [
(ca omrosapajylium momenom) Henpexujna byHKIHjA.

Hoxka3z. Kako je [ meupexkujua dyukiuja onga he ciuka unarpsaja (a,b) upu npecjiukasamwy [
outu Heku uHTepBas («, 5). 3agzarak 98 Ham Kaxke Ja he f OUTH UHjEKTUBHO IIDECIMKABAE, 112
he nocrojaru weros unseps ! : (a, ) — (a,b). Tpeocraje nam jna nokaxkemo ja he u unBepsHa
dyukumja 6utu crporo MoHoroHa. Jla 6mecMO oJaKImagM 3aMUC MPETIOCTABUMO Ja je f CTporo
pactyha. Heka cy y; < ys npousBosbHE ejeMenTd u3 («, 3). 3mamo ma je y; = f(x;), i = 1,2
3a HeKe T1,Te € (a,b). OuurienHo je x; # . Ako je 1 > xo taga je f(x1) > f(x2) jep je f
crporo pactyha, omnocno y; > ys a TO je Y CYHPOTHOCTH Ca TOYETHUM OJa0UPOM eJieMeHATa U
v yp. Jakne, Baxkm 17 < To. llpumernmo ma je z; = fH(y;), i = 1,2. 3ak/bydyjeMo 1a BaxkKu
fH 1) < f7'(y2) ako je y1 <y, Tj. mmBep3na bymkmija f~! je crporo pactyha. f'((a, B)) je
unTepsas, f ! je Monorona ¢pyHKnmja na Ham Teopema 96 xaxke ga he n f~! GuTm Henmpexkumna
dyuximja. 0

4.3. Henpekuanoct eaeMenTapHux ¢pyHkmuja. ¥ [lpumepy 76 cmo mokasanu j1a jia je JinH-
eapHa byHkimja f(r) = z Henmpeku HA. 3HAMO Ja je TPOU3BO/] HEIPEKNIHUX (DYHKIMja HENPEeKHIHA
dbyuxmmja na he n pynkmuje 22, 23, ... 6utn Takohe Henpexuane. Kaxo je 30up u KOIMIHUK HEMPeKH -
HUX (QPYHKIZja HempeKugHa (DYHKIHMja MOYKEMO /14 3aKJByIUMO JIa CY TOJUHOMCKE W paIliOHATHEe
bYHKIHje HEeIPEeKHTHE.

Ksanparua ¢dbyHkmja ©° uHjeKTHBHO cauka ckyn [0,4+00) y [0,400), npu ToMe je u CTPOro
pactyhie n cimka gomena je takohe [0, +00). VuBepsna, ogaoCHO KopeHa dbyHKImja /7 : [0, +00) —
[0, +00) je Takohe mempekmana. Pymkmmja x je cTporo pactyhia W HeNpeKHIHA Ha CBOM JOMEHY
u KogoMeH je jeanak ckymy R. Fben unpeps je menpekmpan u canka /2 : R — R. U youmrre,
crerrena dynknnja x2* rie je k € N numa HenpexkuaH HHBEP3 KaJa IOCMATPAMO HeHY PeCTPHKIN]Y
na [0, +00) a0k crenene dbynxmmje obmmka r2*t! nmajy wenpeknman unseps wa negsom R. JIpyrum
peunMa, KopeHe (hyHKIHje Cy HEIPeKwTHe.

llomceTnmo ce ma cMO TOKa3au HEPEKUTHOCT CHHYCHE W KOCHHYCHe (hyHKIHje v Tauku a = ()
y llpumepy 57. ZKenmmo jga mokazkeMO HENPEKUJIHOCT OBHUX (PYHKIIMja Y CBUM TadyKaMa JOMeHA.
Bramo Ja 3a Baxu |sinz| < |z] 3a cBe € R. Heka je xy € R npoussBosbia tauka. Tazga je

2

T — X T+ Zo
- COS
2 2

T — 2o

|sinz — sinxo| = |2 - sin < |z — x|

<2 ’sin
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Kana npohemo umecoMm 1o x — xy J00ujeMo Jia CKpO3 JecHa CTpaHa TeXKU HyJIH Ia he U pasyimka

sin x — sin xo TexkuTu Hyau. Ipyrum peauma lim sinxg = sinx. Caudno, Kopuctehn TPUrOHOMETPH-
T—T0

jCKe HJeHTHTeTe J100MjaMo HU3 HejeIHAKOCTH

r—Ty . T+
- sin
2 2

. T — o
sin

|cosz — coszg| = |—2 - sin <2 < |z — o,

Ia je U KOCMHyCHa (DYHKIMja HENPEKHHA y ITPOU3BO/HHO)] TAUYKH (.
M 3 T T
HpI/IMeTI/IMO.,ZLa Je sinz crporo pacryha ma unrepsany [—7, 7] u menpexuina ia he u IHEHA MH-
Bep3Ha PyHKIHM]ja arcsin outn Takohe HenpekugHa. CANYHO Baykn U 3a KOCHHYC. Kajga pecTpukyjemo

kocuuyc Ha [0, 7] (rme oH omaja) A0Ja3uMO 10 HelpeKuIHe WHBep3He (DYHKITH]je
arccos : [—1,1] — [0, 7].
[opma auckycuja je mokasaja jieo uckasa ciaesehe Teopeme.

Teopema 100. Eaemenmapne dynkuuje cy nenpexudme.

Hokaz. 3ramo ja je 36up, NIpOU3BOJ, KOJIHIHUK (Kaja je JehUHUCAH) U KOMIIO3UIINjA HEITPEKH/I-
Hux GyHKIHja HenpekuaHa (pyuknuja. [Ipeocranso HaMm je camo ja IMOKaxKeMo Jia Cy HEIpeKHIHe
eKCIIOHEHIIWjaTHa U JoTapuUTaMcKa (DYHKIIH]a.

[Tokazyjemo HenpekuHOCT eKcioHeHiujasHe dyHknuje y taukm r = 0. Heka je ¢ > 0
npon3Bo/bHO. Kako je e > 1 onma he 6utu e — 1 > 0 ma he ma ocHoBy ApxmmenoBe akcumome
MOCTOjaTH MPHUPOIaH OPOj N TaKas Jla BayKh

n-e>e—1,

onHocHO 1 + n - € > e. Kopucrehn BepuyujeBy HejeHaKOCT 3aK/bydyjeMo Jia je
(14+e)">14n-e>e.
Kana y3amemo n—r1u KopeH JieBe u jiecHe crpaHe j100MjaMo HejeIHAKOCT
14e>en.
Kana 1Heje;maKOCT zanuiemMo y ciaeaehem o0uKy en —1 < ema JIEBY U JIECHY CTPaHy ITOMHOYKAMO
ca e n 10OHMjeMO HejeTHAKOCT
l—en<en-c<e

. . . _1 . .
IpU 4eMy HOCJIemba HejeJHakocT Bazxku jep je 0 < e™n < 1. Ako je x y caenehoj oxkonuHn Tadke
0, (- %) (rae cMo n omabpasy Tako Ja Bayke CBe FOPHe HejeJIHAKOCTH) OHJA je

"
eTn < ¥ < e%,
ma je Jasbe
—e<en—l<e —l<en—1<e.

Hakne y (—1, 1) oxomnun Tadke 0 Bazku

e’ — 1] < e.
3ak/bydyjeMo liir(l) e® = 1 a znamo 12 je € = 1 ma je ekcrnoHenmujasHa (DYHKIIja HENPEKIHA Y
x=0. 3a HpOIﬁSBomHy Tadyky zo € R npumernmo 1a je

lim (" — ™) = lim (" (e" ™ — 1)) = €™ lim ("™ — 1) = €™ lim(e" — 1) = €™ - 0 = 0,
T—T0 T—T0 T—T0 h—0

OJIHOCHO lim e” = €™ 1a je eKcIoHeHIHjaaHa (PYHKIHja HEIPEKHUJIHA Y CBAKO] TAUKH CBOI' JIOMEHA.
T—xQ

Excnonenmnujanna GpyHKIIja je cTporo pactyha u Hempekuana na he ma ocaoBy TBphema 99 u
0] MHBEP3HA JIorapuTaMcka pyHKIUja OUTH HEellPeKuHa. U
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5. XajueoBa u KoImiujeBa Kapakrepu3aiuja JuMeca

[lojam rpanuune BpegHOCTH cMO JecdbuHuca u Ha € — § je3uky u 1o je Kommujea medunurmja.
['panmuny BpegHocT yHKIHje MOXKeMO Ja Aedunuiiemo kopucrehu nuzose. Ty gedunuimjy je mao
Xajue, ekBuBajeHTHa je Komujeoj nedununuju u Mmu hemo To popMyaIncaT Kao Teopemy.

Teopema 101. (XajueoBa kapakrtepusanuja gumeca) Heka je dama dyrryuja f: X — R
u Heka je xg € R mauka naeomunasara ckyna X. Tada je lim f(z) = L € R ako u camo axo 3a
T—rT0

c6aru Hu3 T, € X \ Ty 842CU UMNAUKGULIQ

lim z, =2y = lim f(x,)= L.

n—-+00 n—-+0o0o

oxka3s.
="

Heka je L rpanuuna spejnoct dyHkuuje f y Tauku ro u Heka je (x,) uu3y X \ zo

3a Koju Baxku lim x, = xg. Xohemo ja mokaxkemo ga je lim f(z,) = L.
n—-4o00 n—-400

Heka je € > 0 upoussosbho. Taga fie nocrojaru § > 0 rakso jaje |f(x)—L| < &
Kag rof je 0 < |z — xo| < 6. Kaga nedunnmemo opakso 6 > 0 onja he mocrojaru
no € N 3a koje je |z, — xo| < 0 3a cBe n > ny. Ha ocHOBY oBora 3akspydyjemMo na
3a cBe n > ng Baxu |f(x,) — L| < €, ogrocHO nl—lgloof(x") = L.

f

[IpermocraBumo ma we Baxku lim f(x) = L. To 3uaun na
T—TQ

(Fe>0)(Vd>0)(Fr e X)0 < |z —xo| <0 A |f(z)— L] > e

Osaj seo Vo > 0 mu hemo 3amenutu ca Vn € N jep KeauMo j1a KOHCTPYHUIIEMO
Hu3, a y3ehemo ga je § = % Hakse 3a cBaku npupojan 6poj n mocroju x, € X
raxko ga Baxu 0 < |2, — 29| < = u |f(z,) — L] > e. Ha osaj naunn cmo
KoHCcTpyucann Hu3 (2, )nen w3 X \ {20} 3a Koju Baku x,, — xo Kajga n — 400
a ca apyre crpaue je |f(z,) — L| > ¢ na ne moxe na Baxu f(x,) — L kazna
n — +oo. Tume cMmo moman 10 KOHTPAJAWKIIMje Ma MPETHOCTABKA He BazKH,

OJIHOCHO 3aJ10BOJbeHa je jeanakocr lim f(x) = L.
T—T0

OBaj noka3 nmojpasymena Jia ¢y o U L KOHAUHe BPEJHOCTH W CIAUYAH je JOKa3y Kaja cy To UIn
L GeckoHauHe BpeIHOCTH. O

ITpumep 102. Ilokazaru ja ne nocroju lim sin .
T——+00

[IpeTocTaBuMO J1a IOCTOjU OBaj JJUMeC U 12 je jeaHak Hekoj Bpeanoctn L. Ilocmarpamo nBa HU3A,
Ty = 20T U Y, = 2n7 + 5. Ouurneano ga oba HE3a MMAjy MPAHHIHY BpegHocT +oo. Hus peamoctn
f(z,) = sin(2nm) = 0 je koHCcTaHTaH Ma Baxku f(z,) — 0 kKaga n — +oo. XajHeoBa KapakTepusaiuja
kaxe ja je L = 0. Jlpyrn un3 spennocrn f(y,) = sin (2nm + %) — 1 kaga n — +00, na oner n3

XajueoBor npuanuna cienn ga je L = 1. OBo je KOHTpa UKIMja A HE TOCTOjU li]in sin . il
T—r+00

[Iperxoana ocobrHa je moc/IeIuIa OMIITHjer ¢BojcTBa. AKo je f mepuomwasa (hyHKIHja U aKO HHje
KOHCTAHTHA OHJA OHA HeMa JnuMmec y beckonaunoctu. Heka cy a,b € Dom(f) nBe tauke y xojuma f
UMa pa3JmduTe BpeIHOCTH (OBe Tadke nocroje jep f Huje koncranTHa (dbyHKImja) n Heka je T > 0
nepuoy ¢pyukiuje. [Mocmarpamo auzose a, = a +nl u b, = b+ nT. Oba Hu3a Texke Ka +00 Kaaa
n — +o00. Bpennocru dyHKnnje Ha 0BUM HH30BHMAa cy KOHCTaHTHe jep je f(a,) = f(a+nT) = f(a)
oK je f(b,) = f(b). dakie rpanndane Bpegnoctu Hu30Ba f(a,) u f(b,) cy paszimaure ma He MOCTOjU

lim f(z). Ha ocHoBY oBOTa 3aKk/bydyjeMo /a nepuoudaa (hbyHKIMja He MOZKe UMATH XOPH3OHTATHY
Tr—r+00

aCHMIITOTY. A He MOXKe HMaTH HH KOCY aCHMITOTY INTO CJIeId M3 YHIbeHHIe A3 [ MMa KOHAYHEe
BPEJHOCTH KaJIa je apryMeHT ITPOU3BOJHHO BEJIUK.
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Kao mocnenuiry XajHeoBe KapaKTepH3allje MOXKeMO Ja JaMO KapaKTepru3allujy HempeKuTHOCTH
dyuxkiuje momohy Hu3oBa.

ITocaemumna 103. Qynruyuja f : X — R je nenpexudna y mavwku rog € X axo u camo arxo 3a
ceaKy HuU3 T, € X 6asci
lim z, =2y = lm f(z,) = f(zo).

n—-+00 n—-+0o0o
Cneneha Teopema HaM Haje moTpedaH U JOBOJbAH YCJIOB MIOCTOjalba KOHAYHE TPAHHIHE BPEIHOCTH
dyHkKIHje.
Teopema 104. (Kommujes kpurepujym nmocrojama Jumeca y Tadku) Heka je dama dynrxyuja

f:A—= R npuvemy je A C R u a € R mauka nazomunrasara ckyna A. Tada nocmoju epanuvna
epedrnocm ynrkyuje f y mauku a aKo U CamMo Ko 8aHCU

Ve>0)(Fo>0)(Vs,te A)0<|s—al<INO<|t—a|l|<d=|f(s)— f(t)| <e. (19)

Hamomena 105. Bbutno je uctahu jna y KommjeBoMm Kpurepujymy He bUrypuiie cama IpaHuIHa
BpeaHocT L Koja ce rmojassbyje y JebuHHIEjH IpaHndHe BpetHocTH. JlaKiie oBaj KpUTEPHUjyM MOKa3yje
Jla JIU JTAMeC TOCTOJH WU He 6e3 003Mpa Ha TO IITO MOXKJIa He 3HAMO KOja je BPEIHOCT JIUMeca.  <©

oxka3s.

~—:
Hexka dyurnuja f mMa rpaHuIHY BpeIHOCT, KOjy hemo o3HaumTH ca L, y Tauku
a u Heka je € > 0 upoussosbuo. Taja nocroju § > 0 raxso xa je |f(z) — L] < §

kaJ rox je 0 < |r — al < . 3a Tako ogabpano O BaxKu
5

7() = F = 17() = L+ (L= )] L 176~ L+ 170 — L < S +

kag rog je 0 < s —a|] < 0mw 0 < |t—a|l < § (y kopaky (%) cMO HCKOpHC-
THJI HejeJHAKOCT TPoyTia). TuMe ¢MO JoKa3aam HejeJHAKOCT Ca JECHe CTPAHE
uMiunkaimje (19).

:E’

f

Jlokaz oBOT cMepa, KOju KOPUCTU XajHEeOBY KapaKTepu3allnjy, /1ajeMo y JIBa KO-
paxa.

1. xopak. Heka je (z,)neny npousBosban Hu3y X \{zo} 3a Koju Baxu x, — Ty
Kaga n — +00. Heka je ¢ > 0 npoussosbuo u nahumo § > 0 rako na Baxu (19).
Taga he mocrojatu ng € N mako ja je 3a cBe n > ng 330BOBEHO |T,, — To| < J.
Cama 3a cBe m,n > ng Baxu 0 < |z, —xo| < 0 u 0 < |z, — x| < § ma je
na ocuoBy (19) 3amoBosbena nejennaxoct |f(zy,) — f(x,)] < e. To 3maum ga je
au3 (f(2,))neny Kommujes, na fie 6utu u KOHBEPreHTaH, OJHOCHO MOCTOJH KOHAYHO

lim f(z,).

n——+0o0o
Caja je muTarbe 3aITo je 3a CBaKM HU3 KOjU TEXKU Ka T( OBA TPAHUYIHA, BPEJI-

HOCT ucTa. To hiemMo mokasaTu y ApyroM KOpaky.
2. kopak. Hexka je z, € X \ {x¢} jeman mpousBo/ban HE3 KOJU TEXKHU Ka T

u o3naunmo ca L = lim f(z,). Heka je y, € X \ {x¢} nmpousBopan nu3 Koju
n—-+00

TeXKWU Ka Ty U Heka je € > 0 npousBosbHo. [edbunumemo 6 > 0 u3 (19) u nahemo
ny € N TakBo na je |y, — xo| < g 3a cBe n > ny. U neka je ny € N Takso ja je
|z, — mo| < £ 3a cBe n > ny. edbunumreno

ns = max{ny,na}.
Taga je 3a cBe n > ng 3a/10BOBEHO

|xn_yn|:|xn_x0+x0_yn| S |l’n—l’0|+|l’o—yn| <5'
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Huz f(x,) texu ka L na nocroju ny € N Tako ma je
o) — L] <
3a cBe n > ny. Ha xpajy y3zmemo
ng = max{ng, n4}.
Tazma je 3a cBe n > ng 3a/10BO/beHA HEjETHAKOCT
Fy) = LI < [F () = Fla)| + | fa) — L] < =+,

npu gemy Baxku |f(y,) — f(x,)| < € jep cy aprymeHTH x, u Y, Ha pacrojarby
mambem oft 0. To 3Haum ma je lim  f(y,) = L.
n—-+0oo
Cana mHa ocHOBY XajHeoBe KapaKTepu3alldje 3aKJ/bydyjeMO J1a je TpDaHWYHA

BpeanocT dbyHknuje f y TaUKN T je/IHaKa TOj KOHAYHO] BPEeIHOCTH L, OTHOCHO
13 TTOCTOjH.

OJ

ITpumep 106. /lara je dyukiumja h: R — R ca

1

sin=, x#0
— T
h(z) { 0, z=0.
[lokazarw fa je Tauka a = 0 Tauka OpeKuJa JApyre BpcTe dyHKIHje h.

Y mpom3BOFHO MAJO] JECHOj OKOJUHU Tadke a = () mMocToje Tayke JOMeHa OOJIUKA T = ﬁ n

_ 1 :
Yk = Zemiz k € N, 3a Koje Baxku

f (k) = fyw)| =

Tume BUAUMO 1a HUje 3a70BObeH KoIlmjeB yc/I0B MOCTOjarba JUMeca ITa He TOCTOJH JIeCHU JUMeC
dyuknuje h y rauku a = 0. i

sin (2k7) — sin <2k7r n g)’ ~ 1.

6. 3amamm



