
OBLAST 2

Nizovi

Znamo od ranije da je niz realnih brojeva objekat koji zapisujemo kao

x = {1, 2, 3, 8, ..., 59, 678, ...}
ili

an =

{
1

7
,
1

2
,
1

8
,
1

4
,
1

13
,
1

17
, ..., sin 50, e67, ..., cos 900, ln 150, ...

}
.

Tri taqke oznaqavaju da se ovaj postupak zapisiva�a qlanova niza nikada ne zavrxava, drugim
reqima to je beskonaqan skup elemenata.

Nekada niz zadajemo i u slede�em obliku

xn =
3n

n!
, n ∈ N.

To je niz qiji su qlanovi dati sa xn =
{
3, 9

2
, 27

6
, 81
24
, ...
}
.

Niz mo�emo da zadamo i rekurentno. Ako zadamo prvi qlan niza a svaki naredni qlan
zavisi od prethodnog qlana onda ka�emo da je taj niz zadat rekurentno. Ako svaki element
niza zavisi od prethodna dva qlana niza onda moramo da zadamo prva dva elementa niza.
Primeri rekurentnih nizova su

a1 = 55, an+1 =
3an + 2

5
, n ∈ N,

i
b1 = 3, b2 = 5, bn+2 = ebn + cos bn+1, n ∈ N.

Da�emo i formalnu definiciju niza mada �emo intuitivnu predstavu o nizovima koris-
titi i kasnije.

Definicija 1. Niz realnih brojeva je preslikava�e x : N→ R. Vrednosti
x(1), x(2), x(3), ..., x(54), x(55), ...

nazivamo qlanovima niza. Sliku prirodnog broja n pri preslikava�u x oznaqavamo sa x(n)
ili xn. Niz oznaqavamo sa (xn)n∈N, {xn}n∈N, (xn) ili {xn}. ♦

Kada ka�emo dat je niz (xn)n∈N podrazumevamo da je zapravo dato preslikava�e x : N→ R
i da znamo qemu je jednako x(n) odnosno xn za svako n ∈ N.

S obzirom na to da radimo sa realnim nizovima qlanove takvih nizova mo�emo da nacrtamo
na brojevnoj pravoj. Ako nam je dat neki niz tada svakom elementu mo�emo da pridru�imo
taqku na brojevnoj pravoj. Nas zanima kako su te taqke raspore�ene na ovoj pravoj. Neka je nax
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2 2. Nizovi

zadatak da sprovedemo neki fiziqki ekperiment, na primer merimo za koliko vremena kuglica
si�e niz jednu istu strmu ravan a znamo da teorijska mere�a ka�u da bi kuglica trebala da
si�e za vreme od 3s. Vreme silaska t posmatramo kao neki realan broj i u prvom mere�u
dobijeno vreme silaska oznaqimo sa t1, slede�e mere�e nam dâ vreme t2, zatim t3 i kada bismo
mogli ovaj postupak da radimo do u beskonaqnost dobili bismo niz realnih brojeva (tn)n∈N.
Svaki element niz tn oznaqava vreme dobijeno u n−tom mere�u. U poqetku smo nesigurni sa
xtopericom pa nam ruka ne reaguje na vreme kada kuglica do�e do kraja strme ravni. Kako
pove�avamo broj mere�a to i mi postajemo sigurniji i izmereno vreme tn bi�e sve bli�e
vrednosti od 3s. To znaqi da se vrednosti tn, nanete na brojevnu pravu, gomilaju oko broja 3, i
kako indeks n raste broj tn postaje sve bli�e vrednosti 3, nekada qak mo�e i da bude jednako
vrednosti 3. Opisano ponaxa�e niza, gde se �egove vrednosti gomilaju oko jednog broja,
�elimo bli�e da opixemo. Takva pravilnost u ponaxa�u nam omogu�ava da kontrolixemo
raspored elemenata niza na brojevnoj pravoj.

Posmatrajmo sada konkretan niz xn = 1
n
. Neki elementi niza prikazani su na Slici 1.

Kada pogledamo brojevnu pravu iz daleka, mo�emo da primetimo da su elementi niza nagomi-
lani sa desne strane taqke 0. Ako uve�amo deo prave oko taqke nula kroz lupu (uve�ani
pravougaonik na slici) primeti�emo da su elementi niza gusto raspore�eni oko taqke nula a
to se jox bo	e vidi kada jox jednom uve�amo sliku (uve�ani krug na slici).
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Slika 1. Niz realnih brojeva 1
n
na realnoj pravoj

1. Graniqna vrednost niza

1.1. Definicija. U ovoj glavi �emo dati precizan matematiqki opis ponaxa�a nizova
iz uvodnog dela ovog poglav	a.

Definicija 2. Ka�emo da niz realnih brojeva (xn) ima graniqnu vrednost (ili limes)
x∞ ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)n ≥ n0 ⇒ |xn − x∞| < ε. (1)

Tada pixemo
x∞ = lim

n→+∞
xn,
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ili

xn → x∞, n→ +∞.
Ako niz ima graniqnu vrednost ka�emo da je on konvergentan. U suprotnom, ka�emo da niz
divergira. ♦

Neformalan opis iskaza (1) smo ve� videli. Kako jox da razumemo ovaj iskaz? On nam ka�e
da kada uzmemo proizvo	an pozitivan broj (to je deo iskaza ∀ε > 0) onda �e beskonaqno mnogo
qlanova naxeg niza biti u intervalu oblika (x∞− ε, x∞+ ε) (intervali ovog oblika nazivaju
se otvorenim okolinama taqke x∞ ili ε-okolinama taqke x∞). Mi ne znamo gde se nalaze
qlanovi niza x1, x2, x3, . . . , xn0−2, xn0−1 dok su svi ostali qlanovi xn0 , xn0+1, xn0+2, ... (kojih ima
beskonaqno mnogo) u ε-okolini taqke x∞.

Sada �emo dati primere konvergentnih nizova.

Primer 3. Svaki konstantan niz xn = C, n ∈ N, je konvergentan i �egova graniqna
vrednost jednaka je toj konstanti C. ]

Napomenimo jox jednu bitnu osobinu konvergentnih nizova. Ako promenimo konaqno mnogo
qlanova niza, konvergencija i graniqna vrednost tog niza se ne me�aju. Niz

xn = {0, 0, 0, 13, 0,−46, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . .︸ ︷︷ ︸
svi ostali qlanovi jednaki su 0

}

je dobijen tako xto smo u konstantnom nizu qiji su svi qlanovi jednaki nuli promenili
qetvrti i xesti qlan. Time nismo promenili konvergenciju, i ovaj niz je konvergentan i
�egova graniqna vrednost jednaka je 0.

Primer 4. Vratimo se na niz xn = 1
n
za sve n ∈ N. Ve� smo rekli da se elementi ovog niza

gomilaju sa desne strane taqke 0 na brojevnoj pravoj. Dakle oqekujemo da je nula graniqna
vrednost ovog niza. To �emo pokazati i po definiciji.

Ako je ε = 10 onda se svi qlanovi niza nalaze u okolini (−10, 10). Ako je ε = 1
200

onda je
odgovaraju�e n0 iz iskaza (1) jednako vrednosti 201, odnosno u otvorenoj okolini (− 1

200
, 1
200

) �e
se nalaziti elementi x201, x202, x203, . . . Vrednosti ε =

1
1000

odgovara n0 = 1001. Na ovom primeru
vidimo da kako sma�ujemo vrednost parametra ε indeks n0 raste. Ako je ε > 0 proizvo	an broj
onda n0 =

[
1
ε

]
+1 zadovo	ava uslove iskaza (1) (ovde [x] oznaqava ceo broj takav da se x nalazi

u poluotovorenom intervalu [[x], [x] + 1) i naziva se celim delom broja x). Dakle

lim
n→+∞

1

n
= 0.

]

Sada �emo dati i primere nizova koji nisu konvergentni.

Primer 5. Pokaza�emo da niz an = (−1)n, n ∈ N, divergira. Kada raspixemo prvih
nekoliko qlanova niza vidimo da je ovo niz koji sadr�i samo vrednosti 1 i −1

an = {−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .},
i vrednosti se ne grupixu ni oko jedne taqke ve� u svakom koraku imamo skok elemenata niza
za vrednost 2.

Pretpostavimo da niz an konvergira i da je �egova graniqna vrednost neko a∞ ∈ R. Raz-
likova�emo dva sluqaja, a∞ = 1 i a∞ 6= 1.

Ako je a∞ = 1 onda uzmemo ε = 1
2
i na�emo n0 ∈ N takvo da je |an − a∞| < 1

2
za sve n ≥ n0.

Kada napixemo ovu nejednakost za n = 2n0 + 1 koji je neparan broj ve�i od n0 dolazimo do
slede�eg

|(−1)2n0+1 − 1| < 1

2
,
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odnosno 2 < 1
2
a to je kontradikcija. Dakle vrednost 1 ne mo�e da bude graniqna vrednost

ovog niza.
Ostao nam je sluqaj a∞ 6= 1. Tada za ε = |a∞−1|

2
> 0 na�emo n0 ∈ N takvo da va�i |an−a∞| < ε

za sve n ≥ n0. Raspixemo prethodnu jednakost za vrednost indeksa n = 2n0 koji je paran i
ve�i od n0

|an − a∞| = |a2n0 − a∞| = |(−1)2n0 − a∞| = |1− a∞| < ε.

Dobili smo nejednakost |1−a∞| < |a∞−1|
2

xto je kontradikcija. Dakle ni jedna vrednost a∞ 6= 1
ne mo�e da bude graniqna vrednost ovog niza.

Naxa pretpostavka o konvergenciji ne va�i pa je niz (−1)n divergentan. ]

Primer 6. Posmatrajmo niz xn = n, n ∈ N. Kada napixemo prvih nekoliko qlanova niza

xn = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .}

vidimo da je svaki slede�i element niza na rastoja�u 1 od onog prethodnog. Znaqi u svakom
koraku mi napravimo skok za vrednost 1 na desnu stranu. Jasno je da ovde ne mo�emo oqeki-
vati gomila�e qlanova oko neke taqke, odnosno oqekujemo da ovaj niz divergira. Mi �emo
pretpostavimo da niz konvergira ka nekoj graniqnoj vrednosti x∞ ∈ R a onda �emo do�i do
kontradikcije. Definicija konvergencije ka�e da �e za ε = 1

5
postojati n0 ∈ N takvo da je za

sve n ≥ n0 zadovo	ena nejednakost |xn−x∞| < 1
5
. Napisa�emo ovu nejednakost za dve vrednosti

indeksa n = n0 i n = n0 + 2:

− 1

5
< xn0 − x∞ <

1

5
,

− 1

5
< xn0+2 − x∞ <

1

5
.

Iz prve nejednakosti �emo iskoristiti slede�e −xn0 < 1
5
− x∞ dok iz druge nejednakosti

mo�emo da zak	uqimo da je xn0+2 <
1
5
+ x∞. Kada saberemo ove nejednakosti dolazimo do

xn0+2 − xn0 <
2

5

a znamo da je xn0+2 − xn0 = n0 + 2 − n0 = 2. Dakle doxli smo do kontradikcije. Naxa
pretpostavka ne va�i pa je niz xn = n divergentan. Primetimo da dokaz prolazi i za druge
vrednosti konstante ε, mi smo ovde odabrali 1

5
a dokaz prolazi i za 1

17
i za 1

15
. Zapravo dokaz

prolazi za bilo koje ε ∈ (0, 1). ]

Ako se vratimo na prethodni primer vidimo da qlanovi niza rastu kada n raste (jer su i
jednaki vrednosti n) i da idu u beskonaqnost. Time dolazimo do potrebe da proxirimo pojam
graniqne vrednosti tako da graniqna vrednost mo�e da pripada proxirenom skupu realnih
brojeva, odnosno da mo�e da uzme vrednosti +∞ ili −∞.

Definicija 7. Neka je dat niz realnih brojeva (xn). Ka�emo da je lim
n→+∞

xn = +∞ ako

va�i

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n ≥ n0 ⇒ xn > M.

Ka�emo da je lim
n→+∞

xn = −∞ ako va�i

(∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N) n ≥ n0 ⇒ xn < M.

Ako je lim
n→+∞

xn = +∞ ili lim
n→+∞

xn = −∞ onda ka�emo da niz (xn) odre�eno divergira ili

konvergira u proxirenom smislu. ♦

Sada mo�emo da zak	uqimo da niz iz Primera 7 ima graniqnu vrednost +∞.
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1.2. Svojstva. Formulisa�emo i dokaza�emo neka svojstva konvergentnih nizova. Ako
elemente niza mo�emo da lociramo na nekom ograniqenom delu brojevne prave onda ka�emo
da je taj niz ograniqen. U tom sluqaju mo�emo lakxe da ispitujemo konvergenciju niza. Sada
�emo i formalno definisati pojam ograniqenosti.

Definicija 8. Ka�emo da je niz (xn) ograniqen ako postoji konstanta M ∈ R takva da
je |xn| ≤ M za sve n ∈ N. Broj M nazivamo ograniqe�em niza (xn). Niz koji nije ograniqen
nazivamo neograniqenim nizom. ♦

Primer 9. Niz xn = sin(n+9) je ograniqen vrednox�u 1, dok je niz yn = 5n+17 neograniqen
(to sledi iz Arhimedove aksiome). ]

Tvr�e�e 10. Svaki konvergentan niz je ograniqen.

Dokaz. Neka je (xn) konvergentan niz i neka je �egova graniqna vrednost x∞ ∈ R. Za ε = 1
2

postoja�e n0 ∈ N takvo da je |xn − x∞| < 1
2
za sve n ≥ n0. Dakle slede�i elementi niza

xn0 , xn0+1, xn0+2, xn0+3, xn0+4, . . .

nalaze se u ograniqenom intervalu (x∞ − 1
2
, x∞ + 1

2
). Neka je

M1 = max

{∣∣∣∣x∞ − 1

2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣x∞ +
1

2

∣∣∣∣} .
Tada je |xn| ≤M1 za sve n ≥ n0. Preostalo nam je jox konaqno mnogo qlanova niza koji mo�da
nisu ograniqeni vrednox�u M1. Kako ih ima konaqno mnogo znamo xta je �ihov maksimum,
pa definixemo

M = max{|x1|, |x2|, . . . |xn0−1|,M1}.
Ovako definisano M je jedno ograniqe�e niza (xn). �

Prethodno tvr�e�e nam ka�e da iz konvergencije niza sledi �egova ograniqenost. Ovde
ne va�i implikacija u suprotnom smeru. Odnosno, postoji niz koji je ograniqen a koji ne
konvergira. Jedan takav niz je an = (−1)n. Ovaj niz je ograniqen vrednox�u 1 i divergentan
je kao xto smo pokazali u Primeru 6.

Ka�emo da je (xn)n∈N nula niz ako je taj niz konvergentan i ako je �egova graniqna vrednost
jednaka nuli. Slede�a lema nam ka�e da je neki niz nula niz ako i samo ako je niz �egovih
apsolutnih vrednosti nula niz.

Lema 11. Neka je (xn)n∈N niz realnih brojeva. Tada je lim
n→+∞

xn = 0 ako i samo ako je

lim
n→+∞

|xn| = 0.

Dokaz. Dokaz, koji je vrlo jednostavan, ostav	amo qitaocu uz sugestiju da slede�i iden-
titet ima centralno mesto u dokazu:

|xn − 0| = ||xn| − 0|.
�

Koriste�i prethodnu lemu i Primer 4 jednostavno zak	uqujemo da je niz yn = (−1)n
n

kon-
vergentan i da je i �egov limes jednak nuli

lim
n→+∞

(−1)n

n
= 0.

Tvr�e�e koje sledi opisuje kako se limes niza sla�e sa zbirom, proizvodom i koliqnikom
nizova.

Tvr�e�e 12. Neka su (xn)n∈N i (yn)n∈N konvergentni nizovi. Tada va�i slede�e
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• (Linearnost limesa) Niz (λxn + µyn)n∈N je konvergentan za sve realne brojeve λ i
µ i va�i

lim
n→+∞

(λxn + µyn) = λ lim
n→+∞

xn + µ lim
n→+∞

yn,

(drugim reqima limes niza prolazi kroz zbir i mno�e�e realnom konstantom);
• Niz (xn · yn)n∈N je konvergentan i va�i

lim
n→+∞

(xn · yn) = lim
n→+∞

xn · lim
n→+∞

yn,

(limes niza prolazi kroz proizvod);

• Ako su qlanovi niza (yn)n∈N razliqiti od nule i ako je lim
n→+∞

yn 6= 0 tada je niz
(
xn
yn

)
n∈N

konvergentan i va�i

lim
n→+∞

xn
yn

=
lim

n→+∞
xn

lim
n→+∞

yn
,

(ako je limes imenioca razliqit od nule onda limes prolazi kroz koliqnik).

Dokaz. Pokaza�emo svojstvo linearnosti dok dokaz ostale dve osobine ostav	amo qitaocu
kao ve�bu. Graniqne vrednosti nizova �emo oznaqiti sa x∞ := lim

n→+∞
xn i y∞ := lim

n→+∞
yn.

Uzmimo proizvo	no ε > 0. Pretpostavi�emo da je λ 6= 0 i µ 6= 0. Na osnovu konvergencije
nizova mo�emo da zak	uqimo da �e postojati n1 ∈ N takvo da je

|xn − x∞| <
ε

2|λ|
,

za sve n ≥ n1 i postoja�e n2 ∈ N takvo da je

|yn − y∞| <
ε

2|µ|
,

za sve n ≥ n2. Ako sa n0 oznaqimo maksimum brojeva n1 i n2 tada imamo slede�i niz nejed-
nakosti za sve n ≥ n0

|λxn + µyn − (λx∞ + µy∞)|
(∗)
≤ |λxn − λx∞|+ |µyn − µy∞| =
= |λ| · |xn − x∞|+ |µ| · |yn − y∞| <

< |λ| · ε

2|λ|
+ |µ| · ε

2|µ|
= ε.

U koraku (∗) smo iskoristili nejednakost trougla koja ka�e da je |x + y| ≤ |x| + |y| za sve
realne brojeve x i y.

U sluqaju da je λ 6= 0 i µ = 0 postoja�e n3 ∈ N takvo da je |xn − x∞| < ε
|λ| za sve n ≥ n3.

Va�i
|λxn + µyn − (λx∞ + µy∞)| = |λxn − λx∞| =

= |λ| · |xn − x∞| < |λ| ·
ε

|λ|
= ε,

za sve n ≥ n3. Sliqno se razmatra sluqaj λ = 0 i µ 6= 0, dok se sluqaj λ = µ = 0 svodi na
limes konstantnog nula niza.

Na osnovu ovoga zak	uqujemo da je niz λxn + µyn konvergentan i da je �egova graniqna
vrednost jednaka λx∞ + µy∞. �

Primer 13. Ispitati konvergenciju niza n
√
a gde je a > 0 fiksiran realan broj.

Prvo razmatramo sluqaj kada je a > 1. Uzmimo ε > 0 priozvo	no. Na osnovu Arhimedove
aksiome postoja�e n0 ∈ N tako da va�i n0ε > a− 1. Tada za sve n ≥ n0 va�i

(1 + ε)n ≥ 1 + nε ≥ 1 + n0ε > a.
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Prva nejednokost sledi iz Bernulijeve nejednakosti. Uzima�em n-tog korena leve i desne
strane dobijamo nejednakost n

√
a < 1 + ε. Kako je n

√
a > 1 zak	uqujemo da va�i

1− ε < 1 < n
√
a < 1 + ε,

za sve n ≥ n0. Zak	uqujemo
lim

n→+∞
n
√
a = 1.

Ako je a = 1 tada je niz n
√
a konstantan i jednak jedinici pa je i �egov limes jednak 1. Ako je

0 < a < 1 tada je 1
a
> 1 pa je

lim
n→+∞

n
√
a = lim

n→+∞
n

√
1
1
a

=
1

lim
n→+∞

n

√
1
a

= 1.

Zak	uqak je da za sve a > 0 va�i
lim

n→+∞
n
√
a = 1.

]

Slede�a dva iskaza nam govore o tome kako se limes niza sla�e sa relacijom ≤.

Tvr�e�e 14. Neka su (xn)n∈N i (yn)n∈N konvergentni nizovi takvi da je

xn ≤ yn

za sve n ∈ N . Tada va�i
lim

n→+∞
xn ≤ lim

n→+∞
yn.

Primetimo da �e prethodno tvr�e�e va�iti i ako lim
n→+∞

xn, lim
n→+∞

yn ∈ R. Ovo tvr�e�e nam
ka�e da limes prolazi kroz relaciju ≤ me�u nizovima. Napomenimo da se relacija < me�u
nizovima ne quva pri prolasku limesa. Primer za to su nizovi xn = 1

n
i yn = 2

n
. Za ova dva

niza va�i xn < yn za sve indekse n dok me�u limesima va�i jednakost (a ne stroga nejednakost)
jer je lim

n→+∞
xn = 0 = lim

n→+∞
yn. Dakle, ako va�i xn < yn jedino mo�emo da zak	uqimo da je

lim
n→+∞

xn ≤ lim
n→+∞

yn.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno x∞ := lim
n→+∞

xn > lim
n→+∞

yn =: y∞. Neka je ε = x∞−y∞
3

. Za

ovako odabrano ε na�imo n1 ∈ N takvo da je |xn − x∞| < ε za sve n ≥ n1 i na�imo n2 ∈ N za
koje je |yn − y∞| < ε za sve n ≥ n2. Oznaqimo sa n0 ve�i od ova dva odabrana prirodna broja
n1 i n2, n0 = max{n1, n2}. Za svaki indeks n koji je ve�i od indeksa n0 va�e nejednakosti

x∞ − ε < xn < x∞ + ε,

y∞ − ε < yn < y∞ + ε.

�ihovim kombinova�em dolazimo do nejednakosti

yn < y∞ + ε < x∞ − ε < xn

koja je u kontradikciji sa uslovom tvr�e�a xn ≤ yn za sve prirodne brojeve n. Zak	uqujemo
da pretpostavka ne va�i, odnosno zak	uqujemo da je lim

n→+∞
xn ≤ lim

n→+∞
yn. �

Teorema 15. (Teorema o tri limesa za nizove) Neka su dati nizovi (an), (bn) i (cn)
takvi da va�i

an ≤ bn ≤ cn (2)

za sve n ∈ N . Ako nizovi (an) i (cn) konvergiraju ka istoj graniqnoj vrednosti d∞ tada je i

niz (bn) konvergentan i konvergira ka istoj graniqnoj vrednosti, lim
n→+∞

bn = d∞.
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Dokaz. Uzmimo ε > 0 proizvo	no. Iz konvergencije nizova (an) i (bn) sledi da postoje
prirodni brojevi n1 i n2 takvi da je

|an − d∞| < ε, ∀n ≥ n1,

|cn − d∞| < ε, ∀n ≥ n2.

Tada za sve n ≥ max{n1, n2} va�i d∞ − ε < an i cn < d∞ + ε. Kombinova�em ove dve
nejednakosti sa uslovom (2) dolazimo do procene

d∞ − ε < an ≤ bn ≤ cn < d∞ + ε.

Odavde zak	uqujemo da je niz (bn) konvergentan i da konvergira ka graniqnoj vrednosti d∞.
�

Napomena 16. Primetimo da zak	uqak teoreme va�i i ako je nejednakost (2) zadovo	ena
poqev od nekog indeksa, odnosno ako ne va�i za konaqno mnogo elemenata nizova (an), (bn) i
(cn). Ovo sledi iz qi�enice da promena konaqno mnogo qlanova niza ne utiqe ni na �egovu
konvergenciju ni na �egovu graniqnu vrednost. �

Koriste�i Teoremu o tri limesa za nizove jednostavno se dokazuje slede�e tvr�e�e koje nam
ka�e da je proizvod ograniqenog niza i nula niz opet nula niz.

Tvr�e�e 17. Neka je niz (xn)n∈N konvergentan pri qemu je �egov limes lim
n→+∞

xn = 0 i neka

je (yn)n∈N ograniqen niz. Tada je niz (xn · yn)n∈N konvergentan i va�i

lim
n→+∞

(xn · yn) = 0.

Slede�i primer se rexava primenom teoreme o tri limesa.

Primer 18. Pokazati da va�i lim
n→+∞

n
√
n = 1.

Oznaqimo sa xn = n
√
n− 1 ≥ 0. Tada je

n = (1 + xn)
n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xin ≥

(
n

2

)
x2n =

n(n− 1)

2
x2n,

pri qemu nejednakost va�i jer je cela suma ve�a od qlana koji odgovara indeksu i = 2. Dobili
smo procenu

0 ≤ xn ≤
√

2

n− 1
.

Teorema o tri limesa za nizove ka�e nam da je lim
n→+∞

xn = 0 pa je lim
n→+∞

n
√
n = 1. ]

Sada �emo videti kako se limes niza u proxirenom smislu sla�e sa operacijama sabira�a,
mno�e�a i de	e�a.

Tvr�e�e 19. Neka je niz (xn)n∈N odre�eno divergentan, lim
n→+∞

xn =∞, i neka je niz (yn)n∈N

konvergentan pri qemu je lim
n→+∞

yn = y∞ ∈ R. Tada va�i slede�e

• lim
n→+∞

(xn + yn) =∞,

• lim
n→+∞

yn
xn

= 0,

• ako je y∞ 6= 0 tada je lim
n→+∞

(xn · yn) = (sgn y∞)∞.

Primetimo da u prethodnoj teoremi oznaka∞ podrazumeva da tvr�e�e va�i i u sluqaju da
je limes jednak +∞ i u sluqaju da je limes −∞.

U prethodnom tvr�e�u se ne pojav	uju izrazi oblika ∞ −∞, 0 · ∞, ∞∞ ,
0
0
, 1∞, 00,... koji

su neodre�eni. Slede�i primer nam pokazuje zaxto Tvr�e�e 19 ne mo�emo da primenimo na
neodre�ene oblike.
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Primer 20. Ispitati konvergenciju i ako kovenrgiraju odrediti graniqne vrednosti
slede�ih nizova: xn = n2+3

5n2+n+10
, yn = n+5

n3+7
, zn = n3

n+3
.

Ako bismo proxli limesom kroz koliqnik ovih nizova u sva tri sluqaja dobijemo oblik
∞
∞ . Ipak znamo da tvr�e�e ne mo�emo da primenimo na nizove tog oblika pa �emo prvo nizove
zapisati u drugaqijem obliku.

Podelimo brojilac i imenilac od xn sa n
2 i dolazimo do slede�eg oblika

xn =
1 + 3

n2

5 + 1
n
+ 10

n2

.

Kako 1
n
→ 0 i 1

n2 → +∞ kada n → +∞ zak	uqujemo da imenilac od xn te�i ka 5 pa mo�emo
da pro�emo limesom kroz razlomaqku crtu u xn. Kako brojilac od xn te�i ka 1 zak	uqujemo

lim
n→+∞

xn =
1

5
.

Da bismo izraqunali limes od yn podelimo brojilac i imenilac sa n
3. Time dobijamo

yn =
1
n2 +

5
n3

1 + 7
n3

,

pri qemu imenilac te�i ka 1 pa mo�emo da pro�emo limesom kroz koliqnik. Kako 1
n2 +

5
n3 → 0

zak	uqujemo

lim
n→+∞

yn = 0.

Preostao nam je niz zn koji �emo transformisati tako xto �emo brojilac i imenilac
podeliti sa n. Dobijamo slede�i oblik

zn =
n2

1 + 3
n

koji je jednostavan za raqun jer je imenilac 1 + 3
n
i on te�i ka vrednosti 1 kada n → +∞.

Kako brojilac te�i ka vrednosti +∞ zak	uqujemo da je

lim
n→+∞

zn = +∞.

]

Primer 21. U ovom primeru �emo ispitati kada konvergira niz xn = qn, n ∈ N , pri
qemu je q neki realan fiksiran parametar. Razlikova�emo vixe sluqajeva u zavisnosti od
vrednosti parametra q.

• Ako je q = 0 onda je (xn) konstantan niz qiji su svi qlanovi jednaki vrednosti nula,
pa je i �egova graniqna vrednost jednaka nuli.
• Ako je q = 1 onda je (xn) opet konstantan niz jednak vrednosti 1 pa je i limes tog niza
jednak jedinici.
• Ako je q > 1 onda �e va�iti

q = 1 + δ

gde je δ > 0. Koriste�i Bernulijevu nejednakost mo�emo da zak	uqimo da je

qn = (1 + δ)n ≥ 1 + nδ.

Kako je lim
n→+∞

(1 + nδ) = +∞ onda je i lim
n→+∞

qn = +∞.

• Ako je 0 < q < 1 tada je 1
q
> 1 pa je na osnovu prethodne taqke lim

n→+∞
1
qn

= +∞ a onda

na osnovu toga kako limes prolazi kroz ∞ zak	uqujemo da je

lim
n→+∞

qn = lim
n→+∞

1
1
qn

=,,
1

+∞
” = 0.
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• Ako je −1 < q < 0 onda je |q| ∈ (0, 1) pa iz prethodne taqke zak	uqujemo da |q|n → 0
kada n→ +∞ a onda iz Leme 12 sledi da i qn → 0 kada n→ +∞.
• Ako je q = −1 onda imamo niz xn = (−1)n za koji smo u Primeru 6 videli da divergira.
• Posled�i sluqaj koji nam je preostao je q < −1. Tada je |q| > 1 pa |q|n → +∞ kada
n → +∞. To znaqi da za svaku konstantu M mo�emo da na�emo qlan niza |q|n tako
da je |q|n > M . Drugim reqima, niz |qn| = |q|n je neograniqen pa ne mo�e ni qn biti
konvergentan niz.

Zak	uqak je

lim
n→+∞

qn =


0, −1 < q < 1
1, q = 1
+∞, q > 1
ne postoji, q ≤ −1.

]

Slede�a teorema nam poma�e da u nekim sluqajevima odredimo qemu je jednak limes ako je
on oblika ,,bilo xta kroz rastu�u beskonaqnost". Pre toga �emo definisati pojmove rastu�ih
i opadaju�ih nizova.

Definicija 22. Ka�emo da je niz (xn) rastu�i ako va�i xn ≤ xn+1 za sve n ∈ N dok je
niz (xn) opadaju�i ako va�i xn ≥ xn+1 za sve n ∈ N. Ka�emo da je niz monoton ako je rastu�i
ili opadaju�i. ♦

Primer 23. Niz xn = n2 + 5n je rastu�i dok je xn = 3
n!
primer opadaju�eg niza. ]

Teorema 24. (Xtolcova teorema) Neka su dati realni nizovi (xn) i (yn) pri qemu

je (yn) rastu�i niz realnih brojeva takav da va�i yn → +∞ kada n → +∞. Ako postoji

lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

∈ R onda postoji i lim
n→+∞

xn
yn

i va�i

lim
n→+∞

xn
yn

= lim
n→+∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

.

Dokaz. Ideja dokaza je da se xn+1 − xn ograniqi odozdo i odozgo konstantom pomno�enom
sa yn+1 − yn, pa da se nejednakosti sumiraju po odre�enom skupu indeksa.

Prvo dokazujemo sluqaj kada je limes konaqan.
Oznaqimo sa L = lim

n→+∞
xn+1−xn
yn+1−yn ∈ R i neka je ε > 0 proizvo	no. Postoja�e n1 ∈ N takvo

da je za sve n ≥ n1 ∣∣∣∣xn+1 − xn
yn+1 − yn

− L
∣∣∣∣ < ε

3
.

Tada je

L− ε

3
<
xn+1 − xn
yn+1 − yn

< L+
ε

3

za sve n ≥ n1 a kako je niz (yn) rastu�i onda je yn+1 − yn > 0 pa time pomno�imo celu
nejednakost (

L− ε

3

)
(yn+1 − yn) < xn+1 − xn <

(
L+

ε

3

)
(yn+1 − yn).

Napixemo prethodnu nejednakost pomo�u indeksa i pa onda sumiramo te nejednakosti od
i = n1 do i = n− 1

n−1∑
i=n1

(
L− ε

3

)
(yi+1 − yi) <

n−1∑
i=n1

(xi+1 − xi) <
n−1∑
i=n1

(
L+

ε

3

)
(yi+1 − yi).
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Kako je
n−1∑
i=n1

(xi+1 − xi) = xn − xn1 a ista formula va�i kada sumiramo po y dolazimo do

nejednakosti (
L− ε

3

)
(yn − yn1) < xn − xn1 <

(
L+

ε

3

)
(yn − yn1)

koja va�i za sve n > n1. Sada podelimo sve sa pozitivnim brojem yn − yn1 i dobijamo

L− ε

3
<
xn − xn1

yn − yn1

< L+
ε

3
,

odnosno ∣∣∣∣xn − xn1

yn − yn1

− L
∣∣∣∣ < ε

3
.

Sada proce�ujemo razliku koliqnika xn/yn i vrednosti L∣∣∣∣xnyn − L
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣xn1 − Lyn1

yn
+

(
1− yn1

yn

)(
xn − xn1

yn − yn1

− L
)∣∣∣∣ // nejednakost trougla

≤
∣∣∣∣xn1 − Lyn1

yn

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(1− yn1

yn

)(
xn − xn1

yn − yn1

− L
)∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣xn1 − Lyn1

yn

∣∣∣∣+ 3

2

∣∣∣∣xn − xn1

yn − yn1

− L
∣∣∣∣ //kako je yn rastu�i niz i yn → +∞

// kada n→ +∞ onda �e postojati n2 ∈ N

// takvo da je
1

2
≤ 1− yn1

yn
≤ 3

2
za sve n ≥ n2

<
ε

2
+

3

2
· ε
3
= ε //prvi sabirak je proizvo	no mali jer yn → +∞, pa

//

∣∣∣∣xn1 − Lyn1

yn

∣∣∣∣→ 0 kada n→ +∞ a mi �emo odabrati n3 ∈ N

//takvo da je za sve n ≥ n3 zadovo	eno

∣∣∣∣xn1 − Lyn1

yn

∣∣∣∣ < ε

2

za sve n > max{n1, n2, n3}. Zak	uqujemo da je lim
n→+∞

xn
yn

= L.

Sada �emo prodiskutovati sluqaj kada je lim
n→+∞

xn+1−xn
yn+1−yn = +∞. Tada je xn+1 − xn ve�e od

17(yn+1−yn) > 0 za dovo	no veliko n pa �e i niz (xn) biti rastu�i i te�iti ka +∞ pa onda
posmatramo reciproqnu vrednost lim

n→+∞
yn+1−yn
xn+1−xn = 0 i primenimo ono xto smo dokazali. Tada

�e va�iti lim
n→+∞

yn
xn

= 0 a kako je ovo koliqnik pozitivnih veliqina onda je lim
n→+∞

xn
yn

= +∞.

Ako je lim
n→+∞

xn+1−xn
yn+1−yn = −∞ onda je lim

n→+∞
(−xn+1)−(−xn)

yn+1−yn = +∞ pa sad premenimo ono od malo

pre i zak	uqujemo da �e va�iti lim
n→+∞

(−xn)
yn

= +∞ odnosno lim
n→+∞

xn
yn

= −∞. �

Posledica 25. (Koxijeva teorema za nizove) Neka je (an) konvergentan niz i neka je

�egova graniqna vrednost a∞. Tada konvergira i niz aritmetiqkih sredina

An =
a1 + a2 + . . .+ an

n

ka istoj graniqnoj vrednosti, lim
n→+∞

An = a∞.

Dokaz. Dokaz sledi iz Xtolcove teoreme kada je primenimo na nizove xn = a1+a2+ . . .+an
i yn = n. �
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Posledica 26. Neka niz (an) konvergira ka a∞. Tada konvergira i niz harmonijskih

sredina

Hn =
n

1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

i va�i lim
n→+∞

Hn = a∞.

Dokaz. Primenimo prethodnu posledicu na niz 1
Hn
. �

Posledica 27. Neka je (an) konvergentan niz takav da je an > 0 za sve n ∈ N . Niz

geometrijskih sredina

Gn = n
√
a1a2 · · · an

je tako�e konvergentan niz i va�i lim
n→+∞

Gn = lim
n→+∞

an.

Dokaz. Primenimo Xtolcovu teoremu na niz lnGn = ln a1+ln a2+...+ln an
n

. �

2. Monotoni nizovi

Podsetimo se da je niz monoton ako je rastu�i ili opadaju�i.

Teorema 28. Neka je niz (xn)n∈N monoton. Tada je on konvergentan ako i samo ako je

ograniqen. Ako je niz neograniqen onda je on odre�eno divergentan.

Dokaz.

=⇒ :Ovaj smer je trivijalan jer znamo da je svaki konvergentan niz ograniqen.
Primetimo da nam za ovaj smer pretpostavka o monotonosti nije bila potrebna.

⇐= : Neka je sada (xn)n∈N monoton i ograniqen niz. Ho�emo da poka�emo
da on konvergira. Pretpostavi�emo da je niz rastu�i (ako je opadaju�i
onda posmatramo niz (−xn)n∈N koji �e biti rastu�i pa na �ega primenimo
dokazano). Skup

X = {xn |n ∈ N }
je ograniqen i neprazan pa na osnovu aksiome supremuma ima supremum. Oz-
naqimo ga sa

x∞ = supX.

Pokaza�emo da je ovo x∞ graniqna vrednost naxeg niza (xn)n∈N .
Neka je ε > 0 proizvo	no. Definicija supremuma nam ka�e da �e posto-

jati element skupa X koji je ve�i od x∞− ε, odnosno postoja�e n0 ∈ N takvo
da je

x∞ − ε < xn0 .

Kako je niz rastu�i onda �e za svako n ≥ n0 va�iti

xn0 ≤ xn.

Kada spojimo prethodne dve nejednakosti zak	uqujemo da za svako n ≥ n0

va�i
x∞ − ε < xn,

a kako je x∞ supremum skupa X onda �e va�iti i

xn ≤ x∞.
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Dakle zadovo	ena je nejednakost

|xn − x∞| < ε,

za sve n ≥ n0, pa po definiciji graniqne vrednosti zak	uqujemo

x∞ = lim
n→+∞

xn.

Ako je niz (xn) opadaju�i onda je lim
n→+∞

xn = inf{xn |n ∈ N }.

Ako je rastu�i niz neograniqen to znaqi da �e za svaki realan broj M ∈ R postojati neki
element niza xn0 koji je ve�i od tog realnog broja, xn0 > M . Niz je rastu�i pa je xn ≥ xn0 kada
je n ≥ n0, odnosno xn > M . Dakle lim

n→+∞
xn = +∞. Ako je niz (xn) opadaju�i i neograniqen

onda je (−xn) rastu�i i neograniqen niz pa je lim
n→+∞

(−xn) = +∞, odnosno lim
n→+∞

xn = −∞. �

Sada �emo se vratiti na broj e koji smo definisali kao e = sup

{(
1 + 1

n

)n ∣∣∣∣n ∈ N
}
. Oz-

naqimo sa an =
(
1 + 1

n

)n
niz realnih brojeva. �elimo da poka�emo da je ovaj niz rastu�i i

ograniqen pa na osnovu prethodne teoreme (ili bo	e reqeno �enog dokaza) sledi da �e �egova
graniqna vrednost biti bax e.

U materijalima od proxle nede	e smo pokazali da je niz (an) ograniqen (pokazali smo da
je 3 jedno ograniqe�e niza). Sada �emo pokazati da je niz rastu�i.

an+1

an
=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =
(n+ 2)n+1nn

(n+ 1)2n+1
=

[
n(n+ 2)

(n+ 1)2

]n+1
n+ 1

n

=

[
n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

]n+1
n+ 1

n

=

[
1− 1

(n+ 1)2

]n+1
n+ 1

n
//sad koristimo Bernulijevu nejednakost

≥
(
1− (n+ 1)

1

(n+ 1)2

)
n+ 1

n
= 1

i ovo va�i za sve n ∈ N .
Ovim dolazimo do bitnog limesa

e = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
.

3. Podnizovi, taqke nagomilava�a, gor�i i do�i limes

Definicija 29. Podniz niza (xn)n∈N je niz (xn(k))k∈N gde je k 7→ n(k) neko strogo rastu�e
preslikava�e skupa N u sebe. ♦

Ako je (xn)n∈N = {x1, x2, x3, . . . , x60, x61, x62, x63, . . .} neki niz onda je jedan �egov podniz
{x3, x17, x18, x19, . . . , x57, x76, x100, . . .}. Drugim reqima podniz se konstruixe tako xto izdvojimo
neke elemente prvobitnog niza pri qemu nam indeksi izdvojenih elemenata rastu.

Jedan podniz niza an = (−1)n je podniz sa parnim indeksima

{a2, a4, a6, a8, . . . , a80, a82, . . . , a268, a270, . . .}
i to �e biti konstantan niz qiji su svi elementi jednaki 1. Jox jedan podniz mo�e da se
izdvoji tako xto posmatramo samo elemente sa neparnim indeksima

{a1, a3, a5, a7, . . . , a37, a39, . . . , a9907, a9909, . . .}.
Ovaj podniz �e tako�e biti konstantan i svi elementi �e biti jednaki vrednosti −1.



14 2. Nizovi

Dokaz slede�e leme sledi direktno iz definicije graniqne vrednosti konvergentnog niza.

Lema 30. Neka je (xn)n∈N konvergentan niz i neka je x∞ �egova graniqna vrednost. Tada

je svaki �egov podniz (xn(k))k∈N konvergentan niz i konvergira ka x∞ = lim
k→+∞

xn(k).

Na primeru niza (−1)n vidimo da ako niz nije konvergentan onda mo�emo da izdvojimo
podnizove koji konvergiraju ka razliqitim vrednostima. Podniz sa parnim indeksima kon-
vergira ka 1 dok podniz sa neparnim indeksima konvergira ka −1. Na taj naqin dolazimo do
slede�e definicije.

Definicija 31. Ka�emo da je x ∈ R taqka nagomilava�a niza (xn)n∈N ako postoji podniz
(xn(k))k∈N koji konvergira ka x. Najve�u taqku nagomilava�a realnog niza nazivamo �egovim

gor�im limesom ili limesom superiorom i oznaqavamo sa limxn ili lim sup xn. Najma�u
taqku nagomilava�a realnog niza nazivamo �egovim do�im limesom ili limesom inferiorom

i oznaqavamo sa limxn ili lim inf xn. ♦

Iz Leme 30 sledi da konvergentan niz ima samo jednu taqku nagomilava�a i da su gor�i i
do�i limesi jednaki graniqnoj vrednosti tog konvergentnog niza.

U deficiji smo rekli da taqka nagomilava�a pripada skupu R, odnosno da je to neka
konaqna vrednost. Ako �elimo da proverimo da li neki podniz konvergira ka ±∞ onda �emo
naglasiti da se na�u taqke nagomilava�a u R.

Primer 32. Na�i taqke nagomilava�a u skupu R slede�eg niza xn = n(−1)n .
Ovde nam faktor (−1)n daje ideju da gledamo podniz sa parnim i neparnim indeksima.

Podniz sa parnim indeksima odre�eno divergira

x2n = (2n)(−1)
2n

= (2n)1 = 2n→ +∞, n→ +∞,

dok podniz sa neparnim indeksima konvergira

x2n+1 = (2n+ 1)(−1)
2n+1

= (2n+ 1)−1 =
1

2n+ 1
→ 0, n→ +∞.

Dakle, ovaj niz ima samo jednu taqku nagomilava�a u R, taqku 0. Vidimo da ovaj niz nije
konvergentan iako ima samo jednu taqku nagomilava�a. ]

Primer 33. Na�i taqke nagomilava�a u skupu R niza bn = cos
(nπ

3

)
, n ∈ N .

Kosinusna funkcija je 2π periodiqna pa �emo imati ponav	a�a elemenata niza. Mo�emo
da sraqunamo nekoliko prvih qlanova

b1 = cos
(π
3

)
=

1

2
, b2 = cos

(
2π

3

)
= −1

2
, b3 = cos

(
3π

3

)
= −1,

b4 = cos

(
4π

3

)
= −1

2
, b5 = cos

(
5π

3

)
=

1

2
, b6 = cos

(
6π

3

)
= 1.

Nakon prvih xest qlanova svi elementi se ponav	aju jer je

b7 = cos

(
7π

3

)
= b1 =

1

2
, b8 = cos

(
8π

3

)
= b2 = −

1

2
, . . .

Dakle gledamo podnizove sa indeksima koji pri de	e�u sa 6 daju iste ostatke, (b6k)k∈N ,
(b6k+1)k∈N , (b6k+2)k∈N , (b6k+3)k∈N , (b6k+4)k∈N , (b6k+5)k∈N . Sada raqunamo qemu su im jednaki
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qlanovi

b6k = cos

(
6kπ

3

)
= cos(2kπ) = 1, b6k+1 = cos

(
(6k + 1)π

3

)
= cos

(π
3

)
=

1

2
,

b6k+2 = cos

(
(6k + 2)π

3

)
= cos

(
2π

3

)
= −1

2
, b6k+3 = cos

(
(6k + 3)π

3

)
= cosπ = −1,

b6k+4 = cos

(
(6k + 4)π

3

)
= cos

(
4π

3

)
= −1

2
, b6k+5 = cos

(
(6k + 5)π

3

)
= cos

(
5π

3

)
=

1

2
,

i sve prethodne jednakosti va�e za sve k ∈ N . To znaqi da je svaki podniz konstantan i
jednak navedenim brojevima. Zak	uqujemo da je skup taqaka nagomilava�a niza (bn) jednak{
−1,−1

2
, 1
2
, 1
}
. ]

Teorema 34. (Bolcano-Vajerxtrasova teorema) Svaki ograniqen niz realnih brojeva

ima taqku nagomilava�a.

Dokaz. Neka jeM jedno ograniqe�e niza (xn)n∈N , −M ≤ xn ≤M za sve n ∈ N . Posmatramo
skup vrednosti ovog niza X = {xn |n ∈ N }. Ako je ovaj skup konaqan onda �e postojati
podniz qiji su svi qlanovi jednaki nekoj konstantnoj vrednosti, i ta vrednost �e biti taqka
nagomilava�a niza.

Ako je skup vrednostiX beskonaqan onda podelimo interval [−M,M ] na dva jednaka dela.
U jednom od tih intervala, [−M, 0] ili [0,M ], mora postojati beskonaqno mnogo elemenata
skupa X, oznaqimo taj interval sa I1. Sada interval I1 podelimo na dva jednaka dela, i sa
I2 oznaqimo onu polovinu u kojoj se nalazi beskonaqno mnogo elemenata skupa X. Nastavimo
ovaj postupak i na taj naqin formiramo niz umetnutih zatvorenih intervala In koji na

osnovu Kantorove aksiome ima neprazan presek,
+∞⋂
n=1

In 6= ∅. Neka je x ∈
+∞⋂
n=1

In neki element.

Za svako ε > 0 mo�emo da na�emo n ∈ N takvo da je 2M
2n

< ε. Xirina intervala In je
2M
2n

a
ovaj interval sadr�i x pa �e In biti u ε-okolini taqke x. Zak	uqujemo da u svakoj okolini
taqke x postoji beskonaqno mnogo elemenata niza (xn). To znaqi da je x taqka nagomilava�a
niza (xn). �

4. Koxijev kriterijum konvergencije

Definicija 35. Ka�emo da je niz Koxijev ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)m,n ≥ n0 ⇒ |xn − xm| < ε. (3)

♦

Primetimo da niz an = (−1)n nije Koxijev. Svaka dva uzastopna qlana se po apsolutnoj
vrednosti razlikuju za 2 pa razlika dva qlana sa proizvo	no velikim indeksima ne mo�e
biti proizvo	no mala.

Teorema 36. (Koxijev kriterijum konvergencije nizova) Niz (xn)n∈N konvergira

ako i samo ako je Koxijev.

Dokaz.

=⇒ : Neka je ε > 0 proizvo	no. Kako je niz konvergentan onda �e postojati
n0 ∈ N takvo da je |xn − x∞| < ε

2
za sve n ≥ n0. Tada je za sve m,n ≥ n0

zadovo	ena slede�a nejednakost

|xm − xn| = |xm − x∞ + x∞ − xn| ≤ |xm − x∞|+ |xn − x∞| <
ε

2
+
ε

2
= ε,
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odnosno niz (xn)n∈N je Koxijev.

⇐= : Neka je sada (xn)n∈N Koxijev niz, odnosno neka va�i (3). Za ε = 1
2

odaberemo n0 ∈ N tako da va�i

|xm − xn| <
1

2

za svem,n ≥ n0. Ako uzmemom = n0 vidimo da za sve n ≥ n0 va�i −1
2
+xn0 <

xn < xn0 +
1
2
pa je niz (xn) ograniqen. Na osnovu Bolcano-Vajerxtrasove

teoreme ograniqen niz (xn) ima taqku nagomilava�a. Neka je (xnk
)k∈N podniz

koji konvergira ka vrednosti x∞.
Pokaza�emo da ceo niz konvergira ka toj graniqnoj vrednosti x∞. Neka

je ε > 0 proizvo	no. Kako je niz (xn)n∈N Koxijev postoja�e neko n1 ∈ N
takvo da je

|xm − xn| <
ε

2
za sve m,n ≥ n1. Podzniz (xnk

)k∈N konvergira pa �e postojati nk0 ∈ N takvo
da je

|xnk
− x∞| <

ε

2
za sve nk ≥ nk0 . Definixemo

n0 = max{n1, nk0}
i neka je n ≥ n0 proizvo	no. Kako je (nk)k∈N strogo rastu�i niz onda �e
postojati neki prirodan broj nk koji je ve�i od n. Za tako odabrano nk va�i
nejednakost

|xn − x∞| = |xn − xnk
+ xnk

− x∞| ≤ |xn − xnk
|+ |x∞ − xnk

| < ε,

pri qemu je |xn − xnk
| ma�e od ε

2
zbog Koxijevosti niza jer za indekse va�i

nk > n ≥ n0 ≥ n1. Dok je razlika |x∞ − xnk
| ma�a od ε

2
na osnovu konvergen-

cije podniza. Zak	uqujemo da niz (xn)n∈N konvergira ka x∞. �

Ova teorema nam daje jox jedan naqin da zak	uqimo da niz (−1)n ne konvergira jer smo ve�
rekli da niz nije Koxijev.

Primetimo da u Koxijevom kriterijumu konvergencije (3) ne figurixe sama graniqna
vrednost, odnosno mi ne znamo qemu je jednako x∞ ali znamo da postoji.

Primer 37. Da li konvergira niz xn = 1 + 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
, n ∈ N ?

Pokaza�emo da ovaj niz nije Koxijev pa samim tim ne�e biti ni konvergentan. Neka je n
proizvo	an prirodan broj. Tada je

x2n − xn =
2n∑

i=n+1

1

i
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
≥ 1

2n
+

1

2n
+ . . .+

1

2n︸ ︷︷ ︸
ima ukupno n qlanova

=
1

2
.

Dakle razlika dva qlana sa prozvo	no velikim indeksima ne mo�e biti ma�a od 1
2
(pa ni

proizvo	no mala) i niz nije Koxijev pa nije ni konvergentan. ]


