OBJIACT 2

HuzoBu

3HaMO OJ1 paHHje Ja je HU3 peaJTHUX OpojeBa 00jeKaT KOju 3amuCyjeMo Kao

r={1,2,3,8,...,59,678, ...}
WIn
11111 1 . &7
ap = {?, PRI sin 50, e’ ..., cos 900, In 150, } .
Tpu Tauke o3HATABAjY J1a ce OBa] MOCTYIAK 3alHCHBAHA YIAHOBA HU3a HUKAIA He 3aBpIlaBa, IPYTHM
pednmMa TO je OeCKOHAYaH CKYII €JIeMEeHATa.
Hekajia vu3 3ajgajemo u y ciaejehem 00Ky

n

Tp=—, n€N.
n!
To je HU3 uMju cy YIAHOBH JIaTU CA T, = {3, %, 2—677 %, }

Huz moxxemo fa 3a7aMo u pexypermuo. AKO 3a7aMO TMPBU YIaH HU3A & CBAKU HAPETHHU “IAH
3aBHUCH O] MPETXOIHOT WIaHA OH/A KayKeMO Jia je Taj HU3 33JaT PEeKYyPEeHTHO. AKO CBAaKM €JIEMEHT
HHW3a 3aBUCH O] MPETXOJHA JABa YjaHa HMU3a OHJa MOPAMO /a 3a/JaMO TpBa JIBA eJeMeHTa HU3A.
[Ipumepn peKypeHTHUX HU30BA Cy

3a, + 2

3 , n €N,

a1 = 55, Apt1 =
bl = 37 bg = 57 bn+2 = Gbn -+ cos bn+1, n € N.
Jlahemo n bopmasiny nedunnuimjy HU3a Majga heMo WHTYUTHBHY NPEJICTaBy O HU30BUMA KOPWC-

TUTH U KaCHH]e.

Hedbuaunuja 1. Hus peannux 6pojeBa je npecaukasame x : N — R. Bpeanoctu
z(1),2(2),2(3),...,2(54), z(55), ...

Ha3uBaMo wiaHoBuMa Hu3a. C/mKy npupogHor 6poja m mpH Ipec/uKaBary T 03HAYaBaMo ca x(n)
win x,. Huz o3nagaBamo ca (Ty,)nen, {Tntnen, (T,) nam {z,}. O

Kana xkaxkemo nar je Hu3 (,)nen MOAPA3YMEBAMO Jia je 3ampaBo IaTo npecankabame @ N — R
U J1a 3HAMO 4eMy je jeaHako x(n) oJHOCHO x, 3a cBako n € N.

C 0063upoM Ha TO Ja PaJInMO ca peaJTHIM HH30BAMA WIAHOBE TAKBUX HM30BA MOYKEMO Jla HAIPTaMo
Ha OpOjeBHOj mpaBoj. AKO HaM je JaT HEKH HHU3 TaJa CBAKOM eJeMeHTY MOXKEMO [1a HPHIPYKAMO
Tauyky Ha OpojeBHOj mpaBoj. Hac 3anuma Kaxo cy Te Tauke pacrnopelhene Ha oBoj mpanoj. Heka je mam
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2 2. Huzosm

3aJIaTaK Ja CIPOBEIeMO HEKU (DU3HMIKHU eKIIEPUMEHT, Ha PUMEP MEPUMO 3a KOJMKO BpeMeHa KyTJIHIA
cube HU3 jeIHY UCTY CTPMY paBaH a 3HAMO JIa TEOPHUjCKa Meperba KaxKy Ja O Kyriuia Tpedasia 1a
cube 3a BpeMe o1 3s. Bpeme cuiacka t mocmarpamMo Kao HEKH peasaH Opoj M y IPBOM Meperby
JIOOMjeHO BpeMe CHJIACKa O3HAUMMO ca tq, caegehie Mepeme HaM 14 BpeMe to, 3aTHM t3 U Kajga OUCMO
MOLJIM OBaj MOCTYHAK Ja PAaJUMO J0 y OeCKOHAYHOCT j100uain O6ucMo Hu3 peajsnux 6pojeBa (ty,)nen-
Cpaku eylemMeHT HU3 t, O3HAYaBA BpeMe JO0MjEHO Yy N—TOM Mepemy. ¥ MOYeTKY CMO HECUTYDPHHU Ca
IITOTIEPUTIOM T1a, HAM PyKa He pearyje Ha BpeMe Kaja Kyriura johe mo kpaja crpme paBau. Kako
nopehaBaMo Opoj Mepema TO W MU TOCTajeMO CUTYPHHjU W uU3MepeHO Bpeme t, Omhe cBe Osmke
BpeHocTu o1 3s. To 3Haym j1a ce BpeaHocTu t,, HaHeTe Ha OPOjeBHY IIPaBy, TOMUJIAjy OKO Opoja 3, u
KaKO MHJEKC n pacte Opoj t, mocraje cBe OJIMKe BPEJIHOCTH 3, HEKAJIa JaK MOKe U Ja Oyjie jeJIHaKo
BpegHoctu 3. OmHUcaHO IMOHAINAIbE HU3A, IJE Ce HeroBe BPEeIHOCTH TOMHJIAJY OKO jeJHor Opoja,
JKeauMo OJmzke J1a onumieMo. TaxBa IpaBHJIHOCT y MOHAINAIbYy HaM oMoryhaBa ga KOHTPOJIHIIEMO
pacropes eleMeHaTa HI3a Ha OPOjeBHO] MPaBoj.

[Tocmarpajmo caja KOHKpeTaH HU3 T, = % Heku esemenTn Husza npukazanu cy Ha Coannm 1.
Kana morienamo OpojeBHY TIpaBy U3 JajIeKa, MOYXKEMO Jia IIPUMETHMO J1a Cy €JIeMEHTH HU3a HATOMU-
JaHu ca jgecHe crpane tadke 0. Axo yeehamo jeo mpaBe OkKo Tauke Hysda Kpos Jymny (ysehanu
PaBOYTAOHWK Ha CJAWIM) mpuMeTnhieMo Jla Cy eJeMeHTH Hu3a rycro pacrnopeljeHn oko Tauke Hysa a
TO ce jorur 6osbe BUM Kajia jorn jeganoMm yseliamo ciauky (yeehanu Kpyr Ha caumm).

W=
[N

CrukA 1. Hus peasnux 6pojeBa % Ha peasiHoj IpaBoj

1. 'parmyHa BpegJHOCT HU3a

1.1. Jedununuja. Y oBoj rmasu hemo JaTh MPenu3aH MaTeMaTHIKH OMHUC MOHAIIAHA HA30BA
M3 YBOJHOT JIejIa OBOT MOTJIAB/ba.

Hedunnnuja 2. Kaxkemo jJa Hu3 peannux 6pojesa (x,) uMa epanuyny epednocm (WIu aumec)
Too QKO BAYKHU
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N)n > ng = |z, — 2o < €. (1)
Tana nuiemo

Too = lim x,,
n—-400



2.1. 'pannvyna BpeHOCT HU3A 3

W
Ty — Too, N —> +00.

AKOo HM3 MMa IPAaHMYHY BPEIHOCT KazkKeMoO Ia je OH KoHeepzeHmaH. Y CYHPOTHOM, KazkKeMo 1a HHU3
dueepaupa. O

Hedopwmasnan onmc nckasa (1) emo seh Bugenn. Kako jorr ga pazymemo oBaj uckas? OH HaM Kazxke
Jla KaJla y3MeMo MPOM3BOJhaH MO3UTHBAH Opoj (To je meo nckasa Ve > 0) onga he 6ecKOHAYHO MHOTO
YIAHOBA HAIer Hu3a OUTH y WHTePBALY 00JNKA (Lo — €, Too + €) (MHTEPBAIN OBOI OOJIMKA HA3WBA]Y
Ce OTBOPEHHM OKOJMHAMA TAYKe T., WJIH E-OKOJIMHAMA TadKe T, ). MU He 3HAMO Te ce Hajase
WIAHOBH HU3Q L1, T, T3, - - -y Lng—2, Lng—1 JOK CY CBH OCTATH WIAHOBHU Tpy, Tngt1, Lngt2, - (KOJHX HMA
GECKOHAYHO MHOIO) Y £-OKOJHHHU TAYKE T oo

Cana hemo maTu nmpuMmepe KOHBEPIeHTHUX HHU30BA.

ITpumep 3. Cpaku xoncrantan uu3 z, = C, n € N, je KOHBEPreHTaH U HErOBa I'DAHUYHA
BpPEHOCT jegHaka je Toj koucrautu (. i

Hamomennmo jomr jenny 6uTHY 0cOOMHY KOHBEPI€HTHHX HH30Ba. AKO MPOMEHHMO KOHAYHO MHOT'O
IAHOBA HHU3a, KOHBEPTeHIINja W TPAaHNYHA BPeHOCT TOT HHU3a ce He Memajy. Hus

z, ={0,0,0,13,0,-46,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...}

CBH OCTAJIH WIAHOBH jegHaku cy 0

je M00HjeH Tako IITO CMO y KOHCTAHTHOM HH3Y YHjH Cy CBH YWIAHOBH jeJIHAKH HYJIU ITPOMEHUIN
JeTBPTH W MMIECTH WiaH. TWMe HECMO NPOMEHWJH KOHBEPreHIHWjy, W O0Baj HU3 je KOHBEPreHTaH |
BberoBa TPaHUYHA BPeJHOCT jegHaka je (.

ITpumep 4. Bparumo ce na nus x,, = % 3a ce n € N. Beh cmo pekiin j1a ce ejieMenTH OBOI' HU3a,
roMmmiajy ca jecHe crpane tadke (0 Ha OpojeBHO] mpaBoj. /lakse odekyjemo ja je HysJa rpaHHYIHA
BpeHOCT OBOr Hu3a. 1o hemo nmokasatu u 1o JieUHATIH]H.

Axo je € = 10 onza ce cBE 4iaHOBH HEH3a Hamaze y oxommun (—10,10). Axo je ¢ = 5= oHma je

(—Zio L) e
2007 200

ce HAJIA3UTH eJIEMEHTH Xog1, L202, L£203, - - - BPEJTHOCTH £ = ﬁ oarosapa ng = 1001. Ha oBom mpumepy

BHINMO JIa KAKO CMambyjeMO BPEIHOCT IMapaMeTpa € HHIEKC Ny pacte. Ako je € > 0 mpousBosbaH OpOj

ouzma ng = [1] + 1 sagoposmasa ycaose nckasa (1) (oBue 2] osrauaba neo 6poj Takap Ja ce T HATA3M

y ToJiyoToBopeHoM mHTepBagy [[z], [x] + 1) u HasuBa ce yeaum desom 6poja x). laxie
1

lim — =0.
n—+oo N

onrosapajyhie ng u3 uckasa (1) jennako ppegnoctu 201, 0JHOCHO Y OTBOPEHO] OKOJIMHE

Cajsia hemo JaT U npuMepe HH30Ba KOjH HUCY KOHBEPreHTHH.

ITpumep 5. Ilokazaliemo ga vu3 a, = (—1)", n € N, auseprupa. Kaja pacuumemo npsux
HEKOJIMKO YJIaHOBa HU3a BUIUMO Jla je OBO HU3 KOJU CaapKu caMo Bpeanoctn 1 m —1

an = {_17 1? _13 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 .. -}a

U BPEJIHOCTH C€ He IPYIHMINY HU OKO jejHe Tadke Beh y CBAKOM KOPaKy MMaMO CKOK eJIEMEHATa HU3a
3a BpeHOCT 2.

[IpermocTaBuMO Ja HU3 a, KOHBEPIHUpa U Ja je Heropa IPAHUYHA BPEIHOCT HEKO do, € R. Pas-
smkoBaheMo nBa caydaja, deo = 1 U ay # 1.

AKko je as = 1 onga y3memo € = % n Haljemo ng € N TakBo 1a je |a, — o] < % 3a CBE N > ny.
Kana manuiemMo oBy HejeJHaKOCT 3a n = 2ng + 1 Koju je Hemapan 0poj Behu o ng J0Ja3UMO J10

caeneher



4 2. Huzosm

OJIHOCHO 2 < % a To je KoHTpajuknuja. /lakme Bpeanoct 1 He MoxKe ga Oyje rpaHHYHA BPEIHOCT
OBOI' HU3A.

OcTao HaM je c1yuaj as # 1. Tanaza e = |a°°—2_1| > 0 nahemo ng € N 1akBo J1a BaxKu |a, —as| < €
3a CBe n > ng. PacnummemMo mpeTXOmHY jeIHAKOCT 3a BPEIHOCT WHAEKCa n = 2ng KOju je TapaH u
Behu ox ng

2n,
| — Goo| = |A2ny — Goo| = [(—1)"° — a0o| = |1 —ano| < €.
Jobuau cMo Heje 1— lace 1] j j j 1
jenmakoct |1 —aq| < #%5— mro je kourpasuxiuja. [Jaxie Hu jeqHa BPEIHOCT (o, 7
He MO¥Ke J1a Oy/ie TPaHUYHA BPEIHOCT OBOI' HU3A.
Harma mpernocraBka 0 KOHBEpreHIMji He Baxku na je Hu3 (—1)" auBepreHTaH. il

IIpumep 6. [locmaTpajmo HU3 x, = n, n € N. Kajga samumeMo TpBUX HEKOJIHUKO YJIaHOBA HU3A
r, ={1,2,3,4,5,6,7,...}

BHIUMO Ja je cBaku ciaenehm egemeHnT HU3a Ha pacTojamy 1 01 OHOT MPETXOAHOI. 3HAYH Y CBAKOM
KOPaKy MW HAIPaBUMO CKOK 3a BPEIHOCT 1 Ha JEeCHY CTpaHy. JacHO je Ja OBlIe He MOYKEMO OYeKH-
BaTH IOMHJIAIGE UJAHOBA OKO HEKe TadKe, OJHOCHO OYeKyjeMO [1a 0Baj Hu3 guBeprupa. Mwn hemo
IPETIIOCTABUMO I8 HHA3 KOHBEPTHPa Ka HEKOj 'PAHMYHO] BPETHOCTH T, € R a onma hiemo mohu 10
KoHTpajukiuje. ledununnja Konpepretiuje kazxe jaa he 3a € = % noctojatu ng € N TakBO 11a je 3a
CBe N > ng 33J0BOJbEHA HEJEJIHAKOCT | Ty — Too| < % Hanucahemo oBy HejeaHAKOCT 3a JABE BPEIHOCTH

UHAEKCA N = Ng U N = Ng + 2:

1 1
—g<$n0—l‘oo<g,

1 1
— = < Tpg42 — Too < T

) )

% — T JIOK W3 JIPYTE HEjeTHAKOCTH

MOZKEMO J1a 3aK/bYUHUMO J1a je Tp,42 < % + Zo. Kaja cabepemo oBe HejeITHAKOCTH JOJA3UMO JI0

13 npse mejennaxoctu hemo mcxopuctutn cinexehe —z,, <

2
Tno+2 — Tny < ¢
)
a 3HAMO Ja je Tpy42 — Tpy = No + 2 — no = 2. Jlakie monum cMo a0 KoHTpaaukiuje. Harmra

IIpeTIoCcTaBKa He BayKH 1A je HU3 T, = n AuBepreHTad. [IpmmermMo 1a T0Ka3 TpoJasud U 3a JIpyTe

BPEJIHOCTU KOHCTAHTE €, MA CMO OBJIe O/Ia0paJIu % a JIOKa3 MpoJa3u 1 3a % u 3a %5 3alpaBo 10Ka3

nposiasu 3a 6uio koje € € (0, 1). i

AKO ce BpaTHMO Ha MPETXOJHU MPHMED BUIMMO Jla WIAHOBH HU3a PACTY Kaja n pacte (jep cy u
je/IHAKH BPEJHOCTH n) U Ja Uiy y GeckoHadnocT. Tume fosrazumMo 10 moTpebe a IpOoImpuMo Hojam
TpaHUYHE BPEJHOCTU TAKO Jla T'PAaHUYHA BPEJHOCT MOKe Ja MPHUIa/ia NPOIMUPEeHOM CKYIY pPeaHUX
OpojeBa, OJHOCHO Ja MOXKE JIa Y3Me BPeJIHOCTH +00 WU —O00.

Hedununmja 7. Heka je nar uuz peannux 6pojesa (r,). Kaxemo ga je lim z, = 400 ako

n—-+o0o

BazKH

(VM € R)(Ing e N)(Vn e N) n > ng = x, > M.
Kaxewmo na je lim x, = —00 ako Baxun

n—-+00

(VM € R)(Inp e N)(Vn e N)n > ng = x, < M.

Axo je lim z, = +oo wmm lim =z, = —oo onma Kaxkemo na uu3 (x,) odpeherno dueepeupa wan
n—-+o0o n—-+o00o

KOHBEP2UPA Y NPOULUPEHOM CMUCAY. O

CaJia MO2KeMO J1a 3aK/byIuMO J1a Hu3 u3 [IpuMepa 7 uMa rpaHudHy BpeIHOCT —+00.



2.1. 'pannvyna BpeHOCT HU3A D

1.2. CsojcrBa. Popmysmcahemo u jgokazahemMo HeKa CBOjCTBa KOHBEPreHTHHX HH30Ba. AKO
eJleMeHTe HU3a MOYKEeMO J1a JIOIMPaMO Ha HEKOM OIPaHHYEHOM Jlefy OpojeBHe IpaBe OHJIA KarKeMo
Jla je Taj HU3 OTpaHWYeH. Y TOM CJIydajy MOYKeMO JIaKIle J1a HCIUTYjeMO KOHBepreHmujy Hu3za. Cama
hemo u dbopmaino HedUHACATH 0jaM OrPAHUICHOCTH.

Hedunununmja 8. Kaxemo na je uus (z,) oepanudern ako mocroju koucranta M € R raksa ja
je |xn| < M 3a cBe n € N. Bpoj M nasuBamo ozparuuervem nusa (x,). Hns koju Huje orpanntden
HA3UBAMO HEOZPAHUMEHUM HU3OM. O

ITpumep 9. Hus x,, = sin(n+9) je orpanuden speauontiy 1, 10K je Hu3 y, = 5n+17 Heorpannden
(To cienu w3 ApXumeaoBe aKCHOME). i

Tsphemwe 10. CBaku KOHBEpTeHTAH HU3 je OTPAHUYECH.

Jokas. Hexa je (1,) KOHBepreHTaH HU3 U HEKa je HeroBa rPAHNYTHa BPEIHOCT To, € R. 3a & = 2

2
nocrojahe nyg € N TakBo 12 je |z, — Too| < % 3a cBe n > ng. Jakie caepehn enemenTn Husa

LTngs Tng+1s Tng+2s Lng+3; Tng+4, - - -

HaJla3e ce y OrPAHNIEHOM MHTEPBAIY (Too — %, Too + %) Hexka je

1 1
Mlzmax xoo—§,xoo—¢—§
Taga je |z,,| < M 3a cBe n > ng. Ilpeoctasno HaM je joir KOHAYHO MHOTO Y4JIAHOBA HU3a KOJH MOKIA
HUCy orpanudenu BpejgHomihy M;. Kako ux mMa KOHAYHO MHOI'O 3HAMO IITA je IbUXOB MaKCHMYM,
na gedUHAIIEMO
M = max{|x1]|, |xa|, ... |Tny_1|, M1}

Osaxo gedunncano M je jeano orpanumderse Husa (). O

IIperxomHo TBpheme HaM KaxKe jla U3 KOHBEDPTEHIIHje HU3a CJIeJd BHheroBa orpanmdeHoct. e
He BaxXKM UMILTHKAIMja y cynpoTHOM cMepy. (IHOCHO, TIOCTOjU HU3 KOjU je OTpaHWYeH a KOju He
KOHBeprupa. Jeman Takas Hu3 je a, = (—1)". OBaj uu3 je orpanuden Bpegnonrhy 1 u quBepreHTan
je xao mTo cMo nokazanu y [Ipumepy 6.

Kaxemo ja je (o, )nen HYAG HU3 aKO je Taj HU3 KOHBEPIeHTAH U aKO je HeroBa 'PAHuIHA BPEIHOCT
jennaka myau. Creneha jlemMa HaAM Kayke J1a je HEKW HU3 HYJIa HU3 aKO U CAMO aKO je HU3 HberOBHUX
AIICOJTYTHUX BPEIHOCTHU HYJIa HHU3.

Jlema 11. Hexa je (Ty)nen HU3 peannuz 6pojesa. Tada je lirf r, = 0 axo u camo axo je
n—-+0oo

lim |z,| = 0.
n—-+00

Hoxka3z. Jloka3, Koju je BpJIO jeJHOCTaBaH, OCTaB/baMO YHTAOILY y3 CyTecTujy jga ciejgehu wmiaen-
THTET UMa MEeHTPATHO MECTO § JTOKA3Y:

|2 = 0] = [[zn] = 0].

Kopucrehu nperxomny Jjemy u IIpumep 4 jeanoctaBHO 3aKJ/bydyjeMo Jia je HU3 Y, =
BepPreHTaH U JIa je U IHeroB JJUMeC jeJHaK HYIU
—1)"
=),

lim —— =
n—-+oo n

Tepheme Koje ciiein oIUCyje KaKo ce JIMMEeC HH3a, CJIazKe ca 30HpOM, TPOU3BOJIOM U KOJUIHUKOM
HH30BA.

Tephemwe 12. Heka ¢y (,)neny ¥ (Yn)nen KoHBepreuTau nuzosu. Tama Baxku cieznehe



6 2. Huzosm

e (JImneapuocr smmeca) Hus (A\x,, + 1y, )nen je KOHBepreHTaH 3a CBe peasiHe OGpojeBe A U
[l ¥ BaxKn

Ot o) =Xl o, 1 e

n—400
(IpyTuM pedmMa JIMMec HU3a MPOJIa3d Kpo3 30U U MHOYXKEHE PEeATHOM KOHCTAHTOM );
e Hu3s (%, * Yn)nen je KOHBEPIEHTAH U BAXKU

lim (z,-y,) = lim z,- lim y,,
n—-+4o00 n—-+4o0o n—-+4o0o

(mMMec HE3a TPOJIA3N KPOo3 MPOU3BOM);

e AKO ¢y wianoBu HU3A (Yy, )pen PASTUYUTH O[] HyJIE U aKo je lim  y, # 0 Tazga je nu3 (?)
n—+o00 "/ neN
KOHBEPreHTaH U BayKN

lim =z,
. Tn n—-+4oo
lim —=——"—,
n—+00 1Yy, lim vy,
n—-+oo

(aKo je JmMec MMEHHOIA PA3JIHIuT O/ HyJle OHJIA JIUMEC IIPOJIa3u KPO3 KOJUIHUK ).

Hoxka3z. Ilokazahemo cBOjCcTBO JIMHEAPHOCTH JIOK JOKa3 OCTaJe JiBe 0OCOOUHE OCTaB/baMO THTAOILY

Kao BexkOy. ['panmdHe BpeIHOCTH HU30BAa NEMO O3HAUYUTH €A Lo = LM T, H Yo = lim y,.
n——+o0o n—-+00

¥Yamumo npousBosbHo € > (. I[Ipermocrasufiemo fa je A # 0 u p # 0. Ha ocHOBY KoHBepreHiuje
HH30Ba MOXKEMO J1a 3aK/By4nMO Ja he moctojatu nq € N TakBo 1a je

[Ty — Too| < =
3a cBe n > ny u nocrojahe ny, € N TakBo 1a je

e
’yn - yoo’ <z
2|p

3a CBe N > ny. AKO ca ng 03HAYNMO MAKCHMyM OpojeBa ni U no Tajga uMamo ciaefehn nms nejen-
HAKOCTH 3a CBE N > Ng

(%)
Ay + 1y — (AToo + Yoo )| < [ATn = AToo| + |10 — 1Yoo] =
= Al 2n = Zoo| + [l - |yn — Yool <
£ £
< g+ bl g
2|l 2|p
Y KOpaky (*) ¢MO HMCKOPHCTHJIM HEjeHAKOCT TPOYT/Ia Koja Kaxe aa je |x + y| < |z| + |y| 3a cBe
peasHe OpojeBe x U Y.
Y cayuajy ga je A # 0 u g = 0 nocrojahe ng € N rakBo ja je |r, — To| <
Baxn

£

N 3a cse n > ns.

ATy + 1Y — (AToo + [Woo)| = [ A2y — AToo| =
€
A
3a cBe n > ng. Cawano ce pasmarpa ciaydaj A = 0 u p # 0, g0k ce caydaj A = p = 0 ¢Bojgu HA
JIMMEC KOHCTaHTHOI' HyJIa HH3a.

Ha ocHoBy oBora 3ak/eydyjemo Ja je HU3 AT, + [y, KOHBEpreHTaH U Ja je Heropa IpaHndYHa
BPEJIHOCT JeTHAKA Aoy + Yoo O

= (Al fan = 2oo| < [A]- g,

I[Ipumep 13. Vcnurarn KOHBeprennmjy Husa /a rae je a > 0 dukcupan peasan 6poj.
[IpBo pasmarpamo ciaydaj Kaga je a > 1. ¥Y3mumo € > 0 npumo3po/bHO. Ha ocHOBY Apxumenobe
akcuoMme nocrojahe ng € N Tako j1a Baxku nge > a — 1. Tama 3a cBe n > ng BaxKu

(I4+¢)">14ne>14nee > a.



2.1. 'pannvyna BpeHOCT HU3A 7

[IpBa HejeHOKOCT cieau U3 bepHysmjeBe HejeHAKOCTH. Y3UMamkeM N-TOI KODeHa JieBe U JleCHe
crpane mobujamo Hejeanakoct {/a < 1+ e. Kako je /a > 1 3ak/mbydyjeMo 1a BazKu

l—e<l<a<l+e,

3a cBe N > Nng. 3aKIBYUyjeMo

lim /a=1.

n——+o0o
Axo je a = 1 taga je Hu3 {/a KOHCTaHTAH U jeJHAK jeJMHUIN 1A je U IHEroB JuMec jennak 1. Axo je
0<a<1Ta;Laje%>1naje

lim /a= lim ¢

n—-4o00 n—-4o00

Q= =
|
|
—_

lim /=
n—-+oo

3akspydax je 7a 3a cBe a > 0 Baxkn

lim Va=1.

n—-+0o

Cireneha jBa HcKa3a HaM NOBOPE O TOME KaKO ce JIUMeC HU3a cJaxKe ca pejanugjoM <.

Tsphemwe 14. Heka ¢y (2,)nen U (Yn)nen KOHBEPIeHTHU HH30BU TAKBH 1A j€
Tn < Yn

3a cBe n € N. Tana Bakn
lim z, < lim y,.

n—-+o00 n—-+o00

[Ipumerumo 1a he mperxomuo TBpheme BaxKuT n ako lim z,, lim y, € R. OBo TBpheme Ham
n—-+00 n——+oo

Kayke Jia JIMMeC 1poJia3u Kpo3 pesanujy < Mehy numsoBuma. Hamomenumo jia ce pesanmja < meby

HU30BHMa HE 9yBa IPH IPOJACKY Jumeca. [Ipumep 3a TO cy HU30BH X, = % vy, = % 3a oBa aBa

HU3a BaXKH X, < Y, 32 CBe HHJIEKCe N TOK Meljy inMecuMa BazKu jeJJHAKOCT (a He cTpora HejeJHAKOCT )

jepje lim =z, = 0= lim y,. lakne, ako Baxu z, < ¥y, Je/ITHO MOYKEMO Jia 3aKbYUYUMO J1a je
n—-+00 n—-+o0o
lim z, < lim w,.
n—-+0o n—-+0o00
Jokaz. IlpermoctaBuMo CympoTHO T = lim x, > lim y, =: y,. Heka je ¢ = *=z¥=. 3a

n—+oo n—+oo
oBako onabpano & Hahumo n; € N TakBo Ja je |z, — Too| < € 3a cBe n > ny u Habumo ny € N 3a
KOje je |Un — Yoo| < € 3a cBe n > ny. O3mHaumMoO ca ng Behn o oBa nBa omabpana npupoaHa 6poja
ni M ng, ng = max{ni,ns}. 3a cBaKM WHIEKC N Koju je Belim o MHIEKCA Ny BayKe HejeJHAKOCTH

Too —E<L Ty < Too + €,
Yoo — € < Yn < Yoo T €.
HouxoBum KOMOMHOBaMEM J01a3UMO 10 HEjeIHAKOCTH
Un < Yoo T < Too — € < Ty,
KOja je y KOHTPAIUKIMjU Ca yCJOBOM TBphema T, < ¥, 3a cBe mpupogHe OpojeBe n. 3aK/bydyjemMo

Jla TPETIIOCTABKA He BayKd, OJIHOCHO 3aK/bydyjemo ja je lim z, < lim y,. U
n—-+00 n—-+o0o

Teopema 15. (Teopema o Tpu aumeca 3a Huzose) Hexa cy damu nusosu (ay,), (by) u (¢p)
makeu da easicu

an < by, < oy (2)

3a cee n € N. Axo nuzosu (a,) u (c,) Koneepeupajy xa ucmoj epanushoj spedrocmu dy, mada je u

nus (by,) Konsepzenman u KOHEEP2UPQ KA UCTMOJ 2PAHUYHO] PedHOCU, Erf b, = ds.
n e.)
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Hoxka3z. V¥smumo € > 0 npousBosbHO. 113 KoHBeprenumje nusosa (a,) u (b,) caean ma mocroje
npupoHu OPOjEeBU Ny U Ng TAKBU J1a je

la, —ds| < &, Yn > ny,
len — do| < €, VN > no.
Tama 3a cBe n > max{ni,ns} Bakn doo — € < a, U ¢, < do + &. KombunoBameMm oBe jBe
HEjeIHAKOCTH Ca YCJIOBOM (2) J0Ia3UMO JI0 POIEHE
oo — €< a, <b, <c, <ds +e.

Onapre 3ak/byayjeMo Ja je Hu3 (b,) KOHBEPreHTaH U Ja KOHBEPTHPA Ka TPAHUIHO] BPETHOCTH oy .

O

Hanomena 16. IIpumernmo na 3ak/bydak TeopeMe BazKi M aKo je HejeJHaKoCT (2) 3a10BO/beHA
[OYeB OJl HEKOT MH/IEKCa, OJHOCHO aKO He BayKd 3a KOHAYHO MHOTO ejeMeHaTa Hu30Ba (a,), (b,) u
(¢n). OBO coienyn u3 YueHHIE a8 NPOMEHa KOHATHO MHOIO YJIAHOBA HU3A HE yTHYe HU HA HHErOBY
KOHBEPIreHIIN]y HU Ha FHeTOBY I'PAHUYHY BPEJTHOCT. o

Kopucrehu Teopemy o Tpu JiuMeca 3a HU30Be jeIHOCTaBHO ce JoKa3yje cieselie TBpheme Koje HaMm
Kazke 74 je MPOU3BO/I OIPAHUICHOT HU3A U HyJIa HU3 OHET HyJIa HU3.

Tephemwe 17. Heka je uus (,),en KOHBEPTEHTAH MPH YeMy je meros aumec lim x, = 0 u Heka
n—-+00

je (Yn)nen orpammuen uu3. Tama je uu3 (z, - Yn)neny KOHBEPIEHTAH U BAXKH

lim (z,-y,) =0.

n—-+o00

Cuteiehu ipumep ce perraBa IPUMEHOM TeOpeMe O TPH JIMMeca.

IMpumep 18. TMokazatn ga Baxkm lim /n = 1.

n——+00

Osnaunmo ca x, = Yn — 1> 0. Tazna je

n= =3 ()2 ()ar - M,

i=0
IIpH 9eMy HejeTHAKOCT BazKH jep je Iejia cyMa Beha oJ1 4iaHa Koju ojroBapa uHjekcy ¢ = 2. lobunn

CMO IPOLEHY
2
0<mz, <4/ .
n—1

Teopema 0 Tpu JUMeCa 33 HA30BE Kazke HaM Ja je lim z, =0 naje lim {/n=1. il
n—-+oo n—-+oo

Cana hemo BueTH Kako ce JIMMeC HU3a y TMPOITHPEHOM CMUCJIY CJIayKe Ca, OlepalujaMa cabuparma,
MHOYKEHha 1 J1e/beHa.

Tsphemwe 19. Heka je uu3 (x,)nen oapeheno nuseprenran, lim x, = 0o, u HeKa je HU3 (Yn )nen

n——+0o
KOHBepreHTaH mpu 4emy je lim vy, = Y € R. Taga Baxku ciaenehe
n—-+o0o
e lim (z,+ = 00
n—H—oo( n yn) ’
e lim & =0,
n—»+oo Tn

® aKo je Yo 7# 0 Taua je hI_P (T * Yn) = (SN Yoo ) OO.
n—-+0oo

[Ipumernmo fa y NpeTxoIHOj TEOPeMHU 03HAKA, OO MOApa3yMeBa j1a TBPheme BaXKW Uy Caydajy aa
je auMec jeqHak +00 My Caydajy Ja je JUMec —oo.
. . O .
Y HpeTxojHoM TBphemy ce He mojapbyjy m3pasu obamKa oo — 0o, 0- 00, 2, &, 1%, 0°,... Kojm
cy neonpehenn. Crenehu npumep HaM mokasyje 3amrTo Tepheme 19 He MoXKeMO Ja IPUMEHHMO Ha
Heoapehene obmke.



2.1. 'pannvyna BpeHOCT HU3A
IIpumep 20. Vcnutatyn KOHBEpPreHIU)Y W aKO KOBEHPTHUPAJy O/IPeIUTH T'PAHUYHE BPETHOCTU
3

n

n+5 _
T n+3°

n2+3 _
= WFt70 An

caenehux unsosa: x,, =

= Ea2tn+10 Yn . .
AKo OMCMO TPOILIM JUMECOM KPO3 KOJMYHHK OBHX HH30Ba y CBa TPH CJIydaja 00HjeMo 00K
2. Nnak 3uamo Ja TBpheme He MOZKeMO Jia IPUMEHUMO Ha HU30Be TOT 00JIMKa 1a heMo npBO HU30BE

oo
3anucaTy y JApyradnjeM obJINKY.
TTomeanvo 6pojuIal 1 IMEHNIALL O Z,, ca N’ W J0Ja3uMo 10 ciaeneher obamka
3
Ty, = —1 e
n = 1, 10"
S+ -+ 3

—0u & — 400 Kama n — +00 3aK/byUyjeMO /1a UMEHUJIAIL O] X, Te:KH Ka 5 Ia MOZKeMO

Kako =
n

. 1

lim z, = -.

n—-+o0o 5

1
n
Jla IpoheMo JIMMEecOM KpOo3 pas3JjioMadky IpTy y &,. Kako O6pojuial oj x, Texku Ka 1 3aK/bydyjeMo

Ja 6ucMo W3padyHaIH JUMeC o1 Y, IoJeJUMo Opojusiall 1 uMeHmIall ca n’. TumMe 1061ujaMo

1 5
W+n3

Yn = 7
1+ %
[pU 9eMy WMEHU/IAT] TeKU Ka 1 Ta MOYKeMO J1a TTpoheMo JTUMecOoM KPo3 KOJUIHUK. Kako # + n% —0

3aKJbydyjeMo
lim y, =0.
n—-+0o

[Ipeoctao mam je HuU3 2z, Koju hemo TpanchopmucaTu Tako ImTo hemo Opojusialn U UMEHHIAI

nofenuTn ca n. Jlobujamo ciaenehn obmk
2

KOjW je jeIHOCTaBaH 3a padyH jep je mmeHmsjarn 1 + % 7 OH TeXKW Ka BpeaHocTn 1 xKama n — —+00.

Kaxko 6pojunalr Teku Ka BPeTHOCTH 400 3aKJbydyjeMo Ja je
lim z, = +o0.
n—+00
!

ITpumep 21. YV oBoM mpumepy heMo ucnuTaTH Kaja KOHBeprupa HuU3 T, = ¢, n € N, nupn
JeMy je ¢ HeKu peaJsiaH (puKcupaH nmapamerap. PaziaumkoBahemo Buille ciaydajeBa y 3aBHCHOCTH O/

BPEJHOCTHU lapaMerpa q.
e Axo je ¢ = 0 onga je (r,) KOHCTAHTAH HU3 YUjU CY CBH YJIAHOBH je/THAKU BDPEJIHOCTH HYJIA,

1a je M HeroBa rpaHuYHa BPEJHOCT jeTHaKa HYJIH.
e Ako je ¢ =1 onga je (x,) OmeT KOHCTAHTAH HU3 jeTHAK BPEIHOCTH 1 mMa je U JMMec TOT HU3a

jeaHaK jeJIMHUIIN.
e Ako je ¢ > 1 onzma he BaxkuTm
g=149¢

rje je 6 > 0. Kopucrehn BepryiunjeBy HejeHAKOCT MOXKEMO J1a 3aKJ/by YUMO 13, je
" =(14+6)">1+nd.

=+oo onjyia je u lim ¢" = 4o00.
n——+oo

Kako je lim (1 + nd)
n—
> 1 ma je Ha OCHOBY HpeTXoJHe Taduke lim - = 400 a omjia
n—+oo 4

+00
1

e Axo je 0 < ¢ < 1 Tana je
Ha OCHOBY TOTa KaKO JIMMeC MPOoJa3u KPo3 00 3aKJ/bydyjeMo Ja je

1 1
lim ¢" = lim —+ =,, 7 =0.
n——+o0o q_” —+00
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e Ako je —1 < ¢ < 0 onga je |¢| € (0,1) ma u3 mperxomue Tadke 3aK/pydyjemo mga |g|" — 0
Kajga n — +oo a ouga us Jleme 12 ciaenn ma u ¢" — 0 Kaga n — +00.

e Ako je ¢ = —1 onga umamo nu3 x,, = (—1)" 3a koju cmo y Ilpumepy 6 Bugenn ga quBeprupa.

e [locnenmu cayuaj koju Ham je mpeoctao je ¢ < —1. Tazma je |¢| > 1 ma |¢|" — +oo kazma
n — +oo. To 3Haum ma 3a cBaky koHcTaHTy M Moxkemo na Habemo wiam Husa |g|"” Tako
aa je |g|™ > M. Jpyrum peduma, uu3 |¢"| = |¢|" je Heorpanuuen na me Moxke Hu ¢" OuTH
KOHBEpreuTaln HHU3.

Bakpyudak je

0, -l1<g<l1
: n_ ) 1 qg=1

He mocToju, q < —1.
i

Cneneha Teopema HAM TIOMazke Jla Y HEKUM CJIy4ajeBUMa OJIpEIUMO 9eMy je je/THaK JIUMeC aKo je
oH 00J1uKa ,,0110 mTa Kpo3 pactyhy 6eckonaunoct”. IIpe Tora hemo medunucaru nojmose pactyhux
u omaajyhux HU30Ba.

Hedunnunmja 22. Kaxemo ga je uus (r,) pacmyhu ako Baxu , < T,y 3a cBe n € N 10K je
uu3 (x,) onadajyhiu ako Baxku T, > T, 3a cee n € N. Kaxkemo ja je Huz monomon axo je pacryhu
miim oraajyhu. O

IMpumep 23. Hus x, = n? + 5n je pacryhn g0k je x, = % npumep omnajajyher nusa. il

Teopema 24. (IITtosoBa Teopema) Heka cy damu pearnu nu3osu (T,) u (Y,) npu wemy
je (yn) pacmyhu nus peasnur 6pojesa maras da eadcu y, — +00 Kada n — +0o. Axo nocmoju

. Tp4+1 — Tp = . . Tp
lim ———— € R onda nocmoju u lim — wu sasicu
n—-+0o0o Yn+1 — Yn n—-+oo Yn
. Tn, i Tn41 — Tn
lim — = lim ———

n—-+o0o yn n—-+o0o yn—l—l — yn )

Hoxa3z. Ineja nokasza je 1a ce Tp,y1 — T, OTPAHUYH OJ03/I0 U OJ03I'0 KOHCTAHTOM IMOMHOZKEHOM
Ca Ypi1 — Yn, 1A JIA CE HEJeTHAKOCTU CYMUpPajy 1o oapehenom ckymny wHiekca.
[IpBO MOKa3yjemMo caydaj Kaja je JuMec KOHAYaH.

Osnauynmo ca L = lim =" ¢ R u Heka je ¢ > 0 upousso/bHO. IlocTojahe n; € N TakBo
n—s+oo Yn+17Yn

J1a je 3a cBe n > Ny
Tp4+1 — Tp N L
Yn+1 — YUn

<<
3

Tana je
£  Tpy1— X €
L - < ntl ™ on < L+=
3 Yn+1 — Un 3
3a CBe m > np a Kako je Hu3 (y,) pacryhum oHIA je Yni1 — ¥, > 0 ma THMe MOMHOXKHMO IETy
HejeITHAKOCT

€ 15
(1) s ) < st 0 < (245) s — ).

Hanumemo nperxopny HejeHAKOCT IMOMONY HHJEKCA ¢ IIa OHJA CyYMHpPAMO Te HejeIHaKOCTH O/l
t=nya01=n-—1
n—1 n—1 n—1

Z (L - g) (Yit1 — yi) < Z(fﬂiﬂ — ;) < Z <L + %) (Y1 — vi)-

1=n1 1=n1 1=n1
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n—1

Kako je Y. (zj41 — x;) = T, — Tp, a ucta GopMyIa BazkH KaJa CYMHPAMO MO Y J0JA3UMO JI0
1=n1

Heje THAKOCTH

(2=2) o= o) <0 =2 < (245 (0 = o)

KOja BaskH 3a cBe n > n;. Caja nojeanMo cBe ca MO3UTHBHUM OpojeM ¥, — Y, U Jobujamo

g Tp — X g
L—- <M <L+ -,

3 Yn — Ynq 3
OJHOCHO
n - 4n €
In =T o E
Yn — Yny 3

CaJia poriemyjeMo pasinKy KOJUIHUKA Ty, /Y, U BPETHOCTH L

n ny L n n Tp — Tn .
Tn_pf = |t = By <1 - L) (—1 — L) // HejenHAKOCT TpOyTIa
Yn Un Yn Yn — Yny
Yn Un Yn — Yny
Tn, — Ly, 3|z, — Tn )
< | Yna| 4 2 L — L‘ //kako je y, pacryhu Husz u y,, — 400
Un 2 Yn — Yny
// xaga n — 400 onga he nocrojatu ny € N
1 Ynq 3
//TaKBO,HaJe5§1——§§33CBGTLZH2
Yn
e 3 ¢ . .
< 5 - 5 3=¢ //upBH cabupak je MpOU3BOJEHO MaJHd jep Yy, — +00, 1ma
Ly — Lyn1
// y— — 0 kaga n — +oo a Mz hemo ogabparu nz € N
. T, — Lyn, €
//TaxBo sna je 3a cBe M > ng 3a/0BOJbEHO | ———| < 5
Yn

3a cBe n > max{nj, ng,n3}. 3akmydyjemo na je lim = = L.
n—-+oo Yn

Cana hemo mpoauckyroBaT ciydaj kaga je lim “2H—" = 400, Tana je z,41 — o, Behe ox
n—-+o0o Yn+1—Yn

17(Yn+1 — yn) > 0 3a goBOsBHO Bestuko 1 1a he u Hu3 (,) 6utn pactyhn U TeKUTH Ka 400 Ha OHJA

IMoCMaTpPpaMO PEIUIIPOYHY BPEAHOCT lim zni—:zn =0mu IPpUMEHHUMO OHO HITO CMO JOKa3a.JIH. Tag:La
n——+oo N m

he BaxxuTn lim % = () a Kako je 0BO KOJIMYHHK IO3UTHBHHX BEIMYMHA OHZA je lim 2 = 4oo.
n—+oo ¥n n—-+oo Yn
Akoje lim Z2=%n — oo opnaje lim SZm)=Cn) — 4 o0 1ra can peMennMo oHO 01 MasIo
n——+oo Yn+1=Yn n——+oo Yn+1—Yn
npe u 3ak/byuyjemo ga he askuru lim 2 = 400 oanocno lim £ = —oo. O
n—+oo Yn n—-+oo Yn

IMocnemuna 25. (KomujeBa Treopema 3a Husose) Heka je (a,) KoHeepeenman Hu3 u HeKa je
1E206a 2PANUNHA 6PEOHOCTN, Uoo. TUOQ KONGEP2UPA U HU3 APUMMEMUNKUL CPEOUNHA

a+as+ ...+ ay,
n

A, =

Ka ucmoj epanuvtoj epednocmu, lim A, = a.
n——+0o0

Hokaz. lokas caeau u3 ITosose TeopeMe Kajia je MPUMEHUMO Ha HU30BE Ty = a1 +do+. ..+ ay,
Yy, =n. U
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IMocnemuua 26. Heka nus (a,) KoHep2upa ka (. Tada kousepzupa u HU3 TAPMOHUJCKUL

cpedura
n
Hp = ) 1
P + . +...+ a
u eaoicy lim H, = a.
n——+00
Hokaz. Ilpumennmo nperxojHy MOC/JAeanIy Ha HU3 HL 0

ITocnemuna 27. Hexa je (a,) konsepzenman nu3 maxas da je a, > 0 sa cee n € N. Hus

2C0MEMPUICKUT CPEOUNQ
Gn = {/a1a2 - Ay

je makxohe konsepeenman Hu3 u eaxcu lim G, = lim a,.
n—-+00 n—-+o0o

Hoxka3. Ilpumennmo Iltonmosy Teopemy Ha Hu3 In G, = Bartinot.tiha O

2. MoHOTOHU HU30BU
[Toxcernmo ce j1a je HU3 MOHOTOH aKo je pactyhu mium onajgajyhu.

Teopema 28. Hexa je mu3 (T,)nen Monwomon. Tada je on kousepzewman axo u camo axo je
oeparunen. Axo je nus neozpanuyven onda je on odpeheno dusepzenman.

oxa3s.
— : OBaj cMep je TpUBHjaIaH jep 3HAMO /A je CBAKM KOHBEPTeHTAH HU3 OIPAHUIECH.
[TpumeTnmo 1a HAM 32 0Baj CMep IMPETIOCTABKA O MOHOTOHOCTH HEje Oma moTpedHa.
< : Heka je cama (Z,),eny MOHOTOH M OrpaHMYeH HH3. XolieMo ja mokazKeMo
na oH KouBeprupa. IIpernocrasufiemo na je Hu3 pacryhu (ako je omamajyhin
OHJ/Ia MOCMATPAMO HU3 (—Zy,)neny KOju he 6utn pactyliv ma Ha mera mIpUMEeHIMO
nokazano). Ckym
X ={z,|neN}
je orpaHUYeH W Hempa3aH I1a Ha OCHOBY aKCHOME CylIpeMyMa mMma cynpemym. O3-
HAYUMO T Ca
Too = sup X.
ITokazahemo 7a je 0BO X, IPAHHYHA BPEIHOCT HAIIET HU3A (Tp)neN -

Heka je € > 0 mpousBosbno. edununumja cynpemyma Ham kKazke jga he mocTo-
jaru esiement ckyna X koju je Behu o1 T4 — €, optHoCHO 11ocrojahe ng € N rakBo
a2 je

Too — € < Ty
Kako je nu3 pactyhu onjia hie 3a cBakKo n > ng BayKUTH
Ty < Tn.

Kama crojumo mperxosHe JBe HejeTHAKOCTH 3aK/bydyjeMo J1a 3a CBAKO N > Ny
BaK1

Too — € < Ty,
a KaKo je Ty, CympeMyM ckyna X oHja he BaxKuTu u

Ty < Too-
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Jakse 3a10BO/bEHA je HejeTHAKOCT
|z, — 2] < €,
3a CBe M > Ny, Ma 1Mo aedWHUINjH TPAHNYHE BPEIHOCTH 3aKJbyIyjeMO

Too = lim xz,.
n—-+o0o

Axo je uu3z (x,) onazajyhu onua je lirf x, = inf{z, |n € N}.
n——+oo

Axo je pactyhu Hu3 Heorpanm4en To 3uaqn jaa he 3a cBakm peasian 6poj M € R mocrojatu Hexn
eJIeMeHT HU3a T, KOoju je Behu oy Tor peanHor 0poja, x,, > M. Hus je pacryhn na je x,, > x,, kaaa

je n > ng, omHOCHO T, > M. [akne lim x, = +oo. Ako je nu3 (z,) omanajyhu u Heorpanuven
n—-+oo
oHna je (—x,) pacryhn u Heorpanwden nu3 na je lim (—xz,) = +oo, ogrocuo lim x, = —oco. O
n—-+0oo n—-+0oo

Cana hemo ce BpaTtuTn Ha Opoj € Koju cMO JedpUHHCATH Ka0 € = Sup {(1 + %)n neN } . O3-

HAYAMO Ca @, = (1 + %)n HU3 peaaHux Opojesa. zKeammo j1a mokakeMo Ja je oBaj HU3 pacTyhu u
OrpaHWYeH 114 Ha OCHOBY TPETXOJHe TeopeMe (Miu 60J/be PeUeHO HheHOT JOKa3a) cJeau jaa fie merosa
rpaHUYHA BPEIHOCT OUTH DAl e.

Y MaTepujagnMa ol MPoIILIe HeJle/be CMO MOKA3AIH JIa je HU3 (a,,) orpanuder (MOKa3aIl CMO J1a
je 3 jemno orpannuere Hu3a). Cama hemo nokaszaru jna je nu3 pacryhu.

n+1 n
ann (14 55) __m+mwww:{Mn+m]“n+1

T e (R Vol
B n2+on 1" n+1
S n242n+1 n
. 1 1"+t / 5 . :
= |1— caJT KOPUCTUMO BepHV/IHjeBY Heje THAKOCT
CEENE - JLKOp pHyJHjeBy Hejes
1 n+1
> (1-— 1 =1
—< n+ )(n+1)2) n

U OBO BaxkKh 3a ¢Be n € N,
OBuUM 10/1283UMO 10 OUTHOI' JIIMECa,

1 n
e = lim (1 + —) .
n—-+0o n

3. Iloaun30BU, TAaYKe HATOMUNJIABAaha, TOPHU U JOHU JUMEC

Hedunnnuja 29. IMoanus musa (T,)pen je Hu3 (Tyk))ren rie je k — n(k) nexo crporo pacryhe

upecankasame ckyna N y cebe. O
Ako je (zp)nen = {1,292, T3, ..., Te0, Te1, Te2, T63, - - -} HEKM HU3 OHJAA je jeJlaH FHErOB TOJHU3
{3, 17, T18, T19, - - - , T57, T76, T100, - - - }+ JIPYTHM PeUHMA MOJHU3 C€ KOHCTPYHITIE TAKO MITO U3BOJUMO

HeKe ejieMeHTe HPBOOUTHOI HU3a HMPH Y€MY HaM HMHJIEKCH H3/BOJEHHX ejeMeHaTa pacTy.
Jenan nomuus HU3A G, = (—1)" je HOMHWU3 ca HAPHUM WHIEKCHMA

{QQ, a4, dg, Ag, . . ., A80, A2, - - . , A268, A270, - - }

n To he OWUTH KOHCTAHTAH HU3 YUjH Cy CBU eJleMeHTH jemqHaku 1. JoIl jeJlaH MOAHHU3 MOXKe Ja ce
M3/IBOjU TAKO MITO MOCMATPAaMO CaMO eJleMeHTe ca HeMapHUM WHIEKCUMAa

{ah as, as, a7, ...,a37,a39, ..., a9907, 49909, - - }

OsBaj nmoanus he Takohe 6GUTHM KOHCTAaHTAH U CBU eJIeMeHTH he OUTH jeHAKH BpeaHoCTH —1.
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okas ciejehe Jjieme cjeu JUPEKTHO U3 JepUHUITje IPDAHKYHE BPEIHOCTH KOHBEPreHTHOT HU3A.

Jlema 30. Hexa je (T,)nen KOHGED2EHMAN HU3 U HEKA je Too 1062064, 2paruyna epeduocm. Tada
je c6axu 1e206 NooHU3 (Tn(k) )keN KOHGEP2EHMAN HU3 U KOHGEPRUPA KO Too = kEIEOO T (k)-

Ha npumepy Huza (—1)" BEAuMO 1a aKO HU3 HHje KOHBEPrEHTAH OHJA MOYKEMO Ja H3BOJIMO
MIO/ITHU30BE KOJU KOHBEPTHUPA]y Ka pa3/IuduTUM BpejHocTuUMa. [loaHU3 ca nmapHuM WHIEKCUMa, KOH-
Beprupa kKa 1 JIOK MOJHU3 ca HEeNapHUM WHJIEKCMMa Konpeprupa ka —1. Ha Taj mauwn mgosrazumo 10
ciaenehe nedpununuje.

Hedunununnmja 31. Kaxkemo na je z € R mawka nazomusrasarea nusa (x,),en AKO MOCTOJH TOTHA3
(T (k) )ken KOju KOHBeprupa Ka x. Hajsehy Tauky marommiapama peaaHoT HH3a Ha3HBAMO HHETOBHM

20PHOUM AUMECOM TIH AUMECOM CYNEPUOPOM M O3HaYaBaMo ca limz, waa limsup x,. Hajmamy
TAYKy HATOMUJIABaHha PEAJHOT HI3a HA3UBAMO IETOBUM JOHUM AUMECOM HITH AUMECOM UHBEPUOPOM
¥ O3HaYaBaMoO ca lim x, uwin liminf z,,. O

U3 Jleme 30 cireyim jla KOHBEPreHTaH HU3 UMa CaMO je/IHY TaYKy HaroMUJIaBarbhba U Jia Cy T'OPIbU U
JIOFbHU JIUMECH je/THAKW TPAHWYHO] BPEHOCTH TOT KOHBEPTEHTHOT HU3A.

Y nedunuju cMo peksaM ja Tavyka HaroMuJjiaBarba Npunaja ckyny R, OJHOCHO jia je TO Heka
KOHAYHA BPEIHOCT. AKO YKeJMMO Jla TTPOBEPUMO & JIH HEKW MOHNU3 KOHBEpPrupa Ka +0oo ouga hemo
HAIJIACHTH Ja ce Haljy Tadyke HATOMIIABama y R.

ITpumep 32. Halin Tauke Harommitasama y ckyny R cieneher nuza z, = n(-D",
Oszae nam dakrop (—1)" maje uaejy Jda riegamMo MOAHU3 €A MAPHUM W HENAPHUM HHICKCHMA.
[Toanu3s ca napuum unjgekcuma ojipeheno auBeprupa

Top = (Qn)(_l)% = (2n)' = 2n — +o0, n — +00,

AOK IIOJHU3 Ca HEIlapHUM MH/ACKCHMa KOHBEPIUDA

Tons1 = (2n+ 1)V = (2 4+ 1) — 0, n — 400.

T o+ 1

laxne, oBaj HU3 WMa caMO jJeqHY Ta4dykKy HaromMmiaBama y R, tauky 0. Buanmo ma oBaj HU3 Huje
KOHBEPTEHTAH MaKO UMa CaMO jeTHY TauKy HArOMHJIaBamba. i

nm
ITpumep 33. Hahu tauke narommiapama y ckyny R #Huza b, = cos (?)’ n € N.

Kocunycua ¢yukiuja je 27 nepuoanyuna na heMo uMaTu nmoHaB/bamba ejgemMenarta nusa. Moxkemo
Jla CpadyHaMO HEKOJUKO IPBUX YJIAHOBA

T 1 2 1 37

b= cos (3) = 5t —cos (5) = =G = s () =1
4 1 1

by = cos hall = ——, by = cos 5—7T = —, bg = cos 6—7T =1.
3 2 3 2 3

Hakon mpBux 1mecT 4IaHOBa CBU eJIeMEHTH ce MOHaBbajy jep je

s 1 8 1
b?—COS<?) —bl—ﬁ,bg—COS<€) _b2_—§,_,,

Jakie riemaMo IMOJHU30BE ca WHIEKCHMa KOju mpu jesberby ca 6 najy ucre ocratke, (bgk)ren
(ber+1)ken, (ber2)ren, (Dor+s)ken, (Dor+a)ken, (Dorts)ken. Casa padynamo demy cy MM jeJHaKH
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LIAHOBHU
k k+1 1
ber, = cos <6T7T) = cos(2km) = 1, bgry1 = cos (W) = cos (g) =
k+ 2 2 1 k
b2 = cos <w> = cos <§) =5 b3 = cos <@) =cosm = —1,
bores — cos [(SORFDTN (AN Ly e (R ERTY (o) L
6k+4 — 3 - 3 - 27 6k+5 — 3 - 3 - 27

U CBe IpeTxojHe jegHakocTu Baxke 3a cBe k € N. To 3nHaum ja je cBakW IOJHU3 KOHCTAHTAH U
jesiHAaK HaBejeHUM OpojeBHMa. 3aK/bydyjeMo Jia je CKyIll Tavaka HaroMujiaBara Huza (b,) jegHax

11
{_17_57571}' ﬂ
TeopeMa 34. (BonuaHo—BajemepaCOBa TeopeMa) Csaku oeparuMerH HU3 peaasHux 6p0j660,
UMA MAYKY HA20MUAABAMA.

Hoxkas. Heka je M jeano orpannderse Hu3a (T )nen, —M < x, < M 3a cBe n € N. Tlocmarpamo
ckyn Bpennoctu opor Huza X = {z,|n € N}. Ako je oBaj ckyn KoHauaH oHja fie mocrojarn
HOJIHU3 YUjH CY CBU WIAHOBHU jeJIHAKH HEKOj KOHCTAHTHO] BPEJIHOCTH, U Ta BpeaIHOCT he 6GUTH Tavyka
HATOMHJIABAIbA, HU3A.

Axo je ckyn Bpeanoctn X GeckoHAYAH OHIA MOAETUMO nHTepBas [— M, M| na aBa jeqnaka mesa.
Y jeanom ox tux uaTepBada, [—M, 0] nim [0, M], Mopa nocrojarn GECKOHAYHO MHOTO €JIeMEHATa
ckyma X, o3HaunMo Taj unrepsaJ ca ;. Caga maTepBas [ mogemMo HaA JIBA je/IHAKA jeJia, U Ca
15 o3HAaYMMO OHY TOJIOBUHY y KOjOj ce HaJa3u OeCKOHAYHO MHOTO ejieMeHara cKyna X. Hacrasuwmo
OBaj MOCTYNaK W Ha Taj HAYMH (POPMUPAMO HU3 YMETHYTHUX 3aTBOPEHUX HUHTEpBasaa [, KOju HA

+00 +00

ocHOBY KanTopose akcuome mma Henpasan npecek, (| I, # (). Heka je x € () I, HeKu ejieMeHT.
n=1 n=1

3a cBako ¢ > 0 moxemo ga Hahemo n € N TakBo 1a je 22—]7”11 < ¢. Ilupuna uarepnana I, je 22—]\f a

OBaj MHTePBAJ caJpzKu ¥ 1a he [, OUTH y €-OKOJUHA TadKe . 3aKJ/bydyjeMO [a y CBAKOj OKOJIIHH
TavKe T MOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa Hu3a (I,). To 3Ha4Yu 1a je & Tauka HATOMIJIABAHha
au3a (z,). O

4. KormiujeB KpuTepujyM KOHBEPTEHIIHjE
Hedbunaunuja 35. Kaxemo ga je nu3 Kowujes ako
(Ve > 0)(3no € N)(VYm,n € Nym,n > nyg = |z, — | <e. (3)
¢

[Ipumerunmo ga w3 a, = (—1)" nuje Komujes. Cpaka jiBa y3acTomHa WiaHa ce MO ANCOJYTHO]
BPEJIHOCTU PA3IUKYjy 3a 2 Ta pa3jnuka JBa WiIaHA €A MPOW3BOJHHO BEIUKUM HHIEKCHMAa HE MOKe
OUTU 1IPOU3BOJ/HHO MaJIA.

Teopema 36. (Komujes kpurepujyMm kKouBepreHmuje Hu30Ba) Hus (T,)neny Koneepzupa
axo u camo axo je Kowujes.

okas.

= : Heka je ¢ > 0 mpousBosbHO. KaKo je HU3 KOHBepreHTaH OHJA hie MOCTOjaTH
[

ng € N taxBo ga je |z, — 2| < § 3a cBe n > ng. Tama je 3a ce m,n > ng
3a710B0OJbeHa caeselia HejegHaKOCT

e €
|xm—xn|:\xm—xoo+xoo—xn|g]xm—xoo]+|xn—xoo\<§+§:€,
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OJIHOCHO HU3 (T, )nen je Komujes.

< : Heka je caga (z,)neny Kommjes Hus, ognocHo Heka Baxku (3). 3a & = %
onabepemo ng € N Tako 1a Bayku

| T — x| < 5

3a ¢Be M, N > Ng. AKO y3MeM0O m = ny BIIAMO Ja 33 CBe 1 > Ny BaXKH —%—i—xno <
Ty < T, + % na je uu3 (r,) orpannden. Ha ocmoBy Bosnmamno-Bajeprrpacose
TeopeMe OTPaHUYeH HU3 (X, ) IMa TAYKy HATOMHUJIaBamba. Heka je (2, )ren MOTHES
KOjH KOHBEPIHpPa Ka BPEJIHOCTH T .

[Tokazahemo ma 1meo HEU3 KOHBEPrupa Ka TOj 'PAHUYHOj] BPEJIHOCTH To. Heka
je € > 0 npoussospHo. Kaxko je uu3 (x,),eny Kommjes mocrojahe meko ny € N

TAaKBO /I3 je

€
| T — x| < =

2
3a cBe m,n > ny. lonsuus (z,, )ren KoHBeprupa ma he mocrojatu ng, € N Takso
Ja je
€
|xnk x00| < 5

3a CBe Ny > Ny,. Jedununmemo
nog = max{n, ng, }

U HeKa je n > ng TMpon3BosbHO. Kako je (ng)ren crTporo pactyhm uus onga he
OCTOjaTH HEKH IPUPOAaH Opoj ng Koju je Behu ox n. 3a Tako ogabpaHo Ny BaxKu
HejeTHAKOCT

|xn_x00| - |$n — Ty, +xnk _x<>0| < |'rn_’rnk| + |x00 _’rnk| <ég,

upu gemy je |z, — x,, | Mame ox § 360r Kommujesocru Husa jep 3a HHIEKCE BaXKU
ng >n >ng > ny. ok je pasmmka [T, — Ty, | Malba 071 § Ha OCHOBY KOHBEpTeH-
Hje HOoMHU3a. 3aKbydyjeMo Ja HUu3 (T, ),en KOHBEPIHPA KA Too. O

Osa Teopema HaM jiaje jOIII jeJlaH HAYKH J1a 3aK/by 1Mo Ja Hu3 (—1)" He KoHBeprupa jep cMo eh
pexJin jia Hu3 HHuje Korrmjes.

[Tpumernvo ga y Kommujesom kpurepujymy Koupeprerimje (3) me dburypuine cama rpaHHYHA
BPEHOCT, OJJTHOCHO MU He 3HaMO Y€MY je jJeJIHAKO To, aJd 3HaMO Ja IOCTOjH.

IIpumep 37. a nu xkoHBeprupa Hus r, = 1 + % + % +...+ %, neN?
[Tokazaliemo 1a oBaj nu3 muje Kommujes ma camuMm tuM Hehe 6utn Hu KonBeprentan. Heka je n
IpOU3BO/baH Mpupoaan 6poj. Tamza je

i1 Lo, . +1 - 1+1+ +1 1
Top — Tp = - = et —=—> — 4+ —+ . — ==
2 i:n—i—ll n-+1 n-+2 2n gn 2n 2n 2

Vo
UMa YKYIHO N IJIaHOBA

Jlakie pa3iuka JIBa 4iIaHA Ca MPO3BOJHPHO BEJTUKUM MHIEKCHMAa He MOXKe OUTH Marba O] % (ma Hu
IPOM3BOJbHO MaJsia) U Hu3 Huje Komujes ma Huje HU KOHBEPTeHTAH. i



