
NEDE�A 1

Zasniva�e realnih brojeva

Ci	 ove lekcije jeste da formalno zasnujemo po	e realnih brojeva R. R nam je poznat
kao skup brojeva qije elemente mo�emo da sabiramo i mno�imo, odnosno znamo qemu je jednako
1
2
+5, (−3

4
) · 17. Tako�e smo mogli pribli�no da odredimo qemu je jednako

√
3 ≈ 1, 73205080757

dok je poznato da je taj broj rexe�e jednaqine x2 = 3. Ali da bismo formalno zasnovali ovo
po	e moramo skup R da obogatimo dodatnim strukturama.

Pretpostavi�emo da je qitaocu poznat skup prirodnih brojeva N qije elemente oznaqavamo
sa 1, 2, 3, ...

N := {1, 2, 3, 4, ...},
kao i da su mu poznate operacije sabira�a i mno�e�a na ovom skupu. Znamo da va�e jednakosti

1 + 2 = 3 = 2 + 1, 7 · 5 = 35 = 5 · 7.
One oslikavaju komutativnost sabira�a i mno�e�a, odnosno da nije va�an redosled ko-
jim sabiramo i mno�imo dva prirodna broja. Pored toga, poznato je da grupisa�e sabiraka
i mno�ioca ne me�a rezultat sabira�a, odnosno mno�e�a. Ova svojstva nazivaju se aso-

cijativnost sabira�a i asocijativnost mno�e�a. Sva prethodna svojstva odnosila su se
pojedinaqne operacije. Jednakost

8 · (4 + 5) = 72 = 8 · 4 + 8 · 5
specijalan je sluqaj svojstva distributivnosti mno�e�a prema sabira�u.

Opisane osobine operacija na skupu prirodnih brojeva mo�emo da zapixemo kao opxta
svojstva na slede�i naqin:

• m+ n = n+m (komutativnost sabira�a),
• m · n = n ·m (komutativnost mno�e�a),
• m+ (n+ v) = (m+ n) + v (asocijativnost sabira�a),
• m · (n · v) = (m · n) · v (asocijativnost mno�e�a),
• m · (n+ v) = m · n+m · v (distributivnost mno�e�a prema sabira�u),

pri qemu svaki iskaz va�i za sve prirodne brojeve m,n, v.
Postupak zapisiva�a prirodnih brojeva u niz se ne zavrxava u konaqnom broju koraka,

odnosno ne mo�emo do�i do kraja ovog postupka 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, .... Ako pretpostavimo da
smo u nekom konaqnom koraku zapisali sve prirodne brojeve, u koraku n = 14568930293 na
primer, dodava�em jedinice na ovaj broj dobijamo prirodan broj n+1 = 14568930294 koji nije
zapisan u prethodnim koracima. Na taj naqin mo�emo da zak	uqimo da postoji beskonaqno
mnogo prirodnih brojeva. Ova ideja prelaska sa n na n + 1 krije se u principu matematiqke
indukcije, jednom od osnovnih svojstava skupa prirodnih brojeva.
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2 1. Realni brojevi

PRINCIP MATEMATIQKE INDUKCIJE:
Neka je P (n) iskaz koji zavisi od prirodnog broja n. Ako va�i

P (1) ∧ (∀n ∈ N)P (n)⇒ P (n+ 1)

tada je iskaz P (n) taqan za sve prirodne brojeve.

Zadatak 1. Pokazati, koriste�i matematiqku indukciju, da su zadovo	eni slede�i iden-
titeti

• 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2

,∀n ∈ N,
• 1 + q + q2 + ...+ qn = 1−qn+1

1−q ,∀n ∈ N, q ∈ R \ {1},
• 12 + 22 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6
,∀n ∈ N,

• (1 + p)n ≥ 1 + np,∀n ∈ N, p > −1,
• (a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk,∀n ∈ N, a, b ∈ R.

Posled�i identitet se naziva binomnom formulom a izrazi oblika
(
n
k

)
nazivaju se

binomnim koeficijentima. Definixu se na slede�i naqin(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
,

za prirodne brojeve n i k za koje va�i k ≤ n.

Rexe�e. Pokaza�emo prvi identitet i time objasniti kako se matematiqka indukcija koristi
u dokaziva�u identiteta koji zavise od prirodnih brojeva. Dakle, ci	 nam je da poka�emo da
jednakost

1 + 2 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
(1)

va�i za svaki prirodan broj n. Prvo proveravamo da li jednakost va�i za n = 1. Ovaj korak
u dokaziva�u se naziva bazom matematiqke indukcije. Leva i desna strana jednakosti (1) za
n = 1 daju identitet

1 =
1 · 2
2

koji je taqan. Time smo pokazali bazu matematiqke indukcije.
Slede�i deo dokaza naziva se korakom matematiqke indukcije. U ovom koraku pokazu-

jemo da va�i jednakost (1) za n + 1 ako znamo da ta jednakost va�i za n. Drugim reqima,

pretpostav	amo da va�i 1 + 2 + ... + n = n(n+1)
2

(i ta pretpostavka se naziva indukcijskom

hipotezom) i �elimo da poka�emo da va�i 1 + 2 + ... + n + (n + 1) = (n+1)(n+2)
2

. Polazimo od
leve strane posled�e jednakosti i iskoristimo indukcijsku hipotezu

1 + 2 + ...+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

=
n(n+ 1)

2
+

2(n+ 1)

2
=

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Time smo dobili jednakost koju je trebalo pokazati. X

Skupu prirodnih brojeva �emo pridru�ivati element 0 (nula) a proxireni skup �emo oz-
naqiti sa N0 := N ∪ {0}. Ci	 nam je da sabiramo i mno�imo elemente skupa N0 pa definixemo
sabira�e i mno�e�e nulom na slede�i naqin

m+ 0 = 0 +m = m,∀m ∈ N0,

m · 0 = 0 ·m = 0,∀m ∈ N0.
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Kod binomne formule prime�ujemo potrebu da definixemo qemu je jednak faktorijel nule,
odnosno 0!. Po definiciji uzimamo da je 0! := 1.

Od ranije tako�e znamo da mo�emo da upore�ujemo prirodne brojeve, znamo da je broj 1 ma�i
od broja 2, broj 2 ma�i od broja 3, odnosno da je svaki broj ma�i od svog sledbenika i ve�i od
svog prethodnika. Znamo i da je broj 6 ma�i od broja 174 (ova nejednakost sledi iz opxtijeg
svojstva tranzitivnosti relacije). Intuitivan pojam upore�iva�a dva prirodna broja vodi�e
nas do opxtijeg pojma relacije ≤ na celom skupu realnih brojeva.

Znamo da je 2+7 = 9 a ovu jednakost mo�emo da interpetiramo i kao qi�enicu da jednaqina
x+ 7 = 9 ima rexe�e po x u skupu N i to rexe�e je x = 2. Ako malo zakomplikujemo stvar pa
posmatramo jednaqinu x+9 = 7 znamo da ona nema rexe�e u skupu prirodnih brojeva. Potreba
da rexavamo jednaqine ovog oblika bio je jedan od razloga da proxirimo skup prirodnih
brojeva do skupa celih brojeva koji oznaqavamo sa Z a �egove elemente sa

Z := −N ∪ {0} ∪ N = {...− 5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7...}.
Sabira�e i mno�e�e mo�emo da proxirimo i na skup celih brojeva (pojam proxirimo znaqi
da definixemo zbir dva elementa iz skupa Z tako da kada specijalno sabiramo dva elementa
iz N rezultat bude jednak onome xto znamo od ranije).

Rexava�e jednaqina u kojima se pojav	uje operacija mno�e�a dovela je do potrebe da
proxirimo skup celih brojeva. Jednaqina (−6) · x = 3 nema rexe�a u skupu celih brojeva,
odnosno ni jedan ceo broj x ne zadovo	ava gor�u jednaqinu. Proxiriva�e skupa celih bro-
jeva do skupa racionalnih brojeva Q omogu�ilo nam je rexava�e i jednaqina ovog oblika.
Neformalno reqeno skup racionalnih brojeva jednak je skupu razlomaka, odnosno

Q :=

{
m

n

∣∣∣∣m ∈ Z, n ∈ N
}
.

Posmatraju�i brojevnu pravu racionalnim brojevima mo�emo da damo i geometrijsku in-
terpretaciju. Na pravoj �emo izdvojiti dve taqke koje �emo oznaqiti brojevima 0 i 1 (videti
Sliku 1). Na taj naqin du�ina segmenta izme�u 0 i 1 postaje naxa jedinica du�ine.

0 1

Slika 1. Brojevna prava sa oznaqenim taqkama 0 i 1

Ako se koracima jediniqne du�ine kre�emo desno od taqke 1 dodajemo prirodne brojeve 2, 3,
4, ... Kre�u�i se levo od taqke koja je oznaqena brojem 0 na brojevnu pravu dodajemo negativne
cele brojeve kao xto je prikazano na Slici 2.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

Slika 2. Brojevna prava

Podelimo svaki segment du�ine 1 na n jednakih delova. Taqke u ovoj podeli odgovaraju
racionalnim brojevima qiji je imenilac jednak broju n (videti Sliku 3 za n = 4).

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

4
4

1
4
2
4
3
4

0
4

−3
4

Slika 3. Brojevna prava sa oznaqenim racionalnim taqkama

Opisani postupak sada uradimo za sve prirodne brojeve n. Na taj naqin svakom racionalnom
broju pridru�ujemo taqku na brojevnoj pravoj. Pove�ava�em broja n pove�ava se broj podeonih
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taqaka na svakom segmentu i one postaju gux�e raspore�ene. Ipak, ne odgovara svakoj taqki sa
brojevne prave neki racionalan broj. Nacrtajmo iznad brojevne prave jednokraki pravougli
trougao qija je kateta jednaka mernoj jedinici 1. Trougao je postav	en tako da se �egova
hipotenuza nalazi na brojevnoj pravoj (polo�aj trougla je prikazan na Slici 4). Kako se

0 1

A

B

Slika 4. Pravougli trougao iznad brojevne prave

taqka B nalazi sa desne strane taqke 0 koordinatu taqke B na ovoj brojevnoj pravoj mo�emo
da vidimo i kao �eno rastoja�e od taqke 0. To rastoja�e je zapravo du�ina hipotenuze ovog
pravouglog trougla. Pitagorina teorema nam ka�e da je kvadrat du�ine ove hipotenuze jednak
zbiru kvadrata du�ina kateta, odnosno 12 + 12 = 2. Nakon slede�eg zadatka �e biti jasno da
koordinata taqke B, odnosno du�ina hipotenuze, ne mo�e biti ni jedan racionalan broj.

Zadatak 2. Pokazati da je kvadrat racionalnog broja uvek razliqit od broja 2.
Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, postoji racionalan broj x = p

q
∈ Q takav da va�i x2 = 2.

Pretpostavimo da su p i q pozitivni celi brojevi koji su pri tome uzajamno prosti (p, q) = 1,
odnosno nemaju zajedniqkih delite	a. Tada je(

p

q

)2

= 2,

p2 = 2q2.

Odavde mo�emo da zak	uqimo da je broj p2 paran odnosno da 2|p2. Tada je i sam broj p paran
(jer ako bi on bio neparan onda bi i p2 bio neparan) pa je oblika p = 2p1 za neki prirodan
broj p1. Kada sve to vratimo u jednakost p

2 = 2q2 dobijamo

4p21 = 2q2.

De	e�em leve i desne strane posled�e jednakosti brojem 2 dolazimo do

2p21 = q2.

To znaqi da je broj q2 paran, pa je time i broj q paran. Zak	uqak je da 2|p i 2|q xto nas je
dovelo do kontradikcije jer su brojevi p i q uzajamno prosti a naxli smo �ihovog zajedniqkog
delite	a, broj 2. Zak	uqak je da naxa pretpostavka ne va�i, odnosno ne postoji racionalan
broj qiji je kvadrat jednak broju 2. X

Opisana konstrukcija sa pravouglim trouglom nam pokazuje da na brojevnoj pravoj postoje
taqke kojima ne mo�emo da dodelimo racionalne koordinate, odnosno da nije cela brojevna
prava sastav	ena od racionalnih taqaka, Taqke koje se nalaze izme�u racionalnih taqaka
odgovaraju iracionalnim brojevima. Dodava�em iracionalnih brojeva na skup racionalnih
brojeva dolazimo do skupa realnih brojeva R. Kao xto smo operacije sabira�a i mno�e�a
proxirivali sa skupa N na skup N 0 pa onda i na Z to isto mo�emo da uradimo i sa relacijom
≤. Ako na gore opisani naqin svaku taqku na brojevnoj pravoj poistovetimo sa elementom
skupa R onda mo�emo da ka�emo da je realan broj r ma�i od realnog broja s ako se nalazi sa
�egove leve strane na pravoj. U tom sluqaju pixemo r ≤ s. Ka�emo da je r < s (i qitamo r je
strogo ma�e od s) ako va�i da je r ≤ s i r 6= s. Svi elementi (odnosno brojevi) koji se nalaze
izme�u r i s qine interval sa krajevima r i s. Intervale izdvajamo slede�om definicijom.
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Definicija 3. Intervali u R su skupovi slede�eg oblika

• otvoren interval (r, s) = {x ∈ R | r < x < s},
• zatvoren interval [r, s] = {x ∈ R | r ≤ x ≤ s},
• poluotvoreni intervali [r, s) = {x ∈ R | r ≤ x < s}, (r, s] = {x ∈ R | r < x ≤ s}.

♦

Taqka B sa brojevne prave nije jedina taqka sa iracionalnim koordinatama, takvih taqaka
ima beskonaqno. Pored toga i racionalnih brojeva ,,ima mnogo" u skupu R, odnosno ako
uzmemo dva proizvo	na realna broja r1, r2 ∈ R takva da va�i r1 < r2 tada mo�emo na�i
neki racionalan broj q = m

n
izme�u �ih, r1 < q < r2. Ovo svojstvo se naziva gustinom skupa

Q u skupu R. Ideja dokaza je da pove�ava�em imenioca n u broju q dobijamo sve sitniju podelu
brojevne prave. Ako je podela dovo	no sitna sigurno �e neki racionalan broj iz te podele da
se na�e u intervalu (r1, r2). To znaqi da i u okolini nule postoji beskonaqno mnogo racional-
nih brojeva. Odnosno, ako uzmemo neki mali broj ε (male veliqine �emo obiqno oznaqavati sa
ε) tada mo�emo da na�emo racionalan broj izme�u nule i ε. Koliko god da sma�ujemo ε uvek
mo�emo da na�emo jox ma�i racionalan broj.

Ove osobine povezuje Arhimedova aksioma.

ARHIMEDOVA AKSIOMA

(∀ a > 0)(∀ b)(∃ n ∈ N) n · a > b.

Aksioma ka�e da koliko god bio veliki broj b ako dovo	an broj puta saberemo broj a sa
samim sobom onda �emo u nekom trenutku preskoqiti broj b (videti Sliku 5).

x0 a 2a 3a 4a . . . (n− 1)a na(n− 1)a

b

Slika 5. Za neki prirodan broj n vrednost n · a bi�e ve�a od broja b

Nakon xto smo razumeli potrebu za uvo�e�em iracionalnih brojeva mo�emo da objasnimo
i �ihovu geometrijsku interpretaciju.

Posmatrajmo slede�e zatvorene intervale na realnoj pravoj

I1 = [1, 3], I2 =

[
4

3
,
8

5

]
, I3 =

[
7

5
,
13

9

]
, I4 =

[
24

17
,
44

31

]
, I5 =

[
41

29
,
75

53

]
, ...

koji su prikazani na Slici 6.
Nabrojani intervali su deo niza intervala oblika In = [an, bn] pri qemu je

an+1 =
2an + 2

an + 2
, bn+1 =

2bn + 2

bn + 2
, (2)

i a1 = 1, b1 = 3. Mo�emo da primetimo da je svaki naredni interval sadr�an u slede�em
intervalu, In ⊆ In+1, i da se �ihova xirina sma�uje i postaje proizvo	no mala kako raste
indeks n. Sa slike mo�e da se uoqi (a kasnije i raqunski poka�e) da se samo iracionalan broj√
2 nalazi u svim ovim intervalima. Ovaj zak	uqak, koji je nama geometrijski jasan, mo�e i

da se postulira kao pravilo koje uvek va�i. Pre nego to iska�emo kao aksiomu potrebna nam
je slede�a definicija.

Definicija 4. Neka je dat niz nepraznih zatvorenih intervala In = [an, bn], n ∈ N. Ovaj
niz nazivamo nizom umetnutih intervala ako va�i

In+1 ⊆ In,

za svako n ∈ N. ♦
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0 I1

0 I2

0 I3

0 I4

0 I5

0

0

0
·
·
·

0
√
2

Slika 6. Niz zatvorenih intervala koji okru�uju iracionalan broj
√
2

Presek jedne ovakve besokonaqne familije skupova definixe se kao i konaqan presek⋂
n∈N

In = {x ∈ R | (∀ n ∈ N) x ∈ In}.

(KAN) KANTOROVA AKSIOMA
Svaki niz zatvorenih umetnutih intervala ima neprazan presek.

1. Po	e realnih brojeva

Sada �emo intuitivnu sliku iz uvodnog dela ove glave formalizovati u ci	u zasniva�a
po	a realnih brojeva.

Definicija 5. Ure�ena xestorka (R,+, ·,≤, 0, 1) koja zadovo	ava slede�e aksiome
(A1) (x+ y) + z = x+ (y + z) (asocijativnost sabira�a)
(A2) x+ 0 = 0 + x = x (element 0 je neutral za sabira�e)
(A3) (∀ x)(∃ y) x + y = y + x = 0 (postoja�e inverznog elementa za sabira�e, inverz od x

oznaqavamo sa −x)
(A4) x+ y = y + x (komutativnost sabira�a)
(A5) (x · y) · z = x · (y · z) (asocijativnost mno�e�a)
(A6) x · 1 = 1 · x = x (element 1 je neutral za mno�e�e)
(A7) x · (y + z) = x · y + x · z, (x+ y) · z = x · z + y · z (distributivnost mno�e�a u odnosu na

sabira�e)
(A8) x · y = y · x (komutativnost mno�e�a)
(A9) (∀ x 6= 0)(∃ y) x · y = y · x = 1 (svaki element razliqit od nule ima inverz u odnosu na

mno�e�e, taj inverz oznaqavamo sa x−1)
(A10) 0 6= 1 (netrivijalnost)
(A11) x ≤ x
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(A12) x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z
(A13) x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y
(A14) x ≤ y ∨ y ≤ x
(A15) x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z
(A16) x ≥ 0 ∧ y ≥ 0⇒ x · y ≥ 0
(ARH)
(KAN)

naziva se po	em realnih brojeva. ♦

Navedene aksiome su zanim	ive i pojedinaqno, ne samo kao celina. One karakterixu razne
strukture koje smo ve� imali prilike da upoznamo. Ako na nekom skupu G postoje sabira�e
(odnosno operacija +) i istaknuti element 0 takvi da trojka (G,+, 0) zadovo	ava aksiome
(A1), (A2) i (A3) onda se ta struktura naziva grupom. Ako dodatno va�i i (A4) onda se ta
struktura naziva komutativnom ili Abelovom grupom. Skup E na kome postoje operacije + i
· i istaknuti elementi 0 i 1 takvi da va�e aksiome (A1)-(A8) i (A10) naziva se komutativnim
prstenom sa jedinicom. Ako va�i i aksioma (A9) onda ka�emo da je (E,+, ·, 0, 1) po	e.

Skup Q zadovo	ava aksiome (A1)-(A16) pa ima strukturu po	a. U �emu va�i i Arhimedova
aksioma. Ono u qemu se Q i R razlikuju jeste xto u po	u Q ne va�i Kantorova aksioma. To
se jednostavno vidi posmatra�em intervala In ∩ Q gde su In intervali konstruisani u (2) i
prikazani na Slici 6.

Nakon uvo�e�a po	a realnih brojeva i opisa svojstava operacija +, · i relacije ≤ mo�emo
da poka�emo Bernulijevu nejednakost. Dokaz tvr�e�a nam pokazuje da matematiqku indukciju
mo�emo da iskoristimo i pri dokaziva�u nejednakosti.

Tvr�e�e 6. (Bernulijeva nejednakost) Za sve prirodne brojeve n i realne brojeve α >
−1 va�i slede�a nejednakost:

(1 + α)n ≥ 1 + nα.

Dokaz. Za n = 1 nejednakost trivijalno va�i jer se svodi na tvr�e�e

(1 + α)1 ≥ 1 + 1 · α.
Time smo pokazali bazu indukcije.

Korak indukcije nam ka�e da proverimo da li va�i (1+α)n+1 ≥ 1+(n+1)α ako znamo da
nejednost va�i za prirodan broj n. Krenimo od nejednakosti koja va�i i pomno�imo levu
i desnu stranu te nejednakosti pozitivnim brojem 1 + α

(1 + α)n ≥ 1 + nα
/
· (1 + α).

Dobijemo nejednakost

(1 + α)n+1 ≥ (1 + nα)(1 + α) = 1 + (n+ 1)α + nα2 ≥ 1 + (n+ 1)α,

qime smo pokazali i indukcijski korak. �

2. Supremum i infimum skupova u R

Posmatra�em relacije ≤ na skupu realnih brojeva mo�emo da zak	uqimo da je ona reflek-
sivna, tranzitivna i antisimetriqna, xto sledi iz aksioma (A11), (A12) i (A13). Za takve
skupove ka�emo da su ure�eni. U ovom poglav	u �emo definisati pojmove supremuma i in-
fimuma podskupova skupa realnih brojeva i objasniti za koju klasu podskupova postoje ovi
pojmovi.
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Definicija 7. Neka je S ⊆ R. Ka�emo da je x ∈ R majoranta (ili gor�e ograniqe�e)
skupa S ako va�i

(∀ s ∈ S) s ≤ x.

Skup gor�ih ograniqe�a skupa S oznaqavamo sa S≤. Ka�emo da je skup S ograniqen odozgo

ako va�i S≤ 6= ∅ (odnosno ako S ima bar jedno gor�e ograniqe�e). Ka�emo da je x maksimum

skupa S ako va�i x ∈ S≤ i x ∈ S. Tada pixemo
x = maxS.

Ka�emo da je a ∈ R minoranta (ili do�e ograniqe�e) skupa S ako va�i

(∀ s ∈ S) a ≤ s.

Skup do�ih ograniqe�a skupa S oznaqavamo sa S≥. Ka�emo da je skup S ograniqen odozdo ako
va�i S≥ 6= ∅ (odnosno ako S ima bar jedno do�e ograniqe�e). Ka�emo da je a minimum skupa

S ako va�i a ∈ S≥ i a ∈ S. Tada pixemo
a = minS.

♦

Primetimo da se maksimum skupa S, ako postoji, nalazi u preseku skupova S i S≤. Sliqno,
ako postoji minimum onda va�i minS ∈ S ∩ S≥. Sa druge strane gor�e i do�e ograniqe�e
skupa ne moraju biti elementi samog skupa.

Ako je nax skup S konaqan i oblika S = {s1, s2, ..., sk} tada �emo �egov maksimum zapisivati
i u obliku max{s1, s2, ..., sk}, odnosno to �e biti najve�i od navedenih k brojeva.

Primer 8. Posmatrajmo S1 = [0, 2] ⊆ R i S2 = (0, 2) ⊆ R. Tada je S≤1 = [2,+∞), S≥1 =
(−∞, 0], maxS1 = 2 i minS1 = 0. Skup S2 ima ista gor�a i do�a ograniqe�a kao skup S1,
S≤2 = [2,+∞) i S≥2 = (−∞, 0] ali skup S2 nema maksimum i minimum. Nepostoja�e ovih
elemenata sledi iz qi�enica da je S2 ∩ S≤2 = ∅ i S2 ∩ S≥2 = ∅. ]

U prethodnom primeru su skupovi S1 i S2 razliqiti ali imaju osobinu da qim se krene
levo od broja 2 (koliko god bio mali nax korak) nailazimo na elemente naxih skupova, dok sa
desne strane broja 2 ne postoji ni jedan element tih skupova. Sliqno za broj 0, desno od nule
imamo elemente skupova dok ih nema sa leve strane nule. Takve elemente izdvajamo slede�om
definicijom.

Definicija 9. Neka je S ⊆ R. Supremum skupa S je, ako postoji, najma�e gor�e ograniqe�e
skupa S. Supremum skupa oznaqava se sa

supS := minS≤.

Infimum skupa S je, ako postoji, najve�e do�e ograniqe�e skupa S. Infimum skupa oznaqava
se sa

inf S := maxS≥.

♦

Primetimo da ako supS ∈ S onda je to i �egov maksimum (ako skup S ima maksimum tada
ima i supremum). Sliqno, ako inf S ∈ S onda je to i �egov minimum.

Primer 10. Za skup S = (5, 7] va�i S≤ = [7,+∞), S≥ = (−∞, 5] pa postoje i supremum i
infimum skupa, supS = 7 i inf S = 5. ]

Primer 11. Posmatramo skup S = [0,+∞). Ako uzmemo bilo koji realan broj x tada
je broj max{0, x + 1} element skupa S koji je ve�i od x xto znaqi da x ne mo�e biti gor�e
ograniqe�e skupa S. Zak	uqujemo da je S≤ = ∅ pa supremum skupa S ne postoji. Sliqno, skup
T = (−∞,−3) nije ograniqen sa do�e strane pa ovaj skup nema infimum. ]

Zadatak 12. Na�i supremume i infimume slede�ih skupova:
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• S1 = (5, 7),
• S2 = [5, 7),
• S3 = [5, 7],
• S4 = [0,

√
2] ∩Q = {r ∈ Q | r ≥ 0, r2 ≤ 2},

• S5 =
{

1
m
| m ∈ N

}
,

• S6 =
{
5− 1

m
| m ∈ N

}
,

• S7 =
{

n
m
| n,m ∈ N, n < m

}
.

Ostav	amo qitaocu da poka�e u slede�e karakterizacije supremuma i infimuma.

Zadatak 13. Neka je S ⊆ R. Tada va�i

M = supS ⇔
{

(∀ s ∈ S) s ≤M
(∀ ε > 0)(∃ s0 ∈ S)M − ε < s0,

m = inf S ⇔
{

(∀ s ∈ S) m ≤ s
(∀ ε > 0)(∃ s0 ∈ S) s0 < m+ ε.

U Primeru 11 smo videli da postoji podskup skupa realnih brojeva koji nema supremum.
Klasu skupova za koju znamo da imaju supremum izdvajamo slede�om aksiomom.

(SUP) AKSIOMA SUPREMUMA
Svaki neprazan, odozgo ograniqen podskup ima supremum.

U po	u realnih brojeva �e va�iti aksioma supremuma.

Teorema 14. Svaki neprazan i odozgo ograniqen podskup skupa realnih brojeva ima supre-

mum.

Dokaz ovog tvr�e�a �emo ostaviti qitaocu kao zadatak sa izdvojenim koracima.

Zadatak 15. Neka je S ⊆ R neprazan i odozgo ograniqen skup. Oznaqimo sa s element
skupa S, za koji znamo da postoji, a sa x jedno �egovo gor�e ograniqe�e.

• Pokazati da postoji prirodan broj k takav da je s+ k
22
gor�e ograniqe�e skupa S.

• Posmatrajmo niz brojeva an i bn definisan na slede�i naqin: a1 := s, b1 := x. Svaki
slede�i element se definixe kao bn := s + mn

2n
gde je mn najma�i prirodan broj k

za koji va�i da je s + k
2n

gor�e ograniqe�e skupa S; an := s + mn−1
2n

. Pokazati da je
[an, bn] ∩ S 6= ∅.
• Pokazati je [an, bn], n ∈ N , niz umetnutih intervala.
• Pokazati da se u preseku

⋂
n∈N [an, bn] nalazi taqno jedan element s0.

• Pokazati da je s0 supremum skupa S.

Prolaze�i kroz ovaj zadatak pokazali smo da iz Arhimedove aksiome (ARH) i Kantorove
aksiome (KAN) sledi Aksioma supremuma (SUP). Va�i�e i obrnuto, iz Aksiome supremuma
slede Arhimedova i Kantorova aksioma. To znaqi da smo u aksiomatskom zasniva�u po	a
realnih brojeva u Definiciji 5 mogli da ka�emo da je to struktura koja zadovo	ava (A1)-
(A16), (SUP).

Svojstvo analogno Aksiomi supremuma va�i i za infimum.

Teorema 16. Svaki neprazan i odozdo ograniqen podskup T ⊆ R ima infimum u R.

Sada mo�emo formalno da definixemo broj e koji nam je od ranije poznat samo kao broj
sa puno decimala qija je pribli�na vrednost

e ≈ 2.71828.

Neka je
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E =

{(
1 +

1

n

)n ∣∣∣∣ n ∈ N
}
⊆ R.

Skup E je neprazan jer 2 ∈ E i ograniqen je odozgo brojem 3 jer za proizvo	no n ∈ N va�i(
1 +

1

n

)n

= 1 +
n∑

k=1

(
n

k

)
1

nk
= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

n∑
k=2

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk

1

k!

≤ 1 + 1 +
n∑

k=2

1

k(k − 1)

= 2 +
n∑

k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
= 2 + 1− 1

n
< 3.

U prvoj jednakosti smo iskoristili binomnu formulu dok prva nejednakost sledi iz

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
≤ 1 i k! ≥ k(k − 1).

Aksioma supremuma nam ka�e da skup E ima supremum u skupu realnih brojeva. �egov supre-
mum je Ojlerov broj

e := supE.

Ovaj broj je iracionalan i transcedentan1.
Poznava�e pojma supremuma omogu�ava nam da formalno definixemo qemu je jednako 2

1
5

ili 2
√
3. Do sada smo, kao i za broj e, ovo mogli da razumemo samo kao pribli�nu vrednost

koju raqunamo na digitronu

2
√
3 ≈ 21.7320508 ≈ 3.321997.

Mi znamo da stepenujemo prirodnim brojem bilo koji realan broj, na primer

25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2.
Broj 2

1
5 mo�emo da definixemo kao jedinstveno pozitivno rexe�e jednaqine x5 = 2 ali

postav	a se pita�e zaxto ovakvo rexe�e postoji. Do odgovora na to pita�e dolazimo pomo�u
supremuma odgovaraju�eg skupa.

Uopxteno, neka je a > 0 proizvo	an realan broj i n proizvo	an prirodan broj. Ho�emo da
definixemo n

√
a odnosno a

1
n . Posmatramo skup

A = {x | x ≥ 0, xn ≤ a} ⊆ R.

Ovaj skup je neprazan jer 0 ∈ A i ograniqen je odozgo brojem max{1, a}. Ako je a ≥ 1 tada
a ∈ A≤ a ako je a < 1 tada 1 ∈ A≤. Iz aksiome supremuma sledi da postoji supremum skupa A
i taj supremum �e biti

n
√
a := supA.

Slede�i zadatak nam ka�e da �e n
√
a (pojam koji je definisan kao supremum skupa) zaista

biti rexe�e jednaqine xn = a.

Zadatak 17. Pokazati da va�i ( n
√
a)n = a.

Sada znamo da stepenujemo pozitivne realne brojeve bilo kojim racionalnih brojem

a
p
q =

(
a

1
q

)p
,

1Broj je transcedentan ako nije nula ni jednog polinoma sa celobrojnim koeficijentima.
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pri qemu je xp = (x−1)|p| ako je p negativan ceo broj. Preostalo nam je jox da formalno
definixemo stepenova�e iracionalnim brojem. Ideja je sliqna kao kad smo stepenovali sa
1
n
, posmatra se supremum odgovaraju�eg skupa. Na primer, definicija broja 2

√
3 bi bila

2
√
3 = sup{2r | r ∈ Q, r <

√
3}.

3. Proxireni skup realnih brojeva

Proxire�e skupa R je skup

R := R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.

Ho�emo da proxirimo operacije a i ure�e�e na R. Relacija ≤ i da	e ostaje relacija totalnog
poretka na R pri qemu postuliramo da va�i

−∞ < x < +∞
za svako x ∈ R. Operacije proxirujemo po slede�im pravilima

(1) x+ (+∞) = +∞ za svako −∞ < x ≤ +∞,
(2) x+ (−∞) = −∞ za svako −∞ ≤ x < +∞,
(3) x

+∞ = x
−∞ = 0 za svako x ∈ R,

(4) x · (±∞) = ±∞ za svako 0 < x ≤ +∞,
(5) x · (±∞) = ∓∞ za svako −∞ ≤ x < 0.

Izrazi oblika 0 · (±∞), 0
0
, 1

0
, (+∞) − (+∞), +∞ + (−∞), ±∞±∞ ,... ostaju neodre�eni pa R

nema strukturu po	a kao R. Neodre�enost ovih oblika bi�e malo jasnija posle definisa�a
pojma limesa funkcija.

Primetimo da proxiriva�em skupa realnih brojeva ima smisla definisati otvoreni in-
terval (r, s) ili poluotvoreni interval (r, s] i kada je �egov levi kraj r jednak vrednosti −∞,
ali i da	e intervali, definisani na ovaj naqin, ostaju podskupovi u R. Sliqno, mo�emo da
definixemo i intervale oblika (r,+∞) i [r,+∞). Ako u definiciji zatvorenog intervala
dopustimo da �egovi odgovaraju�i krajevi budu +∞ i −∞ onda skup R mo�emo da zapixemo
i kao [−∞,+∞].

Napomena 18. Interval I u skupu realnih brojeva mo�e da se karakterixe kao skup sa
slede�im svojstvom: Ako a, b ∈ I tada i svako c za koje je a < c < b va�i c ∈ I. �

4. Zadaci

Zadatak 19. Pokazati da za svaki prirodan broj n va�i 1√
1
+ 1√

2
+ . . .+ 1√

n
> 2(
√
n+ 1−1).

Zadatak 20. Pokazati da je niz intervala Un =
(
0, 1

n

)
⊆ R umetnut i da je �ihov presek

prazan skup. Ovaj zadatak pokazuje da pretpostavka o zatvorenosti intervala u Kantorovoj
aksioma ne mo�e da se oslabi.

Zadatak 21. Posmatrajmo niz zatvorenih umetnutih intervala

Jn =

[√
2− 1

n
,
√
2 +

1

n

]
∩Q ⊆ Q, n ∈ N.

Pokazati da je ovo niz zatvorenih umetnutih intervala qiji je presek prazan skup. Ovaj
zadatak nam pokazuje da u po	u racionalnih brojeva ne va�i Kantorova aksioma.

Zadatak 22. Pokazati da, ako postoji, maksimum skupa je jedinstven. Sliqno za minimum,
ako postoji minimum skupa onda je on jedinstven.
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Zadatak 23. Neka je S ⊆ R. Definixemo skup
−S := {−s | s ∈ S} ⊆ R.

Pokazati da va�i sup(−S) = − inf S i inf(−S) = − supS.


