HEJEJ/bA 1

3acHUBambe peajlHUX OpojeBa

Hum oBe Jieknuje jecte ja (opMaano 3acHyjeMo Iojbe peaanux OpojeBa R. R mam je mosmar
Kao ckyn OpojeBa dmje eJleMeHTe MOXKeMO J1a cabupaMoO U MHOXKHMO, OJTHOCHO 3HAMO YeMy je jeJIHaKO
% +5, (—%) -17. Taxolje cMO MOTIH MPHOIIZKHO 2 OIPEINMO deMy je jeaHako V3 & 1, 73205080757
JIOK je IO3HATO Ja je Taj 6poj pemteme jemuadune r? = 3. Aau na 6ucMo ¢popMaiHo 3aCHOBAIE OBO
moJbe MopaMo cKym R ma oboraTuMo ITOJTaTHUM CTPYKTYpaMa.

[IpermiocTaBuhemo fa je 9uTAOIy MO3HAT CKYT npupodnur bpojesa N duje eleMeHTe 0O3HATABAMO
cal, 2,3, ...

N:={1,2,3,4,..},
Kao0 U JIa Cy My [O3HATE Olepalinje cabupama 1 MHOYKEHha Ha OBOM CKYILY. 3HAMO /13 BazKe jeIHAKOCTH
1+42=3=2+41,7-5=35=5-T.

Ome ocaukaBajy xomymamuerocm cabupamba U MHOXKEIba, OJHOCHO Ja HHje BaykKaH PeJIocell KO-
juM cabupaMo W MHOXKHUMO JBa Ipupojana Opoja. [lopen Tora, mosuaro je jga rpynucame cabupaka
U MHOXKHUOIIA, He Memha Pe3yaTaT cabupama, OJHOCHO MHOXKema. (OBa €BOjCTBa Ha3UBajy Ce GCO-
yujamusrocm cabupama W acOlUjaTUBHOCT MHOXKerma. (CBa MperxojHa CBOjCTBA OJHOCHJIA CY CE
1oje/JiMHavYHe onepanuje. JeaHakoct

8- (44+5)=T72=8-4+8-5

CIelujaial je caydaj CBOjCTBa ducmpubdbymucHocmy MHOXKEba IIpeMa, cabUpaby.
Ommcane ocobuHe omepanyja Ha CKYIy TPUPOTHUX OpojeBa MOYKEMO Ja 3aIlWIIeMO Kao OIIITa
CBOjCTBa Ha cjaeaehn HAYUH:

e m+n=n+m (KOMyTaTUBHOCT cabupama),

m-n =mn-m (KOMyTaTUBHOCT MHOZXKeIba),

m+ (n+v) =(m+n)+v (aconumjaruBHoct cabupama),
m-(n-v)=(m-n) v (AcCONUjaTHBHOCT MHOKEHHA),
m-(n+v)=m-n+m-v (QECTPUOYTUBHOCT MHOKeA TpeMa cabupamy ),

IpU Y€MY CBaKU MUCKa3 BayKu 3a CBe NpupojHe bpojese m,n, v.

[TocTynak 3amucuBara MPUPOIHUX OpojeBa y HU3 Ce He 3aBpIlaBa y KOHAYHOM OpOjy Kopaka,
OJIHOCHO He MOxKeMO Jjohu 10 Kpaja oBor mocrynka 1,2,3,4,5,6,7,8,.... AKO IpeTmocraBuMO 13
CMO Yy HEKOM KOHAQUYHOM KOPaKy 3allucaJi cBe IpupojHe OpojeBe, y Kopaky n = 14568930293 na
IpHUMeEP, JI0JaBamkeM jeJuHuIle Ha 0Baj 6poj jJobujamo npupogan 6poj n+ 1 = 14568930294 koju Huje
3allCaH Yy MPeTXOJTHUM KoparuMma. Ha Taj HaumH MOKeMO 12 3aKJBYyUHMO /12 IMOCTOJH OECKOHATHO
MHOTO npupoauux Opojesa. OBa mueja upesacka ca n Ha N + 1 Kpuje ce y NPUHIUIY MaTEMATHIKE
UHJYKIIHje, jeJIHOM O/l OCHOBHUX CBOjCTaBa CKyHa IPUPOIHUX OPOjeBa.
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2 1. Peasnu OpojeBu

[TPUHIINIT MATEMATUYKE MHIYKIINJE:
Heka je P(n) mcka3 Koju 3aBucu oJ IpUPOTHOT Opoja n. AKO BayKu

P(1) A (¥n € N) P(n) = P(n +1)

Taja je ucka3z P(n) tagan 3a cBe upupouae 6pojese.

3amarak 1. [lokazaru, kopucrehu mMareMaTuIKy WHIAYKIU]Y, Ja CYy 3a/0BO/beHN cieehu mien-
TUTETH

° 1+2+...+n:@,VnEN,

e l4+g++..+¢" =L VneN,geR\ {1},
o 12422 4 . 4 p? = 2tDEHD fyp ¢ N,

e (1+p)">1+np,VYneN,p>—1,
e (a+b)"=3 (})a"**,Vn € N,a,b e R.

[Tocneamy HAEHTUTET Ce HA3UBA OUHOMHOM (POPMYAOM A& U3pA3U OOJIUKA, (Z) Ha3UBajy ce
buromrum xoepuvyujenmuma. Hedununry ce Ha caemehn HaunH

(+)

3a npupoaHe OpojeBe n U k 3a Koje Baxku k < n.

Pewerve. [lokazahemo npBu ujeHTUTET U THME 00jaCHUTH KAKO C€ MATEMATUYKA WH/IYKIH]ja KOPUCTH
y JOKa3WBamwy WJAEHTHTETa KOJU 3aBHCe OJ] MPUPOIHUX OpojeBa. Jlakie, /b HAM je /1a MOKarXKeMo Ja
jeaHaKOCT

n(n+1) )
EE @
BaykKW 33 CBaku npupojan 6poj n. [IpBo mposepaBaMo ja i jeqHakocT Baxku 3a n = 1. OBaj kopax
y JIOKa3uBamy ce Has3uBa 6a3om mamemamuske unoykyuje. Jlepa u necHa crpana jeanakoctu (1) 3a
n = 1 majy uaeHTuTeT

1424+ ... +n=

1-2
1l=—
2
Koju je Tauan. Tume cMo mokazaan 6a3y MaTeMaTHUKe UHIYKIIH]jE.
Cutesiehu j1eo JloKaza Ha3uBa ce KOpakom mamemamuyke undykuyuje. Y OBOM KOPaKy IHOKa3y-
jemo nma Baxkm jemnakoct (1) 3a m + 1 ako 3HAMO Ja Ta jeJHAKOCT Bazku 3a n. JIpyrum pedmma,

1 .
IPeTIoCTaB/haMo Jla Baxku 1 +2 + ... +n = % (1 Ta MpernocTaBKa Ce HA3ZMBA UHOYKUUJCKOM

TUNOME30M) M FKETUMO Ja HOKaxKeMo Jga Baxkn 1 +2+ ... +n+ (n+1) = %2(”*2) [Tosrazumo ox
JIeBe CTPAHe IOCJIE/Ibe jeJHAKOCTH 1 NCKOPUCTUMO HHIYKIHJCKY XUIIOTE3Y
n(n+1
1+2+...+n+(n+1):%+(n+1):
n(n+1) N 2n+1)
== 5 =
nn+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)

2 2
Tume cMo TOOHIH jeTHAKOCT KOjy je TpeOaJsio MOKa3aTH. v

Ckyny upupoguux 6pojesa hemo npuapyzkuparu esement 0 (Hysra) a upommpenu ckyn hemo 03-
nauntu ca Ng := NU{0}. [Hmwb zam je na cabupamo u MHOKHMO ejieMenTe cKyna Ny na jgeduHuiemo
cabupare U MHOXKEIbe HYJIOM Ha cjenehn Hadmn

m+0=04+m=m,Vm € Ny,
m-0=0-m=0,Vm € N,.
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Kox 6unomue dpopmyre mpumehyjemo morpeby jia jedunnireMo demy je jeanak akTopujes HyJIe,
oxuocuo 0!. Ilo medunnnmjun yzumamo ga je 0! := 1.

On pannje Takohe 3HaMO J1a MOXKeMO Ja yropehyjemo mpupoane 6pojese, 3naMo j1a je 6poj 1 marmu
o1 6poja 2, 6poj 2 Mamu o1 OPoja 3, OAHOCHO Ja je cBakKM OPOj Maibh OJl CBOT cjenbenHuka u Behn of
CBOT TIPETXOJHUKA. 3HAMO U Ja je 6poj 6 Mamu o1 6poja 174 (0Ba HejeHAKOCT CJIAM U3 OMIITHjer
CBOjCTBA TPAH3UTHBHOCTH pejanuje). Narynrusan nmojam ynopehusarma apa npupojna 6poja Boguhe
HaC JI0 ONIITHjer 1mojMa pejaruje < Ha IeJ0M CKYIy peajHuX Opojena.

Suamo n1a je 2+7 = 9 a 0By jeJHAKOCT MOYKEMO J[a HHTEPIeTHPAMO 1 KA0 YHELeHUILY /13 jeTHAUNHE,
r+ 7 =9 uma pememe o x y ckyny N 1 TO pernemne je £ = 2. AKO MaJIO 3aKOMILIHKYjeMO CTBap Ta
IOCMaTpaMo jeTHAYUHY 49 = 7 3HaMO Jla OHa HeMa pelllelbe y CKYIy Npupoaanx opojesa. [lorpeda
Jla pelraBaMo jeTHAYUHE OBOT OOJMKa OWO je je/laH OJ pasJora Ja HPOIHPHMO CKYT TPUPOTHUX
OpojeBa JI0 CKYIIa yesur bpojesa KOju O3HAYABAMO ca Z a IHeroBe eJleMeHTe ca

Z:=-NU{0}UN={.—5-4,-3,-2-1,0,1,2,3,4,5,6,7...}.

Cabupame 1 MHOXKEHe MOYKeMO Jia TPOIUPUMO U Ha CKYTI [eJuX 6pojeBa (MojaM npowupumo 3HaIH
Ja gedpuHUIIEMO 30UpP JABa eJleMeHTa M3 CKyIa Z TakKo Jia Kajla Cleldjaano cabupaMo JBa eJeMeHTa
u3 N pesysarar Gyje jeJHAK OHOME IITO 3HAMO OJI DAHH]E).

PemaBame jejnaunna y KOjuMa ce II0jaB/byje oliepaliija MHOXKEba J0BeJa je J0 1norpede ja
HPOIIUPUMO CKyT Teaux OpojeBa. Jemuaumua (—6) - © = 3 Hema pelema y CKyIy Ieamx Opojesa,
OJTHOCHO HU jeJiaH 1eo Opoj x He 3a710BOJbaBa TOpmy jeaHadwnHy. lIpommpuBame cKyma meanx 6po-
jeBa 1o ckyma payuorasnur bpojesa Q omoryhmiao Ham je pemraBame W jeaHaYMHA OBOT OOJIHMKA.
Hedopmasrao pedeno cKyn paruoHaJHEX OpojeBa jeIHAK je CKYIy pa3/ioMaka, OJIHOCHO

m
Q:= {g

[Tocmarpajyhu 6pojesty npasy parmoHaIHUM OpOjeBHMa MOXKEMO JIa JaMO U T'€OMETPHUjCKY HH-
reprperanujy. Ha npasoj hiemo uzasojurn nBe tauke koje fiemo o3unaantu 6pojesuva 0 n 1 (Bugern
Cnuky 1). Ha taj nauwn ayzkuna cermenta u3mehy 0 u 1 mocraje Hamia jeuHUIA Ty 2KUHE.

mEZ,nGN}.

0 1

CaukA 1. Bpojesna npasa ca oznadennm tagkama 0 u 1

AKo ce KopamuMma jeqMHHYHe Iy:KuHe Kpehemo mecHo on Ttauke 1 momajemMo mpupomne d6pojese 2, 3,
4, ... Kpehyhu ce jieBo o1 Tauke Koja je o3Hadena opojem 0 Ha OpojeBHY LpaBy j10/1ajeMO HeraTHBHE
meste 6pojeBe Kao 1mTo je npukasano Ha Commm 2.

—‘5 —‘4 —‘3 —‘2 -1 0 1 2 3 4

CaukA 2. Bpojesna npasa
[IomesrmMo cBakW cerMeHT ayzKWHe 1 Ha m jeHaKWX JleJioBa. ladke y OBOj MOJAEIW OJITOBapajy

panuoHaIHUM OpOjeBHMa Yhju je MMeHual jegHak 6pojy n (Bugeru Cauky 3 3a n = 4).

—‘5 —‘4 —‘3 —‘2 -1 0 1 2 3 4

CJiMKA 3. BpojeBHa mpaBa ca 03HaYEHUM PAIMOHAJIHEM TadKaMa

Onucanu mocTymak cajia ypaJnMo 3a cBe MpupojaHe O6pojeBe n. Ha Taj HAYWH cBaKOM parmoOHATHOM
Opojy MpUIAPYKYyjeMo Tauky Ha OpojeBHoj paBoj. [loBehapamem 6poja n mosehasa ce 6poj MOIELOHUX



4 1. Peasnu OpojeBu

TadyakKa Ha CBAKOM CEI'MEHTY U OoHe Ioctajy rymhe pacrnopehene. Vnak, He oaroapa cBakoj TauKH Ca
OpojeBHe MpaBe HeKu palnuoHasan O0poj. Hamprajmo usnas O6pojeBHe IpaBe je THOKPAKH IPABOYTJIN
Tpoyrao 4mja je KaTeTa jelHaKa MepHOj jeaununn 1. Tpoyrao je mocTaB/beH TaKO Ja ce HeroBa
XUIIOTEeHY3a HATa3u Ha OpojeBHO] mpaBoj (mosioxkaj Tpoyria je npukasan ua Coaunum 4). Kako ce

A

0 1 B

CnukA 4. IlpaBoyriu Tpoyrao u3na 6pojeBHE IIpaBe

Tauyka B HajasW ca JecHe cTpaHe Tadke () KOOpAWHATY Tauke I Ha 0BOj OpOjeBHOj MPaBO] MOXKEMO
Jla BUIIMO W Kao HeHO pacTojame of Tauke (). To pacTojame je 3ampaBo JIyzKWHA XUMOTEHY3€ OBOT
mpaBoyryior Tpoyria. [luraropuna TeopeMa HaMm Kazke J1a je KBaJIpaT Iy:KUHE OBe XUMOTEHY3e jeTHAK
30upy KpajapaTa JyxKHHa KaTeTa, ognocHo 12 4+ 12 = 2. Haxon caeneher 3agarka he 6urn jacuo aa
KOOpJMHATA Tayke B, OJIHOCHO JyzKWHA XUIMOTeHy3e, He MOxKe OUTH HU jeJlaH palnuoHaJ an 0poj.

3amarak 2. [lokazatu ja je KBaJpaT panuoHaJHOT Opoja YBeK pa3auduT oj 6poja 2.
Pewerve. [Ipemnocmasumo CynpoTHO, NOCMOJU PAUUOHAAGH OPO] T = 15” € Q maxas da sasicu x° = 2.
1

[IpeTmiocTaBuMO JIa Cy p U ¢ MO3UTUBHHE IeJIH GPOjeBH KOjU Cy IPU TOMe y3ajaMHo mpoctu (p, q)
OJTHOCHO HeMajy 3ajeITHHIKNX JeuTeshba. Taga je

(2) =

pQ — 2q2

bl

Opapze MOKeMO Jia 3aK/by9nMO Ja je 6poj p® mapan ognocHo ga 2|p?. Tama je u cam 6Gpoj p mapan
(jep ako 6u on Guo Hemapan oHja 6u u p® GUO Hemapau) 1a je ob/uKa p = 2p; 3a HEKHU IIPUPOJAH
6poj p1. Kaza cse To BpatnMo y jeanakoct p? = 2¢* mobujamo

2 2
dpy = 2q°.
Jle/pemeM JieBe U JIeCHEe CTpaHe IMOCJIe e jeIHaKOCTH OpojeM 2 J10/1a3uMO /10
2 2
2p1 =q".
To 3maun fga je 6poj ¢° mapam, ma je TMMe M Opoj ¢ mapaH. 3akJbydak je ma 2|p m 2|¢ mTo Hac je
JIOBEJIO /IO KOHTPaJIUKIIHje jep ¢y OpojeBu p U ¢ y3ajaMHO HPOCTH & HAIILIN CMO HbUXOBOI 3aj€ THUIKOr

JleJIuTeba, Opoj 2. 3ak/bydak je Ja HaIla npemnocmaska He 84U, OJHOCHO He TIOCTOJH PAIlMOHAIAH
Opoj uuju je KkBaApaT jeaHax opojy 2. v

Onncana KOHCTPYKIWja ca TPaBOYTJINM TPOYTJIOM HaM MOKa3yje j1a Ha OpojeBHO] MpaBoj MOCToje
Tayke KOjuUMa He MOKEMO Jia JIOJAEJIUMO pallloOHAJIHE KOOpJIMHATE, OJHOCHO Jla HHje Ieja OpojeBHA
IIpaBa CacTaB/bEHA O] paIlMOHAJHHX Tadaka, Tadke Koje ce Hajta3e m3Mely panuoHaJHUX Tadaka
OJITOBAPAjy UpauuoHasHum opojesuma. JomaBarmeM HpaIMOHAJTHUX OpojeBa Ha CKYI pAIlHOHATHHUX
OpojeBa J10/1a3UMO JI0 cKyna peaanur b6pojesa R. Kao mro cmo omnepanuje cabuparba U MHOXKEHA
nporupusasn ca ckyna N ma ckyn Ny ma onjia u Ha Z 10 UCTO MOYKEMO J1a YPaIUMO U Ca PeIaIujoM
<. Ax0 Ha TOpe ONUCAHW HAYUH CBAaKy TAYKy HA OPOjeBHO] MPAaBOj TMOUCTOBETHMO Ca €JIEMEHTOM
ckyna R onja MoxKeMO ja KazkKeMo Ja je peajan Opoj r Marmbu OJI peajHor Opoja s ako ce HaJIa3u ca
EbEerOBe JIeBe CTpaHe Ha MpaBoj. Y TOM ciaydajy mumemo r < s. Kaxemo ma je r < s (1 amramo r je
cmpozo marve o1 ) ako Baxku aa je r < s ur # s. Cbu enemenTr (0JHOCHO GPOjeBH) KOjU Ce Hajaze
u3Mel)y r 1 s uuHe MHTEpBaJI ca KpajeBuMa r u S. Mnrepsase u3asajamo ciexehoM medbuHumjom.
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Hedbununuja 3. Unumepsasu y R cy ckymnosu ciegeher obiuka

e omeopen unmepsan (r,s) ={x e R |r <z < s},
o sameopen unmepsas [r,s] ={r € R|r <z < s},
o noayomeopenu unmepsaau [r,s) ={z € R|r <z <s}, (rs]={reR|r <z <s}.

O

Tauka B ca OpojeBHe 1paBe HEje jeuHa TAYKA €A UPAIUOHAJIHUM KOODIUHATAMA, TAKBUX TAYAKA,
nma Oeckonauno. [lopes Tora m pamuoHajHuX OpojeBa ,mMa MHOro” y ckymny R, OJHOCHO ako
y3MeMO JiBa MPOW3BOJbHA peasHa Opoja 11,7y € R TakBa jga Baxku ry < 7y Tajga MoxKemMo Hahwm
HeKM panuonanan 6poj ¢ = 7 usmehy wnx, r; < ¢ < rp. OBO CBOJCTBO Ce Ha3MBa 2YCMUHOM CKyla
Q y ckyny R. Uzneja mokaza je ga moehaBameM MMEHHOIA 1y OPOjy ¢ 100MjaMO CBe CHUTHH]Y MOIETY
OpojeBHe mpaBe. AKO je mojesa J0BO/BHO CUTHA CHTYPHO fie HeKu panuoHaaaH Opoj U3 Te IMojese 13
ce nabe y uarepsainy (r1,79). To 3Ha4n 72 U y OKOJUHH HyJIe MOCTOjU GECKOHAYTHO MHOTO PAITHOHAJI-
HUX 6pojeBa. OJHOCHO, aKO y3MeMO HeKH Maju 6poj £ (mase BesqmunHe hieMo 0GUIHO O3HAYABATH Ca
e) Taga Moxkemo Ja Hahemo paruonanan 6poj usmelly myse u . Koauko rof ja cMamyjeMo € yBeK
MOKeMO Jia Hahemo joir mamwu panuonaJian opoj.

OBe ocobune nopesyje ApxumeaoBa aKCHOMA.

APXNME/TIOBA AKCIOMA
Va>0)(Vb)(IneN)n-a>b.

Akcnmoma Kazke 1a KOJHKO rox 6mo peaukn Opoj b ako moBosbaH Opoj myTa cabepemo Opoj a ca
camnM coboM onia hemo y HekoM TpeHyTKy npeckounti 6poj b (Bumern Cauky 5).

b

0 @ 2 3a 4a (n—1)ana 7

CnuKA 5. 3a vHeku npupogan Opoj n BpemHoct n - a 6uhe Beha ox 6poja b

Hakon 1mro cMo pasymesin morpedy 3a yBohemeM upanuoHaIHuX OpojeBa MOXKeMO ja 00jacHUMO
7 HUXOBY T€OMETPHjCKY WHTePIPeTaIn]y.

[Tocmarpajmo ciiesiehe 3aTBOpeHe WHTEPBaJe Ha PEATHO] TPaBOj

4 8 7 13 24 44 41 75
I = 17371 = |5 F 7[ = |y~ 7[ = | 357 57 7[ = |aar 0| s
1= 13 L {351 ’ {5 9} ! {17311 ° {2953}

Koju cy npukasanu wa Chunm 6.
Habpojanu mHTEpBaIN Cy €0 HU3a WHTepBaja obauka I, = [a,,b,] upu demy je
2a, + 2 2b, + 2
— b=, (2)
ap + 2 b, + 2
na =1, by = 3. Moxkemo ja IpUMETHMO Jia je CBaKW HapeJIHW WHTePBaJ Cajp:KaH y ciegehem

unrepsany, I, C [,,1, 1 Jla ce HUXOBA NMUPUHA CMarbyje U MOCTaje MPOU3BO/HHO MaJia KaKo pacTe
ungekc n. Ca cyimke MOKe Jia ce youn (a KacHUje U pauyHCKH [OKayKe) JIa ce caMo HpAaIlHOHATaH 6pOj

Apy1 =

V2 nanasu y ¢BUM OBMM mHTepBaanMa. OBaj 3aK/bydak, KOjU je HaMa T€OMETPHjCKHU jacaH, MOYKe W
Jla ce IOCTYJIMPa Kao MPAaBUJIO Koje YBeK BaxKu. lIpe Hero To mckazkeMo Kao akCHOMY MOTpeOHa HaM
je cneneha medunuimja.

Hedunnnuja 4. Heka je 1ar HU3 HENPA3HUX 3aTBOPEeHUX WHTepBaJa I, = [a,,b,], n € N. Onaj
HU3 HA3UBAMO HU3OM YMEMHYMUL UHMEPBAAG AKO BaXKU

]n+1 g ]n7

3a cBako n € N. O
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CJIMKA 6. Hus 3aTBOpeHmx MHTepBAIa KOjH OKPYKYjy HpaImoHagan 6poj v/2

[Ipecek jenre opakBe DecokoHauHe paMuinje CKynoBa JedUHHAIIE ce KA0 1 KOHAYAH ITPeceK

(I.={zr€R|[(VneN)z eI}

neN

(KAH) KAHTOPOBA AKCHOMA

Craku HI3 3aTBOPEHUX YMETHYTHX WHTEDBAIA WMa, HEMPa3aH IMPeCcekK.

1. TTome peanunux G6pojeBa

Cana hemMo MHTYUTHBHY CIMKY W3 YBOJHOL Jejia OBe TJiaBe (pOPMAJM30BATH Y IHJbY 3aCHUBAHA
[I0Jba peaHux Opojena.

Hedununmja 5. Ypehena mecropka (R, +, -, <,0, 1) xoja 3amoBopasa ciemehe akcnome

(A1) (z+y)+2z=ax+ (y+ 2) (acommjaTmBHOCT Cabupama)
(A2) x4+ 0 =0+ 2z =z (enement 0 je HEyTpas 3a cabupame)
(A3) V2)(Fy) x+y =y+ 2z =0 (nocrojarbe ungepsnoz eaeMeHTa 3a cabupare, WHBEP3 OJ T
O3HAYABAMO Ca —I)
4) x4+ y =y + x (KOMyTaTHUBHOCT cabupama)
5) (z-y)-z=xz-(y-2) (acorujaTHBHOCT MHOXKeIHA )
6) z-1=1-2 =2z (erement 1 je HEyTpaJ 32 MHOKEHHE)
Nax-(y+z2)=z-y+z-z, (r+y) - z=x-2+y-2z (AUcTpuOYyTHBHOCT MHOYKEHHA Y OJJHOCY HA
cabuparbe)
(A8) = -y =y - (KOMyTATHBHOCT MHOKCIbA)
(A9) V2 #£0)(Fy)z-y=y- -z =1 (cBaku eeMeHT Pa3IHYUT O HYJe UM UHBEP3 Y 0OHOCY Ha
MHOJICEIbE, Ta] HHBEP3 O3HATABAMO ca T ')
(A10) 0 # 1 (meTpuBHjaTHOCT)
(Al1l) z <=z



1.2. Cynpemym un nadumym ckynoa y R 7

(A12) s <yANy<z=z<z
A3y e <yANy<z=x=y
(Ald) e <yvy<uz

(Al5) z<y=a+z2<y+z
(A16) 2 >0Ay>0=2-y>0
(APX)

(KAH)

Ha3UBa Ce NOHeM PEaIHUT OPOjesa. O

Hagseene akcnome cy 3aHUM/bUBE U MOjeINHATHO, HE CaMO Kao 1enHa. (OHe KapaKTepuIrny pas3He
CTPYKType Koje cMo Beh mmanum npuimke ga ymo3uamo. AKo Ha HeKOM ckymy (G moctoje cabupambe
(omrHOCHO Omepanmja +) u ucrakuyTH ejaement 0 TakBu Jga rTpojka (G, +,0) 3am0BObaBa AKCHOME
(A1), (A2) u (A3) omma ce Ta cTpyKTypa HazuBa rpymoM. Axo mogarno Baxku u (A4d) omma ce Ta
CTPYKTYpa Ha3uBa KomyTaTuBHOM uian AbesoBom rpynoM. Ckyn E Ha Kome mocroje omnepaiuje + u
- mcrakuyTh esqeMentn 0 u 1 Taksu na Baxe akcuome (Al)-(A8) u (A10) HasuBa ce KOMyTATHBHHM
IPCTEHOM ca jenuHuoM. AKo Baxku u akcnoma (A9) onma kaxemo na je (E,+,-,0,1) mosse.

Ckyn Q 3amoBosbasa akcuome (Al)-(A16) na uma cTpyKTypy mosba. Y HeMy Baxku 0 Apxume0Ba
akcuoma. Ono y yemy ce Q u R paznukyjy jecre mro y nmo/by Q He Baxkm Kanroposa akcumoma. To
ce jelHOCTABHO BU/M HocMaTpareMm uHTepBana [, N Q rme cy [, waTepBasm KoHCTpyucanu y (2) u
npuka3anu xa Courn 6.

Hakon yBohema mosba peasiHux OpojeBa u oluca CBOjCTaBa onepaluja -+, - U pejainje < MOKeMO
J1a nokazkeMo bepuysmjeBy Hejeqnakoct. /lokas TBphema HaM MOKa3yje 1a MaTeMaTHIKy UHIYKIIH]Y
MOZKEMO J1a, KCKOPUCTUMO U MPHU JIOKAZHBAILY HejeTHAKOCTH.

Tephemwe 6. (Bepuynujea Hejemuakoct) 3a cBe npupojne 6pojese n u peajne 6pojese o >
—1 Baxku coeneha mejeanakoct:

(14+a)">1+na.

Hoxka3. 3a n = 1 HejeHAKOCT TPUBUjATHO BAaXKU jep Ce CBOIAW HA TBPherbe
(1+a)>1+1-a.

Tuwme cmo nokazasm 6a3y MHIYKIHjE.

Kopak unjyKiuje nam Kazxe jia nposepumo ja i saxu (1+a)" ™ > 14 (n+1)a ako 3uamo jna
HEjeIHOCT BazKW 3a mpupojan 6poj n. KpenuMmo o1 Heje JHAKOCTH KOja BaXKU U MOMHOYKUMO JIEBY
U JICCHY CTPAHy Te HejeJHAKOCTU MO3UTUBHUM Opojem 1 + «

(1+a)" > 1+na/-(1—|—a).
Jlobujemo HejeHAKOCT

14+a)"™ >0 +na)(14+a)=1+(n+1)a+na®>>1+(n+1a,

YUMe CMO TOKAa3aJi U WHAYKIN]CKA KOPaK. U

2. CynpemyM n nHpuMyM ckynoBa y R

[Tocmarpamem pesanuje < Ha CKYIy peaqHUX OPojeBa MOYKEMO J1a 3aK/by YUMo j1a je oHa ped.iex-
CHWBHA, TPAH3UTHBHA W aHTHCHMETPHUYHA, MTo ciaean n3 akcnoma (All), (A12) u (A13). 3a takse
CKYTIOBe KayKeMo J1a ¢y ypeheHH. Y OBOM MHOTJIaB/by hemo jgedWHUCATH MOJMOBE CYIIPEMyMa W WH-
dbuMyMa MOJACKYIOBa CKYIla PeaJHuX OpojeBa W 0OjaCHUTH 3a KOjy KJacy IMOJCKYIIOBAa IIOCTOje OBU
TOjMOBH.
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Hedunnnuja 7. Heka je S C R. Kaxemo ja je © € R wmajopanma (wiu 2opree ozpanuuerse)
ckyma S aKo BaXKu
(VselS)s<u.
Cryn eoproux ozpanuyerva ckyna S oznagasamo ca S=. Kawxemo 1a je ckyn S oepanuuen 000320
ako Baxku S= # () (omnocno axko S uma Gap jeaHo ropme orpanuderse). Kazxemo ja je v makcumym
exyna S axo Baxu x € SS u x € S. Taga numemo

T = max.S.

Kaxemo 1a je a € R munoparma (wmu dore ozpanuuerse) ckyna S ako BaKn
(VseS)a<s.

Cryn dowuz ozpanuversa ckyna S ozHadasamo ca S=. Kaxemo aa je cxkyn S oepanuuen 000300 axko
Baxku S= # () (omHocHo ako S uma 6ap jesHo Jome orpanudeme). KaxkeMmo ja je a Munumym ckyna
S ako Baxku a € SZ u a € S. Taza numemo

a=min S.
O

[IpuMeTnMo Ja ce MAKCHMYM CKyIa S, aKo II0CTOjH, HaJa3u y mpeceKy cKynosa S u S=. Caudmo,
aKO II0CTOjH MHHEMYM OHJa Baxki min S € SN SZ. Ca apyre cTpaHe TOpmbe H J0He OrpaHHYere
CKyTIa He MOPajy OUTH eJIeMEeHTH CAMOT CKYTIA.

AKko je namm ckyn S konadan u obauka S = {s1, Sg, ..., S } Taga heMo BHeroB MakCUMyM 3aIIUCHBATH
u y obiuky max{sy, Sa, ..., Sk}, OHOCHO TO he 6urn HajBehn o HaBeseHuX k Gpojesa.

IIpumep 8. ITocmarpajmo S; = [0,2] € R u Sy = (0,2) € R. Taza je S = [2,+00), ST =
(—00,0], maxS; = 2 uw minS; = 0. Ckyn S; uma uCTa TOpHA U JI0a OrPAHWYeha Kao CKyl Si,
Sy = [2,400) m S5 = (—00,0] amm ckym S, HeMa MAKCHMYyM W MEHEMYM. HemocTojame oBHx

. < >
eJleMeHaTa ey u3 dnbennna aa je So NSy =0 u Sy N S5 = (). i

Y IperxolHOM HPUMEPY €y CKYIOBH S7 U Sy Pa3IUUYUTH aJd UMajy OCOOMHY Ja YUM ce KpeHe
JeBO 01 6poja 2 (KOJIMKO 1ol GO MaJIi HAI KOPAK) HAWIA3MMO HA eJIEMEHTe HAIMX CKYTIOBa, 0K Ca
JlecHe cTpaHe Opoja 2 He MOCTOJH HE jeJdaH eJeMeHT Tux cKynoBa. CamdaHo 3a 6poj 0, mecHo ox Hyse
UMaMO ejIeMEeHTe CKYIIOBa JOK MX HEMa ca JieBe crpane nyse. Takse ejeMente u3jaBajamo cjiejpehom
JiebUHUATIIjOM.

Hedbunumnuja 9. Heka je S C R. Cynpemym cxyna S je, aKO MOCTOjU, HajMaFhe TOPHE OTPAHINYEHhe
ckymna S. CynpeMyM cKyTia o3HadaBa ce ca

sup S := min S=.

Hngpumym cxyna S je, ako moctoju, HajBehe T0me orpanndeme ckyna S. adumym ckymna o3HavgaBa
ce ca
inf S := max S=.

O

[Ipumernmo ga ako sup S € S OHJA je TO U HeroB MaKCUMyM (aKO CKyT S UMa MAKCHMYM TaJa
nMa u cynpemyM). Candno, ako inf S € S oHJIa je TO U HeroB MUHUMYM.

IMpumep 10. 3a ckyn S = (5,7] Baxku S= = [7,4+00), SZ = (—00, 5] ma HoCTOjE U CYUPEMYM U
nadumym ckyma, sup S =7 u inf S = 5. i
IIpumep 11. Ilocmarpamo ckym S = [0,400). Axo y3memo 6mI0 Koju peanan 6poj T Taja
je 6poj max{0,z + 1} exement ckyna S koju je Behu o & 1ITO 3HAYM Ja T HE MOYKE OHTH IODHE

orpanmderse ckyna S. 3axsyuyjemo ga je S = () ma cynpemym cxyma S #e moctoju. CAHYHO, CKYII
T = (—o0, —3) HEje OrpAHHYEH Ca JOe CTPaHe Ma 0Baj CKYI HeMa MHOUMYM. i

3amarak 12. Hahu cynpemyme n undumyme ciaeiehux ckymnoBa:
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051:<5,7),

052:[5,7),

053:[5,7]7

¢ S =[0,V2INQ={reQ|r>0,r* <2}
e S5={L|meN},

e S¢={5—+|meN},

OcraB/pbamMo duTaoIy /1a mokazxe y ciaegehe kapakrepusamnuje cynpemyma u nHduMyma.

3amarak 13. Heka je S C R. Tazga Bakn

B (VseS)s<M
M—Sups‘:*{ (Ve>0)3speS) M—e < s,

. (VseS)m<s
m—1nfS<:>{ (Ve>0)(dsp€S)so<m+e.

Y Ilpumepy 11 cMo Bujenn jga MOCTOJH MOJACKYI CKYTa peajHuX OpojeBa KOju HeMa CYIIPeMyM.
Kiracy ckymoBa 3a KOjy 3HaMO Jia KMajy CYIpeMyM u3jBajaMo cjiegehoM akcuomMoM.

(CYII) AKCUOMA CYIIPEMYMA

CBaku HempasaH, 0JI03T0 OTPAHUYEH MOACKYI UMa CYIPEMYM.
Y nospy peasHEX O6pojeBa he BaXKUTH aKCHOMa CyIpEMyMa.

Teopema 14. Csaxu nenpaszan u 000320 o2paruder nodckyn ckyna peasHur bpojesa uma cynpe-
MYM.

oka3z osor TBphema hiemo octaBuTH 4UTAOIY KAo 3a/aTaK Ca U3/IBOJeHUM KOpaluMa.

3anarak 15. Heka je S C R menpasan u 0103r0 orpanunded ckymn. O3HAUYMMO Ca S €JIEMEHT
cKyma S, 3a KOjH 3HAMO J1a, IIOCTOJH, a Ca X jeJHO FHerOBO FOPHE OrPpAHHYIEHE.

e [lokazaru ja mocroju npupojaan 6poj k Takas Ja je s + 2% ropib-e orpaHuverbe ckymna S.
e [locmarpajmo Hu3 OpojeBa a, u b, gedunEcan Ha caegaehu HAUYWH: a1 := S, by := x. CBaknu

crepehn enement ce pedpunume xao b, = s + G A€ je m, HajMamu OpUpojgaH 6poj k
3a KOjU BaxKd Ja je S + 2% ropm-e orpannuere ckyna S; a, := s + m2—;1 [TokazaTu ma je

[an, by] NS # D
e Ilokazaru je [a,,b,], n € N, HU3 yMeTHYTHX HHTEpBAJA.
o Ilokazarn na ce y mpeceky [, cy [@n, bn) HaNA3M TAYHO jeqaH eleMeHT so.
e Ilokasatu 1a je sy cympeMyM cKyma S.

[Iposaszehn kpo3 oBaj 3ajarak nokaszaau cmo jga u3 Apxumegose akcuome (APX) u Kanropose
akcmome (KAH) ciaequ Akcmoma cynpemyma (CVII). Baxuhe u 06pHyTOo, n3 Akcuome cynpemyma
crene Apxumvenosa u Kantopoa akcmoma. 10 3HAYH Ja CMO Yy aKCHOMATCKOM 3aCHUBAILY I10JhA
peannux Opojesa y Jedununuju 5 Morim Ja KazkeMo Ja je TO CTPYKTypa Koja 3a1oBosbaBa (Al)-

(A16), (CVII).

CBojcTBO aHAIOTHO AKCHOME CYNIpEMyMa BayKd H 38 HHMOUMYM.
Teopema 16. Csakxu nenpaszar u 0dosdo oeparuyver nodekyn T' C R uma ungpumym y R.

Casa Moxkemo opmasno ja jgedpuHuIIeMo Opoj € KOju HaM je oI paHuje MOo3HAT caMo Kao 6poj
ca MyHO JIeluMaJia Yuja je TpuOIu:KHA BPEIHOCT

e~ 2.71828.

Hexka je
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e-{(1)

Ckyn FE je nenpasan jep 2 € F u orpanunded je 0/103ro 6pojeM 3 jep 3a npousBo/bHo n € N Baxkn

(1"‘%)”:1_’_2”:(2)%:1—’_(711)%4_2”:”(”_1)“7;’5”_]{—'—1)%

k=1 k=2

neN}gR.

& 1
§1+1+Zm
k=2

Y 1pBoj jeHAKOCTH CMO UCKOPUCTHIM OMHOMHY (DOPMYJIY JIOK [IPBa HEJETHAKOCT CJIeU U3
nn—1)---(n—k+1)
nk

<1ukl>k(k—1).

Axkcmoma cympemMyMma HaM KaxKe 713 CKyl F nMa cyopeMyM y CKyIy peajJHHxX OpojeBa. Hberos cympe-
MyM je Ojaepos 6poj

e:=sup k.
OBaj 6poj je upanuoHanan u mparcyedenman’.

[TosnaBame mojma cynpemyma omoryhapa nam ja GopMasHo JedWHUIEMO YeMy je jeTHaKO 25
win 2V3. Jlo caga ¢Mo, KAo 1 3a 6poj €, OBO MOIMIH 4 PAa3yMeMO CAMO KAO IMPUOTHZKHY BPETHOCT
KOJy padyHaMoO Ha JUTHTPOHY

2V3 217320908 3 391997,

Mu 3HaMO J1a cTereHyjeMo npupogHuM OpojeM OMJIO Koju peasiaH O6poj, Ha IpUMep

20=92.2.2.2.2,

.ol . .
Bpoj 25 Moxkemo ja JedpUHUIIEMO Kao jeJIMHCTBEHO IO3UTHBHO pelleibe jejHadnHe 1° = 2 aJju

IIOCTAaBJba, C& MUTAHE 3AIITO OBAKBO PelIehe MocToju. Jlo 0AroBopa Ha TO MHTAHE J0JIA3UMO IOMONY
cymnpeMmyMma oarosapajyher ckyma.
YomrireHno, Heka je a > 0 Ipou3Bo/baH peasan OPoj U n MPOU3BOBHAH MpUpoIan 6poj. Xohemo 1a
1
nedununemo {/a ogrocHo an. [Tocmarpamo ckyn

A={z|z>0, 2" <a} CR.

Osaj ckyu je neupaszan jep 0 € A u orpanuven je on03ro 6pojem max{1l,a}. Ako je a > 1 raja
a € AS aako jea <1 rama 1 € AS. I3 akcmoMe cynpeMyMa CJIejid Ja MOCTOju CylpeMyM cKyma A
u Taj cynpemyM he 6utn

{/a := sup A.
Crenehu 3amarak vam Kazke ja he a (mojam koju je neduHUCAH KAO CYNPEMYM CKYTa) 3aUCTa
OuTu pemiere jejHaqune r"” = a.

Bamarak 17. [lokasatu na Baxu ({/a)" = a.
Caza 3HAMO & CTeIeHyjeMOo MO3UTHBHE peajHe OpojeBe OWI0 KOJUM pAIlMOHATIHAX OpOjeM

P 1\P
aq:<QQ) s

1Bpoj je rpancuenenTan ako Huje Hy/la HE jeIHOT IOMMHOMA €A HEA00POjHUM KoedHIIjeHTHMA.
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mpu uemy je 2P = (z7')Pl ako je p merarmsam meo 6poj. Ilpeocrano mam je jomr ga opmaIHO
JjecbuHuUIIeMO cTEleHOBambe upanuonaanum opojem. ljeja je cimuna Kao Kaji CMO CTEIIEHOBAJIHU Ca,
L nocmarpa ce cympemym onrosapajyhier ckyma. Ha mpumep, pedunumuja 6poja 2V3 6u Guna

23 = sup{2" | r € Q, r < V3}.

3. Ilpommpenn ckyn peadnux O6pojeBa
IIpowuperve cxyna R je ckyn
R:=RU {—o00} U {+0c0}.

Xoliemo na npommpumo onepanuje a u ypeheme Ha R. Penanuja < u jajbe ocTaje pesalyja TOTAIHOT
noperka Ha R mpu 4eMy MOCTYIUpaMo Ja BayKH

-0 < x < +00

3a cBako r € R. Omepalyje npomupyjemMo 1o caegehumM npaBHInMa

(1) 2 + (+00) = 400 3a cBako —oc0 < < +00,
2) z+ (—00) = —00 3a cBakO —00 < & < +00,
3) 7% = =% = 0zacBako v € R,

(
(
(4) x - (£o00) = £o00 3a cBako 0 < x < 400,
(

Uspasu obsmka 0 - (+00), 8, (—1), (+00) — (+00), +00 + (—00), i%, octajy Heonpeljenu ma R
HeMma cTpyKTypy nosba Kao R. Heoxapehenoct opux obsmka 6whe maso jacHuja mocse jeduHucamba
nojMa jumMeca (PyHKIHI]ja.

[IpumeTumo J1a MPONTUPUBAHLEM CKyTa peaaHux OpojeBa nMa cMUc/a Je(PUHUCATH OTBOPEHU HH-
TepBa (r, §) WIK MOJYOTBOPEHH HHTEpBaJ (T, S| U KaJia je BeroB JIeBH Kpaj I jelHaK BPETHOCTH — 00,
aMd U Jajbe MHTepBain, nedUHICAHA Ha 0Baj HAYMH, ocTajy nogckymnosu y R. Camdano, MOXKeMO 1a
nedburAIIEMO U WHTEpBaJe obauKa (1, +00) u [r,+00). AKO y jedUHHIHI]H 3aTBOPEHOT HHTEPBAIA
JIOIYCTHMO JIa FheroBH ojrosapajylinm Kpajesu 6yry +00 I —00 OHJa CKYH R MOKEMO J1a 3aIIIeMOo

1 Kao [—o0, +00].

Hamomena 18. MurepBas [ y cKyny peaJHuX OpojeBa MOXKe Ja ce KapaKTepHIIe Kao CKYII €a
craenehum cBojetBoM: AKo a,b € I Taja u cBaKo ¢ 3a Koje je a < ¢ < b Baxu ¢ € [. o

4. Sagann
Bagarak 19. I[TokasaTu jga 3a CBaKH IPUPOAAH OPOj 1 BazKn % + \/Ai +...+ \/iﬁ >2(v/n+1-1).

3anarak 20. Ilokazatu 1a je Hu3 uHTepBaJta U, = (O, %) C R yMeTHYT U Jia je BHUXOB IIPeCceK
mpasaH ckyn. OBaj 3aJaTak TOKa3yje Ja MPeTIoCTaBKa O 3aTBOPEHOCTH WHTepBasa y KaHTOpPOBO]
aKCHOMa He MOXKe Jla ce ocJiabu.

3amarak 21. [locmarpajMo HU3 3aTBOPEHUX YMETHYTUX UHTEDPBAJIA
1 1
g, = [\f——,\/ﬂ—} NQCQ, neN.
n n

[TokazaTn 7a je OBO HH3 3aTBOPEHWX YMETHYTUX WHTEpBa/da UHju je Tpecek mpasaH ckym. (OBaj
3a/laTaK HaM IOKa3yje Jla y MoJby pallMoHAJHEX OpojeBa He Baxku KaHTOopoBa akcmoMma.

3anarak 22. llokazaTu ma, ako MOCTOjU, MAKCUMYM CKYyTIa je jefunHCcTBeH. CJIMYHO 34 MHHUMYM,
aKO TIOCTOJM MUHUMYM CKYIa OH/Ia je OH jeJIMHCTBEH.
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Saparak 23. Heka je S C R. Jledununemo ckyn
—S:={-s|seS}CR.
[Tokasarn ga Bazkn sup(—S) = —inf S u inf(—S) = —sup S.



