Postavljanje rutera

Problem: Duz jedne ulice su ravmnomerno rasporedene zgrade (rastojanje izmedu svake dve susedne je jednako). Za svaku zgradu je
poznat broj korisnika koje novi dobavlja¢ interneta treba da poveZe. Odrediti u koju od zgrada treba postaviti ruter tako da bi ukupna
duzina optickih kablova kojim se svaki od korisnika povezuje sa ruterom bila minimalna (racunati samo duzinu kablova od zgrade do
zgrade i zanemariti duzine unutar zgrada). Na primer, ako je broj korisnika po zgradama jednak 3, 5, 1, 6, 2, 4, ruter treba postaviti u
¢etvrtu zgradu sleva i duzina kablova je tadajednaka3 -3 +2-5+1-1+1-2+2-4 = 30.

Naivno resenje bi podrazumevalo da se izraCuna duzina kablova za svaku mogucu poziciju rutera i da se odabere najmanji. Da bismo

izra¢unali duZinu kablova, ako je ruter u zgradi na poziciji k, ra€unamo zapravo zbir
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gde je a; broj korisnika u zgradi 7. Tu teZinsku sumu moZemo izracunati u vremenu O(n) pa posto se ispituje 1 pozicija, algoritam bi
bio slozenosti O (n?).

Mnogo bolje reSenje i linearni algoritam mozemo dobiti ako primenimo princip inkrementalnosti. Razmotrimo kako se duzina kablova

menja kada se ruter pomera sa zgrade k na zgradu k + 1. Ako je ruter na zgradi k tada je duZina kablova jednaka

k—1 n—1
de =) (k—i)-a;+ Y (i—k)-a.
i=0 i=k+1
Ako je ruter na zgradi k + 1, tada je duZina kablova jednaka
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Razlika izmedu te dve sume jednaka je

\beginfalign_} d_{k+1} - d_k &= \left(\sum_{i=0}"{k} (k+1-i) \cdot a_i - \sum_{i=0}"*{k-1} (k-i)\cdot a_i\right) + \left(\sum_{i=k+2}*{n-1} (i-
k-1)\cdot a_i - \sum_{i=k+1}*{n-1} (i - k) \cdot a_i\right)\ &= \left(\sum_{i=0}*{k-1} ((k+1-i) - (k-i)) \cdot a_i\right) + a_k - a_{k+1} +
\left(\sum_{i=k+2}*{n-1}((i-k-1) - (i-k)) \cdot a_i\right)\ &= \sum_{i=0}*{k-1}a_i + a_k - a_{k-1} - \sum_{i=k+2}*{n-1} a_i\ &=
\sum_{i=0}"ka_i - \sum_{i=k+1}*{n-1}a_i \endfalign_}

DuzZinu kablova za ruter u zgradi k + 1 dobijamo od duZine kablova za ruter u zgradi k tako $to tu duZinu uvec¢amo za ukupan broj
stanara zakljuéno sa zgradom k i umanjimo je za ukupan broj stanara pocevsi od zgrade k + 1. To je zapravo intuitivno prili¢no jasno i
bez prethodnog komplikovanog matematickog izvodenja. Pomeranjem rutera za duzinu jedne zgrade nadesno, svakom stanaru koji Zivi
zaklju¢no do zgrade k duZina kabla se povecala za jedno rastojanje izmedu zgrada, a svim stanarima od zgrade k + 1 nadesno se ta
duzina smanjuje za jedno rastojanje izmedu zgrada. Ovaj primer lepo pokazuje kako se intuicija i formalno matemati¢ko izvodenje
prepli¢u - kada mozemo do reSenja dodi intuitivnim putem, ono je obi¢no veoma elegantno i jednostavno. Sa druge strane, ako ne

vidimo odmah resenje problema, matematicki aparat nam moze pomocdi da do njega dodemo.

Ukupne brojeve stanara pre i posle date zgrade mozemo takode racunati inkrementalno (pri prelasku na narednu zgradu, prvi broj se

uvecava, a drugi umanjuje za broj stanara tekuce zgrade).

Dakle, u programu mozemo da pamtimo tri stvari: duzinu kablova dj, ako je ruter na poziciji k, ukupan broj stanara pre;, pre zgrade k i
ukupan broj stanara posle;, od zgrade k do kraja. Na pocetku, kada je k = 0, prvi broj dy moramo eksplicitno izra¢unati kao Z?;ll 7-
a; (za to nam je potrebno vreme O(n)), drugi broj treba inicijalizovati na nulu preg = 0, a treci na ukupan broj svih stanara posle;, =
2?2—01 a; (i za to nam je potrebno vreme O(n)). Zatim za svako k od 1 do n — 1 racunamo prej, = preg_1 + ax_1, posley =
posley_1 + ay_1 idy = dp_1 + prey + posley,.

// krecemo od zgrade ©

// ukupna duzina kablova ako je ruter u tekucoj zgradi
long long duzina_kablova = 9;

for (int i = 0; 1 < n; i++)

duzina_kablova += stanaral[i] * 1i;



// broj stanara pre tekuce zgrade

long long stanara_pre = 0;

// broj stanara od tekuce zgrade do kraja
long long stanara_posle = 0;

for (int 1 = 9; 1 < n; i++)

stanar_posle += stanaral[i];

// minimalna duzina kablova
long long min_duzina_kablova = duzina_kablova;

// obradujemo sve zgrade od 1 do n-1
for (int k = 1; k < n; k++) {
// azuriramo brojeve stanara
stanara_pre += stanaralk-1];
stanara_posle -= stanaralk-1];
// azuriramo duz
duzina_kablova += stanara_pre - stanara_posle;
if (duzina_kablova < min_duzina_kablova)
min_duzina_kablova = duzina_kablova;

cout << min_duzina_kablova << endl;

Ukupno vreme izvr$avanja ovog algoritma je linearno (izvrsavaju se tri petlje, svaka slozenosti O(n)). Recimo i da nismo morali
odrzavati broj stanara od zgrade k do kraja, ve¢ smo ga mogli svaki put izracunavati kao razliku izmedu ukupnog broja stanara i broja

stanara pre zgrade k (to prakti¢no ne bi uticalo na vreme izvriavanja).



