Najkraci putevi iz zadatog Cvora

Ulaz

«Aciklicki usmereni tezinski graf G = (V, E)
CVOr v

Izlaz
Najkraci putevi iz v do svih ostalih ¢vorova.

Resenje

Induktivho, posmatramo ¢vor z koji je poslednji u top. sort.
*do svih ostalih znamo da dodemo.

Proverimo ¢vorove koji su imaju direktnu vezu sa z:

z.cena = min { w.cena + cenaGrane(w, z) | (w, z) € E }

Algoritam

for (w : cvorovi) {

w.cena = o;
}
Inicijalizujemo “ulazniStepen® za svaki ¢vor (DFS).
Napravimo listu svih &vorova ulaznog stepena 0.
v.cena = 0; // Cena puta od v do v je nula

while (lista nije prazna) {
w = uzmi prvi ¢vor liste;

for (sve grane (w, z)) {
z.cena = min(z.cena, w.cena + cenaGrane(w, z))

z.ulazniStepen = z.ulazniStepen - 1;

if (z.ulazniStepen == 0) {
stavi z u listu;
}

Slozenost
Ista kao kod topoloskog sortiranja.



Najkraci putevi iz zadatog Cvora

Ulaz

Tezinski graf G = (V, E)
CVOr v

Izlaz
Najkraci putevi iz v do svih ostalih ¢vorova.

Primena

Cesto (u primeni teorije grafova) je potrebno odrediti najkraéi put izmedu dva &vora u tezinskom
grafu. NajceSc¢e primene su u odredivanju najkrace rute izmedu dva grada (gde se moze traziti 1 put
sa najmanjom potro$njom goriva ili sli¢no). Isto tako postoje 1 primene gde se trazi najduZi put
1izmedu dva ¢vora — tipicno kod odredivanja kriticnog puta u mreznom planiranju. Jedna od
znacajnijih primena je Open Shortest Path First protokol pri IP rutiranju.

Don't compete with me: firstly, | have more experience, and secondly, | have chosen the weapons.
Edsger Dijkstra (1930-2002)

Resenje
Trazimo najblizi Evor ¢voru v, neka je to x.
Biramo sledeci najblizi Evor €voru v i biramo

min { cenaGrane(v, z), cenaGrane(v, Xx) + cenaGrane(x, z) }

Indukciju radimo po broju ¢vorova kojima je duzina vec izraCunata. Neka
je Vi skup k najblizih ¢vorova. Najblizi Cvor w van V, Ce biti Cvor koji ima
najmanju duzinu:

min { u.cena + cenaGrane(u, w) | u € Vk }

Algoritam Dijkstra- 1959

for (w : cvorovi) {
w.oznaka = false;
}

v.cena = 0;
while (postoji neoznacen c¢vor) {
w = neoznaCen Cvor najmanje vrednosti w.cena;

w.oznaka = true;

for (sve grane(w, z), z nije oznacen) {
z.cena = min (z.cena, w.cena + cenaGrane(w, z));
}



Slozenost

«Cesto trazenje minimuma, konstantno vreme ako koristimo hip
«azuriranje vrednosti u hipu O(log m), m - veli€ina hipa (brisanje
elemenata |V| + popravke |E|)

«ukupno: O(log|V|(|V] + |E|))

Napomena

U svakom koraku mogu se popraviti samo putevi do onih évorova u
kojima nismo bili, te je dovoljno popravke ponavljati |V]|-1
puta.

Kompleksnost Dijkstrinog algoritama moze se jednostavno odrediti. Spoljna while petlja je
reda O(n), jer se svaki ¢vor ta¢no jednom uzima za pivota.

Za svaki pivot ¢vor gledamo susedne ¢vorove i odredujemo nove udaljenosti (kroz celu
glavnu petlju radimo sve skupa m puta), tako da je kompleksnost sada O(n+m). Najveci
posao je u odredivanju sledeceg pivot ¢vora i kompleksnost zavisi od strukture podataka
koju koristimo za polje udaljenosti.

Ako je polje jednostavna linearna struktura, onda je traZenje pivot ¢vora kompleksnosti O(n)
i ukupna kompleksnost algoritma je O(n?). Ako je polje sloZenije strukture, (npr. red sa
prioritetima, Fibonacci heap, gde je kompleksnost traZzenja pivot ¢vora O(In(n)), konac¢na
kompleksnost algoritma je O((m+n)-In(n)).

Ako Zelimo kompleksnost izraziti zavisno samo od broja ¢vorova, moramo uzeti najtezi slucaj, a to je
potpuni graf. Tada, kompleksnost algoritma Dijkstra iznosi O(n?)

Zadaci — (radeno na Diskretnim strukturama???)

Zadatak 1

Dat je usmereni graf G=(V,E) sa skupom ¢vorova V={1,2,3,4,5,6,7,8,9} 1 skupom
grana E sa teZinama kao na slici. Odrediti tezine najkracih puteva od ¢vora 1 do ostalih
¢vorova u grafu.

RESENJE

Koristimo Dijkstrin algoritam
za nalazenje tezina najkrac¢ih
puteva od zadatog ¢vora 1 do
ostalih ¢vorova u grafu (glava
6.5 u knjizi Algoritmika).
Prikaz postupka i resenje je




naveden u tabeli .

Najpre se popuni 1. red tabele tako da se unesu vrednosti tezina grana sa slike grafa.
Potom se izabere najmanja teZina te vrste. Konkretno to je ovde vrednost 2 ¢vora 8.

Potom se oznaci ¢vor 8 i1 formira 2. red tabele u kom se menjaju tezine onih puteva koje

bivaju krace ako se u njih ukljuci ¢vor 8. I tako redom sve dok postoji neoznacen ¢vor.

ozna&eni g;’;n:;nje SP) 2 3 4 5 6 7
1 I 15 14 10 11 6 *
1,8 8 11 14 10 11 5 10
1,6,8 6 11 14 10 9 5 9
1,6,8,9 9 0 14 10 9 509
1,5,6,8,9 5 0 14 10 9 59
1,,5,6,7,8,9 7 1014 10 9 59
1,2,5,6,7,8,9 2 1012 109 59
1,2,4,5,6,7,8,9 4 10 12 109 59
1,2,3,4,5,6,7,8,9 3 1012 109 5 9

Konstruisimo Dijkstra algoritam (cija je slozenost: O((V+E)log V)) koji ce nam ispisati udaljenost

cvora 1 od cvora 7 (u nasem programu to ce biti udaljenost cvora 0 od cvora 6)

#include <iostream>
#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <queue>
#define NMAX 100001
#define INF 1000000000
using namespace std;
int n;
struct CvorGrafa
{
int rastojanje;
vector<int> sused;
vector<int> tezina;
|5
CvorGrafa graffNMAX];
bool mark[ NMAX];
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struct cvorRed
{ int cvor, rastojanje;
bool operator <(const cvorRed &a) const
{ 1if (rastojanje != a.rastojanje) return (rastojanje > a.rastojanje);
return (cvor > a.cvor);
h

)

inline void Dijkstra(int CvorPocetak)
{
priority queue<cvorRed> red;
cvorRed P;
for (int i=0;1<n;i++)
{
if (i == CvorPocetak)
{
graf[i].rastojanje = 0;
P.cvor=1;
P.rastojanje = 0;
red.push(P);
}
else graf[i].rastojanje = INF;
}

while (!red.empty())
{
cvorRed tekuci = red.top();
red.pop();
int tekCvor = tekuci.cvor;
int tekRastojanje = tekuci.rastojanje;
for (int i=0;i<graf[tekCvor].sused.size();i++)
{
if (!mark[graf[tekCvor].sused[i]])

{

int nextNode = graf[tekCvor].sused][i];

if (tekRastojanje + graf[tekCvor].tezina[i] < graf[nextNode].rastojanje)

{

graf[nextNode].rastojanje = tekRastojanje + graf[tekCvor].tezina[i];

P.cvor = nextNode;
P.rastojanje = graf[nextNode].rastojanje;
red.push(P);
h
h
h
mark[tekCvor] = true;
h
h



int main()

{

n=9;

graf[0].sused.push back(1); graf[0].tezina.push back(15);
graf[0].sused.push _back(2); graf[0].tezina.push back(14);
graf[0].sused.push back(3); graf[0].tezina.push back(10);
graf[0].sused.push_back(4); graf[0].tezina.push back(5);
graf[0].sused.push_back(5); graf[0].tezina.push back(6);
graf[0].sused.push_back(7); graf[0].tezina.push back(2);

graf[1].sused.push_back(2); graf[1].tezina.push back(2);

graf[2].sused.push_back(3); graf[2].tezina.push back(5);

graf[3].sused.push _back(4); graf[3].tezina.push back(1);

graf[5].sused.push_back(4); graf[5].tezina.push back(4);
graf[5].sused.push_back(6); graf[5].tezina.push back(4);

graf[7].sused.push_back(5); graf[7].tezina.push back(3);
graf[7].sused.push_back(6); graf[7].tezina.push back(8);
graf[7].sused.push_back(8); graf[7].tezina.push back(5);

graf[8].sused.push _back(1); graf[8].tezina.push back(3);

Dijkstra(0);
printf("%d\n",graf[ 6].rastojanje);
return O;

}

Zadatak 2. Dat je usmereni graf G=(V,E) sa skupom ¢vorova V={1,2,3,4,5,6,7,8,9} 1
skupom grana E sa tezinama kao na slici.

Odrediti tezine najkrac¢ih puteva od ¢vora 1 do ostalih
¢vorova u grafu.




k Skup S niz d niz p |

2 3] 4 s5]6][7]8]9]2]3]4|5/6]7]8
1 23 14 ¥ 364 ¥ [I[L[1]0JTI]I]1
2|6 6|l 12 1314|6354 ¥ |1[1][1]6]1]6]1
3]6.8 8| 12 (1314 |63 |54 8 |1][1][1]6]1]6]1
4]6.7.8 7123 1a]6[3]s[4]8 |t[1][1]6]1]6]1
5[5.6.7.8 s|i2 13|14 6|3 5[4 8 |1][1][1]6]1]6]1
6]5.6.7.8.9 ol [13]14]6[3[s5[4[8 |o[1][1]6]1]6]1
7[2.5.6.7.8.9 2| [12]14 [6]3|5][4] 8 |9l2][t][6]1]6]1
8]2.3.5.6,7.8,9 3| [12114(6[3[5[4] 8 |9[2]1]6]1]6]1
912.3.45.6.7.89 lalu (12114 16]3[5/4[ 8 |o[2]1]6]1]6]1
Zadatak 3

Na zabavi se nalazi n ljudi koji su numerisani brojevima od 0 do n-1. Matricom
a(nxn) dato je ko se s kim poznaje, tako je a[i,j]=1 ako osoba i poznaje osobu
j, inacCe je a[i,j]=0.0soba s zna vest koju treba da saopsti ostalima. Osoba i
moze prepricati vest samo osobama koje poznaje. Svako prepri¢avanje traje 1
minut. Prepri¢avanja se mogu odvijati paralelno i svaka osoba moze okupiti
svoje poznanike kojima ¢e saopstiti vest. Svaka osoba ¢im cCuje vest odmah je
prepriCava, bez gubitka vremena. Napisati metod kojim se odreduje minimum
vremena u minutima koji je potreban da svi koji mogu Cuju vest.

Problem mozemo resiti koriS¢enjem prethodno opisanog metoda Dijkstra kojim
odredujemo duzine najkrac¢ih puteva od osobe s koja zna vest do svih ostalih
osoba. Minimum vremena u minutima koji je potreban da svi koji mogu ¢uju vest
je maksimalni ¢lan niza d.

Zadatak 4

Drzava alhemicara ima N naseljenih punktova, numerisanih od 1 do N, i M puteva. Naseljeni
punktovi su dva tipa: sela i gradovi. Osim toga u drzavi je jedna prestonica (ona moze biti u selu ili
gradu). Putovanje izmedu dva naseljena punkta (ako postoji put) traje 7; minuta. Nakon odluke
da se u prestonici organizuje olimpijada alhemicara u svaki grad su upuceni kuriri sa informacijom
o olimpijadi.

Napisite program koji odreduje u kom poretku i za koje vreme svaki od kurira stize do svog grada.
Pretpostavlja se da se kuriri u toku puta nigde ne zadrzavaju.

U prvoj liniji ulaznog fajla su zapisana 3 broja: N — broj naseljenih punktova (2 < N <1000), M —
broj puteva (1< M <10000) i K — broj gradova (1< K < N). Dalje je zapisan broj prestonice C (
1< C < N).Uslede¢em redu su K brojeva gradova. Dalje sledi M trojki brojeva S;, £,, 7;, gde su
S, E, brojevi naseljenih punktova koje povezuje put, a 7; — trajanje putovanja tim putem

(1=<7; <100 ), Garantuje se da se iz prestonice moze sti¢i do svakog grada.

test.txt izlaz.txt
5451 10
12345 21
121 311

2 310 4111
3 4 100 5211
4 5 100

5531 51
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Napomena. Alhemija je disciplina koja kombinuje elemente mnogih nauka i filozofskih disciplina,
poput hemije, metalurgije, fizike, medicine, astrologije, misticizma i umetnosti.

Resenje. Za svako naselje koris¢enjem Dijkstrinog algoritma nademo najmanje vreme, za koje
kurir do njega stize. Nakon toga ispisati naselja koja su gradovi sortirane po vremenu u
neopadaju¢em poretku.

Zadatak 5
Pokazati da je izlaz Dijkstrinog algoritma korensko stablo.
Zadatak 6

Neka je G neusmereni tezinski graf 1 neka je T njegovo stablo najkracih puteva od v.
Da li ¢e T ostati stablo najkracih puteva ako se tezine uvecaju za ¢?

Zadatak 7

Da 11 algoritam Dijkstra radi nad grafovima koji imaju negativne tezine?

Zadatak 8 — MATF 2016
Bpemencko orpannueme 1 cexynna
Memopujcko orpanndeme 64 MB

ABuo xomnanuja o6asspa ietoBe Mel)y 7 rpagoBa o3HaueHux peaom 0, 1, ..., n-1. 3a cBaku net
MO3HATHU CY MOJIA3HU U JIOJIa3HH T'PaJl, Kao U Opoj MyTHHKA, KOje aBHOH MOXeE J1a TIpeBe3e Ha TOM
nety. JleroBu cy nBocmepuu. Ceauiire aBuo kommnanuje je y rpany 0. 3a cBaku rpan i Tpeba
U3pavyyHaTH MaKMCMaJIHU Opoj MyTHUKA Ha JIMHUJU KOja JUPEKTHUM JIETOM WIIH Ca HEKOJIHKO
npeceaama nmpeBo3u myTHuke u3 rpana 0 y rpan i (i=1,2,..., n-1).

Hammumure nporpam AVIONI, xoju 00aBjba HEONX0/IHA U3padyyHaBamka U Hajla3u MaKCUMATHHU OpO]
MyTHHKA, KOJU MOKe cTUhU y CBakU Tpaj moueBin of rpana 0.

Yaas
VY npBoM peny cTaHIapAHOT yia3a jJara cy JBa ILiena Opoja n u m — Opoj rpajaosa u 0poj
netoBa. CBakM OJ] HAPEIHUX M PEAOBa CaAPKU TPH 1iena Opoja — penHe Opoj rpagoBa udmehy Kojux
ce 00aBJba Taj JIeT U Opoj MyTHUKA, KOJU MOXKeE Ja Ce IPEBEe3e Ha TOM JIETY.

H3zna3
VY jenuHOM peny CTaHIapAHOT M3Jla3a Iporpama Tpeda J1a UCIHIIE jefaH 1eo Opoj 3a CBaKH
rpaa, ocuMm rpaga 0 — MakcuManadH Opoj MyTHHKA, KOJU MOTY CTHhU 10 TOT rpaaa. Y HCIHCY,
OpojeBe pazBOjJUTH Pa3MaKOM.

Orpanuyema

1 <n<20000

1 <m <200000

1 <6poj myTHUKa 10 jeaHoM JeTy < 10000

IIpumep
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Pememe:
3amatak ce pemaBa y ¢dopmu mnpuiarohaBama [lajKCTPUHOT aldropuTMa 3a TPaKEHE
Hajkpahux myTeBa o1 jeTHOT YBOPA /10 CBUX OCTAJIUX.
Wneja: O3nauumo ca
U — ckyn o6paheHux (MapKupaHux) 4BOPOBa;
V — cKyIl CBUX YBOPOBA;
N — O6poj 4BOpOBa;
Pememe 3amaTka 3a cBaku rpaj ce 4yBa y Huzy dist.
Ha mouetky: U = {0}; dist[0]=cc;
Octanu enementu Hu3a dist ce moctaBe Ha 0, JOK eJIeMEHTH, KOju Cy cyceaHu rpamy 0,
n00Mjajy BpeIHOCTH jeIHAKEe TeKUHAMA rpaHa Koje Cy HHIIUACHTHE ¢ rpaaom 0.
Jox (V#U) nonosuru:
VY ckyny V\U nahu uBop ¢ HajBehoM BpenHoCTH - dist[w]
Cmectutu ra 'y ckyn U
3a cBaKo YBOP V KOJH je€ CyccellaH YBOpY W:
Axo (v ¢ U) dist[v] = max (d[v], min (d[w], I(w, v)))
Ja 6u ce 3a10BOJBHIIO BpeMeHCKO orpannderme u 100% Tect mpuMepa HEOIXOTHO je J1a ce
peanu3yje JlajKCTpUH aJropuTaM ¢ XHMIIOM U rpad Ja ce mpeIcTaBu Kao JIMCTa MoBe3aHOCTH. Tana je
CJIIOXKHOCT peniema O(n*log;n).

#include <stdio.h>
#include <list>
#define MAX VALUE 1000000
#define MAX 20000

using namespace std;

struct Edge {
nt x;
int d;

53
list<Edge> B[MAX];

int distf MAX];
int visitf MAX];

int posHeap[MAX];
int heap[MAX];



int hsize;

int visitCount;
int n,m,k;

int minP;

int maxH,minH;

void read() {
int 1, X,y,d;
scanf("%d %d", &n, &m);
for(i=0; i<m; i++) {
scanf("%d %d %d", &x, &y, &d);
Edge Edgel, Edge2;
Edgel.x =y; Edgel.d =d;
Edge2.x =x; Edge2.d =d;
B[x].push back(Edgel);
B[y].push_back(Edge2);
}
}

void hswap(int i, int j) {
posHeap[heapl[i]] = j;
posHeap[heap[j]] = i;
int k = heap[i];
heap[i] = heapljl;
heap[j] = k;

}

void moveDown(int x) {
while (x< (hsize>>1)) {
int child = 2*x +1;
if (child + 1 <hsize && dist[heap[child + 1]] > dist[heap[child]]) {
child++;
}
if (dist[heap[x]] > dist[heap[child]]) {
break;
}
hswap(x, child);
x = child;
}
}

void moveUp(int x) {
while (x>0) {
int parent = (x-1)>>1;
if (dist[heap[x]] < dist[heap[parent]]) break;
hswap(x, parent);
X = parent;
}
b

int removeMin() {



int res = heap[0];
if (hsize <= 0) return -1;
else {
int last = heap[--hsize];
if (hsize<minH) minH = hsize;

if (hsize > 0) {
heap[0] = last;
moveDown(0);
§
return res;
§
§

void add(int x) {
posHeap[x] = hsize;
heap[hsize++] = x;
moveUp(hsize-1);

}

int mini(int x, int y) {
return (x<y)? X :y;

}

void dijkstra() {

dist[0] = MAX VALUE;
hsize = 0;
add(0);

it k;
bool flag = true;
while (flag) {
k = removeMin();
if (k ==-1) flag = false;

else {
visit[k] = 0;
visitCount++;

for(list<Edge>::iterator it=B[k].begin(); it !=B[k].end(); it++) {
if(visit[it->x] && dist[it->x]<mini(dist[k],it->d)) {
dist[it->x] = mini(dist[k], it->d);
if (posHeap[it->x]>=0) moveUp(posHeap[it->x]);
else add(it->x);

int main() {
read();



nt i;

for(i=0; i<n; i++) {
visit[i] = 1;
dist[i] = 0;
posHeapl[i] = -1;

§

visitCount = 0;

dist[0] = MAX;

dijkstra();

for(int i=1; i<n; i++)
printf("%d ", dist[i]);
printf("\n");

return O;
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