Minimalno povezujuce stablo

Ulaz

G = (V, E) - neusmereni povezani tezinski graf

I1zlaz

Povezani podgraf koji sadrzi sve ¢vorove takav da mu je suma cena grana
minimalna.

Resenje

Indukcijom po broju grana.

Baza: ReSenje mora da sadrzi granu najmanje cene.
Induktivni korak: Podgraf T, broj grana k < |V] - 1.

Neka je Ek skup grana koje povezuju ¢vorove u T sa ¢vorovima van. Grana
najmanje cene u Ex mora biti u rezultatu.

Algoritam
T={}

for (w: cvorovi) {
w.oznaka = false;
w.cena = o;

}

(X, y) = grana sa najmanjom cenom u G;
x.0znaka = true;
for (grane (x, z)) {

Z.grana (x, z); // grana najmanje cene od T do z
z.cena cenaGrane(z.grana); // cena grane

}

while (postoji neoznacen c¢vor) {
w = neoznacCen €vor najmanje vrednosti w.cena;

if (w.cena = o) {
greSka: G nije povezan

} else {
w.oznaka = true;
dodaj w.grana u T;

for (sve grane (w, z)) {
if (! z.oznaka) {
if (cenaGrane(w, z) < z.cena) {



z.grana = (w, z);
z.cena = cenaGrane(z.grana);

Minimalno drvo razapinjanja
Posmatrajmo skup od n raCunara koje treba povezati optickim kablovima.
Poznata je cena povezivanja za svaka dva racunara. Povezivanje treba izvrsiti
tako da ukupna cena bude minimalna. Taj problem je u teoriji grafova poznat
kao problem formiranja minimalnog drveta razapinjanja.

Stablo koje dobijamo uklanjanjem odredenog broja grana grafa, a da pritom dobijeni
graf ostane povezan, zovemo razapinjajuce ili obuhvatno stablo (spanning tree).
Generalno, konstruisanje razapinjajuceg stabla jednostavan je postupak, ali je Cesto u
primenama poZeljno da takvo razapinjajuce stablo ima i neka dodatna svojstva, kao
Sto je minimalna/maksimalna suma teZina grana. Obuhvatna stabla se generiSu
algoritmima za obilazak grafa po Sirini ili dubini. Za isti graf moZe postojati viSe
obuhvatnih stabala.

Minimalno obuhvatno stablo ima najmanju cenu (suma cena grana). MoZe biti viSe
takvih stabala (ista cena).

PRIM I KRUSKAL ALGORITMI ZA KONSTRUKCIJU MCST
Neka je G=(V,E) povezan neorijentisan graf i neka je d : E—» R*
funkcija kojom su definisane duzine ivica. Minimalno drvo
razapinjanja grafa G je podgraf T=(V, E;) gde je EcE takav da
vazi:

o T je drvo (povezan graf bez ciklusa)

o zbir duzina ivica skupa Er je minimalan.

Prikazujemo Primov algoritam za odredivanje minimalnog drveta razapinjanja.

Drvo kreiramo tako Sto polazimo od proizvoljnog ¢vora (npr.0) pa dodajemo Cvor
po ¢vor, dok ne dodamo sve Cvorove grafa. Razlikujemo skup U ¢vorova koje smo
dodali u drvo i skup V\U ¢vorova koje joS nismo dodali u drvo. Na pocetku je
U={0) i Er={}. U svakoj iteraciji algoritma izaberemo granu (u,v) sa minimalnom
duzinom takvu da je ueU i veV\U, tj. biramo granu koja je najbliza kreiranom
drvetu. Skup ¢vorova U prosSirimo za ¢vor v, U=Uu{v}, a granu (u,v) dodamo u
skup ivica trazenog drveta Er= Eru{(u,v)}. Postupak ponavljamo dok ne postane
u=v.

Pri realizaciji ovog algoritma, sli¢cno kao kod Dijkstrinog algoritma, koristimo

e niz mark kojim definiSemo da li je ¢vor uklju¢en u drvo ili nije



e niz d kojim pamtimo za svaki Cvor veV\U (mark[v]=false) najmanju duzinu
ivice koja spaja ¢vor v sa nekim ¢vorom u iz drveta (mark[v]=true)

e niz p kojim pamtimo za svaki ¢vor veV\U indeks njemu najblizeg c¢vora iz
kreiranog drveta.

Rezultat algoritma, minimalno drvo razapinjanja definiSemo granama koje ¢ine to
drvo. PoCetke grana pamtimo nizom el a krajeve nizom e2.

Prim-ov algoritam:
PRIM(G, s)
U= {s}
E'=0
while (U # V) do
find (&, v) = min {w(u, v) : (u € U) and (v € (V- V)) }
U=U+ {v}
=E'+ {(w, v)}
end_while
MCST= (U, E"

Kruskal-ov algoritam

1. Inicijalno, graf se posmatra kao potpuno nepovezan (nepovezane komponente)

2. Skup grana E se ureduje po neopadajucoj tezini (prioritetan red)

3. Nova grana se dodaje samo ako spaja dve odvojene komponente (T)

Kompleksnost Kruskalovog algoritama je O(m-log(n)), tj. vremenska slozenost je O(E log V)

KRUSKAL(G)
E'=0
for each (u, v) € E do
PQ-INSERT(PQ, w(u, v))
end_for
num =0
while (num <n-1) do
w(u,v) = PQ-MIN-DELETE(PQ)
if (u € Ti) and (v € Tj) and (i #)) then

E'=E'+ {(u v)}
Tk=Ti+1Tj
num = num + 1
end_if
end_while
MCST=(V, E")
SLOZENOST:

Koristeci binarni heap, Prim-Jarnikov algoritam je kompleksnosti O((m+n) :log(n)) tj.
slozenost je O((V+E)log V), a koriste¢i Fibonacci heap, kompleksnost algoritma je
O(m+n-log(n)). Sa potpunim grafom, u prvom sluc¢aju kompleksnost je O(n*:log(n)), a u
drugom O(n?).

Poredjenje tri algoritma za konstrukciju MCST (Prim vs Kruskal vs Boruvka)
Osnovne razlike izmedu tri algoritama su:

* Prim-Jarnikov algoritam u svakom koraku prosiruje oznaceno stablo sa najblizim ¢vorom,
* Kruskalov algoritam u svakom koraku spaja dva najbliza stabla sa novom granom,



* Bortivkin algoritam u svakom koraku spaja sva najbliza stabla sa novom granom.

Kruskalov i Bortivkin algoritam se mogu unaprediti tako da njihova kompleksnost bude O(m-a(n)), gde
je a inverzna Ackermanova funkcija.

Zadatak 1. Za dati graf na slici, konstruiSite razapinju¢e stablo minimalne cene (MCST)
upotrebom Prim-ovog i Kruskal-ovog algoritma.

ReSenje:

PRIMov algoritam:
Cvor A je odabran za koren stabla

A-B
A-B, B-H

A-B, B-H, H-C

A-B, B-H, H-C, C-D

A-B, B-H, H-C, C-D, C-F

Cena MCST-a je 8+3+6+12+14=43

Prim-ov algoritam:
PRIM(G. s)
U= {s}
E'=0
while (U= V) do
find (&, v) = min {w(u, v) : (u € U) and (v € (V- U)) }
U=U+ {v}
'=E"+ {(u, )}
end_while
MCST= (U, E"



Kruskal-ov algoritam

1. Inicijalno, graf se posmatra kao potpuno nepovezan (nepovezane komponente)
2. Skup grana E se ureduje po neopadajucoj tezini (prioritetan red)

3. Nova grana se dodaje samo ako spaja dve odvojene komponente (T)
Kompleksnost Kruskalovog algoritama je O(m-In(n)).

KRUSKAL(G)
E'=0
for cach (u, v) € E do
PQ-INSERT(PQ, w(u, v))
end_for
num =0
while (num <n - 1) do
w(u,v) = PQ-MIN-DELETE(PQ)
if (u € Ti) and (v € Tj) and (i #)) then
E'=E'+ {(u, v)}

Tk=Ti+1Tj
num = num + 1
end_if
end_while
MCST=(V, E"

Sortirane grane {BH=3, CH=6, AB=8, CD=12, DH=13, CF=14, BC=18, AF=19, BF=34}
Kruskal — korak 1) Od korena stabla mora da polazi grana najmanje tezine. Ovde se bira ¢vor H.

Kruskal — korak 2)

H-B

H-B, H-C

H-B, H-C, B-A

H-B, H-C, B-A, C-D
H-B, H-C, B-A, C-D, C-F

Kruskal — korak 3)

Zadatak 2.
Za dati graf na slici, konstruiSite razapinjuce stablo minimalne cene (MCST) upotrebom Prim-ovog
i Kruskal-ovog algoritma.



ReSenje:
Obuhvatno stablo

Prim-ov algoritam
A-B, B-G, B-E, E-C, C-F, E-I, I-H, F-D

Kruskal-ov algoritam
A-B, B-G, C-F, E-C, B-E, E-I, I-H, F-D

Zadatak 3
U zemlji S, postoji n jezera (numerisanih od 1 do n) i m kanala izmedu njih. Poznata je Sirina
svakog kanala (u metrima). Kretanje kanalima se moZze izvesti u oba smera. Poznato je da ¢amac
Sirine jedan metar moze dospeti do ma kog jezera, poCevsi od jezera sa rednim brojem 1. Napisati
program koji izraCunava minimalni broj kanala koje treba prosiriti, tako da camac Sirine k£ metara
moze putovati izmedu svaka dva jezera (Camac se moze kretati od jednog jezera do drugog, ako je
njegova Sirina manja ili jednaka od Sirine kanala koji povezuje jezera).

Ulaz
U prvoj liniji standardnog ulaza su dati celi brojevi nim (1 <n <1000, 1 <m < 100000).
U narednih m linija su data tri cela broja, 7, j 1 w, koji ukazuju da postoji kanal Sirine w (1 <w < 200)
izmedu jezera, iij (1 <i,j <n). U poslednjoj liniji je dat ceo broj k£ (1 <k <200).

Izlaz
U jedinom redu standardnog izlaza ispisite jedan ceo broj: minimalni broj kanala koji treba proSiriti.

Primer
Ulaz

6 9

1 61
1 2 2
14 3
2 3 3
2 5 2
34 4
362
4 5 5
506 4
4



Izlaz

ReSenje;

1 nacin

Nadimo maksimalno obuhvatno stablo T,.. grafa jezera G i poveZimo ga kanalima.
Posle izracunavamo koliko (grana) kanala iz Tn. su uZi od date vrednosti K. Neka je broj takvih
kanala g. Ako se ovi kanali proSire, camac Sirine K moZe da prode izmedu svaka dva jezera. StaviSe,
ako uklonimo sve kanale uZe od K, graf ¢e se razbiti na g+1 komponenti povezanosti i minimalni
broj kanala koji ¢e povezati sve komponente jeste q.

2 nacin
Trazimo broj komponenti povezanosti grafa jezera G i kanala Sirine barem K. Neka je taj

broj g+1. Posto je grad G povezan, postojace q tesnih kanala, koji Ce pri proSirivanju do Sirina K i
dodavanjem u G povezati komponente. Pronalazenje komponenti povezanosti u G, moZze da se

obavi nekim algoritmom za obilazak grafa — BFS ili DFS.

Zadatak 4
U zemlji S, postoji N jezera (numerisanih od 1 do #) 1 M kanala izmedu njih. Poznata

je Sirina svakog kanala (u metrima). Kretanje kanalima se moze izvesti u oba smera.
Transportno preduzece Jezero je pripremilo listu od K parova jezera izmedu kojih ¢e se
obavljati redovni transport robe i ljudi putem ¢amaca.
NapiSite program koji izraCunava maksimalnu Sirinu ¢amaca, koji mogu proci izmedu
parova jezera koji se nalaze na listi jezera (Camac se moZe kretati od jednog jezera do drugog, ako
je njegova Sirina manja ili jednaka od Sirine kanala koji povezuje jezera).

Ulaz

U prvoj liniji standardnog ulaza su dati celi brojevi N, M, K (N < 1000, M < 100000, K <
10000).

U narednih m linija su data tri cela broja, i, j i w, koji ukazuju da postoji kanal Sirine w
izmedu jezera,iij (1<1i,j<N, Wij<200).

Potom sledi K linija, tako da svaka sadrZi brojeve dva jezera i, j, izmedu kojih se obavlja
transport ljudi i robe.

Izlaz
Program treba da ispiSe K redova na standardnom izlazu, od kojih svaki sadrZi jedan ceo
broj, jednak maksimalnoj Sirini ¢amca, koji moZe putovati izmedu odgovarajuca dva jezera.
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ReSenje:

Pronadimo maksimalno obuhvatno stablo T grafa jezera G i poveZimo ga kanalima. Sve
grane ovog stabla su grane sa najve¢im teZinama u G, odnosno najsiri kanali medu ¢vorovima grafa
G. Prim-ovim algoritmom se moZe generisati ovo stablo. MoZemo ovo stablo predstaviti kao koreno
stablo tako da niz D ¢uva i reguliSe Sirinu kanala (iz stabla) dok niz Pi Cuva prethodnike ¢vorova.
Uz malo analize obilaska stabla moZemo izracunati na kom nivou u odnosu na koren je svaki ¢vor
(vrednosti niza Depth). Maksimalno obuhvatno stablo koje je predstavljen na takav nacin
omogucuje da se u vremenu O(p) (gde p je duZina puta) izraCuna Sirina puta izmedu svakog para
¢vorova u datoj listi sa K ¢vorova.
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