
Êîíñòðóêöèjà è àíàëèçà àëãîðèòàìà, È ñìåð, ïèñìåíè èñïèò - ñåïòåìáàð 2018.

1. (6 ïîåíà) Íåêà ñó d1, d2,...,dn ïðèðîäíè áðîjåâè, n ≥ 2. Äîêàçàòè äà àêî jå
∑n

i=1 di = 2n− 2,
îíäà ïîñòîjè ñòàáëî ñà n ÷âîðîâà ÷èjè ñó ñòåïåíè áðîjåâè d1, d2,...,dn.

2. (6 ïîåíà) Ôîðìóëèñàòè èíâàðèjàíòó ïåò§å ó îñíîâíîj ïåò§è àëãîðèòìà Quicksort è äîêàçàòè
êîðåêòíîñò àëãîðèòìà.

3. (6 ïîåíà) Çàäàò jå ãðàô G = (V,E). Êîíñòðóèñàòè àëãîðèòàì ñëîæåíîñòè O(|E|+ |V |) êîjè ó
ñëó÷àjó àöèêëè÷êîã ãðàôà G äàjå òîïîëîøêî óðå¢å»å ÷âîðîâà ãðàôà, à ó ñóïðîòíîì ïðîíàëàçè
íåêè öèêëóñ ó ãðàôó G. Ïðåöèçíî è äåòà§íî îáðàçëîæèòè àëãîðèòàì è âðåìåíñêó ñëîæåíîñò.

4. (6 ïîåíà) Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå èçðà÷óíàâà»å ïðîèçâîäà äâå êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà ÷åòèðè
ìîæå ñâåñòè íà k ïðîèçâîäà åëåìåíàòà. (à) Êîëèêà áè áèëà àñèìïòîòñêà ñëîæåíîñò îïøòåã àë-
ãîðèòìà çà èçðà÷óíàâà»å ïðîèçâîäà äâå êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n çàñíîâàíîã íà îâîì ñâî¢å»ó.
(á) Çà êîjó íàjâå£ó âðåäíîñò k áè îâàêàâ àëãîðèòàì áèî jîø óâåê áðæè îä Øòðàñåíîâîã àëãî-
ðèòìà?

5. (6 ïîåíà) Ðàçìîòðèòå ñëåäå£è àëãîðèòàì çà óòâð¢èâà»å äà ëè ãðàô èìà êëèêó (ïîäãðàô ãðà-
ôà G ó êîì ñó ñâè ÷âîðîâè ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ãðàíàìà èç G) âåëè÷èíå k. Íàjïðå ñå ãåíåðèøó
ñêóïîâè îä ïî òà÷íî k ÷âîðîâà (èìà èõ O(nk)). Çàòèì ñå çà ñâàêè ïîäãðàô èíäóêîâàí òèì
ïîäñêóïîì ïðîâåðàâà äà ëè jå êîìïëåòàí. Äà ëè jå îâàj àëãîðèòàì ïîëèíîìèjàëíå âðåìåíñêå
ñëîæåíîñòè? Ïðåöèçíî è äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîð.

6. (6 ïîåíà) Íåêà jå äàò íèç öåëèõ áðîjåâà a ñà n ÷ëàíîâà. Êîíñòðóèñàòè àëãîðèòàì êîjè £å
ðàñïîðåäèòè çàãðàäå ó èçðàç a[1] − a[2] − ... − a[n] òàêî äà âðåäíîñò èçðàçà áóäå ìèíèìàëíà.
Ïðåöèçíî è äåòà§íî îáðàçëîæèòè âðåìåíñêó è ïðîñòîðíó ñëîæåíîñò àëãîðèòìà.

Ðåøå»a
1. Ïîñòîjè. Äîêàç ñå èçâîäè èíäóêöèjîì ïî áðîjó ÷âîðîâà n. (1 ïîåí)

Áàçà èíäóêöèjå: Àêî n = 2, è àêî jå d1+ d2=2*2-2=2, îíäà ìîæå äà ïîñòîjè ñòàáëî òàêî äà d1=1,
d2=1. Òî jå ñòàáëî êîjå èìà 2 ÷âîðà è òî îáà ñòåïåíà 1. (2 ïîåíà)

Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Ïðåòïîñòàâèìî äà jå òâð¢å»å òà÷íî çà d1, d2,...,dn−1 è íåêà jå äàòî n ≥ 3
ïðèðîäíèõ áðîjåâà d1, d2,...,dn ÷èjè jå çáèð

∑n
i=1 di = 2n− 2 (3 ïîåíà)

Òàäà ïîñòîjè áàð jåäíî i (1 ≤ i ≤ n) áàð jåäíî j (1 ≤ j ≤ n) òàêî äà jå di=1, d1 > 1 Çàøòî? ÏÐÅÒ-
ÏÎÑÒÀÂÈÌÎ ÑÓÏÐÎÒÍÎ: ∀i ≤ n di 6= 1. Òàäà íå ìîæå äà âàæè

∑n
i=1 di = 2n− 2 (èíä.õèïîòåçà)

Ñëè÷íî çà dj ñå ïðåòïîñòàâè ñóïðîòíî: ∀j ≤ n dj ≤ 1 Òàäà jå
∑n

i=1 di ≤ n, a oïåò çà n ≥ 3 je
n < 2n − 2 Èçáàöèìî èç ñêóïà di è óìà»èìî di çà jåäàí è äîáè£å ñå ñêóï çà êîãà ïî èíäóêòèâíîj
õèïîòåçè ïîñòîjè ñòàáëî ñà òèì ñòåïåíèìà. Ïîòîì íà òî ñòàáëî äîäàìî íîâè ÷âîð, çàïðàâî ëèñò
ñòåïåíà di = 1 ïðèêà÷åíîã çà ÷âîð ñòåïåíà dj − 1 ≥ 1 è äîáèjà ñå ñòàáëî èç ôîðìóëàöèjå çàäàòêà òj.
ñòàáëî ñà n ÷âîðîâà ñòåïåíà d1, d2,...,dn. Ðåøå»å ïðîáëåìà ó îïøòåì ñëó÷àjó íèjå jåäèíñòâåíî.

2.

Algoritam Quicksort(X,n)

Ulaz: X (niz od n brojeva)

Izlaz: X (sortirani niz)

begin

Q_sort(1,n)

end

procedure Q_sort(Levi, Desni)

begin

if Levi<Desni then

S=Razdvajanje(X,Levi,Desni) {S je indeks pivota posle razdvajanja}

Q_sort(Levi, S-1)

Q_sort(S+1, Desni)

end



function Razdvajanje(X, Levi, Desni)

Ulaz: X (niz), Levi (leva granica niza), Desni (desna granica niza)

Izlaz: X, S=Razdvajanje, takav indeks da je X[i] <= X[S] za sve i<=S i X[j] > X[S] za sve j > S

begin

pivot=X[Levi]

L=Levi; D=Desni;

while L < D do

while X[L] <= pivot and L<=Desni do L=L+1

while X[D] > pivot and D>=Levi do D=D-1

if L<D then swap(X[L], X[D])

Razdvajanje=D

zameni X[Levi] sa X[S]

end

Íà êðàjó ñâàêîã ïðîëàñêà êðîç îñíîâíó ïåò§ó while L < D do òà÷íî jå ñëåäå£å òâð¢å»å çà
X[i] ≤ pivot çà 1 ≤ i ≤ L è X[i] > pivot çà D ≤ i ≤ n øòî ñå ëàêî äîêàçójå èíäóêöèjîì ïî áðîjó
ïðîëàçàêà êðîç ïåò§ó. (2 ïîåíà)

Ïîðåä òîãà ó ñàìîì ïðîëàñêè êðîç ïåò§ó L ñå ïîâå£àâà, a D ñìà»ójå íàjìà»å çà 1, ïà ïîñëå
íàjâèøå n/2 ïðîëàçàêà êðîç ïåò§ó ìîðà äà íàñòóïè óñëîâ çà èñêàêà»å èç ïåò§å L ≥ D. Ïðåöèçíèjå,
ó òîì òðåíóòêó jå D = L − 1, jåð ñå L çàóñòàâ§à íà âðåäíîñòè èíäåêñà D çàòå÷åíîj èç ïðåòõîäíîã
ïðîëàñêà êðîç ïåò§ó, à îíäà ñå D ñìà»ójå ñàìî çà 1. (2 ïîåíà)

Ïîøòî jå ïîêàçèâà÷ L ó ïîñëåä»åì ïðîëàñêó ïðåøàî ñâå ÷ëàíîâå íèçà äî èíäåêñà D, çàê§ó÷ójå
ñå äà jå íà êðàjó X[i] ≤ pivot çà i ≤ D è x[i] > pivot çà i ≥ D + 1.(2 ïîåíà)

3. Îñíîâà àëãîðèòìà jå àëãîðèòàì çà òîïîëîøêî ñîðòèðà»å (ñëîæåíîñò O(|E| + |V |)) êîjè ÷óâà
ëèñòó ÷âîðîâà óëàçíîã ñòåïåíà íóëàè ñà »å ñêèäà jåäàí ïî jåäàí ÷âîð ãðàôà (çàjåäíî ñà èíöèäåíò-
íèì ãðàíàìà, ñìà»ójó£è çà jåäàí óëàçíå ñòåïåíå ÷âîðîâà íà êðàjåâèìà ãðàíà è äîäàjó£è íà ëèñòó
åâåíòóëàíå íîâå ÷âîðîâå óëàçíîã ñòåïåíà íóëà).

Àêî ñå ó òîêó èçâðøàâà»à èñïðàçíè ëèñòà, à íèñó åëèìèíèñàíè ñâè ÷âîðîâè ãðàôà, ó ïðåîñòàëîì
ãðàôó ñâè ÷âîðîâè èìàjó óëàçíè ñòåïåí áàð jåäàí, øòî îìîãó£ójå ïðîíàëàæå»å öèêëóñà ó âðåìåíñêîj
ñëîæåíîñòè O(|E|). (2 ïîåíà)

Ïîñòóïàê ïðîíàëàæå»à öèêëóñà:
1. áèðà ñå ïðîèçâî§àí ÷âîð v, îçíà÷àâà êàî ïîñå£åí
2. ïðîíà£è ÷âîð w ñóñåäàí ÷âîðó v, ÷âîð w ñå îçíà÷àâà êàî ïîñå£åí
Ïîíàâ§à ñå êîðàê 1 ñà ÷âîðîì w, è òàêî äà§å ñâå äî íàèëàñêà íà âå£ îçíà÷åí ÷âîð êîjè çàòâàðà

öèêëóñ. (2 ïîåíà)
Ïðîíàëàæå»å öèêëóñà ñå îäâèjà ó âðåìåíñêîj ñëîæåíîñòè O(|E|) çàòî øòî ñå ïêàçèâà÷è óíàçàä

ôîðìèðàjó ó O(|E|) êîðàêà, jåð ñå âðøè îáðàäà jåäíå ïî jåäíå ãðàíå èç ëèñòå ïîâåçàíîñòè ãðàôà .
(2 ïîåíà)

4. Áåç ñìà»å»à îïøòîñòè, îãðàíè÷èìî ñå íà ñëó÷àj n = 4k. Àêî ñà T (n) îçíà÷èìî ñëîæåíîñò
èçðà÷óíàâà»à ïðîèçâîäà äâå ìàòðèöå ðåäà n , îíäà jå T (n) = kT (n/4) + cn2 . Ïî ìàñòåð òåîðåìè
T (n) = O(nlog4k) . Äà áè àëãîðèòàì áèî àñèìòîòñêè áðæè îä Øòðàñåíîâîã, ìîðà äà âàæè nlog4k <
nlog27 îäíîñíî log4k < log27 = log449 îäíîñíî k < 49

5. Не. Погледати сличан задатак са вежби и у уџбенику.



6. Neka je dat niz celih brojeva a sa n članova. Konstruisati algoritam koji će rasporediti
zagrade u izraz a[1]-a[2]-...-a[n] tako da vrednost izraza bude minimalna. 

Resenje: 

Ako k-to oduzimanje sleva na desno je poslednje oduzimanje koje se izvrsava u 
resenju (tj. optimalnom zagradjivanju), onda su u izrazu levo od k-tog operatora 
minus zagrade postavljene tako da on ima mnimalnu vrednost,a u izraz desno tako 
da ima maksimalnu vrednost.  
Neka je l-to oduzimanje sleva ono koje se poslednje izvrsava pri 
racunanju maksimalne vrednosti izraza. Tada su u prvom delu izraza zagrade 
postavljene tako da on ima maksimalnu vrednost, a u drugom delu tako da ima 
minimalnu vrednost. 

Stoga formiramo dve matrice Max i Min tako da: 

za 1 <=i <=n: Min[i,i]=Max[i,i]=a[i] 

za 1 <=i < j < = n: Min[i,j] je najmanja vrednost izraza koja pocinje sa a[i] i zavrsava se sa a[j] 

za 1 <=i < j <= n: Min[j,i] je redni broj oduzimanja koje se poslednje izvrsava tako da izraz koji pocinje sa 
a[i] i zavrsava se sa a[j] ima minimalnu vrednost 

za 1 <= i < j <= n: Max[i,j] je najveca vrednost izraza koja pocinje sa a[i] i zavrsava se sa a[j] 

za 1 <= i < j <= n: Max[j,i] je redni broj oduzimanja koje se poslednje izvrsava tako da izraz koji pocinje sa 
a[i] i zavrsava se sa a[j] ima maksimalnu vrednost 

Svaka od matrica Max i Min se koristi za pamcenje dva tipa podataka: 

• informacija o ekstremnoj vrednosti izraza
• informacija o rednom broju poslednje izvrsene operacije oduzimanja,

potrebne za rekonstrukciju izraza

dakle: 

• ako je j-i=1, onda:
Min[i,j]=Max[i,j]=a[i]-a[j]
Min[j,i]=Max[j,i]=i (jer se izvrsava samo jedno oduzimanje)

• ako je j-i>1, onda:
Max[i,j]=max i <= k < j {Max[i,k]-Min[k+1,j]}
Min[i,j]=min i <= k < j {Min[i,k]-Max[k+1,j]}



Matrice se popunjavaju po dijagonalama, a pocev od glavne i vrsi se popunjavanje 
elemenata ciji indeksi su [s,t] gde s=i, t=j-i. 

Algoritam OptIzrazOduzimanja (a,n)  
ulaz: a /* niz celih brojeva, clanova izraza a[1]-a[2]-...-a[n] */ 
       n /* dimenzija niza a */  
izlaz: optimalni izraz sa zagradama 

for (k=1;k < = n; k++) Max[k,k]=Min[k,k]=a[k]; 

for (t=1;t < = n-1; t++) 
 for(s=1;s < = n-t; s++) 
 { 
  Max[t+s,s]=s; 
  Max[s,t+s]=Max[s,s]-Min[s+1,t+s]; 
  Min[t+s,s]=s; 
  Min[s,t+s]=Min[s,s]-Max[s+1,t+s]; 
 for(k=s+1;k<=t+s-1;k++) 
 { 

 if (Max[s,k]-Min[k+1,t+s] > Max[s,t+s]) 
 { 

 Max[s,t+s]=Max[s,k]-Min[k+1, t+s]; 
 Max[t+s,s]=k;  

 }  

 if (Min[s,k]-Max[k+1,t+s] < Min[s,t+s]) 
 {  

 Min[s,t+s]=Min[s,k]-Max[k+1, t+s]; 
 Min[t+s,s]=k;  

 } 
 } 

 } 

OPT_ispis(1,n); 
 } 

Algoritam OPT_ispis (i,j); 
if (i==j) print(a[i]);  
else  

 { 
 print( "(" ); OPT_ispis(i, Min[j,i]); 



      print( ") - (" ); OPT_ispis(Min[j,i]+1, j); print (" ) " );  
    }  
  } 

 




