1 Algebarski algoritmi

1.1 Stepenovanje

Problem: Data su dva prirodna broja n i k. Izracunati n*.

e TRIVIJALNI ALGORITAM: n* = n - nf¥~! zahteva k mnozenja.

e Ideja je da koristimo

ok (nk/2)2 : k — parno
T n- (n*D/22 0k — peparno

Algoritam 1 StepenKvadriradnjem(n, k)

Ulaz: n i k (dva prirodna broja)

Izlaz: P (vrednost izraza n*)

begin

if k=1 then P :=n;

else z := StepenKvadriradnjem(n, k div 2);
if kmod 2 =0 then P :=z- z;
else P:=n-z-z
end if

end if

end

Broj mnozenja je O(logk).



1. Okarakterisati vezu izmedju algoritma za ra¢unanje n* kvadriranjem
i binarne predstave broja k.
Resenje: Neka je (kp,—1km—2 ... ko)2 binarni zapis broja k. Rezultat
inicijalno postavljamo na 1 (z = 1). Vazi sledece:

k:((k‘m,12—|—k/‘m,2)2—|—)2+k‘0

Prolazimo bitove broja k pocev od indeksa m — 1, preko m —2...., do 0.
Tekudi rezultat kvadriramo, a ako je k; = 1 onda mnozimo i sa brojem
n. Dakle, z := 2% - ni.

2. Algoritam StepenKvadriradnjem ne minimizira uvek broj mnozenja.
Navesti primer izra¢unavanja n* (k > 10) sa manjim brojem mnozenja
nego u ovom algoritmu.

ResSenje: Na primer, za stepenovanje eksponentom 15 algoritam Ste-
penKvadriradnjem zahteva 6 mnozenja:

((112 . ’I’L)2 . TL)2 o= n15

15

Medutim stepen n'° se moze izrac¢unati i pomoc¢u 5 mnozenja:

((n2)2 . n)3 _ n15

1.2 Euklidov algoritam

Problem: Data su dva prirodna broja n i m. Odrediti njihov najveéi
zajednicki delilac.



Algoritam 2 EuklidovAlgoritam(m,n)

Ulaz: m i n (dva prirodna broja)
Izlaz: NZD (najveéi zajednicki delilac brojeva m i n)
begin
a := mazx(m,n);
b := min(m,n);
r.=1;
while r> 0 do
r := amod b;

a:=b;

b:=r;
end while
NZD := a;
end

1. Konstruisati algoritam za odredjivanje NZD (najveéeg zajednickog de-
lioca) k zadatih prirodnih brojeva.

Resenje: Neka su dati brojevi ai,as,...,a, i neka je a; najmanji
medu njima. NZD ovih brojeva se ne menja ako se brojevi as, as, ..., ay,
zamene svojim ostacima pri deljenju sa a; i zatim se iz skupa izbace
sve nule. Ovim operacijama se smanjuje veli¢ina najveéeg broja u
skupu! Posle kona¢nog broja koraka dolazimo do sistema od samo
jednog broja i to je NZD brojeva a1, as, ..., ay.

2. Konstruisati algoritam za odredjivanje NZS (najmanjeg zajednickog
sadrzaoca) k zadatih prirodnih brojeva.

ResSenje: Problem reSavamo indukcijom po k.

e Baza: k = 2. Neka je d = NZD(a,b). Onda je a = a; - d,
b=b1-d, (a1,b1) =1 NZS(a,b) = a1 - by - d = x5y Daldle,
odredivanje NZS-a je svedeno na odredivanje NZD-a.

e Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da smo izrac¢unali
Ak,1 = NZS(al, ag, ... ,ak,l).
. A
Ondaje Ay, = NZS(ay,az,...,a;) = NZS(Ax_1,ar) = Wm
Dakle, potrebno je jos jednom izvrsiti Euklidov algoritam.

3. Na bazi ideje Euklidovog algoritma napisati algoritam koji pronalazi
bar jedno celobrojno resenje jednacine ax + by = NZD(a,b).



Resenje: Pretpostavimo da je a > b. Na osnovu Euklidovog algoritma
vazi:
a=qob+7r;,0<r <b
b=qr1+72,0<ry<n

1 =qor2 + 13,0 <13 <71y

Tn—1 =qnTn + Tnt+1,0 < rpp1 <7y
Tn = Qn+1Tn+1
Tn+1 = NZD(a,b)
Ove jednakosti se mogu napisati i kao:
rL=a— qpb

ro=b—qr1 =b—q(a—qb) =—qia+ (1 + qoq1)b

s =T1 —Qqary = ...

Tigl = Ti—1 — i1 =+ = Tit10 + Yir1b

Tn+l = Tpt10 + yn+1b
za neke x;,y; € Z

Primetimo da je moguée izraziti r,4+1(NZD(a,b)) kao linearnu kom-
binaciju brojeva a i b1i to u n + 1 koraka.

Ako je u i-tom koraku dobijeno:
Ty = xia + y;b
Ti-1 = Zi—1a + Yi—1b
Tit1 = Ti—1 — ¢;Ti = Ti—1a + Yi—1b — gi(zia + y;b)
= (vi—1 — qizi)a + (Yi-1 — ¢yi)b = Tit10 + Yiy1b

Dakle,



Ti+1l = Ti—1 — Gi%4
Yi+1 = Yi—1 — Y
Pocetne vrednosti su: z_1 =1, 20 =0, y_1 =0iyy = 1.

ZakljuCujemo da je za racunanje tekuéeg koeficijenta potrebno znati
vrednosti prethodna dva odgovarajuéa koeficijenta.

Algoritam 3 ModifikovaniEuklidovAlgoritam (m,n)

Ulaz: a i b (dva prirodna broja)
Izlaz: x iy (celi brojevi tako da vazi da je axz + by = NZD(a,b))

begin
uz_a_pred :=1;
uz_b_pred :=0;
uz_a :=0;
uz_b :=1;
while b<> 0 do
q := adiv b;
r := amod b;
a:=b;
b:=r;

if b <> 0 then
uz_a_temp:=uz._a;
uz_b_temp :=uz_b;
uz_a :=uz_a_pred - q-uz_a;
uz_b :=uz_b_pred - q-uz_b;
uz_a_pred :=uz_a_temp;
uz_b_pred :=uz_b_temp;
end if
X 1= uz_a;
y := uz.b;
end while
end




1.3 Mnozenje polinoma

Problem: Dati su polinomi P = Z?:_ol pirtiQ = Z?:_ol ¢;x", stepena n— 1.
Zadatak je da se izrac¢una njihov proizvod.
Ukoliko P@ racunamo direktnim mnoZenjem ¢lanova, slozenost ¢ée biti
O(n?).
Poboljsanje:
P = Py + Pya"/?

Pi=po+piz+-+p, 2™t

Py =ppj2 +Ppjp1z+-- +pn_1x"/2_1

Q = Q1 + Qz"/?

PQ = (P1 + Poa™?)(Q1 + Q22™?) = PLQ1 + (P1Q2 + PoQ1)z™? + PoQoa”™

Oznacimo:
A= P
B = P1Qs
C =P
D = Q2

Nisu nam potrebni B i C pojedinacno, ve¢ u formi B + C. Ako je £ =
(P1 + P)(Q1 + Q2), onda je B+C = E — A — D, pa je dovoljno izra¢unati
tri proizvoda.

SloZenost:

T(n) = 3T(n/2) + O(n) = T(n) = O(n'°923)

1. Izracunati proizvod polinoma 1 + 2z + 322 4+ 423 i 4 — 32 + 222 — 23

koristeéi najvise devet mnozenja koeficijenata.

Resenje:
P(x) = P\(X) + 2°Py(z), Py(x) = 1 + 2z, Py(2) = 3 + 4z

Q(z) = Q1(X) + 2°Q2(2), Q1(z) =4 — 32, Qa(z) =2 — =

P(2)Q(z) = (1 + 2z + (3 + 4z)2?)(4 — 3z + (2 — x)2?)



=1+22)(4-32)+ (1 +22+3+4z)(4 — 32+ 2 —x)
—(1+22)(4—3z) — (3+42)(2 —2))z* + (3 + 42)(2 — x)a!
=(1+22)(4—32)+ ((4+62)(6 —4z) — (1 +22)(4 — 3x)
—(3+42)(2 — x))2* + (3 + 42)(2 — 2)2*

Ovde imamo 3 razli¢ita mnozenja. Svako od njih predstavimo na

slede¢i nacin:
(1+22)(4—32)=1-4+2(3-1-1-44+2-3)+22-2-3
Tri mnozenja: 1-4,3-1,2-3.

(446x)(6—42) =4-6+2(10-2—4-64+6-4)+22-6-4

Tri mnozenja: 4 -6, 10-2, 6 - 4.

(B3+42)2—2)=3-2+2(7-1-3-2+4-1)+2>-4-1

Tri mnozenja: 3-2,7-1,4-1.

Dakle, ukupan broj mnozenja je 9.

. Kako se mogu pomnoziti dva kompleksna broja a + bi i ¢+ di pomocu
samo tri mnozenja?

ResSenje: Dovoljno je izra¢unati proizvode p; = ac, po = bd, p3 =
(a+b)(c+d) =p1 +p2+ (ad + be).

(a+bi)(c+ di) = ac — bd + i(ad + bc) = p1 — p2 + i(ps — p1 — p2)

. Neka su A i B kvadratne matrice reda n ¢ije su vrste otvoreni Grejovi
kodovi (elementi su im iz skupa 0,1, a svake dve uzastopne vrste se
razlikuju na tacno jednom mestu). Konstruisati algoritam slozenosti
O(n?) za mnozenje ovakvih matrica.

Resenje: A = (a;;), B = (bij), C = (cij)
Bi¢e nam doboljno to §to su vrste matrice A otvoreni Grejovi kodovi.

Ra¢unamo prvu vrstu matrice C:



n
Cij = § ik bk
k=1

O(n?) operacija za sve elemente prve vrste.

Konstruisemo vektor R tako da je R[i] pozivija na kojoj se razlikuju
i-ta i (7 4+ 1)-va vrsta matrice A, i = 1,2,...,n — 1. Za ovo je takode
potrebno O(n?) operacija.

Vazi:
n n
Cit1,j — Cij = § ait1,kbrj — § aixbrj
k=1 k=1

= Z(aiJrl,k — @ik )brj = (Qiy1,Rl) — @,R}i])OR}
k=1

Svi ostali elementi se ra¢unaju korigovanjem vrednosti iznad sebe (1
sabiranje, 1 oduzimanje, 1 mnoZzenje).

Dakle, ukupno O(n?) operacija.



2 Numericki algoritmi - FFT i mnozenje polinoma

Problem: Dati su polinomi p(x) i ¢(x). Zadatak je da se izra¢una njihov
proizvod.

Polinom stepena n — 1 se, osim nizom svojih koeficijenata, moze pred-
staviti i vrednostima u n razli¢itih tacaka. Proizvod dva polinoma stepena
n — 1 je polinom stepena 2n — 2, pa ako su date vrednosti ¢inioca u 2n — 1
tacaka, proizvod se moze izracunati uz pomoé¢ 2n — 1 mnozenja, tj.. u O(n?).

Prelaz od predstave koeficijentima na predstavu vrednostima u tackama
reSava se izraCunavanjem vrednosti polinoma (npr. pomoéu Horneove sheme).
Dakle, rac¢unanje vrednosti polinoma p(x) u n tacaka izvoljivo je pomoéu n?
mnozenja.

Prelaz od predstave vrednostima na predstavu koeficijentima se naziva
interpolacija i u opstem slu¢aju zahteva O(n?) operacija.

FFT pogodnim izborom skupa tacaka uspeva da efikasnije izvrsi obe
operacije - algoritam je slozenosti O(nlogn). Dobar izbor je

Inj2+j = —%j
Ako je P = Z?;& a;xt | vazi:

P(x) = P.(2®) + xPy(x?)
n/2—1 n/2—1

P.(z) = Z agjx?, Py(z) = Z agji17
j=0 j=0
P(~z) = Pe(a?) + (—2)P,(2?)
Dobili smo dva potproblema dimenzije n/2 + O(n) dopunskih operacija.

Dobija se da treba uzeti n-ti koren iz jedinice w:
w” =1, w #1za0<j<n Zan tacaka biramo 1,w,w?,..., w" 1.



Algoritam 4 FFT(n,ap,a1,...,a,—1,w,V)
Ulaz: n (prirodan broj, stepen dvojke) ag, a1, ..., a,—1 niz elemenata w
- primitivni n-ti koren iz jedinice
Izlaz: V(niz izlaznih elemenata sa indeksima od 0in —1)
begin
if n =1 then V[0] := ao
else
FFT(n/2,a9,a2,...,a,_2,w? U);
FFT(n/2,a1,a3,...,a,_1,w* W);
for j:=0ton/2—1do
V[j] = Ulj] + wiW[j);
Vi +n/2] = ULj) — wi W)
end for
end if
end

Pokazuje se da je problem interpolacije veoma slican problemu izra¢unavanja
vrednosti, i da se prakti¢no moze iskoristiti isti algoritam.

Ako je
1 1 1
1 w wn !
V(iw) = . )
1 wn.—l w(n—l.)(n—l)
aQ
a1
a = .
anp—1
P(1)
P(w)
w= )
P(wn—l)

Onda vazi V(w)a = v
V3 w)V(w)a =V (w)v

a=V"Hww=1/nV(w

10
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I ovo se rac¢una pomoc¢u FFT - tako Sto se w zameni sa w™ . Ovo je

mmwverzna Furijeova transformacija.

1. Izracunati brzu Furijeovu transformaciju vektora P(z) = 1+2z+322+

4a3.

Resenje: Dakle, dat je polinom sa koeficijentima (1,2, 3,4). Potprob-
leme ¢emo oznacavati sa Pj, _j, (xo,...,xk) gde jo,...,jr oznacavaju
koeficijente polinoma, a xg,...,x; tacke u kojima se izrac¢unavaju

vrednosti polinoma.
Treba da regimo Py 2 34(1, w,w? w?), pri ¢emu vazi w* = 11 w? = —1.

U prvom koraku problem svodimo na Py 3(1,w?) i Py 4(1,w?), a koriséenjem
veze

P(z) = P.(z*) + 2P,(2?)

dobijamo:

P3(1)=P (1) +1-P1%) =P(1)+ P3(1)=1+3=4
Pia(w?) = Pi(w') +w? - Py(w') = Pi(1) = P3(1) =1 -3 = =2
— Pi3(1,w?) = (4,-2)

Py(1) = P(1) +1-Py(1?) = Py(1) + P4(1) =2 +4=6
Py 4(w?) = Py(w*) + w? - Py(w*) = Py(1) — Py(1) =2 — 4 = —2
— P24( ,w) ( —2)

Pio3a(l) = Pi3(1?)+1-Pos(1?) =4+ 6 =10
Prosa(w) = Pl,g(wz) +w- P2,4(w2) =-24w(-2)=-2-2w
Pio3a(w?) = Py g(w?) +w?- Pyg(w?) = Py 3(1) — Poa(l) =4—6 = —2
Piosa(w®) = Py g(w®) +w® - Pyy(w®) = Py g(w?) — wPy4(w?)
=-2—-w(-2)=-24+2w
Dakle,

Pio34(1,w,w? w?) = (10, -2 — 2w, —2, —2 + 2w)

11



2. Izra¢unati inverznu Furijeovu transformaciju vektora (10, —2—2w, —2, —2+
2w).

Resenje:Zadatak je da resimo Pig—2—2u,—2,—2+2w(1, w w2, w3) i

. .. 1 _ 1
na kraJu Sve pomnozimo Sa n 1

Pio,_2(1) = Pio(1%) +1-P5(1*) =10 -2 =38
P107_2(’w72) = Plo(w74) + w2 P_Q('LU74) =10 — 1(—2) =12
= Pio_o(l,w™?) = (8,12)

P_Q_Qw,_Q_i_Qw(l) = P_g_gw(12)—|—1-P_2+2w(12) = 22w-24+2w =—4

P_Q_Qw’_2+2w(w_2) = P_g_gw(w_4)+w_2-P_2+2w(w_4) = —2-254+2—"2w = —4w

= Py oy —2420(l,w %) = (—4, —dw)

1, -2 -3
Pio, 2 2w,—2, 2420 (L, w™ w5 w ") =7

Pio,—2-2w.-2—2+20(1) = Pro—2(1*) +1- Py 9y —240,(1?) =8—4 =14

Pio,—2-2w,~2,—2420(W ") = Pro—o(w ™) +w ™ Poo oy —o2iau(w™!) =
=12+ w H(—4w)=12-4=8

P10 29w 22420 (w™2) = Pig _a(w ™) +w 2 P_g_9y aropw ) = 8—(—4) = 12

Pio 29022420 (w™?) = Pig —2(w ) +w ™3 P_g_oy —otou(w?) = 12+4 = 16

{fw™ =1,w?=-1}

— Py 2 20,2 2+20(L,w w2 w?) = (4,8,12,16)

Kada sve pomnozimo sa % dobijamo (1,2, 3,4).
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