
(A) Homeomorfizmi kruga

(1) Neka je Rα rotacija kruga za ugao α. Dokazati da za svako k ∈ Z postoji neprekidna polukon-
jugacija kruga iz Rα u Rkα.

(2) Dat je niz 2, 4, 8, 1, 3, 6, . . . (an je prva cifra broja 2n). Da li se u ovom nizu qex�e pojavǉuje
cifra 7 ili 8 (da li je limN→∞

]{n|an=a,n=1,...,N}
N ve�i za a = 7 ili a = 8)?

(3) Dokazati da za bilo koji konaqan niz decimalnih cifara postoji n ∈ N takvo decimalni zapis
broja 2n poqiǌe tim nizom.

(4) ∗ Dokazati da su Rα i Rβ konjugovani homeomorfizmom ako i samo ako je α = ±βmod 1.
(5) Homeomorfizam kruga f : S1 → S1 quva orijentaciju ako za svake tri taqke x, y, z ∈ S1 koje su

pore�ane u pozitivnom smeru obilaska kru�nice redom: x, y, z, isto va�i za f(x), f(y), f(z), a
meǌa orijentaciju ako su pore�ane redom f(y), f(x), f(z). Dokazati da homeomorfizam kruga ili
quva ili meǌa orijentaciju.

(6) Podizaǌe homeomorfizma f : S1 → S1 je svaki homeomorfizam skupa R takav da va�i f ◦π = π ◦F ,
gde je π : R→ S1 = R/Z koliqniqko preslikvaǌe, π(x) = {x} = x− [x] ∈ [0, 1). Dokazati:
(a) preslikavaǌe F postoji
(b) F je jedinstveno do na dodavaǌe celog broja
(v) ako f quva orijentaciju, onda je F strogo rastu�e i F (x+ 1) = F (x) + 1
(g) ako je F podizaǌe preslikavaǌa f , onda je Fn podizaǌe preslikavaǌa fn za svako n ∈ Z
(d) svako neprekidno strogo monotono preslikavaǌe za koje va�i F (x+ 1) = F (x) + 1 je podizaǌe

nekog homeomorfizma f kruga S1 koje quva orijentaciju.
(7) Neka je an niz realnih brojeva za koji va�i

am+n ≤ an + am + 1.

Dokazati da je

lim
n→∞

an
n

= inf
n∈N

an + 1

n
,

gde infimum na desnoj strani mo�e biti i −∞ (varijanta Feketeove leme).
(8) Izraziti ρ(F k) i ρ(F−1) preko ρ(F ).
(9) Neka homeomorfizam f : S1 → S1 meǌa orijentaciju. Dokazati da f ima taqno dve fiksne taqke.

Dokazati da f2 quva orijentaciju i da je ρ(f2) = 0.
(10) Neka je f : S1 → S1 homeomorfizam koji quva orijentaciju takav da je ρ(f) = p/q gde su p ∈ Z i

q ∈ N uzajamno prosti. Dokazati da sve periodiqne taqke imaju isti minimalni period q.
(11) Dokazati da ako je ρ(f) ∈ Q, i f : S1 → S1 homeomorfizam koji quva orijentaciju, tada svaka

orbita te�i periodiqnoj, tj. da za svako x ∈ S1 postoji periodiqna taqka p takva da je

lim
n→∞

d(fn(x), fn(p)) = 0.

(B) Preslikavaǌe Em

(1) Dokazati da preslikavaǌe Em quva Lebegovu meru kruga, tj. da va�i λ(E−1
m (A)) = λ(A) za svaki

merǉiv skup A ⊆ S1.
(2) Dokazati da je preslikavaǌe σ : Σ → S1, σ({xn}) =

∑ xi
mi neprekidno (u odnosu na Tihonovǉevu

topologiju).
(3) Dokazati da je Ek ◦ El = El ◦ Ek = Ekl. Kada va�i Ek ◦Rα = Rα ◦ Ek?
(4) Dokazati da je skup taqaka x ∈ S1 qija je orbita OEm(x) gusta neprebrojiv.
(5) Dokazati da je skup

C := {x ∈ [0, 1] | Ek3 (x) /∈ (1/3, 2/3),∀k ∈ N0}

standardni Kantorov skup.
(6) Na�i desni inverz preslikavaǌa φ : Σ→ S1, φ(x) =

∑ xi
mi , za x = (x1, x2, . . .).

(7) ∗ Dokazati da skup taqaka x ∈ S1 qija je orbita OEm(x) gusta ima Lebegovu meru 1.
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(V) Xiftovi i podxiftovi

(1) Dokazati da metrika d(x, y) = 2−k, gde je

k = min{|m| | xm 6= ym}

generixe Tihonovǉevu topologiju.
(2) Neka je A matrica nula i jedinica. Teme vj mo�e biti dostignuto u n koraka iz temena vi ako

postoji put koji se sastoji od n ivica od vi do vj du� usmerenih ivica grafa ΓA. Koja svojstva
matrice A odgovaraju slede�im svojstvima grafa ΓA?
(a) Svako teme mo�e biti dostignuto iz nekog drugog temena.
(b) Ne postoji krajǌe teme, tj. postoji barem jedna direktna ivica koja polazi iz svakog temena.
(v) Svako teme mo�e biti dostignuto u jednom koraku iz svakog drugog temena.
(g) Svako teme mo�e biti dostignuto u taqno n koraka iz svakog drugog temena.

(3) Neka je A matrica nula i jedinica. Dokazati:
(a) Broj fiksnih taqaka u ΣA (ili Σ+

A) je trag matrice A.
(b) Broj dozvoǉenih reqi du�ine n+1 koji poqiǌu u i i zavrxavaju se u j je aij, gde je An = [aij ].
(v) Broj periodiqnih taqaka perioda n u ΣA (ili Σ+

A) je trag matrice An.
(4) Neka je A matrica nula i jedinica i aij > 0, gde je An = [aij ] za neko n. Dokazati da su periodiqne

taqke guste (za xift u ΣA) i da postoji gusta orbita.

(G) Logistiqka preslikavaǌa

(1) Dokazati da je xator preslikavaǌe f : [0, 1]→ [0, 1], f(x) = 2 min{x, 1−x} konjugovano logistiqkom
q4 (µ = 4).

(2) Pokazati da, za µ > 1, za svako x /∈ [0, 1], qnµ(x)→ −∞, kad n→∞.
(3) Dokazati da je odbijaju�a ili privlaqe�a fiksna taqka izolovana fiksna taqka.
(4) Neka je f : R→ R preslikavaǌe klase C1 i p fiksna taqka. Dokazati: ako je |f ′(p)| < 1, tada je p

privlaqe�a, a ako je |f ′(p)| > 1 odbijaju�a fiksna taqka.
(5) ∗ Neka je µ ∈ (1, 3). Dokazati da za svako x ∈ [0, 1] qnµ(x) te�i ka fiksnoj taqki preslikavaǌa qµ.
(6) Da li su x1 = 0 i x2 = 1 − 1/µ privlaqe�e ili odbijaju�e fiksne taqke za qµ u sluqaju µ = 1 i

µ = 3?
(7) Dokazati da za, µ > 4, postoji periodiqna taqka za qµ perioda tri, koja nije fiksna.
(8) Neka je µ > 4 i p2 ∈ [1/µ, 1/2] periodiqna taqka perioda 2. Da li je periodiqna orbita O(p2)

privlaqe�a ili odbijaju�a?

(D) Gausovo preslikavaǌe

(1) Xta su fiksne taqke Gausove transformacije?
(2) Dokazati da je x ∈ [0, 1) racionalan ako i samo je ϕm(x) = 0 za neko m ∈ N.
(3) Dokazati da

(a) Broj kojima periodiqni veri�ni zapis jeste nula kvadratne funkcije sa celobrojnim koefi-
cijentima.

(a) Broj kojima konaqno (poqevxi od nekog n) periodiqni veri�ni zapis jeste nula kvadratne
funkcije sa celobrojnim koeficijentima.

(4) ∗ Dokazati da za svaki niz {bn} prirodnih brojeva niz konaqnih veri�nih razlomaka [b1, . . . , bnn]
konvergira. Dokazati da da za svako x ∈ R niz {[a1, a2, . . . , an]}, an = [1/ϕn−1(x)] konvergira ka x
i da je preslikavaǌe NN, {bn} 7→ [b1, b2 . . .] 1 − 1, tj. da je veri�na reprezentacija realnog broja
jedinstvena. Dokazati da je preslikavaǌe π : NN → [0, 1], π({an}) = [a1, a2, . . .] homeomorfizam koji
uspostavǉa konjugaciju izme�u ϕ i σ.

(�) Torusni automorfizam

(1) Neka je A nesingularna 2×2 celobrojna matrica i A : T2 → T2 pridru�eni torusni endomorfizam.
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(a) Dokazati da je svaka taqka sa racionalnim koordinatama konaqno periodiqna.
(b) Ako je A hiperboliqki, dokazati da svaka konaqno periodiqna taqka ima racionalne koor-

dinate.
(2) Dokazati da su sopstvene vrednosti dvodimenzionog hiperboliqkog torusnog automorfizma ira-

cionalni brojevi.
(3) Neka je A : T2 → T2 torusni automorfizam definisan matricom A ∈ M2(Z). Dokazati da je skup

periodiqnih taqaka gust u T2. Qemu je jednak skup periodiqnih taqaka ako je A hiperboliqki
automorfizam?

(4) Neka je α /∈ Q i φt kretaǌe torusa definisano kretaǌem u ravni

dφt
dt

= (1, α), φ0 = Id,

tj.
φt : (x, y) 7→ (x+ tmod 1, y + αtmod 1).

Za F : T2 → C definiximo prostorno usredǌeǌe kao

F̂ :=

∫∫
T2

F (ϕ1, ϕ2) dϕ1 dϕ2

i vremensko usredǌeǌe u taqki ϕ0 kao

F ∗(ϕ0) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (φt(ϕ0)) dt.

(a) Dokazati da F̂ = F ∗(ϕ0) za svaku neprekidnu funkciju F : T2 → R (svojstvo ergodiqnosti
kretaǌa φt).

(b) Neka je D ⊂ T2 otvorena kugla. Dokazati da je

lim
T→∞

m{t ∈ [0, T ] | φt(ϕ0) ∈ D}
T

= m(D).

(v) Dokazati da je za svako ϕ0 orbita Oϕ0
gusta.

(g) Kakvo je kretaǌe φt za α ∈ Q?
(d) Dokazati da su stabilne i nestabilne mnogostrukosti hiperboliqkog torusnog automor-

fizma guste u T2.
(5) Dokazati da je broj fiksnih taqaka hiperboliqkog torusnog automorfizma jednak |det(A−E)| a

broj periodiqih taqaka perioda n jednak |det(An − E)|.

(E) Smejlova potkovica i solenoid

(1) Skicirati skupove f−1(R) ∩ f(R) i f−2(R) ∩ f2(R).
(2) Dokazati da je H lokalno maksimalan f-ivarijantnan skup.
(3) Dokazati da je φ homeomorfizam.
(4) Neka je F solenoid preslikavaǌe. Dokazati da je

(a) F : T → T injektivno;
(b) F : S → S bijektivno.

(5) Dokazati da je solenoid S povezan, ali nije putno povezan niti lokalno povezan.
(6) Dokazati da je za svako (φ0, φ1, . . .) ∈ Φ skup

⋂∞
n=0 F

n({φn}×D2) jednoqlan, i da je h(s) = (φ0, φ1, . . .).
Dokazati da je h homeomorfizam.

(7) Dokazati da je Φ topoloxka grupa i da je α automorfizam i homeomorfizam.
(8) Na�i fiksnu taqku preslikavaǌa F i sve periodiqne taqke perioda 2. Koliko ima periodiqnih

taqaka perioda n?
(9) Dokazati da je skup periodiqnih taqaka preslikavaǌa F : S → S gust.

(�) Suspenzije i popreqni preseci

(1) Dokazati da je suspenzija φt tok, tj. da je φ0 = Id i φt1+t2 = φt1 ◦ φt2 .
(2) Dokazati da periodiqnim orbitama preslikavaǌa f odgovaraju periodiqne orbite suspenzije φt.
(3) Dokazati da gustim orbitama suspenzije φt odgovaraju orbite orbite preslikavaǌa f .
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(4) ∗ Neka su 1, s i αs ∈ R linearno nezavisni nad Q. Dokazati da je svaka orbita preslikavaǌa φsα
gusta u T2.

(Z) Haos (osetǉivost na poqetne uslove) i eksponent ǈapunova

(1) Dokazati da xator preslikavaǌe (videti doma�i G(1)) ima osetǉivu zavisnost u odnosu na
poqetne uslove.

(2) Dokazati da xift preslikavaǌe σ : Σ+
2 → Σ+

2 ima osetǉivu zavisnost u odnosu na poqetne uslove.
(3) Dokazati da logistiqko preslikavaǌe q4 : x→ 4x(1− x), q4 : [0, 1]→ [0, 1] ima osetǉivu zavisnost

u odnosu na poqetne uslove.
(4) Na�i primer metriqkog prostora (X, d), dinamiqkog sistema f : X → X i homeomorfizma ϕ : X →

X tako da f u odnosu na d ima osetǉivu zavisnost u odnosu na poqetne vrednosti, a u odnosu na
metriku

dϕ(x, y) := d(ϕ(x), ϕ(y))

nema. Zakǉuqiti da osetǉiva zavisnost u odnosu na poqetne vrednosti nije invarijanta topoloxke
konjugacije.

(5) Dokazati svojstva eksponenta ǈapunova:
(a) χ(x, λv) = χ(x, v) za sve realne λ 6= 0;
(b) χ(x, u+ v) ≤ max {χ(x, u), χ(x, v)};
(v) χ(f(x), df(x)v) = χ(x, v).

(6) Na�i eksponent ǈapunova za Em.
(7) Na�i eksponent ǈapunova za za solenoid.

(I) Osnovni pojmovi u topoloxkoj dinamici

(1) Dokazati da su ω(x) i α(x) zatvoreni i invarijantni skupovi.
(2) Dokazati da je R(f) invarijantan skup.
(3) Dokazati da je NW (f) zatvoren i invarijantni skup koji sadr�i ω(x) i α(x) za svako x.
(4) Dokazati da je R(f) ⊂ NW (f).
(5) Dokazati da je taqka x nelutaju�a ako i samo ako za svaku okolinu U 3 x i svako n0 ∈ N postoji

n ≥ n0 za koje va�i fn(U) ∩ U 6= ∅.
(6) Dokazati da su slede�i uslovi ekvivalentni.

(a) f : X → X je minimalno.
(b) ω(x) = X za svako x.
(v) Za svaki neprazan otvoren skup U ⊂ X va�i

⋃∞
j=0 f

−j(U) = X.

(g) O+
(x) = X za svako x.

(7) Ako je f homeomorfizam dokazati da va�i:

y ∈ O(x), z ∈ O(y) ⇒ z ∈ O(x).

Ako je f neprekidno dokazati da va�i:

y ∈ O+(x), z ∈ O+(y) ⇒ z ∈ O+(x).

(8) Dokazati da za Em : S1 → S1 postoje taqke koje nisu rekurentne ali nisu ni konaqno periodiqne.
(9) Za hiperboliqki torusni automorfizam A : T2 → T2 dokazati da va�i:

(a) R(A) = T2 (odakle iz Zadatka 4. zakǉuqujemo NW (A) = T2);
(b) R(A) 6= T2.

(10) Dokazati da je homeomorfizam f minimalan ako i samo ako za svaki neprazan otvoren skup U ⊂ X
postoji n ∈ N takvo da je

⋃n
j=−n f

j(U) = X.
(11) Dokazati da je homeomorfizam f kompaktnog metriqkog prostora X minimalan ako i samo ako za

svako ε > 0 postoji N = N(ε) takvo da je za svako x ∈ X skup {x, f(x), . . . , fN (x)} ε-gust u X.
(12) Neka su X i Y kompaktni metriqki prostori i f : X → X, g : Y → Y neprekidna preslikavaǌa.

Dokazati da je O+
f×g(x, y) = O+

f (x)×O+
g (y) ako i samo je (x, g(y)), (f(x), y) ∈ O+

f×g(x, y). Neka su f i
g minimalni. Na�i potrebne i dovoǉne uslove da f × g bude minimalno.

(13) Dokazati da je f ∈ Homeo+(S1) minimalan ako i samo je topoloxki tranzitivan.
(14) ∗ Na�i primer dinamiqkog sistema za koji va�i NW (f) 6⊂ R(f).
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(15) Ako je f : X → X homeomorfizam, dokazati da je f topoloxki tranzitivno ako i samo ako je to
f−1.

(16) Neka je X metriqki prostor sa bar jednom izolovanom taqkom i f : X → X topoloxki tranzi-
tivno. Dokazati da je X konaqan skup i da je O+

x = X za svako x ∈ X.
(17) Dokazati da je topoloxki tranzitivno preslikavaǌe metriqkog prostora koje je i Lipxicovo

sa Lipxicovom konstantom 1 obavezno minimalno.
(18) Ako je f topoloxki tranzitivno preslikavaǌe dokazati da za svaka dva otvorena skupa postoji

beskonaqno mnogo m ≥ 0 za koje va�i fm(U) ∩ V 6= ∅.
(19) Neka je X metriqki prostor bez izolovanih taqaka.

a)* Neka je f : X → X preslikavaǌe za koje va�i:

za svaka dva U, V 6= ∅ otvorena, postoje m,n ∈ N0, tdj. f−m(U) ∩ f−n(V ) 6= ∅. (♥)

Dokazati da iz (♥) sledi da za svaki proizvoǉan otvoren neprazan O postoji beskonaqno
mnogo n ∈ N takvih da je

f−n(O) ∩ O 6= ∅.
b) Dokazati da je f : X → X topoloxki tranzitivno ako i samo va�i (♥). [Uputstvo za smer
⇐: za date U i V postoji k ≥ 0 tdj. ili fk(U) ∩ V 6= ∅ ili U ∩ fk(V ) 6= ∅. U drugom sluqaju
primenimo taqku b) na skup O := V ∩ f−k(U).]

v) Dokazati da je preslikavaǌe f : X → X topoloxki tranzitivno ako i samo za svako ε > 0 i
svake dve taqke x, y ∈ X postoji z ∈ X i m,n ≥ 0 takvi da je d(fm(z), x)) < ε i d(fn(z), y) < ε.

(20) Dokazati da je f : X → X topoloxki tranzitivno ako postoji taqka x za koju va�i ω(x) = X. Ako
je X kompletan i separabilan, dokazati da ako je f topoloxki tranzitivno onda postoji taqka
x za koju va�i ω(x) = X.

(21) Ako X nema izolovanih taqaka i O+(x) = X, onda je ω(x) = X. Dokazati. Primerom pokazati da
ovo nije taqno ako X ima izolovanih taqaka.

(22) Na�i primer dinamiqkog sistema za koji postoji x takvo da je O(x) = X ali ne postoji x za koje
va�i O+(x) = X.

(23) Da li je proizvod dva dinamiqka sistema koja imaju gustu orbitu ima gustu orbitu? Da li
faktor sistema koji ima gustu orbitu, tako�e ima gustu orbitu?

(24) Neka je f : X → X homeomorfizam. Ako f ima nekonstantni prvi integral (neprekidnu funkciju
koja je konstantna du� orbita) ili funkciju ǈapunova (neprekidnu funkciju koja je nerastu�a
du� orbita), tada f nema gustu orbitu. Dokazati.

(25) Neka dinamiqki sistem f : X → X ima barem dve orbite i neka va�i jedan od slede�a dva uslova:
• X nema izolovanih taqaka
• f je homeomorfizam.

Dokazati da ako f ima privlaqe�u periodiqnu taqku, tada on nema gustu orbitu.
(26) Neka je α iracionalan i f : T2 → T2 homeomorfizam torusa definisan sa f(x, y) = (x+ α, x+ y).

(a) Dokazati da je svaki neprazan, otvoren, f-invarijantan skup gust, tj. da je f topoloxki
tranzitivno.

(b) Neka je orbita taqke (x0, y0) gusta. Dokazati da je za svako y ∈ S1, O+(x0, y) = T2. Dokazati
ako je skup

⋃n
k=0 f

k(x0, y0) ε-gust, da je onda i
⋃n
k=0 f

k(x0, y) ε-gust.
(v) Pokazati da je svaka (napred) orbita gusta, tj. da je f minimalno.

(27) Dopuniti dokaz Poenkareove teoreme: dokazati da je preslikavaǌe

T : Λx0
→ Ω, T : Fn(x0) +m 7→ nρ+m},

gde su
Λx0

:= {Fn(x0) +m | m,n ∈ Z} = π−1 (Of (x0))

Ω := {nρ+m | m,n ∈ Z} = π−1(ORρ(0)),

monotono.
(28) Xta mo�emo re�i o jedinstvenosti homeomorfizma ϕ koji uspostavǉa topoloxku konjugovanost

u Poenkareovoj teoremi? [Uputstvo: ϕ(f(x)) = ϕ(x) + ρ mod 1, neka su ϕ1 i ϕ2 dva takva homeo-
morfizma, ϕ0 := ϕ1 − ϕ2, kakvo je preslikavaǌe ϕ0?)

(29) Neka je f ∈ Homeo+(S1) i ρ(f) /∈ Q. Dokazati da ω(x) ne zavisi od x.
a) Ako je f topoloxki tranzitivno, dokazati da je ω(x) = S1.
b) Ako f nije topoloxki tranzitivno, dokazati da je ω(x) nigde gust skup bez izolovanih taqaka.

(30) Dati primer homeomorfizma f kruga koji meǌa orijentaciju takvog da je Per(f) 6= ∅ ali nemaju
sve taqke isti period.

(31) Neka je f ∈ Homeo+(S1) i ρ(f) ∈ Q. Dokazati da je Ω(f) = Per(f)
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(32) Dokazati da su xift preslikavaǌe, Em : S1 → S1 i hiperboliqki torusni automorfizam A : T→T2

haotiqna preslikavaǌa.
(33) Neka je X metriqki prostor bez izolovanih taqaka. Dokazati da je f haotiqno ako i samo za

svaku konaqnu familiju {U1, . . . , Um} otvorenih nepraznih skupova postoji periodiqna orbita O+
x

koja ih sve seqe.

(J) Atraktori i repeleri. Sistemi gradijentnog tipa

(1) Neka je X kompaktan i f : X → X reverzibilan dinamiqki sistem. Dokazati da za dati atraktor
A dualni repeler R zavisi samo od A (a ne i od izolatora U koji uqestvuje u definiciji
atraktora A).

(2) Neka f, g : [0, 1] → [0, 1], f(x) = x2, g(x) =
√
x. Na�i sve atraktore i repelere preslikavaǌa f i g

i CR(f) i CR(g).
(3) Neka je f : [0, 1] → [0, 1] reverzibilan dinamiqki sistem i neka je f(0) = 0. Dokazati da je
CR(f) = Fix(f).

(4) Ako je f : X → X neprekidno i X kompaktan, i A atraktor za f , dokazati da je f(A) = A.
(5) Ako je A atraktor dokazati da postoji otvoren skup U ⊃ A takav da je ω(x) ∈ A za svako x ∈ U .

Dokazati da obrnuto nije taqno (tj. da skup ω(x) ne mora da bude sadr�an u atraktoru). [Uput-
stvo: x 7→ x+ 1/10 sin2(πx) (mod 1) na S1.]

(6) Neka je M glatka zatvorena mnogostrukost i F : M → R glatka funkcija sa konaqno mnogo
kritiqnih taqaka. Neka je φt negativni gradijentni sistem pridru�en funkciji F (dφt/dt =
−∇F (φt)). Dokazati da za svako x ∈M , φt(x) te�i ka kritiqnoj taqki funkcije F , kad t→ ±∞.

(7) Neka je X kompaktan metriqki prostor i f : X → X reverzibilan dinamiqki sistem gradijentnog
tipa. Pretpostavimo da f dopuxta funkciju ǈapunova V takvu da je V (Fix(f)) konaqan skup.
Dokazati da je CR(f) = Fix(f). [Uputstvo: (i) Dokazati da za svako c ∈ R \ V (Fix(f)) postoji δ > 0
takvo da va�i V (x) < c+δ ⇒ V (f(F )) < c. (ii) Za z /∈ Fix(f) izabrati N takvo da V (fk(z)) /∈ V (Fix(f))
za svako k ≥ N . (iii) Za x = fN (z), a := V (f(x)), b := V (x), izabrati δ iz taqke (i) i izabrati
η := min{δ, (b − a)/2}, i ε tdj. d(x1, x2) < ε ⇒ |V (x1) − V (x2)| < η. (iv) Dokazati da ne postoji
ε-pseudoorbita koja poqiǌe u x. (v) Dokazati da x /∈ CR(f) ⇒ z /∈ CR(f).]

(8) Dinamiqki sistem je definisan diferencijalnom jednaqinom (f(x, y) = φ1(x, y)):

x′ = −y + x(x2 + y2) sin 1√
x2+y2

y′ = x+ y(x2 + y2) sin 1√
x2+y2

.

Ako je X = {x2 + y2 ≤ 1
4π2 }, dokazati da f : X → X. Na�i atraktore i repelere sistema f .

(K) Topoloxka entropija

(1) Dokazati da sve dinamiqke metrike dn definixu istu topologiju kao i metrika d.
(2) Dokazati da je cov(n, 2ε) ≤ span(n, ε) ≤ sep(n, ε) ≤ cov(n, ε).
(3) Ako metrike d i d′ indukuju istu topologiju na X, dokazati da se topoloxke entropije definisane

metrikama d i d′ poklapaju.
(4) Dokazati slede�a svojstva topoloxke entropije:

(a) h(fm) = m · h(f), za m ∈ N;
(b) ako je f reverzibilno, onda je h(f−1) = h(f), pa je h(fm) = |m| · h(f), za m ∈ Z;
(v) ako su Aj, j = 1, . . . , k zatvoreni i invarijantni skupovi i X =

⋃
j Aj, tada je

h(f) = max
j
h(f |Aj ).

(5) Dokazati slede�a svojstva topoloxke entropije:
(a) h(f × g) = h(f) + h(g);
(b) ako je g faktor od f , onda je h(f) ≥ h(g).

(6) Dokazati da su Em, za |m| > 1, jednostrani i dvostrani xift, hiperboliqki torusni automor-
fizam, Smejlova potkovica i solenoid ekspanzivna preslikavaǌa.
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(7) Dokazati da je topoloxka entropija xift preslikavaǌa σ na prostoru jednostranih ili dvos-
tranih nizova (Σ+

m ili Σm) od m simbola jednaka logm. Dokazati da je h(Em) = logm. Kolika
je topoloxka entropija Smejlovog potkoviqastog preslikavaǌa?

(8) Dokazati da je topoloxka entropija solenoida jednaka log 2.
(9) Neka je S2 = C ∪ {∞} Rimanova sfera. Data su preslikavaǌa f, g : S2 → S2 sa

f(z) = z2, f(∞) =∞, g(z) =
z2

2|z|
, g(0) = 0, g(∞) =∞.

Izraqunati deg(f), deg(g), Pn(f) i Pn(g), gde je sa Pn(f) oznaqena kardinaltnost skupa periodiq-
nih taqaka perioda n.

(10) Neka su f i g preslikavaǌa iz prethodnog zadatka. Dokazati da je h(f) = log 2 a h(g) = 0.
(11) Neka je f = P

Q racionalno preslikavaǌe Rimanove sfere, tj. neka su P i Q polinomi koji nemaju
zajedniqki faktor. Dokazati da je h(f) ≥ max log{deg(P ),deg(Q)}.

(12) Neka je f preslikavaǌe Rimanove sfere, f(z) = az+b
cz+d . Dokazati da je h(f) = 0.

(L) Hiperboliqki skupovi i senqeǌe

(1) Dokazati Tvr�eǌe 1 sa predavaǌa.
(2) Dokazati Tvr�eǌe 2 sa predavaǌa.
(3) Konstruisati difeomorfizam kruga koji zadovoǉava prva tri svojstva iz definicije hiper-

boliqnosti (Λ = S1) ali ne i qetvrto.
(4) Dokazati da svojstvo hiperboliqnost skupa Λ ne zavisi od izbora Rimanove metrike.
(5) Ako je x fiksna taqka difeomorfizma f dokazati da je skup {x} hiperboliqki ako i samo ako je

matrica izvoda dfx hiperboliqka (tj. takva da je |λ| 6= 1 za svaku sopstvenu vrednost λ). Xta
mogu biti konstante C i λ za skup {x}. Na�i primer preslikavaǌa takvog da dfx ima sopstvene
vrednosti µ ∈ (0, 1) i 1/µ ali da je λ 6= µ.

(6) Xta mo�emo re�i o hiperboliqnosti periodiqne orbite perioda k?
(7) Ako su Λ1 i Λ2 hiperboliqki skupovi za preslikavaǌa f1 i f2 (fi : Ui →Mi, i = 1, 2), dokazati da

je Λ1 × Λ2 hiperboliqki za f1 × f2.
(8) Dokazati da je Smejlova potkovica hiperboliqki skup.
(9) Neka jeM π−→ N raslojeǌe, U ⊂M otvoren i λ ⊂ U hiperboliqki skup za preslikavaǌe f : U →M

(difeomorfizam na f(U)). Neka je g : N → N faktor od f . Dokazati da je π(Λ) hiperboliqki
skup za g.

(10) Dokazati taqke 1-4. u Primeru 4.
(11) Dokazati da ako je f : S1 → S1 C1-blizu preslikavaǌu Em, onda se svaka beskonaqna ε-pseudoorbita

{xn} preslikavaǌa f mo�e osenqiti pravom orbitom preslikavaǌa f . Ova orbita neprekidno
zavisi od {xn} u Tihonovǉevoj topologiji.

(12) Neka je f : S1 → S1 C1 blizu preslikavaǌu Em. Posmatrajmo orbitu taqke x, {fn(x)} kao ε-
pseudoorbitu. Neka je y taqka za koju orbita {Enm(y)} senqi {fn(x)}. Tada je preslikavaǌe
φ(x) = y homeomorfizam koji uspostavǉa konjugaciju izme�u f i Em. Dokazati.

(13) Dokazati tvr�eǌe sa poqetka Primera 5:
Neka je matrica A ∈ M2 hiperboliqka i detA = ±1. Tada za svaki ograniqeni niz {uk}k∈Z ∈ R2

postoji jedinstveni ograniqeni niz {wk}k∈Z ∈ R2 za koji va�i

wk −Awk−1 = uk, ∀j ∈ Z.

Tako�e postoji konstanta C koja zavisi samo od matrice A takva da je

sup
k
‖wk‖ ≤ C sup

k
‖uk‖.

[Uputstvo: jednaqina
wk −Awk = uk, ∀k ∈ Z

ekivalentna je jednaqini
Bwk −DBwk−1 = Buk,

gde je D dijagonalna matrica a B takva da je A = B−1DB. Oznaqimo(
α+
k

α−k

)
= Bwk,

(
β+
k

β−k

)
= Buk.
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Neka su λ± sopstvene vrednosti matrice A i to neka je |λ+| > 1. Jednaqine

α+
k − λ+α

+
k−1 = β+

k , α−k − λ−α
−
k−1 = β−k

imaju eksplicitna rexeǌa po α±k (u obliku beskonaqnog reda). Jedinstvenost je mogu�e dokazati
indukcijom.]

(14) Dokazati da je orbita koja ostvaruje senqeǌe u Primeru 5 jedinstvena.
(15) Ako difeomorfizam f ima hiperboliqku fiksnu taqku, dokazati da svako g koje je C1-blizu

preslikavaǌu f , tako�e ima fiksnu taqku.
(16) Interpretirati Teoremu 8 za X = Zm i f(z) = z + 1 modm.
(17) Dokazati da je restrikcija f |Λ ekspanzivna.
(18) Da li xator preslikavaǌe ima svojstvo senqeǌa?
(19) Dokazati da izometrija mnogostrukosti nema svojstvo senqeǌa.
(20) Dokazati da se svaki minimalni hiperboliqki skup sastoji od taqno jedne periodiqne orbite.

(ǈ) Invarijantni konusi i stabilnost

(1) Dokazati da je solenoid S hiperboliqki skup preslikavaǌa F .
(2) Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f . Dokazati da postoji otvoren skup O ⊃ Λ i ε > 0

takvi da za svako g za koje va�i dist1(f, g) < ε, skup Λg :=
⋂∞
n=−∞ gn(O) je hiperboliqki skup

preslikavaǌa g.
(3) Dokazati da je topoloxka entropija Anosovǉevog difeomorfizma pozitivna.
(4) Neka je Λ hiperboliqki skup za f . Ako je dimEu(x) > 0 za svako x ∈ Λ, tada f ima svojstvo

osetǉive zavisnosti od poqetnih vrednosti. Dokazati.
(5) Dokazati Tvr�eǌe 9 iz 4. lekcije.
(6) Neka je L : Rm → Rm linearni hiperboliqki sistem (tj. matrica preslikavaǌa je hiperboliqka,

ili ekvivalentno, qitavo M = Rm je hiperboliqki skup za L). Dokazati da postoji δ > 0 takvo
da je linearno preslikavaǌe L1, za koje va�i ‖L − L1‖ < δ, tako�e hiperboliqko, i da je tada
razlagaǌe Rm = Es ⊕ Eu jednako za preslikavaǌa L i L1.

(M) Stabilna i nestabilna mnogostrukost

(1) Neka je preslikavaǌe L : Rm → Rm invertibilno linearno preslikavaǌe i g : Rm → Rm Lip-
xicovo. Ako je Lip(g) < co(L), dokazati da je je L+ g bi-Lipxicovo i da je

Lip((L+ g)−1) ≤ 1

co(L)− Lip(g)
.

(Lipxicova teorema o inverznoj funkciji.)
(2) Dokazati da postoji metrika ‖ · ‖ iz iskaza Tvr�eǌa 2.
(3) Dokazati da je Σ := {ξ ∈ C0(Eu, Es) | ξ(0) = 0, ‖ξ‖∗ <∞} sa normom

‖ξ‖∗ := sup
‖ξ(v)‖s
‖v‖u

(videti i Tvr�eǌe 7 iz 4. lekcije) Banahov.
(4) Neka je L : Rm → Rm linearni hiperboliqki dinamiqki sistem, E = Es ⊕ Eu i ‖ · ‖ norma iz Za-

datka (M4). Kako razlagaǌe E = Es⊕Eu ne zavisi od taqke x ∈ Rm, oznaqimo sa Ks
1 := Ks

1(x) sta-
bilni konus veliqine 1, tj. Ks

1 := {v ∈ Rm | ‖vu‖ ≤ ‖vs‖}. Neka je τ(L) := max{‖L|Es‖∞, ‖L−1|Eu‖∞} <
1 i g : Rm → Rm Lipxicovo sa Lip(g) < 1− τ(L), g(0) = 0. Ako je f = g + L, tada va�i

W s(0, f) = {v ∈ Rm | ∃a ≥ 0, ‖fn(v)‖ ≤ a, ∀n ∈ N0}
= {v ∈ Rm | fn(v) ∈ Ks

1 , ∀n ∈ N0}
= {v ∈ Rm | ‖fn(v)‖ ≤ (τ(L) + Lip(g))n‖v‖, ∀n ∈ N0}.

Dokazati.
(5) Dokazati da iz prethodnog zadatka sledi da se mo�e izabrati dovoǉno malo δ u dokazu Tvr�eǌa

2 iz 5. lekcije, takvo da je Graph(ξ) ⊆Wu(0, f).
(6) Dokazati da Lip(gr) → 0, kad r → 0, gde je preslikvaǌe gr definisano u dokazu Teoreme 1 u 5.

lekciji.
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(7) Xta su skupovi Λsδ, Λuδ , W
u
ε (xs), Wu

ε (xu), W s(0), Wu(0) u sluqaju linearnog hiperboliqkog di-
namiqkog sistema, Λ = {0}?

(8) Dokazati Tvr�eǌe 7 sa predavaǌa.
(9) Dokazati Posledicu 8 sa predavaǌa.

(N) Lambda lema i razni zadaci

(1) Dokazati Lemu 1 jedan iz Lekcije 6.
(2) Dokazati da je f |Λ (videti Definiciju 3 iz 6. lekcije) konjugovano xiftu na prostoru Σk gde je

k broj komponenti povezanosti skupa f(R) ∩R.
(3) Dokazati da su fiksne taqke Morsove gradijentnog sistema hiperboliqke. [Morsova fukcija

je ona qiji je Hesijan (matrica drugog izvoda) nedegenerisan u kritiqnim taqkama (∇F = 0).
Uputstvo: Iskoristiti Morsovu lemu: u okolini kritiqne taqke p postoje koordinate u kojima
Morsova fukncija ima zapis F (x) = F (p) + x2

1 + · · ·+ x2
k − x2

k+1 − · · · − x2
n, gde je k broj pozivitnih

sopstvenih vrednosti Hesijana; ili na neki drugi naqin.]
(4) Neka je M simplektiqka mnogostrukost i f : M → M simplektomorfizam (difeomorfizam koji

quva simplektiqku formu). Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f . Dokazati da je za
svako x ∈ Λ, dimEs(x) = dimEu(x), tj. da su prostori Es(x) i Eu(x) Lagran�evi, a mnogostrukosti
W s(x) i Wu(x) Lagran�eve podmnogostrukosti.

(5) Neka je x ∈ U hiperboliqka fiksna taqka difeomorfizma f : U → M . Dokazati da postoji
okolina V taqke x takva da ako fn(y) ∈ V za svako n ∈ Z, mora biti x = y. [Uputstvo: videti
Hartmen-Grobmanovu teoremu (npr. na:
https://www.merry.io/dynamical-systems/32-the-hartman-grobman-theorem/) ili
https://www.merry.io/dynamical-systems/33-stable-and-unstable-manifolds/.]

(6) Neka je x ∈ U hiperboliqka fiksna taqka difeomorfizma f : U →M . Dokazati da za svako n ∈ N
postoji okolina Vn taqke x takva da va�i: ako je y ∈ Vn \ {x} periodiqna taqka perioda k, tada
je k > n.

(ǋ) Lokalno maksimalni hiperboliqki skupovi. Anosovǉevi difeomorfizmi

(1) Dokazati da je, ako je Λ lokalno maksimalni hiperboliqki skup za f , va�i Per(f |Λ) = NW(f |Λ).
(2) Dokazati Lemu 2 iz 7. lekcije.
(3) Dokazati da je solenoid S lokalno maksimalan hiperpoliqki skup.
(4) Dokazati da je Smejlova potkovica H lokalno maksimalan hiperpoliqki skup.
(5) Dokazati da je homokliniqka taqka nelutaju�a ali da nije rekurentna.
(6) Dokazati da su hiperboliqki torusni automorfizmi (za n = 2), xift preslikavaǌe (i na pros-

toru Σm i na Σ+
m), preslikvaǌe Em, solenoid i Smejlova potkovica topoloxko miksiraǌe.

(7) Dokazati da je faktor topoloxkog miksiraǌa tako�e topoloxko miksiraǌe.
(8) Dati primer topoloxki tranzitivnog preslikavaǌa koje nije topoloxko miksiraǌe.
(9) Dokazati jedan korak u dokazu Teoreme 2 u Lekciji 8: ako je mnogostrukost M povezana i kom-

paktna i taqke x1, . . . , xN qine ε mre�u, tada za svako xi i xj postoje xk1, . . . , xkn , n ≤ N , takve da
je xi = xk1 , xj = xkn i d(xkl , xkl+1

) < ε/2.
(10) Dokazati Lemu 4 iz 8. lekcije.

(O) Aksioma A i strukturalna stabilnost

(1) Na�i primer difeomorfizma za koji va�i NW(f |NW(f)) 6= NW(f) i NW(f) je hiperboliqki skup.
(2) Dokazati da je relacija ∼ definisana u Lekciji 9 relacija ekvivalencije.
(3) Dokazati Posledicu 5 iz Lekcije 9.

https://www.merry.io/dynamical-systems/32-the-hartman-grobman-theorem/
https://www.merry.io/dynamical-systems/33-stable-and-unstable-manifolds/

