(A) Xomeomopdusmu Kpyra

(1)

Heka je R, poraunmja kpyra 3a yrao «. Jloka3aru na 3a cBakO k € 7Z IOCTOjU HEIPEKUIHA IOJIYKOH-
jyrammja kpyra u3 R, v Ria-

Har je umu3 2,4,8,1,3,6,... (a, je mpsa mudppa 6poja 2"). Ila au ce y 0BOM HU3y demhe mojaBibyje
t{nla,=a,n=1,...,N}
N

mudpa 7 wiu 8 (ma am je limy o0 Behu 3a a =7 umm a = 8)7

Jlorazaru ma 3a GUIO KOjU KOHAUAH HU3 NENUMAJIHUX nudapa moctoju n € N TakBo menuMasiHu 3ammc

6poja 2" mounme TUM HU30M.

* Ioxazatu na cy R, n Rg KOHjyroBaH:M XOMeEOMOP()U3MOM aKO U CaMO ako je o = £ mod 1.

Xomeomopousam kpyra f : S! — S! uyBa opujenTammjy ako 3a cBake Tpu Tauke T,y,z € S' Koje cy

nopebae y mO3UTUBHOM cMepy oOMIacKa KPysKHUIE DeloM: &, Yy, z, ucto Baxku 3a f(x), f(y), f(z), a

Mema opujeHTanujy ako cy mopebane pemom f(y), f(z), f(z). Hokaszarn ma xomMmeoMop(dusaMm Kpyra UIn

YyBa WU MEHa OPUjEeHTAIN]Y.

IMommsame xomeomopdusma f : St — St je craxm xomeomopdmsam ckyma R Taxas na Baxu for = mo F,

rae je m: R — S! = R/Z ronmuurnako npecaussame, 7(1) = {x} = o — [2] € [0,1). HorazaTu:

(a) mpecaurasame F mocrtoju

(6) F je jenmHCTBEHO IO Ha JOAaBam-€ IEJIor 6poja

(B) ako f uysa opujenramujy, onga je F' crporo pacryhe u F(z+1) = F(z) +1

(r) ako je F momusame mpecaukaBama f, opga je F™ nomusame npeciaukaBama f 3a cBako n € Z

(m) CcBAKO HENPEKUAHO CTPOro MOHOTOHO IpeciuKaBame 3a Koje Baxku F(x+1) = F(z)+ 1 je nomusame
Hekor xoMeoMopousMma f kpyra S' xoje wyBa opujenTanmjy.

Hexa je a, HU3 peanHux OpojeBa 3a KOjU BaKu

Um+n S an + am + 1.

ITokazatu ma je

.Gn . ap+1

lim — = inf

n—oo 1 neN n
rie MHGUMYM Ha IEeCHOj CTPAHU MOke Outu u —oo (Bapujanta Perereose neme).
Wspasutu p(F*) u p(F~!) mpero p(F).
Heka xomeomopdusam f : S' — S! mema opujenramujy. Jlokasatu ma f mMma TauyHO aBe (UKCHE TadKe.
Iokaszatu na f? uysa opujerramujy u xa je p(f?) = 0.
Hexka je f:S' — S! xomeomopusam koju uysa opujentanujy Takas xa je p(f) = p/qrne cy p € Z u
q € N yzajamuo npoctu. Jlokazatu na cBe IepUOAUYHE TAUKE UMAjy UCTU MUHUMAJHU TEPUOT (.
Jlokazatu ma axo je p(f) € Q, u f: S! — S! xomeomopduzam kKoju UyBa OpujeHTANHMjy, Tala CBaKa
opOuTa TexU MepUOIMJIHO]j, Tj. Aa 3a cBako x € S! mocToju mepwoaMyHa Tadka p TaKBa A3 je

lim d(f"(z), f"(p)) = 0.

n—oo

(B) IIpecaukasame E,,

(7)

Ilokazatu na npeciukasame E,, daysa JleGerosy mepy kpyra, Tj. na saxku A(E,,'(A)) = A(A) 3a csaku
mepius ckym A C St

Ilokazatu na je npecaukasame o @ % — St o({x,}) =
TOMOJIOTH]Y ).

Hoxrazaru na je Ep o By = Ej o0 E, = Fy;. Kana Baxu Epo Ry = Ry 0 E?
IokazaTu na je ckym tauaka x € S! umja je opbura Of,, (r) rycra Hempe6pojus.
IlokazaTu ma je ckyn

Zs
m*

Henperuauo (y omHocy Ha TUXOHOBILEBY

C:={xe0,1]| E5(x) ¢ (1/3,2/3),Vk € No}

cTaHmapIHEU KaHTOpPOB CKyII.
Hahwu necuu umseps mpecmukasama ¢ : ¥ — S, ¢(z) = Y £, 3a © = (21, 22,...).
* Ilokasatu ma ckyn Tadaka 2 € S! umja je opéura O, (v) rycra uma Jleberosy mepy 1.




(B) udroBu v noamuproBu

OKa3aTu Oa MeTpuka d(x,y) = , TOe je
(1) 1 d(z,y) =27* J
k= min{|m| | T F ym}

resepuinie TUXOHOBJEEBY TOIOJOTH]Y.

(2) Heka je A marpuna vyna u jemuuuna. Teme v; Moxe OHUTH 00CMuenymo Yy N KOPaAKe M3 TEMEHa U; aKO
IOCTOjH IIyT KOJU Ce CacTOju OJ N MBUIA OJ v; OO v; Ly ycMeperHux msuna rpada I'y. Koja csojcrsa
Marpure A omrosapajy caenehwum cojcrBuma rpaga ['a?

(a) Csako Teme MOke OUTH HOCTUTHYTO U3 HEKOD APYTOr TEMEHA.
(6) He mocroju kpajme Teme, Tj. mocToju GapeMm jeHa QUPEKTHA UBULA KOja IIOJA3U U3 CBAKOD TEMEHA.
(B) CBako Teme MOke GUTU JOCTUTHYTO y jeIHOM KODAKy M3 CBAKOI APYLOr TEMEHA.
(r) Csako Teme MOke OGUTH NOCTUTHYTO Yy TAYHO N KOPAKa M3 CBAKOT APYTOr TEMEHA.
(3) Hera je A maTpuna mysna u jenununa. JlokazaTu:
(a) Bpoj ¢urcaux Tavara y Y4 (mm X1) je Tpar marpumne A.
(6) Bpoj mosBomeHux peun Oy:RuHE N+ 1 KOjU MOUMIY y ¢ U 3aBPLIaBajy ce y j je a;;, rae je A" = [a;;].
(8) Bpoj mepumommunux Tavaka mepuona n'y Y4 (mmm $F) je Tpar marpume A™.

(4) Hera je A marpuna Hyna u jenuHuna u a;; > 0, roe je A™ = [a;;] 3a Heko n. IlokasaTu na cy mepuoguyHe

Tauke rycre (3a mudr y X 4) U ga DOCTOjU I'ycTa opOura.

(") Jlorucruura OpecauKaBama

(1) Horazaru ma je marop npeciukasamwe [ :[0,1] — [0,1], f(z) = 2min{z, 1 — 2z} KOH]jyrOBaHO JTOrUCTUUKOM

q (p=4).

) Horazarw nma, 3a pu > 1, 3a cBaro x ¢ [0,1], ¢;;(z) — —o0, Kam n — oo.

(3) Horazatu ma je ombujajyhia wnn npusaaveha pukcHa Tauka M30J0BaHA PUKCHA TAUKA.

) Hexa je f:R — R mpeciukasame kaace C! u p ¢pukcna tauka. Ilokasatu: axo je |f/'(p)| < 1, Tana je p

npusnaueha, a ako je |f'(p)| > 1 onbujajyhia ¢purcua Tauka.

(5) * Hera je p € (1,3). Ilorazatn ma 3a csako z € [0,1] g;;(z) Texu ka PUKCHO] TAUKM MPECTUKABAmA (-

(6) Ha mm cy 1 =0 n x3 = 1 — 1/p npusnauehe unn onbujajyhe ¢urcne Taure 3a g, y ciaydajy p=1mn
w=37

(7) Horazatu ma 3a, ft > 4, HOCTOjU HepUOANYHA TAUKA 34 ¢, IEPUONA TPHU, KOja HUje (QUKCHA.

(8) Hera je > 4 u po € [1/u,1/2] nepuomnuna tauka nepuona 2. Ia au je mepuommuna opbura O(ps)
npusiauveha uau onbujajyha?

(II) TaycoBo mpeciuKaBame

(1) IIra cy ¢urcue Tauke aycose Tpanchpopmanuje?
(2) Hoxrasartu nma je x € [0,1) panmonasnan ako u camo je ™ (x) =0 3a mexo m € N.
(3) Horazatu na
(a) Bpoj kojuMa mMepUOIUYHN BEPUZKHU 3aIUC jeCTe HyJa KBaApaTHe QyHKIUje ca Neao0pojHuM Koedu-
IUjeHTUMA.
(a) Bpoj kojuma KOHAUHO (OYEBIIM OJ HEKOr 1) MEePUONUYHK BEPU/KHU 3alUC jecTe HyJa KBaADaTHE
¢yHENUIje ca 1eso0pOjHUM KOepUIrjeHTIMA.
(4) * Ioxrasatu na 3a csaku Hu3 {b,} npupomHux 6pojeBa HU3 KOHAYHUX BEPIKHUX pasioMaxa [bi,...,0,n]
kouBeprupa. JlokazaTu na ma 3a cBako = € R mu3 {[a1,az,...,a,]}, an = [1/¢" 1(x)] romBeprupa xa z
u na je npeciukasame NV, {b,} + [by,b2...] 1 — 1, Tj. na je BepmwkHA pempeseHTanUja peasHOr GpOja
jemmmcTeena. Ilokasatu ma je mpecmukasame 7 : NN — [0,1], 7({a,}) = [a1, az, .. .] xoMmeomopdusanm koju
yCHOCTaBJha KOHjyrauujy m3dMmeby ¢ u o.

(B) Topycuu ayromopduzam

(1) Hexra je A mecunrymapra 2x2 neiobpojaa marpumna u A : T? — T? npuapy:keHn TOPYCHU eHAOMOP(hU3am.



(2)
(3)

(4)

(5)

(a) Hokaszaru ma je cBaka Tauka Ca PALUOHAIHUM KOODIAMHATAMA KOHAYHO II€PUOAUYHA.

(6) Axro je A xumepBosmuku, NOKa3aTU 14 CBaKAa KOHAYHO NMEPUOANYHA TAUKA WMa PAIMOHAJHE KOOD-
JUHATE.

IloraszaTu ma cy COICTBEHE BPEIHOCTU ABOIUMEH3UMOHOT XUIEPOOIMYKOT TOPYCHOT ayTOMOP(U3Ma npa-

NIMOHAJHN OpOjeBU.

Hexka je A : T? — T? Topycrum ayTomopdusam mepurucan marpunoMm A € My(Z). Ilokasatu ma je crym

nepromumunux Tadaka ryct v T2. Uemy je jemHak CKyI IePHOIMUYHUX Taduaka ako je A xumepBonmdku

ayToMopouzam?

Heka je o ¢ Q u ¢y KpeTame TOpyca NeYUHUCAHO KPETAHEM y DABHU
doy
— =(1,« =1Id
dt ( ) )7 d)O 5

Tj.

¢t 2 (x,y) — (x +tmod 1,y + et mod 1).

3a F: T? - C ne¢mHAIIAMO TPOCTOPHO YCPeImHene Kao

F = //2 F(p1,92) de1 dps
T

1 BPEMCHCKO yCPCIILCHE Y TaUKU @y Kao

(a) Horazaru na F = F*(p,) 3a caky menpexmmny ¢yurmujy F : T2 — R (CBOjCTBO eproamdnocTn
KpeTama ¢ ).
(6) Hera je D C T? orBopena kxyraa. llokazaTtu ma je

lim m{t € [07T] | (bt(QOO) € D} _ m(D)
T—o00 T

() IlokazaTu ma je 3a cBako ¢, opbura O, rycra.

(r) Kakso je kperame ¢; 3a o € Q7

(n) Hokazatu ma cy crTabuiHe M HeCTAOMIHE MHOTOCTPYKOCTH XUIEPOOIMUKOT TOPYCHOT ayTOMOD-
¢usma rycre y T?2.

Iokazatu ma je 6poj PUKCHUX Tauyaka XUMePOOIMYKOT TOPYCHOT ayToMopduama jemnak |det(A — E)| a

6poj mepuommunx Tavaka nepuona n jemnax | det(A"™ — E)|.

(E) CwmejnoBa mOTKOBULA U COJIEHOMU

Crurnupatu ckynose f~H(R)N f(R) u f~2(R) N f*(R).

ITokazatu na je H JOKAJIHO MakCUMAaJaH f-UBAPUjAHTHAH CKYII.

HoxrazaTu na je ¢ xomeoMopduzam.

Hexa je F' conmenoun npecnukaBame. Jlokaszatu na je

(a) F:T — T WHjeKTUBHO;

(6) F:S — S GujerTuBHO.

IlokazaTu na je coleHomn S IOBE3aH, ajld HUje IIyTHO IIOBE3aH HUTU JIOKAJIHO IIOBE3aH.

IlokazaTu na je 3a cBaxo (@g, d1,...) € ® cryn (oo, F"({¢n} x D?) jemnounan, n na je h(s) = (¢o, ¢1,...).
Iloxazatu na je h xomeomopusam.

Ilorazaru na je ¢ Tomosomka rpyna u Ia je & ayToMOp(H3aM U XOMEOMOD(PU3aM.

Hahu ¢urcHy Tauky mpeciukaBama F' 1 cBe mepuonudse Tauke nepuona 2. Konuko uMa mepmoauyHux
Tavyaka mepuona n’?

JlorazaTu Oa je CKyn IEePpUOAWYHNX Tadvaka npecinkasama F': S — S rycr.

(*K) Cycnensuje u nonpednu npecemnu

(1) HokazaTtu na je cycmemsuja ¢! Tok, Tj. na je ¢0 = Id u ¢'1 112 = ¢l o p2.
(2) okazaTu na mepuoaMUHUM OpOUTaMa TpecIKaBama f 0AroBapajy NepuoandHe opbure cycruensuje ¢b.
(3) HorazaTtu ma ryctum opbuTama cycnensuje ¢! omrosapajy opbute opbute mpecaukapama f.



(4)

* Hexa cy 1, s u as € R auneapno mHezasucuu Hazn Q. /loxazaTty ma je cBaka opOnTa IpECIUKABA®mHA OF
rycra y T2.

(3) Xaoc (oceTmmBOCT Ha MOUETHE YCJIOBE) U ekcrnoHeHT JhamyHoBa

Hoxrazatn ma marop mpecnukasame (Bumern nomalin I'(1)) mma oceTbUBY 3aBUCHOCT y OOHOCY HA
[IOYETHE YCJIOBE.

Jlokazatu na mMuT IpecauKaBame o : Y3 — Y MMa OCeTIUBY 3aBUCHOCT y OJHOCY HA MOUYETHE yCJIOBE.
Ioka3zaru ma JOruCTUYKO npecaukaBame ¢4 @ ¢ — 4a(l — z), g4 : [0,1] — [0, 1] uma oceTsuBy 3aBUCHOCT
Yy OMHOCY Ha TIOYETHE YCJIOBE.

Hahwu npumep merpuukor npoctopa (X, d), muravMuukor cuctema f : X — X u xomeomopdusma ¢ : X —
X Tako ma f y omHOCY Ha d MMa OCETJHUBY 3ABUCHOCT y OIHOCY HA MOUYETHE BPEIHOCTH, & Y OTHOCY HA
METPUKY

do(,y) = d(p(z), p(y))

HEMA. 3aKBYUYNTU A4 OCETIHUBA 3aBUCHOCT ¥ OJHOCY HA MOYETHE BPEIHOCTHU HIj€ MHBAPU]AHTA TOMOJOIIKE
KOHjyraluje.

IlorazaTu cBOjcTBa ekcrnoHeHTa JbamyHOBA:

(a) x(z, \v) = x(z,v) 3a cBe peanne A # 0;

(6) x(w,u+wv) < max {x(z, u), x(,v)}:

(5) X(f(@), df (@)v) = x(w,0).

Hahwu exkcnonent JbamynoBa 3a F,,.

Hahu ekcnomenT JbamynoBa 3a 3a cosieHOUI.

(1) OcHOBHM MOJMOBU Y TOIOJIOMKO] AMHAMULM

(14)

Hokazaru na cy w(x) u «(x) 3aTBOPEHU U MHBAPUJAHTHU CKYIOBHU.

Hokazaru na je R(f) unBapujanrtan CKyII.

Hokazaru na je NW(f) 3aTBOpeH u MHBapUjaHTHU CKYI KOju caap:ku w(x) u «(x) 3a CBaKO .
Ilokazatu ma je R(f) C NW(f).

Ioka3zaTu na je Tavka xr HesyTajyha ako m caMo ako 3a cBaky okosuHy U 3 x u cBako ng € N mocrtoju
n > ng 3a koje saxku f(U)NU # 0.

Ilorkaszatu ma cy ciaenehiu yCIOBM €KBUBAJICHTHU.

(a) f:X — X je MuanMaiHO.

(6) w(z) =X 3a cBako x.

(B) 3a cpakn mempasan orsopen cxyn U C X samnm |J;—, f/(U) = X.

(r) @+(1‘) = X 3a cBaxko x.
Ako je f xoMeoMoOp@u3aM DOKA3aTU Ha BAKMU:

y€Ox), z€ O(y) = z€ O(x).

Axo je f HenpeKMAHO HOKa3aTU N4 BaiKU:

ye Ot(z), z€ O (y) = ze€ Of(x).
Ioxazaru na 3a E,, : S' = S! nocToje Tauke Koje HUCY peKypPeHTHE aju HACY HU KOHAYHO MEPUOIUIHE.
3a xunepbomuukn TopycHn ayTomopdusam A : T2 — T? norazaTu na Bazku:
(a) R(A) = T? (omakme u3 3amarka 4. 3axmyayjemo NW(A) = T?);
(6) R(A) # T2
HokazaTtu na je xomeoMopdusaMm f MUHHMAJIAH KO U CAMO aKO 3a CBakW Hempas3aH oTBOpeH ckyn U C X
nocroju n € N Takso ma je U;'L:,n fi(U)=X.
Hoxrazatu na je xomeoMopduszaMm f KOMIAKTHOT METPUUYKOT MPOCTOpa X MUHUMAJIAH aKO K CAMO aKo 3a
cBaxo € > 0 moctoju N = N(e) takso na je 3a cBaro z € X ckyn {z, f(z),..., fN(z)} e-ryer y X.
Heka cy X u Y xommaktau merpuuru npocropu u f : X — X, g: Y — Y HemperumgHa IpeciuKaBama.

Iorazatu na je O}rxg(x,y) = O;f(:z:) x OF (y) axo u camo je (z,g(y)), (f(z),y) € O}*‘Xg(z,y). Heka cy fu
g muanMasau. Hahu nmorpebue u moBossHe yciaoBe ma f X g Oyae MUHUMAJIHO.
Iokazaru na je f € Homeo+(Sl) MUHUMAJAH aKO M CaMO je TOIOJIOIIKY TPAH3UTUBAH.

* Hahwu npumep muaamuukor cuctema 3a koju Baxku NW(f) & R(f).



Aro je f: X — X xomeomopdusam, nokazartu na je f TONOJOIMKN TPAH3UTUBHO AKO U CAMO AKO je TO
=

Heka je X merpuukm mpocTop ca Gap jemHoMm m30ia0BaHOM TadkoM u f : X — X TONOJOIKYA TpaH3U-
tusHO. [lokazaru na je X komauan ckyn u na je O = X 3a cako z € X.

lorazaTu ma je TOHMOJIOMIKY TPAH3UTWBHO IIPECIMKABAHE€ METPUYKOT IpOCTOpa kKoje je m Jlummmioso
ca JIlunmunoBoM KoHCTAHTOM 1 00aBE3HO MUHMMAJIHO.

Ako je f TomosomkM TPAH3UTWBHO MPECIUKABAKE MOKA3ATU [a 3a CBAKA IBA OTBOPEHA CKYIa IIOCTOjU
Beckonauno Muoro m > 0 3a koje Basku f™(U)NV # 0.

Heka je X Merpuuru mpocTop 6€3 M30JI0BAHUX TaUaKA.

a)* Herka je f: X — X npecnukaBame 3a KOje BarKu:

3a cBaka mea U,V # () orBopena, moctoje m,n € Ny, aj. f~"(U) N f~™(V) #£ 0. ()

Hokazatu na m3 () ciemm ma 3a cBaku TpOW3BOJbaH OTBOpeH Hempasan () mocToju GeCKOHAYHO
muOTO N € N TakBux na je

F(O)NO £ 0.

6) Horazatu na je f: X — X Tomosomku TpaH3uTuBHO ako n camo Bazkn (O). [Ymyrcrso 3a cmep
«<: 3a nare U u V nocroju k > 0 taj. wmu fX(U)NV # 0 wma UN fF*(V) # 0. Y apyrom cayuajy
npumennMo Taury 6) ma ckym O =V N fF(U).]

B) Ilokaszaru na je npecaukasame f: X — X TONOJONUIKM TPAH3UTUBHO aKO W CAMO 3a CBakKo € > 0 u
cBake nBe tauke x,y € X nocroju z € X u m,n > 0 raksu xa je d(f™(z),z)) < e u d(f"(z),y) <e.

Hokazatu na je f: X — X TONOJOMEKN TPAH3UTUBHO aKO IIOCTOjU TAadka T 3a Kojy Baxu w(z) = X. Ako
je X koMrureran u cemapabuiaH, MOKAa3aTH & ako je f TOMNOJOMKA TPAH3UTUBHO OHIA MOCTOJU TauKa
x 3a Kojy Baxku w(z) = X.
Ako X mema mzonosanux tavaka u Ot (zr) = X, onna je m = X. llorkazaru. Ilpumepom mokasatu na
OBO HUje TayHO ako X MMa M30JOBAHUX TAYaKa.
Hahw npumep auaaMudykor cucTeMa 3a KOjU MOCTOjU & TAKBO Ia je % = X aju He TOCTOju X 3a Koje
Baskn Ot () = X.
Ila 5 je mpouw3BOA ABA AWHAMUUYKA CHUCTEMa KOja MMajy TycTy opbuty mMma rycrty opbury? Ila aum
¢darTOp cucremMa KOju mMa I'ycTy opbury, Takobhe mma rycty opoury?
Heka je f: X — X xomeomopduzam. AKO f MMa HEKOHCTAHTHU NPBU MHTErpas (HEIPEKUIHY (YHKIW]Y
KOja je KOHCTaHTHa Oy opOuta) miau ¢pyuxnujy Jbanynosa (HempekunHy QYHKIUjy KOja je HepacTyha
nysk opbura), tana f Hema rycry opbury. lokasaru.
Heka munamuuru cucrem f : X — X uma 6apem mBe opOuUTe 1 HEKa BaKU jelaH on ciaeneha asa yciaosa:
e X HeMa M30JIOBAHUX TadyaKa
e [ je xomeomopdu3am.
Ilorazatu na ako f uMma mpusgadely MepUOAUUHY TAUKY, TAJa OH HEMAa T'yCTy OpOUTY.
Heka je a mpammonanan u f : T2 — T? xomeomopdusam Topyca medunucan ca f(z,y) = (v + o,z + ).

(a) Hokazaru ma je cBaku Hempa3aH, OTBODEH, f-MHBADUjAHTAH CKyI T'YCT, Tj. Aa je f TOIOJOWLIKA
TPaH3UTUBHO.

(6) Heka je opbura Tauke (xg,yo) rycra. lokasaru ma je 3a cBako y € S, O+ (zg,y) = T2. Iorazarn
axo je cryn Uy_o [¥(zo,y0) e-rycr, na je onna u |J;_, f*(xo,y) e-rycr.

(B) Ilokazatu na je cBaka (Hampen) opbura rycra, Tj. ga je [ MUHUMAJHO.

Tonyuutu moka3 IloernrapeoBe Teopeme: HOKA3aTU Oa je TPECIUKABALE

T:Ayy = Q, T:F"(x0)+m— np+m},

riae cy
Ayy = {F"(x0) + m | m,n € Z} = ! (Of(z0))

Q:={np+m|m,neZ}=nr""(O,(0)),
MOHOTOHO.
[Ira moxkemo pehin 0 jeMHCTBEHOCTH XOMEOMODPQU3MA ¢ KOJU yCIOCTABJbA TONOJIOMIKY KOHjyTOBAHOCT
y Iloenrapeosoj Teopemu? [Yuyrcrso: ¢(f(x)) = ¢(x) + p mod 1, HeRa cy 1 U @Yo ABA TAKBa XOMEO-
MODPOU3MA, Qo := P71 — P2, KAKBO je HPEeCIuKaBame po?)
Hexa je f € Homeo™ (S') u p(f) ¢ Q. Hokazatu na w(x) me 3aBucu ox .

a) Ako je f TOMOJOWKM TPAH3UTUBHO, MOKazaTu nAa je w(x) = St.

6) Ako f HUje TONOJIOWKY TPAH3UTUBHO, MOKA3ATH 14 je w(X) HUTAE TYCT CKYI 6€3 N30J0BAHUX TAUAKA.
Ilatn mpumep xomeoMopdusMma f Kpyra KOju Mema OpujeHTanmjy TakBor ma je Per(f) # () amm memajy
CBe Ta4yKe UCTU IEePUOL.

Hera je f € Homeo™ (S!) u p(f) € Q. Iokazatu ma je Q(f) = Per(f)



(32)

(33)

Iokazaru na cy mudT npecaukaBame, ,, : S' — S! u xunepGommruku Topycru ayromopduzam A : T~ T?
Xa0TUYHA IPECINKABAKA.

Heka je X merpuuku mpocrop 6e3 m3osnoBanux Tavaka. JlokaszaTu na je f XaOTUUYHO aKO M CaMO 3a
cBakry konauny ¢pamvuaujy {Uy,...,U,, } OTBOpEHUX HENPa3HUX CKYNOBA MOCTOjU nepuomauna opbuta O
KOja UX CBE cede.

(J) Arparropu u penesepu. CucreMu rpaarjeHTHOT THIA

(1)

Heka je X komnakran u f : X — X peBep3ubuian muHaMuuku cucteMm. JlokazaTu na 3a gaTu aTpakTop
A nyanuu penenep R 3aBucu camo om A (a me m on msonaropa U Koju ydecTByje y mepUHANU]U
aTpakropa A).
Heka f,g:[0,1] = [0,1], f(z) = 22, g(z) = /z. Hahwu cBe aTrpakTope m penesepe mpecimKaBama f 1 g
u CR(f) u CR(g).
Heka je f : [0,1] — [0,1] peBep3ubunan munamuuru cuctem u Heka je f(0) = 0. Ilokasaru ma je
CR(f) = Fix(f).
Axo je f: X — X menperknnno u X komnaxrad, u A aTrpakrop 3a f, mokazatu na je f(A) = A.
Axko je A arpakTop nokaszaru ga moctoju orBoper ckyn U D A rtakas ma je w(x) € A 3a cBako x € U.
Iorazatu na o6pHYTO HUje Tauno (Tj. ma ckyn w(x) HE MOpa na Oyme campskaH y aTpakTopy). |YmyT-
ctBO: T+ 2 4+ 1/10sin?(7z) (mod 1) ma S'.]
Hexka je M rmartka 3aTBOpeHa MHorocrpykoct m F' : M — R rmarka ¢yHKIUja ca KOHAYHO MHOTO
KPUTHYHUX Tadaka. Heka je ¢; HEeraTuBHU T'DAAMjEHTHU CUCTEM UpuApyskeH ¢yuruuju F (do./dt =
—VF(¢:)). Horazatu na 3a cBako x € M, ¢i(x) Tesku ka kputnunoj tauku Gpyurnuje F', kan t — +oo.
Hexka je X rommakran merpuuku npoctop u f : X — X peBep3ubuiIad AUHAMUYKA CUCTEM I'PaIUjeHTHOT
tuna. Ilpermocrasmmo na f momymra ¢ymrunjy Jbamymosa V rtarsy ma je V(Fix(f)) komauanm crym.
Iokazatu na je CR(f) = Fix(f). [Yuyrcrso: (i) Hokazatu ma 3a csaro ¢ € R\ V(Fix(f)) nocroju § > 0
takBo ma Bazxku V(1) < c+d = V(f(F)) < c. (ii) 3a z ¢ Fix(f) usabparu N taxso na V(f¥(2)) ¢ V(Fix(f))
3a cako k > N. (iii) 3a x = fN(2), a := V(f(z)), b := V(z), uzabparu § u3 raure (i) u usabparm
n = min{d, (b — a)/2}, u € taj. d(z1,22) < € = |V(z1) — V(z2)| < n. (iv) Horasatu ma He mOCTOjn
e-niceynoopbura koja nmouuse y . (v) Horasaru na © ¢ CR(f) = z ¢ CR(f).]
JluzaMudkn cucteM je nedunucan mudepenmujamaom jemmauuaom (f(z,y) = ¢t (z,y)):

/ 1

' = —y+z(2? + y?) sin
i

x2+4y?

!/ __ 2 2\ o}
y=z+yx —l—y)sm\/m.

Axo je X = {a? +9? < #}, nokazatu na f: X — X. Hahu arpakrope u penenepe cucrema f.

(K) Tonosomka enrponuja

Ilorka3zaTu na cBe qUHAMUUYKE MeTpPUKe d, JEe(PUHUNIY MCTY TONIOJIOTH]Y KAO0 M MeTPUKA d.

Hoxrazatu na je cov(n,2e) < span(n,e) < sep(n,e) < cov(n,€).

Ako meTpuke d u d’ MEAYKY]y uCTy TomoJjorujy Ha X, JOKa3aTH Aa ce TOMOJIOMKE EHTPONUje Ne(hUHNCAHE
MeTpukaMa d u d' TokJgamnajy.

Ilokasartu ciemeha cBOjCTBa TOMOJIOIIKE EHTPOMIU)jE:

(a) h(f™)=m-h(f), 3a m €N;

(6) ako je f pesepsubuano, ouma je h(f~1) = h(f), ma je h(f™) = |m|-h(f), 3a m € Z;

(B) aro cy Aj, j=1,...,k 3aTBOpeHM M MHBapHUjaHTHU CKymoBu U X = Uj A;, Tana je

() = maxh(fla,)

IlokazaTtu cieneha cBOjcTBa TOMOJIOIIKE €HTPOIW]jeE:

(a) h(f xg)=h(f)+ h(g);

(6) ako je g darrop ox f, ouma je h(f) > h(g).

Hokazaru na cy E,,, 3a |m| > 1, jeqmocTpasu u ABOCTPAHU MUPT, XUNEPOOIUUKA TOPYCHUA ayTOMOD-
¢umzam, CMmejIoBa MOTKOBULA U COJEHOU €KCIAH3UBHA IPECINKABAIA.



JlorkaszaTu ma je TOMOJIOmEKA €HTPONHuja mMM(T IPECINKABakha o HA IPOCTOPY jeTHOCTPAHUX WM JBOC-
Tparux HM3oBa (X} wmau X,,) om m cumbona jemmaka logm. Ilokazatu na je h(E,,) = logm. Konuka
je Tomosomka earponuja CMejaoBOr TOTKOBUYACTOL IIPECIUKaBAMma!

Jloka3aTu [a je TOIOJIOIIKA €HTPONUja COoJeHOna jenHaka log 2.

Heka je S? = C U {cc} Pumanosa cpepa. IlaTta cy mpecaukasama f,g:S? — S? ca

Mspauynatu deg(f), deg(g), P.(f) u P,(g), rme je ca P,(f) o3nauena kapIMHAITHOCT CKyNa MEPUOIAI-
HUX TA4aKa Mepuoma n.

Heka cy f n g npecamkaBama m3 nperxomHor 3axaTtka. lokasaru na je h(f) =log2 a h(g) = 0.

Hexa je f = g panroHaJHO IpecaukaBame Pumanose chepe, Tj. Hera cy P u () TONTUHOMU KOjU HEMA)y
sajemanukn paxrop. Horasaru na je h(f) > maxlog{deg(P),deg(Q)}.

Heka je f mpecaurasame Pumanose chepe, f(z2) = ‘Zj_ts Ilokazatu na je h(f) =0.

(JI) XunepGoanukn CKyHOBU U CEHYEHE

(1)
(2)
(3)

(4)
(5)

Horazatu TBpbhemwe 1 ca npenaBama.
Hoxrazatu TBpbheme 2 ca nmpenaBama.
Koucrpyucatn mudeomoppmsam Kpyra KOju 3aTOBOJbABA IPBA TPU CBOjCTBA U3 NeQUHUINjE XUMEP-
Gomaunoctu (A =S') amu we u uerspro.
IlokazaTu ma cBOjcTBO xunmepboauunocT ckyna A me 3aBucu ox uzbopa Pumanose MmeTpuke.
Axko je x PurcHa Tauyka audpeomopdusMa f NOKA3ATU Ha je CKYI {T} XUOepOOJIMYKM aKO M CaMO aKo je
mMarpuna ussona df, xunepbommura (Tj. Taksa ma je |A| # 1 3a csary comctseny Bpemmoct ). Ilra
Mory 6utu kouctante C' u A 3a ckyn {z}. Hahwu npumep npecnukasama Taksor na df, nMa COICTBEHE
Bpenuocty p € (0,1) u 1/u anu na je A # p.
[Ira moxkemo pehu o xunepbogmmUHOCTA TIepuoanYHe opbure mepuona k7
Axo cy Ay u Ay xunepGonuuku ckynosu 3a npecaurasama fi u fo (fi 1 U; = M;, i =1,2), norasatu na
je A1 X Ay xunepboauuru 3a f; X fa.
Ilokazatu na je CmejimoBa MOTKOBUIA XUMEPOOIUYKA CKYII.
Heka je M N pacnojeme, U C M orBoper u A C U XunepBoIndky CKyI 3a Ipecaukasame f : U — M
(mudpeomopduzam uva f(U)). Hera je g : N — N ¢arrop on f. Horasaru na je w(A) xumepGomumuru
CKyI 3a ¢.
Iokazatu Ttauke 1-4. y I[Ipumepy 4.
Ioxasaru na axo je f : S! = S! C'-61usy npecnukapamy E,,, oEIa ce cBaka BeCKOHAUHA £-TIICEY 100POUTA
{z,} npecnukaBama [ Moxke OCeHUMTH MpaBoM OpGuTOM mpeciaumkasama f. OBa opOUTa HENPEKUIHO
3aBucu on {x,} v TUXOHOBIHEBO] TOMOJIOTUjU.
Heka je f : S' — S' C! 6musy npecmurasamy FE,,. Ilocmarpajvo opbury Tauke x, {f"(z)} ®xao e-
nceymoopbury. Hera je y tauka 3a wojy opbura {E”(y)} cemunm {f™(z)}. Tama je mpeciurasame
¢(r) = y xoMmeoMopPu3aM Koju ycnocrasiba koHjyramujy usmeby f u E,,. Iorazaru.
Horasatu tBpheme ca nmouerka [Ipumepa 5:

Heka je matpumna A € My xunep6osmuka u det A = +1. Tana 3a cBaku orpanmueru Hu3 {uy }rez € R?
IOCTOj! jeIMHCTBEHN OrpaHmdeHr HU3 {wy }rez € R? 3a Koju Bakm

wg — Awg_1 = U, Vj € 7.
Tarkobhe mocToju koucranTa C' Koja 3aBucu caMo oI MaTpuie A TakBa na je
sup [[wg|| < Csup [Jug].
k k
[YuyrcrBo: jennauuna
wk—Awk:uk, Vk € Z

€KVBAJICHTHA j€ jeTHaYUHU
Bwk — DBwk_l = Buk,

rae je D nmjaromanma maTpuna a B Taxsa ma je A= B~'DB. O3zmauumo

+ +
(o )= (5 ) =om



Heka cy Ay concrBene Bpemsoctu marpuue A u to Heka je |Ay| > 1. Jexnauune
+ +  _ gt - - _ -
p = Aoy =B, A =6

UMajy eKCIJIUNUTHA Pelleha II0 aki (y obnury Geckonaunor pena). JemuucrBeHOCT je Moryhe mokasartu
VIHIYKIKjOM. |

IokazaTu na je opbura Koja ocTBapyje cenueme y [Ipumepy 5 jemmucTBeHA.

Ako mudpeomopduszaM f mMa XUmepOOIMUKY (UKCHY Tauky, NOKA3aTH Aa CBako ¢ koje je Cl-Gmmsy
mpeciaukaBamy f, Takobhe mMa QUKCHY Taudky.

Wuarepuperuparu Teopemy 8 3a X =Z,, u f(z) = z+ 1 modm.

Iokasaru na je pecrpuknuja f|p eKCIaH3UBHA.

Ila nu maTop mpecinKaBame UMa CBOjCTBO CEHUEHAT!

Ioka3zaTu na M30MeTpUja MHOTOCTPYKOCTU HEMa CBOjCTBO CEHUEHA.

ITorka3zaTu na ce CBaAKM MUHUMAJHUA XUMEPOOJUUYKNA CKYIl CACTOjU OJ TAYHO jeqHe MePpUOIUYHE OpOuTe.

(Jb) VuBapujanTHU KOHYCU U CTABUIHOCT

(1)
(2)

—
w

IlokasaTu na je cojmeHons S XUNEPOOINYKA CKYIl MIPeCanKaBama F.

Hera je A xumepGosunuku ckyn npecaukasama f. lokazaru ma moctoju orsopen ckyn O D A ue >0
TAKBUM A 3a CBako ¢ 3a koje Baxm disti(f,g) < &, crynm Ay := ()2 ___ ¢"(O) je xumepbonnurn Crym
MpECINKABabA ¢.

IlokazaTu na je TOMOJONIKA eHTponuja AHOCOBLEBOr qupeoMOphu3Ma MO3UTUBHA.

Heka je A xumepGommuru ckym 3a f. Axo je dim E%(xz) > 0 3a cBako © € A, tama f mMa CBOjCTBO
OCeTJbUBE 3aBUCHOCTU OJ MOYETHUX BpenHocTu. Jloraszarwu.

Iokasatu Tepbhemwe 9 uz 4. pernuje.

Heka je L : R™ — R™ nuneapuu xunepboandku cucteM (Tj. MATPULA IPECINKABARLA je XUIepOoInJKa,
vy ekBUBAJIeHTHO, untaBo M = R™ je xunepGoamuku ckyn 3a L). oraszaru na mocroju 6 > 0 Takso
& je IMHEApHO mpeciukasBame L1, 3a koje Baxku ||L — Li|| < §, rakobe xumepGosnmuko, n ma je tazxa
paszmarame R™ = F° @ E" jennako 3a npeciaukaBama L u L.

(M) Crabunra u HecTaOUIHA MHOTOCTPYKOCT

(1)

Heka je mpecauraBame L : R™ — R™ uuBepTUOMIHO JMHEAPHO OpeciukaBame u ¢ : R — R™ Jlun-
munoso. Axo je Lip(g) < co(L), mokaszaru na je je L + g ou-Jlunmuoso u na je

1

Lip(L+¢) ") € ——————"
co(L) — Lip(g)

(JIunmunosa TeopeMa O MHBEP3HO] ()yHKLIUjU.)

Hoxrazatu na nocroju Merpuka || - || u3 uckasza Tephema 2.
Ilokazatu na je ¥ := {£ € CO(EY, E%) | £(0) =0, ||€]|* < oo} ca mHOpMOM
. 1€@)
g = sup ===
1]

(Bumetn n Tepbeme 7 u3 4. nerkmuje) Banaxos.
Hera je L : R™ — R™ nuneapuu xunepGonuukn quHaMudku cucteM, £ = E° @ E" u || - | Hopma n3 3a-
natka (M4). Kako pasnarame F = E°@® E" ne 3aBucu oxn tauke x € R™, ozmaunmo ca K§ := K (z) cra-
6uman Koryc Besmunse 1, Tj. K{ := {v € R™ | ||v.|| < |lvs]|}. Hera je 7(L) := max{||L| g ||oo, || L7 Bu|| oo } <
1ug:R™ — R™ Jlunmunoso ca Lip(g) < 1—7(L), g(0) =0. Axro je f =g+ L, rana Baxu
wWe,f)={veR™|3a>0, |f"W)] <a, Vn € No}
={veR™| f*(v) € Kj, Vn € Ng}
={veR™ [ |[f"()|l < (r(L) + Lip(g))"lv]l, Vn € No}.

Ioxrazaru.

JlokazaTu na M3 IPETXOIHOT 3a0aTKa CIeOU Oa ce MOke m3abpaTy TOBOJBHO Majo § y mokasy Tspbema
2 u3 5. nekmuje, takBo na je Graph(&) C W*(0, f).

Hokaszaru na Lip(g.) — 0, xan r — 0, rue je npeciaukBame ¢, nedpuHucano y mokady Teopeme 1 y 5.
JIEKIN)U.



(7)

(8)
(9)

MIra cy ckymosu Aj, Ay, WX(z®), WX(z*), W*(0), W*(0) y cry4ajy AuHeapHOr XUIEPOOIMIKOr IU-
mamuukor cucrema, A = {0}7

IHokazatu Tepbheme 7 ca nmpenasama.

Horasaru [locaenuny 8 ca npenaBama.

(H) Jlam6na nema 1 pasHU 3amauu

(1)
(2)

(3)

Horasaru Jlemy 1 jenan uz Jlexkuuje 6.

Ilokazatu na je f|p (Buneru Heduuunujy 3 u3 6. sexnuje) KOHjyrOBAHO MUMTY HA IPOCTOPY L TIAE je
k ©poj rkomnonenTu nosesanoctu ckyna f(R) N R.

Hokaszaru na cy ¢uxcue tTauke MopcoBe rpagujeHTHor cucrema xunepbosuuke. [Mopcosa ¢ykuuja
je ona umju je Xecujan (Marpuna IpYror U3BOAa) HemereHepucad y kputuynuM tadkama (VE = 0).
YuyrcrBo: Mckopuctut MopcoBy snemMy: y OKOJIMHU KPUTWYHE TayKe p IOCTOje KOOPIAWHATE YV KOjUMa
Mopcosa ¢yxnanuja uma samuc F(z) = F(p) + a1+ -+ — a7, —--- — &2, vae je k 6poj mO3uBUTHIX
CONCTBEHUX BPEIHOCTU XeCUjaHa; UM HA HEKU ADYTU HAUUH.]

Heka je M cumnuexruuka muorocrpykoct u f : M — M cumniexkromopduzam (mudpeomopdusam xoju
JyBa CUMIUIEKTAYKY (opmy). Hera je A xumepbosmuku ckyn npeciukaBama f. Jlokazatu ma je 3a
cBako = € A, dim E*(xz) = dim E*(z), Tj. na cy npocropu E*(z) u E*(z) Jlarpamkesu, a MHOTOCTPYKOCTH
W#(z) m W¥(z) Jlarpankese m0AMHOIOCTPYKOCTH.

Heka je x € U xunepbosuuka ¢urcHa Taura gudpeomopdusma f : U — M. Ilokazatu na mOCTOju
okosmHa V Tauke r Taksa ma ako f"(y) € V 3a cBako n € Z, Mopa butu x = y. [YOyTCTBO: BUIETH
Xaprtmen-I'pobManoBy Teopemy (HIOp. Ha:
https://www.merry.io/dynamical-systems/32-the-hartman-grobman-theorem/|) umu
https://www.merry.io/dynamical-systems/33-stable-and-unstable-manifolds/|]

Hexka je x € U xunepboanuka ¢purcra taura mudpeomopoumsma f : U — M. Ilorazaru ma 3a ceako n € N
nocroju oroamHa V,, Tauke T TakBa ma Baxkum: ako je y € V, \ {z} mepmommuna rauka nepumoma k, tama
je k> n.

() JlokamaHo MakCUMAJIHU XAIEPOOIUMUKN CKYHOBA. AHOCOBJBEBU AUPEOMODPUIMU

IlokazaTu ma je, ako je A JOKaJIHO MakcuMasHu xunepOonmurn ckyn 3a f, Basku Per(f|x) = NW(f|a).
Iokazatu Jlemy 2 u3 7. jexuuje.

IorasaTu na je comeHOUI S JTOKAJIHO MAKCUMAJIAH XUIEPIOJIUYKA CKYII.

Hokazatu na je CmejmoBa morkoBuna H JTOKAIHO MAaKCUMAJIAH XUMEPIOJIUYKN CKYII.

JlorkaszaTu na je XOMOKJIMHUYKA TAadyKa HeJayTajyha aau oa Huje PEeKypeHTHA.

IlokaszaTu ma cy XUmepOOJIMYKM TOPYCHU ayToMop¢usMu (3a n = 2), mudT npecarkaBame (1 Ha IPOC-
Topy X, U Ha Xb), npecauksame E,,, conenoun u CmejioBa HOTKOBUNA TOMOJOMKO MUKCUPAHE.
Jlokazatu na je GparkTop TOHNOJOMKOI MUKCUPAHa TAKODE TOMIOJIOMKO MUKCUDAE.

Ilaty nprMep TOMOJIONIKY TPAH3UTUBHOD IPECIUKABAKA KOje HUje TOIOJIONIKO MUKCUPABE.

IokasaTu jemaH kopak y mokaszy leopeme 2 y Jlekmumju 8: aro je MmHOrocrpyroct M moBe3aHa U KOM-
NaKTHA ¥ TAaYKe T1,..., TN YUHHE € MPEXKY, Tala 33 CBAKO T; U T, HOCTOje Tki,...,Tk,, N < IV, TakBe na
je x; = xp,, x5 = xp, U d(Tp,, Thy,,) < €/2.

Iokazatu Jlemy 4 u3 8. meknuje.

(O) Axcuoma A u cTpyKTypasHa CTabUIHOCT

(1)
(2)
(3)

Hahw mpumep mudeomopdusma sa koju Bamu NW(flxw(r)) 7 NW(f) 1 NW(f) je xunepGomuarn ckyrr.
Horazatu na je penamuja ~ nedpurucana y Jleknuju 9 penanuja ekBuBajeHnuje.
Iokazatu [locaenuny 5 u3 Jleknuje 9.
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