
1. Teorema o jednoparametarskoj familiji difeomorfizama

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 1. Neka je vektorsko po	e F klase C1 na U × I i φtt0 tok vektorskog po	a F ,
preciznije

φtt0 : x0 7→ x(t)

gde je x(t) jedinstveno rexe�e diferencijalne jednaqine

x′ = F (x(t), t)

sa poqetnim uslovima x(t0) = x0. Tada je φtt0 diferencijabilno preslikava�e, klase

C1. �

Neka je t0 = 0. Kao posledicu Pikarove teoreme izvex�emo jedno prirodno svojstvo
kreta�a prostora definisano autonomnom diferencijalnom jednaqinom

(1)
dφt0
dt

(x) = F (φtt0(x)), φ0
0 = Id .

Definicija 2. Ka�emo da je preslikava�e φt : U → U , za U ⊆ Rn, t ∈ I ⊆ R interval
jednoparametarska familija preslikava�a ako va�i

φs+t = φt ◦ φs, φ0 = Id .

♦

Za t0 = 0 oznaqava�emo sa φt := φt0.

Teorema 3. Neka je φt rexe�e jednaqine (1) definisano za svako t ∈ R i F zadovo	ava
uslove Pikarove teoreme. Tada je φt jednoparametarska familija preslikava�a.

Dokaz. Posmatrajmo, za fiksirano s

ψt := φs+t, i θt := φt ◦ φs.
Primetimo da su i ψt i θt rexe�a sistema

dϕ

dt
(x) = F (ϕt(x)), ϕ0(x) = φs(x).

Iz Pikarove teoreme sledi da se oni moraju poklapati gde god su definisani, pa je

φs+t = φt ◦ φs.
Uslov φ0 = Id je oqigledno ispu�en. �

Posledica 4. Preslikava�e φt je difeomorfizam.

Dokaz. Iz Teoreme 1 znamo da je φt diferencijabilno za svako t, a iz Teoreme 3 sledi
da je φt i bijekcija, kao i da mu je inverz diferencijabilan. Zaista, iz

φt ◦ φ−t = φ−t ◦ φt = φ0 = Id

sledi da je
(φt)−1 = φ−t,

koje je tako�e diferencijabilno. �

Napomena 5. Prethodna teorema va�i i pod slabijim uslovima, ako φ nije definisano
na celom R, ali ako su t, s, t+ s ∈ I, gde je I inteval na kome je φt definisano. �

Zadatak 6. Dokazati da su trajektorije sistema x′ = F (x) disjuntkni skupovi. X
1
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Zadatak 7. Dokazati da Teorema 3 va�i ako i samo ako je po	e F autonomno. X

2. Produ�e�e rexe�a. Primena na linearni sistem

Primer 8. Jednaqina x′ = 1+x2 sa poqetnim uslovom x(0) = x0 ne mo�e da se produ�i na
interval du�ine ve�e od π, iako je vektorsko po	e F (x, t) = 1+x2 glatko na R×R. Zaista,
�eno rexe�e je x(t) = tg(t+ arctgx0) i definisano je na

(
−π2 − arctgx0,

π
2 − arctgx0

)
. X

Teorema 9. Neka je vektorsko po	e F : U × I → Rn kao u Pikarovoj teoremi i neka je
rexe�e jednaqine x′ = F (x, t) definisano na maksimalnom intervalu J , sup J < sup I.
Ako je K ⊂ U kompaktan, tada postoji t1 ∈ J takvo da x(t1) /∈ K.

Posledica 10. Pod pretpostavkama iz Teoreme 9, ako je rexe�e x(t) sadr�ano u nekom
kompaktu K ⊂ U , tada se ono mo�e produ�iti na ceo I. �

Dokaz Teoreme 9. Pretpostavimo suprotno: neka je J ( I maksimalni interval defin-
isanosti za x i K kompaktan skup takav da je x(J) ⊆ K. Bez uma�e�a opxtosti, pret-
postavimo da je β := supJ <∞ i neka su a i b takvi da je β ∈ [a, b] ⊂ I. Kako je K × [a, b]
kompaktan, to postoji M takvo da je ‖F (x, t)‖ ≤M za (x, t) ∈ K × [a, b]. Imamo

‖x(t)− x(s)‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

x′(u)du

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

s

‖F (x(u), u)‖du ≤M |t− s|,

odnosno x zadovo	ava Koxijev uslov na [a, b] pa postoji

lim
t→β−

x(t) = x1 ∈ K.

Primetimo i da je

(2) x′(β−) = lim
t→β−

x′(t) = lim
t→β−

F (x(t), t) = F (x1, β).

Neka je y(t) jedinstveno rexe�e jednaqine

(3) x′(t) = F (x(t), t), x(β) = x1,

definisano na na (β − δ, β + δ) koje postoji na osnovu Pikarove teoreme. Iz (2) sledi da
je i

y1(t) :=

{
x(t), t ∈ (β − δ, β],

y(t), t ∈ [β, β + δ)

rexe�e jednaqine (3). To znaqi da se y i x poklapaju na (β − δ, β], odnosno da x mo�e
da se produ�i na [β, β + δ). Ovde dolazimo do kontradikcije sa pretpostavkom da je J
maksimalni interval definisanosti rexe�a x.

Na isti naqin dokazujemo i za produ�ava�e u levom kraju. �
Slede�a teorema nam ka�e, da je, pod relativno slabim pretpostavkama, rexe�e jed-

naqine koja je linearna po x definisano svuda gde i vektorsko po	e (uporediti sa
Primerom 8).

Teorema 11. Neka je matrica A(t) = [aij(t)]
n
i,j=1 ima za elemente neprekidne funkcije

aij(t) definisane na nekom intervalu I koji sadr�i t0. Tada neautonomni sistem

(4) x′(t) = A(t)x(t), x(t0) = x0

ima jedinstveno rexe�e definisano na I.
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Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost rexe�a su posledica Pikarove teoreme (zaxto su
ispu�eni uslovi?). Xto se tiqe maksimalnog intervala definisanosti, pretpostavimo,
za poqetak, da je I = [a, b] ograniqeni interval. Pokaza�emo da je rexe�e jednaqine (4)
ograniqeno, pa �e iz Posledice 10 slediti da je definisano na qitavom I. Neka je

M := max
t∈I
‖A(t)‖.

Kako je preslikava�e

t→ ‖A(t)‖
neprekidno, broj M je konaqan. Za dokaz �emo koristiti slede�u lemu, koja daje jednu
apriornu ocenu rexe�a.

Lema 12. Ako je ‖x′‖ ≤M‖x‖, i x(t) 6= 0, onda je ‖x(t)‖ ≤ eM |t−t0|‖x0‖.

Vratimo se na dokaz Teoreme 11. Pre svega, primetimo da, ako x0 6= 0, x(t) 6= 0 ni za
jedno t.1 Ako je x0 = 0⇒ x(t) ≡ 0, teorema oqigledno va�i. Kako je

‖x′‖ = ‖A(t)x‖ ≤M‖x‖,

to iz Leme 12 sledi da je ‖x(t)‖ ≤ eM |t−t0|‖x0‖, pa je x(t) ∈ K, gde je K kompakt

K :=
{
‖x‖ ≤ ‖x0‖eMc

}
,

za neku pozitivnu konstantu c koja zavisi od segmenta [a, b]. Zato iz Teoreme 9 sledi da
x mo�e da se produ�i na [a, b].

Ako interval I nije ograniqen, primenimo dokazani deo na svaki ograniqeni interval
sadr�an u I. �
Dokaz Leme 12. Definiximo

f(t) := ln ‖x(t)‖2.

Izvod funkcije f je

f ′(t) =
2〈x′(t),x(t)〉
‖x(t)‖2

pa iz Koxi-Xvarcove nejednakosti imamo:

|f ′(t)|≤|2 · ‖x
′(t)‖ · ‖x(t)‖|
‖x(t)‖2

≤ 2M.

Odavde imamo

ln ‖x(t)‖2 = f(t) = f(t0) +

∫ t

t0

f ′(s)ds ≤ f(t0) + 2M |t− t0| = ln ‖x0‖2 + 2M |t− t0|,

pa je

‖x(t)‖2 ≤ ‖x0‖2e2M |t−t0|,

odnosno

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖eM |t−t0|.
�

1Zaista, kroz taqku 0 = x(t1) prolazi samo jedna trajektorija sistema sa poqetnim uslovom x(t1) = 0,
a to je x ≡ 0.
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3. Neautonomni linearni sistemi. Vronskijan i Liuvilova teorema

Teorema 13. Prostor rexe�a R jednaqine (4) je vektorski prostor dimenzije n.

Dokaz. Ve� znamo da je R vektorski prostor. Doka�imo da je on izomorfan sa Rn. Za
t0 ∈ I, preslikava�e

(5) Lt0 : R → Rn, Lt0 : x 7→ x(t0)

je izomorfizam. Zaista, linearnost je oqigledna, Lt0 je NA na osnovu egzistencije rex-
e�a kroz svako x0, a Lt0 je 1-1 na osnovu jedinstvenosti rexe�a. �

Definicija 14. Vronskijan ili determinanta Vronskog sistema n vektorskih funkcija
xj : I → Rn, j = 1, . . . , n je determinanta

W (x1, . . . ,xn)(t) := Det

x11(t) · · · x1n(t)
...

. . .
...

xn1(t) · · · xnn(t)

 ,
gde je

xj(t) =

x1j(t)
...

xnj(t)

 .
♦

Teorema 15. Neka su x1(t), . . . ,xn(t) rexe�a neautonomnog linearnog sistema

x′(t) = A(t)x(t)

definisana na intervalu I. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni.

(1) x1(t), . . . ,xn(t) qine fundamentalni skup rexe�a.
(2) W (x1, . . . ,xn)(t) 6= 0 za svako t ∈ I.
(3) W (x1, . . . ,xn)(t0) 6= 0 za neko t0 ∈ I.

Dokaz. Ekvivalencija (1) ⇔ (3): kako je preslikava�e Lt0 definisano u (5) izomor-
fizam, ono slika bazu prostora R u bazu prostora Rn, pa x1(t), . . . ,xn(t) qine fundamen-
talni skup rexe�a ako i samo je x1(t0), . . . ,xn(t0) baza prostora Rn, tj. ako i samo ako je
W (x1, . . . ,xn)(t0) 6= 0.

Implikacija (2)⇒ (3) je oqigledna.
Da bismo dokazali implikaciju (3)⇒ (2), pretpostavimo suprotno, tj. neka jeW (x1, . . . ,xn)(t0) 6=

0 i W (x1, . . . ,xn)(t1) = 0 za neko t1 ∈ I. To znaqi da je

n∑
j=1

λjxj(t1) = 0,

za neke λ1, . . . , λn ∈ R. Ali, ako posmatramo Koxijev zadatak

x′(t) = A(t)x(t), x(t1) = 0,

imamo dva rexe�a

x(t) =

n∑
j=1

λjxj(t) i x(t) ≡ 0,
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pa iz Pikarove teoreme sledi da su ona jednaka, odnosno da je
n∑
j=1

λjxj(t) ≡ 0, t ∈ I,

xto je u kontradikciji sa pretpostavkom W (x1, . . . ,xn)(t0) 6= 0. �

Teorema 16. (Liuvilova teorema.) Vroskijan

W (t) := W (x1, . . . ,xn)(t)

skupa rexe�a {x1, . . . ,xn} jednaqine x′ = A(t)x zadovo	ava jednaqinu

W ′(t) = Tr(A(t)) ·W (t).

Dokaz. Neka je Lt0 preslikava�e iz dokaza Teoreme 13. Za t0, t1 ∈ I, preslikava�e

Lt1t0 : Rn → Rn, Lt1t0 := Lt1 ◦ L−1
t0

je linearni izomorfizam prostora Rn, koji preslikava sta�e sistema u kom se nalazilo
u vremenu t0 u sta�e u kom se nalazilo u vremenu t1 (Lt1t0 : x(t0) 7→ x(t1)). Preciznije,

preslikava�e Lt1t0 taqki x0 pridru�i x(t1) gde je x(t) jedinstveno rexe�e sistema x′ =
A(t)x sa poqetnim uslovom x(t0) = x0. Kako je

W (t) = DetΦ(t), Φ(t) =

x11(t) · · · x1n(t)
...

. . .
...

xn1(t) · · · xnn(t)

 ,
i

Φ(t0 + ∆t) = Lt0+∆t
t0 Φ(t0)

(gde smo sa Lt0+∆t
t0 oznaqili matricu pridru�enu preslikava�u Lt0+∆t

t0 ), to je

(6) W (t0 + ∆t) = Det
(
Lt0+∆t
t0

)
W (t0),

ci	 nam je da odredimo DetLt0+∆t
t0 , odnosno prva dva qlana u Tejlorovom razvoju pres-

likava�a ∆t 7→ DetLt0+∆t
t0 . Primetimo da

(7) Lt0+∆t
t0 : x(t0) 7→ x(t0 + ∆t).

Posmatrajmo preslikava�e

∆t 7→ x(t0 + ∆t)

i napiximo prvi qlan �egovog Tejlorovog razvoja:

x(t0 + ∆t) = x(t0) + x′(t0)∆t+ o(∆t) = x(t0) + ∆t ·A(t0)x(t0) + o(∆t), ∆t→ 0.

Iz prethodne jednakosti i (7) zak	uqujemo da, za v ∈ Rn va�i:

Lt0+∆t
t0 (v) = v +A(t0)v∆t+ o(∆t), ∆t→ 0,

to je

Lt0+∆t
t0 = E + ∆tA(t0) + o(∆t) = E + ∆t[A(t0) + o(1)], ∆t→ 0.

Ako primenimo Lemu koja ka�e

Det(E + εA) = 1 + ε · TrA+ o(ε), ε→ 0,

na matricu Lt0+∆t
t0 , imamo

Det
(
Lt0+∆t
t0

)
= 1 + ∆t · TrA(t0) + o(∆t), ∆t→ 0,
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pa je

W (t0 + ∆t)−W (t0)

∆t

(6)
=

Det
(
Lt0+∆t
t0

)
W (t0)−W (t0)

∆t
=

[1 + ∆tTrA(t0) + o(∆t)]W (t0)−W (t0)

∆t
= TrA(t0) ·W (t0) + o(1), ∆t→ 0,

odakle, prelaskom na lim
∆t→0

, dobijamo tvr�e�e. �

Zadatak 17. Dokazati Teoremu 15 primenom Teoreme 16. X

4. Stabilnost ekvilibrijuma, funkcija �apunova

Definicija 18. Ka�emo da su fazni tokovi φt i ψt definisani jednaqinama

dφt

dt = F (φt), φ0 = Id
dψt

dt = G(ψt), ψ0 = Id

diferencijalno konjugovani ili diferencijalno ekvivalentni ako postoji difeomor-
fizam

ϕ : U → W
takav da va�i

ϕ ◦ φt = ψt ◦ ϕ.
♦

Slede�u va�nu teoremu (Teoremu o isprav	ivost vektorskoj po	a) navodimo bez dokaza.

Teorema 19. Neka glatko vektorsko po	e F : U → Rn definnixe tok φt i neka je
F (x0) 6= 0 za x0 ∈ U . Tada postoji okolina V taqke x0, x0 ∈ V ⊂ U i difeomorfizam
ϕ : U → ϕ(U) takav da je

ϕ ◦ φt = ψt ◦ ϕ,
gde je

ψt : x 7→ x + (t, 0, 0, . . . , 0)

translacija za vreme t u pravcu vektora e1 = (1, 0, . . . , 0). �

Zadatak 20. Dokazati da iz Teoreme o isprav	ivosti vektorskih po	a slede Teorema
o jednoparametarskoj familiji difeomorfizama i Pikarova teorema o egzistenciji i
jedinstvenosti rexe�a. X

Teorema o isprav	ivosti vektorskog po	a nam daje opis faznog toka (do na difeomor-
fizam) u blizini nekritiqne taqke (odnosno taqke u kojoj se vektorsko po	e ne anulira).
U dinamiqkom smislu, ova kreta�a su veoma jednostavna, ekvivalentna su translaciji.
Zbog toga nam je interesantnije da izuqavamo ponaxe�e sistema u okolini singularne
taqke, odnosno taqke x∗ za koju je F (x∗) = 0, koju zovemo i stacinarnom, taqkom
ravnote�e, ili ekvilibrijumom sistema. Primetimo da je konstantna trajektorija jed-
ina trajektorija koja prolazi kroz ekvilibrijum, ako je po	e F kao u Pikarovoj teoremi
(xto u celoj ovoj glavi pretpostav	amo). Primetimo i da je, iz Tejlorovog razvoja

F (x) = F (x∗) + dF (x∗)(x− x∗) + o(x− x∗) = dF (x∗)(x− x∗) + o(x− x∗),

kad je x blizu x∗, i da je jednaqina

x′ = (x− x∗)
′ = dF (x∗)(x− x∗)
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linearna po x − x∗, tako da mo�emo da oqekujemo da �e se i nelinearni sistem x′ =
F (x) u blizini ekvilibrijuma ponaxati sliqno �egovoj linearizaciji x′ = dF (x∗)(x), a
linearne sisteme smo deta	no izuqili.

Definicija 21. Neka je x∗ ekvilibrijum sistema x′ = F (x), F : U → Rn. Ka�emo da je
x∗

• stabilni ekvilibrijum ako za svaku okolinu U1 ⊂ U taqke x∗ postoji okolina
U0 ⊂ U1, U0 3 x∗, takva da va�i

x ∈ U0 ⇒ φt(x) ∈ U1, t ≥ 0,

gde je φt rexe�e sistema

dφt

dt
= F (φt), φ0 = Id;

• asimptotski stabilni ekvilibrijum ako je stabilni ekvilibrijum i ako jox
va�i:

x ∈ U0 ⇒ lim
t→+∞

φt(x) = x∗;

• nestabilini ekvilibrijum ako nije stabilni.

♦

Primer 22. Koordinatni poqetak je uvek ekvilibrijum linearnog sistema x′ = Ax.
Znamo da je rexe�e ovog sistema sa poqetnom vrednox�u x dato sa φt(x) = eAtx, kao i da
u matrici etA figurixu linearne kombinacije funkcija eλt, tkeλt, eαt cos(βt), eαt sin(βt),
tkeαt cos(βt), tkeαt sin(βt) gde su λ, α± iβ sopstvene vrednosti matrice A. Ako su sve sop-
stvene vrednosti takve da im je realni deo strogo negativan, ekvilibrijum je asimptot-
ski stabilan. Ako matrica A ima neku sopstvenu vrednost sa strogo pozitivnim realnim
delom, koordinatni poqetak je nestabilni ekvilibrijum (zaxto?). A ako su sve sop-
stvene vrednosti sa realnim delom ma�im ili jednakim nuli, tada postoji diskusija po
vixestrukosti sopstvene vrednosti qiji je realni deo nula. Npr. centar u planarnom
sluqaju je stabilni ali ne i asimptotski stabilni ekvilibrijum, dok, u vixim dimenz-
ijama, ako je vixestrukost sopstvene vrednosti iβ ve�a od jedan, mo�emo imati i nesta-
bilni ekvilibrijum. U primeru matrice

A =


0 β 1 0
−β 0 0 1
0 0 0 β
0 0 −β 0


imamo nestabilni ekvilibrijum u koordinatnom poqetku.

U sluqaju planarnog sistema, koji fazni portreti imaju koordinatni poqetak za sta-
bilni, nestabilni, odnosno asimptotski stabilni ekvilibrijum? Razmotriti i sluqaj
λ1 = 0, λ2 6= 0.

X

Zadatak 23. Dokazati da su asimptotski stabilni ekvilibrijumi izolovane taqke. Da
li isto va�i za stabilni (nestabilni) ekvilibrijum? X

5. Stabilnost ekvilibrijuma - metod funkcije �apunova

Bilo koja funkcija V koja zadovo	ava uslove slede�e teoreme se zove funkcija �apunova.
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Teorema 24. (Teorema �apunova.) Neka je U ⊂ Rn otvoren skup, F : U → Rn klase
C1 i x∗ ∈ U takvo da je F (x∗) = 0. Oznaqimo sa φt rexe�e jednaqine

d

dt
φt(x) = F (φt(x)), φ0 = Id .

Pretpostavimo da postoji funkcija V : U → R takva da va�i

• V je klase C1 na U \ {x∗}
• V (x) > 0 za x ∈ U \ {x∗}, V (x∗) = 0.

Tada va�i

(a) ako V opada du� rexe�a φt, tada postoji okolina U0 taqke x∗ takva da je za
svako x ∈ U0, rexe�e φ

t(x) definisano za svako t ≥ 0; osim toga, x∗ je stabilni
ekvilibrijum;

(b) ako V strogo opada du� rexe�a sistema, tada postoji okolina U0 taqke x∗
takva da je za svako x ∈ U0, rexe�e φ

t(x) definisano za svako t ≥ 0; osim toga,
x∗ je asimptotski stabilni ekvilibrijum;

(v) ako V strogo raste du� rexe�a sistema, tada je x∗ nestabilni ekvilibrijum.

Napomena 25. Ako uvedemo oznaku

V ′(x) :=
d

dt

[
V (φt(x)

]
t=0

,

iz
d

dt

[
V (φt(x)

]
t=s

=
d

dt

[
V (φt+s(x)

]
t=0

= V ′(φs(x))

vidimo da je

• uslov (a) iz Teoreme 24 ekvivalentan uslovu V ′(x) ≤ 0, za x ∈ U ;
• uslov (b) iz Teoreme 24 ekvivalentan uslovu V ′(x) < 0, za x ∈ U ;
• uslov (v) iz Teoreme 24 ekvivalentan uslovu V ′(x) > 0, za x ∈ U ;.

Kako je
V ′(x) = dV (φt(x))(F (φt(x))|t=0 = 〈∇V (x), F (x)〉,

zak	uqujemo da provera da li neka glatka funkcija ispu�ava neki od tri uslova (a), (b)
ili (v) iz Teoreme 24 ne zahteva eksplicitno rexava�e jednaqine. �
Dokaz taqke (a) Teoreme 24. Dokaza�emo samo prvu taqku. Zainteresovani studenti
mogu na�i dokaz ostale dve taqke u mojoj skripti.

Neka va�e pretpostavke iz taqke (a). Neka je U1 ⊆ U proizvo	na okolina taqke x∗ i
r > 0 takvo da B[x∗, r] ⊂ U1. Neka je

m := min
∂B[x∗,r]

V (x) > 0

i
U0 := {x ∈ B(x∗, r) | V (x) < m}.

Primetimo da je U0 otvoren skup i da x∗ ∈ U0.
Dokaza�emo da je za svako x ∈ U0, φ

t(x) definisano za svako t ≥ 0, kao i da je U0 tra�ena
okolina taqke x∗ iz definicije stabilnog ekvilibrijuma. Neka je x ∈ U0. Doka�imo prvo
da je φt(x) ∈ B(x∗, r) za svako t ≥ 0 (odavde, na osnovu teoreme o produ�e�u rexe�a, sledi
da je φt(x) definisano za sve t ≥ 0, videti Posledicu 10). Pretpostavimo suprotno, da
je φt1(x) /∈ B(x∗, r) za neko t1 > 0. Iz neprekidnosti preslikava�a φt(x) po t sledi da je
φt2(x) ∈ ∂B [x∗, r] za neko t2 ∈ (0, t1). Ali, kako funkcija V opada du� trajektorija φt,
dobijamo

m ≤ V (φt2(x)) ≤ V (φ0(x)) = V (x) < m,
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xto je kontradikcija.
Iz

V (φt(x0)) ≤ V (φ0(x0)) = V (x0) < m

zak	uqujemo da je V (φt(x0)) < m, kadgod je t ≥ 0 i x0 ∈ U0. Odavde imamo

t ≥ 0, x0 ∈ U0 ⇒ φt(x0) ∈ U0 ⊂ U1,

xto zavrxava dokaz. �

Primer 26. (Planarni linearni sistem.) Znamo da je koordinatni poqetak ekvilib-
rijum linearnog sistema, i to: asimptotski stabilni u sluqaju stabilnih qovorova i
spirale za α < 0, stabilni ali ne i asimptotski stabilni u sluqaju centra i nestabilni
u sluqaju sedla, nestabilnih qovorova i spirale za α > 0. U svakom od ovih sluqajeva,
osim u sluqaju sedla, kao funkcija �apunova iz Teoreme 24 mo�e poslu�iti kvadrat
norme, V (x, y) := x2 + y2.

Primer 27. Potra�imo funkciju �apunova u obliku V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 za
sistem

x′ = (z + 1)(2y − x)
y′ = −(z + 1)(x+ y)
z′ = −z3

i doka�imo da je taqka (0, 0, 0) asimptotski stabilni ekvilibrijum.
Kako je ∇V (x, y, z) = 2(ax, by, cz), a F (x, y, z) = ((z+ 1)(2y− x),−(z+ 1)(x+ y),−z3), to

je

〈∇V (x, y, z), F (x, y, z)〉 = 2[(z + 1)(−ax2 + (2a− b)xy − by2)− cz4],

zak	uqujemo da za izbor:

a = 1, b = 2, c = 1

va�i

V (0, 0, 0) = 0, V (x, y, z) > 0, (x, y, z) 6= (0, 0, 0), V ′(x) < 0,

odnosno da (0, 0, 0) jeste asimptotski stabilni ekvilibrijum. X

Primer 28. (Lagran�{Dirihleova teorema.) Drugi �utnov zakon F = ma u R3, za
konzervativni sistem (F (x) = −∇U(x)) je ekvivalentan sistemu u R6 (v je vektor brzine
x′): {

x′ = v
v′ = − 1

m∇U(x).

Jedina taqka ekvilibrijuma gor�eg sistema je taqka (x∗,v∗) za koju va�i

∇U(x∗) = 0, v∗ = 0.

Potra�imo funkciju �apunova u obliku funkcije energije

E(x,v) = U(x) +
1

2
m‖v‖2.

Kako je E(x∗,0) = U(x∗), izmenimo malo (potencijalnu) funkciju �apunova u

V (x,v) := E(x,v)− U(x∗) = U(x) +
1

2
m‖v‖2 − U(x∗).

Sada vrednost funkcije u taqki (x∗,0) jeste jednaka nuli, a iz Zakona oquva�a energije
imamo:

d

dt
E(φt(x)) = 0 ≤ 0.
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Ovime smo dokazali Lagran�{Dirihleovu teoremu: ako je x∗ strogi lokalni minimum
potencijalne energije U , tada je taqka (x∗,0) stabilni ekvilibrijum konzervativnog
sistema. Zaista, uslov da je x∗ strogi lokalni minimum potencijalne energije U nam
obezbe�uje pozitivnost funkcije �apunova u okolini taqke (x∗,0) kao i V (x,v) > 0 za
(x,v) 6= (x∗,0).

O funkciji �apunova mo�emo razmix	ati kao o uopxte�u energije, kao xto je to
ovaj primer pokazao. Kasnije �emo videti da je funkcija �apunova jedno uopxte�e i
norme (kao xto je to bio sluqaj u Primeru 26 i 27). X

6. Stabilnost ekvilibrijuma - metod sopstvenih vrednosti

Za poqetak �emo navesti bez dokaza pomo�no tvr�e�e, koje nam garantuje postoja�e
jedne posebne norme, pridru�ene matrici A, norme koja �e nam biti veoma zgodna na
nekim mestima. Sama ova norma se ponekad naziva i funkcija �apunova pridru�ena
matrici A. Za dokaz (koga zanima) pogledati skriptu.

Lema 29. Neka je A : Rn → Rn matrica za koje va�i Reλ > 0 za svaku sopstvenu
vrednost λ matrice A. Tada postoji skalarni proizvod 〈·, ·〉 na Rn i konstanta c > 0
takvi da va�i

〈Ax,x〉 ≥ c〈x,x〉
za svako x ∈ Rn. �

Napomena 30. Koristi�emo i ovaj oblik Leme 29: neka je Reλ < 0 za svaku sopstvenu
vrednost λ matrice A. Tada postoji skalarni proizvod 〈·, ·〉 na Rn i konstanta c > 0 takvi
da va�i

〈Ax,x〉 ≤ −c〈x,x〉
za svako x ∈ Rn. Ovo tvr�e�e sledi direktno iz Leme 29, prime�ene na matricu −A. �

Ve� smo spomenuli da je prirodno oqekivati da se u blizini ekvilibrijuma sistem
ponaxa sliqno pridru�enom linearnom sistemu (x′ = dF (x∗)x). Slede�a teorema je
jedna ilustracija toga.

Teorema 31. Neka je A := dF (x∗) matrica izvoda preslikav�a F u taqki x∗ i neka je
Re(λ) < 0, za svaku sopstvenu vrednost λ matrice A. Definiximo

V (x) := ‖x− x∗‖2,
gde je ‖ ·‖ norma �apunova pridru�ena matrici A kao u Napomeni 30. Tada je V stroga
funkcija �apunova iz taqke (v) Teoreme 24, pa je x∗ asimptotski stabilni ekvilib-
rijum sistema x′ = F (x), xtavixe, va�i i slede�a apriorna ocena: postoje c1, c2 > 0
i okolina U0 taqke x∗ takvi da va�i

‖φt(x)− x∗‖ ≤ c2e−c1t‖x− x∗‖,
za svako t ≥ 0, x ∈ U0.

Dokaz. Oqigledno je da je V glatka i strogo pozitivna funkcija (osim u x = x∗), kao i
da je V (x∗) = 0.

Doka�imo da V strogo opada du� rexe�a:

(8)

d

dt
V (φtx) =

d

dt
‖φt(x)− x∗‖2 =

d

dt
〈φt(x)− x∗, φ

t(x)− x∗〉

= 2

〈
dφt

dt
(x), φt(x)− x∗

〉
= 2〈F (φt(x)), φt(x)− x∗〉.
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Kako je
F (x) = F (x∗) +A(x− x∗) + o(x− x∗) = A(x− x∗) + o(x− x∗),

imamo:
(9)
〈F (x),x−x∗〉 = 〈A(x−x∗)+o(x−x∗),x−x∗〉 ≤ −c‖x−x∗‖2 +ε(x)‖x−x∗‖2 ≤ −c1‖x−x∗‖2,
za ‖x− x∗‖ < δ, i c1 := c/2. Iz posled�e nejednakosti i (8) dobijamo:

d

dt
V (φt(x)) < 0

za svako x ∈ B(x∗, δ) \ {x∗}. Odavde specijalno sledi da je, ako je x ∈ B(x∗, δ), onda je i
φt(x) ∈ B(x∗, δ), za t ≥ 0.

Pretpostavimo da je x ∈ B(x∗, δ) (⇒ φt(x) ∈ B(x∗, δ), za t ≥ 0). Iz (8) i (9) dobijamo

d

dt
‖φt(x)− x∗‖ =

〈F (φt(x))− x∗, φ
t(x)− x∗〉

‖φt(x)− x∗‖
≤ −c1‖φt(x)− x∗‖,

pa imamo
d
dt‖φ

t(x)− x∗‖
‖φt(x)− x∗‖

=
d

dt
ln ‖(φt(x)− x∗‖ ≤ −c1.

Odavde je

ln ‖φt(x)− x∗‖ = ln ‖x− x∗‖+

∫ t

0

d

ds
ln ‖φsx− x∗‖ds ≤ ln ‖x− x∗‖ − c1t,

pa je
‖φt(x)− x∗‖ ≤ ‖x− x∗‖e−c1t.

Gor�a norma je specijalna norma �apunova, ali sve norme u Rn su ekvivalentne, xto
znaqi da je

a‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖E ≤ b‖ · ‖,
za neke pozitivne konstante a i b, gde smo sa ‖ ·‖E oznaqili standardnu euklidsku normu.
Odavde sledi tvr�e�e. �

Va�i i slede�i obrat Teoreme 31.

Teorema 32. Ako je x∗ stabilni ekvilibrijum, tada ne postoji sopstvena vrednost
matrice dF (x∗) qiji je realni deo strogo pozitivan.

Dokaz prethodne teoreme je sliqan dokazu Teoreme 31, ali tehniqki mnogo slo�eniji.
Zato ga ovde izostav	amo.


