1. TEOPEMA O JEJJHOIMAPAMETAPCKOJ ®AMUJINIU JTUOPEOMOPOU3AMA

Cnenehy Teopemy HaBOIUMO H€3 JTOKA3A.

Teopema 1. Hexa je sexmopcko nowe F xaace C wa U x I u qf)i() mox eexmopckoz nosna F,
npeyusruje

1, %o — x(t)
20e je x(t) jeduncmeeno pewere dudepenyujarne jeonauune

x' = F(x(t),t)
ca nowemmnum yeaosuma X(tg) = xo. Tada je @) Judepenyujaburno npeciurasarve, Kiace
Ct. O

Heka je tyg = 0. Kao mocimeaumy [lukapoBe Teopeme m3BenheMo jeIHO TPUPOIHO CBOjCTBO
KpeTama IpocTopa aAepUHUCAHO Ay TOHOMHOM AU(PEPEHITA]aTHOM jeTHATHHOM

) X () = F(6f,(x)). o =Ta.

Hedbunnmuja 2. Kaxemo ma je npeciukasame ¢! : U — U, 3a U/ C R”, t € I C R unrepsai
jednonapamemapcra Gamuiuja NPeCAUKABAIHE AKO BAXKU

o =l og", ¢ =Td.

Ba tg = 0 ozmagasaliemo ca ¢! := ¢f.

Teopema 3. Hexa je ¢! pewere jednauwune (1) dedunucano 3a ceéaro t € R u F 3adosowasa
yeaose ITukapose meopeme. Tada je @b jednonapamemapcera pamuruja npecruxasarsa.

Hoxka3z. ITocmarpajmo, 3a bukcupano s
wt = ¢s+t7 " et = d)t o (bs.

ITpumerumo sa cy u ' u 6° pemema cucrema

%) = P (0), ¢"00) = 6" ()

dt
13 [MukapoBe Teopeme cjaenu 1a Ce OHU MOPAjy MOKJAMATH TIe rof Cy JebWHUCAHH, 113, je
¢s+t — ¢t o qss.
Venos ¢° = 1Id je ouuriesHo uciyme. O

Ilocaenuna 4. Ilpeciuxasarve @b je dudeomoppusam.

Hoka3z. I3 Teopeme 1 3mamo ma je ¢! mudepenmujabuino 3a csako t, a u3 Teopeme 3 ciemn
1a je ¢! u bujexnuja, Kao u 1a My je napep3 gudepennujabunad. 3amcTa, U3
¢log™t =9 og' =¢" =1d
crenn Ja je
ty—1 —t

(@) =907,
Koje je Takohe mudpepeHInjaduIHo. O
Hanowmena 5. IIperxonna TeopemMa BazKu U MOJ, CJIA0MjUM YCIOBUMA, aKO ¢ HUje J1ePUHUCAHO
Ha estom R, asm ako cy t,s,t + s € I, re je I unresan na KoMe je ¢! medpunncamno. o

Baparak 6. [lokasaru na cy Tpajekropuje cucrema X' = F'(X) TUCjyHTKHEH CKYTIOBH. v
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3amarak 7. [lokasaru ma Teopema 3 BaXku akO m CaMoO aKoO je 1mojbe F ayTOHOMHO. v

2. IIPONYKEWE PEIIEHA. [[PUMEHA HA JINHEAPHU CUCTEM

Ipumep 8. Jennaunna x’' = 1422 ca mouernum ycaosom x(0) = xo He MOKe J1a Ce TIPOTYIKU Ha
mHTepBas MyxuHe Behe o1 7, HaKo je BeKTOpcKo morbe F(x,t) = 1422 rnarko na R xR, 3amcra,
weHo peuietse je x(t) = tg(t + arctgxo) u sedunucano je na (—% — arctgro, 5 — arctgxo). v

Teopema 9. Hexa je sexmopcko nowe F' : U x I — R™ xao y Ilukxaposoj meopemu u neka je
pewere jednawune X' = F(x,t) defunucano na marxcumasrom unmepsaay J, sup J < supl.
Axo je K C U xomnarxman, mada nocmoju t1 € J maxeo da x(t1) ¢ K.

HMocaemuua 10. I1od npemnocmasxama us Teopeme 9, axo je pewerse x(t) cadporcaro y nexom
xomnaxmy K C U, mada ce ono mooice npodyscumu Ha yeo 1. O

Hoka3z Teopeme 9. IIpernocrasnmo cymporno: Heka je J C I MakcuMasnm natepBat nednH-
HcaHoCTH 3a X U K KoMmmakran ckym Takas Ja je x(J) C K. Be3 ymamema ONIITOCTH, MPET-
nocraBumo Ja je B :=supJ < 0o u Heka cy a u b rakeu z1a je S € [a,b] C I. Kako je K X [a,b]
KOMIIakTaH, To nocroju M rtakso na je ||F(x,t)|| < M 3a (x,t) € K X [a,b]. Umamo

it x(s) = | [

OZIHOCHO X 3az0BosbaBa Kormmjes yciioB Ha [a, b] ma mocTojun

lim x(t) =x; € K.
t—B—

t
< [ 1P, w)du < bl ],

IIpumerumo u ma je
(2) X/(87) = lim (1) = lim F(x(t).1) = Flx1. ).

Heka je y(t) jeauncreno peiieme jejiHadute
(3) x'(t) = F(x(t),t), x(B)=xi,
nedbunucano Ha Ha (S — J, 8 + 0) koje nocroju na ocuoBy Ilukapose reopeme. U3 (2) caenu na
jem
yl(t) — X(t), te(ﬁ_(saﬂ]v
y(t), te€[B,8+0)
pememe jeanaune (3). To 3naum gma ce y u x mokaanajy ua (8 — 6, 8], omHOCHO ma X Mo¥Xe
Ja ce mpoxyxku Ha [3, 5 + ). Opme nomasmmo 10 KOHTPAAMKIMjE Ca TPETIOCTABKOM Ja je J
MAKCAMAJHA WHTEPBAJ TePUHACAHOCTH PEIIErha, X.
Ha mcru Haumnn 10Ka3yjeMo u 3a MpPOAyKaBaibe y JeBOM Kpajy. O
Cneneha Teopema HaM Kazke, Ja je, HOJ PEJATUBHO CIa0MM IPETIOCTABKAMA, PELICHHe jel-

HAaYMHE KOja je JIMHeapHa 10 X JeUHUCAHO CBYJA IJ€ U BEKTOPCKO 10Jbe (yLOpeauTu ca
IMpumepowm 8).

Teopema 11. Heka je mampuua A(t) = [aij(t)]?jzl UMG 36 eaemenme Henpexudne Gynryuje
a;j(t) deunucane na nexom unmepsany I koju cadporcu to. Tada neaymonommu cucmem
(4) x'(t) = A(t)x(t), x(to) =xo

uMa jeduHcmeero pewere depurucaro Ha I.
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Hoka3. Ersucrennuja u jenuHCcTBEHOCT pelema cy nocieauna Ilukapose Teopeme (3aimro cy
ucnymwenu yciaou?). Illto ce Tuue makcuMasHor nHTepBaJa I1ebUHUCAHOCTH, IPETIOCTABUMO,
3a nmouerak, na je I = [a,b] orparnuenn uarepsan. ITokasahemo na je pememe jennauune (4)
orpanndeno, ma he n3 [locnenutne 10 cmeantn na je medbunncano va untaom I. Heka je

M = max || A()]].

Kako je mpecnmkaBame
t— | A®)]l

HempekuaHo, 6poj M je komauan. 3a moka3 hemo kopuctutu ciaefehy jemy, Koja maje jemnHy
ANpPUOPHY OIEHY PerIerba.
Jlema 12. Axo je ||x'|| < M|x||, u x(t) # 0, onda je ||x(t)|| < eMIt=tol||xq]|.

Bparnmo ce na goka3 Teopeme 11. Tlpe csera, npuvernmo na, ako Xg # 0, x(t) # 0 vu 3a
jemro t.! Axo je xg = 0 = x(t) = 0, Teopema ounrIenHO Baxku. Kako je

x| = | A®)x|| < M]x]|,

10 m3 Jleme 12 crenu ma je ||x(t)| < eMlt=tol||xo||, ma je x(t) € K, rue je K xommakr

K = {|x]| < [lxolle™},

3a HEKy [O3UTUBHY KOHCTaHTY ¢ KOja 3aBHCH 0J] cermenTa [a,b]. 3aro uz Teopeme 9 cieau na
X MOZKe J1a Ce TIPOJy KM Ha [a, b].

Ako naTepBas I Huje OrpaHUYEH, TPUMEHUMO JTOKA3AHU €0 HA CBAKW OTPAHUYEHN WHTEPBAJ
canpxan y I. U
Hoxkaz Jleme 12. [leburummmo

F(#) = Inlx(t)]*.
W3Box dbyukmmje f je

L2 ().x(1)
IO =" xe

na w3 Komm-IIIBapiiose HejeTHAKOCTH TMAMO:

o< 2 KO IO
PO e =

Onasne umaMo

t

In|[x(t)||> = f(t) = f(to) + / f'(s)ds < f(to) + 2M |t — to| = In[|xo|* + 2M|t — to|,

to
mna je

()% < [l 2>t
OJJHOCHO

Ix(B)]| < [lxo| ™=l
O

ISaHCTa, kpo3 Tauky 0 = x(¢1) mpoJsa3m caMo jeaHa TPAjeKTOPHja CHCTEMa Ca IMoveTHUM ycaoBoM X(t1) = 0,
a 1o je x = 0.



3. HEAYTOHOMHM JIMHEAPHU CUCTEMU. BPOHCKUJAH U JIMYBUJIOBA TEOPEMA

Teopema 13. IIpocmop pewera R jednawune (4) je sexmopcru npocmop dumenzuje n.

Hoka3s. Beh 3namo ma je R Bekropcku npocrop. Jlokaxkumo Ja je on m3omopdan ca R™. 3a
to € I, upeciukaBame

(5) Ly : R—=R" Ly :x— x(to)

je msomopduzam. 3amcra, muHeapHoCT je ouurnenna, L, je HA ma ocroBy ersucreniuje pe-
emba KPO3 CBAKO Xq, a Ly, je 1-1 Ha OCHOBY jeJMHCTBEHOCTH DelIeba. O

Hedunnnmja 14. Bponckujar unu demepmunanma Bpornckoe cucrema n BeKTOPCKUX (PYHKIIM]A
x;: I —R" j=1,...,n je nerepmunanta
Xll(t) e X1n (t)
W(x1,...,%Xn)(t) := Det ;

Xp1(t) - Xpn(t)
re je
x4 (t)
xi(t)=|
Xnj (1)
O
Teopema 15. Hexa cy x1(t),...,x,(t) pewera neaymonommoz suneaproz cucmema

x'(t) = A(t)x(t)
dedpunucara wa unmepsasy I. Tada cy caedehu ycrosu exeusaseHmuu.

(1) x1(¢),...,xn(t) wune Pyndamenmarnu ckyn pewersa.
(2) W(x1,...,%x5)(t) #0 3a ceaxo t € 1.
(3) W(x1,...,%n)(to) # 0 3a nexo tg € I.

Hokas. Exsusanenunmja (1) < (3): kako je mpeciukaBame Ly, nedunucano y (5) msomop-
duszam, oHo ciuka 6a3y upocropa R y 6a3y upocropa R™, ua x1(t),...,X,(t) uune byuniamen-
TaJIHY CKYTI PeIiera ako u camo je X1 (to), . .., X, (to) 6a3a mpocropa R™, Tj. ako 1 caMo ako je
W(Xl, ‘e ,Xn)(to) 7& 0.

Nvnnukammja (2) = (3) je ounrnenHa.

Ha 6ucmo gokazanu umiuimkanujy (3) = (2), npernocraBumo CynporHo, tj. neka je W(xy, ..., x,)(to) #
0u W(x1,...,%xp,)(t1) = 0 3a neko t1 € I. To 3uauu ga je
n
Z)\ij(tl) = O,
j=1
3a HeKe \i, ..., A\, € R. Ajm, ako mocmarpamo Kormujes 3amarak

X'(t) = At)x(t), x(t1) =0,

MMaMO JIBA PETTerha,

x(t) = Z)\jxj(t) u x(t) =0,
j=1



na m3 [IukapoBe Teopeme cienu ma cy OHA jeTHAKA, OTHOCHO Ja je
n
> Ax(t)=0, tel,
j=1

MITO je y KOHTPAIWKIMju ca npernocraBkoM W(xy, ..., X, )(tg) # 0. O
Teopema 16. (JImyBusioBa Teopema.) Bpockujan

W(t) := W(x1,...,xp)(t)
ckyna pewera {X1,...,Xn} jednawune X' = A(t)x sadosowasa jednauuny

W'(t) = Tr(A(t)) - W(t).
Hoxa3s. Heka je L;, npeciukasame u3 nokaza Teopeme 13. 3a tg,t; € I, upeciukaBame

Ly :R" - R", L{l =L, oL’

je mureapuu n3omopduszam mpocrtopa R™, Koju mpecanKaBa CTarbe CHCTEMA, Y KOM Ce HAJIA3WIIO
y BpEMEHY ty y CTame y KOM C€ HAJA3WJIO y BPEMeHy tp (Lﬁ; s X(to) — x(t1)). Ilpenusuuje,

IPECINKABAIbE Li; TavuKn X npuapyxu X(t1) vae je x(t) jeruHCTBEHO pememe cucreMa X =
A(t)x ca moueTHUM ycIo0BOM X(tg) = Xo. Kako je

Xu(t) tee Xln(t)
W(t) = Detd(t), ®(t)=| : .. |,
an(t) s Xnn(t)

D(ty + At) = L0 (t))

L§8+At O3HAYHUIN MATPHUILY MPUAPYKEHY MPECTUKABAILY Lig"’m), TO je

(rme cmo ca
(6) W (to + At) = Det (Lig*“) W (to),

b HaM je ga oapemmo DetLioT 2!

to+At
L

, OHOCHO TIpBa JBa 4iaHa y TejiopoBoM pa3Bojy mpec-
mmkasama At — Det

(7) Lot x(to) = x(to + At).

ITocmaTpajmo mpeciukaBame

. IIpumernmo ma

At — x(tg + At)
¥ HAIUIITIMO TIPBY 4JIaH eroBor TejmopoBor passoja:
x(to + At) = x(to) + x'(to) At + o(At) = x(to) + At - A(tg)x(to) + o(At), At — 0.
U3 uperxouse jennakocru u (7) 3akibydyjemo Ja, 3a v € R™ axu:
Lot (v) = v + A(to) VAt + o(At), At — 0,
TO je
LiotA% = B4 AtA(to) + o(At) = E + At[A(to) + o(1)], At — 0.
Ako npumenumo Jlemy koja xaxke

Det(E+cA)=1+¢-TrA+o0(e), €—0,

to+At
t

na marpuiy L;)

, IMaMo

Det (Lig*“) =1+ At-TrA(ty) + o(At), At — 0,



mna je

W(to + At) — W (to) (6) D€t (Liz’*“) W(to) — Wi(to)

At At
(14 AtTrA(to) + OA(tAt)]W(tO> —Wito) _ TeA(te) - W (ko) + o(1), At - 0,

OJIaKJIe, IIPETACKOM Ha, Alim , mobmjamo TBpheme.
t—0

3amarak 17. lokazaru Teopemy 15 mpumenom Teopewme 16. v

4. CTABUJIHOCT EKBNJINEPNJYMA, OYHKIINJA JbATIYHOBA

Hedunnmuja 18. Kaxemo ma cy dasan Tokosu ¢! u ! nedunncanu jeqmaummama

L= F(¢), ¢ =1d

G =G, =1
JuPepenyujanto KoHjy206aHy WIN JuPEPEHUUIAAHO EKBUBAAECHITIHU AKO MOCTOju IudeoMOp-
duzam

p:U =W
TaKaB JIa BayXKu
poo' =yl ogp.
%

Caenehy Baxkny reopemy (Teopemy 0 ucpaB/bUBOCT BEKTOPCKO] 110/ba) HABOAUMO 63 10Ka3a.

Teopema 19. Hexa 2aamxo eexmopcko nowe F : U — R™ dedunnuwe mox ¢' u nexa je
F(x°) # 0 3a x° € U. Tada nocmoju oxoauna V mauxe x°, x° € V C U u dupeomopdusam
¢ : U = oU) maras da je

poo' =ylogp,
ade je
Prix e x4 (¢,0,0,...,0)
mpancaayuja 3a epeme t y npasyy eexmopa e = (1,0,...,0). O

3agarak 20. [lokazatu ga u3 Teopeme 0 MCIIPaB/HUBOCTU BEKTOPCKUX MOJba ciefe Teopema
o jemmomapamMerapckoj damvunuju audeomopdnzama u IlukapoBa Teopema O €r3uCTEHIHAJH U
jE€IMHCTBEHOCTH PeIlemna. v

Teopema 0 UCHPAB/LUBOCTH BEKTOPCKOL 110Jba HAM zaje onuc ¢dha3uor Toka (10 Ha audeomop-
dbuszam) y 6uu3unu HEKpUTUYHE TauKe (OIHOCHO TAUYKe Yy KOjOj C& BEKTOPCKO II0J/be HE aHYJIUPa).
YV IWHAMHUYKOM CMUCIY, OB3 KPETama Cy BEOMA jeJHOCTABHA, eKBUBAJEHTHA CY TPAHCIIAIV]H.
36or Tora HaAM je MHTEpPECAHTHHje Ja M3yvIaBaMO MOHAIIEIhe CUCTEMA Y OKOJIHMHWU CUH2YAGDHE
mayke, OJIHOCHO TadKe X, 3a KOjy je F(x.) = 0, KOjy 30BEMO U CMAUUHAPHOM, TNAYKOM
pasHomednice, WA eK8UAUOPUJYyMom cuctema. IIpuMeTnMo 7a je KOHCTaHTHA TPajeKTOPHja jeli-
MHA TPajeKTopuja Koja MpoJia3u Kpo3 eKBUInOpujyM, ako je nmosbe F' kao y IlukapoBoj Teopemu
(wro y uenoj oBoj raasu upernocrasbamo). [Ipumerumo u na je, uz Tejuoposor passoja

F(x) = F(x4) + dF(x:) (X — X4) + 0(x — X)) = dF (%) (%X — Xi) + 0(x — X4),
Kl je X Oiu3y X,, U 713 je jeTHA9YnHa,

x' = (x —x,) = dF(x,)(x — x4)



JIMHEAPHA TI0 X — X,, TAKO J@ MOXKEMO Ja O4YeKkyjeMo za fie ce W HejuHeapHu cucTeM X =
F(x) y 6ausunu ekBuiubpujyMa IOHAIIATH CJAMYHO HeroBoj auneapusanuju X' = dF (x,)(x), a
JIMHEAPHE CHCTEME CMO JETajbHO M3y Ui,

Hedunuruja 21. Heka je x, ekpumubOpujym cucrema x' = F(x), F : U — R™. Kaxemo ga je

X
® CMaAbUAHY eKBUAUOPUIYM AKO 33 CBAKY okosmHy Uy C U Tadke X, MOCTOjU OKOJIMHA
Uy C U1, Uy S X4, TaKBA 1A BaXKH
X €Uy = ¢'(x) ey, t>0,
rae je ¢ pememe cucrema
d¢' ¢ 0
® ACUMNMOMCKY CMAOUIHYU eKBUAUOPUJYM AKO je CTAOMITHE €KBHJIUOPHjyM M aKO jOIII
BaYKU:
X €Uy = lim ¢'(x) = x,;
0 oo ¢ ( ) *
® HECMAOUAUNHY eK6UAUOPUJYM aKO HHUje CTAOMIHNA.
O
IIpumep 22. KoopmuHaTHE IOYeTaK je YBEK €KBHIHOPHjyM JIMHEAPHOr cucTeMa X = AX.

3HaMo Jia je peluere 0OBor cucTeMa ca nodernom speanomhy x gaTo ca ¢f(x) = edfx, kao u na

y marpuuy e burypuiy juneapue kombunanuje dbyukiuja ert, thert | et cos(Bt), et sin(Bt),
tFet cos(Bt), thet sin(Bt) rae cy A, a £ i3 comcrrene BpeanocTH Matpune A. Axo cy cre com-
CTBEHE BPEJIHOCTH TAKBE Ja UM j€ PEAJIHH €0 CTPOrO HEraTWBAH, €KBUIUOPHUjyM je€ aCHMIITOT-
cku crabunad. Ako Marpuna A uMa HEKy CONCTBEHY BPEIHOCT €A CTPOTO TO3UTHBHUM PEATHUM
JIeJIOM, KOODJIMHATHU IIOYeTak je Hecrabuinu ekBuiaubpujym (3amro?). A ako cy cBe col-
CTBEHE BPEJHOCTU Ca PEAJHUM JIEJIOM MAbUM UM J6JTHAKUM HYJIU, TAJa IMOCTOJH JUCKYCUja 110
BUINIECTPYKOCTH COTICTBEHE BPEIHOCTU YHjU je peajiHu 1e0 Hyjaa. Hmp. meHtap y mIaHapHOM
CIyd9ajy je CTAOWIHU AU HE W aCHMITOTCKU CTAOWIHU €KBUJIUODPU)YM, TOK, Y BHUIIAM JTUMEH3-
rjama, ako je BUIIECTPYKOCT COICTBeHe BpemuocTu ¢ Beha of jemaH, MOXKEMO MMATH W HECTA-
OwTHM eKBUJIMOPHUjyM. Y TPUMEPY MaTPHUIE

0 8 1 0
|- 0o 0 1
A=19 0 0 3

0 0 -8 0

MMaMO HECTAOW/IHU €KBUJIMOPUjYM y KOODJAWHATHOM TIOYETKY .

Y caydajy miaaHapHOT cuCTeMa, Koju (ha3HU MOPTPETH WMajy KOOPAMHATHU MOYETAK 3& CTa-
OuIHKM, HeCTaOUJIHU, OJHOCHO aCHUMITOTCKHU CcTabuiiHu eKBuauOpujym? Pasmorpuru u ciyuaj
A1 =0, Ay #0.

v

3agarak 23. JlokazaTu 1a Cy acCHMITOTCKYA CTAOWIHN €KBUJINOPHUjYMH M30J0BaHe Tadke. Jla
JIV WICTO BayKM 3a CTabMIIHN (HeCTaOUIIHY) eKBUIANOPHjyM? v

5. CTABUWIHOCT EKBUJIMBPUJYMA - METOJ ®YHKIIMJE JBAIIYHOBA

Buno koja dyrknuja V' koja 3az0BosmaBa yciaose ciefiehie Teopeme ce 3o0Be ynkyuja Jbanynosa.



Teopema 24. (Teopema Jbanyuosa.) Heka je U C R™ omseopen ckyn, F : U — R™ xaace
C' u x, €U maxeo da je F(x.) = 0. Oznauumo ca ¢' pewerve jednarume

4600 = F¢'(0), ¢ =1d.
IIpemnocmasumo da nocmoju pynkyuja V : U — R maxea da easrcu
o V je xaace Ct na U\ {x.}
e V(x)>03axelU\{x.}, V(x.) =0.
Tada sasrcu
(a) axo V onada dyorc pewera ¢, mada nocmoju oxoasuna Uy mauke X, maxea da je 3a
ceaxo x € Uy, pewere ¢'(x) dedpunucano 3a ceaxo t > 0; ocum moza, X, je cmabuHy
EeKBUAUOPUTYM;
(6) axo V cmpoeo onada dyosc pewerba cucmema, mada nocmoju oxosuna Uy mauwke X,
maxea da je 3a ceéaxo X € Uy, pewere ¢'(x) dedpunucano sa ceéaxo t > 0; ocum moza,

X J€ ACUMNIMOMCKY CIMAbUAHY eK6UAUOPUIYM;
(B) axo V cmpozo pacme dyoic pewerva cucmema, mada je X, HeCmMabusny eKeusubpujyM.

Hamomena 25. Axo yBeneMo O3HaKY

d
V() = 2 V0],
u3 J J
SV ), = SV 0], = V()
BUJIUMO JIa je
e ycios (a) u3 Teopeme 24 exBuBasientan ycioBy V'(x) < 0, 3a x € U;

a
e yciios (6) u3 Teopeme 24 exBuBasientan ycioBy V'(x) < 0, 3a x € U;
e ycnos (B) u3 Teopeme 24 eksuBanenTan ycnoBy V/(x) > 0, 3a x € U;.

Kako je

V'(x) = dV(¢' (%) (F(¢' (x))]i=0 = (VV(x), F(x)),
3aKJbYUyjEMO JIa IPOBEPA /1A JiM HeKa Iviarka MyHKIMja UCILyHhaBa, HeKu o Tpu ycaosa (a), (6)
unu (B) u3 Teopeme 24 He 3aXTEBA EKCIUIUIUTHO PENIABALE jeIHATNHE. o

Hoxka3 tauke (a) Teopeme 24. Jokazahemo camo upBy Tauky. 3aUHTEPECOBAHU CTYIEHTU
Mory nahm 70Ka3 ocraje ABe Tavke y MOjoj CKPWIITH.

Heka Baxke mpermnocraske u3 tauke (a). Heka je Uy C U mpou3Bo/bHA OKOJIMHA TAYKE X, U
r > 0 rakBo na B[X.,r] C U;. Heka je

m:= min V(x)>0
OB[x.,T]

Uy := {x € B(x4,7) | V(x) < m}.
IIpumernmo na je Uy OTBOpEH CKYT U 113 X, € Up.

Jokazaliemo 11a je 3a cBako x € Uy, ¢ (x) nedunncano 3a ceako t > 0, kao u ja je Uy Tparkena
OKOJTMHA, TAYKE X, U3 JepUHUNNje cTabIIHOT eKBuanOpujyma. Heka je x € Uy. JTokaxkumo mpBo
na je ¢t (x) € B(x4,r) 3a caxo t > 0 (omaBe, Ha OCHOBY T€OPEMeE O HPOJLY7KEeHbYy Pellerba, CIe/In
na je ¢'(x) pedunucano 3a cse t > 0, sugeru [ocaemuiy 10). IIpernocraBumo CynpoTHo, j1a
je ¢'1(x) ¢ B(x.,r) 3a Hexo t; > 0. V3 HempekmHOCTH NpecamKasama ¢! (X) mo ¢ cieqm ma je
¢'2(x) € OB [x4,7] 3a HeKO to € (0,t1). Amm, kako dbynkuuja V omaga ayx Tpajekropmja ¢t
JobmjamMo

m < V(¢"(x) < V(¢ (x) = V(x) <m,



IITO je KOHTPAIUKITA]a.
us

V(¢ (x0)) < V(¢°(x0)) = V(x0) <m
sak/pydyjemo na je V(¢! (xg)) < m, xaaron je t > 0 u xg € Uy. Onasie umamo
t>0, xg €Uy = d)t(XQ) € Uy C U,

IIITO 3aBPIIIABA JIOKA3. O

IIpumep 26. (IlnanapHu JIMHEAPHU CUCTEM.) 3HAMO /I j€ KOODIMHATHY [OYETaK eKBUIub-
pUjyM JIMHEAPHOI CHCTeMa, W TO: ACHMITOTCKM CTabuiiHU y Ciy4ajy crabuijiHuX YOBOPOBA U
crimpasie 3a « < 0, cTabu/IHA aJIu HE W ACUMIITOTCKY CTADWJIHU Y CJIy4ajy [EHTpa U HeCTAOUTHU
y CAydajy ceijia, HecTaOMIHUX YOBOPOBA u crnmpaJe 33 « > (. Y CBaKOM O OBUX CJIydYajeBa,
ocuM y ciaydajy cemia, kao dyrkmuja Jbamynosa w3 Teopeme 24 mMoxkKe MOCTYKHUTH KBAIAPAT
nopme, V(z,y) := 22 + y%.
Ipumep 27. Iorpaxumo dbyukuujy Jbanynosa y obmuxy V(z,y,z) = ax? + by? + c2? 3a
cucreM

2 = (2 +1)(2y —2)

y=—-(+1)+y)

o= 3
u JoKaxkuMo za je tadka (0,0,0) acuMuTOTCKY CTabUIHU €KBUJIMOPUjYM.

Kako je vv(xvyv Z) = 2(0“’177 by7 CZ), a F(LL', yvz) = ((Z + 1)(2y - x)a _(Z + ].)((E +y)7 _ZS)7 TO
je
(VV(x,y,2), F(x,y,2)) = 2[(z + 1)(—az® + (2a — b)zy — by*) — cz*],

3aKJbydyjemMo 1a 3a m30bop:

BaxKu
V(0,0,0) =0, V(z,9,2) >0,(z,y,2) #(0,0,0), V'(x) <0,

oxnocuo ma (0,0,0) jecre acUMITOTCKY CTAOUIHU €KBUIUOPUjYM. v

IIpumep 28. (Jlarpanx—/Iupuxseosa Teopema.) Ipyru Ibytros sakon F = may R?, 3a
konsepsarupau cuctem (F(x) = —VU(x)) je exsusanentan cucremy y RS (v je Bextop Gpsune

x'):
{ x =v
v =—-L1VU(x).
Jennna Tauka eKBHIIMOPHjyMa TOPEEr CHCTEMA je TauKa (X, Vi) 32 KOjy BasKu
VU(x.) =0, v,=0.

Iorpaxumo dbyuknujy JbamyHosa y 00auky (dbyHKIHje eHEPTHje
1
E(x,v) = U(x) + 5mlv]*,
Kaxko je E(xx,0) = U(x.), n3mennmo majo (morennujanny) byukunjy JbanyHopa y

1
V(x,v):=E(x,v) - U(x.) =U(x) + §m||VH2 — U(x4).
Caza Bpennocr dynkuuje y Tauku (X, 0) jecre jennaka nysu, a u3 3aKOHA OUyBarba EHEPruje
“MaMo:

d ‘ B
P (x))=0<0.
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Osume cmo joxkazanu Jlaeparoic—/upurieosy meopemy: aKo je X, CMpo2u A0KGAHU MUHUMYM
nomenyujaane enepeuje U, mada je mauxa (X.,0) cmabuinu ex6uiubpujym KoH3epeamueHoz
cucmema. 3amcra, yCIOB Ja je X, CTPOrU JIOKAJIHU MUHUMYM TOTeHImjaiHe enepruje U nam
o6e36ehyje nosurusHOCT dbyHKIMje JbamyHoBa y okoanHM Tauke (X.,0) kao n V(x,v) > 0 3a
(x,V) # (x.,0).

O dyukmuju JbamyHoBa MOXEMO pa3sMUNLBATA KAO O YOIIITEHY €Hepruje, Kao IITO je TO
oBaj mpumep mnoka3ao. Kacuuje hemo Bumern na je dyukiuja JbanyHnosa jeaHo yommreme u
HopMe (Kao 1mTo je 1o 6uo cayuaj y [Ipumepy 26 u 27). v

6. CTABUJIHOCT EKBUJIMBPUJYMA - METO/ COIICTBEHNX BPEJHOCTHN

3a mouerak hemo HaBecTn 6e3 mokasa moMohHO TBpherme, Koje HaM TapaHTyje MOCTOjarhe
jeane mocebHE HOpMe, MpUIpYyKeHe MaTpuiy A, HOpMe Koja he mam OUTH BeoMa 3rofHa Ha
nekuM MmectuMma. Cama oBa HOpMa ce IOHEKaJ Ha3uBa U (QyHKIHUja JbamyHoBa mpuapyzKeHa
marpuiyu A. 3a goka3 (Kora 3aHuMa) LOIJIEIATH CKPHIITY.

Jlema 29. Hexa je A : R" — R™ mampuuya 3a xoje sasicu Re X > 0 3a ceaky concmeeny
epednocm A mampuye A. Tada nocmoju ckarapru npoussod (-,-) na R™ u xoncmanma ¢ > 0
maxeu 06 6aAHCU

(Ax,x) > c¢(x,x)

3a cearxo x € R™. O

Hanomena 30. Kopucruhiemo u oBaj obnauk Jleme 29: meka je Re A < 0 3a cBaky cOnCTBEeHY
Bpeanoct A marpune A. Tana nocroju ckasapau npoussof (-, -) Ha R™ u koHcrauTa ¢ > 0 TakBu
Ia BaxKn

(Ax,x) < —e(x,X)

3a cBako X € R™. OBo TBpheme ciaean qupekTHO u3 Jleme 29, mpumermene na marpuiny —A. ©

Beh cmo criomenynu ma je mpupOSHO OYEKWUBATH Ja C€ y OJM3WHU €KBUIUOPHjyMa CHCTEM
HOHAIIA CJIUYHO IPUAPYXKEHOM JiuHeapHoM cucremy (X' = dF(x,)x). Cuenehia teopema je
jeaHa uiycrpaiyja Tora.

Teopema 31. Hexa je A := dF(x.) mampuya uzeéoda npecaurasroa F y mauku X, u Hexa je
Re(N) <0, 3a ceary concmeeny epedrnocm A mampuue A. ledunvwumo

V(x) =[x — x.%,

20e je || -|| nopma Jbanynosa npudpyosicena mampuyu A xao y Hanomenu 30. Tada je V' cmpoza
Pynryuja /banynosa us mawke (8) Teopeme 24, na je X ACUMNIMOMCKY CMAOUAHY €KE6UAUO-
pujym cucmema x' = F(x), wmasuwe, sasicu u caedefia anpuopha oyena: nocmoje ci,co > 0
U okoauna Uy mauke X, maxeu da 6axicu

168 (%) = x| < coe™ M |x — x.]],
3a ceaxot >0, x € Uy.

Hoxkaz. Ouursenno je na je V riarka u crporo no3utuBHa GyHKIMja (OCUM Y X = X, ), Ka0 U
maje V(x,) =0.
Hokaxkumo ga V' cTporo onaja ayK pelemna:

d t _ d t _ t t
GV = Z161 () = .2 = 2610 = x.,6'(x) — x.)

(8) ¢
-9 <dj:f(X), P (x) — x*> = 2(F(¢'(x)), ¢ (x) — %)
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Kako je
F(x) = F(x«) + A(x — x4) F0o(x — %) = A(X — x4) + o(x — x4),

IMaMo:
(9)
(F(x), %~ x.) = {A(x—%.)+0(x %), x—%.) < —cllx—x. |2 +£(x) [x x| < —1 [x—x. 2
3a [|x — X4|| < 9, 1 1 1= ¢/2. U3 mocnenmwe Hejennakocru u (8) nobmjamo:
d
—V(¢'(x)) <0
Ly (6(0)
3a CcBaKO X € B(x,,9d) \ {x«}. Onaszue cnenujanno ciaenu na je, ako je x € B(x,,0), onua je u
¢'(x) € B(x4,0),3at > 0.

x

IIpernocraBumo na je x € B(x,,0) (= ¢'(x) € B(x4,d), 3a ¢t > 0). 13 (8) u (9) nobujamo
(F(¢'(x)) — %s, 0" (x) — %)
1% (x) — x|l

d || At
sl d
ﬁkgj:|:ﬁmW%%*N§%L

< —er]|¢' (%) — %],

d
16t e) — x| =

13 TMaMO

Opasue je

t
In ||¢"(x) — x| = In||x — x.|| + / % In ||¢°x — x4 ||ds < In||x — x| — e1t,
0
ma je
19" () = 3| < flx = xi[le™ .
Topwa mOpMma je cmenmjasna mopma Jbamynosa, anu cse mopme y R™ cy ekBuBajeHTHe, IITO
3HA4YM JIA je
all - <1+l <ol -],
3a HEKe II03UTHBHE KOHCTaHTe @ U b, re cMo ca || - || p 03HaYmiu crangapiany eyKauacKy HOPMY.
Opasue cienn TBpheme. O
Baxwu u cienehu obpar Teopeme 31.

Teopema 32. Axo je X, cmabusnu exkeusubpujym, mada He MOCMOJU CONCMEEeHa 8PedHOCTn
mampuye dF (X.) wuju je peasru 0eo cmpoeo no3umueaH.

Jlokas mperxoiHe Teopeme je camdan goka3y Teopeme 31, ajiu TEXHUYKU MHOTO CIIOXKEHU]HU.
3aro ra oBjie U30CTaB/HAMO.



