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PRVA NEDELJA

1 Aksiome realnih brojeva

Posmatramo strukturu realnih brojeva R = (R, +, -, <).

(Al) 2+ (y+ 2) = (x + y) + z asocijativnost sabiranja (operacije +)

(A2) 2+ y = y + = komutativnost sabiranja

(A3) 30 : £+ 0 = z postojanje neutralnog elementa za + kojeg nazivamo ,,nula”
(A4) VzTy :  + y = 0 postojanje inverznog elementa za + i pisemo y = —x

Svaka struktura koja ima jednu operaciju i zadovoljava (A1), (A3), (A4) je
GRUPA, a ako vazi i (A2), onda je ABELOVA GRUPA ili KOMUTATIVNA
GRUPA.

(A5) - (y - 2) = (x - y) - z asocijativnost mnozenja (operacije -)

(A6) z -y = y - x komutativnost mnozenja

(A7) 31 : z - 1 = z postojanje neutralnog elementa za - kojeg nazivamo ,,jedi-
nica”

(A8) - (y+ 2) =z -y + = - z distributivnost - u odnosu na +

(A9) Vo, 2 # 0,3y : « -y = 1 postojanje inverznog elementa za - i piSemo y = %

(A10) 0 # 1

Struktura koja zadovoljava A1 — A8 naziva se KOMUTATIVNI PRSTEN sa 1.
Struktura koja zadovoljava A1 — A9 naziva se POLJE.

Primeri:

1) R je grupa (+), prsten i polje

2) N*t= (N, +) nije grupa zbog A4

3) (Z,4+) jeste grupa (i to Abelova)

4) (Z,+, ") jeste prsten, ali nije polje zbog A9
5) (Q,+,-) jeste polje

(All) = < x refleksivnost

(A12) 2 <y Ay < = x = y antisimetri¢nost

(A13) 2 <y Ay < z= z < z tranzitivnost

Relacija koja zadovoljava A11 — A13 je relacija PORETKA.

(Al4) Ve,ye Rix <yiliy <=z

Relacija poretka koja zadovoljava i Al4 je relacija TOTALNOG PORETKA.

(A15) z <y = x4+ z < y + z uskladenost (saglasnost) poretka i +

(A16) = x -y > 0 uskladenost (saglasnost) poretka i -

T =
y=>0



Primeri (nastavak):

6) Relacija ,,biti podskup”(C) je relacija poretka, ali nije relacija totalnog po-
retka:

Jasno je da vazi: (R) X € X, (A) X CYANY C X = X =Y, (T)
XCYNYCZ = X CZ, ali, npr:

X ={1,2,3,4}; A={1,2} i B={2,3}

A¢BiB¢A

Primer 1: Dokazati da: * <y = —x > —y

(A17) Arhimedova aksioma (ARH): (Ya,b > 0)(3n) :n-a >b

- moze da se razume kao merenje

- nece biti dovoljno N, Z da izmerimo brojevnu pravu

- za svako a i svako b, postoji takvo n, tako da ¢emo sa a pomnozenim n puta
sigurno premasiti duzinu b.

Za strukturu koja zadovoljava aksiome A1l — A17 kazemo da je ARHIMEDOV-
SKO POLJE (ovo vazi i za Q iza R, tako da nije dovoljno samo ovo da bismo
opisali R).

1.1 Supremum

Supremum je pojam vezan samo za relaciju.

Neka je data struktura (A, <), gde je < poredak, i neka vazi B C A.
DEerFINICIJA 1. Kazemo da je a € A majoranta skupa B, ako je b < a,Vb € B.

Primer 2: Koji elementi skupa A = R su majorante skupa B = [0,2]? Ma-
jorante su elementi skupa [2, +00).

DErFINICIJA 2. KaZzemo da je a € A minoranta skupa B, ako je a < b,Vb € B.
U prethodnom primeru, minorante su svi brojevi iz skupa (—oo, 0].

Primer 3: Za A = R, B = [0,2] majorante su [2, +00), a minorante (—oo,
0].
DEerFINICIJA 3. Majoranta koja pripada skupu A se zove najveéi element ili
maksimum.
DEFINICIJA 4.  Minoranta koja pripada skupu A se zove najmanji element ili
minimum.



DEFINICIJA 5. Supremum skupa B, u oznaci supB je najmanja majoranta.
DEFINICIJA 6.  Infimum skupa B, u oznaci infB je najveta minoranta.

U prethodnim primerima supremum je 2, a infimum je 0.

ZADATAK 1: Naéisup A i inf A:

i) A=(0,1)
i) A=1[0,1)
iit) A = [0, 1]
iv) A =10,v/2]nQ
W A={LmeN)

U kojim slucajevima sup A ¢ inf A jesu elementi skupa A?

i) supA=1¢ A,infA=0¢ A

ii)
supA=1¢ AjinfA=0€ A

iii) supA=1€ AinfA=0€ A
iv) supA=+v2¢ AinfA=0c A
v)supA=1€ AinfA=0¢ A

Ako je sup A element skupa A, on je tada maksimum.

Zasto je 0 bas najveéa minoranta u slucaju v)?

e>0
In:i<e<=3n:n-e>1 (ovoje bas ARH)



(A18) Aksioma supremuma (SUP): Svaki neprazan, odozgo ogranic¢en skup u R
ima supremum.

Aksiome realnih brojeva su A1 — A16 i (SUP).
Aksioma supremuma (SUP) ne vazi u Q:
A=10,v/2]NQ C Q, ali nema supremum u Q (sup A = 2 ¢ Q).

ZADATAK 2: Dokazati da v/2 ¢ Q.
Resenje: Pretpostavimo suprotno, tj. da v/2 € Q. Onda vazi:

V2 =™ m, n su uzajamno prosti brojevi

n’

Vo=

2

2:72

n

(x)m? = 2n%? = m? je paran = m je paran
m = 2k, 1 ovo ubacujemo u (*)

(2k)% = 2n?
4k? = 2n?
n? = 2k2 = n? je paran = n je paran

Dobili smo da su brojevi m i n parni, a pretpostavili smo da su oni uzajamno
prosti, dakle, dobili smo kontradikciju. To znaé¢i da je pocetna pretpostavka
pogresna, odn. vazi da v2 ¢ Q.

0.

Primer 4: Broj e
Neka je dat skup A = {(1+ 2)"|n € N}.
Treba dokazati:

(1) A je ogranicen odozgo.
(2) (SUP) = A ima sup i e =4.y sup A.

1° Binomna formula:
n __ X a n n—kpk __ n n n n—1 n n—212
(a+b) def,;::o(k)a b(o)a +(1>a b+<2>a b +

..+<Z>bn

n !
Cy = < k ) = k!(;ik)!
0! =def 1
2° Suma konaé¢nog geometrijskog niza:

1 _qn+1

l+g+g®+...+q¢" =T —q#1




Dokazujemo binomnu formulu:

(1) BAZA INDUKCIJE:
(a+b)' =a+by

(2) INDUKTIVNI KORAK:
Pretpostavimo da vazi iskaz za n (I(n)./). Treba dokazati da vazi I(n+ 1) :

(a+b)”:<g>a”+<qb>anlb+<g> n-2p2 4 +< )b”/ (a+Db)
(a+b)”+1Kg>a”+(?>a”1b+<g>a”2b2+...+(2)bn}'

(a+b)
e )a"-l—(?)a”1b+...+<z>a"kbk—{—‘..—«—(Z)bn]

( g >a”+( )a"—1b+...+ ( Z )a"‘kbk+...+ ( Z )b”]-a+(—//—)-b:
an 1 ( | )a”b+ ( 5 )an—le...+ ( Y )a"“‘kb’“ +abn} -

( 0 ) a"b—|—( | )a”_1b2+...+( e )a"+1—kbk+...+( " )ab" b"+1} =
(1)) (o[ (5 (

"

o3

Desna strana = [(

=3

//Kako smo dobili a"**~*b*¥ mnozenjem b?

a" ikl = gn=(k=Dpk—1 3 njegov koeficijent je < k:ﬁ 1 ) 1

& . n n 0
n n n! | 1 1 B
A B W Bl e k)'+(k Din—kFD! — ¥ (k(kfl)l(nfk)! + (kfl)'(nkarl)(nfk)I) =
n! (l+ 1 ) n! ntl—k+k _ _ (n+1)! ( n+1 )//
F=Din—m \k T nFi=k F=DIn—R) k(nt1—k) — R(n—kt1) —

Dokazali smo da je desna strana jednaka:

a"+1—|—( n?l )a"b—l—( n;rl )a"‘1b2+...—|—< n;;l )a”"’l_kbk—i-...—k

b1, a to je i trebalo dokazati.

O.

Dokazujemo sumu kona¢nog geometrijskog niza:

S=1+q+¢+...+¢"/-q,(¢#1)

S q=q+@F+@+... +q"
Oduzimanjem ove dve jedna¢ine dobijamo:
S—§.g=1—qgt



S(1—q)=1—q"*!
g = ="

0.
Dokaz da je A = {(1+ £)"|n € N} ograniten odozgo:

1—q

k=0
n—(n—k) = k mnozenika
( n ).1 _ a1 _nm=De(n—k+l)(n—k) _n-(n—=1)-...-(n—k+1)
k nk T kl(n—k)! nk T kl-(n—k)!-nk - nn-.n
WS w
Vazi
k! > 281 Wk > 2
1-2-3-4-. (k—1)-k>2-2-2 2
— L <5 < 5
S% SQ% Sin—l
n 1 1 1 1 1
I+4)<>y4= -4+ -+ 5+ = +...+ =
" =0 1 1 2 3! n!
k=0 k=1 < lejlrsvak:z

brd g = () -1

<1

1
1-(3)" L=
——l=—-1<1-1<2-1=1
3 3 3

Imamo:

1+4"<1+1+1=3
e<3—e=supd

0.
TEOREMA 1.1. (SUP) = (ARH)

Dokaz: Znamo da svaki odozgo ograni¢en skup ima sup, a hoéemo da dobi-
jemo: a,b>0,dIn:n-a>">

Pretpostavimo suprotno: za neke a,b > 0 uvek jen-a <b.
Neka je A = {n-aln € N}. A je ogranicen odozgo = (syp) Ja: a = sup A
Znamo:
n-a<au
a—a<a
——
nije majoranta A
— dJda:ng-a>a—a
——

€A
(np+1)-a>a
—_———
€A

10



= « nije majoranta, $to dovodi do kontradikcije (L). Dakle, pocetna pretpo-
stavka nije ta¢na, odnosno vazi: (SUP) = (ARH).

0.

Primer 5: Strogo zasnivanje n-tog korena realnog pozitivnog broja

a>0,a € R, n e N - fiksiran broj
A={ze R, z>0z" <a}
- skup A je ogranicen odozgo
a>l,ondaxeA—zx<a
a<l,ondareAdA—zx<1

(SUP) = Ja =sup A, {/a =gy @
Treba da se proveri o™ = a.
- Za svaki pozitivan broj postoji «, takav da a” = a.

1.2 Kantorova teorema

DEFINICIJA 1. Segment u R je zatvoren i ogranicen interval [a, b].
DEFINICIJA 2. Niz umetnutih segmenata su segmenti
I, = [an,by],n € N, tako da vazi:

Ap+1 > anp

bn—i—l S bn nl=tn

TEOREMA 1.2. (KAN) Svaki niz umetnutih segmenata ima neprazan presek
u R. (Ako beskona¢no mnogo smanjujemo interval, ne mozemo do¢i do 0).

Napomene:
1) (KAN) ne vazi u Q.
I, =[V2— i V2 + 11N Q - presek unutrasnjih intervala je V2, koje nije u Q.

2) Ne vazi za I, = (ayn,by) 1 I,41 C I, jer moze da se dode do 0.
L=0,)=N"",1,=10

Dokaz za KAN:

alSaggagg...gangbngbn_l§...§b1:>A:{an|n€N}

Jedna majoranta skupa A je b;. Sta vise, svaki od b; je veéi od svakog aj;
a=supA

Tvrdimo daa e, I, < a € I,,Yn <> a, < a < b,,Vn.

a, < a vazi zato $to je a jedna majoranta

a < b, vazi zato §to je a najmanja majoranta

Ako bi vazilo a > b, za neko n, dobili bismo kontradikciju jer je b, takode
majoranta skupa A (posto je za svako i b; majoranta skupa A, ovo bi znagilo
da a nije najmanja majoranta, a to je kontradikcija jer je a = sup A).

0.

11



Tehnikalije:
a=sup A<= (1),(2)
(1) a > z,Vx € A — a je majoranta

(2) Ve > 0,3z, € A, tako da: g > a — e — a — € viSe nije majoranta

Domaéi zadatak:

ACR
—A =def {—$|JJ S A}
Dokazati da je sup(—A) = —inf(A), inf(—A) = —sup A i uveriti se (nacrtati)

nad primerima sa casa.

12



DRUGA NEDELJA

2 Limes i neprekidnost funkcije

Osnovni pojmovi:

>
o funkcija |x:{ %220
—x,x <0
r—vy, T >
Ix—y|={ Y v
y—xr, r <y

d — rastojanje od x do y; d(z,y) = |z — y|
(1) Resiti jednacinu |z — 1] = 2

Rastojanje d(x,1) = 2
i Bl B Bl B Bt

-1 1 3

(2) Resiti nejednacinu |z — 2| < 1

Rastojanje d(z, —2) = v — 2| <1

-==[-==1-=1---
-3 -2 -1
z € [-3,-1]

Nejednakost trougla
la +b] < |a|] + |b| (Nejednacina 2.1.)
Dokaz: (razbijamo na slu¢ajeve)

1)a,b>0= (21.) a+b<a+b

2)a,b<0=(2.1.) —a—b< —a—b

3) a > 0,b < 0 (ponovo razbijamo i primenjujemo 2.1.):
a+b>0=a+b<a—-b<=2b<0
i)a+b<0= —a—-b<a—-b<=2a>0

4) a <0,b> 0= sli¢tno kao 3)

0.

13



Slika 2.1. Grafik funkcije y = |z|

DEFINICIJA 1. Ako je z € R, okolina tacke z je interval (z — 6,z + §) za neko
§>0.

DEFINICIJA 2. Suplja okolina tacke z je (x — &,z + 6)\{z}
Oznake: u, je okolina x; %, je Suplja okolina x

DEFINICJA 3. Okolina tacke +oo je (M,+00). Suplja okolina tacke tacke
~+oo je takode (M, 4+00). Okolina tacke —oo je (—oo, —M). Suplja okolina

tatke —oo je takode (—oo, —M).

DEFINICIJA 4. Neka je A C R. a je tacka nagomilavanja (t.n.) skupa A ako
za, svaku Suplju okolinu 1, vazi:

it N A # 0. Definicija vazi za a € R, gde je R =4y R U {£o0}.

Primer 1: Sta su tacke nagomilavanja skupa A = (—1,2] U {4,7}?

s S

(G 18]

Tacke 4 i 7 su izolovane tacke i, posto one ne pripadaju svojim Supljim okoli-
nama, ne mogu da budu tacke nagomilavanja skupa A.
Resenje: Tacke nagomilavanja su [—1, 2].

14



2.1 Limes funkcije

DEeFINICIJA 5. Neka je f : Dy — R i neka je a tacka nagomilavanja skupa
Dy (domen funkcije f). Kazemo da je L (L € R) grani¢na vrednost ili limes
funkcije f u tacki a ako vazi:

Ve>030>0: VzeD;0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e
Grani¢énu vrednost L oznacavamo:

L = lim f(x)

r—a

f(x)

L+&

L-€

(1)
a—/a \a+6

Slika 2.2. Graficki prikaz definicije limesa

o a moze da bude u Dy, ali ,,uglavnom najinteresantniji” slucaj jeste kad a ¢ Dy
o Ova definicija govori da kad se priblizava z-om tacki a, funkcija f(x) priblizava
se L
o Pisemo 0 < |z — a|, odnosno < umesto < jer:
(1) |z —a| = 0 = = = a, dok a mozda nije u Dy, pa ne mozemo pisati f(a)
(2) limes zaklju¢ujemo prema ponasanju funkcije u okolini tacke, a ne prema
samoj tacki
DEFINICIJA 6. Neka je a € Dy. Kazemo da je funkcija f neprekidna u a, ako

je lim f(x) = f(a).

(Ili: Ve >036 >0: Ve € Dy |z —a| <6 = |f(z) — fa)| <¢)

15



Primer 2: Sta je lir% f(x) na slikama 2.3, 2.4. i 2.5. i koje od ove tri funkcije
z—

su neprekidne?

3/2

2

Slika 2.3. Slika 2.4. Slika 2.5.
Resenje: lim2 f(z) = 1 usvim sluc¢ajevima, ali je f(z) neprekidna samo u slucaju
T—
(2.5.).

Formalno izracunavanje (iz definicije) za slucaj 2.3:
Ve3dd: 0< |z —2| <d=|f(z) — 1] <e (Nejednacina 2.2.)
—_—

0 za z#2
ako za € uzmemo, npr: § = § i vazi (2.2.)

Napomena:

e Limes je ono $to oc¢ekujemo kako bi se funkcija ponasala kada bi bila nepre-
kidna u a.

DEFINICIJA 7. Neka je a t.n. domena Dy. Tada:

lim f(z) =+0c0 ako VM, 3§ >0: 0<|z—a|<d (z € Dy) = f(z) > M

r—a

<= ,,Za svako M, nademo malo 4, tako da f(z) premasuje M”

\|

|
|
I
I
|
|
|
a\ ‘a+é
l@+o)

a-

(@-0)
Slika 2.6. Graficki prikaz definicije limesa
Sliéno se definise limes u sluc¢aju —oo:

liinf(m):—oo ako YM, 30 >0: 0<|z—a|]<d (x€ D) = f(x)<—-M

16



2.2 Univerzalna definicija

lim = L na jeziku okolina je:
Tr—a

Vur, g : x € Uy N Dy => f(z) € ug,
(1) Za konacno a i L, ova definicija izgleda upravo ovako
(2) Za L = +o0
urp = (M,+x), t €0, <= 0< |z —a| <, fl(z)€u, <=
f(z) € (M, +0) <=
flz)>M
(3) Za a = +o0

lim f(z)=L<=qgesVe, IM: 2>M = |f(z)—L|<e

T—+00
L+e+ /\
L" o~
N
Slika, 2.7.
Sli¢no ide za L = —oo, odnosno, a = —o0

(4) Zaa=400i1 L =+00
VM, 3N: 2> N = f(z)> M

(5) Zaa=—oc0iL =—00
VM, 3N: 2 < —N = f(z) < -M

(6) Zaa=+00iL=—00
VM, 3N : 2 > N = f(z) < —M

(T)Zaa=—o0ilL =+co

VM, 3N: 2 < —-N = f(z) > M

17



2.3 Stavovi limesa
STAV 1: Neka je li_r>n f(z) =L, (a € R, L € R). Tada vazi:
x a

Fig, t.d. f(x) je ograni¢ena na i,

Funkcija f je ograni¢ena odozgo / odozdo na skupu A ako IM, t.d. f(z) <
M,Vxe A/ f(x) > M, Ve € A.

Funkcija f je ograniéena ako je istovremeno ograni¢ena odozgo i odozdo.

Dokaz:
L,\
(1)
a
Slika 2.8.
lim f(z) =L <= Ve >0, J,: v €0, = |f(x)—L|<e
T—a
—Li<e<= L — < < L
[f(z) —L| <e £ f(x) +e
donje ogranicenje gornje ogranicenje

0.

STAV 2: Neka je ligl f(x) =1L, (L€ R, L #0). Tada vazi:
Fig, t.d. sgn f(x) =sgn L, Vx € 4,
L>0: My, td fxr)>L Vo, (slika 2.9.)

Stavise: ako je L<0: 3, td f(z)< é Y € 1, (slika 2.10.)

Slika 2.8. Slika 2.9.
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Dokaz (za L > 0):

lim f(z) = L <=gey Ve >0, Ju, = f(z) € (L—¢,L+¢)

Tr—a

L
Neka je e = £ Eﬂa:>Lf§<f(x)<L+%.
—_—— ——
F<f(x)

0.

STAV 3: Neka je ligl flx)=1L11i li_r>n g(x) = La, (L1, Ly € R). Tada vazi:
(1) lim (/@) + 9(x)) = lim f(z) + i g(ax) = Ly + Lo

@) T (/@) - @) = lim F(z) - lim g(e) = Ly - Lo

(3) Ako je Ly # 0 =2 g(x) #0, = € 1,4

= ima smisla napisati %
f@) llm f(x) L

lim - =1
T 9(@) T 113319(96) Lo

(4) fx) < g(x), © € g = L1 < Lo

Dokaz:

(1) Ho¢emo da dobijemo: |f(z ) g(x) — (L
(@) + g(x) = (L1 + La)| = |(f(x) = L1) + (g
Ls| (na osnovu N 2.1.)

Fg,x € Uy | f(w) = L1 < 5

Fg, 2 € Vg ¢ [g(x) — La| < §

L.Lam{)a:féa

1+ Lo)| <€, x €y
(z) = L2)| < | f(z) — La| +[g(z) —

ves— MO TIISE = 1f@) - Ll +lo) - Ll < 5+ 5 -
.
PSS
(2) 1/(@)a(@) ~ L Lal = | F(@)a(x) — Lag(@)+ Ligla)~ LiLa| "< [f(@)g(a) —
Lig(a)| + |Lag(®) ~ LnLal = |g@)|- [£@) ~La]  +|g@) — Ls| L]
\_v_/

< |[f(z) = La|- M <o

STAV1 (jer je g(x) ogr.)
<M -[f(x) = La| + [La] - [9(x) — Lo )
o Neka je novo € (€) za koje biramo g, t.d. z € 4, = [g(z) — L2| < 5

1

£
2:|Ly] o
o Isto je i za levi sabirak, pa je zbir < 5§ + 5 =¢

0.

(3) Dovoljno je da dokazemo da vazi:

Ly # 0 = lim ﬁ = 1, (Implikacija 2.3.)
I23.
zato Sto vazi: ‘%13}1 g(—ﬂ = ;13}1 f(:c)oﬁ =92 limg o f () ;IE)T}I = limg—q f ()
1 _ L
limeag(z) f;
Dokaz za [I 2.3.]:
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lim g(z) = Ly = lim -t~ = -

T—a z—a 9(x) T L2
znamo da je malo
|9(z) = Lo|
5 Ll 1| |Le—g(@)| _ _19\T) — L2
Treba da pokaZzemo: ‘m - j’ = gZ(x)?Lg = T
. L .
Prema (S2), Ly # 0, 3, ¢ |g(z)| > | 22‘, tj. ‘g(lgc)‘ < ﬁ

Unote, < GBI A7 g(a) - La], gde je M neki konkretan broj.

0.

(4) Pretpostavimo suprotno. tj. da Ly > Lo, tj. L1 — Ly > 0, tj:

li_r>n (f(z) = g(x)) > 0 = Ju, na kojoj je funkcija strogo pozitivna (S2):
f(z) —g(x) >0, Vz € 1,4

f(@)>g(z) L

0.

2.3.1 Stav o neprekidnosti funkcije

STAV 4:

(1) f je neprekidna u a = f je ogranicena na u, za neko u,

) f je neprekidna u a } { Fug, t.d. f(x) #0 na ug
fa)#0 tj. sgn f(z) = sgn f(a) na ug

. f+g, g suneprekidne u a
(3) f, g suneprekidne u a = { (9(a) #0) g je neprekidna u a

Dokaz:

(1) sledi iz (S1) za L = f(a)

(2) sledi iz (S2) za L = f(a)

(3) sledi iz (S3) za Ly = f(a), Ly = g(a)

0.
Vazni primeri
(1) f(z) = ¢, gde je ¢ neka konstanta, neprekidna je na R
lim f(z) = J}l_rgc =c= f(a)

Tr—a

(2) f(x) = x neprekidna je na R
|f(z) — f(a)] treba da bude < € ako je |z — a|] < § (po definiciji)
|z —al <e

(3) Svaki polinom f(x) = ag + a1 + asx? + ... + a,z™ neprekidan je jer je:
VEk : xFneprekidno

Dokaz:
x je neprekidno = z%(z - x) je neprekidno = ... = x* je neprekidno i jos
ay, — const je neprekidno
— aiz” je neprekidno
n

= " axz" je neprekidno
k=0
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0.

vaka racionalna funkcija R(z) = 5~ = godayrd..tanz? gdesu P,(z), Qm(z
4) Svaka racionalna funkcija R Po(z) _ aotarzt..tans” oqegy P Q

Qm(z) — botbiz+...+bpz™?
polinomi, neprekidna je

R je neprekidna na svom domenu: Dg = {Q,, # 0}

Tamo gde nije definisana, tu ni ne govorimo o neprekidnosti.
(5) Funkcije sin z, cos x su neprekidne na R

Dokaz za f(z) = sinz:

Prvo treba dokazati lemu: |sint| < |¢| (Lema 2.4.)
Dokaz:

/2

sint

-n/2

Slika 2.11.

Proac < Pioac, gde je Pooac kruzni isecak

(1) Poo =% (ajeurad) = Poy = %
|OC|'h _ 1sint _ sint
2 2 2

Proac =

I

sint
2

sint

t

2
H<L el gl
@) |* t|

= |sint| < \t|

2. I/\ IN

sin( t)

<1, —t€l0,7]

0.

Zasto je sin x neprekidna funkcija?

|f(x)—f(a)| = |sinz—sina| = |2-sin £3%-cos LF¢| = 2. sinx2a cosx;a <
2.4. <1

2.5 1< |z —q

0.

Sliéno se dokazuje za cos, primenom cosz — cosa = —2 - sin £5% - sin ££¢
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2.4 Jednostrani limesi
DEFINICJA 8. lim f(x)=L/ lim f(z)=1L, (a € R)
z—at T—a~

LeR:Ve>0,30>0: 0<|z—a|]<d, z>a/z<a=|f(x)—L|<e
ili
LeR:Ve>0,30>0: 0<zx—a<d, /0<a—z<d=|f(z)—Ll<e

Ocigledno vazi:

hm+ flz)=1L
Jm f@) =L = "\ f@) =1

Slika 2.12. Grafik funkcije f(z) = sgnz

i) lim sgnx =1
)w—>0+g

ii) lim sgnz = -1
r—0~

iii) Da li je f neprekidna u 0? Ne, jer da bi bila, mora da postoji ilg}) sgn i

da bude jednaka vrednosti funkcije.
Primer 2: f(x) = [x]
[x]=meZ,akojem <z <m+1

Pitanja: Sta je lim f(x), lim f(z), lim f(z), lim f(z)?
z—2+ T—2~ z——11 z——1-

Staje lim f(x), lim f(z), n € Z?
z—nt z—n"

U kojim tackama je ova funkcija neprekidna, a u kojima nije?

Resenje:
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—0
—0
432—1_4 2 3 4
—o0
—o
—0

Slika 2.13. Grafik funkcije f(z) = [z]

li =2, li =1, 1l =-1
i, S =2 g s =1, I /@)

lim f(z)=-2, lim f(z)=mn, lim f(z)=n-1
T——1— z—nt T—=n—
Funkcija nije neprekidna u celim brojevima.
DEFINICLJA 9. lim f(z) =400/ — 0
z—at / a~

VM >0,30>0: 0<z—a<d/0<a—z<d(zaa”)= f(z)>M

Primer 3: Sta je lim 1? Staje lim 17
+ xr xr

z—0 z—0—
Resenje:
=
Slika 2.14. Grafik funkcije f(z) =1
|

zlig)lJr z +oo

lim % = —00

z—0~
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TRECA NEDELJA

STAV 5: Zazo € R, L€ R

lim f(z) = +o0
} = lim (f(z) +g()) = +oo

Tr—x0

rT—rT0o

)
)
) = +o00
@) e —Le R\ (0} }:» lim (/(2) - 9(2)) = (sgn (L))o
)

+oo = lim ﬁ =0
T—To T—Tg

= lim (f(z)-g(z)) =0

Tr—rT0o

lg(z)| < M, Va € i,

lim f(z) = }

Domadéi zadatak: Dokazati prethodna tvrdenja

PiSemo:
(2) 0oL =00, L#0
) 5 =0
Primer 1: (1) Sta je lim x - sin%? (2) Sta je lim sinz?
z—0 T—00
Resenje:
(1) Znamo da z — 0 kada lir% xT. sm% nije definisan u 0, pa je na osnovu (S4)
Tr—r

ilsint| <1, limaz-sinl =0
x z—0 x

1

Zasto sin 4 hema limes u 07

1

Posmatrajmo grafik funkcije sin:

Slika 2.15. Grafik funkcije f(z) = sin -

Kada bi postojao limes, mogli bismo da posmatramo interval (—4,d) \ {0}.
Ovde postoje tacke x = ﬁ, za dovoljno veliko n. Za njih vazi:
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1 : 1
T

sin + = sin = Sin(QmT) =0
2nm

Neka je sada z = j.
sin+ = sin(2n7 4+ §) =sin(2n7) +sin 5 =sin 3 = 1. Limes onda nije ni 0, ni
1, a zapravo nije niéta iz intervala [—1,1].

Vazi da je:

f(z) =22 —ging -1
(2) sinz je ograni¢ena kada z -0 » = lim f(x) =0
1 T—00
z —~0kadaz—0
Napomena:
Ne postoji lim sinx, odnosno, ne gomila se oko nijedne tacke, sli¢no kao i kod
Tr—r00

1

sin=.
T

2.5 Neodredeni oblici

(1) 00— 00, (2) 22, (3) g, (4) 0- 00, (5) 1, (6) 0°, (7) oc”

oo’

Primer 2:

(1) flx) =2z, gz) =x+1
lim f(z)= lm g(z)=+oo

T—+00
i (f(z) ~ g@) = Jim (—z—1)=-1

Domadéi zadatak: U (2), (3), (4), (5), (6), (7) navesti primere funkcija tako
da se dobije:

a) konacan limes

b) beskonacan limes

Sta je f(x)9®)?
Koristimo ¢injenicu da je AP =e
— f(2)9®) = 9(*)Inf(2) (Jednacina 2.5.)

In(AB) _ — ¢BinA

Ovo ¢emo koristiti da pokazemo da su 1°° i 0° neodredeni oblici:
Neka je lim fl)y=1,a lim g(z) = o0

lim f(z )9(“’ = lim 69(””) l”f(‘”) = ¢ a oblik 0o - 0 je neodreden, pa je i 1°°
T—xTg T—To
neodreden.

Neka je lim f(z)=0,a lim g(x)=0
lim f(z )9(“7 = lim eg(””) i) _ = ¢9(=°) "a oblik 0- (—o0) je neodreden, pa je
Tr—x0 T—rTo
i 0° neodreden.
Primer 3: Ako je P,(z) = ap +a1x + ...+ apz™, lir+n P, (x) = +oo (£ jer
Tr—r+00
zavisi od sgn(ay,)).

Ovo vazi jer ako zapisemo polinom P, (z) drugacije: P, (x) = z" (an +22=t 4+ ‘L"),
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svaki od razlomaka tezi 0 kada © — +00, odnosno, lim P,(z) = +00-a, =
T—rTQ

(sgn(an))oo

oo, n>m

i . H _ 1 anz"+.. fa1ztag _
: = Qn® t...fd1THdg n<m
Primer 4: I}Ifoo Qm@) hffoo B @+ b1 +b0 2’ <

pE, n=m
n>m:
: Pn(z) : 1 1
lim = llm — =+ =0
r—+o00 Qn () T—To %—ZZ 0
n < m:
Pp () an_1 ag
; P () : il . ant+-t4 420 a
lim =% = lim % lim z z g r— |
25+ o0 @n(@) pwrerie VI € Ry WS bmzm*“%»bm_1957"*”*14»,,,4»;’—,[{ 0
m=n:
Pp (z) 4n—1 ajy ag
. P, . e an+ tot Ll +20
lim £ = lim oGy lim ————— e ==
w00 @n(@) g too T w0 byt nslh 4 -Pioply T b
6 2 1
: . 6 . 2% (3+ % +1%) 3
Primer 5: lim _ 3z 42x+1 lim ——2> 20/ 9
300 —T7x6+4x24+10 00 586'(—7—‘,-1%(—}-%) 7
. . 2 \iw? . 3+2-13 3
Primer 6: lim 3z +2e=13V" _ 5y __“Te—w2 3 _ 3
rooo Vabta?—/zta 00 3 1+3%47$7%+% 1
7 2 3~\: ¥z 20 5
: : —3z 42z . £33 —323 42 2
Primer 7: lim & =3¢ +2V% 7~ _ |jyy, 23 —3a342 _ 2
p0 2z4+4z5-3 Y x—0 2w%+4w%—3 3

0<a<l=a"<d’, a>p

Napomena:

Ukoliko imamo koli¢nik polinoma oblika ax® +bx*> +... (a1 > ag > ...), onda:
ako z — 0o, gledamo (i delimo) najveéi stepen uz z,

ako x — 0, gledamo (i delimo) najmanji stepen uz z.

Napomena:
U Primeru 6 uradili smo: lim ¢/1+ ?14 — 3/ lim (1 + ?14) = 3/ lim 14 lim ?14 =

T—00 Tr—r00 T—00 T—r 00

V/1 =1 (akcenat je na prvoj jednakosti)
Ovo mozemo da uradimo za sve funkcije koje su neprekidne i to nam obezbeduje
sledeca teorema:

TEOREMA 2.1. Neka je lim f(z) = L i funkcija ¢ je neprekidna u tacki L.

Tr—x0
Onda je:

lim o(f(z)) = ¢( lim f(z))

T—xg T—IQ
Rec¢ima: ,,Neprekidna funkcija i Limes komutiraju.”

Dokazali smo da su polimoni, sinx, cos x, tgx, ctgx, racionalne funkcije nepre-
kidne na svom domenu, kao i sve njihove kompozicije, zbirovi, razlike, proizvodi
i kolicnici neprekidni.

Dokaza¢emo da su e*, a”, Inz, log, x, arcsinz, arccosz, arctgz, arcctgz, =
(o € R) 1 sve njihove kompozicije, zbirovi, razlike, proizvodi i koli¢nici nepre-
kidni, kao i sve njihove inverzne funkcije.
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Sve prethodno navedene funkcije nazivaju se ELEMENTARNE FUNKCIJE.

TEOREMA 2.2. Teorema o tri limesa (,,Teorema o dva policajca”, ,, Teo-
rema o sendvicu”):

Ako je lim f(x) = lim g(z) = L, (o, L € R) i ako je f(z) < h(z) <
T—xo T—T0

g(x), Ya € Uy, onda postoji lim h(x) = L. Vazi i za jednostrane limese.
T—To

Y
2
g(x)
ﬂ\hw_
| L | | 5
2

Slika 2.16. Primer funkcija za koje vazi Teorema 2.2. (zo =0, L =1)

Dokaz:
Neka je L konac¢no i xg kona¢no. Posto je lim f(x) = L, neka je zadato € > 0.
T—xT0

Sledi: 361 t.d. = € (xg — 01,20+ 01) \ {zo} (<= 0 < |z — 20| < 01). Tada je
L—-e< f(z)<L+e (= |f(x)—L| <e). Isto vazi i za g(x), s time da ds
moze biti razli¢ito od 41, odnosno: 395 t.d. g —de < & < Tg+ 2, T # x0 (<=
0 < |z — x| < d2). Tadasledi: L —e < g(z) < L+¢

Uzmimo da je § manji od d; i d2. Onda vazi:

f(@) < L+ ¢, aznamo da je f(x) < h(z) < g(x), pa sledi:

L—-e< ()
L—e< f(z)<h(x)<glz)<L+e
\
L—e<h(r)<L+e
)
h(x) — L kada & — xq
0.
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2.6 Osnovni limesi (i njihove posledice)

. sinzx
lim =1
z—0 I
Dokaz:
n/2
sinx
0
-Ti/2
Slika 2.17.
Za xz € (0,5):
OA|h .
PAOAB_ | | :1s;n:v:sma:
Pooas =% -|0A]? = £ (x je u rad)
M |BD‘ —_ ‘BDl __ Sinx
04l = jop| <= |AC| = 55 = &%
P _ [0Al|AC] _ |AC| _ sing
AOAC — 2 2 T 2cosz
Pproap < Paoas < Proac
sinx <z < sin x
2 — 2 — 2-cosx
siny < x < S2Z
. cos
(Sll’lfL’ < 1 ,L sSin T > COSl‘)
xT - T —
4 .
cosy < #E <1
vazi za x € (0, §)
Ako je x € (—%,0), mozemo da uzmemo t = —x, t € (0, %)

Znamo za t da vaZi:

cost < b <1

cos(—x) < sin(—2)
<—7<
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cosxﬁﬁ%gl

Teorema 2.2.) = lim 322 = 1
(

z—0 T
.
Posledica 2.3:
. l—cosx 1
lim 5 = -
x—0 x 2
cosz =cos? £ —sin® £ =1 —2sin® 2
. _ . 1-142sin? & 2sin“ & . sin? & . sin
lim 1=e9sz — Jjyy — =20 5 — iy 22:211m%:%11m =2z =
z—zo L z—0 z z—0 % x—04(%) z—0 2
. T
smena: t =3 . llim(Sint)Q 1.1-1
= 0<=t—0 2¢500 ¢t 2 -2

1\” 1\"
lim <1+> —e,e—defsup{(lJr) |n€N}
T—+00 €T n

Posledica 2.4:
1 T
lim (1 + ) =e
T——00 €T

. 1\T smena : t = —x . T e S t—1y—t
. L . 1) ) L\ . 1 \¢ !
i (st) = o (12 = () e (1)
| S —

smena: y=t—1
t — 400 <=y — +00

(1 25) = i (1 2)" i (1 ) =10

~—_————
—1

Posledica 2.5:

. 1
lim (1+t)t =e
Dobijamo iz Posledice 2.4. smenom x = %
Posledica 2.6: (1
t
lim M =1

t—0 t

In(lim (1 + £)t)=Ine=1

. % 1 In(1+t) _
}1_1)%(111(14‘15) ) }1_{1(1) —— =1
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Posledica 2.7:

Coet—1
lim =1
x—0 x
. In(14¢) smena: x =1In(1+1¢) . -
lim —5— = = lim %5 =1
t—0 t—>0<«<=x—0 z—0 €
iy €51 1 1 _
lim < = e = = 1
z—0 €
Posledica 2.8:
Coat—1
lim =Ina
x—0 x
at = elnaw —_ ezlna
. @ _ . @lna_ smena: t=xlna . t
lim = = lim < 1 tna = th%lna:lna
z—0 7 z—0 *na r—0<=1t—0 z—0

Posledica 2.9:
. (I+x)>-1
Im ————— =«
z—0 x

e In(142) _1 o ln(14a) smena: t=aln(l+ x)

. (14z)*—1 . ealn(l+@) g .
lim = lim = lim =
z—0 z z—0 z z—0 aln(1+z) z r—0<«<—=t—0
. t’_ . .
lim €1 . lim 2049 jima=1-1-a=a
t—0 x—0 ' x—0

TEOREMA 2.3. Teorema o smeni promenljive u limesu:

(1) Ako ¢ : (a,b) —7%, (¢,d) (¢ je neprekidna bijekcija) i p(tg) = o
to € (a, b)

xo € (¢, d)

Ondaje lim f(z) = lim f((?))

Ovo svojstvo smo koristili u smenama, na primer:

r=In(1+¢t), z=—t, z=¢€e" -1, ...

(2) Ako ¢ : (a,b) —7?, (c,d) je neprekidna bijekcija, gde su a,b,c,d € R
ijosje lim ¢(t) =¢, ondaje lim f(z) = lim f(e(t))
t—at z—ct t—at

Ovo svojstvo smo koristili u smeni, na primer:

=1, 220" < t— 400

Moze i: Ako lim ¢(t) =d, onda lim f(z) = lim f(p(t))

t—at z—d— z—at
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2.7 Limes monotone funkcije

DEFINICIJA 10.  Funkcija f je monotono rastuéa ako x < y = f(z) < f(y)

DEFINICIJA 11.  Funkcija f je strogo monotono rastuca ako z < y = f(x) <

fy)

DEFINICIJA 12.  Funkcija f je monotono opadajuéa ako a < y = f(z) >

f()

DEFINICIJA 13.  Funkcija f je strogo monotono opadajuca ako r < y =

f(x) > f(y)

DEFINICIJA 14.  Supremum funkcije f na skupu A je supremum skupa {f(z) | z €
A} u oznaci supa f

Primer 5: Naéi sups f ako je:

Resenje:

Slika 2.18. Slika 2.19. Slika 2.20.
1. £((0,2)) = (0,4), supaf =4 (Slika 2.18.)
2. f((1,3)) = (3,1), supaf =1 (Slika 2.19.)
3. f([~4,2)) = [0,4) U (4,16], supaf = 16 (Slika 2.20.)

DEFINICIJA 15.  Ako je supaf = f(zo), f(zo) € f(A) za xp € A, onda
se supa f zove maksimum u oznaci maxaf.

y Yy
15 15

s ts w L s wx| |5 MNE] 7o s 20|
Slika 2.21. Funkcija f Slika 2.22. Funkcija f
raste i ogranicena je raste i neogranicena je
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TEOREMA 2.4. Neka f  (a,b) (¢itamo: ,,Funkcija f monotono raste na
intervalu (a,b)”). Tada:

(1) Funkcija f je ograni¢ena odozgo = 3 liril J(x) = supap) f
r—0"
(2) Funkcija f nije ograni¢ena odozgo = lim f(x) = 400

z—b~

Domaci zadatak: Ispitati situacije:
(1) f A lim

z—at
(2) £ lim

z—a™t
(3) £\, lim

z—b—
Dokaz za Teoremu 2.4. (1):

Ako je f ograni¢ena odozgo, sledi: f(a,b) je ograni¢en odozgo, pa na osnovu
(SUP) sledi: o = supf(a,b). Treba da pokazemo: o = linél fx).

r—0"
Hoéemo da nademo 6 t.d. x € (b—9,b) = L —e < f(z) < o + ¢, pri Cemu je
desna nejednakost tacna jer je a > f(x).
Uzmemo dovoljno € > 0: a — e < «, pa a — € viSe nije majoranta = Jxy,
fzo) >a—¢

a-z //
5 5 10 Xo ¥ b 20 |
Slika 2.23.

f /‘ — Vx € (l‘o,b)

f@) > flxg) >a—¢

gde je f(xzo) — b — 0, §to je i trebalo dokazati
1.

Zadatak: Naéi limese: , _
VT— (2) lim Jr—1 (3) . sin(3z)

(1) :};L)rnl V-1 o1 sin(z—1) wg%) sin(7x)

. r—3 -1
(4) lim S22 (5) lim €32=1 (6) lim (2mj7) (7) lim (cosz)=m%

0 In(cos ) z—0 t8°(37) T—00 z—0

Resenje:

VE-1l  z+l Vet Yzt

(1) T na¢in: Koristedi svojstvo racionalisanja Vi1 v Ve e

II nacin: lim Y2=L — Jjy Y@=t | smena: b=z—11_ lim (L4 -1
Tl Veml T 250 1r(e-1)-1 r—=1es=t—0 =0 (14+£)5 —1

3
2

colmfolm
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1
. YT_1 smena: t=x—1 . (D)3 -1 . 4ns-1
(2) hm.le :hm%:hm#:
z—1 sn(z—1) zT—1<<t—0 t—0 S t—0 T
3_1
3~ 3
- in(32)
. sin(3z) _ 1. s”gz 3 1 3 3
(3) lim 5o = lim s 7T 17T T
Uopstenjem prethodnog primera dobijamo:
. sin(az) «
lim ——= = —
z—=0 sin(fz) B
in2 H siuzw
. 9 . 2 —sin"g lim T
4) lim S22 — iy ST o iy ——2ete, = 28 2o - = 1 iy
( )1%0 In(cos x) »—0 In(1—2sin? Z) 20 In(1—2sin2) lim In(1-2sin? £) 2.0
—2sin? % z—0 —2sin? &

Ostali zadaci se rade po sliénom principu (koriste se odredene transformacije
svodedi na neki od osnovnih limesa).
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CETVRTA NEDELJA

3 Asimptotske relacije o i ~

3.1 Relacija o

Posmatramo funkcije f i g koje su definisane u,, gde je 4, interval (a —
d,a 4+ 6)\{a} ako je a konacno, (M, +o0) ako je a = 400 ili (—oo, —M) ako je
a = —oo i zelimo da uporedimo koja brze tezi nekoj vrednosti (najcesée 0 ili 0o).

DerFINICIA 1. f = o(g) ili (f < g), * — a (ovo je vazno pisati, jer bez
ovoga, oznaka o ne bi imala smisla) nazivamo ,,f je zanemarljivo mala (bes-
kona¢no mala) u odnosu na ¢”, ,,f je malo o od ¢g” ako postoji funkcija e(x)
definisana na 1, t.d.

flz) =¢(x) -g(z)i lime(x) =0

r—a
Napomena:
e Ako je g(x) # 0 na ,:
f=o0(g), T —=a<= limM:0
z—a g(x)
Primer 1
i) 22 = o(z), z — 0 jer lim £ = lim 2 =0
z—0 ¥ r—0
ii) 2® = o(z), x — 0
23 = o(z?), 2 — 0
2 . . LB _ 5 _
x—o(ﬁ),x%OJeriE}rbﬁ 21?12%:102 0

Uopstenjem prethodnog primera dobijamo:

z* = o(z”), r = 0kad a > B jer lim 27 = lim 2% =0, (o — 3 > 0)
z—0 T z—0

Primer 2:
. 2 . . T . 1
i)x=o0(z"), x > o0 jer lim % = lim = =0
) ( )’ ) 00 T z—o00 T
Opstije
2* = o(z?), * = oo kad @ < B jer lim 2y = lim 2 F = lim 4 =
z—o0 & T—00 z—00 ¥
1
s . . sinm o 1
ii) sinz = o(x), * — oo jer lim *2% = lim sinz- — =0
Tr—r00 T—r00 X
ogr. “~~
—0
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OSOBINE RELACLJE o
(1) o(g) + o(g) = o(g),r — a

,,Ako saberemo neku funkciju f; i drugu funkciju fo, gde su obe funkcije zane-
marljivo male u odnosu na funkciju g, dobijamo funkciju koja je zanemarljivo
mala u odnosu na funkciju g”.

(2) f-olg)=o0(f-g), v —a

,»Ako pomnozimo funkciju poté¢injenu u odnosu na funkciju g funkcijom f, do-
bijamo funkciju potéinjenu f - g”.

(3) o(f) - o(g) = o(f - g)

(4) Ako je ¢ — const, ¢ #0
¢ olf) = ofc- f) = olf)

Dokaz:

(1) g1 = 0(g),  —a

p2 = o0(g), * = a
Treba dokazati: ¢ + @2 = 0(g), * — a
o1(x) = 1(x) - g(a). mde je lim &, (x)
x .

= 61 = 0
p2(2) = 2(2) - g(x), g jo lim o) =0 PrOPOStVER

(3.1)
(3.2.)

Hocemo da dokazemo: ¢1(z) + wa2(x) = o(g).

Sabiranjem (3.1.) i (3.2.) dobijamo:

P1(2) + pa(z) = e1(2)g(x) + ea(x)g(x) = [e1(2) + £2(2)] g(x) = e(x)g(x),
=e(x)

pri ¢emu je lim e(x) = lim (e1(z) + e2(z)) =04+ 0= 0.

r—a T—a

Ova osobina oznake o je posledica svojstva 0 4+ 0 = 0.

0.
(2) Znamo:
o(x) =o0(g), v — aiyp(x)=c(x)g(x), pri Cemu je il_r}r}l e(z)=0
Hocemo:
fre=olf-9)
f(@)-g(x) = f(x)-e(x) - g(z) = e(z) - (f(2) - g(x))
0.
1=o(f). wsa _
3) o og) waa e w=o0lf9)
v1(z) =e1(z) - f(x), imey(z) =0
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p2(z) = ea(z) - g(x), lim eo(x) =0

r—a

e1() - pa(x) = e1(x) - f(2) - e2(x) - g(x) = (e1(x) - e2(2)) -(f(2) - g(x)) =
=e(x)

e(z) - (f(z) - g(x))

pri ¢emu je ;1_I)r(11 e(z) = il_r}r}l(sl(x) cea2(z)) = wh_r)r(lz e1(x) - il_r)r{ll g2(x)=0-0=0

Ova osobina oznake o je posledica svojstva 0-0 =0

R
) c—cogst ,-/?\ i)c-<p=o(c~ )
(4) c# = i) olc- f) = o(f), = = a

p=o(f), r—a
i) Direktno sledi iz (2)

ii) o(c- f)=o(f), = a
g=ole ) = p=olf) 2
p@) =e(@) e f(2) A ole) =a1(@) - fla)

‘%13}1 e(z)=0 :Llclgfz e1(x) =0

Ako uzmemo da je c¢-e(x) = e1(z) (primetimo da je lim e;(x) = limc-e(z) =
T—ra r—
¢- lim e(z) = ¢- 0 =0), dobijamo desnu strane implikacije iz leve.
r—a
Ovo je posledica svojstva ¢- 0 =0

Zadatak 1: Kako uporediti funkcije Inz, z% ¢ a*, (>0, a > 1)7
Resenje: Inz <« 2% < a”

ili, drugacije zapisano:

Inz = o(z%), x — 400

z® = o(a®), r — +o0

Dokaz ¢ée biti izlozen na drugom mestu.
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3.2 Relacija ~

DEFINICIJA 2. Ako su funkcije f i g definisane na 4, (a € R) kazemo da je
f~gkad x — a (,,f je ekvivalentna, slicna ¢g”) ako postoji funkcija o definisana
na g, t.d.

f(2) = a() - g(x) i lim a(a) = 1
Drugim rec¢ima: % — 1, kadz —a

Napomena: ~ je relacija ekvivalencije (RST).

Dokaz:

(R): fmfs 2 a

Ako je f(z) = a(z) - f(x), treba da li_r>n alz) =1.

r—ra
Neka je a(x) =1 (a(z) je identicki jednaka 1, odnosno, jednaka je 1 Vz € u,).
0.

(S): fr~g, v > a= g~f, x—

Znamo: f~g, ¥ — a <= f(z) = a(z) - g(z), limzo.a(z) =1
Hoéemo: g(x) = ay(x) - f(x), g%lig a(z) = 1.

Neka je aj(x) = ﬁ (ovo je moguée uraditi jer a(x) > 0 na nekoj u,). Tada
. . T 1 _ 1 1
je lim on(2) = lim 575 = o =1 =1

Ovo je posledica svojstva % =1
0.

(T): fr~g, x > aANg~h, € —a= f~h, £ —a

Znamo: frg, x = aAg~h, © — a <= f(z) = a1(x)-g(z) Ag(z) = as(z) h(z),
pri ¢emu je ;l_l)l?(ll ag(z) = il—% as(z) =1
Hoéemo: f~h, x — a <= f(x) = a(x) - h(z)
f(z) =ai(x) - g(X) = a1(x) - az(z) -h(x) = a(z) - h(z), a vaz i
=a(x)

ii_r)r}loz(x) = iij}r}l(al(x) cag(x)) = iiigoq(x) -;i_rgozg(x) =1-1=1

Ovo je posledica svojstva 1-1=1
0.

Primer 3:
i) sinz~z, =0
. . sinx
jer lim =1
—0

x T
ii) In(1+z)~z, 2 —0
2

ii) 1— COS T, T 0
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1——coszx . 1—coszx 1

2
iv) e —l~x, z—0
v) a® — 1~z -Ina, £ =0
a®—1 1 .oa®—1 1
jer lim = — " lim
z—0 zlna Ina z—0 x Ina
vi) (14+2)* — 1~azx, © — 0

ZADATAK 1: Nadi « tako da je f(z) ~c- 2% z — a:

i) fla
ii) f(z) = -2+ V2 +3, a =+

=23 4+224+22 -7, a=+400

)
x
2 _
iil) f(x) = ’ \/?:x++1\/:f7 a = +o00
iv) ()—23: +3z -7z, a=0
_xf =3x 4+
Resenje:

i) fz) =23 + 2% + 22 — T~23, =3, 2 — +o00
. . fl=x A e
jer lim ——= = lim - =1

r—+oo I r——+00 .’ES

i) fa)=—2+Vx+3~—z, a=1, z = +c0
— 1
jer lim @: lim L\/m: lim (1__3>:1+0+0:1
x

T—+oo —x T—+00 —T z—+00 N3
-3 5 5
iii) f(:b):m \fx:—lf 3= g5, a= gz, T — 400
2 2 \:aw? 1 3+x_%
-3 -3 i T
jer lim M: lim < x—l—\/f = lim —% —— =
z—+00 3 . (1‘5 + 1) T—~+00 xr2 + 3 T—+00 14+2"3
1
=1
1
1
iv) f(z) = 222 + 3z — T/a~ — 1/, a=g, x—0
Lo fle) 222 +3z—Tyx . 2 5 3 B B
el T T s T im g o vE L) =004l =
1
1‘773117+\/5 1
= —————~—x5, £ —0
V)f(SC) .’E6+21'+2€'/5 2 Gax
~3 -3 \vaE 7 -3 1
Jerlil%{(x):lir%l il TV :Hn%xl TV :limoalczi
- 5% o 5x%.(;v6+2gc+2\3/92) o ix%+x%+\/§ o 3 x% +av 41
0-0+1
0+0+1
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3.3 Vezaizmedu o i ~

Pitanje: Sta bi znacilo kada bismo napisali f = o(1), = — a(g(x) =1)?
Odgovor: Ovo je zapravo oznaka za liin flx)=0ili f(z) =e(x) -1 =¢(x) —
0, z—a

STAV:

(1) f~g = o(f) = 0(g), z —a
(2) frg = f(z) =g(x) + 0(g9), = a

Dokaz:

(1) Ako je funkcija ¢ koja je zanemarljiva za f, onda je zanemarljiva za g,
ako su f i g ekvivalentne, odnosno:
Ako f~g: o= o(f) = ¢ =o(g), x> a

Znamo:
frg, &~ a = [(x) = a(x) - g(x), lim afz) =1

= o(f), &~ a0 p(x) = e(x) - fla), lim e(z) =0

Hoéemo:
p(x) = e1(z) - g(z)

= ei(x)
lim e (2) = lim (e(2) - a(z)) = lim e(z) - lim a(z) =0-1=

4.
(2)
(=) frg, @ = a = f(@) = ala)-g(x), lim a(z) = 1 = (a(@) ~1+Dg(x) =
g9(x) + (a(z) — 1) g(x) = g(z) + e(z)g(x) = g(z) + o(g)
= e(z)
;gr}ls(x) :ii_rg(a(m) -1)=1-1=0
0.

(<) Neka je f = g+ o(g), * — a, }1_1)1}1 e(z) = 0. Tada je:
f(x) = g(z) +e(z)g(x) = (1 +e(x)) g(2) = a(z)g(2) <= fr~yg
———

= a(x)
;E)r}la(w) :il—%(l_‘_g(x)) =14+0=1
0.

Primer 4: Napisati osnovne limese na jeziku o, odnosno, napisati f~g <=
f=g+o0(g9), x = a za osnovne limese.

Resenje:
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2 2 2

i) sinz~z, © — 0 < sinz=x+ o(z), x =0
. x x x
ii) 1—cosx~7 =

1—cosx:x—+o(?):?—l—o(x2), x—=0

cosx:17%+o(zz), xz—0

i) e*—1~z, £ —0 —= e —1l=z+o0(x), —0
e?=1+z+o(zx), z—0

iv) In(l1+ax)~z, z—=0 <~ In(l4+z)=z+o(x), z—0

v) a®—1l~zlna, £ —0 < d*—1l=zlna+o(xlna), =0

a*=1+zlna+ o(z), =0

vi) (1+z)*—1~az, -0 <<= (1+z)*=14+ar+o0(z), z—0

ZADATAK 2: Resiti zadatke pomocu jezika o:

Koristi¢emo sledece osobine relacije o:
o(z)

.~ oW

o(l) — 0kad x — 0

(1) lim ¥Z=1 (2) lim —YE=L_ (3) lim 22(32)

1 Vz—1 a1 sin(z—1) p0 sin(Tx) ,

: sin? @ . cosz—1 : 2¢+7 = : 3 :.mﬁ
(1) Jimy ety 6l et ©) Jim (355) (1) Jigeos) 0
Resenje:

.oy, | Smena: t=x—1
REOROE T—=1<=1t—=0 ’
L+l o(t) — 1 L o(t) \* L o(1)
vi4+t-1 9 B 9 9
O iy Y~ —+ —lg e —— -l -
— —

SOVt - L+ gt+o(t) -1 - 5t +o(t) 5 +oll)
1
9 3
172
’ 1 1

. - 1\t - 1

(2) i VAT gy T3 = lim 2 ==

t—0  sint 0 t+ o(t) t=0 1+ 0(1) 3
(3) lim sin(3x) — lim 3z + o(z) \* _ 3+ 0(1) _3

=0 sin(7z) 250 7z + o(x) =07+ o0(1) 7

(4) sin® z = (z+0(x))? = (z+o0(z))-(z40(z)) = 22 +z0(z)+ro(x)+o(x)o(x) =
22 + o(z?) + o(z?) + o(z?) = 2% + o(z?)

= o(z?)
l‘2 (52

hl(COS.’IJ) = 111(1 — ? + O(.’L’Q)) = | smena: t = —? + 0(;32) = hl(l + t) =

2 2 2 2
to(t) = = +0(a?)+o(— 7 + 0(a?)) = —T+0(?) + o(a?) = —-+0(a?)

N—_———
N——
= o(x?)

= o(z?)

Napomena: Ukoliko imamo funkciju unutar funkcije, uvek prvo razvijamo unu-
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trasnju, pa onda spoljasnju.

) sin? .22+ o(x?) \:a? . 1+o0(1)
lg% In(cosz) ll—% x? B 3}1—>mO 1 =2
I R
2 2
(5) tg2(3z) = sin?(3z) 3z + o(x)) - (3x + o(x))
- 2(3 - 2 2 -
0s?(3x) (1- 9z~ +o(z?)-(1— 9% + o(z2))
922 + o(x?) 922 + o(2?)
922 N A

(1= %5+ o(a?))?

Napomena 1: © — 0: o(z) + o(z?) = o(z) jer o(x?) = o(x) kad z — 0 (oprez!
— ova jednakost vazi isklju¢ivo u smeru —, odnosno, ne vazi o(z) = o(x?))

To znaci: ako Lg) — 0, x — 0, onda @ — 0,  — 0 jer lim f(@) _
i X z—0 X

lim f(f) -2z =0-0=0, a ne vazi obrnuto!

z—0 X

3
2

Primer za ovu napomenu: f(z) =22 = o(z), # — 0, nije 22 = o(22), z — 0

Uopstenjem dobijamo:

Kad z — 0, onda o(z") = o(z™), n>m

Napomena 2:

Kad © — oo, onda o(z") = o(xm;, n<m

in—>0, x—>oo’:‘im — 0, T = 0
x x
lim — = lim i'x"_mz() 0=0
x—o0 M rz—o00
922 ) 92 ) 922 5 927 8lz?
o(z?) +o(z?) + o(z*)+ o(z') =1-922+ o(x?)
— —
222 o(2) o(x2)-0(z?)
922 + o(x?)
tg?(3z) =
&*(32) 1—922 + o(2?)
a? 2 a? 2 2 21y \iz
cosz — 1 1_§+0(w>_1 (_?"’0(95))'(1_933 + o(z?)) V
lim — = lim 5 5 = lim
z—=0 tg*(3z)  2-0 9z + o(x?) z—0 922 + o(x?)
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PETA NEDELJA

4 Svojstva neprekidnih funkcija

Podsetnik: f je neprekidna u tacki xo € Dy ako
Ve>030>0Ve:|z—xo] <d = |f(x) — flzo)| <&
ili pisemo lim f(x) = f(xo)
Tr—xq
o f je neprekidna na skupu A ako je neprekidna u svakoj tacki iz A
o sinz, cosz, tgx, ctgx, polinomi, racionalne funkcije su neprekidne funkcije

4.1 Lokalna svojstva neprekidnih funkcija

Lokalna svojstva se nazivaju tako zato sto razmatramo njihovo ponasanje u ne-
koj tacki (to ¢e biti 1 i 2), ili u okolini neke tacke (3 i 4).

1) f, g su neprekidne u zo = f £ g, f - g, (ako je g(x) # 0) f su neprekidne u
Zo g
Sledi iz svojstva limesa.

2) f je neprekidna u tacki yo = g(zo) i g je neprekidna u zy = fog je
neprekidna u tacki zg
Sledi iz ¢injenice da lim f = f(lim) kad je f neprekidna:
Jim flg(2)) = f(lim g(x)) = lim fog(z) = lim f(g(x)) =
= foo (lim g(z)) = f(g(z0)) = fog(zo)

zato $to je .
f neprekidna g(zo) zato Sto je

g neprekidna

2z
23 +1
cos” (sin(z* + 2))
kroz sve pojedinacéne funkcije koje su neprekidne, i njihove kombinacije su ne-
prekidne.

sin(z? + 2z) — tg

Primer 1: Vazi da je neprekidna jer ako prodemo

3) f je neprekidna u zg i f(xg) # 0 = Juy, t.d. f je istog znaka na wuy,
kao i f(zo).

Slika 4.1.

Sledi iz drugog stava limesa ako je:

43



lim f(z) =L, L #0=sgu(f(x)) =sgn(L)

r—rT0o

Primer 2: f(zg) =1> 0, ali f je prekidna

I >

5

Slika 4.2.

x

Primer 3: Ako je f(zo) = 0, onda nemamo zakljucak kojeg je znaka, npr:

Slika 4.3.

4) f je neprekidna u g = Ju,, na kojoj je f ogranicena.

Primer 4: Primer kada ne vazi ovo svojstvo, odnosno, kada nije neprekidna

Slika 4.4.

Primer 5: V& € uy, : |f(z)| < M <= m < f(x) <M
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L=f(x)

=¥

Slika 4.5.

4.2 Globalna svojstva neprekidnih funkcija

4.2.1 Kosi - Bolcanova teorema

f je neprekidna na [a,b]

fia, b)) — R

fla)- f(b) <0

= 3dc € (a,b) t.d. f(c)=0

N\

b

a \) \/

\lx

Slika 4.6. Primeri funkcija gde vazi Kosi-Bolcanova teorema

Yy

R

NP

b~

Slika 4.7. Slika 1 nije dobra jer to nije funkcija, a slika 2 nije u kontradikeiji sa

Dokaz: Posmatrajmo sledeé¢u sliku:

teoremom jer funkcija nije neprekidna
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Slika 4.8.
b b
Uzmimo vrednost at . Gledamo koliko je f (a;_>:
b b
nf <a—2|— ) = 0 = kraj dokaza jer ¢ = %
b
2) (slucaj koji odgovara slici SLIKA) f (a * ) > 0 = gledamo upola manji
b
interval [ag, by] = [a; J)}
a+b . a+b
3) f 5 < 0 = gledamo upola manji interval [az, b2] = |a, 5

Vazi da je f(az2) - f(b2) < 0.

Ponavljamo postupak polovljenja za interval [as, bo], ...

Nakon n koraka, imamo interval: I,, = [an,by], t.d. f(an) >0, f(b,) <0 (da
bi bilo u skladu sa slikom, ali vazi i obrnuto). Takode je: I,41 C I, i duzina in-

b—a b—a b—a

tervala I, je 50 drugi je , ..., n-tije ETESY

2?—(11 (prvi Je ) , pa prema
teoremi KAN sledi:

dece NI, # 0, i, stavise vazi: J;c¢ (postoji tacno jedno c).

Zasto je f(c) =07

Ako nije, bilo bi:

1) f(e)>0

U

f(z) > 0 na nekom (¢ — §,c+ d), a to je nemogude jer:

{ | )
RO

=Y

—_———

“lp
Slika 4.9.
b—

bl < 7
¢ € [an, by, a vazi f(b,) <0

——

b—a

271
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2) f(e) < 0 je nemoguée jer je f(a,) > 0 (vazi isto kao i pod 1, samo §to
prilazimo ¢ sa druge strane):

‘ as.

Slika 4.10.

pa ponovo dolazimo do kontradikcije (L) $to znaci da f(c) = 0.
d.
Primer 6: Dokazati da svaki polinom treéeg stepena ima barem 1 realnu nulu.
Dokaz: f(z) =az® +bx®> +cx+d, a#0
Neka jea > 0:

f(z) = +o0, kad z — 400 (*)
f(z) = —o0, kad x — —oo (**)

(1)

<A [
il 1
(2)
Slika 4.11.
f je neprekidna na [«, ]
38 t.d. f(B) >0 (KBT) = 3y € (o, 8) t.d. f(y) =0
Ja t.d. fla) <0
Neka jea < 0:
f(x) = —o0, kad © — 400 (*)
f(x) = +oo, kad x — —oo (¥¥)
\(1)
Slika 4.12.
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f je neprekidna na [«, §]
B t.d. f(B) <0 (KBT) = 3y € (o, 8) t.d. f(y)=0
Ja t.d. f(a) >0

O.

Primer 7: Ne mozemo da primenimo KBT na polinom stepena 2 jer vazi:
f(z) = +o0, © — to0, a >0
f(z) = —o0, x — +00, a <0

Primer 8: Svaki polinom neparnog stepena ima bar jednu realnu nulu.

Postoji jedna bitna posledica KBT koju ¢emo sada razmatrati.

4.2.2 Teorema o meduvrednosti

Ako imamo neprekidnu funkciju na intervalu (f : [a,b] — R je neprekidna) i
v je izmedu f(a) i f(b) (gde ne mora da vazi f(a) - f(b) < 0), tada:

Je € [a,b] t.d. f(c) =~ 1 to ¢itamo kao:

,,Svaka vrednost izmedu f(a) i f(b) se dostize” ili ,,Neprekidna slika intervala
je interval”.

alvbl € [aab]7 f(a1)7f(b1) € f([avb})
f ¢ [a1,b1] — primenimo teoremu: Vv izmedu f(ay) i f(b1) ¢ € [a1,b] t.d.

fle) =~

f@

£(b) — —

N

=¥

Slika 4.13.
Napomena: Teorema o meduvrednosti je jednosmerna, odnosno:

Ako je f([a,b]) interval, ne mora da znaci da je f neprekidna. Pokazimo da je
ovo tacno na kontraprimeru:
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o

a | b X

Slika 4.14.

f([a,b]) = [a, F], ali je f prekidna.

Napomena: Ako skup A nije interval i f je neprekidna na A, onda f(A) ne

mora da bude interval. Pokazimo da je ovo ta¢no na kontraprimeru:
f(z) =—, Dy = R\ {0} nije interval

f(Dy) = R\{O}
Ahf«o+m» (0, +00) i f((—00,0)) = (—00,0).

Dokaz Teoreme:

(1) f(a) = f(b) =~

(2) f(a) # f(b) (ubrajai f(a) > f(b) 1 f(a) < f(b))
Neka je g(z) = f(z) — 7, g je neprekidna funkcija

g(a) - g(b) = (f(a) =) - (f(b) =)

a) < f(b) fa) > f(b)

f(

fla) <y < f() | f(b) <v < fla)
fla) =y <0 f(b)—v<0
fb)=~v>0 fla)—~>0

(KBT na g) = 3¢ € (a,b) t.d. g(c) =0
Paje f(c) =7 =0<+= f(c) =7
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£(a)

£(x)

£(b)

U

f(a)-y

g(x)=£(x) -y

£(b) v,

Slika 4.15.

0.

4.2.3 VajerStrasova teorema

Podsetnik:

supaf = sup{f(z) | z € A} = f(A)

f je ograni¢ena (dovoljno je da bude odozgo ograni¢ena) na A(SUP) —
Jdsupa f

Ako je supaf = f(xg) za neko xg € A, onda je f(xg) = maxaf maksimum
funkcije i kazemo da se maksimum dostize.

(Sli¢éno vazi i za infimum (inf4 f) i minimum (minaf).)

1
Primer 9: Neka je f(z) = —, A= (0,1). Dali je f ograni¢ena na A? Nije,
x
jer lim f(x) = +o0

x—0+
1

Primer 10: Neka je f(z) = —, A= (1,2).
x

1 1
1<x<2:>§<7<1

x
supaf =1, ali se supremum ne dostize

Primer 11: Neka je f(z) = 1, A=11,2].
x

11
I<e<2=-<-<1

8

supaf =1= f(1), i supremum (maksimum) se dostize

Primer 12: Neka je f(x) =sinz, A =[0,7].
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supaf = 1= f(5) = mazaf
nfaf =0= f(0) =minaf

Vajerstrasova teorema:

(1) f je ogranicena

f:[a,b] — R je neprekidna = (2) f dostize svoj max i min na [a, b]

Dokaz: b

(1) Ako f nije ograni¢ena na [a,b], onda f ili nije ograni¢ena na {a, a;r ]
b b

ili nije ogranicena na [a—;,b} jer, ako je my; < f(x) < M na {a, a—; ] i

b
mo < f(z) < M3 na [a;ﬁ}, onda je: m < f(z) < M, gde je:

m = min{my, ms}
M = maa:{Ml, M2}

My

C

L8

Slika 4.16.

Izaberemo onu polovinu na kojoj f nije ograni¢ena. Neka je to novi interval I5.
Postupak prepolovljenja primenimo na I, pa na Iz, Iy,...,I,, i tako dobijamo
niz umetnutih segmenata: 1,11 C I,, takvih da je f je neograni¢ena na I,
(KAN) = Je =1,

f je neprekidna = Ju. = (¢ — J,c + §) na kojoj je f ogranicena, a ovo je
kontradikcija (L) jer za dovoljno veliko n vazi I, C (¢ — 0, ¢+ 9).

0.

(2) Dokazali smo da je f ogranicena. Neka je s = supjpf. Hocemo da
pokaZzemo da je s = f(zp) za neko xo.

Pretpostavimo suprotno, tj. s # f(x),Vx € [a, b]

s> f(x),Vz € [a, b] .

Definisimo funkciju g(z) : P

s — f(z) > 0 = g je neprekidna na [a, b]

(1) = g je ogranicena, g(z) < M.

Sa druge strane, vazi:

Ve > 0: s — £ viSe nije majoranta = 3x¢ € [a,b] : f(zo) >s—¢
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flzg) >s—¢
0<s—f(zg)<e .

1g) = ——— > =
9(wo) s—f(zo) €
za € < 1/M,3zq takvo da je g(xg) > M = g nije ograni¢ena. (L)

0.

Zakljucak: Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija, onda sledi f([a,b]) =
[ fmzn ) fmar ]:D
—~ —
=min(g p f =maz(ap)f
D je interval zbog KBT.
minqp) f 1 mazq ) f postoje zbog VAJER.

Zadatak 1: Odrediti f([a, b]).
1) f(l‘) = 562, [aab] = [174]

2) f(z) =22, [a,0] = [-2, 1]
3) f(x) = x27 [a’b] = [_27 %
4) f(a) =sina, [a,8] = [0, 7]
Resenje
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4.3 Vrste prekida

DEeFINICIJA 1. Ako je zp € Dy, onda je ona tacka prekida ako f nije nepre-
kidna u tacki xg

1
Primer 1: i) f(z) —{ z L #0

0, z=0
Tacka xo = 0 je tacka prekida funkcije f(x) jer ne postoji lim f(z)
r—To
=
Slika 4.17.

!
i) f(z) = sin—, #0
0, z=0
Tacka xo = 0 je prekid jer ne postoji konacan limes funkcije f(x).

Slika 4.18.

iii) f(x) =sgnz
Tacka xg = 0 je prekid jer je 111%1+ fx)=1,a lim f(z)=-1.
Tr—r

z—0~
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Slika 4.19.
iv) f(z) = [z]

Za svako xg € Z, x¢ je tacka prekida funkcije jer je
lirnJr f(x) =n =[n] = f(n) — neprekidna je zdesna,
r—n

a lim f(x) =n —1# [n] — nije neprekidna sleva
r—n—
4 32 A 1 2 34
Slika 4.20.

DEFINICIJA 2.  Neka je tacka x( tacka prekida funkcije f. Kazemo da je:
(1) tacka z¢ prekid prve vrste ako 3 lim+ f(z)e Ri3 lim f(z) e R

CEA)CEO CE*)IO

(2) tacka xq prekid druge vrste ako nije prekid prve vrste.

U primeru 1, x¢ je prekid:
1) 1 1) II vrste
191) 1 1) I vrste

Napomena: Ako je xo prekid prve vrste i vazi lim f(z) = lim f(x), onda
se xg nekada naziva otklongjiv prekid.
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5 Neprekidnost monotone i inverzne funkcije

Kada posmatramo osobine nekih funkcija, mi uglavnom posmatramo one funk-
cije f tako da f : R — R. Ipak, za neke funkcije bi¢e nam potrebno da suzimo
domen ili kodomen ukoliko Zelimo da nam za funkciju vazi ta neka osobina.
Pogledajmo primere nakon sledeé¢e implikacije:

Ako je f strogo monotona = f je ,,1-1"(z # y = f(x) # f(y))

Primer 1:

i) f(z) =2?

of(x) nije monotona na R.

of(z) jeste monotona na R* (suzili smo Dy) = f jeste ,,1-1”

Sli¢no:
of(x) nije ,na’ako f: R — R
of(z) jeste ,,na’ako f: R — RT

Iz svega ovoga mozemo zakljuciti da je f(z) bijekcija na f: RT — RT.

Osobina funkcije f i njene inverzne funkcije f~': simetriéne su u odnosu na
pravu y = x.

Slika 5.1.

Ako grafik neke funkcije oznac¢imo I', onda je:
Ly ={(z, f(x))}
Ly ={(f(2),2)}

(z0,y0) € Ty <= f(x0) = yo < 20 = [ (y0) <= (yo,z0) € [

ii) f(z) =e%, f: R — (0,+00) je bijekcija
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s ? 7\ H H i 5 £ 7 3 H
-t
-2

Slika 5.2.

iii) f(x) =sinz

B

Slika 5.3.

Ako smanjimo Dy = R na {—%, g}, tu ée funkcija biti ,,1-17.

=>

Slika 5.4.
Ukoliko smanjimo Cody na [—1,1] = f: [—g, g} — [—1, 1] je bijekcija.
Domaci:
iv) f(z) = cosz, f:[0,7] — [—1,1] je bijekcija.
v) f@) =tga, f:(=F,5) — Rje bijekeija.

(Pomoé: f~1(z) = arctgx, f: R — (fg, g) 2

STAV: Monotona funkcija f : [a,b] — R moze imati samo prekide I vrste.
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Slika 5.5. Funkcije na obe slike imaju prekide 2. vrste, ali nisu u kontradikciji
sa teoremom

Dokaz:

f je monotona = f(x) je izmedu f(a) i f(b)

£(b)

£(a)

Slika 5.6.

Vg € [a,b], 3 lim+ f(z)i3 lim f(x) zbog stava o limesu monotone funkcije.
TT) T—x(

0.

,,Neprekidna slika intervala je interval”. (Ne vazi obrnuto!)

£(b),

£(a) i ;

a | b X i b X

jeste
interval

Slika 5.7.

TEOREMA b5.1. Neka je funkcija f : [a,b] — R monotona. Tada je f ne-
prekidna akko je f([a,b]) interval.

f(la,0]) = e, B], a, B € {f(a), f(b)}.
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Dokaz: (zbog akko razbijamo na desni i levi smer)
(=) ,,f je neprekidna = f([a, b]) je interval”.
Ovo vazi ¢ak i kad funkcija f nije monotona (iz Teoreme o meduvrednosti.)

(«<=) Ukoliko pokazemo da ako je f monotona i prekidna, onda f([a,b]) nije
interval, onda smo dokazali da vazi u levom smeru (zahvaljujuéi kontrapoziciji).

Pretpostavimo da je funkcija f rastuéa (u slucéaju da je opadajuéa, mozemo
definisati funkciju g(z) =q4.y —f(z), pa dokaz ide potpuno isto, samo za funk-
ciju g(z)).

Ako je xg prekid (STAV) = x¢ je prekid prve vrste.

nije
interval

y
.
p:
t
a %

Slika 5.8.

a= f(ry) < f(zd) = B (ne moze da bude < jer smo pretpostavili da je prekid)

f(iro) € [017 ﬁ]
fla) <a < B < f(b) = f([a,b]) nije interval.

Zasto, osim f(xp), nista u intervalu [a, 5] nije nastalo kao slika (nije oblika
f(x))?

To jednostavno vazi jer:

x € la, o] = f(z) <a

x € [z, b = f(x) >0

0.

Napomena: Vazi sledece:
fo T =
NG =N
Dokaz:

Ako pretpostavimo f 7, a f~! ne raste:

Jy1 < o
F7 o) = 7 (w2), (11 = fz1), y2 = f(2))
—_—— ——
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T1 > T2
f(@1) < f(z2)(L)
.

Primeri:

obe funkcije su rastuée

x

obe funkcije su opadajuce

Slika 5.9.

TEOREMA 5.2. Ako je f : [a,b] — R strogo monotona, tada je f~! takode
neprekidna.

Dokaz:
[@,8]

———
Neka je f 7ivazi f([a,b]) = [f(a), f(b)].
f7 je takode i f~1([a, B]) = [a,B].
(T 5.2.) = f~! je neprekidna.

0.

Slika 5.10.

Posledica: Dokazali smo da su inverzne funkcije polinoma, trigonometrijske
funkcije, kao i sve njihove kombinacije neprekidne. Na osnovu T' 5.2. sledi da
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su vz, ¢x, ¥Yx, arcsinz, arccosz, arctgx, arcctgx takode neprekidne.
Ostalo nam je da pokazemo da vazi:

a” je neprekidna = log, « je neprekidna
e” je neprekidna = In z je neprekidna
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SESTA NEDELJA

6 Izvodi

6.1 Definicija izvoda

f(xzo +h) — f(xo)

Uzmimo tacku zg € (29—0, 20+J) C Dy. Posmatramo koliénik ,

u kojem ono §to je u brojiocu (f(zo+h)— f(zo)) nazivamo ,,prirastaj funkcije”,
a ono §to je u imeniocu (h) nazivamo ,,prirastaj promenljive”.

£ (xg+h) - £ (x)

1 F

. 2 | . . v ——3 . v wqth— v - . !
02 o 302 o4 o6 oa i [} 14 1% %0 > 22 24 26 )

Slika 6.1. Definicija izvoda

Posmatrani koli¢nik je tga. Ako postoji limes ovog koli¢nika, kada h — 0,
onda taj limes nazivamo ,,izvod” funkcije f u tacki xg, u oznaci f'(xg). Prava
y=kx+n, k= tga je secica funkcije f u xg.

flzo+h) = flzo) _ lim f(z) = f(xo)
h

’ .
r) = lim
F(®) =ae h—0 toze T — X

6.2 Interpretacije izvoda
6.2.1 Geometrijska interpretacija izvoda

Geometrijska interpretacija izvoda je koeficijent k = tga pravca tangente na
grafik u tacki (zo, f(zo)).
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Slika 6.2. Geometrijska interpretacija izvoda

Ukoliko je na grafiku vidljiv §iljak u tacki g, onda funkcija nije diferencijabilna
u toj tacki.

Slika 6.3.

6.2.2 Mehanicéka interpretacija izvoda

t — vreme
f(t) — predeni put za vreme ¢

Kolienik 1.f0+h) = f(to) . f(t) — f(to)
h t—to
As ) _
V= Kt)’ a f'(to) je trenutna brzina.

je srednja brzina (Sto se oznacava

6.3 Neki izvodi
)| fl@)=c f'(z)=0]

Jim L& FP) = @) _ o e=C =0
h—0 h h—0 h—0

2) ’f(x) =z" fl(x)=n-2""1, ne N‘

_ ™+ (’f)w”_lh + (g)x”_2h2 +.. R -2
h—0 h = b0 h N

lim ((n) 24 (n) 2" 2h+... + h"_l) = lim (n) 2" t=p.gn!
h—0 1 2 h—0 \ 1
I -
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lim = lim = |znamo : lim :1’ =e”
h—0 h—0 —0 h
)| f(z)=Inz, f'(x)==, >0
_ I(z+h)—lne . Wz In(14k) g smena: t= "
lim =1 = lim 7 £, = x =
h—0 h h—0 h h—0 2 x h—=0e—1t—0
1 1
— - lim n(l+4) :l
r h—0 t T
5)’f(x):ac“, aER,x>0‘

B — po a [(z+h 1 1 1_|_ﬁ a_l 1
R (o e N S (E LT U O
h—0 h h—0 h T h—0 % x

h
) 1+ -1
smena : t ol QR lim( +1) . ol
h—0<=t—0 h=0
6)’f(x):sinx, f’(x):cosx‘
: ol 24i z+h—z z+h+4x i P
sin(z + h) ST gy T Oy P2 gy cos T+ <
h—0 h h—0 h h—0 g h—0
—_— T
51 — cosx
Ccos T
7)’f(1;):cosac, f’(a:)z—sina:‘
_ _9ginh < h
lim cos(z + h) O _ im SIH2SH1({E+ ):—lim il -limsin | z + =
h—0 h h—0 h h—0 % h—0

—sinz

6.4 Diferencijabilnost funkcije

DeFINICJA 1. Kazemo da je f diferencijabilna u tacki z¢ ako 3f'(xo).

Posmatrajmo funkciju f(z) = |z|, zo = 0. f'(x¢) ne postoji jer:
lim f(O+h)— f(0) _ |h—0] -0 _ |h| _ sgn(h) - h
h—0 h h h h
sgn x nema limes kad = — 0.

= sgn(h), a funkcija

h
DEFINICIJA 2.  Ako 3 lim Fwo+h) = f(wo ), onda se on zove desni izvod,
h—0+ h
h) —
u oznaci f (zg). Ako 3 111617 Flwo + }z f(a?o), onda se on zove levi izvod, u

oznaci [’ (xg).

Primer 1: f( ) = |zl
SO+ ) fO) _

lim
h—0t
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L HOen -0
h—0 h - ’

Napomena:

F(ao) = tim TEOHER ZI@O) gy = pg) 4 (o)t o), b 0

Sta znaci a(h) — A, h — 0?7 To je isto sto i:
ah)—A—0, h -0

a(h) — A= o(1), h =0
a(h) = A+ o(1), h =0

fwo +h) = f(x0)
h

’ A= f/(xo):

Primenimo ovo na: a(h) =

f(xo +h) — f(xo)
h

o) = fn
1I

(xo+h) f (o)

(x0+h) f(xo) = f
f(xo +h) = f(zo) + [

= f'(x¢) +o(1) /-h, h—0
(x0)h + o(h), h — 0
($O)h+ (h), h—0

f(xo) + f'(x0)h je zapravo prava koja aproksimira xg + h po h

)

f(zo + h) = f(zg) + f'(x0)h, za malo h

I
flzo)+ f'(x)h
y L IH
Mg+ h)

Slika 6.4.

STAV: Funkcija f je diferencijabilna u xg = f je neprekidna u z
(zapisano oznakama: fDxg = fCxg)

Dokaz:

Flawo+ 1) = F(xo) + f(wo)h+ o(h), h—0 / lim
lim f(xo +h) = }llil%(f(ffo) + f'(zo)h+ o(h))
— — —_———

— 0 — 0

lim f(o + h) = f(xo)

0.
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Napomena: Ako se ne naglasi, onda je f diferencijabilna u zg ako 3f'(xz¢) € R
(mozemo da progirimo i na R).

Napomena: Sta geometrijski mozhe da predstavlja tga = f'(x) = +oo? Od-
govor: vertkalnu tangentu, jer tg ima u 5 vertikalnu asimptotu (videti Sliku 6.5.)

-2 2

Slika 6.5. lim tga = +oo

=
a—=3

Primer 2:

i) fa) = V7

Slika 6.6.

Tangenta krive /x je y—osa, odnosno, prava x = 0 jer:
3 h _ 3
F1(0) = lim Vh=0 -]

1 -
im = 400, ako posmatramo u prosirenom
—0 h h—0

2
h3
smislu.

i) f(2) = Va?
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Slika 6.7.

Vh2 — 1 +
F(0) = tim 220 g L oo Ao 0
=0  h h—0 /h \« —00, h =0

pa u ovom slu¢aju ne postoji tangenta ni u osnovnom, a ni u prosirenom smislu.
Ni jedna od ovih funkcija nije diferencijabilna u osnovnom smislu.

Moguce je i da lim %f;ﬁmo) bude jednak 400 a da f nije ni neprekidna

Tr—>T0o
(npr. f(x) =sgnz, o = 0), u tom slu¢aju nema govora o tangenti.

6.5 Pravila izvoda

STAV 1: Neka vazi f,gDxqg. Tada vazi sledece:

linearnost operatora
izvoda na
prostoru diferencijabiilnih funkcija

3) (f-9)Dxo i (fg)'(w0) = f'(x0)g(x0) + f(20)g' (20)

(3)
Foo o FY o F(m0)g(mo) — g'(w0) f (wo)
(4) Ako g(x) # 0, onda ;Dajo i (g) (z9) = o2(20)

Dokaz: (dokazi za (1) i (2) se izvode na osnovu linearnosti operatora limesa)

(1) (f +9)Dxo i (f +9)'(z0) = f'(z0) + g'(w0) }
(2) efDzg i (cf) (z0) = ¢ f'(x0)

(1) 1 L0 ) o B) = (o) (o)) _ ot h) = flawn) (o ) —glan)
h—0 h h—0 h h—0 h

f'(wo) + g’ (o)

.

(2) sliéno kao u (1)

.

(3) lim f(zo+h)-g(xo+h)— f(xo) - g(0) _
h—0 h

i [ 100+ Mol 1) = Flanloteo 1), Slowlolan +1) = fzogton)] _

h—0

lim | £ @0+ 1) — f(o) g(z0 + h) + f(xo) - 9(xo + ) — g(x0)

h—0 h —— h
— fr - g(mO)
L I (zo)

f(zo) - g’ (o)

= f"(%0)-9(x0)+

= g'(wo0)

1
(4) Izvod od — je:
g

1 1
(1)’hmmmfwm_mgmwmmwg

g(zo) h—0 h o0 g(zo+h)-glxe)-h
_ !
 lim 1 im g(xo+h) —g(@o) _ g'(w0)
h—0 g(xo + h) - g(xg)) h—0 h g%(xo)
1 = g'(zo)
9%(o)
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9(xo) 9(xo) 9(xo) 9(xo 9(xo)
(z0) - g'(x0) _ f'(0) - g(wo) = f(x0) - g'(0)
9%(x0) 9%(xo)
, 1
9| fe) =t Fl) =
, [ sinz ! _ (sinz) cosx —sinx(cosx)” 1
(tgz)" = <cosac> N cos? x ~ cos?z
, 1
)| f(2) = ctaz, i) =~
, (cosz\ (cosz) sinz —cosz(sinz)’ —sin’z —cos?x
(ctg)’ = (sinx) - sin? x B sin? z

6.6 Izvod slozene i inverzne funkcije

6.6.1 Izvod slozene funkcije

9(f(@)) =g (f(z))- f'(x)
STAV 2: Neka je fDxg, f(x0) = yo, gDyo. Tada je (go f)Dxg i (go f) (x0) =
9'(f(z0)) - f'(o)

Neformalan dokaz:

Yotk /-ao\\
o(f (o))’ = lim 9(f(@o +h)) = g(f(w0)) _ . 9(f(zo+h)) —g(f(z0)) flwo+h)— flzo)
0 h f(xo +h) — f(zo) h
Yyo+k \E:/

Biramo k := f(xg + h) — f(z0)

9o + k) = gyo) . f(zo+h) — flwo)
k h

= 9'(yo0) = f'(zo0)

= lim =9 (o) f'(x0) = ¢'(f(z0))-

f' (o)

Zbog ponaSanja funkcije f u okolini tacke zo, nekada ne smemo da napiSemo
1

, na primer, ukoliko je funkcija konstantna u okolini tacke xg.

f(@o+h) = f(xo)

Formalan dokaz:
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g(f(@o+h) —g(flwe)) =[ A ]-h+o(h), h—0

Omno $to dobijemo na mestu A je zapravo (go f)'(zg).

Neka je k := f(xo+h)— f(zo) (= f'(zo)-h+o(h)), onda je f(xo+h) =yo+k.
S obzirom da je funkcije f neprekidna, vazi h - 0=k — 0

=

Dobili smo:

9(f(zo + h)) — g(f(z0)) = g'(f(x0)) - ['(z0) - h + o(h), odnosno:
(90 f)wo+h) = go f(wo)+ | g (f(®0)) - F'(w0) |- b+ o(h), h =0
= ¢'(f(z0)) - f'(x0) je izvod od go f

O.

Primer 3: Naéi izvod funkcije f(x) = a®.

(ax)/ —_ (elnaw)/ _ (exlna)/ — e%lna . (xlna)’ —ad*-lna

10) ‘f(m) =a*, f'(x)=a" -lna‘

Primer 4: Nadéi izvode funkcija:

a) f(z) =sin (erw — ln(::s x))
, B i a® . a® / B . a®
f'(z) = cos (ﬁe ™ fncos x)).(m% - ln(cosa:)) = cos <x2e - ln(cosa:))

a®Inaln(cosx) — a® - =2BE
COosS ™

(In(cos x))?

2ze” + x2e® —
b) /(x) = a
Fl(@) = (@) = () = ea” (zIng) = a7 - (lna: Yz ;) — - (lnz+1)
) hz) = f(x)9
W) = (F@o) = (@@n @y = f@)@ - (o) @) = f) -
(¢ @) In @) + 52 (o)
6.6.2 Izvod inverzne funkcije

STAV 3: Neka je fDxq i 3f 1Dy takva da je inverzna funkciji f na (zg—9, zo+
d). Neka je g = f~', f(zo0) = yo 1 gDyo i f'(w0) # 0. Tada je: ¢'(yo) =

f'(o)
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1
f'(9(yo))

ili, preciznije ¢'(yo) =

Dokaz:

(gof)(z)=z/
g (f(x0)) - f'(x0) =1
——
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(fog)(x)=f'(g9(x)) ¢ (x) = za g= f~1 vaii

T = f((y; } )

Yy=g\r ’ _

PR B N CF )

9'(y) = 7@
Posledica:

. 1

1. (arcsm(z))’:m

2. (arccos(z))’ :\/%

3. (arctg(x)) = 1—|—1x2

1
4. (lnz) ==
(Inz) -

5.@:#

Dokazi:

1—sin?(y) =1 — 22

cos?(z) =1 — 2?

cos(y) = H/1 — a2, 4 jer je y ugao u prvom ili cetvrtom kvadrantu, a cos
je tu pozitivan

0.

2. f(xz) = arccos(z) =y, x € [-1,1]
cos(y) = T = 9(y), y € [0, 7]
!
P =51y = snty)
1 —cos?(y) =1 — 22
sin?(y) =1 — 22
sin(y) = +/1 — 22, + jer je y ugao u prvom ili drugom kvadrantu, a tu je
sin pozitivan

0.
3. f(z) =arctg(x) =y <=z =tg(y) =g(y), r € R,y € (*g, g)
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t =tg(z
cos?(z) = ! = 1 - 1 _
1 sin®(z) +cos?(z)  tg¥(z)+1 241
cos?(x) cos?(x)
sin(z) = 1 — cos?(z) = 1 Pl P i 1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, /
, I 1 1
T = 0w “tly ~ 1 2% +1
cos?(x)
0.
y=Inz = f(z)
N
To=mm=o %
L.
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7 Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

7.1 Fermaova teorema
Definicija Tacka xg € (29 — 0,20+ 6) C Dy, kazemo da je zo:

e lokalni maksimum ako 39, tako da je f(xo) > f(x) Vo € (xo—d1, 20+
51).

e lokalni minimum ako 307 tako da je f(zo) < f(z) Va € (xo— 1,20+
51).

e strogi maksimum ako 3d; tako da je f(zo) > f(z) Va € (xg— 1,20+
51).

e strogi minimum ako 397 tako da je f(xo) < f(z) Vx € (x¢ — 01,70 +
91).

Lokalni ekstremum je lokalni maksimum ili lokalni minimum.
Napomena: Da bismo definisali lokalni ekstremum ne mora da (xg — 9,29 +0) C
Dy, to nam treba za izvod. Moze samo: = € (zg — 01,20 + 61) N Dy =

fxzo) = f(=).

Teorema 7.1 (Ferma) (zo — 6,20 +9) C Dy
Neka je funkcija f diferencijabilna u xo(3f'(x¢)) i ima lokalni ekstremum u
Ty — f/(l’o) =0.

Dokaz: Pretpostavimo da je zy = max (za minimum se radi sli¢no).

f'xo) = fL(x0) = fi (o)

<0

f(zo+h) — f(z0)

filzo) = lim - <0
—
>0
>0
fr(xo) = hlir(r)lf flao+ hi)l — f(=o) >0 f'(w0) = f' (o) = f1 (o)
ey
Fi(zo) SOA f (z0) > 0 = f'(w0) =0

7.2 Tri teoreme o srednjoj vrednosti
7.2.1 Rolova teorema

Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i diferencijabilna na (a,b), i
f(a) = f(b). Tada 3c € (a,b) tako da je f'(c) = 0.
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e

Dokaz: f : [a,b] — R je neprekidna, na osnovu Vajerstrasove teoreme, funk-
cija dostize svoj maksimum i minimum.

Isluéaj: Tmaz, Tmin € {a,b}, to znaci da je f(a) = f(b) = Tmaz = Tmin-
Ako ima istu vrednost za minimum i maksimum znaci da je f(zr) = const =
f'(x) =0, Va.

IT sluéaj: i Zpae i Zmin € (a,b), na osnovu Fermaove teoreme f/(z4.) = 0
ili f'(%min) =0
.

7.2.2 Lagranzeva teorema
Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i diferencijabilna na (a,b), i

f(a) = f(b). Tada 3¢ € (a,b) tako da je w = f'(¢)

Geometrijska interpretacija
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Ala, f(a))

O —————————

f() = f(a)
b—a
genta kroz nju bude paralelna u odnosu na pravu kroz A(a, f(a)), B(b, f(b))

je koeficijent pravca prave kroz a i b. Postoji tacka ¢ tako da tan-

Fizicka interpretacija

Postoji tacka u kojoj se srednja brzina (W) poklapa sa trenutnom
(f'(c))

Dokaz: )

F(z) := f(m)—%~x

Ideja: Nova funkcija koja ée da ,,iskrivi” funkciju f, na nju primenjujemo Ro-
lovu teoremu.
Treba da proverimo:

1. F(z) je neprekidna na [a, b] i diefencijabilna na (a, b).

2. Fla) = F(b)
Fla) =f(a)—f(b;:£(a)'b= (b—a)'f(b);f'af(b)+a'f(b) _ b'f(a;:;l'f(b)
) j-LO =S, 0= SO b0 +0.10) [0 @ e 70
Posto vazi jednakost, po Rolovoj teoremi Jc tako da je F'(c) = 0
Fla) = i) - 1010
P =0 o)~ TOZTO _gy iy - IO 2@

Posledica: Funkcija je diferencijabilna na (a, )
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1. f'(z) =0, Vx € (a,b) = f = const
2. f'(x) >0Vz € (a,b) = f N

f'(x) >0V € (a,b) = fstrogo S
3. fl(x) <0Vz € (a,b) = f\y

f'(x) <0 Vx € (a,b) = fstrogo \

Dokaz: Direktno iz Lagranzeve teoreme
x1,x2 € (a,b), 1 < x2

f(xz) —f(l’l)

oy f'(¢) za neko ¢ € (21, x2)
f@2) = f(a1) = f'(c) - (w2 — 1)

L f'(z) =0= f(z2) — f(z1) =0
f(x1) = f(x2), V1,22 € (a,b), f = const

2. f'(z) 20, Va, f(xa) — f(x1) = f'(c)- (w2 — x1) 2= f(z1) < f(x2), Sto

znaci da funkcija raste.

3. f'(x) <0, Vz, f(z2) = f(21) = f'(¢)- (w2 — 1) <= f(x1) > f(22), Sto

znaci da funkcija opada.

0.

Posledica (kao i Langranzeva teorema) se primenjuje na intervale.
(I) f(z) = [z] na (m,m+1), m € Z, f'(x) = 0 na svakom posebnom intervalu
je konstanta, ali ne i na celom R.

1
(I) f(z) = —, Dy = R 0 nije interval!
x

1
f'(r) = —— <0 ali funkcija f nije opadajuca na Dy jer f(—1) = -1 < f(1) =
x
1, ali funkcija f jeste opadajuéa na (—oo,0) i na (0, 00) nije taéno reéi da opada
svuda (moze da se kaze da opada na svim intervalima).

7.2.3 Kosijeva teorema (o srednjim vrednostima diferencijalnog ra¢una)

Kriva se u ravni moze zadati na tri nacina:
1. eksplicitno (kao grafik), y = f(z), € Dy
2. implicitno (nekad jeste, nekad nije grafik):

(a) 22 +y? =1 - krug, nije grafik
(b) a-xz+b-y+c=0- prava, nekad je grafik, a nekad nije

3. parametarski:
r=f(t),y=9),teTCR
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e npr. parametarska jednacina kruga z(t) = cos(t), y(t) = sin(t),
tel0,2-m

e parametarska jednacina prave kroz tacku (g, o) sa vektorom pravca
(a,b)
r=a-t+x9
y=>b-t+1yp

Ao(z(to), y(to)) = (f(to), g(t0))
Ap(z(to + h),y(to + h)) = (f(to + h), g(to + h))

g(to +h) — g(to)

Teorema 7.2.3: f,g : [a,b] — R neprekidna i diferencijabilna na (a,b),

f'(x) # 0V € (a,b), tada 3¢ € (a,b) tako da je ?EZ; _?v((c(i)) = ?/Eg

Komentari:

1. f(b) — f(a) # 0, jer ako bi f(a) = f(b) onda bi po Rolovoj teoremi
Je € (a,b) tako da je f'(c) =0

2. geometrijiska interpretacija:
T = f(t)a Y :g(t)
9(b) — gla) _
f(b) = f(a)

3. Ako u Kosijevoj teoremi uzmemo da je f(x) = x dobi¢emo Lagranzevu
teoremu.

Dokaz:
F(z) :=(f(b) — f(a)) - g(x) — (9(b) — g(a)) - f(z), funkcija F zadovoljava uslove
Rolove teoreme:

1. Funkcija F je neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b) jer je nastala
of funkcija f i ¢ mnozenjem konstantom i oduzimanjem

F(a) = F(b), po Rolovoj teoremi sledi da 3¢ € (a,b), tako da je F'(c) =0
Fl(z) = (f(b) = f(a)) - ¢'(z) = (9(b) — g(a)) - '(x)
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7.3 Lopitalova pravila
Teorema 7.3: Funkcije f,¢g : (a,b) — R su diferencijabilne.

/!
Pretpostavimo da je lim (@)
z—at g’((L‘)
g'(z) # 0 na (a,b).
Ako je:

= A € R. Pretpostavimo i da je g(z) # 0 i

0
1. lim f(z)= lim g(z) =0, - oblik 0

z—at z—at

2. lim g(z) = oo - oblik @’ dovoljno je da samo g(x) — oo
r—at o0

f(z)

tada je lim ——~ = A
r—at g(ﬂf)
Napomena:

1. vazi i ako umesto a* pise a—, dokaz ide isto

2. vazi i ako umesto lim stavimo lim

r—at r—a
. R (€D . 1
3. vazi i za a = £oo jer lim —— = /*uvodimo smenu t = —, t — 07*/
200 (33) T
1 1, -1 1
il e O
= lim —— = lim = lim = lim dokazali
t—ot Ao e or Lo -1 Sor ] z—o0 g'(x)
(<) () = g (g)

smo za a € R = lopital vazi za a = +o0

Dokaz:
1. iz Kosijeve teoreme
Pretpostavke:
11_1)121+ f(-fC) - ."cl—lgzlJr g(l‘) ? f({E)
@ =7 Jim 5 =
lim = a—at g(z)
z—a™t g/(I)
_ !/
Ideja: 1) =7 f(@) — f(a) = f/(cm) po Kosijevoj teoremi
g(@)  g(x)—g(a) (c2)

g
Dodefinisemo funkcije f(a) = g(a) = 0, sad su one neprekidne na [a,z] za
x € (a,b)

f@) _ f@) = fla) _fle) oo
9@) 9@ —gla)  gle) Do
f@) o @)

z—at g(:z:) o z—at g’(:z:)
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Primer:
Inx << % << a*, r = ©
Inz = o(z%), 2* = o(a®), x —

Dokaz:
1. Inz = o(z), x = o0
1
| -
lim —% = lim £ = lim -~ =0
T—00 I z—o00 1 T—00 I
2. Inx = o(z%), x — o0
1
| = 1 1
lim ——& = lim —2Z — =~ lim — =0,a>0
r—o0 ™ T—o00 (¥ - LT o z—oo ¥

3. z=o0(a"), z = o0, (a >1)

. x .
lim — = lim =0
rz—o00 q% z—oo g% - lna

4. 2% =o0(a”),— 00, (a>1), x>0

nt)® >0
z*  \lna ( 1 )a (Int)* _. <lnt

[0
1) — 0 kad t — +00

a® t Ina t =
—_———
1
Inz T —z?
5. lim (z-lnz) = lim —~ = lim % = lim — = — lim o =
2—0+ e e T A 20+
x x
. . . . Inx .
6. >0 lim (z*Inz)=0jer lim (z*lnz)= lim — = lim
z—0F z—0t z—0t 7% z—0t —Q -
>0
1 1 1 ~=
—= lim —-2"=—-= lim 2 ¥ =——.0=0
o z—0t T o z—07t o
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7.4 Izvodi viseg reda

DEFINICIJA 1.  Funkcija f je n puta diferencijabilna u tacki xy ako postoji

f(”)(xo)
FOD (@) = (£ (@)

Primer 1: Naéi n-ti izvod sledeéih funkcija:
i) (")) = e

cosz, n=4k+1

—sinz, n =4k + 2

—cosx, n=4k+3
sinx, n =4k

ii)(sin x)™ =

—sinz, n=4k+1
—cosx, n =4k + 2
sinz, n=4k+3
cosx, n =4k

iii)(cos )™ =

iv)(Inz)™ = o
(Inz) =1

(na) ="~ 1

(hll‘)w — (_x—2)/ — %
(Inz)® = —32

(Inz)®) = L=

Dokaz: (indukcijom po n)

(1) BAZA INDUKCLJE: n = 1: (Inz) = 1 = G20

T

(2) INDUKTIVNI KORAK: Pretpostavimo da vazi I(n) (INDUKTIVNA HI-
POTEZA). Treba dokazati da vazi I(n + 1):

(Inz)™ = w //
(—1)"+1 “(=n) - (n—=1)! (_1)n+2 n

(Ina) (D = (1) (=) @) = e T

xn

0.
V) ()™ =a(a—D(a—2)-...-(a —n+1) -z "

(xa)/ = - xafl

(%) = a(a—1) - 2272
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()" = a(a —1)(a —2) - 2273

Dokaz se izvodi indukcijom po n.

7.4.1 Svojstva izvoda viSeg reda

(1)
(F+9)™ = () + (g)

(2) ¢ — const

(c- N =c- (N

(3) Lajbnicova formula:

™ =3 (Z) Pk g0

k=

=)

(f-9)=f-g+f-¢

(f-9)= (f9+fg) ["g+fgd+fg+fg" =f'g9+2f'9+fg"

(f g)/// _ (f//g+2f/g/+fg//)/ — f///g+f//g/+2(f//g/+f/g//) +f/g//+fg/// —
fl//g+3f//g+3f/g//+fg///

(f - ) i( )fm—k) e

k=0

uz dogovor: (0 =4, f(x)
Dokaz se izvodi indukcijom po n. (Dokaz ide isto kao u dokazu binomne formule)
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8 Tejlorov polinom

Znamo da je f(xo+h) = f(zo) + f'(zo)h+ o(h), h — 0. Ako je x = zo+ h (jer
je h =x — xp), onda je:

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + 0(x — 20), T — 0.

Odavde zaklju¢ujemo da je funkcija f(x) aproksimirana linearnom funkcijom
do na tacnost o, odn. f(z) = f(zo) + f'(x0)(z — xo).

Podsetimo se: Kazemo da je funkcija f n puta diferencijabilna u tacki zo ako
postoji (™ (z).
DEFINICIUA 1. Funkcija f je klase C™ ako je f(™ neprekidna.

Cilj nam je da pokazemo:
f(x) = ag+ai(z — 20) + az(x — x9)? + ... + an(x — 29)". Postavlja se pitanje
Sta je ax, k=0,...,n?

Ako krenemo od polinoma f(z) = ag + a1z + ... + apz™, dobijamo: ag = f(0).
Diferenciramo li ovaj polinom, dobijamo:

f'(x) = a1 +2asx+...+n-a,z" 1, odakle je a; = f’(0). Daljim diferenciranjem
dobijamo:

1
f”(x):2a2+3~2~a3z+4~3'a4~x2+...+n(n71)x”72:>a2:fT(O)
"
f"(x)=3-2-a3+4-3-2-a3-x+...+nn—1)(n—2)2" 3 = a3 = f3 (g)
f(k)(:v):k(k—l)(k—Q)-...-3«2~ak+:]x+:pc2+...+:]x”*k ==
_ f¥(0)
W

Posmatrajmo polinom f(x) = ag + a1(x — o) +az(x — 20)? + ...+ an(z — 20)".
Potrebno je odrediti koeficijente a; u ovom sluc¢aju. To ¢ée zapravo biti isti koe-
ficijenti iz gornjeg teksta, samo $to ¢e biti translirani za vrednost xg, odnosno:

ap = f(zo)
(k)
o= k(!xO)

DEFINICIJA 2. Neka je funkcija f n puta diferencijabilna u tacki x. Tejlorov
polinom funkcije f stepena n u okolini tacke x( se definise:

Pa(e, 30, £) Zaes F(o)+F' (o) z—20)+ 00 (pg)g. 4 1) oy

Postavlja se pitanje koliko dobro ovaj polinom aproksimira funkciju f7

DEerFINICIJA 3. Ostatak Tejlorovog polinoma se definise:

Rn($7$07f) =def f(!L') - Pn(x7$07f)7 tj
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f(l') = Pn(xvaa f) + Rn(xvaa f)
STAV 1: ) (x0) = ,(Lk)(xo,xo,f); k=0,...,n

Dokaz:
(k)
(k) . g @) ey
Pp (w0, wo, f) = k! ar = k! s [ (o)
koef. Tejlorovog
polinoma
uz (x — xo)*
0.

TEOREMA 7.4. Peanova teorema — Peanov oblik ostatka:
Ako je funkcija f klase C™ u okolini tacke xg. Tada je:

R, (z,xg, f) = o((x — x0)"), * = 29

Dokaz:
Hoéemo da lim M =0
T—x0 (x — :1';0)”
_ ! _ /

lim Rn(a:,mo,f) — lim f(x) Pn(l‘,l'o,f) é lim f (1‘) Pn(x7x07f) é
z—zo  (z — xo)" =20 (x — )" a=zo  n(x —xo)" L

Lo [O@) = P (o, ) ™) (o) — P (w0, 30, ) _ 0

..= lim = = — =0
T2 n! n! n!

.

8.1 Maklorenov polinom

"
0
DEFINICIJA 5. Ako je g = 0, onda se P,(z,0, f) = f(0)+ f'(0)x+ f 2( ):v2—|—
(™) (0
RI0)

n!

. 2™ naziva Maklorenov polinom. Tada je R,(z,0, f) = o(z"), =z —
0.

Maklorenov polinom za neke osnovne funkcije

Znamo:
e = l14z+4+o0(zx), zx—0
sinz = x + o(x), z—=0
2

cosz= 1—2 +o0(2?), -0
In(1+z) = z + o(x), z—0
1+x)*= 1+a-z+o(x), —0

1) (1)) = e

f0)=1,vneN
Py(z,0,e") =1+ + 2a% + F23 + ...+ Lan
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v _ 1 1,2 1,2 " . 0
et = +x+§+§+...+ﬁ+o(x ), T —

cosx, n =4k +1
—sinz, n =4k + 2
—cosxz, n=4k+ 3
sinx, n =4k

2) sin(”)(a:) = (sin x)(”) =

1, n=4k+1
. 0, n=4k+2
(O) = ’
(sina) —lx, n=4k+3
0, n=4k
. z3 z° z” —DFa 2t
Popy1(2,0,8inz) =2 — Tt —wt Tt : (12)k+1)'
33‘3 I5 l‘7 (—l)k '$2k+1 ok
. T -z N +1
sinz =z 3!4—5! 7!+...+ 26+ 1) + o(z ), =0

—sinx, n=4k+1
—cosx, n =4k +2
sinz, n=4k+3
cosx, n =4k

3) (cos )™ =

0, n=4k+1
-1, n=4k+2
(n) = '

(cos z) 0, n=4k+3

1, n=4k

1,3k
ng(x,O,cosx):1—§+%—%?+...+(_Sz)kﬁ
22 gt 46 (—1)! - 2% o

cosle—j—i—ﬂ—a—l—...—i—w—&—o(x ), =0

Ako razvijemo Maklorenov polinom u okolini 0, onda ¢e on za parne funk-
cije imati parne koeficijente, a za neparne funkcije, neparne koeficijente. Razlog
toga je u sledecoj Cinjenici:

f parna = f’ neparna
f neparna = f’ parna

Dokaz da ovo vazi sledi iz definicije izvoda (samo treba staviti —x umesto ).

Neka je funkcija ¢ neparna: ¢(z) = —p(—2)
Akojex=0:

p(0) = —p(=0) = —p(0)
20(0) =0 = 9(0) =0

n (_1)n+1 ) (n - 1)'
4) (ln(l +.’£))( ) (1 + x)n

FO(0) = (=1 (n — 1)1

R0 _ (D=1 (1R
Al k! k

Uz z* imamo

2 3 4 (—1)n+?

Po(z,0,In(1+z) =2 -5 + 5 -5 +... +

3 4 (_1)n+1

m(l4az)=o— 2 +2 -2 4 4

Znamo: Vn,k € N, (Z) = ﬁlk)" 0! =ges 1



ala—1)-...-(a—k+1)

DEFINICIIA 6. Vo € R,k € N, definisimo () :=

k!
5 (1+2))™ =a(a—1)(a=2)-...- (a—n+ 1)1 +x)**
f0) =ala—1)(a—2)-...- (@ —n+1)
.. ala—1)-....(a— a
Uz 2* je d k!(O) — olol) k!( L (k)
Py(2,0,(1+2)%) = 1+ az + H4Ha2 4 4 alasfontllyn 37 (05
k=0
(1+2)*= Y (9)zF + o(z"), =0
k=0
Primer 1: Razviti u okolini tacke zg = 0.
1
= 1 -1
T2 (1+2)
(1) = —1(=1-1)(-1-2)-...- (=1 —=k+1) (=1)-(=2)-(=3)-...-(=k)
kJ k! N k!
(~1)" - 1
)E
1
T2 =l-z+a22 -2 +2* -5+ ...+ (=1)"z" + o(a"), x = 0
Zadatak 2: Nadi Ps(z,0,tgx).
—1
_ 2 3 3 2
tgx_smx:x 62+0x)—(x—+o(x3> 1—x—+o(x2)
coszT — % (332) 2
—_——
=t
oft) = o(~% + o(z?)) = oa?)
(1+t)"t=1—-t+o0(t)
(1= % +o0a?)™ =1~ (=% +o(z*) + o(a®) = 1 + & + o(z”)
tgx =sinz-cos tx = (z— x%s + 0(x3)) . (1 + L; + o(aj)) =x+ %3—1— o(z3) —

% + o(2®) + o(x®) + o(x®) + o(2®) + o(23) = x + “”3—3 + o(x®)

Zadatak 3: Naéi Maklorenov polinom funkcije f(z) = In(cosz) stepena 6 (ili,
drugacije receno, naéi Ps(z,0,1n(cos x))).

cosle—%z—ﬁ—g—i—%?—i—o(:r(j)
2?2zt af 6
In(cosz) = ln(lf? + YRl + o(z”)) =In(1 +1¢)
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t? = (—%2 + % - % + o(z?))? = zt 4 o(z*), * — 0 jer su svi ostali ste-

4
pena > 6, pa se oni svi nalaze u ®(z*)

O3 = o(x%), x — 0 jer
2 6
B =(-%+..)=-% 4 o(z?)

2 4 6 4 2 4 4 6
A—t2:(—%+§74—72%+o(x6))2:%2—2'4%'2—46—#0@6):%—3—4—#0(306)
B=t =1 1= — 5+ 0(%) (=5 + 5 — i + 0a") =~ + o{a”)

Zadatak 4: Naéi P3(x,1,+/x).

VE=/It@-D = |- t= ’(1+t)5=1+at+a(a{1)t2+
)

r—1<—t—0

oD 3 4 o(13) = 14+ 42— 1) — bz —1

Zadatak 5: Naéi Ps(z,0,In %)

3 5 7
sin r— L 45— 4+ o(z") 2 4 6 G
L . =t (1= 5+ &5 = % + o))
t= -2 4z 2l o(af)
1+t =t-5+5 403, t +0

I2 x4 IG Cl)4 CL‘G Cl)().
3 = (—F + 155 — = + o(:cﬁ)) : (5 — 355 T 0(x6)> = —#= + o(zf)
; 2?2 2t S 1 [zt x® 1 28
lIn Stz — _ 7 = e~ (2 =~ 6 I e 6 -
e 6 1o o) 2<36 360+O($)>+3< 216+0($)>’I
0
cos(3z) — e~
Zadatak 6: Naci lim ——————
-0 tg*(22)
tgt=t+o(t), t — 0
tg(2z) =2z + o(x), © — 0
tg?(2z) = (2z + o(z))? = 422 + o(2?), = = 0
cos(3x) — e’ o 1- % +o(2?) — (1 — 22 + o(2?)) . —34+1+0(1)
im —————— = lim 5 5 =lim —=——~ =
=0  tg*(27) =0 422 + o(x?) z=0 4+ o(1)
7
8
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Zadatak 7: Naéi lim rosme
r—0 323 + x4

lim xr —sinz imx—(x—%—ko(xi”)) . %4—0@3) . 5+ (1) _
20 373 L 24 450 x3(3+x) 250 3(34x) @m0 34z
1
18

Zadatak 8: Nadi a, b, c,d tako da vazi: V1422 -2z =ar +b+ £ + gg% + 0(?12)
a) x — 4+oob) z — —o0

VITa? = [o2 (14 ) = VaZ - (14 ) = Jal - (14 )
Smena: t = 2, o(t) = o()

(L+t)2=14+3t— 12+ o(t?) =1+ 215 — &+ + o(2)

a) Vita? —z = oy /l+ 5 -2 = o(l+ s —ga+o(h) —z = o+

1
L o) e =kt olk) = a=0b=0c=}d=0
—_———
o( )
b)Vida?—z=-a/1+ 5 —z=-2(l+55 —grto(x)—z=-z—
1
§+@+ (5)—2=-20—3+0(%)=a=-2b=0,c=—3,d=0
o( )

TEOREMA 7.7. Lagranzev oblik ostatka
Ako funkeija f pripada klasi C™ (ima n izvoda na [zo — d, ¢ + 0] koji su nepre-
kidni) i 3"+ (z) na (2o — 6, 20 + 9), tada je:

F D (e)

(n+1)! "

Rn(xux()?f): (.’I;—{EO
za neko ¢ € (g — J,z9 + 9).
Dokaz:

Uvodimo funkcije F(t) := f(z) — Pu(z,t, f) i G(t) := (x — t)" 1.
Primetimo da je F(z¢) = Rp(z,x0, f) 1 Pu(z,z, f) = f(z) .

Primenimo Kosijevu teoremu na F' i G:

gde je ¢ izmedu z i xg. Sada ¢emo da racunamo svaku

)
)
od F(z) — F(x0),G(x) — G(xg), F'(c), G'(c) i da izracunate vrednosti ubacimo
(
(

F(x) = F(zo) = f(z) = Po(z,, f) = f(2) + Pu(z, 20, f) = f(2) = f(2) — fz) +
Pn(IwTOa f) = *Rn(I,Io,f)

G(z) — G(xo) =0 — (z — )" = —(z — )" H!
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F() = J(@) = Palat, 1) = 1)~ (G0 + £ O )+ T @ a2+ o

P10, L0220 100

) 2 3!
f n!(t) o - (:E _ t)nfl) —

(r—

FI(t) = =(f'(t)+f"(t) (=)= f'(t)+

f"()3(x — t)? FrtD(t)
W ot

)3 —
)

n!

G't)=—-(n+1)(@—t)"

(x — )" —

(.T )n—i—l

Nakon ubacivanja, dobijamo:

F(x) — F(xo) _ F'(c)
G( ) = Glxo)  G(c)
Rl 0, 1) _ —f" ()@ = )"
—(x —xo)"  —nl(n+1)(z—c)”
FrtD (¢ .
Rn(xaanf) = (n—i—l()')(x - ZL’o) +
0.
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DEVETA NEDELJA

9 Kose asimptote

DEFINICJA 1.  y = kz 4+ n je kosa asimptota funkcije f(z) ako je f(x) =
kx +n+o(l), v — o0

U zadatku 8 iz prosle nedelje imali smo:

1 1

=+ o0(2), T = o0 04 o(1), z = 400
/ 2 2 z/) = )
Trat—uw {—Qx—;w+o(i),x—>—oo} {2x+0(1),x%oo
Odatle c¢itamo asimptote:

)z —+o00: y=0(k=n=0)

x——o0: y=—-2z(k=-2, n=0)
Ako uspemo da razvijemo vise od oblika f(xz) = ax + b + o(1) (na primer:

f(x) = az +b+ £+ o(2)), onda znamo da li je funkcija f(z) iznad ili ispod
asimptote.

Pre nego sto ovo vidimo, koristi¢emo jedno svojstvo:

sgn(p + o(p)) =sgn(p), x € Uy,

koje vazi jer lim LO(SD) = lim (14 o(1)) = 1.
T—o (%) T—T
f(@)=—-22—5-+o0(2), z = —o0

2z x

f(@) = (~20) = —— + o(2)
>0, r——o0

Dakle: c
f(a:):ax—kb—!—;—ko(%), x — £00:

1) imamo y = azx + b asimptotu

1
2) za f(z) — (ax +b) = % +o (sc) diskutujemo znak izraza £

Vrednosti k£ i n mozemo dobiti i na sledeé¢i nacin:

f@)=kr+n+o(l) /2, 2 — o0

fl@)
T

= n 1 i
—k+r+0(r)/$15207 T — 00

o k:limM cR

r—00 X

Kad znamo $ta je k, onda:
f(@)—kr=n+o(1) / lim, z— oo
Tr—r 00

= nzmlin;o(f(x)—kx) eR

Terminologija asimptota:
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Ako je k=01 dn € R, tada se y = n naziva horizontalna asimptota.

Sustinski razlikujemo samo dve vrste asimptota: vertikalnu i kosu.
Vertikalna asimtota
Ako je lim f(x) = %00, pri cemu tacka o ¢ Dy, ali je na rubu domena (na

ZIJ*){L‘O
primer: (0, o) ili (z¢,b) C D), onda se x = x( naziva vertikalnom asimptotom.
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10 Dovoljni uslovi lokalnih ekstrema

A je dovoljan uslov za B ako A = B.
A je potreban (neophodan) uslov za B ako B = A.

Potreban uslov za lokalne ekstreme, ako je f diferencijabilna je f'(x¢) = 0. Ako
znamo da f ima ekstremum u x¢ i fDxg, onda f(zg) = 0, ali:

Neka je f(x) = 323. Odatle je f'(z) = 622, pa je f'(z) = 0 <= 62% =
0 < z =0, ali tacka o = 0 nije ni maksimum ni minimum jer f(z) — f(z) =
23 — 03 = 23, a 23 nije stalnog znaka ni u jednom okruzenju (-4, d).

Neka je f(x) = x2. Odatle je f'(z) = 2z, pa je f'(z) = 0 <=z = 0.
flx) = f(z) = 2-0%2=22>0, paje £¢o = 0 minimum.

DEFINICIJA 1. Tacka xg se zove stacionarna (singularna, kriticna) tacka
ako je f'(xo) = 0.

STAV: Ako je f dva puta neprekidno diferencijabilna (f € C?) i x¢ je stacio-
narna tacka i f”(xg) # 0, onda je o ekstremum, i to:
1) MAKSIMUM, ako je f"”(x9) <0
2) MINIMUM, ako je f”(xg) >0

Dokaz:

e\ (2 — z0)2
Iz Py(z, @0, f) = f(z0) + [ (x0) (2 — o) + M

£(@) = flao) + by (@ = w) + L EE I ooy
B f//(zo)

f(x) = f(=o) 9 (x — 20)* +0((z — 20)?)
—
>0
(1) f"(z0) < 0= @(m —20)2<0

(z0) <0, z — x9
), T — 9 = xp je maksimum

(2) sli¢no kao pod (1)
0.
Diskusija: Sta ako je f'(zo) = 0, f”(z0) = 0, a f"(x0) # 0?

0 aes 0 "
£@) = fao) + flape=T0) + D gmgi T gy

o 79)3), ¥ — 79
f(x) = f(xo) = g (zo)(z — 20) + o((z — x0)?), z = x¢

90



f"(xo) >0: nema ekstrema jer za:
x>wo: f(x) = flzo) >0
x<wo: f(x)— flzo) <O
Isto je za f"'(z0) < 0.

Zakljucak: Ako je f'(z0) = f"(x0) = ... = fE " D(xg) = 0, a fF)(20) # 0,
onda je: "
k
7o) = flao) + L8 0 ) 4 o — o))
(k)
1)~ 1) = T8 0yt
N——

#0
(1) Za k =2l, | € N: jeste ekstremum, i to:

o fF)(2) > 0 = minimum
o fF)(2) < 0 = minimum

(2) Za k =20 +1, | € N: nije ekstremum
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11 Konveksnost

DEerINICIJA 1. Neka je f: I — R, gde je I interval. Kazemo da je funkcija
f konveksna na I ako je:

S =Nz +dy) < (1 =A)f(z) + Af(y).

S\

Slika 11.1. Primeri konveksnih funkcija (graficki)

Konveksni grafici su svi oni kod kojih je svaka se¢ica grafika iznad tog grafika:

f(z)

X z Y
Slika 11.2. Graficki prikaz definicije konveksnosti grafika

(1) Konveksnu kombinaciju nazivamo izraz | (1 — Az + Ay |za z <y, A € [0,1].

Neka je z tacka na duzi xy koja deli tu duz na sledeéi na¢in: xz = Azy, odnosno,
a = Ab. Tada je:

z—xz=ANy—x)

’z:x—l—)\(y—x):(l—)\)x—i—)\y‘

Posmatrajmo sada sliku 11.3:
Ay

X———
NF—— =
~<E—---
x

Slika 11.3.
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Iz sliénosti trouglova, d deli duz f(z)f(y) u istom odnosu u kojem z deli duz
zy.
— [d=(1-Nf@)+ M)

Da je d > f(z) znagdi ,,secica je iznad grafika”.

> f(2)

d
(L =Xf(z) +Af(y) = F(L =Nz + Ay)

Vezbanje za domadi:
Dokazati da je seCica iznad grafika na sledeé¢i nacin:

e napisati jednacinu prave kroz tacke A(z, f(x)) i B(y, f(y)) i dobiti g(z) =
kx +n

e izracunati g(z), z= (1 — Nz + Ay
e uveriti se da je g(z) > f(z)

Sada ¢emo se baviti uspostavljanjem sledece veze:

f je konveksna >0
I I
secica < nagib <« f' raste

Funkcija nagiba kroz a (pogledati sliku 11.4.) je

ve(z) = 7f(92 : (J:(a) =tga
| [
[ |
B
a X

Slika 11.4. Funkcija nagiba

STAV 1: f je konveksna <= za svake tri tacke u poretku x < a < y vazi:
Vo(2) < va(y)

Dokaz:

Pretpostavimo da jeste konveksna. To znaci da, ako je a = (1 — Az + Ay,
onda je f(a) < (1~ A)f(x) + Af(y).
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Slika 11.5.

Dokaz za (=):

a=(1-Nz+ Ny
a—z=Ay—x)

A= i Ubacivanjem novodobijenog A\ u definiciju konveksnosti, dobijamo:

y—x
1= 228 1)+ S22 1) /- (o) - >0

(x—a)f(y)
(a) = f(x))

>fla)=f(y) /:(y—a), y—a>0

va(7) < va(y)
f(@) = fla) _ fly) — f(a)

T—a y—a

Potpuno isto kao u (=), samo u suprotnom smeru.

0.

STAV 2: Ako je funkcija f diferencijabilna na (a,b), onda:
f je konveksna < ' &
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Dokaz za (=):

Pretpostavimo da je funkcija f konveksna. Neka je x; < x5 (hoéemo da je
f(z1) < f(z2)). Uzmimo = € (x1,22), odnosno, vazi da je 1 < & < z2. Iz
STAVA 1, za tacke z1 < x < xo vazi:

f(ffi - i(fﬂl) < [(@) - f(@2) (%)
1 T — T
U (*), kada  — x1:
@) ) @)~ f)
T—T1 irf?if% B f(_m;;ml T — T2
fl(z1) < a1 k
U (%), kada x — x4:
i J@ = Jn) L J) = fa)
T—T2 xr — I T—T2 Xr — To
k= f(xQ) - f(xl) < fl(l'Q)
To — T

= [(x1) <k < f(2)
0.

Dokaz za (<=):

Neka f’ raste. Imamo tacke x < a < y. Hocemo da je v4(x) < vg(y).
l/a(l') — f(l‘l). — f(ll)
fly) = f(a)

y—

Imamo: z <{<a<n<y,odn. £ <n= f'(§) < f'(n) = va(z) < va(y)
Na osnovu STAVA 1 = f je konveksna.

;’Lagranéevaf,(é.), 56 (m,a) (”ksin)

S |=e

Lagranzeva
F(

Va<y) = = 77)7 ne (a’vy) (,,eta”)

.
STAV 3: Neka 3f”. Tada f je konveksna <= [/ > 0.

Dokaz:

Iz STAVA 2 imamo:
f je konveksna < f' S<= (f') >0, to jest, f” >0

0.

11.1 Konkavnost

Terminologija konkavnosti:

e f je konkavna akkoger f((1— Nz +Ay) > (1—X)f(z)+ Af(y)
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N bF——————

Slika 11.6.

e f je konkavna akko —f je konveksna:
STAV 1: f je konkavna < v, opada
STAV 2: f je konkavna <> '\,
STAV 3: f je konkavna <= f” <0

e Tacka x( se naziva prevojna tacka funkcije f ako je f konveksna/konkavna
na nekom (a, o), a konkavna/konveksna na (zg, b).

Slika 11.7. Prevojne tacke

Cesto su prevojne tacke one u kojima je f” =0
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DESETA NEDELJA

12 Ispitivanje funkcija i skiciranje grafika
1. Domen (Dy):

- deljenje nulom

VA@), VA), {/Alx),... A(z) >0
- neparni koreni su definisani na R

- Inz,log, A(z); A(x) >0

- arcsin A(x),arccos A(z); —1 < A(z) < -1
- arctg, arcctg su definisani na R

2. Parnost:

- parna: f(—x) = f(x) simetri¢na u odnosu na y-osu
- neparna: f(—z) = — f(z) simetri¢na u osnosu na koordinatni pocetak

- ,,ni-ni”
3. Periodi¢nost: f(x+T) = f(x), Vx € Dy

- razmatra¢emo samo za trigonometrijske
4. Znak i nule:

- fle)>0<=zx€...
- flz)<0<=zec...
- fla)=0«<=zc...

5. Neprekidnost i diferencijabilnost:

- neprekidne su sve elementarne
- nediferencijabilne mogu da budu:
o apsolutne vrednosti
o ./ , 2% zaa < 1
o arcsin A(z), arccos A(x) za A(z) = £1

Napomena:

f(x) = arcsin(x) je definisana na intervalu [—1, 1]

f'(¥r) = ——, a pitanje je da li je neprekidna i diferencijabilna u
V1— 22

tackama z = £1.

1
R S
i fia) = lim Vi
Ako 3 lim f'(z) e R

——

+00

r—>1—
=A
lim f(xo+h) — f(xo0) 4
h—s0+ h
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Ovo vazi po Lagranzovoj teoremi o srednjim vrednostima
_— / . —_
lim f(xo + h) f(xO) — lim f (f) (IO +h Z‘o) — lim f/(f) _

h—0t h - h—0t h h—0t

€ € (wo,mo + h), £ — x9 kada h — 0T
6. Interval monotonosti i ekstremne vrednosti:
- f'>0na (a,b) <= f " (a,b)
- f/<0na (a,b) <= f\ (a,b)
e kandidati za ekstremne vrednosti su:
- f'=0
- tacke gde funkcija nije diferencijabilna (siljci)
7. Konveksnost (znak drugog izvoda) i prevojne tacke (f” = 0)
- f” > 0na (a,b) < f je konveksna na (a,b)
- f” <0na (a,b) <= f je konkavna na (a,b)
8. Asimptote:

e vertikalna - to je pravax = xg akoje lim f(z) =4ocili lim f(z)=
w—):vg' T——x(
+o0

xo ukojoj f(z) nije definisana ali jeste na kraju domena npr. (a,zg) C
Dfa (anb) - Df

e kosa - to je prava oblika y =k-x+n
flz)=k-z+n+o(x), r — +oo ili z — +o0 <= Fk,n € R
k= lim &JL: lim (f(z) —k-x)

r—o0 I xr—>00
Ako mozemo da predstavimo u obliku:
fl@)=a x—i—b—i—f—i—o(l) T —> 00
~— x’
asimptota
c 1
flx)—a-x+b= +0<>,x—>oo
x x
e horizontalna - specijalan slucaj kose asimptote, kad je k = 0

Zadaci:

’ (1) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(r) = 2* — 42 + 10

1) Domen (i asimptote): Dy = R = nema vertikalnih asimptota. Kose:
4423 + 10
k= lim M = lim ot 0 400 = nema kosih asimptota
z—too X z—Foo x
2) Parnost:
Pokazimo na kontraprimeru da je funkcija f ,,ni-ni”:
f)=1-4+10=7 S
=) =1+4+10=15 = f je ,,ni-ni”.

3) Periodi¢nost:
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- ima najviSe 4 nule, a sa periodi¢nosti bi trebalo da ima beskona¢no mnogo
nula ili da nema nijednu

4) Znak i nule: (pogledati monotonost i ekstremne vrednosti)
5) Diferencijabilnost i neprekidnost:

Diferencijabilna je sigurno, a iz toga da je diferencijabilna sledi da je nepre-
kidna na R.

6) Monotonost i ekstremne vrednosti:

f'(x) = 42® — 1222 = 4a*(z — 3), pa posto je 42® > 0,Vz € Dy, sledi:
sgn(f’) = sgn(z — 3).
fllx)=0<=2z=0ilixa=3

—o0 0 3
fl) | - | -
fl@) [N N

Test drugog izvoda:
(z) = 1222 — 24z
" (x) =242 — 24

+00
+
/

Uz=0: f"(x) =0A f"(r) = —24 = = = 0 nije ni maksimum ni mini-
mum
Uxz=3:f"(z) =36A f"(z) =48 = z = 3 je minimum

Odavde mozemo da zakljuc¢imo o znaku funkcije i nulama:
Elzl f(x) =400>0

lim f(z) = f(3) =-17<0

r—3
lim =+o00>0

r——+00

(K — B) = postoji nula u intervalu (—o00,3) i u (3, +00)

(monotonost f(x)) = postoji ta¢no jedna nula u intervalu (—oo, 3), odnosno,

u (3, +00)

7) Konkavnost i prevojne tacke:

f(x) =12x(x — 2)

—00 0 2 +00
x - + +
T —2 - - +
[ (=) + - +
f(z) | konveksna | konkavna | konveksna

—> =01z =2 su prevojne tacke
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-17]

Slika 12.1. Grafi¢ki prikaz funkcije f(x) = 2* — 42 + 10

1 2

(2) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(z) = %
x
1) Domen i asimptote: Dy =R
22 +1 > 0 = nema vertikalnih asimptota
(x+1)2  (z+1)2 1., 2*+2z+41 1., 2

1 1 1 2 1
zakljucak:

1) y =1 je horizontalna asimptota kad x — +o0
2)x—+oo: f>1
) — —o0: f<1

2) Parnost:

Nije parna jer je za © — +oo funkcija f iznad H.A, a za x — —oco ispod H.A.
Nije neparna jer je i za © — 400 1 & — 400 asimptota y = 1 (inace bi bilo za
x— —o0:y=—1)

3) Znak i nule:
f(x) >0:Vo € Dy
fx)=0<=2x=-1

4) Periodi¢nost: Nije periodicna (ima ta¢no 1 nulu)

5) Diferencijabilnost i neprekidnost: Oba su ispunjena jer je sastavljena od
diferencijabilnih funkcija, pa nema Siljaka.
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6) Monotonost i ekstremne vrednosti:
2@+ D)@+ 1) - (@+1)?- 22 2@+ 1)@ +1-22—z)  2(1-2?)

f(x) = (22 1 1)2 = (22 1 1)2 T @2+ 1)2
—o0 —1 1 40
1—22 [ — [+ ] -
fifl@) | — |+ -
fl@) [N AN
r = —1 je minimum
z = 1 je maksimum

7) Konkavnost i prevojne tacke:

C2(22(a? 412 - (1—a?)-2-(a?+1)-22)  dx(a?+1) (—22—1-—

f//($)_ ) (Z2+1)4 - (x2+1)4
2(1—3:2)):W-x-(x2—3)
—00 =30 V3 400
x ||+ |+
=3+ |-[-]+
) [~ ]+ [+
fl) [njuUu|Nnju

x =0,z = ++/3 su prevojne tacke

= ES

(x+1)?

Slika 12.2. Graficki prikaz funkcije f(z) = ~—; 1
x

(3) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(z) = (22 — 1)3.

1) Domen i asimptote: Dy = R = nema vertikalnih asimptota
Kose asimptote:

2 2 2 3
T ¢ —1)3 ¢t —1\°?
T — +00: 1(@) = ( ) = ( < ) — 00 = nema kosih asimptota
X x xr?2

2) Parnost:
f(=z) = ((—x)2 = 1)F = (22 — 1)F = f(x) = parna funkcija

3) Znak i nule:
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f(z) >0:Vzjerje f(z) = (V22 -1)2 >0
fz)=0<= 2z =+1

4) Periodi¢nost: Nije periodi¢na jer ima tacno 2 nule

5) Diferencijabilnost i neprekidnost: Neprekidna je zbog kompozicije nepre-
kidnih funkcija.

Funkcija ¢ : 2 — z3 nije diferencijabilna u 0. U nasem sluc¢aju su problem
tacke x = %1 jer je tada sve pod korenom jednako O:

2 4
fl(x) = g(x2 —1)73 -2z = 3 %Cﬁi_l,la ovo nije dobro na R:
4
7L = Jim @)= tm L=
z—1 r—1
- T AT
4
FLW) = lim ) = dim 3T = o
r—1— r—1
- T =T
Zbog parnosti, isto vazi i za tacku zg = —1.
6) Monotonost i ekstremne vrednosti:
4 T
) — 2
:c;/E:I:I.]"’(;L’)—3 T
—o0o -1 0 1 4o
x — | = |+ |+
Vo2 -1+ | - | - | +
)y =+ =T+
flo) [INJ AN A
z = 0 je maksimum
z = %1 su minimumi
7) Konveksnost i prevojne tacke:
f//( ) 4 ($2—1)%—$'%($2—1)_%-21; (fﬁz—l)% 4 552—1—%(1'}2
xr) = —- . = — . =
3 (@ - 1) @-DF 3 @1}
4 1,
—_— (22— 1)= — (22 -3
3(22—1)3 3 ) 9(x2 —1)3 ( )
—_———
>0

—00 —V/3 V3 400

2-3[+ -]+
I [+ [+
f@) [u[n]U

z = ++v3su prevojne tacke

102



I
|
|
|
i
=3 1 1 B

Slika 12.3. Graficki prikaz funkcije f(z) = (22 —1)3

’ (4) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(z) = ¢z (2? — 7). ‘

1) Domen i asimptote: Dy = R = nema vertikalnih asimptota
Kose asimptote:

2 _
he dim 1O gy O

s— = +00 = nema kosih asimptota
z—too X r—+oo 3

2) Parnost:
f(=2) = /=z((—x)® = 7) = —Jz(2* — 7) = — f(x) = neparna funkcija

3) Znak i nule:
fx)=0<=2=0, 2 =47

—00 =7 07 400
T —|— |+ |+
=T+ -]+

fl@) | — |+ |-+
5) Diferencijabilnost i neprekidnost: Neprekidna je, a mozda nije diferencija-
bilnau xg=0:

Fla) = 323t~ 1)+ ¥E -2

w0l

1 +oo . o
f1.(0) = Ih;g+ f(z) = lim (5)2/{ C(22=T) 4 2T )= -0

z—0t

+oo
1 =7 0
0= tm f@) = tim (b2 ) =
r—0U™ r—0U™
6) Monotonost i ekstremne vrednosti:
1 To~3
fl(x) = §~x_%-(m2—7+3x~2x) = (22 —1)
—o00 —1 1 400
-1+ [ -]+
fllo) |+ -1+
f@) |/ IN] S
r = —1 je maksimum
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z =1 je minimum

7) Konkavnost i prevojne tacke:
2 s
1) - 2 (ot - 1)

— x5 (62 +1)
9 or Y

>0
x’%>0:x>0:>fu
73 <0:2<0= fnN
x = 0 je prevojna tacka

Slika 12.4. Graficki prikaz funkcije f(z) = ¥z (2? —7)
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JEDANAESTA NEDELJA

(1) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(z) = |z +2|- e~ .

1) Domen: Dy = R\{0}
2) Asimptote:
a) Vertikalna asimptota: Kandidat za vertikalnu asimptotu je z = 0:
lim = 1l 20 e =0
x—0t f(l') xiglJr ‘x * | ¢
2 teo
lim f(z)= lim |Je4+2" % =400
x—0~ z—0—
= = = 0 je vertikalna asimptota sa leve strane

b) Kosa asimptota:

1 smena: t = —1 1 1
€= a:%+oo<:>t;0 =¢ :1+t+ 2 +O(t2)_1_7+2 2+0(ﬁ)
T — —00:

. 1 1 3 1
|z +2le” s = (—= 2)(1—7+22+0(ﬁ)):—x—1+ﬂ+0(;)<—x—1
<0
—> y = —x — 1 je kosa asimptota kad x — —oo
T — 400 :
[z 42~ = (z+2)(1 1+ L4 (1)) -2 oty <zt
x e =(x ——+ — =z ——+4o(-)<z
212 2x x
<0

=y =z + 1 je kosa asimptota kad x — +o0
3) Znak i nule:
e”% >0:Vz € Dy
|z 42| >0:Ve € Dy
|t +2|=0<=2=-2€ Dy
4) Neprekidnost i diferencijabilnost:
- neprekidna je na Dy
- mozda nije diferencijabilna u o = —2
STAV: (|z|)’ =sgn(z), = #0

1
F() = (jo + 20 2) =sgulz +2)e* + 420t -

0
fL(=2)= lim f/(z)= lim e *(sgn(e+2)+ |“; )= lim e (-1)=
T——2 T——2 X T—>—2

—\/e

ve 0
fjr(—2): hm e s (1+ \m—l— )=/

—o+
fl(xo) # f+( x) = nije dlferencijabilna uxg=—2

105



5) Monotonost i ekstremne vrednosti:

2
sgn(f'(z)) = sgn sgn(a:+2)—|—|x;;| jer je e=¥ >0
=2A
2 2
x>—2:A:1+$; =7 +xf+ > 0= f(z) /Vz € (=2,0) U (0, +00)
2 2 2
r<—2:A=—1-222_ 2 t;’* < 0= f(z) \\Vz € (—00,~2)

x
r = —2 je lokalni minimum

6) Konveksnost i prevojne tacke:

f(z) = (ai(sgn(x+2)+ |m;2|))/ = e

8=

1 |z + 2]
.x2<sgn(x+2)+ - >—|—

=B

_1
z

r?sgn(z +2) + |z + 2| + sgn(x + 2)2? — 22|z + 2|
=e

~—~ x4
>0

1 sgn(z + 2)z? — 2x|x + 2
1 (0+ gn(z +2) i | )
x
B =2z%sgn(x +2) + |z + 2|(1 — 2x)
2
r<—-2:B=-222—(2+2)(1-22) = —22°— (v — 222 +2—4x) = —3(z — 3

——
<0

) =

f"(z) < 0:Vzx € (—o0,—2)
2
x>—2:B=2x2+(x+2)(1—2x):2x2+x—2m2+2—4x:3(§—x):>
2 2
f”(x)>O:Vx<§/\f”(9:)<0:w:>§
Sveukupno:
2
f@)U: Ve e (=2,0) A f(x)U: Vz € (0, g)

fl@n: vz e (%,Jroo)

2
T = 3 je prevojna tacka
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Slika 12.5. Graficki prikaz funkcije f(z) = |z +2|- e~ >

X

V2r2 4z +4

(2) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(z) = arcsin

1) Domen i asimptote:

koren: 202 +4r+4> 0= 22 +20+2>0<= (z+1)2+1>0:Vx € R
razlomak: 22 +4x+4#0:Vr € R

arcsin: " )

1< =<1/

T V2244 +4
2

x
_— <1
V2x2 +4x +4

22 <22 +4x+4

22 +4x+4>0

(r+2)2>0:Vz eR

—> Dy = R = nema vertikalnih asimptota

Kose asimptote:

. x . 1 .
x— oo f(z) = AICSIN —meeeees = ArCsil — = = arcsin —- =
V222 + 4z +4
T
4
. z . 1 . -1
x — —00: f(z) = arcsin —— = arcsin ——— = arcsin —— =
V22 + 4z + 4 V22?2 44z +4 /o444 4
—Va? o
V2T
arcsin —— = ——

2 4

2) Parnost: funkcija je ,,ni-ni” jer:
\@ s

f(*l) = arCSin77 = 71
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f(1) = arcsin \ﬁ?()

T, . V10
# —— iarcsin

4 10?é

f
4
3) Znak i nule:
arcsina(z) > 0 <= a(x) >0
arcsina(z) < 0 <= a(x) <0

)= 0

4) Diferencijabilnost i neprekidnost:

- neprekidna je kao kompozicija neprekidnih funkcija

1
- arcsint nije definisana u ¢t = 1 jer (arcsint)’ =

Probler:rvlati(:ne tacke su:
R — ] /
V2r2 +4x +4

x? _1
22 +4r+4
2 =222 +4x+4
22 +4rx4+4=0

V1—12

(x+2)2=0
T = -2
1 T ! \/ 20 + 4z + 4
X -2 /.Z‘ - = .
# f() \/1 22 <\/2.’L'2+43’J+4> 202 + 4 + 4 — 22
7(421:21—)7435%
+
N ey S
202 +4x +4 W + 4z +4  N22+AT 14 22% +dr+4—2a(z+1)
222 +4x + 4 VTR -
(2:172—1—4:5'-1-4)7{
= sgn(x e BT Y

|z + 2[(22 + 22 + 2) & 2% + 20 +2

1 1
'(=2)= lim f(z)= i 2) 555 ="5
Jr=2) = My Jle) = T sen(e+ 2 e T 2

=21

1 1
(~2)= lim f(z)= lim s 2) 5o =5
Fr(=2) =t Pl =l senle 4 D) 5~ 2

=1

1 (=2) # fi(—2) = funkcija nije diferencijabilna u z = —2

5) Monotonost i ekstremne vrednosti:
1
’ —q 2) .
7o) =sgn(e +2) -
Ve e (—2,400)
N\ :Vz € (—o0,—2)

T = —2 je minimum
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6) Konveksnost i prevojne tacke:
P(a) = (smnte +2)-

_2sgn(z+2) - (z+1)
(22 4 2z + 2)?

-1
5 (22 +2)=

) :sgn(x+2)-m

22+ 22 + 2

—00 —2 —1+o0
sgn(z+2) | — |+ |+
z+1 |- |+
7@ =+ |-
f(@) nluln
r = —2,x = —1 su prevojne tacke

Napomena: Raspored znakova u |f”(x)] — | + | — | je takav zato §to je f"(z) =
2sgn(z+2) - (x+1)
(22 4 2z + 2)?

pif4

pi/4

- pif2

T

V2r2 +4x +4

Domadi zadatak: Data je funkcija f(z) = (z — 2)% - (z + 1)3.

Slika 12.6. Graficki prikaz funkcije f(z) = arcsin

1
a) Napisati datu funkciju u obliku f(x) = ax + b+ ‘ho () , & — o0
T x
b) Ispitati tok i skicirati grafik funkcije f(x).
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DVANAESTA NEDELJA

13 Nizovi

DEeFINICIJA 1. Niz realnih brojeva (ili niz u R je preslikavanje ¢ : N — R.

Umesto sa ¢(1), 9(2),...,p(n),..., niz ¢esée obelezavamo sa v1, @2, ..., Pn, - - -
(ili a1,a2,...,an ... 10 &1, 20,...,Zp,...)
Primeri:

1. a, = n! ovo je eksplicitno zadat niz, niz je rastuéi i odredeno divergira.
Elementi sua; =1, a3 =2, a3 =6, ...

.. R .
2. an, = —, niz je opadajuéi i konvergira.
n

1 1
Elementi sua; =1,a3 = =, a3 = -, ...
1 2= 5 =3
3. a, = (—1)™, niz je skoro konstantan, uzima samo dve vrednosti i divergira.
Elementi sua; = —-1,a2 =1, a3 = —1, ...

3a,, + 4
2

4. apy1 = , ovo je rekurentno zadat niz

5. Gp42 = Gnp41 + ay, ovo je rekurentno zadat niz sa korakom 2.
Baza su dva elementa a1 =1 as = 2

DeFINICIA 2. a € R,a= lim a, ako vazi
— 00

n

(Ve > 0)(3ng) Vn > ng la, —a| <e

\’ l/m

1 | AY
| \L
a

v

a a

Q

10

Ako je niz nastao od funkcije i znamo limes te funkcije, onda je to i limes niza.

Primer:

—_

ap = —

| =S

=0

n—oo n

1 1 1 1
= — = > — -
€ 1O—>n0 11,Vn117n€< 10’ 10
1 1 1 1
= — =701, Vn > 701, — ——
700 " = ’ne( 700’700>
DerFINICIJA 3. Ako da tako da je a = lim a, kazemo da niz konvergira

n—oQ
ili da je konwvergentan. Ako nije konvergentan onda je divergentan.
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DEeFINICIJA 4. Kazemo da je lim a, = +o00 ako
n—oo

(VM) (3ng) ¥Yn > ng, a, > M (odredeno divergira).

Kazemo da je nhl>nm an, = —o0 ako

(VM) (3ng) Yn > ng, ap < —M

Napomena: Ako je a, = f(n), a f(z) je funkcija definisana na nekom intervalu
npr. [1,400) i3 lim f(zr)=a¢= lim a,=a

n

x

Primer: a,, =

) 1 1
Elementi su a1 = —1, as = > agz = T3

Niz konvergira ka 0.
an =30 (isto kao da smo rekli da je lim a, = 0) jer |a, — 0| <  (za dato &
n——oo

nademo ng)
(="

n

1
—0‘—<€
n

akojen-e>1=ng > -

€
DEFINICIJA 5.  a, je ograni¢en ako IM tako da je |a,| < M. Ogranicen
je odozgo ako M tako da je a,, < M. Ogranicen je odozdo ako Im tako da je

Ap > M.

STAV 1: Konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz:

e=1

Yn>ng an € (a—1,a+1)

m = min{ai,az,...,an,—1,a — 1}
M =max{ai,az,...,an,-1,a0+ 1}

Yynm<a, <M
.

DEFINICIJA 6.  a, monotono raste ako je a, < an4+1 1 obelezava se sa a, /7,
odnosno, niz monotono opada ako je a, > a,y1 i obelezava se sa a, \,. Niz je
monoton ako raste ili opada.

TEOREMA 9.1 (BERNULIJEVA NEJEDNAKOST). Ako je a > —1 onda
vazi daje‘(l—!—a)” > 1—|—n-a.‘

Dokaz: (indukcijom po n)
BAZA:n=1(1+a)>14a+/

KORAK: ih. (1+a)®>1+n-a /(1+a), sigurno veée od 0
(1+a)"™>0+n-a) (1+a)
1+a)"" ' >14+n-a+a+n-a
1+a)""'>14(n+1)-a+n-d

>0

1+a)"™>14+(n+1)-a
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0.
SVOJSTVA LIMESA NIZA:

I Pretpostavimo da imamo nizove a,, i b, lim a, =ai lim b, = b, oni su

n o0 n—>oo
konvergentni. onda vazi da su sledeéi nizovi takode konvergentni:

1. a, + b,
lim (ap,+0b,)=a+b

n—r 00

2. ap by,

lim (a,-by)=a-b
n—oo

3.9 b £0ib#£0
bn

an a

4. ap <b, = a<bd

IT Teorema o 3 limesa se primenjuje i na limese nizova

an < b, <cpi nlim an, = lim ¢, =a = b, konvergira i h_r}noo b, =a

—r 0 n—=o0 n

111

1. lim a, =00, lim b,=bbeR = lim (a,+b,) =0
n—-oo n—oo n—-oo

2. lim a, =00, lim b, =0bb€ER — lim b—n:O
—0

n—»o00 n n—=>00 Uy,

3. lim a, =00, lim b,=b+#0,b R = lim a, b, =+toc0
n—oo n

n—r00 —>00

IV Neodredeni oblici:
00 — 00, @, — 1, 0°
oo’ 0

Primer: Dokazati da lim a, =0 <= lim |a,|=0
n—oo

n—-oo
Dokaz:
(=)
—|A| < A< |A]
—lan| < ap < lay|/ lim
n—oo
0<a, <0
Iz Teoreme o tri limesa =— lim a, =0
n—-oo

.
(=)
Znamo lim a, =0, hotemo lim |a,|=0

n—oo n—oo
(Ve > 0)(3ng) Yn > ng ||lan| — 0] < e
posto je ||an|| = |an| onda je to |a, — 0| < e jer lim a, =0

n—oo

.
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| VAZAN PRIMER:
ap = qn
(¢ >0):

e g=0: ¢"=0= lim ¢" =0, ovo je konstantan niz, jedina vrednost
n—o0

koja se pojavljuje je 0

e g=1: ¢"=1= lim ¢" =1, iovo je konstantan niz, jedina vrednost
n—oo

koja se pojavljuje je 1

e ¢">1: " =% 0
jer ako zamenimo ¢ = 1 4 a, dobijemo ¢" = (14+a)" >14+n-a 0

1 1\" nooo
oq€(071)::>(> =% 0
q q
1 5 1
q" = n 63735”:0

(g <0):

e —l<g<0=10<]¢l<1
znamo: |¢"] — 0 = ¢" — 0

e ¢g=—1: ¢" = (—1)", niz divergira

e g < —1: |¢"| — oo divergira jer nije ograni¢en

Zakljucak:
=30, g€ (0,1)
n—oo
qn — — 1, q = 1

odredeno divergira ka oo, ¢ > 1
divergira,q < —1

13.1 Monotoni nizovi

TEOREMA 10.1. Neka je niz a,, monoton. Tada on konvergira ako i samo
ako je ograni¢en. Ako nije, onda odredeno divergira.

Dokaz:

(=) Ako niz konvergira, on je ogranic¢en. To vazi za sve nizove.

.
(<=): an,

ap <ax<az3<...<a, <M, Vn
S = sup{ai,as,as,...}

ho¢emo: S = lim a,,
Tr—>00

odnosno: Ve > 03ng Vn >nga € (S—¢e,5+¢)
An, S S S S +e€
S + € viSe nije gornja granica tj. Ing tako da a,, > S — €, ali posto je a, >
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an, > S — €, n > ny, nije ga premasio samo jedan element, nego svi jer je niz
rastudi.

Slucaj kad a,, nije ogranicen:

= VM Ing a,, > M, alisvin > ng, ako je ng prebacio, onda su ga svi prebacili
Jer an > Gn41 > M iz Cega sledi da je a,,

0.
NAJVAZNIJI PRIMER

n

1
an = 1—&—5 an /" znamo da je a, < 3.

1 n
Dokazali smo da je sup { (1 + ) } =e
n

Ako dokazemo da je a, < an41 tj. da a, * po teoremi ée slediti da je

1 n
e = lim <1 + >
n<>00 n

Dokazujemo da a,, raste tj. da je a,—1 < a,, (moze i sa a,, < a,41, ali ovako je
lakse).
/*koristi¢emo Bernulijevu nejednakost za dokaz*/

S ) N ) T

Gn_1 - 1 n—1 n n—1 nw . ’I’Ln_l
n—1 n—1

(n+1)"-(n—1D)" n _ ®*+D" n n?—1\" =n
n" - nn n—1 ()" n-1 n—1
Bernuli

1\" n =~ 1 n 1 n n—1
(1= . > 1—p-— - —(1-2). — .
n2 n—1 n2) n—-1 n) n—1 n
n

1 . . "
a=——=>ap > ap-1tj. ap /= lim (1+—) =e
n n

n<>0o0

n2

0.

1 xr
Iz ovoga sledi da je lim (1 + ) =e.
L4500 €T
Dokaz:

[x]
Znamo: [l]im (1 + []) = e (jer je ceo deo broja je prirodan broja, a u
x|4+00 X

prethodnom dokazu je pokazano da ovo vazi za prirodne brojeve)
[z] <z < [z]+1

1
4 ——<1+-<1+4—
[z]+1 7w [a]

1 e< 1+lw<

[x] +1 - x) =

Posto i levi i desni teze broju e, po teoremi o tri limesa, i ovaj u sredini tezi
broju e.

Primeri: Dokazimo:
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1. dazaa>0vazidaje lim {/a=1

n— oo

(1) a=1: lim /a =1 konstantan niz jedinica
n— oo

(2) a>1: Ya=1+ay, ap, >0
ap = Ya—1

ho¢emo da lim «a, =0
n—oo

a=(14a,)"™>1+n-a,, po Bernulijevoj
a—1>n-a,

1
0<an<2——/lim
n

n—oo
Po teoremi o tri limesa = lim o, =0 = {/a = lim (1+a,) =
n—00 n—00
140
1
B)a<l<—->1
a
1
“=7
“ 1
n—oo
ng— "7 _ 1
va vT 1
a
.
2. nhﬁngo{b/ﬁzl
Yn=1+an, an >0
ho¢emo: lim a, =0
n—oo
—_—
-(n—1 (n—1
”:(1+an)n=1+an+%-ai+...+aﬁZn (T; ) a2
binomna formula
= a2 < " 2
@ _
"= n-(n-1) n—1
2
2 n—oo
:>0§04n< —— 0
n—1
= lim o, =0
n— o0
.

/ 1
1. lim {/2+ —
n—» 00 n

1
2<24 — <3

n
~—
>1

1
V2 < \n/2+ﬁﬁ V3

/ 1
posto i 21 /3 teni 1, po teoremi o tri limesa, i {/2+ — tezi 1.
n
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oo (T

2 2\"
5<1:>1+(5> <14+1=2

2 n
1<1+<5) <14+1=2
1< "1+(5> < /2

2\" 2\"
po teoremi o tri limesa, lim /14 () =1=— lim 5 7/1+ <5> =

n—> 00 5 n—> 00

5-1=5

3. [flnzr < 2® < a®,a>1,e > 0,0 — oo™/

lim Yn+ 27

n—oo
\/n+2"—2 1nl1+27n
n n~>oo
277,
2— <1, moze se dokazati matematickom indukcijom da vazi za svako n
2.Y1<2- ¢ 1+—<2 YI+1i=2- f: lim 2- ,n/1+2—n 1
n—oo
%1
13.2 Podnizovi i tacke nagomilavanja
DEFINICIJA 7. Imamo neki niz a,, onda je njegov podniz a,,) gde je

¢ : N — N strogo rastuca funkcija.

neki niz: ay,as,as, aq,as,ag,az7, ...
neki njegov podniz je: a1, a3, as, aioo, @200, @300
nije podniz: aq,as,as, a1, as,a;

DEerINICIJA 8.  Tacka nagomilavanja niza je a € R ako postoji podniz niza
an koji konvergira ka tacki a.

Napomena: Ako niz a,, konvergira, on ima samo 1 tacku nagomilavanja, svaki
podniz konvergira ka njoj.

Primer:
a, = (=1)"
n=1jerje (=1)" =1
agnt1 = —1 jer je (=1)2" ! = —1,

Posto ima dve tacke nagomilavanja, niz je divergentan.

DEFINICIJA 9. Gornji i donji limes niza su najve¢a i najmanja tacka na-
gomilavanja.

lima,, = limsup(a,,) (limes superior)

lima,, = liminf(a, ) (limes inferior)
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Ako a,, konvergira vazi:

maf’n = lima,, = lim a,
n—oo
U prethodnom primeru je lim(—1)" =1, lim,, . (-1)" = —1

Zadaci: Naéi cve tacke nagomilavanja, gornji i donji limes.

3n
o + 1 1
1. ay =2t +(—1)”<1+ )

C 3n+2 3n+1
a, = -
3n+2 3
3n 3n+1 -1
1 1 1 n—qo
L= (1 = (1 (1 =g
B ( +3n+1> ( +3n—|—1> < +3n+1> ¢

e Nl

an = ap + (=1)" - By

n o o] 2
Q2p = Q2 + (_1)277, ' ﬁ?n = Qon + 6271 i> g +e
n o0 2
aznt1 = azpi1 + (12" Bon 1 = agni1 — Banta L 3 e
2 2
Tacke nagomilavanja su 3 +ei 3 e
lim. 2 +
ima, = - +e
3
liman = g — e
2. a, = cos nn
2
2 4
COS% =0, cos g =cosm = —1, cos3n2) =0, cos == cos(2m) =1
5 6 7 8
COS% = COS% =-1 cosg =0, cos%r =1

Oon=4-k+1ilin=4-k+3
cos — = —1,n=4-k+2
2 Ln=4-k+4(tj. n=4-k)
Imamo 4 podniza, a 3 tacke nagomilavanja: -1, 0, 1.

lima, =1
lima,, = —1
nmw
3. a, =sin —
a sm3
nmw 1\" n+1
4. ap, =sin— - | 1+ — —1)"
a 51114 <+n) +( )n+2
5. ap =2(-D""
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TRINAESTA NEDELJA

Ponavljanje:

lim a, =a <= (Ve > 0)(Ing)Vn >ng : la, —al < ¢

n—oo

an

—t
—t

e Podniz: ay(,), ©(n) — rastuci niz prirodnih brojeva

@ : N — N je rastuca funkcija

eq je tacka nagomilavanja niza a, ako niz konvergira ka a (za (—1)" t.n. su
1,-1)

STAV 1: a je tatka nagomilavanja niza a, akko u svakoj okolini broja a po-
stoji beskona¢no mnogo ¢lanova niza a,,

Dokaz:

(=) a je tacka nagomilavanja = 3 podniz p(n), Gy(n)—q
e>0,n>ng:(a—e,a+¢)

Ay(n) € (@ —c,a+¢)

O.

(«<=) Neka u svakoj okolini tacke a postoji beskona¢no mnogo ¢lanova niza.
Uzmemo okolinu (¢ — 1,a 4+ 1). Uzmemo jedan ¢lan niza koji se nalazi u ovoj
okolini, i neka je to a,(1). Uzmemo okolinu (a — %, a+ %) Uzmemo a, () t.d.
P(2) > @(1).

Ako smo nasli a,m) € (a — %,a + %), onda biramo a,(n41) t-d. ayy1) €
(a— n%rpa—l- %H) idaje p(n+1) > ¢(n).

Ovim smo napravili podniz a,,) € (a — %7(1 + %), Ay(n) — & = a je tacka
nagomilavanja.

0.

TEOREMA 13.1. (Bolcano-Vajerstrajsova): Svaki ogranicen niz ima bar
jednu tacku nagomilavanja.

Dokaz: Neka je m < a, < M. Posmatrajmo skup {a,|n € N}. On moze biti
konacan ili beskonac¢an. Ako je konacan, postoji konstantan podniz a,,) = a i
ovo tezi ka a. Ako je skup beskonacan, onda ga prepolovimo na pola:

m ?i M
m+M
2

2
koji ima beskona¢no mnogo. Pravimo niz umetnutih odsecaka:

M M
Ili ima beskonacno mnogo u [m, mt } ili u m , M ], pa biramo onaj
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Ilz[m,M]
m+M| ... |m+M
Ir=|m, 5 ili 5

,M] , t.d. beskonatno mnogo ¢lanova niza € I

In+1 c In

—m . . . . .
i beskona¢no mnogo ¢lanova niza a, je u I,.

Vn: I, je duzine ——

(KAN) = Je= N I,

n=1
13.3 Kosijevi nizovi
DEFINICIJA 1. Niz a, je Kosijev ako:

(Ve > 0)(3ng) t.d. Vm,n > ng : |lap, — am| < €
STAV 2: Ako a, konvergira, onda je a,, Kosijev.

Dokaz: a, = a = |a, —a| < §, ¥n > ng
nej.A\
=~ e e
lan —am| = |an —a+a—an| < |la|+|8|=la, —a| +|am —a| < 5+ 5 =¢
o B
.

Primer 1: Niz a,, = (—1)"™ nije Kosijev ((STAV2) = nije konvergentan.)
|an+1 = an| = [(=1)"* = (=1)"[ = [(-=D)"[ - [(-1-1)|=1-2=2.
Za ¢ = 1, za bilo koje ng ne moze da vazi Kosijevo svojstvo |a, — an,| < e =
nije Kosijev.
STAV 3: Svaki Kosijev niz je ogranicen.

Dokaz: Neka je ¢ = 1. Njemu pridruzujemo ng t.d. Ym,n > ng : |a, — an| < 1.

AnO An0+1
I 1 3 1
13 I | I

An:n>=n0

m = min{a1, a2, ..., Ang—1, Gny — 1}
M =max{ai, a2, ....,0ng—1,0no+1}

0.

STAV 4: Kosijev niz konvergira akko ima konvergentan podniz.

Dokaz:
(=) Svaki konvergentan niz ima konvergentan podniz (a,, — a = svaki pod-
niz — a)
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0.

an je Kosijev

(«<=) Treba pokazati: an — a
Qp(n)
lan — a| = |an — au(n) + apm) —al < lan — apmn)l + lagm) —al <e
—_——— —_———

<35 jer je niz Kosijev <5 jer a,m)—a
.

TEOREMA 13.2. a, je konvergentan akko a, je Kosijev.

Dokaz:
(=) STAV 2
O.

(<=) Neka je a,, Kosijev:

(STAV 3) = a,, je ograniten

(B-V) = a,, ima konvergentan podniz
(STAV 4) = a,, konvergira.

0.

Napomena: U Q postoje Kosijevi nizovi koji ne konvergiraju u Q.
1) Dokazati da Vn € R, 3 niz 7, =3 7, 1, € Q

Dokaz: r € R, rn:MEQ

n
y=x
y=x-1

r—1<[z]<=z
nr—1<[n7“]<m:,r
n - n - n

I '
r~L <r, <y =r,or
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0.

2) Dati primer Kosijevog niza u Q ¢iji limes nije u Q.

an = M V2 = a, je Kosijev
n N
ZQ
Primer 2: .
1) Harmonijski red: s, =1+ 1+ 4+ ..+ 1 = 3 1 nije Kogijev
k=1
Treba pokazati da je [s2, — sn| > 3:
|son—8n| = T+ +F+ ¥+t +- +2n x+g+g+/+% 2ot
L 11
St et nl =gt T +2n_%+%+ +% n-%=§=>

n sabiraka
divergira

n
2) Niz: t, =1+ & 5 + 32 + ...+ 712 = Z % jeste KoSijev

Treba pokazati: |t,, —t,| <&
NekaJem>n [tm —t|—|/1/+jZ /g‘]z+/+/g]”‘/+(n+l)2+(n+2)2+ -+

(m—1)2 +or 1“‘2%4'3][“‘/“‘]}[ = ottt (m—1)2 +oz
1 1 k—(k—1 1
HF < RG-T) k(l(c—l)) = %1 H

< (o) () o (- 20) + (29 -0) =

<%<€, Ve > 0:n >ng = t, je Kosijev

=

1
m

SIS

13.4 Veza limesa niza i limesa funkcije i neprekidnosti

STAV 5: (Hajneova definicija limesa funkcije):

lim f(x) = L (a,b € R) <=V niz a,, — a, n — o0 (a, # a) vazi: f(a,) — L
r—a

Dokaz:

(=) (Ve >0)(30 >0) :0< |xz—a] <d = |f(z) — L] < €1 neka
an — a, n — o0 (a, # a). Onda je 0 < |a, —a| < ¢, za dovoljno veliko
n:

= |f(an) — Ll <e¢

n—,oo

= f(an) — L

(«<=:) Pretpostavimo da a, — a = f(a,) — L (Ya,, # a). Treba dokazati da
lim f(z) =L

r—a

Pretpostavimo suprotno, tj. da Je > 0, V4, Jzg : 0 < |9 —a| < § =
|f(zo) — L| > €

Neka je € dato.

Uzmemo § = % i nademo njemu odgovarajuée x,, za koje vazi 0 < |z, —a| < %,
ali |f(z,) — L| > e. Ovim smo konstruisali niz x,, # a, x, — 0, ali f(x,)=*L,
Sto je kontradikcija.
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0.
Posledica:
a € R, [ jeneprekidna uw a <V niz a,, — a, n = oo = f(a,) jmty f(a)
Primer 3: f(z) = sin < nema lim f(z).
z—0
Pretpostavimo da postoji lirr%) f(z) = L.
—
(STAV 5) =V niz z,, > 0= f(z,) = L

Ty = — 0
2nm
fzn) = sin — = sin —— =sin(2n7) =0 "=3 0
T brvs .
2 1 moe Zlilgb f(z)
Yyp=7—"-"—> — 0
nm + 3
f(yn) =sin — =sin(2nw + §) =1 sy |
Primer 4: J periodicna — 7 lim f(z) (nema H.A.)
" f # const om0t o
Hoéemo da konstruiSemo 2 niza: z, — oo, y, — oo, ali da lim f(z,) #
n—o0
lim f(yn)
n— o0
Jz,y: f(x) # f(y) —jer f # const
T — period
Ty =x+nT "% 50

n—,oo

Yn =y +nT — o0
flyn) = fly) =3 f(y)

Primer 5: f(z) = [z] ima prekid u z =m € Z

1 n—oo
Tp=m— o —> m
1
flen)=[m—=]=m-1"Fm-1#[m]
Ny
e(m—1,m)

Kosijev princip konvergencije funkcija

TEOREMA 1.2. Neka je a € R. Funkcija f ima (konagan) limes u a ako i
samo ako vazi:

(Ve >0) (Fig) t.dj: zy€t, = |f(x)— fly)| <e. (%)

Dokaz. =: Neka je lim f(zr) = L € Rie > 0. Postoji u, td. = € 4, =
Tr—a
|f(z) —L| <e/2. Zax,y € U, =

[f(2) = fly) <[f(x) = LI+ |fly) - LI <e/2+e/2 = .
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«: Neka je x,, — a proizvoljan niz razli¢it od a. Iz (&) sledi da je f(z,) Kosijev
pa je kovergentan. Neka je L = lim f(z,) € R. Dokazimo jo$ da je za svaki
n—oo

niz y, — a razlicit od a, lim f(y,) = L (iz Hajnea ovo je kraj dokaza). Znamo
n—oo

da za svaki takav niz y,, niz f(y,) konvergira (ve¢ dokazano za f(z,), isto se
dokazuje za f(y,)). Neka je lim f(y,) = L1. Za proizvoljno € > 0 imamo
n—oo

|L_L1| < ‘L_f(xn)‘+|f(xn)_.f(yn)|+|f(yn)_[’1| <5/3+€/3+5/3:5

za dovoljno veliko n. Prvi sabirak je manji od €/3 jer f(z,) — L, drugi zbog
Tn,Yn — a1 uslova (&), a treéi jer f(y,) = L1. |L — L1| < ¢ za svako e > 0 =
|L — Li| = 0.

0.

13.4.1 Dokazi pojedinih teorema (preko nizova)
(1) f neprekidna = f( lim g(x)) = lim f(g(x))
X—Xo X—Xo

Neka je z, — xo niz i Tlgrq} g(x) = a. Tada je f(Tan?} g(x)) = f(a).
(STAV 5) = g(zn) = a o

f je neprekidna, pa f(g(z,)) — f(a)

V iz 2, = x, : f(g(xn)) = f(@)

(Hajue) = T f(g(x) = f(o)

O.
(2) f,g neprekidne —> f o g je neprekidna

Za x,, — 2o hotemo f o g(z,) =3 f o g(xo)
fo g(xn) = f(g(mn))
——
Yn
Tn — Tg = g(n) \—,L g(zo) 3 fyn) = f(yo) = f(g(@0))

Un nepr. g Yo nepr.ff(g(mn))

n—aoo

0.

(3) Kosi-Bolcanova teorema:
f je neprekidna i f(a)-f(b) <0 = 3Jc:f(c) =0

NI, =c
In = [anvbn]
flay) >0
fbn) <0

f nepr.
an — ¢ = flan) = f(c) >0

>0
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by = ¢ = f(bn) = f(c) <0

o>
|
IS

b—a

¢ € lan, by = lan — | < ilb, —¢| <

n—1"

Odavde sledi da nizovi a,, i b, konvergiraju ka c.

by, —ap = on

0.

(4) e* je neprekidna

Dovoljno je da pokazemo da je lim e* = 1 jer, inace, lim e = lim e*~%0.¢%0 =
z—0 T—To =T

€%0 . lim e®~%0 = %0 . 0 = g%0 . | = %0,
T—xTo

Neka niz z, — 0, a hotemo e*» — 1. Pretpostavimo da z, > 0. Znamo
da /e — 1, tj. e!/m =371,

0<zp,—=>0:3ng, "m>ngp: x, < %, za unapred zadato m.

1=¢e" < e <e%; em <l+e

l<e"<1l4¢

Sa druge strane:

. . . 1

lim e = lim — = lim —t:le
z—0~ z—0— e~ % t=0te 1
.

(5.1.) Stolcova teorema za nizove:

. X . Xn4+1 — X
Xn, Yo, Yo /00 = lim == = lim Totl o
n—0o0 yn n—=o0 Ynil1 — Yn

Bez dokaza!

(5.2.) Posledica: Kosijeva teorema za nizove:
n— . . exq. e .
Ako a, =% a, onda niz aritmetickih sredina S, — a

ai +az+...+an nsoo
— a
n

Sh =

Tn =a1 + a2+ ...+ ay
Yn =1 (Yn / 0)

(Stolc) = lim In _
n—00 Yn n—00 Ypi1 — Yn n~>oc/%/—‘r1—,%/

. xn—‘—l — Ty . an+1
lim — =

.
(6) STAV:
an>07 annio>oa>0$Gn: nal'a2'...'a/nni)>oa
H<G<A
%S nal..“.angm
=4 .+ = n

an Qn
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H, = _
1 1 1 1
Iy o+ 2+ 42
n
Kosi za A.S. an
. 1 — 1 1
lim H, = T T = =T =a
n—00 - 4. — lim — -
lim % an nosoo n a
n— o0 n
@ @ n—oo
.
. A n
ZADATAK 1: Izracunati lim ——
n—oo 1/n!
n" Ap  Ap—1 as
ap = — = . G — @y
n: Gp—1 Ap-2 ai
——
=b,,
ag = 1
a
bl = 71 = aj
ao
n'n,
lim = lim {/— = lim /b, -...-b;-= lim b,
n—oo {/n! n—o0 n! n—oo n—o0
o B w @eDl_ w1 ()
" (=t (n—1)n1 n! (n=1)"1 n n—1
(n—1)!
n—1+1 n-t 1 " n—oo
= (14— ) =%
n—1 —1

n

Posledica: ¥/n! ~ =
e

Vazi asimtotski poredak: Inn < n® < a”™ < n! K< n™.
Prve dve relacije smo dokazali za funkcije. Druge dve dokazati za domadi.
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