
8. Metriqki prostori

Na osnovu iskustva prilikom rada sa funkcijama jedne promenƩive,
videli smo da se o geometrijskim svojstvima prostora R mogu donosi-
ti zakƩuqci ukoliko je poznata struktura otvorenih skupova tog pro-
stora, tj. Ƭegova topologija (videti lemu 2.1.5 i komentare nakon Ƭe).
Shodno tome i familiju T podskupova nekog skupa X, koja zadovoƩava:

(1) ∅, X ∈ T ;

(2) za svako n ∈ N, ako A1, . . . , An ∈ T , onda
n∩
i=1

Ai ∈ T ;

(3) ako je Ai ∈ T za svako i ∈ I, onda ∪
i∈I

Ai ∈ T ,

nazivamo topologija na skupu X, odnosno par (X, T ) se naziva topo-
loxki prostor (sa familijom otvorenih skupova T ). Kao i u sluqaju
R, osobina (2) govori da je familija T zatvorena za konaqne preseke,
a osobina (3) da je familija T zatvorena za proizvoƩne unije (ovde I
predstavƩa proizvoƩan skup indeksa, koji moжe biti i beskonaqan).

Prvi (ekstremni) primeri topoloxkog prostora su familija {∅, X},
gde je X neprazan skup, kao i sluqaj u kom je T = PX, gde je PX parti-
tivni skup skupa X (ova topologija se naziva diskretna topologija
na X). MaƬe trivijalan primer je, recimo, sluqaj u kom se T sastoji
od praznog skupa i od svih podskupova A skupa X za koje je skup X \A
konaqan, tzv. kofinitna topologija (na X). Ukoliko je X konaqan,
kofinitna topologija se poklapa sa diskretnom, no to nije sluqaj
ukoliko je X beskonaqan. Primetimo da kofinitna topologija zaista

jeste topologija na X, xto sledi iz X \
� n∩
i=1

Ai
�

=
n∪
i=1

(X \ Ai), xto je

konaqan skup poxto je jednak konaqnoj uniji konaqnih skupova, kao i

X \
�
∪
i∈I

Ai
�

= ∩
i∈I

(X \Ai) ⊆ X \Ai1 , gde je i1 proizvoƩan indeks iz I, a

posledƬi skup je konaqan, dok sam skup X trivijalno pripada uoqenoj
familiji (vaжi X \X = ∅, xto je formalno konaqan skup).

U nastavku �emo se posvetiti specijalnom sluqaju dobijaƬa topolo-
xke strukture, koji je pritom uopxteƬe takve strukture u Rn, a sa
skoro istim idejama dokaza dovodi do rezultata analognih dobijenim
za realnovrednosne neprekidne funkcije realne promenƩive.
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8.1. Topologija metriqkog prostora

Definicija 8.1.1. Neka je X proizvoƩan skup i d : X × X → [0,∞),
takva da vaжi

(1) (∀x, y ∈ X) d(x, y) = d(y, x);

(2) (∀x, y, z ∈ X) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y);

(3) (∀x, y ∈ X) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

Onda se (X, d) naziva metriqki prostor, a d funkcija rastojaƬa.

Qesto se vi�a i da se funkcija d naziva metrika (a sama oznaka d i
potiqe od reqi distanca, xto je latinska req za rastojaƬe). Na istom
skupu se moжe definisati vixe metrika, no ukoliko bude jasno o kojoj
se metrici radi, naglaxava�emo samo skup na kojem je ona definisana.
Osobina (1) prethodne definicije se naziva simetriqnost metrike, a
osobina (2) nejednakost trougla (za tu metriku), zbog jasnog geome-
trijskog tumaqeƬa. Iz te dve osobine sledi d(x, z) − d(y, z) 6 d(x, y) i
d(y, z) − d(x, z) 6 d(y, x), tj. |d(x, z) − d(y, z)| 6 d(x, y) za sve x, y, z ∈ X
(i posledƬe dobijeno �emo, pored same osobine (2), podrazumevati
prilikom poziva na nejednakost trougla). Primetimo da iz navedenih
osobina (1), (2), (3) metrike sledi da za proizvoƩne x, y ∈ X vaжi 0 =
d(x, x) 6 d(x, y)+d(y, x) = 2d(x, y), tj. d(x, y) > 0, pa se qesto vi�a i da se
d definixe kao funkcija sa vrednostima u R (no, po upravo dobijenom,
neposredno sledi da su vrednosti d u [0,∞)).

Primer 1. Na skupu R je |x − y| metrika, koja se obiqno naziva sta-
ndardna metrika (na R). Ako je d1 metrika na X i k > 0, trivijalno
su min{|x − y|, k} i kd1 metrike na X, a ako je i d2 metrika na X,
onda su d3(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y) i d4(x, y) = max{d1(x, y), d2(x, y)}, za
x, y ∈ X, metrike na X (u sluqaju d4, jedino je netrivijalna neje-
dnakost trougla, no ona sledi iz a1 6 max{a1, b1} i max{a1 + b1, a2 +
b2} 6 max{a1, a2} + max{b1, b2}, za a1, a2, b1, b2 ∈ R). Ako je f : X → X
injektivno, onda je df (x, y) = d1(f(x), f(y)), za x, y ∈ X, metrika na
X (zaista, simetriqnost je trivijalna, nejednakost trougla sledi iz
df (x, y) = d1(f(x), f(y)) 6 d1(f(x), f(z))+d1(f(z), f(y)) = df (x, z)+df (z, y),
za x, y, z ∈ X, a ako je df (x, y) = 0, sledi f(x) = f(y), pa kako je f
injektivna, sledi x = y). △
Primer 2. Za razliku od dobijenog u sluqaju metrike d4 u prethodnom
primeru, ako su d1, d2 metrike na X, onda d3(x, y) = min{d1(x, y), d2(x, y)},
za x, y ∈ X, ne mora biti metrika na X. Zaista, ako je X =
{0, 1, 2} ⊆ R sa standardnim rastojaƬem (tj. ako je d(0, 1) = d(1, 2) = 1,

d(0, 2) = 2), funkcije f i g na X date tabliqno, sa
x 0 1 2

f(x) 0 1 3
g(x) 0 2 3

,
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a df (x, y) = d(f(x), f(y)), dg(x, y) = d(g(x), g(y)), za x, y ∈ X, onda je
min{df (0, 2), dg(0, 2)} = min{3, 3} = 3 > 1 + 1 = min{1, 2} + min{2, 1} =
min{df (0, 1), dg(0, 1)} + min{df(1, 2), dg(1, 2)}. Tako�e, po rezultatima
prethodnog primera, df zadovoƩava simetriqnost i nejednakost trou-
gla i bez zahteva injektivnosti f , ali u tom sluqaju nije metrika.
Recimo, f1(x, y) = | sinx − sin y| na R zadovoƩava osobine (1) i (2)
iz definicije metrike, ali ne i osobinu (3), poxto je f1(0, π) = 0.
Sliqno, f2(x, y) = (x − y)2 nije metrika na R, iako zadovoƩava osobi-
ne (1) i (3) iz definicije metrike, ali nije zadovoƩena nejednakost
trougla (na primer, vaжi f2(0, 2) = 4 > 1 + 1 = f2(0, 1) + f2(1, 2)), dok

f3(x, y) =
n

x− y, ako je x > y
2(y − x), ako je x < y

zadovoƩava osobine (2) i (3) (ispu-

Ƭenost osobine (3) je trivijalna, kao i osobine (2) u sluqaju x > y
(onda je leva strana u (2) jednaka x − y), dok u sluqaju x < y, leva
strana u (2) je jednaka 2(y − x), a u zavisnosti od toga da li je z > y,
x < z < y ili z 6 x, desna se svodi na, redom, 2(z−x)+(z−y) = 3z−2x−y,
2(z − x) + 2(y − z) = 2(y − x) i (x − z) + 2(y − z) = 2y + x − 3z, te
neposredno sledi da je nejednakost trougla ispuƬena u svakom od nave-
denih sluqajeva). Me�utim, kako je f3(1, 0) = 1 6= 2 = f3(0, 1), sledi da
f3 ne zadovoƩava osobinu (1) iz definicije metrike. Iz navedenih svo-
jstava funkcija f1, f2, f3 vidimo i da su osobine (1), (2), (3) iz defini-
cije metrike nezavisne, tj. ne moжe se jedna od Ƭih dobiti na osnovu
preostale dve. △
Za x ∈ X i r > 0 se K(x, r) = {y | d(x, y) < r} naziva otvorena kugla (sa
centrom u x, polupreqnika r u prostoru (X, d)). Skup U je otvoren ako
za svako x ∈ U postoji kugla sa centrom u x koja pripada U (dakle,
za svako x postoji r tako da je K(x, r) ⊆ U ; napomenimo da r zavisi
od x, tj. ne mora biti isto za sve x ∈ U). Specijalno, X je otvoren
skup, a formalno je takav i ∅. Primetimo da za r1 < r2 vaжi K(x, r1) ⊆
K(x, r2), a za proizvoƩne dve taqke x 6= y, ako je 0 < r < d(x,y)

2 , vaжi
K(x, r)∩K(y, r) = ∅ (ako bi postojalo z u navedenom preseku, onda bi
bilo 2r < d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) < 2r, xto je kontradikcija), tj. za
svake dve razliqite taqke x i y postoje disjunktni otvoreni skupovi
Ux i Uy koji sadrжe x i y, redom. Skup A je zatvoren ako i samo ako je
skup X \A otvoren (tj. ako mu je komplement (u odnosu na X) otvoren).
Primetimo da su X i ∅ zatvoreni skupovi.

Lema 8.1.1. Familija otvorenih skupova metriqkog prostora X je
topologija na X. Unija konaqno mnogo, kao i presek proizvoƩne fa-
milije zatvorenih skupova metriqkog prostora je zatvoren skup.

Dokaz. Neka je n ∈ N i U1, . . . , Un otvoreni. Ako je U1 ∩ . . .∩Un =
∅, uoqeni presek je otvoren skup, a ako je U1 ∩ . . .∩Un 6= ∅, onda su
U1, . . . , Un neprazni, te ako je x ∈ U1 ∩ . . .∩Un, iz otvorenosti uoqenih
skupova sledi da postoje pozitivni r1, . . . , rn, tako da je K(x, ri) ⊆ Ui za
svako 1 6 i 6 n. No onda je r = min{r1, . . . , rn} > 0 i vaжi K(x, r) ⊆ Ui za
svako 1 6 i 6 n, pa je K(x, r) ⊆ U1 ∩ . . .∩Un, tj. U1 ∩ . . .∩Un je otvoren.

407



Metriqki prostori Matematika 1 & 2

Ako je (Ui)i∈I proizvoƩna familija otvorenih skupova u X, ako je I
prazna familija ili ako je Ui = ∅ za svako i ∈ I, otvorenost unije je
trivijalna, a, inaqe, za svako x ∈ ∪

i∈I
Ui je x ∈ Ui1 6= ∅ za neki i1 ∈ I, pa

kako je Ui1 6= ∅ otvoren, postoji r > 0 tako da je K(x, r) ⊆ Ui1 ⊆ ∪
i∈I

Ui, te

je i ∪
i∈I

Ui otvoren. Deo tvr�eƬa koji se odnosi na zatvorene skupove

sledi iz prethodno dokazanog i De Morganovih zakona.

Po prethodnoj lemi, familija otvorenih skupova metriqkog prosto-
ra jeste topologija (govori�emo i da je generisana (indukovana)
metrikom tog prostora). Osobinu pomenutu neposredno pre leme, da
za x 6= y postoje disjunkni otvoreni Ux ∋ x i Uy ∋ y ne zadovoƩava sva-
ka topologija (recimo, kofinitna na beskonaqnom skupu), pa sledi da
topologija ne mora biti generisana metrikom. Topologije koje imaju
uoqenu osobinu se nazivaju Hauzdorfove (qesto se govori i da se u
Ƭoj mogu razdvojiti taqke). Iz prethodnog sledi i da za x ∈ X je skup
{x} zatvoren u X (zaista, za svako y 6= x postoji otvoren Uy, tako da
x 6∈ Uy i y ∈ Uy, te je X \ {x} = ∪

y 6=x
Uy otvoren, na osnovu prethodne

leme), pa je i svaki konaqan podskup metriqkog prostora zatvoren.
Skup O je okolina taqke x, ako postoji r > 0 tako da je K(x, r) ⊆ O,
a ako je O i otvoren, re�i �emo da je otvorena okolina (vidimo da
je otvoren skup otvorena okolina svake svoje taqke). Najve�i otvoren
skup (u smislu inkluzije) koji je sadrжan u skupu A naziva se unutra-
xƬost skupa A, u oznaci intA. Analogno, najmaƬi zatvoren skup (u
smislu inkluzije) koji sadrжi skup A se naziva zatvoreƬe skupa A, u
oznaci A. Direktno se, kao i u sluqaju R, pokazuje da za sve A,B ⊆ X
vaжi int(intA) = intA, A ⊆ B ⇒ intA ⊆ intB, int(A∩B) = intA∩ intB,

int(A∪B) ⊇ intA∪ intB, kao i (A) = A, A ⊆ B ⇒ A ⊆ B, A∪B = A∪B,
A∩B ⊆ A∩B (videti lemu 2.1.6, kao i primer 3 glave 2), a vaжi
i int(X \ A) = X \ A i X \A = X \ intA. Neposredno sledi i da je
A ⊆ X otvoren ako i samo ako je A = intA, a zatvoren ako i samo
ako je A = A. Taqka a ∈ X je taqka nagomilavaƬa skupa A ⊆ X
ako u svakoj okolini a postoji taqka skupa A razliqita od a (poxto
je topologija generisana metrikom Hauzdorfova, iz prethodnog sledi
da svaka okolina a sadrжi beskonaqno mnogo taqaka skupa A). Skup
taqaka nagomilavaƬa skupa A (u X) nazivamo izvedeni skup, u oznaci
A′, a ako je a ∈ A i a 6∈ A′, taqku a nazivamo izolovana taqka (skupa A).

Lema 8.1.2. Neka je (X, d) metriqki prostor. Skup A ⊆ X je zatvoren
ako i samo ako A′ ⊆ A.

Dokaz. Ako je a ∈ A′ \ A, ne postoji otvoren skup U , tako da je a ∈
U ⊆ X \ A, pa skup X \ A nije otvoren, a samim tim A nije zatvoren.
Ako A′ ⊆ A i b 6∈ A, onda b nije taqka nagomilavaƬa skupa A, pa
postoji otvoren Ub ⊆ X \ A. Onda je X \ A ⊆ ∪

b∈X\A
Ub ⊆ X \ A, pa

je X \ A = ∪
b∈X\A

Ub, xto je otvoren skup, poxto je unija otvorenih
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skupova. No onda je A zatvoren skup.
Iz prethodne leme sledi da se i u sluqaju opxteg metriqkog pro-
stora prenose osobine zatvorenosti koje su vaжile u R (sa standa-
rdnom metrikom), odnosno, vaжi A = A∪A′, a zatvoren skup moжemo
prikazati kao disjunktnu uniju Ƭegovih taqaka nagomilavaƬa i Ƭe-
govih izolovanih taqaka (qak po nekim literaturama svojstvo A′ ⊆ A
igra ulogu definicije zatvorenosti skupa A). Skup A je savrxen
(perfektan) ako i samo ako je A = A′ (zatvoren je i svaka Ƭegova taqka
je taqka nagomilavaƬa). Skup A ⊆ X je gust u X ako i samo ako je
A = X (posledƬe je, na osnovu prethodnog, ekvivalentno sa zahtevom
da za svako x ∈ X i proizvoƩnu okolinu U taqke x vaжi U ∩A 6= ∅, a,
po definiciji okoline, i sa zahtevom da za svako x ∈ X i svako r > 0,
vaжi K(x, r)∩A 6= ∅). Ukoliko u X postoji najvixe prebrojiv gust
podskup, onda se X naziva separabilan prostor.
Navedimo i nekoliko direktnih posledica prethodnih definicija.
Neposredno iz nejednakosti trougla sledi da za x1, . . . , xn, gde je n > 3,
vaжi d(x1, xn) 6 d(x1, x2)+ . . .+d(xn−1, xn) (ako je n = 3, u pitaƬu je ne-
jednakost trougla iz definicije; ako je tvr�eƬe taqno za n−1 taqaka,
onda je d(x1, xn) 6 d(x1, xn−1) + d(xn−1, xn) 6 d(x1, x2) + . . . + d(xn−1, xn),
pa tvr�eƬe sledi indukcijom; dobijena nejednakost je poznata i kao
nejednakost mnogougla). Otvorena kugla je otvoreni skup (ako je u pi-
taƬu K(x, r) i y ∈ K(x, r), za svako z ∈ K(y, r′), gde je 0 < r′ < r− d(x, y)
vaжi d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) < r, pa z ∈ K(x, r)).

Primer 3. Za proizvoƩne x, y ∈ X neka je d(x, y) =
n

1, ako je x 6= y
0, ako je x = y

.

Onda je d metrika na X. Zaista, trivijalno je d(x, y) = 0 ako i samo
ako je x = y, kao i d(x, y) = d(y, x). Ako za neke x, y, z ∈ X vaжi
d(x, y) > d(x, z) + d(z, y), kako d uzima vrednosti iz skupa {0, 1}, mora
biti d(x, y) = 1, d(x, z) = d(z, y) = 0. Me�utim, onda je x 6= y i x = z = y,
xto je nemogu�e, pa je zadovoƩena i nejednakost trougla. Za svako
x ∈ X je K(x, 1

2 ) = {x} (i vixe, kugle sa centrom u x su ili {x} ili
X), pa je skup {x} otvoren (a od ranije znamo da je i zatvoren). Dakle,
topologija generisanom ovom metrikom je diskretna, pa je uobiqajno
da se i ova metrika naziva diskretna. △
Ako je zatvorena kugla (sa centrom u x i polupreqnika r) skup
K(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) 6 r} (jasno je da je u svakoj metrici taj
skup zatvoren), u metriqkom prostoru iz prethodnog primera (i ako X
sadrжi barem dve taqke) je K(x, 1) = {x} = {x} 6= X = K(x, 1), za x ∈ X,
pa u opxtem sluqaju ne mora zatvoreƬe otvorene kugle biti odgo-
varaju�a zatvorena kugla (te treba biti priliqno oprezan prilikom
prenosa sliqnih zakƩuqaka sa sluqaja R (sa standardnom metrikom)).

Primer 4. Ako je V normiran vektorski prostor (sa normom ‖ · ‖),
sa d(x, y) = ‖x − y‖, za x, y ∈ V , je definisana metrika na V . Zai-
sta, vaжi ‖x − y‖ = ‖ − (y − x)‖ = ‖y − x‖; ako je ‖x − y‖ = 0, sledi
x − y = 0, tj. x = y; za proizvoƩne x, y, z ∈ V je d(x, y) = ‖x − y‖ =
‖(x − z) + (z − y)‖ 6 ‖x − z‖ + ‖z − y‖ = d(x, z) + d(z, y). Posebnu va-
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жnost za daƩi rad imaju vektorski prostor R, gde je norma funkcija
koja x ∈ R dodeƩuje |x|, vektorski prostor C, gde je norma funkcija
koja z ∈ C dodeƩuje |z|, vektorski prostor Rn, za n ∈ N, gde je norma

funkcija koja x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn dodeƩuje ‖x‖2 =
È
x2

1 + . . .+ x2
n (koja

se naziva standardna norma na Rn). U pomenutim primerima norma
razlike dva elementa dovodi do ,,uobiqajnog rastojaƬa” dve taqke u
geometrijskim interpretacijama navedenih prostora. Primetimo i da
je svaki potprostor Rn (i uopxte, vektorskog prostora konaqne dime-
nzije) zatvoren, xto ne mora biti taqno i u opxtem sluqaju (recimo,
to je razlog zbog kog je u primeru 9 glave 2 zahtevano da je V konaqne
dimenzije, a nije texko videti da rezultat iz tog primera ostaje na
snazi i uz uslov da je N zatvoren). △
U sluqaju R (sa standardnim rastojaƬem) [0, 1 − 1

n ], za n ∈ N, su za-
tvoreni, a Ƭihova unija [0, 1) nije zatvoren skup, a (0, 1 + 1

n ), za n ∈ N,
su otvoreni, dok Ƭihov presek (0, 1] nije otvoren skup. Sledi da je u
lemi 8.1.1 bitno ograniqiti se na konaqne unije zatvorenih i konaqne
preseke otvorenih, tj. odgovaraju�e tvr�eƬe ne mora biti taqno za
proizvoƩne unije zatvorenih i proizvoƩne preseke otvorenih skupova.

Primer 5. Ako su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori, onda je to i
X×Y sa funkcijom rastojaƬa d1((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2)+dY (y1, y2).
Zaista, simetriqnost je trivijalna, vaжi d1((x1, y1), (x2, y2)) = 0 ako i
samo ako je dX(x1, x2) = dY (y1, y2) = 0, tj. ako i samo ako je (x1, y1) =
(x2, y2), a vaжi i d1((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2)+dY (y1, y2) 6 dX(x1, x3)+
dX(x3, x2)+dY (y1, y3)+dY (y3, y2) = d1((x1, y1), (x3, y3))+d1((x3, y3), (x2, y2)),
za sve x1, x2, x3 ∈ X i y1, y2, y3 ∈ Y . Ako je X = Y = Z i d(m,n) =
|m − n| za m,n ∈ Z, rastojaƬe taqaka (m1, n1) i (m2, n2) dobijeno na
opisani naqin je |m1 −m2|+ |n1 −n2|, xto odgovara rastojaƬu pomenu-
tih taqaka ,,kre�u�i se samo po pravcima paralelnim koordinatnim
osama” (primetimo da se sliqan zakƩuqak moжe izvesti i za druge
X,Y ⊆ R). PosledƬe se moжe ilustrovati kao mapa grada u kom su
sve ulice paralelne nekoj od koordinatnih osa, a iz tog razloga se
opisana metrika naziva i taksi metrika (metrika taksi vozaqa). △
Rezultat prethodnog primera se direktno prenosi na sluqaj konaqnog
Dekartovog proizvoda. Na Rn, gde je n ∈ N, to dovodi do metrike
generisane normom ‖(x1, . . . , xn)‖1 = |x1| + . . . + |xn|. Kako se na istom
skupu moжe definisati vixe metrika, prirodno se postavƩa pitaƬe
Ƭihovog odnosa. Metrike d1 i d2 na X se nazivaju topoloxki ekviva-
lentne ako generixu istu topologiju, a jako ekvivalentne ako postoje
m,M ∈ R+, tako da za sve x, y ∈ X vaжi md1(x, y) 6 d2(x, y) 6 Md1(x, y)
(trivijalno, posledƬe zaista definixe relaciju ekvivalencije na
skupu svih metrika na X). Primetimo i da se navedene ekvivalencije
poklapaju u sluqaju metrike indukovane normom. Skup A u metriqkom
prostoru (X, d) je ograniqen ako je A ⊆ K(x, r) za neke x ∈ X i r ∈ R
(a lako se vidi da je posledƬe ekvivalentno sa ograniqenox�u skupa
{d(x, y) |x, y ∈ A} u R (sa standardnom metrikom)).
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Lema 8.1.3. (a) Ako su metrike d1 i d2 na X jako ekvivalentne, onda
su i topoloxki ekvivalentne.
(b) Ako je (X, d1) metriqki prostor i f : [0,∞) → [0,∞) strogo rastu�a
neprekidna funkcija, za koju je f(0) = 0 i f(x+ y) 6 f(x) + f(y) za sve
x, y ∈ R+, onda je funkcija d2(x, y) = f(d1(x, y)), za x, y ∈ X, metrika na
X, koja je topoloxki ekvivalentna sa d1.

Dokaz. Neka Ki(x, r) oznaqava kuglu sa centrom u x, polupreqnika r u
metrici di, gde je i ∈ {1, 2}.
(a) Ako su m,M ∈ R+ takvi da je md1(x, y) 6 d2(x, y) 6 Md1(x, y), za sve
x, y ∈ X, vaжi K2(x,mr) ⊆ K1(x, r) ⊆ K2(x,Mr), te sledi tvr�eƬe.
(b) Iz uslova sledi da je f(x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Trivijalno
je d2 simetriqna, kao i d2(x, y) = 0 ako i samo ako je d1(x, y) = 0,
tj. ako i samo ako je x = y. Kako za sve x, y, z ∈ X vaжi d1(x, y) 6

d1(x, z) + d1(z, y), sledi d2(x, y) = f(d1(x, y)) 6 f(d1(x, z)) + f(d1(z, y)) =
d2(x, z) + d2(z, y), pa je zadovoƩena i nejednakost trougla.
Ako je U ⊆ X otvoren u metrici d2, onda postoji ε > 0 tako da je
K2(x, ε) ⊆ U , tj. ako je f(d1(x, y)) < ε, onda y ∈ U . Kako je f neprekidna
postoji δ > 0 tako da je f([0, δ)) ⊆ [0, ε), pa iz prethodnog sledi da je
K1(x, δ) ⊆ U (zapravo, pokazano je da svaka kugla u metrici d2 sadrжi
kuglu (sa istim centrom) u metrici d1). Pod navedenim uslovima po-
stoji f−1 (definisana na slici funkcije f) koja je tako�e neprekidna,
pa iz prethodnog sledi i da svaka kugla u metrici d1 sadrжi kuglu
(sa istim centrom) u metrici d2.

Na daƩe �emo termin ekvivalentnost koristiti ukoliko su metrike
topoloxki ekvivalentne. Po delu (a) prethodne leme, jako ekviva-
lentne metrike su i ekvivalentne. Deo (b), izme�u ostalog, omogu�uje
da se na velikoj klasi metriqkih prostora konstruixu ekvivalentne
metrike. Na primer, funkcija f(x) = x

x+1 na [0,∞) je strogo rastu�a,
neprekidna i za svako x, y > 0 vaжi x

x+1 + y
y+1 >

x
x+y+1 + y

x+y+1 = f(x+y),

pa ako je (X, d) metriqki prostor, onda je i (X, d
d+1 ) metriqki prostor,

a d2(x, y) = |x−y|
|x−y|+1 je metrika na R, koja je ekvivalentna sa standa-

rdnom metrikom. Primetimo da za svako x, y ∈ R vaжi d2(x, y) < 1,
tj. svaki A ⊆ R je ograniqen u metrici d2, a u metrici d1 postoje
neograniqeni skupovi. Sa druge strane, jaka ekvivalentnost metrika
d1 i d2 povlaqi da je skup ograniqen u d1 ako i samo ako je ograniqen
u d2. Dakle, ekvivalentne metrike ne moraju biti i jako ekviva-
lentne. Tako�e, primetimo i da strogo rastu�a neprekidna konkavna
funkcija f : [0,∞) → [0,∞) zadovoƩava uslove dela (b) prethodne leme.
Zaista, ako je, bez umaƬeƬa opxtosti, x > y > 0, iz konkavnosti

sledi f(x+y)−f(x)
(x+y)−x 6

f(y)−f(0)
y−0 = f(y)

y , odakle je f(x + y) 6 f(x) + f(y)

(pa se prethodni zakƩuqak za funkciju f(x) = x
x+1 , poxto je i dva

puta diferencijabilna na [0,∞), moжe dobiti i na osnovu toga xto
je (f(x))′′ = − 2

(x+1)3 < 0 za x > 0, a, sliqno, ako je g(x) = arctgx, vaжi

g(0) = 0, g′(x) = 1
1+x2 > 0 i g′′(x) = − 2x

(1+x2)2 < 0 za x > 0 (pa g strogo
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raste i konkavna je na [0,∞)), te zadovoƩava uslove dela (b) prethodne
leme (pa je i d3(x, y) = arctg d1(x, y) metrika na X, ekvivalentna sa d1)).

Ako je (X, dX) metriqki prostor i Y ⊆ X, na Y se prirodno moжe
definisati metrika sa dY (y1, y2) = dX(y1, y2) za sve y1, y2 ∈ Y . Metri-
qki prostor Y sa ovako definisanom metrikom se naziva metriqki
potprostor prostora X. Zapravo, vidimo i da su bez potrebe nave-
dene metrike obeleжavane razliqitim simbolima (te �emo ubudu�e
metriku na potprostoru oznaqavati na isti naqin kao i metriku
xireg prostora). Ako su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori i
f : X → Y takva da je dY (f(x1), f(x2)) = dX(x1, x2) za sve x1, x2 ∈ X,
onda je f injektivna (ako je x1 6= x2, onda je dX(x1, x2) 6= 0, pa je
dY (f(x1), f(x2)) 6= 0, odakle je f(x1) 6= f(x2)), a ako je i surjektivna,
naziva se izometrija (ako nije surjektivna, onda je f izometrija X
na f(X)). Ako f nije surjektivna, onda se f naziva utapaƬe (metriqkog
prostora X u metriqki prostor Y ).

Iz definicije je jasno da su otvoreni skupovi u Y , koji je podskup X,
skupovi oblika U ∩ Y , gde je U otvoren u X. Topologija na Y , dobijena
na opisani naqin iz topologije X, se naziva nasle�ena (generisana,
indukovana) topologija (na potprostoru Y prostora X). Skup R je
potprostor prostora C, kao i prostora Rn, gde je n > 2 (sa uobiqajnim
metrikama). Primetimo da je skup (a, b), gde je a < b, otvoren u R, a
nije u R2 (sa uobiqajnim metrikama). Sliqno, skup (0, 1] je potpro-
stor R (sa uobiqajnom metrikom). Pritom, skup (a, 1], za a ∈ (0, 1),
je otvoren u (0, 1], a nije u R, a skup (0, a], za a ∈ (0, 1) je zatvoren
u (0, 1], a nije u R. Sledi da su otvorenost i zatvorenost relativne
(uslovne) osobine, tj. ukoliko je neki skup otvoren (zatvoren) u nekom
metriqkom prostoru, ne mora biti i u xirem (tj. utapaƬem prostora
u xiri prostor se ne moraju preneti i navedene osobine).

Primer 6. Prostor konvergentnih nizova c (sa realnim ili komple-
ksnim qlanovima) je vektorski prostor (sa realnim ili kompleksnim
skalarima). Za x = (xn)n>1 ∈ c, izraz ‖x‖∞ = sup{|xn| |n ∈ N} je norma.
Zaista, za sve skalare a je |axn| = |a| · |xn| i |xn + yn| 6 |xn|+ |yn|, pa se
uzimaƬem supremuma dobija ‖ax‖∞ = |a|‖x‖∞ i ‖x+ y‖∞ 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞
za sve x = (xn)n>1 ∈ c, y = (yn)n>1 ∈ c, a ako je ‖x‖∞ = 0, sledi
xn = 0 za svako n ∈ N. Dakle, sa d∞(x, y) = sup{|xn − yn| |n ∈ N}, za sve
x = (xn)n>1 ∈ c, y = (yn)n>1 ∈ c, je definisana metrika na prostoru c.
Ako je c0 ⊆ c prostor nizova koji konvergiraju ka 0, sa istom metrikom
kao u c, onda je c0 metriqki potprostor prostora c. △
Primer 7. Ako je −∞ < a < b < ∞, onda je C[a, b] vektorski pro-
stor (zadrжa�emo se na sluqaju realnovrednosnih funkcija, no sliqni
zakƩuqci vaжe i za kompleksnovrednosne). Izraz ‖f‖∞ = max

x∈[a,b]
|f(x)|

predstavƩa normu na ovom prostoru. Pre svega, po Vajerxtrasovoj
teoremi navedeni izraz je dobro definisan. Ako je ‖f‖∞ = 0, kako
je |f(x)| > 0, sledi |f(x)| = 0 za svako x ∈ [a, b], pa je f ≡ 0. Iz
|αf(x)| = |α| · |f(x)| i |f(x) + g(x)| 6 |f(x)| + |g(x)|, uzimaƬem maksimuma
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po x ∈ [a, b], dobija se ‖αf‖∞ = |α|‖f‖∞ i ‖f + g‖∞ 6 ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

Sliqno, i izraz ‖f‖1 =
R b
a |f(x)|dx je norma na ovom prostoru. Zaista,

opet iz |αf(x)| = |α| · |f(x)| i |f(x) + g(x)| 6 |f(x)| + |g(x)|, integracijom
sledi ‖αf‖1 = |α|‖f‖1 i ‖f+g‖1 6 ‖f‖1+‖g‖1, a ako je |f(x0)| > 0 za neko

x0 ∈ [a, b], onda je (zbog neprekidnosti funkcije |f(x)|) f(x) > |f(x0)|
2 na

nekom intervalu I duжine δ > 0 koji sadrжi x0, pa je
R b
a |f(x)|dx >R

I |f(x)|dx > |f(x0)|δ
2 > 0, te iz ‖f‖1 = 0 sledi f ≡ 0. Dakle, d∞(f, g) =

max
x∈[a,b]

|f(x) − g(x)| i d1(f, g) =
R b
a |f(x) − g(x)|dx su metrike na C[a, b]. △

Primetimo i da je izraz ‖f‖1 dobro definisan i na prostoru R[a, b],
Riman–integrabilnih funkcija na [a, b], ali na tom prostoru ne pre-
dstavƩa normu. IspuƬeno je ‖αf‖1 = |α|‖f‖1 i ‖f + g‖1 6 ‖f‖1 + ‖g‖1 za
f, g integrabilne i α skalar, ali ne vaжi ‖f‖1 = 0 ako i samo ako je
f ≡ 0 (na primer, za funkciju koja je jednaka 1 u konaqno mnogo taqaka,
a na ostatku skupa [a, b] jednaka 0, vaжi ‖f‖1 = 0), te na prostoru R[a, b]
navedeni izraz ne predstavƩa normu.

Lema 8.1.4. Neka je d : X × X → [0,∞) funkcija koja zadovoƩava
d(x, x) = 0, d(x, y) = d(y, x) i d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) za sve x, y, z ∈ X i
∼ relacija na X, definisana sa x ∼ y ako i samo ako je d(x, y) = 0.
(a) Relacija ∼ je relacija ekvivalencije.
(b) Na prostoru X/ ∼ je sa d∗(Cx, Cy) = d(x, y), gde su Cx i Cy klase
ekvivalencije relacije ∼ kojima pripadaju x i y, redom, definisana
metrika.

Dokaz. (a) Vaжi x ∼ x, ako je x ∼ y, onda je d(y, x) = d(x, y) = 0, pa je i
y ∼ x, a ako je x ∼ y i y ∼ z, onda je 0 6 d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) = 0, pa
je d(x, z) = 0, tj. x ∼ z. Sledi da je ∼ relacija ekvivalencije na X.
(b) Ako je x1 ∈ Cx i y1 ∈ Cy, onda je d(x1, y1) 6 d(x1, x)+d(x, y)+d(y, y1) =
d(x, y) (kako je x ∼ x1 i y ∼ y1, vaжi d(x, x1) = 0 = d(y, y1)), a analogno
(zamenom uloga x i x1, odnosno y i y1) je d(x, y) 6 d(x1, y1), pa je d(x, y) =
d(x1, y1). Sledi da je d∗ na X/ ∼ dobro definisana (ne zavisi od izbora
predstavnika klase ekvivalencije). Kako je d (na X) simetriqna i
zadovoƩava nejednakost trougla, te osobine zadovoƩava i d∗ (na X/ ∼).
Ako je d(Cx, Cy) = 0 i x1 ∈ Cx, y1 ∈ Cy, onda je d(x1, y1) = 0, tj. x1 ∼ y1,
pa je Cx = Cy. Dakle, d∗ je metrika na X/ ∼.

Ve� po naqinu definisaƬa metrike na X/ ∼ je jasno da je ideja da
se i ona, koliko je to mogu�e, poistoveti sa polaznom metrikom, a
prethodna lema na neki naqin to i omogu�ava. U prethodnom pri-
meru (i komentaru nakon Ƭega) konstatovano je da d1 nije metrika
na R[a, b], ali i da su ispuƬeni uslovi prethodne leme, pa opisana
konstrukcija definixe metriku na odgovaraju�em koliqniqkom pro-
storu. Me�utim, treba biti oprezan prilikom tumaqeƬa rezultata
dobijenih u toj metrici. Slobodnije govore�i, rezultati koji su
posledica vrednosti integrala �e na�i odgovaraju�e tumaqeƬe i u
novoj metrici, ali, na primer, za pripadnike novog prostora ne�emo
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mo�i da govorimo o vrednosti u nekoj taqki (nova metrika je defi-
nisana na klasama ekvivalencija funkcija, a postoje funkcije iz iste
klase koje uzimaju razliqite vrednosti u proizvoƩnoj taqki).

Primer 8. Ako na N∪{∞} definixemo d(n,m) = | 1n − 1
m | za m,n ∈ N,

d(n,∞) = 1
n za n ∈ N i d(∞,∞) = 0, onda je (N∪{∞}, d) metriqki

prostor. Zaista, trivijalno vaжi d(x, y) > 0 i d(x, y) = d(y, x) za sve
x, y ∈ N∪{∞}, kao i d(x, x) = 0 za svako x ∈ N∪{∞}, a ako je d(x, y) = 0
sledi x = y. Za n,m, k ∈ N je | 1n − 1

m | 6 | 1n − 1
k |+ | 1k − 1

m |, | 1n − 1
m | 6 1

n + 1
m ,

kao i 1
n 6 | 1n − 1

m | + 1
m , odakle sledi i nejednakost trougla. Za svako

n ∈ N kugla K(n, 1
(n+1)2 ) ne sadrжi druge taqke sem n (pa na N ova

metrika generixe iste otvorene skupove kao i diskretna metrika),
dok za svako ε > 0 kugla K(∞, ε) sadrжi taqku ∞ i sve n ∈ N za koje
je n > 1

ε . Dakle, u ovoj metrici proizvoƩna okolina taqke ∞ sadrжi
sve prirodne brojeve poqev od nekog. Stoga u ovom prostoru postoji
jedna taqka nagomilavaƬa, taqka ∞. △
Primer 9. Neka je g : R → R neprekidna, strogo rastu�a, ograniqena
funkcija (na primer, takva je g(x) = arctgx). Onda postoje lim

x→−∞
g(x)

i lim
x→∞

g(x) (u R). Neka je g(−∞) = lim
x→−∞

g(x) i g(∞) = lim
x→∞

g(x). Onda

je funkcija d : R×R → R, definisana sa d(x, y) = |g(x)−g(y)| za x, y ∈ R
metrika. Simetriqnost je trivijalna, nejednakost trougla sledi iz
nejednakosti trougla u R (uz, po potrebi, graniqni proces), a kako je
g strogo rastu�a, g je injektivna (na R). △
Neka je (X, d) metriqki prostor. Familija (Ui)i∈I se naziva otvoreni
pokrivaq skupa A ako je Ui otvoren za svako i ∈ I i ako vaжi A ⊆ ∪

i∈I
Ui.

Sliqno, familija otvorenih skupova (Bi)i∈I se naziva baza topologije
ako se svaki otvoren skup moжe prikazati kao unija skupova iz (Bi)i∈I .
Familija otvorenih skupova se naziva predbaza ako familija dobi-
jena konaqnim presecima elemenata te familije qini bazu.

Primer 10. U metriqkom prostoru (X, d) kolekcija {K(x, r) |x ∈ X∧r ∈
(0,∞)} qini bazu, a bazu qini i kolekcija {K(x, r) |x ∈ X ∧ r ∈ Q+}.
Specijalno, ako je X snabdeven diskretnom metrikom, svaka baza mora
sadrжati {{x} |x ∈ X} (tako da baza ima kardinalnost ne maƬu od
kardinalnosti skupa X). U R sa standardnom metrikom, bazu qine
{(a, b) | a, b ∈ R, a < b}, ali i {(a, b) | a, b ∈ Q, a < b}, a predbazu skupovi
oblika (−∞, b) i (a,∞), gde su a, b ∈ Q. △
Naravno, od interesa je izabrati bazu xto je mogu�e maƬe kardina-
lnosti.
Lema 8.1.5. (a) Metriqki prostor X ima najvixe prebrojivu bazu ako
i samo ako je separabilan.
(b) Ako je X separabilan metriqki prostor, onda se iz svakog
otvorenog pokrivaqa skupa X moжe izdvojiti najvixe prebrojiva
familija, koja je tako�e pokrivaq skupa X.
Dokaz. (a) Ukoliko X ima konaqnu bazu, trivijalno je separabilan
(ako je baza sastavƩena od n ∈ N skupova, onda otvorenih skupova u X
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ima ne vixe od 2n, a kako je metriqki prostor Hauzdorfov, sledi da
se sastoji od konaqno mnogo taqaka). Ako je (Bi)

∞
i=1 prebrojiva baza,

neka je A = {bi | i ∈ N}, gde je bi ∈ Bi za svako i ∈ N. Onda je A najvixe
prebrojiv, a ako je U proizvoƩan otvoren skup, on sadrжi neki bazni
element Bj, pa je bj ∈ Bj ⊆ U , tj. vaжi A∩U 6= ∅, odnosno vaжi A = X.
Sa druge strane, ako je A prebrojiv (opet je sluqaj u kom je A konaqan
trivijalan) i vaжi A = X, onda je {K(a, 1

n ) | a ∈ A∧n ∈ N} baza prosto-
ra X. Zaista, ako je U proizvoƩan otvoren skup i x ∈ X, onda postoji
n ∈ N tako da je K(x, 1

n ) ⊆ U , kao i a ∈ A tako da a ∈ K(x, 1
2n ). No

onda je x ∈ K(a, 1
2n ) ⊆ K(x, 1

n ) ⊆ U (poxto je d(x, y) 6 d(x, a)+ d(a, y) < 1
n

za svako y ∈ K(a, 1
2n )). Dakle, svako x ∈ X pripada barem jednom od

skupova iz uoqene kolekcije, koja je prebrojiva.
(b) Kako je X separabilan, u Ƭemu postoji prebrojiva baza (Bi)

∞
i=1

(opet je sluqaj konaqne baze trivijalan). Ako je (Ui)i∈I uoqeni pokri-
vaq, za svako x ∈ X postoji i ∈ I i j ∈ N tako da je x ∈ Bj ⊆ Ui (naravno,
ovde je i = i(x), pa je i j = j(x)). Onda je X ⊆ ∪

x∈X
Bj(x), a ukoliko je

J skup svih j za koje postoji x ∈ X tako da je j = j(x), posledƬa
unija je jednaka ∪

j∈J
Bj, koja je najvixe prebrojiva unija. Ukoliko je

Uj proizvoƩan skup iz uoqenog pokrivaqa za koji je Bj ⊆ Uj (po naqinu
izbora, takav skup postoji), sledi da je (Uj)j∈J najvixe prebrojivo
pokrivaƬe skupa X.

Iz prethodnog direktno sledi i da se iz proizvoƩnog otvorenog po-
krivaqa separabilnog skupa A ⊆ X moжe izdvojiti najvixe prebro-
jiva familija, koja je tako�e pokrivaq skupa A (dovoƩno je posmatra-
ti A kao metriqki prostor sa generisanom metrikom iz X). Uoqena
podfamilija se obiqno naziva (otvoreni) potpokrivaq skupa A (dobi-
jen iz polaznog pokrivaqa).

8.2. Konvergencija u metriqkom prostoru

Definicija 8.2.1. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori, A ⊆
X, f : A → Y i a ∈ A′. Ako postoji b ∈ Y i ako za svako ε > 0 postoji
δ > 0, tako da za sve x ∈ A za koje je 0 < dX(x, a) < δ vaжi dY (f(x), b) < ε,
onda se b naziva graniqna vrednost (limes) funkcije f po skupu A,
u oznaci lim

A∋x→a
f(x).

Prethodno �emo zapisivati i u obliku lim
x→a

f(x) po skupu A, a ako je

jasno po kom skupu se odre�uje graniqna vrednost, u obliku lim
x→a

f(x).

Kao i u sluqaju realne funkcije realne promenƩive, o egzistenciji
i (u sluqaju egzistencije) vrednosti graniqne vrednosti funkcije ne
odluquje vrednost u graniqnoj taqki (funkcija ne mora biti ni defi-
nisana u Ƭoj). Pre svega razmotrimo xta donosi prethodna defini-
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cija u nekim do sada vi�enim situacijama (uporediti sa uvedenim
pojmovima u delu 4.1). Ako je X = Y = R (sa standardnom metrikom),
a ∈ R, A = R \ {a}, b ∈ R, prethodna definicija dovodi do klasiqne
definicije lim

x→a
f(x). Ako je X = Y = R (sa standardnom metrikom),

b ∈ R, u sluqaju A = (−∞, a) prethodna definicija dovodi do lim
x→a−

f(x),

a u sluqaju A = (a,∞) prethodna definicija dovodi do lim
x→a+

f(x). Ako

je X = R sa metrikom iz primera 9 (za neku funkciju g koja zadovoƩa-
va uslove navedene u tom primeru), Y = R sa standardnom metrikom,
a = ∞, A = R, b ∈ R, prethodna definicija dovodi do klasiqne defini-
cije lim

x→∞
f(x). Analogno, na osnovu istog primera, se moжe do�i do

klasiqne definicije graniqne vrednosti u −∞, kao i do definicije
odre�ene divergencije u nekoj taqki.

Primer 11. Ako je X = Y = R (oba sa standardnim metrikama),
a = 0 (primetimo da je 0 taqka nagomilavaƬa i skupa Q i skupa R \
Q) i f(x) =

n
1, ako je x ∈ Q
0, ako je x ∈ R \ Q

, postoji lim
Q∋x→0

f(x) = 1, postoji

lim
R\Q∋x→0

f(x) = 0, no ne postoji lim
R∋x→0

f(x). △

Ako je X = N sa metrikom iz primera 8, (Y, d) proizvoƩan metriqki
prostor, a = ∞ (xto je i jedina mogu�nost izbora, budu�i da je
u prostoru iz navedenog primera taqka ∞ jedina taqka nagomila-
vaƬa), kako okoline taqke ∞ u ovoj metrici sadrжe sve prirodne
brojeve poqev od nekog, prethodna definicija u ovom sluqaju dovodi
do definicije konvergencije niza (sa elementima u Y ). Takve nizove
�emo nazivati konvergentni (u Y , a ako je jasno u kom prostoru se
radi, ne�emo ga napomiƬati). Specijalno, ako je uoqeni niz (yn)n>1,
dobija se da je lim

n→∞
yn = y ako i samo ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N,

tako da za n > n0 vaжi d(yn, y) < ε. Primetimo da ukoliko je Y = R
sa standardnom metrikom, posledƬe dovodi do klasiqne definicije
konvergencije niza realnih brojeva.

Lema 8.2.1. Neka je (xn)n>1 niz taqaka metriqkog prostora (X, d).
(a) Ukoliko postoji graniqna vrednost uoqenog niza, ona je jedinstve-
no odre�ena.
(b) Ukoliko je uoqeni niz konvergentan, on je i ograniqen (u (X, d)).

Dokaz. (a) Ako je lim
n→∞

xn = x i lim
n→∞

xn = y za neke x 6= y, kako je

prostor Hauzdorfov, postoje disjunktne okoline Ux i Uy taqaka x i y,
redom, a kako niz konvergira ka x, odnosno y, postoje n1 i n2, tako da
je xn ∈ Ux za svako n > n1, odnosno xn ∈ Uy za n > n2, xto je nemogu�e,
poxto za n > max{n1, n2} vaжi xn ∈ Ux ∩Uy = ∅.
(b) Ako je lim

n→∞
xn = x i ε > 0, postoji n0 tako da je d(x, xn) < ε za n > n0,

pa svi qlanovi niza pripadaju kugli qiji je centar x, a polupreqnik
proizvoƩan realan broj ve�i od max{ε, d(x, x1), . . . , d(x, xn0 )}.
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Analogno se prenose i ostale osobine konvergentnih realnih nizova
(naravno, ovde mislimo na osobine koje ne koriste algebarsku stru-
kturu skupa R). Na primer, ukoliko je a taqka nagomilavaƬa skupa
A ⊆ X, onda postoji niz (an)n>1 taqaka iz A, tako da je lim

n→∞
an = a.

Tako�e, pravolinijski se prenose definicije taqaka nagomilavaƬa
niza (postoji konvergentan podniz koji konvergira ka toj taqki), kao i
odnosi skupa taqaka nagomilavaƬa niza i taqaka nagomilavaƬa slike
niza (skup taqaka nagomilavaƬa niza je zatvoren skup koji sadrжi
taqke nagomilavaƬa slike niza, a sadrжan je u zatvoreƬu slike, pri
qemu obe inkluzije mogu biti stroge).
Primer 12. Ako je d diskretna metrika na skupu X 6= ∅, niz je konve-
rgentan ako i samo ako je poqev od nekog qlana konstantan. Zaista,
ako je lim

n→∞
xn = x i ε ∈ (0, 1), postoji n0 tako da za sve n > n0 vaжi

d(x, xn) < 1, no onda je xn = x. △
Lema 8.2.2. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori, A ⊆ X i
a ∈ A′. Onda je lim

A∋x→a
f(x) = l ako i samo ako je lim

n→∞
f(xn) = l za svaki

(xn)n>1 taqaka skupa A, takav da je lim
n→∞

xn = a i xn 6= a za svako n ∈ N.

Dokaz. Neka je lim
A∋x→a

f(x) = l i (xn)n>1 niz sa osobinama opisanim u

uslovima leme (primetimo da postoji makar jedan takav niz). Onda
za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je dY (f(x), l) < ε ako je x ∈ A i
dX(x, a) ∈ (0, δ), kao i n0 ∈ N tako da za n > n0 vaжi dX(xn, a) ∈ (0, δ).
Dakle, za n > n0 je dY (f(xn), l) < ε.
Obrnuto, ako ne vaжi lim

A∋x→a
f(x) = l, postoji ε > 0 tako da za svako

δ > 0 postoji xδ ∈ A tako da je dX(xδ , a) ∈ (0, δ) i dY (f(xδ), l) > ε. Sledi
lim
n→∞

x 1
n

= a, a za svako n ∈ N je x 1
n
6= a i lim

n→∞
f(x 1

n
) nije jednak l.

Prethodno tvr�eƬe se (kao i u sluqaju realnih nizova i funkcija)
vezuje za ime Hajnea (videti lemu 4.1.1 i komentare nakon Ƭe). Iz
Ƭega sledi da se tvr�eƬa dobijena za graniqne vrednosti nizova
pravolinijski prenose na graniqne vrednosti funkcija. Na primer,
iz prethodna dva tvr�eƬa sledi da je graniqna vrednost funkcije (po
nekom skupu) jednoznaqno odre�ena, kao i tvr�eƬe o graniqnoj vre-
dnosti kompozicije. Sliqno, ukoliko je kodomenski prostor R (C) sa
standardnom metrikom, iz tvr�eƬa o ponaxaƬu graniqne vrednosti
zbira (proizvoda, koliqnika) za graniqne vrednosti nizova se dire-
ktno dobijaju odgovaraju�a tvr�eƬa za graniqne vrednosti funkcija
(a sliqan zakƩuqak se moжe izvesti i u sluqaju da je kodomen neka
druga algebarska struktura). Stoga �emo u sliqnim situacijama, na
daƩe, paжƬu pre svega uputiti na sluqaj graniqne vrednosti niza.

Definicija 8.2.2. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metriqki prostori i f :
X → Y . Onda je f neprekidna u taqki a ∈ X ako i samo ako za svako
ε > 0 postoji δ > 0 tako da je dY (f(x), f(a)) < ε za sve x ∈ X za koje
je dX(x, a) < δ. Funkcija je neprekidna na X ukoliko je neprekidna
u svakoj taqki skupa X (familiju takvih funkcija oznaqava�emo sa
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C(X)). Funkcija f : X → Y je ravnomerno (uniformno) neprekidna
na X1 ⊆ X ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je dY (f(x1), f(x2)) < ε
za sve x1, x2 ∈ X1 za koje je dX(x1, x2) < δ.

Iz definicije je jasno da je f neprekidna ako i samo ako je lim
x→x0

f(x) =

f(x0) za proizvoƩno x0 ∈ X, kao i da f , koja je ravnomerno neprekidna
na X1, je i neprekidna na X1. Tako�e, ako je f ravnomerno neprekidna
na X1 i X2, a neprekidna na X1 ∪X2, ravnomerno neprekidna je na
X1 ∪X2 (xto se indukcijom prenosi i na konaqne unije), a ako je
ravnomerno neprekidna na X1 i Y1 ⊆ X1, ravnomerno neprekidna je na
Y1. Tako�e, neposredno sledi da je f : X → Y ravnomerno neprekidna
na X1 ⊆ X ako i samo ako za proizvoƩne nizove (an)n>1 i (bn)n>1 u X1 za
koje dX(an, bn) → 0 kad n→ ∞, vaжi dY (f(an), f(bn)) → 0 kad n→ ∞, kao
i da su Lipxicove funkcije ravnomerno neprekidne (ovde, po uzoru
na definiciju 4.3.3, f : X → Y je Lipxicova na X1 ⊆ X ako postoji
L > 0, tako da za sve x, y ∈ X1 vaжi dY (f(x), f(y)) 6 LdX(x, y)).

Primer 13. Funkcija f : R → R, definisana sa f(x) = x2, je nepre-
kidna na R i ravnomerno neprekidna na [−M,M ], za svako M > 0, ali
nije ravnomerno neprekidna na R (zaista, ako je xn = n i yn = n + 1

n ,
onda yn−xn → 0 kad n→ ∞, dok f(yn)−f(xn) = 2+ 1

n2 6→ 0 kad n→ ∞). △
Primer 14. Ako je (X, d) metriqki prostor i z ∈ X, onda je f(x) =
d(x, z) neprekidna funkcija, poxto je |f(x)− f(y)| 6 d(x, y). I vixe, iz
dobijenog sledi da je f ravnomerno neprekidna na X. △
Kao xto je to bio sluqaj i u radu sa realnovrednosnim funkcijama
realne promenƩive, slika neprekidne funkcije ne mora zadrжavati
svojstva otvorenosti ili zatvorenosti (na primer, posmatrane kao
funkcije iz R u R sa standardnim metrikama, sinx slika otvoren skup
(0, π) u (0, 1], koji nije otvoren, a arctg x zatvoren skup [0,∞) u [0, π2 ),
koji nije zatvoren), no prenosi se odgovaraju�e tvr�eƬe o ponaxaƬu
inverzne slike (lema 4.3.1) i na sluqaj rada sa metriqkim prostorima.

Lema 8.2.3. Neka su X i Y metriqki prostori. Funkcija f : X → Y
je neprekidna ako i samo ako je f−1(U) otvoren skup (u X) za svaki
otvoren skup U (u Y ).

Dokaz. Ako je f neprekidna, U ⊆ Y otvoren i z ∈ f−1(U), onda postoji
ε > 0, tako da je {y | dY (f(z), y) < ε} ⊆ U , pa postoji δ > 0 tako da je
{x | dX(z, x) < δ} ⊆ f−1(U), tj. z je unutraxƬa taqka skupa f−1(U). Kako
je z ∈ f−1(U) proizvoƩna, sledi da je f−1(U) otvoren.
Sa druge strane, ako je z ∈ X i ε > 0, ukoliko je inverzna slika
proizvoƩnog otvorenog skupa (u Y ) otvoren skup (u X), poxto je skup
U = {y | dY (f(z), y) < ε} otvoren, otvoren je i f−1(U), a kako posledƬem
skupu pripada z, postoji δ > 0 tako da je {x | dX(z, x) < δ} ⊆ f−1(U),
odakle sledi neprekidnost f u taqki z. Kako je z ∈ X proizvoƩna,
sledi neprekidnost f na X.

Iz prethodnog i osobina inverzne slike direktno sledi da je f : X →
Y neprekidna na X ako i samo ako je inverzna slika proizvoƩnog
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zatvorenog skupa (u Y ) zatvoren skup (u X), kao i da je ta funkcija
neprekidna na X ako i samo ako je inverzna slika proizvoƩnog ele-
menta neke predbaze ili neke baze (u Y ) otvoren skup (u X), poxto
su konaqni preseci i proizvoƩne unije otvorenih skupova tako�e
otvoreni skupovi. Tako�e, ako su f : X → Y i g : Y → Z neprekidne
(gde su X,Y, Z metriqki prostori), onda je g ◦ f : X → Z neprekidna
(za proizvoƩan otvoren U ⊆ Z je g−1(U) otvoren (u Y ) na osnovu
neprekidnosti g, pa kako je i f neprekidna, sledi da je i (g ◦f)−1(U) =
f−1(g−1(U)) otvoren (u X)). Prethodno nas dovodi do jox jedne kara-
kterizacije neprekidnosti funkcije u metriqkom prostoru.

Lema 8.2.4. Neka su X i Y metriqki prostori. Funkcija f : X → Y
je neprekidna ako i samo ako za proizvoƩan A ⊆ X vaжi f(A) ⊆ f(A).

Dokaz. Na osnovu prime�enog neposredno pre leme, ako je f nepreki-
dna, kako je f(A) zatvoren (u Y ), sledi da je f−1(f(A)) zatvoren (u X).
Po osobinama inverzne slike je A ⊆ f−1(f(A)) ⊆ f−1(f(A)), pa kako je
f−1(f(A)) zatvoren, sledi A ⊆ f−1(f(A)), odakle je f(A) ⊆ f(A).
Sa druge strane, ako f nije neprekidna, postoji niz (xn)n>1, tako da
xn → a ∈ X kad n → ∞ i xn 6= a za n ∈ N, a pritom f(xn) 6→ f(a)
kad n → ∞. PosledƬe znaqi da postoji ε > 0, tako da za beskonaqno
mnogo qlanova uoqenog niza (odnosno za qlanove nekog Ƭegovog podni-
za) (xni)i>1 vaжi dY (f(xni), f(a)) > ε. No onda, ako je A = {xni | i ∈ N},
vaжi a ∈ A, dok f(A) ne sadrжi taqku f(a).

Analogno prethodnoj lemi se pokazuje i da je f : X → Y (gde su
X i Y metriqki prostori) neprekidna ako i samo ako za proizvo-
Ʃan B ⊆ Y vaжi f−1(B) ⊆ f−1(B), kao i ako i samo ako za proizvo-
Ʃan B ⊆ Y vaжi f−1(intB) ⊆ int(f−1(B)). Iz prethodnih rezultata
ovog dela vidimo i da se neprekidnost i graniqna vrednost (u me-
triqkom prostoru) mogu definisati koriste�i samo topoloxke po-
jmove. PosledƬe, izme�u ostalog, znaqi da se rezultati dobijeni na
osnovu neprekidnosti i graniqnih vrednosti ne meƬaju ukoliko se
pre�e na topoloxki ekvivalentnu metriku. Kako �e u primeru 31 (kao
neposredna posledica teoreme 8.3.1) biti pokazano da na konaqno di-
menzionom vektorskom prostoru proizvoƩne norme indukuju ekvivale-
ntne metrike, prilikom ispitivaƬa navedenih svojstava u takvim pro-
storima se moжemo ograniqiti na jednu od normi (metrika). Poxto je
jedan od osnovnih ciƩeva u nastavku teksta prouqavaƬe osobina Rn,
gde je n ∈ N, posmatranog kao normiran vektorski prostor, sledi da se
zakƩuqci dobijeni u vezi sa graniqnom vrednox�u i neprekidnox�u
funkcija u Rn mogu dobiti u proizvoƩnoj metrici tog prostora (ako
je indukovana nekom normom).
Ako su (Xi, di) metriqki prostori, gde je i ∈ I i I skup indeksa, topo-
logija na

Q
i∈I

Xi se definixe kao najmaƬa (u smislu inkluzije) topo-

logija za koju su preslikavaƬa pi :
Q
i∈I

Xi → Xi, koje elementu (xi)i∈I

dodeƩuje xi, neprekidna za svako i ∈ I (ta preslikavaƬa se nazivaju
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projekcije). Iz prethodnog sledi da je predbaza na
Q
i∈I

Xi definisa-

na proizvodima u kojima je qlan koji odgovara proizvoƩnom indeksu
i0 ∈ I otvoren skup u Xi0 , a za i 6= i0 su qlanovi jednaki Xi, a ako
je I konaqan skup (u tom sluqaju neka je I = {1, . . . , n}, gde je n ∈ N),

da je baza odre�ena skupovima oblika
nQ
i=1

Ui, gde je Ui otvoren u Xi,

za i ∈ {1, . . . , n}. Specijalno, ako je X1 = . . . = Xn = R, tj. ako je u

pitaƬu Rn, bazu qine skupovi
nQ
i=1

(ai, bi), gde su ai, bi ∈ R, za i ∈ {1, . . . , n}
(naravno, u ovom sluqaju moжemo izabrati i ai, bi ∈ Q, pa i Rn ima
prebrojivu bazu).

Ovako dobijena topologija na konaqnom proizvodu metriqkih prosto-
ra je generisana nekom metrikom (ako su u pitaƬu (Xi, di), gde je i ∈
{1, . . . , n}, takva je npr. d(x, y) =

nP
i=1

di(xi, yi), gde je x = (x1, . . . , xn) i y =

(y1, . . . , yn), xto je metrika, na osnovu pokazanog u primeru 5), sliqan
zakƩuqak vaжi i u sluqaju prebrojivog proizvoda (ako su u pitaƬu
(Xi, di), gde je i ∈ N, po prethodnim razmatraƬima je di

1+di
metrika na

Xi ekvivalentna sa di, koja je ograniqena sa 1, pa je npr. d(x, y) =

sup
n∈N

nP
i=1

�
1
2i · di(x,y)

1+di(x,y)

�
, za x, y ∈

nQ
i=1

Xi, metrika koja generixe opisanu

topologiju (i-ti qlan posledƬe sume je za proizvoƩne x, y ne ve�i
od 1

2i , pa je navedeni supremum ne ve�i od 1, tj. za sve x, y je po-
sledƬi izraz dobro definisan, a da je d metrika sledi trivijalnom
modifikacijom pokazanog u primeru 5)), dok se egzistencija metrike
koja generixe ovako uvedenu topoloxku strukturu ne moжe garantova-
ti u sluqaju proizvoda neprebrojivo mnogo metriqkih prostora.

Iz prethodnog vidimo i da je X1 ×X2 separabilan metriqki prostor
ako i samo ako su takvi X1 i X2 (kao i da isto vaжi i u sluqaju najvixe
prebrojivog proizvoda), kao i da, ako su (X1, d1) i (X2, d2) metriqki
prostori, a metrika na X1 × X2 definisana kao u primeru 5, da je
X1×X2 ograniqen (u toj metrici) ako i samo ako su X1 i X2 ograniqeni
(u metrikama d1 i d2, redom; kod ograniqenosti smo morali da se
ograniqimo na specifiqnu metriku, budu�i da ograniqenost nije
invarijanta topoloxki ekvivalentnih metrika; me�utim, kako jeste
invarijanta jako ekvivalentnih metrika, vidimo da, izme�u osta-
log, posledƬi zakƩuqak ostaje na snazi i ako na X1 × X2 metriku

definixemo sa d2((a1, b1), (a2, b2)) =
È

(dX1(a1, a2))2 + (dX2 (b1, b2))
2, za

a1, a2 ∈ X1, b1.b2 ∈ X2, pa �e npr. posledƬe vaжiti i na R2 sa standa-
rdnom metrikom (a onda, indukcijom, i u Rn, gde je n ∈ N)). Vidimo i
da je d : X ×X → R neprekidno preslikavaƬe (pa, recimo, ako an → a
i bn → b kad n → ∞ (u X), onda d(an, bn) → d(a, b) kad n → ∞ (u R)),
kao i da, ukoliko su X,Y metriqki prostori i f : X → Y neprekidna
funkcija, je skup {(x, f(x)) |x ∈ X} (tzv. grafik funkcije f) zatvoren
(u X × Y ). Po naqinu uvo�eƬa topoloxke strukture na proizvodu, ne
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iznena�uje naredni rezultat.

Lema 8.2.5. Ako su X i (Yi)i∈N metriqki prostori, f : X →
∞Q
i=1

Yi je

neprekidno ako i samo ako je pi ◦ f : X → Yi neprekidno za svako i ∈ N.

Dokaz. Ako je f neprekidno, kako je i pi neprekidno za svako i, sledi
i da je pi ◦ f neprekidno. Obrnuto, iz neprekidnosti pi ◦ f za proizvo-
Ʃno i ∈ N i proizvoƩan otvoren Ui ⊆ Yi je (pi ◦ f)−1(Ui) = f−1(p−1

i (Ui))
otvoren (u X), no kako je p−1

i (Ui) upravo element predbaze koja ge-
nerixe topologiju na proizvodu uoqenih prostora (skup kome je na
koordinati i u Dekartovom proizvodu Ui, a za j 6= i je Yj) i kako su
i ∈ N i otvoren Ui ⊆ Yi proizvoƩni, sledi tvr�eƬe.

Zapravo, iz dokaza vidimo da je prethodno tvr�eƬe taqno i ako nije u
pitaƬu najvixe prebrojiv proizvod, a razlog xto smo se ograniqili
na sluqaj prebrojivosti je to xto u tom sluqaju na proizvod prosto-
ru imamo strukturu metriqkog prostora. U nastavku �emo najvixe
paжƬe obratiti na sluqaj u kom je kodomenski prostor konaqan Deka-
rtov proizvod (poxto �e nas, makar u prvim primenama tehnike koju
razvijamo u ovom delu, najvixe interesovati preslikavaƬa iz Rm u
Rn, gde su m,n ∈ N, a, ukoliko se dokaz pravolinijski prilago�ava
prilikom promene vrednosti m ili n, qesto �emo se zadrжavati na
sluqaju da je neki od Ƭih jednak 2, a jasno je i da �emo, iz istori-
jskih razloga, gde to bude potrebno izdvajati sluqajeve preslikavaƬa
iz R3 u R3, kao i preslikavaƬa iz R3 u R). Po prethodnom, pri-
likom ispitivaƬa graniqne vrednosti ili neprekidnosti preslika-
vaƬa f : Rn → Rm, gde su n,m ∈ N, ukoliko uoqeno preslikavaƬe
vidimo u obliku f = (f1, . . . , fm) (ovde je fi : Rn → R odgovaraju�e koo-
rdinatno preslikavaƬe), odgovaraju�e osobine zakƩuqujemo iz oso-
bina realnovrednosnih funkcija fi (pa je, npr. f neprekidna ako i
samo ako su neprekidne fi, za 1 6 i 6 m). Me�utim, sliqni zakƩuqci
se ne mogu ponoviti i za domenski prostor (ukoliko se ne doda neki
netrivijalni uslov), xto moжemo videti iz narednog primera.

Primer 15. Neka je f1 : R2\{(0, 0)} → R definisana sa f1(x, y) = x2−y2

x2+y2 ,

f2(x, y) =
n xy
x2+y2 , za (x, y) 6= (0, 0)

0, za (x, y) = (0, 0)
, f3(x, y) =

n x2y
x4+y2 , za (x, y) 6= (0, 0)

0, za (x, y) = (0, 0)

i f4(x, y) =
n (x+ y) sin 1

x sin 1
y , ako je x, y 6= 0

0, inaqe
. Onda je lim

y→0
lim
x→0

f1(x, y) =

lim
y→0

(−1) = −1 i lim
x→0

lim
y→0

f1(x, y) = lim
x→0

1 = 1, tj. dobijaju se razliqite

vrednosti, pa ne postoji lim
(x,y)→(0,0)

f1(x, y). Sliqno je lim
y→0

lim
x→0

f2(x, y) = 0

i lim
x→0

lim
y→0

f2(x, y) = 0, ali ne postoji lim
(x,y)→(0,0)

f2(x, y), poxto je npr.

lim
t→0

f2(kt, t) = k
k2+1 za svako k ∈ R (xto je razliqito od 0 za k 6= 0).

Primetimo i da su funkcije f2,x(y) = f2(x, y) i f2,y(x) = f2(x, y)
neprekidne na R za sve x, y ∈ R, dok, po pokazanom, f2 nije neprekidna
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na R2 (ima prekid u (0, 0)). Vaжi lim
y→0

f3(x, y) = 0 za svako x ∈ R, a

za svako k ∈ R je lim
t→0

f3(t, kt) = 0 (tj. graniqna vrednost po svakom

pravcu koji sadrжi (0, 0) postoji i jednaka je 0), no lim
(x,y)→(0,0)

f3(x, y)

ne postoji, poxto je lim
t→0

f3(t, t
2) = 1

2 . Kako za x 6= 0 i y 6= 0 vaжi

0 6 |f4(x, y)| 6 |x| + |y| → 0 kad (x, y) → (0, 0) i kako je f4(x, y) = 0 ako je
neki od x, y jednak 0, sledi lim

(x,y)→(0,0)
f4(x, y) = 0. Me�utim, za x 6= 1

kπ ,

gde je k ∈ Z\{0}, ne postoji lim
y→0

f4(x, y), pa ne postoji ni lim
x→0

lim
y→0

f4(x, y),

a analogno ne postoji ni lim
y→0

lim
x→0

f4(x, y) (f4 je neprekidna na {(x, y) |x 6=
0 ∧ y 6= 0}∪{( 1

kπ , 0), (0, 1
kπ ) | k ∈ Z \ {0}}∪{(0, 0)}). △

Kompletnost metriqkog prostora

Definicija 8.2.3. Niz (xn)n>1 u metriqkom prostoru (X, d) je Koxi-
jev ako i samo ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za sve m,n > n0

vaжi d(xm, xn) < ε.

Kao i u sluqaju realnih nizova, osnovna motivacija je ispiti-
vaƬe konvergencije i ukoliko nije poznata graniqna vrednost niza.
Analogno sluqaju realnih nizova, dobija se naredno tvr�eƬe.

Lema 8.2.6. Neka je (X, d) metriqki prostor i (xn)n>1 niz taqaka iz X.
(a) Ako je (xn)n>1 Koxijev, onda je ograniqen.
(b) Ako je (xn)n>1 konvergentan, onda je Koxijev.
(v) Svaki podniz Koxijevog niza je Koxijev niz.
(g) Ako je niz (xn)n>1 Koxijev i ako postoji Ƭegov konvergentan po-
dniz, onda je (xn)n>1 konvergentan.

Definicija 8.2.4. Metriqki prostor (X, d) je kompletan (potpun)
ako i samo ako je u Ƭemu svaki Koxijev niz konvergentan.

Prostori R i C, sa standardnom metrikom, su kompletni, dok Q to
nije. Ako je X metriqki prostor sa diskretnom metrikom, Koxijevi
nizovi u Ƭemu su nizovi koji su poqev od nekog qlana konstantni, pa
je i ovaj prostor kompletan. Iz definicije neposredno sledi da je
zatvoren potprostor kompletnog metriqkog prostora tako�e komple-
tan prostor.

Primer 16. Na osnovu primera 7, d1(f, g) =
R 2
−2 |f(x) − g(x)|dx je me-

trika na prostoru C[−2, 2]. Ako je fn(x) =

( −1, za x ∈ [−2,− 1
n ]

nx, za x ∈ (− 1
n ,

1
n )

1, za x ∈ [ 1
n , 2]

,

onda za m > n vaжi 0 6 d1(fm, fn) 6
R 1

n

− 1
n

2dx 6
4
n , pa je niz (fn)n>1

Koxijev u uoqenom metriqkom prostoru. Ako postoji g ∈ C[−2, 2] za
koju d1(fn, g) → 0 kad n→ ∞, kako za m > n vaжi fm(x) = −1 na [−2,− 1

n ]
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i fm(x) = 1 za x ∈ [ 1
n , 2] i kako je integral nenegativne neprekidne

funkcije jednak 0 ako i samo ako je funkcija identiqki jednaka 0,
sledi da je g(x) = −1 za x ∈ [−2, 0) i g(x) = 1 za x ∈ (0, 2]. Me�utim,
onda g ne moжe biti neprekidna u 0 (u svakoj okolini 0 funkcija uzima
vrednosti i −1 i 1). Dakle, C[−2, 2] sa metrikom d1 nije kompletan
metriqki prostor. △

Lema 8.2.7. Metriqki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je
presek proizvoƩnog monotono opadaju�eg niza zatvorenih kugli (u
smislu inkluzije), qiji polupreqnici teжe ka 0, neprazan.

Dokaz. Neka je X kompletan i neka je (K(xn, rn))n>1 niz zatvorenih
kugli, tako da je K(xn, rn) ⊇ K(xn+1, rn+1) za svako n ∈ N i rn → 0
kad n → ∞. Onda za svako m > n0 vaжi K(xm, rm) ⊆ K(xn0 , rn0), pa
je d(xm, xn0) 6 rn0 , tj. za sve m,n > n0 vaжi d(xm, xn) 6 2rn0, pa kako
rn0 → 0 kad n0 → ∞, niz (xn)n>1 je Koxijev. Poxto je X kompletan,
postoji x ∈ X, tako da xn → x kad n → ∞. Kako za svako n > n0

vaжi xn ∈ K(xn0 , rn0) i kako je K(xn0 , rn0) zatvoren skup, sledi da
i x ∈ K(xn0 , rn0), pa x pripada svim qlanovima niza (K(xn, rn))n>1,

odnosno pripada i
∞∩
n=1

K(xn, rn).

Ako X nije kompletan, u Ƭemu postoji Koxijev niz (xn)n>1 koji nije
konvergentan. Kako je uoqeni niz Koxijev, postoji Ƭegov podniz
(xni)i>1, za koji je d(xnk

, xnj ) <
1
2i ako je k, j > i (za proizvoƩno i ∈ N),

a uoqeni podniz je tako�e Koxijev niz (koji, poxto je podniz po-
laznog niza, nije konvergentan). Neka je Ki = K(xni ,

1
2i−1 ) za svako

i ∈ N. Onda je (Ki)i>1 opadaju�i niz zatvorenih kugli qiji polupre-
qnici teжe ka 0 kad i → ∞ (zaista, ako je j > i i y ∈ Kj, onda je
d(y, xni) 6 d(y, xnj ) + d(xnj , xni) 6

1
2j−1 + 1

2i 6
1

2i−1 ). Ukoliko je Ƭihov
presek neprazan i x taqka iz tog preseka, za proizvoƩno j > i vaжi
d(x, xnj ) 6 d(x, xni )+d(xni , xnj ) 6 1

2i−1 + 1
2i = 3

2i , a kako 3
2i → 0 kad i→ ∞,

posledƬe znaqi da xni → x kad n → ∞, xto je kontradikcija. Dakle,
presek uoqenog niza kugli je prazan.

Primetimo da u prethodnom tvr�eƬu presek uoqenog niza zatvorenih
kugli ne moжe sadrжati vixe od jedne taqke prostora X, te je zahtev
da je taj presek neprazan u ovom sluqaju zapravo ekvivalentan zahtevu
da je on jednoqlan.

Primer 17. Ako je je d(m,n) =
n 1 + 1

m+n , ako je m 6= n

0, ako je m = n
, onda je

(N, d) metriqki prostor. Zaista, d(m,n) = d(n,m) i d(m,n) = 0 ⇔
m = n sledi direktno iz definicije, kao i d(m,n) 6 d(m, k) + d(k, n) u
sluqaju da su neka dva od m,n, k jednaki, a i u sluqaju da su m,n, k
po parovima razliqiti nejednakost trougla je zadovoƩena, poxto je
onda d(m,n) 6 2 6 d(m, k) + d(k, n). U uoqenom prostoru K(n, 1 + 1

2n )
je skup {k | k > n} (zaista, jasno je da n pripada uoqenoj kugli, a
ako joj pripada m 6= n, onda je 1 + 1

m+n 6 1 + 1
2n , tj. m > n), pa

423



Metriqki prostori Matematika 1 & 2

je
�
K(n, 1 + 1

2n )
�
n>1

opadaju�i niz qiji je presek prazan. Sledi da

tvr�eƬe prethodne leme ne mora vaжiti ukoliko se izostavi uslov da
polupreqnici uoqenih kugli teжe ka 0. △
Primer 18. U R sa standardnom metrikom, ako je Fn = [n,∞) za
n ∈ N, onda je niz (Fn)n>1 opadaju�i niz zatvorenih skupova, a pritom

je
∞∩
n=1

Fn = ∅. Sliqno, u (0, 2] sa nasle�enom metrikom iz R je Gn =

(0, 1
n ] zatvoren za svako n ∈ N (u pitaƬu je i zatvorena kugla), pa

je (Gn)n>1 opadaju�i niz zatvorenih skupova (zatvorenih kugli qiji

polupreqnici teжe ka 0), a pritom je
∞∩
n=1

Gn = ∅. △

Lema 8.2.8 (Ber). Ako je metriqki prostor (X, d) kompletan i (Ui)i>1

otvoreni skupovi, tako da je Ui = X, onda je
∞∩
i=1

Ui gust u X.

Dokaz. Neka je X kompletan, a x ∈ X i ε > 0 proizvoƩni. Kako je
U1 otvoren i gust u X, postoje x1 ∈ X i r1 > 0 tako da je K(x1,

r1
2 ) ⊆

K(x1, r1) ⊆ U1 ∩K(x, ε). Neka je K1 = K(x1,
r1
2 ). Ako su konstruisani

K1, . . . ,Kn−1 za neko n > 2, kako je Un otvoren i gust u X, postoje xn i
rn <

rn−1

2 , tako da je K(xn,
rn

2 ) ⊆ K(xn, rn) ⊆ Un ∩K(xn−1,
rn−1

2 ). Neka je

Kn = K(xn,
rn

2 ). Jasno je da je Kn ⊇ Kn+1 za svako n ∈ N.
Na prethodno opisan naqin definisan je opadaju�i niz zatvorenih
kugli qiji polupreqnici teжe ka 0, pa kako je X kompletan, na osnovu

leme 8.2.7 postoji x̃ ∈ X, tako da je x̃ ∈ ∞∩
i=1

Ki, a na osnovu konstrukcije

sledi da je x̃ ∈ ∞∩
i=1

Ui ∩K(x, ε). Poxto su x ∈ X i ε > 0 proizvoƩni,

posledƬe znaqi da je
∞∩
i=1

Ui gust u X.

Specijalno, na osnovu prethodne leme sledi da je presek otvorenih
gustih skupova kompletnog metriqkog prostora neprazan, kao i da se
kompletan metriqki prostor ne moжe prikazati kao najvixe prebro-
jiva unija zatvorenih skupova kojima je unutraxƬost prazna.

Lema 8.2.9. Ako je (X, d) kompletan metriqki prostor koji ne sadrжi
izolovane taqke, onda je Ƭegova kardinalnost barem c.

Dokaz. Ako je X konaqan, sastoji se od izolovanih taqaka. Ako je
X = (xn)n>1, za svako n ∈ N su skupovi X \ {xn} otvoreni (poxto je
skup {xn} zatvoren u X) i gusti (poxto xn nije izolovana taqka), pa

je
∞∩
n=1

(X \ {xn}) = ∅, xto protivreqi prethodnoj lemi.

Dakle, ukoliko se kompletan metriqki prostor ne sastoji od izolo-
vanih taqaka, onda sadrжi barem c taqaka. Specijalno, ako je X ko-
mpletan i ∅ 6= A ⊆ X savrxen, onda je A kompletan (kao zatvoren
potprostor kompletnog prostora), pa savrxeni skupovi sadrжe barem
c taqaka. Na primer, u R zatvoreni intervali i Kantorov skup, na
osnovu prethodnog, sadrжe c taqaka. Slobodnije govore�i, komple-
tan metriqki prostor koji se ne sastoji od izolovanih taqaka mora
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biti ,,dovoƩno veliki” u smislu kardinalnosti (tj. sadrжati makar
c taqaka), iako moжe biti male mere (kako je pokazano u komentarima
pre i nakon teoreme 6.2.4, Kantorov skup je Lebegove mere 0, a Ƭe-
gova karakteristiqna funkcija je Riman integrabilna na [0, 1] i Ƭen
integral je jednak 0).
Prate�i ideju konstrukcije realnih brojeva na osnovu racionalnih,
moжemo sprovesti analognu konstrukciju i u sluqaju proizvoƩnog
nekompletnog metriqkog prostora (zapravo, tehniqki deo konstrukcije
je ovde jednostavniji, poxto je ve� pokazana kompletnost R).

Teorema 8.2.1. Ako je (X, d) nekompletan metriqki prostor, postoji
jedinstven (do na izometriju) kompletan metriqki prostor X∗, tako
da je X = X∗.

Dokaz. Za dva Koxijeva niza (xn)n>1 i (yn)n>1 prostora X definiximo
(xn)n>1 ∼ (yn)n>1 ako i samo ako d(xn, yn) → 0 kad n→ ∞. Na prostoru
svih Koxijevih nizova prostora X relacija ∼ je relacija ekviva-
lencije. Zaista, kako niz qiji su svi qlanovi jednaki 0 teжi ka 0,
relacija je refleksivna, kako se nizovi (d(xn, yn))n>1 i (d(yn, xn))n>1

poklapaju, relacija je simetriqna, a kako iz d(xn, yn) → 0 i d(yn, zn) →
0 kad n→ ∞ sledi da d(xn, zn) → 0 kad n→ ∞ (poxto je 0 6 d(xn, zn) 6

d(xn, yn) + d(yn, zn)), relacija je i tranzitivna.
Neka je X prostor klasa ekvivalencija prostora svih Koxijevih ni-
zova prostora X u odnosu na relaciju ∼. Za klase Cx i Cy, sa
predstavnicima klasa (xn)n>1 i (yn)n>1, redom, neka je d∗(Cx, Cy) =
lim
n→∞

d(xn, yn). Kako je |d(xn, yn) − d(xm, ym)| = |d(xn, yn) − d(xn, ym) +

d(xn, ym) − d(xm, ym)| 6 |d(xn, yn) − d(xn, ym)| + |d(xn, ym) − d(xm, ym)| 6

d(yn, ym) + d(xn, xm), a kako su (xn)n>1 i (yn)n>1 Koxijevi nizovi,
posledƬi izraz je proizvoƩno blizak 0 za dovoƩno velike m i n, pa je
niz (nenegativnih) realnih brojeva (d(xn, yn))n>1 Koxijev niz. Poxto
je poƩe realnih brojeva kompletno, sledi da postoji lim

n→∞
d(xn, yn) (i

nenegativan je realan broj). Ako su (x′n)n>1 i (y′n)n>1 predstavnici
klasa Cx i Cy, onda je |d(xn, yn) − d(x′n, y

′
n)| = |d(xn, yn) − d(xn, y

′
n) +

d(xn, y
′
n) − d(x′n, y

′
n)| 6 |d(xn, yn) − d(xn, y

′
n)| + |d(xn, y′n) − d(x′n, y

′
n)| 6

d(yn, y
′
n) + d(xn, x

′
n), a kako (xn)n>1 i (x′n)n>1, kao i (yn)n>1 i (y′n)n>1,

pripadaju istoj klasi ekvivalencije prostora Koxijevih nizova, vaжi
d(xn, x

′
n) → 0 i d(yn, y

′
n) → 0 kad n → ∞, pa je lim

n→∞
d(xn, yn) =

lim
n→∞

d(x′n, y
′
n). Dakle, funkcija d∗ je dobro definisana (dodeƩuje kla-

sama nenegativan realan broj qija vrednost ne zavisi od izabranih
predstavnika klasa).
Neka su (xn)n>1, (yn)n>1, (zn)n>1 predstavnici klasa Cx, Cy, Cz, re-
dom. Vaжi d∗(Cx, Cy) = 0 ako i samo ako d(xn, yn) → 0 kad n → ∞, tj.
ako i samo ako (xn)n>1 i (yn)n>1 pripadaju istoj klasi ekvivalencije,
odnosno ako i samo ako je Cx = Cy. Kako je d(xn, yn) = d(yn, xn), vaжi
d∗(Cx, Cy) = lim

n→∞
d(xn, yn) = lim

n→∞
d(yn, xn) = d∗(Cy , Cx). Analogno, vaжi
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d∗(Cx, Cy) + d∗(Cy , Cz) = lim
n→∞

d(xn, yn) + lim
n→∞

d(yn, zn) = lim
n→∞

(d(xn, yn) +

d(yn, zn)) > lim
n→∞

d(xn, zn) = d∗(Cx, Cz) (primetimo da egzistencija svih

graniqnih vrednosti koje se pojavƩuju u ovom delu sledi iz zakƩuqaka
prethodnog pasusa). Dakle, funkcija d∗ na X jeste metrika.

Ako je x ∈ X, niz (xn)n>1 za koji je xn = x za svako n > 1 je Koxijev i u
gore opisanoj konstrukciji je predstavnik jedne od klasa. Tako�e, ako
neka klasa sadrжi konstantan niz, ta konstanta je element prostora
X, a ako su Cx, odnosno Cy, klase kojima pripadaju nizovi konstantno
jednaki x, odnosno y, onda je d∗(Cx, Cy) = lim

n→∞
d(x, y) = d(x, y), tj. pro-

stor X♯, klasa ekvivalencija koje sadrжe neki konstantan niz je izo-
metriqan prostoru X. Za dovrxetak dokaza dovoƩno je jox pokazati
da je X♯ = X i da je X kompletan (zaista, kompletiraƬe prosto-
ra X♯ mora sadrжati sve Ƭegove taqke nagomilavaƬa, a ako je tako
dobijen prostor kompletan, sledi celokupno tvr�eƬe (izometrija je
relacija ekvivalencije na klasi metriqkih prostora)). Neka je Cx ∈ X
i (xn)n>1 predstavnik te klase. Kako je uoqeni niz Koxijev, za svako
ε > 0 postoji n0, tako da je d(xn, xn0) < ε, pa ako je Cxn0

klasa qiji je

predstavnik niz koji je konstantno jednak xn0 (te stoga pripada X♯),
vaжi d∗(Cx, Cxn0

) = lim
n→∞

d(xn, xn0) 6 ε < 2ε, a kako je ε > 0 proizvoƩno,

sledi da je X♯ gust u X .

Ako je (Cxn)n>1 Koxijev niz u X , poxto je X♯ gust u X , za svako n ∈ N
postoji Cyn ∈ X♯ (pri qemu klasi Cyn pripada niz koji je konsta-
ntno jednak yn), tako da je d∗(Cxn , Cyn) < 1

n , a kako je d∗(Cym , Cyn) 6

d∗(Cyn , Cxn)+d∗(Cxn , Cxm)+d∗(Cxm , Cym) < 1
n +d∗(Cxn , Cxm)+ 1

m za svako
m,n ∈ N, sledi i da je (Cyn)n>1 Koxijev niz u X , pa je (yn)n>1 Koxijev
niz u X. Ako je Cy klasa kojoj pripada niz (yn)n>1, onda za svako n ∈ N
vaжi d∗(Cxn , Cy) 6 d∗(Cxn , Cyn) + d∗(Cyn , Cy) 6

1
n + d∗(Cyn , Cy), pa poxto

je (yn)n>1 Koxijev, za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za n > n0

vaжi d∗(Cxn , Cy) 6
1
n + ε, odakle, za dovoƩno veliko n (poxto 1

n → 0
kad n→ ∞) sledi d∗(Cxn , Cy) < 2ε. Dakle, u X niz (Cxn)n>1 konvergira
ka Cy, pa je X kompletan prostor.

Uobiqajno je da se metrika d i metrika d∗ dobijena prethodnom ko-
nstrukcijom (definisana na xirem prostoru) obeleжavaju na isti
naqin. Naravno, proizvoƩan metriqki prostor se moжe utopiti u
beskonaqno mnogo kompletnih metriqkih prostora, no po rezultatu
prethodne teoreme jedinstven je prostor u kojem je polazni prostor
gust (na primer, Q sa standardnom metrikom se moжe utopiti u Rn,
za svako n > 1, ali je samo u R prostor Q i gust). Primetimo da uko-
liko se konstrukcija iz dokaza prethodne teoreme sprovede na pro-
storu koji je ve� kompletan, rezultuju�i prostor �e mu biti izo-
metriqan. Iako prethodni dokaz idejno prati konstrukciju realnih
brojeva na osnovu racionalnih (videti odgovaraju�e poglavƩe u delu
3.1), on nije i uopxteƬe te konstrukcije, poxto smo u Ƭemu bitno ko-
ristili kompletnost poƩa R (a vidimo i da sliqne konstrukcije imaju
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smisla i ako bi umesto metrike posmatrali funkciju sa vrednostima u
nekom drugom kompletnom prostoru). PostavƩa se i pitaƬe upotrebne
vrednosti prethodnog rezultata budu�i da u opxtem sluqaju rad sa
klasama ekvivalencija apstraktnih objekata nije prijatan, te se qesto
vi�a da se ,,pogodi” xta je kompletiraƬe, tako xto se uoqi kompletan
prostor u kojem je polazni prostor gust.

Primer 19. U primeru 16 je pokazano da prostor C[−2, 2] sa d1

metrikom nije kompletan. Kako za svako ε > 0 i svako f ∈ R[−2, 2]

postoji g ∈ C[−2, 2], tako da je
R 2
−2 |f(x) − g(x)|dx < ε, kompletiraƬe

tog prostora sadrжi R[−2, 2], a poxto navedena metrika ima smisla
samo sa takve funkcije, sledi da je kompletiraƬe navedenog prostora
R[−2, 2]/ ∼, gde je ∼ relacija (ekvivalencije) na R[−2, 2], gde je f ∼ g

ako i samo ako je
R 2
−2 |f(x) − g(x)|dx = 0. △

Primer 20. Ako je X = (0,∞) sa standardnom metrikom nasle�enom
iz R, onda je niz ( 1

n )n>1 Koxijev, funkcija f(x) = 1
x neprekidna, a niz

(f( 1
n ))n>1 = (n)n>1 nije Koxijev. Me�utim, za proizvoƩne metriqke

prostore (X, dX) i (Y, dY ), ako je f : X → Y ravnomerno neprekidna
na X i (an)n>1 Koxijev niz u X, onda je (f(an))n>1 Koxijev niz u Y .
Zaista, na osnovu ravnomerne neprekidnosti sledi da za proizvoƩno
ε > 0 postoji δ > 0 tako da iz dX(x1, x2) < δ sledi dY (f(x1), f(x2)) <
ε, a kako je (an)n>1 Koxijev, postoji n0 tako da za m,n > n0 vaжi
dX(am, an) < δ, pa za m,n > n0 vaжi dY (f(am), f(an)) < ε.
Iz prethodnog moжemo zakƩuqiti i da je f : X → Y ravnomerno
neprekidna na X ako i samo ako za proizvoƩne nizove (an)n>1, (bn)n>1

u X, takve da dX(an, bn) → 0 kad n → ∞, vaжi dY (f(an), f(bn)) → 0 kad
n→ ∞. Zaista, prvi smer sledi iz prethodnog razmatraƬa, a, obrnu-
to, ukoliko f nije ravnomerno neprekidna na X, onda postoje ε > 0,
x ∈ X i niz (bn)n>1 u X, tako da je dX(x, bn) < 1

n i dY (f(x), f(bn)) > ε
za svako n ∈ N, pa ako je an = x za n ∈ N, onda dX(an, bn) → 0 kad
n → ∞, dok je dY (f(an), f(bn)) > ε za svako n ∈ N, xto protivreqi
pretpostavci. Iz dobijenog neposredno sledi i da ako je f : A → Y
ravnomerno neprekidna na A ⊆ X, gde je X metriqki, a Y kompletan
metriqki prostor, postoji jedinstvena ravnomerno neprekidna ekste-
nzija funkcije f , definisana na A.
Primetimo i da je R (sa standardnom metrikom) kompletan, f(x) =
arctgx neprekidna funkcija na R i vaжi f(R) = (−π

2 ,
π
2 ), xto nije ko-

mpletan prostor, te u opxtem sluqaju neprekidna slika kompletnog
prostora ne mora biti kompletan prostor. △
Iz prethodnog primera vidimo da niz (n)n>1 nije Koxijev u standa-
rdnoj metrici R, a jeste u R sa metrikom d′(x, y) = arctg(x, y) (sliqan

zakƩuqak vaжi i za metriku d′′(x, y) = |x−y|
1+|x−y|), a posledƬe su, na osno-

vu rezultata leme 8.1.3 i komentara nakon Ƭe, ekvivalentne, te niz
koji je Koxijev u nekoj metrici, ne mora biti takav i u metrici
koja joj je ekvivalentna. Sa druge strane, trivijalno, ako je Koxi-
jev u nekoj metrici, takav je i u metrici koja joj je jako ekviva-
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lentna. Sliqan zakƩuqak se dobija za ravnomernu neprekidnost neke
funkcije. PosledƬe, po prethodnim rezultatima i komentarima, daje
priliqno dobar rezultat u sluqaju rada sa normiranim vektorskim
prostorima konaqne dimenzije (za metriku indukovanu normom). Na
osnovu definicije topologije na proizvod prostoru, direktno sledi
da je X1×X2 kompletan ako i samo ako su kompletni metriqki prosto-
ri X1 i X2, gde je metrika na proizvodu definisana kao u primeru 5
(a kako je ta metrika jako ekvivalentna sa metrikom d2, definisanom
neposredno pre leme 8.2.5, prethodno se prenosi i na tu metriku).
Naravno, prethodno se direktno prenosi i na proizvod konaqno mnogo
metriqkih prostora, a nije texko videti da se prenosi i na prebro-
jiv proizvod, sa metrikom definisanom na naqin opisan prilikom
definisaƬa topoloxke strukture na proizvodu prostora (videti ko-
mentare date pre leme 8.2.5).

Egzistencija fiksne taqke preslikavaƬa

RexeƬe jednaqine f(x) = x, gde je f : X → X, a (X, d) metriqki pro-
stor, se (iz jasnih razloga) naziva fiksna taqka te funkcije, a ta-
kva funkcija se naziva kontrakcija (saжimaƬe) (na X) ako postoji
q ∈ (0, 1), tako da za sve x, y ∈ X vaжi d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y) (uko-
liko se жeli naglasiti vrednost ,,koeficijenta saжimaƬa”, obiqno
se prethodno preslikavaƬe naziva i q-kontrakcija).

Teorema 8.2.2 (Banahov stav o fiksnoj taqki). Neka je (X, d) ko-
mpletan metriqki prostor i f : X → X kontrakcija. Onda postoji
jedinstvena taqka x̃ ∈ X za koju je f(x̃) = x̃.

Dokaz. Neka je x0 ∈ X i xn+1 = f(xn) za n ∈ N0. Ako je f(x) kontra-
kcija (sa faktorom q), za n ∈ N vaжi d(xn+2, xn+1) = d(f(xn+1), f(xn)) 6

qd(xn+1, xn), pa za n ∈ N vaжi d(xn+1, xn) 6 qnd(x1, x0).

Sledi da za n > n0, k ∈ N vaжi d(xn+k, xn) 6
n+k−1P
i=n

d(xi, xi+1) 6

n+k−1P
i=n

qid(x1, x0) 6
∞P
i=n0

qid(x1, x0) = qn0

1−q ·d(x1, x0), pa kako posledƬi izraz

teжi ka 0 kad n0 → ∞, sledi da je niz (xn)n∈N0 Koxijev u X. Kako je
X kompletan, sledi da postoji x̃, tako da xn → x̃ kad n→ ∞.
Primetimo da je svaka kontrakcija i neprekidna funkcija. Puxta-
Ƭem n → ∞ u xn+1 = f(xn), dobija se x̃ = lim

n→∞
xn+1 = lim

n→∞
f(xn) =

f( lim
n→∞

xn) = f(x̃), tj. x̃ zadovoƩava traжeni uslov. Ako bi postojala

x̄ 6= x̃ koja bi zadovoƩavala f(x̄) = x̄, iz uslova kontrakcije bi sledilo
d(x̃, x̄) = d(f(x̃), f(x̄)) 6 qd(x̃, x̄), pa kako je d(x̃, x̄) 6= 0, dobili bi da je
1 6 q, xto je nemogu�e, pa je uoqena taqka i jedinstvena.

Jasno je da �e prethodna teorema sluжiti prilikom utvr�ivaƬa egzi-
stencije rexeƬa jednaqina, pre svega u sluqajevima u kojima je nepri-
jatno ili nemogu�e eksplicitno ih rexiti. ƫena velika prednost je
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jasna intuicija (obiqno se, prilikom prvog prezentovaƬa, motivixe
tako xto se karta nekog podruqja, u maƬoj razmeri, postavi tako da u
potpunosti pripada karti u ve�oj razmeri i postavi pitaƬe da li po-
stoji taqka koja na obe karte oznaqava isto mesto), velika mogu�nost
primene i uopxtavaƬa (deo toga �emo videti u nastavku teksta), ali
i mogu�nost pribliжnog odre�ivaƬa rexeƬa odgovaraju�e jednaqi-
ne, poxto konstruisani niz (xn)n>1 konvergira ka rexeƬu x̃ (a po
pokazanom u teoremi, d(xn, x̃) se proceƬuje izrazom oblika C ·qn, gde je
C konstanta koja zavisi od poqetnog qlana niza i koeficijenta kontra-
kcije q, tj. grexka teжi ka 0 eksponencijalnom brzinom pri n→ ∞).

Primer 21. Ako je a0 = α > 0 i an+1 = f(an) za n > 0, gde je f(x) = 1
2 ·

(x+α
x ), odnosno ako je u pitaƬu niz iz primera 10 glave 3, po pokazanom

u tom primeru je an ∈ [
√
α,∞) za n > 1, a kako je f ′(x) = 1

2 (1− α
x2 ), xto

na [
√
α,∞) uzima vrednosti iz [ 0, 1

2 ), na osnovu Lagranжove teoreme

sledi |f(x)− f(y)| 6
|x−y|

2 za x, y ∈ [
√
α,∞). Na osnovu Banahovog stava

o fiksnoj taqki, sledi da niz (an)n>0 konvergira. △
Vidimo da prethodna teorema daje odgovor i u sluqajevima u kojima
je mogu�e eksplicitno odrediti graniqnu vrednost niza, ali, sa je-
dnakim naporom, i u sluqajevima u kojima je to neprijatno uraditi.

Primer 22. Neka je x0 > 0 i xn+1 = 1√
1+xn

. Svi qlanovi niza su

nenegativni, a ako je f(x) = 1√
1+x

, za x, y > 0, na osnovu Lagranжove

teoreme vaжi |f(x)− f(y)| 6 |f ′(ξ)| · |x− y| za neko ξ izme�u x i y. Kako
je f ′(x) = − 1

2 · 1

(1+x)
3
2

, vaжi |f ′(x)| 6
1
2 za x ∈ (0,∞). Sledi da je

f : [0,∞) → [0,∞) kontrakcija, pa na osnovu Banahovog stava o fiksnoj
taqki sledi da je niz (xn)n∈N0 konvergentan. △
Primer 23. Dokaжimo da jednaqina y + ε sin y = x, gde je ε ∈ (0, 1)
(Keplerova jednaqina) za svako x ∈ R ima jedinstveno rexeƬe. Ako je
F (y) = x−ε sin y, onda F : R → R i vaжi |F (y1)−F (y2)| = ε·| sin y1−sin y2| =
ε · | cos ξ · (y2 − y1)| 6 ε · |y2 − y1| (primeƬena je Lagranжova teorema na
funkciju sinx), pa kako je ε ∈ (0, 1), preslikavaƬe F je kontrakcija na
R. Kako je R kompletan, na osnovu Banahovog stava o fiksnoj taqki,
sledi da jednaqina F (y) = y ima jedinstveno rexeƬe, a to rexeƬe je
i rexeƬe uoqene jednaqine. △
Primer 24. Ako je f : [0,∞) → [0,∞) definisana sa f(x) =

√
x2 + 1,

onda za x 6= y vaжi |f(x) − f(y)| = |
√
x2 + 1 −

p
y2 + 1| = |x2−y2|√

x2+1+
√
y2+1

=

|x− y| · x+y√
x2+1+

√
y2+1

< |x − y| (jer je
√
x2 + 1 > x). Dakle, u metriqkom

prostoru [0,∞), sa metrikom d nasle�enom iz R (u toj metrici ovo je
kompletan prostor), vaжi d(f(x), f(y)) < d(x, y). Me�utim, jednaqina
f(x) = x nema rexeƬa. Sledi da ne postoji q ∈ (0, 1), tako da je
d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y) za svako x, y ∈ [0,∞), inaqe bi, na osnovu Ba-
nahovog stava, postojala fiksna taqka preslikavaƬa f . △
Prethodni primer pokazuje da se uslov iz definicije kontrakcije (sa
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koeficijentom q), odnosno uslov d(f(x), f(y)) 6 qd(x, y), za neko q ∈ (0, 1)
i svako x, y, u opxtem sluqaju ne moжe zameniti uslovom d(f(x), f(y)) <
d(x, y), a da pritom tvr�eƬe Banahovog stava o fiksnoj taqki ostane
na snazi (po literaturi se qesto vi�a da se posledƬi uslov naziva
,,slaba kontrakcija”, a uslov q-kontrakcije ,,jaka kontrakcija”).

Primer 25. Ako je f : [0,∞) → [0,∞) definisana sa f(x) = x
1+x , vaжi

|f(x) − f(y)| = |x−y|
(1+x)(1+y) < |x − y|, za x, y > 0, x 6= y, a kako f(x)−f(0)

x−0 =
1

x+1 → 1 kad x→ 0+, ne postoji q ∈ (0, 1), tako da je |f(x)−f(y)| 6 q|x−y|
za sve x, y ∈ [0,∞). Ipak, jednaqina f(x) = x ima rexeƬe. △

Norma na prostoru linearnih preslikavaƬa

U glavi 7 je definisan prostor L(U, V ), gde su U i V vektorski pro-
stori (nad istim poƩem skalara P) i opisana Ƭegova algebarska stru-
ktura. U definiciji 2.3.1 je definisan pojam norme (ukoliko P = R
ili P = C), te se postavƩa pitaƬe da li se, u sluqaju da su U i V i
normirani (nad istim poƩem skalara), na L(U, V ) moжe ,,na prirodan
naqin” definisati norma (naravno, norma se moжe definisati na vixe
naqina, recimo, kao u primeru 8 glave 2). Tako�e, ako su U i V normi-
rani vektorski prostori, na Ƭima je definisana i metrika (indukova-
na tom normom), te se postavƩa pitaƬe i neprekidnosti preslikavaƬa
iz U u V , a po rezultatima dobijenim pri radu sa funkcijama jedne
realne promenƩive (deo 4.3), oqekujemo da su linearna preslikavaƬa
(ravnomerno) neprekidna (u sluqaju takvih preslikavaƬa na normi-
ranom vektorskom prostoru konaqne dimenzije).

Definicija 8.2.5. Ako su U i V normirani vektorski prostori ko-
naqne dimenzije (nad istim poƩem skalara) i A ∈ L(U, V ), neka je
‖A‖ = sup

‖u‖61

‖Au‖.

Primetimo da za u 6= 0 vaжi
A� u

‖u‖
� = ‖Au‖

‖u‖ , pa je ‖A‖ = sup
u6=0

‖Au‖
‖u‖ , tj.

‖A‖ je najmaƬa nenegativna konstanta za koju je ‖Au‖ 6 ‖A‖‖u‖ za svako
u ∈ U (naravno, u posledƬoj vezi ‖u‖ predstavƩa normu u prostoru U ,
a ‖Au‖ u prostoru V ). Tako�e je ‖A‖ = sup

‖u‖=1

‖Au‖.

Lema 8.2.10. Neka su m,n, k ∈ N i U, V,W normirani vektorski pro-
stori (nad istim poƩem skalara), tako da je dimU = n, dimV = m,
dimW = k.
(a) Ako je A ∈ L(U, V ), onda je ‖A‖ <∞ i A je ravnomerno neprekidno.
(b) Ako je A,B ∈ L(U, V ) i α skalar, onda je ‖A + B‖ 6 ‖A‖ + ‖B‖ i
‖αA‖ = |α| · ‖A‖.
(v) Ako je A ∈ L(V,W ) i B ∈ L(U, V ), onda je ‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖.

Dokaz. (a) Ako je (ei)
n
i=1 baza prostora U i u =

nP
i=1

αiei, tako da je

‖u‖ 6 1, onda je |αi| 6 1 za 1 6 i 6 n, pa je ‖Au‖ =
 nP
i=1

αiAei
 6

430



Matematika 1 & 2 Metriqki prostori

nP
i=1

|αi|‖Aei‖ 6
nP
i=1

‖Aei‖, te je ‖A‖ 6
nP
i=1

‖Aei‖ <∞. Kako je ‖Au1−Au2‖ =

‖A(u1−u2)‖ 6 ‖A‖ ·‖u1−u2‖ za sve u1, u2 ∈ U , sledi da je A ravnomerno
neprekidno.
(b) Kako je ‖(A + B)u‖ = ‖Au + Bu‖ 6 ‖Au‖ + ‖Bu‖ 6 (‖A‖ + ‖B‖)‖u‖
za svako u ∈ U , uzimaƬem supremuma po {u | ‖u‖ 6 1}, sledi ‖A+ B‖ 6

‖A‖ + ‖B‖, dok trivijalno vaжi ‖αA‖ = |α| · ‖A‖.
(v) Kako je ‖(AB)u‖ = ‖A(Bu)‖ 6 ‖A‖ · ‖Bu‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖ · ‖u‖ za svako
u ∈ U , uzimaƬem supremuma po {u | ‖u‖ 6 1}, sledi ‖AB‖ 6 ‖A‖·‖B‖.
Kako je ‖A‖ = 0 ako i samo ako je A identiqki jednak 0, na osnovu
dela (b) prethodne leme sledi da je prethodnom definicijom dobija
norma na prostoru L(U, V ) (xto, izme�u ostalog, opravdava oznaku iz
te definicije). Naravno, onda je definisana i metrika indukovana
tom normom (rastojaƬe preslikavaƬa A i B u toj metrici je ‖A−B‖).
Primer 26. Ako su A,B : R2 → R2 → R2 definisani sa A(x, y) = (x, 0),
B(x, y) = (0, y), za x, y ∈ R, onda je A,B ∈ L(R2,R2) i ‖A‖ = ‖B‖ = 1 (pri
qemu na R2 posmatramo standardnu normu), dok je ‖BA‖ = 0, te se u
delu (v) prethodne leme moжe dobiti stroga nejednakost. △
Primetimo da se pojam norme preslikavaƬa uveden u prethodnoj
definiciji moжe razmatrati i u sluqaju da su U i V proizvoƩni
vektorski prostori (nad istim poƩem skalara), bez zahteva da su po-
smatrani prostori konaqne dimenzije (kako je u glavama 9, 10 i 11
osnovni ciƩ rad sa preslikavaƬima na prostorima konaqne dimenzi-
je, u ovom tekstu taj sluqaj ima posebnu vaжnost, te je izdvojen). Na-
ravno, onda izraz ‖A‖ = sup

‖u‖61

‖Au‖ = sup
‖u‖=1

‖Au‖ ne mora biti konaqan

(recimo, ako je u ∈ cK(P), gde je cK(P) prostor iz primera 4 glave 7,

onda je u =
kP
i=1

αnie
ni, za neko k ∈ N i neke αn1 , . . . , αnk

∈ P, nije texko

proveriti da je ‖u‖1 =
kP
i=1

|αni | norma na cK(P); ako je D linearno

preslikavaƬe, odre�eno sa D(en) = nen (skup (en)n>1 je baza cK(P)),

vaжi ‖Den‖1

‖en‖1
= n → ∞, kad n → ∞), te se name�e potreba izdvajaƬa

skupa svih linearnih preslikavaƬa iz U u V za koje je posmatrani
izraz konaqan. Taj skup se naziva prostor ograniqenih linearnih
preslikavaƬa (iz U u V ), u oznaci B(U, V ) (kao i u sluqaju linea-
rnih operatora, u sluqaju U = V , koristi se oznaka B(U)), a ovakva
oznaka potiqe od reqi (engleskog porekla) koja oznaqava ograniqenost
(bounded). Zapravo, kƩuqno kod takvih preslikavaƬa je xto predsta-
vƩaju neprekidna preslikavaƬa (tj. vaжi A ∈ B(U, V ) ako i samo ako
je A linearno i A ∈ C(U, V ); zaista, ako je A ograniqeno, onda je
‖Au − Av‖ = ‖A(u − v)‖ 6 ‖A‖ · ‖u − v‖ (zapravo, vidimo da je prenet
zakƩuqak dela (a) prethodne leme), dok, ako je A neprekidno i ε > 0,
postoji δ > 0, tako da za ‖u‖ 6 δ vaжi ‖Au‖ = ‖Au − A0‖ < ε, pa
za u, tako da je ‖u‖ = 1, vaжi ‖A(δu)‖ < ε, odakle je ‖Au‖ < ε

δ , tj.
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‖A‖ 6 ε
δ ). Dakle, ako je A ∈ B(U, V ), prenose se zakƩuqci dobijeni

u sluqaju prostora konaqne dimenzije, koji su dobijeni na osnovu
neprekidnosti, poput delova (b) i (v) prethodne leme (zapravo, vidimo
da kƩuqna izmena nastaje ako je dimU = ∞, poxto, inaqe, moжemo po-
smatrati preslikavaƬe iz X u A(X)), te je i B(U, V ) normiran vekto-
rski prostor, sa gore opisanom normom, pa je opravdano xto je i taj
skup nazvan prostor (a u sluqaju dimU < ∞ se taj prostor poklapa
sa L(U, V )). Zbog navedenih razloga �emo i u dokazima nastavka ovog
dela akcenat baciti na sluqaj prostora konaqne dimenzije.

Lema 8.2.11. Neka je U normiran vektorski prostor i dimU = n ∈ N.
(a) Ako su A,B ∈ L(U), pri qemu je A invertibilan i ‖B−A‖·‖A−1‖ < 1,
onda je i B invertibilan.
(b) Skup invertibilnih operatora je otvoren (u metrici indukovanoj
normom prostora L(U)).
(v) PreslikavaƬe definisano na skupu invertibilnih operatora u
L(U), koje operatoru A dodeƩuje A−1, je neprekidno (u metrici indu-
kovanoj normom prostora L(U)).

Dokaz. (a) Po uslovima je b = ‖B − A‖ < 1
‖A−1‖ = a, pa za svako u ∈ U

vaжi a‖u‖ = a‖A−1Au‖ 6 a‖A−1‖ · ‖Au‖ = ‖Au‖ 6 ‖(A − B)u‖ + ‖Bu‖ 6

b‖u‖+ ‖Bu‖, odnosno (a− b)‖u‖ 6 ‖Bu‖. Kako je a− b > 0, sledi Bu 6= 0
za ‖u‖ 6= 0, pa je B injektivan, a kako je dimU = n <∞, na osnovu leme
7.1.6 je B i invertibilan.
(b) Kako zakƩuqak dela (a) vaжi za sve B za koje je ‖B−A‖ < 1

a , sledi
da je skup invertibilnih operatora otvoren.
(v) Zamenom u = B−1v u vezu dobijenu u dokazu dela (a) dobija se
(a− b)‖B−1v‖ 6 ‖v‖, za svako v ∈ U , pa je ‖B−1‖ 6

1
a−b . Iz B−1 −A−1 =

B−1(A − B)A−1 sledi ‖B−1 − A−1‖ 6 ‖B−1‖ · ‖A − B‖ · ‖A−1‖ 6 b
a(a−b) ,

odakle sledi tvr�eƬe dela (v), poxto b = ‖A−B‖ → 0 kad B → A.

Primetimo i da, ako su U = Rm i V = Rn, sa standardnom metrikom
(videti primer 4), (ei)

n
i=1 i (fi)

m
i=1 baze prostora U i V , redom, A ∈

L(Rn,Rm), pri qemu je (A)e,f = (ai,j)16i6n,16j6m (matriqno predsta-
vƩaƬe A u uoqenim bazama), na osnovu nejednakosti Koxi–Xvarc–
BuƬakovskog (videti deo (b) leme 7.5.1), sledi da za proizvoƩno u =
nP
i=1

αiei ∈ U vaжi ‖Au‖2 =
mP
i=1

� nP
j=1

ai,jαj
�2

6
mP
i=1

� nP
j=1

a2
i,j ·

nP
j=1

α2
j

�
= ‖u‖2

2 ·P
i,j

a2
i,j, pa je ‖A‖ 6

�P
i,j

a2
i,j

� 1
2
, tj. u ovom sluqaju dobijamo procenu ‖A‖

preko elemenata matrice koja reprezentuje to preslikavaƬe. Iz po-
sledƬe procene sledi i da, ako je X metriqki prostor, a ai,j : X → P
neprekidne za sve 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m (gde je P ∈ {R,C} poƩe skalara),
preslikavaƬe A(x) = (ai,j(x))16i6n,16j6m je neprekidno (iz X u L(U, V )).

Kako je L(U, V ) normiran vektorski prostor, u nastavku �e prirodno
nastati potreba za razmatraƬem L(W,L(U, V )), gde su U, V,W normi-
rani vektorski prostori (nad istim poƩem skalara), posmatranog kao
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preslikavaƬe odgovaraju�ih normiranih prostora (kao i sloжenijim
varijantama prethodnog izraza), gde na prostoru linearnih preslika-
vaƬa podrazumevamo normu definisanu na prethodno opisan naqin. U
pomenutom sluqaju, posledƬe znaqi da je definisano A(w, u), za sve
w ∈ W , u ∈ U , tako da je Aw(u) = A(w, u) : U → V linearno presli-
kavaƬe (za svako fiksno w ∈ W ). Po pitaƬu norme, definisane na
gore opisani naqin, vaжi ‖Aw‖ = sup

‖u‖=1

‖A(w, u)‖, pa je norma uoqenog

preslikavaƬa iz L(W,L(U, V )) jednaka sup
‖u‖=1,‖w‖=1

‖A(u,w)‖ (zbog ho-

mogenosti, prethodno je jednako sup
‖w‖6=0,‖u‖6=0

‖A(w,u)‖
‖w‖·‖u‖ ; naravno, u bro-

jiocu prethodnog izraza deluje norma prostora V , a na vektore u,w
norme prostora U,W , redom, no i ovde i na daƩe �emo izostavƩati to
naglaxavaƬe u sluqajevima u kojima je jasno koja je norma u pitaƬu).
Prethodno motivixe narednu definiciju i naredno tvr�eƬe.

Definicija 8.2.6. Ako su U1, . . . , Un, V , gde je n ∈ N, vektorski pro-
stori nad istim poƩem skalara, konaqne dimenzije, preslikavaƬe A :
U1 × . . .×Un → V se naziva multilinearno (vixelinearno) ako su, za
svako 1 6 k 6 n, linearna preslikavaƬa iz Uk u V , za proizvoƩne fi-
ksne vrednosti preostalih n−1 promenƩivih. Prostor takvih presli-

kavaƬa oznaqavamo sa L(U1, . . . , Un, V ), a izraz sup
‖ui‖=1,16i6n

‖A(u1,...,un)‖
‖u1‖·...·‖un‖ se

naziva norma uoqenog multilinearnog preslikavaƬa.

Direktno se prenose komentari analogni datim u sluqaju linearnih
preslikavaƬa (zapravo, vidimo da se u sluqaju n = 1 prostor iz pre-
thodne definicije poklapa sa L(U1, V ), xto i pravada xto je u ovom
sluqaju izabrana ista oznaka). Recimo, prethodni supremum se mogao
uzeti po skupu {(u1, . . . , un) |uk 6= 0, 1 6 k 6 n}, ni ovaj put nije na-
glaxavano koja norma deluje na koji vektor, a pravolinijski se (po
ugledu na dokaz leme 8.2.10) pokazuje da L(U1, . . . , Un, V ) predstavƩa
vektorski prostor (sa istim poƩem skalara kao i u navedenim pro-
storima), a da gore uvedeni izraz zaista predstavƩa normu. Tako�e,
prenose se i komentari vezani za uopxteƬa vezana u sluqaju da neki od
prostora U1, . . . , Un nije konaqne dimenzije, te se u tom sluqaju pro-
stor multilinearnih preslikavaƬa za koje je posmatrani supremum
konaqan naziva prostor ograniqenih multilinearnih preslikavaƬa,
u oznaci B(U1, . . . , Un, V ). I ovde je kƩuqno xto su takva preslikavaƬa
neprekidna (pripadaju C(U1 × . . .×Un, V ), a skup multilineranih pre-
slikavaƬa iz C(U1× . . .×Un, V ) je upravo B(U1, . . . , Un, V )). Ukoliko se
жeli naglasiti broj qinilaca u multilinearnom preslikavaƬu, ko-
risti se i naziv n-linearno preslikavaƬe (za pripadnike prostora
L(U1, . . . , Un, V )), a za 2-linearna (tj. preslikavaƬa iz L(U1, U2, V )) se
koristi i naziv bilinearna.

Primer 27. Na osnovu delova (v), (g) i (d) teoreme 7.3.1 (videti
i komentare nakon Ƭe), determinanta je multilinearno preslikavaƬe
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(zaista, determinanta matrice iz Mn(P), gde je n ∈ N i P ∈ {R,C},
je takvo preslikavaƬe, za U1 = . . . = Un = Pn i V = P), a ako se P i
Pn posmatraju kao normirani vektorski prostori, ima smisla ispi-
tivati normu tog preslikavaƬa. Uradimo to u sluqaju P = R, gde se

na Rn posmatra standardna norma (tj. ‖(x1, . . . , xn)‖2 =
È
x2

1 + . . .+ x2
n).

Dokaжimo da vaжi | detA| 6
nQ
i=1

‖A(k)
i ‖2, gde je A ∈ Mn(R

2), a A
(k)
i , za

1 6 i 6 n, su kolone matrice A. Ako je A singularna, navedena ne-

jednakost je trivijalna. Inaqe, (A
(k)
i )ni=1 je baza Rn, pa se sprovo-

�eƬem Gram–Xmitovog postupka (teorema 7.5.1) dobija ortonormi-

rana baza (ui)
n
i=1, tako da je L ({u1, . . . , uj}) = L ({A(k)

1 , . . . , A
(k)
j }), za

svako 1 6 j 6 n. Ako je U ∈ Mn(R) matrica qije su kolone u1, . . . , un,
tim redom, posledƬe znaqi da je U ortogonalna, a B = U−1A gorƬe
trougaona (zaista, za svako 1 6 j 6 n se prvih j vektora standa-

rdne baze slika u L ({u1, . . . , uj}) = L ({A(k)
1 , . . . , A

(k)
j }), pa navedena

veza izme�u lineala govori da je slika tih j vektora matricom U−1A
opet u Ƭihovom linealu; zapravo, element matrice U−1A na mestu

(i, j), gde je 1 6 i, j 6 n, je 〈A(k)
j , ui〉 i jednak je 0 za i > j, tj. vaжi

A
(k)
j =

jP
i=1

〈A(k)
j , ui〉ui, za svako 1 6 j 6 n). Sledi | detA|2 = | detATA| =

det |BTUTUB| = | detBTB| = | detB|2, a kako je B gorƬe trougaona ma-

trica, vaжi | detA|2 =
nQ
j=1

|〈A(k)
j , uj〉|2 6

nQ
j=1

� jP
i=1

|〈A(k)
i , ui〉|2

�
=

nQ
j=1

‖A(k)
j ‖2

2

(iz prethodnog sledi i da se jednakost dostiжe ako i samo ako je

〈A(k)
i , A

(k)
j 〉 = 0, za sve i 6= j). No, iz pokazanog sledi da je determi-

nanta ograniqeno multilinearno preslikavaƬe, norme jednake 1. △
Nejednakost pokazana u prethodnom primeru se naziva nejednakost
Adamara (zapravo, za to ime se obiqno vezuje i varijanta te neje-
dnakosti u Cn, kao i neka uopxteƬa). PosledƬe znaqi da se isti
zakƩuqak o normi prenosi i na sluqaj A ∈ Mn(C) (a ovde je prikazan
dokaz koji se pravolinijski prilago�ava sluqaju rada sa kompleksnim
skalarnim proizvodom; pomenimo i da se, uz pomo� odgovaraju�ih
zakƩuqaka linearne algebre, pomenuti dokaz moжe uprostiti). U
sluqaju prikazanom u prethodnom primeru (tj. A ∈ Mn(R)) navedena
nejednakost zapravo predstavƩa tvr�eƬe da je zapremina paralelopi-
peda (u Rn) qije su stranice fiksne duжune najve�a u sluqaju kvadra
(tj. ako su me�usobno normalne). Naravno, moжe se razmatrati sliqan
problem (odre�ivaƬa norme determinante matrice iz Mn(P), posma-
trane kao multilinearno preslikavaƬe) i za druge norme na Pn (reci-
mo, ako se posmatra determinanta na M2(C), kao bilinearno preslika-
vaƬe iz C2 × C2 u C, pri qemu se na C2 (u obe komponente proizvoda)
posmatra norma ‖(z1, z2)‖∞ = max{|z1|, |z2|}, a na C standardna norma,
nije texko videti da je norma tog preslikavaƬa jednaka 2).
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Lema 8.2.12. Ako su m,n ∈ N, m < n, a U1, . . . , Un, V normirani vekto-
rski prostori konaqne dimenzije (nad istim poƩem skalara), onda
postoji izomorfizam F prostora X1 = L(U1, . . . , Um, L(Um+1, . . . , Un, V ))
i X2 = L(U1, . . . , Un, V ), tako da je ‖F (x)‖X2 = ‖x‖X1 , za x ∈ X1.

U prethodnoj lemi se podrazumevaju norme na X1 i X2 uvedene u pre-
thodnoj definiciji, a dokaz u sluqaju m = 1, n = 2 je prikazan
prilikom Ƭene pripreme (videti komentare pre prethodne defini-
cije), a kako je dokaz opxteg sluqaja pravolinijsko prilago�avaƬe
tom sluqaju, izostavƩamo ga (no, glavni razlog zbog kog je izabrano
da dokaz prethodi lemi je da se pokaжe da tvr�eƬe nastaje prirodno).

Lema 8.2.13. Ako su U, V normirani vektorski prostori (nad istim
poƩem skalara) i V kompletan (u metrici indukovanoj Ƭegovom
normom), onda je B(U, V ) kompletan (u metrici indukovanoj odgo-
varaju�om generisanom normom).

Dokaz. Ako je (Ai)i>1 Koxijev niz u B(U, V ), za svako u ∈ U i sve i, j ∈ N
je ‖Aiu − Aju‖ = ‖(Ai − Aj)u‖ 6 ‖Ai − Aj‖ · ‖u‖, pa je (Aiu)i>1 Koxijev
(u V ), pa kako je V kompletan, postoji Ƭegova graniqna vrednost (u
V ). Neka je ta graniqna vrednost Au. DovoƩno je jox pokazati da
je A ∈ B(U, V ). Kako je Ai(αu1 + βu2) = αAiu + βAiu2 za sve i ∈ N,
u1, u2 ∈ U i sve skalare α, β (na osnovu linearnosti Ai) i kako Aiu →
Au, kad i → ∞, za sve u ∈ U , puxtaƬem i → ∞ u dobijenu vezu, sledi
A(αu1 +βu2) = αAu1 +βAu2 (tj. linearnost A). Kao je (Ai)i>1 Koxijev,
sledi da za proizvoƩno ε > 0 poostoji i0 ∈ N, tako da za i, j > i0 vaжi
‖Ai − Aj‖ < ε, pa je ‖Aiu−Aju‖ = ‖(Ai −Aj)u‖ < ε‖u‖, za svako u ∈ U i
sve i, j > i0. PuxtaƬem j → ∞ u posledƬoj vezi, sledi ‖(Ai − A)u‖ =
‖Aiu−Au‖ 6 ε‖u‖, te za i > i0 vaжi ‖Ai−A‖ 6 ε, odnosno ‖A‖ 6 ‖Ai‖+ε.
Dakle, A je i ograniqen (i vaжi Ai → A, kad i → ∞, gde je posledƬa
konvergencija u metrici indukovanoj normom prostora B(U, V )).

Opet je, zarad lakxeg tehniqkog zapisa, dokaz sproveden u sluqaju
B(U, V ), no jasno je (iz samog dokaza i prethodnih komentara), da
tvr�eƬe ostaje na snazi i u sluqaju prostora B(U1, . . . , Un, V ) (tj. ako
je V kompletan, onda je kompletan i B(U1, . . . , Un, V )).

8.3. Kompaktnost u metriqkom prostoru

Definicija 8.3.1. Skup A u metriqkom prostoru (X, d) je kompa-
ktan ako se iz proizvoƩnog otvorenog pokrivaqa skupa A moжe izdvo-
jiti konaqan pokrivaq, tj. ako za otvoren pokrivaq (Ui)i∈I postoje

i1, . . . , in ∈ I za neko n ∈ N, tako da je A ⊆ n∪
k=1

Uik .

Ako je A potprostor metriqkog prostora X, onda je A metriqki pro-
stor (sa otvorenim skupovima oblika U ∩A, gde je U otvoren u X),
pa ako je (Vi)i∈I otvoren pokrivaq skupa A, gledaju�i A kao metri-
qki prostor, sledi da postoje Ui, koji su otvoreni u X, tako da
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je Vi = Ui ∩A za svako i ∈ I, pa je (Ui)i∈I otvoren pokrivaq skupa
A u metriqkom prostoru X. Sledi da se u prethodnoj definiciji
moglo definisati svojstvo kompaktnosti samo za ceo prostor, a da
je proizvoƩan skup A ⊆ X kompaktan ako je kompaktan kao metriqki
prostor (sa nasle�enom topologijom iz X). Iz prethodnog sledi i da
se svojstvo kompaktnosti nekog skupa ne meƬa ukoliko se skup utopi
u xiri prostor (ako je A ⊆ X ⊆ Y i X potprostor prostora Y , onda
je A kompaktan u X ako i samo ako je kompaktan u Y ). PosledƬe znaqi
da (za razliku od npr. osobina otvorenosti i zatvorenosti), kompa-
ktnost nije relativna osobina, tj. ukoliko se utvrdi u uжem prostoru,
ne meƬa se i ukoliko se taj prostor utopi u xiri, xto daje posebnu
vaжnost ispitivaƬu ove osobine.

Primer 28. Iz same definicije je jasno da je bilo koji konaqan
metriqki prostor (konaqan podskup metriqkog prostora) kompaktan,
kao i da je unija konaqno mnogo kompaktnih skupova tako�e kompaktan
skup. Ako je X beskonaqan metriqki prostor sa diskretnom metrikom,
onda on nije kompaktan. Na osnovu Borel–Lebegove leme, u R (sa sta-
ndardnom metrikom) zatvoreni intervali su kompaktni. △

Lema 8.3.1. Neka je (X, d) metriqki prostor.
(a) Ako je A ⊆ X kompaktan, onda je i zatvoren.
(b) Ako je X kompaktan i A ⊆ X zatvoren, onda je A kompaktan.
(v) Ako je X kompaktan, za svako ε > 0 postoji n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X,

tako da je X ⊆ n∪
k=1

K(xk, ε).

Dokaz. (a) Ako A nije zatvoren, postoji b ∈ A′ \ A. Kako je X Hau-
zdorfov, za svako a ∈ A postoje otvoreni Ua i Va, tako da a ∈ Ua,
b 6∈ Ua i b ∈ Va, a 6∈ Va. Onda je (Ua)a∈A otvoren pokrivaq skupa A, pa
ukoliko bi bio kompaktan, postoji n ∈ N i a1, . . . , an ∈ A, tako da je

A ⊆ n∪
k=1

Uak
. Me�utim, onda je V =

n∩
k=1

Vak
otvoren (poxto je konaqan

presek otvorenih), a vaжi b ∈ V i V ∩A = ∅, xto je nemogu�e, poxto
je b ∈ A′.
(b) Neka je (Ui)i∈I proizvoƩan otvoren pokrivaq skupa A. Kako je A
zatvoren, onda je X \A otvoren, pa skupovi (Ui)i∈I i X \A qine otvoren
pokrivaq skupa X. Kako je X kompaktan, postoji n ∈ N i i1, . . . , in, tako
da skupovi (Uik)nk=1 i X \A qine pokrivaq skupa X. No onda je (Uik)nk=1

konaqan otvoren pokrivaq skupa A, pa sledi da je A kompaktan.
(v) Familija (K(x, ε))x∈X je otvoren pokrivaq skupa X, pa kako je X
kompaktan, postoji konaqan potpokrivaq, xto je navedeno tvr�eƬe.

Po delu (a) prethodne leme, utvr�ivaƬe kompaktnosti ima smisla
samo za zatvorene skupove, pa je od interesa, ukoliko skup A nije
zatvoren, zapravo ispitati kompaktnost skupa A. Skupovi za koje
je A kompaktan se nazivaju relativno (uslovno) kompaktni. Iz
dela (b) direktno sledi da, ukoliko je K ⊆ X kompaktan, a A ⊆ X
zatvoren, onda je K ∩A kompaktan, kao i da je proizvoƩan podskup
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kompaktnog skupa relativno kompaktan. Iz dela (v) prethodne leme
direktno sledi da kompaktan skup u metriqkom prostoru mora biti
ograniqen (dakle, kompaktan skup je zatvoren i ograniqen). Ako je

e(n) = e
(n)
k =

n
1, ako je k = n
0, ako je k 6= n

, za n ∈ N, skup {e(n) |n ∈ N} u prostoru

c iz primera 6 je ograniqen (ako je 0 nula niz, onda je d∞(0, e(n)) = 1
za svako n ∈ N) i zatvoren (sastoji se od izolovanih taqaka u metrici
d∞), ali nije kompaktan (za sve m 6= n je d∞(e(m), e(n)) = 1, pa kugla sa
centrom u e(n) polupreqnika 1

2 ne sadrжi e(m) za m 6= n, te se iz pokri-

vaƬa skupa {e(n) |n ∈ N} kuglama K(e(n), 1
2 ), za n ∈ N, ne moжe izdvojiti

konaqan pokrivaq), pa u opxtem sluqaju zatvoren i ograniqen skup
ne mora biti kompaktan. Za ε > 0 skup Mε ⊆ X naziva se ε-mreжa
(ε-pokrivaƬe) skupa A ako je A ⊆ ∪

x∈Mε

K(x, ε) (vidimo da, u opxtem

sluqaju, za uoqeno ε skup Mε nije jedinstveno odre�en; na primer, sam
skup A je ε-mreжa tog skupa, ali je jasno da je u interesu odrediti ε-
mreжu xto je mogu�e maƬe kardinalnosti). U delu (v) prethodne leme
pokazano je da je skup Mε = {x1, . . . , xn} ε-mreжa kompaktnog skupa X,
tj. da za svako ε > 0 kompaktan skup ima konaqnu ε-mreжu, xto je jaqi
uslov od ograniqenosti i naziva se totalna ograniqenost. Tako�e,
iz dela (v) sledi i da je skup ∪

n∈N
M 1

n
gust u X (zaista, za proizvoƩno x

i proizvoƩno ε > 0, ako je 1
n < ε, postoji y ∈M 1

n
, tako da je d(x, y) < ε),

i pritom je prethodni skup najvixe prebrojiv (kao prebrojiva unija
konaqnih skupova). Dakle, kompaktni prostori su separabilni.
Prethodne osobine se mogu dobiti i ukoliko prostor zadovoƩava
druge osobine. Metriqki prostor se naziva sekvencijalno (nizovno)
kompaktan ako i samo ako proizvoƩan beskonaqan A ⊆ X ima taqku
nagomilavaƬa (u A). Direktno (kako je to ra�eno i u sluqaju R) sledi
da je prethodno ekvivalentno sa zahtevom da svaki niz taqaka iz A ima
konvergentan podniz u A (zaista, za uoqeni niz (an)n>1 u A, ako je neka
taqka qlan niza beskonaqno puta, podniz odre�en tim qlanovima ko-
nvergira ka toj taqki, a, inaqe, slika niza je beskonaqan skup u A, pa
na osnovu sekvencijalne kompaktnosti ima taqku nagomilavaƬa, a ona
je i taqka nagomilavaƬa uoqenog niza; obrnuto, kako je A beskonaqan,
postoji niz sastavƩen od razliqitih Ƭegovih elemenata, pa ako taj
niz ima konvergentan podniz koji konvergira ka a ∈ A, onda je a taqka
nagomilavaƬa skupa A). Kako je svaki Koxijev niz nekog prostora X
konvergentan ako i samo ako je prostor kompletan, a u sekvencijalno
kompaktnom prostoru svaki niz ima taqku nagomilavaƬa (a u sluqaju
Koxijevog niza u kompletnom prostoru, to je onda i graniqna vrednost
tog niza), sledi da je sekvencijalno kompaktan prostor i kompletan,
dok obrnuto ne mora biti taqno (po rezultatima dela 3, R je komple-
tan, ali nije sekvencijalno kompaktan). Iz prethodnog sledi i da je
sekvencijalno kompaktan skup zatvoren.

Lema 8.3.2. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor. Onda je on
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sekvencijalno kompaktan ako i samo ako je totalno ograniqen.

Dokaz. Neka je X kompletan i totalno ograniqen, a A ⊆ X Ƭegov
beskonaqan podskup. Kako svaki beskonaqan podskup sadrжi pre-
brojiv podskup, bez umaƬeƬa opxtosti se moжe pretpostaviti da
je A = (ai)i>1 niz razliqitih elemenata iz X, a kako je totalno
ograniqen, za svako ε > 0 postoji konaqna ε-mreжa Mε. Specijalno,

neka je M 1
n

= {x(n)
1 , . . . , x

(n)
kn

} za n ∈ N. Sledi da svi qlanovi niza pri-

padaju
k1∪
i=1

K(x
(1)
i , 1), pa makar jedan od K(x

(1)
i , 1), gde je 1 6 i 6 k1,

sadrжi beskonaqno mnogo qlanova niza. Ako su (a
(1)
n )n>1 qlanovi

koji pripadaju jednoj od kugli koja sadrжi beskonaqno mnogo qlanova

niza, neka je b1 = a
(1)
1 i A1 = (a

(1)
n )n>2. Ukoliko je poznato (bi)

n
i=1 i

An = (a
(n)
j )j>2, skup An je beskonaqan i sadrжan u

kn+1∪
i=1

K(x
(n+1)
i , 1

n+1 ),

pa makar jedan od K(x
(n+1)
i , 1

n+1 ), gde je 1 6 i 6 kn+1, sadrжi beskonaqno

mnogo qlanova niza. Ako su (a
(n+1)
j )j>1 qlanovi koji pripadaju nekoj od

kugli koja sadrжi beskonaqno mnogo qlanova niza, neka je bn+1 = a
(n+1)
1

i An+1 = (a
(n+1)
j )j>2. Jasno je da je ovako opisan algoritam korektan

i definixe niz (bn)n>1 razliqitih elemenata skupa A, pri qemu za
m,n > n0 vaжi d(bm, bn) <

2
n0

(poxto svi qlanovi niza qiji je indeks

ne maƬi od n0 pripadaju kugli polupreqnika 1
n0

). Dakle, niz (bn)n>1

je Koxijev, pa kako je X kompletan, postoji b ∈ X tako da bn → b kad
n→ ∞, odnosno X je sekvencijalno kompaktan.
Ako je X kompletan i nije totalno ograniqen, postoji ε > 0 za koje ne
postoji konaqna ε-mreжa. Neka je a1 ∈ X proizvoƩan. Ako su poznati

a1, . . . , an, onda X nije sadrжan u
n∪
i=1

K(ai, ε) (poxto ne postoji konaqna

ε-mreжa), pa postoji an+1 ∈ X \
� n∪
i=1

K(ai, ε)
�
, tj. na opisani naqin

je dobro definisan niz (an)n>1, pri qemu za sve m, k ∈ N za koje je
m 6= k vaжi d(am, ak) > ε. Sledi da dobijeni niz nema konvergentan
podniz.

Iz prethodnog tvr�eƬa sledi da je zatvoreƬe nekog skupa u komple-
tnom metriqkom prostoru sekvencijalno kompaktan skup ako i samo ako
je taj skup totalno ograniqen. Kako iz totalne ograniqenosti nekog
prostora sledi Ƭegova separabilnost, sekvencijalno kompaktni pro-
stori su i separabilni. Po do sada utvr�enim osobinama kompaktno-
sti i sekvencijalne kompaktnosti, ne iznena�uje naredni rezultat.

Lema 8.3.3. Metriqki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je
sekvencijalno kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo da je X kompaktan i da postoji beskonaqan A ⊆
X koji nema taqku nagomilavaƬa. Onda za svako x ∈ X postoji K(x, εx)
koja sadrжi ili jednu ili nijednu taqku skupa A (jednu ako x ∈ A,
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a inaqe nijednu), pa je {K(x, εx) |x ∈ X} otvoren pokrivaq skupa X.
Kako je X kompaktan, iz Ƭega se moжe izdvojiti konaqno pokrivaƬe,
a kako je A ⊆ X, dobijena konaqna unija sadrжi i skup A, xto je
nemogu�e (skup A je beskonaqan, a svaka od kugli koje uqestvuju u
dobijenom konaqnom pokrivaqu sadrжi najvixe jednu taqku skupa A).
Iz dobijene kontradikcije sledi da je X sekvencijalno kompaktan.
Neka je X sekvencijalno kompaktan i neka je {Ui}i∈I proizvoƩan
otvoren pokrivaq skupa X. Po prethodnom je X i separabilan, pa
po delu (b) leme 8.1.5 sledi da se moжe izdvojiti najvixe prebrojiv
potpokrivaq {Uαj}j∈N skupa X. Ukoliko X nije kompaktan, postoji
pokrivaq {Uαj}j∈N iz kog se ne moжe izdvojiti konaqan potpokrivaq.

Onda je X \
� n∪
j=1

Uαj

�
neprazan za svako n ∈ N, tj. za svako n ∈ N postoji

xn ∈ X \
� n∪
j=1

Uαj

�
. Na opisani naqin je konstruisan niz (xn)n>1, koji

ima svojstvo da skupu X \
� n∪
j=1

Uαj

�
ne pripadaju qlanovi niza xm za

koje je m > n, tj. skupu
n∪
j=1

Uαj pripada najvixe konaqno mnogo qlanova

uoqenog niza. Kako je X sekvencijalno kompaktan, niz (xn)n>1 ima
bar jednu taqku nagomilavaƬa (neka je to x̃). Dakle, postoji podniz

(xni)i>1 tako da xni → x̃ kad i → ∞. Me�utim, vaжi x̃ ∈ X ⊆ ∞∪
i=1

Uαi,

pa je x̃ ∈ Uαj za neko j, a kako je Uαj otvoren, postoji ε > 0 tako da
je K(x̃, ε) ⊆ Uj. Me�utim, posledƬe znaqi da svi qlanovi uoqenog po-
dniza, poqev od nekog, pripadaju K(x̃, ε), pa oni pripadaju i Uαj , xto

znaqi da skupu
j
∪
i=1

Uαi pripada beskonaqno mnogo qlanova niza, xto je

u kontradikciji sa naqinom konstrukcije niza (xn)n>1.

Po rezultatu prethodnog tvr�eƬa, na daƩe u metriqkom prostoru ne
moramo razlikovati kompaktnost i sekvencijalnu kompaktnost (i pri-
likom upotrebe bilo koje od ovih osobina �emo se pozivati na svo-
jstvo kompaktnosti; napomenimo da u opxtem topoloxkom prostoru ove
dve osobine ne moraju biti ekvivalentne). Iz prethodnih rezultata
sledi i da je metriqki prostor kompaktan ako i samo ako je zatvoren
i totalno ograniqen.

Lema 8.3.4. Neka je (X, d) metriqki prostor i K1,K2 ⊆ X kompaktni.
(a) Ako je x ∈ X \K1, postoje disjunktni otvoreni U, V ⊆ X, tako da
je x ∈ U i K1 ⊆ V .
(b) Ako su K1 i K2 disjunktni, postoje disjunktni otvoreni U, V ⊆ X,
tako da je K1 ⊆ U i K2 ⊆ V .

Dokaz. (a) Za svako y ∈ K1 postoje disjunktni otvoreni Uy i Vy, tako
da x ∈ Uy i y ∈ Vy. Onda je {Vy | y ∈ K1} otvoren pokrivaq skupa K1, a
kako je K1 kompaktan, postoji Ƭegov konaqan potpokrivaq Vy1 , . . . , Vyn .
Me�utim, onda V = Vy1 ∪ . . .∪Vyn i U = Uy1 ∩ . . .∩Uyn zadovoƩavaju
navedene uslove.
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(b) Na osnovu dela (a), za svako x ∈ K1 postoje Ux i Vx, koji su di-
sjunktni otvoreni i vaжi x ∈ Ux i K2 ⊆ Vx. Familija {Ux |x ∈ K1} je
otvoren pokrivaq skupa K1, pa kako je K1 kompaktan, postoji konaqan
potpokrivaq Ux1 , . . . , Uxn skupa K1. Onda V = Vx1 ∩ . . .∩ Vxn i U =
Ux1 ∪ . . .∪ Uxn zadovoƩavaju navedene uslove.

Dakle, kompaktni skupovi metriqkog prostora se mogu razdvojiti
otvorenim okolinama, kao xto je to bio sluqaj i sa taqkama (metriqki
prostor zadovoƩava Hauzdorfovo svojstvo, koje je bitno korix�eno u
dokazu prethodne leme).

Primer 29. Na osnovu dokaza prethodne leme vidimo da �e ona va-
жiti i u opxtem topoloxkom prostoru u kojem se mogu razdvojiti
taqke (korix�eno je to svojstvo topologije indukovane metrikom, ali
ne i specifiqna svojstva metrike). Zapravo, u metriqkom prostoru
moжemo dobiti i jaqe tvr�eƬe. Primetimo da je sa f(x) = d(x,A) =
inf
a∈A

d(x, a), gde je a ∈ X i A ⊆ X, definisana neprekidna funkcija

f : X → R (kako za svako x, y ∈ X, po nejednakosti trougla, vaжi
|d(x, a)−d(y, a)| 6 d(x, y), sledi da je |f(x)− f(y)| 6 d(x, y), odakle sledi
neprekidnost f ; iz jasnih razloga se f obiqno naziva ,,rastojaƬe taqke
x od skupa A”), kao i da je f(x) > 0, pri qemu je f(x) = 0 ako i samo ako
x ∈ A (ako je f(x) = 0, onda postoji niz (an)n>1 u A, tako da d(x, an) → 0
kad n→ ∞). Ako su F1, F2 ⊆ X disjunktni neprazni zatvoreni skupovi,

onda je funkcija g(x) = d(x,F1)
d(x,F1)+d(x,F2)

neprekidna i dobro definisana

(ako je d(x, F1) + d(x, F2) = 0, sledi d(x, F1) = d(x, F2) = 0, pa po pretho-
dnom vaжi x ∈ F1 = F1 i x ∈ F2 = F2, poxto su F1 i F2 zatvoreni, a
kako su i disjuntkni, posledƬe je nemogu�e; zapravo, vidimo i da je
g(X) ⊆ [0, 1]). Sledi da su U1 = g−1[0, 1

2 ) i U2 = g−1(1
2 , 1] skupovi sa

navedenim osobinama. △
Primer 30. Analogno ura�enom u prethodnom primeru, ukoliko je
(X, d) metriqki prostor i A,B ⊆ X, moжemo definisati f(A,B) =

inf
x∈A,y∈B

d(x, y) (koje se, po analogiji, qesto naziva ,,rastojaƬe skupova

A i B”). Po pokazanom, ukoliko su A i B zatvoreni, oni se mo-
gu ,,razdvojiti” otvorenim skupovima, iako se moжe desiti da je
d(A,B) = 0 (recimo, kako su f1(x) = 0 i f2(x) = e−x neprekidne fu-
nkcije (iz R u R, sa standardnom metrikom), po komentarima pre
leme 8.2.5 su grafici ovih funkcija, tj. skupovi A = {(x, 0) |x ∈ R}
i B = {(x, e−x) |x ∈ R}, zatvoreni; me�utim, vaжi dR×R((x, 0), (x, e−x)) =
d(0, e−x) → 0 kad x → ∞, pa je d(A,B) = 0). Prethodno se ne moжe de-
siti ako je neki od A,B kompaktan. Zaista, ako je npr. A kompaktan,
B zatvoren i d(A,B) = 0, onda postoje niz (an)n>1 taqaka skupa A i
(bn)n>1 taqaka skupa B, tako da d(an, bn) → 0 kad n → ∞. Kako je A
kompaktan, postoji (ani)i>1, tako da ani → ã ∈ A kad i → ∞, a kako
d(ani , bni) → 0 kad i→ ∞, sledi da i bni → ã kad i→ ∞. Me�utim, kako
je B zatvoren, posledƬe znaqi da je ã ∈ B, xto je nemogu�e, poxto su
A i B disjunktni. △
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Lema 8.3.5. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor i X ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇
. . . neprazni zatvoreni skupovi. Onda je

∞∩
n=1

Fn 6= ∅.
Dokaz. Kako su zatvoreni podskupovi kompaktnog prostora i sami ko-
mpaktni, sledi da su Fn kompaktni za n > 1. Ako je uoqeni presek
prazan, familija {X \Fn |n ∈ N} je otvoren pokrivaq skupa X. Poxto
je X kompaktan, iz Ƭega se moжe izdvojiti konaqan potpokrivaq, tj.
postoje n1 < . . . < nk, tako da je {X \ Fni | 1 6 i 6 k} pokrivaq skupa
X. Me�utim, onda je unija tih skupova jednaka X \ Fnk

, a kako je Fnk

neprazan, posledƬe ne moжe biti jednako X. Iz dobijene kontradi-
kcije sledi tvr�eƬe.

Ako u prethodnoj lemi i diamFi = sup
x,y∈Fi

d(x, y) → 0 kad i → ∞, onda

je naznaqeni presek jednoqlan (uoqimo sliqnost sa tvr�eƬem leme
8.2.7). Specijalno, ako je niz (xi)i>1 Koxijev u kompaktnom prosto-

ru X, onda Fi = {xk | k > i} zadovoƩavaju navedene uslove, pa i na ovaj
naqin moжemo utvrditi da je kompaktan metriqki prostor i kompletan
(primetimo da je diamA = diamA za proizvoƩno A ⊆ X). Primetimo
da tvr�eƬe prethodne leme ostaje na snazi i u sluqaju da X nije
kompaktan, ukoliko je neki od Fn kompaktan (onda prethodno tvr�eƬe
primenimo na prostor Fn i niz Fn ⊇ Fn+1 ⊇ . . .), pa se prethodno
tvr�eƬe moжe videti kao uopxteƬe Kantorove teoreme o opadaju�im
intervalima (videti lemu 2.1.7 i Ƭene posledice).
Skup R sa standardnom metrikom nije kompaktan. Me�utim, po Arhi-
medovom svojstvu u R je skup ograniqen ako i samo ako je totalno
ograniqen, pa je u R skup kompaktan ako i samo ako je zatvoren i
ograniqen. Kako je za Koxijev niz (xn)n>1 skup {xn |n > i} zatvoren
i ograniqen, odavde slede i tvr�eƬa pokazana za Koxijeve nizove
u R u glavi 3. Kako je kompaktnost ekvivalentna sekvencijalnoj
kompaktnosti, odavde moжemo zakƩuqiti i kompaktnost zatvorenog
i ograniqenog skupa u Rn, gde je n ∈ N, u proizvoƩnoj od metrika
d1, d2, d∞. Zaista, u svakoj od ovih metrika je skup [a1, b1]× . . .× [an, bn]
kompaktan, poxto je konvergencija u Ƭima ekvivalentna sa koordina-
tnom konvergencijom, a na svakoj od koordinata se konvergencija svodi
na kompaktnost zatvorenog intervala u R. Kako je svaki ograniqen
skup u Rn zatvoren podskup nekog od skupova oblika [a1, b1]×. . .×[an, bn],
sledi tvr�eƬe i za ovakve skupove. Specijalno, C sa standardnom
metrikom je izometriqan sa R2 sa metrikom d2, pa su i u Ƭemu skupovi
kompaktni ako i samo ako su zatvoreni i ograniqeni.

Lema 8.3.6. Neka je {Kα |α ∈ A} familija kompaktnih skupova u me-
triqkom prostoru (X, d), tako da je presek Ƭene proizvoƩne konaqne
podkolekcije neprazan. Onda je ∩

α∈A
Kα 6= ∅.

Dokaz. Neka je Kβ proizvoƩan qlan uoqene familije i Uα = X \ Kα

za α 6= β. Ako je navedeni presek prazan, onda je {Uα |α 6= β} otvoren

pokrivaq skupa Kβ, pa postoje α1, . . . , αn tako da Kβ ⊆ n∪
i=1

Uαi. Me-
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�utim, onda je Kβ ∩
n∩
i=1

Kαi = ∅, tj. postoji konaqna kolekcija qiji je

presek prazan.

Kompaktnost i neprekidnost

Iz same definicije kompaktnosti videli smo (i koristili) da je uta-
paƬe kompaktnog metriqkog prostora kompaktan skup. Prirodno se
postavƩa pitaƬe da li se sliqan zakƩuqak moжe dobiti i za xiru
klasu funkcija.

Teorema 8.3.1. Neka je f : X → Y neprekidno preslikavaƬe metriqkog
prostora X u metriqki prostor Y . Ako je K ⊆ X kompaktan, onda je
f(K) kompaktan.

Dokaz. Neka je {Vα |α ∈ A} otvoren pokrivaq skupa f(K). Onda je�
f−1(Vα) |α ∈ A

©
pokrivaq skupa K, a kako je f neprekidna, sledi da

je f−1(Vα) otvoren za svako α ∈ A. Kako je K kompaktan, iz Ƭega se
moжe izdvojiti konaqan potpokrivaq, tj. postoje α1, . . . , αn tako da je

K ⊆ n∪
k=1

f−1(Vαk
). Me�utim, kako je f(f−1(Vα)) ⊆ Vα za svako α ∈ A,

iz dobijenog sledi f(K) ⊆ f
� n∪
k=1

f−1(Vαk
)
�

=
n∪
k=1

f(f−1(Vαk
)) ⊆ n∪

k=1
Vαk

,

pa skupovi Vα1 , . . . , Vαn qine konaqan otvoren potpokrivaq skupa f(K).
Dakle, iz proizvoƩnog otvorenog pokrivaqa skupa f(K) se moжe izdvo-
jiti konaqan potpokrivaq, pa je f(K) kompaktan.

Ako je Y = R sa standardnom metrikom i K ⊆ X kompaktan, sledi
da je f(K) kompaktan u R, pa je zatvoren i ograniqen. Dakle, u ovom
sluqaju f dostiжe svoju najmaƬu i najve�u vrednost (poxto je R i
ure�eno poƩe), tj. postoje xm, xM ∈ K, tako da je f(xm) 6 f(x) 6 f(xM )
za svako x ∈ K, pa pretodno tvr�eƬe, izme�u ostalog, predstavƩa
uopxteƬe Vajerxtrasove teoreme (teorema 4.3.2). Sliqno, ako je Y =
C sa standardnom metrikom i K ⊆ X kompaktan, sledi da je f(K)
zatvoren i ograniqen u C, pa postoje xm, xM ∈ K, tako da je |f(xm)| 6

|f(x)| 6 |f(xM )| za svako x ∈ K.
Iz prethodnog moжemo dobiti i zakƩuqak primera 30. Zaista ako su
A i B skupovi iz tog primera, po pokazanom u primeru 29, funkcija
f : A → R definisana sa f(x) = d(x,B) je neprekidna i uzima pozi-
tivne vrednosti (poxto su A i B zatvoreni i disjunktni), pa dostiжe
najmaƬu vrednost (poxto je A kompaktan), tj. postoji a ∈ A, tako da
je d(A,B) = d(a,B) > 0.

Primer 31. Iz prethodnog sledi i da su metrike d1, d2, d∞ na Rn ekvi-
valentne. Zaista, ako je S1 sfera polupreqnika 1 u jednoj od uoqenih
metrika, onda je S1 kompaktan skup, pa u drugoj od uoqenih metrika
d′ je rastojaƬe centra O do te sfere nenegativno, a kako je d′(x, S1)
neprekidna, kugla sa centrom O, polupreqnika maƬeg od d′(x, S1) je
sadrжana u jediniqnoj sferi u polaznoj metrici. Zapravo, vidimo
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da se analogno pokazuje da su proizvoƩne metrike, koje su generisane
normom u normiranom prostoru konaqne diemnzije, ekvivalentne. △
Primer 32. Ako je X kompaktan metriqki prostor i f : X → X
neprekidna, onda postoji neprazan A ⊆ X, tako da je f(A) = A. Zaista,
ako je X0 = X i Xn+1 = f(Xn) za n > 0, na osnovu prethodne teoreme je
Xn kompaktan za n ∈ N0, a kako je Xn ⊇ Xn+1 za n ∈ N0, na osnovu leme

8.3.5, je A =
∞∩
n=0

Xn 6= ∅ i vaжi f(A) = A. △

Lema 8.3.7. Neka je f : X → Y neprekidna bijekcija kompaktnog me-
triqkog prostora X u metriqki prostor Y . Onda je f−1 neprekidno
preslikavaƬe.

Dokaz. Ako je F ⊆ X zatvoren, kako je X kompaktan i F je kompaktan,
pa kako je f ∈ C(X), kompaktan je i f(F ), pa je i zatvoren. Sledi da je
inverzna slika proizvoƩnog zatvorenog F ⊆ X funkcijom f−1 jednaka
(f−1)−1(F ) = f(F ), tj. zatvoren skup, pa je f−1 neprekidna.

Naravno, ako je f injektivna, prethodno tvr�eƬe daje rezultat izbo-
rom Y = f(X) (i na ovaj naqin, izme�u ostalog, moжemo videti svo-
jstva utapaƬa kompaktnog prostora). Tako�e, ono omogu�ava utvr�i-
vaƬe neprekidnosti inverznih funkcija, kako je to ra�eno u sluqaju R
pomo�u teoreme 4.3.5 (u toj teoremi smo, budu�i da je R ure�eno poƩe,
koristili osobine poretka, no po upravo dobijenom rezultatu vidimo
da se analogan rezultat moжe dobiti i bez zahteva da se radi u takvoj
algebarskoj strukturi). I u sluqaju metriqkih prostora se prenosi
varijanta Kantorove teoreme (teorema 4.3.3), a uobiqajno je da se i
to uopxteƬe naziva istim imenom (u ovom tekstu je, u ciƩu prikaza
vixe naqina razmixƩaƬa, ali i zarad izbegavaƬa ponavƩaƬa, dokaz
teoreme 4.3.3 izloжen korix�eƬem svojstava nizova (tj. sekvencijalne
kompaktnosti), a naredni dokaz korix�eƬem topoloxkih svojstava (tj.
kompaktnosti), no preporuqujemo qitaocu da proveri da se svaki od
dokaza moжe prilagoditi drugoj situaciji; stoga su i ideje dokaza ova
dva tvr�eƬa iste, xto dodatno pravda to xto se ova tvr�eƬa nazivaju
istim imenom).

Lema 8.3.8 (Kantor). Neka je f : X → Y preslikavaƬe metriqkog
prostora X u metriqki prostor Y i K ⊆ X kompaktan. Onda je f
ravnomerno neprekidna na K.

Dokaz. Kako je f neprekidna na K, za svako x ∈ K postoji r = r(x), tako
da za svako y ∈ K ∩ K(x, r) vaжi d(f(x), f(y)) < ε. Skupovi K(x, r2 ), za
x ∈ K, qine otvoreni pokrivaq skupa K, pa kako je K kompaktan, moжe
se izdvojiti konaqan potpokrivaq K(x1,

r1
2 ), . . . ,K(xn,

rn

2 ). Neka je δ =
1
2 ·min{r1, . . . , rn} i x, y ∈ K tako da je d(x, y) < δ. Onda postoji j, tako da
x ∈ K(xj ,

rj

2 ) (jer je uoqena familija potpokrivaq), a kako je d(y, xj) 6

d(x, y)+d(x, xj) < δ+
rj

2 6 rj , sledi da i y ∈ K(xj , rj), pa je d(f(x), f(y)) 6

d(f(x), f(xj)) + d(f(xj), f(y)) < 2ε, xto dokazuje tvr�eƬe.
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Primer 33. Neka je A ⊆ R nekompaktan. Ako nije zatvoren i a ∈ A′\A,
onda f(x) = 1

x−a nije ograniqena na A, niti je ravnomerno neprekidna

na A, dok je g(x) = 1
1+(x−a)2 ograniqena, a ne dostiжe maksimum. Ako

A nije ograniqen, onda f1(x) = x nije ograniqena, dok je g1(x) = x2

1+x2

ograniqena, a ne dostiжe maksimum. Stoga ne oqekujemo da tvr�eƬa
teoreme 8.3.1 i leme 8.3.8 u opxtem sluqaju vaжe bez uslova kompaktno-
sti. Primetimo i da je proizvoƩna funkcija f3 : N → R ravnomerno
neprekidna (domen je diskretan), pa na neograniqenom skupu ne mora
postojati funkcija koja nije ravnomerno neprekidna. △
Primetimo i da na osnovu dokaza leme 8.1.5 je skup kompaktan ako
i samo ako se iz Ƭegovog proizvoƩnog pokrivaƬa baznim skupovima
moжe izdvojiti konaqan potpokrivaq (zaista, u pomenutoj lemi je na
osnovu konstrukcije pogodno izabranim baznim skupovima izabran na-
jvixe prebrojiv potpokrivaq; me�utim, moglo se ostati na pokri-
vaƬu uoqenim baznim skupovima, a ako je prostor i kompaktan, nakon
toga izdvojiti konaqan potpokrivaq sastavƩen od baznih skupova).
Prirodno se name�e i pitaƬe utvr�ivaƬa kompaktnosti u Dekartovom
proizvodu prostora (sa topologijom uvedenom na naqin opisan u delu
koji je prethodio lemi 8.2.5).

Lema 8.3.9. Prostor X × Y je kompaktan ako i samo ako su X i Y
kompaktni.

Dokaz. Ako je X×Y kompaktan, kako su projekcije pX i pY neprekidne
(tako je i uvedena topologija na proizvod prostoru), sledi da su X =
pX(X × Y ) i Y = pY (X × Y ) kompaktni.
Ako su X i Y kompaktni, onda su {x} × Y i X × {y} kompaktni za
svako x i y (poxto je preslikavaƬe x → (x, y) utapaƬe kompaktnog
prostora X u X × Y ). Uoqimo otvoreno pokrivaƬe prostora X × Y .
Po prethodnom, dovoƩno je posmatrati pokrivaƬe baznim skupovima,
tj. moжemo pretpostaviti je pokrivaq sastavƩen od skupova oblika
Uα × Vα, gde je Uα otvoren u X, a Vα otvoren u Y za svako α ∈ A. Za
svako x uoqeni pokrivaq pokriva i skup {x} × Y , koji je kompaktan,
pa postoji konaqan potpokrivaq {Uxα1

× V xα1
, . . . , Uxαn(x)

× V xαn(x)
} polazne

familije koji pokriva taj skup (u prethodnom n = n(x) zavisi od x).

Ako je Ux =
n(x)
∩
i=1

Uxαi
, onda je Ux otvoren, a skupovi Ux × V xαi

, za

1 6 i 6 αn(x), tako�e pokrivaju {x} × Y . Familija {Ux | x ∈ X}
je otvoren pokrivaq skupa X, a kako je X kompaktan, mogu�e je
izdvojiti Ƭen konaqan potpokrivaq Ux1, . . . , Uxm . Onda je familija
{Uxj

αk × V
xj
αk | 1 6 j 6 m ∧ 1 6 k 6 n(xj)} konaqan pokrivaq skupa X × Y ,

koji je potpokrivaq polaznog pokrivaqa, pa je X × Y kompaktan.

Naravno, prethodno se indukcijom prenosi i na konaqan proizvod
prostora (pomenimo i da navedeno tvr�eƬe vaжi i u sluqaju proi-
zvoƩnog proizvoda topoloxkih prostora (sa tim da se, kako je konsta-
tovano ranije, u sluqaju proizvoda neprebrojivo mnogo prostora, ne
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moжe garantovati metrika koja indukuje topoloxku strukturu)).

Primer 34. Neka su X i Y metriqki prostori, pri qemu je X kompa-
ktan i f : X → Y . Onda je f neprekidna ako i samo ako je Ƭen grafik,
tj. skup Gf = {(x, f(x)) |x ∈ X} kompaktan (u X × Y ). Zaista, ako je f
neprekidna, kako je X kompaktan, kompaktni su i f(X) (u Y ) i X×f(X)
(u X × Y ), a kako je Gf ⊆ X × f(X) zatvoren (poxto je f neprekidna),
sledi da je Gf kompaktan (kao zatvoren podskup kompaktnog skupa).
Obrnuto, ako je Gf kompaktan, poxto su pX i pY (projekcije na X i
Y , redom) neprekidne (kao preslikavaƬa iz X × Y u X i Y , redom),
neprekidne su i Ƭihove restrikcije p1 i p2, redom, na skupu Gf . Me�u-
tim, p1 : Gf → X je i bijekcija, pa je na osnovu leme 8.3.7 neprekidna
i p−1

1 , odakle sledi neprekidnost i f = p2 ◦ p−1
1 . △

U kompaktnim prostorima se dobijaju jaqa tvr�eƬa od onih koja su,
pod odgovaraju�im pretpostavkama, dobijena u sluqaju opxtih pro-
stora, a kompaktnost dolazi do punog izraжaja pri radu sa specifi-
qnim metrikama ili skupovima. U ovom delu �emo to ilustrovati
u sluqaju rada sa izometrijama, kontrakcijama, kao i u Euklidskom
vektorskom prostoru, a u narednom delu �emo to videti prilikom
Ƭenog kombinovaƬa sa povezanox�u (videti primere 44 i 45).
Ako je c prostor iz primera 6, preslikavaƬe Λ, koje nizu (xn)n>1 ∈
c dodeƩuje niz (yn)n>1, takav da je yn =

n
0, ako je n = 1

xn−1, ako je n > 2
(,,translacija qlanova niza za jedan qlan udesno”), je izometrija na c
(tj. Λ : c→ c i vaжi ‖Λ(x(1)) − Λ(x(2))‖∞ = ‖x(1) − x(2)‖∞ za proizvoƩne
x(1), x(2) ∈ c). Me�utim, vaжi Λ(c) 6= c (skup Λ(c) ne sadrжi nizove iz c
kojima je prvi qlan razliqit od 0). Sledi da postoji metriqki pro-
stor koji je izometriqan svom pravom podskupu. PosledƬe nije mogu�e
ukoliko je prostor kompaktan, xto je pokazano u narednom tvr�eƬu.

Lema 8.3.10. Ako je X kompaktan metriqki prostor i f : X → X
izometrija, onda je f(X) = X.

Dokaz. Za x0 ∈ X, neka je xn+1 = f(xn) za n ∈ N0, a, analogno, neka je
X0 = X i Xn+1 = f(Xn) za n ∈ N0. Na ovaj naqin su dobro defini-
sani niz (xn)n>0 taqaka prostora X i niz (Xn)n>0 podskupova skupa
X. Trivijalno je Xn ⊇ Xn+1 za n ∈ N0, kao i xn ∈ Xm za sve m 6 n.
Tako�e, za svako n ∈ N0, ako je y ∈ Xn+2, onda je y = f(y′) za neko
y′ ∈ Xn+1, pa kako je f izometrija, vaжi d(xn, y

′) = d(f(xn), f(y′)) =
d(xn+1, y), odakle, prelaskom na infimum po svim y ∈ Xn+2, sledi
d(xn, Xn+1) 6 d(xn+1, Xn+2) (poxto za uoqeno y ∈ Xn+2 je y′ ∈ Xn+1;
primetimo da, bez dodatnih uslova, se u posledƬem ne moжe garanto-
vati jednakost, poxto skup svih ovakvih y′ ne mora biti jednak Xn+1).
Sliqno, za svako k ∈ N vaжi d(x0, xk) = d(f(x0), f(xk)) = f(x1, xk+1),
odakle je, indukcijom, d(xn, xn+k) = d(x0, xk) za svako n ∈ N. Kako za
k ∈ N vaжi xk ∈ X1, iz posledƬeg sledi da za svako k ∈ N i svako
n ∈ N0 vaжi d(xn, xn+k) > d(x0, X1).
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Pretpostavimo da je f(X) 6= X. Onda postoji x0 ∈ X \ f(X), pa ako su
(Xn)n>0 i (xn)n>0 definisani na gore opisani naqin, pri qemu je x0 ∈
X\f(X), kako je X kompaktan, f(X) je kompaktan, pa je i zatvoren, te je
d(x0, X1) = d(x0, f(X)) > 0 (videti komentare iz primera 29). Me�utim,
po gore dokazanom, onda za sve k ∈ N i n ∈ N0 vaжi d(xn+k, xn) >

d(x0, X1), pa se proizvoƩna dva qlana niza (xn)n>0 nalaze na rastojaƬu
ne maƬem od d(x0, f(X)) > 0, xto je nemogu�e, poxto je u pitaƬu niz
taqaka u kompaktnom metriqkom prostoru (pa mora imati konvergentan
podniz). Sledi da je f(X) = X.

Primer 35. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor i f : X → X
surjektivna funkcija za koju je d(f(x), f(y)) 6 d(x, y) za sve x, y ∈ X.
Dokaжimo da je f i injektivno preslikavaƬe (tj. da je, pod navedenim
uslovima, f bijekcija). Neka su a, b ∈ X proizvoƩni. Definiximo
a0 = a, a kako je f surjektivna, skup f−1(a0) je neprazan. Neka je a1

proizvoƩan element tog skupa. Analogno, ako je odre�eno an, kako je
f surjektivna, f−1(an) je neprazan, a an+1 definixemo kao proizvoƩan
element tog skupa. Na ovaj naqine je dobro definisan niz (an)n>0, a,
na analogan naqin, definixemo niz (bn)n>0, gde je b0 = b (dakle, po
naqinu konstrukcije, za svako n ∈ N0 je an = f(an+1) i bn = f(bn+1)).
Kako je (an)n>0 niz taqaka u kompaktnom X, postoji Ƭegov konvergentan
podniz (ani)i>0, a, analogno, kako je i (bni)i>0 niz taqaka u X, postoji
Ƭegov konvergentan podniz (bmi)i>0. Ako je lim

i→∞
ani = α, lim

i→∞
bmi =

β, neka je α0 = α, β0 = β, kao i αn+1 = f(αn), βn+1 = f(βn) za n ∈
N0. Onda za svako n ∈ N0, na osnovu veze koju zadovoƩava funkcija
f , vaжi d(a, αn) = d(a0, αn) = d(f(a1), f(αn−1)) 6 d(a1, αn−1), odnosno,
nastavƩaƬem posledƬeg postupka, sledi d(a, αn) 6 d(an, α0) = d(an, α).
Specijalno, vaжi d(a, αmi) 6 d(ami , α) → 0 kad i → ∞ (poxto ami → α
kad i → ∞), pa αmi → a kad i → ∞. Analogno, βmi → b kad i → ∞, pa
d(αmi , βmi) → d(a, b) kad i→ ∞.
Kako, na osnovu osobine koju zadovoƩava f , za svako n ∈ N0 vaжi
d(αn+1, βn+1) = d(f(αn), f(βn)) 6 d(αn, βn), sledi da je (d(αn, βn))n∈N0

nerastu�i niz nenegativnih realnih brojeva, a po prethodno po-
kazanom, ima konvergentan podniz (poxto d(αmi , βmi) → d(a, b) kad
i → ∞), pa vaжi i d(αn, βn) → d(a, b) kad n → ∞. Iz osobine
koju zadovoƩava f , sledi da je ona neprekidna, pa iz do sada do-
bijenog sledi d(a, b) = lim

i→∞
d(αmi+1, βmi+1) = lim

i→∞
d(f(αmi), f(βmi)) =

d
�
f( lim
i→∞

αmi), f( lim
i→∞

βmi)
�

= d(f(a), f(b)). Kako su a, b ∈ X proizvoƩni,

posledƬe znaqi da je f izometrija na X (pa je i injektivna). △
Sliqno, i u sluqaju kontrakcije u kompaktnom metriqkom prostoru,
dobijaju se jaqi rezultati od dobijenih u opxtem sluqaju. U pri-
merima 24 i 25, pokazano je da, ako se u kompletnom metriqkom
prostoru X uslov q-kontrakcije (za neko q ∈ (0, 1)) zameni uslovom
d(f(x), f(y)) < d(x, y) za sve x, y ∈ X, x 6= y, onda se ne moжe garantova-
ti ni egzistencija ni odsustvo fiksne taqke preslikavaƬa f . Naredno
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tvr�eƬe pokazuje da se to ipak moжe uqiniti u kompaktnom prostoru.

Lema 8.3.11. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor i f : X → X
funkcija koja zadovoƩava d(f(x), f(y)) < d(x, y) za sve x, y ∈ X, x 6= y.
(a) Onda f ima jedinstvenu fiksnu taqku.
(b) Za proizvoƩno x0 ∈ X, niz definisan sa xn+1 = f(xn) konvergira
ka fiksnoj taqki qija je egzistancija utvr�ena u delu (a).

Dokaz. (a) Ako bi postojale dve fiksne taqke a 6= b, onda je 0 <
d(a, b) = d(f(a), f(b)) < d(a, b), xto je nemogu�e. Neka je g : X → R
definisana sa g(x) = d(x, f(x)) (oqigledno je g(x) > 0 za svako x ∈ X).
PostojaƬe fiksne taqke (funkcije f na X) je ekvivalentno egziste-
nciji nule funkcije g. Kako je g neprekidna na kompaktnom prostoru
X i nenegativna, dostiжe minimalnu vrednost, tj. postoji a ∈ X tako
da je d(a, f(a)) 6 d(x, f(x)) za svako x ∈ X. Ako je a 6= f(a), onda je
d(f(a), f(f(a))) < d(a, f(a)) (po uslovu teoreme), tj. g uzima maƬu vre-
dnost, pa mora biti f(a) = a, odnosno a je fiksna taqka funkcije f .
(b) Neka je (xn)n>1 navedeni niz. Ako je xn = a za neko n, onda je xn+1 =
f(xn) = f(a) = a, pa je niz konstantno jednak a poqev od n-tog qlana, tj.
konvergira ka a. Ako je xn 6= a za svako n ∈ N, onda je 0 < d(xn+1, a) =
d(f(xn), f(a)) < d(xn, a) za svako n ∈ N, pa je niz (d(xn, a))n>1 opadaju�i
niz pozitivnih realnih brojeva. Sledi da postoji lim

n→∞
d(xn, a) = l, a

kako je X kompaktan, postoji podniz (xni)i>1 koji konvergira. Neka je
lim
i→∞

xni = b. Kako je f neprekidna, sledi da je lim
i→∞

f(xni) = f(b), tj.

lim
i→∞

xni+1 = f(b). Poxto d(xn, a) → l kad n → ∞, sledi d(xni , a) → l i

d(xni+1, a) → l kad i → ∞, pa na osnovu neprekidnosti metrike sledi
d(xni , a) → d(b, a) i d(xni+1, a) → d(f(b), a) kad i → ∞, odakle je d(b, a) =
l = d(f(b), a) = d(f(b), f(a)). Ukoliko je b 6= a, iz prethodnog sledi
d(f(b), f(a)) < d(b, a), xto je nemogu�e, pa je b = a, odnosno l = d(b, a) = 0.
Dakle, d(xn, a) → 0 kad n→ ∞.

Videli smo da se normiranom vektorskom prostoru, kao i Eukli-
dskom vektorskom prostoru, prirodno pridruжuje metrika. Naravno,
za oqekivati je da se za takvu metriku moжe do�i do jaqih zakƩuqaka,
nego xto je to mogu�e u opxtem metriqkom prostoru.

Primer 36. Ako je X kompaktan podskup Euklidskog vektorskog pro-
stora (onda je (X, d) metriqki prostor, pri qemu je d(x, y) = ‖x − y‖,
za x, y ∈ X, a norma ‖ · ‖ je indukovana skalarnim proizvodom), Y ⊆ X
zatvoren i konveksan, z ∈ X i r = d(z, Y ) (na osnovu rezultata primera
29 i teoreme 8.3.1, r je dobro definisano). Dokaжimo da, ako za niz
(yn)n>1 vaжi d(yn, z) → r kad n→ ∞, onda je (yn)n>1 konvergentan. Kako
je posmatrana norma indukovana skalarnim proizvodom, zadovoƩena je
jednakost paralelograma (videti primer 38 glave 7), pa za sve m,n ∈ N
vaжi 2(‖yn− z‖2 +‖ym− z‖2) = ‖yn− ym‖2 +‖yn+ ym−2z‖2 = ‖yn− ym‖2 +
4 · ‖ yn+ym

2 − z‖2 > ‖yn − ym‖2 + 4r2 (zbog konveksnosti Y , iz yn, ym ∈ Y

sledi yn+ym

2 ∈ Y ), odakle je (d(yn, ym))2 6 2(d(yn, z))
2 +2(d(ym, z))

2−4r2.
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Ako d(yn, z) → r, kad n→ ∞, sledi da za proizvoƩno ε > 0, postoji n0,
tako da za m,n > n0 vaжi (d(yn, ym))2 < ε, te je niz (yn)n>1 Koxijev,
a kako je X kompaktan prostor, on je i kompletan, pa je uoqeni niz
i konvergentan (kako je i Y kompaktan, zapravo vidimo i da (yn)n>1

konvergira ka elementu iz Y ). △
Ako je X = [−1, 1]2 i d((x1, y1), (x2, y2)) = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|}, onda
je (X, d) kompaktan metriqki prostor (zapravo, u pitaƬu je normiran
prostor, sa normom ‖(x, y)‖∞ = max{|x|, |y|}), Y = [−1, 1] × {0} je Ƭegov
zatvoren podskup, a ako je z = (0, 1), vaжi d(z, y) = 1, za svako y ∈ Y ,
te za proizvoƩan niz (yn)n>1 u Y (pa i niz koji nije konvergentan)
vaжi d(yn, z) = 1, pa se zakƩuqak prethodnog primera ne prenosi na
sluqaj opxteg normiranog prostora (a u opxtem metriqkom prostoru
ne mora imati smisla pojam konveksnosti). Uporediti dobijeno u
ovom primeru sa rezultatom leme 7.5.2 (videti i komentare nakon Ƭe).

8.4. Povezanost u metriqkom prostoru

Definicija 8.4.1. Metriqki prostor X je povezan ako i samo ako su
X i ∅ jedini skupovi koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni.

Po literaturi se qesto vi�a da se umesto naziva povezan koristi
termin koneksan, latinskog porekla. Skupove koji su istovremeno i
otvoreni i zatvoreni �emo na daƩe zvati otvoreno–zatvoreni. Prime-
timo da sama definicija ima smisla i u xirem kontekstu (recimo, i u
topoloxkom prostoru). Iz definicije sledi da je metriqki prostor
X nepovezan ako je X = U ∪ V za neke neprazne disjunktne otvorene
skupove U i V . Zaista, onda je V = X \ U i U = X \ V , pa su U i V
istovremeno i zatvoreni, a, ako postoji, ovakvo rastavƩaƬe prostora
X se naziva diskoneksija. Skup u metriqkom prostoru je povezan ako
i samo ako je povezan metriqki prostor (sa topologijom nasle�enom iz
xireg prostora; dakle, ako za A ⊆ X postoje otvoreni U, V ⊆ X, tako
da su A1 = A∩U i A2 = A∩V disjunktni, neprazni i vaжi A = A1 ∪A2,
onda je A nepovezan). Iz prethodnog sledi i da povezanost nije re-
lativna osobina, odnosno, ukoliko je skup povezan u nekom metriqkom
prostoru, bi�e povezan i kao podskup xireg prostora, xto, kao i u
sluqaju kompaknosti, daje posebnu vaжnost prouqavaƬu ove osobine.

Primer 37. U R sa standardnom metrikom povezani skupovi su inte-
rvali. Zaista, ako je A ⊆ R takav da postoji a 6∈ A, a da je pritom U =
(−∞, a)∩ A 6= ∅ i V = (a,∞)∩ A 6= ∅, onda je U ∪ V diskoneksija skupa
A. Na primer, skup (−∞, 0)∪ (0,∞) nije povezan u R i ulogu skupova
U i V igraju skupovi (−∞, 0) i (0,∞). Primetimo i da skupovi U i V
koji prikazuju diskoneksiju ne moraju biti jednoznaqno odre�eni. Na
primer, ako je X = (−1, 0]∪ [1, 2]∪ (3,∞), posmatran kao potprostor R,
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onda X nije povezan, a ulogu U iz definicije diskoneksije moжe igra-
ti bilo koji od skupova (−1, 0], [1, 2], (3,∞), (−1, 0]∪ [1, 2], (−1, 0]∪ (3,∞),
[1, 2]∪ (3,∞) (a onda je V = X \ U). △
Primer 38. Ako je X prostor sa bar dva elementa snabdeven diskre-
tnom metrikom, onda je X nepovezan. Zaista, ako je x ∈ X i K otvo-
rena kugla sa centrom u x, polupreqnika 1

2 , ako je U = X ∩ K = {x} i

V = X \K = X \ {x} 6= ∅, onda je X = U ∪ V jedna diskoneksija X. △
Po prethodnom primeru, {0, 1} sa diskretnom metrikom (a to je metri-
ka ovog prostora i posmatranog kao potprostor R) je nepovezan.

Lema 8.4.1. Metriqki prostor X je povezan ako i samo ako je svaka
neprekidna funkcija f : X → {0, 1} konstantna (tj. nije surjektivna).

Dokaz. Po prethodnom primeru, u {0, 1} su i {0} i {1} otvoreno–
zatvoreni skupovi, pa ako postoji neprekidna f , tako da je f(X) =
{0, 1}, onda su f−1({0}) i f−1({1}) neprazni otvoreno–zatvoreni i
disjunktni skupovi u X, te X nije povezan. Sa druge strane, ako
X nije povezan i ako je U ∪ V neka Ƭegova diskoneksija, funkcija

f(x) =
n

0, ako je x ∈ U
1, ako je x ∈ V

je neprekidna i nekonstantna.

Prethodna lema daje opis povezanosti prostora ,,jezikom funkcija” i
moжe se iskoristiti za definiciju povezanosti metriqkog prostora
(u tom sluqaju bi gorƬa definicija bila prva posledica). Iz pretho-
dnog sledi da je A ⊆ X, gde je X metriqki prostor, otvoreno–zatvoren

ako i samo ako je funkcija χA(x) =
n

1, ako x ∈ A
0, ako x 6∈ A

neprekidna (zai-

sta, slika funkcije je u {0, 1}, pa ako je A otvoreno–zatvoren, sledi
da su χ−1

A (0) = A i χ−1
A (1) = X \A otvoreni (u X), te je χA neprekidna

(skupovi {0} i {1} qine bazu u prostoru {0, 1}); sa druge strane, ako
je χA neprekidna, onda je A = χ−1

A (1) otvoreno–zatvoren, poxto je {1}
otvoreno–zatvoren u {0, 1}). Primetimo da je u prethodnoj lemi kƩu-
qan bio zahtev neprekidnosti posmatranih funkcija, te ne iznena�uje
xto �e se i pri daƩim ispitivaƬima osobina povezanog skupa pomo�u
funkcija definisanih na Ƭemu, prirodno nametati uslov Ƭihove ne-
prekidnosti, xto dolazi do punog izraжaja u narednom tvr�eƬu.

Teorema 8.4.1. Neka su X i Y metriqki prostori, pri qemu je X pove-
zan, a f : X → Y neprekidno preslikavaƬe. Onda je f(X) povezan skup.

Dokaz. DovoƩno je posmatrati sluqaj Y = f(X). Ukoliko f(X) nije
povezan, onda je f(X) = U ∪ V za neke neprazne disjunktne otvorene
skupove U i V u f(X), a onda su oni i zatvoreni u f(X). Me�utim, kako
je f neprekidna, sledi da su f−1(U) i f−1(V ) neprazni i disjunktni
otvoreno–zatvoreni skupovi u X, xto je nemogu�e, poxto je X povezan
metriqki prostor.

Dakle, neprekidna slika povezanog skupa je povezan skup. Kako su
povezani skupovi u sluqaju R intervali, prethodna teorema u ovom
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sluqaju dovodi do ranije dobijene teoreme o me�uvrednosti (teo-
rema 4.3.1; zaista, ako je X povezan metriqki prostor, f : X → R
neprekidna, f(a) = α, f(b) = β i ako se γ nalazi izme�u α i β, po
prethodnom tvr�eƬu je f(X) povezan (u R), pa je u pitaƬu interval
koji sadrжi α, β, no onda sadrжi i γ, tj. postoji c ∈ X, tako da je
f(c) = γ). Me�utim, prava vrednost prethodne teoreme je, izme�u
ostalog, u tome xto sa podjednakim naporom daje zakƩuqke i u sluqa-
jevima u kojima funkcije nisu realnovrednosne (primetimo da se ne
zahteva nikakva algebarska struktura ni na domenskom ni na kodome-
nskom prostoru).

Primer 39. Ako je A ⊆ Rn povezan skup i ako a1, a2 ∈ A, tako da je
‖a1‖ < 1 i ‖a2‖ > 1, onda skup A sadrжi taqku b, tako da je ‖b‖ = 1.
Zaista, funkcija f(x) = ‖x‖ je neprekidna na Rn, pa je slika skupa
A povezan skup, a kako su povezani skupovi u R intervali i kako, po
uslovima, slika sadrжi a1 i a2, tako da je ‖a1‖ < 1 i ‖a2‖ > 1, interval
koji predstavƩa sliku sadrжi i taqku 1. △
Primer 40. Sliqnim naqinom razmixƩaƬa kao u prethodnom pri-
meru moжemo zakƩuqiti da ako povezan metriqki prostor X sadrжi
makar dve taqke, onda sadrжi neprebrojivo mnogo taqaka. Zaista, ako
su a 6= b uoqene dve taqke, δ proizvoƩan broj za koji je 0 < δ < d(a, b)
i Kδ kugla sa centrom u a i polupreqnika δ, ukoliko je X ∩ Kδ = ∅,
onda su U = X ∩ Kδ i V = X \ U neprazni otvoreno–zatvoreni podsku-
povi u X (skup V je skup svih x ∈ X za koje je d(x, a) > δ), pa X ne
bi bio povezan. Dakle, sfera sa centrom u a i polupreqnika δ, za
svako δ ∈ (0, d(a, b)) sadrжi makar jednu taqku, a kako su te taqke i
razliqite za razliqite vrednosti δ, kardinalost skupa X je ne maƬa
od kardinalnosti intervala (0, d(a, b)), odnosno ne maƬa od c. △
Primer 41. Kako je f : R → R2, definisana sa f(t) = (cos t, sin t),
neprekidna, za proizvoƩne −∞ 6 a < b 6 ∞ je skup ℓa,b = f(a, b) po-
vezan. Prethodno, u sluqaju b − a < 2π, moжemo videti kao (otvoren)
luk, tj. deo kruжne linije (u krugu sa centrom u (0, 0), polupreqnika
1, centralnog ugla b − a). Po prethodnom, ℓ0,2π i ℓ−π,π su povezani,
dok Ƭihov presek nije (Ƭihov presek je uoqena jediniqna kruжna li-
nija bez taqaka (−1, 0) i (1, 0)), pa presek povezanih skupova ne mora
biti povezan skup. Ako je X = ℓ0,2π metriqki prostor (posmatran
kao potprostor R2), onda je X povezan, a (otvorena) kugla K(f(π6 ), 1)

je skup ℓ0,π
2
∪ ℓ 11π

6 ,2π (analogno, zatvorena kugla K(f(π6 ), 1) je skup

K(f(π6 ), 1)∪{(cos π2 , sin
π
2 ), (cos 11π

6 , sin 11π
6 )}). Iz prethodnog vidimo da,

iako je X povezan, ni otvorena ni zatvorena kugla u X ne moraju biti
povezani skupovi. △
Primer 42. Ako je X povezan, a, b ∈ X, kako je f(x) = d(x, a) − d(x, b)
neprekidna, vaжi |f(x)| 6 d(a, b), kao i −f(a) = f(b) = d(a, b), sledi da je
f(X) = [−d(a, b), d(a, b)] (poxto je f(X) povezan, a povezani skupovi u R
su intervali). Analogno, ako postoje neprazni disjunktni A,B ⊆ X,
tako da je d(x,A) 6= d(x,B), onda X ne moжe biti povezan. Zaista,
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g(x) = d(x,A)− d(x,B) je neprekidna, za x ∈ A vaжi g(x) = −d(x,B) 6 0,
a za x ∈ B vaжi g(x) = d(x,A) > 0, pa kako iz navedenog uslova sledi
da je g(x) 6= 0, sledi da su g−1(−∞, 0) i g−1(0,∞) neprazni i qine
diskoneksiju prostora X. △
Primer 43. Kao xto je to bio sluqaj i prilikom primene teo-
reme 4.3.1, tipiqna upotreba prethodne teoreme je pri utvr�ivaƬu
egzistencije rexeƬa jednaqina. Ako je X povezan metriqki prostor,
a, b ∈ X, f : X → R neprekidna, onda postoji c1 ∈ X, tako da je (f(c1))

3 =
(f(a))3+(f(a))2f(b)+f(a)(f(b))2+(f(b))3

4 , a ako je f i nenegativna, postoji c2 ∈
X tako da je f(c2) =

È
f(a)f(b). Zaista, pod navedenim uslovima su

prethodni izrazi dobro definisani, a ako je, bez umaƬeƬa opxtosti,

f(a) 6 f(b), vaжi (f(a))3 6
(f(a))3+(f(a))2f(b)+f(a)(f(b))2+(f(b))3

4 6 (f(b))3 i

f(a) 6

È
f(a)f(b) 6 f(b), pa kako je f(X) interval, f(a), f(b) ∈ f(X) (a

x3 je neprekidna i rastu�a na R), slede navedena tvr�eƬa. △
Lema 8.4.2. Ako je X = X1 ∪X2 diskoneksija metriqkog prostora X i
Y ⊆ X povezan skup, onda Y ⊆ X1 ili Y ⊆ X2.

Dokaz. Skupovi X1 i X2 su neprazni disjunktni otvoreno–zatvoreni
skupovi u X, pa su Y ∩ X1 i Y ∩ X2 otvoreno–zatvoreni skupovi u
Ƭegovom potprostoru Y , a ako bi bili i neprazni, Y ne bi bio povezan.
Me�utim, kako je Y povezan, bar jedan od pomenutih skupova je prazan,
a poxto je Y ⊆ X1 ∪ X2, sledi da Y pripada nekom od X1, X2.

U primeru 41 smo videli da povezanost preseka povezanih skupova
ne moжemo garantovati bez dodatnih uslova, a sliqan sluqaj je i
sa unijom. Na primer, u R su [0, 1], [1, 2] i [2, 3] povezani, kao i
[0, 1]∪ [1, 2] = [0, 2], dok [0, 1]∪ [2, 3] nije povezan, xto dovodi do mo-
tivacije se da kao dovoƩan uslov koji obezbe�uje povezanost unije
povezanih skupova izabere zahtev da nisu disjunktni.

Lema 8.4.3. Ako su A i (Ai)i∈I , gde je I neki skup indeksa, povezani
skupovi metriqkog prostora i ako je A∩ Ai 6= ∅ za svako i ∈ I, onda je
i A∪ ( ∪

i∈I
Ai) povezan skup.

Dokaz. Ako je X = A∪ ( ∪
i∈I

Ai) nepovezan, onda je X = X1 ∪ X2 za neke

neprazne disjunktne otvoreno–zatvorene skupove X1 i X2. Kako je za
svako i ∈ I skup Ai povezan, na osnovu prethodne leme je Ai ⊆ X1

ili Ai ⊆ X2, a analogan zakƩuqak vaжi i za skup A. Bez umaƬeƬa
opxtosti, neka je A ⊆ X1. Me�utim, kako je A∩ Ai 6= ∅, onda mora
biti Ai ⊆ X1 za svako i ∈ I, a posledƬe znaqi da je X2 = ∅. Iz
dobijene kontradikcije sledi da je X povezan.

Iz prethodne leme sledi da, ako su (Ai)i∈I povezani skupovi metriqkog
prostora i vaжi ∩

i∈I
Ai 6= ∅, onda je ∪

i∈I
Ai povezan.

Primer 44. Skupovi A = [0, 1) i B = {1} u R (sa standardnom
metrikom) su povezani i disjunktni, a A∪ B je povezan, pa prethodno
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tvr�eƬe daje dovoƩne, ali ne i potrebne uslove koji obezbe�uju
povezanost unije povezanih skupova. Sliqan zakƩuqak se moжe do-
biti i u proizvoƩnom metriqkom prostoru X. Zaista, ako je A ⊆ X
povezan i B = {b}, ako je b izolovana taqka u A∪ B, onda je posledƬi
skup nepovezan, a ako b ∈ A′, onda je A∪ B povezan (u svakoj okolini
b se nalazi bar jedna taqka skupa A, pa A nije zatvoren u A∪ B).
Dakle, ako je B = {b} jednoqlan i A povezan, A∪ B je povezan ako
i samo ako je d(A, b) = 0. Me�utim, posledƬe nije taqno u sluqaju
da B nije jednoqlan. Zaista, ako su A i B skupovi iz primera 30,
onda je d(A,B) = 0, a A∪ B je diskoneksija tog prostora (u primeru
29 je pokazano da postoje disjunktni otvoreni U1, U2 ⊆ R2, tako da je
A ⊆ U1, B ⊆ U2). Stoga povezanost dobija punu snagu ako se pri-
meƬuje u prostorima koji zadovoƩavaju dodatne osobine, poput ko-
mpaktnosti (obiqno se, iz razloga koji su pomenuti ranije, osobina
povezanosti uparuje sa osobinama koje nisu relativne). Konkretno,
ako je X = A∪ B kompaktan metriqki prostor, a A,B ⊆ X povezani,
onda je X povezan ako i samo ako je d(A,B) = 0. Zaista, ako je
δ = d(A,B) > 0, onda su U = ∪

x∈A
K(x, δ2 ) i V = ∪

x∈B
K(x, δ2 ) disjunktni

i otvoreni, pa su A = X ∩ U i B = X ∩ V otvoreno–zatvoreni, tj. Y
nije povezan. Obrnuto, ako je d(A,B) = 0, postoje nizovi (an)n>1 u A
i (bn)n>1 u B, tako da d(an, bn) → 0 kad n → ∞. Kako je X kompaktan,
postoji podniz (ani)i>1 prvog niza, tako da ani → a ∈ X, kao i podniz
(bmi)i>1 niza (bni)i>1, tako da bmi → b ∈ X kad i → ∞ (naravno, onda i
ami → a kad i → ∞). Sledi a = b, pa svaka okolina ove taqke sadrжi
i taqku iz A i taqku iz B. Ako je, bez umaƬeƬa opxtosti, a ∈ A, iz
prethodnog sledi da B nije zatvoren (u X), pa je X povezan. Iz pre-
thodnih razmatraƬa vidimo i da, ako je X povezan metriqki prostor
sa bar dve taqke i x ∈ X, onda X \ {x} ne moжe biti kompaktan. △
Primer 45. Ako je S = {(x, y) |x2 + y2 = 1} ⊆ R2, odredimo sve
neprekidne injektivne funkcije f : S → R. Skup S je kompaktan i
povezan, pa je f(S) kompaktan povezan skup u R, odnosno u pitaƬu je
zatvoren interval [a, b] (a kako S sadrжi beskonaqno mnogo taqaka i f
je injektivna, vaжi a < b). Ako je c ∈ (a, b) i p ∈ S takva da je f(p) = c,
skup S \ {p} je povezan (u R2), dok je f(S \ {p}) = [a, c)∪(c, b] nepovezan
(u R), xto je nemogu�e, poxto je f neprekidna na S \ {p}. Sledi da ne
postoji f sa navedenim osobinama. Primetimo da analognim postu-
pkom moжemo pokazati da ne postoji neprekidna injektivna f : R2 → R
(dovoƩno je posmatrati restrikciju f na neku zatvorenu kuglu u R2 i
ponoviti prethodni postupak). △
Rezultati primera 44 prirodno postavƩaju pitaƬe povezanosti za-
tvoreƬa povezanog skupa, xto dovodi do narednog tvr�eƬa.

Lema 8.4.4. Ako je A ⊆ B ⊆ A i skup A povezan, onda je i B povezan.

Dokaz. Ukoliko B nije povezan, onda je B = B1 ∪ B2, gde su B1 i B2

neprazni otvoreno–zatvoreni skupovi. Kako je A povezan, na osnovu
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leme 8.4.2 mora biti A ⊆ B1 ili A ⊆ B2. Bez umaƬeƬa opxtosti, neka
je A ⊆ B1. Me�utim, kako je B1 zatvoren, sledi A ⊆ B1, a poxto je
B ⊆ A, sledi B2 = ∅, xto je protivno pretpostavci. Sledi da je B
povezan.

Vidimo i da je prostor X nepovezan ako postoje A,B ⊆ X tako da je
X = A∪B i A∩B = ∅ = A∩B (po nekim literaturama se vi�a da
posledƬe igra ulogu definicije nepovezanog prostora).

Iz leme 8.4.2 sledi i da, u sluqaju da se metriqki prostor X moжe
prikazati kao disjuntna unija vixe od 2 povezana skupa, povezan
skup Y mora biti sadrжan u jednom od Ƭih, pa je, zarad brжeg za-
kƩuqivaƬa, u ovakvim sluqajevima od interesa prikazati X kao uniju
disjunktnih povezanih skupova. Ako za x, y ∈ X definixemo x ∼ y ako
i samo ako postoji povezan skup koji sadrжi x i y, u pitaƬu je relacija
ekvivalencije (zaista, refleksivnost i simetriqnost su trivijalne,
a ako je x ∼ y i y ∼ z, postoje povezani Ax ∋ x, y i Az ∋ y, z, a kako
y ∈ Ax ∩ Az, oni su i neprazni, pa je Ax ∪ Az povezan koji sadrжi
x i z). Klase ekvivalencije ove relacije se nazivaju komponente
povezanosti (metriqkog prostora X). Sledi da lema 8.4.2 dovodi
do zakƩuqka da je svaki povezan skup sadrжan u nekoj komponenti
povezanosti prostora X, a ako X ima n > 2 komponenti povezanosti,
postoji neprekidno surjektivno preslikavaƬe f : X → {0, . . . , n − 1}
(komponente povezanosti su, za takvo preslikavaƬe, upravo f−1(i), gde
je 0 6 i 6 n− 1), dok u ovom sluqaju ne postoji neprekidno surjektivno
preslikavaƬe iz X u {0, . . . , n}.
Primer 46. Konveksan skup u normiranom vektorskom prostoru je
povezan. Zaista, ako je X uoqeni skup i x ∈ X, za svako y ∈ X duж Ay,
koja spaja x i y, je povezan skup (poxto je neprekidna slika [0, 1] ⊆ R,
jer je Ay odre�ena sa tx + (1 − t)y, gde je t ∈ [0, 1]), vaжi Ay ∩Az = {x}
za sve y, z ∈ X, kao i X = ∪

x∈X
Ax, pa na osnovu leme 8.4.3 sledi da je

X povezan prostor. U prostoru C[a, b] sa normom ‖ ·‖∞ (videti primer
7) je skup polinomskih funkcija povezan (ako je n nula polinom, za
proizvoƩan polinom p i t ∈ [0, 1] je tp + (1 − t)n polinom), a povezan
je i skup monotonih funkcija (analogno, ako je n nula funkcija, za
proizvoƩnu monotonu m : [a, b] → R i t ∈ [0, 1] je tm+(1− t)n monotona),
dok podskup strogo monotonih funkcija ovog prostora nije povezan
(ako je Y taj skup, a Y1 i Y2, redom, Ƭegovi podskupovi sastavƩeni
od strogo rastu�ih i strogo opadaju�ih funkcija, ako je f ∈ Y1, onda

kugla sa centrom u f i polupreqnika r ∈ (0, f(b)−f(a)
2 ) (postoji takvo r,

poxto je f strogo rastu�a) je disjunktna sa Y2 (ako je g iz uoqene ku-
gle, onda je g(b) > f(b)−r > f(a)+r > g(a), pa ne moжe biti opadaju�a);
kako takva kugla postoji za svako f ∈ Y1, sledi da je Y1 otvoren (u Y ),
analogno je Y2 otvoren (u Y ), pa je Y1 ∪ Y2 diskoneksija Y ). △
Taqke x, y metriqkog prostora X se mogu povezati putem ako postoji
neprekidno preslikavaƬe f : [0, 1] → X, tako da je f(0) = x i f(1) = y
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(ovo preslikavaƬe se naziva put iz taqke x u taqku y). Ukoliko je x ∼
y ako se x, y ∈ X mogu povezati putem, onda je ∼ relacija ekvivalencije
na X. Zaista, f(t) = x je put koji povezuje x i x (refleksivnost), ako
je f(t) put koji povezuje x i y, onda je f(1 − t) put koji povezuje y
i x (simetriqnost), a ako je f(t) put koji povezuje x i y, a g(t) put

koji povezuje y i z, onda je h(t) =
n

f(2t), za t ∈ [0, 1
2 ]

g(2t− 1), za t ∈ [ 12 , 1]
put koji

povezuje x i z (tranzitivnost). Klase ekvivalencije ove relacije se
nazivaju komponente putne povezanosti. Ukoliko se X sastoji od jedne
komponente putne povezanosti (tj. ako se proizvoƩne taqke iz X mogu
povezati putem), onda se X naziva putno povezan.

Lema 8.4.5. Ako je metriqki prostor putno povezan, onda je i povezan.

Dokaz. Ako je uoqeni prostor X putno povezan i x ∈ X, za svako y ∈ X
postoji put fy koji povezuje x i y. Ako je Ay = fy([0, 1]), onda je Ay
povezan (u X), a ako je A = {x}, vaжi A∩ Ay = {x}, xto je povezan skup
u X, pa na osnovu leme 8.4.3, sledi tvr�eƬe.

Primer 47. Na osnovu leme 8.4.4, skup T = {(x, y) | x 6= 0 ∧ y =
sin 1

x}∪ {(0, y) | −1 6 y 6 1} je povezan (u standardnoj metrici nasle-
�enoj iz R2). Neka je f put u T koji povezuje (0, 0) i (1, sin 1), f(0) =
(0, 0), A = {(x, y) | x 6= 0 ∧ y = sin 1

x} i s = sup{f−1(T \ A)}. Kako je
f−1(T \ A) zatvoren (poxto je T \ A zatvoren, a f neprekidna), sledi
f(s) ∈ T \A, a kako je f(1) ∈ A, sledi s < 1. Iz prethodnog i kako je f
neprekidna, sledi da postoji δ ∈ (0, 1−s], tako da je f([s, s+δ]) sadrжan
u K = K(f(s), 1

2 ). Me�utim, onda K ∩ T nije povezan, a komponenta
povezanosti K ∩ T koja sadrжi f(s) je K ∩ (T \ A), pa f(s + δ) ∈ T \ A,
xto protivreqi definiciji s. Sledi da T nije putno povezan. △
Dakle, ne vaжi obrat prethodne leme. Za kraj ovog dela razmotrimo i
ponaxaƬe osobine povezanosti prilikom rada u proizvodu prostora.

Lema 8.4.6. Metriqki prostori X i Y su povezani ako i samo ako je
povezan X × Y .

Dokaz. Kako se A = {x} × Y utapa u X × Y , ako je Y povezan, sledi
da je i A povezan. Analogno, ako je X povezan, onda su Ay = X × {y}
povezani za svako y ∈ Y . Kako je A∩ Ay 6= ∅, na osnovu leme 8.4.3, je
A∪ ( ∪

y∈Y
Ay) = X × Y povezan. Sa druge strane, ako je X × Y povezan,

kako su projekcije pX i pY na X i Y , redom, neprekidne, na osnovu
teoreme 8.4.1 sledi da su pX(X×Y ) = X i pY (X×Y ) = Y povezani.

Primetimo i da, ako je f : X → Y neprekidna i X povezan, onda
je Gf = {(x, y) |x ∈ X ∧ y = f(x)} povezan (zaista, onda je F : X →
X × Y definisana sa F (x, y) = (x, f(x)) neprekidna, pa je Gf = F (X)
povezan na osnovu teoreme 8.4.1), dok obrnuto ne mora biti taqno (ako

je f : R → R definisana sa f(x) =
n

sin 1
x , ako je x 6= 0

0, ako je x = 0
, onda f nije

neprekidna, iako je Gf povezan (videti prethodni primer)).
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