7. YBon y JIUHEApHY aJIreopy

Y OpPeTXOIHOM Iesy TEKCTa Ce, NPUINKOM KMCIUTHBama (YHKIWja U HU-
XOBUX OCOOMHA KOje Cy HaM Ouie oI MHTepeca, BUMIE IyTa IOJA3UIO0 IO
3ak/pydKa ga oAropapajyfa kiaca (yHKIUja MMa CTPYKTYDPY BEKTOPCKOD
npocropa (a 4Jecto je mpupoaHO m3BUpaJsa u HOpMma). Takobe, uecto ce
IEIAaBajo Aa Cy HEKa O IPOydYaBaHWUX IIPECIUKaBama Ha THUM KiacaMma
TakBa na ce, oapehuBameM BPEIHOCTH TOT MPECINKABAKA HA CIEIUPUIHOM
CKyIly, MO/K€ 3aKby4YUTU HEroBa BPEIHOCT y NMPOU3BOJLHO] JIUHEAPHO] KO-
MOuHAIM]K efeMeHaTa knace. Ha npumep, npunukoMm onpebusama ussoaune
¢yHEnMje monmHOMa creneHa He Belier on n € N, KopucTuiIu CMO IO3HATE
BPEIHOCTH M3BOJA 32 MOHMYHE MOJUHOME, Tj. moJumHOMe obsmka t*, rie je
0 < k < n u 13B. nuHeapHocT m3BoAa (menosu (a) m (6) Teopeme 5.1.1),
a Ha OCHOBY TOTa NOJA3WIN OO0 3aKHbYyUKa O M3BOAY NPOU3BOJLHOT IOJIU-
HOMa cremeHa He Beher om n. JemaH on umimeBa OBe TiaBe je HETAJLHUjE
IpoydaBame ONMUCAHUX IMOjaBa.

7.1. JIuHeapHa mpecJMKaBamha BEKTOPCKUX
mIpocTopa

Y nmeny 1.3, y omeiky nocBelieHOM BEKTOPCKMM IPOCTOPUMA, Te(PUHUCAHU
Ccy HOJMOBU JMHeapHe KOMOMHaIMje, JUHeapHe He3aBUCHOCTM U JIMHeaJa
KOHAYHOT CKyTla BEKTOpa. llpuMeTmMo na ce mojaMm jnuHeasa (JIrHeapHOT
OMOTaua), MPUPOJHO MOKE TPONIMPUTH W 3& MPOU3BOJHAH CKym S y Be-
KTOPCKOM npoctopy V, ako meros juneas, y o3Hauu Z(S5), nedunumemo
Ka0 CKyIl CBUX JMHEADHUX KOMOUWHamuja BekTopa u3 S (Tj. CBUX BEKTOpa
obmuka a1v1 +. ..+ auv,, e jen € N, ag, ..., q, CKaIapu, a vi,...,0, € 5;
popmagno ce nepuamme £ (() = {0}, rme je 0 meyrpaa y npoctopy V). U3
neduHUnMje HemocpenHo ciaenu na je Z£(S) majmamu (y CMUCIY UHKILy3Uje)
BEKTODCKU IPOCTOP Koju canpsxu S, na je Z(ZL(S)) = Z(S), ako je U no-
tpoctop, ouna je L(U) =U, a ako je S CT CV, ouna je £(S) C Z(T),
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nok y cayuajy S CT C £(S) zakmyuyjemo na je Z(S) = Z(T). Takobe,
ako S C L(T) u T C Z(S) cnenn Z(S) = Z(T). Amnanorso, 3a S CV
KaKeMO 4 je JUHEApHO HEe3aBMCAH CKyI BEKTOPa aKo 3a CBako n € N
Cy TPOU3BOJLHU PA3IUYUTH V1, ..., U, € S JIMHEAPHO HE3aBUCHU (MITO Ce y
cayuajy S = {v1,...,v,} crasxke ca paHuje HATOM He(QUHULA]OM), a, UHAUE,
hemo pehu na je S numeapno 3aBucan. Hemocpenmuo cnemu ma je S C V
JIMHEAPHO 3aBUCAH AKO U caMo ako mocrtoju v € S rako xa je v € .Z(S\{v})
(3aucra, ako je S nuHeapHO 3aBUcaH, ako je v = 0 TBpheme je TpuUBUjaIHO,
a, unade, mocroje n € N\ {1} n vy,...,v, € V, Taro ma je ajv1 + ...+
apv, = 0, mpu yemy 0ap jeman om ai,...,q, HHUje jemnar 0 m ako je To,
6e3 yMamema ONMTOCTH, (i, OHIA je Up = —Qy, taqv1 — ... — Q) Quy_ 1051,
na v, € Z({v1,...,vn-1}), a orma u v, € Z(S\ {v,}); 06puyTO, aKo je
v =av1 + ...+ apv, 3a Herko n € N, Heke v1,...,v, € S\ {v} u cramape
Q1,...,0p, OHOA je a1U1+. ..+ apv,+(—1)v =0, Te ¢y vy,..., Uy, v IUHEADPHO
3aBucHu). VI3 mperxomnor caemu na je Z(S) = £ (SU{v}) ako u camo axo
jev € Z(S5), kao u na, ako je S nuHeapHO He3aBucaH, je Takas u S U{v} ako
u camo ako v € Z(S). V3 nperxoqHor HENOCPEIHO CIeOU A& je IOACKYII
JMHEAPHO HE3aBUCHOT CKyIla BEKTOPA U CaM JUMHEAPHO HE3aBUCAH, KAO U Ia
je HAICKYT JMHEApHO 3aBUCHOT CKYIa BEKTOPA U CaM JIMHEAPHO 3aBUCAH.

ITpumep 1. Y Bexropckom mpoctopy C(R) je cos2x,1 € £ ({cos? z,sin’ x}),
HOWITO je cos2x = cos’x — sin?z u 1 = cos®x + sin®z, Ok cosz,sin 2z ¢
Z({cos? z,sin? z}) (3amcra, ako je cosx = o cos® x+ [sin® z 3a meke o, § € R,
OHJA MPETXOMIHA jeIHAKOCT BayKM 3a CBaKO x € R, omarie, 3amernoMm = = 0,
OmHOCHO T = 7, mobmjamo 1 = «, omHocmo —1 = «, mTO je Hemoryhe;
CIMUHO, ako je sin2x = acos’z + fsin’z 3a mHeke a,3 € R, 3ameHOM
xr = 0, omHOCHO * = g, nobujamo 0 = «, ommocuo 0 = [, mTo je
memoryhe, momro ¢ymEmMja sin2r ®Huje unentuuru jenHaka 0). Axo je
S ={1}u{z"|n € N} C C(R), ouna je .Z(S) ckyn nonuroma (tj. S je re-
HepaTpuca Tor ckyna), nok e* ¢ £(S) (y neny 5.3, y omemky nocselienom
TejnopoBoM moimHOMY, HOKa3aHO je na MakJIOpeHOB HOJIMHOM (YHKIUjE
e” mMa OGeCcKOHAUYHO MHOI'O HEeHyJa KoedurujeHara, Te ¥ Huje IOJIUHOMCKA
¢yurumja (BumeTn pesynTrare HAKOH jeMe 5.3.2, Kao 1 KOMEeHTape Jare mpe
npumepa 60 riase 5)). A

Jlema 7.1.1. Ako je S KOHauUaH TOJCKYI BEKTOPCKOr mpoctopa V., oHmga
nocroju auHeapuo Heszasucan 1T C S, rako ma je Z(T) = Z(9).

Moxas. Axo je S = (), tepbeme je Tpusmjamno. IIpermocraBumo ma je
TBpbheme TauHO 3a CBE CKyIOBE KOjU ce cacToje om n — 1 BekTopa, rue je
n € N, u nexa S uma n enemenara. Ako je S JIuHeEApPHO HE3aBUCAH, MOKEMO
uszabparu T = S, a ako je JuHEaApHO 3aBUCAH, MOCTOju v € S, TaKO na je
v e Z(S\{v}), ma je Z(S)=Z(S\ {v}). Cnemnn ma je S\ {v} cryn xoju
ce cactoju on n — 1 Bekropa, na (IO IPETHOCTABIM) HOCTOJU JIUHEAPHO
mesasucan T C S\ {v}, rako na je Z(T) =.Z(S\{v}) = Z(5), onakrue, na

OCHOBY MaTeMaTWYKe WHAVKIWje, caenu TBpheme. O

Axo je U mornpocrtop BekTopckor mpocropa V', 3a S C V kaxkemo ma je
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reHeparpuca (remeparopuu ckyn) norupocropa U ako je U = Z(S) (ma-
paBHO, jacHO je ma je ox muHTepeca ma S Oyme mro je moryhe mame Kapau-
HAJHOCTH). Y KOJIMKO IIOCTOjU KOHadaH S koju je remeparpuca U, Kakemo
na je U xonauno remepucan. Ha cucrtemy Bekrtopa e = (e;)icz, rae je T
CKyIl MHAEKCA (HATJIACKMO N& CHACTEM MOCMATPAMO KAO IPECINKABAKE, a
HE KaO CKyI) Ne(UHUIIEMO OCHOBHE €JIEMEHTapHe TPaHcopMalyje:

(1) mHOMEmE j-Or BekTOpa cramapoMm a #* 0, Tj. TpaHchopmammja Koja
cucremy e = (e;)icz, 3a unnexc j € T u cranap « # 0, momemyje cucrem
f=(fi)iez, rae je fi = { OZ;, 22 i ij ;
(2) momasame j-Tor BeKTOpa k-TOM BEKTODY, Tj. TpanchopMamuja Koja Ccu-
cremy e = (e;)iez, 38 pasnuuure j, k € Z, nonemwyje cucreMm [ = (f;)iez, TO€
jefiZ{ €, 3az:7ék.
er+ej, 3ai=k’

(3) 3amena mBa BekTOpAa, Tj. TpaHchopMmalimja Koja cucreMy e = (e;)icz, 3a

e, 3ai¢ {.77 k}
pazanunre j, k € I, nonemwyje f = (fi)iez, rme je fi =< €;, 3ai=k

er, 3at=17]
3a cucreme e = (€;)icr 1 f = (fi)icz KAKEMO Ha Cy €KBUBAJICHTHU, y O3HA-
m e ~ [, aKko ce jeman MOke NOOWTHU M3 APYTOr IPUMEHOM KOHAYHO MHOTO
OCHOBHUX eJsieMeHTapHux omeparnuja. OBa pesanuja 3amucra jecTe pesaiu-
ja eKBUBAJIEHIMje HA CHCTEMUMAa BEKTOPa Ca UCTUM WHIeKcuMa (OmaKiIe U
noTUYE HEH HA3UB). 3aMCTa, NOBOJLHO jé YTBDAUTHU & Ce U3 cucTema [,
KOju je nmoOujeH M3 e jeIHOM O OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX TPaHCHOpMAaI-
ja, Moske mobuTu cucrTeM e. Y ciaydvajy na je f mobujeH m3 e mpuUMeHOM
onmepanuje (1) 3a j € 7 u cranap «, oHma ce e nobuja u3 [ OPUMEHOM
UCTe OIepanuje 3a UCTO j U ckanap o '. Axo je f mobujex u3 e mpume-
HOM omepanuje (2) 3a uamekce j # k, ykoanko ce npumenu omepamuja (1)
3a MHIEKC j U ckajap —1, HaKOH Tora mpuMmeHu onepanuja (2) 3a unIE-
kce j u k, a omma omepammja (1) 3a mnmekc j u cramap —1, mobuja ce
cucreM e. Ako je [ mobujen u3 e mpumenom omepanuje (3) 3a UHIEKCE
j # k, nupumenom ucrte omepanuje Ha f ce mobuja cucrem e. Y HACTABKY
heMoO 4ecTO KOPUCTUTH ONEpPAIUjy AOAABAHA j-TOT BEKTODA, MOMHOKEHOT
CKaJapoM «, Ha k-TU BEKTOp, rzae je j # k (IO HekuM Jjureparypama ce
1 0Ba omepanuja cBpcraBa y ocHoBHe). OBa omepauuja je egeMeHTapHA
(ako je a = 0, cucrem ce He Mema, a ako je a # 0, mobuja ce NPUMEHOM
onepannje (1) 3a j € 7 n v, HAKOH TOTaA puUMeHoM onepanuje (2) 3a j,k € T
u noHoBHOM npumenom omnepamuje (1) 3a j € Z u a™'). 3a cuctem (e;)icz
KasKeMo 1a je amHeapHo HezaBucaH (y V), OMHOCHO reHepaTpuca IpocTopa
V, ako je ckyn {e;|i € I} nuHeapHO HE3ABUCAH, ONHOCHO I'E€HEPATPUCA,
a YKOJMKO je u JuHeapHo Hezasucad (y V) u remeparpuca mnpocropa V,
ouna (e;)ier HaszmBamo 6aza (mpocropa V). 3a cucrem e = (€;)ier, CKyI
Z(e) = Z({e;]i € I}) hemo 3BaT; nuHEapHN oMOTau (JIMHEAN) CHCTEMA €.

Jlema 7.1.2. Ako je e = (e;)ie7 CUCTEM pa3nIuUUTUX BEKTOpa u3 V, oHxa
je e Basa mpocropa V ako m camo ako je ckym {e;|i € I} munnmaana (y
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CMUCIy WHKJIY3Wj€) TeHepATPUCa, OHOCHO aKO M CAMO AKO j€ MaKCUMAJAH
(y cMmmcay uHKIy3Uje) JIUHEApPHO He3aBUCAH CKym y V.

Jokas. Axro je e 6a3a, {e;|i € I} je remeparpuca. AKO mOCTOjU HETOB
npasu moickyn S, tako xa je Z(S) =V, ako je v € {e;|i € I} \ S, mo
3aRJbYULUMA KOju Cy nperxoquiu jgemu 7.1.1 caemu na je SU{v} nmuneapuo
3aBUCAH, 114 je U CBAKM HETrOB HAICKYN JuHeapHO 3apucaH. Ciemu ma je
JMHEAPHO 3aBUCAH W CKyl {e;|i € 7}, mTo mpoTUBpeYM yCIOBY HOa je e
6asa, ma je {e;|i¢ € 7} munumanna renmeparpuca npocropa V. Ca apyre
cTpaHe, aKo je CKyl {e;|i € 7} MUHMMAJIHA TeHepaTPUCa, HO YCIOBUAMA
JeMe je CACTABJbEH O]l PA3JIMUUTUX BEKTOpa, & YKOJUKO HUje JUHEAPHO
He3aBUCaH, y BeMy HocToju v, tako xa je v € ZL({e;|i € I} \ {v}), na je
Z(eili € I} \{v}) = L({ei]i € T} \{v}U{v}) = L({eili € I}) =V,
omuocuo u {e;|i € I} \ {v} je remeparpuca, mro je memoryhe.

Cauyuno, ako je e 6a3sa, ouna je {e;|i € I} nuneapuo HezaBucan. Axo mo-
CTOjU HpaBU HAMLCKYI MOCIENIEr CKyma S, KOju je JIMHAADHO HE3aBUCAH,
ouna 3a cBako v € S\ {e;|i € I} # 0 Bawu v € L({e;|i € I}) C ZL(S\
{v}), wro, mo 3akmyunuMa koju cy uperxomuau semu 7.1.1, 3HAuUM na je
S nuHeapHo 3aBucaH, Tj. nobujena je rourpamuknuja. Ca apyre crpase,
ako je {e;|i € 7} makcumaJsaH JIUHEAPHO HE3aBUCAH CKYI, YKOJIUKO HUjeE
reseparpuca, nocroju v € V, raro na je v € L ({e;|i € I}), na je {e;]i €
T} U{v} numeapHo He3aBUCAH CKyI, WITO je HeMoryhe.

Y HacTaBKy OBe riaBe heMo Naxmy yCpeCpeanuTH Ha CiIydaj KoHauHe 6ase.
Omnna hemo 6asy osmauasaru ca e = (e;)"; = (e1,...,e,), nae je n € N.

Teopema 7.1.1. Y BexkropckoM npoctopy V je e = (e;)!, 6a3a ako u camo
aKoO 3a CBakKO v € V IOCTOje jeIWHCTBEHU CKAJAPU O, ...,Qp,, TAKO Ia je
V=11 + ...+ ape,.

Jokas. Axo je e 6asza, ouma je {e;|1 < i < n} remeparpuca mpocropa
V, ma 3a mpousBobHO v € V IIOCTOje cKaJapu ag,...,Q, TaKo Oa je v =
arer +...+ ane,. Aro je v =afe1 +...+ale, 3a Heke cRanape of,...,al,
crenu (op — of)er + ... + (ap — a)))en, = 0, ma raro je {e;|1 < i < n}
JIMHEAPHO HE3aBUCAH CKYI, ClIequ «; = o) 3a cBe 1 < 4 < m, Tj. yO4eHO
npeacTaBbame je u jemuncrBeno. Ca Apyre cTpaHe, akO € UMa HaBeIeHY
ocobuny, rpusujanno je {e; |1 < i < n} remeparpuca, a ako je ajvy +...+
anv, = 0 3a HEeke ckamape oy, ..., Q,, kKako je 0vy + ...+ 0v, =0, cremn na
jear =...=a, =0, 1. {e;]1 <i<n} je u muHEAPDHO HE3ABUCAH. O

I[Iperxonuo TBpheme nctude BaxKHOCT yiore 6a3e y BEKTOPCKOM IPOCTOPY.
Cnobonuuje ropopehu, npom3Bo/baH BEKTOD y HPOCTOPY KOju mMMa 0a3y
cacTaBJ/LEHY OJI N eJIEMEeHATa Ce MOKEe PEKOHCTPYHUCATU Ha OCHOBY IIO3HA-
TuX N cRaJgapa (kako he HaMm y HACTABKy HA]BUINE OJ MHTEpPECa OUTU pa
ca peasHuM (KOMILIEKCHUM) CKaJapuMa, Yy TOM CJIydajy jeé BEKTOD jemHO-
suauno oxpeben esemenTom mpocropa R™ (C")). Ilocaenme mosoau u mo
nuTama yTBp huBama pasmMaTpaHor n, a IpupoaHo ce naMehe nurame na iu
paznuuure 6as3e UCTOT MPOCTOPA MOTY UMATU PA3IAUYUTE KapIAHAJTHOCTH.
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JIema 7.1.3. Hera jen € Nue = (e;)!; cucteM y BEKTOPCKOM IPOCTOPY V.
(a) Ako je e ~ f u e TMEEAPHO HE3aBUCAH, OHJA je U [ JTUHEAPHO HE3aBUCAH.
(6) Ako je V = _%(e), ouma y V mocrtoju HajBUlle N JIUHEAPHO HE3ABUCHUX
BEKTODA.

Joxas. (a) IIoBOBHO je MOKA3aTH 1a je TBpheme TauHo y ciIydajy IpUMEHe
jemHe O OCHOBHUX eJIEMEHTAPDHUX TpaHcpopManuja, MTO je TPUBUjATHO
y cayuajy n = 1, kao u y ciayudajy npumene omepauuje (3), momro je
ouma {e1,...,en} = {f1,...,fn}, @ HA OCHOBY TOI 3aK/byUKa CJIEAU U OA
je mposepy tBpbhema 3a omepanuje (1) u (2) KOBOBHO ypamuTu y ciydajy
j =1 3a omepammjy (1), omaocuo cayuajy j = 1, k = n 3a omepauujy (2).
Ako ce f nobuja u3 e npumenom onepanuje (1) y cayuajy j = 1 u 3a HEeKo
a # 0, ako je a1 fi1 + ...+ anfn = 0, cnenn aaye; + ... + ape, = 0, na
KaKO je e JIMHeapHO He3aBUCaH, ciemn av] = 0 m az = ... = an, = 0,
a Kako je o # 0, omma je a;y = 0, ma ciuemu JuHEaHa HE3aBUCHOCT f.
Canuno, ako ce f mobuja u3 e mpuMenom omepamuje (2) y cayuajy j = 1
nk=mn uor1fi+...+anfn =0, cnetm aze; + ...+ ap(er +e,) = 0,
1j. (1 + ap)er + ...+ ape, = 0, ma KAKO je e IMHeapHO He3aBUCAH, CJIEIU

art+a,=0nmas=...=a,=0,najeu ap =0.
(6) Axo je n =1, tBpheme je Tpusujamno. Heka je TBpheme Tauno 3a cse
npuponHe 6pojese mMame on n > 1 u mHeka je {f1,..., fm} CKyn auHeapHO

HesaBucHUX Bekropa y V = Z(e). Omma je fi = ajie1+ ...+ a;ne, 3a
1 <i<m u cramape o;j, rae je 1 <i<m, 1 <j<n Axroje oy1 =0 3a
1 <4< m, ouna je {f1,..., fm} campskaHo y suHeasy ckyna {es,...,en},
Ia IO IMpeTHoCTaBIM Baxku m < n — 1. VMuaue, ako je 6ap jeman oxm oy 1, 32
1 <7 < m, pazmuunr on 0 u ako je To, 6e3 ymMamema ONIITOCTU, (v, CHU-

(e} .
CTEM CACTABJLEH O BEKTODA f1, Kao u BexTopa f! = fi— a’li fi,3a2<i<m,

je, ma ocuoBy mena (a), rakobe numeapno mHezasucan. Ciemu na je u
(fH)", nMuHEApHO HE3ABUCAH, & IPUTOM BEKTODYU HOCIENHEr CHUCTEMA IPU-

naznajy Z({es,...,e,}) (momro cy roepuuujeHTH y3 €1 IPU U3PAKABADY
0BUX BeKTOpa jenHaku (), ma Ha OCHOBY HpeTnocTaske ciean m—1 < n—1,
Tj. m < n. Ha ocHOBY MareMaTwuke MHAYKIUje ciequ TBpDeme. U

Teopema 7.1.2. Ako je BeKTOpCKU mpocTOp V KOHAYUHO TE€HEPUCAH, OHIA
mocroju 6a3a mpocropa V.

Jloxas. Kako je V KOHAUHO TeHepUCaH, MOCTOJU KOHa4daH S, Tako na je
Z(S) =V, na na ocuoBy neme 7.1.1 nocroju T C S, tako na je L (T) =V,
tj. T je KOHAUaH, a KAKO je U TeHepaTpUCa M JIMHEAPHO HE3aBUCAH, CJIEIN
na je 6a3a mpocrtopa V. ]

W3 nperxonuor tBphema cienu u na je nobujena 6a3a KOHAUHA, Tj. BEKTO-
PCKM IPOCTOP MMa KOHAUHY AVMEH3Ujy aKO M CaAMO aKO jé KOHAYHO IeHe-
pucan (cTora HACMO (POPMAJHO YBOIUIN MOjAM KOHAYHO AUMEH3MOHAIHOT
IPOCTOpPA, a y JAJbeM Iey TeKCTa eMO 3a OBaKBe IPOCTOPE PABHONPABHO
kopuctutu 006a tepmuna). Tarkobe, u3 nperxonme TeopeMe u paHuje HO-
OGujeHux pesynarara, CIeAN Oa Ce Yy KOHAYHO AUMEH3MOHAJIHOM BEKTODCKOM
IPOCTOPY CBAKU JIMHEAPHO HE3ABUCAH CUCTEM MOKE JOILYHUTH 10 0Oaze, Kao
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U [a CBaKa reHepaTpuca caap:ku Heky 6a3y. V3 mesa (6) meme 7.1.3 caemu
na, yrouuko cy (e;)’, u (f;)!, 6a3e BekTOpCKOr mpocTopa V, Baxku n < m
um<n, Tj. m =n, 1a cy pa3auuure 0a3e MpoCcTopa KOHAUHE AUMEH3U]je
UCTe KapAUMHAJIHOCTHU, IITO Aaje Na je HapelHa Ne@UHUIMja KOPEeKTHA.

Hepuaumuja 7.1.1. /JumeH3uja KOHAYHO AUMEH3MOHAJIOT BEKTOPCKOT IPO-
cropa V', y o3uamu dim V', je 6poj enmemenara mpousBoJbHE HeroBe Oasze.

Henocpento crnenu u ga, yrkoauko je dimV = n € N, npousBoman cuctem
cacTaBJbEH OJ N JUHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA MPEACTaBba 6a3y MpPOCTO-
pa V, a amasoran 3ak/bydak BayKU U 3a NMPOU3BOJLHY FEHEPATPUCY CACTa-
BJbEeHY On n Berropa. Takobhe, ykoawmro je U mormpocrop mpoctopa V,
npu demy je dimV =n € Ny, onna je dimU < n, a ako je dimU = n, onna
je U =V. Yromuro je S CV n dim.Z(S) € Ny, onna p(S) = dim Z(95)
Ha3UBaMO paHr ckyna S. AHAJIOrHO, ako je e cucrteM BekTopa u3 V u
dim.Z(e) € Ny, onna p(e) = dim.Z(e) HA3MBAMO paHT CUCTEMA €.

IIpumerumo na, yroauko je Z(S) =U n Z(T) =V, onga je Z(SUT) =
UUV, a ako cy S u T auneapuo Heszasucau u dim(UNV) =0 (7j. UNV =
{0}), omma je SUT 6Gasza mpocropa UUV (3aucra, ako 3a HEKe n,m €
N, BekTope u1,...,Upn € S, Y1,--.,Ym € T m cramape ai,...,0n,01,---,0m
BaKA A1 U1+ ..+ nUn+ 0101+ . .+ PmUm =0, cntemu U 3 aqug+. . .+apty, =
—(frv1+... 4+ Bmum) € V, onakae, nomro je UNV = {0}, nobujamo aju; +
e+ apuy = B1v1 + ...+ Bvy = 0, a Ha OCHOBY JMHeapHE HE3aBUCHOCTU
(cxymosa {u,...,un} €S u {v1,...,0n} CT), cieqn ay... =, =0 m
B1=...=0m=0). Hakue, ako cy U u V KOHAYHO IMMEH3NOHAIHU U BAKU
UNV ={0}, ouna je dim(UUV) = dimU + dimV. Cuanuan pesynrar ce
nobuja u ako je dim(UN V) > 0, mro je mpurazano y HapeaHoMm TBphemy.

Jlema 7.1.4 (I'pacmanoBa ¢opmyiia). Axo cy U u V KoHAUHO reHepucasu
BEKTOPCKU IPOCTOpU (HA UCTUM II0JbeM CKastapa), opga je dimU+dimV =
dim(U + V) +dim(UN V).

Zoxas. Tlpoctop UN V je KoHAYHO AUMEH3MOHAJIAH, MOIITO j€ MOTIPOCTOP
KOHAUHO muMeH3noHaJHor npocropa U. Ako je UNV = U, ouna je U no-
tupocTtop npocropa V, ma je U+ V =V, Te cienu TavyHOCT HaBeIEeHOT
TBphema, a, 10 cuMeTpurju, aHAJOTHO Basku 1 ako je UNV =V.

Herka je UNV AU uUNV #V,dimUNV =n € Ng. Cayuaj n =0 je
Pa3MOTPEH HEIMOCPEAHO IIpe JieMe, Te je y HACTABKY JOBOJLHO IIOCMATPATH
cayuaj n > 1. Axo je (e;), 6a3za npocropa UN V, momro je UN V no-
tupoctop npoctopa U u V, Ha ocHOBY Teopeme 7.1.2 (1 KOMeHTApa HAKOH
Be), MOMKE Ce NOIYHUTU N0 0a3a OBUX IPOCTOpA, Tj. mocroje f = (fi)?:lk
ug= (gz)f:f, 3a meke k,l € Ny, mpu uemy je f; = ¢; = ¢e; 3a 1 < i < n.
CayuajeBu k = 0 u [ = 0 cy pasMOTPEHU Ha [MOYETKY J0Ka3a, T€ je NOBOJHHO
jom ucnuratu cayudaj k,l € N. Tpusujanuo je U = Z(f), dimU =n + k,
V = Z(g), dimV = n 41 u h remeparpuca U + V, tme je h = (h;)' -+

€, 3al<i<n
onpeben ca hi{ fi, Ban+l<n+k , TIa je joIn MOBOJLHO
gi—k, 3an+k+1<i<n+k+I
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moka3aTu 1a je h nuHeapHo He3aBucan. Ako je arhi+...+nikiihnikrr =0
3a Heke crajape «;, 1 < i< n—+k+1, ouma je U 3 aje; + ...+ ane, +
Ont1fnt1 + oo F g frork = —(Qngrt19n+1 + oo+ Ontktigntl), & KakO
gnti €U 3a 1 <4 <, ciequ ma cy cTpaHe HOCIENHE jJeAHAKOCTU jeTHAKE
0, ma kako je f 6asza mpoctopa U n (gi)?:ti“ JUHEAPHO HE3aBUCHU (IOIITO
je meo Gase g nmpocropa V), caemu na je o; =03a 1l <i<n+k+1. ]

Ha ocuoBy mperxozmsor tepbema, yKOmuKo ce BEKTOP U3 (KOHAUHO AMMe-
u3uonasuor) U + V npukasyje y obuuky v+ v, tge u € U mv € V, y
ONINTEM CJIyYa]y HABENEHO MPEACTABHAKE HE MOpPa OUTU jeUHCTBEHO. Je-
IQUHCTBEHOCT TAKBOT IPEACTABILAMA Ce IMOCTIKE aKo 1 caMo ako je UNV =
{0}, a y Tom cayuajy ce U + V nasusa muperraH 36up (muperTHa cyMma)
upocrtopa U u V| y osmamu U @ V. Amnasoruno ce 3a n > 3 nepununme
n

SU=U1+...+U,={ur+...4+uy|ug EULA...ANu,, € Up}, T3B. 36up n
i=1

BEKTOPCKUX IPOCTOPA, & ako ce npomssossan u € U;+...4U, Ha jenuHCTBEH
HAUWH IPUKA3Yje ¥ OOIUKY Ui +. ..+ uy, rae je u; € U; 3a 1 < ¢ < n, KaxkemMo

n
na je youenu 36up mauperraH, y osuamu Uy & ...® U,, ognocuo @ Us;.
i=1

IIpumep 2. Heka je U = {(z,4,0)|z,y € R}, V = {(0,0,2) |z € R}, W =
{(z,z,z) |z € R}. Ouma jeUNV =VNW=WnU ={0}. lIpumernnvo na
je U+V+W =R3, na je dim(U+V+W) = 3, noxk je dim U +dim V +dim W —
dim(UNV) — dim(VNW) — dim(WNU) + dim(UNVNW) = 4, Te, uako
npeTxonHo TBpheme mo myxy moaceha Ha mo3HATY GOPMYIY YKbYyUeHa U
WCKJ/bydYeHa, BUAUMO Ja Ce y ONIITeM cJydajy He IpeHoce oarosapajyha
yOmmTema 3a 30Up BUIIEe OX ABa HpocTOpa (mocCaenmha ABa U3pas3a HUCY
jemnaka). Takobe, arxo je uw = (1,1,0), v = (0,0,1) m w = (1,1,1), Bakn
ueU,veV,weW, ut+tv—w = (0,0,0), a y nuramy Cy HeHyIa
BEKTOPH, Te BUAUMO Oa y ciaydajy n > 3 yciros U; N U; = {0} 3a i # j muje
MOBOJbAH Ha 0be3benu 1a je yodeHu 30Up MPOCTOPa U AUPEKTaH. 3alpaBo,
aHAJU30M IOKa3a IPEeTXOIHe JeMe Ce MOJa3M IO 3aK/hydKa [a HIpP. YCJIOB
n

U;N > U; ={0}, 3a cearo 1 < j < n, 06e36ebyje na je > U; nuperrra (3a

i i=1
upocrope U, V,W u3 osor npumepa je WN(U+V) =W, VN(W+U)=V
nUNWV+W)={(z,z,0) |z € R}). A

IIpumep 3. Hemocpento us peduuunuje caenu na, axko cy (U;)P; konadHo
MMEH3MOHAJHN BEKTOPCKH poctopu, ouna je dim(Uy+...4+U,) < dim Uy +
...+ U,, npu uemy ce jeIHAKOCT MOCTIKE AKO X CAMO aKO je yOoueHW 30up
IOUPEKTaH, Ia Ce U Ha 0Baj HAUWH MOTJIO YTBPAUTU A2 30Up U3 IPETXOIHOT
npumepa Huje mupekran. Crenujanno, axo je dim(U; + Us) < dimU; +
dim Uy, ouma U; + Us muje mupexrtan, ma je Ui N Uy merpuBujanan. Ha
npumep, ako je Up = {(z,y,0)|z,y € R}, Uz = {(,0,2) |2,z € R}, Bakn
dimU; = dim Uy = 2, dim(U; 4+ Usz) = 3, Te yodenu 30up HUje OTUPEKTAH, Ia
ce BekTop u = (1,y,2) € Uy + Uy = R® e npurasyje Ha jeIMHCTBEH HAUMH
y 06auKy uy + ug, rae je uy € Uy u ug € Us (cBa TakBa mpeacraBibama Cy
u; = (x 4+ ¢,9,0), us = (—¢,0,2), roe je ¢ € R nponssoman). VAN
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IIpocTop MHEapHUX IpecINKaBamba

Y memy 1.3, y omemky mocsehieHOM BEKTOPCKMM MPOCTOPUMA, e (PUHUCAHN
Cy IOjMOBH XOMOMOD(U3Ma, M30MOpPQPU3Ma, je3rpa U CJIUKE JUHEeapHOT
npecaukaBama. Kao m mo cama, ako cy U um V BekTOpCKM mpocTOopu
(mam uctum mosmem cranapa), a A : U — V juHeapHO mpeciukaBame,
BErOBy CJMKY o3HauaBaMmo ca Im A (mTo je BEKTOPCKU MOTIPOCTOP LPO-
cropa V), jesrpo ca Ker A (wro je BekrOpCckmM morupocrop npocropa U),
p(A) = dimIm A ce masusa pamr, a §(A) = dimKer A medexrr nuaeapHOr
npecaukaBama A. [Ipumerumo na, ako je A : U — V juHeapHO mpeciauka-
Balme, UHAYKIU)OM CJIEIN 14 je A(alul +... +anun) =a1Auy+. ..+ apAu,,
3a MPOM3BOJLHO N € N, Ipou3BobHE U1,. .., Uy, € U U IPOU3BOLHE CKAJIADE
a1,...,0p (y ciaydajy JMHEADHOT IPECIUKABAKA NeMO, YKOJIUKO He MOKE
nohm mo 3abyHe, TPaAIUIMOHAIHO NEJOBAHE€ HA HEKU BEKTOD 3AIVMCUBATH
6e3 s3arpana, Tj. kopuctuhemo norammjy Au ymecro A(u), Kako je TO ypa-
beno y mperxonnoj Besu).

Cryn ¢cBux XOMOMOp(dm3amMa 13 BEKTOPCKOr mpoctopa U y BEKTOPCKM mpo-
crop V osmauasahiemo ca L(U, V). Cneuujanno, y ciayuajy U = V hewmo
TAKBO IpecIuKaBame HasuBaTy (JuHeapuu) omeparop (ma U), a oaro-
Bapajyhu npoctop oznauasatu ca L(U), nok y cayuajy na je V =P, rzue je
P = (P,+,-,0,1) nome cramapa Hax kojuma je nepunucan U (mpumeTuMo na
P MOM%€eMO BUAETH KaO BEKTOPCKU IIPOCTOP AUMEH3Uje 1), TAKBO IPECIuKa-
Bame hemo HasuBatu (nuHeapuu) ¢yHknmoHas (Ha U), a oarosapajyhu
npoctop oszuavasatu ca U’'. Cryn cBux ¢ymkuuonasna (ma U) masusa ce
(anrebapckn) myasHauM mpocTop npocropa U.

Beh u3 camux Ha3wmBa je jacHO na nepuHUcaHe ODjeKTe He KEJIUMO Oa IIO-
cMaTpaMo Kao ckymose, Behi ma Hiemo Ha mUMa TOAPA3yMEBATU CTPYKTYPY
KOja je moBe3aHa ca cTpykrypama npocropa U u V. Axko ce cabupame
$yHKIMja 1 MHOMKEHE CKaJapOM M3BPIIM HA HAYWH Kako je To ypabeno 3a
npownssosHe ¢pyarnuje uz U y V (7). aro je (aA + B)u = aAu + [SBu,
3a A,B € L(U,V), u € U n 3a cranape «,f), kako je u aA + B an-
HeapHo, ciexn na je L(U,V) sexropcku mpoctop. Axo je A € L(V,W)
u B € L(U,V), ouna je nobpo mepunucano Ao B : U — W, a rako je
TpuBMjasHO U JuHEeapHO, caemqu Ao B € L(U,W). Cnemnn na ce m Ha mpo-
CTOD JIMHEAPHUX IIpPeCirKaBama IPpeHoce 0coOrHe KOMIIO3uIuje (PyHKIUja,
na, Ha npumep, 3a A € L(W,X), B € L(V,W) u C € L(U,V) Baxu A o
(BoC) = (Ao B)oC (0mHOCHO ACOLUjaTUBHOCT KOMIIO3ULUjE, TE CE OBO
npecaugaBame u3 L(U, X) uecro obenesxaBa u ca AoBo(C), kao u Ao (B+
C)=AoB+AoC3a Ae L(V,W), B,C € L(U,V), onsocro (A+ B)oC =
AoC+Bo(C, 3a A/B € L(V,IW), C € L(U,V) (muctpubyTusHoCT ca
00e cTpaHe), a II0 NUTAKY Cjarama Ca ONeparujoM MHOKEHa CKaJapa,
nmako ce mposepasa ma Baxku (aA) o (BB) = oA o B 3a cBe cranape «,[3,
A e L(V,W), B € L(U,V). Hanomenumo ma, yKOJUKO je jacHO ma Cy y
nuTalky JUHEApHA IPECInKaBamkba, Cé YeCTO KOPUCTU HOTAIMja MO KOjOj ce
Ao B 3anucyje y obaury AB, ykoauko He Mo:ke mohim mo 3abyme. Kao u
y caydajy ¢yHrumja, ako je mepumuaucano AB, He mopa Outu BA. 3aucra,
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AB je nedpunucano camo arxo je A € L(V,W) u B € L(U,V), a na 6u 3a
yodeHa IpecaukaBame ouno neunucano BA, mopa Outu U = W, a y Tom
cayuajy je AB € L(U) u BA € L(V). Crora jeanakoct npeciukasama AB
u BA uma cmucaa pazmarparu camo y ciaydajy U =V = W, 1j. ako cy
y OUTalmy ONepaTopH, a HUM y TOM CJIydajy He Mopa Baxutu AB = BA
(ma mpumep, ako cy A, B : R? — R? medummcamu ca A(x,y) = (2,0) u
B(z,y) = (0,z), ouna je AB(x,y) = (0,0), a BA(x,y) = (0,z)). IIpumerumo
na Ao A uma cumucaa camo y ciaydajy ma je A omeparop um Tama hemo
rkopucrtuty 1 Hotamujy A2 = Ao A, a omma je 3a cBako n € N mo6po
nepurucan A" = Ao A" ma cnemu na wa L(U) uma cmucaa u p(A), Tiae
jé p MONIMHOM ca KOe(pUIUjEeHTUMAa U3 II0Jba CKajapa. HamoMeHuMo ma ce
npuiukoM oapebusama Bpenuoctu momuuoma y A € L(U) mompasymesa
na je crajapy y ciIo0OIHOM YjaHy HPUIPY/KEH UACHTUYKU omepatop (Tj.
Idy € L(U), 3a koju je Idy(u) = u 3a cBako u € U). Ha npumep, ako je
Ae L{U), p(x) =2x—3u q(x) =2, ouzna je p(A) = 24—-31dy un q(A) = 21dy.

JIema 7.1.5. Hera je A€ L(U,V), rme cy U u V KOHAUHO NUMEH3NOHAJHU
BEKTOPCKM IIPOCTOPU HAJ UCTUM HOJbeM CKaJapa.

(a) Onma je A MHjEKTUBHO aKO M CAMO aKO CJIUKA NPOU3BOJLAH JUHEAPHO
HeszaBucal ckyn (y U) y nuneapuo zesasucan ckyu (y V).

(6) Onpa je A CypjeKTUBHO aKO M CAMO AKO CJIMKA IPOU3BOJLHY IeHepa-
tpucy (upocropa U) y remeparpucy (mpoctopa V).

(8) Onma je A m3oMop@u3aM ako W CAMO AKO CIMKA NPOU3BOJLHY 0a3zy
(mpoctopa U) y 6a3y (upocropa V).

Joxas. (a) Aro je {e;|1 < ¢ < n} nuHEapHO HE3aBUCAH CKYI BEKTODA,

aKO 3a HEKe cKajape aj,...,Q, Baxku aijAde; + ...+ apAe, = 0, ciaemu
A(arer+. . .+ape,) = 0, a kako je A uHjekTUBHO, cienu aiei+...+aye, =0,
na je, Ha OCHOBY JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTH, A1 = ... = &, = 0, 1j. u {Ae; |1 <

i < n} je nuueapuo mezasucan. Ca npyre crpase, ako A HUje WHjeKTUBHO,
[OCTOj€ PA3IUYUTH U1, Uz, TAKO na je Auy = Aug, 1j. A(u; —uz) =0, ma A
CIVKA JMHEAPHO HezaBUCAH CKym {u; —ug} # {0} y {0}.

(6) Axo je {e;|1 < i < n} remeparpuca u v € V, kako je A cypjeKTuUBHO,
nocroju u € U, tako na je Au = v, ma mocToje cKajJapu aq,..., 0, TAKO
na je u = aje; + ...+ ayu,, HO oHma je v = Au = aydey + ... + a,Ae,.
Ca mpyre crpane, ako je v € V u {e;|1 < i < n} remeparpuca, ouzma je
{4e; |1 < i < n} rereparpuca, ma mOCTOje CKAJAPU O, ...,0p, TAKO Aa je
arder + ...+ ande, = v, 1j. Alaner + ...+ ane,) = v, a Kako je v € V
IPOM3BOJLHO, cienu na je A cypjekrusno.

(8) Axo je (e;); 6a3a (upocropa U), Ha ocHOBY mesoBa (a) u (6), cienn
na je u (Ae;)!, 6aza (mpocropa V). Ca gpyre crpane, ako je v € V, kako
A ciuka 6aze y Gase, ako je (e;)!, Heka 6Gasa mpocropa U, Ha OCHOBY
mena (6) caemu na je v = ajAer + ... + anAe, = Alaner + ... + aney,) 3a
HEKe CKaJape aj,...,«, (OOHOCHO A je CypjeKTUBHO), a ako 6u O6uio v =
ojAer+...+alAe, = A(ajer+...+ale,) 3a HEKe cranape af, ..., ), onna
je (acn—af)Aer+.. . +(a1—af)Ae, = 0, na je (raxo je (Ae;)_, 6a3a npocropa
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V) a; = o} 3a 1 <i<n, onarie je aje; + ...+ ape, = ofer +...+ale,
(omHOCHO A jeé WHjeKTHUBHO). O
Axo je A € L(U,V) 6ujerumja, pehu hemo na cy U u V usomopduu, y
ossamu U = V (mo ocobunama Oujexnmje, jacHO je ma je m3oMopduszam
pesanuja eKBUBAJIEHIj€ HA BEKTOPCKUM IIPOCTOPHMA, Te he y HACTaBKY,
IPUJINKOM IIpOydYaBarma OCOOMHA Koje ce ,,u4yBajy m3oMopduamom”’, Outu
MOBOJLHO TMPOYYUTH jJEIHOT MPEACTABHUKA CBaKe oX kKiaca). VI3 mperxo-
nuor tBpbhema, mameby ocramor, cmemum ma m30MOP(YHU BEKTOPCKU IIPO-
CTOPU MMajy UCTYy AUMEH3Ujy. Y Ciaydajy pala ca OlepaTopuMa, HAUYUH
pa3Munbama KOPUIMINEeH y IPeTXOMHO] JeMU Aaje Pe3yJiTaT KOju uMa Be-
JIMKY BPEAHOCT MPUJIMKOM yTBPphuBama OUjeKTUBHOCTU OMEPATOPA.

Jlema 7.1.6. Axo je U KOHAYHO AVMEH3UOHAJHU BEKTOPCKUA TPOCTOp U A €
L(U), ouma je A mnjekrusBan ako um camo aro je A(U) = U (tj. aro je
CypjeKTUBaH).

Joxas. Axo je dimU =n € Nu (e;)"_; 6a3a Bekropckor npocrtopa U, cimka
omeparopa A je suaeapan omorau ckyna {Ae, ..., Ae,}, na ce nokaamna ca
U ako 1 camMo ako Cy BEKTOPU y HaABEIEHOM CKYILy JUHEAPHO HE3aBUCHU.

Axo je A umjextuBan u ayAe; + ...+ anAe, = 0, ouna je A(aier + ...+
apen) =0, Ia U3 UHJEKTUBHOCTU Cjlenu aieq + ...+ ape, =0, Te je a; =0
3a cBako 1 < i < n, Tj. Bekropu u3 {Aey, ..., Ae,} Cy IMHEADPHO HE3ABUCHU.
Ca mpyre crpane, ako je {Aey,..., Ae,} cacraBibeH Of JMHEADHO HE3aBU-
cuux Bekropa u A(aje; + ...+ ape,) =0, caemu anAer + ... + a Ae, =0,
ma je o; = 0 3a cBako 1 < i < n. Cunemu, ako je Au =0, ouna je u =0, na
ako je Au; = Ausg, ouma je A(u; —u2) = Auy — Aug = 0, omarie je u; = ug,
mTo 3Ha4Y’ je je A mHjeKTuBaH. U

IIpumep 4. Axo je Punome uU = cx(P) = {(ai)i>1 ] ai € PA(Gn) (Vi = n)a; =
0}, Tj. auszoBu esnemenara u3 P (ca wmugexcuma u3 N) yuju cy dmaHoBH,
noues ox Hekor, jexuaku 0, onna je ¢k (P) Bekropcku npocrop (moTupocTop
BEKTOPCKOT IIPOCTOpA HU30Ba ca BpenHoctnMma u3 P). Ako je, 3a n € N, Hu3
1, arko jek=n
0, aro je k#mn
ca A(e") = e"™! medpunucano npeciukasame u3 L(ck (P)) (zaucra, (e")n>1
je 6asza mpocropa ck(P)). Opo mpecnukaBame je MHjEeKTUBHO, ajl HE U
cypjexruBHO (y H€roBOj ciauumy ce Ha HaJsase HU30BU u3 ck (P) rojuma je
npBa KoopauHaTta pasauunrta on 0), ma nperxonno tepheme He Baxku u y
caydajy GECKOHAYHO NMMEH3MOHAJHOT BEKTOPCKOT MpOocTopa. IlpmmernMo
u na (e"),>1 HUje Ga3a IPOCTOPa CBUX HU30Ba Ca ejleMeHTUMa u3 P u nnne-
kcuma u3 N (Ha npuMep, HU3 KOHCTAHTHO jeqHAK 1 ce He HAla3M y JIUHEATy
OBOT CKyTIa). A
1, axko jei1 =
0, ako je i #j
3a 1 < 7 < n, cy mepmHucanu guaeapru ¢yHkmmoHasu Ha U. Ilpmme-
TMMO [na, ykoquko je u € U, omma je u = aje; + ...+ ape, 3a HEke

cKajlape «q,...,0,, Ia je e}(u) = «aj, 32 1 < j < n, ONHOCHO BakU

e" = (e} )k>1 meduHUCAH ca e] = { , ouna je e € cx(P), a

)

Axo je (e;)j.; 6aza BexkTopckor npocropa U, ca €)(e;) = {
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u = éej(u)er + ... + el (u)e, (BpemHoCcTH CEaNapa y3 BEKTOpPE U3 yOUEHE
f6ase ce m3pakapajy momMohny HaBemeHUX (YHKIMOHAJA; ONATIIE TPUBU-
janmo cmemu ma cy Tm (yHEIUOHANM JuHeApHO HezasucHu y U'). Tarobe,
ako je f € U’, m3 mperxomuor cuemn f(u) = flaner + ... + ane,) =
fler)eh(u) + ... + flen)el(u), Tj. y U" je cryn {e}|1 < i < n} remepa-
tpuca. Craenu na ce y ciaydajy KOHAUHO AUMEH3MOHAJHOT mpoctopa U Ha
ommcanu HaumH nobuja 6a3za mpocrtopa U’ kKoja ce masuBa n myasHa 6a3a
6ase e. [lakse, y KOHAYHO muMeH3MOHAJTHOM ciay4dajy je U = U'. Ilpume-
THMO Ia ONKUCAHA KOHCTPYKIUja (YHKIUOHALA €; UMa CMUCIA U Y IPOCTOPY
OecroHAYHE MUMEH3Wje, AaHAJOTHO IMOKA3aHOM OHU UWHE JUHEAPHO HEe3aBU-
CaH CKyII, HO Yy TOM CJydYajy HE MOPajy YMHUTU TeHepaTpucy npoctopa U’.

Ako je A € L(U,V) u ¢ € V', ouna je ca (A'p)u = p(Au) medunuca-
HO mpecaukaBame Ha U. Kako je KoMmosumnuja JUHEAPHUX IPECIUKABAMA
takobe nuHeapHO mpecaukaBame, caenu na je A'p € U, na Ha 0Baj HAUMH
mobujamo mpecankasame A° € L(V' U'), xoje ce Hasusa u (anrebGapckn)
anjyHrOBaHO MpecIuKaBame npeciaukasama A. Axo je A € L(V,W) n
B e L(U,V), ounma je AB € L(U, W), a 3a cBaro ¢ € W u u € U Baxn
(ABY@)u = p(ABu) = p(A(Bu) = (A'g)(Bu) = (B (A'g))u = (B A)p)u,
onnocHo Baku (AB)' = B'A’. Takobe je ((Idy)'¢)u = p(u) 3a cBe u € U
u ¢ € U, na je (Idy) = Idy,. Hanmomenumo u nma ce mojaMm anjyHTOBAHOT
OpecIuKaBama jaBhbaTd y PA3IUUUTUM KOHTEKCTHMAa U Hehie yBek mMmMaTu
3HaUene Koje je OBIe HaBeeHOo, Te heMo y TUM CUTyaIrjaMa HarJaallaBaTu
Ha KOje ce TyMademe MUCIU, OJHOCHO, aKO HUje jaCHO M3 KOHTEKCTAa, IPU-
JUKOM yTIOTpebe yIpaBo ONMMCAHOT NpUAPYKUBama, Haridamasahemo na je
y nuTamy aarebapcko anjyHroBame (cama ped aljyHIOBAHE je JIATUHCKOD
NOPEKJIa, y 3HAUEHY MOBE3UBAKE, OJHOCHO NIPUAPYKUBALE, TE€ je JACHO Ia
MOKE UMATH PA3JIUUNTA TyMAdemha).

IIpumep 5. Ako je cx(P) BEKTOPCKM MPOCTOD U3 MPETXOMHOT MpUMEPA, a
P 6umno koje KOHAUHO Hosbe (TAKBO je, Ha IPUMED, Z, 38 IPOU3BOJLAH IPOCT
6poj p; Bumeru npumep 28 ruase 1), onga je kapauHaiHocT ckyna c (P)
jemnaka Ny (momro je mpebpojuBa yHUja HEIPA3HUX KOHAUHUX CKYIOBA;
Bugeru npumep 19 raase 2). Ako je a = (a;);>1 IPOU3BObAH HU3 Ca eJle-
menTuMa u3 P, onma je ca Ly(x) = Y aizy, toe je © = (x;)i>1 € cx(P),
i>1
mo6po neduHUCcaH nuHeapHU ¢yHKIMOHAN Ha ci(P) (3amcra, 3a cBako
x € ¢k (P) mperxomHa cyMa campskyu KOHAYHO MHOTO HEHyJIa cabupaka, Te je
neUHUCAHA, & OHJA je JIMHEeAPHOCT TPUBUjaJHA) U IPUTOM CE, OUUIJIIEIHO,
L, u Ly pasnukyjy ako je a # b. Cruenu na je KapAUHAJIHOCT CKYTa
L'(ck (P)) me Mama OX KapIUHAJIHOCTA IPOCTOPA HU30Ba (Ca eJeMeHTUMA
u3 P), 1j. He Mama on |P|N0 =c. AN

Y mpeTxomHOM mpUMepy CMO, 3apag Jakmer yTepbusama na U u U’ y Ge-
CKOHAYHO QVMEH3VMOHAJHOM CJIydYajy He Mopajy OnTu m3oMopdHU, mOcCMa-
TpaJ KOHAYHO HOoJbe ckasaapa, a He R unu C. Mebyrum, ako je U = cx (R)
win U = ¢k (C), moxke ce nohwm mo camusor 3aksmyuka. Haume, onzpa
U uma mpebpojuBy Gasy (mapaBHO, mpe Tora Oum Tpebaio MOKas3aTu na
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Cy 1 y DECKOHAYHO IMMEH3MOHAJHOM CJIydajy 0a3e MCTe KapIuHAJHOCTH,
OIHOCHO na medrHUnMja 7.1.1 uMa cMuUCIa U y OBOM CIydajy), HOK Ce MOMKE
nokasatu na U’ y Tom cayuajy Hema npeGpojusy 6a3y (Ha mpumep, ako je
z® = (@")p>1, 38 a € R, Moke ce mokasaru na ce pammnnja {z|a € R}
CacToju O JMHeAPHO HE3aBUCHUX BeKTOpa (Bmmetw mpumep 24), te y U’
HOCTOjU HENPeOPOjUB JIMHEAPHO HE3aBUCAH CKYII).

ITo mperxomuuM TBphemuMa, y KOHAYHO AMMEH3MOHAJHUM BEKTOPCKUM
IPOCTOPUMA, C€ MOKE TOBOPUTHU O MHBEP3HOM MPECIUKABAY MPECIUKABA-
wa A € L(U,V) ako u camo ako je dimU = dim V. Yronuko je A Gujerrn-
BHO 1 A~! meroso mHBep3HO mMpeciuKaBame (Bumetu nepurummAjy 1.2.4 1
KOMEHTape HAKOH Be), Kako je A(aui+fus) = aAui+SAus, ako je v1 = Auy
u vy = Aug, crema aA vy + BA vy = A7 awy + Bug), 3a cBe cramape a, 3
u (Kako je A cypjextusmo) cBe v1,v2 € V, ma je A=t € L(V,U). Cuenu-
jammo, axo je A € L(U) 6ujexktusno, nocroju A~! € L(U). IupektHo ce
OPEHOCE U OCTAJM PE3yITATU N00UjeHu 3a ocobune naBep3He pyuknuje. Ha
npuMep, Hemocpenuo caemu xa ako je A € L(U, V) naseprubumnno, na je u
A=l € L(V,U) naseprubumno u sazxku (A~1)~! = A, a ma ocnosy qeme 1.2.3,
caemqu na ykouuko cy A € L(V,W) u B € L(U,V) Gujexrusra (HapasHO,
o mperxomaoM je orma dimU = dimV = dim W), nocroje A=t € L(W,V),
B e L(V,U) u (AB)~!t € L(W,U), npu uemy je (AB)"! = B~1A-L.
IIpumernmo u nma, ako je A € L(U) GujeruBan omepaTtop (OHZA MOCTOjU
A=l e L(U)), us AA™' = A~'A = Idy, va ocHOBY 0COGMHA ajyHTOBAHOT
npeciukasama, ciaemu (A1)YA = A/(A7Y) = Idy,, na je mw A’ € L(U")
urBepTubUaan n Basku (A')~! = (A7),

Teopema 7.1.3 (o paury u medexry). Hera cy U u V BekTopcku npocro-
pu, dimU =n e N, dimV =m e Nu A € L(U,V). Onna je p(4A)+3(A4) = n.

Joxas. Axo je Ker A = {0}, u f = (f;)i., 6a3a U, na ocHoBy nena (a) neme
7.1.5, cxyn {Af;|1 < i < n} je nuneapuo Hesasucan y V, ma je (Af;)5,
6asa npoctopa Im A, 1j. y oBoMm cayuajy je p(A) =n u §(A) = 0. Canuno,
axo je Ker A =U, ouna je Im A = {0}, na je p(A) =0 u 6(4) =n.

Axo Ker A muje jemmax mu {0} 5u U, mera je (e;)¥_, merosa Gasa (y osom
cayuyajy je ouma 1 < k < n—1). Homynumo youeny 6a3y mo 6ase mpocropa

U, BekTOpUMA €)t1,... 6, (Hakiae, e = (e;)i-; je 6aza U). Axo je v €
Im A, nocroju u € U, tako na je Au = v, a, kKako je e 6a3a U, moctoje
CKaJlapu a,...,Q0y,, TAKO Oa je u = aiel + ...+ anpé,, na je v = Au

arAer + ...+ apde, = ajp1dej + ...+ anle, (jep je Ae; = 0 3a 1 <
i < k), 1j. (Ae;)i,,, je remeparpuca Im A. MebyTum, (Ae;)i, , je u
JIMHEAPHO HEe3aBUCAH. 3auCTa, ako je agiiAegi1 + ...+ apAde, =0, cuenu
A(ags1€k+1 + ...+ anen) =0, na je agr1err1 + ...+ age, € Ker A, onaxime
je agy1€ek+1 + ...+ apen, = 161 + ... + age, 3a HeKe cKajgape Qai,...,0k.
Kaxo je (e;)"_; 6a3a U, uz nobujenor caemm na je a; =0, 3a 1 < i < n, Tj.
nureapHa HesaBucHOCT (Ae;)il, . Haxme, (Ae;)i, ; je 6asza Im A, e je
p(A) =n — k, onakne ciaenu tBpheme u y oBoM ciayuajy. [l
[Mperxonuo tBpheme ce vuecTo HA3MBA U OCHOBHA TEOpEMa JIMHEAPHE aJire-
Ope u jaBmahe ce y pasauunTuM OOAUIIMMA TPUIUKOM Pajga ca JuHea-
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pHUM mpecaukaBamuMa. Beh cama BummMo ma je NPpUMEHJBUBO TPUJIMKOM
onpebuBama ciuke W jesrpa JUHEAPHOT NMPECAUKABAmA, a U IO Cama Ce
[OjaBBUBAJIO Y IPUKPUBEHOM 0Osuky. Penmumo, 3axres npumepa 3 (npu-
kasuBame (1,y,z) € R® Kao 36up Berropa (t1,t2,0) u (t3,0,t4), Toe Cy
t1,t2,t3,t4 € R) ce MOKe PePOPMYIUCATH Y TEPMUHUMA UCIUTUBAHA CBO-
jecraBa mpecimkasama A : R* — R3, nedwmucamor ca A(ty,ta,t3,ty) =
(t1 + t3,ta,t4). Jlako ce Buau na je A JuMHEApHO W CYDJEKTUBHO, @Ia je
Ker A npocrop mumensuje 4 — 3 = 1, mTo je M KOHCTATOBAHO HABEIEHOM
npumepy (& CBa MpEeACTaB/bAKa 3aBUCE O] jeTHOT PEAJHOr IapaMeTpa).

7.2. Aarebpa marpuna

IIpecaurasame A : {1,...,m} x {1,...,n} — K, 3a m,n € N, nasusa-
MO OBOOVIMEH3WIOHAJIHA Marpuna (rabena) ca eiremeHnTuMa (Koepuuuje-
HTrMa) u3 K, Tuma m X n, OIpOCTOD TaKBUX MaTpuna o3nauvasaliemo ca
My n(K), a m u n Ha3uBaMoO auMensuje marpune A (roopuliemo u zxa je
A mamensuja (pexma, popmara) m X n). HapasHo, uMa cMuciaa mocMaTpaTi
¥ BUIIEAVMEH3NOHAJHE MATPUIE, HO KAaKO NeMO ce y HACTaBKY MOCBETUTHU
JIBOIUMEH3MOHAJIHAM, TEPMUH MaTpuna he ce y OBOM TEKCTY ONHOCUTHU Ha
wux. Ako je m = n, marpuny lemo HasuBartu KBajgpaTHa (pema n), a
oarosapajyhwu npocrop hiemo osmauasaru ca M, (K). Kako u cam nasus
cyrepumne, marpuny A = (a; ;)1<i<m,1<j<n € Mm n(K) Busyamusyjemo kao

a1,1 . ai,n

tabemny, Tj. y 00nukry A = . 3a IpOM3BOJbHE HEMPA3HEe
am,1 oo OQmn

ckynose X C{l,....m}uY C{l,...,n} ce pecTpurmja yOUYEHOr IIPECIU-

kaBama Ha X X Y HazmBa momMaTpuIla, Koja omrosapa m3bopy muHIerca X
u Y, a ako cy OpojeBu esnemenara ckynoBa X u Y jemHaru k u [, pemom,
KQKeMO ma je y muramy moaMarpuna tuma k X [, CoemujanaHo, axo je
X={i}uY ={1,...,n}, rme je 1 < i < m, omrosapajyha mommarpuna
ce HasuBa i-ta Bpcra Marpune A, a ako je X ={1,...,m} uY = {j}, rzue
je 1 < j < n, ogroBapajyha momvaTpuma ce Ha3WBa j-Ta KOJOHA MATPUIE
A. Cunobonnuje rosopehn, enemMent a;; ce HaJIa3M ,,y IPECEKY i-T€ BPCTE
u j-Te KojoHe” marpuie A, a mommarpuna tuna k X [ ce mobuja uzbopom
k Bpcra, | KonoOHA U ,,OpucameM ejgeMeHaTa’ KOJU HUCY Y HEKOj O HUX.

IIpumep 6. Aro je A € Mpo(K) m1 < k< m, 1< < n, onga mo-
IMaTpuna tuna k X | uma (72) (7), ma ImoaMaTpuila yodeHe marpune A mma

kZi:I i:l (72) (7) - zm: (7;) ' i (7) = (2™ -1)(2" — 1). Cauuno, ako je A €

= Jj=

. . 2

M, (K), xBagparanx noamarpuna muvensuje k, rae je 1 <k <n, mva (})7,
n

ma KBaJApATHUX TMOAMATpUNa marpune A mva » (2)2 Wsjennauapamem
k=1
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rKoedumujenaTa y3 " y jemmaxoctu mosmuoMma (1 + 2)%" = (14 2)"(1 + 2)”
n

. 2
u kopucrehn Besy (7)) = (,,",), 32 0 < k < n, mobujamo (2:) => (3 ma
k=0
cleny na KBaApaTHUX moaMatpuna matpure us M, (K) uma (27:1) -1. A
Axo je A € My, o(K) n va K mocroju onrosapajyha anrebapcka cTpykTy-
pa, ouna ce u Ha My, ,(K) Moke yBecTn moiartHa CTpyKTypa. HapasHo,
TO ce MOKe YUMHUTY Ha BUIIe HAUWHA, & OBIE e HaM OCHOBHA MOTHUBAIMA]a
butu na je mobujeHa CTPYKTypa y ,,IPUPOMHO] Be3u” ca CTPYKTYPOM mo0u-
jeHOM Ha KJIacu JMHeApHUX IpeciaukaBama. Crora hemo y mamem mocma-
tpatu My, »(P), rae je P mome. Axo je A€ L(U,V), dimU =n, dimV =m
m

ue = (e;)iq, f=(fj)jL, 6ase U u V, penom, onna je Ae; = 'Eiai’jfi’ 3a
=z

cBaro 1 < j < n, mpu yemy cy, momTo je f 6a3a, cKajtapu a;;, 38 1 <1 < n,
1 € j < m, jemuncreeno oxpebenu (Bumetru Teopemy 7.1.1), Tj. youeHo
JUHEApHO IpecInKaBame U u3bop 0Oa3za jemqHosHauHo oxpebyjy Marpumy
(A)e r = (@i j)1<i<m,1<j<n, & KaKO mo3HaBame Bpennoctu Aej, 3a 1 < j < n,
jemuaCTBEHO Onpebyje muHEapHO mpecnukaBame (IOmMTO je e 6a3a), BAKA U
obpuyTo. Ilomrto je smema na ce MaTpunu A = (a; ;)1<i<m,1<j<n TPAOPYEA
IpecarKaBame, Koje Ne Ha onucaHM HAYMH UHAYKOBATU TY MATPUIY, CJIEAN
[a ce TOj MaTPUIM TPUAPY:KYje mpeciaukaBame L4, Koje BekTopy € P"
(uuja je i-Ta KoopmuHaTa T;, 3a 1 < i < n) npuApyKyje BeKTOp m3 P™
unja je j-Ta KOOPAMHATA 45 1T1 + ...+ QjnTn, 32 1 < j < m. Aro BekTOp y
P" Buammo KA0 MATPUILY TUIA N X 1, IPETXOMHO Ce 3amucyje y ODIUKY

ai,1 . a1,n I Z:lal*jl‘j
j=

Laz={ © . L=

o , (7.1)
Am,1 - Gmon Tn > am,jz;
j=1

Opu YeMy JApPYTHW 4iIaH NPEeTXOTHE jeTHAKOCTU O3HAa4YaBaMo ca Az, IOK je-
mHaKoCT apyror um Tpeher unama mpencrassba mePUHULIN]Y OETOBAMA Ma-
rpute A € M, »(P), kao nuHeapHOr npeciukasama, Ha BekTop © € My, 1(P)
(T3B. KONOHA Marpumy). IIpeTXOmHO pasmarpame HaM Cyrepulle ma Ha
CKyIly MaTpUIa ca eJeMeHTuMa u3 moba P yBememo caenehe onepamuje:

—cabupame marpuna A u B, y o3samu A+ B, neQuHAIIEMO KA0 MATPUILY
KOja oaroBapa 30Upy IpeciumKaBama UHIYKOBaHUX ca A u B; caemu na je
cabupame nePUHUCAHO aKO M CAMO AKO Cy MATpUIle UCTUX IUMEH3Uja, a
axo je A, B € Mpn(P), A = (aij)i<i<mi<icn, B = (bij)i<i<m,1<j<n, TAE
cy m,n € N, ouna je A+ B € My, »,(P), npu yeMmy je eleMeHT Te MaTpUIE
KOjU ce HaJja3u Ha Mectry (i,7) jemnak a;; + b;;; jacHo je ma M, ,(P) ca
cabupameM unHE AGeNOBY I'DyIy, 4nju je HeyTpasa marpuna u3 M, ,(P)
KOjoj cy cBu esneMeHTH jemHaku (), Te ce OHa Ha3WBa HyJIa MaTpuUla, y
osuaru 0, 0mHOCHO, Opyxp, YKOJIUKO Ce JKeJIU HATJIACUTHU HEeHA AUMEH3U]a;

—MHOkeme Marpune A cranmapoMm «, y osHamm oA (mmm « - A), ne-
¢buHUIIEMO KAa0 MATpUIy KOja OIAroBapa IpPEeCIWKaBamy Koje je moou-
JEHO MHOMKEHEM CKAJapOM « MPECINKABAKA WHAYKOBAHOT MATPUIOM Aj;
cienu na je MHOMKEH-e CKaJlapoM ne(pUHUCAHO 3a CBaky marpuily A, a ako
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A = (aij)icicmi<icn € Mmn(P), onna aA € M, »,(P), upu uemy ce Ha
Mecty (i,7) Marpuie oA ce HaTa3M eNEMEHT Qd; j;

—MHOkeme marpuna A u B, y osnamu AB (unu A - B), nedpuHUmemMo Kao
MaTPHUILy KOja OAroBapa KOMIO3UIWjU IPECIUKaBamha MHIyKOBaHUX ca A u
B; cnemu na je MHOMEH€ Ne(UHUCAHO aKO M caMo ako ¢y je A € M, ,(P),
B € M, (P), 3a meke m,n,k € N, pesyarar npunana My, ;(P), npu gemy

n
je enement marpune AB Ha Mecty (i,7) jenHak . a; by ; (rme cy a;; u b;

omrosapajyhu enementn marpuna A u B, penom); IpuMeTUMO na Ce Iejo-
Bame MATPUIE Ha BEKTOP MOXKe BUAETHU KAO NPOU3BOA MaTpuue us M, ,(P)
n marpune uz My 1(P) (momro BexTop Buamumo kao marpury u3 M, 1(P), Tj.
KOJIOHY ); WHBep3Ha MaTpuma marpune A, y oznamm A1, mpeacrasma ma-
TPUIY IPECIUKABAKa KOje j€ MHBEP3HO MPECIUKABAKY WHIYKOBAHOM Ma-
TpuroM A; Ha ocuoBy sema 7.1.5 u 7.1.6, OHO MOMKe MIOCTOjaTU CAMO Y
cayuajy A € M,(P) (ako je U 2V, ouzna je dimU = dim V'), a nocroju akxo
U CaMO aKO je mpecaukasame onpebheno maTtpunom A GUjeKTUBHO; IPUTOM,
HEyTpaJl 3a MHOMKEHe OAroBapa mpeciukaBamy Idy, a kako je Idye; = e;,
3a ceako 1 < i < n (rme je (e;)l; 6a3a npocropa U), oaroeapajyha ma-
tpuna E = (€;j)i1<i<n,1<j<n (OOHOCHO E,, aKO Ce :KeJU HArJIacUTU HheHa
1, ako jeti =7

1 HA3WBAa jeIMHUYHA;
0, wunaue

muMmensuja) je ompebena ca e;; = {

— TpaHcmoHOBame Marpume A, y osmamu AT, medummmeno kao mMarpuiry
KOja OAroBapa aljyHrOBaHOM IPECIMKABAKY IPECIUKABARA UHIYKOBAHOT
ca A; ako je dimU =n € Nu A € M, o(P), ouna Ly : P* — P, Lar =
(La)' : P™ — P" (3a mpocrope konaune mumensuje je U = U'), npu uemy,
aro cy (e;)ju; m (f;)jL, omrosapajyhe 6asze mpocropa P" u P™, penowm,

samu (A'fl)e; = fi(Ae;) = fI(Y ajifm) = aji, 7). AT € Mym(P), a na
=1

Mecty (4,j) Te MaTpure ce HalIa3U €IEMEHT a;;, 3a ¢Be 1 <i<n, 1 <j <
m, Toe je a;,; onrosapajyhu enement marpurne A (cnobonuuje rosopehn,
TPAHCIIOHOBAE ,,MeHa yJIore BpCcra U KojJloHa” marpume A).

HapaBuo, y mperxomuoM je mompa3yMeBaHo ma ce marpuna oxpebyje y
oarosapajyhum Gaszama (Hmp. y caydajy cabupama, marpunama A u B
cy mopnesbena npecavkaBama u3 L(U, V), y3 u3bop 6aza e u f, Te ce raj
u36op 6asa nmompasymeBa u npu oxpebuBamy A + B, CIMYHO 38 MHOKEHE
U MHOKEH€ CKaJapoM, MOK Ce KOJ TPAHCIOHOBAIA MOAPA3yMeBa ma Ce 3a
Te Gaze, ma U’ m V' mocmarpajy oamrosapajyhe nyanme Gasze). Wuaue,
rope meduHUCAaHE OIEepallije U IOJMOBU, CEM MHBEP3a 3a& MHOXKEHE, UMajy
cMucsa u'y ciaydajy ma je P mpcTeH, HO KaKO je OBIe IPEeBaCXOIHU IUJb Pa
ca marpunama Hag R u C, y Kempu na ce CKpaTu IUCKYCHja je MOCMaTpPaH
camo cayudaj mosba. Hemocpenno m3 omroBapajyhmx ocobmHa JTUHEAPHUX
IpecanKaBama ce mMpeHoce ocobumHe Koje 3aM0B0JHaBAjY YBEIEHE Omepaluje
Ha MaTpuiaMa, Koje Cy CyMupaHe y HapeaHoMm TBpDhemy.

Jlema 7.2.1. Hera je P mowe, o, € P um,n, k,l € N.
(a) Crpykrypa (M, ,(P),+) je Aberosa rpyna, uuju je HeyTpPas Opxn,
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nuBep3 eneMeHTa A € My, o(P) je —A = (—1)A, Basku u (a+5)A = aA+ (A,
1-A=A,0-A=0mxn, a aro je u B € M, ,(P), Baxu a(A+ B) = aA+aB.
(6) Axo je A € My n(P), B,C € M, 1(P), ouna je A(B+ C) = AB + AC,
(aA)-(BB) = apAB, (aA)T = aAT, (B+C)T = BT +CT u (AB)T = BT AT
(B) Axro je A,B € My, ,(P) u C € M, (P), onna je (A+ B)C = AC + BC.
(r) Axo je A € My, o(P),B € M, ;(P),C € My ;(P), onna (AB)C = A(BC).

(n) Axo cy A, B € M, (P) uaseptubuine, onna je (A~1)"t = A, (AB)™! =
B7'A ' u (AT)"! = (A1), UnBeprubunue marpune uz M, (P) uune rpy-
Iy y OMHOCY Ha MHOMXKEHe, Ynju je Heyrpaa F,.

(b) Ako je A€ My, ,(P), onna je B, A= AE, = A, xao u (AT)T = A.

(e) Crpyrrypa My, »(P) je BekTOpcku mpocrop (Hax P), muMensuje mn.

ITpumerumo nxa je y meay (e) jenua o4 6a3a yOUEHOT BEKTOPCKOL IIPOCTOPA
(Ei j)i<ismi<j<n, TRe je E;j € My, o(P) MaTpuna 4Yuju je elIeMeHT KOju
oxrosapa mHnekcy (i,7) jemnak 1, a ocramu 0. Hamomenumo na, y cayuajy
na ce My, »(C) mocmarpa ka0 BEKTOPCKM IPOCTOP HAX IOJbEM ckajapa R,
AvMeH3uja Tor BeKTopckor npocropa je 2mn (C je, kao BEKTOPCKU IPOCTOP
HAJ IOobeM crasapa R, numensuje 2).

B _2 ! (2 1 =2 - 2 -2
ITpumep 7. AxocyA< (1) ?),B(l 0 1),0—(_2 3),

peasne maTpune, ouga, pemumo, CA, BC, ATB u A + C mucy nedpunuca-
2-2+41-1 2-14+1-0 2-(-2)+1-1

HU, ILOKjeAB:<(—1)-2+2-1 (-1)-142-0 (—1)-(—2)+2-1>
0-241-1 0-14+1-0 0-(—2)+1-1

(5) 7? *Z BA—(2'2+1.(71)+(72).0 2~1+1~2+(*2)'1)_
PAE0 1240 (=) 410 1-1+40-241-1 )7

1 0 1
(5 o) momeenmomajeare= (5 5)( 5 5)=(5 2)-
2F,, na je C mHBEePpTUOUIHA U BaKU C*I:%BA:(% i) A
IIpumep 8. AﬁojeA:((l) 8)1/13:(8 ?),OHﬂajeAB:O,

narxo je A # 0 u B # 0. Ilpumerumo ma, axo cy A, B € M,(P), 3a neko
n € N, Henyna marpuie 3a koje je AB = 0, uujeana o1 BUX HE MOXKe OUTU
urBepTUOUAHA (ako HOp. moctoju A~!, omma 6u 6uno B = A"1AB = 0).
Axo ce ma S = {aA|a € P} upenece CTpyKTypa MHAYKOBAHA MATPUYHIM
omepanujama, kako je aA+LFA = (a+p)A € SuaA-fA = (afB)A € S, jep je
A% = A, Bumumo na ce mobuja cTPYKTypa Koja je mosme (mzomopduo ca P).
Mebytum, f: S — Ms(P), nepunucana ca f(X) = X, Huje uzomopduszam
noma S u f(S) C My(P), nomro ce A, Koju je jenuHUYHU esneMeHT y S, He
ciuka y jenuaununan enement y Ms(PP) (Bumern mpumep 25 raase 1). A
IIpumep 9. Axo cy A, B € M, (P), rae je n € N, rakse na je AB = BA,
Kako OMHOMHA (pOPMyJTa BAKM y OWIIO KOM KOMYTATUBHOM TIPCTEHy (BAIETU
meo (6) meme 2.4.1 m KOMEHTape HAKOH He€), 3aK/bYUyjeMO 1a 3a CBAKO
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n—1
n € N\ {1} Bawu (A+ B)" = A"+ Y (}JA" *B*¥ + B". Bes ycuosa
k=1

KOMYTATUBHOCTU IIPETXOIHO HE MOPa BaKUTU. PeruMo, y ciaydajy n = 2 je
(A+B)? = A2+ AB+BA+B?, mo je jemnaxo A2 +2AB+ B? ako u camo ako
je AB = BA, nok ce y cayuajy n > 2, 6e3 ycJioBa KOMyTATUBHOCTU, U3Pa3
(A 4+ B)" monpuianvyHO KOMIUIMKYyje, T€ Ce BapujaHTe OUHOMHE (OpMYyJIe
peTko kopucre Ge3 Tor ycuaosa. Kako 3a csako A € M, (P) u cBako a € P
Baskn A-(aFE,) = aA = (aFE,)-A, decto ce Buba npuMena GuHOMHE GOPMYIIe
y ciIydajy ma je jemaH om d4iaaHoBa obmmra akF,. A

Hauwmn ma koju cy yBemeHe omepalyje Ha MaTpuiama oMoryhyje ma ce
M3pasu, KOjU Cy MO cala KOPUIINEHU MPUIUKOM U3yYaBama JIMHEAPHUX
KOMOUHAIja ¥ CBOjCTAaBa JUHEAPHUX OMEPATOPA, 3aIUCY]y Y KOMIAKTHU-
n
jem obmmry. Ha mpumep, ako je e = (e;)f_; cucTeMm BeKTODA U U = Y (€4,
i=1
rae cy «; ckagdapu 3a 1 <4 < n (Tj. ako je v JuHeapHa KOMOWHAIU]a Be-
KTOpa M3 cucTeMa €), onma je u = (e1,...,e,)(a1,...,an)7 (jemuru pasmor
300T KOT' JPYTU BEKTOP y MPETXOJHOM M3Pa3y He MUIIEMO Kao KOJIOHY, Beh
KODUCTUMO TPAHCIOHOBame, je ymrena npocropa). CuemujanHo, ako je
e = (e;)!, 6a3a npocropa U u u € U, Ha ocHOBY Teopeme 7.1.1, mocroju
jemuHCcTBeHA KOJOHA cKanapa (Tj. marpuna us M, 1(IP)) koja penpesentyje
u y OOJUKY JuHeapHe KoMOuHANMje BeKTopa u3 e. 1Ty KosoHy heMmo o3Haya-
BaTW ca ul, 0OHOCHO TpeTXoaHa Be3a ce OHMA 3amucyje y obmuky u = e-ul
(mmm u = eul). Cmmuno, ako Ae ozmauaBa memoBame TpecaukaBama A Ha
cucteMm e (Tj. Ae = (Ae;) ), axo je e 6a3a, ouma je Au= Ae-ul.

IIpumep 10. Tlo nmpeTrxonHOj AUCKYCUjU, JIUHEAPHA KOMOUHAIIMjA CE MOKE
Bugeru y obiuMKy mpousBoga Marpuna. Ha mpumep, ako je A € M, ,(P),

3a Heke m,n € N, u axo cy Ag”) = (aij)j=1 € M1,(P), 3a 1 < i < m,
BpCTE, a A§k) = (ai;)21 € Mm1(P), 3a 1 < j < n, xonone Marpure A,
m n
. k
OHZA je ZaiAEU) = (a1,...,am) - A m ZﬂjA§) = A (Br,...,8.)7 3a
i=1 j=1
IPOMU3BOJLHE CKAJIAPE A, . . ., Oy P, - - -, P [IPETXOMHM 3aIIIC Ma CMUCIIA

U 3a JUHEAPHY KOMOWHAIM]y MATPHUIa KOje He MPeACTaB/hbajy BPCTE WU
kKoJoHEe (KakO je Beh KOHCTATOBAHO, OCHOBHE ONEpalUje HAa MATPUIAMA
nMajy cmucia u ako je P npcren, a no meay (e) neme 7.2.1, M, ,,(P) uune
BEKTOPCKU IIPOCTOD ), HO OHZA je HYyKHO OUTU HOCTA OIPE3HU)U NPUIUKOM
TyMauema nobujeHor 3anuca. Peuumo, 3a A, B € My, »(P) u o, § € P Baxku

aA+ 3B = (o, 5)- ( g ) = (A.B)-(a, )T, 3a cBe m,n € N, HO mpy OBaKBOM

A
B ) He cMe TuesaTtu kao marpuna u3 Moy, o(P), a (A, B)
kao Marpuna u3z M, on(P), Beh rao 138. 6ok MaTpuna. A

TyMadewmy ce (

Teopema 7.2.1. Hera cy e = (¢;)f_; n f = (fi)]~, 6aze U u V, penom.
(a) Aro je A€ L(U,V), ouna nocroju jemuncrsena (A)c ¢ € My, »(P), Taro
na je Ae = f-(A)., f, onnocHo, 3a cBako u € U Bawu Au= f-(A) - ul.
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(6) Aro je A € My, n(P), mocroju jemmucrseno Ly € L(U,V), Taro ma je
A= (La)ey.

[Iperxonuo tBpheme je y 0BOM TEKCTy ,, yTRAHO” y caMy neGpUHUIU]Y OIe-
pamuja Ha Marpunama (BuaeTu Ne(UHWIMje TUX OIepanuja, Kao M KO-
MEHTape AaTe HEIOCPEIHO Ipe KBUX), Tj. MU CMO Te ollepaluje YBeJIU Ha
HauMH KOju je moTpebam ma ce mobuje mperxomuo TBpbheme. Harmacu-
MO Ja ce mo BehMHM TEKCTOBA KOjUMA je IUJb YBOI Y JIMHEAPHY aJrebpy
Ie(QUHUNLY TUHEAPHA NPeCInKaBama (U U3Bedy HUXOBE OCHOBHE 0COOuMHE),
,YEa30oM” me¢uHUILY olepalyje Ha MaTPUIlaMa, a HAKOH TOTa Ce ,,ICIOCTa-
Bu” nma mocrtoju Besa maMeDy mux (HaBemeHa y mpeTxonHOj Teopemu). M3
IPUCTYTIa KOJU j€ OBIe MPUKA3aH je jaCHO 3alllTO Cy olepallije Ha MaTpU-
nama ae@UHUCAHE HA ONMUCAHU HAUWH, & 38 HEera CMO Ce OIUIYYWIIN IOIITO
jé IpUMapHU Wb OBOT MEeJia MPOydaBame JIMHEAPHUX MPECIUKaBama (Ha
npumMep, y raasu 9 he ompebenoj rnacu npeciukaBama y CBAaKO] TAUKU
IOMeHa OUTHM NOAEJHEHO JIMHEAPHO MPECINKABAE).

1, zak=1
0, 3ak#i
ce (e;), HasuBa cranmapnHa 6a3a P"; Bumern u npumep 4) u ako je, y
neay (6) nperxonmuor tBphema, U =P* V =P™, aeu f craumapaue 6a3e
oBUX mpocTopa, pemoM, ouma je Lau = Aul 3a caku u € U = P" (oBo je,
3ampaso, npsa jenHakoct y (7.1)), mTo jom jemHOM mpasia TO INTO Ce Hxe-
JIOBaH-€ MaTPUIlE U JIMHEAPHOT IPECINKaBakha Ha BEKTOP O3HAUYABa HA UCTU
HaurH (4aK KOPUCTUMO KUCTe CUMOOJIEe 3a MATPUIE U 34 NPECIUKABAbA, &
u noucroBehnyjemo ux, xkan rox me moxke nohwu no 3abyme).

IIperxomua Teopema obGe3bebyje ma ce cBakoM TBpDhemy NOKa3aHOM HA
npocropy L(U,V), rme je dimU = n, dimV = m, 3a mere m,n € N,
IPUPOAHO HpUAPY:Kyje onrosapajyhe repbeme Ha npocropy My, »(P) (n
0BpHYTO), KAO U Ha ce cBakoM mojmy mepunucanom Ha L(U, V), npupomao
npunpysxkyje oxrosapajyhu nojam na My, ,(P) (u 06pryro). Hapasuo, Mu-
cau ce Ha TBphema M mojMoBe mobujeHe MO HpaBUJIMMa OAroBapajyher
BEKTOPCKOT IPOCTOPA.

Ha npumep, mupekTHO ce Ha CiydYaj MATpPUIAa MPEHOCE pe3yaTaTu no0u-
jeHU 3a MoHAaIame JUHEeAPHUX NMPECIUKABARKA Ha CUCTeMuMa BekTopa. Ha
ocuoBy zmena (a) aeme 7.1.5, aro je e = (e;)y u A € My, o(P), onna je A
VHjEKTUBHO aKO U CAMO aKO je Ae JMHEApHO HE3aBUCAH CUCTEM 33 CBAKU
JMHEAPHO HE3aBUCAH CUCTEM €, a CIUYHO Ce mpeHoce u xenosu (6) u (B)
ucre jgeme, kao u jgema 7.1.6. Cunemu, ako je e JMHEAPHO HE3aBUCAH U
eB = eC, 3a B,C € M, »(P), onna je, Ha ocHOBy nena (6) mperxonHe
reopeMe, (Lp)e,y = (Lc)e,f, THe je f mpomsBosbHa Gaza V, ma je B = C.
Crennjanmo, ako je e; € PF 3a meko £k € Nu 1 < i < m (omma ce e
Moske Bugeru kao A € My ., (P)), ako 3a caky Henyna B € M,, ,(P) Baxn
AB # 0, 1j. ako uz3 AB = AC canemu B = C, 3a npousBoimHo n € N u
npoussosre B,C € M, ,(P), onna cy xkosmorne Marpuie A nusHeapHO Hesa-
BucHe. [locrenma ocobuna ce Ha3WBa PEryJIAPHOCT cJjeBa martpure A,
a, caobomuuje ropopehm, ako je MUCIymeHa, MOKEMO , CKPATUTU YNHU-
nan A (ca seBe cTpaHe) IPUIMKOM pemlaBama Oarosapajynux jennaumsa.

IIpumernmo u na, ako je e;(k) = { ,3a 1 <i<n,yP" (onma
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Amnasorao, A € M, ;(P) je perynapua 3necHa ako 3a cBako m € N u cse
B,C € My, ,(P), 13 BA=CA cnenn B=C.

Jlema 7.2.2. Marpuna A je peryiapHa 1 CI€Ba W 3J€CHA aKO U CAMO aKO
je mHBepTUOUIHA.

Joxas. Axo je A € M, ,(IP) perynapsa ciesa, IO 3aKbYUIIMa KOJU Cy IPe-

TXOIUJIM JIEMU, HEHE KOJOHE A§k) = (a; ;) € Mp1(P), 38 1 < j < n,cy

nuHeapHO He3aBucHU BekTopu (y P™), ma je n < m. Ako je A perymnapra
3mecHa, kako je BA = CA (3a k € Nu B,C € M,,(P)) exBusaneHTHO
ca ATBT = ATCT, ouma je AT perymapma cieBa, Te Cy H-eHE KOJIOHE
(wro cy, 3ampaBo, Bpcre marpune A) nuneapno mezasucHe (y P"), ma je
m < n. Cremu ma je A KBanpaTHa, ca JMHEAPHO HE3aBMCHMM KOJOHAMA,
ma je MPUAY:KEeHO TpPEeCIUuKaBalmh€ WHjeKTUBHO, T€, HA OCHOBY Jjeme 7.1.6,
ciaenu ma je A ¥ MHBepTUOWJIHA.

Ca mpyre crpame, ako je A € M, (P) nuseprubunna, 3a cse B,C € M,, ,,(P),
m € N, uz3 BA = CA cneru B = B(AA™!) = (BA)A™! = (CAA™! =
C(AA™Y) = C, nok 3a cee B,C € M, x(P), k € N, us AB = AC cnemn
B=(A"1A)B=A"YAB)= A"1(AC) = (A71A)C =C. O
Iakne, Ha mpocTOpy Marpuna (HaX moJbeM) peryiapHocT (ca obe crpane)
je eKBUBaJICHTHA Ca WMHBEpPTUOMJIHOMmMNY, Te ce 4ecTo BMba ma ce WHBe-
pTubuIHA MaTpULa HAa3uBa U peryiapHa (Ha mame NeMo DABHOIPABHO
KOpuUCTUTH 00a TEePMUHA), NOK Ce 34 HEeUBEPTUOUIHY MATPULY KOPUCTU
TepMUH CHUHTYyJIapHa. llperxomma pasmaTpama UMajy U Ay0Jby BasKHOCT,
HMOKa3yjy Ja je y HeKMM CUTyallrjaMa Ol KOPUCTU IOCMATPaTh MATPUILY Kao
¢yuEuMjy KonoHa (BpcTa), mTo he ce KOPUCTUTHU U y HACTABKY TEKCTA.

1 2
IIpumep 11. Hega je A = ( ; ) uB = ( 2 4 ) 3a C € M3, (R), roe
3 6
() () cy”
jen € N, aro cy O}, 3" € My ,(R) mene Bpcre, Baskn AC = ( 261’(”) ),
2

IIITO je HyJIa MaTPUIa aKO U CAMO aKO je Cfv) = 202(”) =0, 1j. ako je C =0,
Tj. A je perymapHa cieBa, a OO0 TOT 3aKbydYKa ce MOrJo mohu m mopamom
tephema KopumheHor y mpeTxomHoj JeMu, MOmTO Cy KOJOoHe Marpure A
uHezaBucHe (A ce cacroju on jemme memysa kousone). Ilo mcrom tBphe-
wy, A Huje perynapHa 3mecHa, a B Hu ciaea Hu 3mecHa. llocnenme ce
MOKe MCKOPUCTUTU U 3a ompebuBame mpumepa KOju e(PEeKTUBHO MOKA3Y]Y
na omrosapajyha perymapHoCT He Baxku. Perumo, Kako 3a BPCTE MATPULE
A Baxkn 2 - Agv) -1 Ag}) = 01x1, cmemu ( 2 —1)-A = 0141, uaKO je
(2 —1)# 0241, KaKO 3a KOJNOHE B Bawku 2 - B§k) —1- Bék) = 03x1, ciaenu
2 . 2
B - ( 1 ) = 03x1, WakKo je ( _q ) # 02x1, a Kako 3a BpcTe B Baku
HIID. BY” + Bév) — Bév) = 01x2, ciemu (1 1 —1)-B = 0142, nako je
(1 1 —1)#01xs. A

Cnnuno, u3 sema 7.1.5 u 7.1.6 cnemu u na, ako je e = (e;), 6a3a Be-
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kropcror mpocropa U, je f = eQ 6a3a ako u camo ako je @ € M,(P)
UHBEPTUOWIIHA, KA0 U Oa je. ako cy e u f 6aze U, youena marpuia jenu-
HCTBEHA UM HA3WBa MATPUIA Ipejacka ca 6ase e Ha 6a3y f, y osuanu (f)e.

JIema 7.2.3. Heka cy U u V BEKTOPCKM IPOCTOPU KOHAUHE MUMeH3uje (HaL
VCTUM TOJHEM CKaJapa).

(a) Axo cy e, f,g 6aze U, onma je (£ (9); = (9)es () = ()1, a 3a cve
uc U samn uy = (e)f-ul.

(6) Ako cy e,g 6a3e npocropa U, f,h 6a3e upocropa V u A € L(U,V),
ouma je (A)gn = ()" (Aes - (9)e-

Zoxas. (a) Kako cy e, f, g 6aze U, mocroje nuaseprubuane P,Q, Tako na je
P=(f)e n Q= (g)s, maje g = fQ = ePQ, 1j. saxn (g), = PQ, npn eny

je PQ) umBepTHOMIHA, KAO0 MPOM3BOA TakBux Marpuna. CroemujaHo, axo

je g=ce, ctemm eldy = e = ePQ, 1j. Q = P7'. Bau €U jeu=eceul un

u = fu?7 ma axo je f = eP, 3a unBeptubunny P, ciemu eul = ePu?, a Kako

e =

je e 6aza, ciema ul = Pu? = (f)eu?, OIHOCHO u? = (f)7tul = (e)sul.
(6) Ha ocuoBy nena (a) je ul = (g)cus 3a ce u € U, na cuenu Au

Fo(Aeg-ul =h(h);1 - (A)eyr-(9)eul, e je (A)gn = (h);' - (Aer-(9)e- O
Cuenujanno, axo je A € L(U) u e, f 6a3e U, u3 uperxomuor ciequ na je

(A)f,f = (f);l ’ (A)e,e : (f)e-

Hedpuuunuja 7.2.1. 3a m,n € N, A,B € M, ,(P) cy exkBuBasieHTHE, Yy
osmamu A ~, B, ako 1 caMO aKO Cy MATPUIE MCTOr JUHEAPHOT MPECIUKa-
Bama, a A, B € M,(P) cy cauune, y osnamu A ~ B, ako 1 caMo ako Cy
MaTpPHUIEe UCTOT JIMHEAPHOT OIEepaTOpPA.

N3 came mepuuunmje je jacHO ma Cy W €KBUBAJEHTHOCT (Ha MATPUIAMA
UCTEe MUMEH3Mje) U CIMYHOCT (HA KBAAPATHUM MATPULIAMA UCTE IUMEH3U-
je) penaunuje ekBuBageHuuje (PENPE3EHTY]y UCTO JIUHEAPHO IPECIUKABALE,
OJHOCHO OLEepPaTop, 3a pasauunut u3bop 6asza). ITo nperxomnom tBphemy,
3a A, B € My n(P) je A ~. B ako um caMO ako IOCTOje WMHBEPTUOWIHE
P,Q, tako ma je B = Q 'AP (mapasmo, omma mopa outu P € M, (P),
Q € M,,(P)), aza A, B e M,(P) je A~ B ako u caM0O aKo OCTOjU MHBE-
prubumna P, tako na je B = P~'AP (mapasno, ouza je P € M, (P)).
JacHo, canyHe MaTpuIe Cy U €KBUBAJIEHTHE, TOK OOPHYTO HE MODa BAKUTHU.
3aucra, ako je m # n, 4ak HeMa HU CMUCJIA TOBOPUTU O CJIUYHOCTH, IOK,
penmmo, kako je crpykrypa Mi(R) je msomopdpua ca momem R (ma je ko-
MyTaTuBHA), y cayudajy Mi(R) cy cBe Kiace eKBUBAJIEHIUje Dealije ~
jemnounane (omma je P"'AP = A), nok penamuja ~, uMa IBe Kiace eKBU-
BaJieHnZje (KiIaca KOjoj npumaia HyJa je jeAHOuIaHa, a APYroj KiIacu Ipu-
nanajy ocranu enementu u3 Mi(R)).

IIpumep 12. Ilo sureparypama y KOjuMa ce pejaluje eKBUBAJIECHTHOCTU
U CIWYHOCTU HA MaTpuIaMa Ne(UHUIIY Ipe pana ca JUHEAPHUM IPECIIU-
KaBamUMa, Be3e HaBeleHe HAKOH IpeTXONHe neUHUNUje Urpajy YJIOory
nepuHMNja TUX penanuja. Ho m Taga Huje TEIIKO IPOBEPUTU & CY Y
oUTakby pellallje eKBUBAJCHnuje. 3aucra, ako je A € My, o(P), omma
je A = E 'AE,, ako je B = Q 'AP 3a umsepTtubumme P € M, (P),
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Q € M,,(P), orga je A= (Q 1) 'BP~! npu uemy cy Q= u P~! unsepru-
oumne, a ako je B=Q 'AP u C = T"'BR 3a unseptubunue P, R € M, (P)
u Q,S € M,,(P), onzna je C = (QT) 'APR, npu uemy cy QT u PR umBe-
prubuine, mro naje Tepbheme 3a penannjy ~.. Canuno, arxo je A € M, (P),
pasku A = E,'AE,,, ako je B = P"1AP 3a unseprubunuy P € M, (P), onna
je A= (P71)71BP, npu uemy je P! umBeptubumna, a axo je C = Q 1BQ
u B = P71 AP 3a usseptutunue P,Q, onna je C = (PQ) ' APQ, npu uemy
je PQ wmuBepTubMIHA, MTO naje TBpheme 3a pemanujy ~. A

Ouekusano, npuaukoM npoyuasama A € L(U,V) je uum ompemnutn ,,mrto
jemnocTaBHujy” MaTpuily Koja ra pempesentyje (jacHo je ma je mpuponan
nokymaj onpebusame 6a3a e u f 3a koje (A)e ; uma mro je Moryhe Bume
eseMenara jemuakux (), Te je Uuib y HACTABKY ONUCATY KJIace EKBUBAJE-
HIVja HABeNEeHUX pesnanuja (1 ogpemuTu ,jene”’ NpeaCTABHUKE KIACA).

Hedmuaunuja 7.2.2. Marpuna A = (a;;)1<i<m,i<j<n € Mmn(P), roe je
m,n € N, ce Ha3uBa mujaroHaJ/Ha akKo je a; ; = 0 3a 1 # j, AOWe TPOyraoHa
axo je a;; = 0 3a 7 < j, a TOpE®E TPOYTAOHA AKO je AT pome Tpoyraoxa.
Marpuna A € M, (P) je mujaroHanm3abuiIHA aKO HEHO] KIACH CIMIHOCTH
npunaga HeKa IUjaroHAJHA MaTPUIA.

Ako je A € M, (P), enemenTu unju cy uanekcu (i,1), 3a 1 < i < n, BU3yenHo
OpeaCTaBbajy MUjaroHaly yodeHe Tabese (Ha3uBa ce IUIaBHA OUjArOHAJA
marpune A), ma He msHeHalyjy HasuBm u3 mperxonHe neduHuUImje (Te ce
OHJA TYMadUeHne MO0 KOM UJaHOBU CA UCTUM WHIEKCUMA IPEACTABILA]Y AUja-
TOHAJY MPEHOCU U Ha MATPUIE ONIITEr TUna). Jlakie, KO AujaroHasHe Ma-
TpUIle Cy YJIaHOBU BaH IVIaBHE aujaroHasie jemHaku (0, KOI IOHme TPOyraoHe
cy jemnaku 0 4naHOBU ,,M3HAL’ , a KOI IOPEHE TPOYraOHE UJIAHOBU ,,UCIOL
riaBHe aujaronaJsie. MarTpuia Koja je m HOme W TOpIme TPOYyraoHa je mu-
jaronmamna. 3a A € L(U) je maTpuna koja ra penpesentyje onpebena Tek
ca m3bopoM Daze, a aKO OHA HUje IPENU3UpPaHa, MOXKE Ce NECUTHU Ja, aKo
cy e, f 6aze U, je (A)e, nujaronanta, a (A)y s HUje, MITO je U MOTUBUCAJO
nepuuunujy aujaronanuszabunsoctu. CxonHo ToMme, omeparop he ce Hazm-
BATU OMjaroHAJM3a0MIaH akKo MOCTOju 0a3a y KO0joj je ImeroBa MaTpHUIla
mujaronasHa (0 MPEeTXOMHOM, TO Ce NEMAaBa aKO je IPOU3BOJLHA MATPULA
KOja Ta pempeseHTHje AnjaroHaJu3abuiHa), a jacHo je ma he omma Gutum
O MHTepeca U onpenuTu TakBy 0a3ly. IIpumerumo na ce mojam mujarona-
JM3abMITHOCTA OMHOCHU Ha, peJlalvjy ~, a HUje yBeaeH oarosapajyhu mojam
3a pejanujy ~.. Pasjor 3a To Jeku y pesysTaTuMa Koje hemo moburu
y HacTaBKy, HauMe, buhe noka3aHO na IPOM3BOJLHO] KJIACK €KBUBAJIEHIL]E
penanuje ~, IpuUllaga IUjaroHaJHa mMarpuna (BugeTd Teopemy 7.2.2), Te
Oou yBobheme TakBOT TepMUHA U3TYOUIO CMUCAO.

Axo je A € L(U) mnujaronanusubumnan, a e = (e;)_, 6a3a U 3a kojy je (A)e,e
[UjaroHajHa, jeIHOCTaBHO ce oapeDhyjy merose BpenHOCTU Ha BEKTOPUMA
mpencTaBbeHuM y Toj 6a3m. Hamme, ako ce Ha IJIaBHO] AMjaroHaJV Ma-
rputie (A)e Haa3e €IEMEHTH Ap,...,A\n, DEIOM, oHZa je Ae; = \e;, 3a
ceako 1 < ¢ < n, T1j. ako je v € U u v = a1e1 + ... + ane,, OHOA je
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Au = a1 er + ...+ aphye,, Te onpebuBame oBakse 6ase (YKOIMKO HOCTO-
ju) moHOCU 3HAYajHE padyHCKe ymrene, a onpebusame Au y oBoj 6a3u uma
jacHy reoMeTpujcKy umHTepupetanujy. Takobe, jacHo je ma, ako mocrToju
6a3a ca ONMCAHUM CBOjCTBMMA, CE€ OHA CAaCTOju oXx BekTopa u # 0, Tako ma
3a HeKO A\ € P Baxku Au = Au. TakBo )\ ce HaszuBa cOnCTBEHA BPEOHOCT,
a4 TAKBO U COIICTBEHM BEKTOD (KOju OAroBapa COICTBEHO] BPETHOCTU )
oneparopa A. Ilocienwmu mojMoBu ce, HAPDABHO, MUPEKTHO MPEHOCE U HA
KBaJpaTHE Marpuie, na, maMehy ocrtajgor, BUAMMO na CIUYHE MATPUIE
MMAajy WCTU CKyI COICTBEHWX BPENHOCTH (MPEACTaBIbajy UCTU OIEepPaTop,
a MOCIeNme ce MOMke NOOUTH M HemocpenHo; 3aucra, ako je A € M, (P),
AN€P u#0, tako na je Au = M, u B ~ A, ouna je A = P"'BP
3a umaBepTtubunny P € M,(P), na je B(Pu) = P(Au) = P(Au) = APu,
npu yemy je Pu # 0 (Ha ocuoBy seme 7.1.6 je P OujekTuBaH, Ia CIUKA
HeHyJla BEKTOPe y HeHyJa BEKTOpe), Tj. Pu je CONCTBEHU BEKTOD MATPUIE
B koju oarosapa COnCTBEHOj BPEIHOCTHU A; HAIOMEHUMO 7a, IO MOKA3aHOM,
concreenn Bekropu Marpuna A u B me mopajy Outu jemmaru). Cryn co-
ncrBenux Bpeanoctu ouneparopa A € L(U), omnocuo marpune A € M, (P),
ce Ha3uBa cmekrap omneparopa A, omHocuo marpuue A, y oznanu o(A4).

Canunao ce mobuja reOMETPUjCKO TyMaderme W 34 MIOJjMOBE HOHE U IOPHHE
Tpoyraone marpume. Pemumo, ako cy e = (e;)f; u (f;)jL,; Gese mpo-
cropa U u V, penom, A € L(U,V) u (A).,;y mome TpoyraoHa, OHAa je
A(Z{e1,...,ex})) € ZL{f1,---, fx}) 3a cBako 1 < k < min{m,n}, Te je
jACHO 3aIlTO je MOKEeHHO OApenuTu Oa3e y KOjuMa je JIMHEAPHO MPECIUKa-
BaW€ PENPE3eHTOBAHO MATPUIIOM KOja MMa HEKy OJ[ HABEIEHUX OCOOUHA.

IIpumep 13. Kako aF,, 3a cBaku ckaJjJap &, KOMyTHUpPaA Ca CBUM MaTPU-
nama u3 M, (P), roe je n € N, cnenu na je kiaca CIMYHOCTA OBE MATPULE
jemHounana (cmenujajgHO, jeauHA MATPUIA CIMYHA HyJAa MaTPULU DPEeIa
n je OHa caMma, a AHAJOraH 3aK/bYy4YaKk BAKU U 34 JeAUHUYHY MATPULY ).
Omna je mujaronHaJina, jeauHa COIICTBEHA BPETHOCT O] jé «, a COICTBEHU
BEKTOD KOjU jOj oAroBapa je Mpou3BOJbaH HeHyJsa BekTop u3 P™. Ako je
A= ( 8 (1) ), kako je A(z,y)T = (y,0)T, yronmko je A comcreena BpeaHOCT
Marpuie A, onpa je Ax =y, Ay = 0, 1j. jenquna conctsena spegaoct A je 0
(ako je A # 0, u3 uperxonuor je z =y = 0, a ako je A = 0, COICTBEHU BEKTO-
pu cy (0,a)7, rae je a #0), ma ako A WMa CIMYHY AWjarOHAJHY MATPWILY,
MOpa OUTU y MUTAKY HyJIa MATPUIA, IITO je HemMoryhe, Te A HeMa CIUUHY
1 0 . 0

0 2),KaK0JeP:(1 0

prubunna (pasku P! = P), cremu na je B ~ P71BP = ( (2) (1) ), Te y

oujaroHajny marpuny. Ako je B = ( ) UHBeE-

KJIACU €KBUBAJICHIIMj€ PeJaIije CIUNIYHOCTU MOKE OUTU BUIIE MUjarOHATHUX

. 1 . .
Mmatpuna. Ako je C = ( 7(1) 0 ), kako je C(x,y)" = (y,—x)", axo je A
conctBeHa Bpenuoct matpure C, onna je Ax =y, \y = —x. Ako je A =0,

ciemqu x =y = 0, 1j. 0 HEje concrBena Bpenunoct C, a ako je A # 0, caenu
(A2 + 1)z = 0, a xako e Moxe 6utu = = 0 (oHma je y = 0, ma ce omer
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nosTasu 1o Hysa Bekropa), ciaemu A2 + 1 =0. Axo C mocMaTpaMo Kao Ma-
tpury u3 Ms(R), u3 nocienmer caemu na HeMa CONCTBEHUX BPETHOCTH, Tj.
C mema canuny mujaronanny (y Mz(R)). Mebyrum, ako C mocmarpamo
kao matpuny uz My(C), kako cy pemema jemnaumae \> +1 =0 (y C) i u
—i, ouga je C' mujaromamuzabumna. 3aucta, (1,i)7 u (i,1)T cy comcrBenn
1
)

BEKTOPU KOjU OATrOBapajy ¢ u —i, PemoM, ma ako je () = ( 1 ), BaYKU

QCQ = ( é —Oz ) (ronone matpurne ) cy HO6UjeHU CONCTBEHU BEKTOPH;

oHma () cauka esieMeHTe cTaHmapaHe 6a3e y Te COICTBEHEe BEKTOpe, Koje
C cuuka y mCTe Te BEKTOpE, NMOMHOYKEHE Cca oAroBapajyhom comcrBeHOM
Bpensomhy, a Q! ,Bparn” y BekTOpe cTaHmapaHe 0a3e; U3 ONUCAHOT
ciaequ HABENEHA jeJHAKOCT, HO HUje TEIIKO HU HPOBEPUTU j€ AUPEKTHO).
W3 nocaenmer BUAMMO na OWjaroHAJU3AOMIHOCT 3aBUCHU W O IOJbA HAT
KOjuM je meduHMCcaHa MaTpuna (OmEpaTop). A

IIpumep 14. Axo je U = Z({chx,shz}) mornpocrop mpocropa C*(R),
rae cy chz u shx xunepGonuuku kocunyc u cunyc (Bumeru npumep 19
raase 4), ogna je dimU = 2 (maBenmene (yHKUUje Cy JUHEADHO HE3aBUCHE
y C®(R), re uune 6a3y U), f € U ako u camo axro je f(z) =achax +bshuz,
3a Heke a,b € R, a nupepernupame npencrapiba JrHEApHU oneparop Ha U
(u3 (chz) =sha u (shz) = che, cnenn na 3a f € U Baskn Df = f/ € U).

0 1 .
Cunemu Dehgsha = ( 1 0 ) Axo je A comcrBena BpemHOCT Dchgshe X
u = (z,y)T omrosapajyhu concreenu sexrop, caemu (y, )7 = Denyshott =

A= Az, \y)T, 1j. y = Az, * = My, ma je (1,1)7 comcreenu BekTOp KOjU
onrosapa conctsenoj spexnoctu 1, a (1, —1)7 comcreenu BexTop Koju oaro-
Bapa comncTrBeHoj Bpemnoctu —1, Tj. D je pempe3eHTOBAH IUjarOHAJIHOM
MaTpuroM y 6a3um kKoju umHe BekTopu chx +shz = e* u chax —shx = e™7".
[Mocnenwu pesyarar ce Moke mo0OUTU U OE€3 MATPUYHOT PEIpPEe3eHTOBAHA
y 6asn (chz,shx), pemasamem jemmaumne Du = Au, Tj. aupepeHnujatne
jemnaumne v’ = Au (y nuramy je suHeapHa AU(EPEHIUjATHA jeTHAUMHA
IPBOT pena, ma IPUMEHOM IIOCTYIKAa IpUKa3aHor y meny 6.3, ciaemu na je
merno pememe u(r) = Cer, rae je C € R, mro nmpunana U ako u camo
aro je A € {—1,1}). Aro je A € L(P,) oneparop ONUCAH y yBOLHOM LEIy
oBe riase (AuQepeHIUpPAame Ha IPOCTOPY P, MOAMHOMa cTeneHa He Beher
on n € Np), ako je n = 0, y muramy je Hyxa omeparop, a ako je n € N,
jemuHn Hemya unaHoBH MaTpuie (d; j)1<i<n+1,1<i<n+1 € Mut1(R) KOja ra
penpesentyje y Gazu (t*)?_, cy diiq1 =i, 3a 1 <4 < n. Kao u y npsom
ey mpuMepa, COICTBEHU BEKTOD omepaTopa A Koju 0AroBapa COINCTBEHO]
BpemrocTH \ je obmuka Cer”, rae je C € R, a 0BO je moauHOMCEA (GYHKIM]a
camo ako je C'=0. Hakue, A je mujaromanmsabuian y cayudajy n =0 (y
OUTAKY je HyJa OIepaTop), OOK y ciaydajy n > 1 Huje, momTo je jeauHa
councTtBeHa BpenHocT (), a BEKTOPW KOjU OATOBAPAjy TO] BPETHOCTU UWHE
moropocTop aumensuje 1 < n+ 1. A

[Ipobaem HacTao TPUIMKOM MOKyInaja aujaroHasausaiuje marpure C u3s
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npumepa 13, nocmarpane kao eixement Ma(R), mojasuo ce ycaen memory-
hrocTu pactaBmama A2+ 1 Ha suEeapue dgakTope y mpcrerny R[z], mTo mac
HABOIW MIa Pa3MOTPUMO HeJIOBame MOJMHOMA Ha MaTpuie. Kao m y ciy-
uajy omeparopa, ako je A marpuna u ¢ € Pz], onna ¢(A) nma cmucaa ako
u camo ako je A ksanparna. Axko je A € M, (P) u q(4) =0 (mapasno, oBme
0 mpencrasiba Hysia MATPULy pena n), ropopuhiemo na ¢ moHumrasa A.

Jlema 7.2.4. Axo je A € M,(P), rme je n € N, mocroju HeKOHCTAHTAH
q € P[z], Taro ma je g(A) = 0.

[oxas. Ha ocuosy nena (a) meme 7.2.1 je M, (IP) BeKTOpCKM TPOCTOD IM-
mensuje n?, na je crynm {E,, A, ..., A”Q} JAUHEApHO 3aBUCAH (HOWITO CaaPIKA
n?+1 BekTOpa), TE MOCTOje CKATAPH (o, . . ., 0p2, MeDy Kojuma je Gap jenam
pasauuut oxn 0, Tako na je aoF, +a1A+... +an2A”2 = 0. Mebyrum, onna
je ¢(A) =0, rue je g(x) = anz:c”2 +...+ o, IpU YeMy ¢ HZje HyJa IIOJIMHOM
(a ouurienHO HUje HU KOHCTAHTAH). O
Ha ocroBy pe3syarara mpeTxomHe JeMe u OTPaHuYeHoCTr CKyna N, Hapeaa
neUHUNUja je KOPEeKTHA.

Iedwmnumnuja 7.2.3. MoHryan noJIMHOM HajMamber CTEEHA KOjU HOHUIITA-
Ba A € M, (P) ce Ha3uBa MUHMMAJIHN HOJIMHOM MaTpuue A, y O3HAIU [i4.

JIema 7.2.5. Heka je A € M, (P).

(a) Onpa je pa jeOQUHCTBEH.

(6) Axro p € P[x] nonumrasa A, oHza piy | p.

(8) Marpuna A je unBeprubniza ako u camo ako je f14(0) # 0.
(r) Ako je B~ A, onga je up = 4.

(m) Ako je A comcrsena Bpemnoct A, onna je pua(A) =0.

Jokas. Axo je p € Plx] mekoncranran u p(A) = 0, onna je degp > degua
(mo mepuHUIM]M MUHUMAJIHOT noauHoMa), na je p(x) = k(z)u(z) +r(x), rme
je k(z) komuunuk, a r(r) ocTarak Upu Kememny p ca 4 (kako je mpumelieno
IPUIUKOM OIUCA AeJbeHa MOJWHOMA y meiy 4.3, nejbeme MOIMHOMA je KO-
PEKTHO Ae(UHUCAHO 3a IOJIUHOME UUjU CY KOCPUIU]EHTU U3 HEKOT II0JbA).
[Mpurom je degr < degua, ma ce 3amenom A y mobujeny Besy mobuja
r(A) = 0, te mopa 6utu r(z) = 0. W3 mobujenor cneme menosu (a) u
(6) tBpbhema (ako je degq = degua, ¢ MOHWYAH U K4 | ¢, MOpa OuTuH
q = pa). Axo je degua = k u pa(xr) = 2% + ap_12 1 + ... + ag, onna
je ,U'A(O) = ap, a Kako je NA(A) = Onxn, cremn AQ(A) = —aoky, roe je
q(z) = pa@)=90 ponpEom cremena k — 1. Axko je ap = 0, u3z mobujenor
cnemu Aq(A) = 0, ma axo je A maBeptubumana, caemu q(A) = A~ Aq(A) =0,
mTo je Hemoryhe, momro je degq < deg 4, a axo je ag # 0, uz mobujenor
ciremu ma je f% - q(A) nuBep3 marpune A, ynme je mokasan neo (B). Axko
je B~ A, onna je B = P~1AP 3a uexy umseprubunay P € M,(P), na je
B? = (P7'AP)(P7'AP) = P"Y(APP 'A)P = P~1A%P, onakune je, unmy-
knujom, B¥ = P71AFP 3a cBako k € N, omarne caemn q(B) = P~ 1q(A)P
3a cBaku ¢ € P[z]. Cneunjamnno, ¢(A) = 0pxn axo u camo ako ¢(B) = Opxn,
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onakne ciaenu tBpheme mesma (r). Axo je A comcrsena BpemmocT A, mo-
croju u # 0, Tako ma je Au = lu, omaxie je, uamykmujom, AFu = Ny 3a
cako k € N, na je q(A)u = q(M\)u 3a cBaru ¢ € Plz]. Cnenujanno, Basku
Onx1 = pa(A)u = pa(N)u, a karo je u # 0, cnemu TBpheme nena (n). O

IIpumep 15. MuHuMaJJHM TOJWHOM HyJIa MaTpuie je x, a marpuie akb,,
roe je a # 0, je * — a. Mwunanmanau nonvaomu matpuna A, B,C u3
npumepa 13 cy pa(z) = 22, pup(z) = (x — V)(x — 2) = 22 — 32 + 2,
pe(z) = 22 + 1, na A nuje muBepTubunna, nox B u C jecy, a mpuroMm
1

je B =% (B-3) =2 (1)) Hcflzf%.c*:fo:(‘l) *01).
Y cBakOM On HaBeAEHUX IpUMepPa KBAAPATHE MATPHUIE Cy pena 2, a cre-
IIeH MUHVMAJHOI MOJWHOMa WiIW 1 mim 2, mMTO HUje gnyqajHo. 3aucra,
ako je D = ( (cl Z) € My(P), onma je D? = (Zciﬁg Zﬁigg) =

a?+bc bla+d)
( cla+d) be+d?
Ha mectuma (1,2) u (2,1) (oba canpsxke darrop a + d), TPUPOSHO LO-

a?+bc—ala+d 0
cmarparu D? — (a + d)D = ( 0 ( ) be+d* — d(a + d) )

), Te je, 360r obauKa WnmaHOBa Koju ce vy D? Hamasze

( bc—Oad bci)ad ), omarne je D? — (a + d)D + (ad — bc)Ey = 0ax2, ma
2?2 — (a + d)z + (ad — bc) monumrasa D. Cremu na je MUHUMAJIHU TOJUHOM
marpune u3 Mo (P) crenena 1 unu 2. A

W3 nperxonuor nprMepa HacayhyjemMo ma je npoueHa CTeneHa MUHUMAJJIHOT
nosuHOMa nobujena y semu 7.2.4 rpy6a (mobujeno je ma je oH cremeHa He
seher ox n?; mebyrum, nako je M, (P) mumensuje n?, muHeapHA 3aBUCHOCT
KOja je yCIIOCTaBJbEHA y HOKA3y Te JeMe Huje ypaleHa 3a NpOM3BOJBHUX 12
marpuna u3 M, (P), seh 3a marpune us {p(4)|p € P[z]}, mro je KomyTa-
tuBHa moxanreGpa anrebpe M (P)). V3 mperxoanor npumepa u nena (B)
aseme 7.2.5 caequ n na je marpuna D € Ms(PP) uaseptubunua (y3 o3Hake u3
npuMepa) ako u caMo ako je ad—bc # 0. VI3 Te seme cienu 1 ma cy candHe
marpune A, B € M, (P) ucroBpemMeno naBepTUOUIIHE UM UCTOBPEMEHO CU-
Hrymnapue (mpumeTuMo u na, ako je B = P 1AP u A unsepTubumna, onga
je B! =P 1A7'P), xao u ma je q(B) ~ q(A) 3a cparu ¢ € P[z].
JleTa/pHOM ONMUCY KJIaca €KBUBAJICHIMjE Pejlaluje CINYHOCTUA BpaTmhiemo
ce y HapemHOM mesy (HAKOH pa3Bhjama NOTpeOHEe TeXHWKe), a HACTABaK
oBOr mena nocBeheH je mpoyJyaBamy peJiallije eKBUBAJICHIje MATPUILA.

ExBuBaseHTHOCT MaTpuHuia

Ha mauun KOjuM ce IpeHoCe MOJMOBM Ca JMHeAPHUX IpecIuKaBama Ha Ma-
Tpure, panr marpuie A, y osnauu p(A), je mepuHUCAH KAO PAHT MHIYKO-
BaHOI JIMHEAPHOI NpeciukaBama. Jlakne, ako ce A € My, ,(P), rme cy
m,n € N, mocmarpa kao juHeapHo npeciukaBame (u3 P" y P™), paur
TOT IIpeciarKaBama MpeicTaB/ba 6poj JuHeapHO He3aBUCHUX KOJOHA Te Ma-
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rpune y P™ (aumaH3uja quHeasa CIMKe, a CJIUKe YIAHOBA CTaHIapaHe 6aze
y P" cy kosone marpune A). Ha ocuoBy nema 7.1.5 u 7.1.6, caenu ma ako
je A~ B, 1j. B=Q 'AP, rne cy P € M,(P), Q € M,,(P), maBeptuturne,
ouzma cy paurosu A u B jemsaku (IOmTO OUjEKTUBHU JUHEADHU OMEPATOP
,4yBa IUMeH3ujy” ), Tj. Ta] PaHTr je jeIHAK DAHTy JUHEAPHOT IIPECIUKA-
Bama KOjeé OBe MaTpPUIle PENpe3eHTyjy y onrosapajyhum 6azama (mpume-
TUMO [a OJABHAE CJIeOd W Oa CINYHE MATPUIE UMAjy KUCTU PAHT, ONAKIE
cnenu Bell moOujeru pesynrar, na Cy CIWYHE MATPUIE UCTOBPEMEHO WHBE-
PTHUOUIIHE UM NCTOBPEMEHO CHUHTYJIAPHE), OHO IITO jOII HUje jaCHO je 1a Ju
3a A, B € M, »(P) ucror paura Baxku A ~, B. Y mudby HCOUTUBAKA 4 JIU
je mociyenme TaYHO, MCKOPUCTUNEMO Uejy IPUKA3aHy HIP. V AOKA3Y Iesa
(6) meme 7.1.3, 6yayhu na enemenrapue rpanchopmaimje (nepunucane Ha
noueky mesa 7.1) He Memajy JMHEADHM OMOTaY CHACTEMa BEKTOPA.
JHepunnnuja 7.2.4. Axro je Al(-ﬂ) = (aij)i-; € Mi1u(P), 32 1 < i < m,
wenyna spcra A € M, o(P), rme cy m,n € N, emeMmeHT a;) Ce Ha3usa
HOcau (Hocelu esleMeHT) aKo je eJeMEeHT Ca HAJHUKUAM WHIEKCOM Da3JIuduT
ox 0 (Tj. ako 3a j < k Baxku a;; = 0). Axo 3a cBaky BpCTy Ag”) BAKU
WIN ¢ = N WIN je Al(-i)l HyJsa Bpcra uam HOcad (i + 1)-Be BpcTe mma Behy
IPYTy KOODAUHATY OJ ApyTe KOOpAuHATE HOCada i-Te Bpcre (Tj. aKo je a; k
HOCAY AEW), a 41, HOCAU A'Ei)h ouna [ > k), xaskemo na A mma (Bpcra)
creneHacty ¢opmy. 3a Henynaa A, ako je r panr A, mMaTpuiy Kojoj cy
jeIuHU HeHyla eJeMeHTH a;; = 1, 3a 1 <1 < r, Ha3uBaMoO KaHOHCKa opMa
marpune A, y osnauu Ay (axo je A =0, medpunumenmo Ay = 0).

Axo cy cBu mocehu enementu jemmaku 1, roBopulieMo u ma je y nuTamy
penykoBaHa cremeHacta (opma (36or oGJIMKa KOjU UYMHE [EeJIOBU BPCTA
,AecHO” on Hocadya, kKoju monceha Ha BOjHY ¢opMalujy, 4ecTto ce BuDa
¥ ma ce cremeHacTa GpopMa Ha3uBa (pOpMa EIIAJOHA IO BpcTaMma). JacHo,
PaHI MaTpPUIle y CTEIEeHACTOj hopMu je jeqHak OpOjy BHEHUX HEHYJIa BPCTa.
Ilojam enemeHTapHMX TpaHChOpMAIUja YBeIEH HA CUCTEMMMAa BEKTODA Ce
IPUPOAHO MPEHOCU U Ha oarosapajyhe Tpancpopmamuje Bpcra (KOIOHA)
marpune A € My, o(P), tne je myn € N. Ha npumep, ako je y muramy
onepaimmja (1) (MHOMemE j-or BerTOpa cramapom « # 0), omrosapajyha
TparchopMaIja BpCTa ce meUHUIIE KAO0 MHOXKEHE j-T€ BPCTE CKAJIAPOM
a # 0. IlpmMmernMo ma ce mctu pesyarar nobuja MHOXKEHEM ClleBa IU-
jaronamuom matpunom T1(j, ) € M, (P), xojoj je enement ma mecty (j,7)
jemHaK , a OCTajJu eJeMEHTU TJIaBHEe AujaroHaje jeqHakud 1, mTo je, 3a-
IpaBo, MATpPUIAa Koja ce mobuja MPUMEHOM HaBeaeHe omepamnuje Ha F,.
Caunyno, npumena ounepamuje (2) (momasame j-Tor BeKTOpa k-TOM BEKTODY
3a j # k) ce mobuja MHOMKEHEM CJI€Ba MATPUIOM KOja HACTAje MPUMEHOM
HAaBeneHe omepanuje Ha F,, (eleMeHTH Te MATpUIle HA TIABHO] IUjarOHAJM,
kao u Ha mecry (k,j), cy jennaku 1, a mpeoctasu 0), IOK ce IpUMeHA OIe-
panuje (3) (3amena Bpcra j u k, rue je j # k) nobuja MHOMKEIEM CJIEBa Ca
T5(j, k) € M, (P), koja nacraje npuMeHoM HaBeleHe onepanuje Ha E,, (exe-
MeHTHU riasHe aujaronadse T3(j, k), cem na mectuma (4, ) u (k, k) cy jemnaru
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1, kao u enementu Ha MectuMma (j,k) u (k,j), OOk cy mpeocranu jenHa-
ku 0). AHAJOrHM 3aK/LYYIM BaKe M 3a OCHOBHE €JEMEHTAapHE Olepanuje
Ha KOJIOHaMa, Ca PAa3JIMKOM IOTO je Yy TOM ClIy4ajy TpaHchopManudja Ma-
TpUIlE jemHaka MHOMKEHY 3JeCHA MAaTPUIIOM KOja HACTAje TPUMEHOM OIr0-
Bapajyhe omepanuje na F,. Vunykuujom ciremu na ce modujeHO MpeHOCU
¥ Ha IPOU3BOJbHY €JEMEHTAPHY TpaHchopMmanujy (KOMIO3UIYjy KOHAYHO
MHOI'O OCHOBHUX), Tj. aKO cy V u K eseMeHTapHe TpaHCOOpMaNuje, Basku
VA =V(E,)-A nu K(A)=A -K(E,).
Kako cy ocuoBue enemeHTapHe omepanuje MHBEPTUOMIHE, & KOMIIO3UIU-
ja MHBEPTUOUIHUX MIPECcInKaBama Takohe MHBePTUOUIHO MPECIUKABAHE,
ciequ Ia Cy HPOUM3BOJbHE TpaHChopMalrje Ha BpCTaMa U KOJOHaMa, V u
K, penom, maseptubumane u (axo cy V! u K~! unsepsne onepanuje) Baskm
V(E)) ' =V En) u  (K(E))™" =K H(En).

Kao un y meny nocsehenom cucremuma BEKTOpA, U3BOjMO U OMEPAIjY KOja
HIje OCHOBHA, HO YeCTO he ce KOPUCTUTH, OlePannja J0IaBaKkA j-T€ BPCTE
IIOMHOMKEHE CKaJapoM « Ha k-Ty, rae je j # k. Kao u y cayuajy cucrema
BEKTOpAa, HUje TEIIKO BUIETU MOa OBa ONepallrdja jecTe eJeMeHTapHa, Kao
U Ia Cce MOMKEe BULETU Kao MHOkeme ciesa ca 1s(j,k,a) € M, (P), unjn
Cy eJIeMeHTU Ha IJIABHO)] NUjaroHaau jenHaku 1, eixement Ha mecry (k,7)
jemuak «, a mpeocrauu 0 (mpurom, eseMeHTapHO] onepauuju (2), K0KaBame
j-te k-toj, onrosapa MHOxeme caesa ca Ta(j, k,1)).

Teopema 7.2.2. Hera cy A, B € M, ,(P), rne cy m,n € N.

(a) Omma ce A eneMeHTApHOM TPAHCHOPMAIUjOM BPCTA MOKE CBECTU Ha
cTeneHacTy ¢popmy.

(6) Hocroju jemuuctsen r € Ny, tako ma je A ~. Ag. Enemenrapuum
rpancpopmanujama (Bpcra u kosona) ce A mMoske csectu Ha Ag.

(B) Baxu A ~, B aro u camo ako je Ay = By, OMHOCHO QKO M CaMO aKoO je
p(A) = p(B).

(r) Axko je A € M,(P) uaBeprubunna, csoheme Ha KAHOHCKY (popMmy ce
MOJK€ CIIPOBECTU HPUMEHOM eJIeMEHTapHe TpaHcpopMmanuje (camo) BpCTA.
[Iputowm, ako je V Ta eqemenTapHa Tpancdhopmanuja, ouga je A~ = V(E,).
(n) Marpuna A € M,(P) je uaBepTubMIHA aKO M CAMO aKO je jeIHaKa
IPOU3BOLY MATPUIlA OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX TPAHCHOPMAIN]A.

Moxas. (a) Ako je n=1wum A =0, tBpheme je Tpusujanmuo. NMuaue, mo-

CTOjU HEHYyJIa eJEeMEHT MaTpule A, Ia IMOCTOjU KOJIOHA Ca HAjMAmUM WHIEe-

KCOM KOja CAIp/KM HEHYJa eJIeMeHT. AKO je y nuramy Ag-k) = (a; ;) €

M1 (P), rme je 1 < j < n, u a;; # 0, 3aMeHOM IpBe U i-Te BpcTe nobuja

ce MaTpuna (a; ;)1<i<m,1<j<n, KOM Koje je aj ; # 0, Te ce nonmasameM mpse
’

BPCTE NMOMHOKEHE Ca 72—{’?, Ha i-Ty, 3a 2 < ¢ < n, H0o0OUja eKBUBAJECHTHA

s

MaTpuIla, K0joj Cy OCTaJU UWIaHOBU j-Te KojJoHe jemHaku 0. Ako je j =n,
tBpbheme je mokaszaHo, a ako je j < m, TBpDheme ce CBOAU HA MOHABJLAHE
ONKCAHOT NOCTYIKA Ha nogMmarpuny onpebeny nuanexcuma spera {2,...,m}
v ungexkcuMa Kosnona {j+1,...,n} (Tj. moaMarpuny Koja uMa Mame BPCTA,
Te TBpheme ciemu HA OCHOBY MaTeMaTUUKE UHIYKIHU]E).
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(6) ¥ meay (a) je, ememenrapuuMm Tpanchopmammjama (camo Ha BpcTama),
MaTpUIa CBEOEHA HA CTEIEHACTY (OPMYy, & aKO jOII CBAKYy HEHyJa BPCTY
momenuMo ca HocehwmMm eslemMeHTOM, OOOWja Ce pPEnyKOBAHA CTENEHACTA
dopma (Heka cy meHW eqeMeHTH a; ;). AKO je y IUTamy HEHysa MaTpuia
u Hocehwu enement mpse Bpcre Ha Mecty (1,j), ako je j = n, Beh je mo-
bujena rkaHoHCHA GopMa, a akKo je j < n, JOAABAIKEM HA i-Ty KOJIOHY j-Te
KOJIOHE TIOMHOKE Ca fagyj, 3a j +1 < i <n ce nobuja eKBUBAJIEHTHA Ma-
TpUla, Ynju Cy CBU WIAHOBU IpBe BpcTe, ceM Hoceher, jennaku 0. [Ipurom,
KaKO Cy y j-TOj KOJIOHM CBU YJIAHOBU ceM oHOr Ha Mecty (1,j) jemmaru 0,
OBe TpaHChoOpMallije He MeHajy YJIaHOBE Yy OCTAJMUM BpCTaMa MATPUIE, Te
tepbeme ciaenu Ha oCHOBY MHAYKNMje (Tj. MOHABHAMHEM OMMCAHOT HOCTY-
nka Ha nmommarpuny oxpebeny mmnekcuma Bpcra {2,...,m} u uHmEKCHMA
kosona {j+1,...,n}).

(8) Mo noxrasanom je A ~. Ag u B ~, By, ma ako je A ~, B, momto je y
NUTAKY pesalnuja eKBuBajiennuje, cienu Ag ~, By, Te mopa 6utu Ag = By,
a OHZa Cy ocraju nenosu TBphema (B) TpuBMjaIHU.

(r) Axo je A € M,(P) unBeprubnuna, saxu p(4) = n, na je Ag = E,, Te
ce cuposobemem mocrtymnka omnucanor y meay (a) (y kojem cy ropumhene
caMo omepanuje Ha BPCTaMa), MATPUIA CBOIM HA TOPH-E€ TPOYTAOHY, KO-
joj cy Ha ryIaBHO] IQUjaroHaJU HEHYJIa eJeMeHTHU, Te€ ce IeJbeH-eM CBakKe
BpPCTE ca €JIeMEHTOM IJIaBHE OWjaroHalie KOju MpUIana TOj BpCcTu mobuja
ropme TPOyraoHa MaTpUIla, YUjU CY CBU €JIEMEHTU Ha TJIABHOj IUjaro-
Hauu jenHaku 1 (0BO je pedykoBaHa cremeHacTa (popMma; HeKa je Ta (popma
(aj ;)1<ij<n). Axo je n =1, Tepheme je mokasamo, a ako je n > 1, Kako
jeay,,=1mua;, =0,3a1<i<n—1, loraBameM Ha i-Ty BPCTy n-Te,
MTIOMHOKEHE Ca fagyn, nobuja ce eKBUBAJIEHTHA MATPUIA, KOjOj je jemnuHu
HEHYJIA €JIEMEHT y N-TOj KOJOHU Ha MecTy (n,n), a ONUCcaHe olepanuje He
Memajy umra y mpeocraiuM konornama. Omnasme rBpheme ciaenu Ha OCHOBY
MaTeMaTuyke MHAYKIUje (Tj. MOHABbAmEM MOCTYIKA HA MATPULU YUjU CY
MHAEKCU BpCTa 1 KonoHa {1,...,n —1}).

(m) Axo je A € M, (P) unseprubniua u V(A) = E,, 13 IucKycuje nprkasae
npe teopeme ciaemu E, = V(A) = V(E,) - A, tj. A~ = V(E,). Kaxo ce V
IpUKa3yje y 0OJUKY MPOM3BOMA MATPUIA KOje OAroBapajy OCHOBHUM eJie-
MEHTapHUM Olepanujama, cienn TBpheme. U

W3 mperxomuor tBphema BUAMMO W pasijor 3000 KOI' HIIP. HUCY YBODHeHU!
[OJMOBU [ arOHAJU3AOUIHOCTH y CMUCIY pelanuje ~, (CBaka MaTpura je
TAaKBa) WJIM CTENEHACTE (OPME IO KOJOHAMa (BUIUMO Ma j€ PAHT MATPUIE
n3 M, »(P) jennar 6pojy meHUX JuHeapHO He3aBuCHUX Bpcra (y P™), a
saskm u p(A) = p(AT)). Tarobe, 3a csaxu A € L(U,V), rme cy U,V Bexro-
pceu npocropy, dimU =n € N, dimV = m € N, nocroju 6aza e = (e;)i,
npocropa U u 6a3a f = (f;)!", npocropa V, tako na je (A). s y KanHo-
HCKO] popmu (a mpu noKa3y Tor TBphema je MpakTUIHO ONUCAH U aJTOPU-
TaMm nobujama Tux 6asa). Ieo (x) mperxomuor tepbema maje moryhnoct
onpebuBama wHBep3HEe Marpune (YKOJIMKO TOCTOju). AHammM30M IOKa3a,
BUAMMO 118 KO Ce eJeMEHTapHe OIepalldje COpPOBEeIeHe MPUJINKOM CBODhe-
wa A € M,(P) (upuroM, npuMenyjyhu omepamuje camo Ha BpCTaMa) y
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ucroMm penocaeny (Oyayhu ma MHOKEHme MATPUNA y ONMITEM CIydajy HUje
KOMYTaTUBHO) TpuMene Ha E,, nobuhe ce A~! (ako A muje unBepTUbUIHA,
wehe 6uru moryhe csectu je rpanchpopmanujama Bpcra Ha E, (mobuja ce
cremenacra Gpopma y kK0joj je 6ap jemHa Hysa BPCTA), T€ HUje HEONXOMHO HA
noueTKy ucrmraTu naseprubuanoct A). Ipumukom cnposobema onucanor
aJropuTMa, decra je mpakca ga ce A m E, manumy ,jenna mo apyre’, y
o6nury (A|E,), a OHZa CIpOBOAE ollepalyje Ha BPCTaMa OBAKO HOOUjeHe
marpune (oHa je Tuma n X 2n), OOK ,IpBa KOMOOHeHTa He nocraHe F,
ouga he umcre omepanuje BpcTa OUTU CIPOBEAEHE W HA ,, APYTOj KOMIIO-
Hentr” (Bumetu npumep 17). Hapasro, caudan 3akbydak ce MOke 10OUTH
U YKOJWKO Ce IPUMenY]y caMo TpaHC(OopManuje KOJIOHA.

ITpumerumo na pesyarar neaa (I) HOCIeAme TeopeMe uMa u ay6sby Bpe-
OHOCT, TOKa3yje Ha je MPUINKOM WCIUTUBAMKA , MYJITUILIMKATABHAX OCO-
buna” marpuna (Tj. ocobMHA KOje, aKO WX 3aI0BOJHABA]Y UMHUOIM, 3a10-
BOJbABA WX U MPOU3BOL) NOBOJHLHO MCIUTATH OCOOMHY Ha MATpULIaMa Koje
OJIrOBapajy OCHOBHUM €JIEMEHTAPHUM OIepalrjaMa W MaTpuiamMa Koje Cy
Yy KaHOHCKO] (hOpMU.

IIpumep 16. 3apan jemHoCTaBHUjer 3ammca €JI€MEHTAPHUX MATPUIHUX
omepamnuja, MHOKEHE i-Te BpcTe ca « obeaexkaBahemo ca aVj, 3ameny
BpcTa ¢ U j, rme je i # j, ca V; < V;, a momaBame j-Te BpCTE, IIO-
MHOXEHe ca «, Ha i-Ty BpCTY, TIe je ¢ # j, ca V; + aVj, y3 aHaJOrHO
o3HAuUaBame omepanuja Ha kosoHama (y3 osHaky K ymecro V). Omngna je

11 1y Boos11 111
A=[24 7 S o2 5 )220 2 5 | =A, (va-

5 9 15 0 4 10 0 0 O
Tpuna Ag je y cremenoj ¢opmu, a pegyKOBaHa CTemeHacTa (opma ce I0-
Ouja YKOJIUKO CE€ jOII IPUMEHU OIEepAalnja %Vg), na sumuMo ma je p(A) =2

1 0 0
nAo=1| 0 1 0 ]. Aro ce kenu 1 eQeKTUBHO TOOUTH KAHOHCKA (GopMa
0 0 O

nmomohy esieMeHTaApHUX Omepanuja, TO Ce MO¥Ke YUUHUTU, Ha TPUMED, TAKO
mro ce Ha Ag; npumene onepamuje Ko — K1, K3 — K7, %Kg, K3 —5K,, pe-
noM. AKO ce Majompe COpOBEIEHe OMepaluje Ha BPCTaMa, Kao U YIPaBO
CIpOBeNEHe Olepanuje Ha KojJoHaMa, npuMeHe (06a myra) Ha Ej, nobuja

1 00 1 -+ 3
ce, penom, R=| —2 1 0 JuP=| 0 % —g , e je Ag = RAP,
-1 -2 1 0 0 1
1 00
omHOCHO, Kako je @ = R~ = 2 1 0 | (mro ce mose nobutu, pemumo,
5 2 1

IPUMEHOM ,,CyIpOTHUX' omepamuja Ha Es3, Tj. y oBoM cayuajy Vi + 2Va,
V3 + 5Vi, Vo + 2Vi, penom), caemu Ag = Q 'AP. Osne Bumumo u 360r
yera ce IO JuTeparypu demhe Buba mocieawmu 3anuc. Hawmme, oH mMa
jacHO reOMeTPUjCKO TyMaueme (CIAUYHO OHOM KOje je IMOKA3aHO Y CIydajy
nujaronanusammje marpune C u3 npumepa 13). Ako cy e u f crapnapume
6aze R3, g 6a3a R? cacraBmena ox konona marpune P, a h 6a3a R? cacra-
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BJbEHA OJ KOJIOHA MaTpuie (, mocjenme nobujeHa jeqHaKoCT je, 3aIpasBo,
(A)gn = (h)J?1 “(A)e,f - (9)e, Tj. Be3a mobujena y memy (6) meme 7.2.3. A
W3 mperxomgHOr mpumepa BUAUMO [a MOCTYHNAK ONMCAH Y OEJIY KOJjU MY
je mperxommo (0 jemHoM onx HauuwHa oxpebuBama UHBEpP3HE MATPUIE)
HUje GECKOPUCTAH U IPUIMKOM Paja Ca CUHIYJIAPHAM Marpunama (y ToMm
opuMepy cy, mpuiarobhaBameM MOMEHYTOT MOCTYIKa, mobujene 6a3ze y KO-
juma A mma KaHOHCKY ¢opmy). IlyHa cHara TOr TOCTyIKa IOJA3U IO
n3paskaja OIPUINKOM pPaJa Ca WMHBEPTUOMIHMM MaTpuliaMa, IITO je KIIy-
CTPOBAHO Yy HAPEIHOM IIPUMEDY.

IIpumep 17. Ogpemumo (ako mocrtoje) muBep3e marpuma A = ( 3.7 )

2 5
2 -3 5
n B = ( 3 2 —4 ) OnucaruM mocrynkoM nobujamo (A|Es) Vil
1 1 =2
(1 2‘1 —1)Vli)v1(1 2‘ 1 fl)vl—_2)v2(1 0‘ 5 77) e
2 5|10 1 0 1|-2 3 0 1|-2 3/
5 =7

crenu na je A uaBepTubUIHA U Baknu A”! = ( ) I[Ipumernmo na

-2 3
CMO HUjaHCY OINCTYNNJIU O aJI'OPUTMa KOjU ce Hajuemhe omucyje mo jauTe-
patypu (,,IpaBbeme HyJa [0 KOJIOHAMA, PEIOM, a HAKOH TOTa MHOKCHE
BpCTa; Yy OBOM CJIy4Yajy, IO TOM aJropurMmy Tpeba cCIpoBecTu onepamnuje
Vo — %Vl, Vi —21V;, %Vl, 3Va, penoM; HapaBHO HOGUja Ce UCTU PE3YJTAr).
MebyTuMm, KaKO ce TPOU3BOJLHUM CBODEHmEM HA je AMHUYHY MaTPUILY, TPU-
MEHOM eJIEMEHTapHUX Ollepalyja Ha BpcTaMa, Jo0uja pe3yJiTaT, oIy duiIn
CMO C€ 3a TOCTYIAK KOJU jé PAUYHCKA Mame 3aXTeBaH (MUHUMU3OBAHO je
nojaBiuBame pasinoMara). Cianvno,

2 -3 5(1 0 0 1 1 =20 0 1 Vo =31
VieVs Vs — 2V
3 2 —-4]10 1 0 — 3 2 —410 1 0 —
( 1 1 -2]0 0 1 > ( 2 -3 5/1 0 0 )
1 1 =210 0 1 ‘3*5&/2 1 0 00 1 -2
<01 2013) L (01 210 13>V2L2V3
0 -5 911 0 -2 0 0 —-1]1 -5 13
1 0 00 1 -2 :gi 1 00 01 -2
<0 -1 02 -9 23) — (O 1 0/-2 9 —23), ma je B
0 0O —-1|1 -5 13 0 0 1|]—-1 5 —-13
01 =2
uHBepTHOUNHA 1 Baxku B! = ( -2 9 =23 ) A
-1 5 —-13

7.3. llerepMmuHaHTE

Jemam on OCHOBHUX 3amaraka MaTeMaTuKe je ompebuBame myskmHE, MO-
BpmuHe u 3ampemune. Y R? yobuuajuo je ma ce mapaJsenorpamy Ha. Be-
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kropuma (a,0) u (0,b) npuapy:xu 6poj |ab|, Koju BUAMMO KAaO IOBPUIUHY
Tor mapaJsgesorpama (momro y R? mMamo u mojaM HOPMAJHOCTH, TIOCTEIHE
je, 3ampaBo, m3pa3 KOjU NMPENCTaBJba MOBPHIMHY MPABOYTAOHUKA Y KAHA
crpanuna |a| u |b|, mro je kopumlieno, permumo, y neny 6.2, IPUINKOM
neprHUCcama PrMmaHOBOr mHTErpania, kao u y neny 6.3, IPUINKOM IPUKA3a
HEKUX HErOBUX IPUMEHA). Y Ciydajy IOBPIIMHE IapaJjieiorpama oIpe-
DHenor Bekropuma (a,c) u (b,d), ako ce IPUXBATA F€OMETPUjCKU APTYMEHT
IO KOM Ce TPAHCJANWjOM jeTHE OCHOBUIE Iy HEHOT BEKTODA HE MEHa II0-
BpmmHa (CI00OMHUjEe PEUECHO, MTOCIEIHE j€ YyBEHO ,,0OCHOBUIA Iy Ta BUCUHA
Koja joj omrosapa’), y cayuajy a = 0, ako je n b = 0, nospmuna je 0, a ako
je b# 0, oHzma je MOBPIIMHA jeqHAKA MOBPIIUHU mapaJiesorpama oapebenor
Bexkropuma (0,b) u (¢, d) — %(O,b) = (¢,0), Tj. noduja ce |bc| = |0-d—bc| (3a-
IpaBo, BUIUMMO 14, aKO j€ HEKa O] KOMIOHEHTH BeKkTopa 0, ce padyH Tpu-
BUjaJHO mpuiarobasa ciydajy IpaBOyraoHMKA), NOK y cayuajy a # 0, me-
roBa MOBPIIVHA je jeHAKA MOBPIIMHU MapaJiejorpamMa Hal BeKropuma (a, ¢)
u (b,d) — g(a,c) = (0, “d;bc), Tj. Ha OCHOBY NOOHMjEHOT y IPBOM CJydYajy,
jemHaka je |a- %| = |ad — bc| (3ampaBo, BUOAUMO Ha Ce Y CBAKOM CIIydajy
momno no uspasa |ad — be|). CnudnuMm pasmaTpamuMma y CIydajy Oape-
busama sampemune y R® mapamemomumena wan Bexropuma (ai1,ai2,0:3),
rae je i € {1,2,3}, monasu ce no (amcosyTHe BPEIHOCTH) U3Pa3a y KOM
y4eCTByjy u3pasu obnuka ai ;a2 jas i, rae je {i,j,k} = {1,2,3} (omzocHo,
(i,7,k) je mepmyrammja enemenara 1,2,3).

IIperxoaua pasMaTpama AOBeJa Cy A0 IOjMa gerepMuHanTe (medrHUnmja
7.3.1), uuje je mpoyuaBame IJABHU 3aJaTak OBOr menaa. lloMeHuMoO na,
MaKo je OCHOBHA MOTUBAIM]A 38 HB€HO yBODeme, o NpeTX0MHO IPUKA3AHOM,
6una ompebuBame moBpmMHE, OMHOCHO 3alpeMHUHE, OHA MMa CMUCIA U Y
pamy ca ONIITUM BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA, HO OHAA C€ BPEIHOCT mo0u-
jEHOT M3pa3a He MOKE TyMAUYUTH KAO MOBPIIMHA, OTHOCHO 3anpeMmHa. Ho,

YKOJIMKO IPUMETUMO & je HOBPIIMHA HapaJiesorpama (3ampeMuna mapaJie-
jgonunena) Hal BekTopuMa Koju onpebyjy raj mapasesorpam (mapaJsieno-
nunen) jemraka (0 aKO U CaMO aKO Cy OHU JIMHEAPHO 3aBUCHU, He usHeHahyje
TO mITO ce 0Baj mojaMm obpabyje y oBoM meny Tekcra, Kao HU TO IITO he ce
CIIMYHU U3PAa3U jABUTHU KOJI CMEHE MPUJINKOM YOUNITeHha AU(PEPEHIUPAkHA U
Pumanosor unrerpasa y sumie auMensuja (rmase 9, 10 u 11).

Ha ocHoBy mperxonmuHux pasmMarpama, IPBO heMO pa3MOTPUTU HEKA CBO-
jcrBa mepmyTtanuja. Y npumepy 22 riase 1 mnepuHHUCaHA je TPyIa IepMy-
tanuja S,. IlpumermMo ma mepmyranujy 7 € S, MOKEMO 3a0uCATU U Yy
o06aury (m(1),...,7m(n)), tj. kao ypebheny n-topkry (pasmor oBaksor 3amuca
je, HapaBHO, ymTena npocropa). 3a exemente 4,5 € {1,...,n} hiemo pehu
na cy y mHBep3uju ako je i < j u w(i) > 7(j), a arko je k 6poj uuBEp3Uja y
T, Sgnm = { 1, axo 2|k ce Has3uBa 3HaAK nmepMmyrtaruje w. llocrenme

’ -1, ako 2tk

Ce 4ecTo 3amucyje u 'y 00IuKy (—1)’“ (npm wemy ce cmaTpa ma je sgnld =1,
wro oxgrosapa cayuajy k = 0), a no HekuM JuTaparypama ce Buba u ma

yaory mepununuje urpa sgnm = || w = [] sgn(n(j)—=(4)), noe je sgn
i<j i<j

335



Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

¢dyuruuja u3 npumepa 5 raase 4 (jacHo je na cy HaBeneHe ne(pUHULN]E EKBU-
BajsenTHe). [lo mperxomuoMm, sgnm je 1 ako u camo ako je 6poj uHBEP3Uja
mepMyTaluje T mapaH, Te Ce TaKBa IepMyTalrja Ha3WBa IMapHa, a, nHaYe,

HAa3UBa ce HemapHa. AKo je n > 2, 3a cBe i,j u3 {1,...,n} 3a roje je i < j,
i, 3ak=j

nepmytanuja 7;;(k) = ¢ j, 3a k=1{ ce Ha3uBa TPAHCIO3MIIMja eJeMe-
k, wumnaue

HaTa ¢ 1 j (crIobOIHUje pedeHo, T; ; ,,3aMembyje MecTa” eleMeHATa ¢ U j).
Kako je (i < j) A (7(i) > 7(j)) exsuanentno ca (k> 1) A (7= (k) < 7= 1(1))
(7 je Gujerumja, ma je mperxomHo mobujeno cmenom k = w(i) u I = 7(j)),
clle ma BaKW SgNT = SgNT 1, 3a cBaky T € S,.

IIpumep 18. Hera je n € N. Onga je sgnld = 1 (6poj unmsepsuja je 0),

n—1
aako jen>=>2unm = (n,n—1,...,1), 6poj uaBep3muja je », i = @,
i=1
Te je OBa mepMyTaluja IMapHa ako W CaMO aKo N Ipu Aekheny ca 4 maje

ocrarak miu 0 miau 1 (a u y cayuajy n = 1 je TpuBujanuo napua). Ako

7(s)—m(r)

jen>2 1€ S, ni<j, onma je sgnw = [] U SgNT O T =

r<s
I1 w . Axo r,s ¢ {i,j}, anEnnan koju omrosapa mapy (r,s),
r<s
rme je r < s, y IpeTXOQHA ABa M3pa3a je jenmHak, ako je (r,s) = (i,j), onma
je Temuiomomiy () _ x=n(y) _ _x2W=mG) 4 ago je r & {i, ]}, pasmuryjemo

J—i Jj—i Jj—i
TPpU ciyd4aja:

(1) ako je r < i, y youeHUM OpOU3BOAMMA y4ecTBY]y (r,i) u (r,j) u Bamku

momi j (1) —woms j(r) mwomi;(f)—momi;(r) _ m(f)—m(r) m(@)—m(r) _ w()—n(r) =w(j—n(r),
=7 j—r 1—7r j—r =7 j—r ’
(2) ako je i < r < j, y yOUeHUM IPOU3BOAMMA ydecTBY]y naposu (i,7) u
. mom; j(r)—mom; (i) mom,; j(j)—mom; (7 —(m(j)—7(r —(m(r)—m(i
(1)  paan TIAC)Z1m) | TomsW)—remiy)  ~r)=n(r)) . ~(eln=n(@)
m(r)—n(@)  w(G)—m(r) .
r—1 j—r ’
(3) ako je r > j, y youeHUM mpousBoauMa y4ecTBY]y (i,7) u (j,r) 1 Baku
mom;,;(r)—momi ;(r) momi;(r)—momi;(r) _ m(r)—m(j) w(r)—n(i) _ w(r)—n() m(r)-n(j) .
r—1 r—j r—1 r—j r—1 r—r ’

(mapaBHO, y CBa TpHU Clydaja ce MOKE NECUTHU U Ja He MOCTOJU T Ca HaBe-
neHoMm ocobunoMm). Kako cy y nmperxomHoM, TAYHO 1O jeAHOM, Pa3MOTDPEHU
cBu maposu (7,s), 3a Koje je r < S, 3aKBYUyjeMO Ha Cy T U T O T;; pa-
37aM9uTe HapHOCTU (IO IPOMEHe 3HaKa HOJIAa3U caMo kKox mapa (i,7); 3a-
IpaBoO, Melma Ce 3HaK U aKo je ¢ < r < j KOI YMHUOIA KOjU OAroBapajy
naposuma (r,i) u (j,r), anu ce Mema Ha oba mapa, Te HE yTUUe HA 3HAK
nepmyTanuje (To je neo (2) ca kpaja nperxonue auckycuje)). Creuwnjanso,
nomro je m = Id mapua, caequ na je Tpancnosunuja (3a HPOU3BOJLHE i, ],
rae je ¢ < j) HemapHa nepMmyranuja. Taxobe, Buaumo u ma je kommosunuja
ABEe TPAHCHO3UIMje MapHa MepMyTallija, OJaKJe, WHAYKIWjOM, CJICAN 14
je KOMIOo3MIMja HEmapHO MHOTO TPAHCHO3WIMja HEMapHa, a HapHO MHOIO
TpaHcmo3ulja mapHa nepMmyTtanuja. W3 mperxomHor ciaenam u ma, ako je
n > 2, nMa jemHak 6pOj HADHUX W HeNApHUX HepMyTauuja y S, (nakie, u
jemHUX U OPYUX UMAa %‘ , IITO Ce MOXKE BUIOETHU IOCMATPAKBEM IPECINKABAHA
F:S, — S,, nepunucanor ca F(n) =mom ;). AN
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Kako ce cBaka mepmyramuja MoO:ke NPUKA3ATH y OOJNMKY IPOU3BOLA TpPa-
HCIO3UIja, IO HEKUM JUTEpATypaMa ce BuDa M Oa ce 3HAK IMepPMyTaluje
IeUHUIIe KA0 IapHOCT Opoja TPAHCIO3UIMja, IPUINKOM IIPENCTaB/babha
nepMmyTanuje y obiamry TakBor npousBoga. OBme je TO m36erHyTo, MmOIITO
MOMEHYTO pa3jarame HUje jeAUHCTBEHO (pernumo, u M,4 02,3 U M 207230
T34 01,2 0 Mg 30T 2 Cy (Heka on) pasinarama nepMmyraunuje (4,3,2,1) na
TpaHCcIo3unuje), Te 6u y TOM Ciyvajy 6miio noTpeCHO IOAATHO ONPABIATHA
KOPEKTHOCT ne(uHUIM]je, a, HA OCHOBY IIPETXOJHE NUCKYCHUje, NOOMjaMo U
3aKJ/bydKe KOjU Cy IOCJequiia OBakBe nepumHunuje. Penmmo, Buammo na je
sgn : S, — {—1,1} xomomop¢usam rpyna (rze ma {—1,1} moapasymesamo
omepanujy MHOkema Haciaebheny us R).

Jedpuanmmja 7.3.1. Hexa je A = (a; ;)7 ;=1 € Mn(P). Ounna je merepmm-
n
manTa Marpune A uspasz det A= ) sgnw [[ a; (), a npumukom rabena-
TESy i=1
a1,1 e ai,n
PHOT IpUKa3a MaTrpune, kKopuctulie ce u 3ammc

Qn,1 ceo Qpn

Ako je n = 2, ouna Ss uMa nBa eseMenta, upu vemy je (1,2) mapma, a (2,1)
HENmapHa MePMyTalnja, Te€ IPETXO-
nHa mepuHUNMja DOBOOM OO U3pasa
a1,1a2,2 — a1,202,2. Ilpumurom ymo-
3HaBama ca JeTepMUHAHTaMa, IO- Comka 22.
cleilme ce OOMYHO MPUKA3yje Kao Ha

=a1,1a2,2 — a1,2021

caunu 22, Kao T3B. ,,IPOU3BOJ €JIeMeHaTa IO AujaroHajgamMa’, mpU deMy
ce TPOM3BOY e€JieMeHaTa T[JIaBHE [AujaroHajJie NPUAPY:KYyje 3HaK +, a
,cuopenue” suak —. Cumubo, ako je n = 3, S3 uma 6 ememenara, Tpu
aeny cy (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) mapue, a (1,3,2),(2,1,3),(3,2,1) nemapne
mepMyTanuje, Te IPeTXoaHa Ne(MHUINja TOBOAW IO M3Pa3a a1,102,2033 +
01,202,303 1 + 01,302,103 2 — 01,302,203, 1 — 01,102,303 2 — 01,202,103 3-
3 |ara ars”

Tagd az,2 | = a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3a3,1 + a1,3a2,1a3,2
ani ans aas e b @ —ai1,3a2,2a3,1 — @1,142,323,2 — @1,202,103,3
LS,l L3’,2 L3’§ 3& 31@

= + T+ T+

Ciauxka 23.

Kao m y mperxomuom cayuajy, mocienme ce OOMYHO IPUKA3yje Kao Ha
caumu 23, mpu yeMy cy Ha Tabesy Koja mpencrasma marpuiy A € Mz(P)
,Jonucane” IpBa U Apyra koJoHa (y TOM Pemocieny), a OHIa Ce YMHUOLU-
Ma KOjU OAroBapajy MAujaroHaJjaMa MapatieJHUM IJIaBHOj OOJeau 3HaK +,
a mpeocrasuMm 3HaK —. HapaBHO, y caydajy n > 3 je OBaKO jeIHOCTABAH
npuka3 mHemoryh (Beh y cayuajy n = 4 je cabupaka KOju ydecTBY]y y
nepuHUNMjU neTepMuUHAHTE 24 ).

Ako cy A§k) = (a; ;)2 € M, 1(P), 3a 1 < j <n, xomone marpure A € M, (P)
(Bumetu mpumep 10), meTepMuHAHTA Ce MOMKE BHIETU U KAO (GYHKIUja
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KOJIOHa, Te hemo mmcatu u det A = det(Agk),...,A%k)) (mocaemme je mu-
PEKTHO MOBE3aHO Ca4 MOTUBANUjOM yBODEema NeTepMUHAHTH).

Teopema 7.3.1. Hera jen € N, a € P u A = (a;)};—1 € Mn(P).
n

(a) Aro je A ropme TpoyraoHa, ouga je det A = [] a; ;.
i=1

(6) Basu det A = det AT
() Basmu det(ad™ AP AP = adet(4™, AP . AP,

(r) Axo je Ay, By € M,1(P), onma samu det(A; + By, AP .. AP =
det(Ar, A, AP 4 det(By, A, AP,

(m) Axo jen > 2,2 < j <nwu Aq, mMarpuna nobujeHa 3aMEHOM IpBe U
J-Te xosone, ouxa je det A j) = —det A.

(b) Akojen>2m Agk) =AW

(
J

1=

3a Hero 1 < j < n, ouna je det A = 0.

n
Hoxas. (a) Axo je [ a;x@i) # 0, Mopa 6ut a1 1) # 0, a Kako je a;; = 0
i=1
3a ¢ > j, mopa outu 7(1) = 1. Ho onna je m(2) > 2, na noHaBpameM
OPEeTXOMHOT 3aKbyUKa, nobujamo, penom, 7(2) =2,...,71(n—1) =n—1, Tj.
ako je m # Id, youenu mpousBon je jemuaxk 0.

n
(6) 3a ce m € Sy, je sgnw =sgnm ', ma je det AT = Y sgnw [ an,; =

TESR i=1
n n
>oosgnm ] a1y = Y. sgno [ ai o) (u3Bpmena je cvena o = 1).
rES, i=1 oES i=1
(8) Aro je A¥ = (a14,...,an)7, 32 1 <i<n,un > 2 (aro je n = 1,

TBpheme je TpuBmjasHO), OHIA je det(aAgk),Aék), . .,A%k)) = > (sgnﬂ'-
TESK

n n
aay o) - 1 ai,g(i)) =a- ZS sgn ] a0y = o det(Agk),Aék), e A%k)).
=2 TESH =1

(r) Ako je n =1, tBpbeme je TpuBmjamno. Ako je Agk) = (a1,4s- -+, ani)7,
3a2<i<n, A = (a1,...,a,)" uw By = (by,...,b,)T, ouga je
det(A1 + Bl,A(Qk), . . ,A,Slk)) = Z (sgn7r~ (a1 + bl) : H ai,a(i))
TESH =2

n n
= X (Sgnﬂ cay- ] ai,a(i)) + X (Sgnﬂ b [1 ai,a(i))
€S, i=2 €S, i=2

=det(A, A AP+ det(By, AP, AP,
ajs, axo jer=1

(m) Axo je Apy = (ai,j)z’-szl, OHIA j& Qs = { ais, aKo jer=j , ma
ars, WHAYUE

n
je det Ay j) = > sgnﬂ.l_[ QG n(i) = Y. sgnm - A1,7(5)j,m(1) I1 Qim(i) =
TESn i=1 TESy ig{1,5}
n n

n
> sgnm-[] Qi zomy (i) = > Sgn(Uoﬂ'l,j)' I1 Qi o(i) = — > sgno [] Qi,o(i) =
TES, i=1 o€S, =1 o€S, =1
—det A, mpu yeMy je u3BpIIeHa cMeHa o = Tom ; (OHTA je T =0 0M ;) U

uckopuimlino na Basku sgn(o o7y j) = —SgNo 3a CBAKO 0 € Sy
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(b) Baxm A;y,;) = A, re u3 mena (n) cnenu det A =det A jy = —det A, Tj.
det A = 0. O

Ha ocuoBy nena (a) mperxonHe TeopeMe je U AeTEePMUHAHTA AUjarOHAJHE
MaTpWUIle jeTHAKAa TPOU3BOLy eJeMeHaTa meHe riapHe aujaronasne. Crenu-
jamno, Baskn det E, = 1. U3 nenosa (a) u (6) crnemm na je m nere-
PMUHAHTA IOH€ TPOYTAOHE MATPUIE jeIHAKA NPOU3BOLY €JIEMEHATa HhEHe
riaBHe aujaroHase, a u3 genosa (6) u (D) ma je merepMumanra Ma-
Tpune A, 3a Kojy je A(I”) = AEU) 3a HeKO 2 < j < n, jemmara 0. U
Bume, u3 gena (6) caexnu u ma cBako TBpheme O IeTepMUHAHTU HO-
OujeHo 3a KoJIOHe MaTpuie naje oaroBapajyhe Tepbheme 3a BpcTe Ma-
Tpune (cTora Cy OCTaau HeJoBu TBpDema (pOopMyIUCaHU CaMO 3a KOJIOHE,
mro hemMo pamuTy M y HACTaBKy, moapa3yMmeBajyhu ma je Tmme mo0OuU-
jeno u omrosapajyhe tBpbheme 3a Bpcre). Ienosu (B) u (r) rosope aa
je F: Mp1(P) — P nedunucana ca F(x) = det(:c,A(Qk),...,A%k)) auHea-
pHa ¢yHruuja (Tj. IpU QUKCUPAHUM OCTAJIUM KOJIOHAMA, IETEPMUHAHTA
je nuHeapHa ¢yHEUMja mpBe KosgoHe). Ho omma meo (n) maje ma je mere-
PMUHAHTa JUHEAPHA (QYHKIMja CBAKe KOJOHE (IIpU (QUKCUPAHUM OCTAIUM
KOJIOHAMA). 3auCTa, U3 TOT [eja U JIMHeAPHOCTU IO NPBOj KOJOHU, CJIean

det(A(lk),...,alAg? + QQA%),...) = fdet(alAg? + 042A§.{€2),...,A§k),...) =
f(al det(Agﬁ), .. .,Agk), N e det(Agg), - .,Agk), .. )) =
aldet(Agk),...,Ag?,...) +agdet(Agk),...,A;g),...), 3a cBako 2 < j < nu

cBe a1,y € P. Banpaso, kao mro ce xeo (6) MOKe CXBATUTHU KaO ,,ajaT 3a
npenoc TBpbhema ca KomoHa Ha BpcTe”, neo (I) ce MOKE CXBATUTHU KAO
,aJAT 33 IPEHOC TBpDema MOKA3aHOI 3a IPBY KOJIOHY HA IPOU3BOJHHY
KOJOHY” (CIAMYHO, aKO je MOKA3aHO 3a Agk) u Ag-k), roe je 2 < j < n,
IPEHOCU Ce Ha MPOU3BOJLHE IBe KOJOHE), Te cy mesosu (n) u (h) u popmy-
JIMCAHW CaMO 3a Map KOJIOHA O Kojux je jemua mpBa. MebytuMm, ako je
1 <j<kwu A MaTpuia HacTaia ,,3aMEHOM j-Te U k-Te KOJIOHe MaTpuIe
A” | Kako je ;= m j0m ;om,; (Tj. 3aMeHa KOJIOHA 1 1 j, HAKOH Tora 1 n
k, a makou Tora 1 u j, je TpanchopManuja €KBUBAJICHTHA 3aMEHU KOJOHA j
u k), cnema det A(j ) = —det A (1oBOJBHO je Tpu myTa MPUMEHUTH TOGMjeHO
y meay (m)). VI3 moGujenor ciemm na ako ce k IyTa M3BPIIM 3aMeHa IBE
KoJioHe Marpune A, Tj. 3aMeHa Koja OAroBapa KOMIIO3UIUju k TPaHCIO3U-
nuja, oHIA je meTepMumHAHTa mobujene marpure jemmara (—1)F det A.

IIpumep 19. Axo je A € M,(P), ouma je det(ad) = a™det A, mro ce
nobuja npumenom xomorenoctu (meo (B) nperxozsor TBphema) Ha CBaky
roisony. Ilo MoTuBanuju onmmcaHoj Ha IOYETKY OBOI IeJjia, OBO je OYEeKU-
BaH pe3yarar (aKO Cy Tesja CJIWYHA, Ca KOe(YUIUJEHTOM CJINYHOCTH K, HO-
BpmuHE cy uM y omHocy k2, a sampemume y ommocy k®). W3 amuruBHCTH
(meo (r) mperxomuor tBpbhema) ciaenu oarosapajyhu pesyarar y ciayuajy
Ia Cce BUINE KOJIOHA IpEeAcTaBiba y O0AMKY 30upa, pemuMo, ako je A =
(AR + 48, A®) £ A%) € Mo(P), onmaje det A= 3 3 det(AL), A,
’ ’ ’ ’ i=1j=1 ' 7
HO BUIWMO na KOJI OBAKBUX 3aKJbyuaka Opoj cabupara APACTAUHO PACTe
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ca noBehameM pena marpuie, Te GopMyiia IIOCTaje HEIPAKTUYHA, A Ce ¥
npuMmeHama Hajuemlie Buba npuMeHa Ha jeqHoj kKojJoHU (Bpctu). AKO Cy
k‘,l S N, A= (ai,j)f’jzl, B = (bi,j)fli,jzl ubD = diag(A,B) = ( 161 g ) =
(d”)fj'il € My (P), Tj. 6ok marpuna (Bumetu npumep 10), cacrasibe-
Ha O KBaApAaTHUX DJIOKOBA ,,lI0 AMjaroHAJW , HOK Cy ocranu ejxeMmeHTH 0
(npumerumo ma y uperxoxuHoMm 3amnucy jenna 0 npencrasiba Ogx;, a Apyra
Oixk), mpu onpebusamy det D y cabupky koju omrosapa m € Ski; ce
jaBma mpousBoOm di (1) - .- - - Aiti x(kti), KOjU je jemmak 0 axo je (i) > k
3a Heko 1 < @ < k, kao u aro je w(k + 1) < k 3a mero 1 < i < [, Te
Cy jenAwHM TPOM3BOOM 3a KOje HUje jacHO ma au cy jemHaku ( obOnmka
11y - Okr(k) * Dlw(kg1) * -+« * bir(kt1), TIPU deMy je m = 71 o mp, THE
je m € Skgyi, Taro ma je m(i) = i 3a k+1 < i < k+1 (mera je ckyn
TakBux mepmytamuja Ily), a mo € Skyy, Tako ma je m (i) =i 3a 1 < i < k
(meka je ckynm taksux nmepmyTammja Ilp). lakme, menyna umanosu y det D
MOTY HACTATH CaMO OX mepMmyTaluje objumka m = 7y o wo, Tae je m € Il
mo € Iy (mera je Taj ckynm II; o Ilp), a Kako je OBOM ciyuajy 7 © Mo =
n
Ty O M M SgNT = sgnmy - sgnmy, cremu det D = Y sgnw [] d;xq) =
mwelljolly i=1

n n
Y. sgnmi [] a5y - Y sgnma [ bir ) = detA - det B. Hapasmo,
m €l i=1 To€lly i=1

1“3 TPETXOMHOT CJEAM Ha aKO je MATPUIA CACTABJHEHA O , KBAIDATHUX
6iokoBa” (ca HyJgama BaH TUX OJIOKOBA), OHZA jeé HEHA NeTePMUHAHTA je-
MHAKA MPOU3BOLY NETEPMUHAHTU OJOKOBa (Tj. MOOUJEHO je TAYHO U aKO je
Gnorosa Bume oxn 2). Awo je C = (c;;)7;—; € My(P) marpuna umjn cy
Cy CBU €JIEMEHTHU HCIOJ cuopexnHe aujaronase jexuarxu 0 (makie, ¢;; = 0
3a i+ j > n+1), 3amenom kxosona ¢ u n+1—14, 3a 1 < i <[] (oBme
[x] npencraBma meo meo 6poja x € R), mobuja ce ropme TPOyraoHa Ma-
TpULa, YUjU Cy €JIeMEHTH IJIaBHEe NWjarOHAJe C;pi1—i, 38 1 <1 < n, ma je

n
det C = (=B ] ¢inp1-i (mmje remxo Bunern na je (—1)[3! = 1 axo n naje

i=1
n

ocrarak 0 miu 1 mpu nememy ca 4, a (—1)[3] = —1 axo n maje ocrarax 2
nam 3 npu memeny ca 4). A
W3 uperxonne reopeme (1 KOMEHTapa HAKOH me), ciaenu na je det A, rae je
A € M, (P) 3an € N, mocmarpana ka0 GyHKIMja KOJIOHA, y OINCKO] BE3n ca
METEPMUHAHTOM MaTpUIE NOOUjeHe BPIICHEM €JIEeMEHTaAPHUX TPaHchopMa-
1ja Ha TUM KOJOHaMa. KOHKpeTHO, 3a mpousBomHe 4,5 € {1...,n}, i #ju
a € P, Basku det(. . . ,Agk), e ,A§k)+aA§k), o) =det(... ,Agk), . ,Agk), RES

adet(. .. ,Agk), ce Agk), .o.) = det(. .. ,Agk), ce A;k), ...) (ucropumfiena je
JIMHEAPHOCT MO j-TOj KOJOHU, & APYTU cabUpPaK y MPETXOMHOj jeTHAKOCTU
je jemmar 0, Ha ocHoBy mena (D) mperxonmme Teopeme), Tj. HETEPMUHAHTA
MaTpUIE Ce HEe MeHma aKo Ce 1-Ta KOJIOHA, MOMHOMKEHA Ca «, AoMa Ha j-Ty
rosoHy. CXOOHO HOTAIMju yBeINEHO] HAKOH neduHuimje 7.2.4, mocienme
smaun ma je det A = det(A - T4 (i, j,«)). Amasormo, Baxn adet A = det(A -
T1(j,«)) (mo meny (B) mperxonue teopeme), kao nu — det A = det(A-T5(i, 7)),
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3a 1 # j (mo memy (4) mperxomHe TeopeMe M KOMEHTAPUMA HAKOH 1he), a
no mexny (6) mperxonHe TeopeMe, CIeNe U AHAJIOCHU 3aKJbYYlNU HPU DALy
ca BpcraMa, 1j. 38 { # j u « € P Basku det A = det(T2(i, j, ) - A), —det A =
det(T5(i,7)-A) m adet A = det (T4 (j, a)- A) (rako je A € M, (P), monpasymesa
ce ma Cy CBe HaBeJleHE MATPHUIe TPAHCPOPMALMja pena n).

[puvernvo ma je detTyi(j,a) = «a, detTy(i,j,a) = detTd (i,5,a) = 1 n
det T3(7,j) = —1, ma pesyaraTu nperxoqHor nacyca rosope na je det(AT) =
det A-det T, rme je T ocHoBHa enemenTapHa Tpanchpopmanuja (KOIOHA), KAO
u na je det(TA) = det T-det A, rme je T ocHOBHA eleMeHTAPHA TPAHCHOPMA-
mja (BpcTa), Te MHIYKIU]OM CJIEOA Oa je MPEeTXOIHO TAYHO U 38 KOHAUHE
IPOM3BOIE OCHOBHUX €JEMEHTAPHUX TpaHchopMarmja. Ha ocHOBY Teopeme
7.2.2, npoussomna A € M, (P) ce npukasyje y obuury VAoK, rue je je V
IPOM3BOJ €JIEMEHTADHUX MaTpuna TpaHchopmamuja Bpcra, a K mponsson
eJIeMEeHTAPHUX MATpUIa TPpaHcpopMmammja KoloHa (HapasHO, oBHe je Ag
KaHOHCKa (opMma marpume A), Te KaKo je, IO NPETXOAHUM 3aKJbYydIuMa,
detV #0, det K #£ 0 u det A = det V - det Ap - det K, cinenu na je det A =0
ako u camo ako je det Ag = 0. akne, 3akmyunjemo na je

A € M, (P) cuarynapua ako u camo ako je det A =0,

kao u na ce uaseprtubunana A € M, (P) Moke npukaszatu y 06IMKY Tpou-
3BOJA MaTPUIA OCHOBHUX eJIeMEHTAPHUX TpaHCchopManuja (3amcra, y 0BOM
cayuajy je Ag = E,). Kako je panr marpune A jemmak peny mene Hajehe
HECUHI'yJapHe KBaApaTHe moiMarpune (TO je JUPEKTHA IOCIeIUIa JIEMe
7.1.5 u Teopeme 7.2.2), ciaenu na je paHr MaTpULE jedHAK PELy HEHE Ha-
jeehe mommarpune yuja je merepMuHaHTa pasnauuura on 0, Te mperxonHu
pe3ynTaT HOHOCH WMHGOpMAIUje W y Cciaydajy na je A CHUHTyJapHA, KA0 U
y cayudajy ma A Huje kBangpatHa (HapasHo, ako je p(A) =r > 0, moxke ce
OECUTH 13 je HEeKa KBaJpaTHa MOAMATPUIA Peaa T CUHIYJIAPHA, ajld aKo
mocroju Oap jemHa HeCUHTyJIapHa, peaa r, OHIA je paHr dapeM r; penumMmo,
arko je A= Ap € My n(P) 1 0 < p(A) = r < min{m,n}, jenuna perynapua
noaMaTpuia Tamna r X r je onpebena ca mpBUX © BPCTA U IPBUX 7" KOJOHA).
N3 nperxonne muckycuje, caemu u na 3a A, B € M, (P) saskn

det(AB) = det A - det B.

Saucra, ako je A mHBepTHOMIHA, 3aK/bYYAK CIEAN MOHABJLAHKEM IIPETXO-
AHOT mocTynKa (momTo ce onaa A npukasyje y obJIMKy IPOU3BOAA MATPULA
OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX TPaHcPopMmalmja), a ako je A CcuHTrygapHa, OHZA
je u AB cunrynapsa, Te je det A =0 u det AB = 0. Ilocuenmu 3aKbydak
rOBOPHU Za NEeTEePMUHAHTa, 3a cBako n € N, mpemcraBiba XOMOMODPQU3aAM
crpykrype (M, (P), ) y (P,-), uuje jearpo uune cunrynapue marpune. Ako
je P € M,(P) uaseptubunna, ciem det P~1-det P = det(P~1P) = det E,, =
1, ma je det P71 = detp ,ma ako je A~ Bu B=P 'AP, ouna je det B =
det(P7'AP) = det P~! - detA-detP = detA, te je detA = detB. U3
nobujenor ciremnu u na uMma cmucaa nepunucatu det A, rme je A € L(U),
KA0 AEeTePMUHAHTY MATPUIE KOja I'a IPEICTABbA y IPOU3BOJLHO) Haszu (1o
OPEeTXOIHOM, HOOUjeHa BPeqHOCT He 3aBucu o1 uzbopa 6ase).

IIpumep 20. Axo je n € N, (¢;)1y u (d;)P, n3 R", onpenumo det A, rue
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je A= (a;;);—; TaxBa ma je a;; = c¢; +d; 3a cee 1 <4,j <n. Jacwo, Bawm
det Ay = by+c1 mdet Ay = (b1 —ba)(ca—c1). Ako je n > 3, ony3umameM IpBe
Bpcre ox npyre u tpelie (ognocuo, Bpmehiu onepauuje Vo — Vi u V3 — V7)),
nobuja ce MaTpUIla KOja MMa UCTY BPEIHOCT JeTepMUHAHTE, a KaKo je Apy-
ra BpcTta Te Marpune (¢g —ci,...,c2—c1), a tpeha (es —c1,...,c3—c1), oHA
“Ma ABE JIMHEAPHO 3aBUCHE KOJIOHE, Ia je y oBoM ciyuajy det A, =0. A

IIpumep 21. Axo cy a,b,c ce mysie nomuroMma p(x) = 2% + a1x + ag € Cla],

a b c a+b+c b ¢
oumaje D=|b ¢ a|=|b+c+a c¢ a | (Ha mpBy KOJOHY Cy momare
c a b c+a+b a b

npyra u tpeha, Tj. m3spmene cy omepamuje K1 + Ko u K; + K3, Koje He
Memajy BPEIHOCT meTepMUHAHTE), a Kako je p(z) = (x —a)(x —b)(z —¢), na
OCHOBY Koedumujenta y3 x2, caemu a + b +c = 0, ma je D = 0, momro je
IpBa KOJIOHA HobujeHe merepMmuHante jenHara (. A

Y mpeTxomHOM MpUMEpPY Cy, TPAKTUYHO, N3BeqeHa uyBeHa BueroBa mpaBu-
na (akKo ¢y A1, ..., A, Hyse monauaoMa p(x) = apz™+...4ag € Clz], rme jen €
Nua, #0, onma 3a cBaro 1 <k <nsamm Y, Ay ooy, = (—1)F- 2=t
11<...<k )
CIEeNUjaJiHO, 30U HYyJa yOUEHOT MOJUHOMA, je —%) Hanomenumo na je
IpUTOM ynorpebspeHO Oa IOJUHOM UMa pacTaBjbarhe Ha JUHeapHe (arTo-
pe (crora je m m3abpan monuaoM u3 C[z], mOIMTO KOMIIEKCHU TOIUHOMU,
no nocuenunu jgeme 4.3.10, 3am0BoJbaBajy TO CBOjCTBO, HO IPETXONHO Ce
MOJKEe 3aKbydnTu Uy Omio koM P[z] ca maBemenoM ocobunom), mebhyTum,
3aKJbYUaK Ce MO/Ke IpeHeTu 1 Ha caydaj R[z] (kako je To pabeno u y Toky
CPEImEr MKOJIOBAmkA), aKO Ce MOCMATPAjY KOMIIEKCHE HyJI€ YOUEHOT MOJIH-
HOMa, Tj. aKO Ce MMOCMaTPaHO IMOJbe ,,IPOmUPU’ 10 MoJba KOje MMa HaBe-
neHo cBojcTBo (YKOMMKO TakBo moctoju). Ha mpumep, kom momaoMa A2+ 1
(mobujenor y npumepy 13 npunuroMm onpebusama CONCTBEHUX BPEOHOCTHU
marpune C) 3akmpydyjemo ga je A1+ =0 u Ay Ay = —1 (uako taj noauHOM
HeMa peaslHuX Hysa). Hariacumo u ga ce HyJe, IPU OBAKBUM IIPUMEHAMA,
pauyHajy ca BumecTpykomhy (ma, OpeTxoaHO JOOUJEHO y CIydajy MOJu-
n

woma (z —1)" = a" + > (—1)”‘k(2)xk, maje ma je, peumMmo, 30up Hyja
k=1

OBOT' HOJMHOMA jeJHAK ——° = 7; 3a;iCTa, 1 je HyjJa yOdeHOT IIOJMHOMA,

BUMIECTPYKOCTHU N).
o xpaja oBor omespka momgpaszymeBahemo ma je n > 2, yKOJIWKO HE Ha-
rJIacuMoO Apyraduje.

Hepuammumja 7.3.2. Axo je A = (aij)}'j=y € Mu(P) u (i,5) € {1,...,n}?,
IETEPMUHAHTA NOAMATpUIE Marpune A, reHepucana WHIEKCHMa BPCTa
{1,...,n}\ {¢{} n unnercuma romora {1,...,n}\ {j} ce nasusa MmuHOp KOju
onrosapa mapy uHzaexca (i,7), y osmamu m;j, ROk ce A;; = (=1)"m,
HasuBa (anrebapcku) KodaxkTop kKoju onrosapa mapy (i,j), a MaTpuna
adj A = (A;4)} ;=1 € Myu(P) ce nasusa anjynrosana marpuna marpurne A.

Iakie, adj A je TpancOHOBaHA MaTpula MaTpulle nobujere onpebusamem
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koakropa 3a csakm map (i,7) € {1,...,n}? (y mperxommoj medpwHUITjI
adj A cy munmekcu ,,okpenyTu”’, Tj. Ha MecTy (i,7) y adj A ce mamazm A;;).

IIpumep 22. Basxu adjO,xn = Onxn, ka0 un adj B, = E, (ako je i # j,
nogMarpuna koja oxpebyje m; ; (pema n — 1) canpsxu n — 2 exeMenara 1,
a ocramu cy 0, mok je m;; = detE,_1 =1). Aro je A € M,(P), 3a cBaro
a€Pje adJ(aA) =a" ladj A, xao n adj AT = (adj A)7. VAN

TeopeMa732(J'IanJ1ac) HeKaJen 2u A€ M,(P). Onna je
(a) det A = Za” ir 1 det A= Za” rj, 3acBed, je{l,...,n}.

r=1

(6) A-adjA=adjA- A=det A- E

n
Joxas. (a) Horaxkumo npso na je det A = " ar14,1. Ha ocuoBy nunea-
r=1

n
PHOCTH IO OPBO]j KouoHU, Basku det A = Y a1 det(E,gk),Aék), ce, Aslk)), rue
r=1
. k . 1, ako jer =1
je E,E ) — (eray.--sern)l € M, 1(P) TakBa nma je e.; = { 0: HHatie .

MebyTum, merepMUHAHTa MATPUIE (Eﬁk),Aék), . .,A(k)) je jemmaka mere-

PMUHAHTU MaTpUIE KOja ce U3 mhe nobuja I0AaBameM MPBE KOJOHE MOMHO-
MKEHE €& —ay; HA j-Ty KOJOHY, 3a 2 < j < n. Axo je r = 1, nobujena
MaTPUIA CaCTaBJbEHA ON KBAAPATHUX OJOKOBa, muMensuja 1 u n — 1, ayx
IujaroHalse, IOK Cy ocTauau exeMenTu jenuaru 0, Tj. oonuka je diag(Aq, By),
y3 o3Hake u3 npumepa 19, npu uemy je Ay = (1), a B; moamarpuna Ma-
rpune A onpebena munekcuma Bpcra u KouoHA {2,...,n} (makie, meHa
IeTepMUHAHTA je My 1), T€ je, HA OCHOBY pe3yJiTaTa IOMEHYTOr IpuMepa,
det(E§k),Aék),...,A£lk)) =1-my1 = A11. Aro je r > 1, 3aMeHOM, penoM,
Bpcrarur—1,...,2u 1l (1j. ygynso r— 1 3amena), nobuja ce diag(A,, B;.),
rae je A, = (1), a B, nonmarpuna Mmarpune A onpebena unnexcuma Bpera
{1,...,n}\ {r}, a xomona {2,...,n} (marme, meHa NeTEPMUHAHTA je My 1),
Te je, Ha OCHOBY ciiydaja r = 1, det(Eﬁk), A(Qk), ce Aslk)) =(-1)"t1mp1 =
Ar1. U3 nobujenor cnenu tBpheme y uzasojenom ciydajy (Tj. Apyra HaBe-
IeHa jeqHaKoCT 3a j = 1).

Ako je j > 1, 3amenom kosona j u j — 1,...,2 u 1, pexom (yrynuo j — 1
3aMeHa), Kako je MUHOD KOju OAroBapa mapy uHaekca (r, 1) HoBomobujene
MATPUIE jeqHAK MUHODY KOJU OAroBapa mapy MHIeKca (r,j) mojasHe, 3a
cee 1 < r < n, u3s rope nokaszasor tephema 3a j = 1 ciaemu det A =
n n

Y (=1 ta, (=) m, ;) = Y arjA,;, mTO maje mokas Opyre jeaHAKO-
r=1 r=1

ctu mesa (&) Uy OBOM Ciydajy.

Kako je rodarrop kKoju omrosapa mapy mHmekca (i,j) marpume A jenmax
KO(haKTOPY KOju oAroBapa mapy mumaekca (j,i) marpume A7 nmpsa jemmakoct
nena (a) je memocpemua mociemuua apyre (mpumenom mHa det AT).

(6) Ha ocmoBy mokazanor y meay (a), 4IaHOBU HA AWjArOHAIU MaTPULE
A-adjA jemmaru cy det A. Ako je i # j, 4iaH KOju ce HAJa3u HA MECTY
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n

(i,j) y A-adjA je Y a;,Aj,, a, Ha OCHOBY Zmena (a), HABeJEHA CyMa je je-
r=1

MHAKA NeTEePMUHAHTU MATPUIE KOjO] CY CBE BPCTE, CEM i-Te, jeqHAKE OAr0-

Bapajyhum Bpcrama Matpune A, a i-ta jennaka j-toj Bpctu marpune A, Tj.
jemnaka je 0 (ka0 meTEepMUHAHTA MaTPUIE KOja UMa jeJHAKE IBE BPCTE Ca
paznuuuTuM nHEIekcuMa). 1lo cumerpuju caequ repheme u 3a adj A-A. [

Jemnakoctu nena (a) mperxonHe TeopeMe ce o6uuHO HazuBajy (Jlammacos)
pa3Boj JeTepMUHAHTE 110 i-TOj BPCTU U j-TOj KOJIOHU, pexoMm. V3 mena (6)
HENOCPENHO CIeMU &, yKOJIUKO je A mHBepTUOWIHA, BAKU

A7 = adj A, (7.2)

Te je jacHO ma ce mobujeHa Be3a MOyKe KOPUCTU IpU oapehuBamy MHBEP3HE
Marpune. Takobe, caenu u ga je A napeprubuina ako u camo ako je adj A
vaBeprubunna (axo je A =0, ouzna je m adj A = 0; ako je A #0u det A =0,
Baskn A-adj A = 0, na je Imadj A C Ker A, a 'y oBom cayuajy je 6(4) < n—1,
re je p(adj A) < n—1, mro 3Haun na je adj A cunrynapna; axo je det A # 0,
onna je adj A =det A- A~!, jacwo, uuBepTUGMIHA).

Axo je D marpuna u3 npumepa 15, Ha OCHOBY mobujeHor ciaemu na je D
nHBepTUOUIHA ako U camMo ako je det D = ad — bec # 0, a xako je adjD =

(d 7b),ycnyqajydetD;«éOcnezLM;LajeD_lzadl_bc-( d 7b).

¢ a —c a
Ako je B marpuna w3 npumepa 17, ouma je detB = 2-2-(=2) 4+ (-3) -
(—<4)-145-3-1-5-2-1-2-(-4)-1—-(-3)-3-(=2) = -1 # 0,
2 —4 3 —4
a meHu KopakTopu cy A = ‘ N 0, A1 = —‘ T 2,
3 2 -3 5 2 5
Az = 1 1/=b Agq = —‘ 1 —o| =L Agn = ‘ 1 _9 ‘ = -9,
2 -3 -3 5 2 5
A2,3—*‘1 1‘7*5,143,1—‘ 9 _4‘72,A3,2—*‘3 _4‘7233
Aszs = ‘ :23 _g ‘ = 13, te, mpumenom ¢opmyie (7.2), cmeqm B! =
0 2 1\7T 0 1 -2
—( -1 -9 -5 > = ( -2 9 =23 > (mapaBHO, mobujen je uctu pe-
2 23 13 -1 5 —-13

3yarat Kao u 'y upumepy 17). Bpenuocr det B ce Mmoske ogpemutu u pasBo-
jéeM o MpOom3BOJLHO] BPCTHY MM KOJOHU. Ha mpumep, u3 pa3Boja mo apyroj
koxoHu, cuemu det B = a3 2047 2+a2 242 2+as 2432 = (—3)-2+2-(—9)+1.23 =
—1 (mox je, penumo, a1 241 3+a22A2 3+as 2433 = (—3)-14+2-(=5)+1-13 =0,
mTO je mokaszaHo y meny (6) mperxomHe TeopeMme).

ITpumep 23. Amnanuzom ypabenor y mpumepy 19 3a merepMuHaHTy Ma-

A Orxr Y _
i )—detA-detB,

rze je k,l € N, A € My(P), B € M;(P) (mapasuo, ouzna je C € M;x(P)),
wTo OU HUjAHCY YOPOCTUIIO IPETXOMHU NOKa3 (HakOH cBODema Ha oxpebu-
BAalkE NETEPMUHAHTE MATPUIE UMja KOJIOHA CAIPIKU jeIaH HEHYJa €JIEMEHT,
He O6m Oui0 HMOTPEeOHO TpaHCPOPMHUCATH MATPUIYy, TAKO Oa CY y BPCTU

tpure diag(A, B), Moke ce 3akbyunTH na je det(
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y K0joj ce Hamaszu Taj enement ocrauu exementu 0). Hapasmo, moryhie
je moka3zarTu OPeTXOAHY TeopeMy ” 0e3 ymorpebe 3akpydaka IpUMepa
19, a omma ce pe3yarary TOT IpPUMepa MOrY OOOUTH KAao IIOCJeIUIa
npeTxoqHe TeopeMe (HOP. y pasBojy no mpsoj Bpctu Marpune diag(A4, B),
I — k cabupaka je jemmaro 0). Wneja mpencrasmama marpuie y o6au-
Ky ,,0/10k MaTpurme” je KOpWUCHA WM y IUpeM KOHTeKCTy. Penmmo, ako je
neN ABeM®) uD=( ;zn Do
i,j € {1,...,n} ce j-ta komona marpuune D, moMHOxeHa ca b;j, Dona Ha
(n + j)-Ty romoHy Te MmMarpume (Tj. usBpme omepamuje K,i; + b;;K; 3a
cee i,j € {1,...,n}, ykymro n? omepamwja), meTepMUHAHTa XOOUjeHE Ma-
rpune hie 6utu ucra kao u gerepMmuHanta marpune D (youene omepanuje
HE yTUYY HA BPEAHOCT HETEPMUHAHTE), & OJIOK MATPUUHU 3aIUC NOOUjeHe

A AB
*En On><n
(ommocuo, BpmemeM onepanuja V; < Vo4, 32 1 < i < n, yKynHo n ome-
pamnuja; cBaka o] TMX ollepalyja Mema 3HAK AeTepMUHAHTe), nobuja na je
det D = (—1)”-det( _f” OZTB" ) — (—1)" - det(—E,,) - det(AB) = det(AB),
omuocuo det(AB) = det A - det B, Tj. 0BO CBOjCTBO Ce MOMke NOKa3aTh U
Ha ocuoBy Jlammacoeor passoja. Osarap mpucrym ce obuvHO Buba 1O
JuTeparypaMa y KOjuMa Ce UCIUTUBAKbE JUHEAPHUX IPECInKaBama obpa-
byje makom mpoyuaBama meTEePMUHAHTHU, a JACHO j€ na Ce OBUM HAUYUHOM
pasMulbamha MOTY NO0UTU U aApyra TBphema. A

) € My, (P), yromuko 3a cBe

MaTpuIEe je ( ), Te ce 3aMEHOM BpcTa it U n+14,3a 1 <1< n

IIpumep 24. Heka je n € N\ {1} u a4,...,a, € C mebycobuo pazmuumru.
Ozpenumo det A, roe je A, marpuna uuja je k-ta spcra (1,ay,.. .,az_l),
3a 1 < k < n. Onysumamem (n — 1)-Be KOJIOHE IIOMHOKEHE Ca a1 OX N-Te,
HAKOH Tora (n—2)-re noMHOMXKeHE ca a1 o (n—1)-Be,. .., IpBE IOMHOMKEHE Ca
a1 oxm apyre (Tj. Bpmemem onepanuja K, —a1 K1, Kn_1—a1K,—1,...,Ko—
a1 K1, TuMm penocaenom), mobuja ce MATpUIla KOja UMa UCTY AETEPMUHAHTY
Kao u mojgasHa, a 3a 2 < k < n, k-Ta KoJOHA HOBOMOOUjeHE MATpUIE je

(0,a5 Yag — ay),...,a5 Yan —a1))T, e je
1 0 0
1 ay—a; ... ay¥ Yaz—a1)

det A4, = ?
1 ap—a; ... a» Y an,—a1)
as —ai; ... agfl(agfal) 1 1172171

n
=1 : . : =Il(ai—a)- |+ |,

an—ay ... a’ (a, —a1) =2 1 ... a'!

Tj. DoOMjeHa je meTepMMUHAHTA MATPUIE aHAJOTHE [T0JIA3HO], ajlu pena n— 1
1 Koja omrosapa Gpojesuma ag, . .., Gy (y IPETXOIHOM je IPBO UCKopumhien
Jlammacos pasBoj JeTepMUHAHTE O NIPBOj KOJMOHU (KOjOj CYy CBU eJjeme-
HTHU, ceM jenHor, jemuaku 0, Te ce Taj pa3Boj cBOAM Ha jenaH cabupak), a
HAKOH TOTQ XOMOTEHOCT AeTepMUHAHTe (U3 i-Te BPCTE je U3ByUueH (aKTOp
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ai+1 — a1, 3a 1 <1< n-1)). HacraBmamem nocrynka (Tj. UHLYKIAjOM),

3akmpyuyjemo na je det A, = [] (a; —a;). IderepMunanra pasmarpasa
1<j<isn
y OBOM IpHUMepPy ce Ha3uba BaHmepMOHIOBa TeTEPMMWHAHTA. A

IIpumep 25. 3an € N\{1} u p,q € R, onpenumo det B,,, npu uemy je B, =
p, ako je j=1+1
p+q, akojej=1
q, ako je j=i—1"
L 0, vHAaYe
pena n, KOjoj Cy eJIeMeHTH IJIaBHE IUjaroHaltie p+q, IpBe ,, u3Ha M riiaBue” p,
npse ,ucnon riasue”’ ¢, a npeocrasu 0. 3a n > 2, Ha ocuoBy Jlammacosor
pasBoja mo npBoj Bpcty, Bazku det Byio = (p+ q) det B,1 — ¢ - det B', npm
yemy je mpBa kodoHa Mmarpuune B’ € M, 1(R) jemmaka (q,0,...,0)T, ma
ce JlannacoBuM passojeMm 1no wmoj mobuja det Bh,io = (p + ¢)det By1 —
p-q-detB, = 0, 1j. uu3 (det By )p>2 3an0Bo/baBa NOOUjEHY JIMHEADHY
pexkypeHTHY Be3y. AKO je p # ¢, Ha OCHOBY pe3syiarara npumepa 11 riase
2, je det B, = Cp™ 4+ Dq™, 3a merke C,D € R, a kako je det By = p;—:'ﬁ u

(bij)7 j=1, Tme je b j = { Tj. KBaApaTHa MaTPUIA

q
4 4 n+1 n+1
det By = =2  cnequ C = -2, D = ——L e je detD,, = 2——4
3 p—q & ~ p—q’ p—q’ J n p—q
3a n > 2. Cinnuso, ako je p = ¢, Ha OCHOBY KOMEHTAapa NATAX HAKOH

noMenyTor npumepa, saxku det B, = (Cn+ D)p", 3a wexe C, D € R, onakie
je det B, = (n + 1)p™. IlpumernMmo ma ce pe3yuaraT 3a p = ¢ MOKe IO-
6utn u3 nobujeHor pesynrara 3a p # ¢, nymrameMm ¢ — p (y raasm 2 je
nperxoauo pabheHo y Iuiby NpUKa3a NPUMEHA MAaTeMAaTUYKe UHAYKIUjE, a
y TOM MOMEHTy jour Huje Oumia oOpabena menpexumaoCT). A

IIpumep 26. Axo cy A, B € M, (P) uaseptubunue, no mexy (6) nperxonne
teopeme je AadjA =detA-FE, n BadjB =detB- F,, na je ABadjAB =
det(AB) - E, = detA-detB - E, = AadjA -detB = A-detB-adjA =
ABadj Badj A (momro je det Badj A = adj Adet B, jep je det B cramap). 13
nocnenme Bese, MHOkemeM ciesa ca (AB)~!, cmenu adj AB = adj B adj A.
HapasHo, IpUpOAHO Ce MOCTaBIbA MUTAE A JIU Ce NOOUjeHa Be3a MPEHOCU
1 Ha CcJIydYaj y KOM je HeKa OJ YOUeHUX MaTpuIla CHUHIYJapHa. Jenan
on HauumHa na TOo ypamumo y ciayuajy A,B € M,(C) je ma mocmarpamo
IpeTxonHo nobujenu pesynarar, npumemed na A —zE, u B — zE,, roe je
x € C. Onga je, Ha OCHOBY 3akjbydvaka ca moderka npumepa, (A—xE,)(B—
zE,)adj((A—zE,)(B—zE,)) = (A—zE,)(B—zE,) adj(B—zE,) adj(A—zE,)
3acBe ¢ € C, a ako cy A—zFE, u B — zFE, perymnapue, nobujena Be3a ce
Moske ckparutu ciesa ca (A — aE,)(B — zE,). Mebyrum, det(4A — zE,,)
u det(B — zE,,) cy menyaa nonunomu (tj. A — xFE, u B — zE, cy cunry-
napHe 3a koHauyno Muoro = € C), a kako cy adj(A —zE,) u adj(B — zE,)
MATPUIE YU Cy €JEeMEeHTU MOJIMHOMU (BUAETH M KOMEHTape NaTe HAKOH
npumepa), nobujeHa Besa je MOJIMHOMCKa (3ampaso, mobuja ce cuctem n’
jeMHAKOCTY TOJMHOMA), IPU YeMy je, IO IPETXONHOM, TadHa 34 CBe, CeM
romauno muoro x € C, HO omma Mmopa Outu Tauna u 3a cBako x € C. Cnemu
Ia Uy OBOM CIy4ajy MOKeMO ,ckpatutu ciesa’ unad (A—zFE,)(B—zE,),
1j. nobujamo na je adj((A — zE,)(B — xE,)) = adj(B — zE,) adj(A — xE,,),
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3a cse x € C, omakiue ce, 3amenom z = 0, mobuja na adj AB = adj Badj A
BaKU U y CJy4dajy y KOM je Heka ox A, B cunrymnapHa. A

W3 mpeTxoqHOT MpuMepa HeloCpeIHO CJenu na, ako je A mHBepTubuina,
paskn adj A~ -adj A = adj(AA™!) = adj E,, = E,, na je adj A uaBepTubumsna
u Baxku adj A~! = (adjA)~!. Taxobe, msb6opom A = B, caemu adj A? =
(adj A)?, onaxne, upmaykmjom, ciremm adj A¥ = (adj A)*, 3a csako k € N.

ITpOKOMEHTAPUIIIMO U Pa3MaTPAmE CIPOBEAEHO Yy IPETXOMHOM HPUMEPY,
Be3aHO 3a NMPEHOC 0COOMHe, KOjy 3aI0BOJbaBajy peryJapHe Marpuie, Ha
CUHTYJapHU ciiyda]. JleduHUnmja neTepMUHAHTE MPEACTABILA TOIUHOM BU-
e IPOMEHJBUBUX (eJIeMEHATA MATPULE), 118 YKOJIUKO HOCTOJU AHAJIOTU]a Ca
¢yHKIU]aMa jeqHe nTpoMeHbrBe (IITO y OBOM MOMEHTY HE 3HAMO, HO TO je
jeman on 3alaraka HACTABKA OBOI TeKcTa), Helle mpeacraB/maTu U3HEHA-
Deme 3akmydyark 0 HENIPEKUOHOCTH Te (GyHKUUje (HENPEKMAHOCT (QYHKIMja
BUILIe IPOMeHBUBUX Nemo pasMarparu y riasu 8). Kako je det(A — zE),)
nosnunoMm npomensuse x € C (3a ¢purcuy A € M, (C)), ocuoBra uneja apy-
ror neja OPETXOMHOr IpuMepa je Omia ma ce uckopuctu na je y Clz]
jemHAKOCT moJMHOMa (AKO MX MOCMATPAMO Kao aarebapcke m3pase) eKBU-
BaJIEHTHA Ca jeqHAKOUmNy oaroBapajynmx IOJMHOMCKUAX (GYHKNUja, KAaO U
&, IpU ,,MaJ0j u3MeHr ToJuHOMa” (IITO MOKEe 3HAUUTU ,,Majly TPOMEHY
IPOMEHJLUBE T, aidu U ,MaJly U3MeHy Koe(UIUjeHaTa MOJMHOMA), OCTa-
jy Ha CHa3u Be3e Koje Cy MOCJEeQUIa HENPEKUAHOCTU (&, [0 3aKbydluMa
nobujeHuM y pangy ca (yHKIUjaMa jeqHe IPOMEHJbUBE, OYEKYjeMO Oa Cy
Be3€e HACTAJe KOMIIOHOBAWEM IOJMHOMa Takse). [lociaemme 3HaUM U ma ce
noka3 sehune oBme mpuka3aHux TBphema He MOpa NEJIUTU HA ,,PETyJIapHu
v cuHrysgapHu geo”, Beh ce, HAKOH MOKa3a y CIydajy PEeryJapHOCTH, MOTY
NOOWTU CAMYHUM PasMATPAEM KAO U 3aKBYYaK APYTOr NeJa MPETXOTHOT
npuMmepa. AHAJOrHM 3aKmbyunu ce npenoce u Ha Plz] y kKoM je 3a10BobEHO
HABEIEHO CBOjCTBO (cmenujasHo, npeHoce ce Ha caydaj Rlz]). IIperxonuu
3aKbYUAK Ce MOTA0 MNOOUTH U MOCMATPAKEM HEKUX APYyTUX MOJUHOMA, &
ue camo det(A—zFE,), HO OMIyYUIN CMO C€ 3a Ta]j MOJIUHOM, IONUITO OH MMa
nocebHy BaskHOCT (mpoyuaBaliemMo ra y HacTaBKy OBOT IeJa).

Y ckaanmy ca uperxomHuMm, ako cy A(x) u B(x) marpuume ca eneMeHTHMA
u3 Clz], yronuko je A(z) = B(x), mapaBHo, Mopajy OUTH UCTOr THIA, I
ako je A(x), B(z) € My, »(Clx]), k Hajsehin cTenen mommaOMa KOjU Ce jaBiba
Meby eneMenTMMa TMX MATpUIA, a NOJMHOMU KOJU CE€ HAJIa3€ HA MECTy

k k

(i,7) marpuna A(x) u B(x) jennaru, pemom, Zo agz)ac’” u Zo bg’rj)ac’” (ako je
CTENEeH HEKOT OJ MOJMHOMA Mamu ox k, CMaT};aMO na cy I:OGCbI/IHI/IjeHTI/I v3
wiaHoBe Koju cy Belier cremena on crenena Tor noiauHoMa jenuaxu 0), onxa
ce Besa A(x) = B(x) cBomu Ha mn jeanaroctu nomuaoma u3 Clz], Te oaro-
Bapajyhu roedpunmjentu mopajy Ourtwm jenmaru, Tj. 3a cse i € {1,...,m},
je{l,...,n} ur € {0,...,k} Basknu aE? = bg?. Mo maumny mepuHUICaAmA
MaTpuuHUX omnepanuja (y OBOM ciyua]y cabupama MATPULA U MHOMKEHA

k k
ckajapoM), mociuenme 3uaun xa je A(z) = Y A.2" u B(x) = ), B.a", 3a
r=0 r=0
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Heke A, = (agj‘j)hgigm,mjgn u B, = (bl(‘j‘j))lgigm,lgjgn (cabupame maTpuna
jé KOMyTATUBHO, KA0 W MHOKEHE CKAJapoM, ITa Ce He MOPa HArJAIlaBATH
penocuen cabupama, a Baxkn u A,x" = 2" A,, 3a cako 0 < r < k), Te ce
A(z) = B(x) ceomn Ha A, = B,, 3a cBe 0 < r < k. Ilakye, 1y 0OBOM cayuajy
ce mpeHocu 3akmbydak nobujen upu pany y Clz], ma cy monunomu (mosu-
HOMCKe (yHKIMje) jeNHAKM aKO U CaMO aKO Cy MM OAroBapajyhu xoedunu-
jenTu jennaru (y mocMaTpaHOM ciydajy koedpurmjertu cy us M, ,(C)), a
U OBJe Ce Taj 3aK/bydak MPEHOCU Ha MOJMHOME HaJ IPOU3BOJLHUM IOJHEM
Y KOM CY €KBUBAJIEHTHM j€THAKOCT MOJWHOMA W jeTHAKOCT OoAroBapajyhe
noJMHOMCKe (yHKImje (crmenmjanso, Baxku y Rx]).

IMonyT det(A—xE,,), nocebuy BasxuocT y HactaBky he umartu adj(A—xF,),
rae je A € M,(C). Enementu Te MaTpune Cy WM CKAJAPU WA JIUHEADHU
HOJMHOMM, IIPY YeMy je TAYHO N JUMHeapHUX MOJUMHOMA, Ol KOJUX HUKO]a
IBa HUCY Yy MCTOj BPCTU WM KOJIOHU, TIa Cy MUHOPU OBE€ MATPUIE TOJUHOMMA
crenena He Beher on n — 1, wro 3uaun na je adj(A — zF,) marpuna duju
cy eseMeHTH noauHomu crenena He Beher om n — 1, Te je adj(A — zE,) =
Ap_qz" 4. 4+ Ag 3amexe A; € M, (C), rae je 0 <i < n—1, 1j. adj(A—2E,)
ce MOKe BUJIETU Kao IOJVHOM UMjU Cy KOe()UIUjeHTU yodeHe Marpuie (a
Kako ce Ha mujaronasnu adj(A—zE,) Hamase noauHOoMU creneHa n— 1, caenu
na A,_1 Huje HyJa MaTPULA, Te je y OUTamy IIOJUHOM cTemeHa n — 1).
ITpumerumo u na, ako je A € M,(R), ouna cy A; € M,(R),3a0<i<n—1.

CKpeHnMO MaKBy Oa y CIAyYdajy m = n uMa CMUCIa NeGUHUCATA U MHO-
skeme mosmHOMa ca koepuuujentuma us M, (P) (a, mon oarosapajyhum
YCJIOBUMA, U IeJbEHE), HO IPU PaLy Ca TAKBUM HoauHOoMuMa, nomro M, (P)
HUj€ KOMYTATUBHA CTPYKTypa, CE MOPa OOPATUTH NakKma ca KOje CTPaHe ce
BpIIN MHOKeHe (perumo, ako cy By, B, C € M, (P), ouna cy (Biz+By)C =
B1Cxz+ ByC u C(Bix+ By) = CByx + CBy nonuaoMu crenena e Beher on
1, koju He Mopajy OUTH jeqHAKU), a CIWYHO U 3a Aeseme. lamu pan ca
ONMCAHUM YOIIITEHEM U3J1a3U U3BAH OKBUPA OBOT TEKCTA.

IIpumep 27. Axo je p(A) < n — 2, oHmA je cBaka KBaApaTHA MOAMA-
Tpuna pexa n — 1 marpune A cunrynapua, na je adjA = Opxn, Tj.
pladjA) = 0. Axo je p(A) n — 1, ouna je p(adjA) > 1 (mocroju
G6ap jeman mHenyma MuHOD), a kKako je adjA - A = detA - E, = Opxn,
ciequ na je ImA C KeradjA, ma je d6(adjA) > n — 1. Ha ocuosy
tepbema o panry u mederry (reopema 7.1.3), caemm p(adjA) = 1. Uz
nena (6) mperxomue teopeme ciaemu det A - det(adj A) = (det A)™, ma je
det(adj A) = (det A)"~! (axo je det A = 0, IO IPETXOHO] AUCKYCHUjU CJIeaN
na je u det(adjA) = 0). Tarobe, uz mesna (6) mperxomse Teopeme, KO-
pucrehn ynpaso mobujeno, kao m pesyaTaTe IPETXOMHOT MPUMEPA, CJIENN
det A - adj(adj A) = A-adj A -adj(adj A) = A - det(adj A) = (det A)""1A. Axo
je A umpeptubunma, caemu adj(adjA) = (det A)""2A4. Axo je detA = 0
un > 3, ouga je adj A, mo mperxonHo mnokaszaHoMm, panra we sBeher ox 1,
wro je Mame ox n — 1, ma je p(adjA) < n — 2, Te je adj(adjA) = Onxn,
a 'y osom cayuajy je u (det A)""2A = 0,xn, a aKo je N = 2, HEMOCPEIHOM
nposepom crenu adj(adj A) = A, Te je mperxonHO HOOUjEHO TAYHO Uy OBUM
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cmyuajesuma. M3 mobujernor caemu det(adj(adjA)) = det((det A)"~2 . A) =
(det A)"("=2) . det A = (det A)("=D* A

HapaBro, mma cMmwuciaa pasmMarparé X KOMIO3UIMje BUIIE aljyHIaTa, HO
TO M3JIa3U M3BAH OKBUPA OBOI TEKCTa (3ampaBo, 3a Hame norpebe je mo-
BOJPHO IIOCMATPATH CaMO jemaH aajyHraT, a y IPEeTXOTHOM IIPUMEPY CMO,
u3Meby ocTasor, sKeJeau na MIyCcTPYjeMO KaKO ce MOTY MOOUTHU 3aKJbY Ul
y CIIy4ajy BUXOBOI KOMIOHOBAHA).

KapaRTepI/ICTI/I‘—IHI/I IIOJIMHOM

Y oBoM meny hemo mocmarpaTu KBagpaTHE MATPUIE CA €JIEMEHTUMA, IPe-
Bacxomuo, u3 R u C. Hamomenmnmo na ce pesynaratu qoOujeHU y Caydajy
C mpenoce Ha TPOW3BOJBHO MOJBE y KOM C€ IPOU3BOJHAH IOJIMHOM pa-
3JIaKe Ha MPOU3BOJ JIMHEAPDHUX (akTopa (& HEKU ce MPEeHOCe U Ha CIydaj
IPOM3BOJLHOT TOJbA). JemaH Ol 3aJaTaka OBOT Neja je U OMKC KIACa eKBU-
BaJICHIIj€ pPesaluje CIAUIYHOCTU.

Hedpuuunuja 7.3.3. Axo je A € M,(C), ouna ce xa(r) = det(A — zE,)
HA3VBA KAPAKTEPUCTUYHN IIOJUHOM Mmarpune A.

Henocpenuo n3 mepununmje cienn na je x4 HOJUHOM cremeHa n (Koe-
¢ummjent y3 2" My je (—1)"), a, Ka0 M y ciaydajy HEeTepMUHAHTE, AKO
je A ~ B, ouma je B = P l'AP 3a wmmseprubumny P € M,(C), na
je B—zE, = P YA — 2zFE,)P, Te u3 cBojcTaBa meTEpMUHAHTE CJeIN
xB(r) = det P~tdet(A — xE,)det P = ya(z), Tj. cmmume maTpume mmajy
MCTY KapaKTePUCTUYHU IOJUHOM. VI3 mociemmux 3akbydaka CIeod U Oa
je mobpo nedurucan kapakrepuctuunu noauaoMm A € L(U) (ue 3aBucu of
u3zbopa Gaze npocropa U).

Teopema 7.3.3. Hera je A € M,,(C), rae je n € N. Ouzna je xa(4) = 0pxn.

Joxas. Ha ocuoBy Jlammacose teopeme je xa(z)E, = det(A — zE,)E, =
adj(A — zE,)(A — zE,), na, mo KOMEHTApUMa AATUM HAKOH mpumepa 26,
n—1
Baswu XaA(7)E, = (A, 12" 1+ ...+ A))(A —2E,) = —A,_12" + Y (A4;A —
i=1
Ai_1)xt + AgA, 3a merxe A; € M, (C), rne je 0 < i < n—1, Te (mo ucrum
n

KOMeHTapuMma), yKoauko je xa(z) = . kiat, ciemn k,E, = —A,_1 (omna
i=0

je u k'nAn = —An_lAn), k’zEn = AzA — Ai—17 3a 1 < ) <n-— 1 (OHILa

je m kiAY = A;ATT — A 1 AY, a1 < i < n—1) u koE, = AjA, na je
n—1 o .

XA(A) = —An_lAn —|— Z (AiA’L—H — Ai_lAl) + AoA = Oan. D

i=1
I[Iperxonuna Teopema ce oOuuHO Has3uBa TeopeMa KRejnu—XamwuiaroHa.
Iakne, rapakrepuctuyan noausom marpune A € M, (C) morumrasa Ty
Marpuny (Ha masme Niemo mocienme 3anucuBatu y obmaury xa(A) = 0, kax
ron je jacHo na 0 y yodeHO] jeJHAKOCTU IPEACTABJbA HYJIa MATPUILYy OIIrO-
Bapajyhier pena). Jacuo, Hysne ya cy comcrBere spennoctu A (ako A € C
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HUje COIICTBEHa BPemHocT, omeparop A — AE, uMma TpuUBHUjaJHO je3rpo, Te
je bujerrmBan, a aro je A € C comcrBeHa BpemHOCT, je3rpo TOT OmepaTopa
je merpusujanno). Ha ocuoBy mesa (6) seme 7.2.5, cienu na pa | xa (a
KaKo Cy, mo meny (&) mcTe jeMe, CONCTBEHE BPeIHOCTH A U HyJe [i4, 3a-
KJbYyYaK [a Cy COICTBEHE BPEeIHOCTU HyJe X4 CMO MOIJIN HOOUTH ONATIE).
Tarobe, caemu u na (3a A € M,(C)) Baku degpuag < n (Tj. 1 epekTUBHO
je mokaszano ma je mponena u3s jgeme 7.2.4 rpy6a). 3ampaso, MOry ce aTu
CIVYHU KOMEHTApU KaO U OHM KOJjU Cy HaBeIeHW HAKOH IpuMmepa 15, momTo
ce Moe mokazatu na koedunujentu adj(A — rE,) (tj. matpune (A;)"- u3
IPEeTXOMHOT IOKa3a) mpumanajy aarebpu remepucanoj ca A (re, permmo,
romyTupajy ca A, mro, uameby ocranor, omoryhyje na ce nperxomna Teo-
peMa IOKaske U Ha Apyre HaJYuHe).

Haxkne, 3a A € M,(C), monuaoMu fiq4 U X4 UMAjy UCTH CKym Hyuaa (TO
je ympaBo cmekrap matpure). U3 mperxoxmHe teopeme m nena (m) seme

k k

7.2.5, ciemn ma, ako je ua(x) = [[(x —N\)% u xa(z) = [[(z — \)?, npu

=1 =1
ueMy je \j # Aj 3a i # 7, Baﬁﬂjl 1 <o <6 <n. 331LHpaBo7 o JImTe-
paTrypu ce decto Buba na ce teopema Kejmu—Xamuarona ¢opmysnuime y
ToM 00auky (ma Ou ce uzberso pasMarpame O Pa3iOKUBOCTU IIOJUHOMA
Ha JuHeapHe (akrope), a jacuo je ma je y Clz] mocaenme eKBUBAIEHTHO
ca ropwuM tBphemem. Ilpumernmo m na Baxm x4 | p%. Aro A € M,(R),
oHma je xa € R[], HO Hyne x4 He MOpajy OUTU peasHe, Te yIPABO HaBe-
neno tepheme y R[z] ocraje Ha cHasm ako ce MOCMATPAjy W KOMILIEKCHE
HyJe TOOUjeHUX MOJIUHOMA UJIU aKO ce GOPMYJIUIIE Y OBJIUKY PACTABILAHA
pEeaJIHOT TIOJMHOMA HAa JIMHEADHE M HEPACTABJLUBE KBAAPATHE MOJUHOME
(BmmeTu KOMeHTape HakoH jeme 4.3.10).

Axo je A,B € M,(C) u A ~ B, mokaszano je ma Baxku xa(x) = xp(z),
a xako je xa(0) = det A, mOHOBO MOMA3UMO IO 3aKBYUKA NA CIUUHE Ma-
Tpure mmajy jemmake merepmumuanTe. Awo je ya(x) = (—1)" [](x — \)*,

i=1
rme je A\, # Aj 3a 4 # j (Tj. aro ¢y Aq,...,A\; HyJe KapaKTePUCTUIHOT

k
[IOJIMHOMA BUIIECTPYKOCTH (1, ..., 4, penoM), caenu ga je det A = [ A

i=1
(wTo je, 3ampaBo, y mObUMa y KOJUMa C€ MOJIMHOMU MOTY DA3JIOKUTU HA
IuHeapHEe PAKTOPE, eKBUBAJEHTHO nepuHunmju nerepmunante). MebyTum,
13 jeIHAKOCTU KAPAKTEePUCTUUYHUX IIOJUHOMA CIUYHUX MATPUIA, T0OUjamMo
u qpyre nocienune (jeHAKOCT NETEPMUHAHTU je y MPETXOLHOM, 3alIpaBo,
nobujeHa M3jemHaAYABAImLEM CJIODOMHUX UIIAHOBA XA W XB, & YKOJIUKO Ce
TO ypamu 3a Apyre kKoepunumjenrte, nobujajy ce HOBU 3aKpyurnu). Pe-
MO, YOUEHU TOJMHOMM MMajy jemHake Koedummjente y3 z" !, Axo je
A= (ai,j)'ﬁj:lv unanoBu Mmarpune A — xFE, cy nomuaomu cremena 0 wmim
1 (upomensmuBe ), a OPUTOM Cy CTEIeHA 1 aKO M CaMO akKO NPUIALAjy
rnaBHO] mujaroHanau. Criaemu ma ce, y MPOM3BOAMMA KOjUM je mepuHUCAHA
det(A — zE,,), crenen n — 1 mobuja camo arxo je 6ap n — 1 oxm TUX YuMHU-
jama cremeHa 1, a To, y OBOM cJay4yajy, 3Hauu na mux 6ap n — 1 mpumana
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raaBHoj mujaronasu. Mebyrum, ako je m € S, Taksa ma je w(i) = i 3a
n — 1 BpemuocTu, mopa obutu m = Id, Te je jemuHwm cabupar KOju camap:Ku
n

HOJMHOM CTeIeHa He Mamer ox n — 1 3anpaso sgnld- [](a;; —z). Cuemn

=1

n
na je xoepurumjent y3 z" ! y det(A — zE,) jemmax (—1)""1 3 a;; (7).

n n
Baku xa(z) = (—1)"2" + (=)t Y a;; - 2"t +...). Uspasz > a;; ce
i=1 i=1

HasuBa Tpar marpume A, y osmamu Tr A. Y3 mocnenmu 3ammc, OH UM
cMmucia 3a npousBoiny A € M, (P) (caobomuuje rosopehu, Tpar marpune
npeacTaBba 30Up eleMeHaTa KOjU Ce Haja3e Ha TIIABHO] MUjarOHAJM), &
y Cayuajy ma OpOM3BOJLAH MOJMHOM PACTaB/LA Ha JUHEApHE (parTope, y3

k
rope HaBeneHy Horammjy, Basknm Tr A = > a;)\; (Tj. 30up conmcTBeHUWX Bpe-
i=1

maocty (pauyHajyhn BUXOBE BUIMIECTPYKOCTH), & HOCIEIHE je, ¥ HOJbUMa
ca HABENEHNM CBOjCTBOM, €KBUBAJIEHTHO ca mepuHuUnmjoM tpara). Kako
CIIMYHE MATPUIEe Majy jeAHAKe Tparose, CIEAN Oa MMa CMUCIa Oe(UHICA-
TU U TPAr JUHEAPHOr omeparopa (KAo Tpar IPOU3BOJLHE MATPUIE KOja ra
npeacrasiba). Tpusujanuo je ucnymweno Tr(aA + B) = aTrA+ TrB u
Tr AT = Tr A 3a npoussomne A, B € M,,(C) u a, 3 € C. Axo je A € My,;(C),
B € M ;(C), rme cy k,l € N, a 1,02 € My(C) marpumne umja cy
OJIOK MaTpuuHa mpeacraspbama C; = ( % m%l ) uCy = ( gf]; _Efl ),
o jo €10y = (g gl ) w e = (T DR,
Kako je det(C1Cs) = detCidetCy = det(C2Ch), caemn (Bumetu mpumep
23) (—1)lz* det(AB — zEy) = (—1)*2' det(BA — zEy), Tj. (—1)!2*xap(z) =
(—D)kzlxpa(x). Mopebemem roepumujenara y3 z¥T~1 v nobujenoj jemna-
koctu monmuHoMa, ciemu Tr AB = Tr BA. Axko cy A,B € M,,(C) u jemna on
MaTpuna uEBepTUOMIHA (Heka je To, pemumo, A), Baxku BA = A~ (AB)A,
1j. BA ~ AB, ma cMO OpeTXOOHM 3aKbydaKk MOLJM OOOUTU U HA OCHOBY
paHUjUX pe3yaTaTa, HO BUAWMO Na OH BAKA W y NPUJIUYHO OIIITH]EeM
cayuajy (uaxk AB u BA He Mopajy OUTU UCTOT TUIA).

IIpumep 28. V3 nuckycuje cupoBeneHe HAKOH mpumepa 19 ciaemu ma 3a
A,B € M,(C) Basxu det(AB) = det(BA) (ob6a uspasa cy jemmara det A -
det B). Y cayuajy ma cy A € My ;(C), B € M;;(C), rme cy k,l € N,
k > I, uzpasu det A u det B memajy cmucia, anu cy pepunucanu det(AB)
u det(BA). OuekuBano, nocienmhu U3pas3u He MOPajy Outu jenHaku (Basku
det(AB) = 0, momro je AB € My(C) u p(AB) <l < k, nok det(BA) ue
Mopa 6utu jemmaka 0; peuumo, ako cy A m B marpuie u3z npumepa 7,
Basku det(BA) = 2). Mebyrtum, pesyarar nobujeH y AUCKyCHUjU Koja je
nperxomuna mpumepy, Tj. na Baxu (—1)zFyap(z) = (=1)*2lxpa(z), naje
oarosapajyhu pesyarar u y oBoM ciyuajy (peuumo, Buaumo na AB u BA
MMajy MCTe HeHyJa COICTBEHe BPeIHOCTH). 3amcTa, Koepumujent y3 =¥ ma
IecHOj crpanu nobujene Bese je det(BA), onmakie ce, n3jenqHavyaBameM ca
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oaroeapajyhum KoepuuujeHToOM Cca JieBe CTpaHe jegHadnHe nobuja

k k
det(BA)= > det(A,... AL) det(BY,...,BIY).  (7.3)
1< <...<iy <k
Y mperxonaHO]j Be3U ce moapa3yMeBa HoTanuja kopurmhena y reopemu 7.3.1,

Tj. (Bff), ceey Bi(lk)) npeacrasiba Marpuny u3 Mg (C) cacraBmeny ox KosoHa

i1,...,% (y TOM pemocieny) marpune B, aHaJOrHO, (Az(f), e AZ(-ZJ)) mpe-
ncrasma Mmatpuny n3 My (C) cacrasmeny on spcra iy,...,i; (y ToM pe-
mocueny) marpune A, a IpeTXomHA CyMa Ce MOMKE BUAETU KAO CyMa IIO
cBUM moakymoBuMa on | enemenara ckyma {1,...,k} (makme, y moj yue-
cTBYyje (’;) cabupaka). Pemumo, y cayuajy [ = 1, axo je A = (a1,...,a)T

k
u B = (by,...,b;), mobujamo ma je det(BA) = Tr(AB) = > a;b;, a ako
i=1
cy A u B marpune mu3 npumepa 19, nobujenHa ¢opmysa rosopu na je
2 1 2 1 2 1 2 =2 1 -
det(BA)"A 2H1 OMO 1H1 1 0 1"
5-(—1)+2-44+(—1)-1 = 2. Jemnakoct (7.3) ce no nureparypu OOUYHO HAZKUBA
Kommu—-BunreoBa ¢opmysa. Ilpumerumo na pa3marpame OBOI IpuMepa
“Ma cMHcJa U ako je k =1, a y Tom cayuajy mobujerHa (popmysa TOBOIA
mo det(BA) = det A - det B, Te ce Ta ¢popMmyna MOEKe CXBATUTU KAO CIIEN-
janan ciyuaj popmyne Komu—Bunea. A

Jr‘—12
0 1

IIpumep 29. Baxu xqg, (r) = (o — )", 3a a € C (na je Tr(aE,) = an).
Axo cy A, B,C marpune us npumepa 13, Baxwu ya(r) = 22, xp(z) = (v —
2)(z—1), xc(z) = 2%°+1 (maje TrA=0, Tr B =3, TrC = 0). [Ipumetumo na
A u 02x2 UMajy UCTE KAPAKTEPUCTUYHE IIOJUHOME, MAKO HUCY CaudHe. AKO
je Do ranoncka popma marpune D € M,(C), ouna je Tr Dy = p(D). Axo
je F € M,(C) unBeprubnina (mro je eksusasieHTHO ca det F' # 0), oxnzna 3a
x # 0 Bawu yp-1(x) =det(F~ —2E,) =det F~1. (—2)" - det(F — % -Ep) =
((;etl); -2"xr(2) (a xaro je nobujenu mspas moauHoM (aKo ce UnaHOBY X (=)
HOMHOKe ca z'), HAKOH Tora je mobujeHa Be3a tauna u 3a & = 0). Peuumo,
Baxkn xp-1(z) =3 -2°(2 1)L -2)=(z - 1)(z - 1). A
U3 mperxomnor ciemn ma 3a A € My(C) Baskm ya(r) =22 —TrA-x +det A
(ymopenntu ca mobujenum 3a matpurny D y mpumepy 15), nok 3a A € M3(C)
Basn Y 4(7) = —22+Tr A-2% + kox+det A (mapaBrO, u ko ce MOMke UCKa3aTH
IPEKO eJIEMEHATA MATPUIE, HO TO HAM Y OBOM MOMEHTY HUje OX MHTepeca).

Jlema 7.3.1. Herka jen € Nu A € M, (C). (a) Akocy A1,..., ;, rae je k €
N, comncrsene Bpennoctu A, mpm uemy je \; # \j 382 ¢ # j, a up,..., U, CO-
ICTBEHU BEKTOPHU KOJU OJrOBapajy TUM COICTBEHUM BPEIHOCTUMA, PEIOM,
ouna je cucrem (u;)¥_, mumeapno mezaBucam.

(6) Marpuna A je mujaroHajam3abuiHa AKO U CAMO AKO Cy CBe HYJE [i4
npocre.

Joxkas. (a) Aro je k = 1, tBpbeme je rpusujanno tauno. Ako je k > 2 u
k

tBpbeme Tauno 3a k — 1, yrkomuko je Y. a;u; = 0, 3a HEKE a,...,0, € C,
i=1
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k k k k—1
ouma je A(D. ayu;) = Y. ajAu; = Y apdu; =0, ma je Y, a; (A — Ap)u; =0
i=1 i=1 i=1 i=1

(om mpyre Bese je omysera mpBa, MOMHOMKEHA Ca Ag), a Kako je TBpDheme
Tauno 3a k — 1, cremu o;(A; — A;) =0, 3a 1 <i < k—1. Mebhyrum, rako je
Ai £ Mg, 3a 1 <1< k—1, nocnenme 3aaun na je o; =0, 3a 1 <i<k—1,
HO OHzA je m ag = 0, Te je TBpheme MOKA3aHO WMHAYKIILjOM.

(6) TIo KoMeHTapuMa maTuM HAKOH meduuunuje 7.2.2, A je mujaroHasu-
3abunna ako u camo ako C™ uma Ga3y cacraB/beHy O COICTBEHUX Be-
kropa A. Axko A mma ciauuHy aujaroHaJIHy, KAaKO MUHUMAJHU ITOJIMHOM
IUjaroHajHe MaTPUIE UMa TPOCTE HyJIe U KAKO IIPOMU3BOJHAH MOJUHOM IO~
HUIITABA MATPUILY aKO U CAMO aKO MOHUIITABA CBE 0] CIUYHE MATPUIE,
cuaenu na U MuHUMAaJHU noauHoM A mMma mpocrte myne. Ca mpyre crpane,

k k
o je pala) = [T = X) w xa(@) = [[(@— 2" u (upm wemy jo A, #
i= i=

Aj 3a 1 # j), ouna je Ker(A — ME,) + ...+ Ker(A — \E,) = C", a, Ha
ocHOBy nena (a), mobujena cyma je m mupektHa (3a cako 1 < i < k,
npocropy Ker(A — A\, E,) npunanajy CONCTBEHN BEKTOPU KOJU OArOBapajy
Ai, & KAKO Cy CONICTBEHU BEKTOPU KOJU OArOBApa]jy PA3JIUYUTUM COINCTBEHUM
BpensocTuma Hesasuchu, ciemu Ker(A — NE,)N Y Ker(A — N\E,) = 0).

J#i
Caemu na je 60(A— NEy,) = 08;, 3a 1 < i<k, e ce y Ker(4A — N\ E,) Moke
nzabparu [3; IMHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTOPA, a TAKO u3abpaHu BekTopu (3a
1< i< k) unne 6azy C".

N3 nperxonue neme cnemu na ako A € M, (C) uma n pasamuuTux COICTBe-

HUX BPEIHOCTY, OHZAA je MujaroHaam3abuiHa (ako Cy y HUTA’mY Al,..., An,
n

ouma je pa(x) = (=1)"xa(z) = [[(z — \;)). Iperxomma pasmaTpama

i
nokasyjy ma npocrop Ker(A — AE,), rme je A € M,(C) u A concrBena
BpenHocT A, mMa moceOHy BaKHOCT. Y TOM CJydYajy je HaBeIEeHO je3rpo
(mpasu) mormpoctop C", koju ce Ha3WBa COICTBEHW IMOTIPOCTOP KOjU
omrosapa comctsenoj spennoctu A (mapasuo, Ker(A — AE,) uma cMucaa
3a cee A € C, HO aKO HHUje y OUTAKYy CONCTBEHA BPETHOCT, OHIA j€
Ker(A — AE,) = {0}). Ananoruo, Im(A — AE,) je norupocrop C" (kao u y
Ccay4dajy je3rpa, CMUCJIEHO ra je MOCMATPATU aKoO je A COICTBEHA BPEIHOCT
A, momTo je, ako To Huje ciayuaj, A—A\FE, HecuHryIapHO, na je OMjeKTUBHO,
Tj. onna je maBemena cauka C"). Jacwo, 3a k € N Basu Ker(A — \E,)F C
Ker(A — AE,)**! u Im(A — \E,)* D Im(A — AE,)*! (ykonuxko je u € C”,
ako je (A —AE,)*u =0, orna je (A — AE,)"tu = (A - AE,)(A - \E,)fu=
(A= AE,)0 = 0, a ako je u = (A — AE,)*"1v 3a mero v € C", omma je
u=(A—\E,)*vy, rme je v; = (A — \E,)v), ka0 u ma nmocroju [, Tako ma cy
rmszosu (mormpocropa) (Ker(A—AE,)*)k>1 u (Im(A—AE,,)¥)k>1 koHCTaHTHHA
noges ox unana | (mo nperxommom, (Ker(A — AE,)F)i>1 je meomanajyhu (y
CMUCIy MHKJIY3Uje) HA3 MOTIPOCTOPA KOHAYHO AMMEH3UOHAJIHOT IPOCTOPA
C", ma 3a mexo k mopa 6utu Ker(A — AE,)* = Ker(A — \E,)*"1; y Toum
cmyuajy, ako je u € Ker(A—AE,) 2, pamu (A-\E,)u € Ker(A—\E, )**! Te
caemu (A—AE,)u € Ker(A—\E,)*, onrocro u € Ker(A—\E,)**1; amamorso
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ce mokasyje omrosapajyha Besa 3a Hm3 ciamka, momro je Im(A — AE, ) !

jemnaka cammm pectpukmuje A — AE, ma mpocrop Im(A — AE,)*). Kako je
dim C™ = n, jacuo je ma je | < n (3ampaBo, jaCHO je a4 BaKU U BUIIE, 33
youeno A je | He Behie 011 BUIIECTYPKOCTHU A K0 HYyJ€E X 4), & IPETXOHA Da-
3MaTpama TOoBOJE 10 3aKbyuka na je pectpurnuja A—\E, na Im(A—\E,,)!
(rme je | rope omnucan npupoman 0poj) UHjEKTUBAH ONEPATOP, HOK je pe-
cTpukmmja mcTor omeparopa Ha Ker(A — AE,)! mpumemena [ myTa myaa
omeparop (Tj. Ha oBoM mpoctopy je (A — AE,)! =0).

JIema 7.3.2. Hera cy B,C € M,(P), rako na je Ker BN KerC' = {0} u
BC = CB. Ounna je Ker BC = Ker B @ Ker C.

Loxaz. Baxu Ker C' C Ker BC' u Ker B C Ker CB = Ker BC. Crora je 36up
npocropa Ker B u Ker C canpskan y Ker BC (a, non HaBeqeHUM yCJIOBUAMA,
jacHo je ma je Taj 30up m AMpEKTaH), Te jom Tpeba IMOKa3aTu ma je OH je-
muak Ker BC. Ako cy B’ u C’ pecrpurmuje B u C, penowm, na Ker BC' (onzna
je B'C" = C'B’ = 0), na ocHOBY TeopeMme O paHry u nmederry (Teopema
7.1.3), Baskn dimKer BC' = 6(B’) + p(B’) < 6(B') +6(C’) (jep je C'B"' =0,
na je Im B’ C Ker C'), mro maje tBpheme (mowmro je mpecek jesrapa B’ u
C’' TpuBujanan). [l
Axo je A € L(U) n Uy morupocrop U, ouna ce U; Hasusa A mHBapujanTan
ako je AU, C U;. llpumerumo na je A umBapujantan morupoctop U u
p(A) naBapujanran, 3a npoussosal p € Clz] (3aucra, onna 3a k > 1 Basku
AkU, C A1y C ... C Uy), ka0 u na cy A wmBapujantan Ker A7 u Im A7,
3a cBako j € N (ako je u € A(Ker A7), Ban u = Av, 3a HEKO v, Tako ma
je Alv =0, ma je Alu = ATy = 0; aro je u € A(Im A7), Baskm u = Av,
3a HeKko v, Tako ma je v = Afvy, 3a mero vy, ma je u = AJ(Avy)). U3
npeTxoaHor ciaema u aa cy, 3a A € M, (C), i,j e Nu A\, 2 € C, (A= M\ E,)°
urBapujantau mpoctopu Ker(A — \o)? u Im(A4 — A2)7.
ITpumerumo na, axo je A € L(U), Uy, Uy norupocropu V, koju cy A uaBa-
pujanTau 1 3a kKoje je U = Uy & Us, yKOIUKO CYy (ei)le u (fi)§=1 6aze U1 u
U, penoM, a (hl)fill basza U, macrana ,HanosesusameMm’ e u [ (OOHOCHO,
ei, 3al<i<k
fick, B3ak+1<i<k+1
(Al)e,e kal
Orxk (A2)gs
u Us, penom (3aucta, ako je u € U, nocroje jequucrsenu uy € Uy u ug € U,
TAKO [a je u = u1 + U2, a ouna je Au = Auy + Aug, npu uemy je Auy € Uy n
Aus € Us (mmTo rosopu ma ce'y ,,I0meM JeBOM” U ,,TOPHEM NeCHOM homky”
Ap p, Hanaze Hyla MaTpUIE)).

BasKU h; = { ), orna (A)p n, uMa GIOK MATPUIHO

[IPEACTaBIbANLE ( ), rae cy Ay u As pecrpuknuje A Ha U

Teopema 7.3.4. (a) Marpuna A € M3(C) je canuna wam oujaroHAJIHO]

1
MaTPpUIY UIU MaTPUNN ( o ), 3a Hexo a € C.

0
(6) Marpuna A € M5(C) je cauuna MM AMjATOHAIHO] MATPUIU MU Ma-

a 0 0 a 1 0
TpUnu ( 0 g 1 ), 3a mHere o, € C, nnum marpunu < 0 a 1 ), 3a
0 0 p 0 0 «
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neko o € C.

Joxkas. (a) Axo je xa(z) = (z — a)(x — ), rme je o # (3, HA OCHOBY nHena
(6) meme 7.3.1 (1 KOMeHaTapa HAKOH He), A uMMa CAWYHY AUjaTOHAIHY
(mpm yeMy ce Ha AMjaroHAJU Haja3e, y HEKOM perxocieny, o u ). Ako je
xa(r) = (x — a)?, 3a Hero o € C, yKONMEKO je fig = T — @, O WCTO] JeMU
A wmma canuny aujaronasuHy (3ampasBo, onpa je A = aFs). Vnaue, Baxku
pa = (x — )?, 1j. Ker(A — aky)? = C?, nok je Ker(A — aFy) # C?. Cnemu
na moctoju uz € Ker(A—aFy)?\ Ker(A—aFy), na ako je u; = (A — aks)us,
ouma je u; # 0 u (A — aF2)u; = (A — aEy)?uz = 0, 1j. Baskn Aup = aug
u Aus = aug + uy. Crora, je marpuna oneparopa A y 6a3u KOjy uuHe
BEKTODU U1, Uz (THM PENOM) YyIpPaBO HABENEHA y TEKCTY TBpDema.

(6) Ako je pa(z) = (z—a)(z—pF)(z—7), rae cy «, 8, mehycobro paznuuuru
Ha OCHOBY nmena (6) meme 7.3.1 (m KOMeHaTapa HAKOH We), A MMa CAUYHY
mujaroHasHy (Ipu ueMy ce Ha AWMjarOHAJM HAJa3e, y HEKOM PeNoCieny, o, 3
u v; ka0 u y neay (a), pemocaen je ompeben moperrom oarosapajyhwux
comcTBerUX Bekropa). Axo je xa(r) = (z — a)(x — B)?, rme je a # S,
yKOIUEKO je pa = (x — a)(x — §), mo ucroj semu je A ciaudna oujaroHAJIHO]
MaTpUIM, KOjO] je jelaH ejleMeHT IJlaBHEe IujaroHajie «, a aBa (3, IOK y
cayuajy pa(x) = xa(z), Ha ocuoBy mneme 7.3.2 (3a B = Ker(A — aFs) u
C = Ker(A — BE3)?) u xomenTapa makon me, pecrpuriumja A ma B (koju je
nuMensuje 1) je npeacraBibeHa MATPULNOM UKJU j€é MUHAMAJHU HOJIUHOM T —
«, a pecrpukiuja A va C (koju je nuMeH3uje 2) je HpeacTaBibeHa MATPUILOM
ynju je MurUMaITHYE IosmHOM (v —(3)%, Te, Ha ocHOBY mesa (a), caemu ma je y
OBOM Cilyuajy A CIMYHA MATPUIN KOja MMa OJIOK MATPUYHO IIPEICTABILAHE
obnura diag(Aj, As), rme je Ay = (@), a As = ( g ;
x4 = (v — a)®, moctoje 3 moryhuoctu. Ako je pa(r) = v — o, HA OCHOBY
aeme 7.3.1, A uma cauuny mnujaronasny (3ampaso, onzga je A = aFs). Axo
je pa(x) = (z — a)?, mocroju uz € Ker(A — aFy)? \ Ker(A — aEs), na ako je
us = (A—aFs)us, a u; € Ker(A—aF>) npou3Bosbad HE3ABUCAH Ca Uz (TAKaB
nocroju, momto je y ooMm caydajy dimKer(A — aFy) = 2), onma Baku
Auy = auy, ug # 0 u (A — aF2)us = (A — aFEz)?uz = 0, ongocno Aus = aua,
kao u Aus = aus + ug. Crora, je marpuna omneparopa A y 6a3u kKojy yum-
He BEKTOPHU Uj,Us, U3 (TUM DENOM) CIWYHA TPBOj HABEIEHO] MATDUIM W3
popmymammje Teopeme, y ciaydajy a = 3. Axo je pa(r) = (z —a)3, onma je
Ker(A—aFs)?\Ker(A—aF2)? # 0, Te u360poM u3 KOju NPUIaLa TOM CKYILY,
ako je ug = (A—aFs3)uz nuy = (A—aFs3)ug, cnenn na je uy # 0,uz # 0, kKao u
(A—aE3)u; = (A—aE3)%u3 = 0, omaocno Auy = auy, na je Aug = aug+uj u
Aus = ausz+uz. Crenu na je npencrasimame A y 6a3m KOjy UUHE U1, Uz, U3,
TUM penOM, ApYyra HaBeAeHAa MATpUUa U3 Tekcra nena (6) Teopeme. [l

,; (1) ), Baku xum(x) = py(z) = (x—1)(z—-2),

). Komauno, ako je

IIpumep 30. Axo je M = (

na je M ~ B, rae je B marpuna us npumepa 13. IIpurom je M = P~'BP,
rme je P marpuma uymja je mpBa KOJOHA COICTBEHU BEKTOP KOjU OAroBapa
conctsenoj Bpemmoctu 1 (permamo (1,—2)T), a mpyra comcrBenu BerTOp
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Koju oarosapa comcTsenoj spemmoctu 2 (pemmmo (1,—1)T), a yrkonuko 6u

ce 00pHYO pemocien koioHa (Tj. ako je () MaTpuua yuja je npBa KOJIOHA

(1,-1)7T, a mpyra (1,-2)T), ouma je Q"' MQ npyra aumjaronaJgHa MaTpUIA
- . 1 -1

13 TOT IIpUMepa, Koja je candHa Matpumu B. Ako je N = ( 1 -1 ), OHZA

je xn(z) = pn(z) = 22, ma je N cimuna marpunu A us npumepa 13. Baxn

Ker N2 = C%2 u Ker N = {\(1,1)T | A € C}, na, mo mpeTxoHUM 3aKIbydnuMa,
u360poM Tpou3BoILHOT Uy € Ker N2\ Ker N (meka je, penmmo, up = (1,0)7),
au; = Nug = (1,1)7, nomasumo no zakmyura ma je A= R !NR, rne je R
MaTpUIA YUja je IpBa KOJOHA %1, & APYTra Us. A

4 -2 6 5 1 =2
ITpumep 31. Hera je A = ( -2 5 1 ) uB = < 9 13 -—18 ) Onna
-1 1 3 5 5 —6
je xa(z) = xp(x) = —(z — 4)%, nox je pa(x) = (x —4)°, a up(r) = (x — 4)%.
I[To pesynraruma nperxonume teopeme, Baku A ~ Jp u B ~ Jp, rue je

0 0 4 0 0 4
IAN2,3,1)T| X € C} u Ker(A — 4F3)? = {(2,y,2)T| — 2 + 2y — 42 = 0},
na uzbopom uz € Ker(A — 4E3)% \ Ker(A — 4E3)? (mexa je, permmvo, uz =
(1,1,0)7), aug = (A—4F3)us = (-2, -1,0) n ug = (A—4E3)us = (2,3,1)7, na
OCHOBY OUCKYyCHj€ CIIPOBEIEHE y NMPEeTXOJHO] TeopeMu, ako je P maTpuna
uuje Cy KOJOHE U1, Us, U3, TUM penoM, ouga je J4 = P1AP. Cauuno, Kako
je Ker(B —4E3) = {(x,y,2)T |z +y—22 = 0} u Ker(B — 4F3)? = C?, y3esum
u3 € Ker(B —4E3)%\ Ker(B — 4F3) (meka je, permvo, ug = (1,0,0)7), axo je
uy = (B—4E3)uz = (1,9,5)T, a u; npoussoman sexrop us Ker(B—4FEj3) koju
je HezaBucawm ca ug (meka je, penmmo, u; = (1,1,1)1), onga je Jp = Q1 BQ,
rue je (Q MaTpuiia yuje cy KOJIOHE Ui, Uz, U3, TUM PEIOM. A

4 1 0 4 0 0
JA:<0 4 1>I/IJB:<O 4 1). ITpurom Baxku Ker(A — 4F3) =

Y uperxoznnoj reopemu je, 3a A € My(C) u A € M3(C), onpeben ,,sen upe-
ICTaBHUK’ Kjace ekBuBajeHimje penannje ciaumunoctu. U 3a A € M, (C),
rae je n > 4, ce MOMKe MOKA3aTH CAUYaH PE3yJTaT, ONHOCHO, CBAaKa KBaApa-
THa MATPHUIA je CINYHA MATPUIM KOja MMa OJIOK MATPUYHO IIPeCTaBIbaHe
obnura diag(Aip,...,A,), roe, 3a ceako 1 < i < r, je mim A; = (\), upu
yeMy je A comcrBeHa BpenHoct A, miu, y ciayuajy na je A; € My(C), s > 2,
ce Ha mujaronaiu A; Hasasu \, Koje je comcrena BpennocT A, Ha MecTuMa
(i,i+1),3a1<i<s—1, cy ereMenTu jemuaru 1, a Ha OCTAIUM MECTU-
Mma ce magase 0. Iocmenme onucana maTpuna ce Ha3uBa JKOpOAHOB GJIOK
AVMEH3Uje S KOju OAroBapa COICTBEHO] BpeqHoctu A, y o3Hanu J(A,s) (ma-
Tpulla HaBemeHa y popMmynanuju gesia (a) IpeTxomHe TeopeMe je, MO0 OBUM
osnakama, J(a,2), a apyra marpuna HaBeneHa y ¢popmyrnamuju geia (6) e
reopewme je J(a, 3); mpurom, cmarpamo ga je J(A, 1) = (\)), nok ce marpuna
obamka diag(Ai,...,A,), rne cy A; Kopnanosu Gmokosn, 3a 1 < ¢ < 7,
Koja je ciauuna marpunu A ce masusa SKopmamoBa ¢popma Te maTpure.
k k
Y3 mperxonno, ako je xa(z) = (=)™ [T (x — \)% u pa(z) = [] (x — M),

i=1 i=1
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rme je A\ # Aj 3a i # j, ce y rRopnanoBoj ¢popmu marpuie A eIeMeHT \;, 3a
1< i<k, jaBma na nujarosnanu tayuo (; myrta (OAHOCHO, 36Up AWMEH3U]ja
7KopmanoBux 610KOBa KOju oAroBapajy COICTBEHOj BpemHocTu N; je [3;),
a majseha mumensuja yKopmamoBor GJIOKa KOju OAroBapa TOj COICTBEHO]
BpenuocTu je «;. Jloka3 HaBemeHor TBpDhema mM3ia3u U3BaH OKBUPA OBOT
TekcTa (HO, KIbYUYHM KOPAUX NOKA3a CY HPUKA3AHU Y HPETXOIHOM HEIY ).
ITo mpukazaHOM y TPETXOIHOM neny, Bumumo na, 3a A € My(C) u A €
M3(C), Ha OCHOBY MWHMMAJIHOT W KAPAKTEPUCTUYHOT MOJMHOMA MOMKEMO
onpenntn Kopnanosy ¢opmy te marpume (to je tBpheme mperxomme
TeopeMe), Kao U y CIydYajy ma Cy HyJde MUHAMAJHOL IIOJUHOMAa HIPOCTE
(to je tBpbeme mena (6) meme 7.3.1). Mebyrum, nocaemme Huje no-
BOBHO y ciyuajy n > 4. Pemmmo, ako je A € My(C), xa(z) = (z — N)*
u pa(z) = (r — N)?, 3a meko N € C, Kopmamosa ¢opma A wmowe
6urn u diag(J(\, 1), J(A, 1), J(A,2)) n diag(J(A,2),J(A,2)), Te je (ouern-
BaHO) y caydajy n > 4 onpebusame JKopnamose ¢gopme TexHUYKU 3a-
XTeBHUje (BUAMMO Ia je OHAA MOTPEOHO HPENU3HUje UCIUTUBAKE IPOCTO-
pa Ker(A — \;)7, rme je \; comcreema Bpemmoct marpume A, a j € N,
OJIHOCHO, INTO j€ EKBUBAJEHTHO, AePUHUCAHE€ HU3a T3B. WHBAPU)AHTHUX
HoJMHOMA MaTpune). Jom jemanom HamomenuMmo na je fKopmamosa dopma
y OmmTeM CcJiydvajy HUje jemumHcTBeHa, Beh je jemmosmauno onpebena mo
Ha mepMyTanujy OJOKOBa, HO MOCIEAREe Ce KOHTPOJUIle YyTBp huBameM pe-
mocaena CONCTBEHUX BEKTOPA y MATPUIM mpeiacka. llo sureparypu ce
vecto Buba (y 3aBUCHOCTM OZ TOra Koje cy mase morpebe pazxa ca Ma-
TpUIOM, HaKOH cBODema Ha OBAKBO NMpenCTaBbaAWmE) U Oa Ce AePUHUIILY
GioroBM KojuMma cy enmemeHnTu 1 Ha mectuma (i — 1,7) (Tj. HA ,mpBOj IM-
jaronasnu ucnox’, a He ,u3HaL  CJIABHE), HO TO C€ jeAHOCTABHO IOCTILKE
APYTUM PenOCienoM NOOUjeHUX CONCTBEHUX BEKTOPa (penrMo, yKOIUKO Cy
BEKTOPHU U1, U2, U3 AOOUjEHM y IPETXOMHOM HPUMEPY HPUIUKOM onpebu-
Bama Jy, a R MaTpuma uduje cy KOJOHE Ug, U, U], TUM PEIOCIEAOM, OHIA
je R"'AR marpuna koja Ha TJIABHOj AMjarOHANU MM eJIeMEHTe jeaHaxe 4,
Ha MecTuMa (2,1) u (3,2) enmemenre jennake 1, a Ha ocramum 0). IIpume-
TUMO U Ja je MATPUIA ONepaTopa MPUKA3AHOT Yy YBOJHOM HEJY OBE TIiaBe
(mudepennupame Ha IPOCTOPY moJauHOMa creneHa He Behier oq n € N) y
Basm (1, % e, %), jemmakra J(0,m+1) .

Kako ce y R[z] mpousBosbaH MOJMHOM HE MO:KE DACTABUTU HA JIMHEADHE
¢dakTope, IPUPOAHO HUTAHE je KOju ce (M y KOM OOJIMKY) O IPETXOIHO
nobujenux pesysarara npeHocu Ha cayuaj A € M, (R).

JIema 7.3.3. Axko jen € Nu A, B € M,(C), taro na je A ~ B. Axo cy
A,B € M,(R), ouna cy Au B canune u 'y M,(R).

Joxaz. Tlo ycnosuma, noctoju P € M, (C), Tako na je B = P~'AP. Axo je
P =Q+iR,3aQ,R € M,(R) (youeHo npeacraspbame je jeIMHCTBEHO ), OHAA
je PB= AP, 1j. @B +iRB = AQ + iAR, ogmaxze je (momro A n B nmajy
peaune eaemente) QB = AQ u RB = AR, na je (Q+2R)B = A(Q+zR), 3a
ceako z € C. IloBosmHO je mokazaru ma mocroju z € R, tako ma je Q + zR
nuBepTubunua. Ako je R =0, 1o je ucnymeno (ouzma je P = (Q), a, unaue,
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Q@ + zR je cunrymnapua ako u camo ako je det(Q + zR) = 0. Mebyruwm,
ako je R # 0, det(Q + zR) je HEeKOHCTAHTAH NOJIMHOM (IPOMEHJLUBE Z2),
cremena He Behier ox n, Te MOKE MMATHU HAJBUIIE 1 HyJA, OTHOCHO, BayKU
det(Q + zR) # 0 3a cBe, ceM KOHAUHO MHOTO Zz, Ia MOCTOju 1 z € R, Tako
na je Q + zR € M, (R) nuaseptubunua. ]

[Iperxomgau pe3yarar roBopu aa, aKO Cy CBe COICTBEHE BPEIHOCTU MaTpU-
ne A € M, (R) peanne, ce npenoce nobujenu pesynraru (u3mebhy ocranux,
aema 7.3.1 u Teopema 7.3.4), a NpUTOM Ce W MATPUNA IPEIACKA MOKE
nzabparu tako na npunana M, (R). Mebyrum, ako Heka concrBeHux Bpe-
muoctu npunazxa C\ R, rako memro mHuje moryhe (penmmo, marpuna C u3
npuMepa 13 mema ciauuny mujaronHanny y Ma(R)). Ykonmko je skema ma
ce y CBaKOj KJacu ekBuBaJsieHnuje penamuje canunoctu A € M, (R) onpenn
npeacrasauk u3 M, (R) (kao u na maTpuna npenacka Oyne peanHa), JAaCHO
je ma ce He MOKeMO 3anps;kaTu Ha sRopmanoBoj ¢popmu, Beh na ce mopajy
oapenuTu ,, Apyru npencrasauny’ . HapaBuo, Taj n3bop HUje je IHO3HAUAH,
one hemo mpurasaru jenmy ox moryhnoctu y cayuajy n € {2,3}.

JIema 7.3.4. (a) Aro je A € Ma(R) u z = a + ib, rue je b # 0, concreena
. a —b
BpenuocT A, onma je A ~ ( )

b a
(6) Aro je A € M3(R) u z = a + ib, rhe je b # 0, concrsena Bpemuoct A,
a —b 0
OH,Z[&jGAN(b a 0),3aHeKoc€R
0 0 ¢

[oxkas. (a) Karo je xa € Rz], cnemn na cy a + b u a — ib concreene
Bpennoctu A, kao u ma cy upocre, na je (y M3(C)) marpuna A cauuna
ca diag((a + ib), (a — ib)), KOja je cAMUHA ca MATPUIOM KOja je HaBeIeHA
y dopmynanuju (3amcra, UMajy UCTA MUHUMAJHUA, KAO U UCTU KAPAKTEPU-
CTUYHU TIOJIWHOM), & momTo Ta Marpuna npunana Mz(R), pesyarar caemu
Ha OCHOBY JieMe 7.3.3.

(6) Kako je x4 € Rlx], cmenu nma x4 mma mpocte Hyde a — ib, a + ib, ka0
U join jenHy peaany Hyiy (Heka je To c¢), ma je, Ha OCHOBY gnesna (6) seme
7.3.1, cumuna ca diag((a + ib), (@ — ib),(c)). Ilo mobujenom y memy (a),
caemu na je cauuna (y M3(C)) u ca MaTpunom HaBeZeHOM y (pOpPMyJIanuUju,
Te pe3yJsiTaT CJIeau Ha OCHOBY Jjeme 7.3.3. ]

ITpumeTnMo A2, YKOIUKO ce a+ib, rae je b # 0, 3anume y nosapHoM 06Ju-
Ky (Bumerm mpumep 51 rmase 4, Kao U KOMEHTape HaKOH mpuMmepa 46 ucre
riase), Tj. ako je a+ib = R(cost+isine), oHma je 3ammc MATPULE ONACAHE
Rcosy —Rsiny
Rsiny  Rcosvy
(z,y)T = (rcosp,rsing)? (tj. ako U KoOpAMHATE HABEAEHOT BEKTOPA 3a-
NUIMEeMO TPEKO TMOoJapHuX Koopaunata), Basku M (R, ) - (rcos g, rsing)? =
(Rrcos(1 + @), Rrsin(y + )T, Te je jacHo na je m36op Gam maTpuie HaBe-
IEHOT O0JIMKA & UTPa YJIOTy IPEeICTABHUKA KIaCe eKBUBAJICHI]E PeIalllje
CAMYHOCTY MOTUBMCAHO MEOMETPHjCKUM noTpebama (Te He nsnenabyje mro

y nexy (a) nperxomue seme M (R,v) = ( ), ma ako je
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he ce oBa maTpuma mojaBHUBATU MPUIMKOM UCIATUBAA TEOMETDPU)CKUAX
ocobuna mpoctopa R? u R?).

Hepacrasmwusu nonuuomu u3 Rlz| cy nnu nuneapHu uiau KBaLpaTHU, IITO
jé W Pas’yor mMTO MPEACTABHULNM ONUCAHUX KJIACA HUMAajy OJOK MATPUYHU
3aIMC y KOM YYeCTBYjy OJOKOBEM pema 1 m 2, a Kako CMO ce y IIOCJie-
nmweMm TtBphemy 3anpskanu Ha cayuajy Ma(R) u M3(R), Huje ce mojaBu-
Jga MOryNHOCT BHNIECTPYKE KOMJEKCHE HyJe. [l0 aHaJOruju IPUKa3aHOT
y Besu ca sKopumanosum GiokoBuma, npuiaukoMm ucnutusama M, (R), 3a
n > 4, MOKe Ce MOKA3aTU Ja CBAKU IPEICTABHUK Kiaace oxpebene wranom
(x% — 2az + a® + b*)¥ (rme je k > 1 m b > 0) uma GJIOK MATPUYHM 3aIUC

M Ey 0 ... 0 O

obnmka 0 M E 0 ... 0 | rjejeM= M(a,b) € Ma(R) ma-

Tpulla HABEIEeHa y Meiy (a) IpeTxomHe JIeMe, Tj. eJIEMEHTU MATPUIE y Ipe-
txonuoM 3anucy cy usz Ms(R), na raasuoj aujaronanu ce nanase M(a,b),
Ha ,,0pBOj u3Han raasHe”’ Fs, a Ha ocramum Mectuma Ooxo (mpurom je
mociieNmha MaTpuia pena 2s, rae je s < k; ako je s = 2, oHma je jemHara
M(a,b)). Tocnenme je HaBEmEHO je 3apalk MOTIYHOCTH MHPOpMAIUja, a
[OKa3 M30CTaBJ/bAMO, IIOIITO M3JIa3U M3BAH OKBMPA OBOI' TEKCTA.

7.4. MeTone pemniaBama CUCTEMA JIMHEAPHUX
jemHaumHA

Jemmaumna obnuka a1x1 + ...+ a,xy, = b, Toe cy a;,b € P, 3a 1 < i < n, ce
Ha3UBA JIMHEAPHA jeMHAUWHA y MOy P, Ipu ueMmy ce a; Ha3uBajy Koedu-
mujentu, b caobomau unan (Te jemHaudmue), a T;, 3a 1 < i < n, HEMO3HATE.
AHaJOrHO, KOHAUYAH CKYIl JUHEAPDHUX jelNHAYUHA 4;1%1 + ...+ GinTn = by,
3al<i<m, rnecya;; €EP,3acrel<i<m,1<j<n, ab €P, 3acse
1 < i < m, ce HA3UBa CUCTEM JIMHEAPHUX jeTHAUMHA Ca HEMO3HATUM I;, 38
1 < ¢ < n (quHeapHa jeqHauMHA je, IO HPETXOIHOM, CUCTEM KOJU C€ CACTOjU
on jenHe jemHauwHe). JacHo, cucTeM ce MO:ke BumeTu y obuuky Ax = b,
roe je A = (ai,j)lgign,lgjgm S Mm,n(P) ub= (bl,...,bm)T S Mm,l(P),
ax = (r1,...,2,)7 € M, 1(P) xonona menosznarux (rosopuhemo na je y
OUTAlky CUCTEM Ca N HEMO3HATUX; NpUTOM ce A HaszmBa MaTpuia CUCTe-
Ma, a b crobonHa kosoHA). 360r KOMOAKTHOCTU IIOCIENHEr 3aluca, KO-
pucturhe ce kam rom He MO:ke mohm mo 3abyHe, a OH Cyrepuiie u ma je
pelaBame CUCTeMa JIMHEAPHUX jelHaunHa OJMCKO MOBE3aHO Ca MpoydYa-
BameM JMHEAPHUX IPEeCIUKaBama KOje jé CIPOBEIEHO Y MPETXOMHOM eIy
ose ruese. IlaprukymapHo pememe cucrema Ar = b, rue je A € M, ,(P),
b€ Mp,1(P), je npoussosman x € M, 1(P) xoju 3an0BO/BaBA HABENCHY jenHA-
UMHY, & CKYIl CBUX pelllelha Ce HA3WBa OIIITE pelreme Tor cucrema. Cu-
CTEMU Ce HA3UBAjy €KBUBAJIEHTHM aKO MMAajy MCTO OIIITe pememe. AKo je
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b=0¢€ M 1(P) (1j. Hy1a KOJIOHA y yOUEHOM IIPOCTOPY ), CUCTEM CE HA3UBA
XOMOTr€H, a, nHaue, hemo pehu ma je HEXOMOreH. Y KOJUKO CHUCTEM KMa
Makap jeIHO pellemne, FOBOPU ce ha je carJacaH (Tj. akO HEMa pellemnha,
& je HecaryacaH), a akO UMa jeIMHCTBEHO pememe, na je ompeben (Tj.
aKO MMa BUIIE pelema, na je Heonpeben).

JacHo je ma xomoren cucrem Az = 0, roe je A € My, »(P) yBer uma pe-
wema (penumo, pememe je © = 0), KAO U Oa je ONIITE PEeMeHne BEKTOPCKU
norupocrop U npocropa P" (3aucra, ako cy 1, T2 DAPTUKYJIADHA PEICHA,
a«a,B€P, ouna je Alaxy + Bra) = adxy + BAxy = 0). Cauuno, ako je x(P)
MapTUKYJIAPHO pellelme HexOoMoreHor cucrema Axr = b # 0, 3a Tpou3BOJBLHO
pememe x Tor cucrema Baxu A(xr —zP)) = Az — Az®) =b—b =0, omHocHO
x — 2 je pememe xomoremor cucrema Az = 0, Te je, MO IPETXOIHOM,
{z — 2P) | Az = b} BekTOpPCEM IPOCTOP, Tj. OHIA je ONmTE pememhe 0OIIKA
x®) + U = {2 4 2|z € U}, rae je U BEeKTOPCKM TOTIPOCTOP IPOCTOPA
P", a oBakaB mpPOCTOP Ce Ha3UBa AQUHM NPOCTOP (U3 MOCIEIHEr BUIUMO
na ce ogpebuBameM jeqHOr MapTUKYJIAPHOT DeEIlema, aKO TAKBO MOCTOjU,
pelmaBame HEXOMOTEHOI CBOAM HA DENIaBame XOMOTeHOr cucrema). Y oba
ciIyJaja je pememe jeAMHCTBEHO ako W caMo ako je U rTpuBujanan.

Y mmiby mOBe3UBama pellaBama CUCTeMa JUHEAPHUX jeJHAUUHA Ca Mpe-
TXOAHUM pasMaTPamUMa [IPU Paay ca MaTpUlaMa, IPUAPYKUMO CUCTEMY
Az =b, rge je A € M, »,(P), b € M,, 1(P), marpuny unju je 610K MATPUYIHU
samuc (Ab), tj. marpuny uz M, ,+1(P), koja Hacraje ,,n00aBameM” KOJIOHE
b ma marpumy A, Koja ce oOMYHO Ha3MBa IPOMIMPEHA MATPUILA yOUEHOT
cucreMa (decto ce, ma 6u ce Ha3HAYMIO Aa je ypabena nperxonua omepa-
mja, oBa Marpuna samucyje n y obmury (A|b)). JacHo je ma ce cBarom
CUCTEMY JIMHEADHUX jeTHAUMHA jeIHO3HAYHO MPUIAPY/KUje MPOIIUPEHa Ma-
Tpuma CUCTEMa, Kao M Oa, YKOJMKO je IO3HATO Ca KOJUM Ce HAIO3Ha-
TUM paau, Ce U3 Te MATPUIE jeIHO3HAUHO MOKE PEKOHCTPYUCATU CUCTEM.
[MpumeTnMo na ereMeHTAPHUM TpaHCPOpMaIjaMa BpCTa, CIPOBEICHUM Ha
YOUYEHO] MaTpulu, M00Uja MATPUIA CUCTEMA KOJU je EKBUBAJEHTAH IO-
Ja3HOM. 3amncTa, MOBOJLHO je IPOBEPUTH TO 3a OCHOBHE e€JIEMEHTapHE
tpauchopmanmje. Aro je cuposemena rtpanchopmanuja (1) (MHOKEHE j-
Te BpcTe ca « # (), ocrase jeAHAUMHE CUCTEMA C€ HE Memajy, a j-Ta
HocTaje aa; 121 + ...+ aajn%, = abj, a xako je o # 0 u P mosme, ona je
€KBMBAJICHTHA Ca @ 1%1 + ...+ ajn®n = bj. AKO je cupoBeneHa omepanuja
(2) (momaseme j-te Bpcre Ha k-Ty, 3a j # k), k-ta jemmaumna mocraje
(ak1 +aji)rs + ...+ (agn + Gjn)xn = bj + by, KOK Cy ocTase HEIPOMEHe-
He, Te Ce OLYy3UMAameM j-Te jeqHauuHe O HaBeneHe (IITO HE MEHma OIIITEe
peleme CMCTeMa), OHa TpaHCchopMuIe y 1T+ ...+ Qg pT = br. Axo
je npumemena onepauuja (3) (3amMeHa aBe BPCTE), CKYIN jeJHAYUHA OCTAje
HEempoMemeH (CaMo je 3aMemeH HBUXOB Peocieln), Te Ce, TPUBUjAIHO, HE
Mema ommTe pememne. /lakie, BpmielmeM eJIeMEHTAPHUX TPaHChopMaluja
Ha BpCTaMa MPOIUpPEeHe MaTPUIEe CUCTEMa, J00uja ce MaTUpIia KOjoj OAro-
Bapa EKBUBAJICHTAH CUCTEM, T€, Ha OCHOBY NUCKYCHUje CIIPOBEINEHE HAKOH
neurMnUje 7.2.4, 3a CBAKM CHCTEM IIOCTOjU HeMy EKBUBAJICHTAH, KOJU je
y cremeHacTtoj Gpopmu (OHIA Ce M 3a Taj CUCTEM KajKe Ia jeé Y CTENeHaCTO]
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¢dopmu). 3a cucreM kKoju je y cremeHacToj popMU, IPOMEHILUBE KOje Cy y3
Hocehe ememenrte HasuBamo Bomehe IpoMeHJBEMBE, a IPEOCTAJIE HA3UBAMO
cJ10007HE IIPOMEHJBEUBE.

Teopema 7.4.1 (Kpomerep—Kamesm). Cucrem Ax = b, rme je A €
Mpyn(P), b € My, 1(P), je carmacan axo um camo ako je p(A) = p((A4]b))
(Tj. ako je paHr Marpulle CUCTeMa jeIHAK PAHCY IPOIMIUPEHE MATPUIE TOD
cucreMa).

Zoxas. JacHO je ma je paHr IpPOUIMPEHE MATPUIE WV jeOHAK WA je 3a
jeman Behm ox panra marpume cucreMa (IpPOmMEpEHA MATPUIA CHCTEMA
vMa jenHy KoJoHy Bume). Ilpurom je 3a jemad Behu axo m caMo ako jeman
O HOCaya IpuIana cJI0DONHO] KOJOHU, &, y TOM CIydajy, ako Taj HOCad
npumazna j-toj BpcTu, oarosapajyha jemmauwnua je obnuka 0z +...+ 0z, =
b; # 0, ma cucrem Hema pemewma. Ca gpyre crpaHe, ako Cy HaBEICHHU
PAHTOBU jemHAKU, MOMEHUBAEM CIODOAHUM TPOMEH/LUBUM MPOU3BOJLHE
BPEIHOCTHU, jeAHO3HAUHO cy onpebhene Bpemnoctu Bomehinx mpoMeHJ/LUBUX.
3awncTa, MOCIenma jeAHAUMHA CHCTEMa Y CTENeHACTO] (POpPMHU MMa jemaHy
Bonehy mpomenmusy, Tj. ob6auka je (ako je y mUTamy j-Ta jeqHaYMHA U
Bomeha nmpomenmuBa xy, roe je k = j) ajr®k + ...+ GjnZn = by, Te ce
u3 Te jenHauuHe (IPEKO CIOOOMHUX HPOMEHJLUBUX U KoeduuujeHara Cu-
cTeMa y cTemeHacToj Gpopmu) jenHosHauno oxpebyje Ty, a HAKOH TOTA, IO-
HABJLAKEM MOCTYTKA (Tj. MHIYKTUBHO), DOJA3UMO JO BPEIHOCTU OCTAJUX
Bonehux mpoMeHbUBUX. O

IMomenumo na ce mpeTxongHo TBpheme mo JauTepaTypu IojaBibyje MO pa-
3JUYUTAM WMeHUMa (IO EHIJIECKO] JUTEPATypU Ce OOMYHO HA3UBa TEO-
pema Pyme—Kanenuja, a mo ApyruM roBOpHUM MOAPYYjUMa Ce Be3dyje U
3a umena Ppobenujyca, Ponrena,...). Ilocrynak cBobema cucrema na
crenenacty ¢opMmy ce HasuBa laycoB meron (a TpaHchopMmanuje Koje
oaroBapajy TpaHcopMalujaMa BPCTa IPONIMPEHE MaTPUIE Ce Ha3uBajy
laycose Tpamchopmanuje). W3 mpeTxomHOr mOKa3a MOKEMO 3aKJbYYIUTU
U BUIIE, aKO je y IUTamy XOMOI€H CHCTeM ca 7 IIPOMEHJLUBUX, OHIA je
p(A) = p((A]b)), a mpocTop pemema je BEKTOPCKU HOTIPOCTOD IPOCTOPa
P" numensuje n — p(A) (a no Teopemu o panry u gedperry (reopema 7.1.3),
Ta mumensuja je 0(A)), a ako je y muTamy HEXOMOTEH CUCTEM 3a KOJU je
p(A) = p((A]b)), orma je mpocTOp pelmena apuHU TOTIPOCTOP TpocTopa P
mumensuje n — p(A) = 6(A) (y oba cayuaja pememe je jeIMHCTBEHO aKO je
p(A) =n, 1j. 6(A) =0). Y macraBgy hemo, IpUIMKOM OBAKBUX CUTYalU]a,
FOBOPUTH Ja je NpOCTOp pemema auMmensuje 6(A), 6e3 Hariamasama ga
I je y IUTalmy BEKTOPCKU WV a(@UHU, aKO je M3 KOHTEKCTa jaCHO O KOM
caydajy ce pamu. Buaumo u ga, ako je P 6eckoHAUHO TOJLe, CIydaj BUIIE
pelema 3ampaBo roBOPU & OHAA MMa DECKOHAUHO pemema (Tako ma ce,
O JuTepaTypaMa y KOjUuMa Ce Ce Palyd CaMoO ca OECKOHAYHMM MOJLUMA, Y
TOM CJIy4ajy 4ecTO rOBOPU nAa je Opoj pemema OGeckoHaYaH (CIEennjalHo,
TO ce memasa ako ce pamu ca cucreMuma y R uiau C)). Yecro ce, ako
je To mperJyiefHuje, MPOMEH/LUBE O3HAUYABA]Y Pa3IUYUTUM cUMOOJIMMa, Tj.
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6e3 ynorpebe MHAEKCA, WITO je HAPDOUYUTO 3aCTYIJLEHO aKo je n ,,Mauo” (1o
IMKOJICKO] JIMTEPATYpPU ce Hajuemhe Bubhajy TPOMEHJbUBE X,Yy y CIydajy
cucreMa ca 2, a T,y,2z y CIydajy CUCTEMa Ca 3 HEIO3HATE).

Hapasuo, npuinukom cBobema cucrema Ha cremenacty ¢opmy (u3 kKoje,
KaKO CMO BUIEJU, Ce Jako oapebyje pememe), MOTY ce€ KOPUCTUTHU U €Jie-
MeHTapHe TpaHcopManuje KOJOHA, HO OHOA CE€ MOpA HAMTUTH KOje Cy
ce TpaHcOpMAIUje KOJOHA BPIIWJE, MOMITO JOJA3U OO0 IPOMEHE YJore
npoMeHspuBUX. Ha mpumep, YyKOIMKO Cy IoJsiasHe mpoMensbuse (z;)1 i, a
j-ta xosoma moma Ha k-Ty, 3a j # k, omma he npomenmuBa Ha k-TOM
Mecry 6uru x; + @ (mok he ocrane OmTm HempoMemeHe), Tj. HAKOH IO-
Oujama periema ce MOpajy MoJa3He MPOMEHJBUBE NONATHO U3PA3UTU IPEKO
noBonmoOujenux. Crora ce y mpakcu uiu uzberaBa BpIIEHe Olepanuja Ha
KOJIOHAMA WJI C€ BPIIM CaMO OIePalrja 3aMeHe KOJIOHA (IIOIITO Ce Ha Taj
HauyMH y noOujeHoj cremenactoj popmu 0b6e3bebyje na nHocehwn enementu
nIpunanajy riaaBHO] OUjarOHAJNW HPONIMPEHE MAaTPUIE CUCTEMa, a OIpe-
buBame mosmaszHUX TPOMEHJLUBUX MPEKO HOBOMOOUjEHUX je MPABOJIUHUjCKO
(HOBOIOOUjeHE YMHE EPMYTANM]Y MOJA3HUX)).

Pemasame cucreMa je IPUCYTHO OJ CAMOT MOYETKA OBE TyaBe (IPUIUKOM
UCIUTUBAKA JUHEAPHE 3aBUCHOCTU BEKTOpa, onapebuBama civke uiau je-
3rpa JUMHEAPHOr IPECIUKABAbA, PAHIA MATPULE,. . . ). Pemumo, y npumepy
2, onpebusame UN(V + W) ce cBoau Ha pemasame cucreMa T = a, Yy = a,
z =0, z = a+b, 3a Here a,b € R, ogroBapajyha cremenacra ¢popma je x = a,
y=a, z=0,0=a+ b, Te uma pemema ako u caMo ako je a+b=0, ay
ToM caydajy je pememe (x,y,z2) = (a,a,0), 3a a € R. Canuno, y npumepy
3, mpukasusame (a,b,c)’ € R3 y obmuky uy +ug, vae je u; = (v,y,0)T € Uy,
uy = (t,0,2)T € Uy, ce cBomm ma pemasame cucrema = +t = a, y = b,
Z = ¢, KOju ce, 3aMeHOM TpBe u Tpehe jemHavmHe, CBOAM HA CTEIEHACTY
¢dopmy, Te cy Bomehe mpomenmuse z,y,r, a ciaobomgHa t, OmakiIe CJemn
na je pememe cuctema (aQuHU MM BEKTOPCKU, Y 3aBUCHOCTH Of a,b,c)
notnpocTop auMensuje 1, omocuo (z,y, z,t) € {(a — a, b, ¢, ) |a € R}.
Ipumep 32. Axo cy @, € [0,27), y R? pemmwmo cuctem cosi) - x —
siny -y = cosyp, siny -z + costp -y = sinp. Aro je 1p = 7, mocraje
—y = cosp, T =sing, Te UMa jeQUHCTBEHO pememe (z,y) = (sinp, — cos ).
Cauuno, aro je ¥ = %’T , mobuja ce jemumHCTBEHO pememe (z,y) =
(—singp, cos ). Nuaue je costp # 0, ma ce TpanchopMmamjama IPOMIUPEHE

MaTpuile TpUIPY:KEHe CUcTeMy mnobuja ( oSy —sing | cosy ) coa Va
siny  cost® | sing
cos —siny cos Va—siny-Vy ( COS®Y —siny cos
( sinty costp cos? | sinpcos ) — ( 0 1 sin(¢ — 1) )’

Te je y OBOM CJyuajy PaHT U MaTPUIE CUCTeMa U TPOMUPEHE MaTPUIe
jemHak 2, a xako je marpuna cuctema u3 Ms(R), cremum na cucrem mmMa
jeIMHCTBEHO peleme, Koje JIako NobujaMo U3 mocienmer obiuka. Haume,
Baskn y = sin(y — ¢), mok je x = @ - (sinysin(o — ¥) + cosp) =
2(:;511) - (cos(p —2¢h) — cosp+ 2 cosp) = 2cc1>sw -2 cos(p — 1)) costh = cos(p — ),
Te je pememe (x,y) = (cos(p — ), sin(p —)). Ipumernmo na ce mocuenme
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nobujena popmyiIa ykIama u 3a nobujeno y ciaydajy ¢ € {F, 37“}, Kao U 13
je marpuna nperxoxsor cucrema M (1,v), mocmarpana HakoH jeme 7.3.4,
Te ce mobujeHu pe3yaTar ,,HamoBe3yje”’ Ha TaMoO moOujeHu. A
IIpumep 33. Y R? pemwmmo cucteme x +y+2 =a, 20 +4y +72=a — 1,
5r+9y+15z=a? kaou bz +y+z=1, c+by+2=0>, x+y+bz=>b% roe cy
a,b € R. Y cayuajy mpsor cucrema, merosa marpuna je A, mocMmarpana
y npuMmepy 16, Te IOHOBUBIIM KCTEe ONepanuje Kao U y TOM npumepy (Tj.
Vo — 2V4, V3 — 5V4, a makon tora V3 — 2V3) Ha mpoOmMpeHy MATPULY CHU-

1 1 1 a 1 1 1 a
CTeMa<2 4 7 al),ﬂo61/1jace<0 2 5 —a—1 >,mTo
5 9 15| a2 00 0|(a—2)(a-1)
je mpommpeHa MaTpuUlla eKBUBAJEeHTHOr cucrema. Axko a ¢ {1,2}, omna
je (a—2)(a — 1) # 0, ma panr npomupenor cucrema Behu om pamra ma-
TpUIle CUCTEMAa, Te Yy OBOM Clyyajy HeMa pemema, a ako je a € {1,2},
kako je 0(A) = 1, caequ ma je pememe mpoctop mumensuje 1. Ilpurowm,
y cmyuajy a = 1, pememe je (z,y,2) = {(3, =52 1)t € R}, ay
ciydajy a = 2, pememe je (z,y,z) = {(35L _%_3 Ot € R}, Y cayuajy
aopyror HaBeneHor cucrema, spmehu ['aycose Tparchopmanuje, nodbujamo

b1l 2 B S b2
(1 b1 b)vﬂ3<1 b1 b) . <0 b—1 1-b b(l—b)).
1 1 b|b? b 1 1|1 0 1—-b 1-0*| 1-03

Ako je b = 1, mobujema maTpuina je y cremeHacTto] ¢popmu (CBuU ere-
menTn npyre un tpehe Bpcre cy jemmaku 0), ma Cy OHZA PAHTOBUA U Ma-

TpUIlE CUCTEMa U IPOIUPEHEe MaTpUlle jeAHAaKU 1, Tj. Yy OBOM CIy4dajy CHU-
CTeM MMa pelema, y NUTamy je MPOCTOp AUMEH3uje 2, a OIIITEe pelle-
we je {(1—08—7,68,7) |8,y € R}. Aro je b # 1, Bazxku b — 1 # 0, na

ce, BPIIEHEM OIEpPaIlija bil -Vo ﬁ - V3, HaBemeHa MaTpuila CBOIW Ha

11 b b? 11 b b?

< 01 -1 -b ) Vst < 01 -1 -b ), Te clenu ma
0 1 b+1[b+b+1 0 0 b+2]|(b+1)

y cayuajy b = —2 HeMma pemema (MaTpuma CUCTeMa je paHra 2, a Ipo-

mupene 3), OOK y IPEoCTaauM ciydajeBuMa (OQHOCHO, ako je b & {—2,1})
CUCTEM MMa jeIWHCTBEHO pememe (OHma je panr obe TMOMeHyTe MaTpUIe

jemuak 3), a To pememe je (x,y,z) = (—b+—1 L (D

R R ) ) Y mpeTxomHOM
je, y ciy4dajy ApYror mOCMATPAHOD CUCTEMa, CIPOBEAEH AJTOPUTAM CBO-
bema Ha cremenacTy Gpopmy y OOIMKY Yy KOM je OIMCAH ¥ IPETXOJHOM AEIY
texcTta. Jlo pesynrara ce mMorio mohiu m M3MeHAMa TOT aJrOPUTMA, KOje
Cy y HEKUM CUTyaIjaMa Mambe PAUyHCKU 3aXTeBHE. KOHKpEeTHO, akKo ce Ha
moueTky u3Bpie onepanuje Vi + Vo u Vi + V3, nobuja ce ma je mpBa BpcTa
(b+2,b+2,b+2,b>+b+1), Te omeT m06UjaMo 3aKDbYUAK A HEMa Pelemha aKko
je b= —2, a HaKOH TOra, y ciyuajy b # 2, mpuMmeHoM omepanuja Vo — ()_%2 %
u Vs — ()_%2 - V1 ce, ako je b =1 mobuja cucrem umje cy npyra u tpeha je-
mHaunHaa 0 = 0 (Te omeT HOJIA3MMO HO rope HABEJNEHOI 3aK/bYyUKa), a aKo je
b ¢ {-2,1}, mpyra u tpeha jegmauuna canp:ke jequny npomeHsmuBy (duHe
IUjaroHaJaH CUCTEM), OJaKIe HOOUjaMo BPEIHOCTH Y U Z, a4 HAKOH TOra U
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BPEIHOCT IPOMEHJPUBE X M3 IPBE jenHadmHe. JecTo ce y APYIUM CIydaje-
BUMAa M3MEHAMa AJCOPUTMA O0JIA3U OO PAUYHCKU MAKhE 3aXTEBHOT DElIeHa
(ymrena y mocienme ONMCAHOM HOCTYIKY MOCEOHO NOJIa3u IO U3paskaja
npu pemaBamy cucreMa ca Behwum OpojeM jeqHauvHa W HEMO3HATUX, Pe-
MO, KO aHAJIOTHje MPEeTXoqHor cucreMa y R™, cucremMa cacTaB/beHOT O
n € N jennauuna, umja je i-ta jemmaumna y x; +br; = b1 3a 1 <i<n,
J#i

rze je b € R). A
Ipumep 34. Y C? pemmmo cucrem Az +y = 1, —x + Ay = A, rae je
A € C. Tpancpopmanujama BpCcTa NPOIIMPEHE MaTPULE CUCTEMa I00u-
jaMO()\ 11)Vﬂ2(—1>\)\)v1iv2(—1 A A )

-1 A A1)l 0 14X |14+ )
na je mobujena cremnenacra popma. Aro A € {—i,i}, paHroBu u MaTpune u
OpoLmMpeHe MaTpulle cucreMa cy jennaku 2, na je (z,y) = (0,1) jenquncrse-
HO pememe, a ako A € {—i,i}, oba HaBeJeHA paHra Cy jemHaku 1, Te mo-
CTOjUM BUIIE PEellema, Tj. IPOCTOP Pellema je nuMeH3uje 1, a To pememe je
(#,1) € {(i(a—1),0) @ € C} y cnysajy A =i, a (z,9) € {(i(1-a),a) |a € C}
y cay4ajy A = —i. IIpuMerumo ma, ako ce mcTu cucreM pemasa y R2, 3a
A € R, pememe je jeIMHCTBEHO 3a CBAKYy BPEAHOCT mapamMerpa A. A
1 a
0 1
y ckymy matpuna ca exementuma u3 C. Jacno, 360r nepurmCcaHOCTH, MOpA

IIpumep 35. Akojeac Cu A= ( ), pemwumo jemnaunny AX = XA

6utu X € M>(C), na ako je X = ( vy ), ¥3 HaBeleHe jenHauube (u3je-

z t
[HAYABAH-EM KOMIIOHEHTU MATPUIA Ca PA3JINYUTUX CTPAHA jeIHAUNHE) Ce
nobuja cucTeM JIWHEAPHUX jemHauumHa T + az = =,y +at = ax + y,z2 =

z,t = az +t, omnocuo az = 0,a(x —t) = 0. Haxrue, ako je a = 0, pememe
je mpousBomua X € My(C) (marne, nupocrop numensuje 4), a ako je a #

0, ommre pememe je {( g g ) ‘a,ﬂ € (C} (Tj. mpocTop mumensuje 2).

IIpumerumo ma cMO y TPETXOTHOM OMAPEOUIN KOje MATPUIE KOMYTUPA)Y
ca sRopnarmosum 6Jsi0KkOM pena 2. A

IIpu pemaBamy cucreMa Cy O KOPUCTHU U PE3YATATU AOOUjEeHU MPUIUKOM
npoydaBama AeTepMUHAHTU (HAPABHO, OHM CE€ ONHOCE HA KBAADPATHE CU-
creme, Tj. Hajy pe3yJsrare IpU IPOydaBamy JUHEAPHUX ONepaTopa).

Teopema 7.4.2 (Kpameposo mpasuio). Heka je n € N, A € M,(P), b €
M, 1(P) u x = (z1,...,2,)T. Axo je A =det A, a, 3a craro 1 <i < n, A,
JAeTepMUHAHTA MAaTpUIlE YUje je i-Ta KOJIOHA jemHaka b, a, j-Ta jemHara
j-T0j KosOHU MaTpuie A, 3a cBe j # i, oHaa:

(a) Basku A # 0 ako u camo ako cucreM Ax = b UMa jeAUHCTBEHO DelleHne,

.. A )
ay TOM ciyuajy je x; = —xt, 3a cBako 1 <1 < n;
(6) ako je A=0wu A,, # 03anexo 1 <1i < n, cucrem Az = b Hema pemena.

Noxas. (a) Ako Ax = b uma jemuucrseno pememe, Baku p(A) = p((A]b)) =
n, te je A = det A # 0. Ca apyre crpane, ako je A = det A # 0, cnenu
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n = p(A) < p((A|b)) < n, nomro je (A|b) € My nt1(P), ma je pememe cu-
crema Az = b jemuncreBeno. Y ToM ciyuajy, ako je x € My 1(P) pememe
cucreMma, Baxku A-E,-x =adjA-A-x = adj A-b, onnocHo x = %~ade~b. s
MOOUjeHor, U3jeqHAUABAKEM €JEeMEHATa MATPUIA CA PA3JIMYUTUX CTPAHA

n

JobujeHe jenHavuuHe, CIENU T; = % - > Ajbj, 3a 1 < i < n (momro je
j=1

adjA = (A;,);'j=1, vme je A;; onrosapajyhm xoparrop marpune A). Ha

ocuoBy Jlammacosor passoja (meo (a) Teopeme 7.3.2), nocaenma cyMa mpe-
ICTaBJba Pa3BOj IO 4-TOj KOJOHU MATpHUIE omucaHe y dopmynanuju (,,3a-

. . A, )
MemeHa” i-Ta KoJoHa Marpune A ca b), Te je r; = —<*, 3a 1 <i<n.
(6) Ao je A =0, a x 3agoBomasa Ax = b, Basku 0,51 = adj A - Az = adj ‘b,
n
na je Opx1 = 9. Ajibj = (Aszy,...,Ar,)T, omrocHo, Mopa 6utu A,, = 0, 3a
j=1
1<i<n. |

Ycaen pe3yiarata IpeTxoaHe TeopeMe, BpeaHocT A ce O0UYHO Ha3UBa Ie-
TEePMUHAHTA CUCTEeMa. AKO ce sKeJu HATJIAacuTU marpura cucrema Axr = b
(mTo je mMOosKEeLHO, PErUMMO, aKO Ceé paau ca BUIIE CUCTEMa), OHAa he ce
A u A, obeneswaBatu u ca Ay u Ay, (mmm Ay,;), pexoM. Y mperxo-
[HOM De3yJITaTy oCTaje HepasjammeH ciayda] A = Ay, = ... = A, = 0.
Onga je p(A) =r < n, te y cayuajy na je p((A|b)) =r + 1, Hema pemema
(tunuuan mrosucu npumep je Oz = b # 0), a axo je p((A|b)) = r, uma Bume
pemena (Tunuuan mrosuckn npuMep je Ox = 0), a mpocTop pemema je mu-
MeH3suje n— 7 (JakiIe, y OBOj CUTyaIlluju ce He MOKE NECUTU Ja CUCTEM UMa
jeIMHCTBEHO peIlemne).

3a cucrem u3 mpumepa 32, Baxku A = ‘ cosy  —sing =1 # 0, Tj.

sinYy  cosy

N . cosy —siny
peleme je jeIMHCTBEHO 3a CBaKO 1, a Kako je A, =

sing  coswy

cos cos . . Ay
cos(p —¢) n Ay = sinz sing ‘ = sin(p —¢), cnem (z,y) = (%’ A )

(cos(p — ¥),sin(p — v)), 1j. mobumjen je pesyaraT U3 TOT HpUMepa U
nomohy KpamepoBux mpasBuia. 3a npBu cucteM u3 npumepa 33, Bajku

1 1 1 a 1 1
A=|2 4 7 |=0,m0rjeA;,=]a—-1 4 7 |=3a-1(a—2), Ay =
5 9 15 a? 9 15
1 a 1 11 a
2 a—-1 7 |=-5(a-1)(a—2),A,=|2 4 a—1|=3(a—1)(a—2), e
5 a? 15 5 9 a2

u3 Kpameposux npasuia ciaenu na cucreMm Hema perrema ako a € {1,2}, kao
u na 3a a € {1,2} pememe HUje je AMHCTBEHO, AJU HBUXOBOM YIOTPEGOM HE
JOJIA3UMO 10 OATOBOPA Ia JIM CUCTEM HEMA Pellleha WU UMa BUIIE PEIIekha.
Nnak, kon (KBaZpaTHWX) CUCTEMA y KOJUMa Cy KOE(QUIMjEHTU MATPULA
IIOJIWMHOMH, & AEeTEPMUHAHTA CUCTEMA HUje UAeHTNUKN jenHaka (0, HA OCHOBY
KpamepoBux npasuna ce mobuja oAroBop 3a CBe, CEM KOHAYHO MHOI'O Bpe-
IHOCTH (3aMcTa, OHIA je Ta JeTepPMUHAHTA HEHYJIA MOJUHOM), T€ OHA UMAjy
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3HAUAjJHY YJIOTYy U IPU PEIIaBamy TAKBUX CHUCTEMa. Y CIydajy APYIror CU-

b 1 1
crema u3 mpumepa 33, Bawun A= | 1 b 1 |=b-3b+2=(b—1)%(b+2),
1 11 L b 1 1
Ay, = b b 1| =-0b-1%0b+1), 4, =1 b 1| =(-1)7%
2 1 b 1 b b
b 1 1
A,=|1 b b |=0b-1)>%0b+1)% najesabd {-2,1} jemmacrseno peme-
1 1 b

2 2 2 2 2
we (1,9,2) = (Goprsy - orrtr  ooreey) = (CE s )
(mapaBHO, NOOWjeH je MCTH Pe3yJiaTaT Kao U y IOMEHYTOM IpUMEDY), 3a
b = —2 mema pemema (oana je A =0, a A, # 0), 10K HA OCHOBY IIPETXO,JHOT
TBpbhema He mobujaMo MOTIYH OArOBOP y ciayuajy b= 1.

ITpumep 36. Heka je f : R — R, n € Nu z1,...,2,41 € R, Tako ma
je ©; # x; 3a 1 # j. Opnpemmmo cBe IOJIMHOME D CTelmeHa He Beher on
n, 3a koje je p(x;) = f(x;), 3a 1 < i < n+ 1. Kako je degp < n, Baxku
p(x) = apx™ + ... + ap, 32 HEKE an,...,ap € R, ma ce 3aMeHOM BpeIHO-
CTU Z1,...,Tnt+1, KOOHjA Ha je anzl + ...+ ao = f(z;), 3a 1 <i<n+1l.
Mocnenmwe, 3anpaBo, IpeACTaBHA CUCTEM JIMHEAPHUX jeTHAUNHA, IPU YEMY
Cy Hemo3Hare dg,...,a, (y maTtamy je n + 1 jemmauumna ca n + 1 memo-
3HATHX), Te ce Moxe 3amucatu y obnuxy Va = f, rme je marpuma cu-
crema V= (277 ")icij<ns1 (mpmrom cmarpamo ma je 2 = 1 3a cBako
1<i<n+1),a=(ag,...,a,)" woMOHA HemozmaTux, a cmoboaHA KOJOHA
f = (f(x1),..., f(xns1))T. Hpumerumo ma je V = A,i1, 3a BpeaHocTu
X1+, Tntl, DOE je Apy1 MaTpuna m3 npuMepa 24, te je, Ha OCHOBY pe3y-

arata nobujeHux y ToMm npumepy, detV = I1 (i — ;) # 0, momTo je
1< <ign+1
Z; # ¢ 3a 1 # j, Te yOUCHN CUCTEM MMa jeIMHCTBEHO pemmeme. Huje Temko

n+1
npoBepuTH Aa noauHoM p(x) = i (f(:cj) 11 ;J:zx) 3a10BOJbABA HABEAEHE
=1 i)

ycJoBe, a, HO IPETXOAHOM, TO jeé jeIWHCTBEH TAKaB IIOJWHOM WM HA3WUBA
ce Jlarpam;KOB MHTEPHOJALMOHN IOJNHOM ((yHEUUje f, KOju oArosapa
n360py Tadaka ry,...,Tn41). BUAUMO u pasiore 360T KOjUX je, IPU OApe-
buBamy nmosurOMa creneHa ne Beher ox n, 3axTeBaHo n+ 1 ycioBa, mOITO
y3 Mame yCJIOBa MOJWHOM He MOpa OUTH jeOWHCTBEH, a y3 BUIIE HE MOPA
nocrojatu (pennmo, aro je p(x1) = f(x1) u p(x2) = f(xz2), axo je degp = 2,
(@) = 772 flon) + =2 - f(22) + A(@ — 21)(z — 22) ucnymasa nase-
IeHU 3aXTeB 3a cBako A € R, a ako je degp = 0, pememe mocToju ako u
camo ako je f(x1) = f(x2)). Hobujenu pesyarar ymormymyje pesynarare
nobujene y gemu 5.2.2 (HOMEHMMO & je ONIITU 3aaTaK WHTEPIOJALN]Ee
y R ,,memaBunra” oBa mBa pe3ynaTaTa, 3aXTeBa C€ KOHCTPYKIM]a MOJUHOMA,
oarosapajyher cremnena, umje Cy BPEIHOCTHU, KAO0 U BPEIHOCTU M3aOPaAHUX
(kOHAUHO MHOrO) M3BOJA, y OHAOPAHUX KOHAYHO MHOTO TadaKa jemHAKe

oarosapajyhum BpenHocTuMa Heke QpyHKIUjE). A

IIpumep 37. Hexa je k,l € C, 1 # 0 u (an)n>0 Aepunucan ca ag =a, a1 = b
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U apto = kapy1 + la, (Bumeru npumep 11 ruase 2, KOMEHTApe HAKOH H€ra,
kao u npumep 25 oBe riase). Axo je M = ( ]f (l) ), a A, = ( GZH ), 3a
n
n € Ny, ouna je Ap,p1 = MA,, 3a n € Ny, na je A, = M"Ay, 3a n € Ny,
rae je Ag = (a1,a0)” = (b,a)”, Te ce pemasame maBenene jemmaumme (u-
HeapHe PeKypeHTHe Ca KOHCTAHTHAM Koe(pUIujeHTrMa, pena 2), CBOAM Ha
onmpebuBame M". Bawmu yu(z) = 2 — kx — . Awo je k> + 41 # 0, on
uMa [Be pasiuuure Hyde p u ¢, Tj. Baxku xu(r) = (x — p)(x — q) (omma
jek=p+qul=—pq), e je M ~ diag((p), (¢)), omrosapajyhu concrse-

mu sexkropu cy (p,1)T u (¢,1)7, ma je M = (p q).(p O).L.

1 1 0 ¢ P—q
1 —q n_(p q).(p" 0).1,(1 —q)_
( 1 ) Cnemu M™ = 11 0 ¢ = 1y =
n+1 n+1 n
1 Pt —q ( -p") ) : :
— . non i , a kakro je A, = M" Ay, uzjennava-
p=a ( P —q PQ(Q -p" ) 16 A 07

1
BamEeM eJeMeHaTa Ha Ha MecTy (2, 1) Marpuna Ha cTpaHaMa IOCIeqmhe Be3e,

pr=q" pa(¢"'—p" ") _ qa—b pa—b
b- 5= ta p—q = Pty d" san €No

(mTo je pesymrar mpumepa 11 raiase 2). Axo je k% + 41 = 0, ouma xar(z)
uMa IBOCTPYKY HyJy, Ta ako je y muTamy p, Baxm Y (z) = (x —p)?, a
kaxko M Huje jemmara pFEs, cnemu ma je pp(x) = xar(x), Te je M ~ J(p,2),
k=2pul = —p* Ilpocropy Ker(M — pFE3)?\ Ker(M — pE) npunana,
permvo, uz = (p+ 1,1)T u Baswm uy = (M — pEy)uy = (p,1)T. Cnemn
p p+1 p 1 -1 p+1 . p p+1
M:(1 1 )'(0 p)'( 1 —p )’HaJeM":(1 1 )
pn npn 1 -1 p+1 B (n+1)pn _npn+1
( 0 p" ) ' ( 1 —p ) o ( np" ! —(n—=1)p"
A, = M"™Ap, usjennauaBameM eseMeHaTa Ha Ha MecTy (2,1) marpuna Ha
cTpamaMa ToCIeme Be3e, Cleau a, = bnp™ 1 —a(n—1)p" (mTo je pesymrart
nobujeH y KOMeHTapuMa HaKOH npumepa 11 ruase 2).

cirena a, =

), a Kako je

Y OperxomHOM mpUMEPY je IPUKA3aHO KAKO Ce, TEXHWKOM PAa3BUjEHOM Y
OBOj TJIaBU, MOJKE€ PEMUTU JWHeapHa PEeKypeHTHa jeAHadyrnHa pena 2, a
ONMMCAHN TMOCTYNAK Ce, MPABOJWHU]CKU, TPEHOCU U HA CJIyda] pelaBama

k=1
jemHauUHE Gpikp = Y. Cidnii, 32 1 € No, e je k > 2, a cg,...,cp—1 € R,
i=0
co # 0, Tj. TakBe jemuauumnHe pena k. lloHaBibameM HOCTYNKa, HOJA3U Ce
mo morpebe m3ydaBama marpuie My, uuja je mpBa BpcTa (Ck—1,...,C0),

eseMenTu Ha MectuMa (i,4— 1), 3a 2 < i < k— 1, jennarxu 1 (omHocHO, ere-
MEHTU Ha ,,IPBOj AUjarOHAJU UCIOJ IJIaBHE” ), HOK CY NPEOCTaIu jeIHAKA
0 (MaTpuna mpoydaBaHa y IPETXOJHOM HPUMEDPY je, IPU OBOj HOTALU]U,
My, nok je ¢y =k, co =1). Axo je pr(z) = 2% — cx_12*1 — ... — ¢p monm-
HOM KOjU Ce HIPWUPOJHO NPUIAPYKYje HABENEHO] PEKYPEHTHO] Be3W, OHIA
je xm, (z) = (=1)*pi(x) (zamcra, mo mperxomHOM mpWMepY je TO TauHO Y
cayuajy k = 2, a ako je k > 3 u tBpbheme tauno 3a k — 1, orga, HA OCHO-
By JlamnacoBor pasBoja mo mociensmhoj kKonouu, ciaenu det(My — xzEy) =
(Ca)(—1)F (5T = a2 — = e)) + (<) g = (~1)Fpi(e)), ma
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je jacHo ma mocroju cynTuiHa Be3a m3Mmabhy mocmarpanux oOjekara. 3a-
OpaBo, [0 JIUTEPATYPHU Ce Y4ecTo Buba [a ce CTeleH KBaApaTHe Marpuie (a
caMMM TUM ¥ BPEIHOCT IOJMHOMa Te Marpuie) oapebyje TexHuroM pema-
Bama JIMHEAPHUX PEKYyPEHTUX jeTHAYNHA.

Y mperxomuom mpumepy je M™ onpeben y3 momoh pesyarara mobujeHmx
[IPY UCIATUBAKY KJIACA EKBUBAJIEHIjE CINYHOCTA MATPUIIA, HO TO CE MOKe
YPamUTU U Ha ApyTe HauWde. PemmMo, kKako cy, y ciaydajy p # ¢, (p,1)T
u (q,1)7 comcTBeHM BeKTOPM KOjU OATOBApajy p W ¢, PEIOM, W KaKO je
(b,a)" = L= (p, )T + 222 (g, 1)7, corema M™(b,a) = L=L. M (p, 1)T +
’;‘IT_;’ - M" (g, 1)T = qan_pb ™ (p, )T + ’;‘IT_;’ -q"(q, )T, Te omer, uzjemmavana-
BEM WIAHOBA Ha Mecry (2,1) Marpuna Ha cTpaHaMa MOCIeImhe je THAKOCTH,
nmobujaMo pe3yJiTart.

7.5. EyKIuacKm BEKTOPCKHU MIPOCTOPU

o xpaja oBe riase hemo ce mocBeTuTH pany ca BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA
HaJ oJbeM CKajapa R, mOomTo HaM je jemaH oJ InUJbeBa y HAPETHUX HEKO-
JIUKO IJaBa Je(PUHUCAHE U IPOydaBarmhe HENPEKUTHOCTH, AudepeHnjadbu-
JIHOCTU ¥ MHTerpaJsHor pauyHa y R", a ogrosapajyhum pesynraruma mpu
pany ca upocropuma Han C hemo ce BparuTtu kacuuje. Y oBoM meay hemo
Y PeasHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY YBECTU U IPOYUUTU JONATHY CTPYKTYPY,
koja he omoryhuru nepumuucame onrosapajyhmx reomerpujckux objexara
y TAKBOM IPOCTOPY (IO MCKYCTBY CTEYEHOM IIPU PALY ca QYHKIMjaMa jeaHe
peajsHe TpOMEHJLUBE, jACHO je ma je skejba ma mobujeHu amapat, uaMehy
0OCTaJIor, KOPUCTHU Ipu oapebhuBamy MOBPIINHE U 3aIIPEMUHE, & KAO OCHOBA
he mocayxutu mOjMOBU AY:KMHE BEKTOpPa MW Mepe yria usMeDy BexkTopa y
R", koju he ce moknamatu ca n0 cama kopumhenum y R?).

Hepunumuja 7.5.1. Heka je V BekTopcku mpocTop HaI mojbeM ckastapa R.
Ipecaurasame (-,-) : V xV — R, Ttako na 3a cse a, 5 € R u cse u,v,w €V
BayKU:

(1) {au+ pv,w) = alu,w) + B{v,w); (2) (u,v) = (v,u);
(3) (u,u) >0, upu yeMy ce jeIHAKOCT HOCTUKE AKO U CaMo ako je u = 0,

ce HasuBa (peaJyHn) crasapHu mpom3son (Ha V'), a ako je mpoctop V u
KOHAuUHEe OUMeH3uje, oHAa ce V Ha3upBa EyKIMACKM BEKTOPCKMU IPOCTOP.

Kopucrtuhe ce u Ha3uB mpoCcTOp Ca CKaJapHUM NPOU3BOIOM, a aKO je JACHO
0 KOM IOJbY CKajJapa ce panu, Hehemo ra mocebno marnamasatu. Ocobuna
(1) ce HA3UBa JIMHEAPHOCT, a U3 HE UHAYKIUjOM ciemu 1 aa je {(aqui +...+
Qplin, V) = a1{u1, v)+. ..+, (U, v), 3a cBen € N, ug,...,u,,v € V, kao u na
je (0,v) =0, 3a cako v € V (rme je 0 ma meBoj cTpanu jennakocty u3 V, a
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Ha necHoj u3 R; zaucta, saxu (0,v) = (0+0,v) = (0,v)+(0,v), Te je (0,v) =
0). Ocobuna (2) ce HA3WBa CUMETPUYHOCT, T€ y3 IPETXOJHE 3aKJbYUKe,
caemu (u, aqv1+. . .+ apv,) = ag{u,v1)+. . . +an{u,v,) u {u,0) =0, 3a cBe n €
N, u1,...,upn,u,v € V (e hemo, Ha nasme, KOX CUMETPUYHUX Be3a KOJ KOJUX
ce jemHa TpPUBHUjAJIHO mobuja M3 ApyTe, HATJIAMABATH CAMO jEIHY OJ HUX).
Ocobuna (3), u3 passora koje hemo nmpurasaTy y HaCTaBKy, Ce HA3UBA
nosutusHa geduuautnoct. M3pas |u|| = 4/ (u,u), 3a u € V, ce HazuBa HOpMA
VHIYKOBAHA HABEICHUM CKAJAPHUM IPOU3BOIOM (U3 pasiora koju Nie 6utu
OpUKa3aHu y meny (B) HaApemHe jeMe; 3a Call IPUMETUMO Aa jeé HABEeIEeHU
u3pa3 nobpo meduHMCAH, HOMTO je MOTKOPEHA BEINYMHA HEHETATUBHA ).

Hedwmuumuja 7.5.2. Hera je V eyrIuAoCcKyM BEKTOPCKU HPOCTOP. OHOA je
BeKTOD u € V oproronasan (Hopmasan) Ha v € V, y o3namu v L v, ako u
camo ako Baskn (u,v) = 0, a oproronasnan (Hopmasan) Ha S C V, y o3Hamm
u 1 S, ako u camo ako je u L v 3a cee v € §. CKyn BeKTOpa OPTOrOHAJIHUX
Ha CBe BeKTope m3 S HaszmBaMo ,,S opToroHas”, y osHamu S*.

Hamomenumo ma ce moapasymesa na je )+ = V. Hemocpenso us mepunu-
nuje ciaenn aa je OPTOTOHAJNHOCT y EyKIMACKMM IpoCcTOpUMa CUMETPUUHA,
Tj. Bk © | v aKo U caMo ako je v L w, ma ce 4ecTo roBOpuU U Ha Cy U U
v Mebycobro (y3ajammo) HOpMamHu, kKao u ma je {u}t = {v| (v,u) = 0} Be-
KTOPCKM moTHpocTop mpoctopa V (3amcra, Baswu 0 € {u}t, e je {ult # 0,
a ako cy v,v2 € {ult u ar,a0 € R, onma je {(ajvy + agve,u) = ag{vy,u) +
ag(va,u) =0, Tj. aqu; + agug € {u}t), ma je m S+ = urgs{u}l IOTIPOCTOP

V. Jacmo, ako je S; C So, onma je S; mormpocrop Si-. IIpmmerumo ma je
{u}* =V, 3a mexo u € V, aro u camo axo je u = 0 (Bazku {0}* =V, a
kako u &€ {u}t 3a u # 0, y Tom cayuajy me moswe 6utu {u}t = V).

Jlema 7.5.1. Hera je V Eyrkaunckm Bexropcku mpocrtop. Onpma 3a cBe
Uy VUL, ... Uy €V 1 a € R BaKU:

(a) flu+vl* = flull* + 2w, v) + [[0]|*;

(6) [{u,v)| < |lu|l-|jv|, npm uemy ce jemHAKOCT MOCTMKE aKO U CAMO AKO CY
U ¥ U IMHEAPHO 3ABUCHU;

(8) || - || je mopma ma V;

(r) ako je u; L uj 3ai# j, ouna je ||ug + ... +un|? = url]® + ...+ |Junl?

Jokas. (a) 3a cse u,v € V Basu |[u+v|? = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
[ull® + 2(u, v) + [|v]|*.

(6) Bacse u,v € Vua e Rsaxu0 < [|utav]? = |lu|>+2a(u, v)+a?|v||?, na
ako je v = 0, HejemHAKOCT (3aIPaBO U jEAHAKOCT) je TPUBUjAJHO UCILYHEHA

3a cBako u € V, a aro je v # 0, 3ameHoM o = —?ﬁjﬁg ce mobuja 0 <

2 2 2
|lul|? — 2'?&’((2' + Mﬁi’}ﬁi‘ - ||lv]|?, ommocHO ‘WZ‘ < ||u||?, omakme mupertHO

caemu ocratak TBphema (u+ av =0 maje ma cy u u v JIMHEAPHO 3aBUCHU).
(B) Basnm |aul||? = (au,au) = o?(u,u) = |a|? - ||Ju||?, 3a npousBomro a € R
nu € V. Takobe je ||u|| = 0 ako u camo axo je (u,u) = 0, mrTo je Ta4yHo
ako u camo ako je u = 0. 3a u,v € V, Ha ocHoBy nmenosa (a) u (6), Baxn
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lu+ol? = Jlull® + 2(u, v) + ol> < llul® + 2/, v)| + [0l < [lull® +2 - ull -
ol + lol12 = (lull + [[ol)?, ma Je -+ o] < lull + flo].

(r) Axo je u1 L ug, Ha ocuoBy mema (a) je |lu1 + ua|l = |Ju]|® + 2(u1,u2) +
luall?* = [Jui])® + |Juzl®>. Awo je n > 3 wu; L wu;, 3a 2 < i < n, caemn
up L ug + .. 4 Up, ma je |Jur +us 4o+ upnll? = Jur? + fJuz + .+ un|?
(IpuMemEeHO je HOKA3aHO 3a nm = 2 Ha BEKTOPEe U1 U U2 + ...+ Uy), TE
TBpheme OBOr mena ciemu Ha OCHOBY WHIYKIH)E. g

Ileo (6) nperxonue neMe ce HasuBa u Hejeqaakoct Komu—ITIBapr—Byma-
KOBCKOT (3a BekTOpe y EyKIMICKOM BEKTOPCKOM NMPOCTOPY; BUAETH U 10
() smeme 2.3.2, kao u npumep 8 riase 2). [pumermmo na (z,y) = zly =
T1Y1 + oo+ TuYn, THE CY T = (21,...,2,)T ER" mwy = (y1,...,yn)T € R",
an € N, nepunamme cranmapuu npouwsson Ha R™, Koju ce HA3UBA KAHOHCKU
(cTammapmau) crasapHV Tpou3Boa y R”, a mokazaHa HEJEeIHAKOCT y OBOM
cayuajy je ekBuBasenTHa ca (T1y1+...+Tnyn)? < (@3 +. . 422)(yi+. . . +y2).
Kaxko je Beh momenyTo, nokasano y meay (B) npasna Hasus (u o3Hakry) ||-||
(3amcra je y muramy HOpMa). Ilo mpeTxomHOM HOKa3y, ako ce y (B) mocTu-
ke jemmakoct, ouma je |(u,v)| = |lu| - ||v|| (wro, mo (6), 3mauum ma cy v u v
JAUHEApHO 3aBUCHU) U {u,v) = |(u,v)|, OMHOCHO, je IHAKOCT Ce HOCTUKE WK
y cilydajy Oa je HEKU O U,V HyJa BEKTOP WUJIU aKo je u = av, 3a HeKOo o > ()
(cnoBomamje pedyeHo, ako Cy y mutamy ,ucrocmepun’ Bekropu). leo ()
ce (n3 jacHux pasmiora) decto Ha3uba u [luraropuna Teopema. AKO je u
HEHYJIa BEKTOP, OHIA j€ T, HA OCHOBY IPETXOHUX PE3yJITATa, jeAMHIIHA

BeKTOD (Tj. BEKTOD uuja je HOpMa 1) KonuHeapaH ca u (IOCIenHe Ce YeCTo
Ha3WUBa ¥ HOPMUDae BEKTOPA U] 3alPaBO, [I0 UCKYCTBY CTEUEHOM IIPU DALy
y R?, mpupomno ||u|| sazuamo nysxuna (uuTesuTeT) BeKTOpa u). Ha ocHOBY
(u,v)
llwlflivll
¢ € [0, 7], Tako ma je (u,v) = |jul| - ||v] - cosp, KOje ce HazuBa u yrao usmeby
BekTOpa u U v (ako je Heku ox Bekropa 0, He NedUHUIIEMO yrao); OBIE
je m3abpan unrepsaa [0, 7|, HOmMTO Wera KOCUHYyCHA (YHKIN]a OUjEKTUBHO
ciuka Ha [—1,1], HO WO mOTpPebU ce MOry HOMYCTUTH U APYTE BPEIHOCTHA
3a ¢. Aro je u L v, orma je u =0 nmr v =0 mwmm ¢ = 7, Te ce QO6UjeHO
yEJIala ca rope yseneHoMm HotamujoM. Ilpumernmo na ce, y3 mociaelmy HO-
Tanujy, pesyarar meta (a) samacyje y obmury ||u+v||? = |lul|?+2-||ul - ||v| -
cos ¢ + ||v||?, Te mpencTaBma mosHary KocumycHy Tteopemy (v £ ({u,v})).

nmesna (6) je —1 < < 1,32 u # 0, v # 0, n1a TOCTOjU jeTUHCTBEHO

Ilpumep 38. Ha ocHoBy nena (a) mperxonme neme je (u,v) = - (|lu+
v]|2 — |lul|? = |[v[?), 3a cBe u,v € V, Te ce, HA OCHOBY HOpMe MHIYKOBaHe
CKAJIADHUM IPOU3BOJOM, MOMKE M3DA3UTH CKAJADHU npousson. U3 nobwu-
jemor 3a Bektope u um —v, ciremt —(u,v) = 3 - ([[u —v[|* = [[u]? = |[v]?),
Te u3 mobujenux sesa caemu ||u + vl|? + |lu — v]|? = 2(||ul]® + ||[v]]?), 3a
cBe u,v € V, ma HOpMa KOja MHIYKyj€ CKaJaApHU TPOU3BOJ 3a0BOJhABA
HABENEHU UIeHTUTET (KOjU je MO3HAT KAao je[HAKOCT mapajesorpaMa, 300r
jaCHOT TEOMETpUjCKOr TyMauema). V3 mobujeHor BuauMo u (OYEKUBAHO)
a4 He MOpa CBAKa HOPMa OMTH MHIYKOBAHA CKAJADHNM IPOM3BONOM. Pe-
numo, ako je V=W =R, ca nopmama |- |, a nopma ma R? uspasu ||(u,v)||;
u ||(u,v)||c0, BepuEECAEN y mpuMepy 8 raase 2, 3a u = (1,0) m v = (0,1)
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je flu+oli = Jlu=vli =2, [lullh = [lo[i =1, [lu+ vl = [lu = v]c =

lulloo = [|¥|loo = 1, na caenu ma youene HOpMe He 3a40BOJLABAjJY HABELEHY

jemHakrocT (Te HUCY MHAYKOBAHE HEKUM CKAJaApDHUM IPOU3BOLOM). A
a b

IIpumep 39. Ako je A = ( . ) € Ms(R), rzme cy a,b, ¢, d € R, ucmrajmo

d
na am je (u,v) = ul Av, 3a u = (ug,u2)? € R2 mw v = (v1,v2)T € R? cramapum
npoussos (ma R?). JImmeapHOCT Cilem HEMOCPEHO W3 AeUHUIjE oTepa-
nuja ma mMarpumama. Kaxo je ((1,0)7,(0,1)T) = b u ((0,1)T,(1,0)T) = ¢,
ako je b # ¢ Huje 3a00BOLEHA CUMETPUYHOCT, T€ HUjE Y OUTAKY CKAJapHU
npousBon. Ha mame hemo mocmarpaTtu cayuaj b = ¢, a y TOM ciaydajy je
uT Av = auyvy + b(uivs + ugv1) + dvive, Te je 3am0BOJLEHA CHMETPUUIHOCT.
Kako je (1,0)TA(1,0) = a, ako je y muTamy CKaJapHU TPOU3BOI, MOPA
outu a > 0, a y tom cayuajy je ul Au = au? + 2bujuz + du3 = au; +
g “ug)? + # -u2, ma mMopa 6utu ad — b? > 0 (uHaue y caydajy, pemnumo,
u=(—b,a)T # 0 Bamu uT Au < 0), a axo je ad—b? > 0, u3 mocremmer caemu
uT Au > 0, mpu uemy ce jemHaKOCT TOCTWXAE ako u camo axo je u = (0,0)7.
Jlakne, HABENEHN M3Pa3 MPEINCTABIbA CKAJAPHU IIPOU3BOI AKO M CAMO aKO
je A= AT a > 0 u detA > 0. Ilpumerumo na ce 3a A = F, nobuja
KaHOHCKHU CKaJIapHI Mpou3Box Ha R2. A

IIpumep 40. Heka cy a,b,c pasnuuntn peamuu 6pojesu, f : [—1,1] - R
Henperuaua, takBa xa je f(x) > 0, 3a x € [—1,1], a P2(R) Berkropcku
IPOCTOP peaJIHUX MOJMHOMA, cremeHa He Beher onm 2. Mcmmrajmo ma sim
mspasu (p,q)1 = pla)q(a) + p(b)a(b), (p,q)2 = pla)q(a) + p(b)q(b) + p(c)q(c),
(P, )3 = pla)q(a) + p'(a)d'(a), (p,q)s = pla)g(a) +p'(a)qd'(a) + p"(a)q"(a) 1
p,q)s = f_llp(x)q(ac)f(x)dx npencTaBmbajy ckagapuu npousson Ha Pa(R).
CBakn oz HaBeneHUX m3pa3a je HoOpo mepuHMCAH, &, HA OCHOBY OCOOUHA
M3BOJIA U MHTErPaJia, HEMOCPEIHO CJeIe JIMHEAPHOCT U CUMETPUYIHOCT, Kao
u na je ucnymeno (p,p); = 0, 3a cBako p € P2(R) u cako 1 < i < 5. Axko je
p(x) = (x —a)(z —b) £ 0, ouna je (p,p)1 = 0, Te 0Baj M3pa3 HE MPEACTABILA
crkasnapau npousson. Axo je (p,p)2 = 0, onna je (p(a))?+(p(b))%+(p(c))? = 0,
re je p(a) = p(b) = p(c) = 0, HO Kako je p € P2(R), caemu na je p =0, Te oBaj
u3pas npexacTasiba ckagaprau npousson (sa P(R)). Arxo je p(z) = (v—a)? #
0, onma je (p,p)s = 0, Te oBaj U3pa3 He IPEACTABHA CKAJAPHU IPOU3BOL.
Axo je (p,p)a = 0, ouna je (p(a))® + (p'(a))* + (p"(a))* = 0, Te je p(a) =
p'(a) = p”(a) = 0, HO Kako je p € P2(R), cnemn na je p = 0, Te oBaj uspas
npezcTaBba ckagapuu npousson (aa P(R)). Komauno, kako je f(x)(p(x))?
HeHeraTuBHA U Henperuana Ha [—1,1], u kako 3a p # 0, y HEKO] Tayku u3
[~1,1] ¢pyrrmmja f(x)(p(z))? y3uma MO3UTUBHY BPEIHOCT, Ha OCHOBY JieMe
6.2.6, cnenu 1 ma je meTV HaBeNEeHU M3pa3 CKaJapHU IIPOU3BOI. A

Pesyarare mpeTXxomHOT HpuMepa HUje TEHNIKO IPUJIATCOIUTHA M Ha CJIydaj
npocTopa moiumHOMa Beher crenema, a maciayhyjemo m ma cy (mororoso
y cay4ajy (-, -)5) 3aXTeBAHU U IPEjAKU YCJIOBU, HO Tpeba OUTU IPUIUIHO
OTIpe3aH MPUINKOM HBUXOBOT CIabibema.

Ilpumep 41. 3a n,k € N, meka cy my,...,mg > 0 u Ay,..., A € R™.
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k
O,Hpe,Z[I/IMOXinﬂg > omi|| X A% Arojem=mi+...+my, Y eR"uC eR"
€R™ =1

. — k — . — —_— — —
takBa qa je mYC = > m;Y A;, orma je mXC = m(XY+YC) = > m;(XY +
i=1 i=1
N N '
YA;) = > m;XA,;, 3a npoussomny X € R", na nepununmja tauke C' He
i=1
3aBucu on n3abpane tauke X. Tauka C' ce mHasusa umenrtap mace (6apu-
i k
nenrap) cucrema ((A;,m;));, u, mo mperxonuom, Baxku ». m;CA; = 0.
i=1

k —_—
Crem z mi| X Ai]|? = z mil| XC+ CA |2 = 32 mi (| XC|> +2(XC, CA;) +

’L 1

k N k
ICA;]1?) = 3 mi(IXCIP + lCA]1%) + 2(XC, _; m;CA; ) = > mi(|IXC +
k

|CA;|I?) = > mil|CA;||?, a jemmakocT y mocmenmoj HejeaHAKOCTU ce mO-
i=1

cTwske ako u camo ako je X = C, na youeHU MHGUMYM NOCTOjU (3aIpaBo

je m MUHUMYyM). A

Cryn S C V, rme je V Eyrauncku BEKTOPCKA MPOCTOD, HA3UBAMO OPTO-
TOHAJIAH aKo 3a CBe u,v € S, 3a Koje je u # v, BaKu u | v, aHAJIOrHO
ce me(UHUIIE OPTOTOHAJAH CUCTEM, a S HA3MBAMO OPTOHOPMUPAH aKoO je
OPTOTOHAJIAH W CBU BEKTOPU Yy HEMY CY jeIUHUYHU. AHAJOTHO, 0a3y e
HA3MBAMO OPTOTOHAJHA (OPTOHOPMUpAHA) aKO MpencTaBba 6asy, a OAro-
Bapajyhu cucrem je oproronanas (oproHOpMUPaH) (HAPABHO, Y CUCTEMY
KOju mpencraBiba 0a3y He MO:ke OuTu Hysa BeKTop). Ilpmmerumo na, ako
je S oproronanan u 0 ¢ S, ounma ce S cacrToju ox JMHEAPHO HE3ABUCHUX
BEKTOpa. 3amucra, ako je, 3a Heko N € N, uy,...,up, € S 1 a1,...,a, € R
TaKBU Oa je iUl + ...+ Quu, = 0, CKaJapHUM MHOMXEHEM Ca U; CJIEIU
ajllujl|> = 0, 1j. a; = 0, 3a cBako 1 < j < n. W3 nperxomsor cieau
a OpTOHOpHUPaH cucteM (€;)" ; (Kao 1 OPTOTOHAJIAH, YKOJIUKO HE CaIP/KU
HyJla BEKTOD) npexncrasia 6a3y npocropa £ ({e1,...,e,}), K20 u na OBAKBU
cucremu (y V) He Mory caap:karu sume ox dim V' Bekropa.

JIema 7.5.2. Hera je V Eyknuncku BeKTOPCKU IPOCTOp, a (€;)f; OpTOHO-
pMUpaH CKyI y V Omnpna 3a CBaHO u € V Baru:

(a) flul? = [lu— Z_? (u, ex)ex|” +k21|<u ser)|;
(6)
(5)

NgE

[{u, ex)|* < [lul?;

=
Il

1

n n
Z (u,eprer|| < |lu— Y agerl|, 38 mpoussomue ay,...,q, € R.
k=1 k=1

n

Noxas. Kaxro je <u - Z(u,ei>ei,ek> = (u,ex) — (u,ex)(ex,ex) = 0, 3a 1 <
=1

k < n, mo HI/ITaFOpI/IHOJ teopemu (neo (r) neme 7.5.1) cremn ||ul|? = ||u —

n
S {u, ex)erl]® + Z |(u, ex)|?, mro je TBpbheme mema (a), a xaro je |u —
=1 k=1

=
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n
> (u,ex)exl|?* = 0, cnemu u TBpheme nena (6). W3 youene opTOTOHAIHO-
k=1

cTH, CIemu U ||u— > akekH = || (u— > (u,ek)ek) — > (g — (u,ek))ekH =
k=1 k=1

n 2 & 2 n 2
Ju= (u,erer| + X2 low—(u, ex)|” = |Ju— 3 (u, ex)ex|”, ommocno Tepheme
k=1

nesa (B), IpU YeMy Ce jeIHAKOCT HOCTUFKE AKO U CaMO akKo je oy = (u,eg)
3a cBako 1 <7< n.

Ileo (B) mperxomHe jeMe TOBOPH 1a 3a u € V IOCTOjU je IMHCTBEH BEKTOD
wwus U = ZL({ei1,...,en}), Taro na je |[u — w|| = min{|ju —v||v € U},
OIOHOCHO, cyiobomauje ropopehu, w je HajOOMaA aIpPOKCHUMAIja BEKTOPa U
BekTopuMa m3 U, kao u ma v —w € UL (mapasmo, ako je u € U, omma
je u = w). Crora ce BEKTOPD w HA3MBA OPTOTOHAJHA (HOPMAJHA) IIPO-
jexmuja Bexkropa u Ha morupocrtop U, y o3Hamu proj;u. Bumumo na ce
Taj BEKTOD M3paskaBa JIMHEApPHUM KOMOWHaNMjaMa y KOjuMa je Koe(puuu-
jeHnt y3 er, 3a 1 < k < n, jemnax (u,eg), koju ce HazuBa u Pypujeon
koedunujeHT (BEKTOpa U y OAHOCY Ha BEKTOD €k). IIperxomHo ce mpaBosu-
Hujcku mpunarobasa ciydajy y kKoM je cucreM (er)}_; OpTOrOHAJAH U He

(u,ex

llexll®
1 < k < n). Hejennarocr mena (6) ce masusa Decenosa HejemHakocT (3a-

IpaBo, TO UMe ce OOUYHO Be3yje 3a aHAJOTHY HEjeIHAKOCT, Koja ce mobuja
opy pany ca OECKOHAYHMM CHCTEMUMA, IOMITO OHAA NODUjeHM pe3yJiTar
[OJNa3u 10 IyHOT m3paskaja). IlomTo y 0BOM MOMEHTY PauMO Ca HPOCTO-
prMa KOHAYHE NUMEH3Mje, OCHOBHU 3aKJbYUYaK TOT Oeja je Ha je ,,Iy>KWHA
npojeknuje ve Beha on my:xuue Bexkropa”. [Ipumerumo u ga cMO ,,IpuUIpe-
MWK TepeH’ 3a pas3BOj MeOMETPUjCKUX Pe3yJTaTa y OmmTeM EyKiumacKoMm
BEKTOPCKOM TpocTopy (amasoramx ommm y R?), momTo cy medunmcane Be-
JUYMHE KOje OAroBapajy AY:KWHU BEKTOpa, yriy m3MmeDy BeKTOpa, Kao U
pacrojamy Tadyke O HOTHPOCTOpa (AKO je BEKTOD ILOJIoMKaja Tadke U U
nornpocrop U, To pacrojame je |[u — projy u||). 3ampaso, 3a mocuenme
je jom moTpebHO YTBPAATU Ma JIM CBAKU MOTIPOCTOP MMa OPTOHOPMU-
pany 6a3y (y nperxomuoMm tBpbhemy je pabeno monm mpermocraBroMm ma je
U=2%({ei1,...,en})), Wwro ucuuryjemo y HapeauHoMm TBphemy.

canp:ku Hyna Bekrop (omna he ®PypujeoBu KoepuuujeHTH GUTH 3a

Teopema 7.5.1 (I'pam—IIImur). Heka je V' Eyrauacku BEKTOPCKU mpO-
crop u f = (f;)!"_, upousBosmHa Herosa 6asa. OHIA HOCTOjU jeAUHCTBEHA
oproHopHUpana 6aza (e;);, rako ma je Z({e1,...,¢ej}) = ZL{f1,---,fi})
u {ej, f;) >0, 3a cearo 1 < j < n.

Joxkas. Axro je n =1, raro je L({e1}) = Z({f1}), mopa Gutu e; = af1, 3a
i

uero a # 0. Kako je [le1]| = 1, coenu o € {f”ﬁ” ’Hf+||} (momro je (f1) 6a3a,
Basku || f1|| #0), a xako je {(e1, f1) = «a||f1]|, cnremn a = m, Tj. e1 = H;—ill )
IIpernocraBumo nma je 3a i < n ompeben oproHopMupan ckym {er,...,e;},

KOju 3a0BOJbaBAa CBOjCTBA HaBemaHa y ¢opmynanujum 3a 1 < j < 4, a xe-
JIIMO Ia OAPEANMO €41, TAKO & Cy HUCIYHeHa Ta CBOjCTBA U 3a j =1 + 1.
Axo je U; = Z({e1,...,ei}), HA OCHOBY Jeme 7.5.2 U 3aKbydaKa 100UjEHIX
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HAKOH Be, creu Aa je fit1 = projy, fiy1 +v, rae je v = fit1 — projy, fit1,
npu yemy je projy, fiy1 €Us m v € U, a y3 1o je v # 0, momro fiy1 & U;.
Iakne, 3a cBako o # 0 je Z({e1,...,e;,av}) = L{f1,.-., fi+1}), cryn
{e1,...,ei,av} je cacraBmen ox HeHyIa MehyCOBHO OPTOTOHAIHUX BEKTOPA
(mpu wyemy cy ep,...,e; U jeomHUYHM), a Kako je v L projy, fiy1, ciaemm
(av, fiy1) = (v, projy, fir1) + alv,v) = af|v||?, e ce m3bopom a > 0 mocru-
ke ma je (aw, fi+1) > 0, na ako uzabepemo o = ||Tl|\ > 0, mobujamo u na

je eix1 = ﬁ jemuamuyan. Ilpmverumo na je, mo pesyiratuma jgeMe 7.5.2,

npencrasibame fi1 y obnuky 30upa BekTropa u3 U; m BekTOpa Uil jemm-
HCTBEHO, KAO M CBU KOPALU CIPOBENEHU y IPUKA3AHOM JTOKA3y, T€ je €41
jEIVHCTBEH BEKTOP KOjU 3a40BOJbABA HABEIEHA CBOjCTBA.

Konauno, rBpheme ciaenu Ha OCHOBY MATEMATUYKE WHIYKIA]E. ]

Crernujanno, us nperxonuor tepbhema cienu na cBaku EyKiIomncKu BEKTO-
pcku mpoctop V mma oproHopMmumpany 6a3y, kao u ga je Ta 6a3a ympa-
BO kapauHannocty dimV (1j. mcra axo u kax V mocMaTpamMo KAO BEKTO-
PCKM IPOCTOpP). 3ampaBo, HA OCHOBY DaHUjUX pe3ynarara HOOUjeHUX 3a
BEKTOPCKE IPOCTOPE, M3 MOCIeNHbUX 3aKbydara ciaenn u ga cy Eyriam-
ICKA BEKTOPCKM IPOCTOPU WCTE OUMEH3Wje M30MOP(OHU, HPU YeMy, AKO
je dimV = n, omma je V wmsomoppanm ca R"™ (oBme ce, mapaBHO, TOX
n3zoMmopduzmom Vi u Vo mompasymeBa mzoMmop¢umsam Eyranicke CTPyKTY-
pe, omHocHO, ma je F : Vi — V5, m3omopduzaMm BEKTOPCKUAX MPOCTOPA 34
koju Baxku (v,w)y, = (Fv, Fw)y,, 3a cBe v,w € Vq). Ananusom nokasa
IpeTXoaHe TeopeMe BUIMMO M2 je WM KOHCTPYWCAH aJropuTaM nobujama
opToHOpMEpaHe 0a3e M3 MpousBoJbHE Gase (Koja je, y3 HaBeIeHA NOAATHA

CBOjCTBA, U jeAMHCTBEHA), KOju ce obuuno HazuBa I'pam—IIImuTos mocty-
fre—(fr,e)er—..—(fr,ep—1)er—1

[fx—{frrer)er—...—(fr.ex—1)ex—1ll ’
2 < k < n. Us nperxonuor tephema Hemocpenuo ciaemu u ma, ako je U

nornpoctop Eykmumckor BexTopckor mpocropa V., ouma je U ULt =V
(ako je U =V, tBpbheme je Tpusmjamno; unade, ako je (e;)k_; opromopmm-
pana 6a3a U, oHa ce MOke HONYHUTU BeKTOpUMA f1,..., fr— OO Oaze V
(Bumetru KOMeHTape HakoH Teopeme 7.1.2), ma ce cuposobemem I'pam—
. n . n—=k
[ImuroBor mocrynka mobuja cucrem (e;)i_;, mpu demy je (e;);;", Gasa

IIaK. HOHHpeTHO, BaXHn €1 = ”i—iﬂ u e = 3a

UL, te je U+ U+ =V; raxro je (u,u) = 0 camo ako je u = 0, jacHo je ma je
UNU* = {0}, 1j. mperxoana cyma je u mupextHa). M3 mocmemmer, usmebhy
OCTAaJIOT, CJIEAN 14 Ce CBAKM OPTOHOPMMPAH CUCTEM Y V MO:Ke DOMyHUTH IO
oproHopMupaHe 6a3e mpocropa V, kao u ma je dimU+t = dim V —dim U, ua
OCHOBY Teopeme o0 panTy u meperry (teopema 7.1.3), re je (S+)+ = .2(9)
(HamOMEHUMO Ha paguMo ca HpocTopuMa KoHaune mumensuje). Tarxobe, na
OCHOBY mOCJemmer MoskeMo onucatu u V', Baucra, ako je f € V', ykoauko
je f =0, onma je f(u) = (u,0), 3a ceako u € V. Nnaue, aro je U = Ker f,
ouma je U mormpoctop V, npu uemy je U # V, 1j. Baxu V = U @ U+,
a xako je UL # (), mocroju e € Ut, tako ma je |le] = 1 (pemmmo, e
MOke GUTM GWIO KOju uiaaH opToHOpMupame 6aze UL). 3a mpoussosmam
w eV, axo je g = f(u)e — fle)u, amm [(g) = F(u)f(e) — F(e)f(u) = O,

Tj. gu € U, Te je {gu,e) = 0, omarue je f(u)(e,e) — f(e){u,e) = 0, ogrocuo
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f(u) = f(e){u,e) = (u, f(e)e). Iaxrne, aro je v = f(e)e, 3a cBako u € V
Basku f(u) = (u,v), ve cy cBu npunamaunu V' osor obuuka. Ilocaenme,
m3meDy ocraJsor, roBopu ma ce m Ha IyaJJHOM IPOCTOPY EyRIMIcKor Be-
KTOPCKOT NMPOCTOPa, IPUPOIHO MHAYKYje CKajdapau npousson (tj. u V' je
Eykauacku BEKTOPCKU npocTop, ndoMopdan ca V (u y cmuciay Eykauncke
crpykrype)). Hapasuo, npumenoMm Ipyrux paHuje DOOUjEHUX DPe3yJITaTa
ce mobujajy u majpe MmocyeauIe, OBIe CMO U3ABOjUIN HAjBAKHI]E, IPE CBEra,
oHe Koje NieMo KopucTuTH y HACTaBKy (& HEKe W 3apaj WIyCTpanuje).

IIpumep 42. Jenny 6a3y Eyramackor BEKTOPCKOI IPOCTOPa IIOJIWHOMA
crenena e Beher ox 2 (ckyna Py U3 nperxoquor npumepa), rae je (p,q) =

J21 p(@)g(x)dz, 3a p,q € Py (7j. (-,-)5 3a dpymxmwajy f =1 n3 Tor mpuvepa),

anme go(z) = 1,01(2) = z,g2(z) = 2. Bawmu ||gol|> = [1,1-1-1-dz = 2

(mapaBHO, OApPA3yMeBAMO HOPMY MHIYKOBaHY ca (-,-)), Te je eo(x) = % ,
trakobe je (go,91) = f_lll cx-l-de =0mu[jg1 —0-el®> = ||z —0]? =
fil 22dx = %, Te je ey(x) = \/g-x, a Kako je (gz,eq) = LQ -filedm = %,
(g2,€1) =1/ % . fil 23dr=0mu ||[go—0-e; — @ eoll? = fil(zQ — %)Qd:c = % ,
Baku ez(z) = (/3 - 3”22_1 . Haxme, (e;(z))2_, uume opTOHOpMUpaHY Gazy

P>. JacHo je ma ce OmMCAaHU TMOCTYMAK MOKE CIPOBECTU U 33 TOJUHOME
Beher crenena, kao u 3a npyre ¢yuruuje f, a y sKe/br 3a jeTHOCTABHU]UM
pauynoMm he yecto Gutu on mHTEpPECA mobujame opToroHasue 6a3e, Tj. 6e3
3axTeBa na je cacraBibeHa of jenuauunux Bekropa (I'pam—IIImuros mocty-
nak ce mpaBoJsuHUjcku npuinarobasa). Kourperno, momunomu 1,2z, 3“22_1
YWHE OPTOTOHAJAH CUCTEM y P, MO nauTepaTypu ce obuuno nHaszupajy Jle-
sxapaposn nonmHoMu (pena 0,1,2, penom). OBa m canyHe KOHCTPYKIUjE
(ma mpyrum mpocTopuma (yHEIZja) he ce IPUPOAHO MOjaBUTU IPUIUKOM
pemaBama AU(EePEHINjaTHIX jeJHAUNHA. A
[Iperxonua pasmarpama q0BOLE OO HOTPebE M3yUaBama CIENjaHe KIACe
maTpuna. Haume, y TpeTxomHOM ANy CMO BUAECTU Oa je MATPUIA Ipe-
nmacka ca Gasze Ha 0a3y HEKOT NpOCTOpa (KOHAUHE AWMEH3Wje) MPOU3BO-
JbHA MHBEPTUOMIHA MaTpUIld, HO IPU PALy Ca OPTOHODHUPaAHUM Oazama,
M3BUPY OOMATHA OTDAHUYECHA.

Hepuannuja 7.5.3. Marpuna P € M,(R), rue je n € N ce nasusa opro-
rosasiHa axo u camo ako je PPT = E,, nok ce A, B € M,(R) nasusajy
OPTOTOHAJIHO CJIMUYHE aKO IOCTOju opToronanna P, tako na je B = PTAP.

W3 mperxomuor je jacmo na je P muBeprubmima, mpu demy je P! = PT,
IOK HA OCHOBY OCOOMHA TPAHCIOHOBAHa U WHBEPTOBaWmAa (BUAETU JIEMY
7.2.1), axo je P € M,(R) oproromanma, cremu (PT)~1 = (P~1)T = (PT)T|
te je u PT oproromanma, a ako cy P,Q € M,(R) oproronanse, ouza je
(PQ) L= Q1P 1 =QTPT = (PQ)T, re je u PQ oproronamna. Takobe,
3a oproronamny P € M,(R), Ha OCHOBYy 0OCOOWMHA NETEPMUHAHTE BAKU
1 = det B, = det(PPT) = det P - det PT = (det P)?, te je det P € {—1,1}.
Ha ocuoBy pesyarara mesa 7.3 (Bumeru onespak nocselien kapakrepucTu-
YHOM MOJIMHOMY ), ako oproronanny P € M,(R) mocMaTpamMo Kao MaTpuily
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us M, (C), ykomuko je A mymna xa(r), mocroju memyna u = (uy,...,u,)" €
M, 1(C), raro ma je Pu = Au (HapaBHO, u He MOpa UMAaTU PEAJHE KOODIU-
Hare, ma ycioB u # 0 3ampaso 3maum na je |ui|? + ...+ |u,|? # 0, 10k ce He
MOZKe TapaHToBaTh na je ui+...+u2 = 0). U3 nperxomsor je ul PT = T,

na je ! PT = X-u! (upu uemy je ul = (Uy,...,Uy,)), T€ U3 IPETXOIHE IBE
Bese mobumjamo |uil? + ... + |u,|? = al PTPul = N?(Ju1|? + ... + |un|?),
na je |A| = 1 (upumerumo na je y nobujeHoj Be3au OUTHO U3BPIIUTUA U

KOHjyroBame, 360r mpeTXomHOr KoMeHTapa, a kako je PT € M, (R), omo
He yTrde Ha Ty mMaTpuiy). Kako cy comncrsene Bpemnoctu P meby peme-
wuMa |[A| = 1, uz "Kopnanose popme ce omer moke nohu no 3akrmydra 3a
oproronanny P € M,(R) saxu det P € {—1,1} (unmaue, 3akmyuar ma cy
COTICTBEHE BPETHOCTY OPTOTOHAJHE MATPUIE MO MOLydy 1 ce MOKe IOo-
6uTr M Kao mocJaenuna OOJMKA KapPAKTEePUCTUYHOr IMOJWHOMA WHBEP3HE
marpune (Bumetu npumep 29)). W3 mperxommor ciemm na, ako OPTOTO-
mamaa P € M,(R) uma councrseny Bpemnoct y R, Ta comcrseHa BpemHOCT
Mopa Outu mam —1 umiam 1. Takxobe, jacHo je ma ce oproroHangHe Ma-
TpUlle IPUPOLHO IOjaBJbY]y IPUIMKOM UCIUTUBama u3omerpuja y R™ (ako
je (-,+,) xaHOHCEKM crasapHu npousson y R", a e = (e;)!; oproHOpPMU-
pana 6a3a, P € M,(R) je oproronamsa ako camo je u eP oproHOpMU-
pana 6a3a (Tj. komome P uumHe opToHOpMupaHy 0a3y R"), a Bawku u
|Px||? = (Pxz, Pz) = (Px)T (Px) = 2T (PTP)x = 272 = (z,2) = ||z]|?).

Buaumo na penanuja OpTOTOHAJHE CIMYHOCTY ONUCY )€ MATPUIE UCTOT OIe-
paTtopa mpu IpOMeH:m 0ase, aKo C€ OrPAHMYMMO Ha OPTOHOPMUpaHe Oa3ze

(HapaBHO, OPTOTOHAJHO CIWYHE MATPUIE Cy U CJIUYHE, TOK OOPHYTO HE
1

MOpa OUTU TAUHO; penuMo, ako je A = ( 701 (1) ) u R = ( (5) (2) ), CBaKa

MaATPUIA KOja je OPTOroHAJHO canuHa Matpunn A je oproronanna (A je
OpTOrOHAJHA, TIa ako je TakBa u P, onma je u P1AP), a raxo je B =

0 4 . . .
R 'AR = ( JR ), caenu na je B ~ A, HO KaKO HUje OPTOTOHAJHA, HUjE
1
Y OPTOTOHAJHO canuHa ca A).

IIpumep 43. Axo je Q € M2(R) oproronanna, o 3aK/bYUKY KOjU je mpe-
txoano npumepy, caemu det Q € {—1,1}. Kaxro je A = diag(1l,—1) oproro-
HAJIHA, CJenu Oa je () OpTOoroHaJHa ako U camo ako je @ -diag(l, —1) opro-
rOHAJIHA, Te je y muiby onpebuBama CBUX OPTOTOHAJIHMX MATPUIA pena 2
OOBOJBHO onpenuTu oHe 3a koje je det Q = 1. ComcrBeHe BpeZHOCTU TAKBE
MaTpuie cy monyJaa 1, a, kako je det@) = 1, u HUXOB TPOU3BOI jeIHAK
1. YkomokOo cy oHe u peajHe, ciaenu na je y mutamy Fo mnu —Fs5, a ako
cy m3 C\ R, onma cy y muramy z = cosp + ising u Z, Te je y nuramy
M(1,¢) = ( Cosp TSNy ) (Bumern snemy 7.3.4), 3a ¢ € (0,7)U(w, 2m)
sing  cosgp
(sampaso, akxo je ¢ = 0, ouna je M(1,9) = E3, a ako je ¢ = 7, oHua je
M(1,p) = —Es, na cy M(1,¢), 3a [0,27), cBe OPTOrOHAJNHE MATPUIE U3
M5(R) unja je merepmumuanTa 1). akie, oproronanse marpune y Ma(R)

. co8 sin
ey M(Lp) m N(L,p) = M(L,p) - diag(1,—1) = (7 17

. ), rue je
sinp —cosgp
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¢ € [0,27). IIpumerrMo na, HA OCHOBY KOMEHTapa NATUX HAKOH jeme 7.3.4
(a Bumetu u mpumep 32) M(1,p) npeacrasma porammjy y R? (ca menTpom
y (0,0) 3a yrao ¢), a uuje remko Bumetu na N(1,p) mpencrasiba OCHY
cumeTpujy (y omHOCY Ha mpaBy sin £ -x —cos % -y = 0). A
Hapagno, pesnanuja opTOroHaJHE CIMYHOCTU TOBOAU IO BUIIE OTPaHUYCHA
y OOHOCY HA pejanmujy camdHocTu. llpmamrom onpebuBama knaca eKBu-
BAJICHIIMI]€ PEeJANje CIWYHOCTH, AKO KAPAKTEPUCTUYHM ITOJUHOM MATPUIE
“Ma passarame Ha JuHeapHe dparxrope y R[z], 3akmydniu cMo ma ta kiaca
CAIPKU TOPHE TPOYTAOHY MATPUILY, T€ CE NPUPOTHO NOCTABIbA MUTAE N
JIU CIMYAH Pe3yJTaT BA:KU U y ClIydajy peJaluje OPTOTOHAJIHE CIUYHOCTH.

Jlema 7.5.3 (IllypoBo pasmarame). Ako je A € M,(R), rme je n € N,
TakBa na ce x4(z) pasmasxke Ha suHeapHe Qarrope y R[z], omma mocroju
oproronasma P € M, (R), tako ma je PT AP ropme Tpoyraona.

oxas. Tepheme je TpuBujasnuo y cayuajy n = 1. Heka je n > 2 u tBpDhe-
me Tavyao 3a n — 1. Ilo mperocraBrama, mocroje A1 € R u jenunuuynm
u; € R™, tako ma je Au; = Ajui, a OHAA, MO MPETXOIHUM 3aKJbYUNUMA,
nocroju u oproHopMmupasna 6aza (u;)r_; nmpocropa R™. Marpuna P, uuje

CY KOJIOHE Ui, ...,Upn, PeIOM, je oproronamua (Baxu PTP = E,), a xako

. . 1 B

je Au; = M\ui, crenu ga je PT1AP = ( 0 A ) (y maBemeHoMm 60K
n—1

MaTPUYHOM IpeicraBpany je B € My ,_1(R), A,—1 € M,_1(R), a 0 npe-
ncraBiba 0,—1x1). JlammacoBuMm pasBojeMm 1O IPBOj KOJIOHU, cienn X A(x) =
Xp-1ap(w) = det(P7YAP — 2E,) = (A — x)det(A,_1 — 2E,_1), Te cy u cBe
concreene Bpemuoctu A,_; peanme. Kako je TBpheme Tauno 3a marpure
u3 M, 1(R), ciemn na mocroju oproronanua P, 1 € M,_1(R), tako na je
1 B
0 A
rae je @ = diag((1), P,—1) (Tpusujanso je n Q oproronaauna). Ho onzxa je
u (PQ) 'A(PQ) ropme TpoyraoHa, a kako je PQ) opToroHajiHa, Clemu aa
je tBpbheme Tauno un 3a marpune uz M, (R). Osum je TBpheme moraszamo,
H& OCHOBY MATEMATWYKE WHIYKIW]E. ]

PnillAan,l ropme TpoyraoHa, Ia je u Q’l( )Q ropme TPOYTraoHa,

Hamomenumo ma ce mo nmureparypu [lyposum pasmaramem demhe nHas3msa
BapujaHTa NPETXOIHOr TBphHema mpu pamy ca KOMIUIEKCHUM CKaJapHUM
npoussonoM (koje, ycaen tora mro ce eigementu Clz] pasmaxy ma au-
HeapHe (aKTOpe, UMa jeIHOCTABHU]Y (HOPMyJIanujy, a U3JIOKEHU NOKa3 ce
IPAaBOIMHK]CKU Tpuiarobhasa ToMm ciyuajy), a, U3 jacHUX pasiora, suba
ce m nazus I[llyposa rtpumanrynamuja. Kako y 0BOM MOMEHTY paIuMO
ca EyRIUACKUM BEKTOPCKUM MPOCTOPUMA, 3aAPKAIA CMO CE HA PEATHOM
cayuajy. Ilperxomum pesynrar he mobutu ynmorpeOHY BPpEITHOCT YKOJIUKO
OIPEIUMO ,, JOBOJLHO BEJMKY' KJIACy MaTpUlla, YUjU Ce KapaKTePUCTUYHU
HOJIMHOMY DPACTaBbajy Ha jauHeapHe ¢arrope y R[x] (mapasmo, 3Haueme
MOCJIEqIHET je PeJATUBHO W 3aBUCU O MPOGeMa KOjU Ce IMOCMATPA, IMOIITO
KCTa KJaca MO:KE HOBECTU IO PeIlermha y HEKUM NpobieMuMa, a y HEKUM
He, a MIpenu3upame TOT 3HAaUema 3a Hame norpebe hemo mpurazatu 10
Kpaja OBOT nmeJia) U Ia IPUTOM YyTBpDuBame Ipuma HoCTd TOj Kiaacu Oyme
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wro jemuocrasuuje. 3a n € N ce A € M,(R) nasuBa cuMmeTrpmuHa ako
je A= AT (mpumermmo ma mOcHemEme WMa CMUCTA U IIPU DALy Ca MATPU-
maMa 4nju Cy eJIeMeHTH 13 IPOM3BOJLHOr mosba). Ako je A = (aij)i<ij<n,
ouna je A = AT exBuBanentHO ca a;; = a;; 3a cse (i,j) € {1,...,n}?
(jacHO, MOBOJLHO je UCIUTATH Ja JIU je TOCIIENHhE UCIYHEHO HIID. ¥ CIyYajy
1 <4< j<n), OOHOCHO, aKO Cy jeJHAKU €JIEeMEHTU KOjU CYy CUMETPUYHU
y OIHOCY Ha [NIaBHYy AWjaroHaty (OIakie U IOTUYE HA3UB 32 OBY KJacy
marpuna). Crennjanno, aujaroHaJHe MATPUIE CYy CUMETPUYHE, JACHO je U
Ia je JuHeapHa KOMOMHAIMja CUMETPUYHMX MaTPHUIa Takohe cuMeTpudHa
Matpuna, ako je A € M, (R), onna je A+AT cumerpuuna, nox npoussox cu-
METPUYHUX MATPHUNA HE MOPa OUTK CUMETPUUYHA MATPHUNa (pEnuMo, ako je
a=(g o0)=AmuB=() [ )=B susunaB=( | )#(AB)"),
Tj. cumerpuune marpuie y M, (R) uune moTmpocTop, aau He W MOJAJTe-

1
6py. Axo je P = ((2) (1)), ouma je P"'BP = ((2) (2) ), roe je B ma-

JIONIpE yOoueHa MaTpUlla, T€ MATPULA CIAWYHA CUMETPUYHO] HE MOpa OuTu
cumerpuura. MebyTtuMm, axo je C = CT, a ) opToroHamHa, OHIA BAXKU
QtcQ)t = QTCT(Q YT = Q7'CQ, Tj. ako cy cumerpuuHe MaTpUIe
CAUYHE, OHE Cy M OPTOrOHAJHO CJaudHe (MOCIenme je jemaH O pasiora
IITO je MpOoyYaBame CUMETPUYHUX MaTPUIA OJIOKEHO IO MOMEHTa yBODhe-
Ba CTPYKTYPE CKAJAPHOT IPOU3BOIA).

Y mapennoMm TBphemy OpPTOroHAJHOCT MOCMATPAMO y CMUCIY KAHOHCKOT
ckaJiapHOr npou3Bona Ha R", n € N.

JIema 7.5.4. Hexka je A € M, (R) cumerpuusa.

(a) Onma xa(r) nma paznarame Ha auHeapHE (arrope y R[z].

(6) Ako cy A, p comcreBeHe BpemHocTH A, mpm demy je A # [, ux U uy
COTICTBEHM BEKTOPU KOJU OArOBapajy A U (i, penoM, oHa je ux L u,.

(8) Onzna je A OPTOrOHAJHO CIMYHA HEKOj JUjarOHAJHO] MATPULMU.

Noxas. (a) Aro je A € C raxBo nma je xa(A) = 0, mocroju Henyna u =
(u1,...,un)T € M, 1(C), Tako ma je Au = Au, omarme, KOHjyrOBameM, €N
Au = Xu (3a B = (bij)icicmi<isn € Mmn(C) je B = (bij)i<icm1<i<n;
BUANETU NE0 HAKOH mepuHMimje 7.5.3), Te ce, TPAHCIOHOBaWe€M, nobuja
Mol =aT AT = a7 A. MuoxemeM 3necHa ca u, ciaemu MNilu = ul Au = \a' u,
onakmne je A=\ (Bazkm ulu = |ui)|?> 4+ ... + |[un|? #0), Tj. A€ R.

(6) Basku Aulu, = (Aux)Tu, = (Aun)Tuy, = vl AT, = ul Au, = pulu,, Tj.
(A — wulu, = 0. Mebyrum, kaxo je A # pu, caem ulu, =0, Tj. uy L u,.
(8) Ha ocuoBy mena (a) x4 mMa pacTaBibame Ha JuHeapHe Gakrope v Rlx]
na, Ha ocHOBy llyposor pasmarama, mocroju oproroHamna P € M,(R)
tako ma je B = PTAP ropme tpoyraonma. Omma je BT = PTAT(PT)T =
PTAP = B, 1j. B je u cuMmeTpudna, Ia je OMjaroHAHA. [l

)
)

IIpumernmo ma tBpbheme mena (a) Baxm m yrosuro ce M, (R) mocmarpa
Ka0 CTPYKTypa 0e3 CKaJapHOr HIPOM3BOAA, KAO U mociaenuua nena (B), Oa
CUMETPUUYHA MATPUIA UMa CIUYHY AujaroHajtny. Ha ocHoBy mobujeHor,
aKoO €y A1,...,A\r € R comcrsene Bpennoctu cumerpuune A € M, (R), ca
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BULIECTPYKOCTUMA My, . .., M € N, pemom, onga je pa(z) = (x—A1)-...-(z—
M), axal@)=(x—A\)™-...-(x—Ag)™ (mapaBHO, BasKu M1 +...+mi =n).
AKo je (u;)l~, HA3 y KOM je m; eJleMeHaTa jeIHaKo \;, 3a 1 < i< k,a D =
diag((141),- - -, (tn)), HA ocHOBY mena (B) je D = PT AP, 3a mexy opTtoroma-
aay P € M,(R), tj. Basku PD = AP. Axo ¢y uq,...,u, KoJOHE P, OHIA Cy
rosoue PD jemmake piui,. .., fply, peaoM, a koixoue AP cy Auy, ..., Au,,
pemom, Tj. Basku Au; = pug, 3a 1 <1 < n. Iakue, konoue matpure P uuse
conctBenu Bektopu marpuie A. [locaenme omnucyje u meron onpebuBama
Mmarpute P u3 mena (B). Hawuwme, y3 npeTxonny HoTanujy, Basku dim Ker(A—
MNEp) =m;, 3a 1 <4<k, y Tom npoctopy ce uzabepe 6aza (koja caupku
m; BexkTopa) u opronopmupa (Hnp. I'pam—IIIMuToBMM mOCTYIKOM), & CKyI
nobujenux BekTopa, 3a 1 < ¢ < k, uuHm oproHOpMuUpaHy 0O6a3y R™, mok
MATpHUOA KOjOj Cy TU BEKTODU KOJIOHE uUrpa yiory marpune P (mapasmo,
oI pemociena u3abpaHux BEKTOPa 3aBUCHU penocieln OpojeBa fi1, ..., [, HA
AUjaroHaau MOOUjeHe MaTpUIe D).

0 2 -4 2 11
IIpumep 44. HexajeA( 2 5 —6)1/13(1 2 1>.OH,Ha
-4 —6 4 1 1 2
je A= AT, B= BT xa(z) = —23 + 922 + 362 = —x(x + 3)(x — 12), xp(z) =
—23+622-92+4 = —(z—1)?(z—4). Karo ce A—0-E3 eremeHTapHUM Tpa-

0 2 —4
HcopMalljaMa BpCTa CBOAU Ha ( 2 5 —6 > (HOp. TpaHchopmanmjama
0 0 0

Vi +2Va, ma V3 —2V3), ciemu ma je Ker(A —0- E3) = {(—22,2z,2)T |z € R},
Tj. jeIUHUYHU BEKTOD U3 TOT TPOCTOPA je HOp. U1 (7% , % , %)T Cunyno,
Baskn Ker(A + 3 E3) = {zus|z € R} u Ker(4 — 12+ E3) = {zus |z € R},
rae cy ug = (2,2, 2" mwuy = (3,2,-2

$.355 5, —g)T jemuHUYHU BeKTOpu. AEKO je

P marpuna umje cy KOJIOHE Ui, U, U3, TUM PEIOM, Ha OCHOBY IIPETXOIHUX
pesyarara (Bumetu sneMmy 7.5.4 m KOMEHTape HAKOH me), cienu na je P
oproronasua u Baxkn PTAP = diag((0), (—3),(12)). Amasorso, y ciydajy
marpune B, Baku Ker(B—4-FE3) = {zv; |z € R}, rme je v; = (\/LS ) % , %)T
jemuarunu u Basku v L Ker(B —1- E3) = {(—y — 2,y,2) |y.z € R}. Y oBom
cayuajy je morpeGHO onpenuTu OproHOpMUpaHy 6as3y mpocrtopa Ker(B —
1- E3). Jemmy 6asy, mo mperxomuom, umue Bekropu wy = (—1,1,0)T n
ws = (—1,0,1)T, Te ce uz me, I'pam—IlImuroBuM mocTymKOM, HOGHUja vy =

w2 — (7 \/5 \/5 aO)T w37(w3,v2)v2 - (7@ ) 7@ ) @)T I[aKne,

T = (= L= u v = =
w2l 2 2 ] 37 Tws—(ws,vz)0e]] 6
ako je () MaTpuma uuje Cy KOJOHE V1,Vs, V3, PEIOM, OHA jé OPTOrOHAJIHA U

BakN QTBQ = diag((4)7 (1)a (1)) A

Peanne xBanpaTtae popme

Hedunumnuja 7.5.4. Hera je V peasnu BEeKTOPCKM NPOCTOD KOHAYHE IU-
mensuje, ¢: V — Ru f: V? - R, nepurucano ca f(z,y) = q(z+y) —q(x) —
q(y), Tako ma

(1) 3a cBako o € R u cBaro z € V Bamu q(az) = o?q(z);
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Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

(2) 3a cBaro y € V je fy(z) = f(x,y) nuneapHo;
(3) 3a cBako x €V je f.(y) = f(x,y) muneapno.
Onga ce ¢ nasusa (peanna) kBagpaTHa gopMma Ha V.

Kako hemo y oBOM meny paauTu caMoO ca peaJiHUM KBaAPATHUM (popMama,
ropucTtuhieMo Ha3uB KBaAparTHa (opma, Tj. HeheMmMo HarsamasBaTu na je
peasna (uHaYe, OBaj IOjaM MMa CMUCJIA U YKOJMUKO HOJbE CKaJapa HUje
R, ka0 m y cayuajy mpocropa GeckOHaUHe muMeH3nje). JACHO, CKYI KBa-
npatHUX popmu Ha V umHU (peasHu) BEKTOPCKU npoctop. Hemocpemno us

n
nepununuje, yroauko je dimV =n € Nu (e;), 6aza V, ako je x = > m;e;
i=1

n . n n n
wy =Y yie;, cnemn za je f(z,y) = f(X wieny) = X wif (en, Y yjes) =
i=1 i=1 i=1 j=1

n

n

Hzlxiyjf(ei,ej) =2 ,Zlaivjxiyj’ rue je a;; = 3 - f(ei e5) = 3 - (qle; +¢5) —
i,j= i,j=

q(e;) —q(ej)), 3a 1 < 4,5 < n, a karo, 3a cBako x € V, Baxwu f(x,z) =

n
q(2x) — 2q(z) = 2q(x), cnemu q(x) = > a;jz;xj, Tj. KBagpPaTHA YOpMA
i,j=1

OpeICTaB/ba PEeasHu XOMOTEHM MOJMHOM cTeneHa 2 (decTo ce Buba um ma
HoCJeqlme Urpa ynory nedpuHunuje ksagparae ¢opme). W3 mperxomHor
ciemun ma je q(z) = 2T Az, rme je A = (aij)ij=1 (T3B. MaTpuumEm 3ammc
kBajgpaTHe popme), Ipu demy je a;; = 3 - (q(e; +e;) — qle;) — q(e;)) = aj,
3a 1 <i,j <n, tj. A je cumerpuuna marpuna. llpumerumo na, axko ou
uspas q(z) = 2T Az 6uo neduHMIM]a KBaapaTHe Gopme, 6e3 3axTeBa ma je A
CUMETPUYHA, PA3JIMUYUTE MATPUIIE MOTY IOBECTH IO UCTE KBAAPATHE HOPME
(a muje remko Bumetn ga A u B = (b; j)i<ij<n 0npebyjy ucry xBamparmy
¢GopMy aKo M caMo ako je a;; + aj; = b;; + b;i, 3a cBe 1 < 4, < n).
MebytuMm, 1 y3 TakBy AeUHUIM]Y ce MOke u3abpaTu Ia je MaTpuua Koja
onpebyje ksampatry popmy cumerpuuna (Baxu q(z) = (v1 Ax)T = 2T ATz,
na je g(z) = 27 - A+TAT -x,3a cBako £ €V, a A+2AT je cuMerpuyHa).

ITo mpeTxoaHOM pasMaTpamy, IPUJIMKOM IIpOMeHe 6aze mpoctopa V, yKo-
nuko je P marpuma mpernacka, ksaapataa dopma q(r) = 2T Az he Gurnm
npurazana y obuuky z! PT APz, roe je P uaBepTuOMIHA MATpHUIA, IITO
HAC HABOIW Ma KBaJIpaTHE (POPME MOCMATPAMO y EyKIMICKOM BEKTOPCKOM
npocTopy (Te ce WO nuTEepaTypu 4ecTo Buba ma ce y IPeTXOIHOj AeduHI-
mju on moueTka Hamehe Taj ycisoB; oBme je :kesba Ouia Ja IPUKAKEMO
Ia ce IO Hera MPUPOAHO HoJasu). Y TOM CIydajy, Ha OCHOBY paHUje
nobujerux pe3yaTaTta, YKOJIUKO C€ OrPAHWYMMO HA OPTOTOHAJHE MATPUIE
npenacka P, mocroju mujaromamma D tako ma je q(z) = (Pz)T DPx, npu
yeMy ce Ha gujaroHaju [ HaJjia3e COICTBEHe BpemHocTyu marpume A, Gpo-
jeeu \; € R, 3a 1 < i < n (Bumetu nemy 7.5.4), 1j. aro je y = Px, onma

n

je qy) = Y. \iy? (oBUM je M TpenM3MpaHO 3HAUEHE TEPMUHA ,,JOBOJLHO
i=1

BeJMKa” KJIACAa MATPUNA y pasMaTpamy Koje je mperxoauio jgemu 7.5.4).

Hepurumuja 7.5.5. Ksagparuna ¢opma ¢ ce Ha3uBa MO3UTUBHO AePUHU-
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THa ako 3a ceako ¢ € V\{0} Basxnu ¢(z) > 0, HeraTuBHO HEePUHUTHA aKO 3a
cako x € V '\ {0} Basxu ¢(z) < 0, HeHeraTUBHO NEPUHUTHA AKO 3a CBAKO
z € V Bakn ¢(x) > 0, a HEIO3UTMBHO NePUHUTHA AKO 3a CBaKO = € V
Baxku ¢(z) < 0.

N3 came npedunuimje je jacHo ma je KBaapaTHa (GopMa ¢ HETaTUBHO
He)UHUTHA AKO U CaMO aKO jé —¢ HO3UTUBHO meduHUTHA (a CaudHa je
Be3a u3MeDy HENO3UTUBHO U HEHErATUBHO NeprHUTHUX popMmn), Te hiemo y
HACTaBKy HNaKBY YCPECPEIUTV Ha UCIUTUBAKE IO3UTUBHE Ne(PpUHUTHOCTU
(a, mo ynpaso nmpumehenom, he memocpemno ciemuTu omrosapajyhu sa-
KJ/byuak 3a HeraTusHy neduaurtHoct dopme). Axo je A € M,(R) cumerpu-
YHA, IPETXOMTHO YBEIEHU IIOJMOBU C€ IPEHOCE M HAa Ty MATPUILY, aKO OHA
MHIYKYje KBaapaTHy Gopmy ca omrosapajyhom ocobunom (permmo, 3a A
hemo pehnu na je mO3MTUBHO HedUHUTHA aKO W caMo ako je dopma x! Az
no3UTUBHO nepuuuTHA). Kako 3a cumerpuuny A € M,(R) mocroje opro-
rogamaa P € M, (R) u mujaromamma D € M,(R), Tako ma je A = PTDP,
U3 nociaenmer ciaeayd na je A mo3uTuBHO (HEraTHBHO) AEeDUHUTHA AKO U
camo ako je D nosurusHO (HeraTwBHO) mePUHUTHA, OLHOCHO AKO U CAMO
aKO Cy CBe comcTBeHe Bpemuoctu A nosurusre (meratusme). Takobe, akxo
cy A, B € M,(R) nosutusso nedpunutae u o, > 0, onma cy aA + 3B,
diag(4, B), kao u A¥ 3a caxo k € N, nosutusHO neduHUTHE, a aKo je, y3
nperxonno, A uaBepTubuaHa, onma je u A~! mosutusHO mepuHUTHA.

IIpumep 45. Tunwuan npumep kBangpaTHe ¢opme Ha BEykammacom mpo-
cropy V je kBazpar HOpMe Bekropa. Ilpurom, ymnory ¢yukuuje f wus
nepurmmmje 7.5.4 onga urpa uspas 2(z,y) = |z +y||* — ||z|* - ||y||* (umern
npuMep 38), Te Cy pe3yaraTd NOOUjeHM NPUINKOM UCIUTUBAHA KBaIpPa-
THUX (OPMU OJ] KOPUCTU U NIPU ONUCUBAKY CKAJAPHUX IPOU3BOIA HA MPO-
cropy V (uuje remno Bumeru na, ako je A € M, (R) nosurusuo neduuurtua,
ouma mspas ! Ay, 3a z,y € M, 1(R) mpeacrasma ckamapau mpousson). Y
cayuyajy V = R, kBanpaTtHe ¢popMe Cy MOHOMU CTeNeHA 2, Tj. u3pa3u 06in-
ka ¢(z) = az?, 3a a € R, a jacwo je ma je Ta popmMa MO3UTUBHO AePUHUTHA
arko u camo ako je a > 0. Cnerxrap marpune B n3 npumepa 13 je {1,2}, Te
je omrosapajyha ksanparua ¢opma (tj. 2% + z2) mosutusHO nedunUTHA,
a ako je P MarTpuna u3 uCTOr npumepa, meH cuexrap je {—1,1}, e oaro-
Bapajyha kBagparsa ¢gopma (Tj. 2x122) HUje HU IMO3UTUBHO HU HETATUBHO
nepuruTHA. AHAJOrHO, U 3a Marpune Behux mumensuja, MaTpuna je mo3u-
TUBHO (HEHEraTWBHO) Ne(GUHUTHA AKO U CAMO aKO Cy CBe HeHEe COICTBEHE
BpPEAHOCTH Mo3uTHBHE (HeHeratusHe). Pemumo, matpuna A us npumepa 44
HUj€e HU [HO3UTUBHO HU HEraTUBHO meduuuTHa (cuexrap joj je {—3,0,12}, na
CAIPKU U HETATUBHY U MO3UTUBHY BPEIHOCT), HOK je B u3 ucror npumepa
HO3UTUBHO AepUHUTHA (CBE COICTBEHE BPEAHOCTU Cy joj mo3uTuBHE). A
IMocraBma ce murame mMTO jeTHOCTABHUjEr yTBphuBama ma Ju MaTpuUma
(kBampaTHa (OpMA) MMa HEKy O NPETXOIHO HABENEHWX OCOOMHA, Kao U
a4 1 ce TO MO:Ke yTBpauTu 6e3 onpebuBama cmekTpa MaTpure.

Jlema 7.5.5. Axo je A = (a;;)1<i,j<n € Mn(R) mosurusno neduunTHA, OHIA
jedet A>0ma;; >0 3acBaro 1 <7< n.
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Joxas. Kaxo je A= PTDP, rne je P € M, (R) oproronamua, a D € M, (R)

NMUjarOHAJHA, KOjO] CY €JeMEeHTHU TJIaBHEe IUjaroHaJie COICTBEHE BPEIHOCTU

A, 6pojeBu \; > 0,3a 1<i<n, ctemudetD =\ -... -\, >0 u det PT =

det P =1, ma je det A = det(PTDP) = det PT-det D-det P = det D > 0. Axo

jeei=1(0,...,0,1,0,...,0)T € R?, cemut a;; = el Ae; >0,3a1<i<n. O
——

i—1

Kaxro je A HeraTmBHO ne(pMHUTHA AKO M CAMO aKO je —A mO3UTUBHO medu-
HUTHA, U3 IPETXOAHOr HemocpenHo ciaenu na ako je A € M, (R) meratusuo
nepuHmTHA, OHIA je a;; < 0 3a 1 < i < n, 1ok je det A mcror 3HaAKA KAO U
uspa3s (—1)". Pemumo, u3 mocsaenmer MOKeMO 3akbyunTn qa P us npumepa
13 HUje HM MO3UTMBHO HU HeraTuUBHO neduuuTHa (Basku det P = —1 < 0).

Axo je A = (aij)i<ij<n € Mn(R), rme je n € N, m k € {1,...,n}, Hera je
Ay = (@ij)1<i i<k € Mp(R) (,ropmu—esu homax” mumensuje k marpuie
A) n Ap(A) = det Ay (Ar(A) HasMBaMO TJIABHM MWHOP pesia k MaTpuie
A). Y cayuajy nujaronanue D € M, (R), Ko Koje Cy eleMeHTH TIaBHE AU-

k
jaronasie \; (y Tom penocreny), 3a 1 < i < n, Basku Ag(D) = [[ A\, ma ako
i=1
je D mosurusHO nedunurtHa, ouza je A;(D) > 0, 3a ceako 1 < i < n, ako
je D meraruBHO nedunutHa, oExa je A;(D) > 0 3a napue i, a A;(D) < 0 3a
menapwue ¢, rae je 1 < i < n. HaBenena ocobmua ce mpeHOCU U HA CUMETPU-
une A € M,(R), mTo je morazano y mapennoMm tepbemy. IIpumernmo na,
Kako je det(—Agy)) = (—1)* det A(k), mOBOBHO je TBpDeme mokazaTu 3a mo-
3UTUBHO Ne(QUHUTHE MATpUIe (M3 MOCIEeAHET JUPEKTHO CIEIN U BAPUjAHTA
3a HEraTUBHO NeQUHUTHE).

JIema 7.5.6 (Cunsecrep). Cumerpuuna marpuna A € M, (R) je no3urusuo
nepuHUTHA aKo u caMo ako je Ap(A) > 0, 3a caro 1 < k < n.

Jokas. Axo je x = (z1...7,)7, Hera je Ty = (1...,26,0...,007 3a 1 <
k <n (tj. mpBux k KOOpAMHATAa BEKTODA I(;) CE TOKJAIA Ca HPBUX k KOO-
paMHATA BEeKTOpa T, a mpeoctate cy 0) u yx = (71 ...7x) € RF (mpojexnuja
HA IPOCTOP muMeH3uje k MeHepucaH ca NPBUX k KOOPIUHATHUX BEKTODA).
Omna je ykTA(k)yk = xa)Ax(k) > 0, ma je A nosutusHO medunuTHa. Ha
ocHoBy nperxoqne jeme ciaenu Ag(A) > 0.

Ca gpyre crpane, ako je Ag(A) >03al<k<nud= ( A(”fl) @ ),

a «
oHma je A,_1) HECHHTYyJapHa, 1a aKO CY G1,...,0np_1 KOJOHE MaTPHIE
A(n,l), oHe cy JsuHeapHo He3apucHe. Culenu ma MOCTOje jeAMHCTBEHU
Cly.-.yCn—1 € R, Tako ma je a = cia1 + ...+ cp—1an-1. Axo je P € M,(R)
MaTpuIla YMjUX Ce IPBUX 1 — 1 KOJIOHA IIOKJama ca NpBUX 7 — 1 KOJIOHA
jemuHEMYEE MaTpWIE, a n-Ta KOJoHA (—ci,...,—c,_1,1)T, omma je P me-

cunrymnapua u Baxn det P = 1, xao u PTAP = ( A(SEI) 12 ), rme je

n—1

v =a— Y ca;, e je a = (ag,...,a,—1)7. IIputom, ako je ¥ = 0, onna
i=1

je n-ta KosoHa Marpuile A suHeapHa KOMOMHanUja OpBUX N — 1 KOJIOHA
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Te Marpuue, Te 6u y ToM ciayuajy ouno A,(A) = 0. Hakuae, ¥ # 0 u
Baskn det A = det PT - det A - det P = det(PT AP) = 1 - det A(n—1), TIa KaKO
je det A¢,—q1y > 0, cmemm ¢ > 0, mox je 2TAz > 0, roe je v = (21...2,)7,
exsuBasentuo ca (Pz)T A(Pz) = 2T PTAPx = 30%;,1)14(7%1)30(7171) + a2, Te
TBpheme cienn Ha OCHOBY MHIyKLUjE. ]
I[Iperxomua TBpbema majy npuanuso epuracan amapar 3a yTBpDhuBame
HO3UTUBHE WM HETATUBHE Ne)UHUTHOCTU Marpune (KBaapaTHe Gopme), HO
“Majy orpaHrWuYerma NPUJINKOM yTBpDMBama HEHEraTUBHE U HEIMO3UTUBHE
neprHUTHOCTU. Permummo, 3a marpuny B u3 npuMmepa 44, riaaBHM MUHOPU
cy 2,2,4, penom, te (Ge3 ompebumBama cmekTpa MaTpuULE) 3aKbYUYjEMO
a je OHa NMO3UTHMBHO AeuHUTHA, Ok kox Marpuuna C; = diag((0),(1),(1))
n Cy = diag((0), (1), (—1)) cy ceu ruaBan muHOpH jenHaku 0, Te oBa Ma-
TpUIA HUje HU IO3UTUBHO HU HEMaTUBHO NEe(PUHUTHA, AJU IO NUTABY He-
NO3UTUBHE U HEHETATUBHE NePUHUTHOCTU MPETXOAHU KPUTEPU]YM, Y OPHU-
TUHAJHOM OOJIMKY, HE ZOBOIW AWPEKTHO mo oxrosopa. [lo omrosopa ce
MO:ke HoNu HOp. CHUTHUjUM MOIudUKAIMjaMa IpeTXonHa aBa TBpDhema; Ha
npumep, y cayuajy marpuie Co, onarosapajyha ¢opma (tj. x5 — 23) ce,
3aMEHOM yJIOT€ HPOMEHJbUBUX (Tj. HOXOBOI HOPETKa), CBOAU Ha (GOpMyY
unja je marpunma C) = diag((—1),(1),(0)), e je As(C%) < 0, ma osa
¢opMa HUje HU HEHEHETATHUBHO HO HENO3UTUBHO AeUHUTHA (a IO 3a-
K/bYyUYKa Ce MOIVIO JONW M HAa OCHOBY TOra IITO Ce€ HA TJIABHO] AWjarOHAJN
(3 HaJa3€e U O3UTUBHA U HEraTUBHA BPEAHOCT), & YeCTo ce Buba u 1a ce y
OBAKBMM CHUTyanujaMa oarorapajyha kBaaparHa ¢popma 3anuiie y OOJIUKY
KOMOUHALNje HeHeraTUBHUX u3pasa (peuumo, y cayuajy Cp, ogrosapajyha
KBagpaTHa popMma je x3 + 23 > 0, Te je HeHeraTUBHO AeYUHUTHA).

aiZ aa—32 ), Bazku A1(A) = a u
Ay(A) = a* — (a—2)? = (a+2)(a—1)(a® —a+2). Kaxo je Ay(A) < 0
3a a € (—2,1), y oBoM cayuajy A He 3a10BOJbaBa HUjeAHY O HABEICHUX
nepuHUTHOCTH, aKo je a € (1,00), Basku Aj(A) > 0 u Ay(A) > 0, Te je
[O3UTUBHO AePUHUTHA, & ako je a € (—oo, —2), Bawu Aj(A) <0 u Az(A4) >
0, Te je meraTmBHO ne¢uHWUTHaA. KoHayHO, ako je a = 1, omroBapajyha
KBaZpaTHa popMma je 3 — 2x17e + o3 = (¥1 — x2)? > 0, Te je HeHEraTUBHO
nepuHUTHA, a aKo je a = —2, oarosapajyha kBaaparHa dopma je —2x2 —
8x1x9 — 873 = —2(w1 + 272)% < 0, Te je HEMO3UTUBHO mePUHUTHA. A

Ilpumep 46. Ako jea € Ru A = (

7.6. Amamuruuka reomerpuja y R? u R?

Pesynraru nobumjenu y oBoj rmaBu HaM oMmoryhyjy ma mobemo mo oaro-
Bapajyhux reomMerpujcKrx 3ak/pydvaka, IITO je OCHOBHU IWJb HAPEIHOT
nena. Ilpm tome hemo akmenar GamuTU Ha TPOyYaBAmE T€OMETPU)CKUX
ocobuna y mpocropuma R? u R? (mo Tpeba pehm ma ce Bemurnm Gpoj
M3JI0KEHUX Pe3yJraTa Mo:ke npeHeru u Ha R™, 3a n > 3).
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Y oBoMm meny hemo R™ mocmarpary rKao EyRIMmcku BEKTOPCKU IIPOCTODP,
ca KAaHOHCKVM CKaJIapHUM IPOU3BOLOM, npu ueMy he (e;) | mpencraBmaTu
cranzapaHy opToHOpMUpaHy 0a3y (0aza HaBemeHa y nokasy jeme 7.5.5),
a (f;)’, npoussomry 6a3y mpocropa R™. Ilon xoopmunarama tauke X y
6a3u (f;)7, mogpasymMeBaMO KOODAUHATE BEKTODA 0X y Toj 6a3u, rae je O
KOOpauHATHU noverak (makie, koopaunare tauke O cy (0,...,0)), a o3ua-
ugapaliemo ux ca (z;f)j—;, OBHOCHO ca (z;)j—;, YKOIHUKO je jaCHO O KOjoj ce
0a3u pamu. TpamunumoHaTHO, V CAyYajy N = 2 ce eJIeMEHTU CTaHIAPIHE
opToHOpMUpAaHe Da3e 03HAUABAjY U ca i, j, & oOAroBapajyhe KoopauHaTe ca
Z,Y, PEIOM, a y ciaydajy n = 3 ce eJIeMEHTU CTAHAAPIHE OPTOHOPMUPAHE
Oa3e o3HauaBajy u ca i, j, k, a ogrosapajyhe koopauHare ca &, Y, z, PeIOM.

3a 6a3y g mpoctopa R"™ kakeMoO na je mcTe opujeHTanuje kao u 6a3a f
KCTOr IPOCTOPA aKO je HeTePMUHAHTA OAroBapajyhe MarTpuie mperacka
(9)f mosuruBHa. Ha ocHOBY HOHamama MATPHIE IPeNACKa y Pa3iddn-
TuM Gazama (BumoeTu jgeMmy 7.2.3), ka0 M OCOOMHA NETEPMUHAHTU (BaKU
detE, = 1, detA~! = detA u det AB = det A - det B 3a HecuHrysapue
A,B € M,(R)), cienu ma je y muramy pejalyja eKBUBAJEHLIUje HA (paMu-
suju 6a3a mpocropa R”, Koja mMma nBe Kiace eKBUBAJICHIIUjE. Y T€OMEeTpPU-
jCKMM MpUMeHaMa yOOWUAjHO je ma ce 3a MPUIAIHUKE KJIace KOjoj mpumana
CTaHIapIHA OPTOHOPMEUpAHA 0a3a Ka)ke Oa Cy MO3UTUBHO, a 3a OHE KOje
Cy Y APYTOj KIacu HEraTUBHO OpujeHTUCaHe Oa3e (3ampaBo, BUANMO A Te-
PMUHOJIOTUja U NOTAYE U3 HAUMHA HA KOJU je Ne(pUHUCAHA OPUjeHTANn]a).

Y cayuajy R? cy mo3nTHMBHO opujeHTHCAHE 0a3e y ONMCAHO] PENAlju ca
cucreMoM (i,j), aKO yodueHe BEKTODEe MOCTABUMO TAKO Ia UM je IMOYeTHA
Tauyka y KOOPAWHATHOM IIOYETKY, Kpajie HPUManajy Kpyry MOJyIpedHU-
ka 1, kperame mo kpaheMm JyKy jeIUHUIHOT KPyTra KOju MOBE3yje KPajmy
TAYKY IPBOT U KPajiby TAYKY APYLOr BEKTOPA, MOCMATPAHO U3 TAUYKE KOja
ce HaJIa3u Ha MO3UTUBHOM JEJy Z OCe, je KPeTame 3[4eCHa yIeBO (CYIPOTHO
OZ cMepa KpeTama Ka3aJbke Ha CaTy), T€ Cé OBAKBU CHUCTEMU HA3UBAJy U
,,IECHO opujerTrcann” (HAPABHO, y IPETXOMHOM je OUTHO Ja ce mocMarpa
13 TavkKe KOja Cce HaJla3W Ha IMO3UTUBHOM MAeJy Z OCe, IOIITO MCTO Kpe-
Tame, MOCMATPAHO M3 TAYKEe KOja Ce HaJIa3W HA HEraTUBHOM [eJIy Z OCe,
he Gurm Bubeno ka0 KpeTame cCjeBa y MOECHO; CTOra Ce IO JUTEPaTypu
vyemhe Buba mga ce opujeHTanuja nepUHUIIE AIreDAPKAM METOAaMa, KaKO
je To ypabeno u osme). Y cayuajy R3, mosutusHO opujentucame Gaze
cy y ommcaHo] penamuju ca cucrteMom (i,7,k), a M3 camyHmMX pasmiora ce
BubDa U HA3UB ,,AeCHO opujeHTUcCaHn” (3a youeHa NBA JUHEAPHO HE3aBUCHA
BeKTOpa u oapebeH mpaBal BEeKTOPa KOjU MPEACTAB/HA OPTOKOMIIJIIEMEHT
npocropa oxpebenor ca Ta mBa BekTOpa, mpu m300PY CMeEpa ce rOBOPU
& ce IpUMemhYje IPaBuilo NecHe pyKe (IEeCHOT 3aBPTHA), HOINTO IPU IO-
CcTaB/balky MIAKe IeCHEe PyKe Yy KOOPIAWHATHU MOUYETAK, TAKO M4 je HaJall
YCMEpEH y CMepy NOPBOr, a KAKUIPCT y CMEPY JAPYIor, CPEeImU MPCT je
ycMmepeH y cmepy Tpeher BeKTopa ako U CaMoO aKo je y NUTAalky HO3UTUBHO
OpUjeHTUCAH cucTeM (AHAJIOTHO, AKO C€ IJIaBa NECHOr 3aBPTHa IOCTABU Yy
paBan oxpebeny ca mpBa mBa BekTOpa cucreMa u kpehe Ttako ma ce Takas
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3aBpTam ,,3aBphe”, Teso 3aBpTH:a mpaTtu cMep Tpeher BeKTOpa cucTema
AKO U CAMO AKO je Y HUTAHY IO03UTUBHO OPUjEHTUCAH CUCTEM)).

Ha ocuoBy pesyarara teopeme 7.4.1 m KOMeHTapa HAKOH me, (JIMHEApHA)
jemnauuua a1r1 + ...+ apr, = b HeMa pemema ako je a; = ... =a, =0 u
b # 0, ckyn pemema je R™ ako je a1 = ... = a, = b =0, 10k y cayudajy
a = (a1,...,a,) # 0, CKyn pemema IPEACTAB/HA IOTIPOCTOD AUMEH3U]jE
n—1 (Bekropcku ako je b =0, a adunu ako je b # 0; HOTIPOCTOD AUMEH3U]jE
n—1y R” ce no sureparypu 4ecTo HA3UBA U XUIEPpaBaH). Y HOCIEAHEeM
cayuajy, ako je D(dy,...,d,) Tauka Koja mpumana yO4eHO] XUIEPPABHU &
(tj. ako je (dy,...,d,) pemene youeHe jenHaunHE ), IOCMATPAHA jeIHAUNHA
ce Moke 3amucarn y obmuky a1(x1 —di) + ...+ an(x, — dp) = 0, ma Tauka
X(x1,...,2,) mpunana « ako U camo ako je a L )?B, mTO naje jacHO
FeOMETPUjCKO TyMaduermhe XUIEePPAaBHU, KA0 W Pa3ior 300r KOr ce, ako je
n > 3, a Ha3uBa BEKTOP XUIEPPAaBHU « (Jakie, y HOUTAKLY je BEKTOD
KOjU je HOpMAaJiaH Ha CBE BeKTOpe onpeleHe ca NPOM3BOJEHE OBE TAYKE
Te XUIEeppaBHU, Tj. BEKTOP KOju jOj ,,HajMame oaroBapa’; HapaBHO, OHIA
je aa L )?B, 3a MpOM3BOB/HO @ € R, Tj. mOA BEKTOPOM XUMEPPABHU C€
moapasyMeBa OMIIO KOjU O BEKTOpa ObJuKa aa, rae je a # 0, OOQHOCHO, Taj
BeKTOD Huje jemuucTBeH (oapeben je mo Ha MHOMKEHe HEHyJIA CKAJIAPOM)).
Pasnor mzneajama caydaja n > 3 je TO WITO je y TOM CIydajy OUMEH3U]ja
xuneppaBHu n — 1, a opTorkoMIIeMenTa 1, ma kako je n — 1 > 1, moTrpebHO
je Mame moJaTaka 3a ONKWC OPTOKOMIUJIEMEHTA, IOK Cy y ciaydajy n = 2
IIOMEHYTU TPOCTOPU UCTE IUMEH3Uje, & TPAAUIUOHAIHO Ce OHIA OIUCYje
IPOCTOP pellemha YOUYeHe jefHAUnHEe, & HE OPTOKOMIIEMEHT.

Jemmaumna npase y R?

Ha ocmoBy mperxoaHor pasmMarpama, y CIydajy n = 2 mocMaTpaHa jemaHa-
yuHa je a1z + asy = b (ka0 wTo je TO 6O CiyYaj U KOL pellaBama CUCTe-
Ma JIMHeapHUX jeqHAaYnHA, 4ecTo ce Buba u 3amuc ax + by = ¢, oqHOCHO
Ia ce Tpu MameM Opojy MPOMEHJLUBUX m3beraBa ymorpeba WHAEKCA), TeE
ako je (a1,a2)’ # 0, mpoctop pemema je mumensuje 1, a youeHa jemHa-
YMHA Ce Ha3WBa ONMIMNTU (MMIIMIATHN) OGJUK jenmaumee mpase (y R?).
IIpurom, ako je (di,d2) jemHo oxm pemema, ommre pememe je onpebeno
ca (x,y)T = (di + ast,dy — a1t)T = (d1,d2)T + t(az, —a1)?, 3a npoussomno
t € R, a mocnenme ce Ha3uBa IIapaMeTapCKU OOJIMIK jeqHAUMHE [IPAaBe.
[Ipumernmo na, Ge3 MOOATHUX OTpaHWUEHA, HU ONMITHA HU MapaMeTapCKu
00JMK mpaBe HUCY jeauHcTBeHO oapehenu (penumo, 3a npousBomHO o # 0,
jemHaumHa a1 + aasy = ab onpebyje mcty mpasy kao m Beh mocmarpa-
Ha jemnaumua, MoK u (di,ds)” + t(aaz, —aa;)T mpencrasma mapaMerapckm
o6uk Te mpase). CXOMHO TPETXOMHUM pasMaTpamuMa, BeKTop (a2, —a)’
ce Ha3uBa BeKTOP (youene) mpase (1 oH je HopMasan Ha (a1,a2)T). Ako je
a1 # 0 m ag # 0, U3 IPETXOAHOT CJiean “‘;—jl = y:—jf (0Be cTpame jenHarocTH
cy jemnake t), KOjU Ce HA3UBA U KAHOHCKU OOJIVK je[HAUMHE IIPAaBe, a KaKo
je u3 mera JaKo OAPEeIUTH FeOMETPUjCKa CBOjcTBa mpase (y Gpojuony ce
[I0jaBJbyjy KOODAMHATE TAYKe KOjy IpaBa CAAP:KHU, a Y UMEHUOIYy KOODIu-
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HATe BEKTOPA IpaBe), II0 JUTEPATyPU Ce OHA YeCTO NpUKa3yje Oam y ToM
00Ky, a, IPUTOM, MOTYNHOCT ma je jeaHa om KOOpPIUHATA BEKTOPA jeaHa-
ka 0, y3 Kejpy Oa Cce CBaKa IMpaBa MOKE IPUKA3aTHA Yy HABEAEHOM OOJIUKY,
ce OTKJIama JOI'OBOPOM Oa aKO je HEeKM OJ MMEHUOIA y PaJoOMIuMa KOju
ce mojaBmyjy jemHak 0, opma ce cMarpa na je u opojunarn jequak 0 (permu-
MO, y3 Taj IOroBOD, jemHauwmna r oce he burm § = §). O6muk jemrnaunne
IpaBe KOju HAjBUIIE OArOBapa TEXHUNIU PA3BUjE€HO] NPUINKOM UCIUTUBAKHA
peasHux (YHKIUja jeIHE peajHe MPOMEHJBUBE je, HAPaBHO, OOJINK y KOjeM
IPOMEHJMBA & UI'Pa YyJIOr'y IapaMeTpa, IITO je Moryhe ako m caMo ako
BEKTOD IpaBe U BEKTOp Z oce Hucy mehycobno mopmasanu (oHIA je HOpMa-
JHA TPOjeKNUja Te IpaBe Ha & OCy OUWjeKImja), OMHOCHO aKO U CAMO aKO
je az # 0 (momro je (az, —a1)’ BexTOp youeme mpase, a i = (1,0)7 BexTop
X oce, BUXOB CKAJADHU IPOU3BOIL j€ a2), & y TOM CIydYajy Ce jeqHaduHa
npase npukasyje y obmuky y = kx +n, vae je k= 2L (T3B. KOE(UIMjEHT
opaBla youeHe ImpaBe), a n = a—b2, KOjU Ce HA3MBA EKCIJINIUTHU OOJINK
jennauune mpase (jacHO, MPEIHOCT MOCIeImber 0bauKa je, usmehy ocraJor,
TO IITO Ce IPUPOIHO IOBE3yje ca pe3yaTaruMa NOOUjeHMM y IPEeTXOITHOM
eIy TEKCTa, a jeqHa O]l MaHAa je TO IITO Ce He MOXKe CBaKa IpaBa U3Pa3UTU
y HaBezxeHoM 00suky). IIpumernmo na je, yKOJIMKO MOCTOjU, €KCILIAIUTHU

0bDJIMK jemHauMHEe TpaBe je AMHCTBEHO oapeben.

IIpupoguo ce mocrasiba nurame MehycobHor oxsoca nse mpase y R%. Axo
Cy y muTamy a1 1T+a1,2y = by n ag1x+ag 2y = by (upu uemy je ailJraiQ #0
u a%l +a§,2 # 0, mowWTO Cy y NUTAakhy HEHYJA BEKTOPU), DAHIOBU U MaTPULE
¥ IPOUIMPEHEe MATPUIE CUCTEMA CACTABJ/FEHOI O HABENEHE IBE jeTHAYNHE
cy nmiu 1 nnn 2. Ha ocHOBY nperxonuux pesynrara (teopema 7.4.1), y ciy-
yajy na cy oba mocMarpana paxra jexsaru 1, (a1,1,61,2,01) u (az,1,az,2,b2)
Cy JIMHEAapHO 3aBUCHU, a NPOCTOP pellema je muMeHsuje 1, OmHOCHO, y
OBOM CJIy4Yajy jemHauyrHe CUCTeMa MPENCTaBJ/bajy UCTY MpaBy. ¥ CIydajy
a je paHr cucrteMa 1, a TpPOMUPEHOr 2, yOUYeH!U CUCTEM HEeMa pelemna,
a mocielme ce memaBa axo ¢y (a1,1,a12) U (ag,1,022) IUHEAPDHO 3aBUCHU
(y ToM ciyd4ajy 3aBUCHM Cy U BEKTOPU YOUYEHUX NPAaBUX, (a12,—a11) U
(az,2,—az1)), nok cy (a1,1,a1,2,b1) u (az1,a22,b2) He3aBUCHY; HakiIe, yode-
He mpase mMmajy uctu Bekrop (Oyayhw ma je Bekrop mpase ompeben mo
HA MHOMKEH€ HEHYJIa CKAJapOM), a HeMajy 3ajeJHUUYKUX TavaKka, Te je reo-
METPHjCKO TyMademe OBOI Cilydaja Aa Cy y OUTalky HapajesHe IPaBe.
Komauno, ako cy ob6a mocmarpana panra jenHaku 2 (OHZA Cy BEKTOPHU
YOUEHNX NPABUX HE3ABUCHMU), MOCMATPDAHU CUCTEM MMa jeAWHCTBEHO Dpe-
meme, a TeOMETPUJCKO TyMademe je na Cy y NUTAlmy IpaBe KOje Ce CEeKy,
npy Y4eMy Cy KOODIWHATE IMPECEYHE TAUYKE YIPABO PEIlehe TOr CHUCTEMA.
IIpumep 47. 3a a € R, Bextopu mpasux ar+y = 1 u z+ay = a® cy (1, —a)?
u (a,—1)", a kaHOHCEM OOIMIM BUXOBUX jenHaumHa T = Y— n £ = =12,
penoM, IOWTOo IpBa youeHa npasa canpsku tauky (0,1), a apyra (0,a) (mo
OOTOBOPY HABEAEHOM y IMPETXOMHOM Hery, ako je a = 0, mperxonau obIuk
Tymaunmo kKao y = 1, omocuo x = 0). Axo je a € {—1,1}, panr ( (11 (11 )
je jemHak 2, ma ce y OBOM cCJIyda]y HaBeleHE IpaBe CEKy, &, PellaBameM
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. . 2 .
cucreMa, nobuja ce ma je mpecedHa Tauka ( a L‘”l) Axo jea =1,

- a+1” a+1
HaBelleHe jeqHAUNHE IPEACTABIbA]Y jeJHAUNUHY UCTE IIpaBe, a ako je a = —1,
HaBEeIEeHU CUCTEM HeMa pemema, Tj. npaBe —z +y = 1l mwx —y = 1 cy
pa3auynTe U napaJiesHe. A

Y neny HakoH jeMe 7.5.1 nepumHucan je mojam yriia m3MeDy nBa HeHyIa
BEKTOpa, IITO HAC HaBOAM na neduHuieMmo yrao mamebhy npasux. Karo
BEKTOD IpaBe HUje jemHo3nauvno oxpeben, Beli mo Ha MHOXKeEHme HEHYJIA
CKAJapoOM KOju MOkKe OWTW M HeraTuBaH, a yrao mamebhy v # 0 m aw, rue
je a <0, je jemnak 7, ciaenu na ce m3DOPOM PA3IUYUTUX BEKTOPA IPABUX
MOke MOoNu mam [0 WCTOr WiaM OO CYIJIEMEHTHOD yIJja, Te, YKOJIUKO je
’Kesba Oa yrao m3MeDy npaBux Oyne jeQUHCTBEHO nedUHUCAH, Ce MODPajy
[IOUCTOBETUTU TakKO nobujenu pesyiararu. Crora je yobuuajHO ma ce yrao
n3meby nBe mpase mepunume kao yrao us [0, g], Tj. ma ce uzabepy BEKTO-
pU IpaBUX KOjU 3aKJAllajy yrao KOju HUje TyI, a OHxa yrao m3Meby Tux

BEeKTOpa mpexacraspa yrao usmehy npasux. Kako je cosp = — cos(m — ),
cnemu na ako cy (ay,az)” u (b1, be)? mpoussomaM BekTOPY TPaBUX @ U b, pe-
[{(a1,a2)",(b1,b2)")| lai1bi+azbs|

oM, ouzxa je cos<{(a,b) Y cayuajy

~ Mav,a2) TTHIGLb)TT — Va2 taZ /o262
Ia ce mpaBe MOI'Y HPEACTABUTU y EKCIIMOUTHOM OOJUKY (Tj. aKO HUjexHa
O] ’BbUX HUje TapajiesHa ca § 0COM), ako Cy k, u kp BUXOBU KOe)UIM)eHTH
IPAaBIa, KaKo je tgo = tg(m — ), IPeTXOMHN PE3yIATAT Ce IO JUTEPATypPU
YecTo mpukasyjy u'y obmury <((a,b) = arctg| ﬁ;ﬁé’b , IPU YeMy ce cMaTpa
72 je HaBeIeHW yTao jelHak 5 y ciaydajy kqky = —1.

Ako mpaBa a1z + asy = b canp:xku tauke (ra,ym) # (Tn,Yyn), OHZA je
a1y +asyy = b arxy +azyn =b. Axo je xp = xn, caenu az(yyp —Yn) =
0, Te je ag = 0, ma je jenHauywmHA IpaBe T = a—bl. WNuaue, Basxku as # 0, na
ce, 6e3 yMamema ONITOCTU, YOYeHa MpaBa MOMKE MOCMATPATU y OOJIUKY
a1z +y = b, omarxue je a1(zy —zn) +ym —ynv = 0. Cuemu xp # N, TE
ce y OBOM ciaydajy mobuja y = % -(x —zn) + yv (maBenmen je obnur
koju ce Hajuemlie cpehie mo aureparypu). AKO mpasa HUje mApPAJETHA Y
ocu, rKoepurmjent Harnba joj je k u canpskm Taudry (T, ynr), aHAIOTHO
IpeTXoqHOM, nobujamMo na je jennaumsa npase y = k(z — xpr) + yar, Kao u
manpase x =xp uy = k(z—xp)+ym, 32 k € R, uune npamMen npasux Koje
campse Tauky (rar,yar) (HapasHo, 3a (ar,az)? # (0,0)T, mpase a1z + azy =
b, rae je b € R yune mpaMeH mapaJiesHUX NPABUX ).

Ha ocuoBy mena (B) zneme 7.5.2, mocroju jemmHcTBeHa upOjeruuja M’

rauke M (xy,ynm) Ha upaBy p, oapebeny jemmauunom aix + asy = 0, a

- . oA . .
npuroM Bazku ||MM'| = m1n{||MXH | X € p}, Te je pacrojame Tauke M on

npase p, y o3uauu d(M,p), jennako ||W|| Tauka M’ npumana mpaBoj
Koja canpsu M u HOpMmanHa je Ha p (Te je men BexTop (az, —ai)l), Kao
U TpaBoj p, Ia cy HmeHe KOOpAMHATE peleme cucreMa ai1r + asy = 0,
a2 — a1y = GT) — A1Ynr, Tj. PellaBameM CHUCTeMa CclIelu 13 je y -

2 2
A5T N —a1a2Y M —a1a2l‘M+alyM) . _ Jaizmtacym|
i M = B2 ML
aerag ) a%Jrag ) a je d( ’p) a§+a§
Cuayuaj nmpase p obsuka a1x + asy = b, ykoauko joj npunana tauka P uuje
cy koopauHare (Tp,yp), C€ CBOAM HA NPETXONHU 3aMEHOM &' = & — Xp,

Tamy TadKa (
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y =y —yp (pacrojame tauke M oxm upase a1z + asy = b je jemnaxo pacro-

jamy Tauke uuje cy KoopauHate (Ty —Tp, Yy —Yp) OL Opase a1x+asy = 0),
larz v +az2yn —b|

Tj. y oBoM cayuajy je d(M,p) = T e (mperxomHO MOCMATPAHU
clIyJaj je cacTaBHU €O IOocienme nobujene popmylie; 3aIpaBo, Taj CIydaj
je m3nBOjeH cTora WITO je OHJA IIOCMAaTpaHa IIpaBa BEKTOPCKU IIPOCTOD, a
BUAVMA M4 Ce U y ONIITEM CJIydYajy Hobuja MCTU PEe3yJTar).

IIpumep 48. Opnpemumo mpaBy Koja HpUIana MPAMEHy IPaBUX KOjeM U
3x+2y =—-5u Txr—8y =1, a ynamena je 5 ox tauxe M (5,7). Berropu
nasenenux npasux cy (2, —3)7 u (=8, —7)7, ma kako HECY KOMUHEADHM, OHE
Cce CeKy, a pelraBameM CHCTeMa jeTHaunHa kKoje onpebhyjy Te mpase, cienu
na je mpeceuna tauka (—1,—1). Tauka M ce masasu Ha pacrojamy 6 on

npase = —1, a ocraje mpase Tor mpaMeHa cy obmuka py : y = k(z+1)—
rae je k € R. Cemu d(M, py,) = \‘f:;f‘l =5, omakue je 11k2—96k+39 =0, a

48 _ 25v/3 Lo _ 25v/3

pemremna Jo0uWjeHe KBaJApaTHe jeiHadmMHe k1 = 13 k2 =4y o
IOBOLE IO IBAa pemerba MMOCTABJLEHOT 3alaTka. Kako je, mo BueroBum

npasuanmMma, kike = 11 , yrao usmeby noOujeHux mpaBux je arctg| 1+k1k22‘ =
aof

+39 = arctg\/_f

3a Kpaj OBOI' neja IIOMEHMMO U [a Ce y IeOMEeTPUjCKUM IPUMEHaMa ja-
BIbAjy M IPYru obiaumu mpencTaBipama mpase y R?. Meby mosmarujuma
Cy CerMeHTHM OOJME, y KOjeM ce mpasa mpukasuje y obmusy = 4 ¥ = 1,
OpU YeMy Cy TeOMeTpHUjCKa TyMadema BeawmuumHa a,b € R\ {0} ma mpe-
ACTaBIbAjy ONCEYKe KOje ImpaBa oJcela HAa & U Yy ocu, pexoM (jacHo, y
OBOM ODJIMKY ce MOry HpPWKa3aTU MpaBe KOje HUCY MapajieslHe HUjeIHO]
O OCa W HE Caap:Ke KOOPDIWHATHU IIOYEeTaK; y TOM CJIydajy, 3a OpaBy
b

a1x + asy = b je ay,a2,b # 0, omroBapajyhie Beauuuue cy a = % o,
b

a y maramy je mpasa Koja caapsu Taure (;-,0) u (0, %)), Kao 1 HOpMa-
THU OBJMK, Y KOjeM ce mpaBa NpuUKa3yje y obJIUKY T cosp + ysing = d, rae
jed>0mu ¢ € [0,27), npu yeMy je rOOMETPUjCKO TyMadeH,e HABEIEHUX

BeJUUYMHA na d IPeacTaBihba PACTOjalme IPaBe O KOOPAMWHATHOL MMOYETKA,

arctg

a ¢ opujertucamn yrao msmeby Bertopa i = (1,0)” u Berropa O—.)P, rue
je P npojeruuja koopaunataor noderka O Ha youeHy npasy (jacHo, HaBe-
neHu OOJMK MOCTOjU ako mpasa He caap:xku Tadry O, Tj. ako je b # 0 (y
TOM Ciy4dajy je O—Is HEeHyJa BEKTOD), & ako je y NUTalmy IpaBa p 4uja je

jemmaumua a1z + agy = b # 0, ouga je d = d(O,p) = \/a‘%l—wﬂ , a jemHaunmHa
1 2

[b] . ay [b] as :
IIpaBe jeé eKBUBAJICHTHA Ca 4 - —=l—e -z + & - —=22_ = (., Te KaKo je
P J b /a2+ad b /a2 +a? ’ J
2 2
6] a ) 6] as sk
. + . =1, mocToju jemuncraeno ¢ € |0,27), Tako
( b /a2 4a2 b /a2tal ’ i e v € [0,2m),
\bl ay : [b] as :
a je cosp = usiny = . onaKJe CIenyn er3uCTEeHIU]a
na j ¥ fa21a2 2 b fa2tad’ pit b 1)

HaBEIEHOT o6nm{a). Ycaen jacHOT T€OMETPHjCKOI TyMaduema y Cilaydaje-
BUMA yV KOjUM HaBeIEeHU OOJIUI IOCTOje, OHU C€ OOMYHO jaBibajy MPUIUKOM
ny6J/bUX TEOMETPHjCKUX UCIUTUBALA, a jeIHa O IPETHOCTA UM je U TO IITO
je (ako mocToju) 3ammC mpaBe y HABENEHNM O0aunrMa jeAMHCTBEH. Kako ce
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TOMEHYTH O0mnu 1o0bujajy HEemoCpPeaHo U3 OUITer OOIMKA, a UCTUTUBAKE
reOMEeTPUjCKUX OCOOMHA HUje MPUMapHU [UJb OBOT TEKCTa, HehiemMo ce Ha
najbe 3aIp:KaBaTU HA MPOYJYaBAKY HBUXOBUX OCOOUHA.

BekTopcKku 1 MemoBUTHA IPOU3BOLN Y R?

Y HacTaBKy KeJUMO na NOoOMjeMOo aHAJOruje 3aKjbydaKka IPETXOIHOT OJe-
mEa y R3, Tj. ma mpuEaskeMo reOMeTPHjCKO TyMaueHe pelleHa JMHeapHe
jenHAUMHE, KAO W CUCTeMa JIuHeapHuX jeaHaumHa y R3. Ilo mckycTBy u3
IPEeTXOMHOr OMeJbKa, jaCHO je ma he ce y TOM ciIydajy MOjaBUTU moTpeda
onpebuBama BekTOpa KOjU je HOpMaJaH HA ABa HEKOJUHeAPHA BekTopa (Tj.
OMUC OPTOKOMIIEMeHTa mpocTopa mamensuje 2 y R3), Te y oBoM onemky
IajeMo TMPUKa3 TakBe KOHCTPYKIuje. lIpmka3ana KOHCTPYKIUja je CHenu-
¢uuna 3a R? (1j. y mHaBemenom obamky ce me mpenocu u Ha R", 3a n # 3).

Hedununuja 7.6.1. Hera cy a = (a1,az2,a3)” = a1i + azj + azk € R3 u
b= (b1,b2,b3)T = b1i + baj + b3k € R3. Ouzma je BEKTOPCKU TPOU3BOM Ta
as ai
b3 ‘ by
Axo je u ¢ = (c1,c2,c3)T € R3, omna ce uspas (a x b, c) HA3UBA MEMOBUTHU
IPOM3BOL BeKTOpa a,b u ¢, y o3nanu [a, b, c].

a2 . as . ay az
IBa BEKTOPa, Y O3HANM a X b, BEKTOP i+ j+ k.
b2 b3 b1 b2

OcHOBHa CBOjCTBA BEKTOPCKOI M MEIIOBUTOI MIPOW3BOAA Cy HABEIEHA ¥
HapenHoj semu. Hamomenumo na y ®0j (Ka0 M y HACTaBKY OBOI IEJIA)
Iogpa3yMeBaMO HOTaIM]y yBeIeHY y IPETXOAHO] Ne(pUHUIIU]JU.

Jlema 7.6.1. Hexka cy a,b,c,d € R® u o, 8 € R. Onna Baxu:

(&) axbla,axblb axb=-bxa, (aa+ 0b) x c=ala xc)+ B(bx c);
(6) a xb=0 ako u caMo aKO Cy a U b JTUHEADHO 3aBUCHU;

(B) ako je a,b # 0, ouna je ||axb|| = |la||-||b]|-sin<t(a,b), a cucrem (a,b,axb)
j€é TMO3UTUBHO OPUjEHTUCAH;

(r) (axb)xc=—(b,c)a+{a,c)b, (axb) xc+ (bxec)xa+ (cxa)xb=0;
(%) [aa+ Bb, c,d] = afa, c,d] + Blb,c,

(D) la,b,c] = [b,¢c,a] = [¢,a,b] = —|a,c,b] = —[b,a,c] = —c, b, al;

(e) [a,b,c] =0 ako u camo ako ¢y a,b,c TMHEAPHO 3aBUCHMU.

Noxas. Ha ocuoBy Jlannacosor passoja (meo (a) teopeme 7.3.2), Baxku

ci C2 C3
a2 ag az ay ayp a2
la,b,c] = by b c1 + be b co + be b c3 = | a a2 az |, 0a
2 3 3 1 1 2 b b b
1 2 3

je ¢ L axbako u camo ako je mobujena merepMmunanTa jemHaka 0 (mro
je, cmenujanHo, ucnymweno ako je ¢ € {a,b}). Ilo ocobunama nerepmuHa-

ar Gg b, bs

HTU, BAKU ‘ Tt = —‘ "o sa (rs) €{(2,3),(3,1),(1,2)}, onakmre
b, bs ar Qg

cremyn n a X b = —b X a, a aHAJOTHO, KAKO je€ NeTePMUHAHTA JINHEA-

PHa O CBAKO] O BPCTA, CJEIU U JUHEAPHOCT BEKTOPCKOT IIPOM3BOIA IO
npBoM uuHmony. V3 ocobuna merepMmuHaHTH caemu u TBphewme nena (6),
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Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

a aHAJOTHO NMPUKA3aHOM 3a BEKTOPCKM IPOU3BOI, cieae u oarosapajyha
tBpbhema 3a MemosButu npowusson, tj. meaosu (x) u (h), kao u meo (e).

Baxu (a,bs — ash.)? = a?b? + a?b? — 2a,asbbs, 32 1 < 7,5 < 3, ma je
3 3

lax bl =3 (aPbZ +alb} — 2arasbbs) = 3 ai - 30 07 — (afbi + adb3 +
1<r<s<3 r=1 s=1

a3b3 +2a1azb1 by + 2aza3babs + 2azbzaiby) = ||al|? - ||b]|? — (a1b1 + azbs + azb3)? =
llal|? - |b]|* — ({a,b))?. 3a memyma a,b, HA OCHOBY KOMEHTapa HAKOH JeMme
7.5.1, Basku (a,b) = ||a|| - ||b|| cos<t(a,b), Te u3 mocaemmwer caemu |ja X b|| =
lall - ||b]| - sin® <(a,b), a xaxo je sing > 0 3a ¢ € [0,7], creaun maenTUTET
nena (B). W3 rope mokasamor ciaems ma, ako je (a,b,c) 6aza R, oma je

HO3UTUBHO OPUjEHTUCAHA aKO U caMo ako je [a,b,c] = [b,¢,a] > 0, a rako
2 2 2

. az as asz ai ap Qg

eabaxb:axbab:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘>03a

e labrax bl =laxbabl =, bs by oy |

JMHEAPHO HE3ABUCHE a, b, caenu na je (a,b,a X b) MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH.
3a (T,S,t) € {(37 1a2)7 (1a273)a (273a 1)} je (a X b) X ¢ = dii + dyj + dsk, raoe
ar as as a
b, bs bs b
—as(brer + brer + aghs) + bs(are, + arer + asbs) = —ag(b,¢) + bs(a,c), Te
cienu mpsa Besa mena (r), a u3z me caemu (b X ¢) X a = —{c,a)b + (b,a)c
u (¢ xa) x b= —{(a,byc+ (¢, b)a, onarne ce, cabupamem nobujeHe Tpu Be3e,
mobuja npyra Besa mena (r). O

je ds = Cr —

‘ct = —as(bre, + bier) + bs(are, + arey) =

W3 nena (a) cienu m IUHEAPHOCT BEKTOPCKOD IIPOU3BOJA IO ADPYLOM UM-
auony (Basku ¢ X (aa + b)) = —(aa + Bb) x ¢ = —afa x ¢) — B(b x ¢) =
ale x a) 4+ B(c x b)), a Kako ce HPeTXONHO NOOUja NPABOINHA]CKA U3 OIrO0-
Bapajyher TBphema 3a IPBU YMHMIAL, HUje EKCIUIUIUTHO (HOPMYJIUCAHO y
nperxoquoj jeMmu. Amasorso ce, u3 memosa (n) u (b), mobuja m numea-
PHOCT MENIOBUTOI Ipou3Bona no apyroj u tpehoj kommnonentu. Ieo (6)
ce decTo BubDa u y (popMmyranuju na cy oArosapajynu BeKTOpM KOJIUHEA-
pHZ (IIOWITO TO OArOBapa JIMHEAPHO] 3aBUCHOCTM ABA BEKTOPA), a 1eo (e) y
dopmynanuju na cy oarosapajyhu BEKTOpM KOmIaHapHU (IIOMTO TO OATO-
Bapa JIMHEAPHO] 3aBUCHOCTU TPU BEKTOPA). JEAWHU PA3JIor IITO je y Heiy
(B) Tpaskeno na je a,b # 0 je To wro je yrao usmehy mBa BekTOpa jemHO-
suauno onpeben y [0, 7] ako cy y nuramy Herysa Bekropu (y ciydajy xa
je jeman on BekTopa 0, HUCMO HU OeGUHUCAIM Taj yrao), HO TO ce TBpheme
yecTo Bubha u 0e3 TOor orpaHuyerna, IOIITO Cy oHma obe crpane jemnake 0,
6e3 063upa Ha TO Kako ce mepUHUINE Yyrao y CIydajy Oa je HEKU OJ HUX
0, a yKOJIMKO Ce NOMyCTH ma yTrao y3uMa U APyTre BPEAHOCTH, BUbha ce u
BapujaHTa y KOjOj je Ha HeCHO] CTPAHU CUHYC IO AIICOJYTHOM BpeTHOII Ny
(3a ¢ € [0,7] je sinp > 0). Karo ||al - ||b]] - sin<t(a,b) oaroBapa noBpiuan
mapaJjiesiorpama HaJl BEKTOpUMa a U b, 4ecTo ce Buba u nedununuja BEKTO-
PCKOT TIPOM3BOJA ¥ KOM Ce 3aXTeBa 14, 3a HEKOJUHeapHe a,b, je a X b Ho-
pMaJiaH Ha a, b, na cucreM (a,b, a X b) UMHU MO3UTUBHO OPUjEHTUCAH CUCTEM
u Ja je HopMa TOr Bekropa jemuaka |la|| - [|b]| - sin<(a,b). VI3 nperxonuor je
jacuo ma he ce BEKTOPCKM MPOM3BOI KOPUCTUTHU M TpuankoM onpebuBama
MEpHOT Opoja MOBPIIMHE IapaJiesiorpaMa Jduje ¢y cTpanune oapebene ca
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Marematuka 1 & 2 Jluneapua anredpa

a u b. CauvHo, M3paKaBame MENIOBATOI IPOU3BOAa (KAO HETEPMUHAHTE)
IIOKa3aHO Y IPETXONHOM JOKa3y IOBOPHM na lie ce OH KOPUCTUTU U IPU-
JuKOM oxpebuBama 3ampeMuHe mapaJjesonunelsa ynje cy crpaHule a,b u
c. Ilperxonna nepuHUIMja ce YecTO 3amucyje U y HepOpMaJHUjeM OOJIUKY

i j k
axXxb=1|a a a3 |, mogpasymeBajyhu ma he ce m3BpmuTu pas3Boj IO
b1 by b3

npBoj BpcTu (unMe ce nobuja 3amuc HaBemeH y Toj neduuunujn). deo (r)
moka3yje, uaMehy ocTaJjior, na BEKTOPCKO MHOKEHE HIje aCOIjaTUBHA Olle-
pamuja, IpBa jeoHAKOCT TOTr AeJia je mo3HarTa M kao Jlarpamkos, a apyra
ka0 JakobujeB nueHTUTET (32 BEKTOPCKU IPOU3BOL).

Ipumep 49. Baxu a x a = 0, 3a cako a € R®, ma, axo je (i,4,k) cranma-
pAHA OpTOHOpMUpaHa 6a3a, BaKM ¢ X ¢ = j X j =k X k=0, 00K je i X j =
—jxi=k, jxk=—kxj=1i, kxi=—ixk=—j. 3a npoussBosmne a,b,c € R>
je (axb)x(axc)=—(b,axc)a+{a,a+c)b=—[b,a,cla+ [a,a,c]b=a,b,ca.
Caenu [a X byb X ¢,c X a] = <(a x b) x (bxc),cx a> = —[bya,c]- (bya x ¢c) =
[b,a,c]?> = [a,b,c]?, ma cy a x b,b X ¢,c X @ KOIJIAHADHNA aKO W CAMO aKO Cy
a,b, c komnanapuau. Axo cy A, B,C € R?, a O xoopauHATHN mOYETaK, OHIA

— — — — — — — —

je I(A,B,C) = OA x OB+ OB x OC +0C x OA = —OB x OA 4+ OB x
— = — — — —_—  — —_— - —_—  —
OC+0C x (0C+ (OA—-0C))=0B x AC —0OC x AC = CB x AC, na cy
raure A, B, C' konuneapre ako u camo ako je I(A, B,C) =0, nok y cayuajy
I(A,B,C) #0 je y nuramy BekTop pasHu onpebene raukama A, B,C. A
HpI/IMep 50. Axo Ccy a; = (ai71,ai72,ai,3)T S RS, bi = (bi,l,bi,Q,bi73)T S
R3, 3a i € {1,2,3}, ma ocuoBy KomuBumeose ¢opmyre (popmyna
(r.3) e | 000 e | )Ty = Y O @]

(a2,bl> <a2,b2> 1<i9i<3 az; Qa2
bl ; bg ; <a1a b1> <a27 b1> <a37 b1>
w27 | = e x agb x ba), wao w | anbe) (azb) (asbo) | =
N (a1,b3) (az,b3) (as,bs3)
a1 G122 01,3 bii bo1 b3
(a1,a2,a3)T (b1,ba,b3) = | az1 as2 ass |-| b2 bao bso | =la1,a2,a3]-
as1 G322 G633 bis bas bags
[b1,b2,b3]. Cmnemnmjanno, HA OCHOBY HOGMjEHOT W PE3YJITATA NPETXOMHOT
npumepa je a1 X ag,az X ag, a3 X a1] = [a1, az, ag)® = det({as, a;))1<ij<s. A
3a BEKTOpE a1,...,an, e je n € N, ce G(a1,...,an) = ((ai,a;))1<i,j<n

mazuea 'pamoBa marpuna (Koja oAroBapa THM BEKTODUMA), a H-E€Ha Je-
TepMUHAHTa ['pamoBa AeTepMUHAHTa. Ilo IpPeTXOAHOM HpUMEpPY CJeau
ma 3a ap,az,az € R? je detG(ay) = |la1]?, detG(ar,a2) = |la; X az?* u
det G(a1,az,a3) = [a1,az,a3)?, Tj. y muTamy je HeHEraTUBHO He(UHUTHA Ma-
Tpula, a HeHe BPeIHOCTH ce IPUPOIHO HoBe3yjy ca onrosapajyhum reome-
Tpujckum ocobunama (3a a; € R3, 1 <i < n, awu G(a;,a;) = 0 ako u camo
aKo Ccy a; u a; konuueapuu, G(a;,aj,ar) = 0 aKO U caMoO aKo Cy 4;,Gj, Ak
KOILIAaHADHU, a JOOMjeHO cyrepuile Ia KBaApaTHU KOPEHU BPEeJHOCTU OBUX
JEeTePMUHAHTY OATOBAPAjy, PEIOM, NYKUHUA BEKTOpa, HNOBPIIMHU TapaJtie-
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Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

JorpaMa Hal IBa BEKTOPAa, OQHOCHO 3AIMPEMUHU [apAJIEIONUIena HAL TPU
BeKTOpa), MOK je I'pamoBa merepmuHanTa n > 4 BexTopa m3 R? jemmaka 0.
Hapasno, ako ce momyctu ma cy Bekropu u3 R™, rue je m > n, npoydaBame
G(a1,...,a,) IOBOOU O HETPUBUJAJIHUX 3aKIbYyUaKa, AHAJIOTHAX TOOUjeHNM
y cilydajy m = 3, HO KaKO je OCHOBHM IJb OBOT mesa panxy R3, sampsamu
caMmo ce Ha oarosapajyhum marpunamva pena ae Beher ox 3.

ITpumep 51. Oapemumo nospmuny verBopoyria ABCD, roe cy Koopau-
Hare youenux tavaka A(3,—1), B(8,0), C(9,4) u D(7,2). Ilo nperxonuom,
3a BekTOpe a,b € R? m3pas |la x b|| mpeacTasma moBpmuHYy mapasgenrorpama
HaJl BEKTOpUMa a,b, omakjie clemu na % - |la x b|| mpencraBma moBpuUIMHY
Tpoyria umje cy crpanume a u b. Axo je a = (a1, a2)T,b = (b1,b2)T € R2,
yramameM y R® ce oBu BekTOpm Mory Bumeru Kao (aj,asz,0)”,b = (b1, be,0)T

(omma uma cmucaa npudat 0 a X b), a'y axb cy koopauHaTe y3 i u j jenHa-

, IIa IIOJIOBMHA aIICOJNIyTHE

. . aq as
Ke 07 JOK J€ KOOpauHaTa y3 k JenHaka b b
1 2

BPEIHOCTU OBOT M3Pa3a MpEACTaBJba MOBPHIMHY TPOYTJa YMje Cy CTPAHU-
e a u b. Kako BD npunana yuyrpamsoctu ABCD, cienn P(ABCD) =

— — —5
P(ABDA) + P(ABCD), a xaxo je BA = (-5,—-1)T, BD = (-1,2)T, BC =
-5 -1 -1 2
T _1 1 _ 17
(1,4) ,Ba}I{I/IP(ABCD)—§'M 1 9 “—i—g“ 1 4 “—7. IIperxonxHO

ce MOske DoOUTH U nocMarpameM aujaroHasne AC, HO Kako OHa He IPUIALA

yayrpammoctu ABCD, cnemu P(ABCD) = P(AABC) — P(AADC), Tj.
— — —

rako je AB = (5,1)7, AD = (4,3)T, AC = (6,5)”, sawu P(ABCD) =

1 5 1 1 4 3| _ 17 6uri
5-‘ 6 5 ‘—§-| 6 5 |—7,aaHanorHoce, paszbujameM HA TPOYTJIOBE,

MOKe OfPeNUTH MOBPUIMHA TPOU3BOJbHOT MHOTOyTIa y R%. Ao je a > 0,
u = (a,0,0), v BekTOp KOju ca u u k 3aknama yriaose § u G, peloM, Ta-
ko zma je ||v|]] = @ u cucrem (u,v,k) MO3UTHBHO OpPUjEHTUCAH, & W BEKTOD
KOjU Cca u M v 3aKjIamna yriose %, Tako na je |w| = a u cuctem (u,v,w)
HO3WTHBHO OPUjEHTHCAH, OAPEIMMO U M W, KAO W 3AIPEMUHY TeTpaeapa
onpebenor ca u,v,w. Awo je v = (avy,avq,avs), cremu v? + vs + v3 = 1,

2 .
<U,U>:a2’l)1:%I/I<’U,k>:avgio,najevli%,1)3:01/11)26{*@,@},

a 5 0
; a3 a®V3 :
a Kako je [u,v,k] =] 0 +2%2 0 | =+%%>, nomro je (u,v,k) mosurusno
0 0 1
- = ¥3 Agojew = 2 2
OpHjeHTHCaH, cIeam v = 5> . Ako je w = (aw, aws, aws), caemu wi +w; +
2 2 2 2 V3 2 1
wi =1, (u,w) = a*wy = %, (v,w) = Fw + 5wy = &, ma je wy = 3,
a @ a
5 5.5 5
_ 3 6 6 . _ av 3 av 3 _
wy = % mwz € {—%,%}. Kako je [u,v,w] = | 0 %§ : =
0 0 %8
3
+4 f , MOWITO je cucTteM (U, v, w) IO3UTUBHO OPUJEHTUCAH, CIEIU W3 = TG ,
. 1 _ a3V2 A
Kao 1 JIa je 3alpeMUHa MOCMATPAHOT TeTpaeapa g - [u, v, w] = “55= .

IIpumep 52. Ako cy a,b BekTOpU [Be CTpaHUIlE TPOYIJa, HEroBa MOBPIIU-
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Ha je P = 1-|laxbl|, onocno, Baskn P? = 1-G(a,b). Kaxo je (a,b) = $(||a||*+
181>~ [la=bl1%) = 3(llal|*+[||*~ l|c||*), rae je ¢ = a—b BerTop Koju oaTOBaPA
Tpehoj cTpaHuMIM yodeHOT TpOyIrJa, HAa OBaj HAUMH AOOMjaMO U3paska-
Bam€e MOBPIIMHE TPOYTJIa IPEKO Ny/KUHA HerOBUX CTpaHuna (T3B. XepPOHOB
1 2]jal? llall® + 1Il|* — [le]|?
6] lall® + [16]1* — flell? 2[1o)I?

(axo je s = 1 - ([la] + [|b]| + [[¢]|) momyobum Tpoyrma, mocnenma BpeaHOCT
je jemmaxa f5 - (4flal2bl* = (lal* + [b]* = ell?)?) = 5 - ((llall + [1b])* —
lell®)Cllell® = lall = [161D*) = 15 - (lall + 8l + lllD(lall + 16l = llel) (el —
lall + 1ol + llall = [1l) = s(s — llal)(s = [[b])(s = [le]l), mTo je yobu-
yajaH OOJUK y KOM ce nOOujeHn pe3ysaTar IPUKa3yje MO CPeqmhOIIKOICKIM
yubenunuma). Amnasorno ce mobuja omrosapajylia dopmyna u y Buime
IUMEH3Uja, a MO0 MPEeTXOIHOM, ako je V 3ampemuna Terpaenpa oapebe-

obpazamn). llakme, Basku P? =

HOr BektopuMma a,b,c, onma je V2 = (1 -[a,b,c])? = 5 - detG(a,b,c) =

1 ) 2||a!2 ) ||a||2+||b||22* llea]? ||C||§+||a||22*|\b1|\z

T N (Y oy E
lell® + llall® = floall* - NIoll= + llell® — [laal 2||]]

jeci =a—b, by =c—a, a;y = b—c (r38. Xepounos obpas3sar 3a rerpaenap). A
IIpumep 53. 3a 1 < i < 3, HeKka ¢y o; € R u a; € R? Hexomnamapum.
Ozpenumvo cBe x Tako na je (x,a;) = o;, 3a 1 < i < 3. Kako cy y nuramy
HEKOIUIAHAPHU BEKTOPU, HA OCHOBY pe3yJiraTa mpumepa 49, HeKomJIaHapHU
Ccy 4 ay X ag,as X as,as X aj, na IOCTOj€e jeIUHCTBEHU T1,T2,T3, KAKO Oa je
T = T1a9 X a3+ T2a3 X a1 + T3a1 X a2, ONAKIE, CKAJAPHUM MHOKEHEM Ca a;,

caema «; = x;+[ar, az,a3],3a 1 < i< 3, e jex = 0‘1“2X“3+@?“§';;&}}+a3“1x“2 LA
Jaz,

Jennauuna npase u pasau y R°

Ha ocnoBy pasmaTpama ca MOYETKa OBOT OJeJbKa, y CIydajy n = 3 mpo-
CTOD pemema jeqHaunne a1 T+ asy+azz = b, mpu uemy je (a1, az,az)’ # 0, je
AVMEH3Uje 2, Te ce yOUeHA je IHAUMHA HA3WBA OHMINTH (MMIIUIUTHI) OOJIIK
jemnaumne pasru (y R3). Axo je y muramy pasanm o u My(xo,%0,20) €
OHZA je yOoueHa jenHAUMHA €KBUBAJEHTHA ca a1(x — o)+ a2(y — yo) + as(z —
20) = 0, Te Tauka M (z,y,2) Tpunana o ako u camo ako je (ai,az,asz)’ L
—_— —

MoM = (z — %0,y — Yo,z — 20), omaOCHO ((a1,as,a3)’, MoM) = 0 (mocnenme
ce HA3UBa W BEKTOPCKa jemmaumna pasmm). Crora ce (a1,as,a3)! masusa
BEKTOP PaBHM (¢ U MpPEACTaBJba BEKTOP HOpMAaJaH Ha Ty paBaH. Kako je
OPTOKOMILIEMEHT HeHysa Bekropa y R® mnMmemsmje 2, mocToje He3aBHUCHA
u = (u1,uz,u3) m v = (v1,v2,v3)7 KOju uMHE Ga3y TOT OPTOKOMILIEMEHTA,
te (y3 IpeTXOAHY HOTANHUjy) Cy CBe Tauke paBHM omumcame ca (x,y,z)! =
(w0 + suy + tv1,yo + Sug + tva, 20 + sus + tvz)T = (wo,90,20)T + su + tv, 3a
npousBosmHe s,t € R (T3B. mapamerapcka jenHauuna pasau). V3 nperxo-
IHOT HEMNOCPETHO CJIEOU Aa je paBaH KOja CANP:KM HEKOJUMHEAPHE TadKe
M;(x4,y4,2:), Toe je 1 < i < 3, onpebena ca [MiM, My My, My Ms] = 0, Tj.
cee Tauke M(z,y,z) KOje 3aI0BOJbABAjY NPETXOAHY j€IHAUMHY pPENCTa-

. . _— _—
BJbAjY TAUYKE Te€ PaBHU, a WmeH BeKTOp je MiMs x M1 M.
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ITo amasoruju ce n y R3 mpemoce u pesynraru mo6ujeHu 3a OMUC IpaBe y

R2. Pennwmo, z;fo = y;go = 2;20 IpeacTaB/ha KAHOHCKU ODJIUK jeTHAYMHE

npase y R, xoja cagpsku Tausy M (o, Yo, 20), a BeKTOD joj je (a1, az,a3)’ #0
(y3 aHAJIOTHU HOTOBOD TyMadema MOCIEIHET U3pa3a y Caydajy Oa je HeKa
O/l KOOpIMHATA BEKTOpa mpase jenxaka 0; permmo, § = % = § IpeACTaBba
: T T T
JEAHAYUHY T OCG), a (’JJ,y,Z) - (93073/0;20) + t(a17a27a3) ; 38 te ]Ra nope-
ICTaBJba MapaMeTapcKy OOJVK jefHAYMHE Te IpPaBe.
Kao u y ciyuajy pama y R?, BeKTOpu TIpaBe M paBHU HUCY jeIHO3HAUHO
onpebenu (Beh 10 Ha MHOMKEH€ HEHyJa CKAJIAPOM), TE€ je U OBIe yobuda-
jHO ma ce yrao maMmely mBe mpaBe, OMHOCHO yrao m3Mmebhy mBe paBHU, OUpa
Tako fga npunana [0, 5], ma 3a yrao usmeby mpasux a u b, unju cy BeKkTOpU
T T laibi+azba+asbs|
ai,ag,a3)” u (by,be,b3)" Bawku cos<(a,b) =
( 1,2, 3) ( 1,92, 3) ( ) ) \/af+a§+a§\/bf+b§+b§7
n3MeDy paBHU a1 U a3, TIe je a; onpebeHa jeqHAUMHOM a; 12+ 2y +a; 32 =
_ lai,1a2,14a1 2a2 24+a1 302 3|
\/afyl+af72+aig\/a;1+a;2+a;3 '
[lurame omHOCAa yOUYEHUX pPAaBHU C€ CBOAM HA ONUC PEHOEHa CUCTEMA
. . T
a1 + a0y + a3z = b, 3a 1 < i < 2. Aro je ne, = (a1,1,a021,031)",
Nay = (a12,a22,a32)7 N X ne, # 0, paT U MaTpume cucTeMa u
OpoImupeHe MATPUIle CUCTEMa je jemHak 2, ma CUCTEeM uMa OECKOHAUHO

MHOT'O peniema, a IPOCTOP pellemha 3aBUCHU O jeI[HOF ITapaMeTpa, Te je

a 3a yrao

bi, 3a 1 < i < 2, Baskm cos<(a1,as)

reOMEeTPUjCKO TyMademe a je Ipecek mpaBa (UWju je BEKTOD Mg, X Nayj
3ampaBo, IpaBa Ce MOKe U NePUHUCATH HA OBAj HAYMH, HPEKO IPECEKa
IBE PABHU, INTO, y HEKOM CMUCJIy, HAJBUIIE OATOBAPA UMILIUIUTHOM OO0JIM-
Ky jemmauumne mpase). AKO je Ng, X Mo, = 0, Tj. aKO Cy Mg, 71 Na,
IPONOPIMOHAJHU, YKOJIOKO ¢y 1 (a1,1,a1,2,01,3,01)7 u (ag1,a22,a23,b2)"
IPONOPIMOHAJHN, PAHTOBY M MAaTPHUIE U IPOIMpEHEe MATpPUIE NOOujeHor
cucTeMa Cy jemHaku 1, Tj. y TOM CJIydYajy je IMpPOCTOp pelema AUMEH3U-
je 2, a reoMeTpPUjCKO TyMaudeme je Oa ce MmocMaTpaHe PaBHU IMOKJIAINajy
(0be jenmauumHe OpeACTABILAJY jeOHAUYMHY UCTE DPABHU), INOK Y CIyYajy
Jla MOCJEeNHM BEKTOPY HUCY HIPONOPIMOHAJHM, PAHT IPOIIMpPEHE MaTpUIE
cuctema je 3a jenaH Behiu, Te OoHIa MocMaTpaHe pPaBHM HeMajy 3ajelHu-
UKMX TA4aka, a TFeOMETPHUjCKO TyMademe je ma Cy OHOA T€ PABHU IIa-
pasease. IIpumeTuMo U 1A, YKOJIUKO Mg, U Ny, HUACY IPONOPUUOHAJHHU,
ouma t(a1 12 + a2y + a1,32 — b1) + s(az1® + az2y + az sz — ba) = 0, rze je
(s,t) € R?\ {(0.0)}, mpencrasma mpaMeH PaBHU KOjU CAIDIKU MPECEUHY
OpaBy paBHM 1 U g (OpeTxomHo ce demhe mpencrasiba y OBJIUKY
a11% + a12y + a132 — b1 + s(az 12 + az2y + az32 —b2) =0, 3a s € R, kao u
a21% + G222y + a3z = by, KOja HUje HaBeINEHOr OOJIMKA; BUAETH U IPUMEDP
55), a a1z + asy + asz =t, rae je t € R, npencrasiba IpaMeH paBHU mapa-
JIeTHUX ca a1 + asy + azz = 0.

3a mpasy p oapebeny ca (z,y,2)T = (v1,y1,21)T + t(v1,v2.03) (marme, ona
campwu Mi(z1,y1,21), a BekTop joj je v, = (v1,v2,v3)T # 0) u pasan «,
onpebeny ca ai(x — x2) + az2(y — y2) + as(z — z2) = 0 (makue, oHa canpxu
My (3,3, 23), a BEKTOD joj je ng = (a1, az,a3)” #0), Bawu p L o ako u camo
aKO Cy Up U Mo IPOINOPHOHAJNH (Tj. KO I CAMO aKO je Up XNe =0), ap || a
aKO U caMo ako je v, L a (Tj. ako u camo ako (vp, ne) = 0). Ha ocuosy mena

)T
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(B) meme 7.5.2 m KOMEHTapa HAKOH He, IHOCTOJU jeIUHCTBEHA IPOjEKIUja
IpaBe p| YUjU je BEKTOP Up U KOja CALPHKU TAUKy (T1 — T2,Y1 — Y2, 21 — 22)
Ha paBaH a1& + asy + azz = 0 (ka0 u y OPeTXONHOM Heiy, jeAUHU PAa3Jior
IITO Cy yOUeHe MpaBa M paBaH TPAHCIUPAHE je TO IITO je MOMEHYTU Pe3y-
JATAT UCKA3aH 33 IPOJEKIUjy HA MOTIPOCTOP). ¥ Ciaydajy na je v, Xng # 0,
Ta MPOjeKnuja je mpasa, a yrao maMehy mpaBe U Te MPOjeKIHrje CMATPaMO
yraoMm m3Mmebhy mpaBe u paBHU, Te je, 300T youeHe TpaHCJaIje, OH jeIHAK
yriay u3mehy mpaBe p u paBHU ¢ (M IO HOMEHYTOM DPE3YJTaTy, MOTA0 Ce
neprHUCATH U KaO0 MUHUMAJHMN yrao m3Mehy BeKTOopa IpaBe M HEHyJa Be-
KTOpa Koju mpunanajy «). Cremn ma je sin<{(p,a) = ”‘gﬂfﬁziln (mpumeTrMO
Ia ce OBIe IOjaB/byje CHUHYCHA, a He KOCHMHYCHa (YHKOUja, W3 pa3jora
IITO je BEKTOD PABHU HOPDMAaJIaH HA Ty PaBaH, a BEKTOD IPaBe KOJUHEAPAH
ca TOM IIPaBOM, Ka0O U Na Ce pe3yJTaT MOKJala ca NOOUjeHVM y CiIydajy
Ia je mpasa HOpMaJHA Ha paBaH). Amagorso, u3 mena (B) seme 7.5.2

caenn ma nocroju min ||MX|| u min ||MX ||, cme je M(zo,yo,20) (1 moctmxe
Xep Xea

ce ako je X HOpMaJHA Tpojexnuja Tauke M Ha p, OmMHOCHO «). Ilpume-
—
1M X X u ||

gl
Opojuolly mocienmer pa3jloMKa OATOBapa IMOBPUIMHU Iapajieorpama Ham
—

tumo na je d(M,p) = , 3a mpou3BosHy X € p (momTo wu3pas y

BexkTopuMa MX u u,, Koja je jemHaka AYKUHU HETOBE CTPAHUIE Uy, IO-
MHO’KEHO] ca oArosapajylioM BHCHHOM), KA0 U Ha y CIydajy 2o = 21 =
vs = 0 ce mobujeHa ¢opmyna cBOOM HaA pe3yiTaT NOOUjeH 3a pacTojame
tauke ox mpase y R%. Cimunmo, ako je (z,y,2)T = (v1,y1,21)7 + su + tv,
rae je s,t € R, mapamerapcku obiuk jenHaumbe « (4Yuja je jemHAUMHA
ax + agy + azz — b = a1(x — 1) —l—a&— y1) + a3(z — z1) = 0 u Baxkm
[u,v,MX]
lluxoll
«a (momro u3pa3 y OGpOojUOLy HOCIENmEr Pa3iOMKa OAroBapa 3allpEeMUHU

Ng = u X v), onga je d(M,a) = , toe je X Ipom3BOJbHA TAUKA

e
mapaJiejionuuena Haa BeKropuMma a,v, M X, a mMeHuIAIl TOBPIIUHA Hapa-

JlejiorpaMa HaJz u,v, T€ Ta] Pa3jOMakK IpPeNCTaB/ba MY:KUHY BUCWHE HA TY

CTpaHy yO4eHOI' Iapajeonuiea), WTo AOBOAU A0
d(M, a) _ ‘0«1(CEO*11)+02§’90;y1)ja3(20*21)| — |111930+0«22y042r03220*b|
\/a1.+a2+a3 . \/‘?14‘“2""“3
(y mocnenmem obnuky ce nobujeHo Hajuemlie Ipukasyje IO JUTEPATYPU).
ITomenumo m ma ce y reOMETPUjCKMM TPUMEHAMa IO0jaBJbyjy ¥ OPYTH

00UIM TPUKA3a jeJHAYMHE DABHU, MONYT HOPMAJHOT, y KOM CE€ PaBaH
npencraBma y obmury (n, (z,y,z)T) =r > 0, mpu wemy je ||n|| =1 (jacwo,
0Baj OBJUEK MOCTOJU aKO PABaH HE CAIP:KU KOODAMHATHU ITOYETAK, HA OCHO-

By MaJiompe moOujeHumx pesyiarara je pacrojame tauke (0,0,0) mo youene
|r|

PaBHU jeTHAKO Ta = 7> & aKO je meHa OIINTa je THAYNHA a1X+asy—+asz = d,
|d] (\dl ay ld| as ld|
cremu r = gao u n = (5 - = =
Vaita3+a3’ 4 aitaitay’ @ \/ai+a3+al’ 4
\/ﬁ), a Kako je |n| = 1, caemnn ma je n = (cos oy, COSay,COS ),
1 2 3

TOe Oy, Qy,, IPEeICcTaBbajy yriaose maMeby BexTopa n m BekTopa i,7,k,
pemoM), KA0 M CEerMEeHTHM, Yy KOM C€ jeIHAuMHa IIpUKa3dyje y OOIuKy
24+ ¥%+2=1,aa,b, cupencrasbajy oaceuKe Koje HA KOODAMHATHAM OCAMa
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oncena pasaH (nakie, Ta paBaH canp:ku Tadke (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c),
paBaH ce MOsKe IPEICTABUTUA Yy OBOM OOJIMKY aKO HUje mapaJiesIHa HUjeIHO]
O KOOPAMHATHUX OCA U HE CAIPKU KOODAWMHATHU IIOYETAK; ¥ TOM CIydajy
je meHa OmINTa jemHAUWHA 41X + G2y + a3z = d, Opu 4yeMy Ccy ai,a2,a3,d
paszmuuutu on 0, a oHmAa Cy mapaMeTpPU HABEICHU y CETMEHTHOM ODIUKY
a= ail ,b= % ,C= a%) Kao u y cayuajy R2, mopen jacmor reomeTpujcror
TyMadema, MPETHOCT HOCIEeAkhe HaBeAeHNX ODJIMKA je ITO Cy, aKO HOCTO-
je, jemuHcTBeHU (& MO IUTEPATYPHU y KOJO] ce NOOUjEHO KOPUCTU 38 HAJbe
IpoyJYaBame FeOMETPUjCKUX OCOOUHA, Buba ce u 1a ce N03BOJbaBa Ja HEKU
0] TapamMaTapa KOJU Ce I0jaBJby]y Y CEeTMEHTHOM OOuKy (1 IpaBe u pPaBHU)
Oyne 0o, y3 onroapajyhie TymMademe, CIMYHO OHOM KOj€ je IPUKa3aHO IPU-
JIUKOM HeJberba ca () y KAHOHCKOM ODJIMKY, na Ou ce Ha Taj HAYWH MPUKA3AIIe
Y Ipase 3a Koje To Huje Morylie y3 KiIaCUJYHO TyMademe).

Octaje murame mebhycobmor ommoca mse mpase y R3. Heka cy y mm-
Tamy p;, Koja campikm M;(x;,yi, zi) U BEKTOD joj je a; = (ai71,ai72,a1,3)T
3a 1 €4 <2 Axro je a; X az = 0 (Tj. aKO Cy a1 U a2 KOJUHEADHN),

)

ouma je p1 || p2, mpum uemy y cayuajy ga je nu M;Ms ronmmeapan ca
muMa (Tj. ako je m a3 X MiMy = 0), oHma ce paau O UCTOj HMPaBoj, a
aKO TO HUje CJydaj, youdeHe IpaBe Cy IapaJiejiHe U pasauunre. AKO je
a1 X ag # 0, a [a1,a2, M1Ms] = 0 (Tj. ako ¢y a1 U ay JIMHEAPHO HE3ABUCHU,
a ai,az, MM nuneapuo 3aBucHu (Iakie, KOIIAHADHU Cy)), OHZA CE€ Pi
u ps cery. Komaumno, arxo je [a1, a2, M1Ms] # 0, pamu ce 0 MUMOUIA3HAM
mpaBaMa. Y TOM CJIy4dajy je BEKTOP N = a1 X Gy HOpMaJIaH Ha a1 W g, PABAH
KOja canp:ku M 1 BeKTOpe a1 U N cede Py ¥y HEKOj Tauku Ny, a ako je Np
mogHO:kje HopMaJie u3 Ny Ha p1, OHma je mpaBa oapebhena taukama N1 1 No
HODMAJIHA U Ha P1 U HA Py (T3B. 3ajeHUYKA HOPMAJa MIMOWJIA3HUX IPABUX

—
piupa). Avo je d(pipa) = _inf_ |XY|| (pactojame pi u pa). xao u
1, 2

y mokasy mena (B) jeme 7.5.2 (BuIeTu M KOMEHTADE HAKOH H-€), CJIEIU

>
& youeHu MHOUMYM TOoCcToju (M Kao MuHUMYM) U ga je jemuak ||NiNa||

— — —_—
(samcra, ako je X € p1, Y € pp mw u = XN; + NoY, omma je | XY|? =
2 2 7112 2 7112

[X N1+ N1Np + NoY|[* = [[N1 N2+ ul[* = [ N1N2|[* + [lu]|* = [[N1N2||*, momro
je u L NiNy). Ilpumerumo m ce ma npu oapebuBamy pacTtojama HaBe-
JIEHUX MPABUX HE MOPAajy eKCImnuTHO onpebusaTtu tauke Ny u No (1. HUje

HY3KHO OIPEINTH 3ajeIHUYKY HOPMAJy yOUeHHUX NMPAaBUX ), HOIITO je TO pa-

—_—
3 . |[XY,a1,a1]|
CTOjame JeIHAKO i, rae Cy X € p1, Y € ps npoussosmue (3aucra,

UMEHMJIAIl MocJeNmher pa3IOMKa IIPeAcTaB/ba IOBPUIMHY HapaJjejorpama
—

HAI 1 U G2, & OPOJUIIAIl 3aIPEMUHY MapAaJIeIONUIena Hal a1, a2, X Y, KOja
je jemHaka IOBPIIMHU TOMEHYTOT MapaJieJjorpaMa MOMHOMAKCHO] Ca HerOBOM
BUCHUHOM, KOja, IO NPETXOMHO] OUCKYCHUjU, U3HOCH ||]TN£H), Kao 1 ma ce
onpebuBame pacrojama nBe mapaJiesHe IpaBe CcBOMM Ha onpebusame pa-
CTOjama MPOU3BOJLHE TAUKE jeIHe O HBUX O ApyTre Ipase.

IIpumep 54. OmpennmMo jenHAYWHY PABHU KOja CAIPYKU IPECEK PABHU &
u (B, onpebenux jemmauvuama r+y+ 2z =1u z—y+ 2z = —2, peaom, a
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OPUTOM TIOJIOBU IysK UMjU Cy KpajeBU IIPEcedHe Tauke mpase p, onpebene
ca =L = yTH = %5, ca HaBeJEHMM DaBHMMA, KAO U PACTOjame IpPaBe P
on mpeceune npase paBau o 1 3. Takobhe, ompenumMo yriose Koje 3akjaamna
nobujena pasaH ca « u p, Bexropu masemenux pasuu n, = (1,1,1)T u
ng = (1,—1,2)", xao u masenene mpase v, = (1,2,—-2)7, cy no maposuma
HE3aBUCHU, IIa CE Te JBE PABHU CEKY, a M HABEICHA IpaBa ux cede. Ilapame-
Tapcku obuuk p je (z,y,2) = (t+1,2t—1,—-2t), 3a t € R, Te ce 3amenom y je-
mHauuHe o 1 3, penom, nobuja t = 1, oquocHO t = % ,majepNa=(2,1,-2)

upng= (% , % , —%), Te Cy KOOpAMHATE Cpenumira Oy:ku oapebene mobu-

: 2+2 142 —2-&

jEHUM TauKaMma ( J;O , 423 y =5 O) = (% , %,—%). [Tpamen pasuu ompeben
caau (uube pasau (z+y+z—1)+s(zx —y+22+2) =0, 3a s € R, rao
u paBaH (3, Te ce 3aMEHOM KOODAMHATA INOOMjeHe Tadke mobuja § = —=

omakie je TpaskeHa pasaH 4z + 6y + 3z =7 (a mwen BexTop je n = (4,6, 3)75)
Bexrop mpeceune mpaBe o 1 3 je v = Ng X Ng = (3,—1,—2)T7 a BaykU
Q(0,0,1) € aNf, Te npeceuna mpaBa ¢ uma jempaumay £ = L = =]

=) -2 -
Kaxo P(1,-1,0) € p, cienu na je d(p,q) = HI;{?’Z’Z’T” = 540l Komauso,
p q
: ; _ [(nna)| 13
aro je noGujema papam 7, ciemu <((7,Q) = arccos AL = arccos = u
- in Lmpd in —10
<(n,p) = arcsin Talopl = aresin g . A

IIpumep 55. Oapennmo pasas kKoja canp:xu tauky M (2,1, —2), napanenxna
je ca mpaBoM p, Koja je ompebena ca z =y —1=2z+6 u ynamena je v 2 ox
P, KA0 U TAUKy Koja je cuMmerpuuHa ca M y omuocy Ha p. TpakeHa pasan
CaIp:Ky IPaBy ¢, KOja je mapaJtiesHa ca p u canp:ku M, 1j. carx—2=y—1=
Zz 4+ 2, omHOCHO, mpumamga IpaMeHy paBHU Koju canp:ku ¢q. Ilpasa g Huje
mapaJiesHa HUjeTHO] O KOOPAWHATHUX OCA, MOCTOjW PaBaH TOr IpaMeHa
napasenna ca ¥ ocom (Bextop joj je (1,0,0)T x (1,1,1)T = (0,—-1,1)T, =j.
jemmaumHa joj je —y + z = —3), KAO U paBaH TOr HIPAMEHA IAPAJIENHA Ca Y
ocom (Berrop joj je (0,1,0)7 x (1,1,1)T = (1,0, -1)7, 1j. jenmauuna joj je
x —z =4), na taj npamer umnHe paBau (—y + 2z +3) +t(r —z —4) =0, 3a
t € R, kao u paBan x — 2z = 4. Pacrojame p o1 paBHUA KOja joj je mapaJiesHa
jemHako je pacrojamy Heke meHe tauke (mmp. (0,1,—6)) ox Te pasHu, ma
. : 4 [1-040-1-1-(—6)—4]
KaKO je pacrojame on T — 2z = 4 jemHaro N V2, oBa paBan
[t-0—1-14+(1—1)-(=6)+3—4t| _ V2:[t—2]
V2414 (1-1)2 ViZ—t4+1”
nocienme je jemmaxo v/ 2 ako u camo ako je |t —2| = V12 —t+ 1, 1. ako
1 caMoO ako je t = 1, mTOo mOBOAM MO jOII jeqHE pABHU KOja 3aI0BOJHABA
HaBeneHe ycaose, papuu £—y = 1. [Ipojekmuja M Ha p ce Hasa3m y npeceky
p U paBHU Koja canpsku M, a HOpMaJHA je HA P, Tj. paBHu T + Yy + 2z = 1,
na je ta mpojexkimmja M'(2,3,—4), a Tauka cumerpuuna ca M y omHOCY Ha
p je cumerpuyna ca M y ommocy Ha M', 1j. y nuramy je (2,5, —6). A

3a00BOJbABA HABEIEHE YCJIOBE, a KAaKO je

Kpuse apyror pena y R?

Kpusa npyror pena je ckyn ceux Tadaka (r,y) € R? koju 3amoBomasajy
MOJMHOMCKY jemHaunHy (II0 IBE NPOMEHJbUBE) IPYTOr pena, OMHOCHO je-
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maauuny f(z,y) = a112%+2a1 22y+ay 2y* +2a10+2asy+c = ul Au+2Bu+c =
0, rme je u = (z,y)t, A= ( 1 412 ) #0u B = (a1,a2) (aro je A =0,
a2 a2

OHZA je y IUTalmy JMHeApHA jeAHauuHa, WTo je Bell mcmurad ciyudaj).
Ha ocuoBy gnena (B) meme 7.5.4, mocroju oproronassa P, tako na je
PAPT = diag(\1,\2) = D, rme cy A1,y comcTeene BpemaocTH A, ma je
f(x,y) = wTPTDPu + 2BPT Pu + ¢, ommocuo, ako je v’ = (2/,y")T = Pu,
a HaBeleHa (QYHKIMja mocMarpa kKao ¢ymrmuja om v’ (kako je P oproro-
HAJIHA, [PECIUKABAamke KOje BEKTOpY u moxemsyje u' je Oujexnuja), onma
Ce TIPEeTXOMHO CBOAUW Ha WCIUTUBAKE Y KOjeM je MaTpUlla y3 KBaIPATHU
ujaH aujaroHaiHa. Ilpurom, ako je A\; # 0, omma ce uman \x'2 + 2ka’,
rae je 2k KOeUIUjEHT KOjUu ce HAKOH MOPH-E CMEHE I0jaBibyje y3 &', Momke
samucatyu y obunury Ai(z’ + )\—’“1)2 — f\—?, Te ce cmenom = = 1z’ + )\—kl mo-
clenme CBOAU Ha (QYHKOUjY Y KOJjO] je KOe(pUIUjeHT y3 JIMHeapaH YJIaH
omrosapajyhe mpomenmuBe jemnak 0. AHAJIOraH 3ak/bydak Ce€ HOCTUKE
” 3a WiaH y3 Yy, YKOIuUKO je A2 # 0. HapasHo, yBeneHe cMmeHe Memajy
OJIa3HY (YHKIUW]y, HO aKO je IWJb UCIUTUBAKE OCODMHA CKyla Tadvyaka
KOj€ YMHE IEeHO pellemhe, IPUMETUMO Oa MOCIEAma CMEHA IPU MeOMEeTPU-
JCKOM TyMauemy NOpencTaBjhba TPAHCIAIU]Y, & MIpPBa, KAaKO je y IUTAmY
TpancopManmja OPTOrOHAJIHOM MATPUIOM, NMPEACTABbA U30METPUjy (HA
OCHOBY pe3yJTara HaBeJIeHUX HAaKOH mepuuunuje 7.5.3 je |Pz| = ||z||), Te
13 TIOCJIeNihe QUCKYCUje cllenu na, YKOJIUKO CYy y IUTamy OcOOUuHE Koje ce
He Memajy M30METPUjCKUM TpaHChopManujama, je AOBOJHO IIOCMATPATH
jemnauune obmuka aj12"? + as0y” + ¢ = 0, rme je aji,az2,¢c € R u
ai1,az22 # 0, onHocHo a1 17"? +2asy’ +c¢ =0, rae je ai1,a2,¢c € Ruag #0.
3apa Moje AHOCTABLEeHa HOTALM]E, ¥ AaJbeM IIPETIOCTABHAMO A j€ KPUBa
Beh cBenena ma Herm on omucanux obauka (0xHOCHO, mpomenmuse z”/ u y”
hemo osmauaBaru ca x u y, pemoM), KOjU Ce HA3UBA KAHOHCKU OOJIMK
KpuBe apyror pena. lIpuMerumo m ga HUje TEIIKO EKCIIUIUTHO U3PA3UTHU
ommcane Tpaucpopmanuje (mpesnas ca x’ mHa r” mpemcTaBma TpaHCIANU]Y,
a TpaHcpopMmalnyja Koja u monemyje Pu, Ha OCHOBY pe3yiaTara mpumepa
43, mpeAcTaBba WAM POTANU]Y WUIU KOMIO3UIU]y POTAIUjEe U CUMETPUje
(3ampaBo, JaKO je BUAETH Ia je AOBOJbHA TPAHCPOPMANUja HPEACTABILEHA
marpunoMm M (1, ) u3 noMenyTor mpuMepa, Koja IpencTaBsba pOTauujy)),
HO TO M3JIa3U M3BAH OKBUPA OBOI TEKCTA.
Cx0QHO IPETXOMOHO] AMCKYCUju, IIOCTOje HapeqHe MoryhHoCTH:

(1) Baxm A1, Ay # 0; oHIa je kKaHOHCEM 06smK KpuBe A\122 + Aoy? + ¢ = 0,

npu yeMmy, 0€3 yMamema OIIITOCTH, HeKa je A > 0, ma

ako je Ay > 0, ¢ > 0, ckyn pemema jeanauune je ;

1)

.2) ako je Ay >0, ¢ =0, ckyn pememna je jenna taura ((0,0));

3) ako je A2 > 0, ¢ < 0, 3amenHoM a = \/—/\—Cl, b= \/—/\—52 , jemHaunHa
2 2

ce cBOMM HA 27 + ¥y = 1, a mobujena KpuBa Ce HA3MBA €JIATICA

(cnenmjanno, ako je a = b, y nuramy je Kpy:KHA JUHU)A);

(1.4) ako je A2 <0, ¢ =0, 3ameHOM G = 4/ )\i b= 7%2, jemHauMHA

1 )
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2 2
22y oz yy(zY)—
ce cBOMA HA 5 — 17 = (£ —#)(£+7) =0, Te ce wen cKkyn pemema

cacToju ox ase mpase, koje ce cexy y (0,0);
(1.5) aro je A2 <0, ¢ <0, samenom a =/ —5&, b=/, jemnaunna
2 2 .
ce cBOMM Ha %3 — ¥r =1, a nobujena kpuBa ce Ha3MBa XUMIEPOOJIA;

(2) aro je Ay =0, a, 6e3 ymamema onmToCcT, A; > 0, IO IPETXOAHOM Ce
jemHavMHa CBOAU Ha OOJIUK Mz + 2ky 4+ c =0, ma

(2.1) aro je k = 0, jemmaumna je x? = —c, ma 3a ¢ > 0 npeacrasmpa (),

3a ¢ = 0 mpaBy z = 0 , omgHOCHO, 3a ¢ < 0 CKyn KOju ce cacToju
on nmBe mapaJiente npase (x =4/ —cu x = —/—c);

(2.2) ako je k # 0, 3amenom p = f)% ;Y =y+ 55, jemHauuna ce cBOAM
Ha 2 = 2py’, a nobujena KpuBa ce Ha3uBa mapaboJia.
IMpumerumo na y cayuajy (1) auje pasmarpana moryhnoct Ay < 0, ¢ > 0,
IOMTO Ce OHA, 3aMEHOM yJora & u y, cBomu Ha ciayuaj (1.5). Hasemumo
OCHOBHe 0coOuHe enwnnce, xunep6ose u mapabone (ocTaje KpuBe APYTror
pena cy Beh, y u3BecHoj Mmepu, mpoydeHne, jep ce, y ciaydyajeBuMa y KOjuMa

je cryn pemema 0ecKOHAUaH, IPUKA3yjy Kao (KOHAYHA) yHUja NPABUX).

Emunca. I[lo mperxomnoM, KaHOHCKA jeTHAUWHA EJUICE je 2—2 + z—: =1,
3a Heke a,b > 0, mpu yemy, 6€3 yMamema OMIMTOCTU, MOKEMO CMATPATHU
na je a > b (umaue ce cumerpujom Moske mobutu Taj ciaydaj). Ako je
a = b, y IuTamy je Kpy:KHa JWHN]a, & y HACTABKY OBOT neja NeMo IIo-
cMaTpaTé ciaydaj a > b. YoueHa KpuUBa cede KOOPIUMHATHE OCEe y TauKaMa
A1(a,0), A3(0,—a), B1(0,b), B2(0, —b), KOje ce Ha3WBajy TeMeHa €eJUICE, a
CUMETPUYHA je y OmHOCY Ka KoopmuHaTHu moderak (tauxy O(0,0)), T3B.
menTap enmince. HaBemena jemmaumua je exBuBaJienTHa ca b’z? + a?y® =
a®b?, ommocuo a?(x? + y?) = (a? — v¥)2? + a®b? = 22? — a®c? + a*, roe je
c=+va%2 -2, 1j. caa®((z+c)?+y?) = 2x? +2a%cx +a* = (a® +cx)?. Axo je
(x,y) Tauyka KOja mpumaga eIUICH, jacHO je ma je || < a, a Baskn u ¢ < a,
na je a® + zc > 0, Te jemmaumna moctaje 4ay/ (v +¢)? +y2? = 4(a® + xc) =
40’ + (x4 ¢)? — (z —¢)?> = 4a® + ((x + ) + ¥*) — ((z — ¢)* + y?), omnocHo,
exBuBasieHTHA je ca (v — ¢)? +y? = (2a — 4/ (x+e)2+y? )2, a, Kako je
(x+c)? +y? <222 +2¢2 + 9% < 2a% + 2(a? — b?) + 1% = 4a® — b? < 4a?, Baswm

(x4 ¢)? + y? < 2a, cnequ na je eKBUBAJICHTHA U Ca

\/(x+c)2+y2+\/(:c—c)2+y2 = 2a.
IMocnenme nobujenn m3pas OpencTaBiba 30Up pacTojama Tauke (T,Yy) of
ravaka Fi(c,0) u Fa(—c,0), KOje ce HA3UBAjY KVIKE €JUIICe, Tj. €JUICA je
kpuBa v R? Koja ce cacToju oI CBUX Tadaka KOjUMa je 30Up pacTojama O
youeHux Tauvaka Fi m Fh jemHako 2a, IITO Ce YeCTO BUDa W A& Urpa yJIory
nepuHuyje enunce. Taxkobe, kako je jenHauywmHa €JIUIICE €KBUBAJIEHTHA Ca

2
2 2 __ cx _ ¢ | a” :
(r+c)+y? =a+ < = 2. (r+ %) > 0, oHAa je GKBUBAJICHTHA U Ca
V(Ete)2+y? :
S T & = © @ KaKO M3DAa3 Ha JEBOj CTPAHU NPETXOAHOL M3Pasa
ot a2
5

IpencTaB/ba KOJIUYHUK pacrojama Tauke (x,y) om Tauke Fy m pacrojama
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Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

rauke (x,y) om npase T = 7% , TOBUMjaMO jOII jemaH eKBUBAJEHT ne()UHU-
muje esunce (Kao CKym cBUX (,y) KOjUMa je HOMEHYTH KOJWUYHUK jeTHaK
e € (0,1)). Cumerpuuno, enumca ce MOke HePUHUCATU U KAO CKYI CBUX
(z,y) ynju je KOIMYHUK pacTojama ol Tauke Fj u mpase x = % jemHakK e,
ampase T = —-ux = % ce Ha3WBajy OUPEKTPHCE EJINICE.
[To nuramy mapamerpusaluje €JUICE BasKe CIUYHU KOMEHTAPU ITATU Y
nexy 5.3 IPUINKOM WCIUTHABAHKA KPY:KHE JuHKje (PeruMo, IpPOMEHJLUBA
T He MOKe MapaMeTPU30BATU EJUICY OKO HEHUX TeMeHAa Ha T OCH, a
IPOMEHJLUBA Y OKO H:EHWX TeMeHa Ha y OCH), & mapaMeTpu3anuja Koja ce
Hajuemne KOPUCTU MPUINKOM UCIUTUBAKA OCOOMHA eJInICce je & = a COoSt,
y = bsint, 3a t € [0,27) (mapaBHO, MOke ce M3abpaTU U APYTU CKYI 110
kome ce kpeliy Bpemmoctu mapamerapa). Ha ocmoBy seme 5.3.3, cuenu
Ia je youeHa (yHKIMja TJATKA, BPEOHOCT M3BOAA y Taukd (Zo,Yo) =
bcosty __ bzg

(acostp,bsinty) pazmuunroj ox remena Aj, Ay je oty = “aT
b2l‘0

s (x —x0) +yo, omHOCHO T 4- 42 =1,
Y cayuajy tavaka A; u As, y3eBIIM HIOpP. y Kao Hmapamerap, I0Ja3UMO
[0 3aKbYyYKA & je TaHreHTa KPUBE T = a, OMHOCHO & = —a (Tj. u y OBOM
ciIyJajy ce MO:Ke KOPUCTUTHU IOCIeqihe 100rjera GpopMyia y cirydajy npeo-
CTAJUX Tadaka; OBIE je, HAapaBHO, MPODJIEM je HACTAO yCJEA TOra IITO Ce
IpaBa MapaJjiesHa y OCU HE MOKe IPeACTaBuUTh y obmury y = kx +n). U3

, Te je Ta-

HIeHTa €JINICE y TOj TAUYKU Y = —

nperxomHor ciaema na je (—ayo,b*wo)’ BexTop Tamremte y Tauku (xg,%Yo)
2 2

eumce =% + ¥ =1, kao u ga je npasa y = kx 4+ n TaHIEHTA €JIMICE AKO

u camo ako je a’k? + b?> = n? (3amcra, oHmA je y NMUTamy TAHTEHTA Y

(0,90), KOja je pasmumuura on Ai, Ag, Tj. v muramy je y = k(z — x9) + yo,
. _ b2z _ _ _ dPya4bial B2 s o272 2

ma je k = Ty M= 10 kx0—7a2y0 —yo,najeak: n® =

bta? bt b2 (b2x2—a2b?) 2

a2y§ g = aé’iyg = —b*). Axo raura My(zo,yo) npunamga enuncu

i—z + z—: = 1, BEKTOp TaHTeHTe Ha eauncy y Toj Tauku je t = (—a’yo, b%z9)T,
- T T j
mok cy fi1 = FiMp = (zg — ¢,y0)* m fo = FoMy = (x0 + c,y02) , ma je

2 2 2 2 2 a
tl - cos < (t — 4 cyo—aTwoyotb Toyo _ acyo—Cc'To¥o _ 2, . o %o —
” ” <I( 7f1) \/(1076)2+y§ \/(m07c)2+yg Yo (1076)2+y3
2
2 1 _ 2 —tzo _ a’cyota’zoyo—bimoye _
c R . = = —||t|| - cos<(?
Jore %o V (@ote)2+y? V (@ote)2+y? 1] <t f2),

Tj. ako cy 11 u T Tauke TanrenTe, Tako ma je My uameby mux, Baku
STy MoFy = <FaoMyTs> (mocaenme ce mo aureparypu decto suba y popmy-
JaIju 1a, aKO OTJIeIAJIO UMa OOJIMK €JIUIICE, CBETIIOCHU 3PAK KOjU IPOJIa3n
KDPO3 jelHy OJ 'KIKA HAKOH Pe(IeKCUje NPOJIAa3yu U KPO3 APYLY).

IIpumep 56. Aro cy M;(x;,y:), 3a 1 < i < 2, Tauke enumnce i—z + g—j =1,
Ttako ma npasa Mj;Ms me canpsxu tauky O0(0,0), mokakmMo na mpasa Koja
cagp:xu O U ImpecedyHy Tauky TaHreHTu eqawunce y M; m My canpsku cpe-
mumre gy MyMs. Tamremta y M;, 3a 1 < i <2, je 27 + ¥ =1, re je
mpeceuna tauka P pememe nobujenor cucrema. Ilputom je merepMuHaHTA

MaTpuIe Tor cucrema LT oL () momro Tauke My, My, O Hucy xonmHea-
pHe, IIa ce HaBeJeHe TAHTeHTE 3aUCTa CEKy, a PelllaBalmeM CUCTeMa Ce HIO0-
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2 2
: a“(y2—y1) _ b7 (za—m1) ) : :

6uja P(yﬂﬁyw2 s~ ear—yres ); OMHOCHO, jeHauMHa Ipase p Koja CalpiKu

. o b2(9327931) . b2(9327931) Ti4xo _ b2z§7b2mf o
OmnPjey= aZ(y2—y1) Lr MA KAKO )€ oz, o) 2 T 2a%(y2—y1)
vzi-b*zl  (a®p’—a’y])—(a’b’—a’yd) _ yidue
%2y — 502 (52 —31) = 452 cmemu ma p canpu cpeaumTe
nysu My My, Tauxy (“J”E2 y1+y2) A

. . 2 2
Xunepo6osaa. Karnoncka jemauuna xunepboie je Zr — 4 = 1, 3a Heke
a b ’

. . 2 2
a,b > 0 (cryuaj mocmarpama jemsaunne %3 — 73 = 1 ce CBOM Ha IPETXOIHU
poTarmjom 3a §). Y oBom memy hemo HaBecTu OCHOBHE OCOGHMHE XmmepGo-
je, a NOKa3e M30CTaB/baMO, MOIITO CY aHAJOTHU JOKa3nMa oArosapajyhmx

tBpbhema 3a enuncy.

. . . 2 2
Xunep6ona unja je jennaumna > — 33 = 1, 3a Heke a,b > 0, ceue x ocy y

raukama (—a,0) u (a,0) (Temena xunep6oie), HE ceUe Y OCy, CUMETPUYHA je
y omaocy Ha Ttaukry (0,0) (uenrap xumepGoune), a npase y = —g xuy = %-x
cy mene acumnTore (my —oo my o0). Ako je ¢ = v a? + b2, taure Fi(c,0) n
Fy(—¢,0) ce nazuBajy sKueke xunepboiie, a eKBUIAJEHTHA NePUHALNU]A OBE
KpUBE je na je TO CKyI CBUX TadyaKa YMja je allCOJIMTHA BPETHOCT Pa3JIUKe
pacrojama On skWAKa jemHaka 2a (makme, ckym cBux (r,y) € R? 3a KOJe je
‘\/I—I—C + 92 \/(ac—c) —|—y2|—2a HpaBex——%Myc—%ce
HA3UBajy OUPEKTPUce Xunepbolse, a eKBUBAJEHT HeQuHuimje xumepbose
j€e a je TO CKyI CBUX TadyaKa KOjUMa je OJHOC PAcTOjarma O sKuke Fi u nu-

2 2, .
peKTpuce r = - (cumerpuuno, on skuke Fo u quperTpuce © = —“T) jenmHar

£ =e € (1,00). XunepGosa je riaTka KpUBa, je[HAYNHA TAHTCHTE Y HEHO]
Tagkn (z9,10) je L — % = 1, BerTOp Tamrente y (zo,yo0) je (a®yo, b )T,
a mpaBa Yy = kxr + n je TaHreHTa y HEKOj HEeHO] TAYKM aKO W CaMO aKoO je
a’k? —n? = b%. Awo cy T} u T, Tauxe TamrenTe xumepbone y Tauku My,
KOje ce Hasase ca ucre crpaue tauke My, ouna je <I1 MoFy = <FyMyTs, Tj.
ranreata y My je cumerpana <{F) MyFs (axo oraenasno uma o6auk xumnepbo-
Jle, CBETJIOCHU 3PaK KOjU IPOJIA3M KPO3 JeAHY Ol »KIKa HAKOH pediiekcuje
ce kpelie o mpaBoj KoOja CALDPKU ADPYLY KUKY, Al CE yIajbaBa Ol Ibe).
Y npumenama, Hajuernhe napaMeTpH3aque xunepoboire (nopeJ_[ KIIACUYIHUX
IlekapToBuX KOOpIMHATA) Cy T = %=, y = btgt, 3a t € (=5, 5)U(F, 37’7)
u xr =acht, y =bsht, ommocuo xr = —acht, y =bsht, 3a t € R.

IIpumep 57. Axo enunca 2—2 + g—j = 1 u xunep6ona Z—Z — g—z = 1 nmajy

KCTE JKWKEe, OIPEANMO Yyrao MOJ KOjuM ce ceky. 1lox HaBemeHUM yCIOBAMA
je a > b u Baxu a® — b? = ¢? = o? + 2. Ilpeceuna Tauka je pememe
2 2 2
z v> _ 1 =z y: i 2 1 1) _ 1 1
CI/ICTeMa?—I—b—Q—l,?—F—I,Oﬂal{nel]ex-(a2—ﬁ2+w>_b—2+ﬁ7
2 2 2

2, 32 2, 32
OOJHOCHO I~ = a2a2 . b +0 2a? b +8

— . — a o 3
= 4 I g (g7 - 2 0 e e

(2. %),

bR

TayKa IIpeCceKa y MPBOM KBAIPAHTY Bexkropu Tanrente Ha enumncy

2 2 2 2
1 Xxunepboly y TOj TAUKU Cy, PEIOM, (—#,%)T u (O‘—fﬁ,ﬁ%)T, a
KaKo je HUXOB CKaJapHu npousson 0, cieau ma ce youeHe KpPUBE y TOj

TaYKM CEKy MOJ yrJaoM % (a, IO CHUMeTPHju, MOJ TUM YTIJIOM Ce CeKy U Y

OPEOCTANNM IPECEYHUM TAYKAMA). A

IMapa6oaa. Kamoncka jenmaumna mapaboie je x2 2py, 3a HEKO p F

401



Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

0 (jacuo, Ge3 yMamema ONMTOCTH, MOkeMO u3abparu p > 0), oxHOCHO,
poTanumjoM 3a —45 , 10bujamMo jenHaYMHY y? = 2pz. OBa KpuBa ceue y ocy y
(0 0) (T3B. Teme napaboJie), CUMETPUYHA je Y OAHOCY HA & OCY, & BasKU T ~

gp Kaj y — +00, Te HEMa HU XOpI/ISOHTaJIHy HU KOCy acuMnToTry. Hasemena
jenmaumna je exBupasentHa ca y? + (z—5)* = (z+£)%, a, kako je £ >0, n

a/y?+ (x — §)? = x+5, Te je exBuBanent mepununmje youene mapabose

Ia je y OUTamy KpUBa KOJOJ je ommoc pacrojama ox Tauke F(§,0) u mpase
d, anja je jemnaunna r = —§ jennax e = 1 (mpurom ce F' HasuBa xmxa, a d
muperTpuca napabosie; 0OBIe BUANMO W PA3JIOT 300T KOJer CMO MOCMAaTPAJHA
jemmauuny y obmmky y?> = 2px, a He 22 = 2py, Oa Ou IUPEKTPUCE CBUX
IPOyYaBaHUX KPUBUX Ouie mapasente y ocu). [lapabouna je raatka Kpusa,
BekTOp TaHrente y (Zo,Yo) Koja mpumana mapaboan je (yo,p)’, ma je mena
TAHTEGHTA y TOj TadYKKU % = y_py", omuocHO p(x — x9) = Yo(y — yo) =
Yoy — 2pxo, Tj. Yoy = p(x + xy). Tarobe, caenu ma je mpasa y = kx +
n TaHrenra napabose ako U caMo ako je 2kn = p (omma je y nuramy
p

Taurenta y tauku (zo,yo) # (0,0), tj. k=L un = %, omHOCHO 2kn =

2p2zo _ 2p2zo _ 2 _
Z T pmy = p). Axo raura My(zg,yo) nmpunana napabomu y* = 2px

U akKo je MOT = (yo,p)T =t (omna T mpumana TaHreHTH Ha Tapaboxy y
My), sasn MoF = (5 —z0,y0)", ma je [|[t| - cos<TMoF = Yol —zo)tpvo _

V (5—w0)*+y5
+2 . .. . .

~BEED = o = <l (), vae je i = (1LO)T (jep je # +§ > 0), ma
je <I'MyF cynnemeHTaH yriy Koju t rpalyl ca jeTHUYHUM BEKTOPOM I OCE
(ako ormemaso uma oGauK mapabosie, CBETIOCHU 3PAK KOJU IIPOJIA3U KPO3
KKy HAKOH pediekcuje ce kpehie mapasenano ocu napabode).

IIpumep 58. Axro cy M;(zi,y;), 3a 1 < i < 2, pasauuure Tauke napaboie
y? = 2px, Toe je p > 0, DOKA:KMMO [a IPeCeYHa Tadka TaHTeHTH v M
u Ms npunana cumerpamu <MjFMs. 3a 1 < ¢ < 2, ranrenra y M; je
yiy = p(z+a;), KOOpAUHATE HpecevHe Tauke P yOUeHUX TAHIEHTH je PEeIIemhe

nobujeHor cucrema, Tj. ¢ = LTANT2 — yéyQ(yl:y?) = ?/1?/2 ,y = pleizza)
y1—y2 p(y1—y2) Yy1—y2
Yi-vs  _ witue o m _
S ToTEry (makse, youeHe TAHTEHTE Ce CEKy), ma je v; = P =
—
p T _ — (Y1y2 P yity2\T : —
(wi = §,5:)" mop=FP= (%2 -5, 452)7, onakne je |vp| - cos <M F'P =
(iwp) (@ B)(BE2 Bty UTY2 (g B) (B2 B)—p(E2 By, A2
floc Y/ G5+ it}
Jr
yézQ L+ 72(% P) y1y2 + &, na je cos<<M F'P = cos<MyFP. A

+P

Ipumep 59. Axo je P = {y? = 2pz+p?[p > 0} u Q = {y? = 2qx+4¢*| ¢ < 0},
pamunuje P u Q ce cactoje ox mapabona, unja je skuwka (0,0). Axro ce Here
nBe mapaboJie U3 yOUeHnX CKyToBa CeKy, ciaemn y? = 2rz+r2, y? = 2sx+s2,
3a HEKe HeHyJla T # S, OJaKie je T = —T;rs , y? = —rs. Crnemu ma cy
rpaduny IpOn3BOJbHE ABE pasiaumynre napabose us P, kao u HpOI/ISBOJbe Be
pasmuunTe napaboie u3 Q, ANCjyHKTHU, 0K ce y2 = 2pr+p® u y? = 2qr+¢2,

rae je ¢ < 0 < p, cexy y Taukama Aj(— pJ”’ v —pq) 1 Ax(— p+q ,—v/ —Dq).
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Marematuka 1 & 2 Jluneapua anredpa

TanrenTHN BeKTOpPU Ha youene napabose y Ay cy (v —pg,p)T u /—pg,q)7,
pemoM, ma, Kako je CKaJapHU Npou3Box oBux BekTopa 0, Te kpuse ce y Aj

Cery o mpaBuM yrioM (a, 360r cumerpuje, UCTo Basku u'y As). VAN

ITo mpeTxomHMM pa3MaTpambuMa, CIEAU Na CE eJIUICca, mapaboJsa U Xule-
pbosa Mory mepmHMCATH KAO CKYII CBUX TA4aka y PABHU, KOJUMA j€ OJHOC
pacrojama Ol youeHe Tadke M yodeHe mpaBe jenHak e u npunana (0,1),
{1}, (1,0), pemom. OmaBne ce nako nOoOUja U HPENCTABHANLE TUX KPUBUX
y TOJAPHOM KOODAVMHATHOM cucTeMy (BumeTu neo mocBehieH mpumenama
PumanoBor wmaTerpasa y reomerpuju y meny 6.3). Ha mpuwmep, ako je
neHTap cucrema (r,¢) y KWKM, & OIUPEKTPUCA CeYe U HOPMAJHA je Ha II0-
aapuy ocy (mosynpasy ¢ = 0), pacTojame Tauke Ol JKUKe je T, & 0] yOUeHe
upase d — rcos @ uiaa 1 cos @ — d (y 3aBUCHOCTU Ha JIM TaUKa U JKUKA OPU-
manajy MCToj MOLypaBHu oapebhenoj mpekTpucoM unm He), mMTO JOBOIA IO
m = +e, OOHOCHO T = ﬁ . 3ampaBo, HUje TEIIKO BUAETU 14 je y
caydajy enqunce u napabosie TOBOJBHO MOCMATPATH NMPETXOMHY jeTHAUNHY
y obumKy 1 = ﬁ, MOIITO Ce CBE TAYKE KPWBE HAJA3€E y MCTOj IOJY-
paBHU onpebeHoj muperTpmcoM Kao ¥ sKwka (IITO Ce MOMKEe BUIETH U HA
OCHOBY TOra mTo je ouma 1+ecosp >1—e>0).

Amnasnorno ypabenom 3a jemmauwmny f(x,y) = 0, rme je f moamnoMm apy-
Ol CTENeHa ABe IPOMEHJbUBE, MOMKE C€ CIPOBECTH OaroBapajyhmu mocry-
nak 3a jemauuny f(z,y,z) = 0, rme je f monmmHOM APYrOr CTEmeHa TPU
peaJjiHe TPOMEHJbUBE, & CKYIl pEIlelma TaKBe jeqHAUWHE Ce HA3UBa MOBPII
mpyror pema (kBanpuka). Kako je mocTymak aHAJOraH COPOBENEHOM 3a
KpuBe Apyror pezaa (HAPABHO, yCjel TOTa MITO Ce HOjaBbyje jenHa BUILE
OPOMEHJbUBA, NUCKYCH]a je CIOKEHU]a), M30CTABHAMO Ia, a 3a Kpaj OBe
riaBe heMo HaBeCTU HEKe O KAHOHCKMX O0JuKa NOOMjeHrX Ha OBaj HAUWH,
npu yemy je u3bop M3BPIIEH HA OCHOBY HMOTpeba HACTABKA TEKCTA.
Jennaunna i—erg—jJri—; =1, rzme cy a,b,c > 0 npencrasma nospm y R?, xoja
ce HazuBa ejuncoun. CrnenujanHo, ako je a = b = ¢, y nuramy je cpepa
(ca menrpom y (0,0,0), nonyspeunnka a), a ako Cy OBa Of a,b,c jenHaxa,
TMOBPII Ce MOKEe BUIETU KAO POTAIMOHA TMOBPII, TE€ Ce 3a Hebo mpoyJaBame
MOT'Y OPUMEHUTH PE3yJTaTyh mnobujenu y mexy 6.3).

Jemmaunne i—z + %—j = 2, Z—z + g—j =c2, 22 —2py =0, rme cy a,b,c,p > 0,
IpEeACTaB/bAjy jeoHAUMHE T3B. MUJINHIOAPUYHE MOBPIIN. Y CJel OTCYyCTBa
jemue mpomenmpuBe (y IPETXOMHOM j€ TO z), OHE Ce MOTY BUIETH Kao YHUja
CBUIX IPABUX ITapaJIEJTHUX Ca Z OCOM KOje caIp:Ke TaUKe KPUBE KO]y ONUCY]Y
HaBenene jemnaunne y R? (T3B. remeparpuce). BummMmo na oBakBe TOBPIIHA
MMAajy CMHUCJIA U YKOJUKO Ce He PAIU Ca KBAAPATHUM IOBPIINMA, a yobudua-
JHO je ma ce OHe HA3UBA]jy IO I'€HEPATPUCHU, T€ CE HABEAEHU MUIUHIPU, Yy
penocieny y KOM Cy HaBEJEHU, HA3UBAJy €JIUNTUUKA (CIENUjaHO, aKo je
a = b, Ha3UBa C€ U KPYsKHU), XUMEPOOIUYKA U MaPabOINUIKA.

2 2 .

Jemmauuna 27 + 9()3 — 22 =0, rae cy a,b > 0, mpencrasma mopim y R3, xoja

ce Has3uBa eJMNTUUYKM KOoHyc. OHa ce MOXKe BUOETU KAO yHUja IPABUX,
. 2 2

koje canpike taury (0,0,0) n HEKy Tauky Kpuse =+ 7;—2 =1, z =1 (mro

403



Jluneapua anredbpa Maremarura 1 & 2

je enmunca y paBHE z = 1, omakie HOTUYE UM HA3UB OBE MOBpIIK). YOUeHe
IpaBe ce Ha3WBajy M3BOMHUIE Te MOBpmm. Ilpumermmo u ma, ako je a = b
(omza ce youeHa MOBPII HA3KBA U KPYIKHU KOHYC), je y IUTAKY POTALKUOHA
noBpi (HACTAJIA POTANMjOM H-eHe NPOU3BOJLHE M3BOJHUIE OKO Z OCE).

Jenumaunne 2—2 + z—: =2czu 2_2 — z—: = 2cz, e ¢y a,b >0, ¢ # 0, npexncra-
Bibajy moBpmu y R3, Koje ce Has3uBajy, pemoM, eJUNTHUYKNA HapaGOIOWT
¥ XunepOosmuky napadosionn (Ha3UBU Cy HACTAIM U3 PA3JIOTa IITO Cy
Ipecely ca PaBHUMAa HOPMAJHUM HA T WX Yy OCy mapabdoje, a HA paBaH
HOPMAJIHY HA Z OCy je y IPBOM CJyYajy €JUICa, a y APYyroM Xurnepbosa).
YKOIUKO yodeHe jzeIlHa*;II/IHe IIOCMAaTpaMO y ODIUKYy 2z = % . (i_i + 2_2)7
OMHOCHO 2 = o= - (4 — %), 1j. y 0bnuky 2z = f(z,y), MOKEMO U3 CXBATUTH
kao ¢ymrmajy m3 R? u R, Koja, y HEKOM CMUCIy, OArOBapa KBaApaTHO]
(YyHKIMjU, YKOJIMKO IIOCMATPAMO aHaJioraH npobiieMm 3a ¢yHkuuje n3 R y
R. IIpurom je f(0,0) =0, y cayuajy eaunTuukor napabonuouna u ¢ > 0
je (0,0) u MuamMyM ¢yHEOIMje f, y caydajy equnTudkror napaboaronna u
¢ < 0 je (0,0) m makcumy™ ¢yHKIMje f, TOK y Cay4ajy XAOepOOIUYKOr
napabosonna tauka (0,0) Huje eKCTpeMHa BPENHOCT pecTpuUKnuje [ Ha
{(z,y) |22 +y* < r?}, 3a npoussomno r > 0. Y mociemmeM CIydajy, TeMeHa
mapaboisia Koja ce mobujajy mpu mpecenmMma ca paBauuma r = d € R cy

1 d?

makcumymu ¢yrenmje z(y) = 5 - (% — ¥z), a Temena mapaGoua Koja ce

nobujajy npwm mpeceruMma ca paBHEMa Yy = d € R cy MuHMMyMU (yHEIUT]jE
2 2

2(z) = 5 - (& — ‘Z—z), Te ce OBaKBa TAUKA YECTO HA3UBA CENJIACTA TAUKA

youene nospuu (a, y HeGpOpPMAJIHOM rOBOPY, 4ecTo ce Buba u ma ce, 360r

obuka Ha Koju monceha, oBa MOBpII HA3UBA CENJIO).

IIpumep 60. Cryn pemema jenmaumue r2 + y? = 22 mpeacTaBba Kpy:KHI
ronyc y R? (mobujen poramujom mpase r = & = z oxo z oce). Ilpecex Tor
KOoHyca ca paBHU z = 0 je jemHa Tauka, a ca paBHu y = 0 je CKyn kKoju
ce cacroju on mse mpase (y muramy je x2 — 22 = (v — 2)(x + 2) = 0, Tj.
Te mpaBe Cy W3BOMHMIE T = § = z Uz = § = —z). 3a a € R, mpecex
TOr KOHyca ca ax + z = 1 (cBaka O YyOUEHUX DaBHU je IapaJiesHa ca Y
ocom u caapxu (0,0,1)) je onpeben ca (1 — a?)a? + y?> + 2ax = 1, e y
cayuajy |a| < 1 mpencrasma enuncy (ako je a = 0, Ta enumca je Kpy:KHA
muHUja), ako je |a| > 1 xunepbomy, a ako je a = 1 mapaBosy (mpumernmMo
na ce mapabosia mobuja y ciydajy Kazga je yodeHa paBaH IapajieslHa Cca

W3BOOHUIIOM X = % =2z). A

ITo reomeTpujcroj aureparypu ce 4ecTo Bubha aa ce Pe3yaTaTU IPETXOTHOT
npuMepa KOPUCTE IpU AehUHUCARY KPUBUX APYror pena (KAO KPUBE KOje
ce mobujajy mpecenuMa paBHU Ca KOHYCOM), Tj. T€ KpUBE Ce MOry meduHu-
caTy W Ha OBaj HAUYMH. 3aIlIpPaBO, NIPOyYaBame OBUX KPUBUX je U 3al0YETO
npe oTkpuha KOODAMHATHOI CHCTEMAa, & HA OCHOBY IOCIENHmEr Ce MOKe
mohu m 1o 3akmydaka MOOUjEeHMX y MPETXOIHOM Aeiy (KOju Cy OBIE IO-
OujeHr amapaToM aHAJUTUYKE TeOMEeTpHje, MOIMTO HaM je IeH MpUKa3 Omo
OCHOBHU MOTUB). VI3 HaBemeHUX pasjiora ce Te KPUBE UeCTO HA3UBAJy U
KOHYCHU mpecenyl (KOHUKE).
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