
7. Uvod u linearnu algebru

U prethodnom delu teksta se, prilikom ispitivaƬa funkcija i Ƭi-
hovih osobina koje su nam bile od interesa, vixe puta dolazilo do
zakƩuqka da odgovaraju�a klasa funkcija ima strukturu vektorskog
prostora (a qesto je prirodno izvirala i norma). Tako�e, qesto se
dexavalo da su neka od prouqavanih preslikavaƬa na tim klasama
takva da se, odre�ivaƬem vrednosti tog preslikavaƬa na specifiqnom
skupu, moжe zakƩuqiti Ƭegova vrednost u proizvoƩnoj linearnoj ko-
mbinaciji elemenata klase. Na primer, prilikom odre�ivaƬa izvodne
funkcije polinoma stepena ne ve�eg od n ∈ N, koristili smo poznate
vrednosti izvoda za moniqne polinome, tj. polinome oblika tk, gde je
0 6 k 6 n i tzv. linearnost izvoda (delovi (a) i (b) teoreme 5.1.1),
a na osnovu toga dolazili do zakƩuqka o izvodu proizvoƩnog poli-
noma stepena ne ve�eg od n. Jedan od ciƩeva ove glave je detaƩnije
prouqavaƬe opisanih pojava.

7.1. Linearna preslikavaƬa vektorskih

prostora

U delu 1.3, u odeƩku posve�enom vektorskim prostorima, definisani
su pojmovi linearne kombinacije, linearne nezavisnosti i lineala
konaqnog skupa vektora. Primetimo da se pojam lineala (linearnog
omotaqa), prirodno moжe proxiriti i za proizvoƩan skup S u ve-
ktorskom prostoru V , ako Ƭegov lineal, u oznaci L (S), definixemo
kao skup svih linearnih kombinacija vektora iz S (tj. svih vektora
oblika α1v1 + . . .+αnvn, gde je n ∈ N, α1, . . . , αn skalari, a v1, . . . , vn ∈ S;
formalno se definixe L (∅) = {0}, gde je 0 neutral u prostoru V ). Iz
definicije neposredno sledi da je L (S) najmaƬi (u smislu inkluzije)
vektorski prostor koji sadrжi S, pa je L (L (S)) = L (S), ako je U po-
tprostor, onda je L (U) = U , a ako je S ⊆ T ⊆ V , onda je L (S) ⊆ L (T ),
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dok u sluqaju S ⊆ T ⊆ L (S) zakƩuqujemo da je L (S) = L (T ). Tako�e,
ako S ⊆ L (T ) i T ⊆ L (S) sledi L (S) = L (T ). Analogno, za S ⊆ V
kaжemo da je linearno nezavisan skup vektora ako za svako n ∈ N
su proizvoƩni razliqiti v1, . . . , vn ∈ S linearno nezavisni (xto se u
sluqaju S = {v1, . . . , vn} slaжe sa ranije datom definicijom), a, inaqe,
�emo re�i da je S linearno zavisan. Neposredno sledi da je S ⊆ V
linearno zavisan ako i samo ako postoji v ∈ S tako da je v ∈ L (S \{v})
(zaista, ako je S linearno zavisan, ako je v = 0 tvr�eƬe je trivijalno,
a, inaqe, postoje n ∈ N \ {1} i v1, . . . , vn ∈ V , tako da je α1v1 + . . . +
αnvn = 0, pri qemu bar jedan od α1, . . . , αn nije jednak 0 i ako je to,
bez umaƬeƬa opxtosti, αn, onda je vn = −α−1

n α1v1 − . . .− α−1
n αn−1vn−1,

pa vn ∈ L ({v1, . . . , vn−1}), a onda i vn ∈ L (S \ {vn}); obrnuto, ako je
v = α1v1 + . . . + αnvn za neko n ∈ N, neke v1, . . . , vn ∈ S \ {v} i skalare
α1, . . . , αn, onda je α1v1+. . .+αnvn+(−1)v = 0, te su v1, . . . , vn, v linearno
zavisni). Iz prethodnog sledi da je L (S) = L (S ∪{v}) ako i samo ako
je v ∈ L (S), kao i da, ako je S linearno nezavisan, je takav i S ∪{v} ako
i samo ako v 6∈ L (S). Iz prethodnog neposredno sledi da je podskup
linearno nezavisnog skupa vektora i sam linearno nezavisan, kao i da
je nadskup linearno zavisnog skupa vektora i sam linearno zavisan.

Primer 1. U vektorskom prostoru C(R) je cos 2x, 1 ∈ L ({cos2 x, sin2 x}),
poxto je cos 2x = cos2 x − sin2 x i 1 = cos2 x + sin2 x, dok cosx, sin 2x 6∈
L ({cos2 x, sin2 x}) (zaista, ako je cosx = α cos2 x+β sin2 x za neke α, β ∈ R,
onda prethodna jednakost vaжi za svako x ∈ R, odakle, zamenom x = 0,
odnosno x = π, dobijamo 1 = α, odnosno −1 = α, xto je nemogu�e;
sliqno, ako je sin 2x = α cos2 x + β sin2 x za neke α, β ∈ R, zamenom
x = 0, odnosno x = π

2 , dobijamo 0 = α, odnosno 0 = β, xto je
nemogu�e, poxto funkcija sin 2x nije identiqki jednaka 0). Ako je
S = {1}∪{xn |n ∈ N} ⊆ C(R), onda je L (S) skup polinoma (tj. S je ge-
neratrisa tog skupa), dok ex 6∈ L (S) (u delu 5.3, u odeƩku posve�enom
Tejlorovom polinomu, pokazano je da Maklorenov polinom funkcije
ex ima beskonaqno mnogo nenula koeficijenata, te ex nije polinomska
funkcija (videti rezultate nakon leme 5.3.2, kao i komentare date pre
primera 60 glave 5)). △

Lema 7.1.1. Ako je S konaqan podskup vektorskog prostora V , onda
postoji linearno nezavisan T ⊆ S, tako da je L (T ) = L (S).

Dokaz. Ako je S = ∅, tvr�eƬe je trivijalno. Pretpostavimo da je
tvr�eƬe taqno za sve skupove koji se sastoje od n − 1 vektora, gde je
n ∈ N, i neka S ima n elemenata. Ako je S linearno nezavisan, moжemo
izabrati T = S, a ako je linearno zavisan, postoji v ∈ S, tako da je
v ∈ L (S \ {v}), pa je L (S) = L (S \ {v}). Sledi da je S \ {v} skup koji
se sastoji od n − 1 vektora, pa (po pretpostavci) postoji linearno
nezavisan T ⊆ S \ {v}, tako da je L (T ) = L (S \ {v}) = L (S), odakle, na
osnovu matematiqke indukcije, sledi tvr�eƬe.

Ako je U potprostor vektorskog prostora V , za S ⊆ V kaжemo da je
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generatrisa (generatorni skup) potprostora U ako je U = L (S) (na-
ravno, jasno je da je od interesa da S bude xto je mogu�e maƬe kardi-
nalnosti). Ukoliko postoji konaqan S koji je generatrisa U , kaжemo
da je U konaqno generisan. Na sistemu vektora e = (ei)i∈I , gde je I
skup indeksa (naglasimo da sistem posmatramo kao preslikavaƬe, a
ne kao skup) definixemo osnovne elementarne transformacije:

(1) mnoжeƬe j-og vektora skalarom α 6= 0, tj. transformacija koja
sistemu e = (ei)i∈I , za indeks j ∈ I i skalar α 6= 0, dodeƩuje sistem

f = (fi)i∈I , gde je fi =
n

ei, za i 6= j
αej , za i = j

;

(2) dodavaƬe j-tog vektora k-tom vektoru, tj. transformacija koja si-
stemu e = (ei)i∈I , za razliqite j, k ∈ I, dodeƩuje sistem f = (fi)i∈I , gde

je fi =
n

ei, za i 6= k
ek + ej, za i = k

;

(3) zamena dva vektora, tj. transformacija koja sistemu e = (ei)i∈I , za

razliqite j, k ∈ I, dodeƩuje f = (fi)i∈I , gde je fi =

( ei, za i 6∈ {j, k}
ej , za i = k
ek, za i = j

.

Za sisteme e = (ei)i∈I i f = (fi)i∈I kaжemo da su ekvivalentni, u ozna-
ci e ∼ f , ako se jedan moжe dobiti iz drugog primenom konaqno mnogo
osnovnih elementarnih operacija. Ova relacija zaista jeste relaci-
ja ekvivalencije na sistemima vektora sa istim indeksima (odakle i
potiqe Ƭen naziv). Zaista, dovoƩno je utvrditi da se iz sistema f ,
koji je dobijen iz e jednom od osnovnih elementarnih transformaci-
ja, moжe dobiti sistem e. U sluqaju da je f dobijen iz e primenom
operacije (1) za j ∈ I i skalar α, onda se e dobija iz f primenom
iste operacije za isto j i skalar α−1. Ako je f dobijen iz e prime-
nom operacije (2) za indekse j 6= k, ukoliko se primeni operacija (1)
za indeks j i skalar −1, nakon toga primeni operacija (2) za inde-
kse j i k, a onda operacija (1) za indeks j i skalar −1, dobija se
sistem e. Ako je f dobijen iz e primenom operacije (3) za indekse
j 6= k, primenom iste operacije na f se dobija sistem e. U nastavku
�emo qesto koristiti operaciju dodavaƬa j-tog vektora, pomnoжenog
skalarom α, na k-ti vektor, gde je j 6= k (po nekim literaturama se
i ova operacija svrstava u osnovne). Ova operacija je elementarna
(ako je α = 0, sistem se ne meƬa, a ako je α 6= 0, dobija se primenom
operacije (1) za j ∈ I i α, nakon toga primenom operacije (2) za j, k ∈ I
i ponovnom primenom operacije (1) za j ∈ I i α−1). Za sistem (ei)i∈I
kaжemo da je linearno nezavisan (u V ), odnosno generatrisa prostora
V , ako je skup {ei | i ∈ I} linearno nezavisan, odnosno generatrisa,
a ukoliko je i linearno nezavisan (u V ) i generatrisa prostora V ,
onda (ei)i∈I nazivamo baza (prostora V ). Za sistem e = (ei)i∈I , skup
L (e) = L ({ei | i ∈ I}) �emo zvati linearni omotaq (lineal) sistema e.

Lema 7.1.2. Ako je e = (ei)i∈I sistem razliqitih vektora iz V , onda
je e baza prostora V ako i samo ako je skup {ei | i ∈ I} minimalna (u

307



Linearna algebra Matematika 1 & 2

smislu inkluzije) generatrisa, odnosno ako i samo ako je maksimalan
(u smislu inkluzije) linearno nezavisan skup u V .

Dokaz. Ako je e baza, {ei | i ∈ I} je generatrisa. Ako postoji Ƭegov
pravi podskup S, tako da je L (S) = V , ako je v ∈ {ei | i ∈ I} \ S, po
zakƩuqcima koji su prethodili lemi 7.1.1 sledi da je S ∪ {v} linearno
zavisan, pa je i svaki Ƭegov nadskup linearno zavisan. Sledi da je
linearno zavisan i skup {ei | i ∈ I}, xto protivreqi uslovu da je e
baza, pa je {ei | i ∈ I} minimalna generatrisa prostora V . Sa druge
strane, ako je skup {ei | i ∈ I} minimalna generatrisa, po uslovima
leme je sastavƩen od razliqitih vektora, a ukoliko nije linearno
nezavisan, u Ƭemu postoji v, tako da je v ∈ L ({ei | i ∈ I} \ {v}), pa je
L ({ei | i ∈ I} \ {v}) = L ({ei | i ∈ I} \ {v}∪ {v}) = L ({ei | i ∈ I}) = V ,
odnosno i {ei | i ∈ I} \ {v} je generatrisa, xto je nemogu�e.
Sliqno, ako je e baza, onda je {ei | i ∈ I} linearno nezavisan. Ako po-
stoji pravi nadskup posledƬeg skupa S, koji je linaarno nezavisan,
onda za svako v ∈ S \ {ei | i ∈ I} 6= ∅ vaжi v ∈ L ({ei | i ∈ I}) ⊆ L (S \
{v}), xto, po zakƩuqcima koji su prethodili lemi 7.1.1, znaqi da je
S linearno zavisan, tj. dobijena je kontradikcija. Sa druge strane,
ako je {ei | i ∈ I} maksimalan linearno nezavisan skup, ukoliko nije
generatrisa, postoji v ∈ V , tako da je v 6∈ L ({ei | i ∈ I}), pa je {ei | i ∈
I}∪{v} linearno nezavisan skup, xto je nemogu�e.

U nastavku ove glave �emo paжƬu usresrediti na sluqaj konaqne baze.
Onda �emo bazu oznaqavati sa e = (ei)

n
i=1 = (e1, . . . , en), gde je n ∈ N.

Teorema 7.1.1. U vektorskom prostoru V je e = (ei)
n
i=1 baza ako i samo

ako za svako v ∈ V postoje jedinstveni skalari α1, . . . , αn, tako da je
v = α1e1 + . . .+ αnen.

Dokaz. Ako je e baza, onda je {ei | 1 6 i 6 n} generatrisa prostora
V , pa za proizvoƩno v ∈ V postoje skalari α1, . . . , αn tako da je v =
α1e1 + . . .+αnen. Ako je v = α′

1e1 + . . .+α′
nen za neke skalare α′

1, . . . , α
′
n,

sledi (α1 − α′
1)e1 + . . . + (αn − α′

n)en = 0, pa kako je {ei | 1 6 i 6 n}
linearno nezavisan skup, sledi αi = α′

i za sve 1 6 i 6 n, tj. uoqeno
predstavƩaƬe je i jedinstveno. Sa druge strane, ako e ima navedenu
osobinu, trivijalno je {ei | 1 6 i 6 n} generatrisa, a ako je α1v1 + . . .+
αnvn = 0 za neke skalare α1, . . . , αn, kako je 0v1 + . . .+ 0vn = 0, sledi da
je α1 = . . . = αn = 0, tj. {ei | 1 6 i 6 n} je i linearno nezavisan.

Prethodno tvr�eƬe istiqe vaжnost uloge baze u vektorskom prostoru.
Slobodnije govore�i, proizvoƩan vektor u prostoru koji ima bazu
sastavƩenu od n elemenata se moжe rekonstruisati na osnovu pozna-
tih n skalara (kako �e nam u nastavku najvixe od interesa biti rad
sa realnim (kompleksnim) skalarima, u tom sluqaju je vektor jedno-
znaqno odre�en elementom prostora Rn (Cn)). PosledƬe dovodi i do
pitaƬa utvr�ivaƬa razmatranog n, a prirodno se name�e pitaƬe da li
razliqite baze istog prostora mogu imati razliqite kardinalnosti.
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Lema 7.1.3. Neka je n ∈ N i e = (ei)
n
i=1 sistem u vektorskom prostoru V .

(a) Ako je e ∼ f i e linearno nezavisan, onda je i f linearno nezavisan.
(b) Ako je V = L (e), onda u V postoji najvixe n linearno nezavisnih
vektora.

Dokaz. (a) DovoƩno je pokazati da je tvr�eƬe taqno u sluqaju primene
jedne od osnovnih elementarnih transformacija, xto je trivijalno
u sluqaju n = 1, kao i u sluqaju primene operacije (3), poxto je
onda {e1, . . . , en} = {f1, . . . , fn}, a na osnovu tog zakƩuqka sledi i da
je proveru tvr�eƬa za operacije (1) i (2) dovoƩno uraditi u sluqaju
j = 1 za operaciju (1), odnosno sluqaju j = 1, k = n za operaciju (2).
Ako se f dobija iz e primenom operacije (1) u sluqaju j = 1 i za neko
α 6= 0, ako je α1f1 + . . . + αnfn = 0, sledi αα1e1 + . . . + αnen = 0, pa
kako je e linearno nezavisan, sledi αα1 = 0 i α2 = . . . = αn = 0,
a kako je α 6= 0, onda je α1 = 0, pa sledi lineana nezavisnost f .
Sliqno, ako se f dobija iz e primenom operacije (2) u sluqaju j = 1
i k = n, iz α1f1 + . . . + αnfn = 0, sledi α1e1 + . . . + αn(e1 + en) = 0,
tj. (α1 + αn)e1 + . . . + αnen = 0, pa kako je e linearno nezavisan, sledi
α1 + αn = 0 i α2 = . . . = αn = 0, pa je i α1 = 0.
(b) Ako je n = 1, tvr�eƬe je trivijalno. Neka je tvr�eƬe taqno za sve
prirodne brojeve maƬe od n > 1 i neka je {f1, . . . , fm} skup linearno
nezavisnih vektora u V = L (e). Onda je fi = αi,1e1 + . . . + αi,nen za
1 6 i 6 m i skalare αi,j, gde je 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n. Ako je αi,1 = 0 za
1 6 i 6 m, onda je {f1, . . . , fm} sadrжano u linealu skupa {e2, . . . , en},
pa po pretpostavci vaжi m 6 n− 1. Inaqe, ako je bar jedan od αi,1, za
1 6 i 6 m, razliqit od 0 i ako je to, bez umaƬeƬa opxtosti, α1,1, si-
stem sastavƩen od vektora f1, kao i vektora f ′

i = fi− αi,1

α1,1
f1, za 2 6 i 6 m,

je, na osnovu dela (a), tako�e linearno nezavisan. Sledi da je i
(f ′
i)
m
i=2 linearno nezavisan, a pritom vektori posledƬeg sistema pri-

padaju L ({e2, . . . , en}) (poxto su koeficijenti uz e1 pri izraжavaƬu
ovih vektora jednaki 0), pa na osnovu pretpostavke sledi m−1 6 n−1,
tj. m 6 n. Na osnovu matematiqke indukcije sledi tvr�eƬe.

Teorema 7.1.2. Ako je vektorski prostor V konaqno generisan, onda
postoji baza prostora V .

Dokaz. Kako je V konaqno generisan, postoji konaqan S, tako da je
L (S) = V , pa na osnovu leme 7.1.1 postoji T ⊆ S, tako da je L (T ) = V ,
tj. T je konaqan, a kako je i generatrisa i linearno nezavisan, sledi
da je baza prostora V .

Iz prethodnog tvr�eƬa sledi i da je dobijena baza konaqna, tj. vekto-
rski prostor ima konaqnu dimenziju ako i samo ako je konaqno gene-
risan (stoga nismo formalno uvodili pojam konaqno dimenzionalnog
prostora, a u daƩem delu teksta �emo za ovakve prostore ravnopravno
koristiti oba termina). Tako�e, iz prethodne teoreme i ranije do-
bijenih rezultata, sledi da se u konaqno dimenzionalnom vektorskom
prostoru svaki linearno nezavisan sistem moжe dopuniti do baze, kao
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i da svaka generatrisa sadrжi neku bazu. Iz dela (b) leme 7.1.3 sledi
da, ukoliko su (ei)

n
i=1 i (fi)

m
i=1 baze vektorskog prostora V , vaжi n 6 m

i m 6 n, tj. m = n, pa su razliqite baze prostora konaqne dimenzije
iste kardinalnosti, xto daje da je naredna definicija korektna.

Definicija 7.1.1. Dimenzija konaqno dimenzionalog vektorskog pro-
stora V , u oznaci dimV , je broj elemenata proizvoƩne Ƭegove baze.

Neposredno sledi i da, ukoliko je dim V = n ∈ N, proizvoƩan sistem
sastavƩen od n linearno nezavisnih vektora predstavƩa bazu prosto-
ra V , a analogan zakƩuqak vaжi i za proizvoƩnu generatrisu sasta-
vƩenu od n vektora. Tako�e, ukoliko je U potprostor prostora V ,
pri qemu je dimV = n ∈ N0, onda je dimU 6 n, a ako je dimU = n, onda
je U = V . Ukoliko je S ⊆ V i dimL (S) ∈ N0, onda ρ(S) = dimL (S)
nazivamo rang skupa S. Analogno, ako je e sistem vektora iz V i
dimL (e) ∈ N0, onda ρ(e) = dimL (e) nazivamo rang sistema e.
Primetimo da, ukoliko je L (S) = U i L (T ) = V , onda je L (S ∪T ) =
U ∪ V , a ako su S i T linearno nezavisni i dim(U ∩V ) = 0 (tj. U ∩ V =
{0}), onda je S ∪T baza prostora U ∪ V (zaista, ako za neke n,m ∈
N, vektore u1, . . . , un ∈ S, y1, . . . , ym ∈ T i skalare α1, . . . , αn, β1, . . . , βm
vaжi α1u1+. . .+αnun+β1v1+. . .+βmvm = 0, sledi U ∋ α1u1+. . .+αnun =
−(β1v1 + . . .+βmvm) ∈ V , odakle, poxto je U ∩ V = {0}, dobijamo α1u1 +
. . . + αnun = β1v1 + . . . + βmvm = 0, a na osnovu linearne nezavisnosti
(skupova {u1, . . . , un} ⊆ S i {v1, . . . , vm} ⊆ T ), sledi α1 . . . = αn = 0 i
β1 = . . . = βm = 0). Dakle, ako su U i V konaqno dimenzionalni i vaжi
U ∩ V = {0}, onda je dim(U ∪V ) = dimU + dimV . Sliqan rezultat se
dobija i ako je dim(U ∩ V ) > 0, xto je prikazano u narednom tvr�eƬu.

Lema 7.1.4 (Grasmanova formula). Ako su U i V konaqno generisani
vektorski prostori (nad istim poƩem skalara), onda je dimU+dimV =
dim(U + V ) + dim(U ∩ V ).

Dokaz. Prostor U ∩ V je konaqno dimenzionalan, poxto je potprostor
konaqno dimenzionalnog prostora U . Ako je U ∩ V = U , onda je U po-
tprostor prostora V , pa je U + V = V , te sledi taqnost navedenog
tvr�eƬa, a, po simetriji, analogno vaжi i ako je U ∩ V = V .
Neka je U ∩ V 6= U i U ∩ V 6= V , dimU ∩ V = n ∈ N0. Sluqaj n = 0 je
razmotren neposredno pre leme, te je u nastavku dovoƩno posmatrati
sluqaj n > 1. Ako je (ei)

n
i=1 baza prostora U ∩ V , poxto je U ∩ V po-

tprostor prostora U i V , na osnovu teoreme 7.1.2 (i komentara nakon
Ƭe), moжe se dopuniti do baza ovih prostora, tj. postoje f = (fi)

n+k
i=1

i g = (gi)
n+l
i=1 , za neke k, l ∈ N0, pri qemu je fi = gi = ei za 1 6 i 6 n.

Sluqajevi k = 0 i l = 0 su razmotreni na poqetku dokaza, te je dovoƩno
jox ispitati sluqaj k, l ∈ N. Trivijalno je U = L (f), dimU = n + k,
V = L (g), dimV = n + l i h generatrisa U + V , gde je h = (hi)

n+k+l
i=1

odre�en sa hi =

(
ei, za 1 6 i 6 n
fi, za n+ 1 6 n+ k
gi−k, za n+ k + 1 6 i 6 n+ k + l

, pa je jox dovoƩno
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pokazati da je h linearno nezavisan. Ako je α1h1+. . .+αn+k+lhn+k+l = 0
za neke skalare αi, 1 6 i 6 n + k + l, onda je U ∋ α1e1 + . . . + αnen +
αn+1fn+1 + . . . + αn+kfn+k = −(αn+k+1gn+1 + . . . + αn+k+lgn+l), a kako
gn+i 6∈ U za 1 6 i 6 l, sledi da su strane posledƬe jednakosti jednake
0, pa kako je f baza prostora U i (gi)

n+l
i=n+1 linearno nezavisni (poxto

je deo baze g prostora V ), sledi da je αi = 0 za 1 6 i 6 n+ k + l.

Na osnovu prethodnog tvr�eƬa, ukoliko se vektor iz (konaqno dime-
nzionalnog) U + V prikazuje u obliku u + v, gde u ∈ U i v ∈ V , u
opxtem sluqaju navedeno predstavƩaƬe ne mora biti jedinstveno. Je-
dinstvenost takvog predstavƩaƬa se postiжe ako i samo ako je U ∩V =
{0}, a u tom sluqaju se U + V naziva direktan zbir (direktna suma)
prostora U i V , u oznaci U ⊕ V . Analogno se za n > 3 definixe
nP
i=1

Ui = U1 + . . .+Un = {u1 + . . .+ un |u1 ∈ U1 ∧ . . .∧ un ∈ Un}, tzv. zbir n

vektorskih prostora, a ako se proizvoƩan u ∈ U1+. . .+Un na jedinstven
naqin prikazuje u obliku u1+. . .+un, gde je ui ∈ Ui za 1 6 i 6 n, kaжemo

da je uoqeni zbir direktan, u oznaci U1 ⊕ . . .⊕ Un, odnosno
n
⊕
i=1

Ui.

Primer 2. Neka je U = {(x, y, 0) |x, y ∈ R}, V = {(0, 0, z) | z ∈ R}, W =
{(x, x, x) |x ∈ R}. Onda je U ∩ V = V ∩ W = W ∩ U = {0}. Primetimo da
je U+V +W = R3, pa je dim(U+V +W ) = 3, dok je dimU+dimV +dimW−
dim(U ∩V ) − dim(V ∩W ) − dim(W ∩U) + dim(U ∩V ∩W ) = 4, te, iako
prethodno tvr�eƬe po duhu podse�a na poznatu formulu ukƩuqeƬa i
iskƩuqeƬa, vidimo da se u opxtem sluqaju ne prenose odgovaraju�a
uopxteƬa za zbir vixe od dva prostora (posledƬa dva izraza nisu
jednaka). Tako�e, ako je u = (1, 1, 0), v = (0, 0, 1) i w = (1, 1, 1), vaжi
u ∈ U , v ∈ V , w ∈ W , u + v − w = (0, 0, 0), a u pitaƬu su nenula
vektori, te vidimo da u sluqaju n > 3 uslov Ui ∩ Uj = {0} za i 6= j nije
dovoƩan da obezbedi da je uoqeni zbir prostora i direktan. Zapravo,
analizom dokaza prethodne leme se dolazi do zakƩuqka da npr. uslov

Uj ∩
P
i6=j

Ui = {0}, za svako 1 6 j 6 n, obezbe�uje da je
nP
i=1

Ui direktna (za

prostore U, V,W iz ovog primera je W ∩ (U + V ) = W , V ∩ (W +U) = V
i U ∩ (V +W ) = {(x, x, 0) |x ∈ R}). △
Primer 3. Neposredno iz definicije sledi da, ako su (Ui)

n
i=1 konaqno

dimenzionalni vektorski prostori, onda je dim(U1+ . . .+Un) 6 dimU1+
. . .+ Un, pri qemu se jednakost dostiжe ako i samo ako je uoqeni zbir
direktan, pa se i na ovaj naqin moglo utvrditi da zbir iz prethodnog
primera nije direktan. Specijalno, ako je dim(U1 + U2) < dimU1 +
dimU2, onda U1 + U2 nije direktan, pa je U1 ∩ U2 netrivijalan. Na
primer, ako je U1 = {(x, y, 0) |x, y ∈ R}, U2 = {(x, 0, z) |x, z ∈ R}, vaжi
dimU1 = dimU2 = 2, dim(U1 + U2) = 3, te uoqeni zbir nije direktan, pa
se vektor u = (x, y, z) ∈ U1 + U2 = R3 ne prikazuje na jedinstven naqin
u obliku u1 + u2, gde je u1 ∈ U1 i u2 ∈ U2 (sva takva predstavƩaƬa su
u1 = (x+ c, y, 0), u2 = (−c, 0, z), gde je c ∈ R proizvoƩan). △
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Prostor linearnih preslikavaƬa

U delu 1.3, u odeƩku posve�enom vektorskim prostorima, definisani
su pojmovi homomorfizma, izomorfizma, jezgra i slike linearnog
preslikavaƬa. Kao i do sada, ako su U i V vektorski prostori
(nad istim poƩem skalara), a A : U → V linearno preslikavaƬe,
Ƭegovu sliku oznaqavamo sa ImA (xto je vektorski potprostor pro-
stora V ), jezgro sa KerA (xto je vektorski potprostor prostora U),
ρ(A) = dim ImA se naziva rang, a δ(A) = dimKerA defekt linearnog
preslikavaƬa A. Primetimo da, ako je A : U → V linearno preslika-
vaƬe, indukcijom sledi da je A(α1u1 + . . .+αnun) = α1Au1 + . . .+αnAun,
za proizvoƩno n ∈ N, proizvoƩne u1, . . . , un ∈ U i proizvoƩne skalare
α1, . . . , αn (u sluqaju linearnog preslikavaƬa �emo, ukoliko ne moжe
do�i do zabune, tradicionalno delovaƬe na neki vektor zapisivati
bez zagrada, tj. koristi�emo notaciju Au umesto A(u), kako je to ura-
�eno u prethodnoj vezi).

Skup svih homomorfizama iz vektorskog prostora U u vektorski pro-
stor V oznaqava�emo sa L(U, V ). Specijalno, u sluqaju U = V �emo
takvo preslikavaƬe nazivati (linearni) operator (na U), a odgo-
varaju�i prostor oznaqavati sa L(U), dok u sluqaju da je V = P, gde je
P = (P,+, ·, 0, 1) poƩe skalara nad kojima je definisan U (primetimo da
P moжemo videti kao vektorski prostor dimenzije 1), takvo preslika-
vaƬe �emo nazivati (linearni) funkcional (na U), a odgovaraju�i
prostor oznaqavati sa U ′. Skup svih funkcionala (na U) naziva se
(algebarski) dualni prostor prostora U .

Ve� iz samih naziva je jasno da definisane objekte ne жelimo da po-
smatramo kao skupove, ve� da �emo na Ƭima podrazumevati strukturu
koja je povezana sa strukturama prostora U i V . Ako se sabiraƬe
funkcija i mnoжeƬe skalarom izvrxi na naqin kako je to ura�eno za
proizvoƩne funkcije iz U u V (tj. ako je (αA + βB)u = αAu + βBu,
za A,B ∈ L(U, V ), u ∈ U i za skalare α, β), kako je i αA + βB li-
nearno, sledi da je L(U, V ) vektorski prostor. Ako je A ∈ L(V,W )
i B ∈ L(U, V ), onda je dobro definisano A ◦ B : U → W , a kako je
trivijalno i linearno, sledi A ◦ B ∈ L(U,W ). Sledi da se i na pro-
stor linearnih preslikavaƬa prenose osobine kompozicije funkcija,
pa, na primer, za A ∈ L(W,X), B ∈ L(V,W ) i C ∈ L(U, V ) vaжi A ◦
(B ◦ C) = (A ◦ B) ◦ C (odnosno asocijativnost kompozicije, te se ovo
preslikavaƬe iz L(U,X) qesto obeleжava i sa A◦B ◦C), kao i A◦ (B+
C) = A ◦B +A ◦C za A ∈ L(V,W ), B,C ∈ L(U, V ), odnosno (A+B) ◦C =
A ◦ C + B ◦ C, za A,B ∈ L(V,W ), C ∈ L(U, V ) (distributivnost sa
obe strane), a po pitaƬu slagaƬa sa operacijom mnoжeƬa skalara,
lako se proverava da vaжi (αA) ◦ (βB) = αβA ◦ B za sve skalare α, β,
A ∈ L(V,W ), B ∈ L(U, V ). Napomenimo da, ukoliko je jasno da su u
pitaƬu linearna preslikavaƬa, se qesto koristi notacija po kojoj se
A ◦ B zapisuje u obliku AB, ukoliko ne moжe do�i do zabune. Kao i
u sluqaju funkcija, ako je definisano AB, ne mora biti BA. Zaista,
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AB je definisano samo ako je A ∈ L(V,W ) i B ∈ L(U, V ), a da bi za
uoqena preslikavaƬe bilo definisano BA, mora biti U = W , a u tom
sluqaju je AB ∈ L(U) i BA ∈ L(V ). Stoga jednakost preslikavaƬa AB
i BA ima smisla razmatrati samo u sluqaju U = V = W , tj. ako su
u pitaƬu operatori, a ni u tom sluqaju ne mora vaжiti AB = BA
(na primer, ako su A,B : R2 → R2 definisani sa A(x, y) = (x, 0) i
B(x, y) = (0, x), onda je AB(x, y) = (0, 0), a BA(x, y) = (0, x)). Primetimo
da A ◦ A ima smisla samo u sluqaju da je A operator i tada �emo
koristiti i notaciju A2 = A ◦ A, a onda je za svako n ∈ N dobro
definisan An = A ◦ An−1, pa sledi da na L(U) ima smisla i p(A), gde
je p polinom sa koeficijentima iz poƩa skalara. Napomenimo da se
prilikom odre�ivaƬa vrednosti polinoma u A ∈ L(U) podrazumeva
da je skalaru u slobodnom qlanu pridruжen identiqki operator (tj.
IdU ∈ L(U), za koji je IdU (u) = u za svako u ∈ U). Na primer, ako je
A ∈ L(U), p(x) = 2x−3 i q(x) = 2, onda je p(A) = 2A−3IdU i q(A) = 2IdU .

Lema 7.1.5. Neka je A ∈ L(U, V ), gde su U i V konaqno dimenzionalni
vektorski prostori nad istim poƩem skalara.

(a) Onda je A injektivno ako i samo ako slika proizvoƩan linearno
nezavisan skup (u U) u linearno nezavisan skup (u V ).

(b) Onda je A surjektivno ako i samo ako slika proizvoƩnu genera-
trisu (prostora U) u generatrisu (prostora V ).

(v) Onda je A izomorfizam ako i samo ako slika proizvoƩnu bazu
(prostora U) u bazu (prostora V ).

Dokaz. (a) Ako je {ei | 1 6 i 6 n} linearno nezavisan skup vektora,
ako za neke skalare α1, . . . , αn vaжi α1Ae1 + . . . + αnAen = 0, sledi
A(α1e1+. . .+αnen) = 0, a kako je A injektivno, sledi α1e1+. . .+αnen = 0,
pa je, na osnovu linearne nezavisnosti, α1 = . . . = αn = 0, tj. i {Aei | 1 6

i 6 n} je linearno nezavisan. Sa druge strane, ako A nije injektivno,
postoje razliqiti u1, u2, tako da je Au1 = Au2, tj. A(u1 − u2) = 0, pa A
slika linearno nezavisan skup {u1 − u2} 6= {0} u {0}.
(b) Ako je {ei | 1 6 i 6 n} generatrisa i v ∈ V , kako je A surjektivno,
postoji u ∈ U , tako da je Au = v, pa postoje skalari α1, . . . , αn tako
da je u = α1e1 + . . . + αnun, no onda je v = Au = α1Ae1 + . . . + αnAen.
Sa druge strane, ako je v ∈ V i {ei | 1 6 i 6 n} generatrisa, onda je
{Aei | 1 6 i 6 n} generatrisa, pa postoje skalari α1, . . . , αn, tako da je
α1Ae1 + . . . + αnAen = v, tj. A(α1e1 + . . . + αnen) = v, a kako je v ∈ V
proizvoƩno, sledi da je A surjektivno.

(v) Ako je (ei)
n
i=1 baza (prostora U), na osnovu delova (a) i (b), sledi

da je i (Aei)
n
i=1 baza (prostora V ). Sa druge strane, ako je v ∈ V , kako

A slika baze u baze, ako je (ei)
n
i=1 neka baza prostora U , na osnovu

dela (b) sledi da je v = α1Ae1 + . . . + αnAen = A(α1e1 + . . . + αnen) za
neke skalare α1, . . . , αn (odnosno A je surjektivno), a ako bi bilo v =
α′

1Ae1+ . . .+α′
nAen = A(α′

1e1+ . . .+α′
nen) za neke skalare α′

1, . . . , α
′
n, onda

je (α1−α′
1)Ae1+. . .+(α1−α′

1)Aen = 0, pa je (kako je (Aei)
n
i=1 baza prostora
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V ) αi = α′
i za 1 6 i 6 n, odakle je α1e1 + . . . + αnen = α′

1e1 + . . . + α′
nen

(odnosno A je injektivno).

Ako je A ∈ L(U, V ) bijekcija, re�i �emo da su U i V izomorfni, u
oznaci U ∼= V (po osobinama bijekcije, jasno je da je izomorfizam
relacija ekvivalencije na vektorskim prostorima, te �e u nastavku,
prilikom prouqavaƬa osobina koje se ,,quvaju izomorfizmom”, biti
dovoƩno prouqiti jednog predstavnika svake od klasa). Iz pretho-
dnog tvr�eƬa, izme�u ostalog, sledi da izomorfni vektorski pro-
stori imaju istu dimenziju. U sluqaju rada sa operatorima, naqin
razmixƩaƬa korix�en u prethodnoj lemi daje rezultat koji ima ve-
liku vrednost prilikom utvr�ivaƬa bijektivnosti operatora.

Lema 7.1.6. Ako je U konaqno dimenzionalni vektorski prostor i A ∈
L(U), onda je A injektivan ako i samo ako je A(U) = U (tj. ako je
surjektivan).

Dokaz. Ako je dimU = n ∈ N i (ei)
n
i=1 baza vektorskog prostora U , slika

operatora A je linearan omotaq skupa {Ae1, . . . , Aen}, pa se poklapa sa
U ako i samo ako su vektori u navedenom skupu linearno nezavisni.
Ako je A injektivan i α1Ae1 + . . . + αnAen = 0, onda je A(α1e1 + . . . +
αnen) = 0, pa iz injektivnosti sledi α1e1 + . . .+ αnen = 0, te je αi = 0
za svako 1 6 i 6 n, tj. vektori iz {Ae1, . . . , Aen} su linearno nezavisni.
Sa druge strane, ako je {Ae1, . . . , Aen} sastavƩen od linearno nezavi-
snih vektora i A(α1e1 + . . .+ αnen) = 0, sledi α1Ae1 + . . . + αnAen = 0,
pa je αi = 0 za svako 1 6 i 6 n. Sledi, ako je Au = 0, onda je u = 0, pa
ako je Au1 = Au2, onda je A(u1 − u2) = Au1 −Au2 = 0, odakle je u1 = u2,
xto znaqi je je A injektivan.

Primer 4. Ako je P poƩe i U = cK(P) = {(ai)i>1 | ai ∈ P∧(∃n)(∀i > n)ai =
0}, tj. nizovi elemenata iz P (sa indeksima iz N) qiji su qlanovi,
poqev od nekog, jednaki 0, onda je cK(P) vektorski prostor (potprostor
vektorskog prostora nizova sa vrednostima iz P). Ako je, za n ∈ N, niz

en = (enk )k>1 definisan sa enk =
n

1, ako je k = n
0, ako je k 6= n

, onda je en ∈ cK(P), a

sa A(en) = en+1 definisano preslikavaƬe iz L(cK(P)) (zaista, (en)n>1

je baza prostora cK(P)). Ovo preslikavaƬe je injektivno, ali ne i
surjektivno (u Ƭegovoj slici se na nalaze nizovi iz cK(P) kojima je
prva koordinata razliqita od 0), pa prethodno tvr�eƬe ne vaжi i u
sluqaju beskonaqno dimenzionalnog vektorskog prostora. Primetimo
i da (en)n>1 nije baza prostora svih nizova sa elementima iz P i inde-
ksima iz N (na primer, niz konstantno jednak 1 se ne nalazi u linealu
ovog skupa). △
Ako je (ei)

n
i=1 baza vektorskog prostora U , sa e′j(ei) =

n
1, ako je i = j
0, ako je i 6= j

,

za 1 6 j 6 n, su definisani linearni funkcionali na U . Prime-
timo da, ukoliko je u ∈ U , onda je u = α1e1 + . . . + αnen za neke
skalare α1, . . . , αn, pa je e′j(u) = αj, za 1 6 j 6 n, odnosno vaжi
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u = e′1(u)e1 + . . . + e′n(u)en (vrednosti skalara uz vektore iz uoqene
baze se izraжavaju pomo�u navedenih funkcionala; odatle trivi-
jalno sledi da su ti funkcionali linearno nezavisni u U ′). Tako�e,
ako je f ∈ U ′, iz prethodnog sledi f(u) = f(α1e1 + . . . + αnen) =
f(e1)e

′
1(u) + . . . + f(en)e

′
n(u), tj. u U ′ je skup {e′i | 1 6 i 6 n} genera-

trisa. Sledi da se u sluqaju konaqno dimenzionalnog prostora U na
opisani naqin dobija baza prostora U ′, koja se naziva i dualna baza
baze e. Dakle, u konaqno dimenzionalnom sluqaju je U ∼= U ′. Prime-
timo da opisana konstrukcija funkcionala e′i ima smisla i u prostoru
beskonaqne dimenzije, analogno pokazanom oni qine linearno nezavi-
san skup, no u tom sluqaju ne moraju qiniti generatrisu prostora U ′.

Ako je A ∈ L(U, V ) i ϕ ∈ V ′, onda je sa (A′ϕ)u = ϕ(Au) definisa-
no preslikavaƬe na U . Kako je kompozicija linearnih preslikavaƬa
tako�e linearno preslikavaƬe, sledi da je A′ϕ ∈ U ′, pa na ovaj naqin
dobijamo preslikavaƬe A′ ∈ L(V ′, U ′), koje se naziva i (algebarski)
adjungovano preslikavaƬe preslikavaƬa A. Ako je A ∈ L(V,W ) i
B ∈ L(U, V ), onda je AB ∈ L(U,W ), a za svako ϕ ∈ W ′ i u ∈ U vaжi
((AB)′ϕ)u = ϕ(ABu) = ϕ(A(Bu)) = (A′ϕ)(Bu) = (B′(A′ϕ))u = ((B′A′)ϕ)u,
odnosno vaжi (AB)′ = B′A′. Tako�e je ((IdU )′ϕ)u = ϕ(u) za sve u ∈ U
i ϕ ∈ U ′, pa je (IdU )′ = IdU ′ . Napomenimo i da se pojam adjungovanog
preslikavaƬa javƩati u razliqitim kontekstima i ne�e uvek imati
znaqeƬe koje je ovde navedeno, te �emo u tim situacijama naglaxavati
na koje se tumaqeƬe misli, odnosno, ako nije jasno iz konteksta, pri-
likom upotrebe upravo opisanog pridruжivaƬa, naglaxava�emo da je
u pitaƬu algebarsko adjungovaƬe (sama req adjungovaƬe je latinskog
porekla, u znaqeƬu povezivaƬe, odnosno pridruжivaƬe, te je jasno da
moжe imati razliqita tumaqeƬa).

Primer 5. Ako je cK(P) vektorski prostor iz prethodnog primera, a
P bilo koje konaqno poƩe (takvo je, na primer, Zp za proizvoƩan prost
broj p; videti primer 28 glave 1), onda je kardinalnost skupa cK(P)
jednaka ℵ0 (poxto je prebrojiva unija nepraznih konaqnih skupova;
videti primer 19 glave 2). Ako je a = (ai)i>1 proizvoƩan niz sa ele-
mentima iz P, onda je sa La(x) =

P
i>1

aixi, gde je x = (xi)i>1 ∈ cK(P),

dobro definisan linearni funkcional na cK(P) (zaista, za svako
x ∈ cK(P) prethodna suma sadrжi konaqno mnogo nenula sabiraka, te je
definisana, a onda je linearnost trivijalna) i pritom se, oqigledno,
La i Lb razlikuju ako je a 6= b. Sledi da je kardinalnost skupa
L′(cK(P)) ne maƬa od kardinalnosti prostora nizova (sa elementima
iz P), tj. ne maƬa od |P|ℵ0 = c. △
U prethodnom primeru smo, zarad lakxeg utvr�ivaƬa da U i U ′ u be-
skonaqno dimenzionalnom sluqaju ne moraju biti izomorfni, posma-
trali konaqno poƩe skalara, a ne R ili C. Me�utim, ako je U = cK(R)
ili U = cK(C), moжe se do�i do sliqnog zakƩuqka. Naime, onda
U ima prebrojivu bazu (naravno, pre toga bi trebalo pokazati da

315



Linearna algebra Matematika 1 & 2

su i u beskonaqno dimenzionalnom sluqaju baze iste kardinalnosti,
odnosno da definicija 7.1.1 ima smisla i u ovom sluqaju), dok se moжe
pokazati da U ′ u tom sluqaju nema prebrojivu bazu (na primer, ako je
xα = (αn)n>1, za α ∈ R, moжe se pokazati da se familija {xα |α ∈ R}
sastoji od linearno nezavisnih vektora (videti primer 24), te u U ′

postoji neprebrojiv linearno nezavisan skup).
Po prethodnim tvr�eƬima, u konaqno dimenzionalnim vektorskim
prostorima se moжe govoriti o inverznom preslikavaƬu preslikava-
Ƭa A ∈ L(U, V ) ako i samo ako je dimU = dimV . Ukoliko je A bijekti-
vno i A−1 Ƭegovo inverzno preslikavaƬe (videti definiciju 1.2.4 i
komentare nakon Ƭe), kako je A(αu1+βu2) = αAu1+βAu2, ako je v1 = Au1

i v2 = Au2, sledi αA−1v1 +βA−1v2 = A−1(αv1 +βv2), za sve skalare α, β
i (kako je A surjektivno) sve v1, v2 ∈ V , pa je A−1 ∈ L(V, U). Speci-
jalno, ako je A ∈ L(U) bijektivno, postoji A−1 ∈ L(U). Direktno se
prenose i ostali rezultati dobijeni za osobine inverzne funkcije. Na
primer, neposredno sledi da ako je A ∈ L(U, V ) invertibilno, da je i
A−1 ∈ L(V, U) invertibilno i vaжi (A−1)−1 = A, a na osnovu leme 1.2.3,
sledi da ukoliko su A ∈ L(V,W ) i B ∈ L(U, V ) bijektivna (naravno,
po prethodnom je onda dimU = dimV = dimW ), postoje A−1 ∈ L(W,V ),
B−1 ∈ L(V, U) i (AB)−1 ∈ L(W,U), pri qemu je (AB)−1 = B−1A−1.
Primetimo i da, ako je A ∈ L(U) bijetivan operator (onda postoji
A−1 ∈ L(U)), iz AA−1 = A−1A = IdU , na osnovu osobina adjungovanog
preslikavaƬa, sledi (A−1)′A′ = A′(A−1)′ = IdU ′ , pa je i A′ ∈ L(U ′)
invertibilan i vaжi (A′)−1 = (A−1)′.

Teorema 7.1.3 (o rangu i defektu). Neka su U i V vektorski prosto-
ri, dimU = n ∈ N, dimV = m ∈ N i A ∈ L(U, V ). Onda je ρ(A)+δ(A) = n.

Dokaz. Ako je KerA = {0}, i f = (fi)
n
i=1 baza U , na osnovu dela (a) leme

7.1.5, skup {Afi | 1 6 i 6 n} je linearno nezavisan u V , pa je (Afi)
n
i=1

baza prostora ImA, tj. u ovom sluqaju je ρ(A) = n i δ(A) = 0. Sliqno,
ako je KerA = U , onda je ImA = {0}, pa je ρ(A) = 0 i δ(A) = n.
Ako KerA nije jednak ni {0} ni U , neka je (ei)

k
i=1 Ƭegova baza (u ovom

sluqaju je onda 1 6 k 6 n−1). Dopunimo uoqenu bazu do baze prostora
U , vektorima ek+1, . . . , en (dakle, e = (ei)

n
i=1 je baza U). Ako je v ∈

ImA, postoji u ∈ U , tako da je Au = v, a, kako je e baza U , postoje
skalari α1, . . . , αn, tako da je u = α1e1 + . . . + αnen, pa je v = Au =
α1Ae1 + . . . + αnAen = αj+1Aej+1 + . . . + αnAen (jer je Aei = 0 za 1 6

i 6 k), tj. (Aei)
n
i=k+1 je generatrisa ImA. Me�utim, (Aei)

n
i=k+1 je i

linearno nezavisan. Zaista, ako je αk+1Aek+1 + . . .+ αnAen = 0, sledi
A(αk+1ek+1 + . . .+ αnen) = 0, pa je αk+1ek+1 + . . .+ αnen ∈ KerA, odakle
je αk+1ek+1 + . . . + αnen = α1e1 + . . . + αkek, za neke skalare α1, . . . , αk.
Kako je (ei)

n
i=1 baza U , iz dobijenog sledi da je αi = 0, za 1 6 i 6 n, tj.

linearna nezavisnost (Aei)
n
i=k+1. Dakle, (Aei)

n
i=k+1 je baza ImA, te je

ρ(A) = n− k, odakle sledi tvr�eƬe i u ovom sluqaju.

Prethodno tvr�eƬe se qesto naziva i osnovna teorema linearne alge-
bre i javƩa�e se u razliqitim oblicima prilikom rada sa linea-
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rnim preslikavaƬima. Ve� sada vidimo da je primenƩivo prilikom
odre�ivaƬa slike i jezgra linearnog preslikavaƬa, a i do sada se
pojavƩivalo u prikrivenom obliku. Recimo, zahtev primera 3 (pri-
kazivaƬe (x, y, z) ∈ R3 kao zbir vektora (t1, t2, 0) i (t3, 0, t4), gde su
t1, t2, t3, t4 ∈ R) se moжe reformulisati u terminima ispitivaƬa svo-
jstava preslikavaƬa A : R4 → R3, definisanog sa A(t1, t2, t3, t4) =
(t1 + t3, t2, t4). Lako se vidi da je A linearno i surjektivno, pa je
KerA prostor dimenzije 4 − 3 = 1, xto je i konstatovano navedenom
primeru (da sva predstavƩaƬa zavise od jednog realnog parametra).

7.2. Algebra matrica

PreslikavaƬe A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → K, za m,n ∈ N, naziva-
mo dvodimenzionalna matrica (tabela) sa elementima (koeficije-
ntima) iz K, tipa m × n, prostor takvih matrica oznaqava�emo sa
Mm,n(K), a m i n nazivamo dimenzije matrice A (govori�emo i da je
A dimenzija (reda, formata) m×n). Naravno, ima smisla posmatrati
i vixedimenzionalne matrice, no kako �emo se u nastavku posvetiti
dvodimenzionalnim, termin matrica �e se u ovom tekstu odnositi na
Ƭih. Ako je m = n, matricu �emo nazivati kvadratna (reda n), a
odgovaraju�i prostor �emo oznaqavati sa Mn(K). Kako i sam naziv
sugerixe, matricu A = (ai,j)16i6m,16j6n ∈ Mm,n(K) vizualizujemo kao

tabelu, tj. u obliku A =

 a1,1 . . . a1,n

...
. . .

...
am,1 . . . am,n

!
. Za proizvoƩne neprazne

skupove X ⊆ {1, . . . ,m} i Y ⊆ {1, . . . , n} se restrikcija uoqenog presli-
kavaƬa na X × Y naziva podmatrica, koja odgovara izboru indeksa X
i Y , a ako su brojevi elemenata skupova X i Y jednaki k i l, redom,
kaжemo da je u pitaƬu podmatrica tipa k × l. Specijalno, ako je
X = {i} i Y = {1, . . . , n}, gde je 1 6 i 6 m, odgovaraju�a podmatrica
se naziva i-ta vrsta matrice A, a ako je X = {1, . . . ,m} i Y = {j}, gde
je 1 6 j 6 n, odgovaraju�a podmatrica se naziva j-ta kolona matrice
A. Slobodnije govore�i, element ai,j se nalazi ,,u preseku i-te vrste
i j-te kolone” matrice A, a podmatrica tipa k × l se dobija izborom
k vrsta, l kolona i ,,brisaƬem elemenata” koji nisu u nekoj od Ƭih.

Primer 6. Ako je A ∈ Mm,n(K) i 1 6 k 6 m, 1 6 l 6 n, onda po-
dmatrica tipa k × l ima

�m
k

��n
l

�
, pa podmatrica uoqene matrice A ima

mP
k=1

nP
j=1

�m
k

��n
l

�
=

mP
k=1

�m
k

� · nP
j=1

�n
l

�
= (2m − 1)(2n − 1). Sliqno, ako je A ∈

Mn(K), kvadratnih podmatrica dimenzije k, gde je 1 6 k 6 n, ima
�n
k

�2
,

pa kvadratnih podmatrica matrice A ima
nP
k=1

�n
k

�2
. IzjednaqavaƬem
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koeficijenata uz xn u jednakosti polinoma (1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n

i koriste�i vezu
�n
k

�
=
� n
n−k
�
, za 0 6 k 6 n, dobijamo

�2n
n

�
=

nP
k=0

�n
k

�2
, pa

sledi da kvadratnih podmatrica matrice iz Mn(K) ima
�2n
n

�− 1. △
Ako je A ∈Mm,n(K) i na K postoji odgovaraju�a algebarska struktu-
ra, onda se i na Mm,n(K) moжe uvesti dodatna struktura. Naravno,
to se moжe uqiniti na vixe naqina, a ovde �e nam osnovna motivacija
biti da je dobijena struktura u ,,prirodnoj vezi” sa strukturom dobi-
jenom na klasi linearnih preslikavaƬa. Stoga �emo u daƩem posma-
trati Mm,n(P), gde je P poƩe. Ako je A ∈ L(U, V ), dimU = n, dim V = m

i e = (ei)
n
i=1, f = (fj)

m
j=1 baze U i V , redom, onda je Aej =

mP
i=1

ai,jfi, za

svako 1 6 j 6 n, pri qemu su, poxto je f baza, skalari ai,j, za 1 6 i 6 n,
1 6 j 6 m, jedinstveno odre�eni (videti teoremu 7.1.1), tj. uoqeno
linearno preslikavaƬe i izbor baza jednoznaqno odre�uju matricu
(A)e,f = (ai,j)16i6m,16j6n, a kako poznavaƬe vrednosti Aej, za 1 6 j 6 n,
jedinstveno odre�uje linearno preslikavaƬe (poxto je e baza), vaжi i
obrnuto. Poxto je жeƩa da se matrici A = (ai,j)16i6m,16j6n pridruжi
preslikavaƬe, koje �e na opisani naqin indukovati tu matricu, sledi
da se toj matrici pridruжuje preslikavaƬe LA, koje vektoru x ∈ Pn

(qija je i-ta koordinata xi, za 1 6 i 6 n) pridruжuje vektor iz Pm,
qija je j-ta koordinata aj,1x1 + . . .+ aj,nxn, za 1 6 j 6 m. Ako vektor u
Pn vidimo kao matricu tipa n× 1, prethodno se zapisuje u obliku

LAx =

 a1,1 . . . a1,n

...
. . .

...
am,1 . . . am,n

! x1

...
xn

!
=

 nP
j=1

a1,jxj

...nP
j=1

am,jxj

!
, (7.1)

pri qemu drugi qlan prethodne jednakosti oznaqavamo sa Ax, dok je-
dnakost drugog i tre�eg qlana predstavƩa definiciju delovaƬa ma-
trice A ∈Mm,n(P), kao linearnog preslikavaƬa, na vektor x ∈Mn,1(P)
(tzv. kolona matricu). Prethodno razmatraƬe nam sugerixe da na
skupu matrica sa elementima iz poƩa P uvedemo slede�e operacije:

– sabiraƬe matrica A i B, u oznaci A+B, definixemo kao matricu
koja odgovara zbiru preslikavaƬa indukovanih sa A i B; sledi da je
sabiraƬe definisano ako i samo ako su matrice istih dimenzija, a
ako je A,B ∈ Mm,n(P), A = (ai,j)16i6m,16j6n, B = (bi,j)16i6m,16j6n, gde
su m,n ∈ N, onda je A + B ∈ Mm,n(P), pri qemu je element te matrice
koji se nalazi na mestu (i, j) jednak ai,j + bi,j; jasno je da Mm,n(P) sa
sabiraƬem qini Abelovu grupu, qiji je neutral matrica iz Mm,n(P)
kojoj su svi elementi jednaki 0, te se ona naziva nula matrica, u
oznaci 0, odnosno, 0m×n, ukoliko se жeli naglasiti Ƭena dimenzija;
– mnoжeƬe matrice A skalarom α, u oznaci αA (ili α · A), de-
finixemo kao matricu koja odgovara preslikavaƬu koje je dobi-
jeno mnoжeƬem skalarom α preslikavaƬa indukovanog matricom A;
sledi da je mnoжeƬe skalarom definisano za svaku matricu A, a ako
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A = (ai,j)16i6m,16j6n ∈ Mm,n(P), onda αA ∈ Mm,n(P), pri qemu se na
mestu (i, j) matrice αA se nalazi element αai,j;
–mnoжeƬe matrica A i B, u oznaci AB (ili A ·B), definixemo kao
matricu koja odgovara kompoziciji preslikavaƬa indukovanih sa A i
B; sledi da je mnoжeƬe definisano ako i samo ako su je A ∈Mm,n(P),
B ∈ Mn,k(P), za neke m,n, k ∈ N, rezultat pripada Mm,k(P), pri qemu

je element matrice AB na mestu (i, j) jednak
nP
l=1

ai,lbl,j (gde su ai,j i bi,j

odgovaraju�i elementi matrica A i B, redom); primetimo da se delo-
vaƬe matrice na vektor moжe videti kao proizvod matrice iz Mm,n(P)
i matrice iz Mn,1(P) (poxto vektor vidimo kao matricu iz Mn,1(P), tj.
kolonu); inverzna matrica matrice A, u oznaci A−1, predstavƩa ma-
tricu preslikavaƬa koje je inverzno preslikavaƬu indukovanom ma-
tricom A; na osnovu lema 7.1.5 i 7.1.6, ono moжe postojati samo u
sluqaju A ∈Mn(P) (ako je U ∼= V , onda je dimU = dimV ), a postoji ako
i samo ako je preslikavaƬe odre�eno matricom A bijektivno; pritom,
neutral za mnoжeƬe odgovara preslikavaƬu IdU , a kako je IdUei = ei,
za svako 1 6 i 6 n (gde je (ei)

n
i=1 baza prostora U), odgovaraju�a ma-

trica E = (ei,j)16i6n,16j6n (odnosno En, ako se жeli naglasiti Ƭena

dimenzija) je odre�ena sa ei,j =
n

1, ako je i = j
0, inaqe

i naziva jediniqna;

– transponovaƬe matrice A, u oznaci AT , definixemo kao matricu
koja odgovara adjungovanom preslikavaƬu preslikavaƬa indukovanog
sa A; ako je dimU = n ∈ N i A ∈ Mm,n(P), onda LA : Pn → Pm, LAT =
(LA)′ : Pm → Pn (za prostore konaqne dimenzije je U ∼= U ′), pri qemu,
ako su (ei)

n
i=1 i (fj)

m
j=1 odgovaraju�e baze prostora Pn i Pm, redom,

vaжi (A′f ′
j)ei = f ′

j(Aei) = f ′
j

� mP
l=1

aj,lfm
�

= aj,i, tj. AT ∈ Mn,m(P), a na

mestu (i, j) te matrice se nalazi element aj,i, za sve 1 6 i 6 n, 1 6 j 6

m, gde je ai,j odgovaraju�i element matrice A (slobodnije govore�i,
transponovaƬe ,,meƬa uloge vrsta i kolona” matrice A).

Naravno, u prethodnom je podrazumevano da se matrica odre�uje u
odgovaraju�im bazama (npr. u sluqaju sabiraƬa, matricama A i B
su dodeƩena preslikavaƬa iz L(U, V ), uz izbor baza e i f , te se taj
izbor baza podrazumeva i pri odre�ivaƬu A+B, sliqno za mnoжeƬe
i mnoжeƬe skalarom, dok se kod transponovaƬa podrazumeva da se za
te baze, na U ′ i V ′ posmatraju odgovaraju�e dualne baze). Inaqe,
gore definisane operacije i pojmovi, sem inverza za mnoжeƬe, imaju
smisla i u sluqaju da je P prsten, no kako je ovde prevashodni ciƩ rad
sa matricama nad R i C, u жeƩi da se skrati diskusija je posmatran
samo sluqaj poƩa. Neposredno iz odgovaraju�ih osobina linearnih
preslikavaƬa se prenose osobine koje zadovoƩavaju uvedene operacije
na matricama, koje su sumirane u narednom tvr�eƬu.

Lema 7.2.1. Neka je P poƩe, α, β ∈ P i m,n, k, l ∈ N.
(a) Struktura (Mm,n(P),+) je Abelova grupa, qiji je neutral 0m×n,
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inverz elementa A ∈Mm,n(P) je −A = (−1)A, vaжi i (α+β)A = αA+βA,
1 ·A = A, 0 ·A = 0m×n, a ako je i B ∈Mm,n(P), vaжi α(A+B) = αA+αB.
(b) Ako je A ∈ Mm,n(P), B,C ∈ Mn,k(P), onda je A(B + C) = AB + AC,
(αA) · (βB) = αβAB, (αA)T = αAT , (B+C)T = BT +CT i (AB)T = BTAT .
(v) Ako je A,B ∈Mm,n(P) i C ∈Mn,k(P), onda je (A+B)C = AC +BC.
(g) Ako je A ∈Mm,n(P), B ∈Mn,k(P), C ∈Mk,l(P), onda (AB)C = A(BC).
(d) Ako su A,B ∈ Mn(P) invertibilne, onda je (A−1)−1 = A, (AB)−1 =
B−1A−1 i (AT )−1 = (A−1)T . Invertibilne matrice iz Mn(P) qine gru-
pu u odnosu na mnoжeƬe, qiji je neutral En.
(�) Ako je A ∈Mm,n(P), onda je EmA = AEn = A, kao i (AT )T = A.
(e) Struktura Mm,n(P) je vektorski prostor (nad P ), dimenzije mn.

Primetimo da je u delu (e) jedna od baza uoqenog vektorskog prostora
(Ei,j)16i6m,16j6n, gde je Ei,j ∈ Mm,n(P) matrica qiji je element koji
odgovara indeksu (i, j) jednak 1, a ostali 0. Napomenimo da, u sluqaju
da se Mm,n(C) posmatra kao vektorski prostor nad poƩem skalara R,
dimenzija tog vektorskog prostora je 2mn (C je, kao vektorski prostor
nad poƩem skalara R, dimenzije 2).

Primer 7. Ako su A =

 
2 1

−1 2
0 1

!
, B =

�
2 1 −2
1 0 1

�
, C =

�
2 −2

−2 3

�
,

realne matrice, onda, recimo, CA, BC, ATB i A + C nisu definisa-

ni, dok je AB =

 
2 · 2 + 1 · 1 2 · 1 + 1 · 0 2 · (−2) + 1 · 1

(−1) · 2 + 2 · 1 (−1) · 1 + 2 · 0 (−1) · (−2) + 2 · 1
0 · 2 + 1 · 1 0 · 1 + 1 · 0 0 · (−2) + 1 · 1

!
= 5 2 −3

0 −1 4
1 0 1

!
, BA =

�
2 · 2 + 1 · (−1) + (−2) · 0 2 · 1 + 1 · 2 + (−2) · 1

1 · 2 + 0 · (−1) + 1 · 0 1 · 1 + 0 · 2 + 1 · 1
�

=�
3 2
2 2

�
. Primetimo da je (BA)·C =

�
3 2
2 2

��
2 −2

−2 3

�
=
�

2 0
0 2

�
=

2E2, pa je C invertibilna i vaжi C−1 = 1
2BA =

� 3
2 1
1 1

�
. △

Primer 8. Ako je A =
�

1 0
0 0

�
i B =

�
0 0
0 1

�
, onda je AB = 0,

iako je A 6= 0 i B 6= 0. Primetimo da, ako su A,B ∈ Mn(P), za neko
n ∈ N, nenula matrice za koje je AB = 0, nijedna od Ƭih ne moжe biti
invertibilna (ako npr. postoji A−1, onda bi bilo B = A−1AB = 0).
Ako se na S = {αA |α ∈ P} prenese struktura indukovana matriqnim
operacijama, kako je αA+βA = (α+β)A ∈ S i αA·βA = (αβ)A ∈ S, jer je
A2 = A, vidimo da se dobija struktura koja je poƩe (izomorfno sa P).
Me�utim, f : S → M2(P), definisana sa f(X) = X, nije izomorfizam
poƩa S i f(S) ⊆ M2(P), poxto se A, koji je jediniqni element u S, ne
slika u jediniqni element u M2(P) (videti primer 25 glave 1). △
Primer 9. Ako su A,B ∈ Mn(P), gde je n ∈ N, takve da je AB = BA,
kako binomna formula vaжi u bilo kom komutativnom prstenu (videti
deo (b) leme 2.4.1 i komentare nakon Ƭe), zakƩuqujemo da za svako
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n ∈ N \ {1} vaжi (A + B)n = An +
n−1P
k=1

�n
k

�
An−kBk + Bn. Bez uslova

komutativnosti prethodno ne mora vaжiti. Recimo, u sluqaju n = 2 je
(A+B)2 = A2+AB+BA+B2, xto je jednako A2+2AB+B2 ako i samo ako
je AB = BA, dok se u sluqaju n > 2, bez uslova komutativnosti, izraz
(A + B)n popriliqno komplikuje, te se varijante binomne formule
retko koriste bez tog uslova. Kako za svako A ∈ Mn(P) i svako α ∈ P
vaжi A·(αEn) = αA = (αEn)·A, qesto se vi�a primena binomne formule
u sluqaju da je jedan od qlanova oblika αEn. △
Naqin na koji su uvedene operacije na matricama omogu�uje da se
izrazi, koji su do sada korix�eni prilikom izuqavaƬa linearnih
kombinacija i svojstava linearnih operatora, zapisuju u kompaktni-

jem obliku. Na primer, ako je e = (ei)
n
i=1 sistem vektora i u =

nP
i=1

αiei,

gde su αi skalari za 1 6 i 6 n (tj. ako je u linearna kombinacija ve-
ktora iz sistema e), onda je u = (e1, . . . , en)(α1, . . . , αn)

T (jedini razlog
zbog kog drugi vektor u prethodnom izrazu ne pixemo kao kolonu, ve�
koristimo transponovaƬe, je uxteda prostora). Specijalno, ako je
e = (ei)

n
i=1 baza prostora U i u ∈ U , na osnovu teoreme 7.1.1, postoji

jedinstvena kolona skalara (tj. matrica iz Mn,1(P)) koja reprezentuje
u u obliku linearne kombinacije vektora iz e. Tu kolonu �emo oznaqa-
vati sa uTe , odnosno prethodna veza se onda zapisuje u obliku u = e ·uTe
(ili u = euTe ). Sliqno, ako Ae oznaqava delovaƬe preslikavaƬa A na
sistem e (tj. Ae = (Aei)

n
i=1), ako je e baza, onda je Au = Ae · uTe .

Primer 10. Po prethodnoj diskusiji, linearna kombinacija se moжe
videti u obliku proizvoda matrica. Na primer, ako je A ∈ Mm,n(P),

za neke m,n ∈ N, i ako su A
(v)
i = (ai,j)

n
j=1 ∈ M1,n(P), za 1 6 i 6 m,

vrste, a A
(k)
j = (ai,j)

m
i=1 ∈ Mm,1(P), za 1 6 j 6 n, kolone matrice A,

onda je
mP
i=1

αiA
(v)
i = (α1, . . . , αm) · A i

nP
j=1

βjA
(k)
j = A · (β1, . . . , βn)

T za

proizvoƩne skalare α1, . . . , αm, β1, . . . , βn. Prethodni zapis ima smisla
i za linearnu kombinaciju matrica koje ne predstavƩaju vrste ili
kolone (kako je ve� konstatovano, osnovne operacije na matricama
imaju smisla i ako je P prsten, a po delu (e) leme 7.2.1, Mm,n(P) qine
vektorski prostor), no onda je nuжno biti dosta oprezniji prilikom
tumaqeƬa dobijenog zapisa. Recimo, za A,B ∈Mm,n(P) i α, β ∈ P vaжi

αA+βB = (α, β) ·
�
A
B

�
= (A.B) · (α, β)T , za sve m,n ∈ N, no pri ovakvom

tumaqeƬu se
�
A
B

�
ne sme gledati kao matrica iz M2m,n(P), a (A,B)

kao matrica iz Mm,2n(P), ve� kao tzv. blok matrica. △

Teorema 7.2.1. Neka su e = (ei)
n
i=1 i f = (fi)

m
1=1 baze U i V , redom.

(a) Ako je A ∈ L(U, V ), onda postoji jedinstvena (A)e,f ∈Mm,n(P), tako
da je Ae = f · (A)e,f , odnosno, za svako u ∈ U vaжi Au = f · (A)e,f · uTe .
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(b) Ako je A ∈ Mm,n(P), postoji jedinstveno LA ∈ L(U, V ), tako da je
A = (LA)e,f .

Prethodno tvr�eƬe je u ovom tekstu ,,utkano” u samu definiciju ope-
racija na matricama (videti definicije tih operacija, kao i ko-
mentare date neposredno pre Ƭih), tj. mi smo te operacije uveli na
naqin koji je potreban da se dobije prethodno tvr�eƬe. Naglasi-
mo da se po ve�ini tekstova kojima je ciƩ uvod u linearnu algebru
definixu linearna preslikavaƬa (i izvedu Ƭihove osnovne osobine),
,,ukazom” definixu operacije na matricama, a nakon toga se ,,isposta-
vi” da postoji veza izme�u Ƭih (navedena u prethodnoj teoremi). Iz
pristupa koji je ovde prikazan je jasno zaxto su operacije na matri-
cama definisane na opisani naqin, a za Ƭega smo se odluqili poxto
je primarni ciƩ ovog dela prouqavaƬe linearnih preslikavaƬa (na
primer, u glavi 9 �e odre�enoj klasi preslikavaƬa u svakoj taqki
domena biti dodeƩeno linearno preslikavaƬe).

Primetimo i da, ako je ei(k) =
n

1, za k = i
0, za k 6= i

, za 1 6 i 6 n, u Pn (onda

se (ei)
n
i=1 naziva standardna baza Pn; videti i primer 4) i ako je, u

delu (b) prethodnog tvr�eƬa, U = Pn, V = Pm, a e i f standardne baze
ovih prostora, redom, onda je LAu = AuTe za svaki u ∈ U = Pn (ovo je,
zapravo, prva jednakost u (7.1)), xto jox jednom pravda to xto se de-
lovaƬe matrice i linearnog preslikavaƬa na vektor oznaqava na isti
naqin (qak koristimo iste simbole za matrice i za preslikavaƬa, a
i poistove�iujemo ih, kad god ne moжe do�i do zabune).
Prethodna teorema obezbe�uje da se svakom tvr�eƬu pokazanom na
prostoru L(U, V ), gde je dimU = n, dimV = m, za neke m,n ∈ N,
prirodno pridruжuje odgovaraju�e tvr�eƬe na prostoru Mm,n(P) (i
obrnuto), kao i da se svakom pojmu definisanom na L(U, V ), prirodno
pridruжuje odgovaraju�i pojam na Mm,n(P) (i obrnuto). Naravno, mi-
sli se na tvr�eƬa i pojmove dobijene po pravilima odgovaraju�eg
vektorskog prostora.
Na primer, direktno se na sluqaj matrica prenose rezultati dobi-
jeni za ponaxaƬe linearnih preslikavaƬa na sistemima vektora. Na
osnovu dela (a) leme 7.1.5, ako je e = (ei)

n
i=1 i A ∈ Mm,n(P), onda je A

injektivno ako i samo ako je Ae linearno nezavisan sistem za svaki
linearno nezavisan sistem e, a sliqno se prenose i delovi (b) i (v)
iste leme, kao i lema 7.1.6. Sledi, ako je e linearno nezavisan i
eB = eC, za B,C ∈ Mm,n(P), onda je, na osnovu dela (b) prethodne
teoreme, (LB)e,f = (LC)e,f , gde je f proizvoƩna baza V , pa je B = C.
Specijalno, ako je ei ∈ Pk za neko k ∈ N i 1 6 i 6 m (onda se e
moжe videti kao A ∈ Mk,m(P)), ako za svaku nenula B ∈ Mm,n(P) vaжi
AB 6= 0, tj. ako iz AB = AC sledi B = C, za proizvoƩno n ∈ N i
proizvoƩne B,C ∈ Mm,n(P), onda su kolone matrice A linearno neza-
visne. PosledƬa osobina se naziva regularnost sleva matrice A,
a, slobodnije govore�i, ako je ispuƬena, moжemo ,,skratiti” qini-
lac A (sa leve strane) prilikom rexavaƬa odgovaraju�ih jednaqina.

322



Matematika 1 & 2 Linearna algebra

Analogno, A ∈ Mn,k(P) je regularna zdesna ako za svako m ∈ N i sve
B,C ∈Mm,n(P), iz BA = CA sledi B = C.

Lema 7.2.2. Matrica A je regularna i sleva i zdesna ako i samo ako
je invertibilna.

Dokaz. Ako je A ∈Mm,n(P) regularna sleva, po zakƩuqcima koji su pre-

thodili lemi, Ƭene kolone A
(k)
j = (ai,j)

m
i=1 ∈ Mm,1(P), za 1 6 j 6 n, su

linearno nezavisni vektori (u Pm), pa je n 6 m. Ako je A regularna
zdesna, kako je BA = CA (za k ∈ N i B,C ∈ Mk,m(P)) ekvivalentno
sa ATBT = ATCT , onda je AT regularna sleva, te su Ƭene kolone
(xto su, zapravo, vrste matrice A) linearno nezavisne (u Pn), pa je
m 6 n. Sledi da je A kvadratna, sa linearno nezavisnim kolonama,
pa je priduжeno preslikavaƬe injektivno, te, na osnovu leme 7.1.6,
sledi da je A i invertibilna.
Sa druge strane, ako je A ∈Mn(P) invertibilna, za sve B,C ∈Mm,n(P),
m ∈ N, iz BA = CA sledi B = B(AA−1) = (BA)A−1 = (CA)A−1 =
C(AA−1) = C, dok za sve B,C ∈ Mn,k(P), k ∈ N, iz AB = AC sledi
B = (A−1A)B = A−1(AB) = A−1(AC) = (A−1A)C = C.

Dakle, na prostoru matrica (nad poƩem) regularnost (sa obe strane)
je ekvivalentna sa invertibilnox�u, te se qesto vi�a da se inve-
rtibilna matrica naziva i regularna (na daƩe �emo ravnopravno
koristiti oba termina), dok se za neivertibilnu matricu koristi
termin singularna. Prethodna razmatraƬa imaju i dubƩu vaжnost,
pokazuju da je u nekim situacijama od koristi posmatrati matricu kao
funkciju kolona (vrsta), xto �e se koristiti i u nastavku teksta.

Primer 11. Neka je A =
�

1
2

�
i B =

 1 2
2 4
3 6

!
. Za C ∈ M2,n(R), gde

je n ∈ N, ako su C
(v)
1 , C

(v)
2 ∈ M1,n(R) Ƭene vrste, vaжi AC =

�
C

(v)
1

2C
(v)
2

�
,

xto je nula matrica ako i samo ako je C
(v)
1 = 2C

(v)
2 = 0, tj. ako je C = 0,

tj. A je regularna sleva, a do tog zakƩuqka se moglo do�i i doradom
tvr�eƬa korix�enog u prethodnoj lemi, poxto su kolone matrice A
nezavisne (A se sastoji od jedne nenula kolone). Po istom tvr�e-
Ƭu, A nije regularna zdesna, a B ni sleva ni zdesna. PosledƬe se
moжe iskoristiti i za odre�ivaƬe primera koji efektivno pokazuju
da odgovaraju�a regularnost ne vaжi. Recimo, kako za vrste matrice

A vaжi 2 · A(v)
1 − 1 · A(v)

2 = 01×1, sledi ( 2 −1 ) · A = 01×1, iako je

( 2 −1 ) 6= 02×1, kako za kolone B vaжi 2 · B(k)
1 − 1 · B(k)

2 = 03×1, sledi

B ·
�

2
−1

�
= 03×1, iako je

�
2
−1

�
6= 02×1, a kako za vrste B vaжi

npr. B
(v)
1 + B

(v)
2 − B

(v)
3 = 01×2, sledi ( 1 1 −1 ) · B = 01×2, iako je

( 1 1 −1 ) 6= 01×3. △
Sliqno, iz lema 7.1.5 i 7.1.6 sledi i da, ako je e = (ei)

n
i=1 baza ve-
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ktorskog prostora U , je f = eQ baza ako i samo ako je Q ∈ Mn(P)
invertibilna, kao i da je. ako su e i f baze U , uoqena matrica jedi-
nstvena i naziva matrica prelaska sa baze e na bazu f , u oznaci (f)e.

Lema 7.2.3. Neka su U i V vektorski prostori konaqne dimenzije (nad
istim poƩem skalara).
(a) Ako su e, f, g baze U , onda je (f)e · (g)f = (g)e, (e)f = (f)−1

e , a za sve
u ∈ U vaжi uTf = (e)f · uTe .
(b) Ako su e, g baze prostora U , f, h baze prostora V i A ∈ L(U, V ),
onda je (A)g,h = (h)−1

f · (A)e,f · (g)e.
Dokaz. (a) Kako su e, f, g baze U , postoje invertibilne P,Q, tako da je
P = (f)e i Q = (g)f , pa je g = fQ = ePQ, tj. vaжi (g)e = PQ, pri qemu
je PQ invertibilna, kao proizvod takvih matrica. Specijalno, ako
je g = e, sledi eIdU = e = ePQ, tj. Q = P−1. Za u ∈ U je u = euTe i
u = fuTf , pa ako je f = eP , za invertibilnu P , sledi euTe = ePuTf , a kako

je e baza, sledi uTe = PuTf = (f)eu
T
f , odnosno uTf = (f)−1

e uTe = (e)fu
T
e .

(b) Na osnovu dela (a) je uTe = (g)eu
T
g za sve u ∈ U , pa sledi Au =

f · (A)e,f ·uTe = h(h)−1
f · (A)e,f · (g)euTg , te je (A)g,h = (h)−1

f · (A)e,f · (g)e.
Specijalno, ako je A ∈ L(U) i e, f baze U , iz prethodnog sledi da je
(A)f,f = (f)−1

e · (A)e,e · (f)e.

Definicija 7.2.1. Za m,n ∈ N, A,B ∈ Mm,n(P) su ekvivalentne, u
oznaci A ∼e B, ako i samo ako su matrice istog linearnog preslika-
vaƬa, a A,B ∈ Mn(P) su sliqne, u oznaci A ∼ B, ako i samo ako su
matrice istog linearnog operatora.

Iz same definicije je jasno da su i ekvivalentnost (na matricama
iste dimenzije) i sliqnost (na kvadratnim matricama iste dimenzi-
je) relacije ekvivalencije (reprezentuju isto linearno preslikavaƬe,
odnosno operator, za razliqit izbor baza). Po prethodnom tvr�eƬu,
za A,B ∈ Mm,n(P) je A ∼e B ako i samo ako postoje invertibilne
P,Q, tako da je B = Q−1AP (naravno, onda mora biti P ∈ Mn(P),
Q ∈ Mm(P)), a za A,B ∈ Mn(P) je A ∼ B ako i samo ako postoji inve-
rtibilna P , tako da je B = P−1AP (naravno, onda je P ∈Mn(P)).
Jasno, sliqne matrice su i ekvivalentne, dok obrnuto ne mora vaжiti.
Zaista, ako je m 6= n, qak nema ni smisla govoriti o sliqnosti, dok,
recimo, kako je struktura M1(R) je izomorfna sa poƩem R (pa je ko-
mutativna), u sluqaju M1(R) su sve klase ekvivalencije relacije ∼
jednoqlane (onda je P−1AP = A), dok relacija ∼e ima dve klase ekvi-
valencije (klasa kojoj pripada nula je jednoqlana, a drugoj klasi pri-
padaju ostali elementi iz M1(R)).

Primer 12. Po literaturama u kojima se relacije ekvivalentnosti
i sliqnosti na matricama definixu pre rada sa linearnim presli-
kavaƬima, veze navedene nakon prethodne definicije igraju ulogu
definicija tih relacija. No i tada nije texko proveriti da su u
pitaƬu relacije ekvivalencije. Zaista, ako je A ∈ Mm,n(P), onda
je A = E−1

m AEn, ako je B = Q−1AP za invertibilne P ∈ Mn(P),
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Q ∈Mm(P), onda je A = (Q−1)−1BP−1, pri qemu su Q−1 i P−1 inverti-
bilne, a ako je B = Q−1AP i C = T−1BR za invertibilne P,R ∈Mn(P)
i Q,S ∈ Mm(P), onda je C = (QT )−1APR, pri qemu su QT i PR inve-
rtibilne, xto daje tvr�eƬe za relaciju ∼e. Sliqno, ako je A ∈Mn(P),
vaжi A = E−1

n AEn, ako je B = P−1AP za invertibilnu P ∈Mn(P), onda
je A = (P−1)−1BP , pri qemu je P−1 invertibilna, a ako je C = Q−1BQ
i B = P−1AP za invertibilne P,Q, onda je C = (PQ)−1APQ, pri qemu
je PQ invertibilna, xto daje tvr�eƬe za relaciju ∼. △
Oqekivano, prilikom prouqavaƬa A ∈ L(U, V ) je ciƩ odrediti ,,xto
jednostavniju” matricu koja ga reprezentuje (jasno je da je prirodan
pokuxaj odre�ivaƬe baza e i f za koje (A)e,f ima xto je mogu�e vixe
elemenata jednakih 0), te je ciƩ u nastavku opisati klase ekvivale-
ncija navedenih relacija (i odrediti ,,lepe” predstavnike klasa).

Definicija 7.2.2. Matrica A = (ai,j)16i6m,16j6n ∈ Mm,n(P), gde je
m,n ∈ N, se naziva dijagonalna ako je ai,j = 0 za i 6= j, doƬe trougaona
ako je ai,j = 0 za i < j, a gorƬe trougaona ako je AT doƬe trougaona.
Matrica A ∈Mn(P) je dijagonalizabilna ako Ƭenoj klasi sliqnosti
pripada neka dijagonalna matrica.

Ako je A ∈Mn(P), elementi qiji su indeksi (i, i), za 1 6 i 6 n, vizuelno
predstavƩaju dijagonalu uoqene tabele (naziva se glavna dijagonala
matrice A), pa ne iznena�uju nazivi iz prethodne definicije (te se
onda tumaqeƬe po kom qlanovi sa istim indeksima predstavƩaju dija-
gonalu prenosi i na matrice opxteg tipa). Dakle, kod dijagonalne ma-
trice su qlanovi van glavne dijagonale jednaki 0, kod doƬe trougaone
su jednaki 0 qlanovi ,,iznad”, a kod gorƬe trougaone qlanovi ,,ispod”
glavne dijagonale. Matrica koja je i doƬe i gorƬe trougaona je di-
jagonalna. Za A ∈ L(U) je matrica koja ga reprezentuje odre�ena tek
sa izborom baze, a ako ona nije precizirana, moжe se desiti da, ako
su e, f baze U , je (A)e,e dijagonalna, a (A)f,f nije, xto je i motivisalo
definiciju dijagonalizabilnosti. Shodno tome, operator �e se nazi-
vati dijagonalizabilan ako postoji baza u kojoj je Ƭegova matrica
dijagonalna (po prethodnom, to se dexava ako je proizvoƩna matrica
koja ga reprezentije dijagonalizabilna), a jasno je da �e onda biti
od interesa i odrediti takvu bazu. Primetimo da se pojam dijagona-
lizabilnosti odnosi na relaciju ∼, a nije uveden odgovaraju�i pojam
za relaciju ∼e. Razlog za to leжi u rezultatima koje �emo dobiti
u nastavku, naime, bi�e pokazano da proizvoƩnoj klasi ekvivalencije
relacije ∼e pripada dijagonalna matrica (videti teoremu 7.2.2), te
bi uvo�eƬe takvog termina izgubilo smisao.
Ako je A ∈ L(U) dijagonalizibilan, a e = (ei)

n
i=1 baza U za koju je (A)e,e

dijagonalna, jednostavno se odre�uju Ƭegove vrednosti na vektorima
predstavƩenim u toj bazi. Naime, ako se na glavnoj dijagonali ma-
trice (A)e,e nalaze elementi λ1, . . . , λn, redom, onda je Aei = λiei, za
svako 1 6 i 6 n, tj. ako je u ∈ U i u = α1e1 + . . . + αnen, onda je
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Au = α1λ1e1 + . . .+ αnλnen, te odre�ivaƬe ovakve baze (ukoliko posto-
ji) donosi znaqajne raqunske uxtede, a odre�ivaƬe Au u ovoj bazi ima
jasnu geometrijsku interpretaciju. Tako�e, jasno je da, ako postoji
baza sa opisanim svojstvima, se ona sastoji od vektora u 6= 0, tako da
za neko λ ∈ P vaжi Au = λu. Takvo λ se naziva sopstvena vrednost,
a takvo u sopstveni vektor (koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ)
operatora A. PosledƬi pojmovi se, naravno, direktno prenose i na
kvadratne matrice, pa, izme�u ostalog, vidimo da sliqne matrice
imaju isti skup sopstvenih vrednosti (predstavƩaju isti operator,
a posledƬe se moжe dobiti i neposredno; zaista, ako je A ∈ Mn(P),
λ ∈ P, u 6= 0, tako da je Au = λu, i B ∼ A, onda je A = P−1BP
za invertibilnu P ∈ Mn(P), pa je B(Pu) = P (Au) = P (λu) = λPu,
pri qemu je Pu 6= 0 (na osnovu leme 7.1.6 je P bijektivan, pa slika
nenula vektore u nenula vektore), tj. Pu je sopstveni vektor matrice
B koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ; napomenimo da, po pokazanom,
sopstveni vektori matrica A i B ne moraju biti jednaki). Skup so-
pstvenih vrednosti operatora A ∈ L(U), odnosno matrice A ∈ Mn(P),
se naziva spektar operatora A, odnosno matrice A, u oznaci σ(A).
Sliqno se dobija geometrijsko tumaqeƬe i za pojmove doƬe i gorƬe
trougaone matrice. Recimo, ako su e = (ei)

n
i=1 i (fj)

m
j=1 beze pro-

stora U i V , redom, A ∈ L(U, V ) i (A)e,f doƬe trougaona, onda je
A(L ({e1, . . . , ek})) ⊆ L ({f1, . . . , fk}) za svako 1 6 k 6 min{m,n}, te je
jasno zaxto je poжeƩno odrediti baze u kojima je linearno preslika-
vaƬe reprezentovano matricom koja ima neku od navedenih osobina.

Primer 13. Kako αEn, za svaki skalar α, komutira sa svim matri-
cama iz Mn(P), gde je n ∈ N, sledi da je klasa sliqnosti ove matrice
jednoqlana (specijalno, jedina matrica sliqna nula matrici reda
n je ona sama, a analogan zakƩuqak vaжi i za jediniqnu matricu).
Ona je dijagonalna, jedina sopstvena vrednost joj je α, a sopstveni
vektor koji joj odgovara je proizvoƩan nenula vektor iz Pn. Ako je

A =
�

0 1
0 0

�
, kako je A(x, y)T = (y, 0)T , ukoliko je λ sopstvena vrednost

matrice A, onda je λx = y, λy = 0, tj. jedina sopstvena vrednost A je 0
(ako je λ 6= 0, iz prethodnog je x = y = 0, a ako je λ = 0, sopstveni vekto-
ri su (0, α)T , gde je α 6= 0), pa ako A ima sliqnu dijagonalnu matricu,
mora biti u pitaƬu nula matrica, xto je nemogu�e, te A nema sliqnu

dijagonalnu matricu. Ako je B =
�

1 0
0 2

�
, kako je P =

�
0 1
1 0

�
inve-

rtibilna (vaжi P−1 = P ), sledi da je B ∼ P−1BP =
�

2 0
0 1

�
, te u

klasi ekvivalencije relacije sliqnosti moжe biti vixe dijagonalnih

matrica. Ako je C =
�

0 1
−1 0

�
, kako je C(x, y)T = (y,−x)T , ako je λ

sopstvena vrednost matrice C, onda je λx = y, λy = −x. Ako je λ = 0,
sledi x = y = 0, tj. 0 nije sopstvena vrednost C, a ako je λ 6= 0, sledi
(λ2 + 1)x = 0, a kako ne moжe biti x = 0 (onda je y = 0, pa se opet
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dolazi do nula vektora), sledi λ2 + 1 = 0. Ako C posmatramo kao ma-
tricu iz M2(R), iz posledƬeg sledi da nema sopstvenih vrednosti, tj.
C nema sliqnu dijagonalnu (u M2(R)). Me�utim, ako C posmatramo
kao matricu iz M2(C), kako su rexeƬa jednaqine λ2 + 1 = 0 (u C) i i
−i, onda je C dijagonalizabilna. Zaista, (1, i)T i (i, 1)T su sopstveni

vektori koji odgovaraju i i −i, redom, pa ako je Q =
�

1 i
i 1

�
, vaжi

Q−1CQ =
�
i 0
0 −i

�
(kolone matrice Q su dobijeni sopstveni vektori;

onda Q slika elemente standardne baze u te sopstvene vektore, koje
C slika u iste te vektore, pomnoжene sa odgovaraju�om sopstvenom
vrednox�u, a Q−1 ,,vrati” u vektore standardne baze; iz opisanog
sledi navedena jednakost, no nije texko ni proveriti je direktno).
Iz posledƬeg vidimo da dijagonalizabilnost zavisi i od poƩa nad
kojim je definisana matrica (operator). △
Primer 14. Ako je U = L ({chx, shx}) potprostor prostora C∞(R),
gde su chx i shx hiperboliqki kosinus i sinus (videti primer 19
glave 4), onda je dimU = 2 (navedene funkcije su linearno nezavisne
u C∞(R), te qine bazu U), f ∈ U ako i samo ako je f(x) = a chx+ b shx,
za neke a, b ∈ R, a diferenciraƬe predstavƩa linearni operator na U
(iz (chx)′ = shx i (shx)′ = chx, sledi da za f ∈ U vaжi Df = f ′ ∈ U).

Sledi Dch x,sh x =
�

0 1
1 0

�
. Ako je λ sopstvena vrednost Dchx,sh x i

u = (x, y)T odgovaraju�i sopstveni vektor, sledi (y, x)T = Dchx,sh xu =
λu = (λx, λy)T , tj. y = λx, x = λy, pa je (1, 1)T sopstveni vektor koji
odgovara sopstvenoj vrednosti 1, a (1,−1)T sopstveni vektor koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti −1, tj. D je reprezentovan dijagonalnom
matricom u bazi koji qine vektori chx + shx = ex i chx − shx = e−x.
PosledƬi rezultat se moжe dobiti i bez matriqnog reprezentovaƬa
u bazi (chx, shx), rexavaƬem jednaqine Du = λu, tj. diferencijalne
jednaqine u′ = λu (u pitaƬu je linearna diferencijalna jednaqina
prvog reda, pa primenom postupka prikazanog u delu 6.3, sledi da je
Ƭeno rexeƬe u(x) = Ceλx, gde je C ∈ R, xto pripada U ako i samo
ako je λ ∈ {−1, 1}). Ako je ∆ ∈ L(Pn) operator opisan u uvodnom delu
ove glave (diferenciraƬe na prostoru Pn, polinoma stepena ne ve�eg
od n ∈ N0), ako je n = 0, u pitaƬu je nula operator, a ako je n ∈ N,
jedini nenula qlanovi matrice (di,j)16i6n+1,16j6n+1 ∈ Mn+1(R) koja ga
reprezentuje u bazi (tk)nk=0 su di,i+1 = i, za 1 6 i 6 n. Kao i u prvom
delu primera, sopstveni vektor operatora ∆ koji odgovara sopstvenoj
vrednosti λ je oblika Ceλx, gde je C ∈ R, a ovo je polinomska funkcija
samo ako je C = 0. Dakle, ∆ je dijagonalizabilan u sluqaju n = 0 (u
pitaƬu je nula operator), dok u sluqaju n > 1 nije, poxto je jedina
sopstvena vrednost 0, a vektori koji odgovaraju toj vrednosti qine
potprostor dimenzije 1 < n+ 1. △
Problem nastao prilikom pokuxaja dijagonalizacije matrice C iz
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primera 13, posmatrane kao element M2(R), pojavio se usled nemogu-
�nosti rastavƩaƬa λ2 +1 na linearne faktore u prstenu R[x], xto nas
navodi da razmotrimo delovaƬe polinoma na matrice. Kao i u slu-
qaju operatora, ako je A matrica i q ∈ P[x], onda q(A) ima smisla ako
i samo ako je A kvadratna. Ako je A ∈Mn(P) i q(A) = 0 (naravno, ovde
0 predstavƩa nula matricu reda n), govori�emo da q ponixtava A.

Lema 7.2.4. Ako je A ∈ Mn(P), gde je n ∈ N, postoji nekonstantan
q ∈ P[x], tako da je q(A) = 0.

Dokaz. Na osnovu dela (a) leme 7.2.1 je Mn(P) vektorski prostor di-

menzije n2, pa je skup {En, A, . . . , An
2} linearno zavisan (poxto sadrжi

n2+1 vektora), te postoje skalari α0, . . . , αn2 , me�u kojima je bar jedan

razliqit od 0, tako da je α0En+α1A+ . . .+αn2An
2

= 0. Me�utim, onda
je q(A) = 0, gde je q(x) = αn2xn

2

+ . . .+α0, pri qemu q nije nula polinom
(a oqigledno nije ni konstantan).

Na osnovu rezultata prethodne leme i ograniqenosti skupa N, naredna
definicija je korektna.

Definicija 7.2.3. Moniqan polinom najmaƬeg stepena koji ponixta-
va A ∈Mn(P) se naziva minimalni polinom matrice A, u oznaci µA.

Lema 7.2.5. Neka je A ∈Mn(P).
(a) Onda je µA jedinstven.
(b) Ako p ∈ P[x] ponixtava A, onda µA | p.
(v) Matrica A je invertibilna ako i samo ako je µA(0) 6= 0.
(g) Ako je B ∼ A, onda je µB = µA.
(d) Ako je λ sopstvena vrednost A, onda je µA(λ) = 0.

Dokaz. Ako je p ∈ P[x] nekonstantan i p(A) = 0, onda je deg p > degµA
(po definiciji minimalnog polinoma), pa je p(x) = k(x)µ(x) + r(x), gde
je k(x) koliqnik, a r(x) ostatak pri deƩeƬu p sa µA (kako je prime�eno
prilikom opisa deƩeƬa polinoma u delu 4.3, deƩeƬe polinoma je ko-
rektno definisano za polinome qiji su koeficijenti iz nekog poƩa).
Pritom je deg r < degµA, pa se zamenom A u dobijenu vezu dobija
r(A) = 0, te mora biti r(x) = 0. Iz dobijenog slede delovi (a) i
(b) tvr�eƬa (ako je deg q = deg µA, q moniqan i µA | q, mora biti
q = µA). Ako je degµA = k i µA(x) = xk + ak−1x

k−1 + . . . + a0, onda
je µA(0) = a0, a kako je µA(A) = 0n×n, sledi Aq(A) = −a0En, gde je

q(x) = µA(x)−a0

x polinom stepena k − 1. Ako je a0 = 0, iz dobijenog
sledi Aq(A) = 0, pa ako je A invertibilna, sledi q(A) = A−1Aq(A) = 0,
xto je nemogu�e, poxto je deg q < degµA, a ako je a0 6= 0, iz dobijenog
sledi da je − 1

a0
· q(A) inverz matrice A, qime je dokazan deo (v). Ako

je B ∼ A, onda je B = P−1AP za neku invertibilnu P ∈ Mn(P), pa je
B2 = (P−1AP )(P−1AP ) = P−1(APP−1A)P = P−1A2P , odakle je, indu-
kcijom, Bk = P−1AkP za svako k ∈ N, odakle sledi q(B) = P−1q(A)P
za svaki q ∈ P[x]. Specijalno, q(A) = 0n×n ako i samo ako q(B) = 0n×n,
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odakle sledi tvr�eƬe dela (g). Ako je λ sopstvena vrednost A, po-
stoji u 6= 0, tako da je Au = λu, odakle je, indukcijom, Aku = λku za
svako k ∈ N, pa je q(A)u = q(λ)u za svaki q ∈ P[x]. Specijalno, vaжi
0n×1 = µA(A)u = µA(λ)u, a kako je u 6= 0, sledi tvr�eƬe dela (d).

Primer 15. Minimalni polinom nula matrice je x, a matrice αEn,
gde je α 6= 0, je x − α. Minimalni polinomi matrica A,B,C iz
primera 13 su µA(x) = x2, µB(x) = (x − 1)(x − 2) = x2 − 3x + 2,
µC(x) = x2 + 1, pa A nije invertibilna, dok B i C jesu, a pritom

je B−1 = − 1
2 · (B − 3) =

� 1
2 0
0 1

�
i C−1 = − 1

1 · C = −C =
�

0 −1
1 0

�
.

U svakom od navedenih primera kvadratne matrice su reda 2, a ste-
pen minimalnog polinoma ili 1 ili 2, xto nije sluqajno. Zaista,

ako je D =
�
a b
c d

�
∈ M2(P), onda je D2 =

�
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

�
=�

a2 + bc b(a+ d)
c(a+ d) bc+ d2

�
, te je, zbog oblika qlanova koji se u D2 nalaze

na mestima (1, 2) i (2, 1) (oba sadrжe faktor a + d), prirodno po-

smatrati D2 − (a + d)D =
�
a2 + bc− a(a+ d) 0

0 bc+ d2 − d(a+ d)

�
=�

bc− ad 0
0 bc− ad

�
, odakle je D2 − (a + d)D + (ad − bc)E2 = 02×2, pa

x2 − (a+ d)x+ (ad− bc) ponixtava D. Sledi da je minimalni polinom
matrice iz M2(P) stepena 1 ili 2. △
Iz prethodnog primera naslu�ujemo da je procena stepena minimalnog
polinoma dobijena u lemi 7.2.4 gruba (dobijeno je da je on stepena ne
ve�eg od n2; me�utim, iako je Mn(P) dimenzije n2, linearna zavisnost
koja je uspostavƩena u dokazu te leme nije ura�ena za proizvoƩnih n2

matrica iz Mn(P), ve� za matrice iz {p(A) | p ∈ P[x]}, xto je komuta-
tivna podalgebra algebre M2(P)). Iz prethodnog primera i dela (v)
leme 7.2.5 sledi i da je matrica D ∈M2(P) invertibilna (uz oznake iz
primera) ako i samo ako je ad−bc 6= 0. Iz te leme sledi i da su sliqne
matrice A,B ∈ Mn(P) istovremeno invertibilne ili istovremeno si-
ngularne (primetimo i da, ako je B = P−1AP i A invertibilna, onda
je B−1 = P−1A−1P ), kao i da je q(B) ∼ q(A) za svaki q ∈ P[x].
DetaƩnom opisu klasa ekvivalencije relacije sliqnosti vrati�emo
se u narednom delu (nakon razvijaƬa potrebne tehnike), a nastavak
ovog dela posve�en je prouqavaƬu relacije ekvivalencije matrica.

Ekvivalentnost matrica

Na naqin kojim se prenose pojmovi sa linearnih preslikavaƬa na ma-
trice, rang matrice A, u oznaci ρ(A), je definisan kao rang induko-
vanog linearnog preslikavaƬa. Dakle, ako se A ∈ Mm,n(P), gde su
m,n ∈ N, posmatra kao linearno preslikavaƬe (iz Pn u Pm), rang
tog preslikavaƬa predstavƩa broj linearno nezavisnih kolona te ma-
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trice u Pm (dimanzija lineala slike, a slike qlanova standardne baze
u Pn su kolone matrice A). Na osnovu lema 7.1.5 i 7.1.6, sledi da ako
je A ∼e B, tj. B = Q−1AP , gde su P ∈Mn(P), Q ∈Mm(P), invertibilne,
onda su rangovi A i B jednaki (poxto bijektivni linearni operator
,,quva dimenziju”), tj. taj rang je jednak rangu linearnog preslika-
vaƬa koje ove matrice reprezentuju u odgovaraju�im bazama (prime-
timo da odavde sledi i da sliqne matrice imaju isti rang, odakle
sledi ve� dobijeni rezultat, da su sliqne matrice istovremeno inve-
rtibilne ili istovremeno singularne), ono xto jox nije jasno je da li
za A,B ∈Mm,n(P) istog ranga vaжi A ∼e B. U ciƩu ispitivaƬa da li
je posledƬe taqno, iskoristi�emo ideju prikazanu npr. u dokazu dela
(b) leme 7.1.3, budu�i da elementarne transformacije (definisane na
poqeku dela 7.1) ne meƬaju linearni omotaq sistema vektora.

Definicija 7.2.4. Ako je A
(v)
i = (ai,j)

n
j=1 ∈ M1,n(P), za 1 6 i 6 m,

nenula vrsta A ∈ Mm,n(P), gde su m,n ∈ N, element ai,k se naziva
nosaq (nose�i element) ako je element sa najniжim indeksom razliqit

od 0 (tj. ako za j < k vaжi ai,j = 0). Ako za svaku vrstu A
(v)
i vaжi

ili i = n ili je A
(v)
i+1 nula vrsta ili nosaq (i + 1)-ve vrste ima ve�u

drugu koordinatu od druge koordinate nosaqa i-te vrste (tj. ako je ai,k

nosaq A
(v)
i , a ai+1,l nosaq A

(v)
i+1, onda l > k), kaжemo da A ima (vrsta)

stepenastu formu. Za nenula A, ako je r rang A, matricu kojoj su
jedini nenula elementi ai,i = 1, za 1 6 i 6 r, nazivamo kanonska forma
matrice A, u oznaci A0 (ako je A = 0, definixemo A0 = 0).

Ako su svi nose�i elementi jednaki 1, govori�emo i da je u pitaƬu
redukovana stepenasta forma (zbog oblika koji qine delovi vrsta
,,desno” od nosaqa, koji podse�a na vojnu formaciju, qesto se vi�a
i da se stepenasta forma naziva forma exalona po vrstama). Jasno,
rang matrice u stepenastoj formi je jednak broju Ƭenih nenula vrsta.

Pojam elementarnih transformacija uveden na sistemima vektora se
prirodno prenosi i na odgovaraju�e transformacije vrsta (kolona)
matrice A ∈ Mm,n(P), gde je m,n ∈ N. Na primer, ako je u pitaƬu
operacija (1) (mnoжeƬe j-og vektora skalarom α 6= 0), odgovaraju�a
transformacija vrsta se definixe kao mnoжeƬe j-te vrste skalarom
α 6= 0. Primetimo da se isti rezultat dobija mnoжeƬem sleva di-
jagonalnom matricom T1(j, α) ∈ Mm(P), kojoj je element na mestu (j, j)
jednak α, a ostali elementi glavne dijagonale jednaki 1, xto je, za-
pravo, matrica koja se dobija primenom navedene operacije na Em.
Sliqno, primena operacije (2) (dodavaƬe j-tog vektora k-tom vektoru
za j 6= k) se dobija mnoжeƬem sleva matricom koja nastaje primenom
navedene operacije na Em (elementi te matrice na glavnoj dijagonali,
kao i na mestu (k, j), su jednaki 1, a preostali 0), dok se primena ope-
racije (3) (zamena vrsta j i k, gde je j 6= k) dobija mnoжeƬem sleva sa
T3(j, k) ∈Mm(P), koja nastaje primenom navedene operacije na Em (ele-
menti glavne dijagonale T3(j, k), sem na mestima (j, j) i (k, k) su jednaki
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1, kao i elementi na mestima (j, k) i (k, j), dok su preostali jedna-
ki 0). Analogni zakƩuqci vaжe i za osnovne elementarne operacije
na kolonama, sa razlikom xto je u tom sluqaju transformacija ma-
trice jednaka mnoжeƬu zdesna matricom koja nastaje primenom odgo-
varaju�e operacije na En. Indukcijom sledi da se dobijeno prenosi
i na proizvoƩnu elementarnu transformaciju (kompozicuju konaqno
mnogo osnovnih), tj. ako su V i K elementarne transformacije, vaжi

V(A) = V(Em) ·A i K(A) = A · K(En).

Kako su osnovne elementarne operacije invertibilne, a kompozici-
ja invertibilnih preslikavaƬa tako�e invertibilno preslikavaƬe,
sledi da su proizvoƩne transformacije na vrstama i kolonama, V i
K, redom, invertibilne i (ako su V−1 i K−1 inverzne operacije) vaжi

(V(Em))−1 = V−1(Em) i (K(En))−1 = K−1(En).

Kao i u delu posve�enom sistemima vektora, izdvojmo i operaciju koja
nije osnovna, no qesto �e se koristiti, operacija dodavaƬa j-te vrste
pomnoжene skalarom α na k-tu, gde je j 6= k. Kao i u sluqaju sistema
vektora, nije texko videti da ova operacija jeste elementarna, kao
i da se moжe videti kao mnoжeƬe sleva sa T2(j, k, α) ∈ Mm(P), qiji
su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1, element na mestu (k, j)
jednak α, a preostali 0 (pritom, elementarnoj operaciji (2), dodavaƬe
j-te k-toj, odgovara mnoжeƬe sleva sa T2(j, k, 1)).

Teorema 7.2.2. Neka su A,B ∈Mm,n(P), gde su m,n ∈ N.
(a) Onda se A elementarnom transformacijom vrsta moжe svesti na
stepenastu formu.
(b) Postoji jedinstven r ∈ N0, tako da je A ∼e A0. Elementarnim
transformacijama (vrsta i kolona) se A moжe svesti na A0.
(v) Vaжi A ∼e B ako i samo ako je A0 = B0, odnosno ako i samo ako je
ρ(A) = ρ(B).
(g) Ako je A ∈ Mn(P) invertibilna, svo�eƬe na kanonsku formu se
moжe sprovesti primenom elementarne transformacije (samo) vrsta.
Pritom, ako je V ta elementarna transformacija, onda je A−1 = V(En).
(d) Matrica A ∈ Mn(P) je invertibilna ako i samo ako je jednaka
proizvodu matrica osnovnih elementarnih transformacija.

Dokaz. (a) Ako je n = 1 ili A = 0, tvr�eƬe je trivijalno. Inaqe, po-
stoji nenula element matrice A, pa postoji kolona sa najmaƬim inde-

ksom koja sadrжi nenula element. Ako je u pitaƬu A
(k)
j = (ai,j)

m
i=1 ∈

Mm,1(P), gde je 1 6 j 6 n, i ai,j 6= 0, zamenom prve i i-te vrste dobija
se matrica (a′i,j)16i6m,16j6n, kod koje je a′1,j 6= 0, te se dodavaƬem prve

vrste pomnoжene sa − a′i,j

a′
1,j

, na i-tu, za 2 6 i 6 n, dobija ekvivalentna

matrica, kojoj su ostali qlanovi j-te kolone jednaki 0. Ako je j = n,
tvr�eƬe je dokazano, a ako je j < n, tvr�eƬe se svodi na ponavƩaƬe
opisanog postupka na podmatricu odre�enu indeksima vrsta {2, . . . ,m}
i indeksima kolona {j+1, . . . , n} (tj. podmatricu koja ima maƬe vrsta,
te tvr�eƬe sledi na osnovu matematiqke indukcije).
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(b) U delu (a) je, elementarnim transformacijama (samo na vrstama),
matrica svedena na stepenastu formu, a ako jox svaku nenula vrstu
podelimo sa nose�im elementom, dobija se redukovana stepenasta
forma (neka su Ƭeni elementi a′i,j). Ako je u pitaƬu nenula matrica
i nose�i element prve vrste na mestu (1, j), ako je j = n, ve� je do-
bijena kanonsla forma, a ako je j < n, dodavaƬem na i-tu kolonu j-te
kolone pomnoжe sa −a′i,j, za j + 1 6 i 6 n se dobija ekvivalentna ma-
trica, qiji su svi qlanovi prve vrste, sem nose�eg, jednaki 0. Pritom,
kako su u j-toj koloni svi qlanovi sem onog na mestu (1, j) jednaki 0,
ove transformacije ne meƬaju qlanove u ostalim vrstama matrice, te
tvr�eƬe sledi na osnovu indukcije (tj. ponavƩaƬem opisanog postu-
pka na podmatricu odre�enu indeksima vrsta {2, . . . ,m} i indeksima
kolona {j + 1, . . . , n}).
(v) Po pokazanom je A ∼e A0 i B ∼e B0, pa ako je A ∼e B, poxto je u
pitaƬu relacija ekvivalencije, sledi A0 ∼e B0, te mora biti A0 = B0,
a onda su ostali delovi tvr�eƬa (v) trivijalni.
(g) Ako je A ∈ Mn(P) invertibilna, vaжi ρ(A) = n, pa je A0 = En, te
se sprovo�eƬem postupka opisanog u delu (a) (u kojem su korix�ene
samo operacije na vrstama), matrica svodi na gorƬe trougaonu, ko-
joj su na glavnoj dijagonali nenula elementi, te se deƩeƬem svake
vrste sa elementom glavne dijagonale koji pripada toj vrsti dobija
gorƬe trougaona matrica, qiji su svi elementi na glavnoj dijago-
nali jednaki 1 (ovo je redukovana stepenasta forma; neka je ta forma
(a′i,j)16i,j6n). Ako je n = 1, tvr�eƬe je dokazano, a ako je n > 1, kako
je a′n,n = 1 i a′i,n = 0, za 1 6 i 6 n − 1, dodavaƬem na i-tu vrstu n-te,
pomnoжene sa −a′i,n, dobija se ekvivalentna matrica, kojoj je jedini
nenula element u n-toj koloni na mestu (n, n), a opisane operacije ne
meƬaju ixta u preostalim kolonama. Odavde tvr�eƬe sledi na osnovu
matematiqke indukcije (tj. ponavƩaƬem postupka na matrici qiji su
indeksi vrsta i kolona {1, . . . , n− 1}).
(d) Ako je A ∈Mn(P) invertibilna i V(A) = En, iz diskusije prikazane
pre teoreme sledi En = V(A) = V(En) · A, tj. A−1 = V(En). Kako se V
prikazuje u obliku proizvoda matrica koje odgovaraju osnovnim ele-
mentarnim operacijama, sledi tvr�eƬe.

Iz prethodnog tvr�eƬa vidimo i razlog zbog kog npr. nisu uvo�eni
pojmovi dijagonalizabilnosti u smislu relacije ∼e (svaka matrica je
takva) ili stepenaste forme po kolonama (vidimo da je rang matrice
iz Mn,n(P) jednak broju Ƭenih linearno nezavisnih vrsta (u Pm), a
vaжi i ρ(A) = ρ(AT )). Tako�e, za svaki A ∈ L(U, V ), gde su U, V vekto-
rski prostori, dimU = n ∈ N, dimV = m ∈ N, postoji baza e = (ei)

n
i=1

prostora U i baza f = (fi)
m
i=1 prostora V , tako da je (A)e,f u kano-

nskoj formi (a pri dokazu tog tvr�eƬa je praktiqno opisan i algori-
tam dobijaƬa tih baza). Deo (d) prethodnog tvr�eƬa daje mogu�nost
odre�ivaƬa inverzne matrice (ukoliko postoji). Analizom dokaza,
vidimo da ako se elementarne operacije sprovedene prilikom svo�e-
Ƭa A ∈ Mn(P) (pritom, primeƬuju�i operacije samo na vrstama) u
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istom redosledu (budu�i da mnoжeƬe matrica u opxtem sluqaju nije
komutativno) primene na En, dobi�e se A−1 (ako A nije invertibilna,
ne�e biti mogu�e svesti je transformacijama vrsta na En (dobija se
stepenasta forma u kojoj je bar jedna nula vrsta), te nije neophodno na
poqetku ispitati invertibilnost A). Prilikom sprovo�eƬa opisanog
algoritma, qesta je praksa da se A i En napixu ,,jedna do druge”, u
obliku (A|En), a onda sprovode operacije na vrstama ovako dobijene
matrice (ona je tipa n × 2n), dok ,,prva komponenta” ne postane En,
onda �e iste operacije vrsta biti sprovedene i na ,,drugoj kompo-
nenti” (videti primer 17). Naravno, sliqan zakƩuqak se moжe dobiti
i ukoliko se primeƬuju samo transformacije kolona.
Primetimo da rezultat dela (d) posledƬe teoreme ima i dubƩu vre-
dnost, pokazuje da je prilikom ispitivaƬa ,,multiplikativnih oso-
bina” matrica (tj. osobina koje, ako ih zadovoƩavaju qinioci, zado-
voƩava ih i proizvod) dovoƩno ispitati osobinu na matricama koje
odgovaraju osnovnim elementarnim operacijama i matricama koje su
u kanonskoj formi.
Primer 16. Zarad jednostavnijeg zapisa elementarnih matriqnih
operacija, mnoжeƬe i-te vrste sa α obeleжava�emo sa αVi, zamenu
vrsta i i j, gde je i 6= j, sa Vi ↔ Vj, a dodavaƬe j-te vrste, po-
mnoжene sa α, na i-tu vrstu, gde je i 6= j, sa Vi + αVj , uz analogno
oznaqavaƬe operacija na kolonama (uz oznaku K umesto V ). Onda je

A =

 
1 1 1
2 4 7
5 9 15

! V2 − 2V1

V3 − 5V1−→
 

1 1 1
0 2 5
0 4 10

!
V3−2V2−→

 
1 1 1
0 2 5
0 0 0

!
= As (ma-

trica As je u stepenoj formi, a redukovana stepenasta forma se do-
bija ukoliko se jox primeni operacija 1

2V2), pa vidimo da je ρ(A) = 2

i A0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

!
. Ako se жeli i efektivno dobiti kanonska forma

pomo�u elementarnih operacija, to se moжe uqiniti, na primer, tako
xto se na As primene operacije K2 −K1, K3 −K1,

1
2K2, K3 − 5K2, re-

dom. Ako se malopre sprovedene operacije na vrstama, kao i upravo
sprovedene operacije na kolonama, primene (oba puta) na E3, dobija

se, redom, R =

 
1 0 0

−2 1 0
−1 −2 1

!
i P =

 
1 − 1

2
3
2

0 1
2 − 5

2
0 0 1

!
, te je A0 = RAP ,

odnosno, kako je Q = R−1 =

 1 0 0
2 1 0
5 2 1

!
(xto se moжe dobiti, recimo,

primenom ,,suprotnih” operacija na E3, tj. u ovom sluqaju V3 + 2V2,
V3 + 5V1, V2 + 2V1, redom), sledi A0 = Q−1AP . Ovde vidimo i zbog
qega se po literaturi qex�e vi�a posledƬi zapis. Naime, on ima
jasno geometrijsko tumaqeƬe (sliqno onom koje je pokazano u sluqaju
dijagonalizacije matrice C iz primera 13). Ako su e i f standardne
baze R3, g baza R3 sastavƩena od kolona matrice P , a h baza R3 sasta-
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vƩena od kolona matrice Q, posledƬe dobijena jednakost je, zapravo,
(A)g,h = (h)−1

f · (A)e,f · (g)e, tj. veza dobijena u delu (b) leme 7.2.3. △
Iz prethodnog primera vidimo da postupak opisan u delu koji mu
je prethodio (o jednom od naqina odre�ivaƬa inverzne matrice)
nije beskoristan i prilikom rada sa singularnim matricama (u tom
primeru su, prilago�avaƬem pomenutog postupka, dobijene baze u ko-
jima A ima kanonsku formu). Puna snaga tog postupka dolazi do
izraжaja prilikom rada sa invertibilnim matricama, xto je ilu-
strovano u narednom primeru.

Primer 17. Odredimo (ako postoje) inverze matrica A =
�

3 7
2 5

�
i B =

 2 −3 5
3 2 −4
1 1 −2

!
. Opisanim postupkom dobijamo (A|E2)

V1−V2−→�
1 2 1 −1
2 5 0 1

�
V2−2V1−→

�
1 2 1 −1
0 1 −2 3

�
V1−2V2−→

�
1 0 5 −7
0 1 −2 3

�
, te

sledi da je A invertibilna i vaжi A−1 =
�

5 −7
−2 3

�
. Primetimo da

smo nijansu odstupili od algoritma koji se najqex�e opisuje po lite-
raturi (,,pravƩeƬe nula” po kolonama, redom, a nakon toga mnoжeƬe
vrsta; u ovom sluqaju, po tom algoritmu treba sprovesti operacije
V2 − 2

3V1, V1 − 21V2,
1
3V1, 3V2, redom; naravno dobija se isti rezultat).

Me�utim, kako se proizvoƩnim svo�eƬem na jediniqnu matricu, pri-
menom elementarnih operacija na vrstama, dobija rezultat, odluqili
smo se za postupak koji je raqunski maƬe zahtevan (minimizovano je
pojavƩivaƬe razlomaka). Sliqno, 2 −3 5 1 0 0

3 2 −4 0 1 0
1 1 −2 0 0 1

!
V1↔V3−→

 1 1 −2 0 0 1
3 2 −4 0 1 0
2 −3 5 1 0 0

! V2 − 3V1

V3 − 2V1−→ 
1 1 −2 0 0 1
0 −1 2 0 1 −3
0 −5 9 1 0 −2

! V3 − 5V2

V1 + V2−→
 

1 0 0 0 1 −2
0 −1 2 0 1 −3
0 0 −1 1 −5 13

!
V2+2V3−→ 

1 0 0 0 1 −2
0 −1 0 2 −9 23
0 0 −1 1 −5 13

! −V2

−V3−→
 

1 0 0 0 1 −2
0 1 0 −2 9 −23
0 0 1 −1 5 −13

!
, pa je B

invertibilna i vaжi B−1 =

 
0 1 −2

−2 9 −23
−1 5 −13

!
. △

7.3. Determinante

Jedan od osnovnih zadataka matematike je odre�ivaƬe duжine, po-
vrxine i zapremine. U R2 uobiqajno je da se paralelogramu nad ve-
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ktorima (a, 0) i (0, b) pridruжi broj |ab|, koji vidimo kao povrxinu
tog paralelograma (poxto u R2 imamo i pojam normalnosti, posledƬe
je, zapravo, izraz koji predstavƩa povrxinu pravougaonika duжina
stranica |a| i |b|, xto je korix�eno, recimo, u delu 6.2, prilikom
definisaƬa Rimanovog integrala, kao i u delu 6.3, prilikom prikaza
nekih Ƭegovih primena). U sluqaju povrxine paralelograma odre-
�enog vektorima (a, c) i (b, d), ako se prihvati geometrijski argument
po kom se translacijom jedne osnovice duж Ƭenog vektora ne meƬa po-
vrxina (slobodnije reqeno, posledƬe je quveno ,,osnovica puta visina
koja joj odgovara”), u sluqaju a = 0, ako je i b = 0, povrxina je 0, a ako
je b 6= 0, onda je povrxina jednaka povrxini paralelograma odre�enog
vektorima (0, b) i (c, d)− d

b (0, b) = (c, 0), tj. dobija se |bc| = |0 ·d− bc| (za-
pravo, vidimo da, ako je neka od komponenti vektora 0, se raqun tri-
vijalno prilago�ava sluqaju pravougaonika), dok u sluqaju a 6= 0, Ƭe-
gova povrxina je jednaka povrxini paralelograma nad vektorima (a, c)
i (b, d) − b

a (a, c) = (0, ad−bca ), tj. na osnovu dobijenog u prvom sluqaju,

jednaka je |a · ad−bca | = |ad− bc| (zapravo, vidimo da se u svakom sluqaju
doxlo do izraza |ad − bc|). Sliqnim razmatraƬima u sluqaju odre-
�ivaƬa zapremine u R3 paralelopipeda nad vektorima (ai,1, ai,2, ai,3),
gde je i ∈ {1, 2, 3}, dolazi se do (apsolutne vrednosti) izraza u kom
uqestvuju izrazi oblika a1,ia2,ja3,k, gde je {i, j, k} = {1, 2, 3} (odnosno,
(i, j, k) je permutacija elemenata 1, 2, 3).

Prethodna razmatraƬa dovela su do pojma determinante (definicija
7.3.1), qije je prouqavaƬe glavni zadatak ovog dela. Pomenimo da,
iako je osnovna motivacija za Ƭeno uvo�eƬe, po prethodno prikazanom,
bila odre�ivaƬe povrxine, odnosno zapremine, ona ima smisla i u
radu sa opxtim vektorskim prostorima, no onda se vrednost dobi-
jenog izraza ne moжe tumaqiti kao povrxina, odnosno zapremina. No,
ukoliko primetimo da je povrxina paralelograma (zapremina parale-
lopipeda) nad vektorima koji odre�uju taj paralelogram (paralelo-
piped) jednaka 0 ako i samo ako su oni linearno zavisni, ne iznena�uje
to xto se ovaj pojam obra�uje u ovom delu teksta, kao ni to xto �e se
sliqni izrazi javiti kod smene prilikom uopxteƬa diferenciraƬa i
Rimanovog integrala u vixe dimenzija (glave 9, 10 i 11).

Na osnovu prethodnih razmatraƬa, prvo �emo razmotriti neka svo-
jstva permutacija. U primeru 22 glave 1 definisana je grupa permu-
tacija Sn. Primetimo da permutaciju π ∈ Sn moжemo zapisati i u
obliku (π(1), . . . , π(n)), tj. kao ure�enu n-torku (razlog ovakvog zapisa
je, naravno, uxteda prostora). Za elemente i, j ∈ {1, . . . , n} �emo re�i
da su u inverziji ako je i < j i π(i) > π(j), a ako je k broj inverzija u

π, sgnπ =
n

1, ako 2 | k
−1, ako 2 ∤ k

se naziva znak permutacije π. PosledƬe

se qesto zapisuje i u obliku (−1)k (pri qemu se smatra da je sgn Id = 1,
xto odgovara sluqaju k = 0), a po nekim litaraturama se vi�a i da

ulogu definicije igra sgnπ =
Q
i<j

π(j)−π(i)
j−i =

Q
i<j

sgn(π(j)−π(i)), gde je sgn
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funkcija iz primera 5 glave 4 (jasno je da su navedene definicije ekvi-
valentne). Po prethodnom, sgnπ je 1 ako i samo ako je broj inverzija
permutacije π paran, te se takva permutacija naziva parna, a, inaqe,
naziva se neparna. Ako je n > 2, za sve i, j iz {1, . . . , n} za koje je i < j,

permutacija πi,j(k) =

(
i, za k = j
j, za k = i
k, inaqe

se naziva transpozicija eleme-

nata i i j (slobodnije reqeno, πi,j ,,zameƬuje mesta” elemenata i i j).
Kako je (i < j) ∧ (π(i) > π(j)) ekvivalentno sa (k > l) ∧ (π−1(k) < π−1(l))
(π je bijekcija, pa je prethodno dobijeno smenom k = π(i) i l = π(j)),
sledi da vaжi sgnπ = sgnπ−1, za svaku π ∈ Sn.

Primer 18. Neka je n ∈ N. Onda je sgn Id = 1 (broj inverzija je 0),

a ako je n > 2 i π = (n, n − 1, . . . , 1), broj inverzija je
n−1P
i=1

i = n(n−1)
2 ,

te je ova permutacija parna ako i samo ako n pri deƩeƬu sa 4 daje
ostatak ili 0 ili 1 (a i u sluqaju n = 1 je trivijalno parna). Ako

je n > 2, π ∈ Sn i i < j, onda je sgnπ =
Q
r<s

π(s)−π(r)
s−r i sgnπ ◦ πi,j =Q

r<s

π◦πi,j(s)−π◦πi,j(r)
s−r . Ako r, s 6∈ {i, j}, qinilac koji odgovara paru (r, s),

gde je r < s, u prethodna dva izraza je jednak, ako je (r, s) = (i, j), onda

je π◦πi,j(j)−π◦πi,j(i)
j−i = π(i)−π(j)

j−i = −π(j)−π(j)
j−i , a ako je r 6∈ {i, j}, razlikujemo

tri sluqaja:
(1) ako je r < i, u uoqenim proizvodima uqestvuju (r, i) i (r, j) i vaжi
π◦πi,j(i)−π◦πi,j(r)

i−r · π◦πi,j(j)−π◦πi,j(r)
j−r = π(j)−π(r)

i−r · π(i)−π(r)
j−r = π(i)−π(r)

i−r · π(j)−π(r)
j−r ;

(2) ako je i < r < j, u uoqenim proizvodima uqestvuju parovi (i, r) i

(r, j) i vaжi π◦πi,j(r)−π◦πi,j(i)
r−i · π◦πi,j(j)−π◦πi,j(r)

j−r = −(π(j)−π(r))
r−i · −(π(r)−π(i))

j−r =
π(r)−π(i)

r−i · π(j)−π(r)
j−r ;

(3) ako je r > j, u uoqenim proizvodima uqestvuju (i, r) i (j, r) i vaжi
π◦πi,j(r)−π◦πi,j(r)

r−i · π◦πi,j(r)−π◦πi,j(r)
r−j = π(r)−π(j)

r−i · π(r)−π(i)
r−j = π(r)−π(i)

r−i · π(r)−π(j)
r−r ;

(naravno, u sva tri sluqaja se moжe desiti i da ne postoji r sa nave-
denom osobinom). Kako su u prethodnom, taqno po jednom, razmotreni
svi parovi (r, s), za koje je r < s, zakƩuqujemo da su π i π ◦ πi,j ra-
zliqite parnosti (do promene znaka dolazi samo kod para (i, j); za-
pravo, meƬa se znak i ako je i < r < j kod qinioca koji odgovaraju
parovima (r, i) i (j, r), ali se meƬa na oba para, te ne utiqe na znak
permutacije (to je deo (2) sa kraja prethodne diskusije)). Specijalno,
poxto je π = Id parna, sledi da je transpozicija (za proizvoƩne i, j,
gde je i < j) neparna permutacija. Tako�e, vidimo i da je kompozicija
dve transpozicije parna permutacija, odakle, indukcijom, sledi da
je kompozicija neparno mnogo transpozicija neparna, a parno mnogo
transpozicija parna permutacija. Iz prethodnog sledi i da, ako je
n > 2, ima jednak broj parnih i neparnih permutacija u Sn (dakle, i
jednih i druih ima n!

2 , xto se moжe videti posmatraƬem preslikavaƬa
F : Sn → Sn, definisanog sa F (π) = π ◦ πi,j). △
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Kako se svaka permutacija moжe prikazati u obliku proizvoda tra-
nspozicija, po nekim literaturama se vi�a i da se znak permutacije
definixe kao parnost broja transpozicija, prilikom predstavƩaƬa
permutacije u obliku takvog proizvoda. Ovde je to izbegnuto, poxto
pomenuto razlagaƬe nije jedinstveno (recimo, i π1,4 ◦ π2,3 i π1,2 ◦ π2,3 ◦
π3,4 ◦ π1,2 ◦ π2,3 ◦ π1,2 su (neka od) razlagaƬa permutacije (4, 3, 2, 1) na
transpozicije), te bi u tom sluqaju bilo potrebno dodatno opravdati
korektnost definicije, a, na osnovu prethodne diskusije, dobijamo i
zakƩuqke koji su posledica ovakve definicije. Recimo, vidimo da je
sgn : Sn → {−1, 1} homomorfizam grupa (gde na {−1, 1} podrazumevamo
operaciju mnoжeƬa nasle�enu iz R).

Definicija 7.3.1. Neka je A = (ai,j)
n
i,j=1 ∈ Mn(P). Onda je determi-

nanta matrice A izraz detA =
P
π∈Sn

sgnπ
nQ
i=1

ai,π(i), a prilikom tabela-

rnog prikaza matrice, koristi�e se i zapis

����� a1,1 . . . a1,n

...
. . .

...
an,1 . . . an,n

�����.
Ako je n = 2, onda S2 ima dva elementa, pri qemu je (1, 2) parna, a (2, 1)

neparna permutacija, te pretho-
dna definicija dovodi do izraza
a1,1a2,2 − a1,2a2,2. Prilikom upo-
znavaƬa sa determinantama, po-
sledƬe se obiqno prikazuje kao na

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

= a1,1a2,2 − a1,2a2,1

+−
Slika 22.

slici 22, kao tzv. ,,proizvod elemenata po dijagonalama”, pri qemu
se proizvodu elemenata glavne dijagonale pridruжuje znak +, a
,,sporedne” znak −. Sliqno, ako je n = 3, S3 ima 6 elemenata, pri
qemu su (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) parne, a (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1) neparne
permutacije, te prethodna definicija dovodi do izraza a1,1a2,2a3,3 +
a1,2a2,3a3,1 + a1,3a2,1a3,2 − a1,3a2,2a3,1 − a1,1a2,3a3,2 − a1,2a2,1a3,3.

a1,1 a1,2 a1,3 a1,1 a1,2

a2,1 a2,2 a2,3 a2,1 a2,2

a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2

= a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3a3,1 + a1,3a2,1a3,2

− a1,3a2,2a3,1 − a1,1a2,3a3,2 − a1,2a2,1a3,3

+− +− +−
Slika 23.

Kao i u prethodnom sluqaju, posledƬe se obiqno prikazuje kao na
slici 23, pri qemu su na tabelu koja predstavƩa matricu A ∈ M3(P)
,,dopisane” prva i druga kolona (u tom redosledu), a onda se qinioci-
ma koji odgovaraju dijagonalama paralelnim glavnoj dodeli znak +,
a preostalim znak −. Naravno, u sluqaju n > 3 je ovako jednostavan
prikaz nemogu� (ve� u sluqaju n = 4 je sabiraka koji uqestvuju u
definiciji determinante 24).

Ako su A
(k)
j = (ai,j)

m
i=1 ∈Mn,1(P), za 1 6 j 6 n, kolone matrice A ∈Mn(P)

(videti primer 10), determinanta se moжe videti i kao funkcija
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kolona, te �emo pisati i detA = det(A
(k)
1 , . . . , A

(k)
n ) (posledƬe je di-

rektno povezano sa motivacijom uvo�eƬa determinanti).

Teorema 7.3.1. Neka je n ∈ N, α ∈ P i A = (ai,j)
n
i,j=1 ∈Mn(P).

(a) Ako je A gorƬe trougaona, onda je detA =
nQ
i=1

ai,i.

(b) Vaжi detA = detAT .

(v) Vaжi det(αA
(k)
1 , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) = α det(A

(k)
1 , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ).

(g) Ako je A1, B1 ∈ Mn,1(P), onda vaжi det(A1 + B1, A
(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) =

det(A1, A
(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) + det(B1, A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ).

(d) Ako je n > 2, 2 6 j 6 n i A(1,j) matrica dobijena zamenom prve i
j-te kolone, onda je detA(1,j) = − detA.

(�) Ako je n > 2 i A
(k)
1 = A

(k)
j za neko 1 6 j 6 n, onda je detA = 0.

Dokaz. (a) Ako je
nQ
i=1

ai,π(i) 6= 0, mora biti a1,π(1) 6= 0, a kako je ai,j = 0

za i > j, mora biti π(1) = 1. No onda je π(2) > 2, pa ponavƩaƬem
prethodnog zakƩuqka, dobijamo, redom, π(2) = 2, . . . , π(n− 1) = n− 1, tj.
ako je π 6= Id, uoqeni proizvod je jednak 0.

(b) Za sve π ∈ Sn je sgnπ = sgnπ−1, pa je detAT =
P
π∈Sn

sgnπ
nQ
i=1

aπ(i),i =P
π∈Sn

sgnπ−1
nQ
i=1

ai,π−1(i) =
P
σ∈Sn

sgnσ
nQ
i=1

ai,σ(i) (izvrxena je smena σ = π−1).

(v) Ako je Aki = (a1,i, . . . , an,i)
T , za 1 6 i 6 n, i n > 2 (ako je n = 1,

tvr�eƬe je trivijalno), onda je det(αA
(k)
1 , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) =

P
π∈Sn

�
sgnπ ·

αa1,σ(1) ·
nQ
i=2

ai,σ(i)

�
= α · P

π∈Sn

sgnπ
nQ
i=1

ai,σ(i) = α · det(A
(k)
1 , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ).

(g) Ako je n = 1, tvr�eƬe je trivijalno. Ako je A
(k)
i = (a1,i, . . . , an,i)

T ,
za 2 6 i 6 n, A1 = (a1, . . . , an)

T i B1 = (b1, . . . , bn)
T , onda je

det(A1 +B1, A
(k)
2 , . . . , A(k)

n ) =
P
π∈Sn

�
sgnπ · (a1 + b1) ·

nQ
i=2

ai,σ(i)

�
=

P
π∈Sn

�
sgnπ · a1 ·

nQ
i=2

ai,σ(i)

�
+
P
π∈Sn

�
sgnπ · b1 ·

nQ
i=2

ai,σ(i)

�
= det(A1, A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) + det(B1, A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ).

(d) Ako je A(1,j) = (αi,j)
n
i,j=1, onda je αr,s =

( aj,s, ako je r = 1
a1,s, ako je r = j
ar,s, inaqe

, pa

je detA(1,j) =
P
π∈Sn

sgnπ
nQ
i=1

αi,π(i) =
P
π∈Sn

sgnπ · a1,π(j)aj,π(1)

Q
i6∈{1,j}

ai,π(i) =P
π∈Sn

sgnπ·
nQ
i=1

ai,π◦π1,j(i) =
P
σ∈Sn

sgn(σ◦π1,j)·
nQ
i=1

ai,σ(i) = −P
σ∈Sn

sgnσ
nQ
i=1

ai,σ(i) =

− detA, pri qemu je izvrxena smena σ = π ◦ π1,j (onda je π = σ ◦ π1,j) i
iskorix�no da vaжi sgn(σ ◦ π1,j) = − sgnσ za svako σ ∈ Sn.
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(�) Vaжi A(1,j) = A, te iz dela (d) sledi detA = detA(1,j) = − detA, tj.
detA = 0.

Na osnovu dela (a) prethodne teoreme je i determinanta dijagonalne
matrice jednaka proizvodu elemenata Ƭene glavne dijagonale. Speci-
jalno, vaжi detEn = 1. Iz delova (a) i (b) sledi da je i dete-
rminanta doƬe trougaone matrice jednaka proizvodu elemenata Ƭene
glavne dijagonale, a iz delova (b) i (�) da je determinanta ma-

trice A, za koju je A
(v)
1 = A

(v)
j za neko 2 6 j 6 n, jednaka 0. I

vixe, iz dela (b) sledi i da svako tvr�eƬe o determinanti do-
bijeno za kolone matrice daje odgovaraju�e tvr�eƬe za vrste ma-
trice (stoga su ostali delovi tvr�eƬa formulisani samo za kolone,
xto �emo raditi i u nastavku, podrazumevaju�i da je time dobi-
jeno i odgovaraju�e tvr�eƬe za vrste). Delovi (v) i (g) govore da

je F : Mn,1(P) → P definisana sa F (x) = det(x,A
(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) linea-

rna funkcija (tj. pri fiksiranim ostalim kolonama, determinanta
je linearna funkcija prve kolone). No onda deo (d) daje da je dete-
rminanta linearna funkcija svake kolone (pri fiksiranim ostalim
kolonama). Zaista, iz tog dela i linearnosti po prvoj koloni, sledi

det(A
(k)
1 , . . . , α1A

(k)
j,1 + α2A

(k)
j,2 , . . .) = − det(α1A

(k)
j,1 + α2A

(k)
j,2 , . . . , A

(k)
1 , . . .) =

−
�
α1 det(A

(k)
j,1 , . . . , A

(k)
1 , . . .) + α2 det(A

(k)
j,2 , . . . , A

(k)
1 , . . .)

�
=

α1 det(A
(k)
1 , . . . , A

(k)
j,1 , . . .) + α2 det(A

(k)
1 , . . . , A

(k)
j,2 , . . .), za svako 2 6 j 6 n i

sve α1, α2 ∈ P. Zapravo, kao xto se deo (b) moжe shvatiti kao ,,alat za
prenos tvr�eƬa sa kolona na vrste”, deo (d) se moжe shvatiti kao
,,alat za prenos tvr�eƬa pokazanog za prvu kolonu na proizvoƩnu

kolonu” (sliqno, ako je pokazano za A
(k)
1 i A

(k)
j , gde je 2 6 j 6 n,

prenosi se na proizvoƩne dve kolone), te su delovi (d) i (�) i formu-
lisani samo za par kolona od kojih je jedna prva. Me�utim, ako je
1 < j < k i A(j,k) matrica nastala ,,zamenom j-te i k-te kolone matrice
A”, kako je πj,k = π1,j ◦π1,k ◦π1,j (tj. zamena kolona 1 i j, nakon toga 1 i
k, a nakon toga 1 i j, je transformacija ekvivalentna zameni kolona j
i k), sledi detA(j,k) = − detA (dovoƩno je tri puta primeniti dobijeno
u delu (d)). Iz dobijenog sledi da ako se k puta izvrxi zamena dve
kolone matrice A, tj. zamena koja odgovara kompoziciji k transpozi-
cija, onda je determinanta dobijene matrice jednaka (−1)k detA.

Primer 19. Ako je A ∈ Mn(P), onda je det(αA) = αn detA, xto se
dobija primenom homogenosti (deo (v) prethodnog tvr�eƬa) na svaku
kolonu. Po motivaciji opisanoj na poqetku ovog dela, ovo je oqeki-
van rezultat (ako su tela sliqna, sa koeficijentom sliqnosti k, po-
vrxine su im u odnosu k2, a zapremine u odnosu k3). Iz aditivnsti
(deo (g) prethodnog tvr�eƬa) sledi odgovaraju�i rezultat u sluqaju
da se vixe kolona predstavƩa u obliku zbira, recimo, ako je A =

(A
(k)
1,1 +A

(k)
1,2, . . . , A

(k)
n,1 +A

(k)
n,2) ∈Mn(P), onda je detA =

nP
i=1

nP
j=1

det(A
(k)
1,i , A

(k)
2,j ),

no vidimo da kod ovakvih zakƩuqaka broj sabiraka drastiqno raste
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sa pove�aƬem reda matrice, te formula postaje nepraktiqna, pa se u
primenama najqex�e vi�a primena na jednoj koloni (vrsti). Ako su

k, l ∈ N, A = (ai,j)
k
i,j=1, B = (bi,j)

l
i,j=1 i D = diag(A,B) =

�
A 0
0 B

�
=

(di,j)
k+l
i,j=1 ∈ Mk+l(P), tj. blok matrica (videti primer 10), sastavƩe-

na od kvadratnih blokova ,,po dijagonali”, dok su ostali elementi 0
(primetimo da u prethodnom zapisu jedna 0 predstavƩa 0k×l, a druga
0l×k), pri odre�ivaƬu detD u sabirku koji odgovara π ∈ Sk+l se
javƩa proizvod d1,π(1) · . . . · dk+l,π(k+l), koji je jednak 0 ako je π(i) > k
za neko 1 6 i 6 k, kao i ako je π(k + i) < k za neko 1 6 i 6 l, te
su jedini proizvodi za koje nije jasno da li su jednaki 0 oblika
a1,π(1) · . . . · ak,π(k) · b1,π(k+1) · . . . · bl,π(k+l), pri qemu je π = π1 ◦ π2, gde
je π1 ∈ Sk+l, tako da je π1(i) = i za k + 1 6 i 6 k + l (neka je skup
takvih permutacija Π1), a π2 ∈ Sk+l, tako da je π1(i) = i za 1 6 i 6 k
(neka je skup takvih permutacija Π2). Dakle, nenula qlanovi u detD
mogu nastati samo od permutacije oblika π = π1 ◦ π2, gde je π1 ∈ Π1,
π2 ∈ Π2 (neka je taj skup Π1 ◦ Π2), a kako je ovom sluqaju π1 ◦ π2 =

π2 ◦ π1 i sgnπ = sgnπ1 · sgnπ2, sledi detD =
P

π∈Π1◦Π2

sgnπ
nQ
i=1

di,π(i) =P
π1∈Π1

sgnπ1

nQ
i=1

ai,π1(i) · P
π2∈Π2

sgnπ2

nQ
i=1

bi,π1(i) = detA · detB. Naravno,

iz prethodnog sledi da ako je matrica sastavƩena od ,,kvadratnih
blokova” (sa nulama van tih blokova), onda je Ƭena determinanta je-
dnaka proizvodu determinanti blokova (tj. dobijeno je taqno i ako je
blokova vixe od 2). Ako je C = (ci,j)

n
i,j=1 ∈ Mn(P) matrica qiji su

su svi elementi ispod sporedne dijagonale jednaki 0 (dakle, ci,j = 0
za i + j > n + 1), zamenom kolona i i n + 1 − i, za 1 6 i 6 [n2 ] (ovde
[x] predstavƩa ceo deo broja x ∈ R), dobija se gorƬe trougaona ma-
trica, qiji su elementi glavne dijagonale ci,n+1−i, za 1 6 i 6 n, pa je

detC = (−1)[
n
2 ]

nQ
i=1

ci,n+1−i (nije texko videti da je (−1)[
n
2 ] = 1 ako n daje

ostatak 0 ili 1 pri deƩeƬu sa 4, a (−1)[
n
2 ] = −1 ako n daje ostatak 2

ili 3 pri deƩeƬu sa 4). △
Iz prethodne teoreme (i komentara nakon Ƭe), sledi da je detA, gde je
A ∈Mn(P) za n ∈ N, posmatrana kao funkcija kolona, u bliskoj vezi sa
determinantom matrice dobijene vrxeƬem elementarnih transforma-
cija na tim kolonama. Konkretno, za proizvoƩne i, j ∈ {1 . . . , n}, i 6= j i

α ∈ P, vaжi det(. . . , A
(k)
i , . . . , A

(k)
j +αA

(k)
i , . . .) = det(. . . , A

(k)
i , . . . , A

(k)
j , . . .)+

α det(. . . , A
(k)
i , . . . , A

(k)
i , . . .) = det(. . . , A

(k)
i , . . . , A

(k)
j , . . .) (iskorix�ena je

linearnost po j-toj koloni, a drugi sabirak u prethodnoj jednakosti
je jednak 0, na osnovu dela (�) prethodne teoreme), tj. determinanta
matrice se ne meƬa ako se i-ta kolona, pomnoжena sa α, doda na j-tu
kolonu. Shodno notaciji uvedenoj nakon definicije 7.2.4, posledƬe
znaqi da je detA = det(A · T T2 (i, j, α)). Analogno, vaжi α detA = det(A ·
T1(j, α)) (po delu (v) prethodne teoreme), kao i − detA = det(A ·T3(i, j)),
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za i 6= j (po delu (d) prethodne teoreme i komentarima nakon Ƭe), a
po delu (b) prethodne teoreme, slede i analogni zakƩuqci pri radu
sa vrstama, tj. za i 6= j i α ∈ P vaжi detA = det(T2(i, j, α) ·A), − detA =
det(T3(i, j)·A) i α detA = det(T1(j, α)·A) (kako je A ∈Mn(P), podrazumeva
se da su sve navedene matrice transformacija reda n).
Primetimo da je det T1(j, α) = α, detT2(i, j, α) = detT T2 (i, j, α) = 1 i
detT3(i, j) = −1, pa rezultati prethodnog pasusa govore da je det(AT ) =
detA·detT , gde je T osnovna elementarna transformacija (kolona), kao
i da je det(TA) = detT ·detA, gde je T osnovna elementarna transforma-
cija (vrsta), te indukcijom sledi da je prethodno taqno i za konaqne
proizvode osnovnih elementarnih transformacija. Na osnovu teoreme
7.2.2, proizvoƩna A ∈ Mn(P) se prikazuje u obliku V A0K, gde je je V
proizvod elementarnih matrica transformacija vrsta, a K proizvod
elementarnih matrica transformacija kolona (naravno, ovde je A0

kanonska forma matrice A), te kako je, po prethodnim zakƩuqcima,
detV 6= 0, detK 6= 0 i detA = detV · detA0 · detK, sledi da je detA = 0
ako i samo ako je detA0 = 0. Dakle, zakƩuqijemo da je

A ∈Mn(P) singularna ako i samo ako je detA = 0,

kao i da se invertibilna A ∈ Mn(P) moжe prikazati u obliku proi-
zvoda matrica osnovnih elementarnih transformacija (zaista, u ovom
sluqaju je A0 = En). Kako je rang matrice A jednak redu Ƭene najve�e
nesingularne kvadratne podmatrice (to je direktna posledica leme
7.1.5 i teoreme 7.2.2), sledi da je rang matrice jednak redu Ƭene na-
jve�e podmatrice qija je determinanta razliqita od 0, te prethodni
rezultat donosi informacije i u sluqaju da je A singularna, kao i
u sluqaju da A nije kvadratna (naravno, ako je ρ(A) = r > 0, moжe se
desiti da je neka kvadratna podmatrica reda r singularna, ali ako
postoji bar jedna nesingularna, reda r, onda je rang barem r; recimo,
ako je A = A0 ∈ Mm,n(P) i 0 < ρ(A) = r < min{m,n}, jedina regularna
podmatrica tipa r× r je odre�ena sa prvih r vrsta i prvih r kolona).
Iz prethodne diskusije, sledi i da za A,B ∈Mn(P) vaжi

det(AB) = detA · detB.

Zaista, ako je A invertibilna, zakƩuqak sledi ponavƩaƬem pretho-
dnog postupka (poxto se onda A prikazuje u obliku proizvoda matrica
osnovnih elementarnih transformacija), a ako je A singularna, onda
je i AB singularna, te je detA = 0 i detAB = 0. PosledƬi zakƩuqak
govori da determinanta, za svako n ∈ N, predstavƩa homomorfizam
strukture (Mn(P), ·) u (P, ·), qije jezgro qine singularne matrice. Ako
je P ∈Mn(P) invertibilna, sledi detP−1 ·detP = det(P−1P ) = detEn =
1, pa je detP−1 = 1

detP , pa ako je A ∼ B i B = P−1AP , onda je detB =
det(P−1AP ) = detP−1 · detA · detP = detA, te je detA = detB. Iz
dobijenog sledi i da ima smisla definisati detA, gde je A ∈ L(U),
kao determinantu matrice koja ga predstavƩa u proizvoƩnoj bazi (po
prethodnom, dobijena vrednost ne zavisi od izbora baze).

Primer 20. Ako je n ∈ N, (ci)
n
i=1 i (di)

n
i=1 iz Rn, odredimo detAn, gde
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je A = (ai,j)
n
i,j=1 takva da je ai,j = ci + dj za sve 1 6 i, j 6 n. Jasno, vaжi

detA1 = b1+c1 i detA2 = (b1−b2)(c2−c1). Ako je n > 3, oduzimaƬem prve
vrste od druge i tre�e (odnosno, vrxe�i operacije V2 − V1 i V3 − V1),
dobija se matrica koja ima istu vrednost determinante, a kako je dru-
ga vrsta te matrice (c2− c1, . . . , c2− c1), a tre�a (c3 − c1, . . . , c3− c1), ona
ima dve linearno zavisne kolone, pa je u ovom sluqaju detAn = 0. △
Primer 21. Ako su a, b, c sve nule polinoma p(x) = x3 + a1x+ a0 ∈ C[x],

onda je D =

����� a b c
b c a
c a b

����� = ����� a+ b+ c b c
b+ c+ a c a
c+ a+ b a b

����� (na prvu kolonu su dodate

druga i tre�a, tj. izvrxene su operacije K1 +K2 i K1 + K3, koje ne
meƬaju vrednost determinante), a kako je p(x) = (x− a)(x− b)(x− c), na
osnovu koeficijenta uz x2, sledi a + b + c = 0, pa je D = 0, poxto je
prva kolona dobijene determinante jednaka 0. △
U prethodnom primeru su, praktiqno, izvedena quvena Vietova pravi-
la (ako su λ1, . . . , λn nule polinoma p(x) = anx

n+. . .+a0 ∈ C[x], gde je n ∈
N i an 6= 0, onda za svako 1 6 k 6 n vaжi

P
i1<...<k

λi1 ·. . . ·λik = (−1)k · an−k

an
;

specijalno, zbir nula uoqenog polinoma je −an−1

an
). Napomenimo da je

pritom upotrebƩeno da polinom ima rastavƩaƬe na linearne fakto-
re (stoga je i izabran polinom iz C[x], poxto kompleksni polinomi,
po posledici leme 4.3.10, zadovoƩavaju to svojstvo, no prethodno se
moжe zakƩuqiti i u bilo kom P[x] sa navedenom osobinom), me�utim,
zakƩuqak se moжe preneti i na sluqaj R[x] (kako je to ra�eno i u toku
sredƬeg xkolovaƬa), ako se posmatraju kompleksne nule uoqenog poli-
noma, tj. ako se posmatrano poƩe ,,proxiri” do poƩa koje ima nave-
deno svojstvo (ukoliko takvo postoji). Na primer, kod polinoma λ2 +1
(dobijenog u primeru 13 prilikom odre�ivaƬa sopstvenih vrednosti
matrice C) zakƩuqujemo da je λ1+λ2 = 0 i λ1λ2 = −1 (iako taj polinom
nema realnih nula). Naglasimo i da se nule, pri ovakvim primenama,
raqunaju sa vixestrukox�u (pa, prethodno dobijeno u sluqaju poli-

noma (x − 1)n = xn +
nP
k=1

(−1)n−k
�n
k

�
xk, daje da je, recimo, zbir nula

ovog polinoma jednak −−n
1 = n; zaista, 1 je nula uoqenog polinoma,

vixestrukosti n).
Do kraja ovog odeƩka podrazumeva�emo da je n > 2, ukoliko ne na-
glasimo drugaqije.

Definicija 7.3.2. Ako je A = (ai,j)
n
i,j=1 ∈ Mn(P) i (i, j) ∈ {1, . . . , n}2,

determinanta podmatrice matrice A, generisana indeksima vrsta
{1, . . . , n} \ {i} i indeksima kolona {1, . . . , n} \ {j} se naziva minor koji
odgovara paru indeksa (i, j), u oznaci mi,j , dok se Ai,j = (−1)i+jmi,j

naziva (algebarski) kofaktor koji odgovara paru (i, j), a matrica
adjA = (Aj,i)

n
i,j=1 ∈Mn(P) se naziva adjungovana matrica matrice A.

Dakle, adjA je transponovana matrica matrice dobijene odre�ivaƬem
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kofaktora za svaki par (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 (u prethodnoj definiciji
adjA su indeksi ,,okrenuti”, tj. na mestu (i, j) u adjA se nalazi Aj,i).

Primer 22. Vaжi adj 0n×n = 0n×n, kao i adjEn = En (ako je i 6= j,
podmatrica koja odre�uje mi,j (reda n− 1) sadrжi n− 2 elemenata 1,
a ostali su 0, dok je mi,i = detEn−1 = 1). Ako je A ∈ Mn(P), za svako
α ∈ P je adj(αA) = αn−1 adjA, kao i adjAT = (adjA)T . △

Teorema 7.3.2 (Laplas). Neka je n > 2 i A ∈Mn(P). Onda je

(a) detA =
nP
r=1

ai,rAi,r i detA =
nP
r=1

ar,jAr,j, za sve i, j ∈ {1, . . . , n}.
(b) A · adjA = adjA · A = detA ·En.

Dokaz. (a) Dokaжimo prvo da je detA =
nP
r=1

ar,1Ar,1. Na osnovu linea-

rnosti po prvoj koloni, vaжi detA =
nP
r=1

ar,1 det(E
(k)
r , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ), gde

je E
(k)
r = (er,1, . . . , er,n)

T ∈ Mn,1(P) takva da je er,i =
n

1, ako je r = i
0, inaqe

.

Me�utim, determinanta matrice (E
(k)
r , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) je jednaka dete-

rminanti matrice koja se iz Ƭe dobija dodavaƬem prve kolone pomno-
жene sa −ar,j na j-tu kolonu, za 2 6 j 6 n. Ako je r = 1, dobijena
matrica sastavƩena od kvadratnih blokova, dimenzija 1 i n − 1, duж
dijagonale, dok su ostali elementi jednaki 0, tj. oblika je diag(A1, B1),
uz oznake iz primera 19, pri qemu je A1 = ( 1 ), a B1 podmatrica ma-
trice A odre�ena indeksima vrsta i kolona {2, . . . , n} (dakle, Ƭena
determinanta je m1,1), te je, na osnovu rezultata pomenutog primera,

det(E
(k)
1 , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) = 1 · m1,1 = A1,1. Ako je r > 1, zamenom, redom,

vrsta r i r−1,. . . , 2 i 1 (tj. ukupno r−1 zamena), dobija se diag(Ar, Br),
gde je Ar = ( 1 ), a Br podmatrica matrice A odre�ena indeksima vrsta
{1, . . . , n} \ {r}, a kolona {2, . . . , n} (dakle, Ƭena determinanta je mr,1),

te je, na osnovu sluqaja r = 1, det(E
(k)
r , A

(k)
2 , . . . , A

(k)
n ) = (−1)r−1 ·1 ·mr,1 =

Ar,1. Iz dobijenog sledi tvr�eƬe u izdvojenom sluqaju (tj. druga nave-
dena jednakost za j = 1).

Ako je j > 1, zamenom kolona j i j − 1,. . . ,2 i 1, redom (ukupno j − 1
zamena), kako je minor koji odgovara paru indeksa (r, 1) novodobijene
matrice jednak minoru koji odgovara paru indeksa (r, j) polazne, za
sve 1 6 r 6 n, iz gore pokazanog tvr�eƬa za j = 1 sledi detA =
nP
r=1

((−1)j−1ar,j(−1)1+rmr,j) =
nP
r=1

ar,jAr,j, xto daje dokaz druge jednako-

sti dela (a) i u ovom sluqaju.

Kako je kofaktor koji odgovara paru indeksa (i, j) matrice A jednak
kofaktoru koji odgovara paru indeksa (j, i) matrice AT , prva jednakost
dela (a) je neposredna posledica druge (primenom na detAT ).

(b) Na osnovu pokazanog u delu (a), qlanovi na dijagonali matrice
A · adjA jednaki su detA. Ako je i 6= j, qlan koji se nalazi na mestu
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(i, j) u A ·adjA je
nP
r=1

ai,rAj,r, a, na osnovu dela (a), navedena suma je je-

dnaka determinanti matrice kojoj su sve vrste, sem i-te, jednake odgo-
varaju�im vrstama matrice A, a i-ta jednaka j-toj vrsti matrice A, tj.
jednaka je 0 (kao determinanta matrice koja ima jednake dve vrste sa
razliqitim indeksima). Po simetriji sledi tvr�eƬe i za adjA·A.

Jednakosti dela (a) prethodne teoreme se obiqno nazivaju (Laplasov)
razvoj determinante po i-toj vrsti i j-toj koloni, redom. Iz dela (b)
neposredno sledi da, ukoliko je A invertibilna, vaжi

A−1 = 1
detA · adjA, (7.2)

te je jasno da se dobijena veza moжe koristi pri odre�ivaƬu inverzne
matrice. Tako�e, sledi i da je A invertibilna ako i samo ako je adjA
invertibilna (ako je A = 0, onda je i adjA = 0; ako je A 6= 0 i detA = 0,
vaжi A·adjA = 0, pa je Im adjA ⊆ KerA, a u ovom sluqaju je δ(A) 6 n−1,
te je ρ(adjA) 6 n−1, xto znaqi da je adjA singularna; ako je detA 6= 0,
onda je adjA = detA · A−1, jasno, invertibilna).
Ako je D matrica iz primera 15, na osnovu dobijenog sledi da je D
invertibilna ako i samo ako je detD = ad − bc 6= 0, a kako je adjD =�

d −b
−c a

�
, u sluqaju detD 6= 0 sledi da je D−1 = 1

ad−bc ·
�

d −b
−c a

�
.

Ako je B matrica iz primera 17, onda je detB = 2 · 2 · (−2) + (−3) ·
(−4) · 1 + 5 · 3 · 1 − 5 · 2 · 1 − 2 · (−4) · 1 − (−3) · 3 · (−2) = −1 6= 0,

a Ƭeni kofaktori su A1,1 =
��� 2 −4

1 −2

��� = 0, A1,2 = −
��� 3 −4

1 −2

��� = 2,

A1,3 =
��� 3 2

1 1

��� = 1, A2,1 = −
��� −3 5

1 −2

��� = −1, A2,2 =
��� 2 5

1 −2

��� = −9,

A2,3 = −
��� 2 −3

1 1

��� = −5, A3,1 =
��� −3 5

2 −4

��� = 2, A3,2 = −
��� 2 5

3 −4

��� = 23,

A3,3 =
��� 2 −3

3 2

��� = 13, te, primenom formule (7.2), sledi B−1 =

−
 

0 2 1
−1 −9 −5

2 23 13

!T
=

 
0 1 −2

−2 9 −23
−1 5 −13

!
(naravno, dobijen je isti re-

zultat kao i u primeru 17). Vrednost detB se moжe odrediti i razvo-
jem po proizvoƩnoj vrsti ili koloni. Na primer, iz razvoja po drugoj
koloni, sledi detB = a1,2A1,2+a2,2A2,2+a3,2A3,2 = (−3)·2+2·(−9)+1·23 =
−1 (dok je, recimo, a1,2A1,3+a2,2A2,3+a3,2A3,3 = (−3)·1+2·(−5)+1·13 = 0,
xto je pokazano u delu (b) prethodne teoreme).

Primer 23. Analizom ura�enog u primeru 19 za determinantu ma-

trice diag(A,B), moжe se zakƩuqiti da je det
�
A 0k×l
C B

�
= detA ·detB,

gde je k, l ∈ N, A ∈ Mk(P), B ∈ Ml(P) (naravno, onda je C ∈ Ml,k(P)),
xto bi nijansu uprostilo prethodni dokaz (nakon svo�eƬa na odre�i-
vaƬe determinante matrice qija kolona sadrжi jedan nenula element,
ne bi bilo potrebno transformisati matricu, tako da su u vrsti
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u kojoj se nalazi taj element ostali elementi 0). Naravno, mogu�e
je dokazati prethodnu teoremu i bez upotrebe zakƩuqaka primera
19, a onda se rezultati tog primera mogu dobiti kao posledica
prethodne teoreme (npr. u razvoju po prvoj vrsti matrice diag(A,B),
l − k sabiraka je jednako 0). Ideja predstavƩaƬa matrice u obli-
ku ,,blok matrice” je korisna i u xirem kontekstu. Recimo, ako je

n ∈ N, A,B ∈ Mn(P) i D =
�

A 0n×n
−En B

�
∈ M2n(P), ukoliko za sve

i, j ∈ {1, . . . , n} se j-ta kolona matrice D, pomnoжena sa bi,j, doda na
(n + j)-tu kolonu te matrice (tj. izvrxe operacije Kn+j + bi,jKj za
sve i, j ∈ {1, . . . , n}, ukupno n2 operacija), determinanta dobijene ma-
trice �e biti ista kao i determinanta matrice D (uoqene operacije
ne utiqu na vrednost determinante), a blok matriqni zapis dobijene

matrice je
�

A AB
−En 0n×n

�
, te se zamenom vrsta i i n + i, za 1 6 i 6 n

(odnosno, vrxeƬem operacija Vi ↔ Vn+i, za 1 6 i 6 n, ukupno n ope-
racija; svaka od tih operacija meƬa znak determinante), dobija da je

detD = (−1)n · det
� −En 0n×n

A AB

�
= (−1)n · det(−En) · det(AB) = det(AB),

odnosno det(AB) = detA · detB, tj. ovo svojstvo se moжe dokazati i
na osnovu Laplasovog razvoja. Ovakav pristup se obiqno vi�a po
literaturama u kojima se ispitivaƬe linearnih preslikavaƬa obra-
�uje nakon prouqavaƬa determinanti, a jasno je da se ovim naqinom
razmixƩaƬa mogu dobiti i druga tvr�eƬa. △
Primer 24. Neka je n ∈ N \ {1} i a1, . . . , an ∈ C me�usobno razliqiti.
Odredimo detAn, gde je An matrica qija je k-ta vrsta (1, ak, . . . , a

n−1
k ),

za 1 6 k 6 n. OduzimaƬem (n − 1)-ve kolone pomnoжene sa a1 od n-te,
nakon toga (n−2)-ge pomnoжene sa a1 od (n−1)-ve,. . . , prve pomnoжene sa
a1 od druge (tj. vrxeƬem operacija Kn−a1Kn−1,Kn−1−a1Kn−1, . . . ,K2−
a1K1, tim redosledom), dobija se matrica koja ima istu determinantu
kao i polazna, a za 2 6 k 6 n, k-ta kolona novodobijene matrice je
(0, ak−1

2 (a2 − a1), . . . , a
k−1
n (an − a1))

T , te je

detAn =

��������� 1 0 . . . 0
1 a2 − a1 . . . an−1

2 (a2 − a1)
...

...
. . .

...
1 an − a1 . . . an−1

n (an − a1)

���������
= 1 ·

������� a2 − a1 . . . an−1
2 (a2 − a1)

...
. . .

...
an − a1 . . . an−1

n (an − a1)

������� = nQ
i=2

(ai − a1) ·

������� 1 . . . an−1
2

...
. . .

...
1 . . . an−1

n

������� ,
tj. dobijena je determinanta matrice analogne polaznoj, ali reda n−1
i koja odgovara brojevima a2, . . . , an (u prethodnom je prvo iskorix�en
Laplasov razvoj determinante po prvoj koloni (kojoj su svi eleme-
nti, sem jednog, jednaki 0, te se taj razvoj svodi na jedan sabirak), a
nakon toga homogenost determinante (iz i-te vrste je izvuqen faktor
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ai+1 − a1, za 1 6 i 6 n − 1)). NastavƩaƬem postupka (tj. indukcijom),
zakƩuqujemo da je detAn =

Q
16j<i6n

(ai − aj). Determinanta razmatrana

u ovom primeru se naziva Vandermondova determinanta. △
Primer 25. Za n ∈ N\{1} i p, q ∈ R, odredimo detBn, pri qemu je Bn =

(bi,j)
n
i,j=1, gde je bi,j =

8><>: p, ako je j = i+ 1
p+ q, ako je j = i
q, ako je j = i− 1
0, inaqe

, tj. kvadratna matrica

reda n, kojoj su elementi glavne dijagonale p+q, prve ,,iznad glavne” p,
prve ,,ispod glavne” q, a preostali 0. Za n > 2, na osnovu Laplasovog
razvoja po prvoj vrsti, vaжi detBn+2 = (p+ q) detBn+1 − q · detB′, pri
qemu je prva kolona matrice B′ ∈ Mn+1(R) jednaka (q, 0, . . . , 0)T , pa
se Laplasovim razvojem po Ƭoj dobija detBn+2 = (p + q) detBn+1 −
p · q · detBn = 0, tj. niz (detBn)n>2 zadovoƩava dobijenu linearnu
rekurentnu vezu. Ako je p 6= q, na osnovu rezultata primera 11 glave

2, je detBn = Cpn + Dqn, za neke C,D ∈ R, a kako je detB2 = p3−q3
p−q i

detB3 = p4−q4
p−q , sledi C = p

p−q , D = − q
p−q , te je detDn = pn+1−qn+1

p−q ,
za n > 2. Sliqno, ako je p = q, na osnovu komentara datih nakon
pomenutog primera, vaжi detBn = (Cn+D)pn, za neke C,D ∈ R, odakle
je detBn = (n + 1)pn. Primetimo da se rezultat za p = q moжe do-
biti iz dobijenog rezultata za p 6= q, puxtaƬem q → p (u glavi 2 je
prethodno ra�eno u ciƩu prikaza primena matematiqke indukcije, a
u tom momentu jox nije bila obra�ena neprekidnost). △
Primer 26. Ako su A,B ∈Mn(P) invertibilne, po delu (b) prethodne
teoreme je A adjA = detA · En i B adjB = detB · En, pa je AB adjAB =
det(AB) · En = detA · detB · En = A adjA · detB = A · detB · adjA =
AB adjB adjA (poxto je detB adjA = adjAdetB, jer je detB skalar). Iz
posledƬe veze, mnoжeƬem sleva sa (AB)−1, sledi adjAB = adjB adjA.

Naravno, prirodno se postavƩa pitaƬe da li se dobijena veza prenosi
i na sluqaj u kom je neka od uoqenih matrica singularna. Jedan
od naqina da to uradimo u sluqaju A,B ∈ Mn(C) je da posmatramo
prethodno dobijeni rezultat, primeƬen na A − xEn i B − xEn, gde je
x ∈ C. Onda je, na osnovu zakƩuqaka sa poqetka primera, (A−xEn)(B−
xEn) adj((A−xEn)(B−xEn)) = (A−xEn)(B−xEn) adj(B−xEn) adj(A−xEn)
za sve x ∈ C, a ako su A − xEn i B − xEn regularne, dobijena veza se
moжe skratiti sleva sa (A − xEn)(B − xEn). Me�utim, det(A − xEn)
i det(B − xEn) su nenula polinomi (tj. A − xEn i B − xEn su singu-
larne za konaqno mnogo x ∈ C), a kako su adj(A − xEn) i adj(B − xEn)
matrice qiji su elementi polinomi (videti i komentare date nakon
primera), dobijena veza je polinomska (zapravo, dobija se sistem n2

jednakosti polinoma), pri qemu je, po prethodnom, taqna za sve, sem
konaqno mnogo x ∈ C, no onda mora biti taqna i za svako x ∈ C. Sledi
da i u ovom sluqaju moжemo ,,skratiti sleva” qlan (A−xEn)(B−xEn),
tj. dobijamo da je adj((A − xEn)(B − xEn)) = adj(B − xEn) adj(A − xEn),
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za sve x ∈ C, odakle se, zamenom x = 0, dobija da adjAB = adjB adjA
vaжi i u sluqaju u kom je neka od A,B singularna. △
Iz prethodnog primera neposredno sledi da, ako je A invertibilna,
vaжi adjA−1 · adjA = adj(AA−1) = adjEn = En, pa je adjA invertibilna
i vaжi adjA−1 = (adjA)−1. Tako�e, izborom A = B, sledi adjA2 =
(adjA)2, odakle, indukcijom, sledi adjAk = (adjA)k, za svako k ∈ N.

Prokomentariximo i razmatraƬe sprovedeno u prethodnom primeru,
vezano za prenos osobine, koju zadovoƩavaju regularne matrice, na
singularni sluqaj. Definicija determinante predstavƩa polinom vi-
xe promenƩivih (elemenata matrice), pa ukoliko postoji analogija sa
funkcijama jedne promenƩive (xto u ovom momentu ne znamo, no to je
jedan od zadataka nastavka ovog teksta), ne�e predstavƩati iznena-
�eƬe zakƩuqak o neprekidnosti te funkcije (neprekidnost funkcija
vixe promenƩivih �emo razmatrati u glavi 8). Kako je det(A − xEn)
polinom promenƩive x ∈ C (za fiksnu A ∈Mn(C)), osnovna ideja dru-
gog dela prethodnog primera je bila da se iskoristi da je u C[x]
jednakost polinoma (ako ih posmatramo kao algebarske izraze) ekvi-
valentna sa jednakox�u odgovaraju�ih polinomskih funkcija, kao i
da, pri ,,maloj izmeni polinoma” (xto moжe znaqiti ,,malu promenu
promenƩive x”, ali i ,,malu izmenu” koeficijenata polinoma), osta-
ju na snazi veze koje su posledica neprekidnosti (a, po zakƩuqcima
dobijenim u radu sa funkcijama jedne promenƩive, oqekujemo da su
veze nastale komponovaƬem polinoma takve). PosledƬe znaqi i da se
dokaz ve�ine ovde prikazanih tvr�eƬa ne mora deliti na ,,regularni
i singularni deo”, ve� se, nakon dokaza u sluqaju regularnosti, mogu
dobiti sliqnim razmatraƬem kao i zakƩuqak drugog dela prethodnog
primera. Analogni zakƩuqci se prenose i na P[x] u kom je zadovoƩeno
navedeno svojstvo (specijalno, prenose se na sluqaj R[x]). Prethodni
zakƩuqak se mogao dobiti i posmatraƬem nekih drugih polinoma, a
ne samo det(A−xEn), no odluqili smo se za taj polinom, poxto on ima
posebnu vaжnost (prouqava�emo ga u nastavku ovog dela).

U skladu sa prethodnim, ako su A(x) i B(x) matrice sa elementima
iz C[x], ukoliko je A(x) = B(x), naravno, moraju biti istog tipa, pa
ako je A(x), B(x) ∈Mm,n(C[x]), k najve�i stepen polinoma koji se javƩa
me�u elementima tih matrica, a polinomi koji se nalaze na mestu

(i, j) matrica A(x) i B(x) jednaki, redom,
kP
r=0

a
(r)
i,j x

r i
kP
r=0

b
(r)
i,j x

r (ako je

stepen nekog od polinoma maƬi od k, smatramo da su koeficijenti uz
qlanove koji su ve�eg stepena od stepena tog polinoma jednaki 0), onda
se veza A(x) = B(x) svodi na mn jednakosti polinoma iz C[x], te odgo-
varaju�i koeficijenti moraju biti jednaki, tj. za sve i ∈ {1, . . . ,m},
j ∈ {1, . . . , n} i r ∈ {0, . . . , k} vaжi a

(r)
i,j = b

(r)
i,j . Po naqinu definisaƬa

matriqnih operacija (u ovom sluqaju sabiraƬa matrica i mnoжeƬa

skalarom), posledƬe znaqi da je A(x) =
kP
r=0

Arx
r i B(x) =

kP
r=0

Brx
r, za
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neke Ar = (a
(r)
i,j )16i6m,16j6n i Br = (b

(r)
i,j )16i6m,16j6n (sabiraƬe matrica

je komutativno, kao i mnoжeƬe skalarom, pa se ne mora naglaxavati
redosled sabiraƬa, a vaжi i Arx

r = xrAr, za svako 0 6 r 6 k), te se
A(x) = B(x) svodi na Ar = Br, za sve 0 6 r 6 k. Dakle, i u ovom sluqaju
se prenosi zakƩuqak dobijen pri radu u C[x], da su polinomi (poli-
nomske funkcije) jednaki ako i samo ako su im odgovaraju�i koefici-
jenti jednaki (u posmatranom sluqaju koeficijenti su iz Mm,n(C)), a
i ovde se taj zakƩuqak prenosi na polinome nad proizvoƩnim poƩem
u kom su ekvivalentni jednakost polinoma i jednakost odgovaraju�e
polinomske funkcije (specijalno, vaжi u R[x]).

Poput det(A−xEn), posebnu vaжnost u nastavku �e imati adj(A−xEn),
gde je A ∈ Mn(C). Elementi te matrice su ili skalari ili linearni
polinomi, pri qemu je taqno n linearnih polinoma, od kojih nikoja
dva nisu u istoj vrsti ili koloni, pa su minori ove matrice polinomi
stepena ne ve�eg od n − 1, xto znaqi da je adj(A − xEn) matrica qiji
su elementi polinomi stepena ne ve�eg od n − 1, te je adj(A − xEn) =
An−1x

n−1+. . .+A0 za neke Ai ∈Mn(C), gde je 0 6 i 6 n−1, tj. adj(A−xEn)
se moжe videti kao polinom qiji su koeficijenti uoqene matrice (a
kako se na dijagonali adj(A−xEn) nalaze polinomi stepena n−1, sledi
da An−1 nije nula matrica, te je u pitaƬu polinom stepena n − 1).
Primetimo i da, ako je A ∈Mn(R), onda su Ai ∈Mn(R), za 0 6 i 6 n−1.

Skrenimo paжƬu da u sluqaju m = n ima smisla definisati i mno-
жeƬe polinoma sa koeficijentima iz Mn(P) (a, pod odgovaraju�im
uslovima, i deƩeƬe), no pri radu sa takvim polinomima, poxto Mn(P)
nije komutativna struktura, se mora obratiti paжƬa sa koje strane se
vrxi mnoжeƬe (recimo, ako su B0, B1, C ∈Mn(P), onda su (B1x+B0)C =
B1Cx+B0C i C(B1x+B0) = CB1x+CB0 polinomi stepena ne ve�eg od
1, koji ne moraju biti jednaki), a sliqno i za deƩeƬe. DaƩi rad sa
opisanim uopxteƬem izlazi izvan okvira ovog teksta.

Primer 27. Ako je ρ(A) 6 n − 2, onda je svaka kvadratna podma-
trica reda n − 1 matrice A singularna, pa je adjA = 0n×n, tj.
ρ(adjA) = 0. Ako je ρ(A) = n − 1, onda je ρ(adjA) > 1 (postoji
bar jedan nenula minor), a kako je adjA · A = detA · En = 0n×n,
sledi da je ImA ⊆ Ker adjA, pa je δ(adjA) > n − 1. Na osnovu
tvr�eƬa o rangu i defektu (teorema 7.1.3), sledi ρ(adjA) = 1. Iz
dela (b) prethodne teoreme sledi detA · det(adjA) = (detA)n, pa je
det(adjA) = (detA)n−1 (ako je detA = 0, po prethodnoj diskusiji sledi
da je i det(adjA) = 0). Tako�e, iz dela (b) prethodne teoreme, ko-
riste�i upravo dobijeno, kao i rezultate prethodnog primera, sledi
detA · adj(adjA) = A · adjA · adj(adjA) = A · det(adjA) = (detA)n−1A. Ako
je A invertibilna, sledi adj(adjA) = (detA)n−2A. Ako je detA = 0
i n > 3, onda je adjA, po prethodno dokazanom, ranga ne ve�eg od 1,
xto je maƬe od n − 1, pa je ρ(adjA) 6 n − 2, te je adj(adjA) = 0n×n,
a u ovom sluqaju je i (detA)n−2A = 0n×n, a ako je n = 2, neposrednom
proverom sledi adj(adjA) = A, te je prethodno dobijeno taqno i u ovim
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sluqajevima. Iz dobijenog sledi det(adj(adjA)) = det((detA)n−2 · A) =

(detA)n(n−2) · detA = (detA)(n−1)2 . △
Naravno, ima smisla razmatrati i kompozicije vixe adjungata, no
to izlazi izvan okvira ovog teksta (zapravo, za naxe potrebe je do-
voƩno posmatrati samo jedan adjungat, a u prethodnom primeru smo,
izme�u ostalog, жeleli da ilustrujemo kako se mogu dobiti zakƩuqci
u sluqaju Ƭihovog komponovaƬa).

Karakteristiqni polinom

U ovom delu �emo posmatrati kvadratne matrice sa elementima, pre-
vashodno, iz R i C. Napomenimo da se rezultati dobijeni u sluqaju
C prenose na proizvoƩno poƩe u kom se proizvoƩan polinom ra-
zlaжe na proizvod linearnih faktora (a neki se prenose i na sluqaj
proizvoƩnog poƩa). Jedan od zadataka ovog dela je i opis klasa ekvi-
valencije relacije sliqnosti.

Definicija 7.3.3. Ako je A ∈ Mn(C), onda se χA(x) = det(A − xEn)
naziva karakteristiqni polinom matrice A.

Neposredno iz definicije sledi da je χA polinom stepena n (koe-
ficijent uz xn mu je (−1)n), a, kao i u sluqaju determinante, ako
je A ∼ B, onda je B = P−1AP za invertibilnu P ∈ Mn(C), pa
je B − xEn = P−1(A − xEn)P , te iz svojstava determinante sledi
χB(x) = detP−1 det(A − xEn) detP = χA(x), tj. sliqne matrice imaju
isti karakteristiqni polinom. Iz posledƬih zakƩuqaka sledi i da
je dobro definisan karakteristiqni polinom A ∈ L(U) (ne zavisi od
izbora baze prostora U).

Teorema 7.3.3. Neka je A ∈Mn(C), gde je n ∈ N. Onda je χA(A) = 0n×n.

Dokaz. Na osnovu Laplasove teoreme je χA(x)En = det(A − xEn)En =
adj(A − xEn)(A − xEn), pa, po komentarima datim nakon primera 26,

vaжi χA(x)En = (An−1x
n−1 + . . .+ A0)(A − xEn) = −An−1x

n +
n−1P
i=1

(AiA −
Ai−1)x

i + A0A, za neke Ai ∈ Mn(C), gde je 0 6 i 6 n − 1, te (po istim

komentarima), ukoliko je χA(x) =
nP
i=0

kix
i, sledi knEn = −An−1 (onda

je i knA
n = −An−1A

n), kiEn = AiA − Ai−1, za 1 6 i 6 n − 1 (onda
je i kiA

i = AiA
i+i − Ai−1A

i, za 1 6 i 6 n − 1) i k0En = A0A, pa je

χA(A) = −An−1A
n +

n−1P
i=1

(AiA
i+i −Ai−1A

i) +A0A = 0n×n.

Prethodna teorema se obiqno naziva teorema Kejli–Hamiltona.
Dakle, karakteristiqni polinom matrice A ∈ Mn(C) ponixtava tu
matricu (na daƩe �emo posledƬe zapisivati u obliku χA(A) = 0, kad
god je jasno da 0 u uoqenoj jednakosti predstavƩa nula matricu odgo-
varaju�eg reda). Jasno, nule χA su sopstvene vrednosti A (ako λ ∈ C

349



Linearna algebra Matematika 1 & 2

nije sopstvena vrednost, operator A − λEn ima trivijalno jezgro, te
je bijektivan, a ako je λ ∈ C sopstvena vrednost, jezgro tog operatora
je netrivijalno). Na osnovu dela (b) leme 7.2.5, sledi da µA | χA (a
kako su, po delu (d) iste leme, sopstvene vrednosti A i nule µA, za-
kƩuqak da su sopstvene vrednosti nule χA smo mogli dobiti odatle).
Tako�e, sledi i da (za A ∈ Mn(C)) vaжi degµA 6 n (tj. i efektivno
je pokazano da je procena iz leme 7.2.4 gruba). Zapravo, mogu se dati
sliqni komentari kao i oni koji su navedeni nakon primera 15, poxto
se moжe pokazati da koeficijenti adj(A− xEn) (tj. matrice (Ai)

n−1
i=0 iz

prethodnog dokaza) pripadaju algebri generisanoj sa A (te, recimo,
komutiraju sa A, xto, izme�u ostalog, omogu�uje da se prethodna teo-
rema dokaжe i na druge naqine).

Dakle, za A ∈ Mn(C), polinomi µA i χA imaju isti skup nula (to
je upravo spektar matrice). Iz prethodne teoreme i dela (d) leme

7.2.5, sledi da, ako je µA(x) =
kQ
i=1

(x − λi)
αi i χA(x) =

kQ
i=1

(x − λi)
βi , pri

qemu je λi 6= λj za i 6= j, vaжi 1 6 αi 6 βi 6 n. Zapravo, po lite-
raturi se qesto vi�a da se teorema Kejli–Hamiltona formulixe u
tom obliku (da bi se izbeglo razmatraƬe o razloжivosti polinoma
na linearne faktore), a jasno je da je u C[x] posledƬe ekvivalentno
sa gorƬim tvr�eƬem. Primetimo i da vaжi χA | µnA. Ako A ∈ Mn(R),
onda je χA ∈ R[x], no nule χA ne moraju biti realne, te upravo nave-
deno tvr�eƬe u R[x] ostaje na snazi ako se posmatraju i kompleksne
nule dobijenih polinoma ili ako se formulixe u obliku rastavƩaƬa
realnog polinoma na linearne i nerastavƩive kvadratne polinome
(videti komentare nakon leme 4.3.10).

Ako je A,B ∈ Mn(C) i A ∼ B, pokazano je da vaжi χA(x) = χB(x),
a kako je χA(0) = detA, ponovo dolazimo do zakƩuqka da sliqne ma-

trice imaju jednake determinante. Ako je χA(x) = (−1)n
kQ
i=1

(x − λi)
αi ,

gde je λi 6= λj za i 6= j (tj. ako su λ1, . . . , λk nule karakteristiqnog

polinoma vixestrukosti α1, . . . , αk, redom), sledi da je detA =
kQ
i=1

λαi

i

(xto je, zapravo, u poƩima u kojima se polinomi mogu razloжiti na
linearne faktore, ekvivalentno definiciji determinante). Me�utim,
iz jednakosti karakteristiqnih polinoma sliqnih matrica, dobijamo
i druge posledice (jednakost determinanti je u prethodnom, zapravo,
dobijena izjednaqavaƬem slobodnih qlanova χA i χB, a ukoliko se
to uradi za druge koeficijente, dobijaju se novi zakƩuqci). Re-
cimo, uoqeni polinomi imaju jednake koeficijente uz xn−1. Ako je
A = (ai,j)

n
i,j=1, qlanovi matrice A − xEn su polinomi stepena 0 ili

1 (promenƩive x), a pritom su stepena 1 ako i samo ako pripadaju
glavnoj dijagonali. Sledi da se, u proizvodima kojim je definisana
det(A − xEn), stepen n − 1 dobija samo ako je bar n − 1 od tih qini-
laca stepena 1, a to, u ovom sluqaju, znaqi da Ƭih bar n− 1 pripada
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glavnoj dijagonali. Me�utim, ako je π ∈ Sn takva da je π(i) = i za
n − 1 vrednosti, mora biti π = Id, te je jedini sabirak koji sadrжi

polinom stepena ne maƬeg od n − 1 zapravo sgn Id ·
nQ
i=1

(ai,i − x). Sledi

da je koeficijent uz xn−1 u det(A − xEn) jednak (−1)n−1
nP
i=1

ai,i (tj.

vaжi χA(x) = (−1)nxn + (−1)n−1
nP
i=1

ai,i · xn−1 + . . .). Izraz
nP
i=1

ai,i se

naziva trag matrice A, u oznaci TrA. Uz posledƬi zapis, on ima
smisla za proizvoƩnu A ∈Mn(P) (slobodnije govore�i, trag matrice
predstavƩa zbir elemenata koji se nalaze na glavnoj dijagonali), a
u sluqaju da proizvoƩan polinom rastavƩa na linearne faktore, uz

gore navedenu notaciju, vaжi TrA =
kP
i=1

αiλi (tj. zbir sopstvenih vre-

dnosti (raqunaju�i Ƭihove vixestrukosti), a posledƬe je, u poƩima
sa navedenim svojstvom, ekvivalentno sa definicijom traga). Kako
sliqne matrice imaju jednake tragove, sledi da ima smisla definisa-
ti i trag linearnog operatora (kao trag proizvoƩne matrice koja ga
predstavƩa). Trivijalno je ispuƬeno Tr(αA + βB) = αTrA + β TrB i
TrAT = TrA za proizvoƩne A,B ∈Mn(C) i α, β ∈ C. Ako je A ∈Mk,l(C),
B ∈ Ml,k(C), gde su k, l ∈ N, a C1, C2 ∈ Mk+l(C) matrice qija su

blok matriqna predstavƩaƬa C1 =
�
Ek A
B xEl

�
i C2 =

�
xEk −A
0l×k El

�
,

onda je C1C2 =
�
xEk 0k×l
xB xEl −BA

�
i C2C1 =

�
xEk −AB 0k×l

B xEl

�
.

Kako je det(C1C2) = detC1 detC2 = det(C2C1), sledi (videti primer
23) (−1)lxk det(AB − xEk) = (−1)kxl det(BA − xEk), tj. (−1)lxkχAB(x) =
(−1)kxlχBA(x). Pore�eƬem koeficijenata uz xk+l−1 u dobijenoj jedna-
kosti polinoma, sledi TrAB = TrBA. Ako su A,B ∈Mn(C) i jedna od
matrica invertibilna (neka je to, recimo, A), vaжi BA = A−1(AB)A,
tj. BA ∼ AB, pa smo prethodni zakƩuqak mogli dobiti i na osnovu
ranijih rezultata, no vidimo da on vaжi i u priliqno opxtijem
sluqaju (qak AB i BA ne moraju biti istog tipa).

Primer 28. Iz diskusije sprovedene nakon primera 19 sledi da za
A,B ∈ Mn(C) vaжi det(AB) = det(BA) (oba izraza su jednaka detA ·
detB). U sluqaju da su A ∈ Mk,l(C), B ∈ Ml.k(C), gde su k, l ∈ N,
k > l, izrazi detA i detB nemaju smisla, ali su definisani det(AB)
i det(BA). Oqekivano, posledƬi izrazi ne moraju biti jednaki (vaжi
det(AB) = 0, poxto je AB ∈ Mk(C) i ρ(AB) 6 l < k, dok det(BA) ne
mora biti jednaka 0; recimo, ako su A i B matrice iz primera 7,
vaжi det(BA) = 2). Me�utim, rezultat dobijen u diskusiji koja je
prethodila primeru, tj. da vaжi (−1)lxkχAB(x) = (−1)kxlχBA(x), daje
odgovaraju�i rezultat i u ovom sluqaju (recimo, vidimo da AB i BA
imaju iste nenula sopstvene vrednosti). Zaista, koeficijent uz xk na
desnoj strani dobijene veze je det(BA), odakle se, izjednaqavaƬem sa
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odgovaraju�im koeficijentom sa leve strane jednaqine dobija

det(BA) =
X

16i1<...<il6k

det
�
A

(v)
i1
, . . . , A

(v)
il

�
· det

�
B

(k)
i1
, . . . , B

(k)
il

�
. (7.3)

U prethodnoj vezi se podrazumeva notacija korix�ena u teoremi 7.3.1,

tj. (B
(k)
i1
, . . . , B

(k)
il

) predstavƩa matricu iz Mk(C) sastavƩenu od kolona

i1, . . . , ik (u tom redosledu) matrice B, analogno, (A
(v)
i1
, . . . , A

(v)
il

) pre-
dstavƩa matricu iz Mk(C) sastavƩenu od vrsta i1, . . . , ik (u tom re-
dosledu) matrice A, a prethodna suma se moжe videti kao suma po
svim podkupovima od l elemenata skupa {1, . . . , k} (dakle, u Ƭoj uqe-
stvuje

�k
l

�
sabiraka). Recimo, u sluqaju l = 1, ako je A = (a1, . . . , ak)

T

i B = (b1, . . . , bk), dobijamo da je det(BA) = Tr(AB) =
kP
i=1

aibi, a ako

su A i B matrice iz primera 19, dobijena formula govori da je

det(BA) =
��� 2 1
−1 2

��� ·��� 2 1
1 0

���+��� 2 1
0 1

��� ·��� 2 −2
1 1

���+��� −1 2
0 1

��� ·��� 1 −2
0 1

��� =
5·(−1)+2·4+(−1)·1 = 2. Jednakost (7.3) se po literaturi obiqno naziva
Koxi–Bineova formula. Primetimo da razmatraƬe ovog primera
ima smisla i ako je k = l, a u tom sluqaju dobijena formula dovodi
do det(BA) = detA · detB, te se ta formula moжe shvatiti kao speci-
jalan sluqaj formule Koxi–Binea. △
Primer 29. Vaжi χαEn(x) = (α − x)n, za α ∈ C (pa je Tr(αEn) = αn).
Ako su A,B,C matrice iz primera 13, vaжi χA(x) = x2, χB(x) = (x −
2)(x−1), χC(x) = x2+1 (pa je TrA = 0, TrB = 3, TrC = 0). Primetimo da
A i 02×2 imaju iste karakteristiqne polinome, iako nisu sliqne. Ako
je D0 kanonska forma matrice D ∈ Mn(C), onda je TrD0 = ρ(D). Ako
je F ∈Mn(C) invertibilna (xto je ekvivalentno sa detF 6= 0), onda za
x 6= 0 vaжi χF−1(x) = det(F−1 − xEn) = detF−1 · (−x)n · det(F − 1

x · En) =
(−1)n

detF ·xnχF ( 1
x) (a kako je dobijeni izraz polinom (ako se qlanovi χF ( 1

x )
pomnoжe sa xn), nakon toga je dobijena veza taqna i za x = 0). Recimo,
vaжi χB−1(x) = 1

2 · x2( 1
x − 1)( 1

x − 2) = (x− 1
2 )(x − 1). △

Iz prethodnog sledi da za A ∈M2(C) vaжi χA(x) = x2 − TrA · x+ detA
(uporediti sa dobijenim za matricu D u primeru 15), dok za A ∈M3(C)
vaжi χA(x) = −x3 +TrA ·x2 +k2x+detA (naravno, i k2 se moжe iskazati
preko elemenata matrice, no to nam u ovom momentu nije od interesa).

Lema 7.3.1. Neka je n ∈ N i A ∈Mn(C). (a) Ako su λ1, . . . , λk, gde je k ∈
N, sopstvene vrednosti A, pri qemu je λi 6= λj za i 6= j, a u1, . . . , uk so-
pstveni vektori koji odgovaraju tim sopstvenim vrednostima, redom,
onda je sistem (ui)

k
i=1 linearno nezavisan.

(b) Matrica A je dijagonalizabilna ako i samo ako su sve nule µA
proste.

Dokaz. (a) Ako je k = 1, tvr�eƬe je trivijalno taqno. Ako je k > 2 i

tvr�eƬe taqno za k − 1, ukoliko je
kP
i=1

αiui = 0, za neke α1, . . . , αn ∈ C,
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onda je A(
kP
i=1

αiui) =
kP
i=1

αiAui =
kP
i=1

αiλiui = 0, pa je
k−1P
i=1

αi(λi − λk)ui = 0

(od druge veze je oduzeta prva, pomnoжena sa λk), a kako je tvr�eƬe
taqno za k − 1, sledi αi(λi − λk) = 0, za 1 6 i 6 k − 1. Me�utim, kako je
λi 6= λk, za 1 6 i 6 k − 1, posledƬe znaqi da je αi = 0, za 1 6 i 6 k − 1,
no onda je i αk = 0, te je tvr�eƬe dokazano indukcijom.
(b) Po komentarima datim nakon definicije 7.2.2, A je dijagonali-
zabilna ako i samo ako Cn ima bazu sastavƩenu od sopstvenih ve-
ktora A. Ako A ima sliqnu dijagonalnu, kako minimalni polinom
dijagonalne matrice ima proste nule i kako proizvoƩan polinom po-
nixtava matricu ako i samo ako ponixtava sve Ƭoj sliqne matrice,
sledi da i minimalni polinom A ima proste nule. Sa druge strane,

ako je µA(x) =
kQ
i=1

(x − λi) i χA(x) =
kQ
i=1

(x − λi)
βi i (pri qemu je λi 6=

λj za i 6= j), onda je Ker(A − λ1En) + . . . + Ker(A − λkEn) = Cn, a, na
osnovu dela (a), dobijena suma je i direktna (za svako 1 6 i 6 k,
prostoru Ker(A − λiEn) pripadaju sopstveni vektori koji odgovaraju
λi, a kako su sopstveni vektori koji odgovaraju razliqitim sopstvenim
vrednostima nezavisni, sledi Ker(A − λiEn)∩

P
j 6=i

Ker(A − λjEn) = ∅).

Sledi da je δ(A − λiEn) = βi, za 1 6 i 6 k, te se u Ker(A − λiEn) moжe
izabrati βi linearno nezavisnih vektora, a tako izabrani vektori (za
1 6 i 6 k) qine bazu Cn.

Iz prethodne leme sledi da ako A ∈Mn(C) ima n razliqitih sopstve-
nih vrednosti, onda je dijagonalizabilna (ako su u pitaƬu λ1, . . . , λn,

onda je µA(x) = (−1)nχA(x) =
nQ
i=1

(x − λi)). Prethodna razmatraƬa

pokazuju da prostor Ker(A − λEn), gde je A ∈ Mn(C) i λ sopstvena
vrednost A, ima posebnu vaжnost. U tom sluqaju je navedeno jezgro
(pravi) potprostor Cn, koji se naziva sopstveni potprostor koji
odgovara sopstvenoj vrednosti λ (naravno, Ker(A − λEn) ima smisla
za sve λ ∈ C, no ako nije u pitaƬu sopstvena vrednost, onda je
Ker(A− λEn) = {0}). Analogno, Im(A− λEn) je potprostor Cn (kao i u
sluqaju jezgra, smisleno ga je posmatrati ako je λ sopstvena vrednost
A, poxto je, ako to nije sluqaj, A−λEn nesingularno, pa je bijektivno,
tj. onda je navedena slika Cn). Jasno, za k ∈ N vaжi Ker(A − λEn)k ⊆
Ker(A − λEn)k+1 i Im(A − λEn)k ⊇ Im(A − λEn)k+1 (ukoliko je u ∈ Cn,
ako je (A− λEn)ku = 0, onda je (A− λEn)k+1u = (A− λEn)(A− λEn)ku =
(A − λEn)0 = 0, a ako je u = (A − λEn)k+1v za neko v ∈ Cn, onda je
u = (A− λEn)kv1, gde je v1 = (A− λEn)v), kao i da postoji l, tako da su
nizovi (potprostora) (Ker(A−λEn)k)k>1 i (Im(A−λEn)k)k>1 konstantni
poqev od qlana l (po prethodnom, (Ker(A−λEn)k)k>1 je neopadaju�i (u
smislu inkluzije) niz potprostora konaqno dimenzionalnog prostora
Cn, pa za neko k mora biti Ker(A − λEn)k = Ker(A − λEn)k+1; u tom
sluqaju, ako je u ∈ Ker(A−λEn)k+2, vaжi (A−λEn)u ∈ Ker(A−λEn)k+1, te
sledi (A−λEn)u ∈ Ker(A−λEn)k, odnosno u ∈ Ker(A−λEn)k+1; analogno
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se pokazuje odgovaraju�a veza za niz slika, poxto je Im(A − λEn)k+1

jednaka slici restrikcije A− λEn na prostor Im(A− λEn)k). Kako je
dim Cn = n, jasno je da je l 6 n (zapravo, jasno je da vaжi i vixe, za
uoqeno λ je l ne ve�e od vixesturkosti λ kao nule χA), a prethodna ra-
zmatraƬa dovode do zakƩuqka da je restrikcija A−λEn na Im(A−λEn)l

(gde je l gore opisan prirodan broj) injektivan operator, dok je re-
strikcija istog operatora na Ker(A − λEn)l primeƬena l puta nula
operator (tj. na ovom prostoru je (A− λEn)

l = 0).

Lema 7.3.2. Neka su B,C ∈ Mn(P), tako da je KerB ∩ KerC = {0} i
BC = CB. Onda je KerBC = KerB ⊕ KerC.

Dokaz. Vaжi KerC ⊆ KerBC i KerB ⊆ KerCB = KerBC. Stoga je zbir
prostora KerB i KerC sadrжan u KerBC (a, pod navedenim uslovima,
jasno je da je taj zbir i direktan), te jox treba pokazati da je on je-
dnak KerBC. Ako su B′ i C′ restrikcije B i C, redom, na KerBC (onda
je B′C′ = C′B′ = 0), na osnovu teoreme o rangu i defektu (teorema
7.1.3), vaжi dimKerBC = δ(B′) + ρ(B′) 6 δ(B′) + δ(C′) (jer je C′B′ = 0,
pa je ImB′ ⊆ KerC′), xto daje tvr�eƬe (poxto je presek jezgara B′ i
C′ trivijalan).
Ako je A ∈ L(U) i U1 potprostor U , onda se U1 naziva A invarijantan
ako je AU1 ⊆ U1. Primetimo da je A invarijantan potprostor U1 i
p(A) invarijantan, za proizvoƩan p ∈ C[x] (zaista, onda za k > 1 vaжi
AkU1 ⊆ Ak−1U1 ⊆ . . . ⊆ U1), kao i da su A invarijantni KerAj i ImAj ,
za svako j ∈ N (ako je u ∈ A(KerAj), vaжi u = Av, za neko v, tako da
je Ajv = 0, pa je Aju = Aj+1v = 0; ako je u ∈ A(ImAj), vaжi u = Av,
za neko v, tako da je v = Ajv1, za neko v1, pa je u = Aj(Av1)). Iz
prethodnog sledi i da su, za A ∈Mn(C), i, j ∈ N i λ1, λ2 ∈ C, (A−λ1En)

i

invarijantni prostori Ker(A− λ2)
j i Im(A− λ2)

j .
Primetimo da, ako je A ∈ L(U), U1, U2 potprostori V , koji su A inva-
rijantni i za koje je U = U1 ⊕U2, ukoliko su (ei)

k
i=1 i (fi)

l
i=1 baze U1 i

U2, redom, a (hi)
k+l
i=1 baza U , nastala ,,nadovezivaƬem” e i f (odnosno,

vaжi hi =
n

ei, za 1 6 i 6 k
fi−k, za k + 1 6 i 6 k + l

), onda (A)h,h ima blok matriqno

predstavƩaƬe
�

(A1)e,e 0k×l
0l×k (A2)f,f

�
, gde su A1 i A2 restrikcije A na U1

i U2, redom (zaista, ako je u ∈ U , postoje jedinstveni u1 ∈ U1 i u2 ∈ U2,
tako da je u = u1 +u2, a onda je Au = Au1 +Au2, pri qemu je Au1 ∈ U1 i
Au2 ∈ U2 (xto govori da se u ,,doƬem levom” i ,,gorƬem desnom �oxku”
Ah,h nalaze nula matrice)).

Teorema 7.3.4. (a) Matrica A ∈ M2(C) je sliqna ili dijagonalnoj

matrici ili matrici
�
α 1
0 α

�
, za neko α ∈ C.

(b) Matrica A ∈ M3(C) je sliqna ili dijagonalnoj matrici ili ma-

trici

 
α 0 0
0 β 1
0 0 β

!
, za neke α, β ∈ C, ili matrici

 
α 1 0
0 α 1
0 0 α

!
, za
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neko α ∈ C.

Dokaz. (a) Ako je χA(x) = (x − α)(x − β), gde je α 6= β, na osnovu dela
(b) leme 7.3.1 (i komenatara nakon Ƭe), A ima sliqnu dijagonalnu
(pri qemu se na dijagonali nalaze, u nekom redosledu, α i β). Ako je
χA(x) = (x − α)2, za neko α ∈ C, ukoliko je µA = x − α, po istoj lemi
A ima sliqnu dijagonalnu (zapravo, onda je A = αE2). Inaqe, vaжi
µA = (x − α)2, tj. Ker(A− αE2)

2 = C2, dok je Ker(A − αE2) 6= C2. Sledi
da postoji u2 ∈ Ker(A−αE2)

2 \Ker(A−αE2), pa ako je u1 = (A−αE2)u2,
onda je u1 6= 0 i (A − αE2)u1 = (A − αE2)

2u2 = 0, tj. vaжi Au1 = αu1

i Au2 = αu2 + u1. Stoga, je matrica operatora A u bazi koju qine
vektori u1, u2 (tim redom) upravo navedena u tekstu tvr�eƬa.
(b) Ako je µA(x) = (x−α)(x−β)(x−γ), gde su α, β, γ me�usobno razliqiti
na osnovu dela (b) leme 7.3.1 (i komenatara nakon Ƭe), A ima sliqnu
dijagonalnu (pri qemu se na dijagonali nalaze, u nekom redosledu, α, β
i γ; kao i u delu (a), redosled je odre�en poretkom odgovaraju�ih
sopstvenih vektora). Ako je χA(x) = (x − α)(x − β)2, gde je α 6= β,
ukoliko je µA = (x− α)(x− β), po istoj lemi je A sliqna dijagonalnoj
matrici, kojoj je jedan element glavne dijagonale α, a dva β, dok u
sluqaju µA(x) = χA(x), na osnovu leme 7.3.2 (za B = Ker(A − αE3) i
C = Ker(A− βE3)

2) i komentara nakon Ƭe, restrikcija A na B (koji je
dimenzije 1) je predstavƩena matricom qiji je minimalni polinom x−
α, a restrikcija A na C (koji je dimenzije 2) je predstavƩena matricom
qiji je minimalni polinom (x−β)2, te, na osnovu dela (a), sledi da je u
ovom sluqaju A sliqna matrici koja ima blok matriqno predstavƩaƬe

oblika diag(A1, A2), gde je A1 = (α), a A2 =
�
β 1
0 β

�
. Konaqno, ako je

χA = (x − α)3, postoje 3 mogu�nosti. Ako je µA(x) = x − α, na osnovu
leme 7.3.1, A ima sliqnu dijagonalnu (zapravo, onda je A = αE3). Ako
je µA(x) = (x− α)2, postoji u3 ∈ Ker(A− αE2)

2 \ Ker(A− αE2), pa ako je
u2 = (A−αE2)u3, a u1 ∈ Ker(A−αE2) proizvoƩan nezavisan sa u2 (takav
postoji, poxto je u ovom sluqaju dimKer(A − αE2) = 2), onda vaжi
Au1 = αu1, u2 6= 0 i (A− αE2)u2 = (A− αE2)

2u3 = 0, odnosno Au2 = αu2,
kao i Au3 = αu3 + u2. Stoga, je matrica operatora A u bazi koju qi-
ne vektori u1, u2, u3 (tim redom) sliqna prvoj navedenoj matrici iz
formulacije teoreme, u sluqaju α = β. Ako je µA(x) = (x−α)3, onda je
Ker(A−αE2)

3\Ker(A−αE2)
2 6= 0, te izborom u3 koji pripada tom skupu,

ako je u2 = (A−αE3)u3 i u1 = (A−αE3)u2, sledi da je u1 6= 0, u2 6= 0, kao i
(A−αE3)u1 = (A−αE3)

3u3 = 0, odnosno Au1 = αu1, pa je Au2 = αu2+u1 i
Au3 = αu3 +u2. Sledi da je predstavƩaƬe A u bazi koju qine u1, u2, u3,
tim redom, druga navedena matrica iz teksta dela (b) teoreme.

Primer 30. Ako je M =
�

3 1
−2 0

�
, vaжi χM (x) = µM (x) = (x−1)(x−2),

pa je M ∼ B, gde je B matrica iz primera 13. Pritom je M = P−1BP ,
gde je P matrica qija je prva kolona sopstveni vektor koji odgovara
sopstvenoj vrednosti 1 (recimo (1,−2)T ), a druga sopstveni vektor
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koji odgovara sopstvenoj vrednosti 2 (recimo (1,−1)T ), a ukoliko bi
se obrnuo redosled kolona (tj. ako je Q matrica qija je prva kolona
(1,−1)T , a druga (1,−2)T ), onda je Q−1MQ druga dijagonalna matrica

iz tog primera, koja je sliqna matrici B. Ako je N =
�

1 −1
1 −1

�
, onda

je χN(x) = µN (x) = x2, pa je N sliqna matrici A iz primera 13. Vaжi
KerN2 = C2 i KerN = {λ(1, 1)T |λ ∈ C}, pa, po prethodnim zakƩuqcima,
izborom proizvoƩnog u2 ∈ KerN2 \KerN (neka je, recimo, u2 = (1, 0)T ),
a u1 = Nu2 = (1, 1)T , dolazimo do zakƩuqka da je A = R−1NR, gde je R
matrica qija je prva kolona u1, a druga u2. △

Primer 31. Neka je A =

 
4 −2 6

−2 5 1
−1 1 3

!
i B =

 
5 1 −2
9 13 −18
5 5 −6

!
. Onda

je χA(x) = χB(x) = −(x− 4)3, dok je µA(x) = (x − 4)3, a µB(x) = (x − 4)2.
Po rezultatima prethodne teoreme, vaжi A ∼ JA i B ∼ JB, gde je

JA =

 
4 1 0
0 4 1
0 0 4

!
i JB =

 
4 0 0
0 4 1
0 0 4

!
. Pritom vaжi Ker(A − 4E3) =

{λ(2, 3, 1)T |λ ∈ C} i Ker(A − 4E3)
2 = {(x, y, z)T | − x + 2y − 4z = 0},

pa izborom u3 ∈ Ker(A − 4E3)
3 \ Ker(A − 4E3)

2 (neka je, recimo, u3 =
(1, 1, 0)T ), a u2 = (A−4E3)u3 = (−2,−1, 0) i u1 = (A−4E3)u2 = (2, 3, 1)T , na
osnovu diskusije sprovedene u prethodnoj teoremi, ako je P matrica
qije su kolone u1, u2, u3, tim redom, onda je JA = P−1AP . Sliqno, kako
je Ker(B− 4E3) = {(x, y, z)T |x+ y− 2z = 0} i Ker(B− 4E3)

2 = C2, uzevxi
u3 ∈ Ker(B− 4E3)

2 \Ker(B− 4E3) (neka je, recimo, u3 = (1, 0, 0)T ), ako je
u2 = (B−4E3)u3 = (1, 9, 5)T , a u1 proizvoƩan vektor iz Ker(B−4E3) koji
je nezavisan sa u2 (neka je, recimo, u1 = (1, 1, 1)T ), onda je JB = Q−1BQ,
gde je Q matrica qije su kolone u1, u2, u3, tim redom. △
U prethodnoj teoremi je, za A ∈M2(C) i A ∈M3(C), odre�en ,,lep pre-
dstavnik” klase ekvivalencije relacije sliqnosti. I za A ∈ Mn(C),
gde je n > 4, se moжe pokazati sliqan rezultat, odnosno, svaka kvadra-
tna matrica je sliqna matrici koja ima blok matriqno predstavƩaƬe
oblika diag(A1, . . . , Ar), gde, za svako 1 6 i 6 r, je ili Ai = (λ), pri
qemu je λ sopstvena vrednost A, ili, u sluqaju da je Ai ∈Ms(C), s > 2,
se na dijagonali Ai nalazi λ, koje je sopstvena vrednost A, na mestima
(i, i + 1), za 1 6 i 6 s − 1, su elementi jednaki 1, a na ostalim mesti-
ma se nalaze 0. PosledƬe opisana matrica se naziva Жordanov blok
dimenzije s koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ, u oznaci J(λ, s) (ma-
trica navedena u formulaciji dela (a) prethodne teoreme je, po ovim
oznakama, J(α, 2), a druga matrica navedena u formulaciji dela (b) te
teoreme je J(α, 3); pritom, smatramo da je J(λ, 1) = (λ)), dok se matrica
oblika diag(A1, . . . , Ar), gde su Ai Жordanovi blokovi, za 1 6 i 6 r,
koja je sliqna matrici A se naziva Жordanova forma te matrice.

Uz prethodno, ako je χA(x) = (−1)n
kQ
i=1

(x − λi)
βi i µA(x) =

kQ
i=1

(x − λi)
αi ,
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gde je λi 6= λj za i 6= j, se u Жordanovoj formi matrice A element λi, za
1 6 i 6 k, javƩa na dijagonali taqno βi puta (odnosno, zbir dimenzija
Жordanovih blokova koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti λi je βi),
a najve�a dimenzija Жordanovog bloka koji odgovara toj sopstvenoj
vrednosti je αi. Dokaz navedenog tvr�eƬa izlazi izvan okvira ovog
teksta (no, kƩuqni koraci dokaza su prikazani u prethodnom delu).
Po prikazanom u prethodnom delu, vidimo da, za A ∈ M2(C) i A ∈
M3(C), na osnovu minimalnog i karakteristiqnog polinoma moжemo
odrediti Жordanovu formu te matrice (to je tvr�eƬe prethodne
teoreme), kao i u sluqaju da su nule minimalnog polinoma proste
(to je tvr�eƬe dela (b) leme 7.3.1). Me�utim, posledƬe nije do-
voƩno u sluqaju n > 4. Recimo, ako je A ∈ M4(C), χA(x) = (x − λ)4

i µA(x) = (x − λ)2, za neko λ ∈ C, Жordanova forma A moжe
biti i diag(J(λ, 1), J(λ, 1), J(λ, 2)) i diag(J(λ, 2), J(λ, 2)), te je (oqeki-
vano) u sluqaju n > 4 odre�ivaƬe Жordanove forme tehniqki za-
htevnije (vidimo da je onda potrebno preciznije ispitivaƬe prosto-
ra Ker(A − λi)

j, gde je λi sopstvena vrednost matrice A, a j ∈ N,
odnosno, xto je ekvivalentno, definisaƬe niza tzv. invarijantnih
polinoma matrice). Jox jednom napomenimo da je Жordanova forma
u opxtem sluqaju nije jedinstvena, ve� je jednoznaqno odre�ena do
na permutaciju blokova, no posledƬe se kontrolixe utvr�ivaƬem re-
dosleda sopstvenih vektora u matrici prelaska. Po literaturi se
qesto vi�a (u zavisnosti od toga koje su daƩe potrebe rada sa ma-
tricom, nakon svo�eƬa na ovakvo predstavƩaƬe) i da se definixu
blokovi kojima su elementi 1 na mestima (i − 1, i) (tj. na ,,prvoj di-
jagonali ispod”, a ne ,,iznad” glavne), no to se jednostavno postiжe
drugim redosledom dobijenih sopstvenih vektora (recimo, ukoliko su
vektori u1, u2, u3 dobijeni u prethodnom primeru prilikom odre�i-
vaƬa JA, a R matrica qije su kolone u3, u2, u1, tim redosledom, onda
je R−1AR matrica koja na glavnoj dijagonali ima elemente jednake 4,
na mestima (2, 1) i (3, 2) elemente jednake 1, a na ostalim 0). Prime-
timo i da je matrica operatora prikazanog u uvodnom delu ove glave
(diferenciraƬe na prostoru polinoma stepena ne ve�eg od n ∈ N) u
bazi (1, t1 , . . . ,

tn

n! ), jednaka J(0, n+ 1) .

Kako se u R[x] proizvoƩan polinom ne moжe rastaviti na linearne
faktore, prirodno pitaƬe je koji se (i u kom obliku) od prethodno
dobijenih rezultata prenosi na sluqaj A ∈Mn(R).

Lema 7.3.3. Ako je n ∈ N i A,B ∈ Mn(C), tako da je A ∼ B. Ako su
A,B ∈Mn(R), onda su A i B sliqne i u Mn(R).

Dokaz. Po uslovima, postoji P ∈Mn(C), tako da je B = P−1AP . Ako je
P = Q+iR, za Q,R ∈Mn(R) (uoqeno predstavƩaƬe je jedinstveno), onda
je PB = AP , tj. QB + iRB = AQ + iAR, odakle je (poxto A i B imaju
realne elemente) QB = AQ i RB = AR, pa je (Q+ zR)B = A(Q+ zR), za
svako z ∈ C. DovoƩno je pokazati da postoji z ∈ R, tako da je Q + zR
invertibilna. Ako je R = 0, to je ispuƬeno (onda je P = Q), a, inaqe,

357



Linearna algebra Matematika 1 & 2

Q + zR je singularna ako i samo ako je det(Q + zR) = 0. Me�utim,
ako je R 6= 0, det(Q + zR) je nekonstantan polinom (promenƩive z),
stepena ne ve�eg od n, te moжe imati najvixe n nula, odnosno, vaжi
det(Q + zR) 6= 0 za sve, sem konaqno mnogo z, pa postoji i z ∈ R, tako
da je Q+ zR ∈Mn(R) invertibilna.

Prethodni rezultat govori da, ako su sve sopstvene vrednosti matri-
ce A ∈Mn(R) realne, se prenose dobijeni rezultati (izme�u ostalih,
lema 7.3.1 i teorema 7.3.4), a pritom se i matrica prelaska moжe
izabrati tako da pripada Mn(R). Me�utim, ako neka sopstvenih vre-
dnosti pripada C \ R, tako nexto nije mogu�e (recimo, matrica C iz
primera 13 nema sliqnu dijagonalnu u M2(R)). Ukoliko je жeƩa da
se u svakoj klasi ekvivalencije relacije sliqnosti A ∈Mn(R) odredi
predstavnik iz Mn(R) (kao i da matrica prelaska bude realna), jasno
je da se ne moжemo zadrжati na Жordanovoj formi, ve� da se moraju
odrediti ,,drugi predstavnici”. Naravno, taj izbor nije jednoznaqan,
ovde �emo prikazati jednu od mogu�nosti u sluqaju n ∈ {2, 3}.

Lema 7.3.4. (a) Ako je A ∈ M2(R) i z = a + ib, gde je b 6= 0, sopstvena

vrednost A, onda je A ∼
�
a −b
b a

�
.

(b) Ako je A ∈ M3(R) i z = a + ib, gde je b 6= 0, sopstvena vrednost A,

onda je A ∼
 
a −b 0
b a 0
0 0 c

!
, za neko c ∈ R.

Dokaz. (a) Kako je χA ∈ R[x], sledi da su a + ib i a − ib sopstvene
vrednosti A, kao i da su proste, pa je (u M2(C)) matrica A sliqna
sa diag((a + ib), (a − ib)), koja je sliqna sa matricom koja je navedena
u formulaciji (zaista, imaju isti minimalni, kao i isti karakteri-
stiqni polinom), a poxto ta matrica pripada M2(R), rezultat sledi
na osnovu leme 7.3.3.
(b) Kako je χA ∈ R[x], sledi da χA ima proste nule a − ib, a + ib, kao
i jox jednu realnu nulu (neka je to c), pa je, na osnovu dela (b) leme
7.3.1, sliqna sa diag((a + ib), (a − ib), (c)). Po dobijenom u delu (a),
sledi da je sliqna (u M3(C)) i sa matricom navedenom u formulaciji,
te rezultat sledi na osnovu leme 7.3.3.

Primetimo da, ukoliko se a+ ib, gde je b 6= 0, zapixe u polarnom obli-
ku (videti primer 51 glave 4, kao i komentare nakon primera 46 iste
glave), tj. ako je a+ib = R(cosψ+i sinψ), onda je zapis matrice opisane

u delu (a) prethodne leme M(R,ψ) =
�
R cosψ −R sinψ
R sinψ R cosψ

�
, pa ako je

(x, y)T = (r cosϕ, r sinϕ)T (tj. ako i koordinate navedenog vektora za-
pixemo preko polarnih koordinata), vaжi M(R,ψ) · (r cosϕ, r sinϕ)T =
(Rr cos(ψ+ϕ), Rr sin(ψ+ϕ))T , te je jasno da je izbor bax matrice nave-
denog oblika da igra ulogu predstavnika klase ekvivalencije relacije
sliqnosti motivisano geometrijskim potrebama (te ne iznena�uje xto
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�e se ova matrica pojavƩivati prilikom ispitivaƬa geometrijskih
osobina prostora R2 i R3).
NerastavƩivi polinomi iz R[x] su ili linearni ili kvadratni, xto
je i razlog xto predstavnici opisanih klasa imaju blok matriqni
zapis u kom uqestvuju blokovi reda 1 i 2, a kako smo se u posle-
dƬem tvr�eƬu zadrжali na sluqaju M2(R) i M3(R), nije se pojavi-
la mogu�nost vixestruke komleksne nule. Po analogiji prikazanog
u vezi sa Жordanovim blokovima, prilikom ispitivaƬa Mn(R), za
n > 4, moжe se pokazati da svaki predstavnik klase odre�ene qlanom
(x2 − 2ax + a2 + b2)k (gde je k > 1 i b > 0) ima blok matriqni zapis

oblika

�
M E2 0 . . . 0 0
0 M E2 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...

Ǒ
, gde je M = M(a, b) ∈M2(R) ma-

trica navedena u delu (a) prethodne leme, tj. elementi matrice u pre-
thodnom zapisu su iz M2(R), na glavnoj dijagonali se nalaze M(a, b),
na ,,prvoj iznad glavne” E2, a na ostalim mestima 02×2 (pritom je
posledƬa matrica reda 2s, gde je s 6 k; ako je s = 2, onda je jednaka
M(a, b)). PosledƬe je navedeno je zarad potpunosti informacija, a
dokaz izostavƩamo, poxto izlazi izvan okvira ovog teksta.

7.4. Metode rexavaƬa sistema linearnih
jednaqina

Jednaqina oblika a1x1 + . . .+ anxn = b, gde su ai, b ∈ P, za 1 6 i 6 n, se
naziva linearna jednaqina u poƩu P, pri qemu se ai nazivaju koefi-
cijenti, b slobodni qlan (te jednaqine), a xi, za 1 6 i 6 n, nepoznate.
Analogno, konaqan skup linearnih jednaqina ai,1x1 + . . . + ai,nxn = bi,
za 1 6 i 6 m, gde su ai,j ∈ P, za sve 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, a bi ∈ P, za sve
1 6 i 6 m, se naziva sistem linearnih jednaqina sa nepoznatim xi, za
1 6 i 6 n (linearna jednaqina je, po prethodnom, sistem koji se sastoji
od jedne jednaqine). Jasno, sistem se moжe videti u obliku Ax = b,
gde je A = (ai,j)16i6n,16j6m ∈ Mm,n(P) i b = (b1, . . . , bm)T ∈ Mm,1(P),
a x = (x1, . . . , xn)T ∈ Mn,1(P) kolona nepoznatih (govori�emo da je u
pitaƬu sistem sa n nepoznatih; pritom se A naziva matrica siste-
ma, a b slobodna kolona). Zbog kompaktnosti posledƬeg zapisa, ko-
risti�e se kad god ne moжe do�i do zabune, a on sugerixe i da je
rexavaƬe sistema linearnih jednaqina blisko povezano sa prouqa-
vaƬem linearnih preslikavaƬa koje je sprovedeno u prethodnom delu
ove gleve. Partikularno rexeƬe sistema Ax = b, gde je A ∈Mm,n(P),
b ∈Mm,1(P), je proizvoƩan x ∈Mn,1(P) koji zadovoƩava navedenu jedna-
qinu, a skup svih rexeƬa se naziva opxte rexeƬe tog sistema. Si-
stemi se nazivaju ekvivalentni ako imaju isto opxte rexeƬe. Ako je
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b = 0 ∈Mm,1(P) (tj. nula kolona u uoqenom prostoru), sistem se naziva
homogen, a, inaqe, �emo re�i da je nehomogen. Ukoliko sistem ima
makar jedno rexeƬe, govori se da je saglasan (tj. ako nema rexeƬa,
da je nesaglasan), a ako ima jedinstveno rexeƬe, da je odre�en (tj.
ako ima vixe rexeƬa, da je neodre�en).
Jasno je da homogen sistem Ax = 0, gde je A ∈ Mm,n(P) uvek ima re-
xeƬa (recimo, rexeƬe je x = 0), kao i da je opxte rexeƬe vektorski
potprostor U prostora Pn (zaista, ako su x1, x2 partikularna rexeƬa,
a α, β ∈ P, onda je A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 = 0). Sliqno, ako je x(p)

partikularno rexeƬe nehomogenog sistema Ax = b 6= 0, za proizvoƩno
rexeƬe x tog sistema vaжi A(x− x(p)) = Ax−Ax(p) = b− b = 0, odnosno
x − x(p) je rexeƬe homogenog sistema Ax = 0, te je, po prethodnom,
{x− x(p) |Ax = b} vektorski prostor, tj. onda je opxte rexeƬe oblika
x(p) + U = {x(p) + x |x ∈ U}, gde je U vektorski potprostor prostora
Pn, a ovakav prostor se naziva afini prostor (iz posledƬeg vidimo
da se odre�ivaƬem jednog partikularnog rexeƬa, ako takvo postoji,
rexavaƬe nehomogenog svodi na rexavaƬe homogenog sistema). U oba
sluqaja je rexeƬe jedinstveno ako i samo ako je U trivijalan.
U ciƩu povezivaƬa rexavaƬa sistema linearnih jednaqina sa pre-
thodnim razmatraƬima pri radu sa matricama, pridruжimo sistemu
Ax = b, gde je A ∈Mm,n(P), b ∈Mm,1(P), matricu qiji je blok matriqni
zapis (Ab), tj. matricu iz Mm,n+1(P), koja nastaje ,,dodavaƬem” kolone
b na matricu A, koja se obiqno naziva proxirena matrica uoqenog
sistema (qesto se, da bi se naznaqilo da je ura�ena prethodna opera-
cija, ova matrica zapisuje i u obliku (A | b)). Jasno je da se svakom
sistemu linearnih jednaqina jednoznaqno pridruжije proxirena ma-
trica sistema, kao i da, ukoliko je poznato sa kojim se napozna-
tim radi, se iz te matrice jednoznaqno moжe rekonstruisati sistem.
Primetimo da elementarnim transformacijama vrsta, sprovedenim na
uoqenoj matrici, dobija matrica sistema koji je ekvivalentan po-
laznom. Zaista, dovoƩno je proveriti to za osnovne elementarne
transformacije. Ako je sprovedena transformacija (1) (mnoжeƬe j-
te vrste sa α 6= 0), ostale jednaqine sistema se ne meƬaju, a j-ta
postaje αaj,1x1 + . . . + αaj,nxn = αbj, a kako je α 6= 0 i P poƩe, ona je
ekvivalentna sa aj,1x1 + . . .+ aj,nxn = bj. Ako je sprovedena operacija
(2) (dodaveƬe j-te vrste na k-tu, za j 6= k), k-ta jednaqina postaje
(ak,1 + aj,1)x1 + . . . + (ak,n + aj,n)xn = bj + bk, dok su ostale nepromeƬe-
ne, te se oduzimaƬem j-te jednaqine od navedene (xto ne meƬa opxte
rexeƬe sistema), ona transformixe u ak,1x1 + . . . + ak,nxk = bk. Ako
je primeƬena operacija (3) (zamena dve vrste), skup jednaqina ostaje
nepromeƬen (samo je zameƬen Ƭihov redosled), te se, trivijalno, ne
meƬa opxte rexeƬe. Dakle, vrxeƬem elementarnih transformacija
na vrstama proxirene matrice sistema, dobija se matirca kojoj odgo-
vara ekvivalentan sistem, te, na osnovu diskusije sprovedene nakon
definicije 7.2.4, za svaki sistem postoji Ƭemu ekvivalentan, koji je
u stepenastoj formi (onda se i za taj sistem kaжe da je u stepenastoj
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formi). Za sistem koji je u stepenastoj formi, promenƩive koje su uz
nose�e elemente nazivamo vode�e promenƩive, a preostale nazivamo
slobodne promenƩive.

Teorema 7.4.1 (Kroneker–Kapeli). Sistem Ax = b, gde je A ∈
Mm,n(P), b ∈ Mm,1(P), je saglasan ako i samo ako je ρ(A) = ρ((A | b))
(tj. ako je rang matrice sistema jednak rangu proxirene matrice tog
sistema).

Dokaz. Jasno je da je rang proxirene matrice ili jednak ili je za
jedan ve�i od ranga matrice sistema (proxirena matrica sistema
ima jednu kolonu vixe). Pritom je za jedan ve�i ako i samo ako jedan
od nosaqa pripada slobodnoj koloni, a, u tom sluqaju, ako taj nosaq
pripada j-toj vrsti, odgovaraju�a jednaqina je oblika 0x1 + . . .+0xn =
bj 6= 0, pa sistem nema rexeƬa. Sa druge strane, ako su navedeni
rangovi jednaki, dodeƩivaƬem slobodnim promenƩivim proizvoƩne
vrednosti, jednoznaqno su odre�ene vrednosti vode�ih promenƩivih.
Zaista, posledƬa jednaqina sistema u stepenastoj formi ima jednu
vode�u promenƩivu, tj. oblika je (ako je u pitaƬu j-ta jednaqina i
vode�a promenƩiva xk, gde je k > j) aj,kxk + . . . + aj,nxn = bn, te se
iz te jednaqine (preko slobodnih promenƩivih i koeficijenata si-
stema u stepenastoj formi) jednoznaqno odre�uje xk, a nakon toga, po-
navƩaƬem postupka (tj. induktivno), dolazimo do vrednosti ostalih
vode�ih promenƩivih.

Pomenimo da se prethodno tvr�eƬe po literaturi pojavƩuje pod ra-
zliqitim imenima (po engleskoj literaturi se obiqno naziva teo-
rema Ruxe–Kapelija, a po drugim govornim podruqjima se vezuje i
za imena Frobenijusa, Fontena,. . . ). Postupak svo�eƬa sistema na
stepenastu formu se naziva Gausov metod (a transformacije koje
odgovaraju transformacijama vrsta proxirene matrice se nazivaju
Gausove transformacije). Iz prethodnog dokaza moжemo zakƩuqiti
i vixe, ako je u pitaƬu homogen sistem sa n promenƩivih, onda je
ρ(A) = ρ((A | b)), a prostor rexeƬa je vektorski potprostor prostora
Pn dimenzije n−ρ(A) (a po teoremi o rangu i defektu (teorema 7.1.3),
ta dimenzija je δ(A)), a ako je u pitaƬu nehomogen sistem za koji je
ρ(A) = ρ((A | b)), onda je prostor rexeƬa afini potprostor prostora Pn

dimenzije n− ρ(A) = δ(A) (u oba sluqaja rexeƬe je jedinstveno ako je
ρ(A) = n, tj. δ(A) = 0). U nastavku �emo, prilikom ovakvih situacija,
govoriti da je prostor rexeƬa dimenzije δ(A), bez naglaxavaƬa da
li je u pitaƬu vektorski ili afini, ako je iz konteksta jasno o kom
sluqaju se radi. Vidimo i da, ako je P beskonaqno poƩe, sluqaj vixe
rexeƬa zapravo govori da onda ima beskonaqno rexeƬa (tako da se,
po literaturama u kojima se se radi samo sa beskonaqnim poƩima, u
tom sluqaju qesto govori da je broj rexeƬa beskonaqan (specijalno,
to se dexava ako se radi sa sistemima u R ili C)). Qesto se, ako
je to preglednije, promenƩive oznaqavaju razliqitim simbolima, tj.
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bez upotrebe indeksa, xto je naroqito zastupƩeno ako je n ,,malo” (po
xkolskoj literaturi se najqex�e vi�aju promenƩive x, y u sluqaju
sistema sa 2, a x, y, z u sluqaju sistema sa 3 nepoznate).

Naravno, prilikom svo�eƬa sistema na stepenastu formu (iz koje,
kako smo videli, se lako odre�uje rexeƬe), mogu se koristiti i ele-
mentarne transformacije kolona, no onda se mora pamtiti koje su
se transformacije kolona vrxile, poxto dolazi do promene uloge
promenƩivih. Na primer, ukoliko su polazne promenƩive (xi)

n
i=1, a

j-ta kolona doda na k-tu, za j 6= k, onda �e promenƩiva na k-tom
mestu biti xj + xk (dok �e ostale biti nepromeƬene), tj. nakon do-
bijaƬa rexeƬa se moraju polazne promenƩive dodatno izraziti preko
novodobijenih. Stoga se u praksi ili izbegava vrxeƬe operacija na
kolonama ili se vrxi samo operacija zamene kolona (poxto se na taj
naqin u dobijenoj stepenastoj formi obezbe�uje da nose�i elementi
pripadaju glavnoj dijagonali proxirene matrice sistema, a odre-
�ivaƬe polaznih promenƩivih preko novodobijenih je pravolinijsko
(novodobijene qine permutaciju polaznih)).

RexavaƬe sistema je prisutno od samog poqetka ove glave (prilikom
ispitivaƬa linearne zavisnosti vektora, odre�ivaƬa slike ili je-
zgra linearnog preslikavaƬa, ranga matrice,. . . ). Recimo, u primeru
2, odre�ivaƬe U ∩ (V +W ) se svodi na rexavaƬe sistema x = a, y = a,
z = 0, z = a+b, za neke a, b ∈ R, odgovaraju�a stepenasta forma je x = a,
y = a, z = 0, 0 = a + b, te ima rexeƬa ako i samo ako je a + b = 0, a u
tom sluqaju je rexeƬe (x, y, z) = (a, a, 0), za a ∈ R. Sliqno, u primeru
3, prikazivaƬe (a, b, c)T ∈ R3 u obliku u1 +u2, gde je u1 = (x, y, 0)T ∈ U1,
u2 = (t, 0, z)T ∈ U2, se svodi na rexavaƬe sistema x + t = a, y = b,
z = c, koji se, zamenom prve i tre�e jednaqine, svodi na stepenastu
formu, te su vode�e promenƩive z, y, x, a slobodna t, odakle sledi
da je rexeƬe sistema (afini ili vektorski, u zavisnosti od a, b, c)
potprostor dimenzije 1, odnosno (x, y, z, t) ∈ {(a− α, b, c, α) |α ∈ R}.
Primer 32. Ako su ϕ, ψ ∈ [0, 2π), u R2 reximo sistem cosψ · x −
sinψ · y = cosϕ, sinψ · x + cosψ · y = sinϕ. Ako je ψ = π

2 , postaje
−y = cosϕ, x = sinϕ, te ima jedinstveno rexeƬe (x, y) = (sinϕ,− cosϕ).
Sliqno, ako je ψ = 3π

2 , dobija se jedinstveno rexeƬe (x, y) =
(− sinϕ, cosϕ). Inaqe je cosψ 6= 0, pa se transformacijama proxirene

matrice pridruжene sistemu dobija
�

cosψ − sinψ cosϕ
sinψ cosψ sinϕ

�
cosψ·V2−→�

cosψ − sinψ cosϕ
sinψ cosψ cos2 ψ sinϕ cosψ

�
V2−sinψ·V1−→

�
cosψ − sinψ cosϕ

0 1 sin(ϕ− ψ)

�
,

te je u ovom sluqaju rang i matrice sistema i proxirene matrice
jednak 2, a kako je matrica sistema iz M2(R), sledi da sistem ima
jedinstveno rexeƬe, koje lako dobijamo iz posledƬeg oblika. Naime,
vaжi y = sin(ϕ − ψ), dok je x = 1

cosψ · (sinψ sin(ϕ − ψ) + cosϕ) =
1

2 cosψ · (cos(ϕ− 2ψ)− cosϕ+ 2 cosϕ) = 1
2 cosψ · 2 cos(ϕ−ψ) cosψ = cos(ϕ−ψ),

te je rexeƬe (x, y) = (cos(ϕ−ψ), sin(ϕ−ψ)). Primetimo da se posledƬe
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dobijena formula uklapa i za dobijeno u sluqaju ϕ ∈ {π2 , 3π
2 }, kao i da

je matrica prethodnog sistema M(1, ψ), posmatrana nakon leme 7.3.4,
te se dobijeni rezultat ,,nadovezuje” na tamo dobijeni. △
Primer 33. U R3 reximo sisteme x + y + z = a, 2x + 4y + 7z = a − 1,
5x+9y+15z = a2, kao i bx+y+z = 1, x+ by+z = b, x+y+ bz = b2, gde su
a, b ∈ R. U sluqaju prvog sistema, Ƭegova matrica je A, posmatrana
u primeru 16, te ponovivxi iste operacije kao i u tom primeru (tj.
V2 − 2V1, V3 − 5V1, a nakon toga V3 − 2V2) na proxirenu matricu si-

stema

 1 1 1 a
2 4 7 a− 1
5 9 15 a2

!
, dobija se

 1 1 1 a
0 2 5 −a− 1
0 0 0 (a− 2)(a− 1)

!
, xto

je proxirena matrica ekvivalentnog sistema. Ako a 6∈ {1, 2}, onda
je (a − 2)(a − 1) 6= 0, pa rang proxirenog sistema ve�i od ranga ma-
trice sistema, te u ovom sluqaju nema rexeƬa, a ako je a ∈ {1, 2},
kako je δ(A) = 1, sledi da je rexeƬe prostor dimenzije 1. Pritom,
u sluqaju a = 1, rexeƬe je (x, y, z) = {(3t+4

2 , −5t−2
2 , t) | t ∈ R}, a u

sluqaju a = 2, rexeƬe je (x, y, z) = {(3t+7
2 , −5t−3

2 , t) | t ∈ R}. U sluqaju
drugog navedenog sistema, vrxe�i Gausove transformacije, dobijamo 
b 1 1 1
1 b 1 b
1 1 b b2

!
V1↔V3−→

 
1 1 b b2

1 b 1 b
b 1 1 1

! V2−V1,

V3−bV1−→
 

1 1 b b2

0 b− 1 1 − b b(1 − b)
0 1 − b 1 − b2 1 − b3

!
.

Ako je b = 1, dobijena matrica je u stepenastoj formi (svi ele-
menti druge i tre�e vrste su jednaki 0), pa su onda rangovi i ma-
trice sistema i proxirene matrice jednaki 1, tj. u ovom sluqaju si-
stem ima rexeƬa, u pitaƬu je prostor dimenzije 2, a opxte rexe-
Ƭe je {(1 − β − γ, β, γ) |β, γ ∈ R}. Ako je b 6= 1, vaжi b − 1 6= 0, pa
se, vrxeƬem operacija 1

b−1 · V2 i 1
1−b · V3, navedena matrica svodi na 1 1 b b2

0 1 −1 −b
0 1 b+ 1 b2 + b+ 1

!
V3−V2−→

 1 1 b b2

0 1 −1 −b
0 0 b+ 2 (b+ 1)2

!
, te sledi da

u sluqaju b = −2 nema rexeƬa (matrica sistema je ranga 2, a pro-
xirene 3), dok u preostalim sluqajevima (odnosno, ako je b 6∈ {−2, 1})
sistem ima jedinstveno rexeƬe (onda je rang obe pomenute matrice

jednak 3), a to rexeƬe je (x, y, z) =
�
− b+1
b+2 ,

1
b+2 ,

(b+1)2

b+2

�
. U prethodnom

je, u sluqaju drugog posmatranog sistema, sproveden algoritam svo-
�eƬa na stepenastu formu u obliku u kom je opisan u prethodnom delu
teksta. Do rezultata se moglo do�i i izmenama tog algoritma, koje
su u nekim situacijama maƬe raqunski zahtevne. Konkretno, ako se na
poqetku izvrxe operacije V1 + V2 i V1 + V3, dobija se da je prva vrsta
(b+2, b+2, b+2, b2+b+1), te opet dobijamo zakƩuqak da nema rexeƬa ako
je b = −2, a nakon toga, u sluqaju b 6= 2, primenom operacija V2− 1

b+2 ·V1

i V3 − 1
b+2 · V1 se, ako je b = 1 dobija sistem qije su druga i tre�a je-

dnaqina 0 = 0 (te opet dolazimo do gore navedenog zakƩuqka), a ako je
b 6∈ {−2, 1}, druga i tre�a jednaqina sadrжe jednu promenƩivu (qine
dijagonalan sistem), odakle dobijamo vrednosti y i z, a nakon toga i
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vrednost promenƩive x iz prve jednaqine. Qesto se u drugim sluqaje-
vima izmenama algoritma dolazi do raqunski maƬe zahtevnog rexeƬa
(uxteda u posledƬe opisanom postupku posebno dolazi do izraжaja
pri rexavaƬu sistema sa ve�im brojem jednaqina i nepoznatih, re-
cimo, kod analogije prethodnog sistema u Rn, sistema sastavƩenog od
n ∈ N jednaqina, qija je i-ta jednaqina

P
j 6=i

xj + bxj = bj−1, za 1 6 i 6 n,

gde je b ∈ R). △
Primer 34. U C2 reximo sistem λx + y = 1, −x + λy = λ, gde je
λ ∈ C. Transformacijama vrsta proxirene matrice sistema dobi-

jamo
�

λ 1 1
−1 λ λ

�
V1↔V2−→

� −1 λ λ
λ 1 1

�
V1+λV2−→

� −1 λ λ
0 1 + λ2 1 + λ2

�
,

pa je dobijena stepenasta forma. Ako λ 6∈ {−i, i}, rangovi i matrice i
proxirene matrice sistema su jednaki 2, pa je (x, y) = (0, 1) jedinstve-
no rexeƬe, a ako λ ∈ {−i, i}, oba navedena ranga su jednaki 1, te po-
stoji vixe rexeƬa, tj. prostor rexeƬa je dimenzije 1, a to rexeƬe je
(x, y) ∈ {(i(α−1), α) |α ∈ C} u sluqaju λ = i, a (x, y) ∈ {(i(1−α), α) |α ∈ C}
u sluqaju λ = −i. Primetimo da, ako se isti sistem rexava u R2, za
λ ∈ R, rexeƬe je jedinstveno za svaku vrednost parametra λ. △

Primer 35. Ako je a ∈ C i A =
�

1 a
0 1

�
, reximo jednaqinu AX = XA

u skupu matrica sa elementima iz C. Jasno, zbog definisanosti, mora

biti X ∈ M2(C), pa ako je X =
�
x y
z t

�
, iz navedene jednaqine (izje-

dnaqavaƬem komponenti matrica sa razliqitih strana jednaqine) se
dobija sistem linearnih jednaqina x + az = x, y + at = ax + y, z =
z, t = az + t, odnosno az = 0, a(x − t) = 0. Dakle, ako je a = 0, rexeƬe
je proizvoƩna X ∈ M2(C) (dakle, prostor dimenzije 4), a ako je a 6=
0, opxte rexeƬe je

n�
α β
0 α

� ���α, β ∈ C
o

(tj. prostor dimenzije 2).

Primetimo da smo u prethodnom odredili koje matrice komutiraju
sa Жordanovim blokom reda 2. △
Pri rexavaƬu sistema su od koristi i rezultati dobijeni prilikom
prouqavaƬa determinanti (naravno, oni se odnose na kvadratne si-
steme, tj. daju rezultate pri prouqavaƬu linearnih operatora).

Teorema 7.4.2 (Kramerovo pravilo). Neka je n ∈ N, A ∈ Mn(P), b ∈
Mn,1(P) i x = (x1, . . . , xn)T . Ako je ∆ = detA, a, za svako 1 6 i 6 n, ∆xi

determinanta matrice qije je i-ta kolona jednaka b, a, j-ta jednaka
j-toj koloni matrice A, za sve j 6= i, onda:
(a) vaжi ∆ 6= 0 ako i samo ako sistem Ax = b ima jedinstveno rexeƬe,

a u tom sluqaju je xi =
∆xi

∆ , za svako 1 6 i 6 n;
(b) ako je ∆ = 0 i ∆xi 6= 0 za neko 1 6 i 6 n, sistem Ax = b nema rexeƬa.

Dokaz. (a) Ako Ax = b ima jedinstveno rexeƬe, vaжi ρ(A) = ρ((A | b)) =
n, te je ∆ = detA 6= 0. Sa druge strane, ako je ∆ = detA 6= 0, sledi
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n = ρ(A) 6 ρ((A | b)) 6 n, poxto je (A | b) ∈ Mn,n+1(P), pa je rexeƬe si-
stema Ax = b jedinstveno. U tom sluqaju, ako je x ∈ Mn,1(P) rexeƬe
sistema, vaжi ∆ ·En ·x = adjA ·A ·x = adjA ·b, odnosno x = 1

∆ ·adjA ·b. Iz
dobijenog, izjednaqavaƬem elemenata matrica sa razliqitih strana

dobijene jednaqine, sledi xi = 1
∆ ·

nP
j=1

Aj,ibj, za 1 6 i 6 n (poxto je

adjA = (Aj,i)
n
i,j=1, gde je Ai,j odgovaraju�i kofaktor matrice A). Na

osnovu Laplasovog razvoja (deo (a) teoreme 7.3.2), posledƬa suma pre-
dstavƩa razvoj po i-toj koloni matrice opisane u formulaciji (,,za-

meƬena” i-ta kolona matrice A sa b), te je xi =
∆xi

∆ , za 1 6 i 6 n.

(b) Ako je ∆ = 0, a x zadovoƩava Ax = b, vaжi 0n×1 = adjA ·Ax = adj ·b,
pa je 0n×1 =

nP
j=1

Aj,ibj = (∆x1 , . . . ,∆xn)T , odnosno, mora biti ∆xi = 0, za

1 6 i 6 n.

Usled rezultata prethodne teoreme, vrednost ∆ se obiqno naziva de-
terminanta sistema. Ako se жeli naglasiti matrica sistema Ax = b
(xto je poжeƩno, recimo, ako se radi sa vixe sistema), onda �e se
∆ i ∆xi obeleжavati i sa ∆A i ∆A.xi (ili ∆A,i), redom. U pretho-
dnom rezultatu ostaje nerazjaxƬen sluqaj ∆ = ∆x1 = . . . = ∆xn = 0.
Onda je ρ(A) = r < n, te u sluqaju da je ρ((A | b)) = r + 1, nema rexeƬa
(tipiqan xkolsi primer je 0x = b 6= 0), a ako je ρ((A | b)) = r, ima vixe
rexeƬa (tipiqan xkolski primer je 0x = 0), a prostor rexeƬa je di-
menzije n− r (dakle, u ovoj situaciji se ne moжe desiti da sistem ima
jedinstveno rexeƬe).

Za sistem iz primera 32, vaжi ∆ =
��� cosψ − sinψ

sinψ cosψ

��� = 1 6= 0, tj.

rexeƬe je jedinstveno za svako ψ, a kako je ∆x =
��� cosϕ − sinψ

sinϕ cosψ

��� =

cos(ϕ− ψ) i ∆y =
��� cosψ cosϕ

sinψ sinϕ

��� = sin(ϕ− ψ), sledi (x, y) =
�

∆x

∆ ,
∆y

∆

�
=

(cos(ϕ − ψ), sin(ϕ − ψ)), tj. dobijen je rezultat iz tog primera i
pomo�u Kramerovih pravila. Za prvi sistem iz primera 33, vaжi

∆ =

����� 1 1 1
2 4 7
5 9 15

����� = 0, dok je ∆x =

����� a 1 1
a− 1 4 7
a2 9 15

����� = 3(a− 1)(a− 2), ∆y =����� 1 a 1
2 a− 1 7
5 a2 15

����� = −5(a−1)(a−2), ∆z =

����� 1 1 a
2 4 a− 1
5 9 a2

����� = 3(a−1)(a−2), te

iz Kramerovih pravila sledi da sistem nema rexeƬa ako a 6∈ {1, 2}, kao
i da za a ∈ {1, 2} rexeƬe nije jedinstveno, ali Ƭihovom upotrebom ne
dolazimo do odgovora da li sistem nema rexeƬa ili ima vixe rexeƬa.
Ipak, kod (kvadratnih) sistema u kojima su koeficijenti matrica
polinomi, a determinanta sistema nije identiqki jednaka 0, na osnovu
Kramerovih pravila se dobija odgovor za sve, sem konaqno mnogo vre-
dnosti (zaista, onda je ta determinanta nenula polinom), te ona imaju
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znaqajnu ulogu i pri rexavaƬu takvih sistema. U sluqaju drugog si-

stema iz primera 33, vaжi ∆ =

����� b 1 1
1 b 1
1 1 b

����� = b3 − 3b+ 2 = (b− 1)2(b+ 2),

∆x =

����� 1 1 1
b b 1
b2 1 b

����� = −(b − 1)2(b + 1), ∆y =

����� b 1 1
1 b 1
1 b2 b

����� = (b − 1)2,

∆z =

����� b 1 1
1 b b
1 1 b2

����� = (b−1)2(b+1)2, pa je za b 6∈ {−2, 1} jedinstveno rexe-

Ƭe (x, y, z) =
�−(b−1)2(b+1)

(b−1)2(b+2) , (b−1)2

(b−1)2(b+2) ,
(b−1)2(b+1)2

(b−1)2(b+2)

�
=
�
− b+1
b+2 ,

1
b+2 ,

(b+1)2

b+2

�
(naravno, dobijen je isti rezultat kao i u pomenutom primeru), za
b = −2 nema rexeƬa (onda je ∆ = 0, a ∆x 6= 0), dok na osnovu prethodnog
tvr�eƬa ne dobijamo potpun odgovor u sluqaju b = 1.
Primer 36. Neka je f : R → R, n ∈ N i x1, . . . , xn+1 ∈ R, tako da
je xi 6= xj za i 6= j. Odredimo sve polinome p stepena ne ve�eg od
n, za koje je p(xi) = f(xi), za 1 6 i 6 n + 1. Kako je deg p 6 n, vaжi
p(x) = anx

n + . . . + a0, za neke an, . . . , a0 ∈ R, pa se zamenom vredno-
sti x1, . . . , xn+1, dobija da je anx

n
i + . . . + a0 = f(xi), za 1 6 i 6 n + 1.

PosledƬe, zapravo, predstavƩa sistem linearnih jednaqina, pri qemu
su nepoznate a0, . . . , an (u pitaƬu je n + 1 jednaqina sa n + 1 nepo-
znatih), te se moжe zapisati u obliku V a = f , gde je matrica si-
stema V = (xj−1

i )16i,j6n+1 (pritom smatramo da je x0
i = 1 za svako

1 6 i 6 n + 1), a = (a0, . . . , an)
T kolona nepoznatih, a slobodna kolona

f = (f(x1), . . . , f(xn+1))
T . Primetimo da je V = An+1, za vrednosti

x1, . . . , xn+1, gde je An+1 matrica iz primera 24, te je, na osnovu rezu-
ltata dobijenih u tom primeru, detV =

Q
16j<i6n+1

(xi−xj) 6= 0, poxto je

xi 6= xj za i 6= j, te uoqeni sistem ima jedinstveno rexeƬe. Nije texko

proveriti da polinom p(x) =
n+1P
j=1

�
f(xj) ·

Q
i6=j

x−xi

xj−xi

�
zadovoƩava navedene

uslove, a, po prethodnom, to je jedinstven takav polinom i naziva
se Lagranжov interpolacioni polinom (funkcije f , koji odgovara
izboru taqaka x1, . . . , xn+1). Vidimo i razloge zbog kojih je, pri odre-
�ivaƬu polinoma stepena ne ve�eg od n, zahtevano n+1 uslova, poxto
uz maƬe uslova polinom ne mora biti jedinstven, a uz vixe ne mora
postojati (recimo, ako je p(x1) = f(x1) i p(x2) = f(x2), ako je deg p = 2,
pλ(x) = x−x2

x1−x2
· f(x1) + x−x1

x2−x1
· f(x2) + λ(x − x1)(x − x2) ispuƬava nave-

deni zahtev za svako λ ∈ R, a ako je deg p = 0, rexeƬe postoji ako i
samo ako je f(x1) = f(x2)). Dobijeni rezultat upotpuƬuje rezultate
dobijene u lemi 5.2.2 (pomenimo da je opxti zadatak interpolacije
u R ,,mexavina” ova dva rezultata, zahteva se konstrukcija polinoma
odgovaraju�eg stepena, qije su vrednosti, kao i vrednosti izabranih
(konaqno mnogo) izvoda, u odabranih konaqno mnogo taqaka jednake
odgovaraju�im vrednostima neke funkcije). △
Primer 37. Neka je k, l ∈ C, l 6= 0 i (an)n>0 definisan sa a0 = a, a1 = b

366



Matematika 1 & 2 Linearna algebra

i an+2 = kan+1 + lan (videti primer 11 glave 2, komentare nakon Ƭega,

kao i primer 25 ove glave). Ako je M =
�
k l
1 0

�
, a An =

� an+1

an

�
, za

n ∈ N0, onda je An+1 = MAn, za n ∈ N0, pa je An = MnA0, za n ∈ N0,
gde je A0 = (a1, a0)

T = (b, a)T , te se rexavaƬe navedene jednaqine (li-
nearne rekurentne sa konstantnim koeficijentima, reda 2), svodi na
odre�ivaƬe Mn. Vaжi χM (x) = x2 − kx − l. Ako je k2 + 4l 6= 0, on
ima dve razliqite nule p i q, tj. vaжi χM (x) = (x − p)(x − q) (onda
je k = p + q i l = −pq), te je M ∼ diag((p), (q)), odgovaraju�i sopstve-

ni vektori su (p, 1)T i (q, 1)T , pa je M =
�
p q
1 1

�
·
�
p 0
0 q

�
· 1
p−q ·�

1 −q
−1 p

�
. Sledi Mn =

�
p q
1 1

�
·
�
pn 0
0 qn

�
· 1
p−q ·

�
1 −q
−1 p

�
=

1
p−q ·

�
pn+1 − qn+1 pq(qn − pn)
pn − qn pq(qn−1 − pn−1)

�
, a kako je An = MnA0, izjednaqa-

vaƬem elemenata na na mestu (2, 1) matrica na stranama posledƬe veze,

sledi an = b · pn−qn

p−q + a · pq(q
n−1−pn−1)
p−q = qa−b

q−p · pn + pa−b
p−q · qn, za n ∈ N0

(xto je rezultat primera 11 glave 2). Ako je k2 + 4l = 0, onda χM (x)
ima dvostruku nulu, pa ako je u pitaƬu p, vaжi χM (x) = (x − p)2, a
kako M nije jednaka pE2, sledi da je µM (x) = χM (x), te je M ∼ J(p, 2),
k = 2p i l = −p2. Prostoru Ker(M − pE2)

2 \ Ker(M − pE2) pripada,
recimo, u2 = (p + 1, 1)T i vaжi u1 = (M − pE2)u2 = (p, 1)T . Sledi

M =
�
p p+ 1
1 1

�
·
�
p 1
0 p

�
·
� −1 p+ 1

1 −p
�
, pa je Mn =

�
p p+ 1
1 1

�
·�

pn npn−1

0 pn

�
·
� −1 p+ 1

1 −p
�

=
�

(n+ 1)pn −npn+1

npn−1 −(n− 1)pn

�
, a kako je

An = MnA0, izjednaqavaƬem elemenata na na mestu (2, 1) matrica na
stranama posledƬe veze, sledi an = bnpn−1−a(n−1)pn (xto je rezultat
dobijen u komentarima nakon primera 11 glave 2). △
U prethodnom primeru je prikazano kako se, tehnikom razvijenom u
ovoj glavi, moжe rexiti linearna rekurentna jednaqina reda 2, a
opisani postupak se, pravolinijski, prenosi i na sluqaj rexavaƬa

jednaqine an+k =
k−1P
i=0

cian+i, za n ∈ N0, gde je k > 2, a c0, . . . , ck−1 ∈ R,

c0 6= 0, tj. takve jednaqine reda k. PonavƩaƬem postupka, dolazi se
do potrebe izuqavaƬa matrice Mk, qija je prva vrsta (ck−1, . . . , c0),
elementi na mestima (i, i− 1), za 2 6 i 6 k − 1, jednaki 1 (odnosno, ele-
menti na ,,prvoj dijagonali ispod glavne”), dok su preostali jednaki
0 (matrica prouqavana u prethodnom primeru je, pri ovoj notaciji,
M2, dok je c1 = k, c0 = l). Ako je pk(x) = xk − ck−1x

k−1 − . . . − c0 poli-
nom koji se prirodno pridruжuje navedenoj rekurentnoj vezi, onda
je χMk

(x) = (−1)kpk(x) (zaista, po prethodnom primeru je to taqno u
sluqaju k = 2, a ako je k > 3 i tvr�eƬe taqno za k − 1, onda, na osno-
vu Laplasovog razvoja po posledƬoj koloni, sledi det(Mk − xEk) =
(−x)((−1)k−1(xk−1 − ck−2x

k−2 − . . . − c1)) + (−1)k−1c0 = (−1)kpk(x)), pa
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je jasno da postoji suptilna veza izma�u posmatranih objekata. Za-
pravo, po literaturi se qesto vi�a da se stepen kvadratne matrice (a
samim tim i vrednost polinoma te matrice) odre�uje tehnikom rexa-
vaƬa linearnih rekurentih jednaqina.
U prethodnom primeru je Mn odre�en uz pomo� rezultata dobijenih
pri ispitivaƬu klasa ekvivalencije sliqnosti matrica, no to se moжe
uraditi i na druge naqine. Recimo, kako su, u sluqaju p 6= q, (p, 1)T

i (q, 1)T sopstveni vektori koji odgovaraju p i q, redom, i kako je
(b, a)T = qa−b

q−p · (p, 1)T + pa−b
p−q · (q, 1)T , sledi Mn(b, a)T = qa−b

q−p ·Mn(p, 1)T +
pa−b
p−q ·Mn(q, 1)T = qa−b

q−p · pn(p, 1)T + pa−b
p−q · qn(q, 1)T , te opet, izjednaqava-

Ƭem qlanova na mestu (2, 1) matrica na stranama posledƬe jednakosti,
dobijamo rezultat.

7.5. Euklidski vektorski prostori

Do kraja ove glave �emo se posvetiti radu sa vektorskim prostorima
nad poƩem skalara R, poxto nam je jedan od ciƩeva u narednih neko-
liko glava definisaƬe i prouqavaƬe neprekidnosti, diferencijabi-
lnosti i integralnog raquna u Rn, a odgovaraju�im rezultatima pri
radu sa prostorima nad C �emo se vratiti kasnije. U ovom delu �emo
u realnom vektorskom prostoru uvesti i prouqiti dodatnu strukturu,
koja �e omogu�iti definisaƬe odgovaraju�ih geometrijskih objekata
u takvom prostoru (po iskustvu steqenom pri radu sa funkcijama jedne
realne promenƩive, jasno je da je жeƩa da dobijeni aparat, izme�u
ostalog, koristi pri odre�ivaƬu povrxine i zapremine, a kao osnova
�e posluжiti pojmovi duжine vektora i mere ugla izme�u vektora u
Rn, koji �e se poklapati sa do sada korix�enim u R2).

Definicija 7.5.1. Neka je V vektorski prostor nad poƩem skalara R.
PreslikavaƬe 〈·, ·〉 : V × V → R, tako da za sve α, β ∈ R i sve u, v, w ∈ V
vaжi:

(1) 〈αu + βv, w〉 = α〈u,w〉 + β〈v, w〉; (2) 〈u, v〉 = 〈v, u〉;

(3) 〈u, u〉 > 0, pri qemu se jednakost dostiжe ako i samo ako je u = 0,

se naziva (realni) skalarni proizvod (na V ), a ako je prostor V i
konaqne dimenzije, onda se V naziva Euklidski vektorski prostor.

Koristi�e se i naziv prostor sa skalarnim proizvodom, a ako je jasno
o kom poƩu skalara se radi, ne�emo ga posebno naglaxavati. Osobina
(1) se naziva linearnost, a iz Ƭe indukcijom sledi i da je 〈α1u1 + . . .+
αnun, v〉 = α1〈u1, v〉+. . .+αn〈un, v〉, za sve n ∈ N, u1, . . . , un, v ∈ V , kao i da
je 〈0, v〉 = 0, za svako v ∈ V (gde je 0 na levoj strani jednakosti iz V , a
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na desnoj iz R; zaista, vaжi 〈0, v〉 = 〈0+0, v〉 = 〈0, v〉+〈0, v〉, te je 〈0, v〉 =
0). Osobina (2) se naziva simetriqnost, te uz prethodne zakƩuqke,
sledi 〈u, α1v1+. . .+αnvn〉 = α1〈u, v1〉+. . .+αn〈u, vn〉 i 〈u, 0〉 = 0, za sve n ∈
N, u1, . . . , un, u, v ∈ V (te �emo, na daƩe, kod simetriqnih veza kod kojih
se jedna trivijalno dobija iz druge, naglaxavati samo jednu od Ƭih).
Osobina (3), iz razloga koje �emo prikazati u nastavku, se naziva

pozitivna definitnost. Izraz ‖u‖ =
È

〈u, u〉, za u ∈ V , se naziva norma

indukovana navedenim skalarnim proizvodom (iz razloga koji �e biti
prikazani u delu (v) naredne leme; za sad primetimo da je navedeni
izraz dobro definisan, poxto je potkorena veliqina nenegativna).

Definicija 7.5.2. Neka je V euklidski vektorski prostor. onda je
vektor u ∈ V ortogonalan (normalan) na v ∈ V , u oznaci u ⊥ v, ako i
samo ako vaжi 〈u, v〉 = 0, a ortogonalan (normalan) na S ⊆ V , u oznaci
u ⊥ S, ako i samo ako je u ⊥ v za sve v ∈ S. Skup vektora ortogonalnih
na sve vektore iz S nazivamo ,,S ortogonal”, u oznaci S⊥.

Napomenimo da se podrazumeva da je ∅⊥ = V . Neposredno iz defini-
cije sledi da je ortogonalnost u Euklidskim prostorima simetriqna,
tj. vaжi u ⊥ v ako i samo ako je v ⊥ u, pa se qesto govori i da su u i
v me�usobno (uzajamno) normalni, kao i da je {u}⊥ = {v | 〈v, u〉 = 0} ve-
ktorski potprostor prostora V (zaista, vaжi 0 ∈ {u}⊥, te je {u}⊥ 6= ∅,
a ako su v1, v2 ∈ {u}⊥ i α1, α2 ∈ R, onda je 〈α1v1 + α2v2, u〉 = α1〈v1, u〉 +
α2〈v2, u〉 = 0, tj. α1u1 + α2u2 ∈ {u}⊥), pa je i S⊥ = ∩

u∈S
{u}⊥ potprostor

V . Jasno, ako je S1 ⊆ S2, onda je S⊥
2 potprostor S⊥

1 . Primetimo da je
{u}⊥ = V , za neko u ∈ V , ako i samo ako je u = 0 (vaжi {0}⊥ = V , a
kako u 6∈ {u}⊥ za u 6= 0, u tom sluqaju ne moжe biti {u}⊥ = V ).

Lema 7.5.1. Neka je V Euklidski vektorski prostor. Onda za sve
u, v, u1, . . . .un ∈ V i α ∈ R vaжi:
(a) ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉 + ‖v‖2;
(b) |〈u, v〉| 6 ‖u‖ · ‖v‖, pri qemu se jednakost dostiжe ako i samo ako su
u i v linearno zavisni;
(v) ‖ · ‖ je norma na V ;
(g) ako je ui ⊥ uj za i 6= j, onda je ‖u1 + . . .+ un‖2 = ‖u1‖2 + . . .+ ‖un‖2.

Dokaz. (a) Za sve u, v ∈ V vaжi ‖u+ v‖2 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉 + 〈v, u〉+ 〈v, v〉 =
‖u‖2 + 2〈u, v〉 + ‖v‖2.
(b) Za sve u, v ∈ V i α ∈ R vaжi 0 6 ‖u+αv‖2 = ‖u‖2+2α〈u, v〉+α2‖v‖2, pa
ako je v = 0, nejednakost (zapravo i jednakost) je trivijalno ispuƬena

za svako u ∈ V , a ako je v 6= 0, zamenom α = − 〈u,v〉
‖v‖2 se dobija 0 6

‖u‖2 − 2|〈u,v〉|2
‖v‖2 + |〈u,v〉|2

‖v‖4 · ‖v‖2, odnosno |〈u,v〉|2
‖v‖2 6 ‖u‖2, odakle direktno

sledi ostatak tvr�eƬa (u+αv = 0 daje da su u i v linearno zavisni).
(v) Vaжi ‖αu‖2 = 〈αu, αu〉 = α2〈u, u〉 = |α|2 · ‖u‖2, za proizvoƩno α ∈ R
i u ∈ V . Tako�e je ‖u‖ = 0 ako i samo ako je 〈u, u〉 = 0, xto je taqno
ako i samo ako je u = 0. Za u, v ∈ V , na osnovu delova (a) i (b), vaжi
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‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉 + ‖v‖2 6 ‖u‖2 + 2|〈u, v〉| + ‖v‖2 6 ‖u‖2 + 2 · ‖u‖ ·
‖v‖ + ‖v‖2 = (‖u‖ + ‖v‖)2, pa je ‖u+ v‖ 6 ‖u‖ + ‖v‖.
(g) Ako je u1 ⊥ u2, na osnovu dela (a) je ‖u1 + u2‖ = ‖u1‖2 + 2〈u1, u2〉 +
‖u2‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2‖2. Ako je n > 3 i u1 ⊥ ui, za 2 6 i 6 n, sledi
u1 ⊥ u2 + . . . + un, pa je ‖u1 + u2 + . . . + un‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2 + . . . + un‖2

(primeƬeno je dokazano za n = 2 na vektore u1 i u2 + . . . + un), te
tvr�eƬe ovog dela sledi na osnovu indukcije.

Deo (b) prethodne leme se naziva i nejednakost Koxi–Xvarc–BuƬa-
kovskog (za vektore u Euklidskom vektorskom prostoru; videti i deo
(v) leme 2.3.2, kao i primer 8 glave 2). Primetimo da 〈x, y〉 = xT y =
x1y1 + . . . + xnyn, gde su x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn i y = (y1, . . . , yn)
T ∈ Rn,

a n ∈ N, definixe skalarni proizvod na Rn, koji se naziva kanonski
(standardni) skalarni proizvod u Rn, a pokazana nejednakost u ovom
sluqaju je ekvivalentna sa (x1y1+. . .+xnyn)

2 6 (x2
1+. . .+x2

n)(y
2
1+. . .+y2

n).
Kako je ve� pomenuto, pokazano u delu (v) pravda naziv (i oznaku) ‖ · ‖
(zaista je u pitaƬu norma). Po prethodnom dokazu, ako se u (v) dosti-
жe jednakost, onda je |〈u, v〉| = ‖u‖ · ‖v‖ (xto, po (b), znaqi da su u i v
linearno zavisni) i 〈u, v〉 = |〈u, v〉|, odnosno, jednakost se dostiжe ili
u sluqaju da je neki od u, v nula vektor ili ako je u = αv, za neko α > 0
(slobodnije reqeno, ako su u pitaƬu ,,istosmerni” vektori). Deo (g)
se (iz jasnih razloga) qesto naziva i Pitagorina teorema. Ako je u
nenula vektor, onda je u

‖u‖ , na osnovu prethodnih rezultata, jediniqni

vektor (tj. vektor qija je norma 1) kolinearan sa u (posledƬe se qesto
naziva i normiraƬe vektora u; zapravo, po iskustvu steqenom pri radu
u R2, prirodno ‖u‖ nazivamo duжina (intezitet) vektora u). Na osnovu

dela (b) je −1 6
〈u,v〉

‖u‖‖v‖ 6 1, za u 6= 0, v 6= 0, pa postoji jedinstveno

ϕ ∈ [0, π], tako da je 〈u, v〉 = ‖u‖ · ‖v‖ · cosϕ, koje se naziva i ugao izme�u
vektora u i v (ako je neki od vektora 0, ne definixemo ugao); ovde
je izabran interval [0, π], poxto Ƭega kosinusna funkcija bijektivno
slika na [−1, 1], no po potrebi se mogu dopustiti i druge vrednosti
za ϕ. Ako je u ⊥ v, onda je u = 0 ili v = 0 ili ϕ = π

2 , te se dobijeno
uklapa sa gore uvedenom notacijom. Primetimo da se, uz posledƬu no-
taciju, rezultat dela (a) zapisuje u obliku ‖u+v‖2 = ‖u‖2+2 ·‖u‖·‖v‖·
cosϕ+ ‖v‖2, te predstavƩa poznatu kosinusnu teoremu (u L ({u, v})).
Primer 38. Na osnovu dela (a) prethodne leme je 〈u, v〉 = 1

2 · (‖u +
v‖2 − ‖u‖2 − ‖v|2), za sve u, v ∈ V , te se, na osnovu norme indukovane
skalarnim proizvodom, moжe izraziti skalarni proizvod. Iz dobi-
jenog za vektore u i −v, sledi −〈u, v〉 = 1

2 · (‖u − v‖2 − ‖u‖2 − ‖v|2),
te iz dobijenih veza sledi ‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2), za
sve u, v ∈ V , pa norma koja indukuje skalarni proizvod zadovoƩava
navedeni identitet (koji je poznat kao jednakost paralelograma, zbog
jasnog geometrijskog tumaqeƬa). Iz dobijenog vidimo i (oqekivano)
da ne mora svaka norma biti indukovana skalarnim proizvodom. Re-
cimo, ako je V = W = R, sa normama | · |, a norma na R2 izrazi ‖(u, v)‖1

i ‖(u, v)‖∞, definisani u primeru 8 glave 2, za u = (1, 0) i v = (0, 1)
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je ‖u + v‖1 = ‖u − v‖1 = 2, ‖u‖1 = ‖v‖1 = 1, ‖u + v‖∞ = ‖u − v‖∞ =
‖u‖∞ = ‖v‖∞ = 1, pa sledi da uoqene norme ne zadovoƩavaju navedenu
jednakost (te nisu indukovane nekim skalarnim proizvodom). △

Primer 39. Ako je A =
�
a b
c d

�
∈M2(R), gde su a, b, c, d ∈ R, ispitajmo

da li je 〈u, v〉 = uTAv, za u = (u1, u2)
T ∈ R2 i v = (v1, v2)

T ∈ R2 skalarni
proizvod (na R2). Linearnost sledi neposredno iz definicije opera-
cija na matricama. Kako je 〈(1, 0)T , (0, 1)T 〉 = b i 〈(0, 1)T , (1, 0)T 〉 = c,
ako je b 6= c nije zadovoƩena simetriqnost, te nije u pitaƬu skalarni
proizvod. Na daƩe �emo posmatrati sluqaj b = c, a u tom sluqaju je
uTAv = au1v1 + b(u1v2 + u2v1) + dv1v2, te je zadovoƩena simetriqnost.
Kako je (1, 0)TA(1, 0) = a, ako je u pitaƬu skalarni proizvod, mora
biti a > 0, a u tom sluqaju je uTAu = au2

1 + 2bu1u2 + du2
2 = a(u1 +

b
a · u2)

2 + ad−b2
a · u2

2, pa mora biti ad− b2 > 0 (inaqe u sluqaju, recimo,
u = (−b, a)T 6= 0 vaжi uTAu 6 0), a ako je ad−b2 > 0, iz posledƬeg sledi
uTAu > 0, pri qemu se jednakost dostiжe ako i samo ako je u = (0, 0)T .
Dakle, navedeni izraz predstavƩa skalarni proizvod ako i samo ako
je A = AT , a > 0 i detA > 0. Primetimo da se za A = E2 dobija
kanonski skalarni proizvod na R2. △
Primer 40. Neka su a, b, c razliqiti realni brojevi, f : [−1, 1] → R
neprekidna, takva da je f(x) > 0, za x ∈ [−1, 1], a P2(R) vektorski
prostor realnih polinoma, stepena ne ve�eg od 2. Ispitajmo da li
izrazi 〈p, q〉1 = p(a)q(a) + p(b)q(b), 〈p, q〉2 = p(a)q(a) + p(b)q(b) + p(c)q(c),
〈p, q〉3 = p(a)q(a) + p′(a)q′(a), 〈p, q〉4 = p(a)q(a) + p′(a)q′(a) + p′′(a)q′′(a) i

〈p, q〉5 =
R 1
−1 p(x)q(x)f(x)dx predstavƩaju skalarni proizvod na P2(R).

Svaki od navedenih izraza je dobro definisan, a, na osnovu osobina
izvoda i integrala, neposredno slede linearnost i simetriqnost, kao
i da je ispuƬeno 〈p, p〉i > 0, za svako p ∈ P2(R) i svako 1 6 i 6 5. Ako je
p(x) = (x− a)(x− b) 6≡ 0, onda je 〈p, p〉1 = 0, te ovaj izraz ne predstavƩa
skalarni proizvod. Ako je 〈p, p〉2 = 0, onda je (p(a))2+(p(b))2+(p(c))2 = 0,
te je p(a) = p(b) = p(c) = 0, no kako je p ∈ P2(R), sledi da je p ≡ 0, te ovaj
izraz predstavƩa skalarni proizvod (na P(R)). Ako je p(x) = (x−a)2 6≡
0, onda je 〈p, p〉3 = 0, te ovaj izraz ne predstavƩa skalarni proizvod.
Ako je 〈p, p〉4 = 0, onda je (p(a))2 + (p′(a))2 + (p′′(a))2 = 0, te je p(a) =
p′(a) = p′′(a) = 0, no kako je p ∈ P2(R), sledi da je p ≡ 0, te ovaj izraz
predstavƩa skalarni proizvod (na P(R)). Konaqno, kako je f(x)(p(x))2

nenegativna i neprekidna na [−1, 1], i kako za p 6≡ 0, u nekoj taqki iz
[−1, 1] funkcija f(x)(p(x))2 uzima pozitivnu vrednost, na osnovu leme
6.2.6, sledi i da je peti navedeni izraz skalarni proizvod. △
Rezultate prethodnog primera nije texko prilagoditi i na sluqaj
prostora polinoma ve�eg stepena, a naslu�ujemo i da su (pogotovo
u sluqaju 〈·, ·〉5) zahtevani i prejaki uslovi, no treba biti priliqno
oprezan prilikom Ƭihovog slabƩeƬa.

Primer 41. Za n, k ∈ N, neka su m1, . . . ,mk > 0 i A1, . . . , Ak ∈ Rn.
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Odredimo inf
X∈Rn

kP
i=1

mi‖XAi‖2. Ako je m = m1 + . . .+mk, Y ∈ Rn i C ∈ Rn

takva da je m
−−→
Y C =

kP
i=1

mi
−−→
Y Ai, onda je m

−−→
XC = m(

−−→
XY+

−−→
Y C) =

kP
i=1

mi(
−−→
XY+

−−→
Y Ai) =

kP
i=1

mi
−−→
XAi, za proizvoƩnu X ∈ Rn, pa definicija taqke C ne

zavisi od izabrane taqke X. Taqka C se naziva centar mase (bari-

centar) sistema ((Ai,mi))
k
i=1 i, po prethodnom, vaжi

kP
i=1

mi
−−→
CAi = 0.

Sledi
kP
i=1

mi‖XAi‖2 =
kP
i=1

mi‖
−−→
XC+

−−→
CAi‖2 =

kP
i=1

mi

�
‖XC‖2 +2〈−−→XC,−−→CAi〉+

‖CAi‖2
�

=
kP
i=1

mi(‖XC‖2 + ‖CAi‖2) + 2
¬−−→
XC,

kP
i=1

mi
−−→
CAi

¶
=

kP
i=1

mi(‖XC‖2 +

‖CAi‖2) >
kP
i=1

mi‖CAi‖2, a jednakost u posledƬoj nejednakosti se do-

stiжe ako i samo ako je X = C, pa uoqeni infimum postoji (zapravo
je i minimum). △
Skup S ⊆ V , gde je V Euklidski vektorski prostor, nazivamo orto-
gonalan ako za sve u, v ∈ S, za koje je u 6= v, vaжi u ⊥ v, analogno
se definixe ortogonalan sistem, a S nazivamo ortonormiran ako je
ortogonalan i svi vektori u Ƭemu su jediniqni. Analogno, bazu e
nazivamo ortogonalna (ortonormirana) ako predstavƩa bazu, a odgo-
varaju�i sistem je ortogonalan (ortonormiran) (naravno, u sistemu
koji predstavƩa bazu ne moжe biti nula vektor). Primetimo da, ako
je S ortogonalan i 0 6∈ S, onda se S sastoji od linearno nezavisnih
vektora. Zaista, ako je, za neko n ∈ N, u1, . . . , un ∈ S i α1, . . . , αn ∈ R
takvi da je α1u1 + . . . + αnun = 0, skalarnim mnoжeƬem sa uj sledi
αj‖uj‖2 = 0, tj. αj = 0, za svako 1 6 j 6 n. Iz prethodnog sledi
da ortonorniran sistem (ei)

n
i=1 (kao i ortogonalan, ukoliko ne sadrжi

nula vektor) predstavƩa bazu prostora L ({e1, . . . , en}), kao i da ovakvi
sistemi (u V ) ne mogu sadrжati vixe od dimV vektora.

Lema 7.5.2. Neka je V Euklidski vektorski prostor, a (ei)
n
i=1 ortono-

rmiran skup u V . Onda za svako u ∈ V vaжi:

(a) ‖u‖2 = ‖u−
nP
k=1

〈u, ek〉ek‖2 +
nP
k=1

|〈u, ek〉|2;

(b)
nP
k=1

|〈u, ek〉|2 6 ‖u‖2;

(v) ‖u−
nP
k=1

〈u, ek〉ek‖ 6 ‖u−
nP
k=1

αkek‖, za proizvoƩne α1, . . . , αn ∈ R.

Dokaz. Kako je
¬
u −

nP
i=1

〈u, ei〉ei, ek
¶

= 〈u, ek〉 − 〈u, ek〉〈ek, ek〉 = 0, za 1 6

k 6 n, po Pitagorinoj teoremi (deo (g) leme 7.5.1) sledi ‖u‖2 = ‖u −
nP
k=1

〈u, ek〉ek‖2 +
nP
k=1

|〈u, ek〉|2, xto je tvr�eƬe dela (a), a kako je ‖u −
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nP
k=1

〈u, ek〉ek‖2 > 0, sledi i tvr�eƬe dela (b). Iz uoqene ortogonalno-

sti, sledi i


u− nP

k=1

αkek


2

=


�u− nP

k=1

〈u, ek〉ek
�
−

nP
k=1

(αk − 〈u, ek〉)ek


2

=

u− nP
k=1

〈u, ek〉ek


2

+
nP
k=1

��αk−〈u, ek〉
��2 >



u− nP
k=1

〈u, ek〉ek


2

, odnosno tvr�eƬe

dela (v), pri qemu se jednakost dostiжe ako i samo ako je αk = 〈u, ek〉
za svako 1 6 i 6 n.

Deo (v) prethodne leme govori da za u ∈ V postoji jedinstven vektor
w iz U = L ({e1, . . . , en}), tako da je ‖u − w‖ = min{‖u − v‖ | v ∈ U},
odnosno, slobodnije govore�i, w je najboƩa aproksimacija vektora u
vektorima iz U , kao i da u − w ∈ U⊥ (naravno, ako je u ∈ U , onda
je u = w). Stoga se vektor w naziva ortogonalna (normalna) pro-
jekcija vektora u na potprostor U , u oznaci projU u. Vidimo da se
taj vektor izraжava linearnim kombinacijama u kojima je koefici-
jent uz ek, za 1 6 k 6 n, jednak 〈u, ek〉, koji se naziva i Furijeov
koeficijent (vektora u u odnosu na vektor ek). Prethodno se pravoli-
nijski prilago�ava sluqaju u kom je sistem (ek)

n
k=1 ortogonalan i ne

sadrжi nula vektor (onda �e Furijeovi koeficijenti biti 〈u,ek〉
‖ek‖2 , za

1 6 k 6 n). Nejednakost dela (b) se naziva Beselova nejednakost (za-
pravo, to ime se obiqno vezuje za analognu nejednakost, koja se dobija
pri radu sa beskonaqnim sistemima, poxto onda dobijeni rezultat
dolazi do punog izraжaja). Poxto u ovom momentu radimo sa prosto-
rima konaqne dimenzije, osnovni zakƩuqak tog dela je da je ,,duжina
projekcije ne ve�a od duжine vektora”. Primetimo i da smo ,,pripre-
mili teren” za razvoj geometrijskih rezultata u opxtem Euklidskom
vektorskom prostoru (analognih onim u R2), poxto su definisane ve-
liqine koje odgovaraju duжini vektora, uglu izme�u vektora, kao i
rastojaƬu taqke od potprostora (ako je vektor poloжaja taqke u i
potprostor U , to rastojaƬe je ‖u − projU u‖). Zapravo, za posledƬe
je jox potrebno utvrditi da li svaki potprostor ima ortonormi-
ranu bazu (u prethodnom tvr�eƬu je ra�eno pod pretpostavkom da je
U = L ({e1, . . . , en})), xto ispitujemo u narednom tvr�eƬu.

Teorema 7.5.1 (Gram–Xmit). Neka je V Euklidski vektorski pro-
stor i f = (fi)

n
i=1 proizvoƩna Ƭegova baza. Onda postoji jedinstvena

ortonornirana baza (ei)
n
i=1, tako da je L ({e1, . . . , ej}) = L ({f1, . . . , fj})

i 〈ej , fj〉 > 0, za svako 1 6 j 6 n.

Dokaz. Ako je n = 1, kako je L ({e1}) = L ({f1}), mora biti e1 = αf1, za
neko α 6= 0. Kako je ‖e1‖ = 1, sledi α ∈ {− 1

‖f1‖ ,
1

‖f1‖} (poxto je (f1) baza,

vaжi ‖f1‖ 6= 0), a kako je 〈e1, f1〉 = α‖f1‖, sledi α = 1
‖f1‖ , tj. e1 = f1

‖f1‖ .

Pretpostavimo da je za i < n odre�en ortonormiran skup {e1, . . . , ei},
koji zadovoƩava svojstva navedana u formulaciji za 1 6 j 6 i, a жe-
limo da odredimo ei+1, tako da su ispuƬena ta svojstva i za j = i+ 1.
Ako je Ui = L ({e1, . . . , ei}), na osnovu leme 7.5.2 i zakƩuqaka dobijenih
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nakon Ƭe, sledi da je fi+1 = projUi
fi+1 + v, gde je v = fi+1 − projUi

fi+1,
pri qemu je projUi

fi+1 ∈ Ui i v ∈ U⊥
i , a uz to je v 6= 0, poxto fi+1 6∈ Ui.

Dakle, za svako α 6= 0 je L ({e1, . . . , ei, αv}) = L ({f1, . . . , fi+1}), skup
{e1, . . . , ei, αv} je sastavƩen od nenula me�usobno ortogonalnih vektora
(pri qemu su e1, . . . , ei i jediniqni), a kako je v ⊥ projUi

fi+1, sledi
〈αv, fi+1〉 = α〈v, projUi

fi+1〉 + α〈v, v〉 = α‖v‖2, te se izborom α > 0 posti-
жe da je 〈αv, fi+1〉 > 0, pa ako izaberemo α = 1

‖v‖ > 0, dobijamo i da

je ei+1 = v
‖v‖ jediniqni. Primetimo da je, po rezultatima leme 7.5.2,

predstavƩaƬe fi+1 u obliku zbira vektora iz Ui i vektora U⊥
i jedi-

nstveno, kao i svi koraci sprovedeni u prikazanom dokazu, te je ei+1

jedinstven vektor koji zadovoƩava navedena svojstva.
Konaqno, tvr�eƬe sledi na osnovu matematiqke indukcije.

Specijalno, iz prethodnog tvr�eƬa sledi da svaki Euklodski vekto-
rski prostor V ima ortonormiranu bazu, kao i da je ta baza upra-
vo kardinalnosti dimV (tj. ista ako i kad V posmatramo kao vekto-
rski prostor). Zapravo, na osnovu ranijih rezultata dobijenih za
vektorske prostore, iz posledƬih zakƩuqaka sledi i da su Eukli-
dski vektorski prostori iste dimenzije izomorfni, pri qemu, ako
je dim V = n, onda je V izomorfan sa Rn (ovde se, naravno, pod
izomorfizmom V1 i V2 podrazumeva izomorfizam Euklidske struktu-
re, odnosno, da je F : V1 → V2 izomorfizam vektorskih prostora za
koji vaжi 〈v, w〉V1 = 〈Fv, Fw〉V2 , za sve v, w ∈ V1). Analizom dokaza
prethodne teoreme vidimo da je i konstruisan algoritam dobijaƬa
ortonormirane baze iz proizvoƩne baze (koja je, uz navedena dodatna
svojstva, i jedinstvena), koji se obiqno naziva Gram–Xmitov postu-

pak. Konkretno, vaжi e1 = f1
‖f1‖ i ek =

fk−〈fk,e1〉e1−...−〈fk,ek−1〉ek−1

‖fk−〈fk,e1〉e1−...−〈fk,ek−1〉ek−1‖ , za

2 6 k 6 n. Iz prethodnog tvr�eƬa neposredno sledi i da, ako je U
potprostor Euklidskog vektorskog prostora V , onda je U ⊕ U⊥ = V
(ako je U = V , tvr�eƬe je trivijalno; inaqe, ako je (ei)

k
i=1 ortonormi-

rana baza U , ona se moжe dopuniti vektorima f1, . . . , fn−k do baze V
(videti komentare nakon teoreme 7.1.2), pa se sprovo�eƬem Gram–
Xmitovog postupka dobija sistem (ei)

n
i=1, pri qemu je (ei)

n−k
i=k+1 baza

U⊥, te je U +U⊥ = V ; kako je 〈u, u〉 = 0 samo ako je u = 0, jasno je da je
U ∩U⊥ = {0}, tj. prethodna suma je i direktna). Iz posledƬeg, izme�u
ostalog, sledi da se svaki ortonormiran sistem u V moжe dopuniti do
ortonormirane baze prostora V , kao i da je dimU⊥ = dim V −dimU , na
osnovu teoreme o rangu i defektu (teorema 7.1.3), te je (S⊥)⊥ = L (S)
(napomenimo da radimo sa prostorima konaqne dimenzije). Tako�e, na
osnovu posledƬeg moжemo opisati i V ′. Zaista, ako je f ∈ V ′, ukoliko
je f ≡ 0, onda je f(u) = 〈u, 0〉, za svako u ∈ V . Inaqe, ako je U = Ker f ,
onda je U potprostor V , pri qemu je U 6= V , tj. vaжi V = U ⊕ U⊥,
a kako je U⊥ 6= ∅, postoji e ∈ U⊥, tako da je ‖e‖ = 1 (recimo, e
moжe biti bilo koji qlan ortonormirane baze U⊥). Za proizvoƩan
u ∈ V , ako je gu = f(u)e − f(e)u, vaжi f(gu) = f(u)f(e) − f(e)f(u) = 0,
tj. gu ∈ U , te je 〈gu, e〉 = 0, odakle je f(u)〈e, e〉 − f(e)〈u, e〉 = 0, odnosno
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f(u) = f(e)〈u, e〉 = 〈u, f(e)e〉. Dakle, ako je v = f(e)e, za svako u ∈ V
vaжi f(u) = 〈u, v〉, te su svi pripadnici V ′ ovog oblika. PosledƬe,
izme�u ostalog, govori da se i na dualnom prostoru Euklidskog ve-
ktorskog prostora, prirodno indukuje skalarni proizvod (tj. i V ′ je
Euklidski vektorski prostor, izomorfan sa V (i u smislu Euklidske
strukture)). Naravno, primenom drugih ranije dobijenih rezultata
se dobijaju i daƩe posledice, ovde smo izdvojili najvaжnije, pre svega
one koje �emo koristiti u nastavku (a neke i zarad ilustracije).

Primer 42. Jednu bazu Euklidskog vektorskog prostora polinoma
stepena ne ve�eg od 2 (skupa P2 iz prethodnog primera), gde je 〈p, q〉 =R 1
−1 p(x)q(x)dx, za p, q ∈ P2 (tj. 〈·, ·〉5 za funkciju f ≡ 1 iz tog primera),

qine g0(x) = 1, g1(x) = x, g2(x) = x2. Vaжi ‖g0‖2 =
R 1
−1 1 · 1 · 1 · dx = 2

(naravno, podrazumevamo normu indukovanu sa 〈·, ·〉), te je e0(x) = 1√
2
,

tako�e je 〈g0, g1〉 =
R 1
−1 1 · x · 1 · dx = 0 i ‖g1 − 0 · e0‖2 = ‖x − 0‖2 =R 1

−1 x
2dx = 2

3 , te je e1(x) =
È

3
2 ·x, a kako je 〈g2, e0〉 = 1√

2
· R 1

−1 x
2dx =

√
2

3 ,

〈g2, e1〉 =
È

3
2 · R 1

−1 x
3dx = 0 i ‖g2 − 0 · e1 −

√
2

3 · e0‖2 =
R 1
−1(x

2 − 1
3 )2dx = 8

45 ,

vaжi e2(x) =
È

5
2 · 3x2−1

2 . Dakle, (ei(x))
2
i=0 qine ortonormiranu bazu

P2. Jasno je da se opisani postupak moжe sprovesti i za polinome
ve�eg stepena, kao i za druge funkcije f , a u жeƩi za jednostavnijim
raqunom �e qesto biti od interesa dobijaƬe ortogonalne baze, tj. bez
zahteva da je sastavƩena od jediniqnih vektora (Gram–Xmitov postu-

pak se pravolinijski prilago�ava). Konkretno, polinomi 1, x, 3x2−1
2

qine ortogonalan sistem u P2, po literaturi se obiqno nazivaju Le-
жandrovi polinomi (reda 0, 1, 2, redom). Ova i sliqne konstrukcije
(na drugim prostorima funkcija) �e se prirodno pojaviti prilikom
rexavaƬa diferencijalnih jednaqina. △
Prethodna razmatraƬa dovode do potrebe izuqavaƬa specijalne klase
matrica. Naime, u prethodnom delu smo videli da je matrica pre-
laska sa baze na bazu nekog prostora (konaqne dimenzije) proizvo-
Ʃna invertibilna matrica, no pri radu sa ortonorniranim bazama,
izviru dodatna ograniqeƬa.

Definicija 7.5.3. Matrica P ∈ Mn(R), gde je n ∈ N se naziva orto-
gonalna ako i samo ako je PPT = En, dok se A,B ∈ Mn(R) nazivaju
ortogonalno sliqne ako postoji ortogonalna P , tako da je B = PTAP .

Iz prethodnog je jasno da je P invertibilna, pri qemu je P−1 = PT ,
dok na osnovu osobina transponovaƬa i invertovaƬa (videti lemu
7.2.1), ako je P ∈ Mn(R) ortogonalna, sledi (PT )−1 = (P−1)T = (PT )T ,
te je i PT ortogonalna, a ako su P,Q ∈ Mn(R) ortogonalne, onda je
(PQ)−1 = Q−1P−1 = QTPT = (PQ)T , te je i PQ ortogonalna. Tako�e,
za ortogonalnu P ∈ Mn(R), na osnovu osobina determinante vaжi
1 = detEn = det(PPT ) = detP · detPT = (detP )2, te je detP ∈ {−1, 1}.
Na osnovu rezultata dela 7.3 (videti odeƩak posve�en karakteristi-
qnom polinomu), ako ortogonalnu P ∈Mn(R) posmatramo kao matricu
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iz Mn(C), ukoliko je λ nula χA(x), postoji nenula u = (u1, . . . , un)
T ∈

Mn,1(C), tako da je Pu = λu (naravno, u ne mora imati realne koordi-
nate, pa uslov u 6= 0 zapravo znaqi da je |u1|2 + . . .+ |un|2 6= 0, dok se ne
moжe garantovati da je u2

1+ . . .+u2
n = 0). Iz prethodnog je uTPT = λuT ,

pa je uTPT = λ · uT (pri qemu je uT = (u1, . . . , un)), te iz prethodne dve
veze dobijamo |u1|2 + . . . + |un|2 = uTPTPuT = |λ|2(|u1|2 + . . . + |un|2),
pa je |λ| = 1 (primetimo da je u dobijenoj vezi bitno izvrxiti i
konjugovaƬe, zbog prethodnog komentara, a kako je PT ∈ Mn(R), ono
ne utiqe na tu matricu). Kako su sopstvene vrednosti P me�u rexe-
Ƭima |λ| = 1, iz Жordanove forme se opet moжe do�i do zakƩuqka za
ortogonalnu P ∈ Mn(R) vaжi detP ∈ {−1, 1} (inaqe, zakƩuqak da su
sopstvene vrednosti ortogonalne matrice po modulu 1 se moжe do-
biti i kao posledica oblika karakteristiqnog polinoma inverzne
matrice (videti primer 29)). Iz prethodnog sledi da, ako ortogo-
nalna P ∈ Mn(R) ima sopstvenu vrednost u R, ta sopstvena vrednost
mora biti ili −1 ili 1. Tako�e, jasno je da se ortogonalne ma-
trice prirodno pojavƩuju prilikom ispitivaƬa izometrija u Rn (ako
je 〈·, ·, 〉 kanonski skalarni proizvod u Rn, a e = (ei)

n
i=1 ortonormi-

rana baza, P ∈ Mn(R) je ortogonalna ako samo je i eP ortonormi-
rana baza (tj. kolone P qine ortonormiranu bazu Rn), a vaжi i
‖Px‖2 = 〈Px, Px〉 = (Px)T (Px) = xT (PTP )x = xTx = 〈x, x〉 = ‖x‖2).
Vidimo da relacija ortogonalne sliqnosti opisuje matrice istog ope-
ratora pri promeni baze, ako se ograniqimo na ortonormirane baze
(naravno, ortogonalno sliqne matrice su i sliqne, dok obrnuto ne

mora biti taqno; recimo, ako je A =
�

0 1
−1 0

�
i R =

� 1
2 0
0 2

�
, svaka

matrica koja je ortogonalno sliqna matrici A je ortogonalna (A je
ortogonalna, pa ako je takva i P , onda je i P−1AP ), a kako je B =

R−1AR =
�

0 4
1
4 0

�
, sledi da je B ∼ A, no kako nije ortogonalna, nije

i ortogonalno sliqna sa A).

Primer 43. Ako je Q ∈ M2(R) ortogonalna, po zakƩuqku koji je pre-
thodio primeru, sledi detQ ∈ {−1, 1}. Kako je A = diag(1,−1) ortogo-
nalna, sledi da je Q ortogonalna ako i samo ako je Q ·diag(1,−1) orto-
gonalna, te je u ciƩu odre�ivaƬa svih ortogonalnih matrica reda 2
dovoƩno odrediti one za koje je detQ = 1. Sopstvene vrednosti takve
matrice su modula 1, a, kako je detQ = 1, i Ƭihov proizvod jednak
1. Ukoloko su one i realne, sledi da je u pitaƬu E2 ili −E2, a ako
su iz C \ R, onda su u pitaƬu z = cosϕ + i sinϕ i z, te je u pitaƬu

M(1, ϕ) =
�

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

�
(videti lemu 7.3.4), za ϕ ∈ (0, π)∪(π, 2π)

(zapravo, ako je ϕ = 0, onda je M(1, ϕ) = E2, a ako je ϕ = π, onda je
M(1, ϕ) = −E2, pa su M(1, ϕ), za [0, 2π), sve ortogonalne matrice iz
M2(R) qija je determinanta 1). Dakle, ortogonalne matrice u M2(R)

su M(1, ϕ) i N(1, ϕ) = M(1, ϕ) · diag(1,−1) =
�

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

�
, gde je
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ϕ ∈ [0, 2π). Primetimo da, na osnovu komentara datih nakon leme 7.3.4
(a videti i primer 32) M(1, ϕ) predstavƩa rotaciju u R2 (sa centrom
u (0, 0) za ugao ϕ), a nije texko videti da N(1, ϕ) predstavƩa osnu
simetriju (u odnosu na pravu sin ϕ

2 · x− cos ϕ2 · y = 0). △
Naravno, relacija ortogonalne sliqnosti dovodi do vixe ograniqeƬa
u odnosu na relaciju sliqnosti. Prilikom odre�ivaƬa klasa ekvi-
valencije relacije sliqnosti, ako karakteristiqni polinom matrice
ima razlagaƬe na linearne faktore u R[x], zakƩuqili smo da ta klasa
sadrжi gorƬe trougaonu matricu, te se prirodno postavƩa pitaƬe da
li sliqan rezultat vaжi i u sluqaju relacije ortogonalne sliqnosti.

Lema 7.5.3 (Xurovo razlagaƬe). Ako je A ∈ Mn(R), gde je n ∈ N,
takva da se χA(x) razlaжe na linearne faktore u R[x], onda postoji
ortogonalna P ∈Mn(R), tako da je PTAP gorƬe trougaona.

Dokaz. Tvr�eƬe je trivijalno u sluqaju n = 1. Neka je n > 2 i tvr�e-
Ƭe taqno za n − 1. Po pretostavkama, postoje λ1 ∈ R i jediniqni
u1 ∈ Rn, tako da je Au1 = λ1u1, a onda, po prethodnim zakƩuqcima,
postoji i ortonormirana baza (ui)

n
i=1 prostora Rn. Matrica P , qije

su kolone u1, . . . , un, redom, je ortogonalna (vaжi PTP = En), a kako

je Au1 = λ1u1, sledi da je P−1AP =
�

1 B
0 An−1

�
(u navedenom blok

matriqnom predstavƩaƬu je B ∈ M1,n−1(R), An−1 ∈ Mn−1(R), a 0 pre-
dstavƩa 0n−1×1). Laplasovim razvojem po prvoj koloni, sledi χA(x) =
χP−1AP (x) = det(P−1AP − xEn) = (λ1 − x) det(An−1 − xEn−1), te su i sve
sopstvene vrednosti An−1 realne. Kako je tvr�eƬe taqno za matrice
iz Mn−1(R), sledi da postoji ortogonalna Pn−1 ∈ Mn−1(R), tako da je

P−1
n−1A1Pn−1 gorƬe trougaona, pa je i Q−1

�
1 B
0 A1

�
Q gorƬe trougaona,

gde je Q = diag((1), Pn−1) (trivijalno je i Q ortogonalna). No onda je
i (PQ)−1A(PQ) gorƬe trougaona, a kako je PQ ortogonalna, sledi da
je tvr�eƬe taqno i za matrice iz Mn(R). Ovim je tvr�eƬe dokazano,
na osnovu matematiqke indukcije.

Napomenimo da se po literaturi Xurovim razlagaƬem qex�e naziva
varijanta prethodnog tvr�eƬa pri radu sa kompleksnim skalarnim
proizvodom (koje, usled toga xto se elementi C[x] razlaжu na li-
nearne faktore, ima jednostavniju formulaciju, a izloжeni dokaz se
pravolinijski prilago�ava tom sluqaju), a, iz jasnih razloga, vi�a
se i naziv Xurova triangulacija. Kako u ovom momentu radimo
sa Euklidskim vektorskim prostorima, zadrжali smo se na realnom
sluqaju. Prethodni rezultat �e dobiti upotrebnu vrednost ukoliko
odredimo ,,dovoƩno veliku” klasu matrica, qiji se karakteristiqni
polinomi rastavƩaju na linearne faktore u R[x] (naravno, znaqeƬe
posledƬeg je relativno i zavisi od problema koji se posmatra, poxto
ista klasa moжe dovesti do rexeƬa u nekim problemima, a u nekim
ne, a preciziraƬe tog znaqeƬa za naxe potrebe �emo prikazati do
kraja ovog dela) i da pritom utvr�ivaƬe pripadnosti toj klasi bude
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xto jednostavnije. Za n ∈ N se A ∈ Mn(R) naziva simetriqna ako
je A = AT (primetimo da posledƬe ima smisla i pri radu sa matri-
cama qiji su elementi iz proizvoƩnog poƩa). Ako je A = (ai,j)16i,j6n,
onda je A = AT ekvivalentno sa ai,j = aj,i za sve (i, j) ∈ {1, . . . , n}2

(jasno, dovoƩno je ispitati da li je posledƬe ispuƬeno npr. u sluqaju
1 6 i < j 6 n), odnosno, ako su jednaki elementi koji su simetriqni
u odnosu na glavnu dijagonalu (odakle i potiqe naziv za ovu klasu
matrica). Specijalno, dijagonalne matrice su simetriqne, jasno je i
da je linearna kombinacija simetriqnih matrica tako�e simetriqna
matrica, ako je A ∈Mn(R), onda je A+AT simetriqna, dok proizvod si-
metriqnih matrica ne mora biti simetriqna matrica (recimo, ako je

A =
�

1 0
0 0

�
= AT i B =

�
0 1
1 0

�
= BT , vaжi AB =

�
0 1
0 0

�
6= (AB)T ),

tj. simetriqne matrice u Mn(R) qine potprostor, ali ne i podalge-

bru. Ako je P =
�

2 0
0 1

�
, onda je P−1BP =

�
0 1

2
2 0

�
, gde je B ma-

lopre uoqena matrica, te matrica sliqna simetriqnoj ne mora biti
simetriqna. Me�utim, ako je C = CT , a Q ortogonalna, onda vaжi
(Q−1CQ)T = QTCT (Q−1)T = Q−1CQ, tj. ako su simetriqne matrice
sliqne, one su i ortogonalno sliqne (posledƬe je jedan od razloga
xto je prouqavaƬe simetriqnih matrica odloжeno do momenta uvo�e-
Ƭa strukture skalarnog proizvoda).
U narednom tvr�eƬu ortogonalnost posmatramo u smislu kanonskog
skalarnog proizvoda na Rn, n ∈ N.

Lema 7.5.4. Neka je A ∈Mn(R) simetriqna.
(a) Onda χA(x) ima razlagaƬe na linearne faktore u R[x].
(b) Ako su λ, µ sopstevene vrednosti A, pri qemu je λ 6= µ, uλ i uµ
sopstveni vektori koji odgovaraju λ i µ, redom, onda je uλ ⊥ uµ.
(v) Onda je A ortogonalno sliqna nekoj dijagonalnoj matrici.

Dokaz. (a) Ako je λ ∈ C takvo da je χA(λ) = 0, postoji nenula u =
(u1, . . . , un)

T ∈Mn,1(C), tako da je Au = λu, odakle, konjugovaƬem, sledi
Au = λu (za B = (bi,j)16i6m,16j6n ∈ Mm,n(C) je B = (bi,j)16i6m,16j6n;
videti deo nakon definicije 7.5.3), te se, transponovaƬem, dobija
λuT = uTAT = uTA. MnoжeƬem zdesna sa u, sledi λuTu = uTAu = λuTu,
odakle je λ = λ (vaжi uTu = |u1|2 + . . .+ |un|2 6= 0), tj. λ ∈ R.
(b) Vaжi λuTλuµ = (λuλ)

Tuµ = (Auλ)
Tuµ = uTλA

Tuµ = uTλAuµ = µuTλuµ, tj.
(λ− µ)uTλuµ = 0. Me�utim, kako je λ 6= µ, sledi uTλuµ = 0, tj. uλ ⊥ uµ.
(v) Na osnovu dela (a) χA ima rastavƩaƬe na linearne faktore u R[x],
pa, na osnovu Xurovog razlagaƬa, postoji ortogonalna P ∈ Mn(R),
tako da je B = PTAP gorƬe trougaona. Onda je BT = PTAT (PT )T =
PTAP = B, tj. B je i simetriqna, pa je dijagonalna.

Primetimo da tvr�eƬe dela (a) vaжi i ukoliko se Mn(R) posmatra
kao struktura bez skalarnog proizvoda, kao i posledica dela (v), da
simetriqna matrica ima sliqnu dijagonalnu. Na osnovu dobijenog,
ako su λ1, . . . , λk ∈ R sopstvene vrednosti simetriqne A ∈ Mn(R), sa
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vixestrukostima m1, . . . ,mk ∈ N, redom, onda je µA(x) = (x−λ1)·. . .·(x−
λk), a χA(x) = (x−λ1)

m1 ·. . .·(x−λk)mk (naravno, vaжi m1+ . . .+mk = n).
Ako je (µi)

n
i=1 niz u kom je mi elemenata jednako λi, za 1 6 i 6 k, a D =

diag((µ1), . . . , (µn)), na osnovu dela (v) je D = PTAP , za neku ortogona-
lnu P ∈Mn(R), tj. vaжi PD = AP . Ako su u1, . . . , un kolone P , onda su
kolone PD jednake µ1u1, . . . , µnun, redom, a kolone AP su Au1, . . . , Aun,
redom, tj. vaжi Aui = µiui, za 1 6 i 6 n. Dakle, kolone matrice P qine
sopstveni vektori matrice A. PosledƬe opisuje i metod odre�ivaƬa
matrice P iz dela (v). Naime, uz prethodnu notaciju, vaжi dimKer(A−
λiEn) = mi, za 1 6 i 6 k, u tom prostoru se izabere baza (koja sadrжi
mi vektora) i ortonormira (npr. Gram–Xmitovim postupkom), a skup
dobijenih vektora, za 1 6 i 6 k, qini ortonormiranu bazu Rn, dok
matrica kojoj su ti vektori kolone igra ulogu matrice P (naravno,
od redosleda izabranih vektora zavisi redosled brojeva µ1, . . . , µn na
dijagonali dobijene matrice D).

Primer 44. Neka je A =

 0 2 −4
2 5 −6

−4 −6 4

!
i B =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

!
. Onda

je A = AT , B = BT , χA(x) = −x3 + 9x2 + 36x = −x(x+ 3)(x− 12), χB(x) =
−x3 +6x2−9x+4 = −(x−1)2(x−4). Kako se A−0 ·E3 elementarnim tra-

nsformacijama vrsta svodi na

 
0 2 −4
2 5 −6
0 0 0

!
(npr. transformacijama

V3 + 2V2, pa V3 − 2V1), sledi da je Ker(A− 0 ·E3) = {(−2z, 2z, z)T | z ∈ R},
tj. jediniqni vektor iz tog prostora je npr. u1 = (− 2

3 ,
2
3 ,

1
3 )T . Sliqno,

vaжi Ker(A + 3 · E3) = {xu2 |x ∈ R} i Ker(A − 12 · E3) = {xu3 |x ∈ R},
gde su u2 = (2

3 ,
1
3 ,

2
3 )T i u3 = (1

3 ,
2
3 ,− 2

3 )T jediniqni vektori. Ako je
P matrica qije su kolone u1, u2, u3, tim redom, na osnovu prethodnih
rezultata (videti lemu 7.5.4 i komentare nakon Ƭe), sledi da je P
ortogonalna i vaжi PTAP = diag((0), (−3), (12)). Analogno, u sluqaju
matrice B, vaжi Ker(B−4 ·E3) = {xv1 |x ∈ R}, gde je v1 = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
)T

jediniqni i vaжi v1 ⊥ Ker(B − 1 · E3) = {(−y − z, y, z) | y.z ∈ R}. U ovom
sluqaju je potrebno odrediti ortonormiranu bazu prostora Ker(B −
1 · E3). Jednu bazu, po prethodnom, qine vektori w2 = (−1, 1, 0)T i
w3 = (−1, 0, 1)T , te se iz Ƭe, Gram–Xmitovim postupkom, dobija v2 =
w2

‖w2‖ = (−
√

2
2 ,

√
2

2 , 0)T i v3 = w3−〈w3,v2〉v2
‖w3−〈w3,v2〉v2‖ = (−

√
6

6 ,−
√

6
6 ,

√
6

3 )T . Dakle,

ako je Q matrica qije su kolone v1, v2, v3, redom, ona je ortogonalna i
vaжi QTBQ = diag((4), (1), (1)). △

Realne kvadratne forme

Definicija 7.5.4. Neka je V realni vektorski prostor konaqne di-
menzije, q : V → R i f : V 2 → R, definisano sa f(x, y) = q(x+ y)− q(x)−
q(y), tako da

(1) za svako α ∈ R i svako x ∈ V vaжi q(αx) = α2q(x);
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(2) za svako y ∈ V je fy(x) = f(x, y) linearno;

(3) za svako x ∈ V je fx(y) = f(x, y) linearno.
Onda se q naziva (realna) kvadratna forma na V .

Kako �emo u ovom delu raditi samo sa realnim kvadratnim formama,
koristi�emo naziv kvadratna forma, tj. ne�emo naglaxavati da je
realna (inaqe, ovaj pojam ima smisla i ukoliko poƩe skalara nije
R, kao i u sluqaju prostora beskonaqne dimenzije). Jasno, skup kva-
dratnih formi na V qini (realni) vektorski prostor. Neposredno iz

definicije, ukoliko je dim V = n ∈ N i (ei)
n
i=1 baza V , ako je x =

nP
i=1

xiei

i y =
nP
i=1

yiei, sledi da je f(x, y) = f
� nP
i=1

xiei, y
�

=
nP
i=1

xif
�
ei,

nP
j=1

yjej
�

=

nP
i,j=1

xiyjf(ei, ej) = 2
nP

i,j=1

ai,jxiyj, gde je ai,j = 1
2 · f(ei, ej) = 1

2 · (q(ei + ej) −

q(ei) − q(ej)), za 1 6 i, j 6 n, a kako, za svako x ∈ V , vaжi f(x, x) =

q(2x) − 2q(x) = 2q(x), sledi q(x) =
nP

i,j=1

ai,jxixj , tj. kvadratna forma

predstavƩa realni homogeni polinom stepena 2 (qesto se vi�a i da
posledƬe igra ulogu definicije kvadratne forme). Iz prethodnog
sledi da je q(x) = xTAx, gde je A = (ai,j)

n
i,j=1 (tzv. matriqni zapis

kvadratne forme), pri qemu je ai,j = 1
2 · (q(ei + ej) − q(ei) − q(ej)) = aj,i,

za 1 6 i, j 6 n, tj. A je simetriqna matrica. Primetimo da, ako bi
izraz q(x) = xTAx bio definicija kvadratne forme, bez zahteva da je A
simetriqna, razliqite matrice mogu dovesti do iste kvadratne forme
(a nije texko videti da A i B = (bi,j)16i,j6n odre�uju istu kvadratnu
formu ako i samo ako je ai,j + aj,i = bi,j + bj,i, za sve 1 6 i, j 6 n).
Me�utim, i uz takvu definiciju se moжe izabrati da je matrica koja
odre�uje kvadratnu formu simetriqna (vaжi q(x) = (xTAx)T = xTATx,

pa je q(x) = xT · A+AT

2 · x, za svako x ∈ V , a A+AT

2 je simetriqna).
Po prethodnom razmatraƬu, prilikom promene baze prostora V , uko-
liko je P matrica prelaska, kvadratna forma q(x) = xTAx �e biti
prikazana u obliku xTPTAPx, gde je P invertibilna matrica, xto
nas navodi da kvadratne forme posmatramo u Euklidskom vektorskom
prostoru (te se po literaturi qesto vi�a da se u prethodnoj defini-
ciji od poqetka name�e taj uslov; ovde je жeƩa bila da prikaжemo
da se do Ƭega prirodno dolazi). U tom sluqaju, na osnovu ranije
dobijenih rezultata, ukoliko se ograniqimo na ortogonalne matrice
prelaska P , postoji dijagonalna D tako da je q(x) = (Px)TDPx, pri
qemu se na dijagonali D nalaze sopstvene vrednosti matrice A, bro-
jevi λi ∈ R, za 1 6 i 6 n (videti lemu 7.5.4), tj. ako je y = Px, onda

je q(y) =
nP
i=1

λ1y
2
i (ovim je i precizirano znaqeƬe termina ,,dovoƩno

velika” klasa matrica u razmatraƬu koje je prethodilo lemi 7.5.4).

Definicija 7.5.5. Kvadratna forma q se naziva pozitivno defini-
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tna ako za svako x ∈ V \{0} vaжi q(x) > 0, negativno definitna ako za
svako x ∈ V \ {0} vaжi q(x) < 0, nenegativno definitna ako za svako
x ∈ V vaжi q(x) > 0, a nepozitivno definitna ako za svako x ∈ V
vaжi q(x) 6 0.

Iz same definicije je jasno da je kvadratna forma q negativno
definitna ako i samo ako je −q pozitivno definitna (a sliqna je
veza izme�u nepozitivno i nenegativno definitnih formi), te �emo u
nastavku paжƬu usresrediti na ispitivaƬe pozitivne definitnosti
(a, po upravo prime�enom, �e neposredno slediti odgovaraju�i za-
kƩuqak za negativnu definitnost forme). Ako je A ∈Mn(R) simetri-
qna, prethodno uvedeni pojmovi se prenose i na tu matricu, ako ona
indukuje kvadratnu formu sa odgovaraju�om osobinom (recimo, za A
�emo re�i da je pozitivno definitna ako i samo ako je forma xTAx
pozitivno definitna). Kako za simetriqnu A ∈ Mn(R) postoje orto-
gonalna P ∈ Mn(R) i dijagonalna D ∈ Mn(R), tako da je A = PTDP ,
iz posledƬeg sledi da je A pozitivno (negativno) definitna ako i
samo ako je D pozitivno (negativno) definitna, odnosno ako i samo
ako su sve sopstvene vrednosti A pozitivne (negativne). Tako�e, ako
su A,B ∈ Mn(R) pozitivno definitne i α, β > 0, onda su αA + βB,
diag(A,B), kao i Ak, za svako k ∈ N, pozitivno definitne, a ako je, uz
prethodno, A invertibilna, onda je i A−1 pozitivno definitna.

Primer 45. Tipiqan primer kvadratne forme na Euklidnsom pro-
storu V je kvadrat norme vektora. Pritom, ulogu funkcije f iz
definicije 7.5.4 onda igra izraz 2〈x, y〉 = ‖x+ y‖2−‖x‖2−‖y‖2 (videti
primer 38), te su rezultati dobijeni prilikom ispitivaƬa kvadra-
tnih formi od koristi i pri opisivaƬu skalarnih proizvoda na pro-
storu V (nije texno videti da, ako je A ∈Mn(R) pozitivno definitna,
onda izraz xTAy, za x, y ∈ Mn,1(R) predstavƩa skalarni proizvod). U
sluqaju V = R, kvadratne forme su monomi stepena 2, tj. izrazi obli-
ka q(x) = ax2, za a ∈ R, a jasno je da je ta forma pozitivno definitna
ako i samo ako je a > 0. Spektar matrice B iz primera 13 je {1, 2}, te
je odgovaraju�a kvadratna forma (tj. 2x2

1 + x2
2) pozitivno definitna,

a ako je P matrica iz istog primera, Ƭen spektar je {−1, 1}, te odgo-
varaju�a kvadratna forma (tj. 2x1x2) nije ni pozitivno ni negativno
definitna. Analogno, i za matrice ve�ih dimenzija, matrica je pozi-
tivno (nenegativno) definitna ako i samo ako su sve Ƭene sopstvene
vrednosti pozitivne (nenegativne). Recimo, matrica A iz primera 44
nije ni pozitivno ni negativno definitna (spektar joj je {−3, 0, 12}, pa
sadrжi i negativnu i pozitivnu vrednost), dok je B iz istog primera
pozitivno definitna (sve sopstvene vrednosti su joj pozitivne). △
PostavƩa se pitaƬe xto jednostavnijeg utvr�ivaƬa da li matrica
(kvadratna forma) ima neku od prethodno navedenih osobina, kao i
da li se to moжe utvrditi bez odre�ivaƬa spektra matrice.

Lema 7.5.5. Ako je A = (ai,j)16i,j6n ∈Mn(R) pozitivno definitna, onda
je detA > 0 i ai,i > 0 za svako 1 6 i 6 n.
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Dokaz. Kako je A = PTDP , gde je P ∈Mn(R) ortogonalna, a D ∈Mn(R)
dijagonalna, kojoj su elementi glavne dijagonale sopstvene vrednosti
A, brojevi λi > 0, za 1 6 i 6 n, sledi detD = λ1 · . . . · λn > 0 i detPT =
detP = 1, pa je detA = det(PTDP ) = detPT ·detD ·detP = detD > 0. Ako
je ei = (0, . . . , 0| {z }

i−1

, 1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn, sledi aii = eTi Aei > 0, za 1 6 i 6 n.

Kako je A negativno definitna ako i samo ako je −A pozitivno defi-
nitna, iz prethodnog neposredno sledi da ako je A ∈Mn(R) negativno
definitna, onda je aii < 0 za 1 6 i 6 n, dok je detA istog znaka kao i
izraz (−1)n. Recimo, iz posledƬeg moжemo zakƩuqiti da P iz primera
13 nije ni pozitivno ni negativno definitna (vaжi detP = −1 < 0).

Ako je A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(R), gde je n ∈ N, i k ∈ {1, . . . , n}, neka je
A(k) = (ai,j)16i,j6k ∈ Mk(R) (,,gorƬi–levi �oxak” dimenzije k matrice
A) i ∆k(A) = detA(k) (∆k(A) nazivamo glavni minor reda k matrice
A). U sluqaju dijagonalne D ∈Mn(R), kod koje su elementi glavne di-

jagonale λi (u tom redosledu), za 1 6 i 6 n, vaжi ∆k(D) =
kQ
i=1

λi, pa ako

je D pozitivno definitna, onda je ∆i(D) > 0, za svako 1 6 i 6 n, ako
je D negativno definitna, onda je ∆i(D) > 0 za parne i, a ∆i(D) < 0 za
neparne i, gde je 1 6 i 6 n. Navedena osobina se prenosi i na simetri-
qne A ∈ Mn(R), xto je pokazano u narednom tvr�eƬu. Primetimo da,
kako je det(−A(k)) = (−1)k detA(k), dovoƩno je tvr�eƬe pokazati za po-
zitivno definitne matrice (iz posledƬeg direktno sledi i varijanta
za negativno definitne).

Lema 7.5.6 (Silvester). Simetriqna matrica A ∈Mn(R) je pozitivno
definitna ako i samo ako je ∆k(A) > 0, za svako 1 6 k 6 n.

Dokaz. Ako je x = (x1 . . . xn)T , neka je x(k) = (x1 . . . , xk, 0 . . . , 0)T za 1 6

k 6 n (tj. prvih k koordinata vektora x(k) se poklapa sa prvih k koo-

rdinata vektora x, a preostale su 0) i yk = (x1 . . . xk) ∈ Rk (projekcija
na prostor dimenzije k generisan sa prvih k koordinatnih vektora).
Onda je yTk A(k)yk = xT(k)Ax(k) > 0, pa je A(k) pozitivno definitna. Na

osnovu prethodne leme sledi ∆k(A) > 0.

Sa druge strane, ako je ∆k(A) > 0 za 1 6 k 6 n i A =
�
A(n−1) a
aT α

�
,

onda je A(n−1) nesingularna, pa ako su a1, . . . , an−1 kolone matrice
A(n−1), one su linearno nezavisne. Sledi da postoje jedinstveni
c1, . . . , cn−1 ∈ R, tako da je a = c1a1 + . . . + cn−1an−1. Ako je P ∈ Mn(R)
matrica qijih se prvih n − 1 kolona poklapa sa prvih n − 1 kolona
jediniqne matrice, a n-ta kolona (−c1, . . . ,−cn−1, 1)T , onda je P ne-

singularna i vaжi detP = 1, kao i PTAP =
�
A(n−1) 0

0T ψ

�
, gde je

ψ = α −
n−1P
i=1

ciαi, gde je a = (α1, . . . , αn−1)
T . Pritom, ako je ψ = 0, onda

je n-ta kolona matrice A linearna kombinacija prvih n − 1 kolona
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te matrice, te bi u tom sluqaju bilo ∆n(A) = 0. Dakle, ψ 6= 0 i
vaжi detA = detPT · detA · detP = det(PTAP ) = ψ · detA(n−1), pa kako
je detA(n−1) > 0, sledi ψ > 0, dok je xTAx > 0, gde je x = (x1 . . . xn)T ,
ekvivalentno sa (Px)TA(Px) = xTPTAPx = xT(n−1)A(n−1)x(n−1) + ψx2

n, te

tvr�eƬe sledi na osnovu indukcije.
Prethodna tvr�eƬa daju priliqno efikasan aparat za utvr�ivaƬe
pozitivne ili negativne definitnosti matrice (kvadratne forme), no
imaju ograniqeƬa prilikom utvr�ivaƬa nenegativne i nepozitivne
definitnosti. Recimo, za matricu B iz primera 44, glavni minori
su 2, 2, 4, redom, te (bez odre�ivaƬa spektra matrice) zakƩuqujemo
da je ona pozitivno definitna, dok kod matrica C1 = diag((0), (1), (1))
i C2 = diag((0), (1), (−1)) su svi glavni minori jednaki 0, te ova ma-
trica nije ni pozitivno ni negativno definitna, ali po pitaƬu ne-
pozitivne i nenegativne definitnosti prethodni kriterijum, u ori-
ginalnom obliku, ne dovodi direktno do odgovora. Do odgovora se
moжe do�i npr. sitnijim modifikacijama prethodna dva tvr�eƬa; na
primer, u sluqaju matrice C2, odgovaraju�a forma (tj. x2

2 − x2
3) se,

zamenom uloge promenƩivih (tj. Ƭohovog poretka), svodi na formu
qija je matrica C′

2 = diag((−1), (1), (0)), te je ∆2(C
′
2) < 0, pa ova

forma nije ni nenenegatnivno no nepozitivno definitna (a do za-
kƩuqka se moglo do�i i na osnovu toga xto se na glavnoj dijagonali
C2 nalaze i pozitivna i negativna vrednost), a qesto se vi�a i da se u
ovakvim situacijama odgovaraju�a kvadratna forma zapixe u obliku
kombinacije nenegativnih izraza (recimo, u sluqaju C1, odgovaraju�a
kvadratna forma je x2

2 + x2
3 > 0, te je nenegativno definitna).

Primer 46. Ako je a ∈ R i A =
�

a a− 2
a− 2 a3

�
, vaжi ∆1(A) = a i

∆2(A) = a4 − (a − 2)2 = (a + 2)(a − 1)(a2 − a + 2). Kako je ∆2(A) < 0
za a ∈ (−2, 1), u ovom sluqaju A ne zadovoƩava nijednu od navedenih
definitnosti, ako je a ∈ (1,∞), vaжi ∆1(A) > 0 i ∆2(A) > 0, te je
pozitivno definitna, a ako je a ∈ (−∞,−2), vaжi ∆1(A) < 0 i ∆2(A) >
0, te je negativno definitna. Konaqno, ako je a = 1, odgovaraju�a
kvadratna forma je x2

1 − 2x1x2 + x2
2 = (x1 − x2)

2 > 0, te je nenegativno
definitna, a ako je a = −2, odgovaraju�a kvadratna forma je −2x2

1 −
8x1x2 − 8x2

2 = −2(x1 + 2x2)
2 6 0, te je nepozitivno definitna. △

7.6. Analitiqka geometrija u R2 i R3

Rezultati dobijeni u ovoj glavi nam omogu�uju da do�emo do odgo-
varaju�ih geometrijskih zakƩuqaka, xto je osnovni ciƩ narednog
dela. Pri tome �emo akcenat baciti na prouqavaƬe geometrijskih
osobina u prostorima R2 i R3 (no treba re�i da se veliki broj
izloжenih rezultata moжe preneti i na Rn, za n > 3).
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U ovom delu �emo Rn posmatrati kao Euklidski vektorski prostor,
sa kanonskim skalarnim proizvodom, pri qemu �e (ei)

n
i=1 predstavƩati

standardnu ortonormiranu bazu (baza navedena u dokazu leme 7.5.5),
a (fi)

n
i=1 proizvoƩnu bazu prostora Rn. Pod koordinatama taqke X u

bazi (fi)
n
i=1 podrazumevamo koordinate vektora

−−→
OX u toj bazi, gde je O

koordinatni poqetak (dakle, koordinate taqke O su (0, . . . , 0)), a ozna-
qava�emo ih sa (xi,f )

n
i=1, odnosno sa (xi)

n
i=1, ukoliko je jasno o kojoj se

bazi radi. Tradicionalno, u sluqaju n = 2 se elementi standardne
ortonormirane baze oznaqavaju i sa i, j, a odgovaraju�e koordinate sa
x, y, redom, a u sluqaju n = 3 se elementi standardne ortonormirane
baze oznaqavaju i sa i, j, k, a odgovaraju�e koordinate sa x, y, z, redom.

Za bazu g prostora Rn kaжemo da je iste orijentacije kao i baza f
istog prostora ako je determinanta odgovaraju�e matrice prelaska
(g)f pozitivna. Na osnovu ponaxaƬa matrice prelaska u razliqi-
tim bazama (videti lemu 7.2.3), kao i osobina determinanti (vaжi
detEn = 1, detA−1 = 1

detA i detAB = detA · detB za nesingularne
A,B ∈ Mn(R)), sledi da je u pitaƬu relacija ekvivalencije na fami-
liji baza prostora Rn, koja ima dve klase ekvivalencije. U geometri-
jskim primenama uobiqajno je da se za pripadnike klase kojoj pripada
standardna ortonormirana baza kaжe da su pozitivno, a za one koje
su u drugoj klasi negativno orijentisane baze (zapravo, vidimo da te-
rminologija i potiqe iz naqina na koji je definisana orijentacija).

U sluqaju R2 su pozitivno orijentisane baze u opisanoj relaciji sa
sistemom (i, j), ako uoqene vektore postavimo tako da im je poqetna
taqka u koordinatnom poqetku, krajƬe pripadaju krugu polupreqni-
ka 1, kretaƬe po kra�em luku jediniqnog kruga koji povezuje krajƬu
taqku prvog i krajƬu taqku drugog vektora, posmatrano iz taqke koja
se nalazi na pozitivnom delu z ose, je kretaƬe zdesna ulevo (suprotno
od smera kretaƬa kazaƩke na satu), te se ovakvi sistemi nazivaju i
,,desno orijentisani” (naravno, u prethodnom je bitno da se posmatra
iz taqke koja se nalazi na pozitivnom delu z ose, poxto isto kre-
taƬe, posmatrano iz taqke koja se nalazi na negativnom delu z ose,
�e biti vi�eno kao kretaƬe sleva u desno; stoga se po literaturi
qex�e vi�a da se orijentacija definixe algebarkim metodama, kako
je to ura�eno i ovde). U sluqaju R3, pozitivno orijentisane baze
su u opisanoj relaciji sa sistemom (i, j, k), a iz sliqnih razloga se
vi�a i naziv ,,desno orijentisani” (za uoqena dva linearno nezavisna
vektora i odre�en pravac vektora koji predstavƩa ortokomplement
prostora odre�enog sa ta dva vektora, pri izboru smera se govori
da se primeƬuje pravilo desne ruke (desnog zavrtƬa), poxto pri po-
stavƩaƬu xake desne ruke u koordinatni poqetak, tako da je palac
usmeren u smeru prvog, a kaжiprst u smeru drugog, sredƬi prst je
usmeren u smeru tre�eg vektora ako i samo ako je u pitaƬu pozitivno
orijentisan sistem (analogno, ako se glava desnog zavrtƬa postavi u
ravan odre�enu sa prva dva vektora sistema i kre�e tako da se takav
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zavrtaƬ ,,zavr�e”, telo zavrtƬa prati smer tre�eg vektora sistema
ako i samo ako je u pitaƬu pozitivno orijentisan sistem)).
Na osnovu rezultata teoreme 7.4.1 i komentara nakon Ƭe, (linearna)
jednaqina a1x1 + . . . + anxn = b nema rexeƬa ako je a1 = . . . = an = 0 i
b 6= 0, skup rexeƬa je Rn ako je a1 = . . . = an = b = 0, dok u sluqaju
a = (a1, . . . , an) 6= 0, skup rexeƬa predstavƩa potprostor dimenzije
n−1 (vektorski ako je b = 0, a afini ako je b 6= 0; potprostor dimenzije
n−1 u Rn se po literaturi qesto naziva i hiperravan). U posledƬem
sluqaju, ako je D(d1, . . . , dn) taqka koja pripada uoqenoj hiperravni α
(tj. ako je (d1, . . . , dn) rexeƬe uoqene jednaqine), posmatrana jednaqina
se moжe zapisati u obliku a1(x1 − d1) + . . .+ an(xn − dn) = 0, pa taqka

X(x1, . . . , xn) pripada α ako i samo ako je a ⊥ −−→
XD, xto daje jasno

geometrijsko tumaqeƬe hiperravni, kao i razlog zbog kog se, ako je
n > 3, a naziva vektor hiperravni α (dakle, u pitaƬu je vektor
koji je normalan na sve vektore odre�ene sa proizvoƩne dve taqke
te hiperravni, tj. vektor koji joj ,,najmaƬe odgovara”; naravno, onda

je αa ⊥ −−→
XD, za proizvoƩno α ∈ R, tj. pod vektorom hiperravni se

podrazumeva bilo koji od vektora oblika αa, gde je α 6= 0, odnosno, taj
vektor nije jedinstven (odre�en je do na mnoжeƬe nenula skalarom)).
Razlog izdvajaƬa sluqaja n > 3 je to xto je u tom sluqaju dimenzija
hiperravni n− 1, a ortokomplementa 1, pa kako je n− 1 > 1, potrebno
je maƬe podataka za opis ortokomplementa, dok su u sluqaju n = 2
pomenuti prostori iste dimenzije, a tradicionalno se onda opisuje
prostor rexeƬa uoqene jednaqine, a ne ortokomlement.

Jednaqina prave u R2

Na osnovu prethodnog razmatraƬa, u sluqaju n = 2 posmatrana jedna-
qina je a1x + a2y = b (kao xto je to bio sluqaj i kod rexavaƬa siste-
ma linearnih jednaqina, qesto se vi�a i zapis ax + by = c, odnosno
da se pri maƬem broju promenƩivih izbegava upotreba indeksa), te
ako je (a1, a2)

T 6= 0, prostor rexeƬa je dimenzije 1, a uoqena jedna-
qina se naziva opxti (implicitni) oblik jednaqine prave (u R2).
Pritom, ako je (d1, d2) jedno od rexeƬa, opxte rexeƬe je odre�eno
sa (x, y)T = (d1 + a2t, d2 − a1t)

T = (d1, d2)
T + t(a2,−a1)

T , za proizvoƩno
t ∈ R, a posledƬe se naziva parametarski oblik jednaqine prave.
Primetimo da, bez dodatnih ograniqeƬa, ni opxti ni parametarski
oblik prave nisu jedinstveno odre�eni (recimo, za proizvoƩno α 6= 0,
jednaqina αa1x + αa2y = αb odre�uje istu pravu kao i ve� posmatra-
na jednaqina, dok i (d1, d2)

T + t(αa2,−αa1)
T predstavƩa parametarski

oblik te prave). Shodno prethodnim razmatraƬima, vektor (a2,−a1)
T

se naziva vektor (uoqene) prave (i on je normalan na (a1, a2)
T ). Ako je

a1 6= 0 i a2 6= 0, iz prethodnog sledi x−d1
a2

= y−d2
−a1

(obe strane jednakosti
su jednake t), koji se naziva i kanonski oblik jednaqine prave, a kako
je iz Ƭega lako odrediti geometrijska svojstva prave (u brojiocu se
pojavƩuju koordinate taqke koju prava sadrжi, a u imeniocu koordi-
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nate vektora prave), po literaturi se ona qesto prikazuje bax u tom
obliku, a, pritom, mogu�nost da je jedna od koordinata vektora jedna-
ka 0, uz жeƩu da se svaka prava moжe prikazati u navedenom obliku,
se otklaƬa dogovorom da ako je neki od imenioca u ralomcima koji
se pojavƩuju jednak 0, onda se smatra da je i brojilac jednak 0 (reci-
mo, uz taj dogovor, jednaqina x ose �e biti x

1 = y
0 ). Oblik jednaqine

prave koji najvixe odgovara tehnici razvijenoj prilikom ispitivaƬa
realnih funkcija jedne realne promenƩive je, naravno, oblik u kojem
promenƩiva x igra ulogu parametra, xto je mogu�e ako i samo ako
vektor prave i vektor x ose nisu me�usobno normalni (onda je norma-
lna projekcija te prave na x osu bijekcija), odnosno ako i samo ako
je a2 6= 0 (poxto je (a2,−a1)

T vektor uoqene prave, a i = (1, 0)T vektor
x ose, Ƭihov skalarni proizvod je a2), a u tom sluqaju se jednaqina
prave prikazuje u obliku y = kx + n, gde je k = −a1

a2
(tzv. koeficijent

pravca uoqene prave), a n = b
a2

, koji se naziva eksplicitni oblik
jednaqine prave (jasno, prednost posledƬeg oblika je, izme�u ostalog,
to xto se prirodno povezuje sa rezultatima dobijenim u prethodnom
delu teksta, a jedna od mana je to xto se ne moжe svaka prava izraziti
u navedenom obliku). Primetimo da je, ukoliko postoji, eksplicitni
oblik jednaqine prave jedinstveno odre�en.
Prirodno se postavƩa pitaƬe me�usobnog odnosa dve prave u R2. Ako
su u pitaƬu a1,1x+a1,2y = b1 i a2,1x+a2,2y = b2 (pri qemu je a2

1,1+a
2
1,2 6= 0

i a2
2,1+a2

2,2 6= 0, poxto su u pitaƬu nenula vektori), rangovi i matrice
i proxirene matrice sistema sastavƩenog od navedene dve jednaqine
su ili 1 ili 2. Na osnovu prethodnih rezultata (teorema 7.4.1), u slu-
qaju da su oba posmatrana ranga jednaki 1, (a1,1, a1,2, b1) i (a2,1, a2,2, b2)
su linearno zavisni, a prostor rexeƬa je dimenzije 1, odnosno, u
ovom sluqaju jednaqine sistema predstavƩaju istu pravu. U sluqaju
da je rang sistema 1, a proxirenog 2, uoqeni sistem nema rexeƬa,
a posledƬe se dexava ako su (a1,1, a1,2) i (a2,1, a2,2) linearno zavisni
(u tom sluqaju zavisni su i vektori uoqenih pravih, (a1,2,−a1,1) i
(a2,2,−a2,1)), dok su (a1,1, a1,2, b1) i (a2,1, a2,2, b2) nezavisni; dakle, uoqe-
ne prave imaju isti vektor (budu�i da je vektor prave odre�en do
na mnoжeƬe nenula skalarom), a nemaju zajedniqkih taqaka, te je geo-
metrijsko tumaqeƬe ovog sluqaja da su u pitaƬu paralelne prave.
Konaqno, ako su oba posmatrana ranga jednaki 2 (onda su vektori
uoqenih pravih nezavisni), posmatrani sistem ima jedinstveno re-
xeƬe, a geometrijsko tumaqeƬe je da su u pitaƬu prave koje se seku,
pri qemu su koordinate preseqne taqke upravo rexeƬe tog sistema.

Primer 47. Za a ∈ R, vektori pravih ax+y = 1 i x+ay = a2 su (1,−a)T
i (a,−1)T , a kanonski oblici Ƭihovih jednaqina x

1 = y−1
−a i x

a = y−a
−1 ,

redom, poxto prva uoqena prava sadrжi taqku (0, 1), a druga (0, a) (po
dogovoru navedenom u prethodnom delu, ako je a = 0, prethodni oblik

tumaqimo kao y = 1, odnosno x = 0). Ako je a 6∈ {−1, 1}, rang
�
a 1
1 a

�
je jednak 2, pa se u ovom sluqaju navedene prave seku, a, rexavaƬem
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sistema, dobija se da je preseqna taqka
�
− a
a+1 ,

a2+a+1
a+1

�
. Ako je a = 1,

navedene jednaqine predstavƩaju jednaqinu iste prave, a ako je a = −1,
navedeni sistem nema rexeƬa, tj. prave −x + y = 1 i x − y = 1 su
razliqite i paralelne. △
U delu nakon leme 7.5.1 definisan je pojam ugla izme�u dva nenula
vektora, xto nas navodi da definixemo ugao izme�u pravih. Kako
vektor prave nije jednoznaqno odre�en, ve� do na mnoжeƬe nenula
skalarom koji moжe biti i negativan, a ugao izme�u v 6= 0 i αv, gde
je α < 0, je jednak π, sledi da se izborom razliqitih vektora pravih
moжe do�i ili do istog ili do suplementnog ugla, te, ukoliko je
жeƩa da ugao izme�u pravih bude jedinstveno definisan, se moraju
poistovetiti tako dobijeni rezultati. Stoga je uobiqajno da se ugao
izme�u dve prave definixe kao ugao iz [0, π2 ], tj. da se izaberu vekto-
ri pravih koji zaklapaju ugao koji nije tup, a onda ugao izme�u tih
vektora predstavƩa ugao izme�u pravih. Kako je cosϕ = − cos(π − ϕ),
sledi da ako su (a1, a2)

T i (b1, b2)
T proizvoƩni vektori pravih a i b, re-

dom, onda je cos∢(a, b) = |〈(a1,a2)
T ,(b1,b2)

T 〉|
‖(a1,a2)T ‖·‖(b1,b2)T ‖ = |a1b1+a2b2|√

a2
1+a2

2

√
b21+b22

. U sluqaju

da se prave mogu predstaviti u eksplicitnom obliku (tj. ako nijedna
od Ƭih nije paralelna sa y osom), ako su ka i kb Ƭihovi koeficijenti
pravca, kako je tgϕ = tg(π − ϕ), prethodni rezultat se po literaturi
qesto prikazuju i u obliku ∢(a, b) = arctg

�� ka−kb

1+kakb

��, pri qemu se smatra
da je navedeni ugao jednak π

2 u sluqaju kakb = −1.
Ako prava a1x + a2y = b sadrжi taqke (xM , yM ) 6= (xN , yN ), onda je
a1xM +a2yM = b i a1xN +a2yN = b. Ako je xM = xN , sledi a2(yM −yN ) =
0, te je a2 = 0, pa je jednaqina prave x = b

a1
. Inaqe, vaжi a2 6= 0, pa

se, bez umaƬeƬa opxtosti, uoqena prava moжe posmatrati u obliku
a1x + y = b, odakle je a1(xM − xN ) + yM − yN = 0. Sledi xM 6= xN , te
se u ovom sluqaju dobija y = yM−yN

xM−xN
· (x − xN ) + yN (naveden je oblik

koji se najqex�e sre�e po literaturi). Ako prava nije paralelna y
osi, koeficijent nagiba joj je k i sadrжi taqku (xM , yM ), analogno
prethodnom, dobijamo da je jednaqina prave y = k(x − xM ) + yM , kao i
da prave x = xM i y = k(x−xM )+yM , za k ∈ R, qine pramen pravih koje
sadrжe taqku (xM , yM ) (naravno, za (a1, a2)

T 6= (0, 0)T , prave a1x+a2y =
b, gde je b ∈ R qine pramen paralelnih pravih).
Na osnovu dela (v) leme 7.5.2, postoji jedinstvena projekcija M ′

taqke M(xM , yM ) na pravu p, odre�enu jednaqinom a1x + a2y = 0, a

pritom vaжi ‖−−−→MM ′‖ = min
�
‖−−→MX‖ |X ∈ p

©
, te je rastojaƬe taqke M od

prave p, u oznaci d(M,p), jednako ‖−−−→MM ′‖. Taqka M ′ pripada pravoj
koja sadrжi M i normalna je na p (te je Ƭen vektor (a2,−a1)

T ), kao
i pravoj p, pa su Ƭene koordinate rexeƬe sistema a1x + a2y = 0,
a2x − a1y = a2xM − a1yM , tj. rexavaƬem sistema sledi da je u pi-

taƬu taqka
�
a2
2xM−a1a2yM

a2
1+a2

2
,
−a1a2xM+a2

1yM

a2
1+a

2
2

�
, pa je d(M,p) = |a1xM+a2yM |√

a2
1+a2

2

.

Sluqaj prave p oblika a1x+ a2y = b, ukoliko joj pripada taqka P qije
su koordinate (xP , yP ), se svodi na prethodni zamenom x′ = x − xP ,
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y′ = y− yP (rastojaƬe taqke M od prave a1x+ a2y = b je jednako rasto-
jaƬu taqke qije su koordinate (xM−xP , yM−yP ) od prave a1x+a2y = 0),

tj. u ovom sluqaju je d(M,p) = |a1xM+a2yM−b|√
a2
1+a2

2

(prethodno posmatrani

sluqaj je sastavni deo posledƬe dobijene formule; zapravo, taj sluqaj
je izdvojen stoga xto je onda posmatrana prava vektorski prostor, a
vidima da se i u opxtem sluqaju dobija isti rezultat).

Primer 48. Odredimo pravu koja pripada pramenu pravih kojem i
3x + 2y = −5 i 7x − 8y = 1, a udaƩena je 5 od taqke M(5, 7). Vektori
navedenih pravih su (2,−3)T i (−8,−7)T , pa kako nisu kolinearni, one
se seku, a rexavaƬem sistema jednaqina koje odre�uju te prave, sledi
da je preseqna taqka (−1,−1). Taqka M se nalazi na rastojaƬu 6 od
prave x = −1, a ostale prave tog pramena su oblika pk : y = k(x+1)−1,

gde je k ∈ R. Sledi d(M,pk) = |6k−8|√
k2+1

= 5, odakle je 11k2−96k+39 = 0, a

rexeƬa dobijene kvadratne jednaqine k1 = 48
11 − 25

√
3

11 i k2 = 48
11 + 25

√
3

11 ,
dovode do dva rexeƬa postavƩenog zadatka. Kako je, po Vietovim
pravilima, k1k2 = 39

11 , ugao izme�u dobijenih pravih je arctg
�� k1−k2
1+k1k2

�� =

arctg
50

√
3

11

1+ 39
11

= arctg
√

3 = π
3 . △

Za kraj ovog dela pomenimo i da se u geometrijskim primenama ja-
vƩaju i drugi oblici predstavƩaƬa prave u R2. Me�u poznatijima
su segmentni oblik, u kojem se prava prikazije u obliku x

a + y
b = 1,

pri qemu su geometrijska tumaqeƬa veliqina a, b ∈ R \ {0} da pre-
dstavƩaju odseqke koje prava odseca na x i y osi, redom (jasno, u
ovom obliku se mogu prikazati prave koje nisu paralelne nijednoj
od osa i ne sadrжe koordinatni poqetak; u tom sluqaju, za pravu
a1x + a2y = b je a1, a2, b 6= 0, odgovaraju�e veliqine su a = b

a1
i b

a2
,

a u pitaƬu je prava koja sadrжi taqke ( b
a1
, 0) i (0, ba2

)), kao i norma-
lni oblik, u kojem se prava prikazuje u obliku x cosϕ+ y sinϕ = d, gde
je d > 0 i ϕ ∈ [0, 2π), pri qemu je goometrijsko tumaqeƬe navedenih
veliqina da d predstavƩa rastojaƬe prave od koordinatnog poqetka,

a ϕ orijentisani ugao izme�u vektora i = (1, 0)T i vektora
−−→
OP , gde

je P projekcija koordinatnog poqetka O na uoqenu pravu (jasno, nave-
deni oblik postoji ako prava ne sadrжi taqku O, tj. ako je b 6= 0 (u

tom sluqaju je
−−→
OP nenula vektor), a ako je u pitaƬu prava p qija je

jednaqina a1x + a2y = b 6= 0, onda je d = d(O, p) = |b|√
a2
1+a2

2

, a jednaqina

prave je ekvivalentna sa |b|
b · a1√

a2
1+a2

2

· x + |b|
b · a2√

a2
1+a2

2

= d, te kako je� |b|
b · a1√

a2
1+a2

2

�2
+
� |b|
b · a2√

a2
1+a2

2

�2
= 1, postoji jedinstveno ϕ ∈ [0, 2π), tako

da je cosϕ = |b|
b · a1√

a2
1+a

2
2

i sinϕ = |b|
b · a2√

a2
1+a

2
2

, odakle sledi egzistencija

navedenog oblika). Usled jasnog geometrijskog tumaqeƬa u sluqaje-
vima u kojim navedeni oblici postoje, oni se obiqno javƩaju prilikom
dubƩih geometrijskih ispitivaƬa, a jedna od prednosti im je i to xto
je (ako postoji) zapis prave u navedenim oblicima jedinstven. Kako se
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pomenuti oblici dobijaju neposredno iz opxteg oblika, a ispitivaƬe
geometrijskih osobina nije primarni ciƩ ovog teksta, ne�emo se na
daƩe zadrжavati na prouqavaƬu Ƭihovih osobina.

Vektorski i mexoviti proizvod u R3

U nastavku жelimo da dobijemo analogije zakƩuqaka prethodnog ode-
Ʃka u R3, tj. da prikaжemo geometrijsko tumaqeƬe rexeƬa linearne
jednaqine, kao i sistema linearnih jednaqina u R3. Po iskustvu iz
prethodnog odeƩka, jasno je da �e se u tom sluqaju pojaviti potreba
odre�ivaƬa vektora koji je normalan na dva nekolinearna vektora (tj.
opis ortokomplementa prostora dimenzije 2 u R3), te u ovom odeƩku
dajemo prikaz takve konstrukcije. Prikazana konstrukcija je speci-
fiqna za R3 (tj. u navedenom obliku se ne prenosi i na Rn, za n 6= 3).

Definicija 7.6.1. Neka su a = (a1, a2, a3)
T = a1i + a2j + a3k ∈ R3 i

b = (b1, b2, b3)
T = b1i + b2j + b3k ∈ R3. Onda je vektorski proizvod ta

dva vektora, u oznaci a×b, vektor
��� a2 a3

b2 b3

��� i+��� a3 a1

b3 b1

��� j+��� a1 a2

b1 b2

��� k.
Ako je i c = (c1, c2, c3)

T ∈ R3, onda se izraz 〈a× b, c〉 naziva mexoviti
proizvod vektora a, b i c, u oznaci [a, b, c].

Osnovna svojstva vektorskog i mexovitog proizvoda su navedena u
narednoj lemi. Napomenimo da u Ƭoj (kao i u nastavku ovog dela)
podrazumevamo notaciju uvedenu u prethodnoj definiciji.

Lema 7.6.1. Neka su a, b, c, d ∈ R3 i α, β ∈ R. Onda vaжi:
(a) a× b ⊥ a, a× b ⊥ b, a× b = −b× a, (αa+ βb) × c = α(a× c) + β(b × c);
(b) a× b = 0 ako i samo ako su a i b linearno zavisni;
(v) ako je a, b 6= 0, onda je ‖a×b‖ = ‖a‖·‖b‖·sin∢(a, b), a sistem (a, b, a×b)
je pozitivno orijentisan;
(g) (a× b) × c = −〈b, c〉 a+ 〈a, c〉 b, (a× b) × c+ (b× c) × a+ (c× a) × b = 0;
(d) [αa+ βb, c, d] = α[a, c, d] + β[b, c, d];
(�) [a, b, c] = [b, c, a] = [c, a, b] = −[a, c, b] = −[b, a, c] = −[c, b, a];
(e) [a, b, c] = 0 ako i samo ako su a, b, c linearno zavisni.

Dokaz. Na osnovu Laplasovog razvoja (deo (a) teoreme 7.3.2), vaжi

[a, b, c] =
��� a2 a3

b2 b3

��� c1 +
��� a3 a1

b3 b1

��� c2 +
��� a1 a2

b1 b2

��� c3 =

����� c1 c2 c3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

�����, pa

je c ⊥ a × b ako i samo ako je dobijena determinanta jednaka 0 (xto
je, specijalno, ispuƬeno ako je c ∈ {a, b}). Po osobinama determina-

nti, vaжi
��� ar as
br bs

��� = −
��� br bs
ar as

���, za (r, s) ∈ {(2, 3), (3, 1), (1, 2)}, odakle

sledi i a × b = −b × a, a analogno, kako je determinanta linea-
rna po svakoj od vrsta, sledi i linearnost vektorskog proizvoda po
prvom qiniocu. Iz osobina determinanti sledi i tvr�eƬe dela (b),
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a analogno prikazanom za vektorski proizvod, slede i odgovaraju�a
tvr�eƬa za mexoviti proizvod, tj. delovi (d) i (�), kao i deo (e).
Vaжi (arbs − asbr)

2 = a2
rb

2
s + a2

sb
2
r − 2arasbrbs, za 1 6 r, s 6 3, pa je

‖a× b‖2 =
P

16r<s63

(a2
rb

2
s + a2

sb
2
r − 2arasbrbs) =

3P
r=1

a2
r ·

3P
s=1

b2s − (a2
1b

2
1 + a2

2b
2
2 +

a2
3b

2
3 +2a1a2b1b2 +2a2a3b2b3 +2a3b3a1b1) = ‖a‖2 · ‖b‖2− (a1b1 +a2b2 +a3b3)

2 =
‖a‖2 · ‖b‖2 − (〈a, b〉)2. Za nenula a, b, na osnovu komentara nakon leme
7.5.1, vaжi 〈a, b〉 = ‖a‖ · ‖b‖ cos∢(a, b), te iz posledƬeg sledi ‖a × b‖ =
‖a‖ · ‖b‖ · sin2

∢(a, b), a kako je sinϕ > 0 za ϕ ∈ [0, π], sledi identitet
dela (v). Iz gore pokazanog sledi da, ako je (a, b, c) baza R3, ona je
pozitivno orijentisana ako i samo ako je [a, b, c] = [b, c, a] > 0, a kako

je [a, b, a× b] = [a× b, a, b] =
��� a2 a3

b2 b3

���2 +
��� a3 a1

b3 b1

���2 +
��� a1 a2

b1 b2

���2 > 0, za

linearno nezavisne a, b, sledi da je (a, b, a× b) pozitivno orijentisan.
Za (r, s, t) ∈ {(3, 1, 2), (1, 2, 3), (2, 3, 1)} je (a × b) × c = d1i + d2j + d3k, gde

je ds =
��� ar as
br bs

��� cr − ��� as at
bs bt

��� ct = −as(brcr + btct) + bs(arcr + atct) =

−as(brcr + btct + asbs) + bs(arcr + atct + asbs) = −as〈b, c〉 + bs〈a, c〉, te
sledi prva veza dela (g), a iz Ƭe sledi (b × c) × a = −〈c, a〉b + 〈b, a〉c
i (c× a)× b = −〈a, b〉c+ 〈c, b〉a, odakle se, sabiraƬem dobijene tri veze,
dobija druga veza dela (g).

Iz dela (a) sledi i linearnost vektorskog proizvoda po drugom qi-
niocu (vaжi c × (αa + βb) = −(αa + βb) × c = −α(a × c) − β(b × c) =
α(c× a) + β(c× b)), a kako se prethodno dobija pravolinijski iz odgo-
varaju�eg tvr�eƬa za prvi qinilac, nije eksplicitno formulisano u
prethodnoj lemi. Analogno se, iz delova (d) i (�), dobija i linea-
rnost mexovitog proizvoda po drugoj i tre�oj komponenti. Deo (b)
se qesto vi�a i u formulaciji da su odgovaraju�i vektori kolinea-
rni (poxto to odgovara linearnoj zavisnosti dva vektora), a deo (e) u
formulaciji da su odgovaraju�i vektori koplanarni (poxto to odgo-
vara linearnoj zavisnosti tri vektora). Jedini razlog xto je u delu
(v) traжeno da je a, b 6= 0 je to xto je ugao izme�u dva vektora jedno-
znaqno odre�en u [0, π] ako su u pitaƬu nenula vektori (u sluqaju da
je jedan od vektora 0, nismo ni definisali taj ugao), no to se tvr�eƬe
qesto vi�a i bez tog ograniqeƬa, poxto su onda obe strane jednake 0,
bez obzira na to kako se definixe ugao u sluqaju da je neki od Ƭih
0, a ukoliko se dopusti da ugao uzima i druge vrednosti, vi�a se i
varijanta u kojoj je na desnoj strani sinus pod apsolutnom vrednox�u
(za ϕ ∈ [0, π] je sinϕ > 0). Kako ‖a‖ · ‖b‖ · sin ∢(a, b) odgovara povrxini
paralelograma nad vektorima a i b, qesto se vi�a i definicija vekto-
rskog proizvoda u kom se zahteva da, za nekolinearne a, b, je a× b no-
rmalan na a, b, da sistem (a, b, a×b) qini pozitivno orijentisan sistem
i da je norma tog vektora jednaka ‖a‖ · ‖b‖ · sin ∢(a, b). Iz prethodnog je
jasno da �e se vektorski proizvod koristiti i prilikom odre�ivaƬa
mernog broja povrxine paralelograma qije su stranice odre�ene sa
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a i b. Sliqno, izraжavaƬe mexovitog proizvoda (kao determinante)
pokazano u prethodnom dokazu govori da �e se on koristiti i pri-
likom odre�ivaƬa zapremine paralelopipeda qije su stranice a, b i
c. Prethodna definicija se qesto zapisuje i u neformalnijem obliku

a × b =

����� i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

�����, podrazumevaju�i da �e se izvrxiti razvoj po

prvoj vrsti (qime se dobija zapis naveden u toj definiciji). Deo (g)
pokazuje, izme�u ostalog, da vektorsko mnoжeƬe nije asocijativna ope-
racija, prva jednakost tog dela je poznata i kao Lagranжov, a druga
kao Jakobijev identitet (za vektorski proizvod).

Primer 49. Vaжi a× a = 0, za svako a ∈ R3, pa, ako je (i, j, k) standa-
rdna ortonormirana baza, vaжi i× i = j × j = k × k = 0, dok je i× j =
−j×i = k, j×k = −k×j = i, k×i = −i×k = −j. Za proizvoƩne a, b, c ∈ R3

je (a× b)× (a× c) = −〈b, a× c〉a+ 〈a, a+ c〉b = −[b, a, c]a+ [a, a, c]b = [a, b, c]a.

Sledi [a × b, b × c, c × a] =
¬
(a × b) × (b × c), c × a

¶
= −[b, a, c] · 〈b, a × c〉 =

[b, a, c]2 = [a, b, c]2, pa su a × b, b × c, c × a koplanarni ako i samo ako su
a, b, c koplanarni. Ako su A,B,C ∈ R3, a O koordinatni poqetak, onda

je I(A,B,C) =
−→
OA × −−→

OB +
−−→
OB × −−→

OC +
−−→
OC × −→

OA = −−−→
OB × −→

OA +
−−→
OB ×−−→

OC +
−−→
OC × (

−−→
OC + (

−→
OA −−−→

OC)) =
−−→
OB ×−→

AC −−−→
OC ×−→

AC =
−−→
CB ×−→

AC, pa su
taqke A,B,C kolinearne ako i samo ako je I(A,B,C) = 0, dok u sluqaju
I(A,B,C) 6= 0 je u pitaƬu vektor ravni odre�ene taqkama A,B,C. △
Primer 50. Ako su ai = (ai,1, ai,2, ai,3)

T ∈ R3, bi = (bi,1, bi,2, bi,3)
T ∈

R3, za i ∈ {1, 2, 3}, na osnovu Koxi–Bineove formule (formula

(7.3)) je
��� 〈a1, b1〉 〈a2, b1〉
〈a2, b1〉 〈a2, b2〉

��� = (a1, a2)
T (b1, b2) =

X
16i<j63

��� a1,i a1,j

a2,i a2,j

��� ·��� b1,i b2,j
b1,i b2,j

��� = 〈a1 × a2, b1 × b2〉, kao i

����� 〈a1, b1〉 〈a2, b1〉 〈a3, b1〉
〈a1, b2〉 〈a2, b2〉 〈a3, b2〉
〈a1, b3〉 〈a2, b3〉 〈a3, b3〉

����� =

(a1, a2, a3)
T (b1, b2, b3) =

����� a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

����� · ����� b1,1 b2,1 b3,1
b1,2 b2,2 b3,2
b1,3 b2,3 b3,3

����� = [a1, a2, a3] ·

[b1, b2, b3]. Specijalno, na osnovu dobijenog i rezultata prethodnog
primera je [a1 × a2, a2 × a3, a3 × a1] = [a1, a2, a2]

2 = det(〈ai, aj〉)16i,j63. △
Za vektore a1, . . . , an, gde je n ∈ N, se G(a1, . . . , an) = (〈ai, aj〉)16i,j6n

naziva Gramova matrica (koja odgovara tim vektorima), a Ƭena de-
terminanta Gramova determinanta. Po prethodnom primeru sledi
da za a1, a2, a3 ∈ R3 je detG(a1) = ‖a1‖2, detG(a1, a2) = ‖a1 × a2‖2 i
detG(a1, a2, a3) = [a1, a2, a3]

2, tj. u pitaƬu je nenegativno definitna ma-
trica, a Ƭene vrednosti se prirodno povezuju sa odgovaraju�im geome-
trijskim osobinama (za ai ∈ R3, 1 6 i 6 n, vaжi G(ai, aj) = 0 ako i samo
ako su ai i aj kolinearni, G(ai, aj , ak) = 0 ako i samo ako su ai, aj , ak
koplanarni, a dobijeno sugerixe da kvadratni koreni vrednosti ovih
determinanti odgovaraju, redom, duжini vektora, povrxini parale-
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lograma nad dva vektora, odnosno zapremini paralelopipeda nad tri
vektora), dok je Gramova determinanta n > 4 vektora iz R3 jednaka 0.
Naravno, ako se dopusti da su vektori iz Rm, gde je m > n, prouqavaƬe
G(a1, . . . , an) dovodi do netrivijalnih zakƩuqaka, analognih dobijenim
u sluqaju m = 3, no kako je osnovni ciƩ ovog dela rad u R3, zadrжali
samo se na odgovaraju�im matricama reda ne ve�eg od 3.

Primer 51. Odredimo povrxinu qetvorougla ABCD, gde su koordi-
nate uoqenih taqaka A(3,−1), B(8, 0), C(9, 4) i D(7, 2). Po prethodnom,
za vektore a, b ∈ R3 izraz ‖a× b‖ predstavƩa povrxinu paralelograma
nad vektorima a, b, odakle sledi da 1

2 · ‖a × b‖ predstavƩa povrxinu
trougla qije su stranice a i b. Ako je a = (a1, a2)

T , b = (b1, b2)
T ∈ R2,

utapaƬem u R3 se ovi vektori mogu videti kao (a1, a2, 0)T , b = (b1, b2, 0)T

(onda ima smisla priqati o a×b), a u a×b su koordinate uz i i j jedna-

ke 0, dok je koordinata uz k jednaka
��� a1 a2

b1 b2

���, pa polovina apsolutne

vrednosti ovog izraza predstavƩa povrxinu trougla qije su strani-
ce a i b. Kako BD pripada unutraxƬosti ABCD, sledi P (ABCD) =

P (△BDA) + P (△BCD), a kako je
−−→
BA = (−5,−1)T ,

−−→
BD = (−1, 2)T ,

−−→
BC =

(1, 4)T , vaжi P (ABCD) = 1
2 ·
����� −5 −1

−1 2

�����+ 1
2 ·
����� −1 2

1 4

����� = 17
2 . Prethodno

se moжe dobiti i posmatraƬem dijagonale AC, no kako ona ne pripada
unutraxƬosti ABCD, sledi P (ABCD) = P (△ABC) − P (△ADC), tj.

kako je
−−→
AB = (5, 1)T ,

−−→
AD = (4, 3)T ,

−→
AC = (6, 5)T , vaжi P (ABCD) =

1
2 ·
����� 5 1

6 5

�����− 1
2 ·
����� 4 3

6 5

����� = 17
2 , a analogno se, razbijaƬem na trouglove,

moжe odrediti povrxina proizvoƩnog mnogougla u R2. Ako je a > 0,
u = (a, 0, 0), v vektor koji sa u i k zaklapa uglove π

3 i π
2 , redom, ta-

ko da je ‖v‖ = a i sistem (u, v, k) pozitivno orijentisan, a w vektor
koji sa u i v zaklapa uglove π

3 , tako da je ‖w‖ = a i sistem (u, v, w)
pozitivno orijentisan, odredimo v i w, kao i zapreminu tetraedra
odre�enog sa u, v, w. Ako je v = (av1, av2, av3), sledi v2

1 + v2
2 + v2

3 = 1,

〈u, v〉 = a2v1 = a2

2 i 〈v, k〉 = av3 = 0, pa je v1 = 1
2 , v3 = 0 i v2 ∈ {−

√
3

2 ,
√

3
2 },

a kako je [u, v, k] =

����� a a
2 0

0 ±a
√

3
2 0

0 0 1

����� = ±a2
√

3
2 , poxto je (u, v, k) pozitivno

orijentisan, sledi v2 =
√

3
2 . Ako je w = (aw1, aw2, aw3), sledi w2

1 +w2
2 +

w2
3 = 1, 〈u,w〉 = a2w1 = a2

2 , 〈v, w〉 = a2

2 w1 + a2
√

3
2 w2 = a2

2 , pa je w1 = 1
2 ,

w2 =
√

3
6 i w3 ∈ {−

√
6

3 ,
√

6
3 }. Kako je [u, v, w] =

����� a a
2

a
2

0 a
√

3
2

a
√

3
6

0 0 ±
√

6
3

����� =

±a3
√

2
2 , poxto je sistem (u, v, w) pozitivno orijentisan, sledi w3 =

√
6

3 ,

kao i da je zapremina posmatranog tetraedra 1
6 · [u, v, w] = a3

√
2

12 . △
Primer 52. Ako su a, b vektori dve stranice trougla, Ƭegova povrxi-
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na je P = 1
2 ·‖a×b‖, odnosno, vaжi P 2 = 1

4 ·G(a, b). Kako je 〈a, b〉 = 1
2 (‖a‖2+

‖b‖2−‖a−b‖2) = 1
2 (‖a‖2+‖b‖2−‖c‖2), gde je c = a−b vektor koji odgovara

tre�oj stranici uoqenog trougla, na ovaj naqin dobijamo izraжa-
vaƬe povrxine trougla preko duжina Ƭegovih stranica (tzv. Heronov

obrazac). Dakle, vaжi P 2 = 1
16 ·
��� 2‖a‖2 ‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖c‖2

‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖c‖2 2‖b‖2

���
(ako je s = 1

2 · (‖a‖ + ‖b‖ + ‖c‖) poluobim trougla, posledƬa vrednost

je jednaka 1
16 ·

�
4‖a‖2‖b‖2 − (‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖c‖2)2

�
= 1

16 · ((‖a‖ + ‖b‖)2 −
‖c‖2)(‖c‖2 − (‖a‖ − ‖b‖)2) = 1

16 · (‖a‖ + ‖b‖ + ‖c‖)(‖a‖ + ‖b‖ − ‖c‖)(‖c‖ −
‖a‖ + ‖b‖)(‖c‖ + ‖a‖ − ‖b‖) = s(s − ‖a‖)(s − ‖b‖)(s − ‖c‖), xto je uobi-
qajan oblik u kom se dobijeni rezultat prikazuje po sredƬoxkolskim
u
benicima). Analogno se dobija odgovaraju�a formula i u vixe
dimenzija, a po prethodnom, ako je V zapremina tetraedra odre�e-
nog vektorima a, b, c, onda je V 2 = (1

6 · [a, b, c])2 = 1
36 · detG(a, b, c) =

1

288
·
����� 2‖a‖2 ‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖c1‖2 ‖c‖2 + ‖a‖2 − ‖b1‖2

‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖c1‖2 2‖b‖2 ‖b‖2 + ‖c‖2 − ‖a1‖2

‖c‖2 + ‖a‖2 − ‖b1‖2 ‖b‖2 + ‖c‖2 − ‖a1‖2 2‖c‖2

����� , gde

je c1 = a−b, b1 = c−a, a1 = b−c (tzv. Heronov obrazac za tetraedar). △
Primer 53. Za 1 6 i 6 3, neka su αi ∈ R i ai ∈ R3 nekoplanarni.
Odredimo sve x tako da je 〈x, ai〉 = αi, za 1 6 i 6 3. Kako su u pitaƬu
nekoplanarni vektori, na osnovu rezultata primera 49, nekoplanarni
su i a1 × a2, a2 × a3, a3 × a1, pa postoje jedinstveni x1, x2, x3, kako da je
x = x1a2 × a3 + x2a3 × a1 + x3a1 × a2, odakle, skalarnim mnoжeƬem sa ai,
sledi αi = xi ·[a1, a2, a3], za 1 6 i 6 3, te je x = α1a2×a3+α2a3×a1+α3a1×a2

[a1,a2,a3]
. △

Jednaqina prave i ravni u R3

Na osnovu razmatraƬa sa poqetka ovog odeƩka, u sluqaju n = 3 pro-
stor rexeƬa jednaqine a1x+a2y+a3z = b, pri qemu je (a1, a2, a3)

T 6= 0, je
dimenzije 2, te se uoqena jednaqina naziva opxti (implicitni) oblik
jednaqine ravni (u R3). Ako je u pitaƬu ravan α i M0(x0, y0, z0) ∈ α,
onda je uoqena jednaqina ekvivalentna sa a1(x−x0)+ a2(y− y0)+ a3(z−
z0) = 0, te taqka M(x, y, z) pripada α ako i samo ako je (a1, a2, a3)

T ⊥−−−→
M0M = (x− x0, y− y0, z − z0), odnosno 〈(a1, a2, a3)

T ,
−−−→
M0M〉 = 0 (posledƬe

se naziva i vektorska jednaqina ravni). Stoga se (a1, a2, a3)
T naziva

vektor ravni α i predstavƩa vektor normalan na tu ravan. Kako je
ortokomplement nenula vektora u R3 dimenzije 2, postoje nezavisni
u = (u1, u2, u3) i v = (v1, v2, v3)

T koji qine bazu tog ortokomplementa,
te (uz prethodnu notaciju) su sve taqke ravni opisane sa (x, y, z)T =
(x0 + su1 + tv1, y0 + su2 + tv2, z0 + su3 + tv3)

T = (x0, y0, z0)
T + su + tv, za

proizvoƩne s, t ∈ R (tzv. parametarska jednaqina ravni). Iz pretho-
dnog neposredno sledi da je ravan koja sadrжi nekolinearne taqke

Mi(xi, yi, zi), gde je 1 6 i 6 3, odre�ena sa [
−−−→
M1M,

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M1M3] = 0, tj.

sve taqke M(x, y, z) koje zadovoƩavaju prethodnu jednaqinu predsta-

vƩaju taqke te ravni, a Ƭen vektor je
−−−−→
M1M2 ×

−−−−→
M1M2.
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Po analogiji se i u R3 prenose i rezultati dobijeni za opis prave u
R2. Recimo, x−x0

a1
= y−y0

a2
= z−z0

a3
predstavƩa kanonski oblik jednaqine

prave u R, koja sadrжi taqku M(x0, y0, z0), a vektor joj je (a1, a2, a3)
T 6= 0

(uz analogni dogovor tumaqeƬa posledƬeg izraza u sluqaju da je neka
od koordinata vektora prave jednaka 0; recimo, x

1 = y
0 = z

0 predstavƩa
jednaqinu x ose), a (x, y, z)T = (x0, y0, z0)

T + t(a1, a2, a3)
T , za t ∈ R, pre-

dstavƩa parametarski oblik jednaqine te prave.
Kao i u sluqaju rada u R2, vektori prave i ravni nisu jednoznaqno
odre�eni (ve� do na mnoжeƬe nenula skalarom), te je i ovde uobiqa-
jno da se ugao izme�u dve prave, odnosno ugao izme�u dve ravni, bira
tako da pripada [0, π2 ], pa za ugao izme�u pravih a i b, qiji su vektori

(a1, a2, a3)
T i (b1, b2, b3)

T vaжi cos∢(a, b) = |a1b1+a2b2+a3b3|√
a2
1+a2

2+a
2
3

√
b21+b22+b23

, a za ugao

izme�u ravni α1 i α2, gde je αi odre�ena jednaqinom ai,1x+ai,2y+ai,3z =

bi, za 1 6 i 6 2, vaжi cos∢(α1, α2) =
|a1,1a2,1+a1,2a2,2+a1,3a2,3|√
a2
1,1+a2

1,2+a2
1,3

√
a2
2,1+a2

2,2+a
2
2,3

.

PitaƬe odnosa uoqenih ravni se svodi na opis rexeƬa sistema
ai,1x + ai,2y + ai,3z = bi, za 1 6 i 6 2. Ako je nα1 = (a1,1, a2,1, a3,1)

T ,
nα2 = (a1,2, a2,2, a3,2)

T i nα1 × nα2 6= 0, rang i matrice sistema i
proxirene matrice sistema je jednak 2, pa sistem ima beskonaqno
mnogo rexeƬa, a prostor rexeƬa zavisi od jednog parametra, te je
geometrijsko tumaqeƬe da je presek prava (qiji je vektor nα1 × nα2 ;
zapravo, prava se moжe i definisati na ovaj naqin, preko preseka
dve ravni, xto, u nekom smislu, najvixe odgovara implicitnom obli-
ku jednaqine prave). Ako je nα1 × nα2 = 0, tj. ako su nα1 i nα2

proporcionalni, ukoloko su i (a1,1, a1,2, a1,3, b1)
T i (a2,1, a2,2, a2,3, b2)

T

proporcionalni, rangovi i matrice i proxirene matrice dobijenog
sistema su jednaki 1, tj. u tom sluqaju je prostor rexeƬa dimenzi-
je 2, a geometrijsko tumaqeƬe je da se posmatrane ravni poklapaju
(obe jednaqine predstavƩaju jednaqinu iste ravni), dok u sluqaju
da posledƬi vektori nisu proporcionalni, rang proxirene matrice
sistema je za jedan ve�i, te onda posmatrane ravni nemaju zajedni-
qkih taqaka, a geometrijsko tumaqeƬe je da su onda te ravni pa-
ralelne. Primetimo i da, ukoliko nα1 i nα2 nisu proporcionalni,
onda t(a1,1x + a1,2y + a1,3z − b1) + s(a2,1x + a2,2y + a2,3z − b2) = 0, gde je
(s, t) ∈ R2 \ {(0.0)}, predstavƩa pramen ravni koji sadrжi preseqnu
pravu ravni α1 i α2 (prethodno se qex�e predstavƩa u obliku
a1,1x + a1,2y + a1,3z − b1 + s(a2,1x + a2,2y + a2,3z − b2) = 0, za s ∈ R, kao i
a2,1x + a2,2y + a2,3z = b2, koja nije navedenog oblika; videti i primer
55), a a1x+ a2y + a3z = t, gde je t ∈ R, predstavƩa pramen ravni para-
lelnih sa a1x+ a2y + a3z = 0.
Za pravu p odre�enu sa (x, y, z)T = (x1, y1, z1)

T + t(v1, v2.v3) (dakle, ona
sadrжi M1(x1, y1, z1), a vektor joj je vp = (v1, v2, v3)

T 6= 0) i ravan α,
odre�enu sa a1(x − x2) + a2(y − y2) + a3(z − z2) = 0 (dakle, ona sadrжi
M2(x3, y3, z3), a vektor joj je nα = (a1, a2, a3)

T 6= 0), vaжi p ⊥ α ako i samo
ako su vp i nα proporcionalni (tj. ako i samo ako je vp×nα = 0), a p ‖ α
ako i samo ako je vp ⊥ α (tj. ako i samo ako 〈vp, nα〉 = 0). Na osnovu dela
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(v) leme 7.5.2 i komentara nakon Ƭe, postoji jedinstvena projekcija
prave p1 qiji je vektor vp i koja sadrжi taqku (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2)
na ravan a1x + a2y + a3z = 0 (kao i u prethodnom delu, jedini razlog
xto su uoqene prava i ravan translirane je to xto je pomenuti rezu-
ltat iskazan za projekciju na potprostor). U sluqaju da je vp×nα 6= 0,
ta projekcija je prava, a ugao izme�u prave i te projekcije smatramo
uglom izme�u prave i ravni, te je, zbog uoqene translacije, on jednak
uglu izme�u prave p i ravni α (i po pomenutom rezultatu, mogao se
definisati i kao minimalni ugao izme�u vektora prave i nenula ve-

ktora koji pripadaju α). Sledi da je sin∢(p, α) =
|〈vp,nα〉|
‖vp‖·‖nα‖ (primetimo

da se ovde pojavƩuje sinusna, a ne kosinusna funkcija, iz razloga
xto je vektor ravni normalan na tu ravan, a vektor prave kolinearan
sa tom pravom, kao i da se rezultat poklapa sa dobijenim u sluqaju
da je prava normalna na ravan). Analogno, iz dela (v) leme 7.5.2

sledi da postoji min
X∈p

‖−−→MX‖ i min
X∈α

‖−−→MX‖, gde je M(x0, y0, z0) (i dostiжe

se ako je X normalna projekcija taqke M na p, odnosno α). Prime-

timo da je d(M,p) =
‖−−→MX×up‖

‖up‖ , za proizvoƩnu X ∈ p (poxto izraz u

brojiocu posledƬeg razlomka odgovara povrxini paralelograma nad

vektorima
−−→
MX i up, koja je jednaka duжini Ƭegove stranice up, po-

mnoжenoj sa odgovaraju�om visinom), kao i da u sluqaju z0 = z1 =
v3 = 0 se dobijena formula svodi na rezultat dobijen za rastojaƬe
taqke od prave u R2. Sliqno, ako je (x, y, z)T = (x1, y1, z1)

T + su + tv,
gde je s, t ∈ R, parametarski oblik jednaqine α (qija je jednaqina
a1x + a2y + a3z − b = a1(x − x1) + a2(y − y1) + a3(z − z1) = 0 i vaжi

nα = u × v), onda je d(M,α) = [u,v,
−−→
MX]

‖u×v‖ , gde je X proizvoƩna taqka

α (poxto izraz u brojiocu posledƬeg razlomka odgovara zapremini

paralelopipeda nad vektorima a, v,
−−→
MX, a imenilac povrxini para-

lelograma nad u, v, te taj razlomak predstavƩa duжinu visine na tu
stranu uoqenog paralelopipeda), xto dovodi do

d(M,α) = |a1(x0−x1)+a2(y0−y1)+a3(z0−z1)|√
a2
1+a

2
2+a2

3

= |a1x0+a2y0+a3z0−b|√
a2
1+a2

2+a2
3

(u posledƬem obliku se dobijeno najqex�e prikazuje po literaturi).
Pomenimo i da se u geometrijskim primenama pojavƩuju i drugi
oblici prikaza jednaqine ravni, poput normalnog, u kom se ravan
predstavƩa u obliku 〈n, (x, y, z)T 〉 = r > 0, pri qemu je ‖n‖ = 1 (jasno,
ovaj oblik postoji ako ravan ne sadrжi koordinatni poqetak, na osno-
vu malopre dobijenih rezultata je rastojaƬe taqke (0, 0, 0) do uoqene

ravni jednako |r|
‖n‖ = r, pa ako je Ƭena opxta jednaqina a1x+a2y+a3z = d,

sledi r = |d|√
a2
1+a2

2+a2
3

, kao i n =
� |d|
d · a1√

a2
1+a2

2+a
2
3

, |d|d · a2√
a2
1+a

2
2+a2

3

, |d|d ·
a3√

a2
1+a

2
2+a2

3

�
, a kako je ‖n‖ = 1, sledi da je n = (cosαx, cosαy, cosαz),

gde αx, αy, αz predstavƩaju uglove izme�u vektora n i vektora i, j, k,
redom), kao i segmentni, u kom se jednaqina prikazuje u obliku
x
a + y

b + z
c = 1, a a, b, c predstavƩaju odseqke koje na koordinatnim osama
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odseca ravan (dakle, ta ravan sadrжi taqke (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c),
ravan se moжe predstaviti u ovom obliku ako nije paralelna nijednoj
od koordinatnih osa i ne sadrжi koordinatni poqetak; u tom sluqaju
je Ƭena opxta jednaqina a1x + a2y + a3z = d, pri qemu su a1, a2, a3, d
razliqiti od 0, a onda su parametri navedeni u segmentnom obliku
a = d

a1
, b = d

a2
, c = d

a3
). Kao i u sluqaju R2, pored jasnog geometrijskog

tumaqeƬa, prednost posledƬe navedenih oblika je xto su, ako posto-
je, jedinstveni (a po literaturi u kojoj se dobijeno koristi za daƩe
prouqavaƬe geometrijskih osobina, vi�a se i da se dozvoƩava da neki
od paramatara koji se pojavƩuju u segmentnom obiku (i prave i ravni)
bude ∞, uz odgovaraju�e tumaqeƬe, sliqno onom koje je prikazano pri-
likom deƩeƬa sa 0 u kanonskom obliku, da bi se na taj naqin prikazale
i prave za koje to nije mogu�e uz klasiqno tumaqeƬe).
Ostaje pitaƬe me�usobnog odnosa dve prave u R3. Neka su u pi-
taƬu pi, koja sadrжi Mi(xi, yi, zi) i vektor joj je ai = (ai,1, ai,2, a1,3)

T ,
za 1 6 i 6 2. Ako je a1 × a2 = 0 (tj. ako su a1 i a2 kolinearni),

onda je p1 ‖ p2, pri qemu u sluqaju da je i
−−−−→
M1M2 kolinearan sa

Ƭima (tj. ako je i a1 × −−−−→
M1M2 = 0), onda se radi o istoj pravoj, a

ako to nije sluqaj, uoqene prave su paralelne i razliqite. Ako je

a1 × a2 6= 0, a [a1, a2,
−−−−→
M1M2] = 0 (tj. ako su a1 i a2 linearno nezavisni,

a a1, a2,
−−−−→
M1M2 linearno zavisni (dakle, koplanarni su)), onda se p1

i p2 seku. Konaqno, ako je [a1, a2,
−−−−→
M1M2] 6= 0, radi se o mimoilaznim

pravama. U tom sluqaju je vektor n = a1×a2 normalan na a1 i a2, ravan
koja sadrжi M1 i vektore a1 i n seqe p2 u nekoj taqki N2, a ako je N1

podnoжje normale iz N2 na p1, onda je prava odre�ena taqkama N1 i N2

normalna i na p1 i na p2 (tzv. zajedniqka normala mimoilaznih pravih

p1 i p2). Ako je d(p1, p2) = inf
X∈p1,Y ∈p2

‖−−→XY ‖ (rastojaƬe p1 i p2), kao i

u dokazu dela (v) leme 7.5.2 (videti i komentare nakon Ƭe), sledi

da uoqeni infimum postoji (i kao minimum) i da je jednak ‖−−−→N1N2‖
(zaista, ako je X ∈ p1, Y ∈ p2 i u =

−−−→
XN1 +

−−→
N2Y , onda je ‖−−→XY ‖2 =

‖−−−→XN1 +
−−−→
N1N2 +

−−→
N2Y ‖2 = ‖−−−→N1N2 +u‖2 = ‖−−−→N1N2‖2 +‖u‖2 > ‖−−−→N1N2‖2, poxto

je u ⊥ −−−→
N1N2). Primetimo i se da pri odre�ivaƬu rastojaƬa nave-

denih pravih ne moraju eksplicitno odre�ivati taqke N1 i N2 (tj. nije
nuжno odrediti zajedniqku normalu uoqenih pravih), poxto je to ra-

stojaƬe jednako |[−−→XY ,a1,a1]|
‖a1×a2‖ , gde su X ∈ p1, Y ∈ p2 proizvoƩne (zaista,

imenilac posledƬeg razlomka predstavƩa povrxinu paralelograma

nad a1 i a2, a brojilac zapreminu paralelopipeda nad a1, a2,
−−→
XY , koja

je jednaka povrxini pomenutog paralelograma pomnoжenoj sa Ƭegovom

visinom, koja, po prethodnoj diskusiji, iznosi ‖−−−→N1N2‖), kao i da se
odre�ivaƬe rastojaƬa dve paralelne prave svodi na odre�ivaƬe ra-
stojaƬa proizvoƩne taqke jedne od Ƭih od druge prave.

Primer 54. Odredimo jednaqinu ravni koja sadrжi presek ravni α
i β, odre�enih jednaqinama x + y + z = 1 i x − y + 2z = −2, redom, a
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pritom polovi duж qiji su krajevi preseqne taqke prave p, odre�ene
sa x−1

1 = y+1
2 = z

−2 , sa navedenim ravnima, kao i rastojaƬe prave p
od preseqne prave ravni α p β. Tako�e, odredimo uglove koje zaklapa
dobijena ravan sa α i p, Vektori navedenih ravni nα = (1, 1, 1)T i
nβ = (1,−1, 2)T , kao i navedene prave vp = (1, 2,−2)T , su po parovima
nezavisni, pa se te dve ravni seku, a i navedena prava ih seqe. Parame-
tarski oblik p je (x, y, z) = (t+1, 2t−1,−2t), za t ∈ R, te se zamenom u je-
dnaqine α i β, redom, dobija t = 1, odnosno t = 4

5 , pa je p∩α = (2, 1,−2)
i p∩β = (9

5 ,
3
5 ,− 8

5 ), te su koordinate sredixta duжi odre�ene dobi-

jenim taqkama
�

2+ 9
5

2 ,
1+ 3

5

2 ,
−2− 8

5

2

�
= (19

10 ,
4
5 ,− 9

5 ). Pramen ravni odre�en

sa α i β qine ravni (x + y + z − 1) + s(x − y + 2z + 2) = 0, za s ∈ R, kao
i ravan β, te se zamenom koordinata dobijene taqke dobija s = − 1

5 ,
odakle je traжena ravan 4x+6y+3z = 7 (a Ƭen vektor je n = (4, 6, 3)T ).
Vektor preseqne prave α i β je vq = nα × nβ = (3,−1,−2)T , a vaжi
Q(0, 0, 1) ∈ α∩β, te preseqna prava q ima jednaqinu x

3 = y
−1 = z−1

−2 .

Kako P (1,−1, 0) ∈ p, sledi da je d(p, q) =
|[−−→PQ,vp,vq ]|
‖vp×vq‖ = 5

√
101

101 . Konaqno,

ako je dobijena ravan γ, sledi ∢(γ, α) = arccos |〈n,nα〉|
‖n‖·‖nα‖ = arccos 13√

303
i

∢(n, p) = arcsin |〈n,p〉|
‖n‖·‖p‖ = arcsin 10

3
√

101
. △

Primer 55. Odredimo ravan koja sadrжi taqku M(2, 1,−2), paralelna
je sa pravom p, koja je odre�ena sa x = y− 1 = z+6 i udaƩena je

√
2 od

p, kao i taqku koja je simetriqna sa M u odnosu na p. Traжena ravan
sadrжi pravu q, koja je paralelna sa p i sadrжi M , tj. sa x−2 = y−1 =
z + 2, odnosno, pripada pramenu ravni koji sadrжi q. Prava q nije
paralelna nijednoj od koordinatnih osa, postoji ravan tog pramena
paralelna sa x osom (vektor joj je (1, 0, 0)T × (1, 1, 1)T = (0,−1, 1)T , tj.
jednaqina joj je −y + z = −3), kao i ravan tog pramena paralelna sa y
osom (vektor joj je (0, 1, 0)T × (1, 1, 1)T = (1, 0,−1)T , tj. jednaqina joj je
x − z = 4), pa taj pramen qine ravni (−y + z + 3) + t(x − z − 4) = 0, za
t ∈ R, kao i ravan x−z = 4. RastojaƬe p od ravni koja joj je paralelna
jednako je rastojaƬu neke Ƭene taqke (npr. (0, 1,−6)) od te ravni, pa

kako je rastojaƬe od x− z = 4 jednako |1·0+0·1−1·(−6)−4|√
2

=
√

2, ova ravan

zadovoƩava navedene uslove, a kako je |t·0−1·1+(1−t)·(−6)+3−4t|√
t2+1+(1−t)2

=
√

2·|t−2|√
t2−t+1

,

posledƬe je jednako
√

2 ako i samo ako je |t − 2| =
√
t2 − t+ 1, tj. ako

i samo ako je t = 1, xto dovodi do jox jedne ravni koja zadovoƩava
navedene uslove, ravni x−y = 1. ProjekcijaM na p se nalazi u preseku
p i ravni koja sadrжi M , a normalna je na p, tj. ravni x + y + z = 1,
pa je ta projekcija M ′(2, 3,−4), a taqka simetriqna sa M u odnosu na
p je simetriqna sa M u odnosu na M ′, tj. u pitaƬu je (2, 5,−6). △

Krive drugog reda u R2

Kriva drugog reda je skup svih taqaka (x, y) ∈ R2 koji zadovoƩavaju
polinomsku jednaqinu (po dve promenƩive) drugog reda, odnosno je-
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dnaqinu f(x, y) = a1,1x
2+2a1,2xy+a1,2y

2+2a1x+2a2y+c = uTAu+2Bu+c =

0, gde je u = (x, y)T , A =
�
a1,1 a1,2

a1,2 a2,2

�
6= 0 i B = (a1, a2) (ako je A = 0,

onda je u pitaƬu linearna jednaqina, xto je ve� ispitan sluqaj).
Na osnovu dela (v) leme 7.5.4, postoji ortogonalna P , tako da je
PAPT = diag(λ1, λ2) = D, gde su λ1, λ2 sopstvene vrednosti A, pa je
f(x, y) = uTPTDPu + 2BPTPu + c, odnosno, ako je u′ = (x′, y′)T = Pu,
a navedena funkcija posmatra kao funkcija od u′ (kako je P ortogo-
nalna, preslikavaƬe koje vektoru u dodeƩuje u′ je bijekcija), onda
se prethodno svodi na ispitivaƬe u kojem je matrica uz kvadratni
qlan dijagonalna. Pritom, ako je λ1 6= 0, onda se qlan λix

′2 + 2kx′,
gde je 2k koeficijent koji se nakon gorƬe smene pojavƩuje uz x′, moжe

zapisati u obliku λ1(x
′ + k

λ1
)2 − k2

λ1
, te se smenom x′′ = x′ + k

λ1
po-

sledƬe svodi na funkciju u kojoj je koeficijent uz linearan qlan
odgovaraju�e promenƩive jednak 0. Analogan zakƩuqak se postiжe
i za qlan uz y, ukoliko je λ2 6= 0. Naravno, uvedene smene meƬaju
polaznu funkciju, no ako je ciƩ ispitivaƬe osobina skupa taqaka
koje qine Ƭeno rexeƬe, primetimo da posledƬa smena pri geometri-
jskom tumaqeƬu predstavƩa translaciju, a prva, kako je u pitaƬu
transformacija ortogonalnom matricom, predstavƩa izometriju (na
osnovu rezultata navedenih nakon definicije 7.5.3 je ‖Px‖ = ‖x‖), te
iz posledƬe diskusije sledi da, ukoliko su u pitaƬu osobine koje se
ne meƬaju izometrijskim transformacijama, je dovoƩno posmatrati
jednaqine oblika a1,1x

′′2 + a2,2y
′′2 + c = 0, gde je a1,1, a2,2, c ∈ R i

a1,1, a2,2 6= 0, odnosno a1,1x
′′2 +2a2y

′+c = 0, gde je a1,1, a2, c ∈ R i a1,1 6= 0.
Zarad pojednostavƩeƬa notacije, u daƩem pretpostavƩamo da je kriva
ve� svedena na neki od opisanih oblika (odnosno, promenƩive x′′ i y′′

�emo oznaqavati sa x i y, redom), koji se naziva kanonski oblik
krive drugog reda. Primetimo i da nije texko eksplicitno izraziti
opisane transformacije (prelaz sa x′ na x′′ predstavƩa translaciju,
a transformacija koja u dodeƩuje Pu, na osnovu rezultata primera
43, predstavƩa ili rotaciju ili kompoziciju rotacije i simetrije
(zapravo, lako je videti da je dovoƩna transformacija predstavƩena
matricom M(1, ϕ) iz pomenutog primera, koja predstavƩa rotaciju)),
no to izlazi izvan okvira ovog teksta.
Shodno prethodnoj diskusiji, postoje naredne mogu�nosti:
(1) vaжi λ1, λ2 6= 0; onda je kanonski oblik krive λ1x

2 + λ2y
2 + c = 0,

pri qemu, bez umaƬeƬa opxtosti, neka je λ1 > 0, pa

(1.1) ako je λ2 > 0, c > 0, skup rexeƬa jednaqine je ∅;
(1.2) ako je λ2 > 0, c = 0, skup rexeƬa je jedna taqka ((0, 0));

(1.3) ako je λ2 > 0, c < 0, zamenom a =
È

− c
λ1

, b =
È

− c
λ2

, jednaqina

se svodi na x2

a2 + y2

b2 = 1, a dobijena kriva se naziva elipsa
(specijalno, ako je a = b, u pitaƬu je kruжna linija);

(1.4) ako je λ2 < 0, c = 0, zamenom a =
È

1
λ1

, b =
È

− 1
λ2

, jednaqina
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se svodi na x2

a2 − y2

b2 = (xa−
y
b )(

x
a + y

b ) = 0, te se Ƭen skup rexeƬa
sastoji od dve prave, koje se seku u (0, 0);

(1.5) ako je λ2 < 0, c < 0, zamenom a =
È

− c
λ1

, b =
È

c
λ2

, jednaqina

se svodi na x2

a2 − y2

b2 =1, a dobijena kriva se naziva hiperbola;

(2) ako je λ2 = 0, a, bez umaƬeƬa opxtosti, λ1 > 0, po prethodnom se
jednaqina svodi na oblik λ1x

2 + 2ky + c = 0, pa

(2.1) ako je k = 0, jednaqina je x2 = −c, pa za c > 0 predstavƩa ∅,
za c = 0 pravu x = 0 , odnosno, za c < 0 skup koji se sastoji
od dve paralelne prave (x =

√−c i x = −√−c );
(2.2) ako je k 6= 0, zamenom p = − k

λ1
, y′ = y+ c

2k , jednaqina se svodi

na x2 = 2py′, a dobijena kriva se naziva parabola.

Primetimo da u sluqaju (1) nije razmatrana mogu�nost λ2 < 0, c > 0,
poxto se ona, zamenom uloga x i y, svodi na sluqaj (1.5). Navedimo
osnovne osobine elipse, hiperbole i parabole (ostale krive drugog
reda su ve�, u izvesnoj meri, prouqene, jer se, u sluqajevima u kojima
je skup rexeƬa beskonaqan, prikazuju kao (konaqna) unija pravih).

Elipsa. Po prethodnom, kanonska jednaqina elipse je x2

a2 + y2

b2 = 1,
za neke a, b > 0, pri qemu, bez umaƬeƬa opxtosti, moжemo smatrati
da je a > b (inaqe se simetrijom moжe dobiti taj sluqaj). Ako je
a = b, u pitaƬu je kruжna linija, a u nastavku ovog dela �emo po-
smatrati sluqaj a > b. Uoqena kriva seqe koordinatne ose u taqkama
A1(a, 0), A2(0,−a), B1(0, b), B2(0,−b), koje se nazivaju temena elipse, a
simetriqna je u odnosu ka koordinatni poqetak (taqku O(0, 0)), tzv.
centar elipse. Navedena jednaqina je ekvivalentna sa b2x2 + a2y2 =
a2b2, odnosno a2(x2 + y2) = (a2 − b2)x2 + a2b2 = c2x2 − a2c2 + a4, gde je
c =

√
a2 − b2, tj. sa a2((x+c)2 +y2) = c2x2 +2a2cx+a4 = (a2 +cx)2. Ako je

(x, y) taqka koja pripada elipsi, jasno je da je |x| 6 a, a vaжi i c 6 a,

pa je a2 + xc > 0, te jednaqina postaje 4a
È

(x+ c)2 + y2 = 4(a2 + xc) =

4a2 + (x + c)2 − (x − c)2 = 4a2 + ((x + c)2 + y2) − ((x − c)2 + y2), odnosno,

ekvivalentna je sa (x − c)2 + y2 =
�
2a −

È
(x+ c)2 + y2

�2
, a, kako je

(x+ c)2 + y2 6 2x2 + 2c2 + y2 6 2a2 + 2(a2 − b2) + b2 = 4a2 − b2 6 4a2, vaжiÈ
(x+ c)2 + y2 6 2a, sledi da je ekvivalentna i saÈ

(x+ c)2 + y2 +
È

(x− c)2 + y2 = 2a.

PosledƬe dobijeni izraz predstavƩa zbir rastojaƬa taqke (x, y) od
taqaka F1(c, 0) i F2(−c, 0), koje se nazivaju жiжe elipse, tj. elipsa je
kriva u R2 koja se sastoji od svih taqaka kojima je zbir rastojaƬa od
uoqenih taqaka F1 i F2 jednako 2a, xto se qesto vi�a i da igra ulogu
definicije elipse. Tako�e, kako je jednaqina elipse ekvivalentna saÈ

(x+ c)2 + y2 = a + cx
a = c

a · (x + a2

c ) > 0, ona je ekvivalentna i sa√
(x+c)2+y2

x+ a2

c

= c
a = e, a kako izraz na levoj strani prethodnog izraza

predstavƩa koliqnik rastojaƬa taqke (x, y) od taqke F2 i rastojaƬa
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taqke (x, y) od prave x = −a2

c , dobijamo jox jedan ekvivalent defini-
cije elipse (kao skup svih (x, y) kojima je pomenuti koliqnik jednak
e ∈ (0, 1)). Simetriqno, elipsa se moжe definisati i kao skup svih

(x, y) qiji je koliqnik rastojaƬa od taqke F1 i prave x = a2

c jednak e,

a prave x = −a2

c i x = a2

c se nazivaju direktrise elipse.

Po pitaƬu parametrizacije elipse vaжe sliqni komentari dati u
delu 5.3 prilikom ispitivaƬa kruжne linije (recimo, promenƩiva
x ne moжe parametrizovati elipsu oko Ƭenih temena na x osi, a
promenƩiva y oko Ƭenih temena na y osi), a parametrizacija koja se
najqex�e koristi prilikom ispitivaƬa osobina elipse je x = a cos t,
y = b sin t, za t ∈ [0, 2π) (naravno, moжe se izabrati i drugi skup po
kome se kre�u vrednosti parametara). Na osnovu leme 5.3.3, sledi
da je uoqena funkcija glatka, vrednost izvoda u taqki (x0, y0) =

(a cos t0, b sin t0) razliqitoj od temena A1, A2 je b cos t0
−a sin t0

= − b2x0

a2y0
, te je ta-

ngenta elipse u toj taqki y = − b2x0

a2y0
· (x−x0)+ y0, odnosno xx0

a2 + yy0
b2 = 1.

U sluqaju taqaka A1 i A2, uzevxi npr. y kao parametar, dolazimo
do zakƩuqka da je tangenta krive x = a, odnosno x = −a (tj. i u ovom
sluqaju se moжe koristiti posledƬe dobijena formula u sluqaju preo-
stalih taqaka; ovde je, naravno, problem je nastao usled toga xto se
prava paralelna y osi ne moжe predstaviti u obliku y = kx + n). Iz
prethodnog sledi da je (−a2y0, b

2x0)
T vektor tangente u taqki (x0, y0)

elipse x2
0

a2 +
y2
0

b2 = 1, kao i da je prava y = kx + n tangenta elipse ako
i samo ako je a2k2 + b2 = n2 (zaista, onda je u pitaƬu tangenta u
(x0, y0), koja je razliqita od A1, A2, tj. u pitaƬu je y = k(x − x0) + y0,

pa je k = − b2x0

a2y0
i n = y0 − kx0 =

a2y2
0+b2x2

0

a2y0
= b2

y0
, pa je a2k2 − n2 =

b4x2
0

a2y2
0
− b4

y2
0

=
b2(b2x2

0−a2b2)

a2y2
0

= −b2). Ako taqka M0(x0, y0) pripada elipsi

x2

a2 + y2

b2 = 1, vektor tangente na elipsu u toj taqki je t = (−a2y0, b
2x0)

T ,

dok su f1 =
−−−→
F1M0 = (x0 − c, y0)

T i f2 =
−−−→
F2M0 = (x0 + c, y0)

T , pa je

‖t‖ · cos∢(t, f1) = a2cy0−a2x0y0+b
2x0y0√

(x0−c)2+y2
0

= a2cy0−c2x0y0√
(x0−c)2+y2

0

= c2y0 ·
a2

c −x0√
(x0−c)2+y2

0

=

c2y0 · 1
e = c2y0 ·

a2

c +x0√
(x0+c)2+y2

0

= a2cy0+a
2x0y0−b2x0y0√

(x0+c)2+y2
0

= −‖t‖ · cos∢(t, f2),

tj. ako su T1 i T2 taqke tangente, tako da je M0 izme�u Ƭih, vaжi
∢T1M0F1 = ∢F2M0T2 (posledƬe se po literaturi qesto vi�a u formu-
laciji da, ako ogledalo ima oblik elipse, svetlosni zrak koji prolazi
kroz jednu od жiжa nakon refleksije prolazi i kroz drugu).

Primer 56. Ako su Mi(xi, yi), za 1 6 i 6 2, taqke elipse x2

a2 + y2

b2 = 1,
tako da prava M1M2 ne sadrжi taqku O(0, 0), dokaжimo da prava koja
sadrжi O i preseqnu taqku tangenti elipse u M1 i M2 sadrжi sre-
dixte duжi M1M2. Tangenta u Mi, za 1 6 i 6 2, je xix

a2 + yiy
b2 = 1, te je

preseqna taqka P rexeƬe dobijenog sistema. Pritom je determinanta
matrice tog sistema y2x1−y1x2

a2b2 6= 0, poxto taqke M1,M2, O nisu kolinea-
rne, pa se navedene tangente zaista seku, a rexavaƬem sistema se do-
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bija P
�
a2(y2−y1)
y2x1−y1x2

,− b2(x2−x1)
y2x1−y1x2

�
, odnosno, jednaqina prave p koja sadrжi

O i P je y = − b2(x2−x1)
a2(y2−y1) · x, pa kako je − b2(x2−x1)

a2(y2−y1) · x1+x2

2 = − b2x2
2−b2x2

1

2a2(y2−y1) =
b2x2

1−b2x2
2

2a2(y2−y1) =
(a2b2−a2y2

1)−(a2b2−a2y2
2)

2a2(y2−y1) = y1+y2
2 , sledi da p sadrжi sredixte

duжi M1M2, taqku (x1+x2

2
y1+y2

2 ). △
Hiperbola. Kanonska jednaqina hiperbole je x2

a2 − y2

b2 = 1, za neke

a, b > 0 (sluqaj posmatraƬa jednaqine y2

a2 − x2

b2 = 1 se svodi na prethodni
rotacijom za π

2 ). U ovom delu �emo navesti osnovne osobine hiperbo-
le, a dokaze izostavƩamo, poxto su analogni dokazima odgovaraju�ih
tvr�eƬa za elipsu.

Hiperbola qija je jednaqina x2

a2 − y2

b2 = 1, za neke a, b > 0, seqe x osu u
taqkama (−a, 0) i (a, 0) (temena hiperbole), ne seqe y osu, simetriqna je
u odnosu na taqku (0, 0) (centar hiperbole), a prave y = − b

a ·x i y = b
a ·x

su Ƭene asimptote (i u −∞ i u ∞). Ako je c =
√
a2 + b2, taqke F1(c, 0) i

F2(−c, 0) se nazivaju жiжe hiperbole, a ekvilalentna definicija ove
krive je da je to skup svih taqaka qija je apsolitna vrednost razlike
rastojaƬa od жiжa jednaka 2a (dakle, skup svih (x, y) ∈ R2 za koje je��È (x+ c)2 + y2 −

È
(x− c)2 + y2

�� = 2a). Prave x = −a2

c i x = a2

c se
nazivaju direktrise hiperbole, a ekvivalent definicije hiperbole
je da je to skup svih taqaka kojima je odnos rastojaƬa od жiжe F1 i di-

rektrise x = a2

c (simetriqno, od жiжe F2 i direktrise x = −a2

c ) jednak
c
a = e ∈ (1,∞). Hiperbola je glatka kriva, jednaqina tangente u Ƭenoj
taqki (x0, y0) je x0x

a2 − yoy
b2 = 1, vektor tangente u (x0, y0) je (a2y0, b

2x0)
T ,

a prava y = kx + n je tangenta u nekoj Ƭenoj taqki ako i samo ako je
a2k2 − n2 = b2. Ako su T1 i T2 taqke tangente hiperbole u taqki M0,
koje se nalaze sa iste strane taqke M0, onda je ∢T1M0F1 = ∢F2M0T2, tj.
tangenta u M0 je simetrala ∢F1M0F2 (ako ogledalo ima oblik hiperbo-
le, svetlosni zrak koji prolazi kroz jednu od жiжa nakon refleksije
se kre�e po pravoj koja sadrжi drugu жiжu, ali se udaƩava od Ƭe).
U primenama, najqex�e parametrizacije hiperbole (pored klasiqnih
Dekartovih koordinata) su x = a

cos t , y = b tg t, za t ∈ (−π
2 ,

π
2 )∪ (π2 ,

3π
2 )

i x = a ch t, y = b sh t, odnosno x = −a ch t, y = b sh t, za t ∈ R.

Primer 57. Ako elipsa x2

a2 + y2

b2 = 1 i hiperbola x2

α2 − y2

β2 = 1 imaju
iste жiжe, odredimo ugao pod kojim se seku. Pod navedenim uslovima
je a > b i vaжi a2 − b2 = c2 = α2 + β2. Preseqna taqka je rexeƬe

sistema x2

a2 + y2

b2 = 1, x2

α2 − y2

β2 = 1, odakle je x2 ·
�

1
a2β2 + 1

b2α2

�
= 1

b2 + 1
β2 ,

odnosno x2 = a2α2 · b2+β2

a2β2+b2α2 = a2α2 · b2+β2

(b2+c2)β2+b2(c2−β2) = a2α2

c2 , te je

taqka preseka u prvom kvadrantu (aαc ,
bβ
c ). Vektori tangente na elipsu

i hiperbolu u toj taqki su, redom, (−a2bβ
c , b

2aα
c )T i (α

2bβ
c , β

2aα
c )T , a

kako je Ƭihov skalarni proizvod 0, sledi da se uoqene krive u toj
taqki seku pod uglom π

2 (a, po simetriji, pod tim uglom se seku i u
preostalim preseqnim taqkama). △
Parabola. Kanonska jednaqina parabole je x2 = 2py, za neko p 6=
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0 (jasno, bez umaƬeƬa opxtosti, moжemo izabrati p > 0), odnosno,
rotacijom za −π

2 , dobijamo jednaqinu y2 = 2px. Ova kriva seqe y osu u
(0, 0) (tzv. teme parabole), simetriqna je u odnosu na x osu, a vaжi x ∼
y2

2p kad y → ±∞, te nema ni horizontalnu ni kosu asimptotu. Navedena

jednaqina je ekvivalentna sa y2 + (x− p
2 )2 = (x+ p

2 )2, a, kako je x > 0, i

sa
È
y2 + (x− p

2 )2 = x+ p
2 , te je ekvivalent definicije uoqene parabole

da je u pitaƬu kriva kojoj je odnos rastojaƬa od taqke F (p2 , 0) i prave
d, qija je jednaqina x = − p

2 jednak e = 1 (pritom se F naziva жiжa, a d
direktrisa parabole; ovde vidimo i razlog zbog kojeg smo posmatrali
jednaqinu u obliku y2 = 2px, a ne x2 = 2py, da bi direktrise svih
prouqavanih krivih bile paralelne y osi). Parabola je glatka kriva,
vektor tangente u (x0, y0) koja pripada paraboli je (y0, p)

T , pa je Ƭena
tangenta u toj taqki x−x0

y0
= y−y0

p , odnosno p(x − x0) = y0(y − y0) =

y0y − 2px0, tj. y0y = p(x + x0). Tako�e, sledi da je prava y = kx +
n tangenta parabole ako i samo ako je 2kn = p (onda je u pitaƬu
tangenta u taqki (x0, y0) 6= (0, 0), tj. k = p

x0
i n = px0

y0
, odnosno 2kn =

2p2x0

y2
0

= 2p2x0

2px0
= p). Ako taqka M0(x0, y0) pripada paraboli y2 = 2px

i ako je
−−−→
M0T = (y0, p)

T = t (onda T pripada tangenti na parabolu u

M0), vaжi
−−−→
M0F = (p2 − x0, y0)

T , pa je ‖t‖ · cos∢TM0F =
yo( p

2−x0)+py0√
( p
2−x0)2+y2

0

=

− y0(x0+
p
2 )√

(x+ p
2 )2

= −y0 = −‖t‖ · 〈t, i〉, gde je i = (1, 0)T (jer je x + p
2 > 0), pa

je ∢TM0F suplementan uglu koji t gradi sa jedniqnim vektorom x ose
(ako ogledalo ima oblik parabole, svetlosni zrak koji prolazi kroz
жiжu nakon refleksije se kre�e paralelno osi parabole).

Primer 58. Ako su Mi(xi, yi), za 1 6 i 6 2, razliqite taqke parabole
y2 = 2px, gde je p > 0, dokaжimo da preseqna taqka tangenti u M1

i M2 pripada simetrali ∢M1FM2. Za 1 6 i 6 2, tangenta u Mi je
yiy = p(x+xi), koordinate preseqne taqke P uoqenih tangenti je rexeƬe

dobijenog sistema, tj. x = y2x1−y1x2

y1−y2 = y1y2(y1−y2)
2p(y1−y2) = y1y2

2p , y = p(x1−x2)
y1−y2 =

y2
1−y2

2

2(y1−y2) = y1+y2
2 (dakle, uoqene tangente se seku), pa je vi =

−−→
FMi =

(xi − p
2 , yi)

T i vP =
−−→
FP = (y1y22p − p

2 ,
y1+y2

2 )T , odakle je ‖vp‖ · cos∢MiFP =

〈vi,vP 〉
‖vi‖ =

(xi− p
2 )(

y1y2
2p − p

2 )+yi· y1+y2
2√

(xi− p
2 )2+y2

i

=
(xi+

p
2 )(

y1y2
2p − p

2 )−p( y1y2
2p − p

2 )+yi· y1+y2
2

xi+
p
2

=

y1y2
2p − p

2 +
1
2 (y2

i +p2)
y2

i
2p + p

2

= y1y2
2p + p

2 , pa je cos∢M1FP = cos∢M2FP . △

Primer 59. Ako je P = {y2 = 2px+p2 | p > 0} i Q = {y2 = 2qx+q2 | q < 0},
familije P i Q se sastoje od parabola, qija je жiжa (0, 0). Ako se neke
dve parabole iz uoqenih skupova seku, sledi y2 = 2rx+r2, y2 = 2sx+s2,
za neke nenula r 6= s, odakle je x = − r+s

2 , y2 = −rs. Sledi da su
grafici proizvoƩne dve razliqite parabole iz P, kao i proizvoƩe dve
razliqite parabole iz Q, disjunktni, dok se y2 = 2px+p2 i y2 = 2qx+q2,
gde je q < 0 < p, seku u taqkama A1(− p+q

2 ,
√−pq) i A2(− p+q

2 ,−√−pq).
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Tangentni vektori na uoqene parabole u A1 su (
√−pq, p)T i

√−pq, q)T ,
redom, pa, kako je skalarni proizvod ovih vektora 0, te krive se u A1

seku pod pravim uglom (a, zbog simetrije, isto vaжi i u A2). △
Po prethodnim razmatraƬima, sledi da se elipsa, parabola i hipe-
rbola mogu definisati kao skup svih taqaka u ravni, kojima je odnos
rastojaƬa od uoqene taqke i uoqene prave jednak e i pripada (0, 1),
{1}, (1,∞), redom. Odavde se lako dobija i predstavƩaƬe tih krivih
u polarnom koordinatnom sistemu (videti deo posve�en primenama
Rimanovog integrala u geometriji u delu 6.3). Na primer, ako je
centar sistema (r, ϕ) u жiжi, a direktrisa seqe i normalna je na po-
larnu osu (polupravu ϕ = 0), rastojaƬe taqke od жiжe je r, a od uoqene
prave d− r cosϕ ili r cosϕ− d (u zavisnosti da li taqka i жiжa pri-
padaju istoj poluravni odre�enoj direktrisom ili ne), xto dovodi do

r
d−r cosϕ = ±e, odnosno r = ±ed

1±e cosϕ . Zapravo, nije texko videti da je u
sluqaju elipse i parabole dovoƩno posmatrati prethodnu jednaqinu
u obliku r = ed

1+e cosϕ , poxto se sve taqke krive nalaze u istoj polu-

ravni odre�enoj direktrisom kao i жiжa (xto se moжe videti i na
osnovu toga xto je onda 1 + e cosϕ > 1 − e > 0).

Analogno ura�enom za jednaqinu f(x, y) = 0, gde je f polinom dru-
gog stepena dve promenƩive, moжe se sprovesti odgovaraju�i postu-
pak za jednaqinu f(x, y, z) = 0, gde je f polinom drugog stepena tri
realne promenƩive, a skup rexeƬa takve jednaqine se naziva povrx
drugog reda (kvadrika). Kako je postupak analogan sprovedenom za
krive drugog reda (naravno, usled toga xto se pojavƩuje jedna vixe
promenƩiva, diskusija je sloжenija), izostavƩamo ga, a za kraj ove
glave �emo navesti neke od kanonskih oblika dobijenih na ovaj naqin,
pri qemu je izbor izvrxen na osnovu potreba nastavka teksta.

Jednaqina x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1, gde su a, b, c > 0 predstavƩa povrx u R3, koja
se naziva elipsoid. Specijalno, ako je a = b = c, u pitaƬu je sfera
(sa centrom u (0, 0, 0), populreqnika a), a ako su dva od a, b, c jednaka,
povrx se moжe videti kao rotaciona povrx, te se za Ƭebo prouqavaƬe
mogu primeniti rezultati dobijeni u delu 6.3).

Jednaqine x2

a2 + y2

b2 = c2, x2

a2 + y2

b2 = c2, x2 − 2py = 0, gde su a, b, c, p > 0,
predstavƩaju jednaqine tzv. cilindariqne povrxi. Usled otsustva
jedne promenƩive (u prethodnom je to z), one se mogu videti kao unija
svih pravih paralelnih sa z osom koje sadrжe taqke krive koju opisuju
navedene jednaqine u R2 (tzv. generatrise). Vidimo da ovakve povrxi
imaju smisla i ukoliko se ne radi sa kvadratnim povrxima, a uobiqa-
jno je da se one nazivaju po generatrisi, te se navedeni cilindri, u
redosledu u kom su navedeni, nazivaju eliptiqki (specijalno, ako je
a = b, naziva se i kruжni), hiperboliqki i paraboliqki.

Jednaqina x2

a2 + y2

b2 − z2 = 0, gde su a, b > 0, predstavƩa povrx u R3, koja
se naziva eliptiqki konus. Ona se moжe videti kao unija pravih,

koje sadrжe taqku (0, 0, 0) i neku taqku krive x2

a2 + y2

b2 = 1, z = 1 (xto
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je elipsa u ravni z = 1, odakle potiqe i naziv ove povrxi). Uoqene
prave se nazivaju izvodnice te povrxi. Primetimo i da, ako je a = b
(onda se uoqena povrx naziva i kruжni konus), je u pitaƬu rotaciona
povrx (nastala rotacijom Ƭene proizvoƩne izvodnice oko z ose).

Jednaqine x2

a2 + y2

b2 = 2cz i x2

a2 − y2

b2 = 2cz, gde su a, b > 0, c 6= 0, predsta-
vƩaju povrxi u R3, koje se nazivaju, redom, eliptiqki paraboloid
i hiperboliqki paraboloid (nazivi su nastali iz razloga xto su
preseci sa ravnima normalnim na x ili y osu parabole, a na ravan
normalnu na z osu je u prvom sluqaju elipsa, a u drugom hiperbola).

Ukoliko uoqene jednaqine posmatramo u obliku z = 1
2c · (x

2

a2 + y2

b2 ),

odnosno z = 1
2c · (x

2

a2 − y2

b2 ), tj. u obliku z = f(x, y), moжemo iz shvatiti
kao funkciju iz R2 i R, koja, u nekom smislu, odgovara kvadratnoj
funkciji, ukoliko posmatramo analogan problem za funkcije iz R u
R. Pritom je f(0, 0) = 0, u sluqaju eliptiqkog parabolioida i c > 0
je (0, 0) i minimum funkcije f , u sluqaju eliptiqkog parabolioida i
c < 0 je (0, 0) i maksimum funkcije f , dok u sluqaju hiperboliqkog
paraboloida taqka (0, 0) nije ekstremna vrednost restrikcije f na
{(x, y) |x2 +y2 6 r2}, za proizvoƩno r > 0. U posledƬem sluqaju, temena
parabola koja se dobijaju pri presecima sa ravnima x = d ∈ R su

maksimumi funkcije z(y) = 1
2c · ( d

2

a2 − y2

b2 ), a temena parabola koja se
dobijaju pri presecima sa ravnima y = d ∈ R su minimumi funkcije

z(x) = 1
2c · (x

2

a2 − d2

b2 ), te se ovakva taqka qesto naziva sedlasta taqka
uoqene povrxi (a, u neformalnom govoru, qesto se vi�a i da se, zbog
obika na koji podse�a, ova povrx naziva sedlo).

Primer 60. Skup rexeƬa jednaqine x2 + y2 = z2 predstavƩa kruжni
konus u R3 (dobijen rotacijom prave x = y

0 = z oko z ose). Presek tog
konusa sa ravni z = 0 je jedna taqka, a sa ravni y = 0 je skup koji
se sastoji od dve prave (u pitaƬu je x2 − z2 = (x − z)(x + z) = 0, tj.
te prave su izvodnice x = y

0 = z i x = y
0 = −z). Za a ∈ R, presek

tog konusa sa ax + z = 1 (svaka od uoqenih ravni je paralelna sa y
osom i sadrжi (0, 0, 1)) je odre�en sa (1 − a2)x2 + y2 + 2ax = 1, te u
sluqaju |a| < 1 predstavƩa elipsu (ako je a = 0, ta elipsa je kruжna
linija), ako je |a| > 1 hiperbolu, a ako je a = 1 parabolu (primetimo
da se parabola dobija u sluqaju kada je uoqena ravan paralelna sa
izvodnicom x = y

0 = z). △
Po geometrijskoj literaturi se qesto vi�a da se rezultati prethodnog
primera koriste pri definisaƬu krivih drugog reda (kao krive koje
se dobijaju presecima ravni sa konusom), tj. te krive se mogu defini-
sati i na ovaj naqin. Zapravo, prouqavaƬe ovih krivih je i zapoqeto
pre otkri�a koordinatnog sistema, a na osnovu posledƬeg se moжe
do�i i do zakƩuqaka dobijenih u prethodnom delu (koji su ovde do-
bijeni aparatom analitiqke geometrije, poxto nam je Ƭen prikaz bio
osnovni motiv). Iz navedenih razloga se te krive qesto nazivaju i
konusni preseci (konike).
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