I'naBa 2

Ca0:xeHoCT H3pavyHaBama

BakHO nuTame 3a MPAaKTUYHY MPUMEHY HAIIMCAHUX TpOrpaMa je TO KOJIMKO pecypca Mporpam 3axTeBa 3a CBOje M3Bp-
maBarbe. HajBakHUjU pecypcH Cy CHI'ypHO BpeMe MOTpedHO 3a U3BpIIaBamke IporpaMa 1 3ay3eTa MeMopHja, Maja
ce MOTY aHAIM3UPATH U JPYTH pecypcH (Ha mpumep, Koa MoOWIHMX ypelhaja BaxkaH pecypc je yTpoIleHa eHEpruja).
HakJie, 0OOMYHO ce pa3marpajy:

* BpeMEeHCKA CJIOKEHOCT aJITOPUTMA;
* MpocTOpHa (MEMOPHjCKa) CIOKEHOCT aJTOPUTMA.

Ha npumep, ako jemad mporpam u3padyHaBa notpedan 0poj 3a 10 cekyHau, a Apyru 3a 1Ba U [0 MUHYTA, jaCHO je Ja
je TpBY IporpaM MpakTUYHO NpUMeHBUjI. MehyTiM, ako NpBH ITporpaM 3a CBOje U3BplaBame 3axTeBa mnpeko 10
ruradajta Memopuje, Apyru oko 1 ruradajr, a Mu uMamo padyHap ca 4 ruradajTa MeMopHuje, IPBU NporpaM Ham je
MIPAaKTUYHO HEYNoTpedspuB (MaKo pagu MHOTO dpske off apyror). Mmak, ¢ 003upom Ha TO [ja caBpeMeHH pauyHapCKu
CHCTEMH MMa]y MPWIAYHO BEJIHMKY KOJMYMHY MeMopHje, Bpeme je demthe orpanmdaBajyhu ¢akTop M y HACTaBKY
hemo ce yenrhe OaBUTH aHAJIM30M BpPEeMEHCKe e(PUKACHOCTH aIroOpUTama.

IIpu TOM, IPUINYHO je pesIaTUBHO KOJIMKO Op30 MporpaMm Tpeda ga paau ga OucMo ra cMatpanu edukacHuM. Ha
TIpUMep, aKO POrpam ycIIe Jia 3a 110J1a caTa pelly HeKM HepellleH MaTeMaTHIKY IPodJIeM, KO U Jby/IM TOAMHAMA HICY
MOIJIY /1A pellie, OH je CBaKaKo KOPUCTaH M MOXKEMO ra cMaTpaTu Beoma epukacHuM. Ca apyre cTpaHe, ako Iporpam
yrpaheH y ayToMoOmI KOHTPOJIMILE KOYHUIIE MPYIMKOM MPOKJIN3aBambha, BEeMy U HEKOJIMKO CTOTHHA MIJIMCEKYHAN
u3pavyHaBama MOXe OUTH IIpeBullle, jep he 3a To BpeMe ayTOMOOMT HEKOHTPOJIUCAHO CIETETH ca MyTa.

INonamame nporpama (I1a ¥ KOJIMYMHA YTPOLIEHUX pecypca), HApaBHO, 3aBUCH O] BheTrOBHX YJIa3HUX ITapameTapa. Ja-
CHO je, Ha IpuMep, Ja hie mporpam Opxke W3pavyHaTH MPOCEYHY OLIEHY JIBaJeCeTaK yUeHNKa jeHOT OJe/berha, HETO
MIPOCEYHy OLIEHY HEKOJIMKO JIECeTMHA XMJbaJla yUEeHHKa Koju nmonaxy [pxasHy MaTtypy. Takobe ce mosxe mpeTrio-
CTaBUTH Jia TIOHAIIAHE MTporpamMa He 3aBHCH OJ1 KOHKPETHHX OIleHa Koje Cy YYeHWIW Joduu, Beh camo o dpoja
yUeHHKa. 3aTO CJIOKEHOCT AITOPUTMA YeCTO U3paxaBaMo y (PYHKLUJU eauuute (gumeH3uje) Hhelogux YaasHux ia-
pameitiapa, a He caMMX BPeTHOCTH NapameTapa. BennunHa ynasHe BpeJHOCTH Moxke duTH Opoj yla3HUX ejeMeHarta
Koje Tpeda odpamutu, Opoj OMTOBA MOTPeOHMX 3a 3aIMCHBAIbE yila3a KOju Tpeda odpaauTH, caM yiIa3HU Opoj Koju
Tpeda o0paanTy UTH. YBEK je MOTPEdHO EKCIUIMIMTHO HABECTH y OJHOCY Ha KOjy BEJIMUMHY yJa3He BPEAHOCTH ce
pa3MaTpa CJI0KEHOCT.

Ca sipyre cTpaHe, HEKH ce aJITOPUTMH He N3BPIIIABajy UCTO 32 CBE YJIa3e UCTe BEJIMYMHE, 11a je HoTpedHo Hahy HaunH
32 ONHCHBame e(PUKACHOCTH AJITOPUTMA Ha Pa3HIM MOTYNNM yJia3uMa MCTe BEJIMUYMHE.

* AHaJju3a Hajroper cJjyd4aja 3aCHUBA IIPOLIEHY CJIOKEHOCTH aJITOPHUTMA Ha HajropeM ClIydajy (Ha ciaydajy 3a
KOjU ce aNropuTaM HajayKe U3BpIIaBa — y aHAIM3U BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH, WITK Ha CITy4ajy 3a KOju ajropu-
TaM KOPUCTH HajBHIIIE MEMOPH]je — Y aHAJIM3U MPOCTOPHE CJIokeHOCTH). Ta mporeHa Moske Jia dyne BapIbiBa,
Tj. mpesulle necumuctnyHa. Ha npumep, ako ce nporpam y 99,9% ciydajeBa u3BplIaBa UCIOJ CEKYHJIE, TOK
ce camo y 0,1% ciyvajeBa m3BpimaBa 3a oko 10 ceKyHIH, aHAIM30M Hajroper ciyvaja 3aKJbydrId OMCMO A2
he ce mporpam m3BpmaBati 3a oko 10 cekynau. Ca Jgpyre cTpaHe, aHAIM3a Hajroper ciaydaja HaMm jaje ja-
Ke rapaHiidje a Mporpam Koju je y HajTopeM cllydyajy JOBOJbHO e(UKacaH y CBUM CllyyajeBUMa MOXe Jia ce
M3BPIIIM Ca PACTIOJIOKUBUM PECYypPCHMA.

* ¥V HeknMm cutyanyjama Moryhe je U3BpIIMTH aHAJIN3Y MPOCEYHOr cJIy4Yaja v U3padyHaTH MPOCEYHO BpeMe
M3BpIIABaba AITOPUTMA, K Ja O ce TO ypaauio, TOTPedHO je MPEU3HO TO3HABATH MIPOCTOP JOIMYIITEHUX
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2.1. MEPEILE BPEMEHA N3BPIITIABAIHA

yJIa3HUX BPEAHOCTH M BepOBaTHONY Jia ce cBaka JOIMyIITeHa yjla3Ha BPeAHOCT M0jaBH HA yJia3y nporpama. Y
clly4ajeBrMa Kaja je duTHa rapaHnyja e(pruKacHOCTH CBAKOT I10jeIMHAYHOT M3BpIIaBamka IporpaMa npoLeHa
MPOCEYHOT CTy4yaja MoXe OMTH BapJbHBa, IIPEBHUILIe ONTUMUCTAYHA, K MOXKE Jla ce IeCH []a Y HeKHM CUTYyaluja-
Ma TIporpaM He MOe [ja Ce U3BPILY ca pacloNoKUBUM pecypcuma. Ha npumep, aHamm3a IIpocevHor ciyyaja
OW 3a MPEeTXOIHU MpOrpaM MpHjaBuia ja ce y MPOCeKy W3BPILIABa KCIOA jeHe CeKyHae, MelyTuM, 3a Heke
yJ1a3e OH ce MOXe U3BPILIABATH M IPEKO JeCeT CeKyH/IH.

* AHayim3a HajOOJBer cily4aja je, HapaBHO, IIPEBUINE ONTUMUCTAYHA U HAKaJa HeMa CMUCIIA.

Hexkana ce ananusa BpIIM Tako Jia ce MPOLEHU YKYITHO BpeMe MoTpedHO Aa ce u3BpIiu oapeheH dpoj CpoaHUX ore-
paumja. Taj odyuk aHanu3e Ha3MBa ce aMOPTH30BAaHA aHAJIW3Aa U y TUM CUTyalldjaMa HaM HHje OUTHO Bpeme
M3BpIIIABAbA 0jeIMHAYHIX Ollepalifja, Beh camo 30MpHO BpeMe U3BpIIaBarha CBUX OMEpariyja.

V HactaBky he, ako HHje Ipyraduje peyeHo Apyraurje, OUTH MoapasyMeBaHa aHaIN3a Hajroper ciaydaja.

2.1 Mepemwe BpeMeHa H3BPIIABaKHA

INoHamame 3a KOHKPETHE BPeJHOCTH YJIa3HUX MapaMeTapa ce MOKe eKCIIepAIMEHTATHO OJIPENTH, TECTUPAmhEM paja
nporpama. Ha mpumep, pasMoTpuMO HapeqHa JBa aqropuTMa (aTa y IceyIoKOdy) KOju M3padyHaBajy 30HMpoBe
MIPUPOJHKX OpojeBa o1 1 /10 ¢, 3a CBAaKO ¢ M3 MHTEepBaja 1 10 n.

zbir = 0

foreach 1 in [1, n]:
zbir += 1
print(zbir)

function zbir(k):
zbir = 0
foreach 1 in [1, k]:
zbir += 1
return zbir

foreach k in [1, n]:
print(zbir(k))

AKO ce TIpBU aIropuTaM MMIUIEMEHTHpa (Ha IpUMep, Y MporpamMcKoM jesuky Python) m ako ce u3Mepu meroBo
BpeMe M3BpIIaBaka 3a Pa3INuuTe BPeAHOCTH 1, 00H]jajy ce caenaehu pe3yiaraTty (Kao pe3ynrar MpuKasaH je 30up
cBux dpojera o 1 10 n).

= 1000000, rezultat: 500000500000, vreme: 0.16 sekundi
= 2000000, rezultat: 2000001000000, vreme: 0.31 sekundi
3000000, rezultat: 4500001500000, vreme: 0.49 sekundi
= 4000000, rezultat: 8000002000000, vreme: 0.65 sekundi
= 5000000, rezultat: 12500002500000, vreme: 0.83 sekundi

D2 DO DO O O
1

Beh onaBne ce Buay 1a cy BpeMeHa IpUOIIKHO Cpa3MepHa BpeAHOCTUMA 7. JOII NperieJHUj1 HAUKH /12 YOUUMO OBY
MIPOIIOPLMOHAHOCT je NpHMKa3MBame rpauKa BpeMeHa U3padyHaBamba CyMe Y 3aBHCHOCTH O 7, Ca KOra Ce jacHO
BU/IM 1a KOJI TIPBOT [IPOrpaMa BpeMe U3BPIIaBarba MPUOIMKHO JIMHEAPHO 3aBUCH Off 7.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Mepere BpeMmeHa
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700 A

600

500 A

400
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T T T T T
1 milion 2 miliona 3 miliona 4 miliona 5 miliona
BpeaHocTn n

Cnuka 2.1: JIuHeapHa 3aBUCHOCT U3MEPEHOT BpeMeHa

AKo ce JIpyru alropuTaM UMIUIEMEHTHPA M aKO ce U3MEPH HeroBO BpeMe U3BpIlaBama (Ha MPUMeED, y POrpaMCcKOM
jesuky Python), nodujajy ce ciepehn pesynratu (IMOHOBO je MpHUKa3aH caMo 30Hp CBUX OpojeBa of 1 10 n).

= 1000, rezultat: 500500, vreme: 31.24 ms
= 2000, rezultat: 2001000, vreme: 156.25 ms
= 3000, rezultat: 4501500, vreme: 359.35 ms
= 4000, rezultat: 8002000, vreme: 633.19 ms
= 5000, rezultat: 12502500, vreme: 993.25 ms
= 6000, rezultat: 18003000, vreme: 1448.38 ms
= 7000, rezultat: 24503500, vreme: 1984.94 ms
= 8000, rezultat: 32004000, vreme: 2547.53 ms
= 9000, rezultat: 40504500, vreme: 3291.45 ms
10000, rezultat: 50005000, vreme: 4049.11 ms

o B B [ B B [ B B B |
|

VY oBoM cilyuajy 3aBUCHOCT HUje JMHeapHa. Haume, kajga ce n yaBOCTpydH, BpeMe ce yMecTo 2 MyTa, OTPIIINKE

yBeha 4 myTa, IITo Cyrepuilie Jia je BpeMe U3BpIIaBamba Cpa3MepHO ca KBapaToM BeJIMUMHE yi1a3a, Tj. 2 je y IUTamby
t .

KBaJlpaTHa 3aBUCHOCT. PauyHamem 7(:;) 3a pasHe 1 AodujaMo npudmkHO ctanHy BpegHoct 0.00004, mto 3Haun

Jla ce BpeMe M3BplIaBama t(n) Mosxe anpokcumupary kao t(n) =~ 0.00004n2. Ha cnenehoj cimim Bummumo rpaduk

M3MEPEHNX BPEAHOCTH U rpapvik BpeAHOCTH A0OMjeHe KBagpaTHe (PyHKIMje KOja MOJEINpa BpeMe U3BPIIaBarba.

Meper:e BpeMeHa

4000 | —®— wmepexo
—— wmogen
3500 4

- X r w
& =3 w =1
=] =3 =] S
S & =1 S
! | | |

BpeMe [MunucekyHoe]

BpPeAHOCTWU N Y XWkanama

Cnuka 2.2: KBagpaTHa 3aBECHOCT H3MEPEHOT BpeMeHa
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2.2. ACUMIITOTCKA AHAJIN3A CJIOKEHOCTH

JlBa jata rpachuka ce y 3HauajHOj MepH MoKJanajy, mTo nokasyje aa je 0.00004n? seoma 100pa npolieHa BpemMeHa
M3BpIIABaba ATTOPUTMA 32 pa3He BpegHoCTH 1. HapaBHO, BpeMe M3BpIIBamba YBEK 3aBUCH O TPOTPAMCKOT je3uKa 1
KOHKPETHOT pauyHapa Ha KOM je Mepee U3BPILIEHO, AT eKCIIEPUMEHT FOBOPH [1a MOKEMO oueKkuBaTu Ja hie Bpeme
paja Apyror ajiropuTMa yBeK OWTH NPWIMKHO KBagpaTHa (pyHKIMja BequuuHe ynasza. OBo ce, HapaBHO, MOXe U
¢popmaHO HOKa3aTU AHAIM30M OpOja U3BPILIEHUX UHCTPYKLM]a.

Ha ocHOBy M3MepeHHX BpeMeHa BUIMMO 712 je TPBU MPorpaM HeyrnopeanuBo OpkH y OfHOCY Ha Apyrd. JIuHeapHO
BpeMe M3BpIIaBaba je TOJIMKO Mame Of] KBaJIpaTHOT, 1a Kaja ce 00a BpeMeHa MpUKaxy Ha UCTOM IpaduKy, neiyje
JIa je JINHEapHO BpeMe CTAJIHO jeIHAKO HYJIH.

Mepere BpeMeHa

b
=]
L

—e— 1: VIHKpeMeHTanHo (jefHa neTba)
—8— 2: [Mo3MB (PyHKUK]je 'zbir' y neT/bu

Now W
w [=] w
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]
(=]
!

T T T T T T T T T T
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Cnuka 2.3: OpHOC JIMHEapHOT U KBaJIpaTHOT BpeMeHa

2.2 ACHMIOTOTCKA aHAJN3A CJOXKEHOCTH

Mepeme BpeMeHa M3BpIIaBaba Ce MOXe YPaJuTH 3a CBaKU IPOrpam, ajyd OHO HHUje MOy3[aH apryMeHT camo 3a
cede, Beh cityxku Tpe cBera 3a MoOYeTHO CTUllame ocehaja 0 eUKACHOCTU MOjeAUHUX airoputama (1a 3Hamo IITa
Tpeda Ja JOKaxkeMO), Kao U 3a MOTBPAY 3aKJbyyaKka JOOMjeHUX TEOPUjCKUM pa3MarpameM. OcuM Tora, 4ecTo HaM je
MOTPEOHO 1a MOXKEMO JIa YHAIPE]I JaMO HEKY rpyOy MpolieHy OTPEeOHHUX pecypca 3a MPOU3BOJbHE YIa3He BPEHOCTH,
0e3 nmokpeTarba nporpama (Ia 4ak ¥ npe nucama Mporpama, caMmo Ha OCHOBY aJITOPUTMA KOju he OUTH MPUMEIbEH).

[MuTame koje ce MpUPOTHO MOCTaB/ba je TO HAa KOM he ce padyHapy mporpam usBpiuaBatd. HapaBHo, ako je jenan
padyHap /Ba ITyTa Op:xu (y HEKOM CErMeHTY) Of] Jpyror, 3a O4eKuBarH je ja he ce mporpam Ha mbeMy M3BpIIaBaTH
nBa myTa opixe. Mmak, nokasahe ce ma cy pasmike m3mely epukacHUX 1 Hee(hMKACHUX aITOpHTaMa TOJMKO BEJIUKE,
Jia je TO IITO je HeKH pauyHap 2, 3 wim Jak 10 myTta Op:ku o1 Ipyror 3armpaBo HEOUTHO M HE MOJXKE J1a HaJIOMECTH TO
KOJIMKO je HeepuKacaH aJiropuTaM Jiolju of epukacHor. Ha mpumep, HapeqHa civKa MpruKasy je Kako Ou u3rienao
OJHOC BpEMEeHa M3BpIIaBamba ako O ce Op:xu anropuraM u3spmasao Ha 1000 myta ciopujeM pauyHapy. Kao mro
BUAMMO, JIMHEapHa (pyHKIIMja ce Mao “oajienuia” o HyJie, MehyTuM, U 1ajbe Cy HeHE BPEAHOCTU MHOTO MaHe HEro
KoJ KBaspaTHe yHKumje. Jpyrum peunma, aaroputam JIMHEapHE CIOKEHOCTH, Yak 1 kaza ce yeriopu 1000 myTa, n
Jiajhe je MHOTO Op:KH O airOpUTMa KBaJpaTHe CIOKEHOCTH (M mTo je n Behe, pasnuka y Op3unu je ce Beha).
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

Mepere BpeMeHa
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Cnuka 2.4: OgHOC TMHEapHOT U KBaIpaTHOT BpeMEHa Ha padyHapuMa pasjituuTe Op3uHe

Ja OrcMo MpoIeHMIIM 3aBUCHOCT BpeMeHa U3BpIIaBama Ol AMMEH3H]je podJieMa, OCHOBHH MPUCTYII je JIa MOKYIIAMO
n1a koHcTpyuinemo (yHkimjy f(n) Koja oapehyje 3aBucHOCT Opoja MHCTPYKIIMja KOje aaroputam Tpeda 1a U3BpIIH
y OIHOCY Ha BEJIMUMHY YyJia3a .

Mspauynajmo Opoj HapeaOu cadupama Koje ce U3BpILe Y IPBOM U Y APYroM porpamy 13 NpeTxoaHor npumepa (mpo-
rpaMy U3BPILABajy ¥ Apyre Hapea0e, MOMyT OHUX MOTPeOHMX Jla Ce OpraHu3yjy netrbe, MehyTiM, npernocraBuhemo
Jia Cy HaMm caduparba jeJIHO 3HaYajHa).

JacHo je ;ma ce y mpBOM IporpaMmy BpIllM je[JHO cadupamhe Mo MeT/bH, Na je YKyNaH Opoj cadupama jemHak Opojy
KOpaka M3BpIlaBama Metsbe, a To je n. OBO je JIMHeapHa 3aBUCHOCT, IIITO je Y CKJIaay ca H3MEePeHUM BpeMEHHMA.

YV npyrom nmporpamy aHaJM3a je MaJio KOMIDTMKOBaHHUja. 3a Omo Koje aaTo k, pyHKIwmja zbir Bpmm oko k cadupama.
Iomto ce pyHKIMja MO3MBa 3a cBe BpeqHOCTH k ox 1 10 n, TO ce yKynmHO m3Bpum 1 + 2+ ... +n = @ =
%n2 + %n cabmpama. U ako dmcMo pauyHai M CBe MHCTPYKIMje, HTOOWIN OMCMO Ia je Opoj MHCTPYKIMja HeKa

KBajpaTHa (pyHKIMja 00uKa an’ + bn -+ ¢, IITO je oneT y cKiafdy ca M3MepPeHHM BPeMEHHMA.

Axo (1I0jeqHOCTaBJbEHO) IPETIOCTABIMO [ja CE CBaKa MHCTPYKLMja Ha pauyHapy M3BpILIaBa 3a jeHY HAHOCEKYHIY
(10795s), a ma Hpoj MHCTPyKIMja 3aBUCH OJ] BEJIMUMHE yJa3a 7 Ha ocHOBY (pyHKImje f(n), Taga je Bpeme NOTpedHO
Jla ce aropuTaM M3BpIIHN Jat y ciegehum tadenama.

AJTOPUTMH 4YHja je CJIOKEHOCT OF03T0 OrpaHMYECHA TIOJIMHOMUJATHIM (DYHKIMjaMa, y MPUHIIMITY Ce CMaTpajy edpu-
KaCHHUM.

n/f(n) logn vn n nlogn n? n3
10 0,003 us 0,003 us 0,01 us 0,033 s 0,1 us 1 ps
100 0,007 us 0,010 us 0,1 us 0,644 us 10 ps 1 ms
1,000 0,010 us 0,032 ps 1,0 us 9,966 us 1 ms 1s
10,000 0,013 us 0,1 us 10 us 130 ps 0,1s 16,7 min
100,000 0,017 us 0,316 us 100 ps 1,67 ms 10 s 11,57 dan
1,000,000 0,020 ps 1 s 1ms 19,93 ms 16,7 min 31,7 god
10,000,000 0,023 us 3,16 ps 10 ms 0,23 s 1,16 dan 3 x 10° god
100,000,000 0,027 ps 10 pus 0,1s 2,66 s 115,7 dan

1,000,000,000 0,030 us 31,62 us ls 299 s 31,7 god

AJNTOpUTMH uHja je CIOKEHOCT 0J03/I0 OrpaHNYEHa EKCIIOHEHIN]aTHOM U (DaKTOPHUjesICKOM (DYHKIMjOM Ce€ cMa-
Tpajy Hee(PUKaCHUM.
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2.2. ACUMIITOTCKA AHAJIN3A CJIOKEHOCTH

n/f(n) 2n n!
10 1 us 3,63 ms
20 1 ms 77,1 god
30 ls 8,4x10" god
40 18,3 min
50 13 dan
100 4 x 10" god

Mo:xeMo MOCTaBUTH U MTUTake KOja AUMMEH3Hja yia3a ce OTIPHIMKE MOXe 00paauTH 3a ogpeheHo Bpeme. OArorop
je Jat y HapeiHoj Tadenu.

t n nlogn n? n? 2" nl

1ms 106 63,000 1,000 100 20 9
10ms  10-10° 530,000 3,200 215 23 10
100ms 100-10° 4,5-10° 10,000 465 27 11
1s 10°  40-10° 32,000 1,000 30 12
Imin  60-10° 1,9-10° 245,000 3,900 36 14

U3 nperxoquux Tadesa jacHo je jia BpeMe M3BpIlaBamba CyIITUHCKH 3aBucu of (yHkiwje f(n). Ha npumep, ako
TIOPeIMMO AITOPUTME KOJI KOjux je f1(n) = n, fa(n) = bn, f3(n) = n? u fi(n) = 2n? + 3n + 2, jacHo Ham
je na he ce 3a n = 105, Bpeme u3BpIIaBarba PBOT U APYIor AITOPUTMA MEPUTH MIJIMCEKYHIaMa, 0K he ce Bpeme
M3BpIIaBaa Tpehier u yeTBpror aroput™a Meputu munytuma. Koa yHkuuje fy, jacHo je ia je Bpeme Koje notuye
on ¢paxTopa 3n (Tpy MIIKMCEKYHAE) U 2 (IBe HAHOCEKYH/Ie) aTllCOJYTHO 3aHEMAapHBO Y OTHOCY Ha BpeMe KOje 10J1a3u
on pakTopa 2n? (oko 33 MuHyTa). 3a npBa ABa anroputMa pehu heMo 1a UMajy aureapHy 6pemercKy CAONCEHOCIT,
a 3a ipyra /iBa Ja uMajy Keagpaiiny 6pemMeHcKy CAONCEHOCH.

Yak Hu nezpeceT myTta Opxku pauyHap Hehe nomohu na ce Tpehu wiaM yeTBpTH alroputaM M3BplLIe OpXKe Of MPBOT
wm jpyror. Mako cMo IojeJHOCTaBbEHO MPETIIOCTABIIIM /1A CE& CBE MHCTPYKIIMje U3BpIIaBajy UcTo Bpeme (jesHy
HaHOCEKYyH/ly), IITO HUje CydYaj Yy pealHOCTH, U3 TPETXOAHMX Tadena je jacHO Jia HaM Taj I0jeJHOCTABIbeH! MO-
eI laje cacBUM J00pPY OCHOBY 3a Mopeleme pasjIMuuTiX aIropuTamMa 1 Ja IMpel3Hrja aHaIu3a He 01 HU 110 YeMy
3HavYajHO MpoMeHmIa cutyaryjy. ClokKeHOCT ce 0OMYHO MPOIIEeHY je Ha OCHOBY M3BOPHOT Kofa nporpama. CaBpeme-
HY KOMIIWJIATOPY M3BPILABAjy Pa3MunTe HAIpeaHe ONTUMH3alMje U MAIIMHCKK KO/ KOjU ce U3BpIIaBa MOxe OUTh
MPWIMYHO JPYradujy off N3BOPHOT KoJa Mporpama (Ha npruMep, KOMITWJIATOP MOXKe CKYITy Ollepaliijy MHOXeHma 3a-
MEHUTH e(pUKacHIjUM OMTOBCKHMM OIlepaljamMma, Moke Hapeady Koja ce BHIIIe IyTa N3BpIIaBa y MeT/bi U3MECTUTH
BaH MEeTbE W CIMYHO). JleTasby KOjU ce y N3BOPHOM KOy HE BHUJE, MOMYT NMUTAmka Ja JIM ce HeKU MojaTaKk Hajlasu
y KeII-MeMOPHjH WX je moTpedHo npuctynatu PAM-y, Takohje Mory BeoMa 3Ha4yajHO Aa yTHUY Ha CTBAPHO BpeMe
M3BplIaBaa rnporpama. CaBpeMeHH MPOLECOPH MOAPKaBajy IPOTOUHY 00pajy U NapajeHo U3BPIIaBahe NHCTPYK-
LMja, MTO Takol)e YMHM CTBapHO MOHAIIAE IPorpamMa APyrauyljuM of KJIaCUIHOT, CEKBEHIMjATHOT MOJesa KOju ce
Hajyemhe mogpa3symeBa MPWIMKOM aHalM3e aaropurama. [lakiie, cTBApHO BpeMe M3BpIaBamba MporpaMa 3aBUCH
0]] KapaKTepHCTHKa KOHKPETHOT padyyHapa Ha KOM ce IporpaM M3BpIIaBa, ajid U Of KApaKTEPUCTHKA MPOrPaMCKOT
MIPEBOAMOLIA, T1a ¥ ONIEPATUBHOI CUCTEMa Ha KOM Ce ITporpaM u3BpiiaBa. MehyTum, MOHOBO HarjamaBamMo Ja HUIITA
o THX (haKTOpa He MOXe MPOMEHHUTH OHOC M3Melly BpeMeHa U3BpIlaBama ajropuraMa JrHeapHe W ajropuraMa
KBajIpaTHE CJIOKEHOCTH, 32 BeJIMKe yJiase (KOJ MaJluX yja3a, CBU alTOPUTMU pajie BeoMa eprKacHo, rma Ham odpaja
MaJMX yJjia3a HUje MHTEPECAHTHA).

Jlaksie, MOXeMO 3aKJbYUMTH []a HaM 3a je 3a IpyOy NpoLeHy BpeMeHa IOTPedHOT 3a M3BpIIaBame HEKOT ajlrOpUTMa,
YMju OPOj MHCTPYKIIM]ja TIOJMHOMMJATHO 3aBUCH OJ1 BEJIMUYMHE YyJla3a 1 JOBOJBHO Jja 3HAMO CaMoO KOjH je CTEeTleH TOT
MOJMHOMA. MOXeMO CT000/IHO 1a 3aHEMAapPHMO CBE MOHOME MameT CTETIEHA, & MOKEMO U CJIOOOHO Ja 3aHEMapUMO
KoeuIjeHTe y3 Bojiehu cTeneH, Kao 1 KoeullMjeHT KojuMm ce onpehyje Op3uHa cTBapHOT pauyHapa y OJHOCY Ha
0Baj (pMKTUBHY, 32 KOjU CMO MpUKa3aau BpeMeHa. Haume y peaslHUM cuTyalyjama CBU TH KOe(DUIMjEHTH MOTY Ja
yrudy aa he nporpam OuTH Op:ku WM CIIOPUjU HajBUIIE JECeTaK MyTa (I1a HEK je M CTOTHMHAK I1yTa), ajlid He MOTy
Jia YTy Ha TO JIa ce 3a BEJIMKH yJIa3 aJITOpUTaM Ydju je Opoj MHCTPYKIMja KBaJpaTHH U3BPIIM Opke 0] AIrOpUTMa
4ymju je Opoj MHCTPYKIM]ja JIMHEeaApaH (TOBOPUMO O OHOCY MUHYTA M MIJTUCEKYH/IN).

T'opma rpaHMIIa CIOKEHOCTH ce 0OMYHO M3paxapa KopuihemeMm (O-HoTanyje.

Hedununuja: Ako nocroje nMo3uTHBHA peajiHa KOHCTAHTA ¢ U MPUPOJAH OpOj ng TAKBU Ja 3a pyHKIMje f U g Haj
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

npupoauum dpojesuma Baxu f(n) < c-g(n) 3a cBe npupoaHe dpojese n Behe ox ng onpa mumemo f(n) = O(g(n))
1 untamo “f je BeNMKo ,0° of1 g”.

V HekuM cliy4ajeBrMMa KOPHCTAMO W O3HaKy © Koja HaM He Jaje caMo ropiby rpaHMily, Beh mpenusHo ommcyje
ACHMITTOTCKO TOHAIIIAbE.

Hedununuja: Ako 1ocroje nMo3UTHBHE peasiHe KOHCTAHTE ¢1 U Co W MPUPOJiaH dpoj my TakBH Ja 3a pyHKuuje f
U ¢ Haj npuponHuM dpojeBuma Baxu ¢ - g(n) < f(n) < ¢o - g(n) 3a cBe mpuponue dpojese n Behe on ng, OHAA
numemo f(n) = O(g(n)) u yutamo ,,f je BenmKo ‘reta’ of g«.

JlakJjie, aCMMOTOTCKMM O3HaKaMa CMO 3aHEMapHJI MOHOME Mamber CTeTeHa M CAaKpHJIM KOHCTaHTe y3 HajBehu cTerneH
nonmaoMa. CTBapHO BpeMe M3BplIaBarba 3aBHUCH U Off KOHCTAHTH CaKPUBEHHX Y aCUMIITOTCKMM O3HaKama, MehyTum,
ACHMIITOTCKO MIOHAIakhe OOWYHO MPUIIMIHO A00PO ofpeljyje BeroB pes BeInirHe (12 JI1 Cy Y MUTaky MAKPOCEKYH-
e, MIUIICEKYH/Ie, CEKYHe, MUHYTH, CaTH, IaHU, TOJHUHE).

HaBe,Z[I/IMO KapaKTEPUCTUKE OCHOBHUX KJlaCca CJIOKEHOCTU.

* O(1) — KOHCIAHITIHA CAOIHCEHOCTT, ANTOPUTMHU JIMHU]CKO-pasrpaHate CTPYKTYpe KOjH Ce U3BPIaBajy MpaKkTHy-
HO MOMEHTAJIHO, HIIP. QJITOPUTMH y KOjHMa Cce MMIUIEMEHTHpa HeKa MaTeMaTiuka (opmyia;

* O(logn) — aolapuitiamcka crogcenoci, U3y3eTHO e(pUKACHO, HIp. OMHAPHA IPETPara;

* O(y/n) — Kopercka caodicenociu, “IorapuTam 3a OHe ca je(pTHHHjMM yIIa3HUIaMa” - HeMaMo Hajdosba MeCTa,
aJIM UIaK MOXXEMO [a IieJaMo YTaKMHUILy, HIIp. UCIHUTUBAKE Aa JM je dpoj mpocT, pakTopu3aiyja dpoja Ha
MPOCTE YMHHOLIE;

* O(n) — nuHEapHa CJIOKEHOCT, ONTHMAIHO, Kaja je 3a peliere MOTPeOHO MOMIeaTH [eo yias, HIIp. MUHHU-
MYM/MaKCHMYM CepHje eleMeHaTa;

* O(nlogn) —keasuauneapna crodcenoci, “TMHEAPHN ATOPUTAM 3a OHe ca jepTHHHjUM yna3Huiama”, eprka-
CHU JITOPUTMH 3aCHOBAHH Ha JAEKOMITIO3UIMjU (HIIP. COPTHpame 00jeqUbaBabeM), e(PUKACHOM COPTHPAbY,
xopuithewy CTpyKTypa nojaTaka ca JOrapuTaMCKUM BPEMEHOM IIPHCTYIIA;

» O(n?) — keagpaitina crodicenoctii, OONIHO (aTK He 0D0aBE3HO) yrHeKNeHe NMeT/be, HIIp. COPTUPAIbE CEEKLI]OM,
COPTHPABE YMETABEM;

» O(n®) — kyéua caodcenocti, OSMIHO (AU He ODABE3HO) BULIECTPYKO yrHekNeHe NeTibe, HIp. MHOKEHE Ma-
TpULA;

o O(2™) - excilonenyujanna cAodiceHoCill, N3y3eTHO Hee(PUKACHO, HIIP. UCIIMTUBAGE CBHX MOJCKYIOBA;

* O(n!) - Ppaxitiopujeara crodicenocii, n3y3eTHO HeepUKACHO, HITP. UCIUTHUBAE CBUX epMyTaLIHja.

HMaxo cy kiace nopehane peroM, He Tpeda MPETHNOCTaB/bATH Jja Cy OHE “NIoAjeHaKo pa3MakHyTe”. Ha nmpumep, yecta
je 3abtyna ia cy anroputmu cioxkenoctd O(n log n) no cBojoj epukactoctu Herme usmehy O(n) u O(n?). Vctuna
je 3ampaBo Ja cy OHM MPHJIMYHO CIMYHK Kiacd O(n) 1 /ia je Y4ecTo TENIKO eMIIPUjCKU U3MEPUTH Pas3iiuKy u3mehy
Te ABe KJace, a 1a Cy U jeJHU U IpyTH HeynopearuBo OpxkKHU Off aJlropuTaMa KBajipaTHe cioxeHocTd. Ha mpumep, ako
je n = 10°, Beoma rpyda mpoleHa (Kaja ce 3aHEMape CBM KOHCTAHTHHU Koe(pUIMjeHTH) Hpoja KOpaka JIMHEapHOT
arroput™a je 10°, kBasuwmuneapHor anroputMa je oko 20 - 10°, a 6poj kopaka kBaapatHor aitroputma je 1012,
Jlaksie, Ha Tako BEJIMKOM YJa3y KBa3WJIMHEApHH aIrOpUTaM Ou OMO TeK map JeceTHHa IMyTa CIIOPHjU Off JINHeapHOT
(KOHKpEeTaH OIHOC, HAapaBHO, 3aBUCHO OU Off KOHCTAHMX (paKTopa), TOK OM KBaApaTHH AITOPUTAM OMO MMJIMOH ITyTa
CHOPUjH OJ1 JITHEAPHOT ¥ HEKUX MeAeceT XIbaa MyTa CIIOPHjH O] KBa3MJIMHEApHOT.

2.3 MaremaTnuke OCHOBe
Jla ducMo MOIIM J1a aHAJIM3UPAMO CJIOKEHOCT TIOTPEOHO je Jla Baajamo oApeheHuM MaTeMaTHUKUM anapaTom. Y

HaCTaBKy hemo pe3uMUpaT OCHOBHE MAaTEMATUYKE l'IOjMOBe KOje hemo KOPUCTHUTH Yy aHAJIU3U CJIIOKEHOCTU aJITOPHU-
TaMa.

2.3.1 Cymupame

TokoM aHajM3e alropuTaMa 4yecTo MMaMo MoTpedy aa u3pauyHamo oxpehieHe koHauHe cyme. Ca BHMa CTe ce cpe-
TaJM y CPelh0j IIKONIM W KypceBHMa TUCKPETHE MaTeMaThKe. Pe3smMupajMo MX Kpo3 HEKOJHMKO Haj3HayajHHjHuX
npuMepa.

2.3.1.1 ApurMeTnyKHu HU3

laycy ce mpunmcyje aa je jorr Kao geTe U3pavyHao ja je
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2.3. MATEMATNYKE OCHOBE

n(n—l—l).

1424, 4n=)Y k= 5

k=0

3awcra, y oBoM 301py ce Kpuje n/2 maposa unju je 3oup n + 1 (0Bo, HApaBHO, BaKU caMo Kaja je n mapax Opoj, am
HaM Jiaje OfJIMYHY MHTYHLHjY KOja HaM IoMaxke Ja OBy (popMyJty jako 3amamTumo). IlpennsHuje, ako 03HAYUMO
taj3dupca SoHgaje2S =S+S=(14+2+...4n)+(n+n-1)+...41)=n-(n+1).

HeKaua CJIMKA TOBOPU BUIIIE O peYu.

n+l

Cnuka 2.5: T'aycosa dopmyna

Ha ocHOBY mpeTXoAHOTr jeJHOCTAaBHO Ce U3BOAU Ja je 30Mp MPBUX 1 WIAHOBA APUTMETUYKOT HU3a YMjU je IPBU WIaH
a, a pa3nvka u3Mel)y cBaka /iBa cycesHa WiaHa jeHaKa r jefiHaKa

a+(a+r)+<a+2r>+...+<a+(n—1)-r>=§<a+k'r>="'“+’"@'
k=0

Wutynimja Ham oneT roBopu a ce OBJie KpHje 5 MapoBa Yuju je 30up ag + ay,—1, WITO ONET JIOBOIM JI0 (hopmyJie
52a+(n—1)-r).

Jenian BaxxaH apUTMETHUKY HH3 j€ HU3 HenapHux Opojesa. Baxn fa je 1+-3+5+. ..+ (2k—1) = & (1+(2k—1)) =
k2.

W3pauyHaBame 301pa y3acTONHUX MAPHUX OpOjeBa ce JIaKo CBOJM Ha 30Mp y3acTonHux Opojesa. 2+4+64-.. .42k =
20 +2+3+...+ k) =k(k+1).

[ToHOBO Cc/IMKa TOBOPH BHUIIIE OJ] pEUH.

999, , 59, .
(XXX PO
0008, | 5%
BEEE "

o o AR R
R R < S
PIRSRERARAR S R
QIR 5 < AR S
R R R R R R

.
Y
+
X
A
+

4 PPN T
PO SRS

Cimka 2.6: 30up HenapHux dpojeBa of 1 1o 2k — 1 n 30up nmapuux Opojesa ox 2 mo 2k

2.3.1.2 TeoMeTpHjCKH HH3 H peJi

W3Benumo dopmyity 3a 30Mp OPBUX 7 WIAHOBA TEOMETPU)CKOT HU3a KOME je IPBU WiaH @ a KOJMYHUK CBAaKa JBa
y3acTonHa wiaHa g # 1. Odenexumo TpaxeHy cymy ca S.
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

S:a—i—a-ql—|—a~q2+...+a'q"*2+a-q”*1:Za-qk.

AKO JIeBY U IECHY CTPaHy IPETXO/IHE jeTHAKOCTH MOMHOXHUMO ca 1 — ¢ Jod1jaMo jeIHaKOCT:
S-(l-qg)=a-(l-q)+aqg-(1-g+a¢ 1-q)+...+a-¢"*-(1-q)+a-¢" " (1-9q)

M3BpuMMO MHOXeHa Ha IECHOj CTPAHU j€AHAKOCTH:

n

S-(1-¢=a—a-q+a-q—a-¢*+a-¢—a-¢@F+...+a-¢" > —a-¢" ' +a-¢" ' ~a-q

CpebuBamem nocneaser uspasa godujamo S - (1 — ¢) = a — a - ¢™. Ipema Tome, momrto je ¢ # 1, Baxku

3a |q| < 1 reomMeTpujcKu peji KOHBEPrHpa U CyMa My je ﬂ—q.
Hama he Hajuemhe duty KopucHH cityuajeBn ¢ = 2 q = 1/2.

Ha ocHoBy npetxoane (opmysie, 3a a = 1uq = 2, Baxku ga je 1 +2 + ... + 2771 = 2" — 1. Osa ¢opmya
MMa MHTEPECaHTHO TymMaderme. CyMa ca JieBe cTpaHe MpeAcTaBba YKylaH Opoj YBOPOBa HA MPBHX 7 HUBOA MOTITYHOT
OMHapHOT JpBeTa, IOK je M3pa3 ca JeCHEe CTPaHe 3a jelaH Mamy 0] Opoja YBOpoBa Ha HapeJHOM HUBOY n + 1. [lakie,
Ha CBaKOM HapeJHOM HMBOY OMHApHOT ApBETa MMa jeJjaH YBOP BHIIE HEro IITO je YBOPOBA HA CBUM IPETXOJHUM
HUBOMMA JIpBETA.

*
e \
*
*/ N\ \
IV
g O *

Cnuka 2.7: bpoj uBopoBa Ha HajHMAKEM HHBOY OMHApPHOT JpBeTa 3a jeJaH je Behu of yKyHmHOr dpoja 4YBOpOBa Ha
MIPETXOJHUM HHBOMMA

Baa =1wuqg=1/2 nodujamo na je

12

L+1/24...+(1/2)" 1-1/2

=2—(1/2)"!

Ca TMOopacToOM 1 OBa Bp€AHOCT CE€ npnﬁnnmaBa BPEAHOCTU 2 (CBaKaKO je HBOME OrpaHNMYCHA OHO3FO).

Orner ciauka TrOBOPH BULIE O pEYU.

1132 ——
1/64

1/8

1/16

112

14

Cimka 2.8: 30up reomerpujckor pegasaa = 1/2,q=1/2
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2.3. MATEMATNYKE OCHOBE

2.3.1.3 Crenene cyme

[TprKka)xuMo Kako MOXEMO M3padyHaTH CyMy KBajipaTa CBHX IPUPOAHHUX OpojeBa ox 1 1o n. Baxu na je

(k+1)° k3 =k +3k> +3k +1 - k* = 3k* + 3k + 1.

3aro je
2213 = 3.1243-1+1
33923 = 3.2243.2+41
(n+1P®—-n® = 3.0 +3-n+1

CadupameM MpeTXOoAHUX jeTHAKOCTH JOOHjaMo

n+1°%-1=3-(P+...4+n)+3-(1+...+n)+(1+...+1)
Tj.
3 B=m+1)*-1-3) k- 21
k=1 k=1

Ha ocHoBY paHuje usBeaeHux opMmya 3a 30Mp apUTMETUYKOT HU3a, CJIeAH J1a je

Zk2:;~(n3+3n2+3n—3n(n;—l)—n> :”'(Q"J“?'(”H) =;(n-(n+;)-(n+1)).

. 3
Make, cyma KBajipata MpUpoHUX Opojesa ofi 1 10 1 ce aCHMITTOTCKM MOHAIlA Kao ‘5

Ormner cnrKa roBOpH BUILE Ol PEYH.

Cimxka 2.9: 30up kBagpara CBUX IPUPOIHUX OpojeBa o 1 1o n

ToTnyHo aHaiorHo, cymupamem uspasa (k + 1)* — k* o 1 10 n 1 npuMeHom 10 caa u3BeeHnx hopMyJia Moke
ce MoKa3aTH Ja je

- 1
13198 4 Z "+ ))
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Ogo TBpheme, mo3Hato kao HukomaxoBa Teopema mokasyje 1a je 30up KydoBa CBUX MPUPOAHUX OpojeBa ox 1 1o n
. . 4
jemHak KBapaTy 30Mpa CBUX MPHPOIHUX OpojeBa o1 1 10 1 W aCHMIITOTCKHM CE TTOHAIA Kao .

Omner ciauka TrOBOPH BHUILIE O pCYU.

Cnuka 2.10: 30up KydoBa CBUX IPUPOIHUX OpojeBa of 1 1o n

IMomrro he Hac y aHaM3M anroputama Hajyernhe 3aHUMATH CaMO AaCHMMIITOTCKO MOHaIame (PyHKIMja, Ha ]BEI)KHI/I]C je
+

3allaMTUTH Ia €€ CyMa 1 p-TUX CTEIIEHA CBUX ITPUPOAHUX 6p0_] €Ba 0] 1 J0 1 aACUMIITOTCKH IMOHAIIa Kao 2 L

2.3.1.4 IIpumena qucpepeHIHjaTHOT ¥ HHTErPaJHOr payyHa y H3pauyyHaBamby U OlleHH cymMa

3a M3pavyyHaBabe U OLIEHY CyMa MOTY C€ KOPUCTUTU U U3BOJU U uHTerpaau. Ilpumernmo na je HGOHpteeHI/I UHTE-
. . gPtl .
rpain Q)yHKI_II/IJe P Q)yHKI_II/I]a L a Jja ce 30Up p-TUX CTeleHa CBUX IPUPOAHUX OpojeBa o 1 1o 1 acCUMITOTCKU

NOHAIIa yrpaBo kao “——. To Huje CJIy‘{aJHOCT Pa3zmorpumo MoHOTOHO pactyhy ¢yHKumjy f (Taksa je pyHKIHja

f(z) = 2™) Ha aomeHy T 2 0.Cyma) ,_, L (k) ce BUByeITHO MOKe MPEICTABMTH Ka0 TOBPLIMHA 7 [IPABOYTAOHHMKA
(cakome je mmpuHa 1, a Bucuna k-tor je f(k)). Ha cimim je npukasana cyma npeux 25 notnyHux kBajgpara. Ca
CIIMKe je TMPWIMIHO OUMITIEHHO JIa je Ta cyMma (30up MOBpIIMHA MPABOYTaOHHMKA) BeoMa OJIMCKa TOBPIIMHU UCIION
kpuse f(x) = 2% Koja ce Moke u3padyHaTH (Tj. UMje ce aCUMITOTCKO TOHAIIAbe MOKe TIPOLIEHHTH) TIPUMEHOM
onpelheHNx WHTErpaa.

Cnuxka 2.11: Ilpouena cyme ogpelieHUM HHTErpajIoM

Wnycrpyjmo oBo 1 Masio npetmsiuje. [lospumna uction kpuse f(x) 3a k < = < k + 1 jemHaka je ogpeheHom
HHTErpaty f :H f(x) dzx. Tomrro je ¢pynkumja pacryha, Ta moBpuMHa je Beha o[ HOBpIIMHE IPABOYraOHKUKA YHja
je Bucuna f (k) u mmpuHa 1, a Marsa o[ HOBpIIKHE [IPABOYraoHUKa urja je Bucuua f(k + 1) u mmpuHa 1 Tj. Baxu

k+1
f(k) < /k f(2) de < f(k + 1),
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3aro je
n—1 n n—1
S sw < [ f@de<y k.
k=0 0 k=0
Topmy rpaHuily cyme MOXEMO AMPEKTHO MPOYMTATH U3 IIpBe HejeqHakocTh. [lomro je
n—1 n—1
ST fk+1) =Y fk) = f(0) + f(n),
k=0 k=0

U3 JIpyre HEjeIHAKOCTU CJIeIU U [Oba IPaHuLIa, M BakHU:

/0 f() dz+f<0>—f<n>skz:j0f<k>g / f(z) dx.

Cnyuaj kana je f(x) monortoHo onanajyha ¢gyukumja 3a « > 0 ce odpabyje aHamorso (camo je morpedHo ymecto <
KOPUCTUTH >).

1 —
Ha npumep, nonamare cyme Y, _ ka* = a+2a?+3a®+. ..+ (n—1)a" "', Mmokemo npoueHnTI M3padyHaBarbeM
onpehenor uHTerpaia fon za® dx.

OH ce jeTHOCTaBHO MOXe U3pauyHATH MMAPIUjaTHOM HHTerpanyjoM 3a v = x (ma je du = dz) u dv = a® dzx, omakie
. x .
jev = . 3aro je

n n n n n "atd n n_ 1
/xamdxz/ udv = (uv)] —/ Udu:%—w—%—w,
0 0 0

0 Ina Ina ~ Ina In“a

Ia ce 0Ba (pyHKIIMja aCUMIITOTCKY MOHAIIA Kao na”.

OBy cymy je Moryhe u3padyHaTu 1 er3aKTHO, IpIMeHOM JIudepennuparma. Hanme, Baxu aa je

z" —1

x—1"

n—1
Zxk:1+x+...+m”_1:
k=0

HudepeHnmpamem 00e cTpaHe 1o T 00ujaMo

nz" Yz —1) - (a" - 1)
TR

14224324+ ...+ (n—1a"?% =

MHoxemweMm ca x 100ujamo

n—1
kak:x+2m2+3x3+...+(n—1)x”*1:w
k=0

nz" Yz —1)— (2" — 1)
(z —1)?

Ha npumep, 3a © = 2 modujamo 1a je ZZ;; k2F = (n —2)-2" 4 2.

HarnomenunMo 1 Ja ce Ta cymMa BeoMa jeIHOCTABHO MOXe M3PauyHATU U CACBUM eJIeMEHTAPHUM TexHuKama. Heka
. —1 . .

je Sz(n) = Z:o ka*. Tama MHOXemeM oBe JEIHAKOCTH ca X, OLy3UMarheM JI0OMjEeHOT pe3yJiTara off TMoJia3He
jeAHAKOCTH M IpUMEHOM (hopMyIIe 3a 30Mp TeOMETPHjCKOT HI3a JOOHjaMo

S,(n) = 2' 4222 +323+ ...+ (n—2)2" 2+ (n—1)2" !
r-S,(n) = 22+22° 432+ ...+ (n—2)2" 4+ (n—1)z"
Se(n) —xSp(n) = a'422+23+. 42"+ (n—1)2"
1— n—1
(1—2)Sz(n) = z@"+...+2"H+(n-1)2" = x% + (n—1)z"
-z
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Opatre cienu ga je

€T — l.n
S:(n) = —5 +(n—1)z"
Haxko Huje no0ujeH uaeHTuYaH u3pa3 OHOME KOjH je JodujeH mpuMeHoM AudepeHIpama, Jako ce MmoKasyje aa cy
J00MjeHH U3pa3u je[HaKW. 3aMEeHOM BPeJHOCTH T = 2 MOHOBO Jodujamo na je Sa(n) = Z;S k2F = (n —2) -
2™ + 2.

2.3.1.5 XapMOHHjCKH peJ

Pasmorpumo 36up H(n) = 1+ 3 + 5 + 1 + ... + . Hbera He MOKEMO er3aKTHO M3PAUYHATH, A MOXEMO Ia
MIPUIAYHO JOOPO MPHUOIIMKHO MPOLIEHUTH.

ITpBo nokaxumo ga H (n) auseprupa u 1a Texn OeCKOHAYHOCTH KaKo n Texu deckoHayHocTd. Baku na je H (n) >

1+%+%+%+%+1+%+1+...HaI/IMe,Ba)KI/IILaje% > 1 3aTI/IMIlaje% > %,%> L > %I/IT}I. MehyTtum,
%ﬁ—...,aosaj 30mp

1 1,1
SRR S GRS S S S S A : 18{47

Baxujajes+3 =5, Majeg+g+zg+zg=3 UL 3aT0]e,£[eCHI/I361/Ip]€,HHaK1+§+§-‘r

jacHO OUBeprupa Tj. Texku OECKOHAYHOCTH ca rosehamem dpoja cabupaka.

Ciano Ou ce MOLIO JoKa3aTu U KopuinhereM mporiete cyme oapehernm unterpaiom. Bpoj H(n) ce Moxe npote-

wurn kao [ Lda, koju je jenmax (In x)|rf+1 17j. In (n + 1).

1/2

1/3

Cruka 2.12: Tpouena 36upa xapmonujckor pena H (n) oapeheHnm urTerpagom

Axko ce Haupra rpaduk GyHKimje H(n) MOXe ce YOUMTH [Ja OHa BEOMa CIIOpO TEKM OECKOHAYHOCTH U MOXE Ce
NPUMETUTH BEOMa ClinuaH odiuk rpaduky dyHkimje ln n. 3ancra, fokasyje ce qa pasmvka uzmely gpyuxuuja H(n)
u In n BeoMa dp30 KOHBEprupa 1 TeX1 KOHCTAHTH -y Koja je mo3Hara noj nmeHom Ojnep-MackepoHujeBa KOHCTaHTa
1 YMja je BpeAHOCT npuOmmkHO jexnaka v = 0.57722. Humira ce He Ou mpomeHmIo u a ce ocMarpa ogaoc H (n)
ca ¢yakiujom In (n + 1) (jep ca moBehamem n pasmuka n3mehy In (n + 1) u Inn Beoma Op30 Texku HyIM), OCUM
IITO OU TMpoIeHa Orjla MaJIo MpelM3HYja 3a MaJle BPEHOCTH 1.

Lo log(n)
* log(n)+gamma
o H(n)

Cruka 2.13: 36up xapmoHnujckor peaa H (n) u ogHOC ca jjorapuraMckom (yHKImjoM In n
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24. CJIOKEHOCT HEKUX YECTUX OBJIMKA IIET/bA

2.4 CaoKeHOCT HeKHX YeCTHX 00JHKA NeT/bH

IMpukaxxumo caga Kpo3 HEKOJIMKO IPUMEpPa aHAIU3Y CJIOKEHOCTU UTEPaTMBHO UMIUIEMEHTUPAHKX ajiroputama. Mako
HeheMo rmocmaTpaty pelierha KOHKPETHUX 3a/iaTtaka, noTpyauheMo ce ia y nmpuMeprMa IOKpHjeMo 0dJIMKe TeT/bU
KOJH Ce jaBjbajy y BEJIMKOM OpOjy KOHKPETHHX JITOpUTaMa U pellleha KOHKPETHUX 3aaTaKa.

V npumepuma neTp1 KOju clieie, MPeTHocTaBsba ce Aa KO y Tey MeT/bH KOjU HUje PUKa3aH He yTU4e Ha Opojauke
MIPOMEH/bUBE U HE MEHa IPaHULIEe ETIbH.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxeHoct nperxoaHe netmse je O(n).

for (int 1 = m; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxeHocT nperxofse rembe je O(n — m).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1 += 2)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosxenocr niperxonse newbe je O(n). Ilomro ce nemba U3BpIIABA 3a MAPHE BPEJHOCTU Opojauke MpOMEHIbHBE,
TEJIO NET/HE CE M3BPIIABa OKO 5 ITyTa M KOHCTAHTHHU (haKTop je %, aJu je CJIOKEHOCT U 1aJbe JIMHEapHa.

for (int 1 =0, j =n-1; 1 < j; i++, j--)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenoct nperxofHe newbe je O(n). Tlokasusaun ce cycpehy npuOIMKHO Ha CPEIMHHU OIICera, a TeJo METIbE Ce
M3BpIIABA OKO & IIyTa.

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosxenoct nperxopaux rews je O(mn). 3ancta, CHOJbAlllba MET/ba Ce U3BPIIABA 1M, a Y (beHOM Telly Ce yHyTpa-
IIIFba MeT/ba U3BPIIIABA N MyTa, M CE TEeJIO YHYTPAIIhe NeT/be U3BPILIH TAYHO 17 MyTa.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

CroxkeHocT npeTxoanux newbh je O(n?). 3ancra, Criosballiiba MeT/ba ce U3BPLIABA 11, 4 Y BeHOM TeJTy ce YHyTpallltha

MNeT/ba U3BpLIaBa N MyTa, I1a C€ TEJIO YHYTPAIlhE NIET/bE U3BPIINA TAYHO ’Il2 mnyra.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenoct npetxomuux newbu je O(n?). Bpoj usspiuasama Tejia yHyTpaiibe newbe je (n—1)+(n—2)+. .. +2+1,
IITO je jeoHaKO @ = %nQ — %n KoHcranTHE hakTop je % aJIM je CJIOKEHOCT KBazipaTHa. [Io uctor pesyirara
MOkeMO oM aKo CXBATUMO []a y CBAaKOM KOpaKy yHyTpalllise NeT/be map Opojaya oapehyje jemHy koMOMHAIM]jy
opojesa ox 0 1o n— 1. 3ato dpoj U3BpIIaBaa TeJla OAroBapa Opojy ABOWIAHUX KOMOMHAIIM]a CKyIIa O 1. eJleMeHara,

mrro je jeanaro (%) = 2L

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
for (int k = 0; k < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

CIIOKEHOCT TIPETXO/HUX NETIbH je IpUIMuHo ouurieaHo O(n?).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
for (int k = j+1; k < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)
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CoxeHOCT NpeTXoHuX nembi je O(n?). Hajiakimm HauiH Ja ce 0BO 3aKJbyUH je Jia ce NPUMETH J1a CBaKOM H3BpIIIa-

Baby TeJla OAroBapa jeJHa TpowIiaHa KOMOMHalHja efnemMeHara ckymna 0, . . ., n — 1. IomTo Tpounannx koMOUHaIMja
n\ _ n(n—1)(n—2) . -1
nma ( 3) = =337 > CIOKEHOCT je KyOHa, & KOHCTAHTHH (paKTOP je 5.

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Croxenoct nperxouux netbr je O(m + n). Hamme, Teno npBe netba ce U3BPLIM 1M MyTa, & 3aTUM TeJO Jpyre
newbe n IyTa, Na ce Tejla 00e NeTbe YKYITHO U3BpIIe 11 + 7 MyTa.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosxenoct nperxopaux newsu je O(n). Hanme, Teso npBe mewbe ce U3BPIIU 1 [yTa, a 3aTUM TeJIO Apyre n myTa,
ma ce Teia 0de meT/be YKYIHO u3Bpiie 2n myTa, Ho To je O(n).

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
// kod slozenosti 0(1)

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

. —1
C1oXeHOCT 11 CTXOJHUX IICT/bU J€ O 7’L2 . HaI/IMC, TEJIO YTHEXKNCHUX IIET/bH CE U3BPIIN n(n-1) I1yTa, a 3aTUM TEJI0
2

Jpyre Tewbe 7 MyTa, MITO je 3arpaBo 3aHEMapHBO MaJlo Y OJHOCY Ha Opoj M3BpIIaBama Tesa YTHeXKDeHNX MeT/bu.
JlakJie, TIpBH J1€0 KOJIa aricoTyTHO IOMUHMpPA BPEMEHOM M3BpIIaBamba 1 ciioxkeHocT je O(n?).

Morso Ou ce moMucIuTH Aa Opoj yrHexkheHux neT/p OroBapa cTerneHy NoJMHOMa, aJli TO HUje YBEK Cydaj.

for (int 1 = 1; 1*1 <= n; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Mako cafpxu jeaHy MeTby, CJIOKEHOCT mpeTxoaHor koaa Huje O(n), Beh O(y/n). Hanme, nemba ce U3BpIIaBa cBe
0K je i2 < mTj. 1ok je i < /7.

for (int 1 = 1; 1 < n; 1 *= 2)
// kod slozenosti 0(1)

Mako mpeTXoHU KOJ Caapku NeTby, ierosa cioxenoct je O(logn), jep ce BpemHOCT NpOMEHbKBE 1 AyIumpa y
CBaKOM KOpPaKy, CBe JIOK He MPECTUTHEe IPaHUYHY BPEHOCT 7.

for (int 1 = 0; 1 < 10; 1++)
// kod slozenosti 0(1)

Crnoxenocr nperxoasor koza je O(1). Maxo je npucyTHa neTba, Opoj BEeHNX U3BpLIaBama je ysek 10 u He 3aBucH
HHU OJ1 je[JHOT TlapaMeTapa, [1a ra MOkeMO CMAaTpaTh MaJIOM KOHCTAaHTOM.

for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)
for (int j = 1; j < 1; j *= 2)
// kod slozenosti 0(1)

Crnosenoct nperxogsor koaa je O(nlogn). CnoxeHOCT yHyTpallibe IeT/be, 3a cBako KoHkpetHo 1 je O(log i), ma
je YKyIIHa CJIOKEHOCT OTnpimke jeaHaka log 1 +log2 + ... + logn, a 3a oBo ce mozxe nokazaru aa je O(n logn)
(jacHo je ma je m3pa3 MamM WM jeOHaK n logn jep je cBaku cadMpak MamU WM jeqHak log n, MehyTuM, Moxe ce
TIOKa3aTh ¥ Ja je 30up Behu mm jennak ox 4 log & (o je Takohe O (n log n)), 3aHeMapuBarmeM NpBUX & cadupaka,
HAKOH Yera OCTajy camo cadupiy Koju ¢y Behn wim jennaku log 3).

for (int L =n; 1 >=1; 1 /= 2)
for (int j = 1; j < 1; j++)
// kod slozenosti 0(1)
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2.5. CKPUBEHA CJIOZKEHOCT

Crnoxenoct nperxozHor kozia je O(n). Haume, 6poj u3BpaBama yHyTpallbhe Netbe je n + 5 + 4 + ..., 3a mra
ce JIAKO MOJe TIOKa3aTy Ja je 0J03r0 OrPaHUyeHo ca 2n.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

for (int j = i+1; j < n && P(a[jil]); j++)

// kod slozenosti 0(1)

// kod slozenosti 0(1)

=13
}
OBakaB KoJ] Ce MOXe CPECTH y AITOPUTMHMA Y KOjHMa Ce aHAIM3UPajy CBE CEpHje y3acTOITHHX eIleMeHaTa Hu3a KOju
3aJJ0BOJbaBajy HEKO CBOjCTBO P (Ha mpumep, KopurhemeM NeT/b OBOT 00JIMKa MOXeMOo IpoHahn Hajoy Ky cephjy
y3aCTOIHUX IIAPHUX €JIEMEHATA).

HNaxo nocroje yraexheHe nemse, CIokeHocT mperxoqHor koga je O(n). Bpoj u3BpiuaBama yHYTpallbe IeTbe 3a-
BHCH OJ] CTarba HU3a @, T1a He 3HAMO YHarpe]] HU KOJIMKO IyTa he Ta nemba OUTH MOKPeHyTa HUTH KOJIMKO he ce myTa
HEHO TEJIO0 U3BPLIUTU IIPH CBAKOM IOKpeTamwy. MehyTum, qa ducMo ogpeauy yKyIHY CJIOXEHOCT LeJIor KoJa, TO
HaM HYje H1 NOTpedHOo. MoxeMO M3BPIIUTH aMOPTU30BaHy aHAIN3Y U M3padyHaTH YKYIaH Opoj N3BpIIaBamba Tesna
yHyTpallImhe nembe. KibyuHu JeTasm je To IITo yHyTpallba netba Kpehe o Tekyhe BpeaHocTy criospaliimbe Opojadke
MIPOMEHJBUBE, JIOK CIIOJballliba OpOjauka MPOMEH/bHBA HAKOH YHYTPAIlIbE NET/be HACTaB/ba TaMO Ie CE YHyTpalllibha
NeTba 3aBpLIMIA. 3aTo IPU CBAKOM IIPOJIa3y KPO3 TeJIO YHYTPALlbe MeT/be MPOMEH/bIBA j MMa CTPOTO BPEIHOCT
Behy Hero npu CBakoM MpETXOHOM NPOJia3y, HITO Ce MOXe JAECUTU HajBUILE 7 IyTa.

int j = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
while (j < n 8&& P[j]) {
// kod slozenosti 0(1)
I+
}
// kod slozenosti 0(1)

}

HNako nocroje yraexhere rnerbe, ClokeHocT nperxoate rnerbe je O(n). KibyuHu metam je TO MITO YHYTpAlliha
NeTba HeMa MHUIWjaI3a1vjy TPOMEHJbHBE j Ha Hy Ty ¥ Opojad j y YHYTpallb0j NEeT/bU ce CBe BpeMe caMo yBehasa
(ucto kao u Opojad iy crosbaImbo]j MeTbH). YKyIaH Opoj Kopaka je cTora OorpaHddeH ca 2n.

int 1 =0, d =n-1;
while (1 < d) {
do 1++; while (1 < d && P(a[l]));
do d--; while (1 < d && Q(a[d]));
if (1 < d)
// kod slozenosti 0(1)
}

Crnmryan k01 ce, Ha IpUMep, MOKe CPECTH y aJITOPUTMY NMapTHIMOHICakha HU3a. Y IPEeTXOAHN alIrOpuTaMm je cIioxe-
Hoctr O (n) MaKo 1 OH cajipku yraexhere nerbe. To MOHOBO MOXEMO YTBPAUTH AMOPTH30BAHOM aHATIN30M (jep He
3HAaMO T0jeJUHAYHU OpOj U3BpIlIaBaha YHYTPAIIbUX MEeT/bH, ajli MOKEMO JIAKO MTPOIIEHUTH YKYIaH Kopaka KOju ce
y BuMa Harpasu). Haume, mpomenspuBa | ce camo yBehaBa KpeHYBIIH OJ1 TIOYETKa, a d ce caMo CMamy je KpeHYBIIH
OJl Kpaja HU3a, IOK ce He CyCpeTHyY, IITo hie ce lecuTr y HajBHIIe 12 Kopaka.

Hakiie, vako HaMm y BehuHU cilyyajeBa yrHe:KHeHOCT MeT/bU OMKCY j€ CIOKEHOCT alropuTMa, Tpeda dutu 0da3pus u
KOJ] aHAIM3UPaTH MaXJbUBHjE, A CE CIIOKEHOCT HE O IpeLieHIIA.

2.5 CkpuBeHa CJ0KEHOCT

YecTo npolLieHy CJIOKEHOCTH Ipyd0 BPIIMMO TAaKO IITO aHAIU3UPaMO CTPYKTYpY MET/bU y Mporpamy, 3aHemapyhu
ocrasie oneparje (00u4HO 3a cBe ceM net/bi cMarpamo aa je O(1)). To Moxke OUTH IPUIMIHO BapJbUBO, jep ce y
KOJ/1y MOTY MO3MBaTH (pyHKLMje (D110 KOPUCHUYKY JepUHUCAHE, OUI0 OMOIMOTEUKe) KOje HUCY KOHCTAHTHE CII0XKe-
HOCTH. JoI rope, ¥ HeKH ONepaTopy MOTy OMTH HEKOHCTaHTHE CJIOXKEHOCTH (OOWYHO JIMHEApHE).

string rez = ””;
for (char c : s)
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rez = c + rez;

Uako uMa camo jejiHy NeTby, NpeTxoiuu (hparMeHT Moke dutu ciiokeHoctu O(n?), Tie je n JLykuHa HUCKe S.
Hauwme, nonaBame Kapaktepa Ha IoveTak HUCKe y je3uky C++ Moxke Ourtu nuHeaphe cioxkenoctd O(n), rae je n
JyXMHA HUCKe (jep 3aXTeBa oMepare HapeIHNX KapakTepa HaJIeCHO).

2.6 PekypeHTHe jeJHAYHHE

CIOKEeHOCT peKyp3UBHHX (PYHKIIHja C€ YeCTO MOKE ONMCATH PeKypeHTHHM jelHauMHama. Peleme peKypeHTHe
jenHaunne je pyHkumja T'(n) u 3a perierse hemo pehu 1a je y 3aTBOPeHOM OBJIHMKY aKO je M3pakeHO Kao eleMeHTapHa
¢yHKIIMja 1o 1. (M He YKJbyUyje ca JIeCHe CTpaHe MOHOBHO pedepucame Ha pyHKIMjy 1'). Yecto hemo ce 3a10BOJbUTH
Jia YMECTO MOTIYHO MPEIU3HOT Peliehba 3HAMO CAMO HheroBO aCUMIITOTCKO MOHaIambe. [10JCeTUMO Ce HEKOJIUKO
Hajyernux PeKypeHTHUX jeHaYMHA.

Y npBoj rpynu ce mpodieM CBOAM Ha MpodiieM AUMEH3Uje Koja je TayHO 3a jellaH Mama Oj1 IMMEH3Hje MOoJa3Hor
npodiiema.

o Jegnauuna: T(n) =T(n — 1) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Tpaxere MUHAUMYMa HU3a. Pewerse: O(n).

o Jegnauuna: T(n) = T(n — 1) + O(logn), T(0) = O(1). Ipumep: ®opmuparbe daTaHCUPAHOT OMHAPHOT
apeeta. Pewerve: O(nlogn).

e Jegnauuna: T(n) = T(n — 1) + O(n), T(0) = O(1). Ipumep: Coprupame cenekimjom. Peuterve: O(n?).

VY npyroj rpymnu ce npodsieM cBOAY Ha ABa (WK BUllle) MpodsieMa udja je AMMEeH3Hja 3a jefaH WM JBa Mamba Off
JUMeH3Uje NoJa3Hor npodjema. To 0OUYHO TOBOAU A0 €KCIIOHEHIIMjaJIHE CJIOKEHOCTH.

o Jegnauuna: T(n) = 2T (n — 1) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Xanojcke kyne. Peuerve: O(2™)
o Jegnauuna: T(n) =T(n—1)+T(n—2)4+0O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Pudonaunjesu dpojesu. Pewerve:
o2m)

Y HapenHOj rpymnu ce mpodseM CBOAM Ha jelaH (WM BUIIE) MOTIPOdIeMa KOjU Cy 3HAaYajHO Marbe AUMEH3Uje Off
noJiazHor (0d1YHO cy dap aAymio Mawu). OBO JOBOAM 10 TIOJTMHOMUjATTHE CJIOKEHOCTH, 1A YeCTO U JI0 Beoma eduKa-
CHUX pellierha.

o Jegnauuna: T(n) = T(n/2)+ O(1), T(0) = O(1). Ipumep: BrHapHa npeTpara COpTUPAHOT HU3a. Peuterve:
O(logn).

o Jegnauuna: T'(n) = T'(n/2) + O(n), T(0) = O(1). Hpumep: IpoHanakerme MearjaHe (CPSAUILIEET eJIeMeH-
Ta) HU3a. Pewerve: O(n).

o Jegnauuna: T(n) = 2T(n/2) + O(1), T(0) = O(1). Ipumep: Odunazak NOTIYHOT OMHAPHOT JAPBETA.
Pewerse: O(n).

o Jegnauuna: T(n) = 2T(n/2) + O(n), T(0) = O(1). Ipumep: Coprupame objemumbaBatbeM. Peuerve:
O(nlogn).

AKO Cy IrpaHHIle y CAMUM jeJJHAYMHaMa er3aKTHe, CKOPO Y CBUM MPETXOJHO HAOpOjaHUM jeTHaUYMHAMA JIaTO pelliethe
HHUje caMo TOpHbe OrpaHuYetbe, Beh je acuMIITOTCKH er3akTHo. Ha npumep, peinemse jeanauunde T'(n) = 27 (n/2) +
©(n), T(1) = ©(1) uma peuterse T'(n) = O(nlogn). Nsyserak je npumep PndOHAUMjEBOT HU3A I/e MIOHAIIAE
jecTe eKcroHeHIMjaMHO, ami ocHoBa Huje 2, Beh 3natam mpecek (1 + /5)/2.

IotyHo popMaHO U MpenU3HO U3Boheme U JOKa3UBabe ACUMIITOTCKOT TIOHAIIaka Pelleha OBUX jeJHaYMHA HAM
Hehe OUTH y IUPEeKTHOM (pokycy. MHoOro BaxHuje je ctehu HEKy MHTYULM]Y 3allTO Cy pelliera Oalll TakBa KakBa
jecy (y3 oapebeHy no3y pe3epse, jep oBakBe rpy0e alpoKcMMalyje HeKaaa MOTy JI0BECTH JIO Tpellke). JenaH HaulH
Jla ce TO ypaJd je J1a ce KpeHe ca “oIMOTaBamkeM”’ peKyp3Hje U J1a ce BUIM A0 Yera ce J0Ja3M.
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2.6. PEKYPEHTHE JEJHAYNHE

2.6.1 Jemnaumna T'(n) =T(n—1)+ O(1),7(0) = O(1)

Ha npumep, kon jeguaunte T'(n) = T'(n — 1) + O(1) u T'(0) = O(1), HakoH oAMOTaBamba JOOMjaMO a Bakn

T(n) = T(n—1)+0(1)
T(n—2)+0(1) + O(1)

I
o
S
|
)
+
S
=
Jr
S
=
+
S
=

- f(.()) +n-0(1)
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S

=

O

Cimka 2.14: Ipeo nosusa y ciydajy T'(n) = T'(n — 1) + O(1), T(0) = O(1) 3a n = 4. IIpaBoyraoHuK 03HayaBa
IMMEH3HU]jy yiiasa, a emIca KOIMMIMHY [0Cia KOjU ce 00aBIba y TOM YBOPY.

2.6.2 Jemnaunmna 7'(n) =T(n—1)+ O(n), T(0) = O(1)

Koz jennaunne T'(n) = T'(n — 1) + O(n), T(0) = O(1) cimuno godujamo n cabupaka koju cy ceu O(n) Tako aa
je ykynHa cyma O(n?). TloctaBsba ce IMTame /a JIM je OBa FPaHMIIA er3aKTHA Tj. Ja JIU je Moryhe Ja je cokKeHOCT
Matba 01 U3BEICHOT TOpHber orpannyetsa. [IpernocraBumo aa je T'(n) = T(n—1)+cnu ga je T(0) = O(1). Tana
je

T(n) = Tn—1)+cn
= Tn—2)+(n—1)+cn

= %(.0)+c(1+...+n)
= O()+cn(n+1)/2,

Tako ja je T'(n) = ©(n?).
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O

Ciuka 2.15: Opso nosusa y ciydajy T'(n) = T(n— 1)+ O(n), T(0) = O(1)3an =4

2.6.3 Jemgnaumna 7'(n) = T'(n — 1) + O(logn), T'(0) = O(1)

TMokaxumo jom u mTa ce aemasa ca jegHaunHoM 1'(n) = T(n — 1) + clogn, T(0) = O(1). OamoraBamem
J0dujaMo

T(n) = T(n—1)+clogn
= T(n—2)+clog(n—1)+clog(n)

= O(1)+c(logl +...+logn).

[omro je noraputam pactyha (pyHKIIFja, CBAKM Of 1 YWIaHOBA OBOT 30Mpa OrpaHUYEH je o03ro BpeaHouihy log n.
3aro je 36up O(nlogn). [JokakUMO a OBO OrpaHHUeHse HUje pesuiiie rpydo. Baxu ma je

logl+1log2+...4+logn >log(n/2) 4+ log(n/2+ 1)+ ...+ logn,

jep je npBux n/2 WiaHOBA KOjU Cy U3 CyMe M30CTAB/bEHH CUTYPHO HeHeraTWBHO. Ilomro je yorapuram pacryha
(ynkmja (3a ocHoBy Behy on 1), cBu cadupiu y oBom 30upy cy Behu wiu jemnaku log (n/2), na je

log (n/2) +log (n/2+1) +...+1logn > log (n/2) +log (n/2) + ... +log (n/2).

36up Ha necHoj cTpaHu uMa n/2 uctux cabupaka u jeaHak je (n/2)-log (n/2). Crora je movetHu 30up orapurama
OrpaHMYeH 1 04030 1 0710310 (yHKIHjama Koje cy ©(n logn), na je u cam ©(nlogn).

Jomr jeman Ha4yMH Ja ce OBO MOKake Koju ce yecto cpehe y mureparypu je cnenehu. 3dup norapurama, jeqHak je
JIOrapuTMy TIPOM3BO/A, T1a 3aMPaBo OBJie pauyHamo BpeaHoct log 1 - ... - n = logn!. ITo CtupaunroBoj ¢opmynu
n! ce MoHama Kao v/2wn (%)n 3aro ce log n! nonama kao nlogn — n + O(logn), na je ykymau 30up O (nlogn).

Moskemo yountn Heke npaBuiaHocTH. Kop cBux jepnaumna odmuka T'(n) = T'(n — 1) 4+ f(n), T(0) = ¢, HakoH
oamorasama godujamo ga je I'(n) = c+ f(1)+ f(2)+. . .+ f(n), Taro xa ce oapehnBare aCHMITOTCKOT MOHAIIAbA
CBOJM HA CyMHpakbe.

* 30up n cabupaka pena 1 + 2 + ... + n uma Bpeanoct n(n + 1)/2, koja je pena ©(n?). To je camo aymio
Mambe Off BPEIHOCTH 30Upa 1 + . . . + M, KOjU Ce cacToju of n cabupaka U MMa BPeAHOCT n2.

e 30up n cadupaka log 1 + ... + logn umMa BpeTHOCT KOja ce MoHaIa Kao n logn — n, MTO je ACHMITOTCKU
MCTO Kao BpeaHocT 30upa log n + ... + log n koju uma n cadupaka u BpeHoct n log n.

e Cimuno, 36up 12 + ... + n? uma Bpeanoct n(n + 1)(2n + 1) /6, mrro je ©(n3) u camo je oko Tpu myTa Marbe
on 36upa n? + ... + n? koju uMa n cabupaka u BpeaHOCT 1.
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2.6. PEKYPEHTHE JEJHAYNHE

Hako oBakBe reHepaiu3anuje npete ga Syy HermpelusHe, ca MajioM JO30M pe3epBe Ce MOJKeE [TPOLICHHUTH Jd AJITOPUT-
MM y KOjUMa ce 1 IyTa pUMErby je Heka ornepauuja cioxenoctr O( f (k)) umajy cioxeroct O(n- f(n)), yak u kaga
ce oreparyja y CBAKOM KOpaKy MpUMerbyje Haj nojamuma Koju cy ce 3a O(1) nosehanu y ogHOCY Ha MPeTXOAHU
KOpaK ¥ CaMo Y Kpajib0j HHCTaHIM umMamo © (n) mojaraka.

2,64 Jemnaumna 1'(n) =27 (n—1)+ O(1),7(0) = O(1)

OnmoraBameM jequaunde T'(n) = 27 (n — 1) + O(1), T(0) = O(1) nodujamo

T(n) = 2T'(n—-1)+0()

2(2T(n —2) + O(1)) + O(1) = 4T (n — 2) + 20(1) + O(1)
o(
1

4(2T(n —3) +0(1)) +20(1) + O(1)
= 8T(n—3)+40(1)+20(1)+ O(1)

'2.”.T(O) + 2"+ 424 1)-0(1)
= 2".0(1)+ (2" —-1)-0(1) = O(2™).

Jlaxsie, nako ce y CBaKOM PeKypP3MBHOM MO3UBY PaJy MaJIO MOCJa, PEKYP3UBHUX I1031BA MM EKCIIOHEHLIH]aTHO MHOTO,
IITO IOBOJH 10 U3Pa3UTO Hee(prKaCHOT aJITOpUTMA.

Y AJ
e O]
JEORY
oje

O O O OO0 OO 0O0000O0 O O

O] [O]  [Q] LO]

Cruka 2.16: Ipeo nosusa y cinyuajy T'(n) = 2T(n— 1)+ O(1), T(0) = O(1)3an =5

2.6.5 Jemnaumna I'(n) =27 (n— 1)+ O(n), T(0) = O(1)

®yHKIHje Koje 3a10BosbaBajy jemHaunny 1'(n) = 2T (n — 1) + O(n), T(0) = O(1) Takohe nokasyjy eKCIOHEHIU-

jAJTHY CTOXKEHOCT.
Y '

% —
OOOO%OOO ONONONC, O O

Ciwika 2.17: Opso nosusa y ciuyvajy T'(n) = 2T(n — 1) + O(n), T(0) =O(1)3an =5
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

OnmorasameMm jeguaunHe 1'(n) = 27 (n — 1) + ¢ - n, T(0) = O(1) nodujamo

Tn) = 2I'n—1)4c-n
22T(n—2)+c-(n—1)+c-n=4T(n—-2)4+c-(2(n—1)+n)
42T(n—3)4+c-(n—2))+c-(2(n—1)+n)

= 8T(n—3)+c-(4dn—2)+2(n—1)+n)

= 2"T(0) +c(2" 1 1427224 ... +2(n—1)+n)-0(1)

= 2".0()+ ) 2% —k
k=0

KopurhemweMm panuje n3BeieHnX (popMysia MOXKEMO jeIHOCTAaBHO U3pavyyHaTH U CyMy

n

Y 2Mn—k)=n+2n-1)+2*(n—-2)+...+2" -1
k=0

Baxu na je

zn:Qk(n— k) = nzn:Zk — Xn:ka
k=0 k= =0

= 2" —1)—((n—-1)2"" +2)
2ntl 2

3aro je T(n) = 2" - O(1) + 2"+t — n — 2. [lakye, u y oBOM ciiy4ajy (yHKIMja MOKa3yje eKCTIOHEHIMjaIHO
noHamame O(2").

2.6.6 Macrep Teopema

JemHauMHe 3aCHOBaHe Ha NEKOMITO3ULIM)U TPodJIeMa Ha HEKOJMKO MambHiX MOTHpodieMa Koje ¢y odmika 1'(n) =
aT(n/b) + O(n*), T(0) = O(1) ce pemasajy Ha OCHOBY MacTep TeopeMe.

Teopema: Pemieme pexypentre penaryje 7'(n) = aT(n/b) + cn®, tie cy a u b 1enodpojHe KOHCTaHTe TakBe 1a
Baxu a > 1ub > 1,u cu k cy no3uTHBHE peajiHe KOHCTaHTE je

O(n'°er @) | ako jelog,a >k
T(n) =< O(nFlogn), axojelog,a==k
o(n*), ako jelog, a < k

Hehemo naBatu 10ka3 oBe TeopeMe, aii MOKYIIajMO OIeT Jia JaMO HEKO MHTYUTHUBHO jaCHO 00 jallliberbe.
2.6.7 Jemnaumna T'(n) =2-T(n/2)+ O(1),T(1) = O(1)

Y npBoM ciyuajy ce 1001ja ApBO peKypP3UBHUX MO3UBA YKjU OPOj YUBOPOBA JOMUHUPA IOCJIOM KOjU CE pagyl y CBaKOM
4yBopy. Pasmorpumo, Ha npumep, jeaHauuny 1'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), T(1) = O(1). Hpeo he cagpxaru
O(n) 4BopoBa, a y cBakoM 4Bopy hie ce BpumtH mocao koju 3axteBa O(1) onepanmja. OnqMoTaBambeM peKypeHTHE
jeAHaduHe, 10dujamMo

T(n) = 2-T(n/2)+0(1)
= 4-T(n/4)+2-0(1)+0 ()
= 8 T(n/8)+4 O(1)+2-0(1)+0(1)
T(n/2%) + @21+ ... +2+1)-001).
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2.6. PEKYPEHTHE JEJHAYNHE

Axo je n = 2 nobujamo na je n/2* = 1, ma nomro je Ha ocHOBY popMye 3a 35Mp reomeTpujckor Huza 2871 4
...+ 241 =2%—1, cioxenoct je ©(n). Y kama n HUje cTeneH ABOjKe, 100Mja Ce UCTO ACUMITTOTCKO MOHAIIAbEe
(ITo ce Moe JTOKa3aTH OrpaHUYaBAEM OJJ03T0 U OfI03/10 CTETIEHNMA JIBOjKE).

O O
QO Q) K

Ciika 2.18: IIpso mosusa y ciuyvajy T'(n) = 2T(n/2) + O(1), T(1) = O(1)3an =8

2,68 Jemnaumna 7'(n) =2-T(n/2)+c-n,T(1) = O(1)

V apyrowm ciydajy cy Opoj YBOpOBa M 1ocao KOju ce paiyl Ha HEKH HavMH YPaBHOTEXeHH. Pa3MoTpumo, Ha ipumep,
jemnaunny T'(n) = 2 - T(n/2) + c¢-n, T(1) = O(1) 1 NOHOBO NOKYILIAjMO Ja j& 0AMOTAMO.

T(n) = 2-T(n/2)+c-n
= 2-(2-T(n/4)4+c-n/2)+c-n
= 4T(n/4)+c-n+c-n
= 4(2T(n/8)+c-n/4)+2-¢c-n
= 8T(n/8)+3-c-n

= 2k T(n/2") +k-c-n.

Axo je n = 2F mocne k = log, n kopaka n/2F he mocruhu BpemHocT 1 Tako aa he 36up OuUTH pena BelUUMHE
n-O(1) +logyn - c-n = O(nlogn). Vcro Baxu 1 Kaja n HUje CTElIeH ABOjKe.

— o
— I
Y I Y
— —
\__I__,_/ N
Y Y V—I—V
Y N Y
C (/ N
r—A r—A r—A r—A
Y Y Y " N " N N
A A . A . A . A . . . .

Ciuka 2.19: Ipo nosusa y ciyuajy T'(n) = 2T (n/2) + O(n), T(1) = O(1) 3an = 8

2.6.9 Jemnaumna 7'(n) =T (n/2) +cn, T(1) = O(1)

V tpehem crydajy mocao Koju ce pau y YBOpOBHMA JOMHHHPa dpojeM uBopoBa. Pasmorpumo jenHaunny 1'(n) =
T(n/2) + cn, T(1) = O(1). Bbernm ogqMoTaBarmeM Jodujamo ja je
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

T(n) = Tn/2)+cn
T(n/4) +cn/2+ cn
T(n/8) 4+ cn/4+cn/2+cn

T(n/28) +en(1/287 1+ ... +1/241).

ToHoBo, ako je n = 2%, Taya je npeu 4man jemmak O(1) 1 MOWITO je Ha OCHOBY (hOPMYJIE 32 35MP TEOMETPHjCKOT
mmza 1/2F 714 +1/2+1 = (1—(1/2)F)/(1—(1/2)) = 2—2/n 30up je jennak O(1) + cn(2—2/n) = O(n).

— Y
y

—

N A
2
N ]
'_I
0
N

Ciuka 2.20: Opeo nosusa y ciydajy T'(n) = T(n/2) + O(n), T(1) = O(1)3an =8

2.6.10 Ocraau THNOBH jeJHAYNHA

TTPOKOMEHTAPHILIMMO Ja Ce Y HEKUM MPOdJIEMUMa [JOOUjajy jeHAUKMHE KOj€ HUCY DAIl Y CBAKOM PEKYP3MBHOM I10-
3UBY MIEHTUYHE OBUM HaBejieHUM. Ha npumep, priiMkoM aHammuse aaroputma QuickSort, ako je MUBOT TayHO Ha
cpeaunu Hu3a, Baku 1a je T'(n) = 2T (n/2) + O(n) u T(1) = O(1). Kaga du ce To cranuo jgorahano, periere
ou 6uno T'(n) = O(nlogn), mehyTum, BepoBaTHOhA [a Ce TO JOTOIM je CTPAIHO Mana, jep y BehuHu cirydajeBa
NUBOT HE JIEIM HU3 HA JIBA JIEJ1a MIOTIYHO UCTe JUMEH3U]je U 3aT0 Tpeda OUTH 0da3puB. AKO OM ce JIECUIIO Ja TUBOT
CTAJIHO 3aBPLIABAO HA je[HOM Kpajy Hu3a, jeaHaunHa ou duna T'(n) = T'(n — 1) + O(n), T(1) = O(1), wro du
JloBeso 10 croxkeHoctd O(n?), ITO U jecTe CI0KEHOCT Hajroper cydaja. AHaIM30M Kojy heMo npyka3aTu KacHu-
je ce Moxe yTBpaUTH Ja je npoceuna cinoxeroct O(nlogn) Tj. Ja Mako NMBOT HUje CTAIHO HA CPEIMHH, A je y
JIOBOJHHOM TIPOILIEHY CiTydajeBa Herje 03y we (perumo usmely 25% u 75% nyxuHe Huza). CiuyHa aHaM3a Baxu
U 3a NIpodJIeM MpOoHATIAKEHha MeIUjaHe.

Mebytum, IOCTOje U AITOPUTMH KOJI KOJUX CTBapH CTOje npyraunje. [Iprmmkom odmiacka OUHapHOT ApBeTa, danaH-
cupatoct Hema yrunaja. Haume, ako je apBo notmyHo, Taga je jeqnaunna T'(n) = 27 (n/2) +O(1), T'(1) = O(1),
umje je pemerbe O(n). MehyTum, dak u Kajia je APBO U3/IETEHEPHUCAHO Y JTUCTY, jeaHaunHa je T'(n) = T(n — 1) +
O(1), T(1) = O(1), unje je peere orer O(n). Kakas rog aa je ogHoc dpoja YBOPOBA y JIEBOM H JECHOM TOMIP-
Bery petterse he durn O(n). To ce moske onmcaty jeaHaunaom T'(n) = T'(k)+T(n—k—1)+0(1), T(1) = O(1),
3a0 < k < n — 1, unje he pemee dSuru O(n), 6e3 0d3upa Ha TO KAKBO ce k MOjaBJbyje y Pa3HUM PEeKypP3HBHUM
MO3MBUMA.

2.7 Amnajm3a npoce4vHe CJ0KEHOCTH

2.7.1 Amnaum3a npoceyHe cjaoxxkeHoctn aaropurma QuickSort

VredaTpuBo cBojcTBO anroputMa QuickSort je eprKacHOCT y mpakcy HACYHPOT KBAIPAaTHO] CIOKEHOCTH Hajroper
ciydaja. OBO 3amaxame Cyrepuile Jia Cy HajropH cliyyajeBU PETKH U JIa je MPOCeUHa CJIOKEHOCT OBOT aJITOpUTMa
OCETHO ITOBOJbHHM]A.

IMpernocraBuMo aa je jeaHaka BepoBaTHONA ja he MPOW3BOJEHY €leMEHT OMTH U3adpaH 3a MHUBOT M /1 je jeaHaka
BepoBaTHONA []a MMBOT HAKOH MapTHLMOHKCAkA 3aBPIIN Ha OMJI0 Kojoj nosuuuju ox 0 1o n — 1. Ako dpojumo camo
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2.7. AHAJIM3A ITPOCEYHE CJIOZKEHOCTH

yropehuBama (0poj 3aMeHa je Mary WM jeTHaK Opojy yrnopehuBarma), ClIoKeHOCT MapTHIHOHKCaka je n — 1. Taga
MIPOCEeYHa CIOKEHOCT 33/10BOJ/baBa HAPEJHY PEKYPEHTHY jeHAUMHY.

ITpBu cadupak ce kpehe ox T'(0) mo T'(n — 1), a apyrn ox T'(n — 1) mo T'(0), Tako ma ce cako 1'(4) jaBba Ta4HO
IBa myTa. 3ato 3a n > 1 Baku

T(n):n71+%iT(i)

OBo je Tako3BaHa jegrauuna ca HOmMAYHOM Uciliopujom, jep ce Bpeqroct 1'(n) n3padyHaBa MpeKO CBUX HPETXOMHUX
Bpeproctu T'(4). JenaH HAuMH Jia ce UCTOPHUja ENMMHUHMILE je 1a Ce MOCMATPajy pasivKe U3Mel)y CyCeJHUX YIaHO-
Ba HM3a YMMe ce oOMja jeIHaurMHa Koja OIucyje Be3y u3Melly /Ba cyceqHa 4jiaHa. Y OBOM CJIy4Yajy ce CBaKH Of
cabupaka T'(i) nen ca n, Te pe Ojly3MMarba CBAKH OJ1 Y3aCTOIHUX WIAHOBA TPpeda MOMHOKUTH ca OArosapajyhnm
dakropom. Tako ce noduja

n—1
nT(n) — (n—1)T(n—1) <n—1 +22T )
n—2
(n—1)(n—2)+2> T(i )

=0
=2(n—1)+2T(n—1)

/\

3aro je

T(n) = 2(”7; DI ”Z Lot — 1)

HNako je oBa jenHaunHa IMHEapHA peKypeHTHA jeIHaYMHA KOja MOBe3yje camMo JIBa y3aCTOIHA YWiaHa HHU3a, OHA HHje
ca KOHCTaHTHUM KoepHUIIMjeHTUMA U TOTPEdHO je Majio MHBEHTUBHOCTH ja ducMo je permnu. [lebeme ca n+ 1 Ham
Jiaje IOroIHUju OOJIHK.

T(n) Tn—-1) 2n-—1)
n+1 n +n(n—l—l)

Haume, capa ce Buau Ja Cy ABa WiaHa Koja yKibydyjy HenosHaty ¢yHKimjy T'(n) uctor odnuka, ma jeqHaduHy
MOXkEMO jeJHOCTABHO OAMOTATH M KopuinhemeM unmenuiie aa je 7'(0) = 0 gobutu

T(n) 2(n—-1)  2(n—2) 2-(1-1) _~ i-—1
n+1_n(n+1)+(n—1)n+'“+ 1(1+1) _QZ

LenTpanHo MuTame nocraje Kako u3padyyHaT 30Up
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ciemia je Ai+ A+ Bi=1i—1,naje A= —1, B =2 uBaxu

3aro je

n .

7

-1
~i(i+1) 1+1 1 2+1 2 3+1 3T T ar

1=

2 1 2 1 2 1 2 1

Moxemo rpynmcaTtu pasjoMKe ca UICTUM UMEHHOLIEM U HOSI/ITI/I

~ i—-1 L, 1,2
~i+1) 2 7 n n+1
3ato je
1 1
Tn)=2n+1)-(14+-+4+...+— ) —4n.
2 n
3Hamo 1a ce xapMoHmjcku 30mp 1 + 1/2 + ... 4+ 1/n acummnrorcku moHama kao logn + -, rae je v Ojnep-

MackeponujeBa kKoHCTaHTa ¥ ~ 0, 57722 u 3ato0 je
T(n) =0 (2(n+ 1)(logn +v) — 4n) = O(nlogn).

2.8 AmopTuH30BaHA aHAJIN3A CJOKEHOCTH

V HeKkHM cHTyalldjama ce M3BecHe OIlepallije MOHaB/bajy MyHO IyTa TOKOM M3BpIIaBama Mporpama. Y MHOTHM
CHUTyaIjaMma MOXeMO Ja JIOIYCTUMO Ja TI0jeJMHAYHO M3BPIIABAEKE HEKE ONepalyje Tpaje U Majo IyXe, ako CMO
CUT'YpHU J1a BHIIIE U3BpIIaBama Te onepainuje y 30upy Hehe Tpajat npemyro (ako NOCTOjU JOBOJLHO M3BpIaBamba
Te onepaiuje Koja he Tpajatu kpaTko). AHanu3a yKyIHe IyHHe Tpajama Beher Opoja omnepaliyja Ha3uBa ce amop-
[HU308GHA AHAAU3A CAOICEHOCTHU. AMOPTH30BaHa LIeHa U3BPIIABakba 1, ONepaliija MoApa3yMeBa KOJMYHHUK HUXOBE
VKyIIHE OyKUHE W3BpIIaBama 1 dpoja n. ViycTpyjMo je Ha jeqHOM mpuMepy.

2.8.1 /IluHaMUYKH HHU3

Jemna ox Hajuenthe ynorpedibaBaHUX CTPYKTYypa IOJaTaka je JUHAMHYKM HU3. Pa3sMOTpHMO KOJIMKO je moTpedHO
BpeMeHa [ia ce y mera cMecTu esleMeHata. Kaga y HU3y Hema JOBOJBHO IPOCTOpA Jia ce CMECTH HapeJHH eeMeHT,
HU3 ce IMHAMUYKY peajonypa. Y HajropeM cilydajy OBO IOApa3yMeBa KOIMPAme CTApOr cajpxkaja HU3a Ha HOBY
JIOKAIujy, IITO je orepanuja cioxeHoctd O(m), rae je m Opoj elleMeHaTa yrmucaHux y Hu3. 110cTaBiba ce IuTambe
KaKo MPWIMKOM peajioKaluja ofpeljuBary Opoj eneMeHarta MpomrupeHor HU3a.

2.8.1.1 ApurmMerHykKa crparermja

JenmHa crpaTeruja Moxe OMTH apUTMETHYKA U OHA NOJpa3yMeBa [ja ce KPeHYBIIM OJ] IPa3HOT HU3a IIPUIIMKOM CBaKe
peajiokanyje BennyrHa Hu3a moeeha 3a Heku Opoj k (HMINTA ce CYIITHHCKU He OW MPOMEHWIO y aHAIM3Y U Ja je
VHULUjaJTHY KanarureT ymecto 0 Heku 0poj my). MI30pojMo KOJMKO je MyTa MOTPedHO U3BPILIHTH YITUC eJIeMeHTa y
HU3 (Ta orepariyja je 0OMYHO HajCTIopHja), MPU YeMy Ty pauyHaMmo yIuce HOBUX eJleMeHaTa U yIuce HacTajle TOKOM
romMepama focrojehnx ejgeMeHaTa TOKOM peasiokalyje. Y IpBOM KOpaky IpHMeHe apuTMETHYKe CTpaTeruje ajlomu-
pamo k efleMeHaTa U 3aTUM y k HApeJHMX KOpaKa BPIIMMO YITUC MO jefHor eneMeHTa. OHa BPLIMMO pealoKalyjy
Ha BeJIMYHMHY 2k ¥ IIPUTOM IIPEITHCY jeMO TIPBUX k eleMeHaTa Hu3a. HakoH Tora ymicyjemMo HapeHuX k eleMeHara,
a OHJIa IPWJIMKOM peasioKallje mpemnucyjemMo 2k enemenara. CiandaH IMOCTYIAK Ce HACTaBJba CBE JOK CE€ HE YITHIIE
enemeHT n. [lakie, Opoj oneparmja je oHaa jeaHak k + k+ k + 2k + k+ 3k + . . .. Jla du ce cMecTHIO 1 elieMeHara,
peasiokaiujy je moTpedHO BpuMTH OKO 1/ k myTa, na he ykynan dpoj ornepaiiyja OUTH OTIIPUIIMKE jeJHAK

nin 1 2
PP e N

n
—k+k-(14+2+...
k Fhol424 4 2 2k 2

>3
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2.9. CABETHA 3A IOBOJBITAKBE CIIOZKEHOCTH

. .. n2 . 2 . . .
IIaKHe, yKyna}.I 6p0] ynuca aCI/H.V[HTOTCKI/I J€ jeaHaK % T]. O(TL ) 1 CTOra j€ aMOpTHU30BaHa I_[el‘.la jeaHe OHepaI_[I/IJe
ACHUMIITOTCKH JE€IHaKa 2116’ mTo je O(n), JA04ylie, 3a 10CTa MaJly Bp€AHOCT KOHCTAHTE Y3 1 (H_[TO Jje Behe ]‘C, TO )€ pea-
HOKaHI/Ija Mame, Ia je OeHa OHepaHI/Ije Maha, ajJId Ce I€Ha wiaha Kpo3 Behe 3ay3€he MeMOpI/Ije " MaBby MOITYHEHOCT

AJIOLPAHOT TIPOCTOPA).

2.8.1.2 Teomerpujcka cTpaTeruja

Hpyra crpateruja Moxe OMTH TeOMETpHjCKa U OHA MOJIpa3yMeBa Jia ce CBaKM IyT BeJIMYMHA HU3a moseha ¢ myta 3a
Heku ¢aktop ¢ > 1. IIpernocraBumo j1a je novyeTHa BeIMYMHA HU3a M. [lakiie, HAaKOH MOYeTHe aJloKalyje MOKEMO
Iia YIIUIIEMO M eleMeHata. HakoH Tora ce BpIIM IpBa peasioKallfja y Kojoj ce BeJIMUYMHA Hi3a moBehasa Ha ¢my
eJIeMeHaTa U IIpH YeMy ce IIperucyje my elemMeHata. HakoH Tora ce BpIIM yIIUC HAPEOHUX ¢Mo — Mo eleMeHarta. Y
HapeJIHO]j pealoKalMjy BeJMYMHA Hu3a ce osehaBa Ha g1 ¥ NPUTOM ce TIPENucyje qmy eneMeHata. Hakon Tora
ce yIucy je IpeocTanux ¢2mg — gimg eneManarta. TlocTynak ce Jlajbe HacTaBsba 110 MCTOM NpUHIMIY. Jlaksie, yKynaH
Opoj ynmca y HU3 jeHaK je

mo + mo + (gmo — mo) + gmo + (¢*mo — gmo) + ... = mo + gmo + ¢*mo + . ..
INocne r peanokanyja ykynaH Opoj ynuca jefHak je

r+1_1
mo(l—l—...—l—qr):moqi

q—1

AKO MPETNOCTaBUMO JIa je 11€0 HU3 MOIYHEeH Mocie r peajiokaluja, Tj. Ja je n = mgoq", OHJa je yKymnaH Opoj
ornepaiyja NOTPedHUX 3a MOIMYHABAKE HU3A jeIHAK

mQ#ﬂ*l_qn—mo
g1 g1

ACUMITOTCKH je, aKie, YKyIHa LieHa u3Bohersa CBHX onepaija jeqHaka O(n), a aMOPTH30BaHa [ieHa U3BOheba
jenHe onepaiuje noaBara y oBakas Hu3 je O(1). Koncrantan (aktop jeHak je q%l U OH je CBE MamH Kako ¢
pacte. 3aucra, ca moBehameM ¢ BPIIY ce CBe Makbe peasioKallfja, aju ce IieHa Iiaha Behinm aHraxoBambeM MeMopHje
Tj. MambOM MOMYyHeHOIINY HI3A.

AMOPTH30BaHa aHAJTN3a CJIOKEHOCTH HaM MOKa3y je Jja ca CTAHOBUIITA BpeMeHa U3BPILaBabha TeOMETpHjcKa CTpaTe-
rvja peajioKanyje aaje 3HayajHo Oosbe pe3ysITaTe HEro apuTMETUUKA.

2.9 CaseTH 32 N000/bIIAKE CJIAOKEHOCTH

KipyuyHu caBeT 3a Modosblame CI0KEHOCTH je TO Jia padyyHap pajd caMo OHO IITO je HEOMXOAHO Ja du ce noduo
KoHauaH pe3yiarar. Kaga ce ta uneja masno getasbHuje pa3panu, 1o0ujamo cieaehu HU3 caBeta KOju HaC YeCcTo I0BOJIe
JI0 QJITOPUTaMa Marbe CJI0KEHOCTH:

* Hemoj Tepatu padyHap Ja BpLUM AyroTpajHa U3payyHaBamba KOja ce MOTy U3BPLUMTU U “TIEIIKe”, IPUMEHOM
MaTeMaTHhKe.

» Hemoj Tepatu pauyHap Ja BUIIE ITyTa U3padyHaBa jeJHO Te UCTO — yIIaMTHU NOTpedHE pe3yTaTe U3padyHaBamba
y MEMOPHU]jH, ]a X He OW padyHAO BUIIE MMyTa.

* Hemoj Tepatu paduyHap Ja U3padyHaBa CTBapH KOje HACY IOTpeOHe 3a 100Ujare KOHAYHOT pelleha podieMa.

* Hemoj Tepatn padyHap Aa UCIIUTYje CllydajeBe 3a KOje YHAIpe ] MOKEI 3aKJ/byIUTH [a He MOTY OUTH TPakeHO
peleme npodsiema.

* Ako je To Moryhe, mpunpemu nogaTKe Tako Ja ce KacHUje MOTY e(pHKacHHje OOpaIuTy.

» Kopuctu epukacHuje CTpyKType rnmojaTaka.

YV HacTaBKy OBOT IOIJIaB/ba NpuKa3aheMo HU3 3a/1aTaka Koje heMo pemmTi pasanauTiM aIropUTMHUMa, aHAJIM3UpPa-
heMo BHXOBY aCHMIITOTCKY CJIOKEHOCT Hajroper ciiyvaja u nprkazaheMo Kako ce Ha Oa3y IIPUKa3aHUX CaBeTa MOTY
W3rPaUTH 3HAYa jHO e(PUKACHU)HU AITOPUTMH.
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