
1 ÓâîäÑó�èêñíè íèç è ñó�èêñíî ñòàáëî äàòå íèñêå ñó ñòðóêòóðå ïîäàòàêà ïîìî£óêîjèõ ñå å�èêàñíî ìîãó ðåøàâàòè ïðîáëåìè êàî øòî jå òðàæå»å ðå÷è óòåêñòó, òðàæå»å ïîíàâ§à»à èëè ïàëèíäðîìà ó òåêñòó, òðàæå»å çàjåäíè÷êåïîäíèñêå çà äâà èëè âèøå òåêñòîâà è ñëè÷íî.Íåêà jå çàäàòà íèñêà s äóæèíå n. Íåêà jå s[i..j] äåî òå íèñêå ñàèíäåêñèìà îä i äî j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Ñó�èêñíè íèç SA íèñêå s jåíèç èíäåêñà íèñêå ó îêâèðó ñîðòèðàíîã ðåäîñëåäà:
s[SA[1]..n] < s[SA[2]..n] < · · · < s[SA[n]..n].Ïðèìåð. Íåêà jå s = mississippi. Ñîðòèðàíè íèç ñó�èêñà îâå íèñêåè »åí ñó�èêñíè íèç ïðèêàçàíè ñó ó ñëåäå£îj òàáåëè.

i SA[i] s[1..SA[i]] LCP [i]1 11 i 12 8 ippi 13 5 issippi 44 2 ississippi 05 1 mississippi 06 10 pi 17 9 ppi 08 7 sippi 29 4 sissippi 110 6 ssippi 311 3 ssissippiÑó�èêñíî ñòàáëî jå äðóãà ñòðóêòóðà ïîäàòàêà çà ïðåäñòàâ§à»å èíòåðíåñòðóêòóðå íèñêå. Ñó�èêñíî ñòàáëî íèñêå s äóæèíå n jå êîðåíñêî ñòàáëîçà êîjå âàæè:
• ñòàáëî èìà òà÷íî n ëèñòîâà êîjè ñó íóìåðèñàíè áðîjåâèìà 1, 2, . . . , n;
• ñâàêè óíóòðàø»è ÷âîð èìà áàð äâà ñèíà;
• ñâàêà ãðàíà jå îçíà÷åíà íåïðàçíîì ïîäíèñêîì íèñêå s;
• íèêîjå äâà ãðàíå èç èñòîã ÷âîðà íåìàjó îçíàêå êîjå ïî÷è»ó èñòèìêàðàêòåðîì;
• êàäà ñå íàäîâåæó ñâå îçíàêå îä íà ïóòó îä êîðåíà äî ëèñòà ñàîçíàêîì i, äîáèjà ñå ñó�èêñ s[i..n] íèñêå s.Íà ñëèöè 1 ïðèêàçàíî jå ñó�èêñíî ñòàáëî íèñêå xabxa$.1



Figure 1: Ñó�èêñíî ñòàáëî íèñêå xabxa$.Èç äå�èíèöèjå íå ñëåäè ïîñòîjà»å ñó�èêñíîã ñòàáëà çà ïðîèçâî§íóíèñêó s. Ïðîáëåì ñå ïîjàâ§ójå êàäà ñå ñó�èêñ íèñêå s ïîêëîïè ñà ïðå�èêñîìäðóãîã ñó�èêñà íèñêå s, jåð ñå òàäà ïóò êîjè îäãîâàðà ïðâîì ñó�èêñóçàâðøàâà óíóòàð ïóòà êîjè îäãîâàðà äðóãîì ñó�èêñó, òj. ïóò êîjè îäãîâàðàïðâîì ñó�èêñó íå çàâðøàâà ñå ó ëèñòó ñòàáëà. Íà ïðèìåð, çà íèñêó x-abxa ïóò êîjè îäãîâàðà ñó�èêñó xabxa çàâðøàâà ñå ó ëèñòó, àëè íå è ïóòêîjè îäãîâàðà ñó�èêñó xa. Äà áè ñå èçáåãàî îâàj ïðîáëåì, ïðåòïîñòàâ§àìîäà ñå ïîñëåä»è êàðàêòåð íèñêå s íå ïîjàâ§ójå íèãäå âèøå óíóòàð íèñêå.Jåäàí íà÷èí äà ñå ïðîáëåì ðåøè jå äà ñå íèñêà ïðîäóæè çíàêîì êîjè ñåíå ïîjàâ§ójå óíóòàð »å (îáè÷íî jå òî çíàê $; ïðåòïîñòàâ§à ñå da çíàê $ëåêñèêîãðà�ñêè ïðåòõîäè ñâèì îñòàëèì çíàöèìà).Àêî áè ñå ó îêâèðó ñó�èêñíîã ñòàáëà óç ñâàêó ãðàíó ÷óâàëà »åíàêîìïëåòíà îçíàêà, îíäà áè ïðîñòîðíà ñëîæåíîñò ñòàáëà çà íèñêó äóæèíå
n áèëà ó íàjãîðåì ñëó÷àjó O(n2). Ìå¢óòèì, ïðîèçâî§íà ïîäíèñêà s[i..j]ïîçíàòå íèñêå s îäðå¢åíà ñà äâà áðîjà, èíäåêñèìà i, j. Ïîøòî jå áðîjãðàíà ó ñó�èêñíîì ñòàáëó íèñêå äóæèíå n íàjâèøå O(n) (çàøòî?), çàìåíîìîçíàêà íà ãðàíàìà ñà ïî äâà áðîjà ïîñòèæå ñå äà jå ïðîñòîð êîjè çàóçèìàñó�èêñíî ñòàáëî O(n)2 Àëãîðèòàì Êàðêàèíåíà-Ñàíäåðñà çà êîíñòðóêöèjóñó�èêñíîã íèçàÇáîã êîìïàòèáèëíîñòè ñà C ïðîãðàìîì è çáîã òîãà øòî ñå êîðèñòå îñòàöèèíäåêñà ïðè äå§å»ó ñà 3, ó îâîì îäå§êó ñå ïðåòïîñòàâ§à äà ñó åëåìåíòè2



óëàçíå íèñêå íóìåðèñàíè ïî÷åâøè îä èíäåêñà 0.Àëãîðèòàì ÷èjè ñó àóòîðè Êàðêàèíåí è Ñàíäåðñ 1 jå çàñíîâàí íàñïåöè�è÷íîì ðàçëàãà»ó (divide-and-onquer):1. Êîíñòðóèøå ñå ñó�èêñíè íèç çà ñó�èêñíå îä ïîçèöèjà i mod 3 6= 0(èíäåêñè 3k + 1, 3k + 2). Îâî ñå ïîñòèæå ñâî¢å»åì íà ðåêóðçèâíóêîíñòðóêöèjó ñó�èêñíîã íèçà íèñêå ÷èjà jå äóæèíà jåäíàêà äâåòðå£èíå äóæèíå ïîëàçíå íèñêå.2. Êîðèø£å»åì îâîã ñó�èêñíîã íèçà ñîðòèðàjó ñå ïðåîñòàëè ñó�èêñèêîjè ïî÷è»ó îä ïîçèöèjà i mod 3 = 0 (èíäåêñè 3k).3. Îájåäè»àâà»åì îâà äâà íèçà ñó�èêñà �îðìèðà ñå ñó�èêñíè íèçïîëàçíîã íèçà.Èñïîñòàâ§à ñå äà jå îâàêàâ ïðèñòóï jåäíîñòàâíèjè îä ðàçëàãà»à ñó�èêñàíà îíå ñà ïàðíèì è íåïàðíèì ïî÷åòíèì èíäåêñèìà. �àçëîã çà îâî jå÷è»åíèöà äà jå ïîñëåä»è êîðàê, îájåäè»àâà»å äâà ñîðòèðàíà ïîäíèçàñó�èêñà, ó îâîj âàðèjàíòè ñêîðî òðèâèjàëàí. Íà ïðèìåð, äà áè ñå óïîðåäèëèñó�èêñè êîjè ïî÷è»ó îä i è j, ïðè ÷åìó jå i îáëèêà 3k, à j îáëèêà 3k+1,íàjïðå ñå óïîðå¢ójó »èõîâè ïðâè çíàöè, ïà àêî ñó îíè jåäíàêè óïîðå¢ójóñå ñó�èêñè êîjè ïî÷è»ó îä èíäåêñà i+1 è j+1, ÷èjè ìå¢óñîáíè îäíîñ jåïîçíàò íà îñíîâó ïðâîã êîðàêà, jåð ñó îíè îáëèêà ðåäîì 3k + 1, îäíîñíî
3k + 2.Êîðèñòå ñå îçíàêå [a, b] = a, . . . , b è s[a, b] = [s[a], . . . , s[b]] çà íèñêóèëè íèç s. Ñëè÷íî, [a, b) = [a, b − 1] è s[a, b) = s[a, b − 1]. Îïåðàòîð
• îçíà÷àâà êîíêàòåíàöèjó íèñêè. Ïîñìàòðàjìî íèñêó s = s[0, n) íàäàçáóêîì Σ = [1, n]. Ñó�èêñíè íèç SA íèñêå s ñàäðæè ñó�èêñå Si = s[i, n)ó ñîðòèðàíîì ðåäîñëåäó, òj. àêî jå SA[i] = j îíäà ñó�èêñ Sj èìà ðàíã
i + 1 ìå¢ó íèñêàìà S0, . . . , Sn−1. Äà áè ñå èçáåãëî ïîñåáíî ðàçìàòðà»åñïåöèjàëíèõ ñëó÷àjåâà, ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå äóæèíà íèñêå n äå§èâàñà 3, êàî è äà çà ñâå íèñêå α âàæè α[|α|] = α[|α| + 1] = 0. Ïðîãðàìñêàðåàëèçàöèjà àëãîðèòìà ó íàñòàâêó ñàäðæè ïðåîñòàëå äåòà§å àëãîðèòìà.Íà ñëèöè 1 ïðèêàçàí jå ðåçóëòàò ïðèìåíå àëãîðèòìà íà íèñêó mississippi.
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Figure 2: �åçóëòàò ïðèìåíå àëãîðèòìà Êàðêàíèíà-Ñàíäåðñà íà íèñêó
s = mississippi.�àçìîòðèìî ñàäà îâàj ïðèìåð ìàëî äåòà§íèjå.Êîðàê 1. Çàäàòà íèñêà äóæèíå 11 s = mississippi ñà îäãîâàðàjó£èìèíäåêñèìà:0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10m i s s i s s i p p iÑó�èêñè îâå íèñêå ñà èíäåêñèìà îáëèêà 3k + 1, 3k + 2 îáóõâà£åíèñó êîíêàòåíàöèjîì s[1, 12] • s[2, 10]:iss iss ipp i00 ssi ssi ppi1 4 7 10 2 5 8Ïðâà êîìïîíåíòà äîïó»åíà jå ñà äâå íóëå äà áè »åíà äóæèíà áèëàäå§èâà ñà òðè è äà áè îä äðóãå êîìïîíåíòå áèëà ðàçäâîjåíà áàðjåäíîì íóëîì. Äîáèjåíà êîíêàòåíàöèjà ðàçäâàjà ñå íà òðîjêå ñëîâà,êîjå ñå çàòèì ñîðòèðàjó âèøåñòðóêèì ðàçâðñòàâà»åì (ïî òðå£åì,äðóãîì, è íà êðàjó ïî ïðâîì ñëîâó).�àçâðñòàâà»å ïî òðå£åì ñëîâó òðîjêå:ãðóïà 0 i p s|òðîjêà i00 ssi ssi ppi ipp iss issèíäåêñ 10 2 5 8 7 1 44



�àçâðñòàâà»å ïî äðóãîì (ñðåä»åì) ñëîâó òðîjêå:ãðóïà 0 p sòðîjêà i00 ppi ipp ssi ssi iss issèíäåêñ 10 8 7 2 5 1 4�àçâðñòàâà»å ïî ïðâîì ñëîâó òðîjêå, ïîñëåä»å:ãðóïà i p sòðîjêà i00 ipp iss iss ppi ssi ssièíäåêñ 10 7 1 4 8 2 5Òèìå jå çàâðøåíî ñîðòèðà»å òðîjêè êîjå ÷èíå êîíêàòåíàöèjó. Ïîøòîïîñòîjå jåäíàêå òðîjêå ñà ðàçëè÷èòèì èíäåêñèìà, çà ñàäà ñå íå çíàïîðåäàê ñó�èêñà êîjè ïî÷è»ó òàêâèì òðîjêàìà. Çáîã òîãà ñå òðîjêåðàíãèðàjó, òj. äîäå§ójó èì ñå èìåíà (ðàíãîâè):òðîjêà i00 ipp iss iss ppi ssi ssièíäåêñ 10 7 1 4 8 2 5èìå 1 2 3 3 4 5 5Ïîøòî jå ìå¢óñîáíè îäíîñ òðîjêè èñòè êàî îäíîñ îäãîâàðàjó£èõèìåíà, ñîðòèðà»å ñó�èêñà îáëèêà 3k+1, 3k+2 ñâîäè ñå íà ñîðòèðà»åíèçà îäãîâàðàjó£èõ òðîjêè:ñó�èêñè 3k + 1 ñó�èêñè 3k + 2ãðóïà iss iss ipp i00 ssi ssi ppièìå 3 3 2 1 5 5 4èíäåêñ èìåíà 0 1 2 3 4 5 6èíäåêñ òðîjêå 1 4 7 10 2 5 8�åêóðçèâíèì ïîêðåòà»åì àëãîðèòìà çà íèñêó êîjó ÷èíå èìåíà òðîjêè0 1 2 3 4 5 63 3 2 1 5 5 4äîáèjà ñå ñó�èêñíè íèç òå íèñêå0 1 2 3 4 5 63 2 1 0 6 5 4Îâàj ñó�èêñíè íèç äèðåêòíî ñå ïðåâîäè ó ðåäîñëåä ñó�èêñà îáëèêà
3k + 1, 3k + 2 ïîëàçíå íèñêåñó�èêñè 3k + 1, 3k + 1 i00 ipp iss iss ppi ssi ssièìåíà 1 2 3 3 4 5 5ñó�èêñíè íèç èìåíà 3 2 1 0 6 5 4ñîðòèðàíè ñó�èêñè 3k + 1, 3k + 1 10 7 4 1 8 5 2Êîðàê 2. Äà áè ñå ñîðòèðàëè ñó�èêñè îáëèêà 3k, îíè ñå çàìå»ójó êîíêàòåíàöèjîìïðâîã ñëîâà è èíäåêñîì îäãîâàðàjó£åã íàðåäíîã ñó�èêñà (îáëèêà5



3k + 1): m2, s4, s7, p10. Ëåêñèêîãðà�ñêè ïîðåäàê ñó�èêñà îáëèêà
3k+1 çíà ñå èç ïðåòõîäíå òàáåëå, øòî jå åêâèâàëåíòíî ïðâîì êîðàêóñîðòèðà»à âèøåñòðóêèì ðàçâðñòàâà»åì (ïî íàjäåñíèjîj, òj, äðóãîjêîìïîíåíòè): p10, s7, s4,m2. Äðóãè êîðàê ñîðòèðà»à âèøåñòðóêèìðàçâðñòàâà»åì (ïî ïðâîj êîìïîíåíòè, ïðâîì ñëîâó) èçâîäè ñå ðàçâðñòàâà»åìíà ãðóïå ïðåìà ïðâîì ñëîâó. Ïîñòîjå òðè òàêâå ãðóïå, çà ñëîâà p, s,m, îäíîñíî ëåêñèêîãðàñêèì ðåäîì m (m2), p (p10), s (s7, s4). Ïðåìàòîìå, ëåêñèêîãðà�ñêè ðåäîñëåä ñó�èêñà îáëèêà 3k jå m2, p10, s, s4,òj.òðîjêà mis sis sip pi0èíäåêñ 0 9 6 3Êîðàê 3. Îájåäè»àâà»å äâà ñîðòèðàíà íèçà ñó�èêñà äîáèjåíà ó Êîðàêó1. è Êîðàêó 2.Äà áè ñå ñó�èêñ îáëèêà 3k óïîðåäèî ñà ñó�èêñîì îáëèêà 3k + 1,îâè ñó�èêñè ñå ïðåäñòàâ§àjó ó îáëèêó êîíêàòåíàöèjå ïðâîã çíàêà èíàðåäíîã ñó�èêñà, êîjè jå îáëèêà 3k+1, îäíîñíî îáëèêà 3k+2. Äàáè ñå ñó�èêñ îáëèêà 3k óïîðåäèî ñà ñó�èêñîì îáëèêà 3k + 2, îâèñó�èêñè ñå ïðåäñòàâ§àjó ó îáëèêó êîíêàòåíàöèjå ïðâà äâà çíàêà èíàðåäíîã ñó�èêñà, êîjè jå îáëèêà 3k+ 2, îäíîñíî îáëèêà 3k + 4, òj.
3k + 1.0 9 6 3 10 7 4 1 8 5 2mi7 pi0 si5 si6 pp1 ss2 ss3m4 p1 s2 s3 i0 i5 i6 i7Îâî îìîãó£ójå äà ñå îâà äâà ñîðòèðàíà íèçà ñó�èêñà îájåäèíå è äàñå äîáèjå ñó�èêñíè íèç ïîëàçíà íèñêå10 7 4 1 0 9 8 6 3 5 2Ïðåëàçèìî íà äåòà§íèjè îïèñ àëãîðèòìà ó îïøòåì ñëó÷àjó.Êîðàê 1. ñîðòèðà»å ñó�èêñà Si ñà èíäåêñèìà îáëèêà 3k + 1, 3k + 2,òðîøè íàjâèøå âðåìåíà (ó îêâèðó àíàëèçå ñëîæåíîñòè àëãîðèòìàïîêàçà£åìî äà jå òî îêî 2/3 âðåìåíà). Êîðàê ïî÷è»å äîäå§èâà»åìëåêñèêîãðà�ñêèõ èìåíà s′i ∈ [1, 2n/3] òðîjêàìà s[i, i+2] ñà èíäåêñèìàîáëèêà 3k+1, 3k+2, òj. áðîjåâà ñà îñîáèíîì äà jå s′k ≤ s′l àêî è ñàìîàêî çà îäãîâàðàjó£å èíäåêñå âàæè s[i, i+2] ≤ s[j, j+2]. Îâî ñå ìîæåèçâðøèòè çà ëèíåàðíî âðåìå ïðèìåíîì âèøåñòðóêîã ðàçâðñòàâà»à(radix sort) íèçà òðîjêè çíàêîâà � àêî jå òðîjêà s[i, i + 2] k-òàðàçëè÷èòà òðîjêà ó ñîðòèðàíîì íèçó òðîjêè, îíäà jîj ñå äîäå§ójåèìå s′i = k. Àêî ñâå òðîjêå äîáèjó ðàçëè÷èòà ëåêñèêîãðà�ñêà èìåíà,6



îíäà jå òàj êîðàê, ñîðòèðà»å ñó�èêñà ñà èíäåêñèìà îáëèêà 3k + 1,
3k + 2, çàâðøåí. Ó ïðîòèâíîì, ðåêóðçèâíî ñå îäðå¢ójå ñó�èêñíèíèç SA12 íèñêå

s12 = [s′i : i mod 3 = 1] • [s′i : i mod 3 = 2].Çàïàæà ñå äà áðîj ëåêñèêîãðà�ñêèõ èìåíà íèêàä íèjå âå£è îä áðîjàçíàêîâà ó íèñöè s12, ïà âåëè÷èíà àçáóêå ó ðåêóðçèâíîì ïîçèâóíèêàä íèjå âå£à îä äóæèíå íèñêå. �åêóðçèâíî èçðà÷óíàòè ñó�èêñíèíèç SA12 îáåçáå¢ójå íåîïõîäàí ðåäîñëåä ñó�èêñà Si = s[i, n) ñàèíäåêñèìà îáëèêà 3k + 1, 3k+ 2. Ñïåöèjàëíî, çàïàæà ñå äà ñó�èêñ
s12

[
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3
, n
3

) çà i mod 3 = 1 ïðåìà ëåêñèêîãðà�ñêîì èìåíîâà»óîäãîâàðà ñó�èêñó Si = s[i, n) • [0] . Çíàêîâè 0 íà êðàjó s îáåçáå¢ójóäà çíàê s12[n/3−1] áóäå jåäèíñòâåí ó íèñêè s12, ïà íèjå ïðîáëåì øòî
s12 ñàäðæè êîíêàòåíàöèjó äâà ñó�èêñà s. Ñëè÷íî, s12 [n+i−2

3
, 2n

3

) çà
i mod 3 = 2 îäãîâàðà ñó�èêñó Si = s[i, n) • [0, 0].Êîðàê 2. jå jåäíîñòàâàí. Ñó�èêñè Si ñà èíäåêñèìà îáëèêà 3k ñîðòèðàjóñå ñîðòèðà»åì ïàðîâà (s[i], Si+1). Ïîøòî jå ïîðåäàê ñó�èêñà Si+1âå£ èìïëèöèòíî îäðå¢åí ó îêâèðó SA12, äîâî§íî jå (ñòàáèëíî, áåçíåïòðåáíå ïðîìåíå ðåäîñëåäà) ñîðòèðàòè ñó�èêñå èç SA12[j] êîjèîäãîâàðàjó ñó�èêñèìà Si+1 ñà èíäåêñèìà îáëèêà 3k + 1, óçèìàjó£èó îáçèð è ïðåòõîäíè çíàê s[i]. Îâî ñîðòèðà»å ìîæå ñå èçâðøèòè çàëèíåàðíî âðåìå ïðèìåíîì jåäíîã ïðîëàçà âèøåñòðóêîã ðàçâðñòàâà»à.Êîðàê 3. jå òàêî¢å jåäíîñòàâàí. Ïîòðåáíî jå îájåäèíèòè äâà íèçà ñó�èêñàäà áè ñå äîáèî êîìïëåòàí ñó�èêñíè íèç SA. Äà áè ñå óïîðåäèîñó�èêñ Sj çà êîjè jå j îáëèêà 3k ñà ñó�èêñîì Si çà êîjè jå i îáëèêà
3k + 1 èëè 3k + 2, ïîòðåáíî jå ðàçëèêîâàòè äâà ñëó÷àjà

• Àêî jå i îáëèêà 3k + 1, îíäà ñå ñó�èêñ Si ìîæå ïðåäñòàâèòèó îáëèêó (s[i], Si+1), à Sj ó îáëèêó (s[j], Sj+1). Ïîøòî jå i + 1îáëèêà 3k + 2, à j + 1 îáëèêà 3k + 1, ìå¢óñîáíè îäíîñ Sj+1 è
Si+1 ìîæå ñå îäðåäèòè íà îñíîâó »èõîâèõ ïîçèöèjà ó SA12. Òåïîçèöèjå ìîãó ñå îäðåäèòè çà êîíñòàòíî âðåìå àêî ñå ïðåòõîäíîèçðà÷óíà ïîìî£íè íèç SA

12 òàêàâ äà jå SA
12
[i] = j + 1 àêî jå

SA12[j] = i. Îâî jå óñòâàðè ñàìî ñïåöèjàëíè ñëó÷àj ëåêñèêî-ãðà�ñêîã èìåíîâà»à (SA12 jå èíâåðçíè ñó�èêñíè íèç çà SA12).
• Ñëè÷íî, àêî jå i îáëèêà 3k + 2, óïîðå¢ójó ñå òðîjêå (s[i], s[i +
1], Si+2) è (s[j], s[j + 1], Sj+2) çàìå»ójó£è Si+2 è Sj+2 »èõîâèìëåêñèêîãðà�ñêèì èìåíèìà ó SA12.7



Ñëîæåíîñò àëãîðèòìa ëàêî jå îäðåäèòè íà îñíîâó ìàñòåð òåîðåìå.Ñëîæåíîñò çàäîâà§àâà äè�åðåíöíó jåäíà÷èíó T (n) = O(n) + T (⌊2n/3⌋),÷èjå jå ðåøå»å T (n) = O(n).Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå âðåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà ïðèáëèæíî
T (n) = cn, îíäà jå âðåìå ïîòðåáíî çà ðåêóðçèâíî ñîðòèðà»å èíäåêñàîáëèêà 3k + 1 è 3k + 2 ïðèáëèæíî T (⌊2n/3⌋)) = c⌊2n/3⌋), îäíîñíî îêî
2/3 âðåìåíà ïîòðåáíîã çà îäðå¢èâà»å ñó�èêñíîã íèçà êîìïëåòíå íèñêå.�åàëèçàöèjà (C++) îâîã àëãîðèòìà jå ó ïðèëîãó.3 Îäðå¢èâà»å íèçà LCP íà îñíîâó ñó�èêñíîãíèçàÍàjäóæè çàjåäíè÷êè ïðå�èêñ (ÍÇÏ) èëè LCP (longest ommon pre�x)çà äâå íèñêå s1 and s2 jå äóæèíà lcp(s1, s2) íàjäóæå íèñêå êîjà jå ïðå�èêñîáå íèñêå. Çà �èêñèðàíó íèñêó s íåêà lcp(i, j) îçíà÷àâà ÍÇÏ çà ñó�èêñåñà èíäåêñèìà i, j. Íèñöè s ìîæå ñå ïîðåä »åíîã ñó�èêñíîã íèçà SAïðèäðóæèòè è íèç lcp, ÷èjè jå i-òè ÷ëàí jåäíàê lcp[i] = lcp(SSA[i], SSA[i+1]),
i = 1, 2, . . . , n− 1. Äðóãèì ðå÷èìà, lcp[i] jå äóæèíà ÍÇÏ i-òîã è (i+1)-îãñó�èêñà íèñêå ó ñîðòèðàíîì ðåäîñëåäó; âèäåòè ïðèìåð lcp íèñêåÏðèìåð. Çà íèñêó mississippi (âèäåòè òàáåëó èç óâîäà) je lcp(3) = 4Çàèñòà SA[3] = 5, S5 = issippi, SA[4] = 2, S3 = ississippi. Çáîã òîãà jå
lcp[3] = lcp(issippi, ississippi) = |issi| = 4. ó òà÷êè 3.2.Íèç ÍÇÏ (LCP) äàòå íèñêå s ìîæå ñå îäðåäèòè àëãîðèòìîì ëèíåàðíåñëîæåíîñòè êîjè jå ïðåäëîæèëî íåêîëèêî àóòîðà 2001. ãîäèíå.2 Ïîñìàòðàjìîäâà ñó�èêñà ÷èjè ñó èíäåêñè ó ñó�èêñíîì íèçà óçàñòîïíè. Íåêà ñó»èõîâè èíäåêñè ó ñó�èêñíîì íèçà i1 è i1 + 1, ïðè ÷åìó jå SA[i1] < n.Àêî jå äóæèíà »èõîâîã íàjäóæåã çàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà âå£à îä íóëå,îíäà ñå ïîñëå áðèñà»à »èõîâîã ïðâîã çíàêà (èñòîã!) èç îáà ñó�èêñàäîáèjàjó ñó�èêñè ÷èjè jå ìå¢óñîáíè ëåêñèêîãðà�ñêè îäíîñ èñòè. Ïîðåäòîãà, âèäè ñå äà jå äóæèíà »èõîâîã ÍÇÏ âå£à èëè jåäíàêà îä äóæèíåïðåòõîäíîã ÍÇÏ óìà»åíå çà jåäàí.Ïðèìåð.

• Ó íèñöè mississippi ñó�èêñè S5 = issippi S2 = ississippi ñó óçàñòîïíèó ñó�èêñíîì íèçó (òðå£è è ÷åòâðòè, SA[4] = 2, SA[3] = 5). Äóæèíà»èõîâîã íàjäóæåã çàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà jå lcp[3] = 4. Êàäà èì ñå2Kasai T., Lee G., Arimura H., Arikawa S., Park K. (2001) Linear-Time Longest-Common-Pre�x Computation in Su�x Arrays and Its Appliations. In: Amir A. (eds)Combinatorial Pattern Mathing. CPM 2001. Leture Notes in Computer Siene, vol2089. Springer, Berlin, Heidelberg. https://doi.org/10.1007/3-540-48194-X_178



îáðèøó ïðâè çíàöè, äîáèjàjó ñå ñó�èêñè S6 = ssippi S3 = ssissippiêîjè ñó òàêî¢å óçàñòîïíè ó ñó�èêñíîì íèçó (äåñåòè è jåäàíàåñòè,
SA[10] = 6, SA[11] = 3). Çáîã òîãà jå lcp[10] = lcp[3]− 1.

• Ñó�èêñè S10 = pi S9 = ppi ñó òàêî¢å óçàñòîïíè ó ñó�èêñíîì íèçó(øåñòè è ñåäìè, SA[6] = 10, SA[7] = 9). Äóæèíà »èõîâîã íàjäóæåãçàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà jå lcp[6] = 1. Êàäà èì ñå îáðèøó ïðâè çíàöè,äîáèjàjó ñå ñó�èêñè S11 = i S10 = pi êîjè ÍÈÑÓ óçàñòîïíè óñó�èêñíîì íèçó (ïðâè è øåñòè, SA[1] = 11, SA[6] = 10). Çáîãòîãà jå 1 = lcp[1] ≥ lcp[6] − 1 = 0; çàïàæàìî äà ó îâîì ïðèìåðóâàæè ñòðîãà íåjåäíàêîñò lcp[1] = 1 > lcp[6]− 1 = 0

• Ñó�èêñè S11 = i S8 = ippi ñó òàêî¢å óçàñòîïíè ó ñó�èêñíîì íèçó(ïðâè è äðóãè, SA[1] = 11, SA[2] = 8). Äóæèíà »èõîâîã íàjäóæåãçàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà jå lcp[1] = 1. Êàäà ñå ñó�èêñó S11 = iîáðèøå ïðâè çíàê, äîáèjàjó ñå ïðàçàí ñó�èêñ, êîãà íåìà ó íàøåìñîðòèðàíîì ðåäîñëåäó ñó�èêñà. Çáîã òîãà ñå âðåäíîñò lcp[1] = 1íå ìîæå èñêîðèñòèòè íà îïèñàíè íà÷èí çà îäðå¢èâà»å íåêå äðóãåâðåäíîñòè lcp[.].Ïîñìàòðàjìî íèñêó êîjà ñå äîáèjà îä ñó�èêñà ñà èíäåêñîì i ó ñó�èêñíîìíèçó áðèñà»åì »åíîã ïðâîã çíàêà. Òà íèñêà (ñåì ó ñëó÷àjó êàä jå òîíèñêà Sn) jå òàêî¢å ñó�èêñ; íåêà jå èíäåêñ òîã ñó�èêñà ó ñó�èêñíîì íèçó
i2. Ïîñìàòðàjìî íàjäóæè çàjåäíè÷êè ïðå�èêñ ñó�èêñà ñà èíäåêñèìà i2è i2 + 1 ó ñó�èêñíîì íèçó. Âèäè ñå äà jå äóæèíà »èõîâîã íàjäóæåãçàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà jåäíàêà áàð lcp[i] − 1. Îâa ÷è»åíèöà jå ó âåçè ñàîñîáèíîì íèçà ÍÇÏ äà jå lcp(i, j) = min(lcpi, lcpi+1, . . . , lcpj−1) (äîêàæèòåîâó ÷è»åíèöó).Ñëåäè îïèñ àëãîðèòìà çà îäðå¢èâà»å íèçà LCP äàòå íèñêå s. Óîêâèðó àëãîðèòìà êîðèñòè ñå ïîìî£íè íèç rang[n], êîjè ñàäðæè èíäåêññó�èêñà Si ó ñîðòèðàíîì ðåäîñëåäó ñâèõ ñó�èêñà. Íàjïðå ñå äèðåêòíî(óïîðå¢èâà»åì jåäíîã ïî jåäíîã çíàêà) èçðà÷óíàâà lcp[i] ñà èíäåêñîì
i = rang[1]. Çàòèì ñå ïðîëàçå îñòàëè ñó�èêñè îíèì ðåäîì êîjèì ñåïîjàâ§ójó ó íèñöè, òj. èçðà÷óíàâà ñå lcp[rang[i]], i = 2, 3, . . . , n − 1 íàjåäíîñòàâàí íà÷èí (óïîðå¢èâà»åì jåäíîã ïî jåäíîã çíàêà äâà ñó�èêñà)ÀËÈ ïîëàçå£è îä çíàêà ñà èíäåêñîì lcp[rang[i− 1]]− 1.Ñëîæåíîñò îâîã àëãîðèòìà jå O(n), jåð ñå ó ñâàêîì êîðàêó àëãîðèòìàòðåíóòíà äóæèíà íàjäóæåã çàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà ñìà»ójå íàjâèøå çà 1(èçóçåâ ó ñëó÷àjó êàä jå rang[i] = n− 1).Ïðèìåð. �àçìîòðèìî íèñêó mississippi ñà ïî÷åòêà, çà êîjó jå ïðåòõîäíî�îðìèðàí ñó�èêñíè íèç, ïåðìóòàöèjà9



(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
11 8 5 2 1 10 9 7 4 6 3

)Íèç rang jå èíâåðçíà ïåðìóòàöèjà îâå ïåðìóòàöèjå.
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 4 11 9 3 10 8 2 7 6 1

)Îâàj íèç êîíòðîëèøå ðåäîñëåä îäðå¢èâà»à åëåìåíàòà íèçà lp. Ïîëàçèñå îä lcp[rang[1]] = lcp[5]; óïîðå¢ójó ñå ñó�èêñè ñà èíäåêñèìà SA[5] = 1è SA[5 + 1] = 10, òj. ñó�èêñè mississippi è pi. Ïðâè çíàöè îâà äâàñó�èêñà ñå ðàçëèêójó, ïà jå lcp[5] = 0. Äà§å ñå ðåäîì îäðå¢ójó âðåäíîñòè
lcp[rang[i]], i = 2, 3, . . . , 10. Íà ïðèìåð, lcp[rang[5]] = lcp[3] äîáèjà ñåóïîðå¢èâà»åì ñó�èêñà issippi è ississippi ñà èíäåêñèìà ðåäîì SA[3] = 5è SA[3 + 1] = 2; óïîðå¢ójó£è ðåäîì ïðâå, äðóãå, òðå£å, ÷åòâðòå è ïåòåçíàêîâå îâà äâà ñó�èêñà, äîáèjà ñå lcp[3] = 4. Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»àíàðåäíå âðåäíîñòè lcp[rang[6]] = lcp[10] ïîòðåáíî jå óïîðåäèòè ñó�èêñåñà èíäåêñèìà SA[10] = 6 è SA[10 + 1] = 3, òj. ñó�èêñå ssippi è ssis-sippi, ïðè ÷åìó ñå ñà óïîðå¢èâà»åì ïî÷è»å îä çíàêà ñà ðåäíèì áðîjåì
lcp[3]− 1 = 3, jåð ñå çíà äà ñó ïðâà òðè çíàêà îâà äâà ïðå�èêñà jåäíàêè.

i SA[i] s[1..SA[i]] LCP [i]1 11 i 12 8 ippi 13 5 issippi 44 2 ississippi 05 1 mississippi 06 10 pi 17 9 ppi 08 7 sippi 29 4 sissippi 110 6 ssippi 311 3 ssissippi
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Ïðîãðàì:vetor<int> kasai(string s, vetor<int> sa){ int n=s.size(),k=0;vetor<int> lp(n,0);vetor<int> rank(n,0);for(int i=0; i<n; i++) rank[sa[i℄℄=i; // îäðå¢èâà»å íèçà rang[℄for(int i=0; i<n; i++, k?k--:0) // k jå ïî÷åòíà âðåäíîñò çà lp[rank[i℄℄{ if(rank[i℄==n-1) {k=0; ontinue;} // àêî jå òî íàjäóæè ñó�èêñ,// íåìà íàðåäíîã ñó�èêñàint j=sa[rank[i℄+1℄; // èíäåêñ íàðåäíîã ñó�èêñàwhile(i+k<n && j+k<n && s[i+k℄==s[j+k℄) k++; // ïåò§à ïî÷è»å îä k,// tj. îä ïðåòõîäíîã lp[℄lp[rank[i℄℄=k;}return lp;}4 Ïðèìåíå ñó�èêñíîã íèçàÌíîãå îïåðàöèjå ñà íèñêàìà å�èêàñíî ñå èçâîäà àêî ñå ïðåòõîäíî �îðìèðà»èõîâ ñó�èêñíè íèç è íèç lp. Ïðèêàçà£åìî äâà òàêâà ïðèìåðà ïðèìåíå:òðàæå»å ðå÷è ó òåêñòó è òðàæå»å íàjäóæå çàjåäíè÷êå ïîäíèñêå çà äâåäàòå íèñêå. Íà îñíîâó ñó�èêñíîã íèçà è íèçà lp ìîæå ñå àëãîðèòìîìëèíåàðíå ñëîæåíîñòè �îðìèðàòè ñó�èêñíî ñòàáëî íèñêå, øòî çàòèì îìîãó£ójåñëè÷íå ïðèìåíå ñó�èêñíîã ñòàáëà.4.1 Òðàæå»å ðå÷è ó òåêñòóÏîòðåáíî jå îäðåäèòè ñâå ïîjàâå ðå÷è P óíóòàð òåêñòà S. Ïðîáëåìjå ëàêî ðåøèòè àêî ñå îäðåäè ñó�èêñíè íèç òåêñòà S: ñâàêà ïîjàâà Póíóòàð S jå ïî÷åòàê íåêîã ïðå�èêñà S. Ñó�èêñíè íèç òåêñòà S îäðå¢ójåñîðòèðàíè ðåäîñëåä ñó�èêñà S, ïà ñå ïðâà ïîjàâà P óíóòàð S ìîæåïðîíà£è áèíàðíîì ïðåòðàãîì îïñåãà [1..|S|]. Èíäåêñè ñâèõ îñòàëèõ ïîjàâà(àêî èõ èìà) íàëàçå ñå íà íàðåäíèì óçàñòîïíèì ïîçèöèjàìà ó ñó�èêñíîìíèçó. 11



Ñëîæåíîñò àëãîðèòìà jåO(n logn), jåð jå ñëîæåíîñò �îðìèðà»à ñó�èêñíîãíèçà O(n), à ñëîæåíîñò ñâàêîã îäO(logn) óïîðå¢èâà»à jåO(n). Óïîðå¢èâà»àñå ìîãó èçâðøèòè å�èêàñíèjå àêî ñå êîðèñòè íèç LCP òåêñòà S.Ïðèìåð. Ïðîíà£è ñâå ïîjàâå ðå÷è P = lednik óíóòàð òåêñòà s =
prestolonaslednikovica.Ñó�èêñíè íèç òåêñòà s (ñà ñîðòèðàíèì ðåäîñëåäîì ñó�èêñà) ïðèêàçàíjå ó ñëåäå£îj òàáåëè.

i S[i] i SA[i] [SA[i]] LCP [i]1 prestolonaslednikovia 1 22 a 12 restolonaslednikovia 2 10 aslednikovia 03 estolonaslednikovia 3 21 a 04 stolonaslednikovia 4 14 dnikovia 05 tolonaslednikovia 5 13 ednikovia 06 olonaslednikovia 6 3 estolonaslednikovia 07 lonaslednikovia 7 20 ia 18 onaslednikovia 8 16 ikovia 09 naslednikovia 9 17 kovia 010 aslednikovia 10 12 lednikovia 111 slednikovia 11 7 lonaslednikovia 012 lednikovia 12 9 naslednikovia 113 ednikovia 13 15 nikovia 014 dnikovia 14 6 olonaslednikovia 115 nikovia 15 8 onaslednikovia 116 ikovia 16 18 ovia 017 kovia 17 1 prestolonaslednikovia 018 ovia 18 2 restolonaslednikovia 019 via 19 11 slednikovia 120 ia 20 4 stolonaslednikovia 021 a 21 5 tolonaslednikovia 022 a 22 19 viaÁèíàðíà ïðåòðàãà çàïî÷è»å óïîðå¢èâà»åì P = lednik ñà S[SA[⌈1+22
2

⌉]] =
S[SA[12]] = naslednikovica. Ïîøòî jå naslednikovica > lednik, íàñòàâ§àñå ñà áèíàðíîì ïðåòðàãîì îïñåãà [1, 11]. Ïîñëå íåêîëèêî êîðàêà ïðîíàëàçèñå äà jå èíäåêñ ïðâå ïîjàâå P óíóòàð s jåäíàê 12. Ïîøòî íàðåäíè ñó�èêñ
s[13] = ednikovica íå çàïîè»å ñà P , óíóòàð s íåìà äðóãèõ ïîjàâà P .
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4.2 Òðàæå»å íàjäóæå çàjåäíè÷êå ïîäíèñêå çà äâå äàòåíèñêåÏîòðåáíî jå îäðåäèòè íàjäóæó çàjåäíè÷êó ïîäíèñêó äâå äàòå íèñêå s1 è
s2. Ïðîáëåì ñå ðåøàâà òàêî øòî ñå íàjïðå �îðìèðà ñó�èêñíè íèç íèñêå
s = s1$s2#, ïðè ÷åìó ñó çíàöè $ è # çíàöè êîjè ñå íå ïîjàâ§ójó óíóòàð
s1 èëè s2. Ïðè òîìå ñå ñâàêîì ñó�èêñó ïðåòõîäíî ïðèäðóæójå ïîäàòàêäà ëè jå »åãîâ ïî÷åòàê óíóòàð s1 èëè s2. Ó ñîðòèðàíîì íèçó ñó�èêñà îâåíèñêå ïîòðåáíî jå ïðîíà£è ïàð óçàñòîïíèõ ÷ëàíîâà òàêâèõ äà

• îäãîâàðàjó£è ñó�èêñè íå ïðèïàäàjó èñòîì íèçó, è
• äóæèíà »èõîâîã íàjäóæåã çàjåäíè÷êîã ïðå�èêñà jå íàjâå£à ó îäíîñóíà ñâå îñòàëå îâàêâå ïàðîâå èíäåêñà (îâàêâèõ ïàðîâà ïðå�èêñà ñàíàjäóæèì çàjåäíè÷êèì ïðå�èêñîì ìîæå áèòè âèøå).Àêî ñå êîðèñòè è íèç LCP çäðóæåíå íèñêå s (ñëîæåíîñò »åãîâîã �îðìèðà»àjå O(n); îâäå jå n = |s1| + |s2|), îíäà jå ñëîæåíîñò àëãîðèòìà ëèíåàðíà,

O(n).Ïðèìåð. Ïðîíà£è íàjäóæó çàjåäíè÷êó ïîäíèñêó íèñêè
s1 = prestolonaslednikovicaè

s2 = kolonizacija.Ñó�èêñíè íèç SA çäðóæåíå íèñêå s = s1$s2# (ñà ñîðòèðàíèì ðåäîñëåäîìñó�èêñà) ïðèêàçàí jå ó ñëåäå£îj òàáåëè.
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Si i íèç SA[i] s[SA[i]] LCP [i]1 prestolonaslednikovia$ko. . .# 1 2 37 01 restolonaslednikovia$ko. . .# 2 2 36 # 01 estolonaslednikovia$ko. . .# 3 1 23 $ko. . .# 01 stolonaslednikovia$ko. . .# 4 2 35 a# 11 tolonaslednikovia$ko. . .# 5 1 22 a$ko. . .# 11 olonaslednikovia$ko. . .# 6 2 31 aija# 11 lonaslednikovia$ko. . .# 7 1 10 aslednikovia$ko. . .# 01 onaslednikovia$ko. . .# 8 1 21 a$ko. . .# 11 naslednikovia$ko. . .# 9 2 32 ija# 01 aslednikovia$ko. . .# 10 1 14 dnikovia$ko. . .# 01 slednikovia$ko. . .# 11 1 13 ednikovia$ko. . .# 11 lednikovia$ko. . .# 12 1 3 estolonaslednikovia$ko. . .# 01 ednikovia$ko. . .# 13 1 20 ia$ko. . .# 11 dnikovia$ko. . .# 14 2 33 ija# 11 nikovia$ko. . .# 15 1 16 ikovia$ko. . .# 11 ikovia$ko. . .# 16 2 29 izaija# 01 kovia$ko. . .# 17 2 34 ja# 01 ovia$ko. . .# 18 2 24 kolonizaija# 21 via$ko. . .# 19 1 17 kovia$ko. . .# 01 ia$ko. . .# 20 1 12 lednikovia$ko. . .# 11 a$ko. . .# 21 1 7 lonaslednikovia$ko. . .# 31 a$ko. . .# 22 2 26 lonizaija# 01 $ko. . .# 23 1 9 naslednikovia$ko. . .# 12 kolonizaija# 24 1 15 nikovia$ko. . .# 22 olonizaija# 25 2 28 nizaija# 02 lonizaija# 26 1 6 olonaslednikovia$ko. . .# 42 onizaija# 27 2 25 olonizaija# 12 nizaija# 28 1 8 onaslednikovia$ko. . .# 22 izaija#S 29 2 27 onizaija# 12 zaija# 30 1 18 ovia$ko. . .# 02 aija# 31 1 1 prestolonaslednikovia$ko. . .# 02 ija# 32 1 2 restolonaslednikovia$ko. . .# 02 ija# 33 1 11 slednikovia$ko. . .# 12 ja# 34 1 4 stolonaslednikovia$ko. . .# 02 a# 35 1 5 tolonaslednikovia$ko. . .# 02 # 36 1 19 via$ko. . .# 02 37 2 30 zaija#Íàjâå£è áðîj ó êîëîíè LCP [i] jå LCP [26] = 4. Ïîðåä òîãà, ñó�èêñè
s[SA[26]] = olonaslednikovica$kolonizacija#è

s[SA[27]]olonizacija#14



ñà çàjåäíè÷êèì ïðå�èêñîì olon äóæèíå ÷åòèðè ïîòè÷ó èç ðàçëè÷èòèõ íèñêè.Ïðåìà òîìå, íàjäóæà çàjåäíè÷êà ïîäíèñêà îâå äâå íèñêå jå íèñêà olon.4.3 Ïðîíàëàæå»å íàjäóæåã ïàëèíäðîìà ó çàäàòîj íèñöèÍåêà jå ¯àäàòà íèñêà s è íåêà jå ïîòðåáíî ïðîíà£è íàjäóæè ïàëèíäðîì óíóòàð»å. �åøàâà»å îâîã ïðîáëåìà ñâîäè ñå íà òðàæå»å íàjäóæå çàjåäíè÷êå ïîäíèñêåíèñêè s è s′, ãäå jå s′ íèñêà êîjà ñå îä s äîáèjà �÷èòà»åì óíàçàä�.4.4 Ôîðìèðà»å ñó�èêñíîã ñòàáëàÀêî ñå çíà ñó�èêñíè íèç SA è LCP íèç lcp íèñêå s äóæèíå n, ñó�èêñíî ñòàáëîòå íèñêå ìîæå ñå êîíñòðóèñàòè àëãîðèòìîì ñëîæåíîñòè O(n) íà îñíîâó ñëåäå£åèäåjå: ïîëàçå£è îä ïàðöèjàëíîã ñó�èêñíîã ñòàáëà çà ëåêñèêîãðà�ñêè íàjìà»èñó�èêñ, óìåòàòè ó »åãà îñòàëå ñó�èêñå ðåäîì êîjèì ñå íà »èõ íàèëàçè ëåê-ñèêîãðà�ñêèì îáèëàñêîì ñó�èêñíîã ñòàáëà.Íåêà jå STi ïàðöèjàëíî ñó�èêñíî ñòàáëî äîáèjåíî óìåòà»åì ïðâèõ i ëåêñèêîãðà�ñêèíàjìà»èõ ñó�èêñà, 0 ≤ i ≤ n. Íåêà jå äà§å d(v) äóæèíà êîíêàòåíàöèjå îçíàêàñâèõ ãðàíà ó ñòàáëó STi íà ïóòó îä êîðåíà äî ÷âîðà v. Ïîëàçè ñå îä ST0,ñòàáëà êîjå èìà ñàìî êîðåí. Äà áè ñå ó ñòàáëî STi óáàöèî ñó�èêñ ñà èíäåêñîì
SA[i], 1 ≤ i ≤ n, ïðåëàçè ñå ïóò îä ïîñëåä»åã óìåòíóòîã ëèñòà êà êîðåíó, äîïðâîã ÷âîðà v çà êîjè jå d(v) ≤ lcp[i]. Ìîãó£à ñó äâà ñëó÷àjà:

• d(v) = lcp[i] [óìåòà»å íîâå ãðàíå èç ïîñòîjå£åã ÷âîðà℄: òada jåäóæèíà êîíêàòåíàöèje îçíàêà ãðàíà íà ïóòó îä êîðåíà äî ÷âîðà v jåäíàêà
lcp[SSA[i−1], SSA[i] = lcp[i − 1]. Ó òîì ñëó÷àjó ñó�èêñ ñà îçíàêîì SA[i]ñå óìå£å êàî íîâè ëèñò x ïîâåçàí ñà ÷âîðîì v ãðàíîì (v, x) ñà îçíàêîì
SSA[i]]+lcp[i]. Äðóãèì ðå÷èìà, îçíàêà äîäàòå ãðàíå ñå ñàñòîjè îä ïðåîñòàëèõçíàêîâà ñó�èêñà SA[i] êîjè íèñó äåî êîíêàòåíàöèjå îçíàêà ãðàíà íà ïóòóîä êîðåíà äî ÷âîðà v. Íà òàj íà÷èí �îðìèðàíî jå ïàðöèjàëíî ñó�èêñíîñòàáëî STi.

• d(v) < lcp[i] [íîâà ãðàíà èç ÷âîðà óìåòíóòîã ó ïîñòîjå£ó ãðàíó℄:òàäà jå êîíêàòåíàöèjà îçíàêà ãðàíà íà ïóòó îä êîðåíà äî ÷âîðà v èìàìà»å çíàêîâà îä lcp[SSA[i−1], SSA[i] = lcp[i−1] è çíàêîâè êîjè íåäîñòàjó äî÷âîðà v ñàäðæàíè ñó íà ïî÷åòêó îçíàêå íàjäåñíèjå (ïîñëåä»å óìåòíóòå)ãðàíå (v,w) êîjà èçëàçè èç ÷âîðà v. Çáîã òîãà ñå ãðàíà (v,w) ìîðà íîâèìóíóòðàø»èì ÷âîðîì y ðàçäâîjèòè íà äâå ãðàíå (v, y) è (y,w). Ïðè òîìåãðàíå (v, y) è (y,w) êàî îçíàêå äîáèjàjó îäãîâàðàjó£è ïî÷åòàê, îäíîñíîçàâðøåòàê îçíàêå óêëî»åíå ãðàíå (v,w). Ïðåöèçíèjå,1. Óêëîíèòè ãðàíó (v,w).2. Äîäàòè íîâè óíóòðàø»è ÷âîð y è íîâó ãðàíó (v, y) ñà îçíàêîì
s[SA[i−1]]+d(v), SA[i−1]+lcp[i]−1]. Îçíàêà íîâå ãðàíå ñàñòîjè ñå îä15



çíàêîâà êîjè íåäîñòàjó íà íàjäóæåì çàjåäíè÷êîì ïðå�èêñó ñó�èêñà
SSA[i−1] è SSA[i]. Ïðåìà òîìå, êîíêàòåíàöèjå îçíàêà ãðàíà íà ïóòóîä êîðåíà äî ÷âîðà y jåäíàêà jå íàjäóæåì çàjåäíè÷êîì ïðå�èêñóñó�èêñà SSA[i−1] è SSA[i].3. Ïîâåçàòè ÷âîð w ñà íîâîêðåèðàíèì óíóòðàø»èì ÷âîðîì y ãðàíîì
(y,w) ñà îçíàêîì s[SA[i − 1]] + lcp[i], SA[i − 1] + d(v) − 1]. Íîâàîçíàêà ñàñòîjè ñå îä ïðåîñòàëèõ çíàêîâà îáðèñàíå ãðàíå (v,w) êîjèíèñó óê§ó÷åíè ó îçíàêó ãðàíå (v, y).4. Óìåòíóòè ÷âîð ñà îçíàêîì SA[i] êàî íîâè ëèñò x è ïîâåçàòè ãà ñàíîâèì óíóòðàø»èì ÷âîðîì y ãðàíîì (y, x) ñà îçíàêîì S[SA[i]]+lcp[i].Ïðåìà òîìå, îçíàêà ãðàíå (y, x) ñàñòîjè ñå îä ïðåîñòàëèõ çíàêîâàñó�èêñà SSA[i], êîjè íèñó óê§ó÷åíè ó êîíêàòåíàöèjó îçíàêà ãðàíàíà ïóòó îä êîðåíà äî ÷âîðà v.5. Íà òàj íà÷èí �îðìèðàíî jå ïàðöèjàëíî ñó�èêñíî ñòàáëî STi.Ïðèìåð. Íà ñëåäå£îj ñëèöè èëóñòðîâàí jå îâàj ïîñòóïàê �îðìèðà»àñó�èêñíîã ñòàáëà çà íèñêó mississippi. Ó îïèñó àëãîðèòìà ïðåòïîñòàâ§à ñåäà ñå ñó�èêñíî ñòàáëî �îðìèðà ñëåâà óäåñíî, òj. äà ñå íîâè ëèñòîâè äîäàjóïîâåçèâà»åì ñà ÷âîðîì íà òðåíóòíî íàjäåñíèjîj ãðàíè. Çáîã jåäíîñòàâíèjåãöðòà»à ñòàáëà, îâäå ñå íîâè ëèñòîâè êà÷å ñå íà íàjíèæó óìåñòî íàjäåñíèjóãðàíó, îäíîñíî ñó�èêñíî ñòàáëî ñå �îðìèðà îäîçãî íàíèæå.

i SA[i] s[1..SA[i]] LCP [i] ñó�èêñíî ñòàáëî1 11 i 1 i 112 8 ippi 1 ppi 83 5 issippi 4 ssi ippi 54 2 ississippi 0 ssippi 25 1 mississippi 0 mississippi 16 10 pi 1 p i 107 9 ppi 0 pi 98 7 sippi 2 s i ppi 49 4 sissippi 1 ssippi 410 6 ssippi 3 si ppi 611 3 ssissippi ssippi 3Ëàêî jå âèäåòè äà jå àìîðòèçîâàíà ñëîæåíîñò îâîã àëãîðèòìà O(n). ×âîðîâèêîjè ñå ïðîëàçå ó êîðàêó i íà ïóòó êà êîðåíó íàjäåñíèjèì ïóòåì ó ñòàáëó STi(îñèì ïîñëåä»åã ÷âîðà v) óêëà»àjó ñå èç íàjäåñíèjåã ïóòà êàä ñå A[i] äîäà óñòàáëî êàî íîâè ëèñò. Îâè ÷âîðîâè ñå íèêàä íå ïðîëàçå ïîíîâî ó íàðåäíèìêîðàöèìà j > i. Ïðåìà òîìå, óêóïàí áðîj ÷âîðîâà êîjè ñå ïðîëàçå ó òîêóèçâðøå»à àëãîðèòìà jå íàjâèøå 2n.
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5 Ïðèìåíå ñó�èêñíîã ñòàáëàÈñòè ïðîáëåìè ¯à êîjå ñìî âèäåëè äà ñå ìîãó ðåøàâàòè ïðèìåíîì ñó�èêñíîãíèçà (òðàæå»å ðå÷è ó òåêñòó, òðàæå»å íàjäóæå çàjåäíè÷êå ïîäíèñêå äâå èëèâèøå íèñêè, òðàæå»å íàjäóæåã ïàëèíäðîìà ó íèñöè) ìîãó ñå (jîø jåäíîñòàâíèjå)ðåøàâàòè ïðèìåíîì ñó�èêñíîã ñòàáëà.
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6 Ïðèëîã: ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà àëãîðèòìàÊàðêàèíåíà-Ñàíäåðñàinline bool leq(int a1, int a2, int b1, int b2)// lexiographi order{ return(a1 < b1 || a1 == b1 && a2 <= b2);} // for pairsinline bool leq(int a1, int a2, int a3, int b1, int b2, int b3){ return(a1 < b1 || a1 == b1 && leq(a2,a3, b2,b3));} // and triples// stably sort a[0..n-1℄ to b[0..n-1℄ with keys in 0..K from rstati void radixPass(int* a, int* b, int* r, int n, int K){// ount ourrenesint*  = new int[K + 1℄; // ounter arrayfor (int i = 0; i <= K; i++) [i℄ = 0; // reset ountersfor (int i = 0; i < n; i++) [r[a[i℄℄℄++; // ount ourrenesfor (int i = 0, sum = 0; i <= K; i++) // exlusive prefix sums{ int t = [i℄; [i℄ = sum; sum += t;}for (int i = 0; i < n; i++) b[[r[a[i℄℄℄++℄ = a[i℄; // sortdelete [℄ ;}
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// find the suffix array SA of s[0..n-1℄ in {1..K}^n// require s[n℄=s[n+1℄=s[n+2℄=0, n>=2void suffixArray(int* s, int* SA, int n, int K){ int n0=(n+2)/3, n1=(n+1)/3, n2=n/3, n02=n0+n2;int* s12 = new int[n02 + 3℄; s12[n02℄= s12[n02+1℄= s12[n02+2℄=0;int* SA12 = new int[n02 + 3℄; SA12[n02℄=SA12[n02+1℄=SA12[n02+2℄=0;int* s0 = new int[n0℄;int* SA0 = new int[n0℄;// generate positions of mod 1 and mod 2 suffixes// the "+(n0-n1)" adds a dummy mod 1 suffix if n%3 == 1for (int i=0, j=0; i < n+(n0-n1); i++)if (i%3 != 0)s12[j++℄ = i;// lsb radix sort the mod 1 and mod 2 triplesradixPass(s12 , SA12, s+2, n02, K);radixPass(SA12, s12 , s+1, n02, K);radixPass(s12 , SA12, s , n02, K);// find lexiographi names of triplesint name = 0, 0 = -1, 1 = -1, 2 = -1;for (int i = 0; i < n02; i++){ if (s[SA12[i℄℄ != 0 || s[SA12[i℄+1℄ != 1 || s[SA12[i℄+2℄ != 2){ name++;0 = s[SA12[i℄℄;1 = s[SA12[i℄+1℄;2 = s[SA12[i℄+2℄;}if (SA12[i℄ % 3 == 1){ s12[SA12[i℄/3℄ = name;} // left halfelse{ s12[SA12[i℄/3 + n0℄ = name;} // right half}
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// reurse if names are not yet uniqueif (name < n02){ suffixArray(s12, SA12, n02, name);// store unique names in s12 using the suffix arrayfor (int i = 0; i < n02; i++)s12[SA12[i℄℄ = i + 1;}else // generate the suffix array of s12 diretlyfor (int i = 0; i < n02; i++)SA12[s12[i℄ - 1℄ = i;// stably sort the mod 0 suffixes from SA12 by their first haraterfor (int i=0, j=0; i < n02; i++)if (SA12[i℄ < n0)s0[j++℄ = 3*SA12[i℄;radixPass(s0, SA0, s, n0, K);// merge sorted SA0 suffixes and sorted SA12 suffixesfor (int p=0, t=n0-n1, k=0; k < n; k++){#define GetI() (SA12[t℄ < n0 ? SA12[t℄ * 3 + 1 : (SA12[t℄ - n0) * 3 + 2)int i = GetI(); // pos of urrent offset 12 suffixint j = SA0[p℄; // pos of urrent offset 0 suffixif (SA12[t℄ < n0 ? // different ompares for mod 1 and mod 2 suffixesleq(s[i℄, s12[SA12[t℄ + n0℄, s[j℄, s12[j/3℄) :leq(s[i℄,s[i+1℄,s12[SA12[t℄-n0+1℄, s[j℄,s[j+1℄,s12[j/3+n0℄)){// suffix from SA12 is smallerSA[k℄ = i; t++;if (t == n02) // done --- only SA0 suffixes leftfor (k++; p < n0; p++, k++)SA[k℄ = SA0[p℄;} else{// suffix from SA0 is smallerSA[k℄ = j; p++;if (p == n0) // done --- only SA12 suffixes leftfor (k++; t < n02; t++, k++)SA[k℄ = GetI();}} delete [℄ s12; delete [℄ SA12; delete [℄ SA0; delete [℄ s0;} 20


