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[nasa 1

NMpeanrosop

OBaj TekcT npeacrassba nparehu marepujan 3a kypc ” KoHcTpyKnuja u anaan3a
anropurama 2“ mva Maremaruukom dakynrery Yuausepsurera y Beorpamy. Tekcr
j€ IPBEHCTBEHO 3aCHOBaH Ha Kibu3u “AsiropurMu” Muonpara 2Kuskopuhia, ajiu
¥ Ha OCTAJIOj MPENnopyUueHoj IuTepaTypn. Bennky 3axBasHocT ayTopu IyTyjy
Hukonu Ajzenxamepy dmja je CKpWNTa 3a WCTH KypC TIOMOTJIA y TPUIPEMA
HEKWX TeMa W3 OBOr Marepujaja. Ayropu cy Takohje 3aXBaJHU U CTYICHTAMA
KOju Ccy UM OOpaTWIW TaxKiby Ha rpemke y marepujany. Ckpunra moKpuBa
TeMe KOje Ce IIpesia3e Ha YaCOBUMA IIPEeIaBaiba, AJId HA Y KOM CJIy4ajy He MOXKE
3aMeHuTH 1Hoxahame 4acoBa npesaBamba.

Marepujan je u gajbe y (asu mopae Te YKOJIMKO yOUuTe OUI0 KAKBY
TPeIKy MJIU MPOIYCT, MOJIMMO BaC J|a Ce jaBUTe ayTOPUMa CKPHIITE.

Ayropu
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[nasa 2

CopTtupare nuHeapHe C/1I0XKEHOCTU

[Moxcernmo ce 1a ce cBaKu aJirOPUTAM 33 COPTUPAbE 3aCHOBAH HA yrnopehuBamuma
MOYKe MOJENNpaTy cTabIoM OIJIy IMBatha, 300T 1Tera je merona cioxkeHoct §2(nlogn).
OBa unrbeHnIa cjie/In 13 Tora Ja je BpeMeHCKa CJI0YKeHOCT aJlrOPUTMa JeDUHICAHOT
cTabJIOM O/JIy9YHBakba y HAJTOPEM CJIy4ajy je[HaKa BHCUHHU OBOr crabja, a C
003UpPOM Ha TO J1a TPOU3BOJHHO CTADJIO OJIITy UMBAHA 33 COPTUPAIHE 1 €JIeMEHATA,
uma 6ap n! jucrosa (o jegan 3a csaky Moryhy mepmyraiujy ejiemeHaTa Ha
yJ1a3y), berosa BucuHa je najmame logy(n!) = Q(nlogn).

Coprupame je unak moryhe u3BpiiaBaTu Op:ke KOPUITNEHeM CIejaTHuX
ocobuna OpojeBa, win u3Bojehu anrebapcke Manumysangje ca muma. OBO He
IIPOTUBPEYH JIOKA3AHO] J0H0j I'PAHUIIM, jep OBAKBH aJI'OPUTMU COPTUPAA HE
kopucre ymopehuBama Beli penumo ynmeHUIly 13 BpeIHOCTH OpojeBa MOry ma
ce echbmkacHO KOpPHUCTE KA0 aJIpece.

2.1 Coptuparse npebpojaBatrbem

[Ipernocrasumo na Hu3 A caap2Ku n 1eJa00POjHUX BPEIHOCTH O KOjUX j& CBaKa
u3 omcera [0, k], 3a Hexku npuponau 6poj k. 3a mouerak mpeTmocTaBuMoO 1a Cy
cBu enementn HU3a A meljycobmo pazanuntu. Uaeja anropurma coprupama
upebpojaBamem (eHr. counting sort) je Ja ce 3a CBaKU €JEMEHT T HU3a,
A onmpemnu 6poj ememenara mHuza A koju cy mamu on x. Oa uabOpMaImja
omoryhapa MmocTaB/bambe eJIEMEHTa, & IUPEKTHO HA CBO]Y MO3UIINA]Y Y COPTUPAHOM
penocaeny. Ha mpumep, ako je 17 ememenara nuza A Mame On T, OHIA je
TIO3UIIH]ja eJIEMEHTA ' Y COPTUPAHOM pefocieny 18 (mpeTnocraB/baMo 13 BpeIHOCTH
ungekca y uu3y kpehy om 1). Jla Gucmo Morsu Ja oOpajuMo Ciydaj Kaja
BHIIIE €JIeMEHATa MMa HCTY BPEIHOCT, NOTPEOHO je Ja Masio Moaudukyjemo
MPEJJIOKEHY IeMY .

TMopen ynasHor Huza A[l..n] y OKBEPY aJIropuT™Ma COPTHPaha MpedpojaBambeM
KOpHCTe ce joItr nBa Hu3a: Hu3 B[l..n] Koju Ha Kpajy M3BpIIaBamka aJropuT™Ma
Ca/pXKU COPTUPAHM HU3 ejlemeHara u nomohuu uuz Gpojaua C[0..k] (mocie
npostacka Kpo3 ainropuram C[i] jeanako je 6pojy nojaspuBama 6poja ¢ y Hu3y
A).

C 003upoM Ha TO Jla eJIEMEHTH HU3a A He MOpajy OUTH Pa3IuIuTH, JeKPEMEHTHPAMO
spegunoct C[A[i]] cBaku myr kaga cmecrumo Bpexnoct Afi] y wHuz B. Tuwme
ce MOCTHIKE JIa YKOJIMKO IOCTOjJH jOIl HEKH €JIEMEHT Ca WCTOM BPEIHOLINY
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1 23456738 123 4546738
al[2]s[3]o]2]3]0]3] 0123 45 sC T T T
001 2 3 4 5 c[2]z]4]7]7]¢8] 001 2 3 4 5
c[2]e]2]=]e]1] c[2]2]+]6]7]¢]

(a) (b) (c)

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
el Jol I T3] s Jo [T J3[3]] 123 4546 78
01 2 3 4 5 1 2 3 4 5 B|U|U|2|2|3|3|3|5|
c[iz[+]e]7 8] c[i]2]+]s]7]¢]

(d) (&) )

Caumka 2.1: Tlpumep coprupama npebpojaBamem um3a A[l..8], mpm wemy cy
CBU ejleMeHTH Hu3a A Henerarwsnu nesu Opojesu me Behwm om 5. a) Huz A
n #n3 C HaKOH mocTaBibama enemenara Hnza C' tako ga C[i] caapxku 6poj
esiemenara jeqHakux i. b) Huz C HakoH U3BpIIABabA E€TIHE KOJOM CE BPEIHOCT
C'[i] mocraB/ba Ha OpOj eleMeHaTa MABUX WK jeiHaknX i. ¢)-¢) Husosu B u C
HAKOH u3BpIIaBamba peaoM 1,2 u 3 urepauuje uersbe. f) Coprupanu nuz B.

Aunropuram Sortiranje_prebrojavanjem(A, n);
VYna3z: npuponuu 6poj k u uu3 A[l..n] nenux Gpojesa Takas ga je 0 < Afi] < k3zal<i<n.
Wsmnas: B (coprupaHd HU3).
begin
Hexka je C[0..k] mHoBH Hu3
for i := 0 to k do
Cli] =0
for i :=1ton do
C[A[i]] .= C[Ai]] + 1
{Ci] cama cagpxku 6poj ereMeHaTa jeJHAKUX i}
for i:=1 to k do
Cli] := C[i] + C[i — 1]
{C[i] cama canpxku 6poj eseMeHaTa MAaWmU HIA JeJHAK OX i}
for i := n downto 1
BICIAL] := Al
C[A[z]] :== C[A[{]] — 1

end

Cnuka 2.2: Coprupame npebpojaBarmeM.

Alj], jenan ox rakBux esemeHaTa uje HA no3ulnjy Henocpeano npe Alj]. Ha
caunum 2. 1|u y HapeaHoj Tabesin MPUKa3aH je IpuMep COPTUPaIba mpedbpojaBambeM.
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i | A[i] | ClA[]] | BICIA[]] | ClA[]]
e 7 3 6
710 2 0 1
6] 3 6 3 5
5] 2 4 2 3
4]0 1 0 0
3] 3 5 3 4
2] 5 8 5 7
1] 2 4 2 3

Bayk#o cBOjCTBO aIropuT™Ma COpTUpama mpedpPOojaBabeM je HheroBa cmabuiHOCm
OpOjeBHU Ca MCTOM BPEJHOINNY Ce Ha W3Ja3y MOjaBJby]y y OHOM DEIOCIeny y
KojeM cy Omim Ha yna3y. OBO ce MOCTHIKe KpeTameM Of MOCJe/le Ka IPBOj
BPEIHOCTH 33 WHJIEKC Y TIOCTEH0] ET/HU Y alroputMy. Kperame y cympoTHOM
peocieny He 6 4yBajO CTAOMIHOCT. JACHO je, OBO CBOJCTBO je BasKHO j€/INHO
AKO Ce y3 BPEJHOCTU KOje COPTUPAMO 4yBajy U HEKU JOJATHU (CATEJUTCKU)
MOAIU. YKOJUKO Ce He UyBajy HUKAKBU JOJATHU MOJAIN, MOTJIA OMCMO CAMO
npohu kpo3 uu3 C 106ujeH HAKOH MPBE MMeT/be aJITOPUTMA U 3& CBAKY BPEIHOCT
Ci] > 0 nckonuparu C[i] Komuja eneMeHTa ¢ y U3Ta3HA HU3.

Ykynna caoxenocr anropurma je O(k + n). ¥ cayyajy kazga je k = O(n)
CTI0XKeHOCTH je uHeapHa, O (n). Mehytum, ykomuko je k = O(n?), opaj anropuram
610 Ou KBaJpaTHE CJIOKEHOCTU U BUIlllE OU Ce UCILIATUIIO PUMEHUTU HEKH Off
aJIropuTaMa 3acHOBaHUX Ha mopeljemy enemenara.

2.2 Coptupatbe pa3BpcTaBatbeM U COPTUPatbe BULLECTPYKUM pPa3BpCTaBatbem

HajjennocraBuuju mocrymnak coprupama Hu3a IPpUpoaHnX 6pojesa bu ce cacTojao
y ToMme Ja ce 00e30enu MOBObAH OpOj JIOKAIMja, U A CE OHJIA CBAKW €JIEMEHT
CMeCTH Ha CBOjy JIOKaIHjy. Taj mocTynak 30Be ce copTupame pa3BpCTaBaHheM
(enr. bucket sort). Ako ce, Ha npuMep, COPTUPA]Y IUCMA [IPEMA OAPEIUIITHMA,
OHJIA je TOBOJHHO 006€30€IUTH je/IHYy MPErpajy 3a CBAKO OJIPEINIITE, i COPTUPAIHE
je BpJio edukacHo. Ay akKo mucMa Tpeba COPTHPATH [PEeMa HeTOLu(PEeHOM
TOMITAHCKOM OpOojy, oHma oBaj Meros 3axTeBa oko 100000 mperpa/ia, mro mocTynak
9WHA HempakTudHuM. lIpema Tome, copTupame pa3BpCTABAKBEM PAau 100pPO
aKO Cy €JIEeMEHTH M3 MAaJIOT, jeJIHOCTABHOI' OIICera, KOju je YHAIpeJ, MO3HAT.
IIpesrazumo Ha AeTabHUjU OMUC OBOT AJITOPUTMA.

Hexka je maTo n pasnumaurux eaeMeHaTa, KOju Cy e OPOjeBU U3 OIcera o
1 10 m > n. Pe3epBuiie ce m jokamnuja, a OHIa ce 3a CBAKO ¢ OPOj T; CTaB/ba HA
JIOKAIWjy T; KOja oJiroBapa merosoj BpeanocTu. [locie Tora ce mpermenajy cse
JIOKAITHj€e U U3 BUX Ce PegoM moKyte ememenTr. CI0?KeHOCT OBOT jeTHOCTABHOT
anropurma je gakiae O(m + n). Ako je m = O(n), mobujamo aaropuram 3a
coprupame juHepHe ciaoxkenocru. C apyre cTpane, ako je m BEJIUKO Y OJHOCY
Ha n (Kao y ciydajy nomTanckux 6pojesa), onga je u O(m) Takolje Besuko.
Topen Tora, anropuram 3axTeBa MeMopHjy Bennuntae O(m), mTo je jour Behn
TpoOJIEM 32 BEJIHKE 171.

[IpupomHo yomimremne OB Ueje je copTupame BUIIECTPYKHAM pa3BpC-
TaBamweM (enrl. radix sort). Pazmorpumo jour jesHoM mpuMep ca MOmITaHCKUM
6pojeBuma. CopTuparme pa3BpCTABABEM Yy OBOM CJIydajy HHUje MOTOIHO, jep
je mpeBesuKu orcer moryhmx momramnckux OpojeBa. Kako cmamuru morpeban



2.2. Coprupame pa3BpCTABaHkeM U COPTHPAHE BUIIECTPYKHUM
pa3BpcTaBambeM 10

oncer? IIpumennhemo unaykimjy 1o omncery Ha ciaegelin naunn. Hajupe kopucrumo
10 mperpasa m coprupamo mucMa npeMa npBoj mudpu mnomrranckor 6poja.
Craka niperpaga cajga nokpusa 10000 paznuaurux momranckux 6pojesa (oapehernnx
ca mpeocTajie ueTupu nudpe nomTanckor 6poja). Bpoj onepaiuja 3a oBy eraiy

je O(n). Ha kpajy npse erame umamo 10 nperpaza, 0/ KOjuX CBaKa OArOBapa
Mamem orcery. /lasbe ce mpoOiem 3a CBaky MPerpajay periaBa PeKypP3WBHO.
ITomro ce ormcer nocse cBake erare cmamyje 3a ¢pakrop 10 u mONIITo HOMTaHCKA
OpojeBu mMajy et mudapa, J0BOBHO je TeT etana. Kas ce caapikaju mperpaa
COpTUPAjyY, JAKO uX je objenunuru y coprupany (ypeheny) mucry. Pazmorpena
BEp3Mja COpTUpPAamba BUIIECTPYKUM pa3BpcraBambeM (1udpe ce mpojiase CJeBa
YJ€CHO) TI03HATa je KaO COPTUParhe OOPATHUM BUIIECTPYKUM PA3BPCTABAIHEM.

Hamomenumo 11a ce omcer Mozke MOAeIUTH Ha O1UT0 KOju oarosapajyhu HaduH.

VY upumepy ca nomranckuM 6pojeBuMa 11o/1eJ1a je U3BPIIEeHA y CKJIALY Ca I€KATHUM
MPUKA30M TIONITAHCKUX OGpojeBa. AKO Cy eJIeMeHTH CTPUHTOBH KOje Tpeba CopTupaTu
JlekcKOrpadCKu, MOXKEMO UX ynopejuBaTu 3HaK 1Mo 3HAK, 114 Ce 100uja JeKCUKOrpadCKO
COPTUPAIHE.

Pasmorpumo cama apyry BapujanTy ucre maeje. Pekyp3mBHA peann3ariija
coprupama 00paTHUM BUIIECTPYKUM Pa3BPCTABAHEM 3aXTEBA TOMONHE JIOKAIIje
(oxo 50 uperpaja y upuMepy ca LOIITAHCKUM OPOjeBUMa; CBAKU HUBO DEKYyp3uje
uMa, cBoje mperpaje). pyru HaYWH peann3alivje COPTUParbha BUIIECTPYKUM
pa3BpCTAaBabEMa, 3aCHUBA C€ HA MPUMEHW WHIYKIMje OOPHYTUM PEIOCIIEIOM:
COpPTHPAIHE Ce PaIu 3/€CHA YIIeBO, motaszehin o1 HAjHUKUX YMECTO O] HajBUIIINX
mudapa. IlpermocraBbaMo ma Ccy eleMEeHTH BEIUKH OpPOjeBH, MPEeaCTaB/HEHN
ca k uudapa y cucremy ca ocuosom d (uudpe cy uz oucera og 0 gjo d — 1).
NuaykTuBHA XUTIOTE3a je BPJIO MPUPOTHA.

NuanykTuBHA XUDOTE3a. Y MEMO Ja coprupamo Opojese ca mame o1 k nudapa.

Paznuka m3melhy oBor meroma m copTrpama OOPATHUM BHINECTPYKHM Pas3-
BPCTaBameM je y HauuHy Ha KOju ce mpoiupyje xuioresa (ujeja npuMeHe
WHIYKTUBHE XUMOTE3e OOPHYTUM PEIOCIeIOM CIUYHA je KA0 KOJ XOpPHEPOBe
meme). Kox marux GpojeBa ca k mudapa Mu HAjIpe UTHOPUIIEMO HAJEUULY
(upBy) uudpy u coprupamo 6pojese npema octarky imbapa uaayKimjom. Tako
jgobujamo nucry 6pojeBa copTupaHux npema Hajuukux k — 1 mudapa. 3aTum
IIPOJIA3UMO jOIII jeJIHOM KPO3 CBE eJIeMEHTE, ¥ Pa3BPCTaBaAMO UX IIPEMAa HAjBUIIIO]
uudpu y d nperpaja. Konadno, objesumyjemo pegom cajpzkaje nperpaia. OBaj
aJITOPUTaM 30B€E Ce COPTUPAHE TUPEKTHIM BUIIECTPYKUM pa3BpcraBamem. [lokasahemo
JIa Cy €JIEMEHTH Ha, KPajy COPTHUPAHU 10 CBUX k mudapa.

TBpaumo 1a cy [Ba eleMeHTa CBPCTAHA y PA3IUYUTE MPErPAJIe Y UCITPABHOM
moperky. 3a TO HaM HHUje MOoTpeOHA WHAYKTHBHA XHUIIOTE3d, jep je HajBHUIIa
nudpa npeor oj wux Beha on najsuiie nudpe npyror. C apyre crpane, ako
IBA eJIeMEHTa WMajy WCTe HAjBHUIle Iudpe, OHJA Cy OHU MPEMa WHIYKTHBHO]
XUMOTE3W [TOBEJIEHU Yy HCIPABAH PEIOCe Tpe MOCIeIber Kopaka. butHo je
I3 €JIEMEHTH CTABJHEHU Y WCTY MPErpay OCTajy y UCTOM PEIOCeay Kao U IMpe
pasBpcraBama. OBO ce MOXKe nocTuliu ynorpeboM JIUCTe 3a CBaKy MPerpajuy u
objemumaBameM d TUCTa Ha KPajy CBAKe eTale y jedHy rI0DAIHY JIUCTY O, CBUX
eseMenaTa (COPTUPAHUX MPEMa | HaJHUIKUX Irdapa). AJIropuram je mpukasan

Ha, connm [2:3]

Caootcenocm. IlorpebHO je n KOpaka 3a KONHPame eleMeHATa y TJIODATHY
macty GL u d xopaka 3a wHunmjammsamujy sucra Q[i]. Y rmaBHOj nerbu
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Ausropuram DVR sort(X, n, k);
VYanaz: X (Hu3 01 n I[eMX HEHEraTUBHUX OpojeBa ca mo k mudapa).
Wsnas: X (coprupanu HU3).
begin
IIpernocraBibaMo a Cy HA MOYETKY CBHU €JIeMeHTH y ryiobasuo]j auctu GL
{GL ce xopucru 360r jeJHOCTABHOCTH; JIUCTA C& MOXKe peanu3osarn y X }
for i:=0tod—1do
{d je 6poj morylimx nmudapa; d = 10 y mexagroM caydajy}
HHUIKjAJIU30BaTu Jucty @Q[i] Kao npashny Jucry;
for i := k downto 1 do
while GL uuje npa3sna do {passpcrasame 10 i-10j nudpu }
ckunu x u3 GL; {z je upBu esemeHT ca jucre}
¢ := i—ta nudpa z; {riesaHo cieBa yaecHo}
ybamu z y Qlcl;
for t := 0 tod—1do {ofjenumaBame JIOKANIHAX JIUCTA}
yrmyan Q[t] y GL; {nomaBame Ha kpaj sucre}
for i := 1 to n do {umpenucusame enemenara u3 GL y Hu3 z}
ckuun X [i] u3 GL

end

Cruka 2.3: CopTuparme IUPEKTHUM BHUIIECTPYKUM DA3BPCTABAHEM.

aJIrOpUTMa, KOja ce M3BpIIaBa k IyTa, CBAKH €JIEMEHAT Ce BaJu U3 IJ100AIHE U
craBiba y Heky on jmcra Q[i]. Ha kpajy ce cBe mncre Q[i] moHOBO 06jenntbaBajy
y GL. YkynHa BpemeHcKa cioxeHoct aigropurma je O(k(n + d)).

Ha mpumep, yKoImKO je maT HU3 O, N eJeMeHaTa 4hje Cy BPEIHOCTH U3
orcera o1, 0 10 n% —1, MOKEMO HCKOPHCTUTH COPTUPAILE TUPEKTHIM BUILIECTPYKHM
pa3BpCTaBamEM — CBaKa BPEAHOCT On Omiia pa3marpana Kao asorudperHu 6poj,
rae je ceaka mndpa n3 oncera [0,n — 1]. OBaj anropuram 61O GH CIOYKEHOCTH
O(2(n+n)) = O(n).

2.3 Coptupatbe npocevHe nuHeapHe CA0XKEHOCTU

Pasmorpuhemo caga apyry Bapujanty anropurma. Ilpmkasahiemo asropuram
COpPTHUPAaa PA3BPCTABAIHEM, [P YEMY C€ MPETTIOCTABIhA 3 €IEMEHTH YIa3HOT
nusza A[l..n] uMajy paBHOMEPHY PacIOey Ha 110J1yoTBOpeHoM unrepsady [0, 1).
IIpenu3uuje, mpermocTaBka je Ja je CBAKH €JIeMEHT YJIA3HOI HU3a I'e€HEPHCAH
HE3aBUCHO OJT OCTAJTINX eJIeMEHATA HACYMUYTHUM 0/TA0MPOM eJIeMeHTa U3 MHTEPBAJIa
[0,1).

Coprupame pa3ppcraBaimbeM pasbuja unrepsas [0,1) Ha TavyHO N jeqHAKUX
nozuuTepBadia (“nperpane”), a 3arum n yjaasuux 6pojesa pacuopelyje no nperpajama.
Kako esemenTn yia3Hor Hu3a mMajy PABHOMEPHY PACIOJIEIy HA HHTEPBAJLY
[0,1), He ouekyjemo ma MHOrO 6pojeBa yrnamHe y mcry mperpauay. da Gucmo
JIOOUITN U3J1a3, OJHOCHO COPTUPAHN HU3 €JeMeHATa MOJIA3HOT HU3a, COPTHPAMO
Opojese y cBaKoj mperpaau (jeJHOCTABHUM aJIFOPUTMOM, KA0 IITO j€ Ha IpUMep
COPTUPAIbE YMETAhEM ), a 3aTUM IIPOJIA3UMO KPO3 IperpaJe, aucrajyhiu 6pojese
Yy CBAKOj OJ HbUX.
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AnropuTam 3a copTEpame pa3BpCTaBambeM IIPeTIocTaBba Ja je JaT a3 A
IyKuHe n W 1a 3a cBaku eqement Hu3a A Baxm: 0 < Alf] < 1,1 < i < n.
Anropuram 3axTeBa IOJATHW HU3 B BeIWYWHE N KOJU CAJPKU TOKA3WBAUe
Ha TIOBe3aHe JucTe (Mperpaje); MpeTIoCTaB/ba Ce Ja TMOCTOjH MEXaHW3aM 33
onprKaBame TakBux juctu. Asropuram je npukasan na caunu 2.4 IIpmvep
U3BpIIABAbA OBOI AITOPUTMA NIPUKA3aH je Ha cauuy [2.5)

Auropuram Sortiranje_razvrstavanjem(A,n);
Vnas: A (au3 og n 6pojesa npm wemy caku eseMmerT Afi] 3amoBospasa 0 < Afi] < 1).
Wsnas: X (coprupanu Hu3).
begin
Heka je B uHUNMjAJHO HPA3HU HU3 BEJIUYUHE N
fori:=0ton—1do
WHUIKjAJIA30BaTH JUCTY B[i] Kao mpasHy JUCTY;
for i :=1ton do
ybamuru Ali] y aucry B[|n - Ald]]]
for i:=0ton—1do
coprupaTn Jucty B[i] airopuTMOM COPTHDPAmE YMETAmEeM
mazosesatn jucte B[0], B[1],...,B[n — 1]

end

Cnuka 2.4: CopTupame pa3BpCTABAHEM.

A B

1|.78 o0/

2 [17] V| Ff 3]
3 (39| 2 | =21 323 F—>{26/]
4 |26 3| -

s [72] 4 [/

6,9_4 57

7 [21] 6 | 4—>L68[/]

8 12| 7 | 72
9 | 23] 8 /]

10 |.68| 9|

(a) (b)

Cruka 2.5: [Ipumep npumene anroputma Sortiranje_razvrstavanjem 3a n =
10. (a) Yaazuu uu3 A. (6) Jomarau Hu3 B coprupanux Juctu (Iperpajia) HaKOH
M3BPIIEHA MOCTEIbEe MEeT/he y alaropuTMmy. lIperpaga i caap:ku BPEIHOCTH
u3 nosiyorsopenor unrepsasa [i/10, (i + 1)/10). Coprupanu uzna3 nobuja ce
HA/IOBE3MBALEM PEJIOM CAIPKAja CBUX IIPETPAJIA.

Ja 6ucMO ce yBEepIIIN § KOPEKTHOCT AJITOPUTMA, TOCMATPAjMO [[BA €JIEMEHTa,
Ali] m Alj]. IlpernocraBumo 6e3 ryburka Ha ommroctd aa je Afi] < Alj]. C
o63upom na Baxku |n - Afi]| < |n- Alj]], onna je ninu esement Afi] cmemnren y
ucry nperpajy kao u A[j], umm je cmemTen y nperpaay ca MambUM UHIEKCOM.
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AKo ce Ta aBa egeMeHTa CMecTe y UCTY Iperpajy, OHJa UX [OC/Ieba [IeT/ba Y
AJICOPUTMY IIPEMELITA y MCIPaBaH pesocsien. AKO ce Ta jBa ejleMeHTa CMecTre
Yy Pa3IuYuTe TPErpaje, OHIA WX MOCIEIHa HApeada y aJrOPUTMY CMEINTa y
HUCcmpaBaH penocae. /lakie, mpeyIoKeHn aJrOpuTaM pajau KOPEKTHO.

CanoxeHoct. Jla 6ucMO M3BPITAIIN AHAJIN3Y BPEMEHCKE CIIOXKEHOCTH aJIrOPUTMA,
IPUMETHMO /I8 CBH KOPAIU y AITOPATMY OCUM KOPaKa KaJIa Ce CaaPKaj MPerpaa
coprupa ymeramem umajy ciaoxenocr O(n) y najropem ciyuajy. Hakie, ja
OKUCMO OJIPe/ NI BPEME U3BPILABAA AJIFOPUTMA Y HAJrOPEM CJIy4ajy, IIOTPEOHO
j€ Ja ofpeauMO YKYITHO BpeMe M3BPIIaBama 7 TIO3WBA, COPTHPAA YMETARmEM
caaprkaja mperpaja.

OzHauuMo ca n; CIy4dajHy NPOMEH/bUBY KOja O3HadaBa OpOj eneMeHara
y uperpaau B[i]. C 063upom Ha TO Ja je BPEMEHCKa CJIOXKEHOCT AJIOPUTMA,
coprupama yMmerameMm O(n?) 3a HE3 BelmvuHe N, jeJHAYMHA KOja OIHUCY]e
CJIOZKEHOCT COPTUPAHA PA3BPCTABAILEM TJIACH

IIpoceuno Tpajame copTuparma Pa3BpPCTaBAHEM MOXKEMO OAPEIUTH H3PATY HABAHEM
OYEKHBAHE BPEIHOCTH TPajarba aJrOPUTMA, pa3Marpajyhu odeKuBame Ha, JaT0j
pacnomenu yaa3uux ejemenara. Ilpumersyjyhin onepaTop oueknBama HA TPETXOTHY
JETHAKOCT W KOPHUIMTNEmEM CBOjCTBA JIMHEAPHOCTH MATEMATHYKOr OYEKUBAIHA,
Jobujamo

E[T(n)] = E[B®n)+ Y1) 0n?)]
(n) + Y129 E[O(n?)]

(S
O(n) + 17 O(E[n?)).

Ilokaxkumo ngame ma je
En? =2-1/n, (2.1)

dacBako? = 0,1,...,n—1. Huje usnanahyjyhe nro cBaka mperpaja ¢ uMa ucTy
spennoct E[n?] ¢ o63upom Ha TO ma caka BpemHOCT y HU3y A mma jemmaxy
BEpOBATHONY [a ymajHe y OUI0 KOjy Iperpaiy.

a 6ucmo moKazann OBy jeaHAKOCT, MepUHUTIEMO WHIMKATOPCKE CIIyUajHe
TTPOMEHJbUBE:

1, ako A[j] ynama y nperpanuy 4

Xij = I{Alj] ynana y mperpay i} = 0, ako A[j] e ynaza y nperpauy 4

dacBako ¢t =0,1,...,n—1mu j=1,2,...,n IIpeko oBUX TPOMEH/FUBAX MOTY
ce m3pasuTu OPOjeB: Ny;:

n
n; = E Xij
Jj=1
KBagpupamem U mperpynucaBameM eleMeHaTa, HA OCHOBY JUHEAPHOCTH
OYEKHBaHa 100MjaMo:
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poi - £[($5 )
= E[ii){ij 'Xilc:|

j=1k=1

:E[inj—&- Z Z Xij'Xik}
=1

1<j<n 1<k<n

k#j
n
=Y EIXjl1+ > Y E[Xi; X (2.2)
= 1<j<n 1<k<n
oy

OnennmMo mOCEOHO CBAKy O aBe Jao0mjene cyme. VHAUKATOPCKA, CIydajHa
npoMmenspuBa X;; uMa BpenHoct 1 ca BeposBaraohoM 1/n, a 0 unade, Te crora
BazKu:

1 1, 1
BX%] =12 —4+02-(1-=-) == 2.
(X551 - 10 ( n) - (2.3)

Kana je k # j, mpomensmuse X;; n X, Cy He3aBHCHE W CTOTA BayKMW:

E[Xi; - Xir] = E[X,;]E[Xi] = — (2.4)

3=
3=
3
[ V)

3aMeHOM OB€ JIBe BPEIHOCTH y jJeIHAYHHY nmobujamo:

1
+ > D oz
1<j<n 1<k<n
k£
1

1
- —1). —
nnJrn(n ) 3

SRS

LIHEDY

n—1

n

=92 =
n
unMe je jokazana jexnakoct [2.1]

Kopumhemem mgobmjeHor odekmBarha n3 jeanauwnme [2.1) 3akpydyjeMo ma
j€é BpPEMeHCKa CJIOYKEHOCT aJTOPUTMa COPTUPAmha PA3BPCTABAMEM Y IIPOCEKY
jernHaxa:

T(n)=0(Mn)+n-0(2—-1/n) =0(n)

JacHo je na ce asgropuram MOXKe IPUMEHUTH HA [IPOU3BOJBHU UHTEPBAI [a, b)
YKOJIUKO Cy €JIEMEHTH HU3a Ca PABHOMEPHOM PACIIO/EJIOM HA OBOM HMHTEPBAJIY.
Yak mako eJeMeHTH yIa3HOT HU3a HEMA]y PABHOMEPHY PACIOJIETY, COPTUPAhEe
pa3BpcTaBambeM U Jajbe MOXKe Ja ce M3BpHu ca JjuHeapHOo Bpeme. CBe 10K
yJTa3HU HU3 UCIYHABa YCIIOB 1A je CyMa KBaIpaTa BeTHINHA IIPerpajia JJNHeapHa
y OZHOCY Ha yKyIHE OpOj enemenara, jenHaqnnal2. 1|nam ropopu 1a he coprupame
pa3BpCTaBambeM y MPOCeKy OUTH JinHeapHe BPEMEHCKE CJI02KEHOCTH.
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Omrruje, nPOM3BOJBHUX N PEATHAX OPOjEBA MOTY Ce COPTHPATH OBAM AJTOPUTMOM
3a Bpeme O(n) ako cy JobujeHu HE3aABUCHO U U3 jeJIHe UCTe pacioeste Bepoparaoha.
To ce mocTwxke Ha cieaehn HAUWH: KyMyJTaTHBHA (DYHKIINMja PACToese BepoaTHohia
F(z) = P{X < x} mpecimkaBa JaTh CKyIl DeaTHNX OpOjeBa HA HWHTEPBAJ
[0,1), koju ce nesu Ha N jenHaKUX uHTEpBaJa. Ta 1moje/a ce IUPEKTHO IPEHOCU
Ha oxroBapajyhe peanHne mHTepBaJe KOju UMajy jeaHake BepoBarHohe. Jlakie
Bpenuoctu F(x1), F(x3), ..., F(x,) pacnopehyjemo pemom mo marepamnma [i/n, (i+
1)/n),i=0,...,n—1, a c 063upom 1a je byHKIMja F' MHBEPTHONIHA, MOKEMO
Ha OCHOBY BpeAHOCTH (DYHKIIHjE 4 PEKOHCTPYHUIIEMO FeHe apryMeHTe. AJITepHATHEHO,
MO¥KeMo 6pojeBe T1, Ta, - - . , T, PacropeuTh 1o uuTepBaiuma [F~1(i/n), F~((i+
1)/n)),i =0,...,n—1 u ouekuBanu 6POj eJIEMEHATA Y CBAKOM 0J] OBUX MOJAMHTEPBAJIA
je 1.






[nasa J

Mpobabunucrtnyukn anropntmm

Asropurmu Koje ¢Mo 10 cajia pazMaTpasid Ouiin Cy JeTepMUHUCTUIKA — CBAKH
HapengHW KOpak je yHampen oapehen. Kaj ce meTepMUHHCTHYKEH AJTOPUTAM
W3BPIaBa /IBA MyTa Ca UCTUM YJIa30M, HAYWH M3BPIINABAKA je 00a MyTa UCTH,
Kao u Jgobujenu wu3nazu. [Ipobabunucruyaku anropur™mu cy apyraduju. Omu
caJipyKe KOpake KOju 3aBHCE HE CaMO OJf yJja3a, HEero W OJ HEKUX CIydajHuX
porabaja. Ilocroju muoro Bapwujaruja npodbabunucrudkux airopurama. Qe
hemo pasmoTpuTHi aBE O HWX.

3.1 OppehuBame 6poja n3 ropte NoNOBUHE

[IpernocraBumo 1a je mart ckym OpojeBa x1,Ts,. .., T, U aa Mely muma Tpebda
u3abparu HeKu Opoj w3 ”ropme mojioBWHE”, 0gHOCHO Opoj Koju je Behwm wmim
jemnak ox Gap m/2 ocramux. Ha npumep, norpeGuo je usabparu ”mobpor”
CTY/IEHTA, IPU Y€MYy je KPUTEPHUjyM mpocedna orneHa. Jegna moryhuocr je y3erun
najseliu 6poj (koju je yBek y ropwoj nososunu). Beh cmo Bujenu na je 3a
oapehuBame Makcumyma morpedHo n — 1 ynopehusama. Ipyra moryhmocr je
3aMOYeTH Ca U3BPIIABAKHEM AJITOPUTMA, 33, HAJTAYKEHEe MAKCUMYMa, U 3ayCTABUTH
ce Kaj, ce mpohe mosoBuHA, OpojeBa. Bpoj koju je Behwm wiwm jenmax omx jemme
oJIoBUHE OpojeBa je CUTypHO y IOPHbOj MMOJOBHHH. AJrOpUTaM 3aXTeBa OKO
n/2 ynopehusama. Mozxe siu ce oBaj nocao obasuru ebukacuuje? Huje reriko
MoKa3aTH Ja je Hemoryhe rapanToBaTy 1a OpOj MPHUIIAIa TOPHHOj MOJTOBUHE aKO
je m3BpITIeHo Mambe o7 n/2 ynopehupama. IIpema ToMe, onncaHu ajropuTam je
ONTHUMAJIAH.

Ogaj anropuram je, MejyTum, ONTUMAJIAH CAMO KO UHCHCTHPAMO HA 2aPAH-
yuju. Y MHOTO CIIydajeBa TapaHIlija HUje HEeOMXOJHA, JTOBOJbHA je MPUCTOjHA
BepoBaTHONA [1a je pereme Tauno. Ha mpumep, Koz xermn tabesa Huje moryhe
rapaHToOBATH Ja J0 Koausuja Helie 10hiu, amu MOCTOjU HAYWH 3a DPellaBarbe
npobiieMa u3a3BaHuX 110jaBOM Kouu3uja (onepanuje ca xein Tabejaama ce takobhe
MOry cMarpard Hpo0abU/IMCTUYKUM AJropuTMuMa). AKO OiycraHeMo o ra-
paHInje, OHAA TOCTOjU OOBY AJTOPUTAM 32 HAJAYKemhe eJIeMEeHTa U3 TOpihe
mosiosuHe. V3abepnMo Ha ciydajaH HauWH ABa Opoja x; M &; W3 CKyTIa, TaKo Ja
je © # j. IlpernocraBumo na je x; > ;. Beposarnoha ma ciyuajHo usabpanu
6poj U3 CKylla Ipunajia ropmwoj nososunu je 6ap 1/2 (ona he 6uru seha ox
1/2 ako je Buwe GpojeBa jennako meiujanu). Beposarnoha ma Hu jeman op

17
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6pojeBa x;, T; He IPUNANA TOPHOj HMONOBHHM je HajBmime 1/4. 36or z; > z;
oBa BepoBarHoha jegHaka je BepoBaTHONH /14 T; HE MPUIAIA TOPIHOj MOJTOBUHH.
ITpema ToMe, BepoBaTHONA Ja x; MPUTIAIA TOPHO] TTOJIOBUHY je Gap 3/4.

Beposarnoha 3/4 na je mobujeHu pesynrar TadaH OOMYHO HHUje OBOJbHA.
Mebhytum, onucanu mpucTyn Moxke ce yommruTtu. Ha ciaygajan Haunsn 6Gupamo
k 6pojeBa m3 ckyma m oxpelhyjemo najBehm omx mux. Ha mcerm mHauma kKao y
CIIENIMjATHOM CJIy9ajy, 3aK/bydyjeMo 1a HajBehu o k erfeMeHara mpuiaia ropmoj
TOIOBMHY ca, BepoaTHohoM Hajmame 1—27% (om He MpwUMaIa ropmkoj MOTOBHHNI
AKKO TOpH0j TOJIOBUHU HE TIPHUIAIA HU jedaH of m3abpanux Opojesa, IITO je
norahaj ca BeposarHOohoM Hajsmme 2~ %), Ha mpumep, axo je k = 10, BeposaTHoha
ycruexa je npubmmxkaOo 0.999, a 3a kK = 20 ta BepoBarnoha je oko 0.999999.
Axko je mak k = 100, onza je BepoBarHOha Ipelnike 3a CBe MPAKTUIHE CBPXE
3aHemMapspuBa. VMaMo gakse ajaropuraM Koju oupa 6poj u3 ropime moJIoBUHE Ca,
MPOM3BOJHHO BEJTMKOM BEPOBATHONOM, & KOjU M3BPIIABA MaJIK Opo]j yrnopehuBama
HE3aBUCHO OJ] BesinumHe ysasa. IIpw Tome ce mpermnocraBsba Ja ce CaydajHu
n300p jemHor 6poja MOXKe U3BPIIUTH 38 KOHCTAHTHO BpeMe; TeHEPUCAE CITYIajHIX
6pojeBa 6uhe pa3zMOTPEHO y ONEBKY

3a oBakap ajropuram o6mdHO ce kaxke na je Monte Kapito anropuram.
Herauan pesyarar moxke ce MOOWTH Ca jako MaJjoM BepoBaTHONOM, anu je
Bpeme m3BpriaBama oBor Monte Kapso anropurma 6osbe HEro 3a HajOObU
JETEePMUHUCTUYKY ajroputaMm. Ipyru Tumn npoOadUINCTHYIKOr AJITOPUTMA, je
OHAaj KOjU HHUKAJ He Jiaje TOTpeliaH pe3yiaTar, ajd My BpeMe HU3BPIIaBaHba
Huje rapanToBano. OBAKAB aJrOPUTAM CE MOYKE U3BPIIUTH OP30, ajlu ce MOKe
W3BPITABATH W TMPOW3BOJBHO Ayro. OBaj THN aJIropuTMa, KOju ca OOMYHO 30Be
Jlac Berac, kopucraH je ako My je 0ueKuearno BpeMe M3BpPIINaBama Majgo. ¥
onespky [3.3|6ulie pasmorpen Jlac Berac anropuram koju pemasa jesan npobiem
Oojerba eleMeHaTa CKyIa.

Nneja mpobabUINCTUIKUX AJITOPUTAMa TECHO je MOoBe3aHa ca u3BohemeMm
noka3za. Kopumnheme BepoBaTaohe 3a I0Ka3uBame KOMOMHATOPHUX TBpPhemba je
MoliHa TexHuKa. Y OCHOBH, aKO Ce JIOKaXKe Ja HEeKHW 00jeKaT m3 CKyma objekara
nMa BepoBarTHOhy Behy o Hyse, OoHIA je TO MHAMPEKTAH JOKa3 Ja MOCTOjH
objexkar ca Tum ocobmrama. OBa uaeja MONKe Ce UCKOPUCTUTHU 33 KOHCTPYKIIH]Y
MPOoOAOKIUCTHIKOT alropuTMa. IIpermocTaBuMo 1a TpaxKuMo 06jeKaT ca HEKIM
ocobuHaMa, a 3HAMO /13, aKO TeHEPHUIIEMO Caydajun o0jekar, oH he 3a10B0/baBaTh
JKEJbeHU YCJIOB ca BepoBarnohom Behiom oz myse (mTo je mpoGabuIucTHIKn
JIOKa3 J1a TpaskeHu objekar mocroju). Mu 3arum mpaTuMo npobabuIMCTHYKY
noka3, remepurnyhu ciaygdajue moralaje kas je moTpebHO, 1 HA KPajy HAIA3UMO
JKeJbeHr O0jeKaT ce HeKOM MO3UTHBHOM BepoBarHohom. OBaj mocTymak Moxke
ce ITOHABJHATH BHUIIE IIyTA, CBE /IO YCIIENIHOT IIPOHAJIAXKEHA KE/HEHOr 00jeKTa.

3.2 CnyuajHun 6pojesn

Buran enement npobabuIuCTUIKUX aJTOPUTAMA j€ TEHEPHUCAIbE CyIajHuX OpojeBa.
ITorpebHno je nmaTu epukacHe MeTO/Ie 3a pelraBaibe OBor mpobiiema. lerepmuancTraka
MpOIleIy pa renepuiie Opojere Ha (DUKCUPAHN HAYWH, 118, TAKO 100ujeHn OpojeBu

HE MOTY OWTH CAy4ajHu y MPABOM CMUCTY Te peun. Tu OGpojeBu cy mehycobro
moBe3anu Ha cacBuMm oxapehenm maumu. Ha cpehy, To y mpakcu Huje Benmkwm
pobJieM: JOBOJHHO j€ KOPUCTUTH T3B. IIceymociydajHe O6pojeBe. Tu Opojesu
[EHEPHUIILY Ce JIeTEPMUHUCTUYIKOM HPOLEyPoM (11 J1aK/ie HUCY IPABU CJLy 9ajHU
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6pojeBHu), ajiu NPOLE/LyPa FeHEPUCAHA j€ JIOBOJLHO CII0XKEHA, Ja APyTe aljluKanuje
e ”ocehajy” mehyzaBucnoctu m3mehy tux Opojesa.

Ogrne nehemo neraspruje pa3marparn gTobujame cayvajuux Opojesa. Jeman
OJ1 HAYMHA, 32 J00Wjame TICeyI0CaydajHIX OpojeBa je JuHeapHu KOHTPYEHTHA
merox. [Ipsu kKopak je u36op mesor 6poja Xy Kao mpBOr YjIaHa HU3A, CJIy9aj-
HOr O6poja u3abpaHor Ha HEKM He3aBHCAH Ha4YuH (Ha npumep, Tekyhe Bpeme y
mukpocekyHsaama). Ocranu OpojeBu u3padyHaBajy ce Ha OCHOBY JuepeHIHe
jemmaunne X, = aX,_1 + b (mod m), rme cy a, b  m KoHCTaHTe, Koje ce
MOPajy makjbuBo n3abparu. Il mopen maxk/buBOr n3060pa, OBAKBYU HU30BU HUCY
noBosbHO KBasuTernu (7 ciaydajun”). AnrepHaruBa Cy audepeHiiHe jeqHadanHe
Burer peja (ca 3aBucHorily oj Buille npeTxoanux wianosa). Ha oBaj nauun
nobuja ce nu3 Gpojesa u3 omcera ox 0 70 m — 1. Ako cy nmorpebuu cirydajHu
6pojesu u3 orcera oz 0 10 1, oH/Ia Cce YIAHOBU OBOI' HU3a MOT'Y IIOJIEJIATH CA M.

3.3 Jepan npobnem ca 6ojerbem

IIpo6aem. Heka je S ckym ox n ememenara, u neka je Sy, So, . . .Sk KOmeKmmja
CaYMIbeHa O Kk IberOBUX PA3NMIUTHX IOACKYIIOBA, OJ KOJUX CBAKU CAIPIKH
TauHO T ejeMenara, r > 2, upu uemy je k < 2772, O60juTH CBAKH €JIeMEHT
ckyna S jemHom o gaBe 0oje, IIPBEHOM WJIN TLIABOM, TAKO /1 CBAKH MOACKYT S;
canpxku 6ap jenaH miaBu u 6ap jeaH MPBEHU €JIEMEHT.

IIpumep ynaza 3a mpobiem IpHUKa3aH je y HAPEIHO] Tabes.

mofckyn énemenar | 1 | 2 |3 |4 |56 |78
1 X | X X | x X
2 X | X X | X
3 X X X | x

Bojeme koje 3am0Bo/baBa Taj ycios 3saheMo ucnpasnum 6ojervem. Vcmoc-
TaBJbA Ce JI3 TIOJ] HABEJIEHNM YCJIOBUMA UCIPABHO 0Ojerhe YBEK MOCTOju. JeTHoc-
TaBaH MPOOAOUINCTHYKHY AJITOPUTAM JO0Mja Ce MPEPABKOM TPOOAOMINCTHIKOT
JI0Ka3a MOCTOjarha TaKBOTr OOjembas:

Obojumu ceaxu esemenam S CAY“aIHO U3aOPAHOM 0OJOM, NAGEOM
UAY UPBEHOM, HE3ABUCHO 00 00jEHA OCTNANUT EAEMEHATNA.

JacHo je na osaj asropuram He maje yBek mcnpasHO 6ojerse. I3pagynahemo
BepoBarHohy Heycnexa. Beposarnoha ma cy cBu enementu S; ob60jenu pBeHO je
27", a BepoBarHohia sa cy csu 060jenu ucrom 60joM (LPBEHOM UJIM [LJIABOM) je
2.27" = 217", Caywajum norabaj (momckym ckyma ceux 2" caydajaux 6ojerba
— esemenTapuux gorabaja) A: "Heku ox cKymnosa S; je HemcnpasHO 060jen”
je yamja cBux caydajuux gorabaja A;: "ckynm S; je memcmpasuHo obGojen”, 3a
1=1,2,...,k, ma BaxKu HejeTHAKOCT

k k
P(A) < ZP(Ai) = Zgl—r _ jol-r < or—291—r _ 1

=1 =1

Tume je JOKA3aHO Ja UCIPABHO 00jerbe MocToju (y MPOTUBHOM OU BepoBaTHONA,
HeucrnpasHor 6ojema 6uina rauno 1). [Mopex rora, Buau ce ga je oBaj mpobabu-
JMCTWYKY ajroputam godap. McmpasHocT 3amaTor 60jema Jako ce TpoBepaBa;
MIPOBEPABAjy Ce eTeMEHTH CBAKOT MOACKYIA 0K Ce He MPOHAaDy aBa PA3THIATO
obojena esiementa. Beposarnoha ycuemnor 6ojewa p = 1 — P(A) je 6ap 1/2.
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Ako ce y jennom nokymajy He no6uje HemcnpasHo 6ojeme, nocrynak (6ojeme)
ce nonas/ba. O4yekuBanu Gpoj MOKyIIaja OOjema je MAbU WU jeJHAK OJ] JIBA.
3aucra, BepoBaTHohia ma ce mcrnpaBHO Oojeme TpoHahe y j-TOM TOKYINA]y je
(1 — p)’~1p, ma je maTemaTuuko ouekuBame Gpoja MOKyIIaja

Zj(l *p)j’lp:pz ((1 —p)j)/ =—p(p™") = % <2.

Omnucanu ajropuram 0ojema je ounrsienno Jlac Berac anropuram, jep ce 6ojema
MPOBEPABAjy jedHO 3a APYyIWM, a Ca TPayKemeM Ce 3aBPINaBa KaJ ce Haumbe
Ha mcapaBHO Oojerbe. He mocroju rapanmmja ycmerrHor 6ojema y OHIO KOM
dukcupanoMm OpOjy MOKyIIaja, aad je OBaj ajaropuTaM y MPAKCH HIIAK BPJIO
epuKkaca.



naBsa 4

CydukcHu Hu3 n cycdukcHo crtabno

4.1 VYsop

Cydukcan au3 u cyHUKCHO cTabyI0 J1aTe HUCKE Cy CTPYKTYPE MOJAaTaKa, MOMO-
hy kojux ce edpmkacHO MOry pelaBaTy IPOOIEMHE KAO IITO je TPAXKEme Pedn y
TEKCTY, TPAYKEHE MOHABIbAA NIV TIATHUHIPOMA, ¥ TEKCTY, TPAYKEHe 3ajeTHIYKeE
MOIHUCKE 34 JBA UJIW BUIIE TEKCTOBA U CJIUYHO.

Heka je 3amara Hucka s gyxune n. Heka je s[i..j] Jeo re HuCKe ca HHIEKCHMA,
on im0 j, 1 <i < j < n. Crenmjanno, Heka S; = s[i..n] o3HaxmaBa cydukc
HUCKE § KOju mountbe o1 uujekca i. Cydukcan au3 S A HUCKE § je HU3 WHJIEKCA,
nexcukorpadceku coprupanux cydurca: Sgan) < Ssap) < -+ < Sgap)- Apyrum
peunma, ako je SA[i] = j, onga cyduke S; nma panr i = rang[j| mehy nuckama
S51,59,...,S,. HuzoBu SA u rang cy meljycoOHO nHBEp3HE IEpMyTaIHje CKYTIa,
{1,2,...,n}: SA[rang[j]] = rang[SA[j]] =j, 1 <j <n.

IIpumep 4.1. Coprupanu Hu3 cydHUKCa HUCKE § = mississippi u mweH cyduk-
CHY HU3 IPUKA3aHU Cy y Tabean Hucka Ss = ippi je cyduke s[8..11].

o Jlekcukorpadceku pegpocies, cydurca je S1; < Sg < -+ < Ss.
e Koju je mo peny cydukc S5? Tpehu (meros panr je 3), jep je rang(5) = 3.
¢ Koju cydukc je ceqmu no peny? To je cydure Sg = ppi, jep je SA[7] = 9.

Hajayzxu 3ajenuuuku npeduxc mim JIIIT (longest common preffix)sa nse
HUCKE $1 M Sy je ayxmuua LCP(s1, s3) Hajmy»ke HUCKe Koja je mpeduke u s1 n
s2. 3a duxcupany uucky s meka je LCP(i,j) = LCP(S;,S;). Hucuu s moxe
ce mopes, teHor cydukcaor nuza SA npuapyxutu u auz LC P, uuju je i-tu
anan jemaak LCP[i] = LCP(Ssafi—1], Ssap), @ = 2,3, ..., n. JIpyrum peanva,
LCPJi] je nyxuna najuyxer 3ajeauudkor npedurca i-ror u (i+ 1)-or cydukca
HUCKE y COPTHPAHOM DPEJOCIENY.

IIpumep 4.2. Huz LCP uucke s = mississippi npukasan je y Tabenn
3ajeqHo ca cydbuKCHUM HI30M. 3a oBy HucKy je LOP(4) = 4, jep je SA[3] = 5,
Ss = issippi, SA[4] = 2, Sy = ississippi, u

LCP[4] = LCP(issippi, ississippi) = |issi| = 4.

21
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i | SA[] | rangli] | Ssap LCPIi] Cydukcno cTabio s
1 11 5| i i 11
2 8 4 | ippi 1 ppi 8
3 5 11 | issippi 1 ssi  ippi 5
4 2 9 | ississippi 4 ssippi 2
) 1 3 | mississippi 0 mississippi 1
6 10 10 | pi 0 p i 10
7 9 8 | ppi 1 \ pi 9
8 7 2 | sippi 0 S i ppi 7
9 4 7 | sissippi 2 ssippi 4
10 6 6 | ssippi 1 si ppi 6
11 3 1 | ssissippi 3 ssippi 3

Table 4.1: Cydukcau uus, au3 LCP u cydukcHO cTabsio HUCKE MUCCHCCHUIIITH.

Cydukcno cTabiio je npyra cTpyKTypa MOJATaKa 34 IPEICTABIbABE HHTEP-
He cTpykType Hrucke. CydukcHO cTabIo HUCKE S IYKUHE 71 j&é KOPEHCKO CTabJto
3a KOje BayKWU:

e CTalJIO0 UMA TAYHO M JIUCTOBA KOjU Cy Hymepucanu OpojeBuma 1,2, ..., n;
® CBaKW yHYTPAIIU IYBOP nMa Oap /Ba CHHA;
e CBaKa I'PaHa je O3HAYeHa HelPa3HOM IIOJHUCKOM HHUCKE S;

e HUKOje JBa paHe W3 MUCTOT YBOPA HEMAjy O3HAKE KOje MOYNILY HCTHM
KapaKTepoM;

e KOHKaTeHAllFja CBUX O3HaKa Ha IIyTy OJ KOPEHa [0 JIICTa Ca O3HAKOM i
jemnaka je cybukcy S; = sli..n].

ITpumep 4.3. Cydukcuo crabmno Hucke s = mississippi npukazano je y rabenu[4.1]
3aje/IHO €A HEHUM CY(PUKCHUM HI30M.

IMomro je |s| = 11, cydukcro crabmo nma 11 mucrosa. ITopex Tora, oBo
cTabyio UMa KOpeH W 7 yHyTpallmbux 9BopoBa. KoHKATeHAIMja O3HAKA IPAHA
Ha MyTy OJ KOpeHa jio Jjucra 7 je S7 =i — pi — ppi.

W3 pedbununuje He cieau mocTojarme CyduKCHOr crabja 3a MPOM3BOJHHY
mucky s. IIpobsem ce mojaBibyje kaza je meku cydukc S; jemrak mnpedukrcy
Hekor jpyror cyduxca S, jep ce Taja 1yr Koju oxrosapa cyduxcy S; 3aBpiia-
Ba yHyTap IyTa KOju oArosapa cyduxcy Sj, Tj. He 3aBpIIaBa ce y JUCTy cTabia.
Ha npumep, #e moctoju cydukcHo cTabyio 3a HHUCKY cxabxa, jep ce myT Koju
oarosapa cydukcy 1mra, Kao npedukc cydurca madiia, He 3aBpIiiaBa y JUCTY.
Yobrudajenn HaAYNH /13 PEIIaBamba OBOT MPOOJIEMa PEelu je 1a ce Ha KPaj HUCKe
J10/1a BHAK KOjU Ce He I0jaBsbyje yHyTap e (0014HO je To 3HaK $; upernocrasiba
ce 1a 3HaK $ silekcukorpadCKu 1IPeTXoiu CBUM OCTAJIUM 3HALMMA).

Jlema 4.1. Ykymau 6poj rpana y cydukcHOM cTabiy HHUCKE IyKUHE N je
Hajsuie 2n — 1.
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Zloxas. MoxeMmo 1a 3aMUCTIAMO Ja Cy(QHKCHO CTaDJI0 HAcTaje O KOpeHa u
caMo jeaHe rpaHe Koja BOAM JO jEAWHOT JINCTA JOJABAHEM HOBHX CY(DHUKCA.
[MomTo nomaBame CBaKOT yHyTpaIrker ¥Bopa mosehasa Opoj smucroBa 6ap 3a 1,
a Opoj IUCTOBA y KOHAYHOM CTabJIy je 1, Op0oj YHYTPAIIBIX YBOPOBA, je HAJBUIIIE
n — 1. Bpoj rpana Ka JiMCTOBUMA jeJHAK je n, a Opoj rpaHa Ka yHYTDallbIM
gBopoBuMa je Hajuie n — 1. Ilpema Tome, yKyman 6poj rpana y cy(uKCHOM
crabiy je majsurre 2n — 1.

Ako 6u ce y cydukcaoM crabiy y3 cBaKy rpaHy dyBaJjia HeHa KOMILIETHA
O3HAKa, OHJA OM IPOCTOPHA CJIOXKEHOCT cTabyia 3a HHUCKY dyKuHe n Omma y
najropem ciydajy O(n?). MehyTum, 1pou3Bo/bHA IIOHUCKA S[i..j] 0O3HATE HUCKE
s ompeljena je ca aBa mumekca ¢ u j. [lomTo je Ha OCHOBY J0Ka3ame jieme OpOj
rpana y cyduKcHOM cTabiy HUCKE ayxkuHe n Hajsuiie O(n), 3aMEHOM O3HAKa,
Ha TpaHaMa ca 1o aBa Opoja MOCTHKE Ce /1A je MPOCTOP KOju 3ay3uMa, CyPUKCHO

crabino O(n).

4.2 Anroputam nuHeapHe CNOXXEHOCTU 3a KOHCTPYKUMJy cycduKCHOr HU3a

Bes cmamema ONIITOCTH MOXKE Ce IPETIOCTABUTH Ce 3 Cy 3HAKOBH HHUCKE § =
s[l..n] konupanu npuponuuM 6pojeBuma u3 ckyua {1,2,...,n}. Yuozuahemo
ce ca aJTOPUTMOM JIMHEAPHE CJI0KEHOCTH 334 KOHCTPYKIHU]y Cy(UKCHOr HU3a,
Hucke unjn cy ayropn Kapkanuen u Canzepc [8]. Taj asropuram je n3iioxeH
y mocsenmeM u3namwy ”oubamnje” [9]. BacHoBaH je Ha crenpduIHOM pasiaramy
(divide-and-conquer):

1. Coprupajy ce cydurcu S; nucke s, i mod 3 # 0 (i = 1,2,4,5,7,8, 10,
11,..; y aamem rekcry: A-cydukcu) csohemeM HA PEKyP3UBHY KOH-
CTPYKIHjy cydUKCHOT HU3a TToceGHO hOpMUpaHe HUCKE Iy KUHE OKO 21/3.

2. Ha ocmoBy Tora ce coprtupajy mpeoctramu cybukrca S;, ¢ mod 3 = 0
(i=3,6,9,...;y namem rekcry: B-cydurcn).

3. O6jemumaBamem coprupanux nuzoBa A-cydukca u B-cydukca onpehyje
ce cy(puKCHU HU3 HUCKE S.

[Ipenazumo Ha JeTasbHUjH OMUC TPU OCHOBHA KOPAKa aJiroOpuTMa, MIyCTPY-
jyhu mocrymak oOpajioM HUCKE s = mississippi.

1. TTonazehwm ox mucke s, popmupa ce HucKa P Ha1 a30yKOM 0T MeTa 3HAKOBA,
— TPOCJOBHUX OJIOKOBa MoOja3He a30yke; mpu TomMe CyduKcu Hucke P
umajy ucru jekcukorpadceku peupocies, (oupelien cydbukcaum nuzom):

A ®opwmuparu vucke Py u P, 0 MeTa 3HAKOBa (TPOjKE OBAjaMO 3arpa-
JIama):

o P = (s[1..3])(s[4..6])(s[7..9]) - - - (s[n'..n" +2]), roe je n' najpehn
6poj ca ocratkoMm 1 mo momyny 3, n’ < n. Ilpm Tome je HUCKA
S TIPOJIy KeHa CIelujaTHuM 3HaKoBuMa & ca kogoM 0. 3a s =
mississippi gobuja ce Py = (mis)(sis)(sip)(piD).

o Py = (s[2..4])(s]5..8])(s[8..10]) - - - (s[n”..n""4+2]), rue je n”’ najsehn
6poj ca ocrarkoMm 2 mo moxyny 3, n” < n. 3a HuckKy s je P =
(iss)(iss)(ipp)(i2D).
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Axo je n nespuBo ca 3, na kpaj Py nonaje ce mera 3uak (). Tume
ce mocTuke 12 ce P; yBek 3aBpiaBa MeTa 3HAKOM KOjU CAJAPKU &
(0BO HE MOpa & BaXKU 33 HUCKY F3).

B Heka je P xoukarenarnuja aucku P u Py, unmenniia 1a ce Py 3aBprmaBa
MeTa 3HAaKOM KOju caapxku & obe3behyje ma cy apa cydukca P, on
KOjUX jeJIaH Mounibe yuytap Py, a npyru yHyTap Ps, yBeK pa3iudauTa.

On unpnexca i’ mera 3naka P[i'] = s[i..i + 2], onroapajyhu unmexc
i =g(i'), i = 1,2 (mod 3), yayrap mucke s nobuja ce Ha cuenehn
HAYWH: ) <Py
o i =2, i < |P,
19(1){ 3 —1-3|P|, i >|P (4.1)
O6pnyTo:
g 14 | (i4+2)/3, i=1 (mod 3)
r=90) —{ (i+1)/3+|Pl, i=2 (mod3) (4.2)

Y Tabemn npuka3ana je uucka P. I[Ipu Tome je na npumep
e P3| =sip=s[7.9],jepje T=9g(3) =3-3—2 (3 < |P| =4),
onuocHo 3= (74+2)/3 (7=1 (mod 3));
e P[6] = iss = s[5..7], jep je 5 = g(6) =3-6 —1—3|P| (5>
|P1| = 4), onrocHo 6 = (54 1)/3 4 |P1] (5 =2 (mod 3)).
Sanaxa ce ma je sekcukorpadckn pemociesn cybukca Hucke P uctu
Kao pexociien oaropapajyhinx A-cydukca Hucke s.

C Coprupard TPOCTPYKHM PA3BPCTABAMBEM M PAHCHPATH j€IUHCTBEHE
Mmera 3Hake nucke P (maxie, 3anemapyjyliu ayuwiukare), padyna-
jyhm panrose ox 1. Crnosxkenoct oBor coptupama je O(n). Y Haiem
npumepy P nma 7 jennHCTBeHWX MeTa 3HakoBa. IbwxoB copTtupann
penocnen je (n@@), (ipp), (iss), (iss), (mis), (pi®), (sip), (sis).Panrosu
OBUX MeTa 3HaKoBa cy pegom 1,2, ..., 7. Mera 3uax (ucc) ce y Hucuu
P jenunu mojaBibyje aBa myTa.

D Kaoy Ta6em/1 dopmupa ce Hoa Hucky P’ KojupameM Mera 3HaKoBa
IUXOBUM yrpaBo oapelerum panrosuma. Ako P campxu k je JTUHCTBEHUX
MeTa 3HAKOBa, OHJA je cBaku "3Hak” y P’ mekm mpupomau 6poj o
1 mo k. Cydukcan unzosu Huckn P u P’ cy maeHTHYIHHA.

E Ogpemntn cydukcan un3 SAp, mncke P’. Axo cy cem 3namm y P’
jeIMHCTBEHH, OH/IA ce CYyDUKCHU HU3 J00Hja TUPEKTHO, jep Pemsocien
nojeuHux 3HakoBa oapehyje cydukcuu Hus. Y npoTUBHOM, OAPEIUTH
pekyp3uBHO cydukcan an3 P’ tpernpajyhin panrose y P’ ka0 3HaKOBE
uucke. ¥ rabesn [4.2) je npukasan cybukcan mu3z SAp nobujen y
HameMm mpumepy. IlomTo je 6poj mera 3mHakoBa y P/, a ThMe m
nyxuna P’ ornpunuke 2n/3, pekyp3mBHE TpOOIEM je Mamu O
[I0JIA3HOL .

F Ha ocaoBy SAp: u nosunuja A-cydukca y HUCHM S, OAPEAUTH CIUCAK
panrosa (nosunmja) coprupanux A-cyduxca y s. Ipenusuuje, 3a
i=1,2,...,|P| uspauyHaru Ha OCHOBY unjekc j = g(SAp/[i])
M CTaBUTH 75 < 1. Y Tabenn @ IpUKa3aHU Cy PAHTOBM T'j COPTU-
panux A-cydukca s[i..i + 2] y namem npumepy. Ipyrum pednma,
pesynrar coprupama A-cydukca je

511<Sg<55<52<51<510<57<54
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2. Bpoj B-cydukca je oko 1/3 6poja csux cydurca. Kopucrehiu coprupa-
Hu penocien A-cydukca, copruparu B-cydukce npumermyjyhu ciaenehu
MTOCTYTIAK.

G Ilpoumpusinyu HUCKY s ca JBa 3HaKa FI (110C/Ie Yera je ayKuHa HUCKE
n + 2), nocmarpajmo cydukce sfi.n + 2] 3a i = 1,2,...,n + 2.
Homenntn cBakoMm cydukcy s[i..n + 2] Heros paHr r;.

e 3a jBa crernujanrna 3HAKa FJ CTABUTH T'py1 = Tpio = 0.
e 3a A-cydukce y HUCIE § PAHIOBHU Cy n0/e/beHn y Kopaky ®@.
e Panroeu B-cydukca TtpenyTHO HUCY medUHUCAHW, T3 33 HHUX
craputu 1; = [.
VY rabenu IPUKA3aHU Cy PAHIOBM 338 HUCKY S = mississippi u
n=11.

H Copruparu B-cydukce nsocrpykum passpcraBamem (caoxkenocru O(n)),
samemyjyhn ux (jeamucrsenum!) maposuma (s[i],r41). Y Hamem
npuMepy moduja ce

Sy < S < Sg,

jep je (p,6) < (s,7) < (s,8).

3. O6jemmuntn coprupane Hm3oBe A-cydukca n B-cybukca. Heka cy S; un
S; meka nBa cyduKca Koja Tpeba yHOPeJUTH y TOKY 00jeumaBama, IpH
gemy je S; A-cyduxc, a S; B-cydukc. ¥V 3aBucnocru oj rora ga ju je g
mod 3 jemmaxo 1 mam 2, peaynrar ynopehusama cydukca S; u S; ncrn
je kao pesynrar ynopehuBama
e naposa (s[i],ri41) u (s[j],7j4+1), oanocuo
o tpojku (s[i], s[i + 1], 712) u (s[4], s[j + 1], 7j42)-
V HatmeM mpuMepy TpUINKOM 06jeInbaBamma ce Bpiu cienehn uu3 ymopehusama
A- n B-cydukca:
e S11 < S jep je (i,9,0) < (p,p, 1); uznasz Siy;
 S3 < Sy jep je (i,p,6) < (p,p,1); m3naz Ss;

(1 1
e S5 < Sg jepje (i,8,7) < ( 1

(i (

(

,p,1); uznaz Ss;
e Sy < Sy jep je (i,8,8) < (p,p,1); n3maz So;
e S1 < S jep je (m,4) < (p,6); uznaz Sy;
e S0 < Sy jep je (p,1) < (p,6); m3maz Syo;
e S7 > Sy jep je (s,2) < (p,6); m3maz So;
e S7 < Sg jep je (s,2) < (s,7); uznaz Sr;
e Sy < Sgjep je (s,3) < (s,7); uznaz Sy;

e npeocraja JaBa cybukca Sg, S3 KOIUPajy ce y U3Ia3HU HU3.
Tume je ompehen coprupanu penocien cBux cydUKCa HUCKE S, OIHOCHO
eH Cy(pUKCHN HU3, BUIETH TabOeTy [Tormrro je croxkenoct ymopehu-
Bama O(1), cnoxenocr objenumasama je O(n).
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Unnexc i y P, P’ 1 2 3 4 5 6 7 8
Nunexe i = g(i') v s 1 4 7 10 2 5 8 11
Pli'] = sli..i + 2] (mis) | (sis) | (sip) | (pi@) | (iss) | (iss) | (ipp) | (i29)
Pl 1 7 | 6 5 3 | 3 2 1
SAp[i] = SAp[i] 8 7 6 5 1 | 4 3 2
WNunexc 7 3a Koju je 11 8 5 2 1 10 7 4
panrr; = 1’

Table 4.2: Tlocrynaxk coprupama A-cydukca HUCKe S = mississippi y mpBoj
dazu onpehuBama cydukcuor Husa.

1 1123|456 |7|8|9]1011 1213
s[d] m|i|s i|s|s|i|p|p|il|@|@
rpm=¢ |5 |4|0(8[3|/0|7]2|0]|6 110710

wn

Table 4.3: Paurosu rq 10 7,43 32 HACKY § = mississippi, n = 11.

CJI03KeHOCT anropuT™Ma 3a10B0/basa qudepennny jennaauny T (n) = O(n)+

T(|2n/3]), anje je pemtee Ha ocHOBY Macrep reopeme T'(n) = O(n).
Ako npernocraBumo 12 je Bpeme u3ppasamba ajaropurma npubmzkuo 1'(n)
cn, 3aMeHOM y TUMDEPEHITHO] jeTHATNHI

e T(n) ca cn,
e O(n) caan, n
e T'(2n/3) ca 2cn/3,

Jo7a3n ce N0 jemHauwHe cn = an + 2c¢n/3, w3 Koje cieam ma je a = c/3.
3akjbyuyje ce Ja PeKyp3uBHO copTupaimbe A-cydukca Tpaje TpUOIUKHO OKO
2/3 Bpemena norpebHOr 3a oxpehuBambe CyHUKCHOr HU3a KOMILIETHE HUCKE.

4.3 OppehuBambe Husza LCP Ha ocHoBYy cycpukcHOr HU3a

Huz LCP nare Hucke s MOXKE Ce OJPEJUTH AJITOPUTMOM JIMHEAPHE CJIOXKE-
HOCTH KOjU je mpemioxmio Hekonnko ayropa 2001. rommue [11]. IMomcernmo
ce na je LCP[i] ny»xuHa Hajmy>ker 3ajeqHudkor mnpedwnkca (i — 1)-or u i-tor
nekcukorpadceku najmamer cydukca Sga(i—1) U Ssa[;) HUcKe s. [lo nedbunumnm-
ju je LC'P[1] = 0. IIpunukom uspauynasamwa uusza LC' P kopucru ce Hu3 rang,
KOju CaJp2Ku MHBEP3HY LiepMmyranujy nepmyranuje SA: ako je SA[i] = j, onna
je rang[j] = i. Opyrum peunma, rang[SA[i]] =i 3ai=1,2,...,n. 3a cybukc
S; 6poj rangli] je mosuimja Tor cydukca y mehy sekcurorpadcKu cOpTHPAHUM
cydukcuma.

ITpumep 4.4. Bungenu cmo 1a je cybUKCHA HU3 HUCKE Mississippi mepMyTarmja

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
1 8 5 2 1 10 9 7 4 6 3

Hwu3z rang je muBep3na mepMmyTalmja oBe IepMyTalluje.

12 3 45 6 7 8 9 10 11
5 4 11 9 3 10 8 2 7 6 1
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Ha npumep, cydukce cuccunmu je Sy. Hberosa mosunuja y coprupanom peo-
caneny cydukca je rang[4] = 9.

Y Toky pauynama Hu3a LCP moTpeOHO je ONpPEIuTH TAe Ce y JIEKCHKO-
rpagCcKOM pemocaeny Hajma3u cydurc Koju ce o Tekyher cydukca mobmja
OpucameM TPBOr 3HaKa. 3a OBO je Kopucran Hu3 rang. I[locmarpajMo i-tu
Hajmamu cydukce, Sgap). Bpucamem merosor npsor suaka s06uja ce cydbuxc
Ssafi)+1, Kao cydure koju moumme ox mnaerca SA[i] + 1 mucke s. Tlosmmja
Tor cydukca y coprupaHom pepocieny je rang[SA[i] + 1].

IIpumep 4.5. HacraBak nperxogsor npumepa. Ilorpebro je 3a cyduke Sy =
sissippi oxpeuru rie ce Hanasu cydukce uccunnu (cuccuiiiiu 6e3 HPBOr 3HAKA).
Cydukc cuccurmu je Ha nosunmjn rangld] = 9y cydukcrom unsy n SA[9] = 4.
Iomro je rang[SA[9] + 1] = rang[5] = 3, Hapenun cyduKC HCCHUINH je Ha
TIO3UTINAJU 3 Y COPTUPAHOM PEIOCTIENY .

Hus LC P mozke ce oipeiuTy aJiIrOPUTMOM YKju KO/ je IpuKa3aH Ha ciieneho]
CTpaHWU.

OdredjivanjeLCP(s,SA,n)
// amonmparu npocrop 3a Huzose rang[n] u LCP[n]
for i <1 ton do
rang[SA[i]] «+ i // no nebuHuImjN
LCP[1]+0 // no aedbunumMjNn
[0 // rexyhu enement Huza
for i + 0 ton do
if rangli] > 1 // magma ce onpebyje LC P[rangli]]
Jj < SA[rangli] — 1] //S; je mekcukorpadcKu IpeTXOTHUK S;
m < max{i,j}
while m+1<n and s[i+1] =s[j+!] do

l«1+1 // Hapeinu 3HaK y 3ajeaHuukom upedukcy
LCPIrangli]] + 1 /] LCP(S;,S;)
if [>0
l«—1-1 // YKIOHUTH LpBE 3HAK y 3ajesHu<koM mpeduxrcy S;, S;
return LCP

KopekTHocT anropurma 3acHOBaHA je HA HAPEIHO]j JTEMH.

Jlema 4.2. Ilocmarpajmo cydukce S;_1 u S;, unje cy mo3uimje y JeKcnkorpad-
ckoM pezocneny cydukca pegom rangli—1] n rangli]. Ako je LC Plrang[i—1] =
l > 1, ouna 3a cydukc S;, koju ce ox cydurca S;_; m006mja Opucamem IPBOT
3naka, saxu LCPrang[i]] > 1 — 1.

Hokas. Cyduke S;—1 je Ha nosumimju rang[i — 1] y copTupaHoM pemocyieny
cydukca. Cydurc Koju My HEOCPETHO MPETXOAN je y COPTUPAHOM PEIOCTELy
Ha nosuimju rangli — 1] — 1, w 10 je cydurc Spangli—1)—1. Ilo mpernocTapim
je LCP(Ssafrangli-1]-1),Si—1) = | > 1. YknamameM OPBOT 3HAKA y OBHM
cydukenma nobujajy ce cyduken Sgafrangli—1]—1]+1 ¥ Si, 3@ Koje je HajAyKu
3ajeqanyku npedukc ayxRure [ — 1.

e Ako cyduxrc Ssafrangli—1)—1)+1 HEMOCpeHo nperxomu cyduxcy S; y cop-
THPAHOM PEJOCIey, T0KA3 je 3aBPIIeH.
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e IIpernocraBumo 3aro ga cybUKe Ssafrang[i—1]—1]4+1 HE NPETXOIM HEMO-
cpenno cydukcy S; y coprupanom penocaeny. Cybuxc Sgafrang[i—1]—1]
HEMOCPEIHO TpeTxoau cyduKcy S;_1, U OHU UMajy jeTHAKWX MPBUX [ >
1 3makoBa, na cydukrc Sga[rang[i—1]-1]+1 MOpa Ja Oyie y COPTUPAHOM
pemocieny npe cydurca S;. zmehy mux croju nHekonmko cydukca. CBaku
Takap cyduke nounme ca uctux | — 1 3HAKOBa K0 SsA(rangli—1]—1]+1 1
S;. lIpema Tome, Koju Tom, ox 0BUX cydukca cToju Ha no3unwmju rang|i] — 1
Hernocpeano ucnpen S;, on nMma 6ap [ — 1 MpBUX 3HAKOBA MCTUX Kao S;.
ITpema Tome, LC Prangli]] > 1 — 1.

OGjammmeme Koga aaropurMa. ¥y npsBoj for mer/bu ce m3padyHaBa HU3
rang. IIpen enement un3za LCP je no mebwunnumju LCP[1] = 0. Hpyra for
netspa u3pauyHasa Hu3 LC P nposazehn cydukce npema onasajyhnm gykuHama.

NuBapujanra nerbe je cmemehe Tepheme:

e YV muuuju LCP[rang[i]] = | onpebyjy ce enementn nuza LC'P ca wHmex-
cuma penom rangl(l], rang[2], rang[3], ..., rang[n].

e Ilpe e muamje cydurc S; n cydukc S; KOju My HEMOCPeITHO MPETXOIN
NMajy HajyKu 3ajeHUYKK npedukc nykuae 6ap .

OBo tBpheme je Tauno y npBoM mposacky kpo3 for mersby, jep je taga I = 0.

Ako ce npermocraBu na ce y muuauju LCPlrangli]] = | onpebyje ucnpasna
Bpennoct LC P[rang[i]], onla ce Ta MHAYKTHBHA TTPETIOCTABKA 300T JeKPEMEHTHPAMbA
I (axo je MO3UTUBHO), OIpKaBa Ha OCHOBY JoKazane jieme. Hajayxu 3ajeanudaku
mpedurc cybukca S; n S; MoKe ONTH Jy»KW Off BPETHOCTH | Ha MOYETKY
uTeparmje, ma ce TadHa Bpenoct [ ogpehyje y while mersu. Maaekc m Kopuctu

ce na 06e3bemn ma tecr s[i + I| = s[j + ] ve u3zahe Ban rpanuna mucke. Iocme
n3nacka n3 while mersbe BpegHOCT [ jerHAKA je Ty KWHM HAjTYyKeT 3aje THITIKOT
mpedmukca cydurca S; m ;.

IIpumep 4.6. Ha npumepy HHUCKe mississippi MOTY ce BUIAETH TPU PA3IHIUTA
caydaja Ha KOje ce MOXKe Hamhu.

e YV Hucuu mississippicydurcu S5 = issippi So = 1SsiSSIppi Cy y3acTOIHA
y cydukcrom Husy (rpehim u werspru, SA[4] = 2, SA[3] = 5). dyxuna
BUXOBOT HajyKer 3ajenHudkor npedwukca je LOP[4] = 4. Kana um ce
obpurrty npBu 3HAIM, A00ujajy ce cydurcu Sg = ssippi S3 = SSissippt
KOju cy Takofje yzacromHu y cydukcHOM Hu3y (meceTu u jenaHaecrtu,

SA[10] =6, SA[11] = 3). OBae je LCP[11] = lcp[4] — 1.

o Cydbukcu S1g = pi u Sg = ppi cy Takohe y3acTOmHu y Cy(GUKCHOM HU3Y
(mmectn u ceamu, SA[6] = 10, SA[7] = 9). y:KuHa BUXOBOT HajIyKer
sajenauukor npedukca je LCP[7] = 1. Kaga um ce ofpuiily npBu 3uan,
nobujajy ce cydukcen S11 = i S19 = pi koju HUCY yzacromnu y cydukcaom
a3y (npsu u mecru, SA[l] = 11, SA[6] = 10). 36or Tora je 1 =
LCP[2] > LCP[7] — 1 = 0; 3amazkamMo Jja y OBOM TIPUMePY BaykKW CTPOTa
uejequakocr LCOP[2]=1> LCP[7]—1=0

o Cydukcn S11 = ¢ u Sg = ippi cy Takohe y3acTONHHU y CyDUKCHOM HUBY
(upBu u apyru, SA[1] = 11, SA[2] = 8). [dy:kuHa HUXOBOr HAjIyKer
sajenauukor npedukca je LCP[2] = 1. Kana ce cybukcy S1; = i obpure
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MpBU 3HAK, [00Hja ce mpa3aH CyQHUKC, KOra HEMa y HaIlleM COPTHPAHOM
penocaeny cydukca. 36or Tora ce sBpegnoct LC P[2] = 1 e MOXKe HCKOPUCTHTH
Ha OTMCAHW Ha4YWH 3a onpehuBarme Heke npyre speaunoctn LCPI.].

Hu3s rang xourposuime penocien ogpehusama enemenara uuza LCP.

e ITonasu ce ox LC Prang[l]] = LCPI5]; ynopebyjy ce cydukcu ca uniek-

cuma SA[rang(l]] = 1 u SA[rang[l]—1] = 2, 1j. cyduxcu muccuccunnu u
nccucennm. IIpeu 3HanM oBa 1Ba cydukca ce pasiankyjy, na je LCP[5] =
0.

e Jlame ce penom oapehyjy Bpeanoctn LC Plrangli]], i = 2,3, ..., 10, kopucrehn
Ka0 [OYETHY BPEIHOCT MHIEKCA 3a yunopehusame | + 1 = LCP[rang[i] —

1]+ 1

e Ha mpumep, momro je ycranosmeno ga je LCPlrang[2]] = LCPHA4] =
4, mpenasu ce Ha oapehusame LCPlrang(3]] = LCP[11] > 4 -1 = 3.
Yuopebyjy ce, moueBmu ox maHAeKca | + 1 = 4 cydurcu ccuccunnu u

ccumnu ca uHgekcuma pexom SA[rang[3]] = SA[11] = 3 u SA[rang[3]
1] = SA[10] = 6; ynopehyjyhu (pasmuaure) ueTBpTe 3HAKOBE OBa IBA
cybukca, 3akmbyuyje ce na je LCP[11] = 3.

Cioxenoct aaropurma. [logerna speguocr [ je 0; I uu y jenaom TpeHyTKy
He mpesiasu n. [lomTo je 6poj AeKkpeMeHTupama | Hajsuiie n— 1, 6poj MHKPEMEHTHPAHA
[ yayrap while mnetspe je najsumie 2n. [Ipema ToMme, CI0KEHOCT aJITOPUTMA je

O(n).

4.4 Tlpumene cycdurkcHOr HU3a

Mmore oneparuje ca HuCKaMa e(OUKACHO Ce W3BO/Ia AKO CE TTPETXOIHO GOpMHUpa
wuxoB cybukcan nu3 u uu3 LC P. [Ipukazahemo 1Ba TakBa npuMepa npuMeHe:
TPAXKEE PEedr y TEKCTY U TPAXKEHhe HAj/lyKe 3aje/HUYKe MOJHUCKE 33 JIBe
nare Hucke. Ha ocnoBy cydukcHor nusa u ausza LCP MOxe ce ajJilrOpurMOM
JINHEApHE CJI0XKEHOCTH (popMupaTy CydUKCHO CTabI0 HUCKE, IMITO 3ATUM OMO-
ryhyje canune npumene cydukcHor crabia.

4.4.1 Tpaxere peun y TeKCTy

ITorpebuo je oupeauru cse mnojase peuun P ynyrap Tekcra S. IIpobiem je
JIAKO PETUTH aKo ce ofpenn cy(dUKCHN HIU3 TEKCTa S: CBaka mojaBa P yHyTap
S je mouerak Hekor npedukca S. Cydbukcan au3 Tekcra S omapehyje coprupanu
pemocnen cydukca S, ma ce mpsa nojasa P yuyrap S moxke npornahu bmaHapHOM
uperparom omcera [1..|S]]. Unaekcn cBuX ocTanux mojaBa (ako UX MMa) HAIa3e
ce Ha HAPEJHUM Y3aCTOIMHUM HO3UIHjaMa y Cy(UKCHOM HU3Y.

Crnoxenocr anroputma je O(nlogn), jep je cmoxkenocr dopMmuparma cy-
dbukcror Hnza O(n), a cmoxkenocr csakor ox O(logn) ymopehusama je O(n).
Yuopehusama ce mory m3Bpiuntu edukacHuje ako ce xkopuctu a3 LCP
TekcTa S.

IIpumep 4.7. Ilponahu cBe mojaBe peun P = lednik yHyTap Tekcra s =
prestolonaslednikovica. Cydukcau Hu3 Tekcra § (ca COPTUPAHUM PenoCie-
oM cydukca) npukasau je y caezuehioj rabesu. Bunapha uperpara 3anouube
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ynopehusawem P = lednik ca S[SA[[1£22]]] = S[SA[12]] = naslednikovica.
Ilomro je naslednikovica > lednik, macraBipa ce ca OMHAPHOM IPETPArOM
omcera [1,11]. TTociie HEKOIMKO KOpaKa MPOHAJIA3M Ce JIa je WHIEKC TIPBe TI0jaBe
P yuyrap s jennax 12. Ilomro Hapeanu cybukc s[13] = ednikovica He 3anounibe
ca P, yayrap s Hema npyrux mojasa P.

i S; ) SA[i] | SsAli] LCPJi]
1 | prestolonaslednikovica | 1 22 a 1
2 restolonaslednikovica, 2 10 aslednikovica 0
3 estolonaslednikovica 3 21 ca 0
4 stolonaslednikovica 4 14 dnikovica 0
5 tolonaslednikovica 5 13 ednikovica 0
6 olonaslednikovica 6 3 estolonaslednikovica 0
7 lonaslednikovica, 7 20 ica 1
8 onaslednikovica 8 16 ikovica, 0
9 naslednikovica 9 17 kovica 0
10 | aslednikovica 10 | 12 lednikovica 1
11 | slednikovica 11 | 7 lonaslednikovica 0
12 | lednikovica 12 |9 naslednikovica, 1
13 | ednikovica 13 | 15 nikovica 0
14 | dnikovica 14 | 6 olonaslednikovica 1
15 | nikovica 15 | 8 onaslednikovica 1
16 | ikovica 16 | 18 ovica 0
17 | kovica 17 |1 prestolonaslednikovica | 0
18 | ovica 18 | 2 restolonaslednikovica 0
19 | vica 19 | 11 slednikovica 1
20 | ica 20 | 4 stolonaslednikovica 0
21 | ca 21 | 5 tolonaslednikovica 0
22 | a 22 | 19 vica

4.4.2 Tpaxere Hajay>Xe 3ajegHMYKe NOAHUCKE 3a ABE fAaTe HUCKe

Ilorpebno je ompeanTn HAjAYXKY 3ajeTHHUKY IMOJHUCKY JBE JaTe HUCKE S1
u so. [Ipobiem ce permaBa Tako mTo ce Hajupe (opMupa CyDUKCHU HU3 HUCKE
s = s18s0#, ipm wemy cy smamm $ m # 3HAIM KOjU Ce He T0jaBibyjy yHyTap Si
win sy. Ilpu ToMe ce cBaKOM CyUKCY MPETXOTHO TPUAPYKYje MOJATAK 13 JIN
j€ IeroB TMOYeTaK YHyTap S§1 WU S3. Y COPTUPAHOM Hu3y CyHUKCA OBE HUCKE
norpebHO je mponahn map y3acTOMHAX IJTAaHOBA TAKBHUX I3

e oxrosapajyhu cydukcu ne mpumnagajy ucrom HU3Y, U

e Iy’KMHA bUXOBOT HAjIyKer 3ajeJHHIKOr npedukca je Hajseha y ojHo-
Cy Ha CBe OcTajie OBaKBe I1apoBe MHJeKca (OBaKBUX MapoBa npedukca ca
HAjIyKUM 3ajelHuYKuM npeduKcoM MOXKe OUTH BUIIe).

Axo ce kopuctu u uu3 LC P 31pyKeHe HUCKe § (CTI0KEHOCT Berosor (hopMupama
je O(n); oze je n = |s1|+|s2|), onna je croxkenoct anropurma anHeapHa, O(n).

IIpumep 4.8. IIponahm HajIy:Ky 3aje JHUYUKY MOJTHUCKY HHCKH

s1 = prestolonaslednikovica
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so = kolonizacija.

Cydukcau uuz SA 3apyxene nucke s = s1$s9# (ca coprupanum peio-
caesom cydukca) npukasas je y tabenu Ha cienehoj crpanu. Hajseliu 6poj y
komonu LCPJi] je LCP|[26] = 4. Ilopen, Tora, cybukcn

s[SA[26]] = olonaslednikovica$kolonizacija#

s[SA[27]|olonizacija#

ca 3ajeTHUIKAM TIpeMUKCOM 0lon Ty>KUHE YeTUPHU TOTUYY U3 PABTUIUTAX HUCKHU.
IIpema Tome, HajIy»Ka 3ajeJHIYKA TOJHICKA OBE JIBe HUCKE je HHUCKa olon.
4.4.3 Tponanaxere Hajoyxer najMHApPOMa y 3agartoj HuCcum

Hexka je 3agara Hucka s u HeKa je moTpeOHO MpoHahu HAjAy KU TAJTHHIPOM
yHyTap me. PemaBarme oBor mpobjieMa CBOIU Ce HA TPAXKEIe HajIyKe 3ajel-
HUYKe TTOJHWCKE HUCKW S W s, Tae je s’ HucKa Koja ce of § mobuja “auramem
yHa3am” .

4.4.4 dopmuparse cycdukcHor ctabna

Ako ce 3ua cydukcuu wuz SA u JIIII wus LCP uucke s my>KuHe n,
cy(duKCHO €TabjI0 Te HUCKE MOXKE Ce KOHCTPYHUCATH AJTOPUTMOM CJIOYKEHOCTH
O(n) na ocuoBy caezehe uneje: nomazehu on mapiujassor cydukcuor crabia
3a JeKCHKOrpadCKi HajMamu Cy(PHUKC, yMETaTH Y Iera ocraje cy(puKce peaom
KOjUM Ce Ha IHUX HAWIA3HU JIEK-CHKOrpadpCKUM OOMIACKOM Cy(UKCHOT cTabIa.
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Si i SA[i| | s[SA[i]] LCPi]

1 | prestolonaslednikovica$ko...# | 1 2 | 37 0
1 | restolonaslednikovica$ko. .. # 2 2 | 36 # 0
1 | estolonaslednikovica$ko. .. # 3 1|23 $ko... # 0
1 | stolonaslednikovica$ko. .. # 4 2 | 35 a# 1
1 | tolonaslednikovica$ko. .. # 5 1] 22 a$ko. .. # 1
1 | olonaslednikovica$ko...# 6 2 131 acija# 1
1 | lonaslednikovica$ko. .. # 7 1|10 aslednikovica$ko. . . # 0
1 | onaslednikovica$ko. .. # 8 1] 21 ca$ko. .. # 1
1 | naslednikovica$ko. .. # 9 2 | 32 cijagt 0
1 | aslednikovica$ko. .. # 10 |1 ] 14 dnikovica$ko. . . # 0
1 | slednikovica$ko. .. # 11 |1 | 13 ednikovica$ko. .. # 1
1 | lednikovica$ko. .. # 12|13 estolonaslednikovica$ko. . . # 0
1 | ednikovica$ko. .. # 13120 ica$ko. .. # 1
1 | dnikovica$ko...# 14 | 2 | 33 ija# 1
1 | nikovica$ko...# 15| 1| 16 ikovica$ko. .. # 1
1 | ikovica$ko...# 16 | 2 | 29 izacija#t 0
1 | kovica$ko...# 1712 | 34 ja# 0
1 | ovica$ko...# 18 | 2 | 24 kolonizacija# 2
1 | vica$ko...# 19 | 1| 17 kovica$ko. .. # 0
1 | ica$ko...# 20 | 1| 12 lednikovica$ko. . . # 1
1 | ca$ko...# 21 |1 | 7 lonaslednikovica$ko. . . # 3
1 | a$ko...# 22 | 2 | 26 lonizacija# 0
1 | $ko...# 23|19 naslednikovica$ko. . . # 1
2 | kolonizacija# 24 |1 | 15 nikovica$ko. .. # 2
2 | olonizacija# 25 | 2| 28 nizacija# 0
2 | lonizacija# 26 |16 olonaslednikovica$ko. . . # 4
2 | onizacija# 27 | 2| 25 olonizacija# 1
2 | nizacija# 28 |1 |8 onaslednikovica$ko. . . # 2
2 | izacija#S 29 | 2 | 27 onizacija# 1
2 | zacijaft 30 |1 |18 ovica$ko. .. # 0
2 | acija# 31|11 prestolonaslednikovica$ko...# | 0
2 | cija# 32 111 2 restolonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | ija# 331 |11 slednikovica$ko. . . # 1
2 | ja# 34 (1|4 stolonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | a#t 35 | 1|5 tolonaslednikovica$ko. . . # 0
2 | # 36| 1|19 vica$ko. .. # 0
2 37 | 2| 30 zacija#

Heka je ST; uapuujasno cydurcHo crabiio Jo0UjeH0 yMeTameM PBUX § JEKCUKO-
rpadcku Hajmamux cybukca, 0 < i < n. Heka je mame d(v) ayKuHa KOHKATEHAI]E
o3HaKa CBUX rpasa y crabmay ST; Ha myTty oxm KopeHa 10 usopa v. Ilomasu ce ox STy,
crabia koje uma camo koped. Jda 6u ce y crabno ST; ybanuo cydukc ca ungexkcom
SA[i], 1 < i < n, npesa3u ce IMyT O MOCJIEAEr YMETHYTOr JIACTA KA KODEHy, JI0
npsor uBopa v 3a koju je d(v) < LCP[i]. Moryha cy aBa ciaygaja:

e d(v) = LCPJi] [ymerarse HOBe rpane m3 nocrojeher usopal: Tama je
OyKUHA KOHKAaTeHAIrje O3HAaKa I'PaHa Ha IIyTy O KOPEHA [I0 YBOPA U jeqHAKA
LCP[Ssaji—1),Ssap) = LCP[i — 1]. ¥V Tom ciydajy cydukce ca ozmakom SA[]
ce ymehe Kao HOBW JINCT T TOBE3aH Ca 9IBOPOM U TPaHOM (v,Z) Ca O3HAKOM
SsAli]]+LC Pl APyruM pednma, O3HaKa JIo/iaTe IPaHe Ce CacTOjH 071 IPEOCTAIIX
3HaKoBa cydukca SA[i] Koju HACY 1e0 KOHKATEHAlMje O3HAKA IDaHa HA MyTY
on xopeHa 10 uBopa v. Ha Taj mHauma dopmupano je mapnujasiaHo CyQdUKCHO
crabao ST;.

e d(v) < LCPJi] [HoBa rpana u3 uBopa ymerHyTor y mocrojehy rpamy]:



33 4. Cydukcau HU3 U CyPUKCHO cTabJI0

Ta/la je KOHKaTeHallija O3HaKa I'PaHa Ha IyTy O/ KOPeHa JI0 YBOPa U UMa Marbe
suaxosa o1 LCP[Ssapi—1), Ssap) = LCP[i — 1] u 3makoBu Koju HEZOCTAjy 110
9BOpa U CAJApIKAHW Cy HA TOYETKY O3HaKe Hajoecruje (MOCITENEbe yMETHYTE)
rpane (v, w) KOja m3ma3m u3 UBOpa v. 300r Tora ce rpana (v, w) MOpa HOBHM
VHYTPAIIBIM YBOPOM Yy PA3ABOjuTH Ha 1aBe rpame (v,y) u (y,w). IIpu Tome
rpare (v,y) m (y,w) Kao o3make mobmjajy oxrosapajylim moweTax, OTHOCHO
3aBPIIETAK O3HAKE YKJOmeHe rpane (v, w). [Ipenusnuje,

1. Vksaouuru rpany (v, w).

2. Jlomaru HOBU yHYTPAIIbU 9BOP § U HOBY rpany (v, y) ca o3rakom s[SA[i—
1]]4+d(v), SA[i—1]+LCP[i]—1]. O3Haxa HOBe IpaHe CACTOJH Ce 01 3HAKOBA
KOju HeJOCTajy Ha Hajay»KeM 3ajeTHIIKOM Ipedukcy cypukca Ssafi—1] H
Ssap- IIpema Tome, KOHKaTeHalyje O3HAKA I'PAHA Ha IIyTy O/ KOPEHa 0
YBOpa Y jeTHaKa je Hajay»KeM 3ajeTHIIKOM Tpedukcy cydmkrca Sgafi—1)
1 Ssaf-

3. TloBe3aTtu 4BOp w Ca HOBOKPEMPAHWM YHYTDAIIUM YBOPOM Y TDAHOM
(y,w) ca ozmakom s[SA[i — 1]] + LCP[i], SA[i — 1] + d(v) — 1]. Hosa
O3HAKA CACTOJU CE€ OJ] IPEOCTaIMX 3HAKOBA obpucame rpame (v,w) KoOju
HUCY YKJbY4€HH y O3HaKy rpaxe (v,y).

4. Ymernyru 4Bop ca o3nakoM SA[i] Ka0 HOBM JMCT T M LIOBE3aTU ra Ca
HOBUM YHYTPANIBUM YBOPOM ¥ TPAHOM (Y, T) €& OBHAKOM S[gA[;]]+LC Pli]-
IIpema Tome, o3mHaka rpame (y,x) CACTOjU Ce O TPEOCTAIUX 3HAKOBA
cybuxca Sg4[;), KOju HUCY yK/byueHH y KOHKATEHALM]y O3HAKa I'DaHa Ha
IyTy O7f KOPeHa JI0 9YBOpa v.

5. Ha raj mauun dbopmupano je napuujanno cydukcuo crabiao ST;.

IIpumep 4.9. Ha cienehoj ciaumu mmycrpoBan je 0Baj mocrynak hopMupama Cy-
¢ukcHOr cTab/a 3a HIUCKY MUCCUCCHUIIIHN. Y OMUCY aJTOPUTMA IIPETIIOCTAB/bA, CE 1A Ce
cydukcHo ctabsio hopMupa CaeBa yaeCcHO, Tj. Ja Ce HOBHU JIMCTOBH J071ajy TOBE3UBAIHEM
Ca 4BOPOM HA TPEHYTHO HajAecHUjoj rpanu. 300r jesHocTaBHUjer nprama crabdia,
OBJIe Ce HOBH JIMCTOBH IIPUKJBYyjy CTabJIy WCIION HAjHUKe TPAHE YMECTO IECHO Of
HajmecHuje rpare. JIpyrum peunma, cybukCHO cTabao ce hopMupa 0I03r0 HAHWKE.

i | SA[] | s[SA[i]..n] | LCPJi Cyduxcuo crabao
1 11 | i 1 i 11
2 8 | ippi 1 ppi 8
3 5 | issippi 4 ssi ippi 5
4 2 | ississippi 0 ssippi 2
5 1 | mississippi 0 mississippi 1
6 10 | pi 1 p i 10
7 9 | ppi 0 [ pi 9
8 7 | sippi 2 S i ppi 4
9 4 | sissippi 1 ssippi 4
10 6 | ssippi 3 si ppi 6
11 3 | ssissippi ssippi 3

Jlako je BumeTH 1a je aMOPTHM30BaHa CJIOKeHOCT oBor ajropurma O(n). Ysoposu
KOjH Ce Tposa3e y KOPaKy i Ha Iy Ty Ka KOPeHy HajaecHujuM myTem y ctabmay ST; (ocum
[OC/IEAEbEr YBOPA V) YKJIAmajy Ce U3 HajaecHujer myTa Kazu ce Ali] noma y crabso xao
HoBm Jyinct. OBY YBOPOBU C€ HWKAJ HE MPOJIa3e TMTOHOBO Y HAPEIHUM KOparuMma j > 4.
IIpema Tome, ykyman 6poj YBOPOBa KOju Ce TIPOIa3e y TOKY U3BPIIEHa aJITOPUTMA je
HajBHUIIE 2N.
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4.5 [pumene cycdukcHor ctabna

Uctn upobiemu 3a Koje ¢MO BuIed [a Ce MOI'Y DEHIaBATU IIPUMEHOM CYy(dUKCHOT
Hu3a (TPaXKerme pPedr y TEKCTY, TPAXKEme HAjIy’Ke 3ajeTHUYKe TIOJHUCKE JBE WJIN
BUIIIE HACKU, TPAXKEHE HAJIyKer MAJUHIPOMA Y HUCIIU) MOTY Ce jOII jeJHOCTABHW]E
peuaBaTy IPUMEHOM CyOUKCHOT CTa0IIA.



[nasa O

'pacdoBn

Y oBoM moOriaBpy pa3mMoTpulieMO HEKOJIMKO HOBHMX aJjrOpUTamMa Hal rpadoBuMa.
I'padoBcku amropurmu 0 kojuma lie butw peum GaBe ce MPOOJIEMOM KOHCTPYKIIH]eE
OIITHUMAJIHOT yIapuBama y rpady, mpobjgeMoM KOHCTDPYKIMHje ONTHMAJIHOT TOKA Yy
TPaHCIOPTHUM Mperkama u oapelusamem XamuaronoBux nmukiryca 3a onpelhene kiace
rpadosa.

5.1 VYnapusame

3a 3amaru meycmeperu rpad G = (V, F) ynapusamse je CKyI JUCjyHKTHHX TDaHA
(rpama Ge3 3ajemamakux aBopoBa). OBO MMe TOTHYE O] TUHEHUIIE 73 CE TPAHE MOTY
CXBATHUTU KAa0 [APOBU UBOPOBA. DUTHO je /1a CBAKW 4YBOD IIPUIIA/IA HAJBUIIE jEIHO]
rpaHM — TO je MOHOTAMHO yHIapuBame. UBOp KOjU HHje CyCceJaH HHU jeTHOj IpaHHU
U3 ymapuBama 30Be ce HeyNapeHHU UBOD; Kaxke Ce TakKohe ma 9BOpD He IIPUIAId
yuapusamwy. CaBpIlleHO yIIapuBarbe je ylapuBaibe y KOMe Cy CBH UBOPOBH yIIAPEHHU.
OnruMaliHO ynapuBame je yIapuBame ca MAaKCUMAJIHUM OpojeM rpama. MakcumasHo
yHnapuBarme je Iak ylnapuBaibe Koje e He MOXKe [IPONUINPUTH 101aBAbeM HOBE TDAHe.
IIpobiemu koju ce cBOme Ha ymapuBarbe II0jaBJ/bYjy C€ Yy MHOIMM CHTyaIljaMa, He
camo cormjasHuM. Mory ce ymapwBaTH PaJSHALNN CA PAJTHAM MECTHMa, MAIINHE Ca
JeJIOBUMA, IPyIle CTyJeHAaTa Ca YINOHUIIAMA, HT.

IIpobrem Hasa)kera ONTHMAJIHOT yIApPWBamka 3a MPOM3BOJbAH Tpad je Texak
upobsiem. Y oBoM oze/bKy orpanumuuhiemo ce Ha apa crenujasiHa ciydaja. [Ipsu oz
IbUX HUje TaKO BaXKaH — DA/ Ce 0 yIApUBamby y BpJio ryctuM rpadosuma. Mehyrum,
pemierbe TOT TPOGIEMa MIYCTPYje MHTEPECAHTAH IIPUCTYII, KOJH Ce MOYKe YOIIITUTH
Ja 6m ce gouwto 10 pemrera npobdiema yrnapusama 3a ounaprurae rpadose.

5.1.1 CaspweHo ynapusame y Bp/so ryctum rpacgosuma

Hexka je G = (V, E) neycmepenu rpad koz kora je |V| = 2n u cremen cBakor 4Bopa
je 6ap n. IIpukazahemo anaropuraM 3a HajIaKere CABPIIEHOT YIAPUBAMHA ¥ OBAKBUM
rpadosuma. ITociaequma oBor amropurMma je 1a ako rpad 3a10B0/haBA HABEIEHE YCIIOBE,
OHJIa Y HheMY YBeK IIOCTOjU CaBpIIeHo yrapusame. Koprucrtrhemo mHmayKImjy mo BesimamHu
m ymnapuBama. Ba3uu ciaydaj m = 1 pemasa ce hpOpMHUpamEM yIIapUBAha BEIMINHE
jeman ox npousBosbHe rpame rpada. Ilokazahemo ma ce npou3Bos/pHO ymapusBame Koje
HUje CaBPIIEHO MOXKe MPOUINPUTH WX J0JABAEM jeHe T'DAHEe WM 3aMEHOM jeiHe
rpase aBeMa HOBHM rpaHama. ¥ oba ciaydaja nosehasa ce BenumdmHaA yIapuBarba 33
jemaH.

35
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TTocmarpajmo ynapusame M ca m rpana y rpady G, npu uemy je m < n.
Hajnpe mposepaBamo cBe rpame BaH ymapmBama M 1a yCTAHOBMMO [1a JIM Ce HEKA
o wux Moxe momatu y M. Ako mponahemo TakBy rpaHy, mpobjeM je pemeH —
unabeno je sehie ynapusame. Y nporuBaoMm, M je makcumanno ynapubamwe. Axo M
HUje CaBpIIEHO yIapuBarhe, MocToje 6ap JBa HeymapeHa 4BOpa vp #u va. VI3 Ta gBa
9BOpA IO MPETIOCTAaBIM M3/Ia3H HajMabe 2n rpaHa. CBe Te rpaHe BOJe Ka yIapeHUM
uBopoBuMa (y IPOTUBHOM OM Ce y yIapuBame MOIJIA JOJATA HOBA TPAHa, CyIPOTHO
TPETIIOCTABIMN /1A je OHO MAaKCUMaJTHO). [lomTo y ynmapusamy M mMa Mame 0/ i TpaHa,
a 3 v1 u vz m3ja3m 6ap 2n rpama, y ymapusamwy M moctoju rpana (ui,uz2) Koja je
cycenna ca ("moxpusa’) 6ap Tpu rpame m3 vi u V2. llpermocrasumo, 6e3 cMmamema
ommroctn, a cy To rpame (ui,vi), (u1,v2) u (uz,v1), Bugern cimky [5.1fa). Jlaxo
je BumeTH ma ce ykjamameM rpaHe (ui,us) u3 M, m momaBameM IBejy HOBHX TDaHa
(u1,v2) m (u2,v1) nobuja Belie ymapusarme, cauka ).

Cauka 5.1: IlpomwupuBame ynapuBamba.

Ormmcany aaropuTaM je IpuMep noTAenHoez IPUCTYIA. Y CBAKOM KOPAKY IPOIINDPUBAHA
yIapuBamba 3a jeIHy TPaHy Pa3MOTpPajy Ce YeTHPU YBOPA M HEKOJIMKO I'PAaHA KOje WX
nose3yjy. ¥ 0BOj cuTyauuju je To OMIO [HOBOBHO; MeDyTuM, y OHIITEM Ciy4ajy je
HaJIaXkeme J00pOr yapuBama TeXKn IpobyieM. Y Kby IHBabe jeHe TPaHe y yIapuBarbe
yTude Ha n300p JAPYrux TPaHa Yak W y yAasbeHuM gemoBuma rpada. [lokazahemo
CcaJa KaKO Ce 0BAj IPUCTYI MOXKe IIPUMEHUTH HA APYTH CHENjaIHu CIydaj mpobiema
yIIapuBarba.

5.1.2 bBunapTutHO ynapueatse

Bunaprutau rpad je rpad 4mju ce 94BOpOBH MOTY MOJEIUTH HA ABA ¥CjYHKTHA
mosCcKyTa Tako ma y rpady mocrtoje camo rpane m3mely uBopoBa m3 paszmamamTux
MO/ICKYTIOBA.

Hexka je G = (V, E,U) 6unaprutaun rpad y kome cy V u U IUCjyHKTHH CKYTIOBH
4BOpoOBa, a I je ckym rpaHa Koje moBe3yjy Heke IBOPOBe u3 V ca HEKHM IBOPOBHMA

u3 U.

ITpo6sem. ITlpomahm ymapuBame ca MakCHMaaHUM OpoOjeM TpaHa y OUIAPTUTHOM

rpady G.

Jeman ox mauuna mga ce dopmysmuie npobiem je ciemehu: V je ckyn mesojaka, U
je ckyn mimaguha, a E je ckyn ”norennmjasmunx”’ naposa. b je mom oBuM yciaoBuma
odopmuTu mTo Behim 6poj maposa miaamha u meBojaka.

ITupekTan mpuctyt je (pOpMHUPATH MAPOBE y CKIQIY Ca HEKOM CTPATETHjOM, IO
TPEeHyTKa KaJ| Ja/ba ylapuBama Bunie Hucy moryha — y magu na hie nam crpareruja
00e30eMTH OITUMAJIHO WK pelieme OJMCKO ornruMaHoMm. Moxke ce, Ha mpumep,
MOKYIIATH CA MOXJIEITHNM IIPUCTYTIOM, yrmapyjyhu Hajupe TBOpOBe MaJjiOr CTEIeHa, y
Haj M /13 he mpeocTasn 9BOPOBU M y KacHHWjuM (pa3aMa MMATH HeyIapeHe mapTHepe.
Jpyrum pednma, Hajupe yrmapyjeMo CTHIbUBE 0CODe, OHEe ca Marbe [IO3HAHCTABa, a O
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ocranuma OpuHEMO KacHuje. YMecTo aa ce 6aBuMO aHajM3aMa OBAKBHX CTPATEruja

(mrro mUje jemrocTaBan MpobeM ), MoKymaheMo ca MPUCTYTIOM KOPUTTHEHAM KOJT TIPETXOIHOT
npobsema. IIpermocTaBumo ma ce moJia3u 07 MAKCHMAJIHOT yIIapUBamba, Koje He MOpa

6uTu onTuMasiHo. Moxkemo i ra Hekako nonpasuru? IlormesajMo npumMep Ha CAUIMI a),
Ha KOMe je yImapuBarse MPUKa3aHo 1moieb/paHnM rpaHamMa. JacHo je 1a ce yrmapuBambe
moxke moBeharu 3amenom rpame 2A ca ase rpame 1A u 2B. OBo je Tpancdopmaruja
CJIMYHA OHOj KOJy CMO IPUMEHWIN Y IPeTX0aHOoM mpobsemy. Mehyrum, He mopamo ce
OTPAHWYHUTH 3aMeHaMa jeiHe TpaHe IBemMa rpaHaMa. Ako nponaljemo camany curyarmjy

y K0joj ce Hekmx k TpaHa MOTy 3aMeHHUTH ca k + 1 rpana, mo0mujamMo ajaropuraM Behux
moryhuocTu. Ha nmpumep, ymapuBame ce Moxke majbe moBehaTtu 3amMeHoM rpaxa 3D u

4F ca tpu rpane 3C, 4D u 5E, cimxka [5.2)6).
4 5
D FE
(a) (6)

Cruxka 5.2: IlpomupuBame OUIAPTUTHOT yIAPUBAHA.

ﬁjO—Om

Pasmorpnmo neraspauje oBe Tpancdopmammje. Ilusp je moBehaTn 6poj ymapennx
uBopoBa. [Tosla3umMo 07 HEymapeHor YBOpa v MW MOKYyIIaBaMoO jAa ra ymnapumo. Ilomro
[I0J1A3UMO OJ], MAKCUMAJIHOI YIIAPUBaHha, CBU CyCeau 4Bopa v cy Beh ynapenu; 360r
TOora cMo mpuHyheHn na u3 ymapusama YKJIOHMMO HEKy O] TpaHa Koje ’mokpusajy”
cycene v. IIpermocTtaBumo a2 MO u3abpaJm YBOP U, CYCE/IaH Ca v, KOJU je TIPETXO/IHO
6uo ymapeH ca 4BOpoM w, Ha npuMep. Packumamo ynapusame u ca w, U yrapyjeMo v
ca u. Cama mpeocraje ma mponaljemo mapa 3a 4BOop w. AKO je w TOBE3aH I'PAHOM
Cca HEKUM HEyIapeHUM YBOPOM, OHJIa CMO TOCTHUIJIU IW/b; TaKaB je OMO NPBU OI
ropmux ciydajeBa. AKO TO Huje cilydaj, OHIA HACTAB/bAMO J[aJb€ Ca PACKUIAHEM
naposa u (GopMupareM HOBUX MapoBa. Jla 61cMo Ha OCHOBY OBe HIeje KOHCTPYUCAIN
ajropuraM, mOTPeOHO je Ja ypaauMo JBe CTBapw: Ja 00e30eanMo [1a ce mMPOoreaypa
YBEK 3aBPIIABA, U /13 IOKAXKEMO 13 aKO je mobospiame moryhe, onga he ra mpouemypa
curypuo npouahu. Hajnpe hemo dbopmanusoBaru nHaBeneny uuejy.

Anrepuupajyhm nyr P 3a maro ynapusamse M je myT oI HeEymapeHOT UBODA
v € V nmo meymapenor usopa u € U, mpm demy cy rpase myra P Hau3MeHHYHO Y
E\ M, omaocro M. dpyrum peumma, mpsa rpana (v,w) myra P me npunama M
(jep je v meymapen), mpyra rpana (w,z) mpunaza M, u Tako gajbe HO TMOCIIEIEHE
rpare (z,u) myra P koja me mpumama M. 3amasmmo ma cy ympaso anrepHmpajyhn
[myTeBH y TopmuM npumepuma omoryhasasu nosehasame ynapusama. Crenmjasso,
ako je TyT AyXXKWHE jeIaH, OHJa je TO TpaHa Koja TIOBe3yje IBa HeymapeHa “IBOpa;
TaKBe I'DaHe He IOCTOje Y OGHOCY HAa MAaKCHMAJHO yHapusame. Bbpoj rpana Ha myTy
P mopa 6utu memapan, jep P mosiasum m3 V' m 3aBpmasa y U. Ilopen Tora, mebhy
rpanama myTta P rpana y E \ M mma 3a jemmy Bume ox rpama y M. IIpema TowMme,
aKo u3 ymapuBama m3bamumo cse rpane P xoje cy y M, a ykspyuumo cse rpane P
koje cy y F \ M, nobuhemo HOBO ymapusame ca jemHom rpanom sumie. Ha mpumep,
npsu ajreprupajyhu myt kopumrhen 3a noBeharme ynaprusama Ha canmm a)) je myT
(1A, A2,2B), m ou omoryhyje 3ameny rpane A2 rpanama 1A u 2B; npyrw anrepanpajyhn
uyr (C3,3D, D4,4E, E5) omoryhyje 3ameny rpana 3D u 4F rpanama C3, D4 u E5.

JacHo je ma axo 3a maro ynapusame M mocroju anrepaupajyhu nyT, ouga M muje
OIITHMAJIHO ymapusame. Vlcnocrasipa ce f1a je TadHo u 0OPHYTO TBpPheme.
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Teopema 1 (Teopema o anrepumpajyliem myty). Ynapusarwe je onmumanro axo u
camo Yy 00nocy Ha 1e2a He Nocmoju aameprupajyhiu nym.

Joxka3 he 6t gar kao mocsreauia ONmITHjer TBphema y ciaenelieM o1esbKy.

Teopewma o anTepuupajyhem myTy IupeKkTHO Cyrepuie aJropuTaM, jep MpOu3BOJb-
HO yIapuBame Koje HHje OMTUMAJIHO mMa ajarepuupajyhu myrt, a anrepuupajyhn myT
naje mosehano ymapusarme. 3amovunieMo ca TMOXJIEITHUM aJITOPUTMOM, 1oaajyhn rpame
y ymapuBame cBe J0K je To moryhe. OHma mpesia3nmMo Ha Tpakeme ajaTepHupajyhmx
myTeBa u nnoBehasame ymapusama, CBe 10 TPEHYTKA KaJl BUIIE HEMa aJITePHUPAjyhux
MyTeBa y OMHOCY HA MOCJIEIIhe yrnapuBarhe. [[o6rjeHo ymapuBame je Taga ONTHMAJIIHO.
ITomTo antepumpajyhu myr mosehaBa ymapuBame 3a jemny rpaHy, a y ymapuBamby
nma majsume n/2 rpana (rae je n 6poj uBoposa), 6poj mrepanmja je majBmme n/2.
IIpeocraje jomur jeman mpobyieM — KaKO MpoHAIa3uTH ajaTepuupajyhe myrtese? IIpobiem
ce Moxke pentutu Ha ciaefehn nauun. Tpancdopmumemo neycmepenu rpad G y ycmepenn
rpad G’ ycmepasajyhu rpame w3 M ox U xa V, a rpane w3 £\ M ox V xa U.
Cimmka [5.3|(a) mpuka3yje mMoa3HO0 MAKCUMAJHO ynapuBame 3a rpad ca cimke a),
a cJIuKa 6) mpukasyje onrosapajyhu ycmepenu rpad G'. Anxreprupajyhu nyt y G
Ta/a OAroBapa yCMePEHOM Iy Ty O/ HeylapeHor usopa y V' 1o Heymapenor usopa y U
y rpady G’. Takas ycMepeHu Ty T MOKe ce TTpoHahu 6UI0 KOjUM MOCTYTTKOM O0HMIacKa
rpada, mmp. momohy DFS. Croxenocr obmmacka (mperpare) je O(|V| + |E|), ma je
croxenoct anropurma O(|V|(|V] + |E))).

U U
4 5 6 1 2 3 4 )
/
//
//
/

|

6
A B C D FE F A B C D FE F

Ciouka 5.3: Hanaxemwe anrepuupajyhux myresa

Mo6osbiamse

ITomro xoMmeran obmmasak rpada y HajropeM Caydajy MOXKe 1a Tpaje KOJINKO U
HaJIayKeme jeqHOr IMyTa, MOXKe Ce MOKYIIATH Ca HAJAYKEFheM BUIIe ajTepHupajyhmx
nyreBa jeguom mperparoMm. Ilorpebuo je, mehyrmm, ma Oymemo CUrypHH Ha Cy OBH
[IyTeBH HEe3aBUCHH, OJHOCHO /1 HUXOBU CKYIIOBH 9BOPOBa Oyay IucjyHKTHU. AKO
Cy MyTeBU OUCjYHKTHU, OHIA YTUIY HA yIAPUBAGE PA3IUIUTUX TIBOPOBA, A Ce MOTY
ncrospemeno uckopucturu. Hosu, mobospiiany aaropuraM 3a Hagaxkeme ajarepHupajyhnx
nytesa je cremehn. Hajupe mpumemyjemo BFS ma rpad G’ ox ckyma meymapenmx
uBopoBa y V, €j10j TO CJI0j, 10 CI0ja y KOMe Cy TpoHaljeHum HeymapeHWu YBOPOBU W3
U. 3atum u3 rpada WHIYKOBAHOT IMIPETPAroM y IIUPUHY BAIUMO MAKCUMAAHU CKYIT
mucjyakTaux mytesa y G’ kojuma omrosapajy anreprupajyhu mytesu y G. To ce
M3BOIM TIPOHAIAKEIHEM IIPBOT IIyTa, YKJIAAIEM HEerOBIUX IBOPOBA, IPOHAIAKEHEM
HAPETHOT TyTa, yKIABABEM FErOBUX YBOPOBA, UTH. (DPE3yITaT HUJE ONIMUMAAHU,
HEro caMO MaKCHMAaJIHK CKyll). Bupamo makcumasnnu ckym, na 6ucMo mocsie uperpare
nobusm mro Behe ymapmBarse; cBakM HOBM OMCjYHKTHM IIyT moBehaBa ymapusarbe
3a jemmy rpany. Ha kpajy moBehaBamo ymapuBame kopumilierbeM mpoualjenor ckyma
IUCjyHKTHHX ITyTeBa. IIportec ce HacTasspa cBe oK je moryhe npounahu anrepaupajyhe
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Iy TeBe, OJHOCHO JI0K je y Tpady G’ Hekm Heymapenu 9Bop u3 V JI0CTHKAH U3 HEKOT
HeymapeHor uBopa u3 U.

Caoorcenocm. UcmoctaBbpa ce a je y mOOO/bITAHOM aJrOpUuTMy OpOj WTEparmja
O(+/|V]) y majropem cayqajy (Xomkpodr m Kapm 1973, Hopcroft, Karp; oso tBphe-
e Jajemo Ge3 10ka3a). YKylHa BDEMEHCKa CJI02KeHocT ajropurMa je pakiae O((|V]+

[EDVIV).

5.2 OnTumunsauuja TpaHCNOpPTHE Mpexe

IIpo6em oniTuMu3aruje TPAHCIIOPTHE MPEZXKe je jeJaH O] OCHOBHUX ITpobJieMa y Teopuju
rpacdosa u komMOrHaTOPHO] onrTuMu3anuju. aren3susmno je npoyuasan Buire ox 40 ro-
JVHA, I1a Cy 3a hera pa3BHjeHr MHOTH AJIFOPUTMU U CTPYKType momaraka. IIpobiaem
MMa MHOTO BapHujanTu u yormremna. OCHOBHA BapujaHTa Mpexke Moxke ce hopmymucaTu
na cnegehn naumn. Heka je G = (V, E) ycmepenu rpad ca gsa noce6Ho m3znsojexa
uBopa: s (m3BOp), ca ymasamm crenenom 0, m ¢t (momop) ca wm3masaum crermeroMm 0.
CBakoj rpanu ¢ € E npuapyKeHa je TO3NTUBHA TeXWHA c(€), KAIAIUTET rPaHe €.
Kanauurer rpane je Mepa ToOKa KOju MOKe OMTU LPOLYLITEH KPO3 IPaHy. 3a OBAaKaB
rpad KaxkemMo Ja je TpaHCIopTHa MpeXka (mam jemHocraBauje Mpexka). Tok je
byukmmja f nebunncana Ha F koja 3amoBosbasa ciemehe yciose:

(1) 0 < f(e) < c(e): Toxk Kpo3 HPOM3BOBPHY IPAHYy HE MOXKE 3 IIPEMAIIU HEH
KaTaInTeT;

(2) 3acseusBopose v € V\{s,t}je >, f(u,v) =3, f(v,w): yKynan rok Koju ynasu
y TPOU3BOJ/bHU UBOP ¥ PABJIUYUUT O S, jeJIHAK je YKYITHOM TOKY KOjU M3JIa3u’
n3 wera ("HeCTUIIBUBOCT” , 3aKOH 09yBarba, OJHOCHO KOH3EPBAIHje TOKA).

OBa aBa yciaoBa mMajy 3a HOCJIEIHILY 1A je YKYIIaH TOK KOJU U3JIa3W U3 S jeIHAK
YKYIHOM TOKY KOjU yIa3u y t. Y TO ce MOXKeMo yBeputH Ha, ciaenehn naunm. Ysenrhemo
Hajupe mojaMm mnpeceka. Heka je A mpowsBospaH moacKyn V' TakaB ma CaapiKHU S, &
me caapxku t. O3maummo ca B = V' \ A ckyn npeocranmx usoposa. IIpecek ompehen
ckynoMm A je ckym rpana (v,u) € E takBux ma v € A u v € B. INTynTHBHO, IIpecex
je ckym rpaHa Koje pasasajajy s ox t. Unaykumjom 1o 6pojy usoposBa y A j1ako ce
okasyje Aa yKyImaH TOK Kpo3 mpecek ue 3asucu o A. Cnenmjanmo, 3a A = {s} npecex
obyxBara rpaHe Koje m3jase u3 s, a 38 A = V \ {¢} npecex unre rpaHe kKoje yiaze y
t. Ilpema Tome, yKyIlaH TOK KOjU M3JIa3W U3 S jeJHAK je YKYIIHOM TOKY KOjH YJIa3u y
t. IIpobitem KOju HAC 3aHMMA je MAKCHMU3HPabe TOKA. JeJaH HAYWH 1A Ce OLMCAHU
npobJieM CXBATH Kao peasaH (bU3MYKy MpobJieM, je Ja 3aMUCIMMO 13 MPEXKY JINHe
mesu 3a Boay. CBaka 1e€B mMa CBOj KAIlaIUTET, a YCJIOBHU KOje TOK Tpeba 3 3a0BO/HHI
cy npupoanu. Iluss je ” mporeparn” Kpo3 Mpexy mTO Belly KOJIMYIHHY BOIE Y j€IIHIITI
BpeMeHa.

Ilokazahemo majupe na ce mpobsieM OHUIIADTUTHOr yIIAPUBAEA MOXKE CBECTH HA
npobsieM ONTHME3AIHje TpAHCIopTHe Mpexke. To MoXke Ha NPBU NOTJIET Ja U3IJIeId
6eckoprcHo, momTo Beli 3HAMO 712 pemuMo mpobaeM OUIAPTUTHOT yHapUBaMha, a He
3HAMO penremne mpod/IeMa ONTUMA3AIN]je TPAHCIOPTHE MPeXKe — DPeayKInja je TaKje
y morperraHoM cMepy. MehytuMm, 3a pemasame npobirema OITUMHU3AIje TPAHCIIOPTHE
MpeKe MOXKE Ce MPUMEHUTH MOCTYIAK CJIMYAH MOCTYIKY 33 HAJIaXKeHme ONTUMAJIHOT
OUIIADTUTHOL yIIAPUBAHA.

Bagarom Gumaprurnom rpadby G = (V, E,U) y xome tpeba nponalin ynapusame
ca majsehum moryhum Gpojem rpama (ONTWMATHO yHApWBaIHE) MOJAjEMO TBA HOBA,
4Bopa $ u t, MOBE3yjeMO § TpaHaMa Ca CBUM 4YBOopoBuMa u3 V', a cBe dopose u3 U
nosesyjemo ca t. Oznauumo mobujeru rpad ca G’ (Bmaerm ciuky |5.4] ma kojoj cy
CBEe TpaHe ycMepeHe cjeBa yzaecuo). [lomTo cBuM rpamama momemmo KamamureT 1,
mo6ujaMo perymapam mpobeM oITHMH3aNHje TPAHCIOPTHE Mpexke Ha Tpady G'. Heka
je M uexo ynapuBamwe y G. Yuapusamwy M MoxKe ce Ha IPUPOJAH HAYUH [IPUADPY KUTH
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Tok y G'. lonemyjemo Tox 1 cBum rpamama w3 M w CBEM TpaHama Koje S WU
t moBe3yjy ca ymapenmM uBopoBuMma. CBUM ocTajmMm TpaHaMa mgomespyjeMo Tok 0.
VYkymaH TOK jenHak je Tama Opojy rpana y ymapuBamy M. Moxe ce mokasarw ja
je M onrmMarmo ynmapuBame ako W caMo axo je oarosapajyhu memobpojum Tox y G
ONITHMAJIAH. ¥ jeTHOM CMepy JOKa3 je jeJHOCTABaH: aKO je TOK ONTHMAJIAH U OArOBapa
yIapusamy, OHIa ce He Moxke Hahu Behe ymapusame, jep 6u My ogrosapao sehu Tox.
a 6ucMo m3Bean I0Ka3 y APYrOM CMepy, IOTPeOHO je Ja HeKAKO MPUMEHUMO U]y
anTepHmnpajyhnx myTesa Ha TOK y TPAHCIIOPTHO] MPEXKHU, U A TTOKAXKEMO /12 aKO HEMA
ajTepHupajyhux myTeBa, OH/IA je oAroBapajyhim TOK OmTHMAaJIaH.

Cunuka 5.4: Cpoljeme OMIIapTUTHOT yIapUBamkbha HA ONTUMHU3AIN]Y TPAHCIIOPTHE
Mpexke (CBe rpaHe yCMepeHe Cy CJIeBa YECHO).

IToBehaBajyhu myT y ogsocy Ha 3agaru ToK f je ycMepenwu 1yT of S A0 t, KOju
ce cacroju of rpaHa m3 (G, He 06aBe3HO y MCTOM CMepy; CBaKa O TUX TpaHa (v,u)
Tpeba ma 3aI0BOJHU TAYHO jeJaH o cieaeha /IBa ycJioBa:

(1) (v,u) uma ucru cmep kao u'y G, u f(v,u) < c¢(v,u). Y Tom ciayuajy rpana (v, u)
je nupekTHa rpana /lupekTHa rpana mMma kKamanuter Behm om Toka, ma ce
mozxke noseharn Tok kpo3 wy. Paszmka c(v, u) — f(v,u) 30Be ce caek Te rpane.

(2) (v,u) uma cynporan cmep y G, u f(v,u) > 0. Y oBom cityuajy rpana (v,u) je
noBpaTrHa rpasa. /[eo Toka m3 MoBpaTHe TpaHe MOXKe ce mno3ajMuTn’.

IToBehasajyhu myrt je yommrerse anrepHupajyher myTa, M mMa HUCTH CMHCAO 33
TPAHCIIOPTHE MPexKe Kao ajrepuupajyhu myr 3a 6unaprurHo ynapusame. AKO 0cToju
nosehaBajyhu myrt y ogaocy Ha Tok f, omma f Hmje onTmMmasiHu TOK. Tok f MoKe ce
noseharu mosehasamem Toka Kpo3 mosehasajyhin myT Ha cienehu Haumsa. Axo cy cse
rpaue nosehaBajyher myra nupekTHe rpame, OHIa Ce KPO3 BUX MOXKe moBehaTu TOK,
TaKO JIa CBa OTPAHWYEHA U J1ajbe OCTaHy 3a710Bo/beHa. HajBelie moryhe mosehame Toka
je y OBOM CjIydYajy Tad9HO jeTHAKO MUHWMAJIHOM CjeKy Mehy rpanama myta. Ciydaj
LOBPATHHUX IPaHa je HEIITO CJIOXKEHUju, BujeTu npumMep Ha caunu [5.5] CBaka rpana
o3HaueHa je ca aBa Opoja a/b, npu Yemy je a kamamurer, a b TpeHyTHH TOK. JacHO je
Ja ce yKyIlaH TOK He MOXKe JUPEKTHO rnmoBeharTw, jep He IOCTOju IyT Of S 0 ¢ KOju ce
€acToju caMo Oof AUpeKTHUX rpana. lmak, mocToju Ha4YWH ma ce yKyIaH TOK moseha.

Iyt s — v — u — w — t je moBehasajyhu nyT. Jomynckn Tok 2 MOXKe Cce CIpOBECTH
10 u oxm s (2 je MMHMMAJIHU CJIeK Ha JUPEKTHWM rpaHama a0 u). Tox 2 moxe ce
0dyzemu (mo3ajmurn) ox f(w,u). Tume ce nmocTmke 3an0B0sbemE yetoBa (2) (3axona
odyBara TOKA) 3a 9BOP U, jep je u mmao mosehame Toka 3a 2 w3 nosehasajyher myTa,
a 3aTUM CMambelmhe JOTOKA 33 2 U3 HOBPATHE I'PaHe. Y YBOPY W je CaJa M3JIA3HU TOK
cMambeH 3a 2, na ra rpeba noseharu kpo3 Heky usnaszny rpany. Ca ”nporepuBamem”
TOKa MOYKe Ce HACTAaBUTH HA WCTW HAYMH Of w, noBehiaBarbeM TOKa KPO3 JUPEKTHE
rpaHe ¥ CMambHBameM TOKAa KPO3 IIOBpPATHE IrpaHe. Y OBOM CiIydajy IIOCTOJU CaMO
jour jenna mupekTHa rpana (w,t) Koja mocruxke t, u npobaem je pemen. I[Tomro camo
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Ciouka 5.5: Ilpumep mpexe ca nopehasajyhum myrem.

JUPEKTHE IPaHe MOTY [a M3Jja3€e U3 S, OMHOCHO [ yJa3e y ¢, yKylaH TOK je moBeham.
Tloeehame je jemnako mamem of cierneha mBa 6poja: MUHUMAJIHOT CJIEKA JIUPEKTHUX
rpaHa, OJJHOCHO MUHUMAJIHOT TOKA MOBPATHUX rpaHa. Ha C.J'II/IUII@HPI/IK&3&H& je mcra
Mpe>Ka Ca HpOMeH)eHI/IM TOKOM; HCIIOCTaBJ/ba C€ IOa je HOBU TOK y CTBE‘LPI/I OIITUMAJIAH.

4/3

Ciomka 5.6: Pesynrar moeehasama Toka y Mpexn ca cinke [5.5]

3 peuenor cimenu ma ako y mpexu moctoju noBehasajyhu myT, onma Tok Huje
ontumasan. O6pHuyTO je Takolje TawHo.

Teopema 2 (Teopema o mosehasajyhem myTy). Tox xpo3 mpancnopmmuy mpesicy je
ONMUMAAGH AKO U CAMO GKO Y 00HOCY HaA 1be2a He nocmoju nosehasajyhu nym.

oxas. Joka3 y jemaom cmepy cmo Beh Bumesm — ako y MpexKu MOCTOju mmoBehaBa-
jyhu myr, onma tok mHuje onrumasian. [IpermocraBumo cama ma y omHocy Ha TOK f
He mocToju Hu jemax mosehasajyhm myr, m mokakmmo ma je tama f onTHMAasIHU TOK.
3a mpomsBospan mpecek (oxpeljen ckymom A, s € A, t € B =V \ A) nedburumemo
KallaluTeT, Kao 30Mp KallaluTeTa HheroBux I'PaHa Koje Boje u3 HeKor uBopa A y Hekn
uBop B. JacHo je ma mu jemam TOk He MoxKe OuTy Behm o7 KamanuTeTa IMIPON3BOJHHOT
npeceka. 3ancra, yKynaH TOK M3 § jeHAK je 30Mpy TOKOBa KPO3 IDAaHE IPECeKa O
A ka B, ymameHOM 3a TOK KO3 rpaHe npeceka o, B ka A, na je Mamu win jeHaK
o 30Mpa KamanuTeTa rpaHa Koje Boie ox A ka B, 0JHOCHO 0[] KaIlaruTeTa IPeceKa.
IIpema Tome, ako mporaljemo TOK ca BpeaHOMINY je/THAKOM KAIlAIUTETy HEKOT IIPeceKa,
on/a je taj Tok onruMasan. Ca J0Ka30M HACTAB/HAMO y TOM LpaBlly: nmokasahemo ja
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aKoO y OomHOCY Ha TOK He moctoju moBehaBajyhm myT, oHZa je yKymaH TOK jemHAK
KATAINTeTy HEKOT TPEeCceKa, Mma JaKJje OTTHMAaJIaH.

Heka je f 1ok y ommocy Ha Koju He mocroju nosehasajyhu myrt. Heka je A C V
CKyIl YBOPOBa ¥ TaKBUX Jla y OAHOCY Ha TOK f mocroju moeehasajyhu myT om s 10
v (penm3HUje, TOCTOJU YT O, S I0 v TaKaB Ja Ha FHeMy 3a CBe JWDPEKTHE TpaHe €
Baxu f(e) < c(e), a 3a cBe mospatHe Tpane € Baxu f(e’) > 0). JacHo je 7a s € A
nt ¢ A, jep mo mpernocrasium 3a f He mocroju nosehasajyhu myr. IIpema Tome, A
nedunnmre mpecex. TBpammo Ja 3a cee rpase (v,w) Tor mpeceka Baxku f(v,w) =
c(v,w) ako je v € A, w € B ("mmpextne” rpame), omuocHo f(v,w) = 0 ako je
v € B, w € A ("nosparne rpane”). 3aucra, y nporusHOM Ou mupekTHa rpana (v, w)
mpojy»kaBaja noeehagajyhn myT 10 uBopa w ¢ A, CyIPOTHO MPETIOCTABIM 12 TAKAB
Iy T TOCTOju caMo 110 aBOpoBa 3 A. Cimaro, moparHa TpaHa (v, w) MpOmy KaBaJIa
6u mosehasajylinm myT no usopa v ¢ A. [lakse, yKynmaH TOK jeHAK je KAIAIUTETy
mpeceka onapeljenor ckymom A, ma je Tox f omTmMaJiaH.

Iokazasm cmo cirenehy Baxkmy Teopemy.

Teopema 3 (Teopema 0 MAKCHMATHOM TOKY M MAHAMAJIHOM TIPECEKY). Onmumainiu
MOK Y MPENHCU JeOHAK J€ MUHUMAAHOM KANAUUMEMY NPECEKA.

Teopema o mosehasajyhem myTy mma 3a mocaemuity u ciaemely Teopemy.

Teopema 4 (Teopema 0 1e06pPOjHOM TOKY). AK0 CY KANAUUMEMU CEUT 2pana Y
MPEAHCU YEAOOPOJHY, 0HAQ NOCTNOJY ONMUMAAHY MOK €O UeaobpojHom epedrowhy.

Hoxas. Tephemwe je mocmemuma Teopeme o mosehasajyhem myry. CBakm asropuram
Koju kopuctu camo mosehasajyhe myreBe moBOAM 10 1EI06POJHOT TOKA aKO Cy CBH
KamanuTeTn rpana 1me1obpojun. OBO je OUnriIesHo, jep ce Moxke KpeHyTu o1 Toka 0,
a OHZIAa Cce YKYIAaH TOK I0csie cBake ymorpebe moBehasajyher myra mosehasa 3a memm
6poj. o mcTor 3akspyvKa [107a3U Ce€ W HA APYI'H HAYMH: KAIIAIUTET CBAKOI IIPECEKa
je mesro0pojaH, ma, 1 MUHUMAJIHOT.

Bparumo ce caa Ha mpobsieM GMIapTUTHOT yIapuBarmka. JacHo je na cBaku ajsrrepanpajyhn
oyt y G oxrosapa mosehasajyhem myty y G, m obpmyro. Ilociaemmma TeopeMe o
nosehasajyhem myTy je Teopema o anreprumpajyhieM myTy u3 IPETXOIHOT OfI€/bKa.
Ako je M omTmMasHO ymapuBar-e, OHJA 3a Hera He TOCTOjU ajaTepHupajyhwm myr,
ma y G’ me moctoju mosehasajyhu myT, a omrosapajyhu Tox je omrmmasan. C apyre
CTpaHe, ITOCTOjU ONTHUMAJIHHU IeJI00POjHI TOK, W OH MOpa [a OJrOoBapa yIapUBAIbY,
jep je ceakm uBop y V moBe3an camo jeHOM TpaHoM (ca KamarureroM 1) ca s; 360r
TOra, yKyIlaH TOK KpO3 CBaku 4BOp u3 V Moxke ma Oyme Hajsumie 1. IlcTo Baxku u 3a
uopoBe u3 ckyna U. OBo ynapuBame Mopa 6uTu OTUMAasHO, jep ako 6u ce MOrJio
noseharn, onna 6u mocrojao Behn ykymHm TOK.

Teopema o moBehaBajyhem myTy Hemocpemmo ce TpamcdopMmuiie y ajaropuTaM.
Ilonasu ce ox Toka 0, rpaxke ce nosehasajyhu myresu, u Ha OCHOBY mux nosehasa
ce TOK, cBe 10 TpeHyTKa kana mosehasajyhm myresm Bume me mocrtoje. Tpakeme
nosehaBajyhux myreBa moxke ce m3Bectu Ha ciaenehm maumn. [ledunumemo pesu-
ayasau rpad y omnocy Ha mpexy G = (V,E) u tox f, xkao mpexy R = (V, F)
Ca WCTHM YBOPOBMMA, MCTUM M3BOPOM U ITOHOPOM, ajIf IIPOMEIHEHNM CKYIIOM I'DAHA
n muxoBux Texkuaa. CBaky rpamy e = (v,w) ca TokoM f(e) 3amemyjeMo ca Haj-
sume jape rpase € = (v,w) (ako je f(e) < c(e); xkanauurer € jenHaxk je ciexy
rpane e: c(e') = c(e) — f(e)), ommocno €’ = (w,v) (ako je f(e) > 0; xamamurer
e’ je c(e') = f(e)). Axo ce ma oBaj mawmH AOOHWjy ABE TAapasenHe TPaHe, 3aMe-
BYJy Ce jeqHOM, Ca KAlaIUTeTOM jeJHAKOM 30Mpy KAallaIl[uTeTa [HapajeIHuX IDaHa.
Ha comum [5.7] mpukaszan je pesuayansu rpad 3a Mpexy ca ciuke [5.5} y ommocy Ha
TOK 33J/1aT Ha TO] ciaurn. ['pame pe3mmyansor rpada oarosapajy moryhum rpanmama
nosehasajyher myra. Ibuxosu kanamurern ogrosapajy moryhem nosehamy Toka Kpo3
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Te rpane. IIpema Ttome, mosehasajyhm myT je obmuam ycmepenu myT Ox S [0 t Yy
pesuayansom rpady. Koncrpykmuja pesuayannor rpada 3axresa O(|E|) kopaxka, jep
ce CBaKa rpaHa MpoBepaBa TAYHO jETHOM.

Cumka 5.7: Pesmayamun rpad mpesxe ca ciuke 5.5y omnocy Ha TOK nedunucan
Ha TOj CJIUIIH.

Ha necpehy, m36op nosehasajyher myra ma mpom3Bo/paH HAYIMH MOXKe Ce IOKa-
3atu BpJ0 HeedmkacHuM. Bpeme m3Bpiiema TaKBOT ATOPUTMA Y HAJTOPEM CIIyUajy
MOKe Ja 9aK U He 3aBucu ox Benumdnue rpada. I[Tocmarpajmo mpexy Ha commm 9.8
Onrumasnau ToK je ounriemuo 2M . Mebhyrum, morsim 6ucmo na xperemo of noseha-
Bajyhier myra s —a — b —t kpo3 koju ce Tok Moxke moBeharu camo 3a 1. 3aTum Gucmo
moryu 1a n3abepemo mosehasajyhu myr s —b — a — t koju omer moBehasa TOK camo 3a
1. IIpormec moxke ma ce moHOBM yKymHO 2M myTa, rae M Moxke OWTH BPJIO BEJINKO, 6€3
003upa 1mTo rpad mMa camMo YeTHPHU YBOPa | IeT rpaHa. Ilomrro ce Bpeauoct M moxe
npencrasuru ca O(log M) Gura, C/I02KEHOCT OBOI AArOPUTMA je y HAJrOPeM CJrydajy
ekcnoneHNMjaaHa, Gynkmmja Benmaunne ynasa (6poj M je meo ymasa).

Q

S

Cmnuka 5.8: IlpuMmep Mperke Ha KOjoj Tpaxkeme rnosehasajyhux myTeBa Mozke
ONTH HEOTPAHUIEHO Hee(PUKACHO.

lope maBemena moryhroCT je Bpso HemoxkesbHA, amn ce Moxe m3behu. Exmonmac
n Kapn (Edmonds, Carp) cy 1972. rogune nokasam ga ako ce mehy moryhum mo-
pehaBajyhimm myreBuma yBek Oupa OHaj ca HajMamuUM OpojeM T'paHa, OHIA je Opoj
noseliasama majsumre (|V|2 — [V])/4. To Boau anropuTmy Koju je y Hajropem Crydajy
[OJIMHOMUjAJIaH y OJIHOCY Ha BesmuuHy yiasda. Oz Tor BpeMeHa [pPe/JI0KeHO je BUlLe
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PA3IMYATHX AJTOPUTAMA, CJIOKEHUJUX W MAbE CJIOKEHUX, & BHIIE EHUX JOCTHKE
ropsy rparmy cioxernoctu O(|V|?) y majropem caywajy. Oszae ux nehiemo ormcupaTn.

5.3 XamMunToHOBM LUKNYyCK

IIpo6aem. 3amar je rpad G = (V, E). [lponahm y G mpocTn IMUKJIYC KOJU CBAKH
gBop u3 V caapKu TAIHO jeTHOM.

Takas nukiyc 30Be ce XamMuaToHoB nukiayc. ['pad koju cagpxu XaMuIToHOB
nukJiyc 30Be ce XamuaroHoB rpad. I[Ipobiaem nma yecMmepeny u HeyCMepeHy BEP3H]y;
mu hiemo ce 6aBuUTH CaMO HEYCMEPEHOM BapPHjaHTOM.

3a passmky oz npobiema OjnepoBux mukJyca, npobsemM HalaKema XaMUITOHO-
BHUX nuKjyca (OJHOCHO KapakTepu3anuje XaMuaToHOBHX rpadoBa) je BpJIO TexKak.
a 6u ce mposepmio ma ju je rpad OjaepoB, MOBO/FHO je 3HATHU CTEIEHE HherOBUX
4BopoBa. 3a yTBphuBame na Jjim je rpad XaMUITOHOB, TO HHUjE TOBOJFHO. 3anUCTA,
aBa rpada TpuUKa3aHa Ha CIIMIN nmajy mo 16 wBopoBa crenena 3 (maksie mMajy
WCTE CTENeHe YBOPOBA), aJu j€ MPBU XaMUJITOHOB, a Apyru oguryiemano uuje. OBaj
npobiem crana y kimacy NP-kommrernux mpobiaema. Y oBoMm ozmesbKy npukadahemo
jemHocTaBaH MOCTYMAK HAJTAYKeHa XaMUJITOHOBOT ITUKJIYCA Y CTEINjaJTHO] KJIACH BPJIO
rycrux rpadosa.

Cnuka 5.9: JIBa rpada ca mo 16 uBopoBa cremena 3, 07 KOjuUX je NIpBU
XaMHUITOHOB, & APYTH HHjE.

Hexka je G = (V, E) nose3an meycmepen rpad u HEKa 3a IPOM3BOJ/bAH IBOP v € V/
d(v) o3nauaBa meros cremen. Cienehu mpobiem je crnenujagHu Ciiydaj Tpaskema
XaMuITOHOBOT MUKJIyca y BpJIo ryctuM rpadosmma. [lokazaliemo qa ycmosu mpobrema
rapanryjy ga je rpad XamMuiIToHOB.

IIpo6uem. [lar je mosesan neycmeper rpad G = (V) E) ca n > 3 uBopoBa, Takas 1a
CBAKW TIAP HECYCEJIHUX YBOPOBA U M W 3a70B0osbaBa ycaoB d(v) + d(w) > n. IIponahn
y G XaMuITOHOB IHKJIYC.

AsropuraM ce 3acHWBA Ha WHIYKIMjU 110 GPOjy rpaHa Koje Tpeba YKIOHWTH W3
KoMILTeTHOT Tpada ma 6m ce mobmo 3amatu rpad. Baza mmayknuje je KoMmIureTan
rpad. Ceaku komierad rpad ca 6ap Tpu 4BOpa CaaPKU XaMUITOHOB LUKJILYC, KOJU
je maxo mpomahn.

NupykTuBHa xunoresa. Ymemo ga nporahemo XaMUITOHOB UKIIYC y TpadOBUMA
KOju 3370BOJbABAjy HABEJIEHE yC/I0BE akO umajy 6ap n(n — 1)/2 — m rpana.
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Cana tpeba na nmokaxemo kako npornahu Xammaronos nukiyc y rpady ca n(n —
1)/2 — (m + 1) rpama xoju 3a10BosbaBa ycaose mpobsema. Heka je G = (V, E) takas
rpad. Mzabepumo mpom3BosbHA ABa HecycemHa uBopa v u w 'y G (To je moryhe ako
rpad Huje Kommieran), u mocmaTpajmo rpad G’ koju ce om G nobuja momaBamem
rpaue (v,w). [IpeMa MHIYKTUBHO] XUIIOTE3U MM yMeMO Ja mnpoHahemo XaMHUITOHOB
maksyc y rpady G'. Heka je w1, T2, . . ., Tn, 1 Takas makayc y G (umetn C.)'II/IKy.
Axo rpana (v, w) HEje 1e0 MUKIIyCa, OHAA je NCTH IMKIYC fneo rpada G, na je mpobsem
permieH. Y TPOTUBHOM, 0e3 CMaberha, OTIMITOCTH MOXKe Ce TIPETIIOCTABUTH Ja je U = T
nw = T. [Ipema garum ycnosuma je d(v)+d(w) > n. [lorpebno je y rpady mponahn
HOBHU XaMHﬂTOHOB TUKJIYC.

Ti+1 X4

Cruka 5.10: Momudukainuja XaMuITOHOBOT IIUKJIYCA TOC/IE n30aIINBaHa IPAHE

(v, w).

TTocmarpajmo cBe rpame rpada G cycemHe ca YBOPOBHUMA v WU w. TBpAuMoO 11a
07|, 3aIATMM yCJIOBMMA TIOCTOj€ /IBa 9BOPA T; W T;+1 TakBa ma y (G mocroje rpame
(w,z;) u (v, zi+1). Ja 6ucmo TO IOKA3a/HU, IPETIOCTABUMO CYIIPOTHO, 13 HA 32 jeIHO
i, 2 < i < n—2, He ToCTOje UCTOBpeMeHo 00e rpare (w,x;) u (v, z;+1). Heka je usop

W B€3aH €A YBOPOM Tn_1 U Kk IBOPOBA Tiy, Tis,...,Ti,, IPH deMy je 2 < i1 < iz <
<o < i <n—2. Taga 00 mpeTIIOCTaBIM YBOD v HHje BE3aH HU CA jeIHUM O YBOPOBA
Tiy+1, Tig+1, - - - Tip+1, Ma je d(v) < n—2—Fk (ox ykymuo n—1 moryhux rpama u3 v e

[I0CTOj€e TpaHe Ka w, HUTHU Ka k HaBeJIEHUX YBOPOBA, PA3IMIUTHUX 01 w). 360r TOra je
d(w)+d(v) < (k4+1)+(n—2—k) = n—1; 0BO je y KOHTPAJUKIHJH CA IIPETIIOCTABKOM 2.
je d(w)+d(v) > n. Jaxse, 3a Heko i mocroje rpane (w, ;) u (v,z:11). Ox oBux ABejy
rpana Moxke ce GopMmpaTH HOBU XaMUITOHOB MUKIYC V(= T1), Tit1, Tit2,. .., W(=
Tn )y TiyTie1,-..,V, KOJU HE CAAPKHU rPany (v, W), BUAETH CIUKY

Peaausayuja. JupekTHa IpuMeHa OBOT J0KAa3a MOJIA3U OJI KOMILUIETHOT rpada, u3
KOTra ce jemHa 3a apyroMm m3ballyjy rpamHe Koje He Ipumaaajy 3amaroMm rpady. Bosmse
je pemrerse moveTn ca MHOTO MamuM rpadowm, Ha caegehn maumn. Y marom rpady
G majupe mpoHasmazuMo myradak myT (Ha mpmmep, momohy DFS), a omma momajemo
HOBE I'DAaHE TAKO [a IIyT IPOAYKHUMO A0 XaMUJITOHOBOT IWKJIyCa. 1ako je mobujen
Behu rpad G'. O6ugHO je J0BO/BFHO JOATH CAMO HEKOJIWKO Tpana. MeljyTmu, wak u y
Hajropem caydajy 6whe momata majsume n— 1 rpana. [lomazehn oq G’ noxas Teopeme
Ce 3aTUM [PUMEIbYje UTEePATUBHO, CBe 10K ce He nponabe Xamunaronos nukiayc y G.
VYxynan 6poj kopaka 3a 3ameny jeaue rpare je O(n). IlorpeGHO je 3aMeHUTH HajBUIIE
n — 1 rpama, ma je BpeMeHcKa CaoxKeHocT amropurma O(n?).






[nasa O

Pepykunje

6.1 VYsopg

Banogehemo oBo moriasbe jenHoM aHergoroM. Maremarudapy je 00jallmbeHO KakKo
MOYKe [1a CKyBa dYaj: Tpeba 1a y3Me TajHUWK, HAIMYHU T'a BOJAOM M3 CJIaBUHE, CTABU
YajHUK Ha IITEhaK, CA9€Ka /1a BOJIA IIPOBPH, ¥ HA KPajy CTaBH 4aj y Boay. A OHIa Cy
ra [IUTAJIM: KaKO MOXKE /1a CKyBa 49aj aKO MMa YajHUK, IIyH Bpese Boze? JeaHOCTaBHO,
Kaxke OH; mpocylhie BoIy u Tako CBeCTH MpobJsieM Ha Beh perreH.

Y oBOM mOrJIaB/by MO3a0aBUNEMO Ce MIEjOM PEeIYKITHje, OJTHOCHO CBODema jeTHOT
mpobsema Ha apyru. [Tokazahemo ga pemykimje, nako moHeKa | HEPAIMOHAIHE, MOTY
ouTi u Bps1o kopucHe. Ha mpumep, ako ybarure y canmay«e momTe Ha HoBom Beorpaay
MICMO 33 Y0BEKA KOjU CTaHyje 0IMaxX IOpeJ Te MOIITe, TUCMO he, 6e3 003upa Ha OJ1u-
3uny ompenumTa, npehu oyt mo I'maBue momre y Beorpamy, ma Hazas mo momrre Ha
Horom Beorpamy, u Tek onma he ra momrap OJHETH BalleM MO3HAHUKY. Y MHOTO
CJIydajeBa HUje JIAKO MPENO3HATH CITEINNjaIHN CJIY9aj U 32 Bera CKpojuTu epuKacHmje
CIIENIWjAJTHO Pererbe. Y MPaKcu je 1ecTo eduKaCHUje CBe CIIeNHjaTHe CIydajeBe TPeTUPATH
Ha ucTH HaumH. Ha TakBy CHTyaluWjy PeIoOBHO Ce€ HAWIA3W W TIPW KOHCTPYKIIAjU
agroputama. Kam mamhemo Ha mpob/eM KOju Ce MOZXKE CXBATUTH KAO CIIETINjaJTHA
ciIydaj apyror mnpobJiema, KOPUCTHMO IMO3HATO pemierbe. To pelreme MOHEKA MOXKE
OUTH TIpEBUINE OIIITE WM TpeBumie ckymo. Mehyrum, y MHOTMM ciaydyajeBuMa je
KopuIifierbe OIMITEr Pellerha HAjIaKIIN, HAjOp:KW W HajeJeraHTHUjU HAYUH A CE
npobGsem permmm. OBaj NPUHIMIT C€ 9€CTO KOPUCTHU. 38 HEKE PadyHapCKe mpobJeme, Ha
puMep paJ ca HeKOM 6a30M MoJgaTaka, OOWYHO HUje HEOTIXOIHO HAMMCATH TIPOTPaM
KOju pemraBa camo Taj mpobjem. OmmTe pemneme He MOpa Outh HajedwKacHUje, aan
je MHOrO je/THOCTaBHUje NCKOPUCTUTH YIIPABO HHera.

IIpermocraBumo ga je mat npobsrem P, Koju m3riena KOMILIMKOBAHO, AJIHM JINYN HA
nmozuaTu mpobaem Q. Moxe ce He3aBuCHO (0 OWETKa) pemasaTh mpobuaem P, wim
ce MOKe MCKOPUCTUTH HEKHU O] MeTOIa 3a pemaBame () u npumenntu Ha P. IToctojm,
mehyrum, u rpehia moryhnocr. Mozxe ce nokyiaru ca HaJlaxKemeM peayKIuje, O4HOCHO
cBobhema jemmor mpobsema Ha mapyru. HedopmaJsimno, peayKImja je pemaBarme jeTHOT
mpobsema KopumnihemeM ”pHe KyTuje” Koja pemasa apyru npobiaem. Pemnykmmjom ce
MOzKe IIOCTUNY jeJaH 01 IBA LHJbA, 3ABUCHO Of cMepa. Pememe P, koje KOpuCTH IPHY
KyTHjy 3a pernaBame (), MOXKe ce TpaHCGHOPMICATH ¥ aJITOPUTAM 33 peniaBare P, ako
ce 3Ha aiaropuraMm 3a pemasame (). C apyre crpane, ako ce 3a P 3Ha ma je Texak
pobJieM, 1 3Ha Ce J0ma I'PAHULA CJIOKEHOCTH 32 aJIlOPUTMe KOoju perrasajy P, onma
je TO UCTOBPEMEHO U 03 TPAHUIIA CJIOKEHOCTH 3a TpodjeM (. Y mpBOM CIIy4ajy je
penykiuja uckopumhena 3a gobujame undopmanuje o P, a y apyrom — o Q.

Ha mpumep, y omemky pa3maTpajy ce mpolsleMu MHOXKEha U KBAIPUPAHA

47
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MaTpuIa. JacHO je 1a ce KBaJpupame MOXKe U3BECTH IIPUMEHOM aJIrOPUTMA 33 MHOKEHE;
npeMa ToMe, KBaJPUpPare MaTPHIIE MOYKE Ce CBECTH Ha MHOYKehe MaTpuna. Y onesbKy[6.4.2]
ce roKasyje ma je Moryhe moMHOXXUTH JBE MaTPHUIE IPUMEHOM AJTOPUTMA 33 KBAIPUPATHE;
APYrUM pedrMa, MHOXKEHe MaTPUlla CBOAU ce Ha KBajapupame. CBpxa oBe apyre
penykIpje je m3Boherse 10Ka3a 1a ce KBAIPUPArhe MATPHUIIE He MOYKe U3BECTH aCHMIITOT-
ckm OpiKe 07 M3padyHaBama MPOMU3BOAA JBE MPOW3BOJbHE MaTpuie (IO yCJIOBAMA,
KOjU Cy Pa3MOTPEHU y OIeJbKY .

VY oBoMm normnassey Bugehemo Hekomko npumepa peayknuja. Hamaxeme pegyknuje
jenmor mpobsemMa Ha APYrHM MOYKe OMTH KOPMCHO YaK W aKO He Jaje HOBY Oy WJIN
TOpIbY TPAHUILY CJIOKEeHOCTH Tpobsiema. Pemykmmja omoryhiyje 60/be pa3ymeBamse 06a
npobiema. OHa ce MOXK€ UCKOPUCTUTHU 338 HAJIAXKEH-€ HOBUX TEXHUKA 33 HAIlaJl Ha
npobsieM mim merose BapujanTe. Ha mpumep, pemykimja ce MOYXKe MCKOPUCTUTH 32
KOHCTPYKIIUjy TIapaJjieIHOr aJrOPUTMA 33 pellaBambe IpodJseMa.

Jenan o edukacHux HaumMHA 32 ynoTpedy peayknuja je qeduHICATbE BPJIO OIIITEr
mpobjemMa, Ha KOra ce MOTY CBECTH MHOTH apyru mpoOsemu. Takas mpobiem Tpeba
na 6yme TOBOJHHO OMIITH, 13 TIOKPHje MIMPOKY KJIACy TpobJyeMa, JOK Ca Apyre CTpaHe
Tpeba ma Oyme MOBOJ/PHO jeIHOCTaBaH, da Ou mMao edmKacHO perreme. JlmHEapHO
IpOrpaMuparke, jeaH O TAKBUX IpobseMa, pa3MoTpulieMo y omespKy

Tlomenmmo u To ga cmo ce u panuje Beh cperasm ca mpumepnMa peayKIpja — Ha
TpUMep, ca PeayKIMjoM MpobiieMa HaIaKerha TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEHha HA TPOoLIeM
HaJIaKema CBUX Hajkpahux myTesa.

6.2 [pumepwn pepykumnja

YV oBoM ofespKy pa3zmMoTpulieMo HEKOJIMKO MpuMepa yrnorpebe peayKIimja Kao METOIa
3a KOHCTPYKIH]y €PUKACHUX AJITOPUTAMA.

6.2.1 Uwuknnyko ynopeljuBare cTpuHroBsa

Tlouumemo ca jeHOCTABHOM BapHjaHTOM IPOOIEMA TPOHAIAKEhA Y30PKA Y TEKCTY.

ITpo6uem. Heka cy A = apai...an—1 u B = bob1...by—1 aBa crpuHra myxuxe n.
YcranoButu ga s je cTpuHr B mukamyakn moMepaj crpunra A.

IIpobaem je ycramosutm ma sm mocroju mumekc k, 0 < k < n — 1, Takas ma
je @i = bkti)moan 3a cBe i, 0 < i < n — 1. Osmauumo osaj npobsem ca CUS, a
OCHOBHU TIpobJieM Tpaxkewma peun y TekcTy ca TUT. IIpobmem CUS moxe ce pemutw,
Ha npumep, n3menom aiaroputma KMP. Tloctoju 60/pu Haume ma ce mohe mo pemrersa.
Nneja je dopmysmcaru CUS kao perysiapau npumep yaasa 3a upobsuaem TUT. Ipyrum
pednMa, TpaXKuMo HeKHu mexcm ' u pew P, Tako ma je mpoHasiaxeme Py T’ eKBUBAJIEHTHO
yrephuBamy na je B nuksmukm momepaj A. Ako mam To molje 3a pykom, oHpma ce
pemweme TUT ca crpmarosuma T m P moxke mckopucturu 3a pemasame CUS ca
crpunrouma A u B. Kaj ce mpobieM pa3MoTpu Ha OBaj HAYMH, JIAKO j€ BUIETH
pememe: 3a T tpeba y3etm AA (ogrOCHO cTpuHr A HazOBE3aH Ha camor cebe). JacHo
je ma je B mwkamukwm iomepaj A ako u camo ako je B moactpunr crpunra AA. ITomro
mpobsaem TUT ymemo ma pemrmmMo 3a JIUHEAPHO BpeMe, JIOILIN CMO JI0 aJrOPUTMAa, 33
pemaBame CUS nunHeapHe CI0XKEHOCTH.

6.2.2 Pepykunje ca ynopehusarbem Husoea

Pasmorpumo mpobstem oxpehuBamma equT pacrojara IBe HUCKE: JATH Cy HU30BHU
3HakoBa A = aiaz...an, B = bib2...b,, a 3amarak je mpoMeHWTH A 3HAK TI0
3HAK, W TAKO ra y9uHuUTH jegHakuM Hudy B. J[o3Bo/beHE Cy TPU €T OIeparmje
— ymemare, Gpucarve U 3amena 3HAKA. HAJy Ce LieHe CBaKe olepaiyje, a [u/b je
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MHUHUMA3AIM)a IIeHe eUTOBaka. Penreme Koje CMO PaHrje pa3MaTpasin 3aCHIBA Ce Ha
TOTIyIhaBarhy Tabesie INMeH3Mja 1 X 1M, ¥ KOjOj CBAKU €JIEMEHT OATOBAPA NaPULjaAHOM
€/INTOBAKY: eJeMeHT Tabejie y MpeceKky i-Te BPCTe W j-Te KOJIOHE je HajMarba IeHa
TpancdopMucama npBuX ¢ 3HaKoBa Hucke A y j npsBux 3umakoBa mucke B. Ilwsb ce
TOCTHMKE M3PATyHABAIHEM €JIEMEHTa Y JIOIeM JeCHOM yrity Tabese. Bumemm cmo ma ce
CBAaKU eJIEMEHT MOKe M3PAUyHATH HA OCHOBY CaMO TPH ’IIPETXOmHA’ eleMeHTa, IITO
oxrosapa TpmMa MOryhmM BapujaHTaMma 3a MOCTEIIbY €IUT OIEPAIn]y.

Wctu npobsiem MOKe Ce MOCMATPATHA HA JAPYTHM HAYUH aKO Tabesd MPUIPYKUMO
ycmepenn rpad. CBaku eemenT Tabese oaroBapa 4dBopy rpada, OTHOCHO TapIlu-
jamHOM emmroBamy. ['pana (v, w) y rpady MOCTOju aKO Ce €IUTOBAE KOj€ OJroBapa
4BOPY W 100Mja J0/IaBATFEM je/IHE eUT OIEePAIIFje eJUTOBALY KOje OAroBapa IBopy v.
Ipnmep Taxsor rpada nar je Ha camm [6.1] tre je A = caa n B = aba. Xopusonrame
rpaHe OATOBApAjy yMeTarNMa, BEPTUKAJHE OpucamuMa, a JUjaroOHAjIHe 3aMeHaMa
3HAKOBa. 1aKo, Ha MPUMED, [IyT UCTAKHYT HA CJIUIN onrosapa Opucamy ¢, 3aMeHU
a ca a, yMeTamwy b ¥ oI jeaHoj 3aMeHUM a Ca a. Y OCHOBHOj BapHjaHTHU MPODIEeMa
IeHe rpaHa cy 1, u3y3eB [IMjaroHAJHUX I'PaHA KOje OAroBapajy 3aMeHH 3HAKa UCTUM
3uakoM, 4nja je mena 0. [Ipobaem ce ma Taj Haumn Tpancdopmuire y o6mdan npobiem
HajlayKemha CBUX PACTOjarka Of 3a1aTor usopa y rpady. CBakoj rpanm momesbeHa
je Texuna, m Mu Tpaxxmmo Hajkpalim myt om usopa (0,0) mo usopa (n,m). Hakie,
mpobjieM HaJIaKemha eIUT PACTOjarba CBEIEH je Ha mpobJyeM HaJaKema HajKpahmx
pacrojama 01 33JaTOrT YBOpa y rpady.

0 a b a

Cnuka 6.1: T'pad koju omrosapa uuzosuma A = caa u B = aba.

Hanaxeme cBux pactojarma 0] 33/aTOr YBOpA y OIIITEM CJIy4ajy HHje JIaKIIe
O/ IMPEKTHOT penraBarba npobsema (aaropuram 3a HaJIaKeme Hajkpahux pacrojama
oz 3amaror ueopa je cnoxkenoctu O((|E| + |V|)log|V|), rme je ca |V| o3nauen 6poj
9BOpOBa Koju je oBre jennak (m+1)-(n+1)), mox je 6poj rpana mponopruoHasan 6pojy
9BOpOBa (K3 CBEX 9BOPOBA OCHM OHHMX HA JI0Ib0] U AeCHO] nuny Kpeliy o Tpu rpane).
OsBa penykmuja nmnak Hije 6eckopucua. Pazmorpumo, Ha mpumep, ciaenehy Bapujanty
mpobiema ynopehuBama un3osa. llene eaut omepariuja He MOPajy J1a 3aBUCE CAMO O
M0jeIMHAYHNX 3HAKOBA. llena ymerama 0Ji0Ka 3HAKOBA YHYyTap APYTOr HU3A MOXKE
OUTH PA3INYINTA OJf YMETAra UCTOT OPOja 3HAKOBA jeIHOT MO jeIHOT, Ha PA3JINIUTAM
mectuMa. Vcto moxke ma Oyme ciyuaj m ca 6pucamuma. [Ipyrum pedmma, ymMecTo Ja
[eHe J0/1e/byjeMO MOjeIMHAYHIM yMETAhIMA, OPUCAUMA U 3aMEHAMA, IIEHE C€ MOrY
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A0 TATHI 6J'IOKOBI/IMa yMeTaba, 6pI/ICaH)a 1 3aM€Ha, He3aBUCHO O/1 IbUXOB€ BEJIMIUHE.
W npyraumje, ymerarmy 6s0ka o1 k 3HAKOBa MOYKe Ce JOIENTH IeHa C1 + cok, Tae
je ¢1 "mouerHa meHa’, a cp I€HA 3a CBAKM HApeIHU 3HAK. llocToju MHOrO apyrux
kopucHux merpuka. OHe ce MHOro Jlakiie Mozesupajy kopuniliemem dbopmysiamnmje
y Bumy npobiema nHajkpahmx myreBa, Hero mprarohaBareMm IOJIA3HOT TPOBIEMA.
cro Tako, MOTY Ce [I0/IaTh HOBE IPaHe Ca IIOT0HO M3abpaHuM IeHaMa, He Membajylin
CYIITHUHY TpOoOIeMa.

6.2.3 Hanaxere Tpoyrnosa y HeycmepeHom rpadpy

ITocToju Tecua Be3a m3melhy rpadosa m marpuna. I'pad G = (V, E) ca n aBoposa
V1, V2, ...Un, MOYKE Ce TPEJICTABUTH CBOjOM MATPHUIIOM TTOBE3AHOCTH — KBAaJIPATHOM
marpunom A = (a;;) pema n, TakBoM 112 je a;; = 1 ako (v;,v;) € E, ommocno a;; =0y
ocrasuMm ciaydajeBuma. Axo je G meycmepenu rpad, marpuna A je cumerpuana. Axo
je G rexxuncku rpad, OHIA ce OH Takolje MOYKe MPeICTABUTH KBAAPATHOM MATPHUIIOM
A = (a;;) pema n, Ipu YeMy je €JIEeMEHT a;; jeTHaK TEXWHHU rpane (v;,v;), OJHOCHO
00, ako Te rpane Hema y rpady. Ilocroje u npyru HauwHM 1a ce MATPUIA IPUAPY KA
rpady. Taxo ce rpady G = (V, E) ca n 4BOpOBa U m IpaHa MOXKE IPUAPYKUTH 1 X 1M
Marpuna y kojoj je (i,j)-Th exemMeHT jemHak 1 ako m camMoO aKo je i-TW 9BOp CyCemaH
ca j-TOM T'PAHOM.

Bese rpadoBa u maTpuna He 3a[p¥KaBajy Ce CaMO Ha permpe3eHTanuju. MuOre
ocobuue rpadoBa MOry ce 60Jbe pa3yMeTH aHAJIM30M oAroBapajyhux marpura. Comda-
HO, MHOTe OCOOMHEe MAaTPHUIla OTKPHUBAjy Ce mocMarpameM oarosapajyhmx rpadosa.
Huje m3uenabyjyhe na ce mmorm anaropmraMckm mpoGieMu MOTY penrutu Kopwuimhe-
meM oBe anaJsioruje. To hemo mrycTpoBaTH jeJHUM TPUMEDPOM.

IIpo6aem. Heka je G = (V, E) neycmepenu nose3anu rpad ca n 9B0poBa U M rpana.
TToTpebHo je ycranoBuTu fa ju y G TOCTOjU TPOYTao, OJHOCHO TaKBa TPU YBOpA J1a
u3mely cBaka mBa Of WX [TOCTOjU TPaHA.

JupekTHO pemerme 00yxBaTa LIPOBEPY CBUX TPOYIAHHUX IIOJACKYIIOBA CKyIla YBO-
posa. Iloackynosa mma () = n(n—1)(n—2)/6, a HOmTO Ce CBAKM OJ] BHUX MOKE IPO-
BEPHTH 32 KOHCTAHTHO BPeMe, BPEMEHCKA CIOXKEHOCT OBAaKBOr asiropurma je O(n?).
Mozxe ce korCcTpyncaTu u anropuram cioxkenocru O(mn) (3acHOBaH HA IPOBEPH CBUX
maposa (grana,cvor) — 1ma JIA TPaJe TpOyrao), Koju je Gosbu ako rpad Huje rycr.
Mozxe i ce 0Bo jasbe mobospmaru? IIpukasaliemo caga ajropuram Koju je acCUMIITOT-
cku OpKu, ¥ CymTuHCKY je npyraguuju. CBpxa upuMepa je na mwiycrpyje Besy usmelhy
rpadOBCKUX U MATPUYHUX AJTOPHUTAMA.

Heka je A marpuna nosesanoctu rpada G. Ilomrro je rpad G meycmepen, Mmarpura
A je cumerpmuma. Pasmorpumo Besy esemenara marpune B = A? = AA (mpoumssor
je obwaan mpomssox marpuna) u rpada G. [Ipema medwrUNMiM TPOU3BOIA MATPUTIA
je

113 oBe jenmaxocTu cnemu na je ycaos Bli, j] > 0 ucmymen ako u caMo ako mocToju
ungexc k, TakaB ma cy oba enemenrta A[i, k] u Alk, j| jenumune. IpyruM pednma,
Bli, 7] > 0 je mcmymeHo akoO W caMO aKO TOCTOJH IBOP Uk, TakaB ma je k # i, k # j
u na cy ob6a uBopa v; U v; moBe3aHa ca vy (mpermocras/bamo ma rpad Hema meTsbu,
omuocuo Afi,i] =03a¢=1,2,...,n). IIpema Tome, y rpady mocroju Tpoyrao Koju
CaZIP’KM TEMEHA vU; W Uj aKO W CaMoO aKo je v; moBe3an ca v; u Bli, j] > 0. Konauno,
y G mocroju Tpoyrao ako m caMo aKO IIOCTOje TAKBU MHAEKCH i, j na je Afi,j]=1mn
Bli,j] > 0.

Hagenema amanmsa cyrepumte amropuraM. Tpe6a m3pauynaru marpmy B = A2
U IpOBEpHTH HCIymerocT ycmosa Afi, j] = 1, Bli,j] > 0 3a csux n® maposa (i, ).
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C103KeHOCT IIPOBEPe OBOT yCJIOBA je O(n2)7 ma peoBahyjyhu meo BpeMeHCKe CII02KEeHOCTH
aJITOPUTMA TTOTHYE OJ] MHOYKEMa MaTpura. TruMe je mpobieM HajaaXkema TPOYTJa y
rpady cBeseH Ha MpobeM MHOXKERma MATPHUNA ([Iperu3Huje, KBaJpUpama MATPUIIE,
aJM Kao MITO NeMO BUIETH Y OIEJbKY 2| Ta gBa mpobGsiemMa Cy €KBUBAJIEHTHA).

3a MHOXKEeMe MaTPUIa MOXKe ce NCKopucTuTH 11ITpaceHoB aaroputaM M Tako J00UTH
aJITOPHITAM 33 HaJlazkerse Tpoyriaa y rpady ciaoxenoctn O(n?®). IIpenusnuje, onmcana
penyknuja moka3dyje ma je cioxkenoct osor rpadosckor mpobnema O(M(n)), rae je
M(n) cmoxkeHocT MHOXKeHa BynoBux Marpuna pema n.

6.3 Pepykumnje Ha npobnem nuHeapHOr nporpamMmupatba

IIperxomnu omespak cagpiKu MpUMeEPe PeayKIiuja u3Mehy ajaropurama y pasaIuduTiM
obmactuma. ITokymanm cMo 1a TpanchOpMHUIIeMo je1an TpobyeM y Apyru, aa 6ucmo
MOIVIA 13 NCKOPUCTUMO ITO3HATH aJropuraM. Y OBOM OJe/bKy TakoDhe ce pa3marpajy
PeLyKIjpje, aju je IPUCTYI APYTAduju. Y MeCTO Ja TPaKMMO KAH/IUIATa 33 PeLyKIHjy
CBaKM Ty T KaJT HanljeMO Ha HOBU MpobJIeM, pa3MaTpamo ” cymep—mpobaeme” , Ha Koje ce
MOT'Y CBECTH MHOTH IPYTH TTIPpoOIeMu. Jean Takas Cymep-mpob/ieM (MOXK1a HajBasKHI]N)
je IuHeapHO HmporpamMupase.

6.3.1 Veog n pednHuunje

Cazprkaj MHOTEX TTpO6IeMa je MaKCUMI3UPAThe WM MIHIMA3Npahe Heke QYHKIHjeE,
KOja 3a/10BOJbaBa 3amaTe yciaose. Ha mpumep, Ko onTuMuU3aIije TPAHCIIOPTHE MPeKe
Oub je MakcHMu3upame (yKimje TOKa, HOJ yCJIOBOM [a Cy 330BO/bEHH YCJIOBH
KalaruTeTa rpaHa ¥ KOH3epBaIlrje ToKa. JInHeapHo mporpaMuparse je ommra hopMysiamja
npobema Koz Kojux ¢y GyHKImja u orpanmyema muaeapau. Heka je x = (x1, x2, . . ., xn)T
BeKTOp npomennusur. HnpHa dyHKImja je mneapua GyHKIMja IPOMEHIbUBUX —
KOMIIOHEHTHU BEKTOPA X:

c(x) = Zcmz‘, (6.1)

rae cy c¢; xoucraute. llmp gumHEapHOr mporpamMmuparsa je npoHahu BpeIHOCT X KOja
3a70BOJ/bABA 331aTa orpanuvera (koja he GuTm HABENEHA) M MAKCUMUSUPE IATBHY
dyukmmjy. Kacuuje hemo BumeTn na je 1ako 3aMeHNTH MUHUMU3HPahe In/bHE DYHKIHM]je
eHNM MakcuMmusuparmeM. [IperxonHo HaBOAMMO ommiTy OOJIMK 33aTKA JIMHEAPHOT
porpaMupama Ca TPU TUIIA OTPAHUYEHA, [IPY UeMy Ce y KOHKPEeTHHUM IIPOo0IeMuMa He
MOpajy MOjaB/bUBATH CBA TPHU THUIA OTpaHu4ema. [lokazahemo ma ce ommtu mpobiem
MOXKe CBECTH Ha IPOOJeM Ca CaMO [Ba THIIA OIDAHUIEHA.

Heka cy ai,a2,...,a; peajHum BEeKTOPH BPCTE jeqHAKE IyKUHE N, U HEKA Cy
b1,ba, ..., b, peasmnu 6pojesu. HejeqHakocHa orpaHnYema Cy OrpAHUYIEHA 00/IMKa
a;-x<b;, 1<j<k (6.2)

pu 4eMy Cy cBu cuMOO0/IHM CeM KOMIIOHEHTH X KOHCTAHTE, a - je O3HaKa 33 MAaTPUIHU
npou3soz. CiauvHa Cy jeJHAKOCHA OrpaHu4erna

ej-x:dj, 1§j§m, (63)

pU YeMy Cy €1,€2,...,€,, TaKolje BEeKTOpU BpPCTE IyXKuHE 1, a di,d2,...,dm Cy
peasiHu 6pojeBmu.

Obuuno ce nomajy m mocebHa HEHeraTUBHA OrPaHHYEHA (MAKO Ce OHA MOTY
CXBATUTH KAO CIENUjATHA CIy9a] HEjeTHAKOCHUX OTPAHMIEHHA)

z; >0 3acseje€P, (6.4)

rze je P 3amarm nmoackyn ckyna {1,2,...,n}.



6.3. Penyknuje Ha mpobJieM JIMHeapHOT IIPOrpaMupama 52

IIpobaem mmHeapHOT porpaMmpama MOxke ce POPMyIncaTh Ha caefdelin HAYWH:
Makcummsuparn GyHrImjy ¢(x) (6.1]), mox ycrioBom ma cy 3a10B0osbEHA Heje THAKOCHA ,
) 1 HeHeraTUBHA OTPAHUYICHA . Pasywme ce 1a koukpeTHEI TpOOIEME
HE MOpPajy Ja caJpKe OrPAHUYECHHbA CBUX THUIIOBA.

3a oBako geduHMICAH IPOOJIEM y ONIITEM CJIy4ajy [IOCTOjU BUIIE €KBUBAJICHTHUX
dopmynanuja. Ha npumep, jennakocna orpanudersa Tuia €;-X = d; MOy Ce eKBUBAJIEHTHO
3aMEHUTH Ca [IBa HejeJHAKOCHA OTpaHmtierna €; - X < d; u e; - x > d;. Cauduno,
HEejeTHAKOCHO OrpaHMYee a; - X < b; Moxke ce 3aMeHHUTH Ca [Ba €KBHUBAJIEHTHA,
a;-x+vy; = b; uy; >0, mpu gemy je y; HOBA IPOMeEH/bUBA. Y 00a CIydaja 3aMeHa
JeIHOT CKyIia OrpaHWYera ApYyruM Moxke ma noseha 6poj orpanuyerna.

[=))

Ha oBom mecty mehemo ce baBuTu aaropurmMom 3a pemraBarbe Ipo0seMa JImHeap-
HOT IporpaMuparsa. BaxkHo je 3HaTH Ja je oBaj mpobseM m3 kjace P, OMHOCHO 1
ce 3a IeroBO PelllaBaibe 3HA aJrOPUTaM IMIOJMHOMUjAJHE CaoxkeHocTru. HamoMmenunmo
u TO 1a cy nocrojehn ajropurmu 3a pemasame IpodIeMa JINHEAPHOT IPOrPAMUDABHA Y
MIPAKCH JIOBOJFHO e(pUKACHH, U J1a CBOlere HEKOT MpobjeMa Ha JIMHEAPHO TPOTrPAMUPAHE
HEje caMO yBexkOaBame PeayKIja, Hero Moxke 7a Oyae m mo0ap HAYWH /1A Ce Taj
pobJieM peniu.

6.3.2 Tpumepu peaykuuje Ha NMHEApPHO NporpamMuparse

V npakcu cy mpobJieMu peTKO AUPEKTHO 3aJaTH Kao TPO0IeMU JIMHEAPHOT IIPOTPAMUPAha.
OOMYHO je HeOmXOMHO yBeCcTH oAroBapajyhe medunurmje 1a Ou ce mpobdieM yKJIOIHO
y 0By dopmymanmjy.

TpancnopTHn npobnem

Osaj npobyieM pa3MaTpaH je y onesbKy [5.2} Hexa mpoMensbuBe T1, T2, . . . , T, TPEACTABIBA]Y
BPEIHOCTH TOKA 3a CBUX M TPaHa €i, €2, ..., €n, LlnbHa (QyHKIOM]ja je BPEIHOCT

YKYIHOI TOKa
C(X) = E Zj,
jes
rze je S ckym rpaHa Koje m3/a3e u3 usBopa s. HejennakocHa orpaHmdersa 0roBapajy
OIrPAHUYEHUMA KaIlalluTeTa

zi <ci, l1<i<n,

T7Ie je ¢; KAIlaIluTeT TPaHe €;. JeTHAKOCHA OTPAHUYIEHHa OJrOBaPajy YCIAOBUMA O/IPIKATHA

TOKa
Z T = Z xzj, 3acsev €V {st}

e; M3J1a3H U3 U €j ynasuy v

Ha xpajy, cBe mpomensuBe Tpeba 1a 3a70BO/be HEHETATWBHA OrpaHmdema r; > 0
3a 1 € {1,2,...,n}. Bpeunocru X Koje MakcuMusupajy uusbHy GyHKUujy y3 oBa
OTPAHUYEHa OAr0BAPAjy OUMIJIEAHO OITUMAJIHOM TOKY.

Ao6poTsopHu npobaem

IIpermoctaBumo ma n ocoba xkese ma ymyTte momoh y k ycramoa. Ocoba i mma
orpaHuYere §; Ha yKyLaH IPHJIOr Y TOKY IOJMHE, KA0 U OIDAHHYEHE (;j HA U3HOC
mpusiora ycTaHoBu j (Ha mpuMep, a;; Moxe ma Oyzxe 0 3a Heke ycTaHOBe). Y OMIITEM
Caydajy s; je Mame o7 . j—1@ij, Ta cBaka ocoba Tpeba Ja JOHECe OIIYKy O ToMe
KOMeE Jia yIyTH KOJUKHU npuior. [IpermocraBumMo jasbe Ja CBakKa yCTaHOBA j HUMa
orpaHWuee {; Ha yKyIaH W3HOC KOjH MOYKe Ja NPUMH (OBO OIDAHMYEHE He MOpa
yBek ma Gyze MpUCYTHO, aiu je Whnak maTepecanTHo). Llnum je HanpasuTn agropuram
KOjU MaKCHMHU3HUPa 30Up IIPUIIOra.
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OBaj npobJieM je yormireme npobsemMa yrapuBamba U3 0J1e/bKa IIpobnem ce
MOYK€ PElTUTH TOCTYTTKOM CINIHIM MTOCTYIIINMA 32 HAJIAYKeHhe OMTHMAJIHOT YIIapUBarha,
a Moke ce GOPMyYJINCATH U K0 [IpobjeM JIMHeapHOT IporpaMuparba. Y KyIIHO nMa nk
npoMenpuBUX Tij, 1 < ¢ < n, 1 < j < k, rue je x;; u3noc xoju ocoba ¢ ymrahyje
ycranoBu j. [lubHa dyHKIM]A je

C(X) = Z Tij-

Orpannuema cy caemeha:
Tij S Q45 3a CB€ i,j,

k
E zi; < 8; 3acBe i,
j=1

n
E Ti; <t; 3acsej.
i=1

ITopen Tora, cBe mpoMen/bMBEe HapaBHO MOpajy Omrm HeHeraTusHe: x;; > 0 3a cse 1,
j-

Mpo6nem npuppyxunsara

IIpomernmo masio mOOGPOTBOPHU TPOOIEM TAKO Ja CBakKa 0co0a MOXKeE 3 YIIaTh
[PUJIOT CaMO Je/IHOj yCTAaHOBH, U 3 CBaKa yCTAHOBA MOKE Ja IIPUMHU IIPUJIOT O, CAMO
jemre ocobe. Tako mobmjamo cTaHgapIHNU MPOOJIEM YIIapHUBarba, /M Ca TEKUHAMA.
Csakom moryhem ynapusamy Ipuapy»KeH je 36up npusiora, a musb je He camo npouahu
OLTUMAJIHO YIIAPUBAME, HEr0 W MakKcuMusuparu cymy npusora. OBo je TeKUHCKU
mpobIeM OUTTAPTUTHOT yIapUBakkha, WK MPobdJieM HPUAPY>KUBAHA.

IIpomenssuBe y oBOM mrpobiieMy He MOTY OMTH MCTe Kao y mperxomaoM. [lorpebao
je Ha HEeKW HA4YWH OKapaKTepHUcaTu ynapusame. [peba ob0e3beauTu ga je ca CBAKHM
YBOPOM TIOBE3aHA TAYHO jeqHa m3abpaHa rpana. To ce Moxe mocTwmhu 01e/bUBa-
BEM TI0 jeJIHe MPOMEHJbUBE X;; CBAKO] rpanm (i,j), Tako ma je x;; = 1 ako je rpaHa
n3abpana, ogHOCHO Z;; = 0 y nporusaoMm. Hupaa dynknuja je

c(x) =Y aywy,
i

a OTpaHUYeHa Cy

k
E z;; =1 3acBet,
=1

n
E z;; =1 3acsej.
i=1

ITopen Tora, cBe mpoMeHspuBe T;; Tpeba na Oyny HeHeratuBHe. HaBenena orpaHudena
00e30elyjy ma je 3a cBakm uBOp mM3abpamHa HAjBUINE je/IHA TPAHA.

Ca oBakBoM (popmysanujom mocroju jesan 036usban upobsiem. IIpomensbuse Tpeba
Ja TIpe/icTaB/hajy m30op Tuma " ma”—"wHe”, a IHUXOBE ONTUMAJIHE BPETHOCTH MOTY
na 6ymy peanmn (makme me mesm) Opojesm! IloTpeGHO je momarm orpanmveme Ja
NpOMeH/bUBE MOr'y y3umaru camo sBpemsoctu 0 mam 1. Y ommrem ciydajy Takas
npobseM je Temko pemrntd. JIMHeapHM mporpaMu tHje MPOMEHJbUBE MOpAjy OmTm
e 6PojeBU 30BY Ce eJIOOPOjHU JIMHEApHU IIPOTrPaMM, A IbUXOBO PENlaBarbe je
11eJ1I06pojHO JinHeapHO nporpamupame. Meljyrum, nako ce auneapau nporpamu
Mory e(WKACHO PEIaBaTh, TEeI00POjHI JTMHEAPHN TPOTPAMU Cy 0OUYHO (a/Th HE YBEK )
Bpsio temku. [IITa Burre, Baxku 72 je mpobieM 1meT06pojHOT IMHEAPHOT ITPOTPAMUPATHA
NP-komriurerasn.
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Tpaxkerbe MakCMMasnHe Kanke

Kimka je mogckyn C ckyma usopoBa V rpada G = (V, E) Takas na 3a cBaka IBa
wopa ¢ m y w3 C Baxm (r,y) € E. 3amatax je ompenuTn MaKCUMAJHYy KJIUKY
y matom rpady, omHocHO Kauky ca Hajsehmm Opojem usoposa. Ilokazahemo cama
KaKO ce TpobJieM KJMKa MO¥Ke (hOpMyIHcCaTH Kao MpobJIeM IeJI00POjHOT JTHHEAPHOT
IporpaMupama.

Csaxom uBopy rpada G mpuapykyjeMo IO jeqHy NIPOMEH/bUBY Tj;, TAKO 1 je
x; = 1 ako 9BOp v; MpHUMAAa KAuKu, oqHocHo x; = 0 y cymporaom. Humpua dynkmmja
je:

c(x) = Z T

7 33[]aTaK je MAKCHMU3UPATH je, jep je MOTpebHO yK/bYy'INTH y KUKy mTo Behu 6poj
gBopoBa. IlocToju mo jenHo orpanmderse 3a CBaK#A UBOP:

0<z;<1,i=1,2...,n

Orpannueme koje Ham 00e30eDyje Ja n3abpanu cKyIr 4BOpoBa Oy/ie K/InKa eKBUBAJICHTHO
je orpamHmUery J1a O CBaKa JIBA HECYCEHa YBOpa HAJBUINE jeaH YBOD MOXKeE Ja
mpunaia ckymy. OBO orpaHnYehe KOIUPAMO HAPEIHUM yCJI0BOM:

z; +x; <1 3acBaku uap usoposa (v;,v;) ¢ E, i <j

JlomaTao orpaHWYeme je 1a 3a CBAKM 9BOP BaXKW 14 je BPeAHOCT ; m3 ckyma {0, 1}.

Osakas mpo06J1eM e 100 pOjHOT IMHEaPHOT TIPOTPAMUPATHA, MOYKE C€ PEITUTH AJITOPUTMOM
rpaHama ca oxacenameM, xkopumliemem omarosapajyher smmeapror mporpama (koju
petnaBa uCTh mpobIeM, ain 663 OrPAHIIEHHa, TIETO0POJHOCTH) 32 M3PATYHABAHE TOPIHAX
rpauna. Pemnrerse muHeapHOr mporpamMa MOXKe Ce CacTOjaTH caMO OJ IIeJInX OpojeBa; y
TOM CJIy4ajy mosa3nu mnpobsieMm je perned. MelyTtum, BepoBaruuje je na he y pememy
HeKe IPOMEHJbUBE MMATH Heres100pojie BpeaHocTn. IIpeTmocTaBumo, Ha IpuMep, 1a je
PeIleme JIMHEAPHOT MPOrpaMa npuapykenor npobaemy kmmka (0.1,1,...,0.5) w2z =
7.8. ITomrTo tnHeapHu TporpamM MaKCUMU3UPA I/bHY (DYHKIH]Y Ca Mabe OTPAHNIeHa
01 11eJT00POJHOT JIMHEAPHOT IPOrpaMa, MaKCUMyM KOjU OH IpoHabe je TOprha MpaHUIia
3a MaKCHMyM KOju MOXKe fa npoHabe mesmob6pojuu smmeapuu mporpam. IIpema Towme,
HE MOXKE Ce 0UeKMBATH IIPOHAJIAXKEe Kiuke Beanaune sehie o 7. OBa undopmanuja
MOXKe OWTH KOpHMCHA NpuankoM mperpare. Kao m kox obuume mperpare, Gmpamo
HEeKe BPEJHOCTH MPOMEH/PUBUX W HAIPEIyjeMO HU3 CTab/0, MPHU YeMy aKO je TeMme
b y crabmy cun temena a, oHma je mpobsieM KOju oarosapa TeMeHy b moTmpobsiem
mpobjieMa M3 TeMeHa a, KOju ce mo0mja (pUKCHpareM BPEIHOCTH HEKE MPOMEHJbUBE
Ha BpemHocT 0 miam 1; TmMme je mOTIPOOJIEM KOjU OAroBapa IMPOU3BOFHOM UBODY
noTapobsem mosa3uor npobsiema. Ha npumep, normpobiem Moke 1a OArOBAPa IPUKIBY INBAIBY
YBOPOBA U, W KJIWKHU, M €IUMUHICAILY U3 b€ UIBOPOBA U, T, Tj. MOKyIIaBa Ce Ca Ha-
naxemeM HajBelie kiuke ca v, w, a 6e3 u, . AKO ce TOM NPUIUKOM J00uje penierme
JIMHEapPHOT IIporpama Koje je mawe on Benmuuue Beh mpomabene kiamke, oHma <u-
HUMO KODaK Ha3aJ, W HAIlyIITaMO Ty BapujaHTy. 10 je CcymTMHA MeTOma I'paHAba
n oncemama. Ilokymasamo na HaljemMO TOpme rpanune (WIn I0me, aKO e IH/bHA
dbysknmja muanmusupa) xoje fie omorylinTu oxcename HenepCeKTUBHUX 1OACTA0AIA
HA TMTO HUKEM HUBOY (NITo Osimyke KOpeHy crtabia).

Pesynrar mmaeapHOT mporpamMa MOXKe Ce MCKOPUCTHUTH U Ipu u300py pemociena
mperpare. Ha npumep, ako je xo = 1y Here106pojHOM pemnemny, MOKe Ce IPEeTIIOCTABUTH
na je x2 = 1 u y nesobpojuom pemiersy. Ta npermocraBka He MOPa OUTH TadHA, AJIH je
IprMep BPCTe XeyPUCTHUKA Koje Tpaxumo. ITokymasamo ga mosehamo “BeposaTmohy”
Op30r Ha/aXKemha OMTHUMAJIHOT PeIlerha; MPU TOME je jaCHO /1a He MOTY CBe TaKBe
omyyke ma Oymy ”ucrnpasue”, jep je mpobisiem NP-xommureran. Moxkemo ma craBumMo
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22 = 1, ©3MEHMMO y CKJIa Ty Ca THM OTPaHWYerha (HIIP. IPOMEHMMO BPEAHOCTU IPOMEH/bUBUX
3a CBe YBOPOBE Hecycemme ca vz Ha (), W pemuMo pe3yaTyjyhu JuHeapHW mporpa.
Ako y HEKOM TPEHYTKY MOIN(DUKOBAHY JTNHEAPHH IIPOrPAM UM MAKCUMAJIHY BPETHOCT
z = a, Ipu Y€MYy je a Mame o7 Beauunte HajBehe nponaljene knnke, Ta rpana y crabay
mperpare ce MOYKe HAIyCTUTH.

IIpema ToMme, jHHeapHUM IPOrpaM KOPHUCTH Ce HA ABA HAYUHA: 32 J00Ujare rop-
BUX IPAHANR W TUME 33 HAINITAIE HENePCHeKTUBHHUX mnozcrabana (oacemame),
OIIHOCHO 32 JIOHOIIEHa OJJIyKa O ycMepaBamby mperpare. Ouekyje ce ga pemraBarbe
noTpobsema koju ” Hajsumre obehasa” , yauHu HEOTPEOHNM peIIaBarbe BeJIUKOr 1eJ1a
OPYyTHUX MOTIPoOeMa. Y9ecTasIoCT OCerama, OqJHOCHO e(UKACHOCT IIeJIOT JITOPUTMA,
3aBUCH 0JT XeypUCTUKE 32 (GOpMIUparhe MOTIpobiiema i n3060pa Hape HOT TOTIpobeMa
32 UCINTHUBAabE. XEeyPUCTUKA 3aBUCH O KOHKPETHOT IIpo0jieMa KOjHU Ce pemraBa, U y
0BOj 001aCTH CIIPOBOJE C€ MHUPOKA NCTPAKUBADHA.

AJropuTMU ca TpaHAIEM U OJCEIAeM TapaHTyjy MPOHAJIAMKeme OMTUMATHOT
peliema ako ce CBU MOTIpob/eMu ucTparke wim ~onceky” . AKO u3BpIlIaBame Tpaje
Ipeayro, MOXKe Ce MPEKWHYTH, W TAKO JOOWTH ampoKCHMaIlinja — HAjO0/be pelrerhe
nporaljeHo 10 TOT TPEeHyTKA.

MwuHumanHu nokpusay rpaHa

3a parm neycmepenu rpad G = (V, E) nokpusad rpana je noackyu 1soposa V rakas
Ja 3a CBaKy rpany m3 I Baxku 1a je cycemna 6ap jeJHOM 01 YBOPOBA M3 OBOT CKYIIA.
Pazmarpa ce mpobsieM mpoHasaXKemha MAUHUMAJIHOT ITOKPHBava IpaHa 3a JaTh rpad
G.

OBaj mpobJsieM ce jeTHOCTABHO MOKe MpedOpPMYJINCATH Y TPObJIeM I1e/100pOjHOT
JimHeapHOr nporpamupama. CBakoM 4Bopy u3 V' 107e/byjeMo 1O jemHy MPOMEHIbUBY
z;. Hnpaa dynknuja kojy Tpeba MEUHIMH30BATH je

c(x) = Z Z;

a orpaHWuerHa Cy obIMKa

xz; +x; > 1 3a cBaky rpany e;; = (v;,v;) € F

OBa orpanuYera 0JroBapajy yc/IoBy 1a je 6ap jeman o KpajeBa CBaKe IDaHe YKJbYYeH
y nokpusad. JloaTHO, CBaKM YBOP MOXKe OUTH YKJ/bYyYeH WA HE y [OKPHUBAY, Te
momajemo yenos z; € {0,1} 3a cee ¢ = 1,2,...,n mTO HaM Cyrepuue Ja je OBO
pobIeM TeT00POJHOT JTHHEAPHOT MPOTPAMUPATHA.

Bojewe rpada

Pasmorpumo mpobsem Gojerba IBOpOBa JAaTOT rpada MUHUMAJIHUM OpojeM 60ja Tako
Jla HUKOja JBa cyceiHa 4YBopa Hucy obojeHa mcrom 60jom. C 063upom Ha TO Ia je
MakcmMaJsaH morpebaH 6poj 6oja jemHak m (ako je rpad KoMIIeTaH), yBOIMMO N
NPOMEH/BPUBUX Yk, k = 1,2,...,n KojumMa KoaAMpamo ycJoB ma ju ce 6oja k xopucTtu
(yx = 1) mwmm e (yx = 0). YBomumo u N’ IPOMEH/PEBUX Zik KOje O3HAYABA]Y Ja JIH je
uBOp ¢ 000jen 60jom k. ITusbHa byHKIMja KOjy Tpeba MUHUMU3UDATH je:

()= ur

a CKyII yCJIOBa je:

n
> wn=1i=12...n,
k=1
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Tik —Ye <0, 1,k =1,2,...,n,
Zik + x5 <1 3acBaky rpamy (4,j) € Emk=1,2,...,n,
Zik, Yk € {0,1}.

IIpBo orpanutese oaroBapa yCjaoBy 1a Ce CBAKH UBOP MOPa 000jUTH TA9HO jeTHOM
ox n moryhmx 60ja. Ipyro orpanndieme eKBUBAJIEHTHO je YCJIOBY Za C€ UBOP ¢ MOXKE
obojurn 60jom k camo ako ce 60ja k xopuctu y 60jemsy. Tpelie orpamntierse Komupa
YCJIOB J1a ce OWI0 KOja JBa CyCeIHa YBOpA HE MOTY 000juTH MCTOM 0O0jOM, a MOC/IEIEHE
OTPAaHUYEHE /1 Cy y MHUTAkY [eJ00POjHe BPEIHOCTH.

6.4 TlpumeHa peaykumja HA HaNaxkeme AO0HUNX FpaHULA

AKo mOoKaxkeMo J1a ce IPOM3BOJbAaH AJITOPUTAM 3a pemraBame npobiema A MOXKe MO-
mudukosatn (me mosehasajyhim My Tpm TOMe 3HAYAJHO BPEMEHCKY CJIOYKEHOCT) TaKO
Ja pemiasa mpobjeM B, oHma je /10fa TpaHUIla 3a MpobyeM B MCTOBpEMEHO U I01Hha
rpanuna 3a npobsem A. 3amcra, cBaku ajaropuram 3a A je uCTOBPEMEHO U aJropuTaM
3a B, ma je moma rpanuna 3a B Beha nim jenmnaka o nome rpanurie 3a A. [Ipukazahiemo
TPH IpPUMepa J0Ka3a JOIbe TPDAHUIE CI0KEHOCTU 3aCHOBAHA HA PELyKIWjH.

6.4.1 [dorba rpaHuLa 3a KOHCTPYKLMUjY MPOCTOr MHOrOyrna

ITocmarpajmo mpobireM MTOBE3WBAHA CKYITA TAYAKA Y PABHU MTPOCTUM MHOTOYTJIOM
(BumeTn omespak ?77). Bumesm cMo Kako ce Taj mpolGJieM MOXKe PEruTH KOpuhemem
coprupama. cnocraspa ce ma, moa ompeheHnM mMpeTmocTaBKaMa, 0Baj mpobsieM mHe
MOKEe 13 Ce Peru 6piKe 01 COpTHpama. 300T TOTa Ce aJrOpUTaM KOjU CMO BUIEN 33
HaJIayKeme IIPOCTOr MHOTOYIJIA He MOXKe IT000J/bIIATH aKO Ce He IT000JbIIA COPTUPAHE
(o, " mo6ospmamem” ce moApa3yMeBa MOGO/BIIAE 33 BUIIE O KOHCTAHTHOT (haKTOPa,).

Teopema 5. Hexa je nosnam aazopumam 3a KOHCMPYKUUJY NPOCMO2 MHO20Y240
epemencrke caoorcenocmu O(T (n)). Tada nocmoju aszopumanm 3a cOPIMUPATLE CAONACEHOCTIY

O(T(n) + n).

Joxas. PazvoTpumo n Tavaka Ha KDYJKHUIM, CavKa [6.2] Jeannum HadmH 1a ce Te
TaYKe T0BEKY MPOCTUM MHOTOYTJIOM j€ J]a Ceé CBAKa TAuKa MOBEXKE Ca CBOJUM CYCEIUMa
Ha KPy2KHHUIE. Y IPOTHBHOM, aKO /J[Be Ta4Ke KOje Cy cyceau He Ou Ouiie roBesane, 1yxK
KOja CaJIp:KU jeIHy O T€ JBe TadKe pa3/Bajasia Ou mpeocTaje TayKe Ha JIBE TPyTIe,
Koje ce He MOTry moBe3atu He mpecerajyhm oBy myxk. ITocmarpajmo cama mHCTAHITY
Z1,%2,...,ZTn Opobiema coprupama. Ako 6ucmo umasm anropuram ("upry Kyrujy”)
3a pemaBarbe MpobJIeMa TPOCTOT MHOTOYTJIA, OpojeBe OMCMO MOTJIN /13, COPTUPAMO Ha
cnenehn vHauwn. Ymas x1,Z2,. . ., T, HAJIPe TPECTUKABAMO Y YIJIOBE Y1, Y2, . . -, Yn, U3
omcera oz 0 1o 27, ca uctuMm MeljycobHUM OmHOCHMA KA0 U L1, L2, ...,Tn. 1O Ce MOKE
noctuhn gureapaoM GyHKIAjOM Yy = 27(Ti — Tmin)/(Tmaz — Tmin) KOja HWHTEPBAI
(Zmin, Tmaz) mpecrmkaBa wa maTepBaa (0,27); oBae je (Tmin, Tmaz) TPOU3BOHAH
MHTEPBAJI KOjU CAIPZKU CBE TAYKE T;. ¥ [JIOBU C€ 33TUM HA IIPUPOJAH HATIMH IIPECIUKABAJY
y Tauke Ha JeUHIYIHO] KPYKHUIM: OPOjy &; OAroBapa TAauKa HA KPYKHUIH, YU FHEH
[IOJIYIIPEYHHK Ca (PUKCHOM IOJIYIIPABOM 3aK/ama yrao y;. OBo mpecimkaBame 6pojeBa
y Tauke u3BoaM ce 3a JuHeapHO Bpeme. Caja ce MOXkKe MCKOPUCTUTH LIPHA KyTUja 3a
TTOBE3WBAMHE OBOT CKyTIa TadaKa MpOCTHM MHOTOyrioM, 3a Bpeme O(T(n)). Kao mrro
cvo Beh BuesiM, MHOTOyra0 MOpa /[ Claja CBAaKy TAYKy Ca FHEHUM CyCeauMa Ha
Kpy2kHuim. 360r Tora, nposnasdeliu Tauke OHUM PEOM KOJUM Cy OHE CJIOXKEHe Ja Ou
qUHMIe TeMEHa MHOTOyIJIa, J00MjaMO HU3 TadaKa COPTHUPAH II0 YIJIOBMMA, a TUME U
coprupan nosasan Hu3 6pojesa. Cmoxenoct osaksor coprupama je O(T(n) + n).
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Cnuka 6.2: TlpuapyxuBarme Tauaka HA KPYKHUIN OpojeBuMa.

Ila 6ucMo 106WMIVM JOY TPAHUILY 3a TPOOJIEM HAJIAKEHa MTPOCTOT MHOTOYTJIA,
MOPaMO OUTH HaKJHPUBHU Y TIOTJIETY TIOAPA3yMEBAHOT MOe/Ia padyHama. [oma rpanuma
Q(nlogn) 3a npobseM COpTHPama AOKA3aHA je IO HMPETIOCTABKOM Ja Ce Paau O
MozesTy cTabsia oryunBaa. Jla Ou oBa rpaHMIia MOTJIA /1a Ceé MCKOPUCTH 33 MPobJemM
HaJIaXKemha MPOCTOT MHOTOYIJIA, MOPa C€ KOPUCTUTU UCTU Momesa. Ipyrum pedmma,
MOpa Ce MPEeTHOCTABATH [a IIPHA KyTHja KOja pemraBa mpodjieM HaJAXKemha IIPOCTOT
muoroyria kopuctu O(T'(n)) ynopeljuBama, Ha HAYMH KOJU je y CKJIa/y Ca MOJEJIOM
crabna ojjiyunBama. TeopeMa [akjie MOpa Ja CaJpkKHU Ty IIPETIOCTABKY. 3aTUM
ce MOpa IOKA3aTH 3 je W PEeAyKIHja y CKJIaIy Ca MOIEJIOM CTabJIa OIJIyIHBAIbA.
Y oBOM CiIydYajy peayKIilmja je peryjapHa jep MPUINKOM J0Ka3a J0F-e T'DAHUIEe 3a
COpTUpame HI/Ije 6I/IJ'IO HUKAaKBHUX OT'DaHUY€Iba Ha THUII IINTalba JO3BO/HbEHUX Y OKBUDPY
crabusia opgmyumBama. [lakie, ynopehusame Koje paau ca © u Yy KOOPAUHATAMA KOj€
OrOBapajy yIJy ¥; patdyHa ce Kao jemHo yrmopehusame y ctabiy omryunsama. Ctabiro
OIIy9IMBaIha KOje PerraBa mpodIeM HalaXKemha TPOCTOT MHOTOYTJIa MOKe e TPAHCHOPMUCATH
y €TabiIo OIyunBama 33 COpTUpaAbe, 0€3 3HAYAjHE IPOMEHE BHCHHE.

ITocemuia 6. Axo ce upernocraBu Moz cTabJia 0Ly YuBaba, KOHCTPYKIIK]a [IPOCTOr
MHOTOYTJIa KOjU IOBe3yje CKYI Of 3aJaTUX 7 TadakKa y PABHU 3aXTeBa y HAjropeM
cayqajy Q(nlogn) ynopehusama.

OBa peyKnpja yCTaHOB/baBa YUEH-EHHUILY A jé COPTUPAEHE EHTPAIHY I€0 PEIIaBAha,
pobsieMa KOHCTPYKIHje IIPOCTOr MHOTOYIJIA.

6.4.2 JepHocTtaBHe peaykuuje ca maTpuuama

Ha cumerpuane marpune (oHe Kojuma, je exement (i, j) jenmak emementy (7,7) 3a
CBaKM nap mHAEKCA (i, 7)) 9ecTo ce Hamma3u y npakcu. IIpupoaso je ymuraTu ce qa
je moryhe Ha jeJHOCTABHMjM HAYNH MHOXKUTH CUMETDPUYHE MATPUIIE HETO ITPON3BOJbHE
marpure. Huje Hesormdno ma cumerpuja omoryhyje mpoHasiaxkerme 0O/bUX M3pa3a
3a MHOXKerhe HIp. MaTpura pema 3. To 6m MOrio ma mpomsBene aCUMITOTCKA 0OJbHI
aJIrOpuTaM 3a MHOXKEhe CMeTpruIHnX MaTpura. [lokazahemo qa To nmak mmje moryhe,
OTHOCHO 113 je MHOYKeHe JIB€ CHMETPUIHE MATPHUIlE, Ca TAYHOMINY [0 HA KOHCTAHTHHU
daKToOp, UCTE CJ0KEHOCTH KA0 U MHOXKEHhE JBE IIPOU3BO/bHE MATPHIIE.

O3uaunmMo npobiieM u3padyHaBarmba IPOU3BOA JIBE IPOU3BOJbHE MaTpulle ca PrM,
a mpobJsieM W3pavyyHaBarha MPOW3BOJA JIBE CHMeTpudHe MarTpuie ca SimM. Jacwmo
je ma mpobaem SimM muje meoswcu ox PrM, jep je SimM cnenmjanau cmywaj PrM.
IIpernocraBumo cama ga umamo asropuram kKoju pemrasa SimM. ITokazahemo ma ce
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Taj aJITOPUTAM MOKE HCKOPUCTUTH KA0 IIPHA KyTH]ja 33 PellaBarbe OIITHjer mpobema
PrM. Heka cy A u B 1Be npoun3BosbHe KBaIpaTHe MaTpuie peaa n. O3maunmvo ca AT
TpaHCIIOHOBaHY Marpuily Mmarpurie A. Hemocpeaso ce mpoBepasa a je Tadan cjeelin
u3pa3 y KOMe ce MOjaBjbyje IMPOU3BO/L JABE CUMEMPUYHE 2N X 2N MATPUIIE

0 A 0 B" AB 0
T = TpT |- (6.5)
A 0 B 0 0 A'B
Ospze 0 o3Ha9aBa N X N MaTPHIY YHjU Cy CBH ejaeMeHTH Hyste. Penykmmja je mociie-
JVIIIa, THUIGEHUIE Ja Cy MATpPUIIE Ca JieBe CTpaHe cuMerpudHe. Fbuxos nmpomssos moxe
ce m3patdyHaTH KopumihemeM aJropuTMa 3a pemasaibe npobiema SimM. Mehyruwm,
ropmu Jesu 6JI0K oBor npoussoza je yupaso npousson AB. Ilpema tome, npobiem

PrM mozke ce pemnTu mpuMeHOM aJaropuTMa 3a penrasame SimM Ha MaTpuIe JB0CTPYKO
Behe mumensuje. Tako momaszumo 7o ciaemeher TBphema.

Teopema 7. AKo NOCMOJu GAZOPUTNAM 3G MHOJICEIE 06E PEAAHE CUMETPULHE 1 X T
mampuye 3a epeme O(T'(n)), npu wemy je T'(2n) = O(T'(n)), onda nocmoju asrzopumanm
30 MHodicerve dee npouscomne peaste n X n mampuye sa epeme O(T(n) + n?).

Joxas. Axo cy nare nBe mpowsBosbHE N X n Marpune A M B, HBUXOB IIPOU3BOL
HaJIa3UuMO KOopumifielheM aJropuTMa 33 MHOXKEHE CUMETPUYHUX MATPUIA HA OCHOBY
jemmaxocrn (6.5)). Ilorpe6ro je msppmmru O(n”) onepammja 3a m3padynasame A' u
BT u popuupame e CHMETpUYHE MATPULE, 1 T(2n) onmepamuja 1a ce MOMHOXKE JIBE
nobujeHe cuMeTpUYHEe MATPHUIE, U3 Uera HEIOCPEeIHO CJIeau TBPheme TeopeMe.

IIpermocraska ma je T(2n) = O(T(n)) muje upejaka, jep je, Ha mpuMep, CBaKa
mosimHOMUja IHA (DYHKITH]A 3310BO/baBa. HaBeaeHa peayKImja je MHTepecanTHa CaMo y
OKBHPY [I0Ka3a J0Ibe rpanurie. Teopema TBpau 1a je HeMoryhe HCKOPUCTUTH CUMETPH)Y
IIPUINKOM MHOKEFha MATPHUIIA, ¥ TAKO 1006uTH acuMnTorcku Opzxku aaroputam. HaBogumo
JOII jemHy CAWYHY PeIyKIIH]y.

Teopema 8. Axo nocmoju as20pumam Koju U3PAUYHAEE KEAOPATN DEGAHE T X M
mampuue 3a speme O(T(n)), npu wemy je T(2n) = O(T'(n)), onda nocmoju asrzopumam
30 mHooicerve dee npouseomne peaste n X n mampuye 3a epeme O(T(n) + n?).

Joxas. Kao m y nokasy reopeme [7] Tpe6a mpoHalin MaTpHIly 9Mju KBAJpAT CAIpIKH
JI0BOJ/bHO MH(MOPMAIUja 3a U3padyHaBame IPOU3BOLA JBe 3al1aTe Marpure. Pememe
ce 3acumBa Ha cyegeliem uzpasy:

(5 0) (Vo)

U3 mwera HemocpeaHo ciaeau tBpheme Teopeme.

6.5 VYobuuajene rpewke

Ca penyknujama tpeba 6uru onpesan. Hasemhemo npumepe yobuuajeHux rpenraka
KOje ce MOT'Y HAIPABUTH IIPH MOKymIajy peaykiuje. Hajuerrha rpemxka je ma ce pegykumja
u3Bejie y IOIPEIIHOM CMepY, & [0 e T0JIa3H YIVIABHOM IIPU PeayKIfjaMa 3a 100ujarbe
nomux rpannna. Heka je moTrpeOHO pemyKnmjoMm IgoKa3arw na je Heku mnpobsem P
TeKakK 0ap KOJMKO Ipyru mpobsem (Q, umjy ciaoxkeHoct 3uamo. Tama Tpeba mohum
Ol NPou36osHOZ yaaza 3a mpobseM (Q, W MOKA3aTU Ja Ce OH MOXKE PEIlUTHU [IPHOM
KyTHjoM 3a pemaBame mpobsiema P. Pasmorpumo, ma mpumep, ciemehm mokymraj
penykipje mpobsieMa COpTHpara Ha MpobieM KOoMIpecwje momaraka XadMaHoBHM
komoMm (omrumanmanM npedukcanM KoaoMm). b je mokasatm ma je Q(nlogn) moma
rPaHMUIA CJIOKEHOCTH 33 XadMaHOBO KOIUPAHE.
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IToasu ce of1 3amaxKama Jja, aKO Cy YyYeCTAaHOCTH 3HAKOBA JAKO DPAa3/IAYUTE, OHJIA
KOZHO CTaBJI0 TTIOCTaje TOJTMKO HeyPABHOTEKEHO /14 Ce MOYKE MCKOPUCTUTH 33 COPTUPAMHE
YY€CTaHOCTH, BHJETH IIPUMED Ha CJIAIN @ Y TOM Ciyd4ajy ¢y 3HAKOBU y KOJHOM
crabay nopehanu no onanajylinm yaecranocrnma (ca Hajuemlinv 3HAKOM HAj6/IMKAM
KopeHy crabma). To ympaso 3maun 1a ce XahMaHOBO KOJUPAFHe MOYKE MCKOPUCTHTH
3a coprupame ydectaHoctu. I[Ipema Tome, ¢popMuparme KOIHOT CTabjIa je TemKo 6ap
TOJIMKO KOJIMKO M COPTHPAIbE, I1a je THUME U3IJIea J0Ka3aHa J0ba I'PaHula CTIO2KEHOCTHU

Q(nlogn).

@ 2 ® 1
Cruka 6.3: XadMaHOBO KOTHO CTAOIO KAl C& YIECTAHOCTH 3HAKOBA, APACTUTHO
Pa3IHUKY]y.

I'pemka y 10Ka3y Kpuje ce y UUIHEHUIM 1A CMO TIONIJIN OJ CIEIMjaIHOr yIa3a
3a IpobJieM COPTUPARA: PA3MATPAJIN CMO CAMO TaKBe YIECTAHOCTH, KOje Cy 3HATAJHO
paszaBojere. [la O6u ce mOMIIO [0 IO TPAHUIE CIOKEHOCTH 33 MPOOJIEM KOIUPAaIbha,
MOpa ce TIOhW 01 NPou360HLHOZ YAa3a 33 TIPOOIEM cOpTUparha: Tpeba JOKA3ATH 1a Ce
MIPOM3BO/bHU OPOjEBH MOTY COPTHPATH MOMONY aJaropurma 3a XadMaHOBO KOIUpAHeE.

Wcnocraspa ce ma ce y OBOM Ciiy4ajy rpelika Moxke mcrnpasutu. Vlaeja je ma
Ce yTpOTTH jOIT MaJIo BpeMeHa ma O6m ce mpomenno (Tpom3BospbHM!) yIa3 3a mpobiaem
COpTHpama, TAKO /13 Ce OH MOXKe MCKOPHUCTHATH Kao yia3 3a komupame. Heka je ymas
HU3 PA3IMYUTHX TpupomHmx OpojeBa X = x1,Z2,...,%n. MoOXKe ce mpeTHOCTaBUTH
Oa cy O6pojeBr pa3uvnTH, jep 0Fa IPAHMIA 32 COPTHPAMbE BAXKWM W 33 WHCTAHIE
KOje ce cacroje O pasjmamTux OpojeBa (miTa BUIe, JOMA TPAHWIA jeé JOKA3aHA 3a
pasnumaure Gpojese). Komuo crabmo XadmaHOBOr KOma 3a OBE yYECTAHOCTH MOZKE
OUTH TPON3BOJHHOT ODJIMKA, Ia j€ TIPETXOIHO Pa3MaTparhe HenmpuMeHbuBo. MehyTum,
cBak® OpOj x; MOXKe ce 3aMeHuTH ydectaHomly y; = 2%, IlomrTo 3a CBaK¥ IPUPOIHA
6poj m Baxku 2™ > 3, 2', xoamo crabmo mmahe 06mK Kao Ha CoMIH (cBaka
yaectanocT y au3y Beha je o1 36Mpa CBUX y9eCTaHOCTH Mamux O me). [Ipema Tome,
asroputaM 32 XadMaHOBO KOguparke MOXKe Ce MCKOPDUCTHUTH 33 COpTHparse Opojesa
y;. Ilorpebno je jom yBepuru ce ma Opoj omeparyja M3BEIeHUX [PU PEeAYKIWjU HUje
He103B0JbeHO Besmkn. CTermeHoBame MOXKe Ja CAAP KU BeJMKH OpOj Omeparyja, ajm
TO OBJie HUje OWMTHO, jep /I0Iba TPAHWIIA 33 COpTHUpame 00yxBaTa camo ymopeljuBa-
ma. IIpema ToMe, mOKa3aHO je ma, AKO Ce MPEeTIOCTABU MOJIe CTab/a OJIyInBaIba,
dbopunpame Xadmanosor komHor crabia y HajropeMm ciydajy 3axreBa (nlogn)
ynopebhusama (morenmumjasrao je morylie 6pxke dhopMupaTn cTabI0 AJITOPATMOM KOjU
auje obyxsahen mogesom crabia Oy IMBamba).

Kox anropmrama mobujeHnx pemayKIMjoM BarKHO je [a caMa PeIyKIHja He yHece
3Haudajuy HeeduKacHOCT. Pa3zMoTpuMo mpobieM paHia U HEeroBO YOIIITEHE Kaj, Ce
KOIIFje CBAKOT OJf IIpeMeTa MOT'y y PaHAIl CTABUTH Heorpanudenu 6poj nyTa. JupexkTHa
PeayKIuja yormTeHOT Tpo0JieMa Ha TIoTa3Hu (y KOMe Ce CBAKH MPEeIMET MOYKE HCKOPUCTATH
camo jemmom) je caemeha. Heka je Benmumma pamma K. Y pamam Moxke ma cTane
majsume K/s; xonuja npeamera Bemmdaune S;. IIpema Tome, y mOJIa3HOM IPOGJEMY



6.6. Pesnme 60

MO2Ke Ce CBaKu IIpeaMeT 3aMEHUTU Ca K/SZ npeaMeTa UCTe BeJIUYINHE Yy I10JIa3HOM
mpobsaemy. Mako je oBa pemyKIHMja KOPEKTHA, OHa HEje edUKACHA, jep j€ BEIUUNHA
mpobsemMa 3HaYajHO ToBehiaHa.

6.6 Pe3ume

VBek je KOpuCHO pa3dmarparu camdHocTu u3Mmely mpobiema. AHanmsoMm pasimka u
can9HOCTH U3MeDy aBa mpobyema, 06uaHO ce ctude 60Jba mpeicTaBa o0 06a mpobiema.
Kang ce manhe wa woBUM mipobsiem, y Behmrm ciaydajeBa je KOPHUCHO yNHWTATH C€ J1a
au je oH camuaH HekoM Beh mosmarom mpobsemy. Ilomekasn camasocT m3mehy aBa
mpobjieMa MOCTaje BUJPUBA TEK 10 M3BPIIEHY KOMILIHKOBaHe pexykimje. [Tocebmno
Cy WHTEpEeCAHTHE PeayKIHje n3mMely MaTpmaHux 1 rpadOBCKUX aJaropuraMa. ¥y OBOM
MIOTJIABJBY BHEJIM CMO BHIIIE IIPUMEPA PeayKIja.

JImreapHo u 11€;100POjHO HpOrpamMuparse Cy OBIe M3J/I0KEHU BP0 Kparko. To cy
BEOMa BaXKHM MPOOJIEMH, M KOPHUCHO je a Ce Ca HUMa JIeTa/bHIje yIO3Ha CBAKO KOTA
WHTEPECY]y aJITOPUTMU.



[nasa T

NP komnnetHn npobnemn

7.1 VYBop

OBo norsas/be je GUTHO Ipyraduje O OCTAIMX. Y IPETXOJHIM IIOIJIaB/bUMa Pa3Ma-
TPAaHe Cy TEXHUKEe 33 DEIIaBaibe aJINOPUTAMCKHUX LPOO/IEMa U EHUXOBE LIPUMEHE UX
Ha KOHKpeTHe mpobseme. Buyio 6u jemo xax 6m cBM mpobsleMu MMAJIM €JIeraHTHe
ebukacHe aaropurMme, A0 KOjUX [I07a3W KOPUIMTNEmEM MAaJjor CKyla TeXHwKa. Me-
Dyrum, crBapHEM XKHBOT Huje Tako jegHocrasaH. Ilocroju MHOrO mpobiema koju ce
He TIOKOPaBajy M0 Cajia pa3MOTpeHnM TexHmkama. Moryhe je ma TpuInKOM FhHUXOBOT
pelaBaba HUje y/I0KEeHO JOBOJHHO HAOPA, aJIU CE Ca JOCTa PA3/I0ra MOXKe IPeTIIOCTABUTH
Ja II0CTOje HpobseMHu KOju Hemajy eduKacHo ommre pemerme. Y OBOM IOIJIABIBY
ommcalieMo TexHMKe 32 IIPENO3HABAE HEKUX TAKBHUX IIPOOJeMa.

Bpemencka ciroxkernoct BehnHe 10 cafa pa3MaTpaHUX aJrOPUTAMa OTPAHUYEHA je
HEKUM II0JIMHOMOM O/T BeJIMIHHE y/Ia3a. 3& TAKBe aJIrOPpUTMe KaXKeMo Ja Cy e(puKacHU
aJropuTMu, a 3a omrosapajylie mpobieme ma cy pemwuBu. Ipyrum peumma, 3a a-
JITOpUTaM KaskeMo Ja je eduKacaH ako je merosa BpeMmeHcka cioxkenHoct O(P(n)),
rae je P(n) moymmmom onx BeqwuwmHe mpobsema n. llomcermmo ce ma je BesmHmHA,
yia3a neduHncana kao 6poj 6ura morpebHuX 3a mIpeicTaB/barbe yiaaza. OBo Huje
crporo ¢opmamHa gedunmmja: Moryhie je mcre momaTKe TMPEICTABATH OUTHMa Ha
BHIIE HAYUMHA; MeDyTHM, Iy’KUHE CBUX JOBOJHPHO e(DUKACHUX IIPEICTAB/bATA MCTUX
moJaTaka He MOTY Ce 3HA4YajHO pasimkoBaTu. Kiracy cBux mpobiema KOju ce MOry
pemuT e(bUKACHAM aaTOpUTMOM O3HagaBahiemo ca P (mosmmommjanno Bpeme). Ona
nedbuHUIja MOXKe I3 U3IJIeIa 9yIHO Ha IPBU IOTJe]. Tako, Ha IpuMep, aJIrOpUTaM
croxenocru O(n'?) ce Hu o KOjuM MepIIIMA He MOZKe cMATPATH eDHKACHIM; CIIITHO,
aJITOPUTAM Ca BPEMEHOM m3BpmaBama 107n Temko je cMaTpari e(bUKACHIIM, HaKO je
nnHeapHe ciaoxkeHoctu. Mmak, oBa meduHuUIMja nMa CMEUCIA U3 ABa passora. IIpso,
oua omoryhyje pa3Boj Teopuje Kojom hemo ce cama mo3abaBuTH; APYIrO, U BaKHU]E,
OBy nedUHUIN]Y je JaKo mpuMeHnuTHu. Vcmocrasba ce Ja OrpoMHa BehwHa pemmBux
npobJsieMa uMa MPAKTUTHO yroTpebs/bruBa pelrema. Ipyrum pednma, BpeMeHCKa CII0KEHOCT
MIOJIMHOMUjAJIHAX AJITOPUTAMa HA KOje Ce y IPAKCH HAWIa3U je Hajuyelrlie mMOINHOM
MaJIOT CTeIeHa, PeTKO N3HaT KBaapaTHor. OGpHYTO je 06MaHO Takohe TaTHO: aJropuTMu
Ca BPEMEHCKOM CJI0¥KeHOomhy BehoM o mpom3BO/APHOT TIOIMHOMA OOWYHO Ce HE MOTY
[PAKTUYHO W3BPIIABATY 33 BEJIHKE yJ1a3e.

Iloctojum mocta mpobsiema 3a Koje ce He 3HA HU jeJaH aJrOPUTAM MTOJTUHOMU)ATTHE
caoxkenoctu. Hekn ox tumx mpobiema he jemmom moxma Outm pernern edUKACHIM
anroputmuma. MehyTnm, nma passora 3a BepoBarse 1a C€ MHOTH IIPOOIEMH HE MOTY
pemutu ebukacuo. Bosresm 6ucmo fqa 6ymeMo y cTamy /1a Mpemno3HaMo TakKBe mpobJieme,
Ja He bucMo rybuiu BpeMe Ha TpaXkeme Herocrojelier aaropurMa. ¥y OBOM IIOIJIaBJbY
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pa3moTpuhieM0O KaKO MPUCTYIATH IpobIeMuMa 33 KOje ce He 3Ha Ja JIu Cy y KJacu P.
Crermmjano, pa3MoTpulieMo jeIHy TOTKJIACY TaKBUX TPO6JeMa, KIaCy TAKO3BAHUX
NP-kommuiernux npobsiema. OBu mpobeMu MOTY Ce TPYIHUCATH Y jeIHY KJIAcy
jep cy cBu mMehycobHO CTPOro eKBUBaJeHTHU — epukrachy anzopumam 3a nexu NP-
KOMNAETAN NPobaeM TOCMOJu aKo U camo axo 3a cearxu NP-xomnaeman npobaem
nocmoju epukacru aszopumanm. LLInpoxo je pacupocTpameHo BepoBabe Ja He I0CTOju
ebukacan aaropuram 3a 6mmo koju NP-kommeran mpobsiem, ajm ce He 3HA T0Ka3
oBakBor TBphema. Yak m ka 61 mocrojaan eprKacHN ajaropuTmu 3a pemasame NP-
KOMIUTETHHUX IIpo0JieMa, OHK OM CUTYpHO OW/IM BpJIO KOMIIMKOBAHH, jep Cé TaKBUM
mpobIeMuMa MHOTO UCTPaknBada 0aBUIO TOKOM Ayror Hu3a roauHa. 1o oBor TpeHyTKa
ce 3a croTure (MOXKIa XUbaJIe) MpobeMa 3ua 1a ¢y NP-KOMIIIeTHur, mrro oBy 00/1aCT
YUHHA BPJIO 3HAYAJHOM.

OBo mnor/iaBsbe cacToju ce u3 aBa gesa. ¥y npsom ce gedununie kiaca NP-komier-
HUX TpobJsieMa M HaBOE TIPUMEPH 0Ka3a MPHUIATIHOCTA HEKUX MPOOJIEMa TOj KJIACH.
SaruM ce pa3mMarpa HEKOJINKO TEXHUKA 33 npubausicno pemasaibe NP-xommerHumx
npobGsiema. Ta penrersa HUCY yBEK ONITUMAJIHA, UJIU CE HE MOTY IIPUMEHUTH Ha [IPOU3BOJbAH
yia3, ajau je 60/be MMaTH WX HEro HUIITA.

7.2 Pepykunje nonMHOMUjasiHe BPEMEHCKE C/I0XKEHOCTU

Y oBoM ome/pKy orpanmuamnheMo ce Ha mpobijeMe omryumBamka, Tj. pazmarpahemo
caMmo oHe IpobjieMe HA KOje ce IIOC/Ie m3BpIIaBarba oapeheror amropmurma moxe of-
rosoputu ca ”na” wiau “He”. OBo orpanmueme ynpomnhasa pa3marpama. Behu meo
npobsieMa JIaKO ce MOKe ITpeBecTH y mpobsemMe ofyunBama. Ha nmpumep, ymecto 1a
TPakKMMO ONTHMAJIHO yIIAPUBAIbe y 337aTOM rpady, MOXKeMO 1A IIOCTABUMO IINTAE
na s 3a 3agaro k mocroju ymapusame BeawuumHe 0ap k. AKO ymMeMO 1a pemmMo
pO6IEM OJJTy YNBaha, OOMIHO MOYKEMO 3 PENTUMO ¥ MOJIA3HU TTPO0IeM — GUHAPHOM
IpeTparoM, Ha IIPUMeEDP.

IIpo6siem opryunBama MOXKe ce [oCMaTpaTu Kao HpobJjeM mpeno3HaBama je-
suka. Heka je U ckyn moryhmx ymaza 3a mpoGiem ommyumBama. Heka je L C U
CKYII CBUX y/Ia3a 3a Koje je pemnreme mpodsaema ”ma”. 3a L ce kaxe 7a je je3UK KoOju
oxrosapa mpobseMy, Ia II0jMOBU Npobiem U je3uk MOTY Ha Ce KOPHCTe PABHOIIPABHO.
IIpobsiem omyryumBarsa je yCTAaHOBUTH 1a JIM 33aTh yia3 npurnaga jesuky L. Cama
hiemo yBecTn mojaM peyKIitije IOJIMHOMHE]jAJTHE CI0KEHOCTH n3Mel)y je3nka, Ka0 OCHOBHH
ajlaT y OBOM IOIJIABJBY.

Hedbununuja 1. Hexa cy L1 u Lo dsa jesuxa, nodckyna pedom cxynosa yaaza Ur u
Us. Kaowcemo da je L1 noauromujaaro c800.nbu8 Ha La, axo nocmoju aszopumam
NOAUHOMUJAAHE BPEMEHCKE CAOMCEHOCMU, Koju damu Yara3 ur € Ui npesodu y yaa3
up € Uz, maxo da u1 € L1 ako u camo axo uz € La. Aszopumanm je noaunomujanar
Yy 0dHOCY Ha 6eauduUHY Yyaa3a ui. IIpemnocmasmamo da je nojam eesuvure dobpo
depunucar y npocmopuma yarasa Uy u Uz, makxo da je, ma npumep, 8esunMuHa Uz
02PAHUMEHE NOAUHOMOM 00 BEAUUHE U] .

Asropuram n3 neduHUIM]e CBOAM je1aH TPO6IeM Ha APYTHA. AKO 3HAMO aJTOPUTAM
3a mperno3HaBarbe Lo, OHZA ra MOXKEMO CYNepnoHupamuy Ca aJrOPUTMOM DeIyKIuje
u Tako a00uTu asropuraMm 3a pemaBame Li. O3HauMMo asropuraMm peiyKimje ca
AR, a amropmram 3a mperno3HaBame Lo ca ALj. Ilpomssossan yna3 ui € Up Moxe ce
npumenoMm AR tpaucdopmucaru y ynas3 ug € Uz, u npumernom ALs yCTAaHOBUTH Ja Jin
u2 € Lo, a Tume u ma s w1 € Li. Ilociequma crienmjastHor caydaja OBOT pa3MaTpabha
je cmemeha Teopema.

Teopema 9. Axo je jesux L1 noaumnomujarno ce0dsue na jesux La, u mocmoju
AN20PUMAM NOAUHOMUJAAHE BPEMEHCKE CAONCEHOCTU 30 NpenodHasate Lo, onda noc-
MOJU AAZ0PUMAM NOAUHOMUJAAHE BDEMEHCKE CAONCEHOCTIU 3a Npeno3nasarse L.
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Zloxas. Joka3 cieau U3 IPeTXOaHOI Pa3MaTparba.

Penanuja mosmmoMujaimne CBOA/BUBOCTH HUj€ CUMETPUYHA: TTOTUHOMUJATHA CBO/I-
mpuBocT Ly Ha Lo He MOBJIAYM yBEK IMOJWHOMUjAJIHY CBOibuBOCT Lo Ha Li. OBa
aCHMETpHja MOTHYe O YNbeHHIle 13 AeUHUNNja CBOI/PUBOCTH 3aXTEBA J1a CEe NPOo-
u3gowan yna3 3a Ly Moxke TpanchopMmucaTé y eKBUBAJIEHTAH yiaa3 3a Lo, amm He n
obpryTo. Moryhe je ma ymasu 3a Lo, nobujernn Ha OBaj HAYHH, IIPEJACTABI/HAjJy CaAMO
MaJu 7eo cBux Moryhmx ymasa 3a Lo. IIpema Tome, ako je L moInHOMEjAIHO CBOABUB
Ha L2, OHIa MOXKEMO CMATPaTH I3 je mpobaem Lo meoscu.

Ipa jesuka L1 u Lo cy MOJMHOMHUJATHO €KBUBAJEHTHU, UJIU jEHOCTABHO
€KBHBAJIEHTH, aKO je CBAKU OJ] IbUX IOJNHOMMU]AJIHO CBOA/bUB HA apyru. Crerjasto,
CBU HeTpuBHjaHE TTpobsiemu u3 Kiaace P cy eksuBamentan. Pemamuja ” nonmaomMujasine
CBOZJPMBOCTH je TPAH3UTHBHA, KA0 IITO IOKa3yje cieneha Teopema.

Teopema 10. Axo je L1 noauromujaarno ceodmus nwa Lo u Lo je nosunomujanto
c600mu8 Ha Lz, onda je L1 nosunomujarto c600mus ma L.

Hoxas. Heka cy jesurm L1, Lo u L3 nmoackynosu ckynosa moryhux ymmasa pegom Ul
U n Us. CyneprionnpameMm ajropurama pemyknmje Li na Lo, ogHocHo Lo mHa L3
nobuja ce aimropurtam peaykimje L1 uHa Ls. Ilpomssospan yma3 ui € Ui koHBepTyje
ce majupe y yna3 uz € Us, koju ce 3arum kousepryje y yiaa3 uz € Us. Ilomro cy
PeOyKIIFje TTOJIMHOMU] aJIHE CJIOYKEHOCTH, & KOMIIO3UITN]a, ABE TIOJIMHOMUja THE (DYHKITH]je
je momHOMMjaIHA BYHKITHjA, pe3yaTyjyhu ajropuram pemaykimje je Takohe mosimmHo-
MUjasIHe CJI02KEHOCTH (TO je jeaH O PAa3/0ra 3aurTo Cy 33 Mepy CJIO?KEHOCTH PEIIuBUX
pobsieMa n3abpaHu TTOJTUHOMN).

Cymrtuaa MeTo/1a Koju ieMo MprMemHuBaTH Y OBOM IOTJIABJBY j€ /1a aKO Ce 33 HeKH
mpobsem He Moxke Hahm edpukacan asropuram, OHIA ITOKYIIABAMO A3 YCTAHOBHUMO 13
JI je OH eKBHMBAJIEHTAH HEKOM OJ1 IIpobJseMa 3a Koje 3HaMo fa cy temku. Kmaca NP-
KOMILTETHHUX TIPo0JIeMa CaapKu CTOTUHE TaKBUX MeljycOOHO eKBUBAIEHTHUX TTPOOIEMA.

7.3 Heperepmunuusam n KykoBa teopema

Teopuja NP-xommrernocrn 3acnosana je 3uagajuom Kykosom (S. A. Cook) Teopemom
1971. roguue. Ilpe Hero mTo (GOpMyaHIIEMO OBy T€OpEMY, TOTPEGHO je Ta yBeIeMo
jom mHeke mojmoBe. ITokymahemo na m3bermeMo TeXHUYKe neTabad U Ia AUCKYCH]Y
3aApKUMO HA mHTynTuBHOM HuMBOY. Kmura I'epmja m Ilomcoma [?] (M. R. Garey,
D. S. Johnson) mo6po mokpusa oBy obsact. Teopuja NP-kommreTHOCTH je me0 mmpe
00J1aCTH KOja Ce 30B€ CJIOXKEHOCT M3pavdyHaBama, IMju HajBehu 1eo Huje mpeaMer
oBe kmpure. Pazmarpame fiemo orpann<nT Ha OHE [1€J10Be KOju OMOryhyjy Kopumliemne
Te Teopuje.

Caza hemo pedunucaru gpyry Baxmy kiacy jesuxa (0ZHOCHO npobeMa oLy au-
Bama) — kjacy NP. IIpe mero mro npehemo ma dopmanny meduruNm]y 3aCHOBAHY
va TjypuaroBuMm mamwnaamMa, mokynmaheMmo 1a pa3jacHIMO CMUCA0 TTOjMOBA HA KOjUMa
ce 3acuHuBa kiaaca NP. Pasmorpumo xao npumep mpobsieM TProBadKoOr Iy THUKA.

IIpo6aem. 3Bagnar je Texxuncku rpad G = (V, E) ca |V| = n usoposa (Tako ma je
32 MPOM3BOJPHE WBOPOBE — rpajioBe v;, v; € V, Texxmna rpame (v;,v;) € E jenmaxa
d(vi,v;)) u 6poj B € Z*. Ycramosutn ma ;mm y G mocToju XaMHUITOHOB IMKIYC Ca
30MpOM TeKMHA I'paHA MAamUM Wiu jegHakuM ox B. Jpyrum pedmma, HOCTOjU JIu
TaKaB HU3 YBOPOBA (Ur (1), Un(2), - - - Un(n)) AA j€

n—1

Z A(Vr(i)s Vr(it1)) + A(Vr(ny, Vr1y) < B?

=1
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TlosmmroMujasan anropuraM 3a pemraBare oBOT mpobJiema Huje mo3HaT. IIpermo-
ctaBuMo, MehyTrM, 11a je 3a HEKW KOHKPETAH yJia3 3a OBaj MpobJieM T06ujeH OIroBop
” 1a”. AKO y TO TOCyMEaMO, MOXKEMO 3axTeBaTh ” 10ka3” TOr TBphema — HU3 YBOPOBA
KOju mMa TpazkeHy ocobmuny. Kaa mmamo oBakaB HI3 YBOPOBA, JTAKO MOYKEMO J1a IIPOBe-
puMoO 71 11 je TO XaMUJITOHOB IIUKJIYC, Ja M3PATyHAMO FheTOBY IYKUHY U YITOPEINMO
je ca 3agarom rpanurnioMm B. ITopes Tora, ounrieaHo je BpeMeHCKa CJI0YKEHOCT OBAKBOT
aJITOPUTMA MIPOBEPE MOJIMHOMUJAIHA Yy OMHOCY HA BEJIUUHUHY yJIa3a.

YpaBo mojam [OJINHOMUjAJIHE IIPOBEP/bUBOCTU KapakTepuire kiaacy NP. IIpume-
TUMO 1a TPOBEPJ/BUBOCT 3a HOIII/IHOMI/Ij AJIHO BpeéMe He TOBJIa'IU 1 MOFthOCT penraBamba
3a [IOJIMHOMHEjAJIHO BpeMme. Y TBpDyjyhu na ce 3a monmmHOMMjaIHO BpEMe MOXKe IIPOBe-
putu oaroBop ”na” 3a mpobsieM TProBAYKOr IIyTHUKA, MU HE y3UMaMO y 003Up Bpeme
KOje HaM MOKe 6UTH TOTPEeOHO 32 IIPOHAIAKETHE XKeJFeHOT IIUKJIYCa Y eKCIIOHEHIIN]ATHOM
6pojy ceux Moryhux mukiyca y rpady. Mu camo TBpanMo 1a ce 3a CBaKW 33/IaTH HU3
YBOPOBA U 332 KOHKDETAH y/a3 U, 33 [IOJIMHOMHjAJIHO BPEME MOKE IIPOBEPUTH [ JII
Taj HU3 ” moka3yje”’ 1ma je 3a yma3 u omrosop " ma’.

Kanaca NP ce mHedopmasrao Mmoxe meduHUCATH TIOMONY TIOjMa HEJEmMEPMUHUCTIUY -
K02 anzopumma. Takas asropuram cacroju ce o ase pazimuaute da3ze: gase nozaharba
u gase nposepe. 3a 3aIaTH yIa3 u, y TIPpBOj (a3u ce u3Bomau mpocto ”morahame” Heke
crpykType S. 3atum ce u u S 3aje/IHO TIpe/ajy Kao yaa3 ¢a3u mpoBepe, Koja ce
n3BOAM Ha 0O0W4aH (AETEPMUHUCTUYKY) HAYWH, 14 CE 3aBPIIaBa 0roBopoM ”na” win
”we” | unn ce n3Bpasa 6eckonawHo ayro. Hemerepmumnctuaknu aaropuram ” perrasa’
mpobsem ommyumBarsa I, ako cy 3a mpowmsBosbHE yiaa3d u € Upn 3a oBaj mpobiem
ucnymena cieneha gsa ycmosa:

1. Ako u € Ly, onja nocroju takBa crpykrypa S, duje 6u norabarme 3a yinas u
JIOBEJIO M0 TOTa 13 ce (asa mposepe ca ymasom (u, S) 3aspuru oaroopom ” ma”.

2. Ako u ¢ Lm, oHAa He mOCTOju TakBa CTPYKTypa S, umje 6m norahame 3a yma3
u 06e3benuno 3aspmasame (asze uposepe ca ynazom (u, S) ogrosopom ”na’.

Ha mpumep, HeeTepMIUHHUCTHYIKY aJTOPUTAM 33 PEIIaBamhe MpobIeMa TProBaTKOT
IyTHUKa MOTa0 O ce KOHCTpymcatu kopucrehim kao ¢alzy morahama m300p mpoms-
BOJBHOr HU3a rpajgoBa (YBOPOBaA), a Kao ¢a3y nmposepe — rope NOMEHYTH AJIrOPATAM
” ipoBepe noka3a’ 3a mpobJieM TProBavKor myTHuKa. OYurIesHo je qa 3a MpoOM3BO/bAH
KOHKPETAaH yja3 U MOCTOju TaKBo morahame S, 1a ce Kao pe3ynrart paga dhal3e mpoBepe
ca ynasom (u, S) nobuja ” na”, oHIA U CAMO OHZA, AKO 34 YJIa3 U MOCTOjU XaMUITOHOB
OUKJIYC TPpaXKeHe IyKWHEe.

Kae ce ga HeIeTEpMUHUCTHYIKY aJITOPUTAM KOjU peIlaBa IIpobJeM O/Ty IMBabha,
II pagm 3a ” mosmmHOM™UjATHO BpeMe” , aKO ITOCTOJU TIOJIMHOM P TaKaB Ja 33 CBAKH y/Ia3
u € Un mocroju Takso morahame S, ma ce ¢asa mposepe ca ymazoM (u,.S) 3aBpiiasa
ca omrosopom ”ma” 3a Bpeme p(|u|). U3 Tora cimemm ma je BeqmumHA CTPyKType S
00aBe3HO OTpAHUYEHA TTOJIMHOMOM O BeJIMYWHE yIa3a, jep ce Ha mpoBepy morabharma
S MoO’Ke yTpOIINTH HAJBUIIE TTOJIMHOMIJAJIHO BpEMe.

Kanaca NP, nedpurncana nHedopmMaIHo, — To je Kjaca CBUX Mpo6/IeMa, O[Ty YNBAba,
KOju TIPU Pa3yMHOM KOAUpPamy MOTy Omtm perrenm HemerepmuaUCTIIKEM (N — non-
deterministic) aaropurmom 3a mosmuommjaso (P — polynomial) speme. Ha npumep,
npo6JieM TProBAYKOr IIyTHHKA mpumaga kiaacu NP.

Y caumaanM zHedopmamHuM gedUHUIIjaMa TepMuH ~ peniasa’ Tpeba OIpe3HO KO-
puctutu. Tpeba ma Oy/te jacHO /13 je OCHOBHM CMUCAO0 ” TOJTMHOMMU]) AJTHOT HEeIeTePMUHUCTHIKOT
agaroputma” y ToMe ma 00jacHU TmojaM ”IpOBEp/FUBOCTH 33 TIOJIMHOMUJATIHO Bpeme”,
a He y TOMe jsa Oyae peajiHM METO] pelraBama MpodjeMa OJIyInBama. 3a CBAKH
KOHKPETAH yJIa3 TAKaB AJITOPUTAM UMa He jeIHO, HerOo HEKOJINKO MOTYNUX U3BPIIABAbHA
— 10 jexHo 3a cBako moryhe morabarse.

HeerepMuHUCTHYKY QJITOPUTME Cy BPJIO MONHU, aJIi IbIXOBA CHAra HIje HEOrpa-
andena. [locToje mpobiaemu Koju ce He MOTY eDUKACHO PEIUTH HeIeTePMUHUCTUY-
kuM ajgropurmoMm. Ha mpumep, mocmarpajmo ciaenehu mpobsem: ga jim je BeIwdnHA
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ONTUMAJIHOT ynapuBama y 3amaroM rpady jennaka taquno k? Heperepmunucruakum
aJITOPUTMOM JIAKO ce Moxke mponahn ynmapuBamse Bemmamie k, ako OHO TTOCTOjM, aJIn
Cce He MOXe JIAKO yCTaHOBUTH (YaK HU HEJEeTePMUHHUCTUYKHU) aa He mocroju Behe
yHapuBambe.

Knaca mpobJiema 3a Koje TOCTOju HeJeTEPMUHUCTUYKN QJITOPUTAM TIOJIMHOMUjaJTHE
BpeMeHCKe cjoxkeHocTH 30Be ce NP. l3riena pa3zyMHO cMaTpaTH Ja Cy HeIeTepMU-
HUCTUYKY aJropuTMu MONHMjU O e TEPMUHUCTUYKHX, aJIH [1a JIU je TO Ta4HO! Jeman
HAYMH 12 ce To JoKaxke 6mo 6u ma ce mponabe mekm NP mpobsiem koju muje y P.
To mo cama HEKOMeE HUje IIONLIO 33 PYKOM. Y IPOTHBHOM, 13 Ou ce JOKa3ajio ma Cy
oBe nBe kiace jemnake (ommocno P=NP), tpebano 6u nmokasaru ma cBaku mpobiem
n3 kyace NP Moxke ma 6yae perieH geTepMUHUCTHIKIM AJITOPUTMOM ITOJIMHOMU]jaJTHE
BpEMEHCKe CJI0KeHocTr. Hu 0BakBO TBpheme HUKO HEje yCmeo ma AoKaxKe (M MaJjo je
OHHUX KOju BepPyjy y meroBy tagnocr). [Ipobsem yrephusama ognoca n3mehy P u NP
mo3HAaT je kKao npobaem P=NP.

Casa hiemo neduancaTu a8 Kiace, KOje He CaMO [Ta Capike OpojHe BayKHe Tpodieme
3a Koje ce He 3HA Ja jum cy y P, Hero caapxke Hajrexxe npodsemve y NP.

Hedbununuja 2. IIpobaem X je NP-meotcar npobaem axo je ceaxu npobaem u3
xaace NP noauromujenro ceodwue na X .

Hedunuuuja 3. IIpobaem X je NP-komnaeman npobaem axo (1) npunada xaacu
NP, u (2) X je NP-meocax. Kaacy NP-xomniemnuz npobaema osnauasahiemo ca
NPC.

Tlocmenuiie medurmimje kmace NP-temkux npobsiema je 1a, ako ce 3a OWI0 KOju
NP-rexxak mpobsrem mokaske ga mpunanga kiaacu P, onma je P=NP.

Kyx je 1971. roguue noka3ao ma nocmoje NP-kommmeran npobsiemu, OMHOCHO 13
xsaca NPC unje npazna. Crierurjasiio, HaBeo je IprMep jeJHOT TaKBOT TTpobjeMa, Koju
hiemo yckopo mpukasaru. Kaga ce 3ua jeman NP-kommureran mpobsem, 10Ka3u ga Cy
apyru npobsiemu y kinacu NPC nocrajy jennocraBauju. Ako je gar HoBu npobiaem X,
JI0OBOJBHO je mokasatu ma je Kykos mpobaem (mmm 6mmo xoju apyru NP-kommieran
mpobJiemM) mosMHOMUAjATHO cBOmybuB Ha X . To crenm w3 cienehe neme.

Jlema 7.1. IIpo6nem X je NP-xommieran ako (1) X npumana knacu NP, u (27)
noctoju NP-kommreran mpobsem Y koju je moamHOMEjAIHO CBOA/BUB HA X.

Jloxas. IIpo6aem Y je mpema ycaosy (2) NP-texak, ma je cBaku mpobjem y Kjach
NP mommmomujanao ceompus Ha Y. IlomTo je Y mosmmomMwujamro cBogpue HA X, &
IIOJIMHOMUjaJIHA CBOJBUBOCT j€ TPAH3UTHBHA peJanuja, cBaku mpobsem y kiaacu NP
je TOJIMHOMMJaJIHO CBO/bMB U Ha mpobirem X .

MHoro je jakime J0Ka3aTH Ja Cy ABa MpodIeMa MOJTUHOMUjAIHO CBOI/bUBA, HETO
JUPEKTHO J0Ka3aTh ma je ucmymen yciaos (2). 36or Tora je Kykos pesynrar kamen
Temespall nese teopuje. aspe, ca mojaBoM HOBHX mpoOseMa 3a Koje ce 3Ha ma Cy
NP-kommiernn, pacre 6poj moryhuocTn 3a mokasmwBame ycaosa (27). Y6p30 momrTo
je Kyxos pesyarat mocrao mosmar, Kaprm (R. M. Karp) je 3a 24 Baxmna mpobsema
noka3ao ga cy NP-xommreram. Ox tor Bpemena je 3a crormue mpobiema (MOXKIa
XW/baJIe, 3ABUCHO O7] HAUMHA OpOjarha BapHjaruja MCTOT TPOOIeMa) TOKA3aHO J1a CY
NP-kommrerau. ¥ caenehem omespky mpukasahemo miect mpumepa NP-xommerHumx
npobiema, ca gokaszuma muxose NP-komnnernocru. Hasemliemo takobe (6e3 noxasa)
Bumre NP-kommrernnx mpobGsema. Hajrexxu meo mokasa je o6mvro (HE yBeK) J0Ka3
ACIIyHEeHOCTH yCaoBa (27).

M3noxwuhemo cama mpobiem 3a koju je Kyk mokazao ma je NP-kommieran, ca
naejom mokasa. [Ipobaem je mosmar kao npobisiem s3amosossbuBocTu (SAT, ckpa-
henmma op satisfiability). Heka je S Bynos m3pa3 y KOHjyKTHMBHOj HOPMAJIHO]
dopmu (KH®). Jpyrum peumma, S je KOHjyHKUmja Buie k40y3e (mucjyHKOmja
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rpyna aumepaat — cuMO0/Ia MPOMEH/PUBUX WM BUXOBMX Heranuja). Ha mpuwmep,
S=(x+y+2) (T+y+2) (Z+7+Z), rme cabuparse, OJHOCHO MHOXKEHE OATOBAPA]Y
JIUCjYyHKIIU]U, OMHOCHO KOHjyHKUMju (u.au, OJHOCHO ), & CBaKa MPOMEH/bUBA HMa,
sBpenuoct 0 (merauno) mium 1 (rauno). ITosmaro je ma ce csaka Byrnosa dymknuja
Moxke mpeacrasuTy n3pa3zom y KH®. 3a Bysos n3pas ce kaxke 1a je 3a10BOJBUB, aKO
HOCTOjI/I TaKBO I0I€/bUBaIb€ HyJla U je,HI/IHI/ILIa IIPOMEH/bUBUM, /1a U3Pa3 UMa BPEIHOCT
1. IIpo6aem SAT cacroju ce y yrBphuBamy ma qm je 3amaru u3pa3 3310B0sbuB (pu
ueMy HEje HeomxomHo mponahn oarosapajyhie BpeHOCTH TPOMEH/BUBUX ). Y HABEICHOM
npuMepy n3pa3 S je 3a10BosbuB, jep 3a ¢ = 1, y = 1 u z = 0 uma Bpeguoct S = 1.

IIpo6aem SAT je y xnacu NP jep ce 3a (HemerepMuaNCTIHIKY) m3abpare BpeIHOCTH
IIPOMEH/PUBUX 3a HOJ'II/IHOMI/IjaHHO BpeMme (O,IL BeJIMYUHE yJjla3a — YKYIIHE IYXKWUHE
dbopmyse) moxke nposepuTu ma sm je m3pa3 tadan. JJokas ma je npobmem SAT NP-
TEeXKaK OBJE M30CTAB/HAMO.

Teopema 11 (Kykosa teopema). IIpobaem SAT je NP-xomnaeman.

7.4 Tllpumepun pgokasa NP-komnaetTHocTu

Y oBoMm omespKy mokasahemo ma cy NP-kommersnu ciaenehux mer mpobsema: moKpuBad
rpana, nmomunupajyhu ckym, 3 SAT, 3-o6ojuBoct u npobiaem kiauka. CBaku o 0BUX
mpobsema 6uhie merasbHUje m3aoxkeH. /lokasuBame NP-KOMIJIETHOCTH 3aCHUBA Ce Ha
TeXHWKaMa Koje he OuTwm pe3mmmpaHe Ha Kpajy ome/bka. [la 6m ce mokazama NP-
KOMILTETHOCT HEKOT mpobJieMa, MOPa Ce Hajpe J0KA3aTh Ja OH mpunaaa Kiaacu NP,
o je o0mano (asm He yBek!) ako, a 3aTuM Tpeba mporahin peyKIujy mOJTMHOMI]aJTHE
BPEMEHCKe CJI0KEHOCTH Ha Hamll mpo0/ieM HeKOr mpobsema 3a Koju ce 3Ha 1a je NP-
komIwteTaH. Pemocnen penykmnmja y mokasmma NP-koMmmieTHOCTH mmecT HaBeIeHHUX
npobJieMa TIpAKa3aH je Ha cimmu[7.1] [a 61 ce 0BM JOKA3M JIAKIIe pasyMesn, HaBeIeHH
Cy PeIOCIeIoM IIpeMa TeXKHHY, a He IIPeMa PacTojamby 0f KOpeHa cTaba Ha cauuu[7. 1}
pemocien nOKa3a MpUKa3aH je OpojeBuMa y3 TpaHe.

CAT
4 T3
Knuxke 3SAT
L1 I 5 I
ITokpwBay rpana 3-060juBOCT 36Up MOJCKYTIa

| 2

Homunupajyhn cxymn

Cnuxka 7.1: Penocnen mokasa NP-KOMILJIETHOCTH y TEKCTY.

7.4.1 Mokpueay rpaHa

Heka je G = (V, E) meycmepenn rpad. IlokpuBau rpana rpada G je takas
CKYIl 9YBOPOBa, Ja je cBaka rpana GG cycenna 6ap jeHOM O YBOPOBa U3 CKYyIIA.
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IIpo6aem. 3amar je meycmepenu rpad G = (V, E) m npupomam 6poj k. Ycranosurn
na g 'y G mOCTOju MOKPUBAY rpaHa ca < k YBOPOBA.

Teopema 12. IIpobaem noxpusay epara je NP-xomnieman.

Zoxas. Ilpobsiem mokpuBad rpana je y kiacu NP, jep ce 3a mpeTnocTaB/beH! MOICKYIT
on < k 4BopoBa JIAKO MPOBEpaBa 3a MOJIWHOMUJATHO BPeMe J1a JId je OKPUBAY TPaHa
rpada. Ja 6ucmo mokazasu ma je mpobsrem mokpusad rpana NP-komiuteran, tpeba ma
Ha 1era cBemeMo Hekn NP-kommietan pobsiem. Y Ty CBpXy UCKOpHUCTHNEMO IpobiemM
knmka (moka3 ga je mpobmem kimmka NP-xommieran Gwhe mat y omemKy . Y
meycmepenom rpady G = (V,E) kiamka je takas nomrpad C rpada G y xome
cy cBu uBOpoBH Mehycobmo moBesamu rpanama u3 (. [pyrum peumma, Kiauka je
romrwterad noarpad. IIpobmem kimka raacm: 3a 3amarwu rpad G uw mpupomam 6poj
k, ycranoBuru ma au G caupxu kiuky seiuuune k. [Torpebuo je rpancdopmucaru
MPOM3BOJBAH yJIa3 33 MpobJeM KJIUKa y yiaa3 3a mpobjieM IMOKPHUBAt IPAHA, TAKO J1a
je pemreme mpobiema Kamka 3’ akko je ”ma” pememse omrosapajylier mpobiaema
noxpusad rpana. Heka je G = (V, E), k upoussosban yna3 3a upobiem xiamka. Heka je
G = (V, E) xommiement rpada G, oamocHo rpad ca HCTAM CKYTIOM YBOPOBA Kao 1
G, 1 KOMIUIEMEHTaPHAM CKYyTIOM rpana y omuocy Ha G (ompocHO m3mely npou3BosbHA
apa usopa y G rpama mocroju axko u3meljy Ta mpa usopa y G ne 1OCTOju rpama).
Hexa je n = |V/|. Tpaumo ma je npoGsem kiuka (G, k) cBeen Ha npobJieM IOKpUBAY
rpama rpada, ca yrazom G, n—k (BuaeTn mpumMep Ha cnnun re Cy NCOPEKUIaHuM
smHujaMa npukadane rpase u3 G). Ilpernocrasumo xa je C = (U, F) ximka y G. Cxyn
gpoposa V \ U mokpupa cee rpare y G, jep y G Hema rpama Koje TOBe3yjy TBOpOBe
u3 U (cse te rpame cy y G). IIpema Tome, V \ U je moxpusau rpana 3a G. JIpyrum
peunma, axo G uMa KUKy Besmauue k, omna G uMa IOKPUBAY MPAHa BeJIauHe 1 — k.
O6puyTo, Heka je D moxpusad rpasa y G. Tama D noxpusa cse rpare y G, ma y G me
MOZKe€ JIa MOCTOju rPaHa Koja mose3dyje neka asa asopa u3 V' \ D. IIpema Tome, V\ D je
kmnka y G. Bakmydyjemo ma ako y G TIOCTOji TTOKPUBAY TpaHa, BEJWHNHE 1 — k, OH/Ia
y G mocroju kimka BeqmamHe k. OBa pemyknmja ce OUMUIIeTHO MOXKE€ M3BPIIUTH 3a
HOTMHOMMJATHO BpeMe: oTpeGHo je camo koHcTpyucaru rpad G momazehu ox rpada
G m w3padyHaTH pas3nmky n — k.

G: xmaka U G: mokpumsau rpana V \ U

ox k uBoposa ox n — k uBopoBa

Ciuka 7.2: Pemyknuja npobsiema Kiauka Ha TpobeM MOKPUBad IPaHa.

7.4.2 [Oomunupajyhu ckyn

Hexka je G = (V, E) meycmepenn rpad. Jomuuupajyhu ckyn je ckyn D C V,
Takas Ja je cBaku 4Bop G y D, wiu je cyceman 6ap jemmom usopy us D.
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IIpo6aem. ar je meycmepenu rpad G = (V, E) u upupomam 6poj k. Ycranosurn
na gy G moctoju moMuHupajyhm CKym ca HajBuile k YBOPOBA.

Teopema 13. IIpobaem domunupajyhiu ckyn je NP-komnaieman.

Zoxas. Ilpobsem mommampajyhu ckym je y kaacu NP, jep ce 3a mpermocTaBibeHm
MOACKYT OFf HajBUIlE K YBOPOBA JIAKO 3a MOJMHOMMUJAJIHO BPEME IIPOBEPaBa 1a JIH je
nomuaupajyhm ckyn. M3senthemo peaykimjy mpobseMa moKpruBad rpaHa Ha mMpobiiem
novuampajyhim ckyn. Ako je 3amar mpomssospan yma3 (G, k) 3a mpobiem MOKpUBaT
rpaHa, b je KOHCTpyucaTu HoH rpad G’ Koju mMa moMummpajyhm ckym oapebene
BemunHe akko (G MMa TOKpWBAdY TpaHa Beauumae Hajsume k. IIpm Tome ce, 6Ge3
CMaibeiba OIIMTOCTHU, MOXKE IIPETIIOCTAaBUTU [1a G HEeMa H30JI0BAaHUX YBOPOBa (OHI/I
HE yTUYy HA MOKPHWBAY I'PaHA, ajau MOPajy OWTH yKjbydeHW y momMuHmpajyhm ckym).
Tlonazehu ox rpada G, momajemo My |E| moBux uBoposa u 2|E| HOBUX rpaHa Ha
cnenehn magwmn. 3a cBaky rpany (v,w) m3 G m0J@jeMO HOBH 9BOD VW W JIBE HOBE
rpane (v, vw) u (W, vw) (CJ’II/IKa. JpyruM peanma, CBakKy Tpany TpacdOPMANIEMO
y Tpoyrao. Oznauumo uosu rpad ca G'. Fpad G’ je maxo KOHCTpyHCATH 3a TIOJUHO-
MHjaJIHO BpeMe.
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Cnuka 7.3: Pemykiuja npobiema mokpuBad rpana Ha npobsem gpomuaupajyhin
CKYIL.

Tepauvo ma G WMa TOKpWBaY TpaHa BewHaure m akko G mMa mommHEpajyhn
cxyn Benmamnne m. Heka je D momurmpajyhm ckym rpada G'. Axo D caapxm 6mio
KOJU OJi HOBHX YBOPOBA VW, OHIA C€ TaKaB YBOD MOYKE 3aMEHUTH OHJIO TBOPOM v,
6mI0 YBOPOM w, MOCJE [era hie m HOBM CKym Owrm momuampajyhm ckym (v m w
IOKPHBAjy CBE 9YBOPOBE KOje mokpmBa vw). IIpema Tome, 6€3 CMAmERma OMIITOCTH
MoOXKe ce mperrocTtaBut na D campxku camo uBopose m3 G. Mebhyrum, momro D
” noMmuHMpa” HAJ CBUM HOBHM YBOPOBMMA, OH MOpA 33 CBaky rpany u3 G ma cagpku
6ap jeman mweH Kpaj, ma je 36or Tora D ucroBpeMeHo u nokpusad rpana rpada G.
O6puyTO, ako je C' mokpusad rpana y (G, oHa je cBaka rpaHa (G CyceaHa HEKOM YBOPY
u3 C, ma je u cBaxu HoBH 1BOp 13 G cyceman mexoM usopy u3 C. CTapu 9BOpOBH Cy
Takolje nokpusenu usoposuma u3 C, jep 1o upernocrasiy uBoposu u3 C' HOKpuBajy
CBe TpaHe.

7.4.3 3SAT

IIpo6srem 3 SAT je ynpouthena sep3uja oduanor npobiaema SAT. Yias 3a npobiaem
3SAT je KH® y kojoj cBaka Kjay3a MMa Ta4HO TPH JUTEPaJIa.
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IIpo6aem. 3azar je Bynos u3paz y KH®, y kome cBaka KJiay3a Caap:Ku TavHO TPU
JUTepasia. YCTAHOBUTH 1A JIU je M3pa3 3aJ0BOJHUB.

Teopema 14. IIpobaem 3SAT je NP-komnaeman.

Hoxas. Oaj npobsiem je Ha npBuU Iorien jgakmu of obmaHor mpobaema SAT, 36or
JOIIYHCKOI OT'DAaHMAYEha [1a CBAKa KJIay3a mMa 10 Tpu npomenspuse. [lokazahemo na
asropuTaM Koju pemaBa 3 SAT Moxke ma ce MCKOPHUCTH Ja pemn obudaH npobjeM
SAT (ommocuo ma ce SAT wmoxe cBectm ma 3SAT). Ilpe Tora, jacmo je ma 3SAT
npunana kiaacu NP, Mory ce m3abparu (”noromurn”) BpeaHOCTH LIPOMEH/BUBHX U
3a MOJIMHOMHUjAJIHO BpeMe IIPOBEPUTH Ia JiH je u3pa3 TadaH. Heka je E mpomsBospan
yia3 3a SAT. Ceaky kyiay3y y F 3amenulieMo ca HEKOJIMKO KJIay3a O] [0 TAYHO TPU
smrepana. Heka je C' = (z1 + x2 + - -+ + xx) upoussospHa Kiiay3a u3 F, raksa na je
k > 4. OBgme je 360r yooOHOCTH ca T; O3HAYEH JINTEPAJI, OJTHOCHO OUJIO0 TPOMEH/PUBA,
6uso Heranmja npomensbuse. ITokazaliemo kako ce C' MOXKe eKBHBAJIEHTHO 3aMEHUTH
Ca HEKOJIMKO KJIay3a OJ 10 TAYHO TPU JnTepaJia. Vieja je yBeCTH HOBe MPOMEHIbUBE
Y1,Y2,---,Yk—3, KOje Kjaay3y TpaHchopmumty y meo yaasa 3a 3SAT, me memajyhn
3a/I0BOJBUBOCT U3pa3a. 3a cBaKy Kjay3y u3 E yBoje ce HOBe, pa3/iMunTe IPOMEHIbUBE;
C ce 3aMemyje KOHjyHKIMjoM Kiaay3a C’, Tako ma je

C' = (w1+x2+11) (T3 +71 +92) (Ta+T2+y3) - (Th—2+Ph—a+Yr—3) (Th_1+Tk+Tr—3).

Tepammo ma je m3pas, mobujen o F 3amernom C ca C’, 3a10B0/6UB aKKO j€ 3a10BOJHUB
u3pa3 F. Axo je uspas E 3amoBosbuB, oHIa 6ap jelan o JATEpaIa T; MOPA UMATH
BpemHocT 1. YV ToM caydajy ce MOTy m3abpaTy BpeIHOCTH TPOMEH/BUBYX ¥; v C Tako
na cee kaayse y C' 6ymxy Taume. Ha mpumep, ako je x3 = 1, oHma ce MOKe CTaBUTH
y1 = 1 (mrro ymHM TavHOM IPBY KI1ay3y), y2 = 0 (apyra kiay3a je Tauna 36or z3 = 1),
ny; = 03acBe i > 2. Yormre, ako je x; = 1, OHIa CTaB/haAMO Y1 = Y2 = -+ = Yi—2 = 1
myi—1 =y = = yr—3 = 0, mTo obesbehyje ma Gyme C’ = 1. O6pHyTO, aKO M3Pa3
C’ mma BpemrocT 1, TBpmMMO ma 6ap jeqan of JATEpaTa T; MOPAa WMATH BPEmHOCT 1.
3aucra, ako 6u cBU JuTepaIu x; UMagu BpeaHoct 0, oHma 6u m3pas C’ WMao ucty
tasrocT kao u m3pas C” = (y1) - (G1 +y2) - (Jo +ys) -+ (Yr—a + yr—3) - (Ju—3), xojum
oumrneHO HEje 3370B0/buB (ma 6u 6umo C” = 1, mopaso 6u ma Gyme pemom y1 = 1,
ma yo = 1, urm, yp—3 = 1, yx—3 = 0, m yx—3 = 1, MTO je KOHTPATUKIA]A).

ITomoly oBe peyKImje CBe Kiay3e ca BHIIE OJ TPU JIATEPAJIa MOT'Y CE€ 3AMEHUTH Ca
HEKOJIMKO KJIay3a 0J1 110 TagHo Tpu aurepasa. Ocraje ga ce TpaHcdOpMHULLY KIay3e Ca
jemeuM nim nBa smrepana. Kinaysa obmmka C = (z1+22) 3aMembyje ce eKBHBAJIEHTHOM
n3pa3oM

C' = (w1 + a2 + 2) (w1 + 22 + 2),

TIe je z HOBa mpoMeHspbuBa. KOHAUHO, Kimay3a obymka C' = x; MOXKe Ce 3aMEHUTH
U3pa3oM
C'=@m+y+2)m+7+2) (1 +y+2) (1 +7+2),

Y KOMEe Cy Yy 1 z HOBE ILIpDOMEH/bUBE.

IIpema ToMe, TPOM3BOJbHM yiia3 3a mpobsem SAT mMoxke ce cBecTH Ha yia3 3a
npobiem 3 SAT, Tako ma je npBu u3pa3 3aJ0BO/HUB AKKO je 3a0BOJbUB APYTU. JACHO
je ma ce oBa peayKIIMja W3BOAM 32 TIOJMHOMUJAJTHO BpeMe.

7.4.4 Knuke

IIpo6rem knuka meduuucan je y omesbKy [1.4.1) y kKoMme je pasmarpaH mpoGiem
IIOKPHBAY IPaHa.

IIpo6aem. ar je meycmepenu rpad G = (V, E) m npupomam 6poj k. Ycranosutn
na s G caapxku KauKy Bejauause 6ap k.
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Teopema 15. Ilpobaem xauxa je NP-xomnaeman.

Zoxas. Tlpobsem kmka je y kimacu NP, jep ce 3a cBaku MpeTHOCTaB/HEHU TIOICKYTI O,
k 4BOpOBa 3a MOJIMHOMHUjAJIHO BpeMe MOKe IIPOBEPUTH Ja JIH je KJynKa. Ilokasahiemo
cama na ce npobsem SAT moxke cBectu Ha 1pobseM kimka. Heka je F mpou3Bo/bHU
Bynos u3paz y KH®, £ = FE; - Es - - - E,,. IlocmaTpajmo, Ha mpuMep, Kaay3y F; =
(z+y+2z+w). Bboj mpuapyxkyjemo " Kog0Hy” 0J1 9€THPHU IBOPA, O3HATEHA JTUTEPAJIAMA,
n3 F; (6e3 063mpa mrTo ce HEKHW Ol BUX MOXK/IA IMOjaBJbyjy W y APYTUM KJAy3ama).
pyrum peuanma, rpad G xoju KoHCTpyumremo nmahe o jegaH BOp 3a CBAaKy MOjaBy
6mno koje mpomenspuBe. OcCTaje muTarke KaKO IIOBE3aTH OBe UBOpOBe, Tako na G
caapku KIWKy Benmumbe 0ap k akko je m3pa3d E 3amoBossus. IIpmmerumo ma ce
BPEIHOCT k MOXKe m3abpaTh MpOU3BOJHHO, jep je moTpebHo cBectu mpobsem SAT Ha
pobJIeM KJIMKa, OJHOCHO pemuTtu rpobsem SAT kopucrehu aaropuram 3a pelraBarbe
npobsiema kiauka. HapaBHo, asropuraM 3a perniaBaibe npobJiemMa KJInKa MOpa JAa Pau
3a cBaky BpemaHoCT k. OBO je BaxkHa (PIIEKCUOMITHOCT, KOja Ce YeCTO KOPUCTH Y JOKAZUMA,
NP-kommrerHocTr. Y oBoM ciayd4ajy 3a k hiemo m3abpatm BpegHOCT jemHaky Opojy
KJIay3a m.

I'pame y rpady G mory ce 3amatu Ha ciaenehn nauna. IBopoBu U3 mMCTE KOJIOHE
(0THOCHO YBOPOBY MPHU/IPY KEHM JINTEPAIUMA U3 HCTE KJIAy3€e) He MOBEe3yjy Ce TPaHaMa.
UBopoBHU U3 PA3IUYIUTHX KOJIOHA Cy CKOPO YBEK IIOBE3AHM: M3y3€TaK je CIIydaj ABa
YBOpa OJ KOJUX jeaH OAr0Bapa IIPOMEH/HPUBOj, a APYTU KOMILIEMEHTY Te WCTEe IIPO-
menspuBe. [Ipumep rpada koju oaroBapa m3pasy

E=(@+y+2) - @+7+2) - (y+2)

nprKasaH je Ha caumw [7.4] JacHo je ma ce G MOKe KOHCTPYHCATH 32 MOJMHOME]jAITHO
BpeMe.

Cauka 7.4: Penykimja npobaema SAT ca ynazom (z4+y+2)-(Z+75+2)-(y+2)
Ha, TIpobJIeM KJIMKA.

Tepaumo ma G mMma KIWKY Beamduue 6ap m, akko je m3pa3 F 3amosospuB. Haj-
IIpe 3allaKaMO [Ida 360I‘ KOHCprKHI/Ije MaKCHMaJIHa KJIMKa HE€ MOXKE€ HMMaTH BHUIIE
o m YBOpOBa, He3aBucHO on FE. IlpermoctaBumo ma je m3pa3 E 3amoBospuB. Tama
IIOCTOjH TAaKBO J0Je/bUBaIbe BPETHOCTH IIPOMEHJbUBHUM, Ja Y CBAKO] KJIAy3W IOCTOjH
6ap jeman aurepas ca Bpemmomhy 1. UBop Koju oaroBapa TOM JUTEPATY IPUKIBYIYje
ce kauKM (AKO MMa BUITE TAKBUX JIATEPAJIa, OMpa ce TPOM3BOJbAH O HhuX). [Jobujenn
moarpad jecre KIWKa, jep jeJUMHN HAYWH 13 JBA YBOPA U3 PA3IUIUTHX KOJOHA HE
Oyay moBe3aHa je Aa jeaH O mUX Oyme KOMIUIEMEHT APYyror — IITO je HeMmoryhe,
jep je cBuM m3abpaHuM JMTEpaINMa JoesbeHa BpegHocT 1. OGpHYTO, IPeTIoCTaBIMO
na G campxwu Kanky Benumanue 6ap m. Kiamka mopa fa cajap:Ku TA9HO jeTaH UBOD
n3 cBake KosioHe (jep IO KOHCTPYKIMjU YBOPOBH M3 HCTE€ KOJIOHE HUCY IIOBE3AHN).
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Oprosapajyhum Jsmrepaniuma 1oaesbyjeMo BpegHocT 1. AKO Ha OBaj HAYHMH HEKO]
TIPOMEHJBUBO] HUje J0Je/heHa BPEIHOCT, TO C€ MOYKe YUNHUTH Ha MPOU3BOJHAH HAUMH.
3Bneno momesbuBarbe BpeJHOCTH NIPOMEH/HPUBHMA j€ HEIIPOTUBPETIHO: aKO OM HEKO]
IIPOMEH/BPUBOj T W EH€HOM KOMILIEMEHTY I, YK/bYUEeHUM y KJIMKY, ICTOBPEMEHO Omia
JI07Ie/beHa BpeaHoCT 1, To 6u 3HaumIo ma oarosapajyhm aBoposu (10 KOHCTPYKIH]N)
HUCY IIOBE3aHH — CYIPOTHO IIPETIIOCTABIM Ja Cy 00a 9IBOpa y KJIUKH.

7.4.5 3-o6ojusocr

Hexka je G = (V, E) meycmepenn rpad. MicnpaBao 6ojemwe (mm camo 6ojeme)
rpada G je TakBO mpUAPYKUBaIHe D0ja IBOPOBHUMA, /1A jé CBAKOM UBOPY MIPHUIPYKEHA
Heka 00ja, a 1a Cy CyceqHUM YBOPOBHMA YBEK HPHUAPYKEHE pasmdaure 60je.

IIpo6saem (3-o6ojusoct ). Har je meycmepenu rpad G = (V, E). Ycranosutu 1a
ce G moxe 060juru ca Tpu 6oje.

Teopema 16. IIpobaem 3-obojusocm je NP-xomnaeman.

oxas. 1lpobsem 3-o6ojuBocT mpumaga kaacu NP, jep ce Moxke mpeTmocTaBUTH TIPO-
u3B0OJbHO Oojerse rpada ca 3 6oje, a 3aTUM 3a MIOJMHOMUJATIHO BPEME IIPOBEPUTH 13
JIV je TIPeTIIOCTaB/heHO Oojerse ncrpasHo. VI3senrhemo peaykimjy mpobsaema 3 SAT Ha
mpobsem 3-o6ojuBoct. JJoka3 je HEmMTO KOMILIMKOBAHHUjM W3 ABa passora. Hajmpe,
mpobsemu ce omHoce Ha pasnmaure objekre — DBymose m3paze y KH®, ommocno
rpadose. Ipyro, HEe MOXKe Ce€ TMPOCTO 3aMEHWTH jeJaH o0jekar (Ha TpuMmep 9YBOp
nnm TpaHa) ApyruM (Ha TPUMeEP KJay30M); MOPa Ce BOJUTH PATyHA O KOMILIETHO]
crpykrypu. lneja je 1a ce mCKOpHUCTE CACTABHU €JIEMEHTH, KOjU CE TI0BE3Y]y y eIy .
Hexka je F mpomsBospam yma3 3a mpodsem 3 SAT. Tpeba koucrpymcaru rpad G,
Tako 1a je m3pald E 3amoBospuB akko je G 3-ob6ojus. Hajupe koHCcTpyHmemMo ocnosHu
mpoyzao M. Ilomro je M tpoyrao (xommiernu rpad ca Tpu €BOpa), 3a HEOBO
6ojeme morpebHe cy TawrHo Tpu 60je. O3maummo Te Goje ca T (taumo), F (HeTawHo)
u A, Bugern nowmu Tpoyrao Ha caumd [7.5] Ilopen Tora, 3a ¢BaKy IPOMEHIBUBY T
AozxajeMo HOBU Tpoyrao Mg, duje uBOpoBe O3Ha4UaBaMoO ca T, T u A, upu uyemy ce
4BOp o3HaueH ca A moksama ca usopom m3 M ca ucrom o3uHakoM. IIpema Tome, ako
ce y m3pa3y mojaBibyje k mpoMeH/bUBHUX, UMaMO k + 1 TpoyrioBa ca 3ajeTHUIKAM
asopom A (cimka . OBo 06e36ebyje 1a, ako je, na upumep, 4Bop = obojen 6ojom
T, ouga 9BOp T Mopa 6utm o6ojer 6ojom F (jep cy oba uBopa cycemna 9Bopy 000jeHOM
60jom A), m o6payTO. OBO je y cKIaIy ca 3HAYEHmeM .

T F

Cnuka 7.5: TIlpBu geo xoucrpykimje 3a peaykimjy 3SAT ma 3-o6ojuBoct
rpada.
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Ilorpebno je momatu ycmoB, koju Ou obe3behmBao ma y cBakoj Kjiaay3u 6ap jeman
snmrepas nma BpeaHocT 1. To ce moxke 06e36enuTn Ha cienehn nauwn. IIpernocrasmnmo,
HA TIpUMEp, Ja ce pagu O Kmaysm (x + y + z). OBme ce x, y, z MOry cMarparm
JIUTEPATNMA, Tj. HEJOCTATAK HETalnja HaJ CHUMOOINMAa T, Y, 2 He CMaibyje OMIITOCT
pa3mMaTpama. 3a OBy KJIay3y YBOAMMO TIECT HOBHUX YBOPOBA M TIOBE3YjEMO WX Ca
noctojehrM UBOpoBMMa HA HAYWMH NMPUKA3AH HA CJIALN @ HazoBmmo Tpu HOBaA ¥BODA
nose3ana ca T u &, y wm z cnowawrbum 460posuma (o3nadenu cy ca O Ha ciunm),
a TPHW HOBA YBOPA y TPOYTIIY — YHYMPAwWum 460posuma (o3Hawerm cy ca I ma
cimrm). TBpauvo ma oBa koHCTpyKImja 00e3behyje (axko je moryhe Gojeme ca Tpm
60je) ma Gap jemam o 9BOpOBA X, Y mwumu z Mopa Gurm o6ojen 6ojom 1. Hu jemanm of
YBOPOBA X, Y, 2 HE MOXKe Outn 060jeH 60joMm A, jep Cy CBU OHM TOBE3AHU Ca YBOPOM
A (BumeTn cimKy . Ako 6u cBa Tpu uBOpa x, Y, z buau obojenu Gojom F, onma
6u Tpu HOBa CIIOJbAlllhba YBOPA IIOBE3aHa Ca mhuMa Mopaau OGutu ob6ojenu Gojom A,
Ta ce yHyTpPaIIkU Tpoyrao He 6u Morao obojutn ca tpu 60je! Kommreran rpad xoju
omrosapa u3pasy (T +y+ z) - (T + § + z) npukasan je Ha caunm
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Cnuka 7.6: Tlonrpadosu koju ofarosapajy kiaysama y penyknuju 3 SAT Ha
3-obojusocrt.

Cnuka 7.7: I'pad koju

onrosapa uspasy (Z+y+z) - (T + 7+ z) y penykuuju
3 SAT na 3-o60juBocr.
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Cazma MokemMo Ja KOMILIeTupaMmo 70Ka3, u TO y asa cmepa: (1) ako je m3pas E
3amo0BobMB, G ce Moxke 06ojuTtHh ca Tpu 60je, m (2) ako ce G mMoxke 06ojuTH ca TpU
0oje, onma je uspa3 E 3amososbus. AKo je u3pa3 F 3a70BOJbUB, OHJIA MIOCTOJU TAKBO
J0/IeJbUBAHE BPEIHOCTU IPOMEH/PUBHM, [a Y CBAKO] Kjay3u 0ap je/1aH JUTepaj uMa
Bpearoct 1. OGojumo wBopoBe rpada y CKIamy ca WuxoBuM Bpemaoctuma (ca T
ako je BpemmocT 1, ommocuo ca F y mpormerom). Tpoyrao M o6Gojen je Gojama T,
F u A na onmcanu Haumu. Y noarpady Koju oarosapa kJay3u 0ap je/laH JuTepadt
nMa BpemHOCT 1; ogrosapajyhu cnospamntssm 1Bop 6ojumo ca F', a ocTaje CIoJballmhe
4BOpOBe ca A, mocisie dera je 6ojerbe yHYTpaIIBUX YBOPOBA JIAKO M3BecTH. IIpema
Tome, G ce moxke o6ojuru ca tpu 6oje. O6puyTo, ako ce G Moxke obojuTu ca TpuU
60je, Ha30BMMO G0je y ckmamy ca 6ojemem Tpoyriaa M (xoju mopa 6urtm 060jeH ca Tpu
60je). 360r TPOyryIOBA Ha CJIUIHA 60je mpoMeH/PUBUX OMOryhyjy HempoTHBpedHO
J0ze/bUBabe BpeaHocTH IpoMenspuBuM. Koncrpykimja ca cimke |7.6{ 06e36ehyje ma je
bap jemam JuTepasl y CBakoj kiaysu obojen ca 1. Kowauwno, jacuo je ma ce rpadp G
MOYKe KOHCTDYHUCATH 3a IOJIMHOMHUjAJIHO BPEMe, YMMeE je J0Ka3 3aBPIIEH.

7.4.6 36up noackyna

Caza hiemo pasmorpuru jenan apurmerndku NP-koMiuieran ipobieM o HA3UBOM
36up nodcxyna. IIpernocraspa ce Ja je Jar KOHAYaH CKyIl S HO3UTUBHUX LEJIAX
6pojesa u mesm 6poj t > 0. Tpeba mponahu ga mu mocToju moackym S’ C S Takas Ja
je 30up meroBux ememenaTa jeanak opojy t. Ha mpumep, ako je

S =1{1,2,7,14,49,98, 343, 686, 2409, 2793, 16808, 17206, 117705, 117993}
u t = 138457, onma nmoackyn
S = {1,2,7,98,343, 686, 2409, 17206, 117705}

ckyma S 3a0B0JbaBa TPAYKEHU YCJIOB.

Kao u y Be3u ca 6mito kojum apurMeTndkuM npobiemom, Tpedasio 6u ce moaceTuTn
Jia Hallle CTAHJAPIHO KOJMPAThe IIPETIOCTAB/bA 1A CY YIA3HU eI OPOjeBr KOTUPAHMT
ka0 Owmapum. Ca OBOM IMPETHIOCTABKOM HA YMY, MOYKEMO IOKAa3aTH Ja je mpobiem
36mpa moxackymna N P-KoMIuTeTaH.

Teopema 7.1 (NP-kommureTHOCT ipo6ieMa 36mp noackyna). IIpobaem s6up nodcrkyna
je NP-xomnaeman.

Zoxas. 1lpBo, jacHo je ma ce y IOJMHOMMjAJTHOM BpeMeHy MOYKe IIPOBEPUTH [Ia, JIU je
36mp exeMeHaTa HoacKyma S’ ckyma S jemmak speamoctn t. Caza hemo mokasaTu ma je
mpobsem 3S AT moIMHOMIjaIHO CBOIJHUB Ha MpobJseM 36mpa moAcKyma. Heka je mara
BymoB m3pa3 y KOWYKTHUBHO] HOpMaJIHO] (popmu [’ HAJ IPOMEH/PUBUM L1, L2, . .., Ly
caknaysama Cq, Ca, . .., Ck, rie cBaka Kjay3a CaIpKu TAYHO TPU PA3INIUTa JIUTEPAJIA.
Penykuunonn ajropuram KoHCTpyuile nHcTaHIy (S, t) mpobseMa 361pa MOJCKYIIa TAKBY
Oa je m3pa3 I’ 3a70Bos/pMB aKO M CaMO aKO IOCTOJH IOACKYII CKyma S dmja je cyma
esieMeHarTa jenaaka t. bes cmamerma ommTocTa, mpernoctaBuhemo ciaenehe mBe ocodbume
uspaza F. IIpBo, HujegHa Kjay3a He CAAPXKHU IPOMEH/bUBY U IheHY HETaIujy, jep
je TakBa KJjay3a ayTOMATCKM 33/0BOJbEHA y OMIO KO0jOj BAJIyaIlj IIPOMEHJbUBHX.
Jpyro, cBaka IpoMeH/bUBA Ce II0jaBsbyje y 0apeM jeHoj Kyiay3u, jep Hije BaXKHO K0ja
BPEIHOCT je Io/e/beHa IMPOMEH/PMBIM KOje Ce He HaJjla3e y Kjay3aMa.

Penykumja momaje nsa 6poja y ckym S 3a cBaKy IIDOMEH/bUBY T; M ABa Opoja y
ckym S 3a cBaky kiay3dy Cj. Bpojesu ce xkoncrpyumy y ocuosu 10, rme cBaku 6poj
nva n + k madapa u cBaka mudpa OAroBapa MM jeqHOj IPOMEHJPUBO] WK jeITHO]
kaay3u. OcuoBa 10 uMa CBOJCTBO KOje je HEOIXOIHO 3a CIPedYaBarbe MPEHOCa Ca HIXKe
MIO3UIlje HA BUILY.
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X1 X x3 C G G C
vy, = 1 0 0 1 0 0 1
I 1 0 0 0 1 1 0
v = 0 1 0 0 0 O 1
v, = 0 1 0 1 1 1 0
vy = 0 0 1 0 0 1 1
v, = 0 O 1 1 1 0 0
s; = 0 0 0 1 0 0 0
g = 0 0 0 2 0 0 0
s, = 0 0 0 0 1 0 0
5= 0 0 0 0 2 0 0
s3 = 0 0 0 0 0 1 0
s = 0 0 0 0 0 2 O
Sn = 0 0 0 0 0 0 1
SH = 0 0 0 0 0 0 2
to= 1 1 1 4 4 4 4

Couka 7.8: Ilpumep pemykiuje npobiema 3SAT Ha npobieM 36up HOJACKYyHA.
@opmyna F je Cy ACoANC3ACy, tae je Cy = (1 V—xoVozg), Co = (mz VgV
—\.1‘3), C3 = (—\331 V =g \/1‘3) uCy= ($1 V o \/1‘3). Baxi=0,20=0,23=1
BPETHOCT M3pa3a je 1, ma je u3pas F 3a10Bo/buB. BpojeBu Koju ymaze y moacKym
S’ cy o3HaWeHHM TAaMHO CHBOM 6GOjOM.

Koucrpyumemo ckyn S u mupnay BpeamocT ¢ ma caeaehin maumn (Buam ciuky
. OsnaunheMo cBaky MO3UIH]y MUdpe UM MPOMEH/FUBOM WM KJIay30M. TadwHo k
HajMame 3HAYAjHUX rudapa Cy O3HAUeHe KJIay3aMa U TAYHO N Haj3HAUYAJHUX rmdapa
Cy O3HAYeHe LIPOMEH/bUBHUMA.

o Iluwp ¢t uma 6poj 1 y cBakoj nudpu 03HAYUEHO] HPOMEH/PUBOM U UM O0poj 4 y
CBaKoj M py 03HATUEHO] KIIAY30M.

e 3a cBaKy IPOMEH/BHBY I;, CKyI S caApzKm aBa Hena 6poja v; u v,. Cakm
ox 6pojeBa v; m v, mMa 1 kao mudpy o3HaUeHy ca x; u O0poj 0 y madpama
O3HAYEHUX OCTAIUM IMPOMeH/buBaMa. AKO ce JuTepas T; MojaBibyje y Kiay3u
Cj, onga mudpa o3nadena kiaaysom C; y v; caapxu 6poj 1. Ako ce smrepadt
—z; mojassbyje y knaysu Cj, onma nudpa osnadena Kiaaysom C; y v; caipku
6poj 1. Cee ocrane mudpe o3HaveHe Kiay3ama y v; u v; uMajy 6poj 0.
TepAUMO Ta Cy CBe BPeIHOCTH v; U v, y cKymy S jemuncrsene. 3a | # i, Hujeana
07l BPEJHOCTH v U v, He MOXKe OUTH jeJHaKa HH jeJHOj O BPEAHOCTH V; H
v}, TITO ce BUAM aKO Ce TMOCMaTpa FHUXOBWX Hajsumux n mudapa. dame, u3
TPEeTIOCTABKY ciaen ma je v; # v,. OBa mBa Gpoja ce He Pa3nmKyjy ako ce
mocMaTpa camo ropmux n nudapa, aau ce oBa A8a Opoja yBek pa3imkyjy 6ap mo
jemroj om momwux k majumxwx mudapa. Axo 6m BpeaHoCT v; U v, Guie jemHaxe,
oHa OU MPOMEHJbUBE T; U —I; MOPAJIe /I Ce I0jaBe Y MCTOM CKYILy Kjay3a.
MebhyTum, Mu ipeTnocTaB/baMo [1a HAjeJHA KIay3a He CaAPKU 00€ IPOMEHbUBE
T; M T, aJU U J1a Ce WIM X; WIN —IT; T0jaB/bY]y Y HEKO] KJay3W, TaKO [a
Mopa ma moctoju kiayza C; 3a kojy ce omrosapajyhe mudpe 6pojesa v; u v;
Pa3IuKyjy.

e 3a cBaky kmaysy Cj, ckyn S campxum mpa nema 6poja s; m s;. Ceaka og
BPeJHOCTH S; U s; nma cse mubpe 0, cem mudpe koja omrosapa kiaysu Cj.
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Hcro Baxu m 3a 6pojese 0, s;, 85, s; + s, anja nudpa koja omrosapa Kiaaysm
Cj je pemom 0,1,2,3.

Cawgro Kao y TPeTXOHOM CJIy9ajy, MOYKe Ce TIOKa3aTH Ja Cy CBE BPETHOCTH
sj U 8§ jemmHCTBEHE y S,

IIpumermmo ma cyma mmdapa Ha OMIO KOjOj MO3WIMjU MOXKe fa Oyae HajBHUIIe
6, WTO Ce MOXKe NECUTH HA IMO3HWIMjaMa O3HAYEHMM Kjay3aMa (TPH jeaumHune Koje
OIroBapajy BPeAHOCTH v; U V), 1 ToJaTHa jeIMHUIIA 1 IBOjKa KOje OAT0Bapajy BPeIHOC-
THMa S; U S, penom). Omapae cieau [, MHTEPIPETHPARmEM OBHX IEdapa y OCHOBH
10, ruje moryhe ma ce mojaBu mpeHoOC ca HeKe IIO3UIMje HA BHUILY IIO3HUIIH]Y.

Croxenocr omucane peayknuje je nosmuomujanna. Ckyn S canpxu 2n + 2k
BPEIHOCTH, 01 KOjuX CBaka uMa n + k mudapa; cBaka nudpa ce u3padyHaBa 3a Bpeme
O(n + k). nsmw t mvma n + k mudapa n peayknmja GopMmpa CBaky 07 0BUX rudapa
3a Bpeme O(1).

Cama hemo mokazatu ma je dopmyna I 3am0Bo/bMBa aKO W CaMO aKO TOCTOjHU
nmoackyn S’ ckyma S umja cyma msnocu t. IIpso, mpernocrasumo ma je dbopmyna F
33J0BO/bUBA y HEKOj Bajdyauuju v. 3a cBako ¢ = 1,2,...,n axo je vr(x;) = 1, onga
Tpeba ykpyauTH v; y S'. Y MpoTHBHOM, yKIBy€UuTH v;. Jpyrum peumma, y ckym S’
YK/BYTyjeMO TadHO BPEIHOCTH v; M U, KOje OATOBapajy JHTepaIrnMa ca BPeITHOIINy
1 y sazmosospasajyhoj sasmyaruju. YK/byuuBamem wid v; WA Uj, aju He U 06e, 3a
cBako ¢, u crasspajyhu mudpy 0 Ha CBe HO3HUIHje O3HAUEHE IPOMEH/PUBUMA Y CBHUM
$j W S}, BUOUMO Ja 3a CBaKy IO3HLHjy O3HAYEHy IIPOMEHIPHBOM, 30HD BPEIHOCTH Y
S’ mopa 6urTu 1, mTo ce nokaana ca ogrosapajyhum nudpama y t. C o63upom sa je
NPOM3BOJbHA KJIAy3a 3a0BObEHA, OHA CAaApXkKu Oap jemamH jurTepas ca BpemgHomhy 1.
Haxkme, cBaka mudpa 03HAYEHA KIay30M UMa OapeM jeaHy jeqUHUILy KOja JOMPUHOCH
cymu y okeupy v; wam v, y S'. Tlpersnawuje, jemad, aBa WAV TPHU JIATEPAa MOTY
6ut; 1 y cBaKoj KJyay3m, Ia TAKO CBAaKa IO3UIMja O3HATEHA KJIAy30M MMa cyMmy 1, 2
wu 3 o7 Bpeamroctu v; u vy y S'. Ilum 4 ce mobmja Ha CBaKOj MO3UNU)H O3HAYEHO]
kmayzom C; Tako mTo ce y ckyn S’ ykibydyje omrosapajyhu memrpasam MOACKYT CIeK
HpoMeH/bUBHUX {sj, s} }. Kako ¢cMo mokmonmwm mum mo ceum madpama 36upa, U He
TOCTOju TIPeHoc, BpearocTH ckyma S’ ce cymupajy Ha t.

Cama mpermocTaBuMO fa ToCToju moAackym S’ ckyma S ca cyMoMm jemHaxoM t.
Toxackyn S’ mopa fa yk/bydw Ta9HO jeJHY O BPEJHOCTH v; W U, 3a CBAKO § =

1,2,...,n; y mporusHoM 36up mumdapa 6pojesa u3 S’ me 6u Gmo jemmak 1. Axo
v; € S', onma moctaBmmamo vp(w;) = 1. Unmage je v; € S, ommocwo, vr(x;) = 0.
Tspmumo ja 3a cBaky kiaysy Cj,3a j =1,2,...,k, Baxku 12 je 3aJ0BOJ/bEHA OBAKBOM

BaJstyarpjom. /la 6MCcMO OBO TTOKa3aJIv, TIPUMETHUMO J1a, ¢ 003UpoM 1a je cyma rmdapa
Ha TO3WIHju o3HavenHoj kmaysom ) jeamaka 4, momckym S’ mMopa fa caapxkm Gap
jemam ozt 6pojesa v; nim v, Koju mmajy mudpe 1 Ha nosmmju ozuadeno]j knayzom Cj,
jep ce 3ajeqHWYKM IOTPUHOC CJIEK TPOMEH/BUBUX S5 ¥ §; Toj numdpy 36upa Hajsumre
3. Ako ckyn S’ caapxm v; koja mma tmdpy 1 ma moswrmmju osHadenoj C, oHma ce
mmaTepast x; nojasmbyje y kiaaysu C;. Axo cxkynm S’ campxu vj koja mma mmbpy 1 Ha
no3unuju o3uadenoj C;, oHma ce guTepas —x; nojasspyje y kmaysu C;. C 063upom 12
cmo moctasmm vr(x;) = 0 Kama je v; € S’ kmaysa C; je caxako Tauna. [lakie, cBe
KJtay3e u3pas3a F' cy tadmne, mrTo 3Ha4M 1 je u3pa3 F' 3a70BOJHUB.

7.4.7 OnwTa 3anaxama

Pasmorprhemo ykpaTko HEKOJIMKO OMIITHX METOMA 33 Jioka3uBame NP-komrmier-
Hoctu Hekor npobsiema Q. IIpsu ycnoB — ma (Q npunana kiaacu NP — obuuno ce
smako mokasyje (me ysek). Ilocsie Tora Tpeba m3abpaTn HeKm mpobJeM 3a KOju ce 3Ha,
na je NP-komruteran, a 3a Koju u3riesa /1a je moBe3aH, nwm camdas ca (). Temko je
nebunucaru oBy ”cimdnoct” | jep nonekas usabpanu npobiem u ) usrienajy jako
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pasnmumamnro (Ha mpumep, npobsem kimka u SAT). VI360p mpasor mpobiema koju fie
6uTH cBeseH Ha () je TTOHEKA T M3y3eTHO TeXKaK, M 3aXTeBa BEeJIMKO NCKycTBO. Mopa ce
MOKYIIATH Ca HEKOJIMKO PEeayKIIfja, 0K ce He molje 10 moromHor mpobieMa.

Baxmo je 1a ce u3Bese peayknumja Ha (Q, ostazehu o npous3sostoz Y4030 TO3HATOT
NP-xommrernor mpobsiema. Hajuemha rpemka y oBakBuMm mokasmma je u3Boherme
penykmmje y obpayTom cmepy. IIpaBu cmep 06e36ehyje uimp. ciaeaehe nmpasmio: Tpebda
o0b6e36equTn ma ce mo3uHatu NP-komriureran mpobiieM MOXKe PEnIuTH IIPHOM KYTHjOM,
KOja u3BpLIaBa ajropuraM 3a pemasamwe (). To MOXK 12 MajI0 HPOTUBPEYM UHTYULIUAJU.
IIpuponro 6m 6mio, mOKymaTyu ca pemiaBarbeM mpobsema (), HONITO je TO 33aJaTH
npobaem. OB/e max MOKyImaBamo Ja pemumo apyru npobrem (mo3aarn NP-koMmieran
upobsem), kopucrehn pememwe npobsema . Mu u He noxkymasamo na pemwumo Q!

Tloctoju Bume ”crenenn ca0601ae” KOju ce MOTY KOPHUCTHUTHU TIpW peaykimju. Ha
npuMep, ako () CaIpIKU HEKHU ITapaMeTap, OHIA Ce HeroBa BPEIHOCT MOXKe (DUKCHpa-
T Ha IPOW3BOJHAH HAYWH (CYIPOTHO O mapaMerapa y npobsemy KOju ce CBOAM Ha
Q, xoju ce me cmejy dburcuparu!). IlomTo je (Q camMo ajaT 3a penraBarbe TTO3HATOT
NP-kommrerHor mpobsrema, MoOXKe Ce MCKOPDHCTHTH HA IIpOM3BOJhaH HauwH. Iloper
dukcupama napamerapa, MOr'y ce KOPUCTUTHU pecTpukije () Ha Clenujasite ciiydajese
nobujene m Ha Apyre HaumHe. Ha mpmmep, MOry ce KOPDHCTHTH CaMO HEKH TUIIOBH
yina3a 3a ) (ako ce pamu o rpadosuma — GumaptuTHEu TpadoBH, cTaba W CJIMIHO).
Hpyru Baxkad u3Bop GJIEKCHOMIHOCTH je YUbeHHUId 13 je ePUKACHOCT pemyKImje
HeOUTHA — JIOBOJBHO j€ JIa C€ PEAYKIMja MOYKe M3BECTH 3a TMOJUHOMUjAIHO BpEMe.
Mory ce urHOpmcaTH He CaMO KOHCTAHTE, TAKO IITO OU ce, HA IpUMep, AyILIHPAsIa
BeJIMYInHA IIPO0JIeMa; MCTO TAKO MOZKE Ce M KBaApHUPaTH BemanHa mpobaemal Moxke ce
YBECTH TOJIMHOMMJAJIHO MHOTO HOBUX ITPOMEHJHUBUX, MOYKE Ce 3aMEHUTH CBAKU IBOD
y rpady HOBMM BesmkuM rpadom m camgro. He moctoju morpeba 3a eduracuonrhy
(cBe moOK ce ocraje y rpaHMnaMa IOJMHOMUjAJIHOT), jep CBPXa peayKnuje Huje 1a ce
TpaHCGOpPMHUIITE ¥ aJIrOPUTAM.

IlocToje Heke yoOudajeHe TexHuWKe 3a mobmjame peayknuja. HajjemmoctaBauja je
nokaszaru fa je nosuaru NP-kommseran npobiem crenujasad ciydaj mpobsema Q.
Axko je Tako, MOKa3 je AWpEKTaH, jep je perraBaibe () MCTOBPEMEHO W pelaBame
no3naror NP-kommiersor nmpobsema. ITocmarpajmo, Ha mpuMmep, Ipob/ieM HOKpUBarbe
CKYIIOBA NOKPUBarbe CKyTOBa. YJ1a3 je KoJeKnuja nogackymosa S1, Se, . . ., S, 3amaror
ckyna U u npuponuu 6poj k. IIpobiem je ycrarnosutu ma s nocroju moackymn W C U
ca HajBuine k eleMeHaTa, KOju CaapKu Oap 10 jeaH eJJeMeHAT CBAKOT OT TOJACKYIIOBa,
S;. Bamaxkamo za je mpobJieM MOKPUBAY IPaHa CIIENUjAIHH CJIy4aj MPobieMa IOKPUBAA,
ckymoBa y kome U oaroBapa CKyIy 4YBOpOBa V', a CBAKW CKyI S; OArOBapa jemaHo]
TPaHU U CaIpXKU IBa YBOPa KOjUMa je Ta rpaHa cycemHa. IIpema Tome, ako 3HaAMO
Jia pemmMo 1mpobsieM MOKPUBakha CKYIIOBA 33 IIPOU3BOJbHE CKYIIOBE, OHJIA MOYKEMO J1a
PENImMo ¥ mpobsieM MOKPUBAT TPaHAa.

Mopamo, meljyrum, OuTv maxKJ/pUBH KaJi KOPUCTUMO OBaj MPUCTYIL. ¥ OIIITEM
CJIydajy HEje TA9HO /13 J0/IlaBarhe HOBUX 3aXTeBa YnHM 11pobseM TexkuM. [Tlocmarpajmo
upobJieM HoKpuBad rpata. IIpernocraBuMo fa cM0 J10/1a/11 OIPAHUY€Ehe /1a [IOKPUBAY
rpaHa He CMe 1A CapP¥KU JIBa CyCceaHa UBopa. Ipyrum pedumma, TpaXKMMO MaJjIu CKyII
YBOPOBA KOJU j€ NCTOBPEMEHO W MOKPUBAY IPAHA W HE3ABHCAH CKYIl (HE3ABUCAH CKYTI
je moackyn uBopoBa rpada, Takas ga u3dMely merosa JBa IIPOU3BO/HHA €JIEMEHTA HE
nocToju rpana). OBaj mpobJseM je Ha NPBU TOTJIET TE€XKW W OJ MTpO0IeMa MOKPABAT
rpana u of IpobJieMa He3aBUCAH CKYII, jep Tpeba 6puHyTH 0 Buie 3axTeBa. lcmoctaBpa
ce, mehytum, ma je oBO jakmmm 1pobJseM, U 13 Ce MOXKE DENINTH 33 LIOJIMHOMU])AJIHO
Bpeme. Pazjior oBoj 1ojaBu je y TOMe IITO JOMYHCKU 3aXTEBU TOJIUKO Cy¥KaBajy (paMuinjy
MO/ICKYTIOBA KAH/IAIATA, /1a C€ MUHUMYM JIAKO HAJIA3MU.

Jlpyra pesiaTUBHO jeJHOCTaBHA TEXHUKA KOpUCTHU JIOKaJIHe peayknuje. Objekar,
yia3 3a jemaH mpobJieM, MPEC/INKaBa Cce y 00jeKaT KOjU je yaa3 3a APYTH MMpobJieM.
IIpecnukaBame ce M3BOAM HA JIOKAJTHA HAYWH, HE3ABUCHO O] OcTaInX objekara. Jokas
NP-xomiuierHocTH 11pobsiema gomuaupajyher ckyma usseex je Ha oBaj Hauus. CBaka
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rpana y jemmom rpady 3amermseHa je Tpoyriom y apyrom rpady. [loremkoha ca oBom
TEXHUKOM je KaKO Ha Hajoo/bu HaumH aeduHUCATH OAroBapajyhe objexre.

HajkomMmimkoBanmja TexHmka je ynorpeba cacTaBHHUX ejeMeHaTa — OJIOKOBA, Ko
ITO je TO y4wmrbeHo Ipu J10ka3y NP-kommiernocTn mpobaema 3-o06ojuBoct. Biokosu
OOWYHO 3aBHCE jeaH OJT APYTOT, 114 je (bUXOBO HE3ABUCHO IIPOjEKTOBAHE HEM3BOI/HbUBO.
Mopajy ce mMaTn Ha yMy CBU IMJbEBM IIpoOJIeMa, Ta OM Ce MOTJIO KOODIMHWPATH
NIPOjEeKTOBAE PA3IUIUTUX OJIOKOBA.

7.4.8 Jow Hekn NP-komnnetHu npobnemu

Crieqp cimicak caap:ku jomr HeKomko NP-kommrerHux mpobiiema, Koju MOry 6utu
KOPHUCHHU Ka0 II0JIa3HA OCHOBA 3a HOBe pexykrmje. IIponasaxkeme mpasor mpobsema
3a peAyKIujy OOMYHO je BHUIMEe Of MOJIoBHHE H0Ka3a NP-koMmieTHocTH.

XaMUJITOHOB IMKJIyc: XaMUITOHOB NUKJYC y rpady je IpoCT IUKJIYC KOju
campku cBaku 4Bop rpada tagxo jemuom. IIpobsiem je ycramoBuTH Ha sin 33JaTH
rpacd cagpxu Xammrronos mukiyc. 1Ipobsem je NP-kommeran u 3a Heycmepene u
3a ycmepene rpadose. (Penykmmja mpobiema mokprBad rpana. )

XaMuiaToHOB 1y T: XaMUJITOHOB IIyT y rpady je IpOCTH Iy T KOji CAIPIKHU CBAKU
gBop rpada Tauno jemaom. IIpobsiem je ycramoBuTm ma Jmm 3amatu rpad CampKu
Xamvuaronos myT. [Ipo6srem je NP-komrmiyieran u 3a HeyCMepeHe U yecMmepeHe rpad)oBe.
(Penykumja mpobieMa TIOKpUBaY TPAHA. )

ITIpo6siem TproBaukor myrHuka: Heka je 3agar rexnncku komireras rpad G
u 6poj W. ¥YcranoBuru fa ju y G nocroju XaMu/ITOHOB IUKJIYC Ca 30MPOM TEXKHUHA
rpana < W. ([InpekTHa pemykmmja mpobmema XaMUITOHOB IAKIYC. )

HeszaBucan ckyn: Hezasucan ckyn y rpady je moackym uBopoBa rpada, Takas
na uamely mwerosa nBa mpou3BoJ/bHA eJIeMEHTA He TTocToju rpana. Ako je 3agar rpad G
u upupoauu 6poj k, ycranosuru ma s G caapaKu HE3aBUCHU CKyIL ca 6ap k uBoposa.
(ImpekTHa pemyknuja mpobaeMa KJIAKA. )

3-nuMeH3noHaJIHO ynapuBame: Heka cy X, Y u Z AucjyHKTHH CKyIOBH Of
mo k ememenara, m meka je M 3amatm ckym Tpojkm (x,y,z) TakBux ma je ¢ € X,
y €Y uz e Z. Ilpobnem je ycraHoBATH 12 JId IIOCTOJH TAKaB LOACKYL cKyna M koju
CBAKM €JIEMEHAT CaJIp:Ku TauHo jemuoMm. Oarosapajyhu mBommven3uona Hu mpobiem
yrmapuBama je o0maan npobiem GunaprutHor ynapusama. (Pexykmmja mpobrema 3 SAT.)

ITapTumja: Yia3 je ckyn X 4ujeM je CBAKOM €JIEMEHTY T IPUIPYKEHA HHeroBa
Besamauna s(x). IIpobiem je ycranosuru na s je morylie nmomenuru CKyun Ha ABa
JUCJyHKTHA TIOACKYTIA Ca jenHakuM cymama Beqmumna. (Pemykmmja mpobmema 3-mm-
MEH3UOHAJIHO YIAPUBAE. )

IIpumermmo ma ce oBaj u cienehn mpobsrem Mory e(UKACHO PENIUTH AJTOPUTMOM
3aCHOBAHMM Ha, JWHAMHYIKOM MPOTDAMMPAILY aKO Cy BEJINIHHE MAJIM LI OPOjeBH.
MebhyTum, omTo je BeImYanHa, yaa3a cpa3MepHa 6pojy Oura moTpebHIX a Ce TPeICTaBu
y/1a3, OBAKBH aJropurMu (KOju ce 30By IICEYIOMOJIMHOMUJAIHA AJITOPUTMHU) CY
YCTBApU €KCIIOHEHIIUjaTHU y OJHOCY Ha, BEJVYHWHY yJIa3a.

ITpo6sem panna: Yiaa3 cy asa 6poja S, V u ckyn X umjem je CBAaKOM eJIEMEHTY
x mpuapyxena Bewauaa s(z) m Bpemmoct v(xz). IIpobGmem je ycraHoBUTH ma JIM
nocroju mogackyn B C X ca ykynHoM BesaumduHOM < S u yKynHOM BpeiHomhy > V.
(Penyxumja mpobiema maprummje. )

IIpo6siem makoBama: Yia3 je Hu3 6pojeBa ai,aq,...,an, ¥ nBa Opoja b, k.
IIpoGem je ycTaHOBUTH 1@ iU Ce OBaj CKYIT MOXKE PA3TOKUTHA y Kk MOICKYIIOBA, TAKO
12 je cyma 6pojesa y csakom noackyny < b. (Pemykunmja npobsema naprunmje.)
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7.5 Texunuke 3a pag ca NP-komnnerHum npobnemnma

TTojam NP-KOMIIJIETHOCTH je OCHOBa 33 €JIETAHTHY TEOpHjy Koja omoryhyje mpemos-
HaBambe TpobJieMa 3a KOje HajBEPOBATHHje HE MOCTOJU IOJIMHOMUJAJTHU AITOPUTAM.
Mebyrum, nokasusamem ja je npodbaem NP-komiuieran, cam npobsem Huje eiuMuHucas!
U nmame je morpebHo pemwmTy ra. TexHuke 3a pemraBarbe NP-koMrieTHux mpobiiema
Cy TIOHEKa T Apyraduje O TeXHWKa Koje CMO 70 caja pa3dmarpasu. Hu jeman NP-
KoMILIeTaH npobsem ce (HajBepOBATHU]E) HE MOKE PEIIUTH TAYHO U KOMILIETHO T OPUTMOM
TIOJTMHOMUjAJIHEe BPEMEHCKEe CJI0YKEHOCTH. 300T Tora CMO NpuHYyDeHu HA KOMIIPOMUCE.
Hajuemin komMmmpomucu ofmoce ce Ha ONMTUMAHOCT, TAPAHTOBAHY €()UKACHOCT, WIN
KOMILTIETHOCT perrera. [locToje u apyre ajarepHaTuse, 0 KOjUX CBAKA IIOHEHITO XKPTBYje.
Hctn anropuram ce MOXKe KODHUCTUTH Yy DA3/IMUIUTUM CHTYAlHjaMa, IpUMemnyjyhu
pa3/uyuuTe KOMIIPOMUCE.

Anropuram Koju He maje yBex onTuMaJsaH (WIM TavaH) PE3yATATy 30BE Ce HMPU-
Osmm>kaH asropuraMm. [locebno cy 3aHuM/bHMBE IPUOIMKHE AJITOPUTMHU KOjU MOLY
Ja TapaHTy]y TPAHUIY 33 CTEIeH OJCTYIAamha Of TA4YHOT pemrersa. HemrTo kacHuje
BuzelieMo Tpu mpumepa TaKBHUX aJaropuTaMa.

V onemky [3.1] pasmaTpanm cM0 IpOGAGHIIHCTHYKE AITOPATME KOJH MOTY Ja IOTDeIe.
Hajuosuaruju y roj xsacu je ajnropuraM 3a Lipelio3HaBarbe LIPOCTHX OpojeBa. 3a
mpobJIeM TTperno3HaBama mpocTux opojesa ce 10 2002. roguHe HEje 3HAIO 1 Jin je y P,
nok Arpasas, Kajan u Cakcena npoHaniim ajaropuraM MOJUHOMUJAJHE CJI0KEHOCTH
(Agrawal-Kayal-Saxena primality test; Bpsio needpukacan ajropuram, HEYLOPEIUBO
reedukcammjm ox npobabummcTrakor!) koju pemasa oBaj mpobaem. Osxe ce meliemo
0aBUTH AJITOPUTMHUMA 3a MPENO3HABAE IMIPOCTUX OpPOjeBa, jep 3aXTeBajy MPeI3HAHE
u3 Teopuje OpojeBa. Pamupeno je BepoBame ma ce NP-komrmteTsu npobsieMu He MOy
PEIIUTH aJITOPUTMOM IIOJIMHOMIUJAJIHE BPEMEHCKe CJI0XKEHOCTH, KO KOjUX je BepOBaT-
HOha rpemke MaJa 3a CBe yiaa3e. TakBu ajropuTMu Cy mo cBeMy cyaehn edwukacuu
3a mpobJsieMe, 3a KOje ce He 3Ha Ja Jm Cy y kijacu P, amm ce He Bepyje ma cy NP-
xoMIuteTHH. TakBu mpobseMu HuCY decTu. 1Ipo0abminCcTUyaky aJrOpUTMU Ce MOTY
KOPHUCTHUTH K0 JIE0 IPYTIUX CTPATErUja — Ha IPUMED, KA0 1e0 MPUBJIMKHUX aJITOPUTAMA.

Ipyru kommpomuc Moryh je y Be3u ca 3aXTEBOM [1a MOJMHOMHUJATHO Oye Bpeme
U3BPIIABAKA y Hajeopem cayuajy. Moxe ce mokymarn ca pemasameM NP-koMmmier-
HUX TpobJeMa 3a TMOJMHOMUJATHO cpedmwe epeme. lloTemkoha ca oBuM mpucTymom
je xako medwurHCaTH Npoceuro epeme. Ha mpmmep, TEMIKO je MCK/BYYIATH yjIa3e 3a
KOje je KOHKpeTaH mpol/eM TpuBHjaaan (Kao mTo je rpad KOju WMa CaMo W30JI0BAHE
YBOPOBE) U3 M3pavdyHaBarba MPOCEKa. TaKBU TPUBHUjaIHU yJIa37 MOTY 3HATHO /14 Y TUTY
Ha mpocek. Asiropurmu npeasubeHu 3a II0je/IMHE TUIIOBE CIyYajHUX yJia3a MOTY JIa
OyIoy KOPHUCHHU aKo je CTBapHA pacrozesa BepoBarHola ymaza y ckjaagy ca MpeTmoc-
TaB/beHOM. MeljyTnMm, 06uwHO je Hamakeme TatHe PACIIOaese je OOUTHO BPJIO TEIIKO.
Hajrexxu meo mocia npu KOHCTPYKIWJU aJIrOPUTaMa, KOju y MpOceKy mo0po pane, je
Hajuemnrhe mUXOBA aHAIN3A.

Konaumo, MOry ce IpaBUTH KOMIIDOMUCH Y B€3HM Ca KOMILJIETHOIINY ajaropmuramMa;
HamMe, MOXKe Ce JO3BOJIUTH [1a aJITOPUTaM Pajy e(UKACHO CAMO 32 HEKe CIIeIrjaJsIHe
ynaze. Ha mpumep, npobsieM MOKpHBaY IpaHa MOXKE Ce PEIIUTH 33 IOJIMHOMU)AJIHO
BpeMe 3a 6umaprtuTHe rpadose. [Ipema Tome, kag ce popMysHIITe ATICTPAKTHY ITPOOIEM
mosazehn on curyarmje m3 peasiHOT KWBOTa, Tpeba 00e30eaWTH [a CBU JIOIYHCKH
YCJIOBU KOje ysia3 33/I0BOJbaBa Oy/ay yKJ/bydeHH y ancTpakTHy mebununujy. Ipyru
TIpUMep Cy AJITOPUTMU Ca eKCIIOHEHITHjAJTHOM BPEMEHCKOM CJIOYKEHOIy, KOju ce nimak
MOT'y M3BpIIABAaTHU 33 Majie yJja3e, IITO je ecTO HMOTIYHO 3a/10BoJbaBajyhe.

Y oBom ozemKy onmcahemo Buille OBAKBUX TEXHUKA U UIYCTPOBATU WX IIPUME-
puMa. 3al0YMIbeMO Ca JBe OINITEe W KOPHUCHE TEXHUKE KOje ce 30By Iperpara u
rpaHame ca ofceramem. OBe TexHnke cy camdane. Mory ce KOpUCTHTH Ka0 OCHOBA
3a MpUOJMKHYN aIrOpUTaM, WM Kao TavaH ajaropuraM 3a Mmaje ymaze. Ha kpajy
HaBOJIUMO HEKOJIMKO IPUMepa IPUBJIMKHUX AJIrOpUTaAMa.
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Wnycrposahemo oBy umejy mpobiieMOM e I00POJHOT JIMHEAPHOT IPOTPAaMUPAIHA,
CHIOMeHyTOT y 071esbKy [6.3] IIpoGiem je C/MHaH JIMHEAPHOM ITPOTPAMUPAELY, A NMa
JOIIYHCKO OTpAaHHUYerbe 1a IMPOMEH/PUBE MOTY Y3MMATH CaMO I1eJI00pOjHe BpeSHOCTH.
Heka je x = (21,%2,...,%,)" BEKTOD KOJOHA IPOMEH/PUBHUX, HEKa Cy a1,dsz,...,ak
BEKTOPH BPCTE PEATHUX OpOjeBa jeJHaKe Ty KUHE N, U HeKa, €y b1, b2, ..., bk, c1,C2,...,Cn
peasau 6pojesu. [IpobireM je MAaKCHMHU3NPATH BPEIHOCT JIMHEAapHe LJbHE DYyHKIHje

n
z = Z CiT;
i=1
07, YCJIOBOM J1a Cy KOODJAMHATE BEKTOPA X TN OPOjeBU n
aj'XSbj7 j:1727"'ak7

mpu 4eMy cy cBu cuMmbosm ceM X koucTtanre. Muoru NP-kommnaernn npobsiemu mory
ce jako (HOPMyIUCATH KAO TPOOJEMH TEI06POJHOT JIMHEApHOT TporpamMupama (y
HACTaBKy hiemo BumeTw jemam Takas mpumep). IIlpema Tome, mes06pOjHO JTMHEAPHO
nporpamupamse je NP-rexak npobsem. IIperusnauje, mpobaem je NP-xkommureran, amn
je moka3 ma je Taj mpobseM y kiaacu NP HemTo KOMIJTHKOBAHUjH.

Ilokazahemo cama kako ce mpobieMm Kawka MoOxKe (GopMyamcaTtu Kao mpobiem
11eJI00POJHOT JIMHEAPHOT TporpamMuparsa llpm ToMe pa3marpamo BapwjanTty y Kojoj
ce TpaXkM MaKCHMAJIHA KJINKA, YMECTO Ja Ce MIPOBEPaBa /1a JIM MTOCTOjU KJIMKA 33aTe
BeJIMYMHE. Y BOJIUMO 1 IPOMEHJbUBUX L1, L2, . . . , Ln, KOJ€ OATOBAPAjY YBOPOBUMA, TAKO
na je x; = 1 ako v; mpumaia MAKCHMAJIHO] KJIHUKHU, OTHOCHO Z; = (0 y IPOTHBHOM.
ITupaa dyuknmja je

Z=x1+ X2+ + Tn,
jep je moTpebHO yK/byunTH y KWKy mTO Behm Opoj uBoposa. IlocToju mo jemmo
OrpaHUYee 33 CBAKU YBOD

0<z <1, i=1,2,...,m,
1 10 jeZiHO OrpaHUYEse 3a CBAKW 1A HECYCEJHUX IBOPOBA
x; + x; < 1 3a cBaku Hap 4BOPOBaA v;, v; TakBux Aa (vi,v;) ¢ E.

IIpsu ckyn orpammderma orpaHm4aBa BpemHOCTH mpoMmensbuBux Ha 0 wam 1. Ipyrm
CKyn orpaHmuerma obe3behyje ma ce mBa HecycemHa UBOpa He MOrY HCTOBPEMEHO
n3abparu y KIUKY; IpeMa TOMe, YBOPOBU KOju Cy m3abpaHu YuiHe KIINKY.

OBakas mpo61eM 11e;T06POJHOT JTUHEAPHOT TPOTPAMUPAHa MOYKE C€ PEITUTH AJIr0-
PUTMOM rpaHama Ca OfCelareM, KopuurhemeM oArosapajyher auHeapHOr mporpamMa
(xoju pemasa uctu npobsem, anu 63 OrpaHIHIemHa MEJI00POJHOCTH) 338 N3PATYHABAE
rpanuna. Pemrerse uHeapHOr mporpamMa MOXKe Ce CaCTOjaTH CaMo OJ IIeJINX OpojeBa; y
TOM CJIy4ajy mosia3uu npobseM je pemen. MehyTuwm, BepoBatauje je na he y pememy
HeKe IIPOMEH/bUBE NMATH Herea00pojue Bpegaoctu. IIpernocraBumo, Ha mpumep, fa je
pelene JIMHeAPHOT MporpaMa MpuaApyKeHor mpobsemy kiavka (0.1,1,...,0.5) n z =
7.8. IlomTo MHEAPHH IPOrpaM MAaKCHMU3UPA IUJbHY DYHKIN]Y Ca Marbe OTPAHUIeHa
oz, 11e;100POJHOT JIMHEaPHOT IIPOorpaMa, MAKCUMYM KOjU OH IIpoHabe je Topma rpaHuia
3a MaKCHMyM KOju MOXKe ja npoHabe memo6pojun jmHeapuu mporpam. IIpema Towme,
He MOXKe Ce 0YEeKMBATHU MIpOHAIAXKEe KInKe Benanae Behe o 7. OBa muadopmarmja
MOxKe OmThM KOpucCHa mpuymmkoMm mperpare. Kao m kojx obuune mperpare, dupamo
HeKe BPEJHOCTH IapaMerapa M HampeayjeMo Iy cTabia, mpu dYeMy TeMe HHXKe y
ctabuty ofarosapa moTmpobsieMmy moa3Hor mpobsiema. Ha mpumep, moTmnpobriem Moxke
12 0[IN0Bapa MPUKJbYUYUBAIbY YBOPOBA U, W KJIMKU, U €JIMMUHUCAIbY U3 e YBOPOBA
u, T, Tj. TIOKyIIaBa ce ca HajaxkemeMm HajBehie kiuke ca v, w, a 6e3 u, . Ako ce
TOM TPUINKOM JI00Wje pelere TMHeaPHOT IPOrpaMa Koje je Matbe OJT BeqnmduHe Beh
nponalene K/mKe, OHZA YMHUMO KODAK HA3aJ, W HAILyIITAMO Ty Bapujanty. 1o je
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CyUITMHA METOJa IpaHama ¥ ojcenama. llokymasaMo aa HaljieMo ropme rpasumiie
(mma mome, ako ce mubHA (QyHKIMja MUHEMMEU3EpA) Koje he omoryhwmrm ozicemame
HEMEPCIEeKTUBHUX TOACTabasIa Ha TO HUKEM HUBOY (IITO Osimzke KOpeHy cTabiia).

Pesynrar mmHeapHOT mporpamMa MOXKe Ce MCKOPHCTHUTH U Ipu u300py pemnociena
mperpare. Ha npumep, ako je x2 = 1y Here106pOjHOM pemnremny, MOKe Ce IPEeTIIOCTABUTH
na je x2 = 1 u y nesmobpojuom pemiersy. Ta npermocraBka He MOpa OUTH TadHA, AJIH je
prMep BPCTe XeypUCTHUKA Koje Tpaxkmmo. ITokymasamo na mosBehamo BepoBarHOhy
Op30r HaaXKemha OMTHUMAJIHOT PeIlerha; MPU TOME je jaCHO /a He MOTY CBe TaKBe
omyyke ma Oymy ”ucrnpasue”, jep je mpobisiem NP-xommureran. Moxkemo ma craBumo
T2 = 1, I3MEHUMO y CKJIa/y Ca TUM OTPAHWYEra (HIp. TPOMEHUMO BPEJHOCTH TIPO-
MEH/PUBHUX 33 CBE 9UBOPOBE HECycemHe ca vz Ha 0), m pemmmo pesynryjyhu mmreapan
nporpaM. AKO y HEKOM TPeHYTKY MOAu(DUKOBAHY JIMHEAPHU [IPOIDAM UM MAKCUMAJIHY
BPEIHOCT 2 = @, IPX YeMy je a Marbe o1 BesmtaniHe Hajsehe nponalene kimke, Ta rpana
ce MOKe HAILyCTUTH.

IIpema ToMme, jmHeapHU IPOrpaM KOPHUCTH Ce HA ABA HAYMHA: 33 JOOUjarse rop-
BHUX IPAHANR W TUME 33 HAIyNITAIke HENePCHeKTUBHHuX mozcrabana (oacemame),
OIIHOCHO 32 JIOHOIIEHa OJJIyKa O ycMepaBamby mperpare. Ouekyje ce 1a perraBarhe
noTpobsema koju ” Hajsumre obehasa” , yauHn HeMOTPEOHNM pelIaBarbe BeJNKOr 1eJ1a
OPYTHUX MOTIPoOeMa. Y 9eCTaHOCT OfCerara, OJHOCHO en(KACHOCT IIeJIOT AJTOPUTMA,
3aBUCH 0JT XeypUCTHUKE 32 (GOpMIUparhe MOTIpobiema i n360pa Hape HOT TOTIpobeMa
33 HCIUTHBAaME. XeypUCTHKA 3aBUCH O] KOHKDETHOr IIpobjeMa, U y OBOj obJiacTu
CIIPOBO/IE Ce IIUPOKA WCTPAKUBAHA.

7.5.1 TMpnb6an>kHn anropuTmMn ca rapaHTOBaHUM KBaJSIMTETOM
pewera

Y oBom onespKy pa3morpumhiemo npubsmxkue agaropurme 3a rpu NP-xommierna
aJIrOpUTMAa: TIOKPUBAY TPAHA, TTAKOBAHE W €YKJIUICKY TPOOJIEM TPrOBAYKOT Ty THUKA.
Csa Tpu ayropurTMa MMajy rapaHTOBAHU KBAJUTET PEIlerha; APYIUM DEeYuMa, MOXKE
ce JI0Ka3aTu Ja Pelleba KOja OHU Ja]y HUCY IIPEJAJIEKO O/ OLTUMAJIHUX PELIeha.

Mokpueay rpana

Hajope hemo pasmorpurn jemroctaBan mpuOIMAKHA AJITOPUTAM 33 HAJIAKEEHE TIOKPHU-
Bava rpana garor rpada. AjaropuraM rapanTyje HaJaXKeme HOKPUBAada Ca HajBUILILE
JBa IIyTa BHUIIE YBOPOBA HEr0 y MUHMMAJIHOM mokpuBady. Heka je G rpad, u Heka
je M makcumamnuo ynapusamse y (. IlomTo je M ymapusame, meroBe rpaHe HEMajy
3ajeIHUYKUX TAYaKa, a HomTOo je M MaKCHMAJIHO yIApUBAHE, CBE OCTAJIE IPAHE UMAjy
0ap jeTaH 3ajeIHMYKN YBOP Ca HEKOM TrpaHoM u3 M.

Teopema 17. Ckyn 460po6a cYycedHUT 2paHama MAKCUMAAHO2 Ynapusarwa M je
NOKPUBAY 2PAHA, CG HAJeUWE 60 NYMA BULLE YEOPOBE HE20 WMO UT UMG MUHUMEAHU
NoKPUEAY.

Hoxas. Cxkyn uBopoBa Koju npunazajy M dunu nokpusad rpana, jep je M MakcumaJsHo
ymapuBame. CBakM MOKPUBAY IpaHa MODA [a MOKPHje CBe IpaHe — CIIEIjaIHO, CBe
rpane ymapusama M. Ilomro je M ymapusame, 6mino xoju uBop w3 M Moxke aa
OKpuje HajBuile jeany rpany ymapusama M. IIpema Tome, 6ap mosioBuHA 9BOPOBA
n3 M mMopa a mpumnaga MoKpUBady PAHA.

MaxkcumanHO ynapuBame MOxKe ce Hahu IPOCTHUM [10/laBarbeM I'DaHa CBE JIOTJIE
210K je To moryhe (OZHOCHO AOK IOCTOje HEKA ABa HEYIAPEHA, a CyCeHa IBOPa).
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JepHogMmeH3noHaNnHO nakoBame

JenHoauMeH3MOHAIHN HPOGJIEM IAKOBama OJHOCH Ce Ha ITaKOBame o0jekara
Pa3auYnTe BeJIMYUHE ¥ KYMuje TaKO Ja Ce NCKOPUCTHU HajMamu Moryhu 6poj Kyruja.
Ha npumep, npuimkom cenwabe je /b IMPEHETH CBe CTBAPH, KOpPUCTEhM KaMHUOH
Hajmamu Moryhu 6poj myra, makyjyhu crBapu mTo je moryhe 6ospe. To je mapasHO
TPOANMEH3NOHAIHN pobseM; oBae heMo ce 1m03abaBUTH HETOBOM jeqHOIMMEH3HO-
HAJTHOM Bep3ujoM. 300r jeJHOCTABHOCTH CE MPETIOCTaB/ha 1A CBU CAHIYIM UMAjy
BemauHy 1.

IIpo6aem. Hexka je x1,x2,...,T, ckyn peamnux O6pojesa m3mehy 0 u 1. Ilomemurn
ux y HajMamu Moryhu 6poj mMOICKYyIIOBA, TAKO Ja CyMa OpOjeBa y CBAKOM IIOJICKYILY
Oyme HajBume 1.

Ha jenmommmvensmonannn mpobsieM MakoBara HAWIA3W Ce, HA MPUMeEp, y IpOo-
6eMuMa yIIpaB/baiba MEMOPHjOM, KAl IIOCTOje 3aXTEBH 3a [0IeJI0M MEeMOPHjCKUX
0JI0KOBA PA3IMYINTE BEJININHE, & J0/Ie/PUBATHE C€ BPIIIU I3 HEKOJINKO je/THAKUX BEJTUKUX
6J10KOBa MeMopwje. JeIHONMMEeH3NOHAIHN TTPobJIeM TakoBarma je NP-komrureran.

Jenna ox moryhmx xeypmcrmka 3a pemaBare OBOT MpoOJeMa je CTaBUTH T Y
OpBY KyTH]jY, a 3aTHUM, 33 CBAKO %, CTABUTU X; y NPBY KyTHjy yV KOjOj MMa JIOBOJHHO
MeCTa, WM 3aI0YeTH Ca HOBOM KYTHjOM, aKO HeMa [OBOJHPHO MECTa HU Y jeIHOj O
kopunthernx kytuja. OBaj amropmram 30Be ce mpBm oaroBapajyhm n, xao mrro
mokazyje ciaenelia Teopema, JIOBOJFHO je m00ap y HAJTOPEM CIIy9ajy.

Teopema 18. Auszopumam npsu odzosapajyhu saxmesa najsuwe 2m wymugja, 2de je
m Hajmary mo2yhu 6poj Kymuja.

Zoxas. 1lo 3aBpmieTKy ajropurMa MpBU OArOBapajyhu He IOCTOje [IBE KyTHje Ca
nckopumlieem mawum of, 1/2. Ilpema Tome, ako ca k o3naummo 6poj ynorpebpennx
kyTuja, 6uhe m > 3" | x; > (k —1)/2, omakue je k < 2m + 1, omgsocuo k < 2m.

Ucnocrasmpa ce ma je rpanunma jgedUHUCAHA OBOM TEOPEMOM MPHUINYIHO TPyda.
Koncranra 2 u3 Tteopeme moxke ce cMamuTh HA 1.7 MOCIE HEMITO KOMIIJIMKOBAHWU])E
anaym3e. Koncranra 1.7 He MOXKe ce mgajbe CMAIbUTH, jep IOCTOje IPUMEPH Y KOJuMa
asropuraM npsu oarosapajyhu 3axresa 1.7 myTa BuIlle KyTHja 0 OITUMAJIHOL AJITO-
purMma. Onucanu anropuraM MOXKe ce jeJHOCTaBHO nobospuiaru. /1o Hajroper ciydaja
J0JIa3W KaJi Ceé MHOTO MaJjuX OpojeBa TOjaBJbyje Ha MOYETKY. Y MECTO 13 ce OpojeBu
MaKyjy y peoM KOjuM Ham/Ia3e, OHU Ce Hajipe copTupajy y Hepactyhu aus. [Ipomemenn
asiropuTaM 30Be ce onanajyhu npsu oxnrosapajyhu, u y najropem ciyuajy rpoiu
HajBUIIE 0KO 1.22 myTa BUIIE KyTHja O ONTUMAJHOT aJropuT™Ma (TeopeMy majemo 6e3
JIOKa3a).

Teopema 19. Aszopumam onadajyhu npeu o0dzosapajyhu 3axmesa najeuwe %m+4
Kymuja, 2de je m najmarou mozyhu 6poj xKymuja.

Koucranra 11/9 je raxobje maj6ospa moryha. Ilpsu omrosapajylin u onanajyhn
npBu ogrosapajyhu cy jenmocrasme xeypuctuke. Ilocroje Ipyru MeToan KOju rapantTyjy
jomr mame KoHcTaHnte. IbuxoBa ananm3a je y BehuHu caydajeBa KOMILIMKOBAHA.

Crpareruje Koje CMO OIKCAIN THNHWYHE Cy 3a Xeypucrudke anropurme. Ome of-
PakaBajy MPUPOHE IPUCTYIIE, OMHOCHO OATrOBapajy HAYHUHY HA KOjU OM HEKO PY9IHO
pemraBao oBe mpobseme. MehyTum, Buzen cMo MHOTO CIIydajeBa ¥ KOjuMa ce TUPEKTHU
[PUCTYIIN [IOHANIA]Y JIOIIE 3a Be/uKe yaa3e. 360r Tora je BeoMa BaXKHO aHATH3UPATH
[IOHAIIalbe TAKBUX AJIrOPUTAMA.
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Eyknuacku npobnem tprosaukor nyTHuka

IIpo6aem TproBaukor nytumka (TSP, ckpahemuma ox traveling salesman prob-
lem) je Bakam mpoGyieM ca MHOTO mpuMena. Pasmorpuliemo osae Bapujanty TSP ca
JOTYHCKUM OTPAHUYEHEM 13 T€XKWHE TPAaHa OJIrOBApPajy eyKIUIACKUM PACTOjArbIMA.

ITpo6uem. Heka je Ci,Cs, ..., ), cKkyn Tadaka y pPaBHH KOje OArOBapajy I0OJIO-
Kajuma n Tpasosa. llporahn XaMUITOHOB IUK/IyC MUHUMAJIHE Ty KUHE (MapIIpyTy
TProBavKoOr IMyTHUKA) Mehy muma.

IIpo6nem je m mabe NP-xommreran (oBo TBpheme maBogmmo 6e3 m0Ka3a), aam
Bugehemo ma mpermocTaBka mJa Cy pacrojara eyKauacka oMmoryhyje KOHCTpyKImjy
pUOJIMZKHOT AJITOPUTMA 32 FHEr0BO pernraBame. lIpernm3nnje, 0Ba MPETHIOCTABKA MOKE
ce YOIIITUTH, 3aMeryjylin je mpeTmocTaBKoM 1a pacTojama 330B0/haBajy HejeaHa-
KOCT TPOYTIJia, OJHOCHO [1a je pacTojambe n3Mely 1Ba 9BOpPA YBEK MAarbe MJIN jeTHAKO
Of1 Iy2KWHE TIPOU3BOJHHOT IIyTa m3Mely HBUX IPEKO OCTAINX IBOPOBA.

Hajmpe ce xomcTpymme mwauMaHO ToBe3yjyhe crabmo (MCST; osme cy meme
rpaHa BUXOBE /Iy KUHE) MO3HATAM AJIFOPATMOM ITOJTMHOMUjAJTHE CJI0KEHOCTH. TBpamMo
na nena crabna auje Beha ox nyxune najoosser nukiyca TSP. Baucra, nukiyc TSP
CaJpIKM CBe YBOPOBE, I1a Ta YKJIAIHAhe je/IHe TPaHe TuHu mose3yjyhnum crtabiom, umja
nena je Beha miu jemnaka oz meae MCST.

Op nosesyjyher crabia ce, mehyrum, me nobuja qupexrao nukiyc TSP. ITocmarpajmo
HAjJIpe TMKJIYC KOju ce mobmja mperparoM y ayoury oBor ctabma (momasehn ox mpo-
M3BOJHPHOT IBOPA), W CA/IPKK IPAHy y OOPHYTOM CMEPY yBEK KaJl C€ TPAHa MPUIHKOM
sBpahama nposasu y cynporaom cMmepy (0Baj IUKJIyC OAroBapa, Ha IpuMep, O0HIaCKy
rajepuje y ob/amKy ctabja, ca CJInKamMa Ha, 00a 3W7Ja CBAaKOT XOMHWKA, WAyhu yBeK
yaecno). Caka rpana ce TAKO TPOJIA3W TAYHO /IBA IIyTa, A je IeHa OBOT IUKJIyCa
najsume asa uyra Beha ox neme MCST. Ha kpajy ce oBaj mukiyc upenpasiba y
nukiyc TSP, mayhu npeunmom yBek kam Tpeba mpohm kpo3 rpamy Beh ykipydemy
y MKy (BHIETH CJIUKY . pyrum peunma, yMecTo IMOBPATKa CTAPOM T'PAHOM,
MIEMO JUPEKTHO JI0 LIPBOI HeLperyieJaHor 4sopa. lIpermocraBka ja cy pacrojama
eyKJINJICKA je BayKHa, jep 00e30ehyje ma je yBek aupekTau nyT waMeljy nBa rpaza 6ap
TOJIMKO 100ap, KOMMKO Omto Koju 3a0bmiaa3uu myT. [Ipema Tome, myxwura 100mjeHOT
uukiryca TSP je jour yBek mara 01 ABOCTPYKE JlyKuHE MUHUMAJIHOr 1ukiyca TSP.
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Cnuka 7.9: (a) Murunmanno nosesyjyhe crabno (MCST) (6) mukiayc TSP
nooujern om MCST monazehu on cpemmer uBopa u uayhn yBek ymecHo.

Caoorcenocm. Bpemencka ciozxkeHOCT oBor aiaroputMma oapehena je 6pojem xKopaka
y anropurmy 3a Koncrpykuujy MCST.
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AuropuraM Koju CMO yIpaBO OmMCajM MOXKe ce rnobospimatu Ha ciaeneliv mavun.
Hberon ”Hajrpy6spn” meo je mperBaparse obmaacka crabia y mukiyc TSP. Ta korsep3nja
MOXKe Ce TTOCMATPATH W Ha Apyru HauwmH: oHa (opmupa OjaepoB mukiIyc o1 crabiia
y KOMe je cBaka rpana yasocrpydena. Ilocie Tora ce koncrpywmie rukiayc TSP
ropurnrhemem npeuntia y Ojreposom nukiycy. KouBepsuja crabsa y Ojmepos ukIIyc
MOKe Cce m3BecTH MHOTO panuoHasHuje. Ojrepos rpad Moxke Ja CaIpKu CAMO IBOPOBE
mapHor crenena. [locmarpajmo cBe YBOpoBe HemapHOT cTamena y crabiuy. Bpoj Taksux
9BOpOBa MOpa 6uTH mapan (y TMPOTHBHOM O CyMa CTEMeHa YBOPOBA OWyIa HemapHa,
mTo je memoryhe, jep je Ta cyma jemmaka mBocTpykom Opojy rpana). Ojmepos rpad
ce o cTtaba MOXKe JOOMTH IOaBambeM TOBOJBHOT OPOja IrpaHa, YMMe Ce ITOCTUKE 1a
CTeTeHn CBUX YBOPOBA MocTany mapuu. [lomTo ce mukiayc TSP cacroju ox OjrepoBor
muKIIyca (Ca HEKMM TIpeYWIiama), BOJIEIH OMCMO Ja MUHWMHU3UPAMO 30Wp IyKWUHA,
JomaTux rpaxHa. Pazmorpumo cazma taj mpobiiem.

IlaTo je cTab/o y paBHH, a IIW/b je J0/IaTH My HEKe TPaHe, Ca MUHUMAJIHOM CYMOM
AyKuHa, Tako Ja nobujenu rpad Gyme Ojsepos. CBakoMm 4YBOpY HENAPHOr CTEIEHA
Mopa ce mojaTtu 6ap jeqHa rpaHa. [TokymajMo 1a MOCTUrHEMO /b J0/IaBAHEM TATHO
jemHe TpaHe CBAKOM TakBOM 4uBopy. llpermocraBumo ma mma 2k 9BopoBa HETAapHOT
crerena. Ako nogaMo k rpaHa, Tako Ja CBaKa OJ] IbHUX CIaja [iBa YBOPA HEAPHOT
CTerieHa, OHJa hie CTermeHW CBUX YBOPOBa, moctaty mapuu. I[IpobseM Tako mocraje
mpobaem ynapusara. Ilorpedbro je mponahm ymapuBarme MUHMMAJIHE IyXKUHE KOje
IIOKpHBa CB€ YBOPOBE HEIIaPHOI' CTEIIeHA. Haﬂa)Ke}be OIITUMAQJIHOI' yIIapUBalba MOXKe
ce m3sectu 3a O(n®) xopaxa 3a mpoussosbru rpad (oBo Tpheme maBoIMMO 6e3
noka3za). Konagan muknyc TSP ce 3atum mo6uja ox Ojneposor rpada (koju obyxsara
MuHEMAIHO noBe3yjyhe crabio u ynapusame MHHUMAJIHE JgyKUHE) Kopumhemem
npeunia. Huxmye TSP nobujen oBuM anroputmom of crabia ca ciuke [7.9] mpukazan

je ma crmnu [7.10]
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Cmuka 7.10: Munumanau Ojnepos mukiayc u ogrosapajyhn muxayc TSP (a)
MuHAMAIHO noBe3yjyhie crabio ca ynapusamem, (6) mukiayc TSP mobujen of
OjaepoBor 1uKIIyCa.

Teopema 20. I[lobomwanu aszopumam daje yukayc TSP wuja je dyorcuna najsuwe
1.5 nyma seha 0d dyosrcune munumanroz yuraycae TSP.

b

Hoxas. Tlorpebuo je ouenuru jgyxuny OjepoBor muK/yca, jep ce AyKHHA IUKILyCa
mnocyie yBohema EBEHTYAJIHUX IIpedunia Moxke camMo cMmamuTh. (jepoB mukiyc ce
cactoju ox crabsa n ymapusama. O3raunmo ca Q MuamMaaan mmkayc TSP, a ca |Q)|
weroBy ayxuHy. Bunenn cmo Beh na je nyxuna crabna mama unm jeqaaka ox |Q|;
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mpeMa TOMe, JOBOJBHO je JOKA3aTH J1a Ay KUHA ynapusama He npenasu |Q|/2. Hukryc
Q canpxwu cse uBopoBe. Heka je DD CKym YBOpOBa HEMAPHOT CTEIEHA Y TOJIA3HOM
crabay. 3a ckyn D mory ce ¢opmmpary 1aBa ANCjyHKTHA YIIapHUBama Ca 30MpOM
nyxuna < |Q| ma cnenehu mauwmu (Bumern comky [7.11) Ha KOjoj Cy 3aokpyzxenn
uBopoBu w3 D). 3amounmemMo ca MPOM3BOFHUM WBOPOM v € D m ymapyjemo ra ca
ca majommkmM gBopoMm (y cMepy KasasbKe Ha caTy) Ay nukmayca Q. Ilocme Tora
HaCTaB/ba Ce Ca YIAaPUBAKEM Yy UCTOM CMepy. AKO ylapeHu YBOPOBU HUCY CyCeau
v @, oHma je pacrojame m3Melly mUX Mame WM jeIHAKO O AYYKWHE MyTa KOju UX
nmosesyje y @ (36or mejemmakoctu Tpoyrsma). OBaj mpomec maje jeaHo yrmapuBame.
Jpyro ymapuBambe mobuja Cce MOHAB/HAIGEM WCTOT IIPOIECA § CMEPY CYIPOTHOM O
KazasbKe Ha carty. Cyma myskmma o6a yrmapuBama je Hajsuime |Q|, BumeTn cmKy
Mebhytum, momrro je M ynapuBarbe MUHUMAJIHE TeXKUHE ¥ [, 1eroBa Iy KHUHA je Marba
WM jemHaka o mykuHe GOJber Of IBA CIOMEHYTa ymapusama (ca 36mpom |Q|), ma je
JlaKJIe Mamha Win jemHaka of |Q/2.

Cnuka 7.11: [Ipa ynapuBama dYHja cymMa [Iy»KWHA HE MPEIA3H JIyKUHY
MuHUMAaJHOT 1uKiryca TSP,

Hasraxxeme ynapusBama MUHUMAJIHE TeXHHE 3HATHO je CJIOXKEHWje Of HaIazKerma
MHUHUMAJIHOT ToBe3yjyher crabsia, asm ce tmMe mobmja Gospa rpamuria. Hasemenn
IIpUMEDP HIyCTPYjeé OCHOBHY KAPAKTEPUCTHKY OBOI THUIIA AJTOPATAMA: YOIIITABA CE
JIAKIITH IPpO0/IeM — M| Ce 0CIabsbyjy (peTakcupajy) HEeKU eIEMEeHTH TOJIa3HOT TIpobIeMa
— 7 Tako ce GOpMHUPA XeyPUCTHUKA.

[Joka3 HenocTojarka npubnvxxHor anroputma 3a pewasarse (onwTer) npobnema
TProBaykor NyTHUKA

O mpobsremy Tprosaukor myTHuKa (traveling salesman problem, ckpaheno, T'SP) je
6wno peunm pammje. Heka je G = (V, E) KOMILIETHH HEYCMEpEHU TEKHMHCKH rpad,
upu 4emy je rvexkuna (uena) rpade (u,v) € E o3nadena ca c(u,v) > 0. IIpoGiuem je
mpoualin XaMUJITOHOB IMUKJ/IYC Ca HAJMAFHOM IEHOM.

Y MHOTMM TPAKTUYHUM OPOOIeMuMa HajjedTUHUjH HAYMH & Ce TOCETH YBOP U
¥3 4YBOpa U je ylpaBO KPO3 IpaHy OJ % [0 U, YMECTO IIPEKO HEKHUX JAPYIHX IPAHA
xoju umHe myT m3Mmeljy ta gBa uBopa. OBaj mojam Moxkemo ¢GopMaIM30BaATA TAKO IITO
KaxkeMo 1a (yHKIHja [eHe ¢ 3a70BOJbaBa HEjeIHAKOCT MPOY2Aa AKO 3a CBAKA TPU
4Bopa u, v, w € V Baxn

c(u, w) < c(u,v) + c(v,w).

CrengjasHo, 0Baj yCIOB je WCIYH€H aKO Cy YBOPOBH rpada Tadke y paBHH, a

Jy’KUHE TPaHa Cy eyKJHJICKA PacTojama KpajeBa rpana (T3B. eyKamACKU mnpobsem
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TProBaYKOr IMyTHUKA). Kao mro cMO Buze/H, IIOCTOje MPUOINKHN AJITOPATMU TIOJIHA-
HOMMjAJIHE CJIOKEHOCTV 3a PENIaBarhe eyKJMICKOT IMpobJieMa TProBadvKOr IIyTHHKA,
TAKBU /13 TIPOHAJIa3€ XaMUJITOHOB IUKJIYC JIyKUHE HAJBUIIE p - opl, TAE je p jeTHAKO
2 mm 3/2, a opt je MuHEMATHA AyKUHA XaMHITOHOBOT TIMKJIYCa. Y OMIITEM CIIy9ajy
3a pemasame T'S P He MOCTOjU TTPUOINKHNA AJTOPUTAM TTOJTUHOMHUJATIHE CI0KEHOCTH
3a 6mi0 Koje p > 1, ocmm ako muje P = N P. Oso TBpheme mpemuer je reopeme [7.2]

Teopema 7.2 (Hemocrojame mpubamyKHOT ajropuTMa 3a permasame T'SP). Axo je
P # NP, onda 3a 6uao xojy woucmanwmy p > 1 saoicu da me nocmoju npubiusichu
AA20PUMAM NOAUHOMUJAAHE EDEMENCKE CAONCEHOCTNY, 30 PewLasatbe (onwmez) npobaema
MP206AUKO2 NYMHUKE Y NOAUHOMUJAAHO] BDEMEHCKO] CAOHCEHOCTIU CQ ANPOKCUMAUUIOM
0o na paxmop p (00nocro, da je YuKAYC KOJU NPUBAUICHY AAZOPUTIAM 6PARA HAJEUUWE

p nyma dyoicu 0d dyostcumne onmumasnoz Xamuimonosoz yuksyca).

Zoxas. Hokas hemo m3BecTn n3Bohemem KOHTpaauKImje. [IpeTmmocraBuMo CympoTHO,
OIIHOCHO, 11 3a Heku 6poj p > 1, nocroju upubiuxkuu ajaropuram A nmosmHoMujasHe
BPEMEHCKE CJI0’KEHOCTH Ca allPOKCUMAIIIjoM 10 Ha (hakTop p. Be3 ryburka mHa ommrrocTw,
MIPETIIOCTABUMO 13 je p TeJ00POjHa BPEJHOCT, Y3 3a0KPYKUBAME YKOJIMKO jeé TO
nmeonxogHo. Cana hemo mokasaru kako je moryhe mckopucruru asjaropuram A 3a
pelraBarbe NHCTAHI! Ipobsiema XaMUITOHOBOT IIUMKJIYCa aJIrOPUTMOM IIOJIMHOMU]jaTHe
BpeMeHCKe ciiokeHocTr. Kako 3HaMO 712 je mpobJieM MpOHATAKEmHha XaMUJITOHOBOT
nukiayca NP-kommeran mpobsem, cieu 7a aKO MOXKEMO [1a T'a PEIINMO aJITOPUTMOM
MIOJIMHOMUjaJIHe BPEMEHCKe CJI0XKEeHOCTH, oHna je P = NP.

Hexka je G = (V, E) 3amaru rpad — maCTaHTa pobaeMa MpoHaIakema X aMuITo-
HOBOT IMKJLYCa; IuJ/b je yrBpautu na jm G caap:ku XaMu/ITOHOB IUKJYyC KopucTtehn
xunorernyku pudbamke aaroputam A. [Tomazehu ox rpada G moxke ce popmupaTu
uncTanma npobiaema TSP ma ciaenehn mawmm. Heka je ¢ = (V, E') xommeran rpad
ca CKyIIOM 9BOPOBa V, OZHOCHO,

E' ={(u,v) | u,v €V uu #v}.
Tpuapyxyjemo teHy cBakoj rpanw u3 E’ ma caenehn macawmm:

o(u, v) = 1, axo (u,v) € E,
U plVI41, unaue.

Jacro je ma je croxenoct dbopMmmpamba TexuHCKOT Tpada G’ ox momasmor rpada G
nosmaoM of |V u |E|.

Pasmorpumo mipobsiem Tprosaukor mytHEKa (G’ c). Axo mouermm rpad G mma
Xamuaronos mumkiayc H, ouma dyHKOmja 1meHe ¢ npuapyxKyje cBakoj rpanu m3 H
neny 1, omakse ce mobmja ma (G', c) cagpxu Xammrronos nmukayc nere |V|. Ca mpyre
crpane, ako G He caapxku XaMHUITOHOB IUKJIYC, OHIA OMI0 KOji XaMUJITOHOB IUKJLYC
y G’ Mopa ma canpxum Heky TrpaHy Koja ce me Hamasu y F. Mehyrum, mpoussoman
TaKaB IMKJ/IYC KOjU CAJIP’KU HEKY TPaHy Koja ce He Haja3m y F mwma meny Gapem

PVI+ D)+ (VI=1) =plV]+ V]
(p+DVI.

Haxme, mena XamunroHosor mmKayca y G’ je 6apem 3a daxrtop p + 1 Beha ox meme
Xammnronosor mukiyca y G’ koju jecre Xamuirronos makayc y G.

[IpuMerrMO TPUOIMKHA AMTOPATaM A TIOJTMHOMEjaJTHE CJI0KEHOCTH (32 KOJI CMO
MPeTTocTaBuIn fAa mocToju) Ha mHcTarmy (G’ c) mpobrema T'SP. C obsmpom aa
asropuraM A naje Kao pe3yirar XaMUJITOHOB HMKJIYC meHe He Belie om p myra nene
OTIITUMAJIHOT IyTa, ako (G canp:ky XaMHJITOHOB IMKIYC, OHIa A MOpa /1a ra BpaTw.
Axo G mema Xamuntonos mwkyc, oHma A mpomamasu y G XaMUITOHOB MHUKITYC
nyxune 6ap (p+1)V > pV. Jakne, anropuramMm A HOJIMHOME]AIHE CJI0ZKEHOCTH MOKE
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ce UCKODUCTHUTH 3a yTBphuBame ma jau y G mocroju XamMuiaToHOB mukiyc. VI3 osor
3aK/byuKa caean aa je P = NP, cympoTHO TIPETTIOCTABIIN TeopeMe.

7.5.2 TMpubnmxHu anroputam 3a Tpa>kerbe MUHUMAJTHOT
nokpuBsaya ckyna

IIpo6ieM MEHMMAJIHOT TOKPUBama CKyma (set covering problem, ckpalieno, SC P)
IIPeCTaB/ha OUTUMHU3AIMOHN HPOOIEeM KOju MOJesyje MHOre mpobsieMe y Be3W ca
ajiokaIpjom pecypca. Hberos oarosapajyhu mpobiem oyryunBarba renepaaunsyje NP-
KOMILTeTaH IIpobJjieM IOKPUBAha CKYIIa IBOpoBa rpada, u cam je rakolje NP-kommreran.
ITpubmmkuu aaropurmMu 3a pemraBarmbe IpodieMa IMOKPUBAMKA CKyIla YBOPOBa rpada
ce He MOTy IPHMEHUTH HA OBaj OIIITH CJIy4aj, A je HEOMXOMHO MOKYIIATH IPYTHUM
anpokcuMaryjaMa. ¥ HaCTaBKy heMo aHAM3MPATH je THOCTABHY IIOXJIETIHY XeyPUCTUKY
ca JsiorapuraMcKuM (akTopoMm ampokcmMmarmje. IpyruM pednma, KakO Ce BeININHA
wHCTaHIe noBeliaBa, BE/MYMHA TPUOJIMKHOT Peliemha MOXKE Ja PacTe, PEeJIATUBHO y
OIIHOCY Ha OITUMAJIHO pemrerse. Vmak, ¢ 063upom ma sorapuramcka (GyHKINja CIOPO
pacTe, IPUOIMKHA AJITOPUTAM MOXKE Ia 14 KOPHUCHE Pe3yJITaTe.

° o |

(o o

o A {

]
s

Ciuka 7.12: Uncranuna (X, F) npobiemMa MUHMMAJIHOr MOKPUBAa4Ya CKyIa,
rae ce ckyn S cacroju on 12 eseMeHaTa O3HAYEHUX I[PHUAM TadKaMa H
F = {51,852,...,56}. Munumannu nokpusau ckyna X je C = {S3,S54, S5},
kapauaagHocTr 3. ONHMCAHW TTOXJIENMHU AJTOPUTAM TPOHAJIA3U MOKPUBAY
KapaInHAJHOCTH 4 KOju Ce CacToju Of CKymoBa Si,S4,S5 U S3 WU CKYIOBa
S1,854,S5 u Sg, y TOM peocyiesny.

3

SORIX

Nucranma (X, F) mpobseMa MunuMaino2 NoKpueatba cKyna CaCTOJU Ce 01 KOHATHOT
ckyma X u damvunmje F TOACKYOBA CKyma X, TaKO /la CBAKW €JI€MEHT CKyma X
npunaga 6apem jegHoOM HOACKyIy u3 J:

X = U S.
SeF

Kaxemo ma mogckyn C' C X nokxpuea cBoje ememente. IIpobiem je mpomahm
nogckyn C C F HajMarbe KapIUHATHOCTH YHjH €JIeMEHTHU ITOKPUBA]y 110 CKym X:

x=s (7.1)
Sec

Axko meka dpavmmja C 3a10B0spaBa jeHAKOCT [T.1) OHIA KasKeMO Ja OHA NOKPUGE
ckyn X. Ha cmumm MPUKA3aH je mpuMep mpodIeMa MUHWMAJIHOT TMOKPUBAYA
ckyna; muauMasHau nokpusad ckyna je C = {Ss, S4, S5}, kapaunammocru 3.
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Tloxnemsan mpucTyn pemiaBarmsy OBOT mpobJieMa MOYKe Ce ONMCATH Ha ciaefehn
HauMH: y CBakoj ¢a3u Tpeba omabparm ckym S koju moxkpusa Hajsehm 6poj mo cama
HEIOKPUBEHUX €JIEMEeHATa, BUNETH KO Ha CJuu [7.13]

Auropuram Pohlepni_pokrivac_skupa(X, F);
VYiasz: ckyn X 4Huju MHHHMaJIHH MOKPHBaY TPa’kKHEMO U daMunnja JF MOACKYIoBa CKyma X.
Wsnaz: C (npubinKHYE MUHHMAJHA IOKPUBAY CKyna X ).
begin
i+ 0 // pepam 6poj mrepanuje
U+ X
C+0
while U # () do
Opabepu ckyn S € F Koju makcumusyje speguoct S NU|
141+ 1
U«+U\S
C+ CU{S}
// meka cy Si, U;, C; Bpemnoctu S, U, C y OBOM TPEHYTKY

end

Cruka 7.13: TMoxsenHu aaropuram 3a MOKPUBAFHE CKYTIA.

Y upumepy na ciuuu [7.12] noxsaennu asropuram pomaje peaom y C ckynose
S1,854, S5, a 3aTuM Oupa jeqaH o1 CKymoBa S3 wim Se.

CioxkeHocT. Morylie je jesHOCTaBHO MMILIEMEHTHPATH AJIOPUTAM TaKO Jia My
cnoxkenoct 6yne monuHoM of | X | u |[F|. C 063upom Ha TO A2 je O6poj uTepanuja mnetbe
orpanmuern spensouhy min{|X|,|F|} u ma je cmoxenocr tena merve O(|X||F|),
yKylHa CcJjoxKeHocT jenuocrasue umiutementaimje je O(|X||F|min{|X]|,|F|}). Ha-
IIOMEHMMO [ C€ AJIFOPUTAM MOYKe MMILUIEMEHTHDATH TaKO Ja My CJIOYKEHOCT Oye

O ser 15D

Ananmnsza. Caga hemo mokazaTu Ja MOXJENHN aaropuTaM Bpaha TOKPUBAY CKyTa
Koju Huje MHOro Behm o7 MHHHMAJIHOr IOKpHBadYa CKyma. Y IJOKa3y Ce KOPHUCTH
jeqHOCTaBHA HEjeTHAKOCT .

JIema 7.2. 3a cBako k > 0 BaxKU HEjeTHAKOCT (1 - E)k <e”

Joxas. Ussox f'(z) = e* — 1 dyuxmmje f(v) = e* — x — 1 je meratusan 3a = < 0,
0HOCHO To3uTuBaH 3a > 0. 360r Tora y Tauku © = 0 dynkuuja f(z) nma MuAIMYM
0, Tj. 3a craxo z je e® > 14 x. Bamernom z = —1/k, ora mejemmaxoct mocraje e~ /¥ >
1 — 1/k. CrenenoBamem 0OBe HejeTHAKOCTH Ha k 100Mja ce TpaykeHa HejeTHaKOCT.

Teopema 7.3 (PakTop anpoKCHManyje MOXJIEIHOr ajropurma 3a pemasame SC P).
IpuKaszanu NOTAENHY AAZOPUTNAM J€ NPUOAUNCHY GAZOPUMAM TLOAUHOMUIAGAHE BPEMEHCKE
CAODICEHOCTIU Ca PAKMOPOM ANPOKCUMAULIE

p(n) = [In|X]].

Joxas. Beh cmo mokazanm ma je BpeMEHCKA CJI0YKEHOCT MPUKA3AHOT AJTOPUTMA II0-
JIMHOMU)j AJTHA.
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Hexka je k = |C*| Besmuuna onrumassor nokpusada C*. Onrumassan nokpusay C*
BesimumHe k moKpuBa cky | X |, ma nokpuea u ckym U; C X 3a cBako ¢ > 1. 36or Tora
nocroju ckyn S’ € C* koju mokpusa 6ap max{1, |U;_1|/k} enemenara ckyna U;_1

e 3601 U; # () moctoju cxkyn S’ € C* xoju mokpusa 6ap 1 enement momackyma Us;

e y nporusHoM (ako Hu jenan noackyi us C* ue nokpusa 6ap |U;—1|/k enemenara
ckyna |U;_1]), cBu ckynosu u3 C* nokpusajy crporo mame ox k(|U;|/k) = |U;]
ememenara ckymna Uj, Tj. He mokpusajy ckyu U;.

Us |S'| > 1 cnemn ma S’ umje y bavmmju C;—1, ma u ckyn S; € F usabpan y mpBoM
kopaky while nerse mokpusa 6ap max{1, |U;—1|/k} enemenara ckyna U;_1, Tj. Baxu
Heje,H,HaKOCT |S N Ui—1| > ‘S/ N U¢71| > |U'71|/k.

IIpema ToMme, 3a cBaky muteparujy ¢ > 0 BaKu HejeTHAKOCT

1
0 < Wil = 10l = Wil (1= ).

Tlomazehn ox |Ug| = | X |, nrepupamem oBe HejemHakocTn mobuja ce

1\* 1\°
i < —_ = = _— .
|Ui| < |Uo] (1 k) 1X| (1 k)

U3 while netsbe anropurma ce curypHo usnasu ako je | X| (1 — %)Z < 1, jep je Tama

|U;| = 0. Ykynan 6poj mrepammja ¢ aaropuTMa MOKEMO [ MPEJCTABAMO y OOHUKY
i = ck, Te je ¢ KOHCTaHTa KOjy Tpeba ma ompeammo. Y3umajyhu y 063up mperxoaHo
JOKa3aHy HejeqHAKOCT (1 - %)k < e, mobuja ce

1 i 1 ck
IX| (1— E) — |X]| (“E) < |Xlee.

Axo ce 3a KOHCTAHTY ¢ y3Me 1eso6pojaa Bpensoct [In|X|] > In|X|, Taxa je
1\° .
|Us| < |X| (1_E> < |X|e < 1.

Jpyrum peumnma, nobuja ce ma je
C<i=ck=cC"l=[In|X[]|IC"|,

mTOo je Tpebasio JOKa3aTH.

7.6 Pe3ume

IIperxonna mormas/pa cy MOXKIa mM3a3Bajie ONTHMHU3aM y Be3u ca Moryhuomhy KoOH-
cTpykKimje moopux ajsropurama. OBO ToryaB/be Tpeba Ja HAC TIPUOIMKYA PEATHOCTH.
Jma MuOrO BakHMX mpobseMa KOju Ce, HAXKAJIOCT, HE MOTY PEIINTH eJIeraHTHUM,
ebukacanm asropurmuma. I[lorpebmHo je ma mpemo3HajeMo TakBe IpoOIEMe W [Ja WM
MPOHAJIA3NMO HEONTHMAJIHA, TPUO/IMKHA pernrersa. [Ipn Hamagy Ha HeKM mpobseM Ha
pacmnosiaramy Ccy apa mpucryma. Moske ce IOKymIaTH Ca TeXHMKAMa W3 IPEeTXOTHUX
TI0TJIaB/ba, 3 O6u ce TpobJIeM PemIno, UIn MOTY NCKOPUCTUTH TEXHUKE YBEIEHE Y OBOM
TIOTJIaBJbY, U TTOKAa3aTH 1a je mpobiaem NP-komrmteran. /la 6u ce m3bersim MHOrOOpOjHI
6e3yCrenrHu IIOKYIIaju Ipe n360pa UCIIPABHOT [IPUCTYIIA, IOTPEOHO je PA3BUTH UHTYUIIA]Y
3a OIleHy TeXKUHEe IpodeMa.



[nasa 8

NMapanenuu anropntmun

8.1 VYsopg

ITapasmenno m3padyHaBame BUIIE HEje er30TW9HA 0071acT, u Behl myzKe BpeMme je Ha
TJIABHOM TIPABIly pa3Boja padyHapcTBa. Pa3Buja ce BpJiO 6p30, 9aK W y OJHOCY Ha
Apyre padyHapcke obsiacTu. Y ymnoTpebu je BUIle THIIOBA MApAJIETHUX PAdyHApa, Ca
6pojem mportecopa y omcery ox 2 mo 65536, u Behum. Pazmuke uamely pazmmamtux
nocrojehux pauynapa, 9ak u ca acmekTa HeOOGABEIITEHOT KOPUCHUKA, BPJIO CY BEJIHKE.
Hewmoryhe je ycBojurm jemam ommTé Moes m3padyHaBama KOju O6m 00yXBaTao CBe
[apaJsiejiHe padyHape

Y oBOM mMOTJIaB/BY HUCY TIOKpWBeHe cBe (ma uak HU BehmHa) 06/1acTH TTOBE3AHUX
ca IapajieJlHAM H3padyHaBameM. lIprmkazanu cy mpuMepn KOpUIINema MMOjeIuHUX
MOIeIa U3pavdyHaBaba U Pa3induTe TexHuke. Llumb je cTurame mpeacTase O mapasies-
HIM QJITOPUTMUMA ¥ YIIO3HABAE Ca MOTeNmKolaMa Be3aHNM 33 ThUXOBY KOHCTDYKIIH]Y.
Tloummse ce ca 3ajeTHUYKIM KapaKTEPUCTUKAMA, MAPAJIETHAX AJTOPUTAMA. 3ATUM CE
YKPATKO OMWCYjy HEKN OCHOBHU MOIEIN MAPAJIETHOT M3PAdyHABAA, & HA KPajy ce
HaBOAE TPUMEPU aJIrOpuTaMa U TEXHUKaA.

OcHoBHe Mepe CJI0’KeHOCTH 38 CeKBEHIMjATHe AJITOPUTME Cy BPeMe M3BPIIABabha 1
BesimunHa Kopumhene memopuje. OBe Mepe cy BaxKHe U KOJ MapaJieTHUuX aJIropuTama,
ajm ce MOPA BOAUTH PadyHa U O APYIUM pecypcmma, nmocebuo o 6pojy mpormecopa.
ITocroje mpobseMu KOju Cy CYNITUHCKY CEKBEHIN]AIHN, KOJU Ce He MOTy ” mapaJenn3osarn’
YaK HU aKO je Ha PaCIoJIaramy Heorpanmderu 6poj mpomecopa. Unak, Behinma ocrammx
npobsieMa MOXKe Ce /10 HEeKOr cremeHa napaJeju3osBaru. [IITo Buine mnpouecopa ce
KOPUCTH — 10 HEKe TDAHUIe — aJropuraM ce Opxe u3spurasa. BaxkHo je mpoyuaBaTtu
OrpaHUYeHa MaPAJIeJHAX aJropuTaMa, u 6uTn y cramy OKapakTepucaTu npobieme 3a
Koje mocToje Bpso Op3a mapaJsiesiHa pemiemsa. [lomro je 6poj mpomecopa OrpaHmdeH,
WCTO TAKO je Ba¥KHO J1a ce mporecopu epukacHo kopucte. Ciemehn BaxkaH eJleMeHaT je
KOMyHUKaImja u3mehy mporecopa. Hecto je Buiire BpeMeHa ToTPEOHO /T1a BA IIPOTIECOPa
pa3MeHe MOJATKe, Hero Ja Ce M3BPIIe jeJHOCTAaBHE omepanyje ca momanmma. Llopez
TOTa, Tpajare pa3MeHe MOaTaka MOYKE /13 3aBUCH Of ’ y/Ia/beHOCTH IBa MPOIECOpa
y pauynapy. [Ipema ToMe, BaKHO je MUHMMHU3UPATH KOMYHUKAITHA]Y W OPTAHU30BATH
je na ebukacun naunn. Ciegelie BaxkHO nurame je cuHXpOHU3ALHja, KOja je BeJUKH
po6JIeM KOJT TapaJsIe/THIX aJropuTaMa Ka i ce U3BPIIaBajy Ha He3aBUCHUM MAIIMHAMA,
MOBE3aHUM HEKOM MPEXkKOM 3a KOMYHUKAIHjy. TakBU ajrOpuTMH Ce OOUYIHO 30BY
aucTpubyupanu ajgropurmu. Hbux osze nehiemo pasmarparu; orpanuduhemo ce
Ha MOjIeJIe Ca IOTIYHOM CHHXDOHU3AIIIjOM.

Heku Mozesu mapasietHOr u3padyHaBarba CaJAp:Ke OrPAaHUYehe Ja CBH IIPOLECOPU
y jeJHOM KOPaKy m3BPLIABAjy jeJHy UCTY MHCTPYKIH]y (HA/l €BEHTYAIHO PA3/IMIUTAM
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noganuma). [Tapaneman padynapu ca opaksuM orpanudemem 308y ce SIMD (ckpahernuma
ox Single-Instruction Multiple-Data) pauymapu. [lapaiesnu padyHapu KO, KOjUX
CBAKH TIPOTIECOD MOZKE /1A M3BPIIaBa pa3uanTy mporpam 30y ce MIMD (ckpahenwnma
o Multiple-Instruction Multiple-Data) paaynapu. YKOJIHKO Ce He HATJIACH APyTavnje,
TPETTIOCTaB/ba Ce Ja Cy pavuyHapn o Kojuma je pead MIMD pauymapn.

8.2 Mopgenu napanenHor ndpadyHaBatba

Heraspan miperJiej; MOIE/Ia apAJIeJIHUX PadyHapa 3axTeBao 6u Buuie npocropa. Cro-
menyhiemo camMo OCHOBHe MoOfese, Ca HArJaCKOM Ha OHE KOjU Ce KOPHUCTE Y OBOM
MOTJIaB/BY. Y OBOM OJI€/bKY HM3J/I0KMNeMO HeKa OIITa pa3MaTpama u JAeduHUImje
Koju ce ommuoce Ha MHore mozese. CBaku of cienelinx ojes/pbaka NOKPUBA jelaH O
TUIIOBA MOJEa, CAIPKU HEroB IEeTA/FHUJU OIUC W TPUMEPE aJTOPUTAMA.

Bpeme u3spmaBama anropurma oszuadasaliemo ca T'(n,p), rae je n Besmamza
yia3a, a p 6poj mpormecopa. OmrHoc

S(p) =T(n,1)/T(n,p)

30Be ce y6paarse anropurma. [lapasessn agropuram je Hajepuracuuju kaz je S(p) =
P, Tj. KaJ aaropmraMm JOCTHXKE caBpineHo y6psame. 3a spemmoct T'(n,1) Tpeba
y3ertu Hajbonu MO3HATH CEKBEHIWjaHu ajaropuraM. Bakaa mepa mCKOpuInheHOCTH
nporiecopa je e(pMKAaCHOCT IApAJIesIHOT AJITOPUTMA, KOja ce JeduHume n3pa3omM

S(p) _ T(n,1)

Bn,p) = p  pT(n,p)’

Eduxacnocr je oqHOC BpeMeHA M3BPLIABAKGA HA JEJHOM LPOUECOPY (Kaj u3BpIiaBa
CEKBEHIIM]AJTHA AJITOPATAM) U YKYNHo2 6Pemena N3BPIIaBamba Ha P TPonecopa (yKyT-
HO BPeMe je CTBAPHO IPOTEKJIO BpeMe MOMHOXKeHO 6pojem mpomecopa). Edukacroct
yKa3yje Ha yZeo IIPOIECOPCKOr BPeMeHa, Koje ce e(eKTHBHO KOPHUCTH Yy OJHOCY Ha
cexBeHnmjaHn anropuraM. Ako je F(n,p) = 1, oHa je KommanHa padyHama 006aB/HEHOT
Ha CBUM IIPOIECOPUMA Y TOKY U3BPIIaBarbha aJrOPUTMA jeJHAKA KOJTUIUHU PAIyHAHA
KOJy 3axTeBa CEKBEHIUjAJIHU ajropuraM. Y TOM CJIydajy HOCTHUIHYTO je OITHMAJIHO
uckopwurihierse mporecopa. [locTuszame onTumasiHe epUKACHOCTH je PETKO, jep ce y
napaJse/HuM aJrOPUTMUMa MOPAjy M3BPUIUTH HEKa JIOMYHCKA U3PadyHaBarba, KOja
HECY HOTPeOHA KO/T CEKBEHIIN]aJIHOT JITOPUTMA. JeJaH 0 OCHOBHUX IU/BEBA j€ MAKCUMHU3UPAHE
e(pUKACHOCTH.

IIpu KOHCTPYKIWjH MapaseTHOr AJITOPUTMA MOTJIO 61 ce hUKCHPATH P, y CKIQIY
ca GpojeM mporecopa Ha pPaCHojaramy, W MOKYIIaTH Ca MuUHUMH3upamem 1'(n,p).
Asmn HesocTaTak OBAKBOI NPHUCTYIIA je y TOME HITO OM OH MOrao @ 3aXTeBa HOBU
aJropuTaM, KaJ roj ce TpoMeHu Gpoj mporiecopa. 3roaHuje Ou OUI0 KOHCTPYHCATH
aJIropuTaM KOju paJw 3a Mo je Moryhe Buie pa3anautux Bpeauoctu p. Pazmorpuhemo
ca/ia KaKO TPaHCHOPMHUCATH AJINOPUTAM KOJU DAy 33 HEKY BPEIHOCT P, Y aJrOPUTAM
3a Mamy BPEIHOCT P, 6e3 3HaIajHe IpoMeHe e(DUKACHOCTH. Y OIIITEM CIIyYa]y, AJITOPUTaM
ca T(n,p) = X moxe ce tpancopmucarn y amropuram ca 1(n,p/k) ~ kX, 3a
npousBosbHy KOHCTauty k > 1. Jpyrum peumma, moxe ce KOpuCTUTU 33 (HaKTOP
k mambe mporiecopa, UmHje je Bpeme paja OoHma ayxke 3a daxrtop k. MommbukoBanm
QJICOPUTAM MOJKe C€ KOHCTPYHCATH 3aMEHOM CBAKOI KOPaKa I0Ia3HOr aJropuT™Ma ca k
KODaKa, y KOjUMa jellaH npouecop emyaups (mapaJiesno) n3BpUIaBambe jeJHOT KOPaKa
Ha k mporecopa. OBaj mpunun Huje yBek mpumenssus. Ha mpumep, moryhe je ma p
HHUje e/buBO ca k, WM 13 aaropuTaM 3aBUCH Of HAYMHA MOBE3WBARa Tporecopa (o
gemy he Outu pedu y omesbKy , WJIH 13 IOHOIIEEhe OJJIyKe O TOME KOje IPOoIecope
eMyJINpaTy 3aXTeBa TaKohe yTPOIIaK HeKOr BpeMeHa. Vnak, 0Baj IpuHINII, TAKO3BAHI
OPUHIUII UMUTHAPAaKkha MNapajiejan3ma, BpJio je onmru u kKopuctad. O nokasyje
Ja ce MOxKe cMamuTu OPOoj IIporecopa, He Memajyhu 6urno edukacHoct. AKO 1o1a3Hu
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amropuraM (KOju je KOHCTPYWCAH 32 BEJIMKE D) MMa BEJUKO yOp3ame, OHZa ce MOTy
J0OUTH aJrOPUTMM KOJU TOCTHAKY MPHUOJIMIKHO WCTO yOp3ame 3a 6MiIo KOjy Marmy
BpemuocT p. IIpema Tome, Tpeba KOHCTPYHUCATH AJITOPUTAM €A MITO OOJHUM yOP3amheM
3a MakcuMaaHEH 6poj mpomecopa, npm uemy edukacHocr tpeba ga Gyme mobpa (Tj.
6JTMCKa, JeIMHATIN). 3aTHM, aKO j€ Ha PACToJIaramy Marmu 0poj TPOIEcopa, U Jabe Ce
MO¥Ke KOpUCTUTH ucTu ajropuraMm. C Apyre cTpaHe, MapaJieTHA AJITOPUTMH Ca MAJIOM
ebukacHomly Cy KOPHMCHE CaMO aKO je Ha DPACIIOIaramy BeJIUKH OpOj mpoIecopa.
IIpernocraBuMo, Ha TpuMep, Ja uMamo ajroputam ca 1'(n,1) = n u T(n,n) =
log, n, omrocHo ca yop3amem S(n) = n/log,n m ebukacmomhy E(n) = 1/log, n.
IIpernocraBumo ma maMm je Ha pacmonaramy p = 256 mporecopa u ma je n = 1024.
Bpewme m3spmasama mapasesnHor ajaroputma je 7(1024,256) = 4log, 1024 = 40 (y3
TIPETIIOCTaBKY Aa je Moryhie mmutupame mapanenusva ouhie T'(n,p) = (nlog, n)/p),
wTo je yop3ame 3a (GakTop 0Ko 25 y 0JHOCY Ha cekBeHIpjaaHu aaroputam. C apyre
cTpane, 3a p = 16 Bpeme m3Bpmasama je 640, mTO maje HeIOBO/FHO yOp3ame (Mame
ox 2 ca 16 mpomecopa).

Moz mapaJsiestHOr u3padyHaBama PA3IUKYjy ce Meh)yCOOHO yIriIaBHOM 110 HAYUHY
KOMYHUKAIlIje U CHHXpOHM3anuje nporecopa. Pa3zmarpahemo camo Mozese koju noapasyMeBajy
MOTITyHY CHHXPOHU3AIIN]Y U PA3JINIUTe HAUMHE TI0Be3uBama. Moenu ca 3aje fTHuIKOM
MEMOPHUJOM IIPETIHOCTaB/bajy Aa LOCTOJU 3ajeHUYKa MEMODPHja Ca PaBHOMEDHUM
NPUCTYIIOM, TaKO Ja CBAKW IIPOIECOD MOXKe 13 MPHUCTYIHM CBAKOj IIPOMEHJ/HHBO]j 3
jemuuumano Bpeme. OBa TpeTHOCTaBKAa O BPEMEHY MPUCTYIa HE3aBUCHOM 0 6poja
[IPOLIECOpa U BeJIMYWHE MeMOpHje Huje 0aml peasHa, aad je Ho0pa ampOKCHMAI]ja.
Mogenmu ca 3ajeTHIIKOM MEMOPHjOM pAa3JINKyjy Ce M0 HauWHy Ha Koju obpabyjy
KoH(MmKTE TprMKOM nipucTyna memopwuju. [lojenure anrepuaruse pa3morpuhemo y

onespky [83]

SajeqHudka MeMopuja je OOMTHO HAjjeJHOCTABHUJU HAUNH 32 MOIEINPAIbe KOMYHUKAIIT]e,
aJIu HaYWH KOJU je HajTeKe XapABEPCKH Pean30BaTu. Ipyru MOgeu mpeTIoCTaB/bajy
Ja cy mporiecopu MehycoOHO MOBe3aHM MOCPEICTBOM Mpexke. Mperka padyHapa ce
MOXKe IIPeJCTABUTH rpadoM, IpHU UeMy IBOPDOBH OArOBApPajy IPOLECOPHMMA, & IBA
4BOpa Cy moBe3aHa ako m3MmeDy oarosapajyhmx mporecopa mOCTOju IUPEKTHA Be3a.
CBaku TpOIECOp OOMYHO MMa JIOKAJIHY MEMOPH)Y, KOjOj MOYKE /a TPUCTyMa Op30.
Komynukarmja ce octBapyje mopykama, Koje MOpajy ga IpoDhy BHUIle IUPEKTHUX Be3a
na 6u mouwte 1o ogpeaumita. [Ipema Trome, 6p3mHa KOMYHHUKAI]je 3aBUCH OJT PACTOjarba
n3mehy mporecopa Koju pa3Mersyjy nopyke. Hekommko pazamantnx rpadoBa je aHAIN3HPAHO
y yJIo3u CKejleTa Mpexke padyHapa. Bumie momysapamx KoHbUryparmja HaBeIeHO je

y onemky [84]

Crnenehu momesn koju heMo pa3MOTpUTH je MOIET CHCTOJMYKOr padyHamba.
Cucrosimuka apxurekTypa nogceha na nokperny rpaky y dabpurnm. [loganu ce kpehy
KPO3 LIPOLECOPE PABHOMEDHO, M TOM I[PUJIMKOM C€ HAaJl IbUMa U3BOJE jEJHOCTABHE
orepanuje. YMeCTO J1a MPUCTYTIA]y 3ajeHUIKO] (M/Ih JIOKAJTHOj) MEMODPH)H, TTPOIIECOPH
nobujajy yma3He momaTKe Of CBOjuX cycema, obpalyjy mx, m mpociehyjy name. Heku
CHCTOJIMYKY QJITOPUTMM HABEJEHN Cy y OnesbKy [8.0]

Kouio je ocroBHE Teopmjcku Mozes, koju he Guru xopumiheH camo 3a morpebe
wirycrparnuje. Koo je ycmepenn anukmaku rpad, y KoMe 9BOPOBU Or0OBAPAjy jeIHOCTABHUM
omeparpjamMa, a rpaHe TMOKa3yjy KpeTame omepanana. Ha mpumep, Bymoso koso je
OHO y KOMe Cy yJIa3HH CTEIleHH YBOPOBa HAjBUIIE JBa, a CBe omeparuje cy Bynose
onepanuje (aucjyHknmja, KOHjyHKnmja wim zHeranuja). [locebuo cy m3asojenn yna3Hu
(ca ynmasHWM CTETEHOM HyJIA) W W3JIa3HU YBOPOBH (Ca W3JIA3HAM CTEMEHOM HYJIA).
Jybura KoIa je ayKWHA HAjIyKer IMyTa 0] HEKOT YJIa3HOT JI0 HEKOT W3JIA3HOT IBOPA.
Hybuna oarosapa BpeMeHy M3BPIIABAKA [IAPAJIETHOT AJICOPUTMA.
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8.3 Anroputmu 3a pauyHape ca 3ajeAHUYKOM MEMOPUjOM

Pauynap ca 3ajeJHUMKOM MEMOPHjOM CACTOJU C€ O/] BULIE IPOLECOPA U 3ajeJHUIKE
memopwuje. Y 0BoM 07esbKy 6aBuhieMo ce caMO MOTIIYHO CHHXPOHU30BAHIM AJITOPUTMUMA.
IIpernocTaB/baMo ma ce m3pavdyHaBambe CACTOjU O KOPAKaA. Y CBAKOM KOPAaKy CBAKHU
[POLIECOP U3BPIIABA HEKY OLEPALUjy HaJ, [I0JAIMMa KOJUMa PACIOJIayKe, UuTa U3
3ajeIHUYKEe MEMODH]je WU THAIIe y 3ajeHIIKY MeMopujy (y MpaKCu CBAKW MPOIECOD
MOZKe JIa UMa | JIOKaJaHy Memopujy). Momenm ca 3ajeIHIYMKOM MEMOPH]OM DA3IHUKY]y

ce 1o Tome xKaxo obpabhyjy memopujcke koudsukre. Monen EREW (Exclusive-Read
Exclusive-Write) me mo3BospaBa ma ABa TPONECOPA MCTOBPEMEHO TIPUCTYIAjy HWCTO]
memopujcko] mokammju. Momen CREW (Concurent—Read Exclusive-Write) no3zsospasa
2 BUILE IIPOLIECOPA HCTOBPEMEHO UNTajy Ca UCTe MEMODPU])CKe JIOKAIF]je, ajIi He J03B0/haBa
Ja JBa MPOIecopa MCTOBPEMEHO Uiy Ha ucTy Jjokammjy. Ha kpajy, momeanr CRCW
(Concurent-Read Concurent—Write) e namehe HukakBa OrpaHuYera Ha IPUCTYII
IIPOLIECOPA MEMODUjH.

Monemm EREW u CREW cy m06po nedunucamnu, aau Huje jaCHO IITA je pe3yaTaT
MCTOBPEMEHOT TINCaha 07T CTPAHE B MIPOITECOPa HA jeqHYy UCTY MEMOPHUJCKY JIOKAIIH]Y.
Mwma Buine naumna 3a obpajy ucroBpemenux nmcama. Hajcsrabuju CRCW mopeu,
jenuun xoju he Gutu 0BIE pa3MarpaH, T03BO/hABA A BUIIE IIPOIECOPA MCTOBPEMEHO
[UIIY HA KUCTY JIOKAIHM]y CaMO aKO 3alHCyjy HCTY BpPeAHOCT. AKO 1Ba IPOIEcopa
TOKYIIAjy J& YIUIIY NCTOBPEMEHO PA3JININTE BPEIHOCTH HA MCTY JIOKAIN]Y, TPEKUIA
ce ca M3BpIIaBameM aaropaTma. Mako je To Mok Ja HeouekusaHo, uaehemo y onesmky[8:3.2]
Ia je oBakaB Mozes Bpsio moham. JIpyra moryhHOCT je IpeTmocTaBuTH /13 Cy MPOIECOPH
HYMEPUCAHU, 1 13, AKO BUIIE ITPOIECOPA TIOKYIAjy NCTOBPEMEHH YITHC HA UCTY JIOKAIIN]Y,
peanu3yje ce ymuc mporiecopa ca Hajsehum pemamm Gpojem.

8.3.1 MapanenHo cabuparse

3anounmbeMo ca jeJHOCTABHUM IIPHUMEPOM apajIeTHOT aJrOpPUTMa 3a PeIlaBarbe
mpobsemMa, KOJjU je Ha HIPBU IIOTJIE]] CYIITHHCKN CEKBEHIINjAIaH.

ITIpo6usiem. Mzpauynaru cymy asa n-OutHa OuHapHA O6pOja.

Obuuan cekBeHIUjaHU ajropuraM Hajupe cabupa aBa OuTa HajMare TEXKUHE, A
OHJZIa Y CBAKOM KOpaKy cabupa 1o ABa 6uta, u 30Mpy €BEHTYAJHO J07aje TPEHOC Ca
armke no3urnuje. Ha npeu morsien Hemoryhe je mpeaBumeTy MCXOT i-TOT KOpaKa, CBE
0K ce He cabepy ¢— 1 OuTa HajMame TEXKUHE, jep IIPEHOC MOXKe, a He MOPa Ja ITOCTOju.
Unaxk, moryhe je KOHCTpYHCATH TAPAJIETHN AJITOPUTAM.

Kopuctumo mamaykmmjy mo n. Ilpemas ca n — 1 ma n He Moxke ma Oyae o7 BeIUKe
KOPHUCTH, jep BOIM UTEPATUBHOM CEKBEHIMjaIHoM aaroputmy. llpuctyn 3acHoBan Ha
pasyaramy €TecTo maje mqobpe pe3ysrare KO IMapasieTHHX aJropuTaMa, Ma U Y OBOM
CJIydajy, jep MOXKe J1a pellu CBe Mare MOTIpobJseme mapasienaso. [IpermocraBumo 1a
cMO nogemn npobsem Ha ABa nornpobiema BesmHauHe /2, Tj. Ha cabupame JIeBuX
u mecHux cabupaka ox 1o n/2 6ura (360r jeZHOCTABHOCTU NPETIOCTAB/HAMO Ja j€ N
crerren aBojke). Cyme mBa mapa 6pojeBa MOTy ce m3padyHATH mapaJsenso. Umax, jom
yBek ocTaje 1npobsiem npeHoca. AKO CyMa [1eJ10Ba Marbe TeKUHE UMa IIPEHOC, MOPa Ce
IIPOMEHUTHU CyMma mesoBa Behe Texume.

IIpobsrem pemraBa 3amaskarse Ja IIOCTOje CAMO JB€ MOTyhHOCTH — IIPEHOC IOCTOju
win He. 3axBasbyjyhu TOMe, MOXKE Ce Noja%amu UHIYKMUBHA TUNOME3q, TAKO 1A
obyxBatu 00a caydaja. MomudukoBanu mpobsrem riracu: npouahn cymy mBa 6poja, ca
u 6e3 TIpeHoca Ha HajHUKY mo3urm)y. [IpeTmocraBumo ma cMo pemuim MoaudUKOBAHI
mpobsem 3a 00a mapa cabupaka, u Tako mobmmm gerupu 6poja N, Np, V u Vp, xoju
TIPeJICTaB/bAjy CyMy HIUKeT Imapa 6e3 IpeHoca, NCTy CyMy Ca IIPEHOCOM, 1 oarosapajyhe
cyMme 3a Bumu map OpojeBa, pefoM. 3a CBaKy O] TUX CyMa TaKohe 3HAMO J1a JIM je Tpu
BEHOM M3PatdyHABamy JOILIO A0 IPeHoca. YKynHy cymy S (6e3 nmpenoca Ha HajHUKU
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6ur) unae N ca V wmm Vp, 3aBucno o1 Tora ma ym je cyma N mpom3Besia IpPEeHoc.
VxymHa cyma Sp ca TpeHocoM JT00umja ce Ha UCTH HaunH, camo ce N 3amemyje ca Np.
IIpenoc yxynne cyme je mpenoc Vp.

IIpo6iem BesmHauHE N CBOAM Ce HA PEIIaBambe 1Ba HOTHPOOIeMa Beausaune 1n/2 u
Ha, M3BPIIaBalbe KOHCTAHTHOT Opoja KOpaka 3a objequrbaBarse 1Ba pe3ysarara. [lomro
ce 06a oTIIpob/IeMa MOT'Y PEIIUTH AaPaJsIeTHO — IIPETIOCTABKA je a IIPOIeCOPH MOy
[a IPUCTYIE PA3IMINTIM OMTOBUMA HE3ABUCHO — 100uja ce mudepeHIHa jeJHaImHa
T(n,n) =T(n/2,n/2)4+0(1), auje je pememe T'(n,n) = O(logn). Ilopex Tora, mourro
Cy [Ba MOTIPOO/IeMa MOTIYHO HE3ABUCHA, OBAj aJCOPUTAM MOAPA3yMeBa CAMO MOIET
EREW. Osaj amropuram Huje Haj60/b1 32 HapaJjiesHO cabupare aJu je 106ap npuMep
jemHOCTaBHE MapaJjenun3ainuje aaropurma. Kas 3a Hekn mpo6/ieM TocTaHe jacHO J1a Ce
MOKe e(PUKACHO PENIuTH MaPAJIETHO, PEIIEHe Ce MOXKe Jajbe TI0D0IbIIaBATH.

8.3.2 Anroputmu 3a Hanaxxere MakCUMyMa

IIpo6sem. Ilponahu Hajeehu ox n pazauanTix 6pojeBa, 3aJaTUX Y HU3Y Y 3aj€THUYIKO]
MeMODHjH.

OBaj mpobJrem permuhieMo 32 ABa PA3IMYATA MOJIEIA CA 3a]€IHITKOM MEMODPHjOM,
EREW u CRCW. AsropurMmu 3a 06a MO/ie/1a KOPHCTE TEXHUKE KOje Ce€ KOPUCTEe IIPU
pemraBamy MHOTHX JPYTUAX HIPOOIeMa.

Mogen EREW

JIupeKTHY CEeKBEHIIN]AIHI AITOPUTAM 33 HAJIAKEEhe MAKCUMyMa 3axTeBa n— 1 ymopehusame.
YnopehuBame ce Moxke CXBATUTH Ka0 TAPTHUja KOjy UTPaAjy aBa O6poja, y K0joj mobehyje
Behu. [IpoGrem HATA)KEFFA MAKCHMYMA j€ Ta 1a €EKBUBAJIEHTAH OPTaHU30Baby TYPHHUPA,
y KoMme je mobemuuk uHajBehun Opoj y menom ckymy. Edwukacan maumua na ce TypHHD
OpraHm3yje IapajejHo je ha ce MCKOpHuCTH ctabso. Urpaum ce mese y mapose 3a
npBoO K010 (IPU 9eMy €BEHTYaJHO jeJaH Wrpad HE yHUecTBYje, aKO je yKymaH 6poj
nrpada HenapaH), oOGeJHUIM Ce IOHOBO JI€JI€ Y IapOBe, U TAKO Jasbe 10 (unama. Bpoj
xosa je [log, n]. Typuup ce mMoxke TpaHchOpPMUCATH y MAPAJIETHHI AJTOPUTAM TAKO
IITO C€ CBAKOj MAPTHjU IOJEU TPONecop (IPormecop urpa yaory CyAmje y TapTHjm).
MebhyTum, Tpeba onbe3benuTn ma CBAKH IIporecop 3Ha OpojeBe — takmuuape. To ce
MOXKe mocTuhu KommpameM M00eJHMKa y MapTHju HA MO3UIM]y Ca BeluM MHIEKCOM
o[ Io3uIja gBa yuecHuka napruje. IIpermsnuje, ako maprujy urpajy x; u j, j > 4,
onza ce sehu ox 6pojeBa x;, T; KOnupa HA HO3HUIHjy j. Y HPBOM KoJiy ipouecop P;
yumopebhyje x2i—1 ca x2; (1 < i < n/2), u 3aMemyje UX ako je MOTPEGHO, TAKO Ja
na Behy moswumujy ome Behu 6poj. ¥ apyrom komy mpomecop P; ymopebyje x4;—2 ca
x4 (1 < i < n/4), u raxo mame. Axo je na upumep n = 2°, onpa y nociemmwen,
k-tom xomy, P1 ymopelyje z,/2 ca Tn, m eBenTyanHo ux 3amemyje. Hajsehm 6poj
Hamasuhie ce Ha mo3urnuju n. IlomTo cBakm OPOj y jeHOM TPEHYTKY yUI€CTBYje CaMo
y jemuoj nmaprtuju, gosossan je mogesa EREW. Bpeme uzspimaBama oBOr je JHOCTAaBHOT
amropurma, je ounrsenao O(logn). [Tokymahemo cama ma cMamumo 6poj kopunrhermx
porecopa.

AsropuraM Koju CMO YIIPaBO pa3MOTPHIIN 3aXTeBa |n/2 | mpouecopa, a 6poj Kopaxa
je T'(n, [n/2]) = [log, n]. Ilomro je 3a cexBenwmjasuu ajropuram 1'(n,1) =n — 1,
edukacuoct oBor napasensor anropurma je E(n,n/2) ~ 2/log, n. Ako Ham je mOHAKO
Ha pacrmojaramy |n/2| mpomecopa (Ha TpUMEp, aKO je AJITOPUTaM 33 HAJAYKEHe
MaKCHMYMa JI€O IPYTOT AJTOPUTMa, KOME je HEOIXOIHO TOJIMKO IPOIECopa,), OHIA je
0Baj ajaropuraM jegHocTaBaH u edukacan. Mehyrum, y3 manm mamop moxe ce mohn
J10 anropuT™a ca BpeMenoM m3spmasarsa O(logn) u edukacuonrhy O(1).

Vkyman 6poj ymopehuBama moTpebHMX 3a 0Baj ajropuram je n — 1, WCTu Kao
¥ 33 CeKBEHIMjaJIHU ajropuraM. Pazsior mase ebUKACHOCTH JI€)KA Y TOME IITO CE
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BehumHa mporecopa He KOPUCTH y KacHUjuM KosmMma. EdukacHocT ce Moke mobospIaTu
cMarsMBameM 6poja Mmporecopa M ypaBHOTEXKABAEM hUXOBOT onrepeliema Ha ciefie-
hu maumn. [IpermocraBumo na kopucTuMO camo oko n/log, m mpouecopa. Yia3 ce
Mozke nogemtu y n/log, n rpyna (ca mpubmmkno log, n eremenara y ¢Bakoj rpymn)
¥ 3aTUM CBAaKO] TPYIH JIOJE/IUTH IO jeJdaH TpoIecop. ¥ mpBoj ¢ha3u CBAKMU MPOIECOP
NPOHAJIA3N MAKCUMYM y CBOjOj Tpymu Kopuctehu cexBeHIIMjaIHu aJropuraM, KOju ce
cacroju oz oko log, n kopaka. Ilocse Tora ocraje ma ce ogpesu MAKCHMYM OTIIPUJIAKE
n/log, n MakcuMyMa, IpU YeMy CaJl UMa JOBOJHHO MIPOIECOPA 14 C€ UCKOPUCTU Ty PHUPCKU
anmropurtam. Bpeme nzpmasama Typaupa je T'(n, [n/log, n]) ~ 2log, n. Oarosapajyha
eduxacnocr je E(n) ~ 1/2. Ilokymahemo caga ma dbopmamusyjemo oBy uuejy, Koja
omoryhyje ymrreny ma 6pojy mpouecopa.

3a asropuraM KaykeMO 13 je CTaTHYKH! aKO Ce YHAIpe 3HA NPUIDPYKUBAIE
nporecopa omepanujama. Jlakie, yHanpes 3HaMO 3a CBAKM KODPAK ¢ aJrOPUTMA U 32
cBaKku mporecop P; onepamwmjy u aprymente xoje P; xopuctu y Kopaky ¢. Ajropuram
32 HaJIaXKemhe MAaKCHMyMa je IpHMep CTATHYIKOI aJITOPUTMa, jep ce YHAIpen 3Hajy
WHIEKCH y9IECHUKA y CBAKOj MAPTHjHU.

JIema 8.1 (Bpenrosa iema). Ako mocroju craruyku EREW anropuram ca T'(n, p) =
O(t(n)), Takas na je ykymau 6poj kKopaka (Ha CBUM mpouecopuma) s(n), OHJa IMOCTOju
cratuaku EREW asropuram ca T'(n, s(n)/t(n)) = O(t(n)).

IIpuveTnmo 1a axo je s(n) jeHaKo CeKBEHIIN]ATHO] CII0KEHOCTH AJTOPUTMA, OHIIA,
mogudukoBann anropuram uma edukacunocr O(1).

JHoxas. Hexka je T'(n,p) < t(n) 3a cBe IOBO/HHO BeWKE N, W HEKA j€ a; yKyHaH Gpoj
KOpakKa Koje U3BPIIaBajy CBU MPOIECOPH Y 4-TOM KOpaKy ajroputma, i = 1,2,...,t(n).
Tagma je Zf(:"l) a; = s(n). Axko je a; < s(n)/t(n), orga MMa JOBOJEHO TPOIECODA 34
IapaJiesIHO H3BPLIABAE KOpaKa i. Y IPOTUBHOM Ce KOpax i 3aMemyje ca [a;/(s(n)/t(n))]
KOpaka y Kojuma pacmonoxkusux s(n)/t(n) mpomecopa emymupajy Kopake, Koje y
OPUTWHAJIHOM AJITOPUTMY W3BpIIaBa p mporecopa (kopucrehn mpuammm mmuTwpama
mapaJgenusma). YKynan 6poj Kopaka je camaa

t(n)

i=1

IIpema Tome, Bpeme m3BpmaBama MoauduKoBaHOr anropurma je takohe O(t(n)).

OsBo TBpheme mo3nato je kao Bpenrosa nema. Bpentosa jlema mokasyje 1a je mo
oxpelennm npernocraBkama epUKaACHOCT HaPAJIE/IHOI aJrOpUTMa ogpeheHa 0aH0COM
yKymHOr 6poja omeparnmja (omeparmja Koje M3BPHIABAjy CBW MPOIECOPW) W BPEMEHA,
M3BPIIABaIHba CEKBEHIUJAJHOT AJIFOPUTMA.

Orpanuuere ga ajaropuraMm Oyzie CTaTUYKu je 10TpebHO, jep ce MOpa 3HATH Koje
nporecope Tpeba emysmparun. BpeHToBa jema je TaduHa M 32 AJTOPUTME KOJU HUCY
CTATUYKH, IO/ YCJIOBOM Ja Ce eMyJjaluja MOXKe JIaKO u3BecTu. llpumep rie ce oBa
sema He Moxke npumenuTu je ciaexehu. IlpernocraBumo ma mmamo n mpomecopa u n
enemenara. 1loc/ie TPBOr KOpakKa HEKW TPONECOPU OJIydyjy (Ha OCHOBY pe3yJTara
IPBOT KOPaka) Ja mpecrany ca pagom. Vcro ce memasa m apyrom, tpeliem xopaky,
ura. OBaj ajropuraM je ciudaH TYPHUPCKOM ajIrOPUTMY, M3y3€B INTO CE€ Yy OBOM
CJIydajy He 3Ha KOjU MPOIECOPH OYCTajy O Ja/ber paja. AKO IMOKyIIaMO /13 eMyTUPAMO
IIPeoCcTaJie IPOIecope MOC/Ie Ha MPUMED MIPBOT KOPAaKa, MOTPEOHO je 13 3HAMO KOju Cy
jomr aktuBHU. /la Ou ce TO yCTAaHOBHUJIO, IOTPEOHO je M3BPUINTH HEKA M3PALyHABAbA.

Mogen CRCW

Hawmelie ce ytucak ma mapaJseHu aaroputaM He MOXKe 13 Hahe MaKCUMyM 3a Mambe O
log, n Kopaka, ako ce Kopuctre camo yrnopehusara. Mehyrum, To auje Tagno. Crenehn
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amropuram ca BpemenoM m3spmasama O(1) miycrpyje moryhimoctn mcToBpeMeHmx
ymuca. ITompa3ymeBa ce BapHWjaHTa MCTOBPEMEHUX YIHUCA, yV KOjOj [BA WMJIM BUIIE
IIPOITECOpa MOTY J1a TUITY WCTOBPEMEHO Ha, WCTY JIOKAIUjy CaMO aKO 3aINCYjy WCTH
nozaTak. 360r jeIHOCTABHOCTH MIPETIIOCTABUNEMO @ CY CBU €JIEMEHTU PA3/INIUTH.

Kopuctu ce n(n — 1)/2 mpomecopa, Tako ma ce mporecop Pi; momemyje mapy
enemenara {x;, z;}. Ilopex Tora, cCBAKOM esleMeHTY ; IPUAPYIKY]e ce 3ajennuHka. (ae-
JbEHA) TPOMEHJBUBA V;, Ca TIOYETHOM Bpeanomhy 1. Y mpBoM KOpaKy CBaKW MPOIECOD
yuopebhyje cBoja aBa enementa u 3anucyje 0 y IPOMEH/PUBY HPUIPYKEHY MambeM
esementy. Ilomro je camo jemam enemenar Behm on cBuUX ocCTasmx, camMoO jemHA O
TIPOMEHJ/BPUBUX ¥; 33IpKaBa BPeAHOCT 1. Y APYroM KOpaKy IIPOIECOPH IPHUIADPYKEHH
moGeIHUKY MOTy [1a yCTAaHOBE I3 je OH MOGeIHWK W a3 objaBe Ty ummeHuIy (Ha
npuMep, yIUCUBAbEM EErOBOI HHAEKCA Y OCEOHY 3ajeJHUIKY IPOMEH/bUBY, PE3YJITAT).
OBaj asropuTaM 3aXTeBa CaMo JBa KOPAKa, He3aBUCHO o 1. MelyTum, merosa edukacuoct
je BpJIo MaJta, jep OH 3aXTeBa O(n2) nporecopa. OBo je TaK03BaHU 060KOPAUHY ANA20PUMAM.

EdukacHOCT ABOKOPAYHOT ajIrOPUTMa MOXKE Ce MOOO0JbIIATH Ka0 U aJIFOPUTMA
3a momen EREW. Via3zuu nomanum mesne ce y masie rpyre, TakO & C€ CBAKOj I'DYyIH
MOYKe JIOJIEJINTH TOBOJHHO TIPOIECOPa, Ta OM Ce MAKCHMyM T'DYII€ MOTA0 OIPEIATH
aBokopadruM aiaropurmoM. Ca omagameM O6poja KaHgumaTa pacrte OpOj PaCIOIOXKU-
BHX [IPOLECODA II0 KaHUIATY, IIa ce MOoxKe noBeliatu Besimguna rpymne. [IBokopavynn
anropuram omoryhyje onpehusarse Makcumyma y rpynu Beawunue k ca k(k — 1)/2
poIiecopa, 3a KOHCTaHTHO BpeMme. [IpermocTaBuMo 1a MMaMO yKyIIHO 71 IIPOIIECOPA U
Ja je m cremeH ABOjKe. Y NPBOM HUKJIyCY BEJIMYUHA CBAKe IPyIe je 2 U MaKCHMyM
y CBaKOj IPYNM MOXKE Ce OAPEIUTH Yy jeTHOM KOpaKy. Y APYrH IUKJIYC YIa3W Ce Ca
n/2 ememenara, u n nponecopa. Axo ¢bopmupamo Tpyme o no 4 esemenTa, mmahemo
n/8 rpyna, mro mam omoryhyje na cBakoj rpymm momenmumo 8 mpomecopa. Oso je
JI0BOJBHO, jep je 4 - (4 — 1)/2 = 6. ¥V tpehu mukmyc ymasu ce ca n/8 ememenara.
IToxymajmo ma onpesmmo najsehy moryhy Besmtmmy rpyme xoja ce mMozke 00paauTu
Ha 0Baj HaumH. Ako je BesmumHA rpyme g, oHma je 6poj rpyma n/8¢g, m 3a cBaky
TpyIy MMaMO Ha pacCIojiaramy 8¢ mporecopa. 3a MPUMEHY JBOKOPATHOT AJrOPUTMA
HA TPyITy BeqmauHe g noTpebno je g(g—1)/2 mponecopa, ma mopa ma 6yze g(g—1)/2 <
8g, onmocno g < 17; jenmocrasuuje je yseru speanoct g = 16. Yommre, y i-Tu muxityc
ce ymasn ca n/2* ' enememara, koju ce meme ma n/22 ' rpyma mo g = 22
enemenaTa, ¢ > 1. 3a Hamaxkeme MaKCHMyMa y TPYIH JBOKOPATHHM aJTOPHTMOM
nososbHo je g(g — 1)/2 < ¢g*/2 = 22"~ mpomecopa, TIa je 3a HaTaKerme MAKCAMYMa y
CBUM I'DyIIamMa, JI0BOJHHO

n 201
221'71

=n

nporecopa. ¥ HapeJHW IUKJIYC yJIa3h Ce ca 10 jeJHUM eJIEMEHTOM M3 CBaKe rpyTrie,
Jaxse can/ 22" 1 eJIeMEHATa, NITO NH/IYKIHjOM I0Ka3yje UCIIPABHOCT OBE KOHCTPYKIHje.
Ykyman 6poj TMK/Iyca JI0 3aBplieTKa ajropuTMa OTpaHUYeH je ycJIoBoM ja je 6poj
eJleMeHAaTa Ha MOYETKY (-TOT IUKJLyCA MAmbU OJ je/IaH: n/2217171 <1, wmt >
log, (log, n+1)+ 1. Jaxsue 6poj nukiyca, a tume u 6p0j KOpaka IPUIMKOM H3BPIIEHA,
osor agropurma je O(loglogn).

HMaxko je osaj anropuram Hemrto cropuju ox asoxkopadsnor (O(loglogn) y oxHocy
ua O(1)), merosa edukacuoct je muoro 60/ba. Ona uzsocu O(1/ loglogn) y ogrocy Ha
O(1/n) xox nBokopaunor ajropurma. Ouucana TeXHUKa MOXKE Ce Ha3BaTU MOAEJH U
cvpsu (enr. divide-and-crush), jep ce yna3 fnesmm y rpyme, Koje Cy JOBOJBHO MaJIe 12
ce MOTy " CMpPBHUTH’ MHOIITBOM mporiecopa. I[IpuMmenHa oBe TexHWKe HHUje OTpPaHUIEHA

ra mozesn CRCW.
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8.3.3 Mapanenuun npobnem npedpukca

ITapamenun mpobiem mpedukca je BaxKaH jep ce KOPUCTHA KaO OCHOBHU €IeMEHAT
IIPU KOHCTPYKITNjU MHOTHUX TIapaJIeJIHUX ajaroputama. Heka je x mpon3BosbHA aCOUUIAMUBHE
OGunapna omepanuja (omepanmja Koja 3a70BOJbaBa yCJIOB T x (Y * z) = (zxy) * 2) 3a
IPOU3BOJBHE T,y U Z), KOjy hemo o3nagaBatn umeHOM npou3eod. Ha npumep, x moxke
Ja O3HavaBa cabmparbe, MHOXKEFhEe NI MAaKCUMyM IBa Opoja.

ITpobsem. [lat je Hu3 6pojeBa x1,x2,. .., Ty. VI3padyHaT TPOU3BOJIE L1 X T2 %  « ~*x Tk
3ak=1,2,...,n.

Osmaunmo ca PR(i,j) MpOU3BOM T; * Tit1 * -+ - x T;. LloTpeOHO je m3padyHATH
PR(1,k) 3a k = 1,2,...,n. CekBernmjanna Bep3uja npobsema mnpedwukca je Tpu-
BUjasiHa — TpedUKCU Ce jeAHOCTaBHO mM3pauyHaBajy pemom. [lapasjenwn mpobrem
npeduKca HIje TaKO JIaKo pemuTh. VIckopuctuhieMo MeToT pa3Jiarama, y3 yobudajeny
MIPETIIOCTABKY 1A je N CTeleH IBOjKe.

NHaykTuBHA Xunoresa. YMeMO /13 DENIMOo mapaJiesHn npobsem npedukca 3a n/2
ejeMeHaTa.

Cuty4aj jemmor eslementa je TpusmjaiaH. AJINOPUTAM 3AlI0YUILE [IOJEJIOM yJ/Ia3a
Ha JIB€ TIOJIOBUHE, KOje Ce pemraBajy mHaykimjom. Ha Taj Hauma m00MjaMo BpeaHOCTH
PR(1,k)u PR(n/2+1,n/2+k)3ak =1,2,...,n/2. IIpBa 10/I0BUHA OBUX BPEJHOCTH
€0 je xomaunor pesyarara. Bpemmoctu PR(1,m) 3a m = n/2 +1,n/2+2,....n
nobujajy ce m3padaynaBamem mpoussoma PR(1,n/2)* PR(n/2+1,m). O6a oBa wiana
no3raTa ¢y no naaykiuju (Beh cy m3padynara; npuMeTnmo Ja je nckopunrhiera aconmjaTuBHOCT
onepanuje *). AjropuraM je LpuKasaH HA CJIALH Humenuna ja ce HpoJiaciu
kpo3 do meTby m3BpmaBajy mapasesHo (MCTOBPEMEHO, HA PA3IMIUTAM CKYTTOBAMA,
mporecopa) y Koy je Ha3HadeHa momaTkoMm “in parallel”.

Auropuram Paralelni_Prefiks_1(z, n);
VYnas: x (HU3 ca n eseMeHaTa).
{mpernocrasmpa ce ga je n cTemeH gBOjKe}
Wsnas: ¢ (9uju i-TH 616MEHAT CAAPKE i-TH IPedHKC).
begin
PP_1(1,n)
end
procedure PP _1(Levi, Desni);
begin
if Desni — Levi = 1 then
z[Desni] := z[Levi| x z[Desni] {x je aconujarupua 6uHapHa omepamyja}
else
Srednji := (Levi + Desni — 1)/2;
do in parallel
PP_1(Levi, Srednji); {momesmeno nponecopuma og 1 no n/2}
PP_1(Srednji+ 1, Desni); {momesmeno npouecopuma og n/2 + 1 no n}
for ¢ := Srednji 4+ 1 to Desni do in parallel
z[i] := z[Srednyji]  z[i]

end

Cinka 8.1: Agjropuram Paralelni_prefiks_1.
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Caootcenocm. Yias je 1none/beH y ABa JUCJYHKTHA CKyIIa y CBAKOM PEKYyP3UBHOM
mo3uBy ajroputrMma. O6a MOTIPobIeMa Ce MOTY JAKJie PEeNTUTH TapaJIeHO y MOJIe-
ay EREW. Ako umamo n mporecopa 3a mpo0jeM BeJWYuHe 7, OHJA CE ITOJIOBUHA
BUX MOXKe IOe/INTH CBAKOM motmpobsiaemy. KombuHOBame pemierma moTIpobeMa
CacToju ce ox n/2 MHOXKEHA, KOja Cé MOIY M3BPUINTH IApaJIesIHo, ain je MOTpebaH
moznen CREW, jep ce y cBakom muOXemy kopuctu PR(1,n/2), onnocro x[Srednji].
Mako Bume mponecopa mCTOBpeMEHO [mTajy Z[Srednji|, onm mmmy mHa passmamre
smokammje, ma mogen CRCW mumje meormxoman (aKo ce aJrOpuTaM MPOMEHU TaKO Ja
CBAKW TIPOLECOp MMa CBOjy kommjy z[Srednji]). Ykymam Gpoj xopaka je T(n,n) =
O(logn), na je edpuxacuocr amropurma E(n,n) = O(1/logn) (Bpeme usspumasama
cekBeHmmjasHor amropurma je O(n)).

Ha xaJstocT, epuKacHOCT OBOT aJIrOPUTMa, HE MOYKE Ce TMOO0JbIIATH KOPUIITHemheM
BpenTose sieme, jep je ykyman 6poj kopaka Ha cBuM mporecopuma O(nlogn). Ilpema
TOMe, 113 Oum ce mobospmIata ePUKACHOCT, MOPA C€ CMABUTHA yKYyHaH OPOj KOpaka.

MoGossware epukacHoCTU napasnenHor npedukca

Wneja koja omoryhyje eburacnuje pemabame oBOr npobsiema je Kopumihere ucre
WHIYKTUBHE XUIIOTE3e, ajIu y3 MOMeJy yJjia3a Ha Apyraduju HadwH. IIpermocraBumo
TIOHOBO I3 je M CTEIeH JIBOjKe U 3 mMaMo n mnporecopa. Heka F o3HagaBa CKyIl CBUX
Z; ca HapHUM uHAEKcuMa i. Ako uspadynamo upedukce cBux ejemenara u3 F| onga
je m3pauyHaBame ocrasux npedukca (OHMX Ca HEMTAPHUM HMHIAEKCHMA) JIAKO: KO je
nozuaro PR(1,2i), orna ce menapuan npeduxc PR(1,2i + 1) nobuja m3padynaBamem
camo jow jemmor npomssoma PR(1,2i) * x2;41, ¢ = 1,2,...,n/2 — 1, Ilpeduxcu
enemenara u3 E mory ce onmpemuTn y mse dasze. Hajupe ce (mapasenno) u3padyHaBajy
TIPOM3BOJM X2;—1 * T2i, KOJU C€ 3aTHM CMEINTajy y T2i, ¢ = 1,2,...,n/2. Ipyrum
pednMa, u3pALyHABAjy Ce IPOU3BOAY CBUX ejleMeHaTa u3 F ca cBojuM JieBuM cycequma.
Batum ce pemasa (HMHAYKIHjoM) MpobaeM mapaseaHor npedukca 3a n/2 egeMeHaTa
u3 E. Pe3synrar 3a cBako To; je TadaH KOHAYHHU TpedukKc, jep je cCBako To; Beh
3aMEIEHO IIPOU3BOAOM Ca T2,—1. llomro ce 3Hajy npedurcu 3a CBe ejleMEHTE Ca
MApHUM WHIEKCUMA, IPE0CTAJH IpeMUKCH Ce MOTY M3PATIYHATH ¥ jeJHOM IapPAJIETHOM
Kopaky Ha Beli cmomenyTn HaumH. JIako ce mpoBepaBa s1a ce 0Baj aJrOPUTAM MOXKE
nsBpmasaty y mozexy EREW. Anropnram je mpukasan wa cammm [8.2)

Caootcenocm. Obe netve y amroputmy Paralelni_prefiks_2 mory ce m3BpruTu
nmapaJgenno 3a speme O(1) ca n/2 mponecopa. Pekyp3uBHE 1mM03uB TpuMemyje ce Ha
npobseM IBOCTPYKO Marbe BeJUHuHe, I1a je Bpeme m3spmasama aaropurma O(logn).
VYxynau 6poj kopaka s(n) 3a10BosbaBa qubepenity jeqaaunny s(n) = s(n/2)+n—1,
5(2) = 1, u3 gera caemu ma je s(n) = O(n) (mpemmsumje, s(2F) = 28! — k — 2).
36or Tora ce caza MoxkKe UCKOpucTUTH BpenTosa jieMa 3a nobospiname epukacHOCTH:
aJropuTaM ce MOXe TpoMeHWTH Tako ga ce 3a speme O(logn) m3Bpmasa Ha caMo
O(n/ log n) mponecopa, omrocHo ma My edukacuoct oyae O(1). Kipyuna uneja nobospmama
je xopumlierse caMo jeHOr PEKyP3HWBHOI 1o3uBa (YMECTO [BA), IPH Y€MY C€ KOPAK
objeumaBamka M Ja/be N3BPIIABa MapaJIeITHO.

8.3.4 Oppehusarbe paHrosa y nose3aHoj nUCTu

Y napajieiHIM ITOPUTMUMA MHOIO je TexXe DaJuTH Ca IIOBe3AHUM JINCTAMa
HEero ca HU30BHMMA, jep Cy JINCTe CYNITHHCKUA CeKBeHImjasiHe. 1loBe3aHoj ucTu Moxke
Ce TPUCTYIUTH CaMO MPEKO ryaBe (MPBOT €eMEHTAa), W JIMCTA CE€ MOPA IPOJIA3HTH
eJIeMEHT 110 ejieMeHT, 0e3 moryhHocTn mapasiesu3arje. Y MHOIMM CiiydajeBuMa Cy,
MelyTum, esleMenTr sucTe (OAHOCHO MOKA3WBAYH HA FHUX) CMENITEHU y HU3; PEIOCTIe]T
e/leMeHaTa JIICTe HEe3aBUCAH je OJ PeJociea y Hu3y. Y TaKBUM CIIy<ajeBuMa, KaJ ce
JIICTY LIPUCTYIIA [IAPAJIEIIHO, II0CTOji MOTYHHOCT IprMeHe OP3UX [TaPAJIEHAX AJITOPUTAMA.
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Aunropurtam Paralelni Prefiks_2(z, n);
Vanas: x (HU3 ca n eneMeHaTa).
{npermocrassba ce Ja je m CTeleH JBOJKE }

WN3uas: z (Yuju i-TH e1eMeHaT Caap:Ku i-TU npeduKc).

begin
PP2(1)
end
procedure PP_2(Korak);
begin
if Korak =n/2 then
z[n] := z[n/2] x z[n] {* je aconmjaTuBHa GUHAPHA OmIepalyja}
else
for i := 1 to n/(2- Korak) do in parallel
z[2-i- Korak] :==z[(2-i— 1) - Korak] xz[2 - i - Korak];
PP_2(2- Korak);
for i :=1to n/(2- Korak) — 1 do in parallel
z[(2-i+ 1) Korak] == z[2-i- Korak] xz[(2-i+ 1) - Korak]
end

Cnuka 8.2: Asropuram Paralelni_prefiks_2.

Panr enemenrta y mosesamnoj juctu peduHnie ce Ka0 PacTOjarbe €IeMEHTa O
kpaja aucre. Tako, Ha IpuUMep, IPBU €JIeMEHAT MMa PAHT 1, ApyTu n — 1, uTm.

IIpoGuem. [laTta je moBe3aHa JICTA O M eJIEMEHATa KOJU Cy CMenITeHu y Hu3 A
ayzxuee n. I3padyHarn paHroBe CBUX eI€eMEHATa JIHCTE.

CexBeHIMjasIHN TPOGIIEM Ce MOYKE PEIINTH TPOCTHM ITPOJIACKOM Kpo3 ymcTy. MeTon
KOju ieMo MCKOPUCTUTH 33 KOHCTPYKIIN]Y TTAPAJIETHOT aJITOPUTMA 30BE C€ YABOCTPY YaBahe.
CBakoM ejieMeHTy Jo7e/byje ce 10 jeman npouecop. Ha nmoderky cBaku mporecop 3Ha
CaMo aJpecy AecHOT (HapeIHOT) Cycea CBOT eIeMeHTa y JucTh. 110CIe mpBor Kopaka
CBAKM ITPOTIECOD 3HA €JIEMEHAT Ha PACTOjamby JBa (IyK JIMCTE) Of CBOT €JIeMeHTa. AKO
y KOPaKy % CBaKH IIPOLECOD 3HA aJIPECy eJeMeHTa Ha Pacrojamy k o1 CBOI ejleMeHTa,
OHIa y HApPEIHOM KODAKy CBAaKM MpOIECOp MOXe nga mponale agpecy enemenTta Ha
pacrojamy 2k. IIpouec ce HacTaB/ba CBe JOK CBU IIPOIECOPH HE JOCTUTHY KpPaj JIMCTE.
Hexka je N[i] amgpeca enemenrta AecHO Of €I€MEHTa i y JIMCTH, KOjy 3HA mpomecop P;.
Ha nouerky je N[i] necuu cycen esemenTa i (M3y3€eB 3a MOCJEEHN €JIEMEHAT y JINCTH,
9uju je OKa3WBa4 Ha, IECHOT cyceqa nil). Y cymruam, mpomecop P; y cBakoMm KOpaky
samemyje N[i] spennomhy N[N[i]], cBe mok He mocrurue xpaj jmucre. Heka je R[i]
panr esnementa . Ha moderky ce mpoMenssuBoj R[i] mogessyje Bpennoct 0, usyses 3a
TTOCJIEIIbY €JIEMEHAT Y JIMCTH, 33 KOTa Ce OHA TIOCTaB/ha Ha BpemaHocT 1 (oBaj eremenar
ce O OCTa/MX Pa3JuKyje IO NOKa3mBady, koju mma Bpexmoct nil). Kax nponecop
nobuje agpecy cycema ca paHroM R pa3ju<auTAM O Hyse, OH MOYKe J1a M3padyHa CBOj
panr (OTHOCHO paHT CBOT ejeMenta). Ha mouerky camo ejemenar panra 1 3Ha CBOj
paur. ITocie npBor Kopaka ejleMeHAT PaHra 2 OTKPUBA Ja EEroB CyCes] UMa PaHTD
1, ma 3akspydyje ma je meros concTBeHu paHr 2. Ilocie gpyror xopaka ejgeMeHTH ca
parrom 3 u 4 ycTaHOB/BABa]y CBOje panroBe, uta. Ako P; ycranosu ma N [i] moka3yje
Ha ”paHrupanun’ ejleMeHnar paura R mocsie d Kopaka yaBOCTPydYaBamba, OHIA je PAHT
esemenTa i jemmak 2971+ R. OBaj amropuram (CJ’II/IKa ce MOXKe JIAKO MTPUJIATOqUTH
monery EREW, (moBo/bHO je ma cBaku mporecop He3aBUCHO M3PATyHABA CBO]Y KOIH]Y
DJi] upomensbuse D).
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Anropuram Rangovi(N);
Vaas: N (HuU3 0] n eJeMeHATa).
W3sa3: R (paHroBu CBHX eJleMeHATa y HHU3Y).
begin
D :=1;
{CBakm mpomecop MOKe UMATH CBOjy JIOKAJIHY IpoMeHspuBy D}
{oBzme je D 3ajenam<ka npoOMeH/bUBA}
do in parallel {nponecop P; je aktusar nox R[i] He mocTaHe pas3awmYuTO OF HyJe }
R[i] :=0;
if N[i] = nil then R[i]:=1;
while R[i] = 0 do
if R[N[i]] # 0 then
R[i] := D + R[N[i]]

else

end

Cnuka 8.3: Tlapamennum asjroputam 3a ofpeljuBame paHrOBa ejleMeHaTa
[IOBE3aHE JIUCTE.

Caoorcenocm. Ilponec yasoctpyuaBama omoryhyje fa CBakKu IIPOIECOD AOCTHUTHE
Kpaj Jmcre mocse HajBume [log, n| kopaka, ma je T'(n,n) = O(logn). Edbukacuoct
anropurma je E(n,n) = O(1/logn). Ilonpaska epukracHocTn 3axTeBana 61 TeMebHY
npepaay aaropurma, jep je ykynan 6poj xopaka O(nlogn).

ITosuasamse parrosa omoryhyje rpancdopmanujy mmcre y uu3 3a O (log n) mapasesrsaux
kopaxa. [Tocsie u3padyHaBama CBUX PAHTOBA, €JIEMEHTH CE MOT'Y TIAPAJIEJHO IIPEKOTUPATH
Ha CBOj€ JIOKaIlyje y HU3y, [1a Ce OCTATAK M3PAadyHABAba MOXKE U3BPIIUTH JUPEKTHO
Ha, HU3Y, MOCJIe Yera je HUX0Ba 00pajia MHOTO jeTHOCTABHU]A.

8.3.5 TexHuka OjnepoBor o6unacka

Muoru anropur™Mm 3a paj ca CTabauMa MOTY Ce MapaseMm30BATH TAaKO Ja Ce
napasnenno obpabyje kommeTHa TeHepanmja IBOpoBa (Ha TpPUMEDP, KOJ TYyPHUPCKOT
aqropurMa 3a HaJIAXKeme MakcumMyMma). Bpeme usBpiasama TakBOr aaropurma je
TTPOTIOPIIMOHAIHO BUCWHH CTabma. AKO je cTabJIo ca 1 IB0POBa TOBOJHHO yPABHOTEKEHO
n Bucuna My je O(logn), onma je oBaj mpuctyn caceum mo6ap. Mehyrum, ako crabo
HUje yPaBHOTEXKEHO, BuCHHa cTabsia MOXke ma Oyze y Hajropem ciydajy n — 1, ma
ce MOpa TPaXkKWUTHW HEKW ApPYTH TMpHUCTyT. Texnuxa Ojaeposoz obusacka je amaTka 3a
KOHCTPYKITH]y MAPAJETHAX ATTOPATAMA Ha CTabJIMMAa, TTOTOJHA U 32 HeyPABHOTEKEHA
crabuia.

Heka je T' cTabuo. IlpermocraBumo na je 1T’ mpencTaB/beHO YyOOUTAj€HOM JIICTOM
nose3anocTy, y3 jeany momyny. Kao m obuano, nocroju nokasusau E[i] na nogerax
JIICTE TPaHa CyceJHUX IBODY ¢ (ako je oBa smcra mpasHa, ona E[i] mma BpegnocT

nil). Ta ymcra cacroju ce oz caoroBa Koju camapxke oarosapajyhy rpamy (i,7) (upm
TOME je JOBOJPHO CMECTUTH CaMoO j, jep je i mosmaro) m mokasmusad Naredna(i,j)
Ha HapenHy rpany y jumcrtu. CBaka HeycMmepeHa rpaHa (4,j) IpeACTaB/beHA je ca
nBe ycmepene komwje, (4,7) m (j,7). Ciorosu qmcre campike W JOJATHA MOKA3HBAY:
cJI0r Koju oarosapa rpanu (i, j) caap:ku noka3msad Ha rpany (j,4). OBo je morpebuo
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na 6u ce rpana (j,4) morsa 6p3o mpomnahu xas ce 3ua aapeca rpane (i,7). IIpumep
OBaKO MPEJICTAB/BEHOT cTaba Jat je Ha cimmm [B.4} mokasnsaum Ha Kormje rpaHa 360T
IperaeJHOCTH HACY TPUKA3aHMH.

1 — (1,2) — (1,5)

a b
2 — (23) — (21) — (2,9)
c e d
3 — (3,2)
f
4 — (4,2)
g
5 — (5,1)
h

Crnuxka 8.4: Penpesenranuja crabiia.

Texuuka OjmepoBor obmIacka 3aCHUBA C€ Ha UIEjU 3 ce (pOpMHUpa JINCTA TPaHa
crabJia, ¥ TO OHUM PeJIOM KOjuM ce rpaHe 1ojasbyjy y OjiaepoBoM 1ukiycy 3a ycMepeny
Bep3mjy crabsa (y IUKIyCy Ce CBaka HeyCMepeHa TpaHa TOjaBJ/byje JBa TyTa, IO
jemmom y oba cmepa). Kam ce 3ma oBa sincra, MHOTE Oomeparmje ca CTabjaoM MOTy Ce
M3BECTU AUPEKTHO HA JIMCTHU, KA0 112 je jmcTta juaeapua. CeKBeHIUjaJIHUM aJrOPpUTMOM
JIAKO Ce MOXKe TIperyieaTh cTabJyio M yCIyT M3BpIMTH TOoTpebHe omeparmje. OBakBa
”? tuueapu3sanuja’ omoryhyje ma ce ormeparmje ca cTaboM e(pUKACHO M3BO/IE TIAPAJIETHO.
Bunehemo n1Ba mpumepa TakBUX OEPAIHja, IOMITO IIPETXOIHO PAa3MOTPUMO (DOPMUPATHE
QOjmepoBor nmMUKJIyca.

Cexsenmmjano namaxkeme Ojneposor obmracka crabma T’ (y kome ce cBaka rpaHa
nojasspyje nBa 1myTa) je jemnocraBao. Moxke ce m3Bectn obunasak crabiaa xopucrehn
nperpary y ayoumry, spahajyhu ce cympoTHO ycMepeHOM IpaHOM IIPHIMKOM CBAaKOT
NOBpATKa Ha3al y TOKy mperpare. Cim<HA CTBap Ce MOXKe M3BECTH U IIAPAJIEJIHO.
Hexka w(i, j) o3nagasa rpany koja ciaeau u3a rpane (i, j) y nukmaycy. Mcnocrasspa ce
na ce w(i,j) Moxe nedunncarn cieneliom jeanakomrhy

wli, j) = Naredna(j,i) axo Naredna(j,i) auje nil
T E [7] Y OCTAIMM CJIy4ajeBUMa

HAa OCHOBY KOj€ Ce JIAKO TTApPAJIeJTHO M3padyHaBa. IpyruM pednma, JIuCcTa rpaHa CyCceJHIX
9BOpY j MPOJIA3U Ce MUKJIUIKUM pemocienom (ako je (f,%) mocsiemma rpana y JUCTH
9BOpa j, OHJA Ce y3uMa IPBA I'PaHa W3 Te JHMCTE, OHAa Ha KOjy mokasyje E[j]). Ha
npuMep, aKo KpeHeMo o7 rpame a Ha cimuw [8.4] omzma ce IMKIIyC cacToju Of rpaHa a,
d, g, ¢, f, e, b, h, m monoso a. Yumenmma ma Naredna(j,i) cnemn n3a (i,j) y muKIycy
obe36ehyje ma he rpama (j,i) mohm mHa pen mociae NpPoJIACKA CBUX TPaHa CyCEIHUX
usopy j. IIpema Tome, momcrabio ca koperHoM y j 6Guhe KOMIIETHO TIperyie1aHo mpe
IIOBpATKa y 9IBOD %.

Kapn je nucra rpana y OjiepoBoM 0OMIIACKY KOHCTPYHCAHA, IIPOU3BOJbHA PAHA
(r,t) 6upa ce 3a mosa3Hy, a TpaHa KOja jOj IPETXOIW 03HAUABA Ce KAO Kpaj JIACTE.
Usop r ce 6mpa 3a kopen crtabma. llocie Tora ce rpame amroputmom Rangovi ca
CJIAKe MOry HyMEpPHUCATH, y CKJIQJy Ca CBOjUM moJsokajeM y jmcru. Hexa R(i, )
o3HauaBa paHr rpae (i,j) y jmcru. Taxo je, na npumep, R(r,t) = 2(n — 1), toe je
n 6poj uBoposa. I[Ipukazahemo caza aBa nmpumepa omeparuja ca cTabIoM — A0JIa3HY
HyMepalunjy IBOpOBa, U n3padyHaBame OPOja MIOTOMAaKa 33 CBE IBOPOBE.
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3a rpanmy (i,j) y IMKIyCy KaxkeMmo 1a je Jupexmma 2pana ako je yCMepeHa Of
KOPEeHa, OIHOCHO 113, je noepamha 2para y poruBHOM. HyMmeparmja usopoBa omoryhiyje
PA3IMKOBarhe TUPEKTHUX OJ MOBPATHUX IpaHa: rpaHa (i,j) je AMpeKTHa rpaHa ako u
camo ako je R(i,7) > R(j,4). Ilomro cy nBe konmje rpare (i, j) NOBE3aHE MOKA3UBATNMA,
JIAKO je YCTAHOBUTH KOja je O] IhuX AupeKkTHa rpana. [Ilta Bute, oBa mpoBepa ce MOXKe
obaBUTH TMapaJesHO 33 CBe rpaHe. /lupekTHe rpame cy mHTEpecaHTHe, jep oxapebyjy
pemocien 9BOpoBa mpm m0s1a3H0j Hymepammju. Heka je (i,j) nmpekTHa rpana Koja
BoZM 110 uBopa j (OXHOCHO, 4BOp ¢ je oram uBopa j y crabmy). Ako je f(i,7) 6poj
JUPEKTHUX TpaHa Koje caeze u3a (i,j) y JuCTh, OHJa je peam 6poj IBopa j jemHax
n — f(i,7). Penau 6poj xopeHa 7, jeAMHOT YBOPA /10 KOTa HE BOAM HU jEIHA TUPEKTHA
rpaHa, je 1. [Ipumenom BapmjaHTe aJrOPUTMa Ca YIBOCTPYIABATHEM MOXKE Ce U3PATYHATH
BpeanocT f(i,7) 3a cBaky mupekTHy Tpamy (i,7). IIlpermmsamjy paspamay aaropurma
OCTaB/hAMO UHUTAOIy KA0 BeKOAme.

Ilpyru tipuMep je m3padyHaBame Opoja MOTOMaKa CBAKOT uBOpa y crabuy. Heka
je (i,7) (jenmucTBeHA) TUpPEKTHA TPaHa KOja BOIM 0 33maTor usopa j. [locmarpajmo
rpane koje ciene m3a rpaue (i,j) y smcru. Bpoj uBoposa mcnox j y crabmy jempax
je Opojy IMpeKTHWX TpaHa wucmofd j y crabay. Mu Beh 3HaM0O kako ce mapaJsiesiHo
m3padynasajy Bpemmoctu f(i,7), jemmake 6pojy MMPEKTHWX TpaHa KOje Ceme m3a
rpane (4,7) y mucru. Ha comaan maaun f(j,4) je 6poj nupekTHHX rpana Koje ciene
m3a rpame (j,i) y jqmctm. Jlako je Bumetn ma je Opoj MOTOMAaKa €BOpA j jeIHAK
f(i,7) — f(j,i). Bpeme m3Bpmasama 06a onmcana anropurma mHa mMomery EREW je
T(n,n) = O(logn)

8.4 Anroputmun 3a mpexe pauvyHapa

Mpezxke pauyHapa MOry ce MofeaupaTtn rpadoBuma, o0udHo HeycMepeHuM. IIportecopu
OJIrOBapajy YBOPOBHMA, a JiBa YBOPA Cy LI0BE3aHa I'PAHOM aKO [IOCTOJH [IUPEKTHA Be3a
n3mehy oxrosapajyhux npormecopa. CBakm mporecop uMa CBOjy JIOKAJIHY MEMOPH]Y, a
[IOCPEICTBOM MpPEeXKe MOXKE [1a IPHUCTYIH JOKAJTHUM MeMODPHjaMa IPYTUX MIPOIECOPa.
IIpema ToMe, cBa MeMOpHja je HA HEKM HAYUH 33jeJHUIKA, aJIU [eHa IPUCTYIIA HEKO]
POMEHJ/HUBO] 3aBUCH OJ JIOKAIMja TpoIlecopa W mpomeHsbmBe. IlpmcTtyn kesbeHoj
IPOMEHJBPUBO] MOXKe OuTH GP3 KOJIMKO W JIOKAJHU MPHUCTYN (AKO je MPOMEH/bUBA Y
HCTOM LIPOLIECOPY ), MJIM TOJIMKO CIIOP KOJIMKO U IIPOJIA3aK KPO3 ety Mpexy (y ciydajy
kaz rpad mma 0OMK HU3a MOBE3aHWX IBOPOBa). Tpajame mpuctyma je merae u3mehy
oBe sBe Kpajuoctu. [Ipomecopum KoMyHUIMPajy pa3MeHOM MOpyka. Kaj mpormecop
Tpeba 13 MPUCTYIN IPOMEH/PUBOj CMEIITEHO] V JIOKAJIHO] MEMOPHjU APYTOr IPOLIECOPa,
OH IIaJbe MOPYKY Ca 3aXTEBOM 3a IPOMEH/pMBOM. IIopyka ce ycMepaBa KpO3 Mpexy.

Bume pazmmauntux rpadosa kopucTe ce 3a Mpexke padyHapa. HajjemHocraBauju
mehy muma cy smmreapHm Hu3, npcreH, 6mHapHO cTabJIo, 3BE31a U IBOJNMEH3NOHAI-
Ha mMpexa. EdukacrHoct komyHukammje pacre ca Opojem rpana y mpexu. Mehyrum,
TpaHe Cy CKyIle — TO ce MOKe ObjacHuTH mmoBehameM MOBPIIUHE KOjy 3ay3UMajy Be3e,
a TuMme noBehameM IUMeH3Mja Mpeke ¥ BpeMeHa KOMyHHUKanuje. 360r Tora ce 00M<THO
Tpaxku komrpomuc. He mocroju tun rpada xoju je ynusepsammo mobap. Ilorommoct
ompehenor rpada OHTHO 3aBUCH O HAYMHA KOMYHHUIIMPAMHA Y OKBHUDPY KOHKPETHOT
anropurma. MehyTum, mocroje Heke ocobuue rpadoBa, Koje MOTY OUTH BPJIO KOPHCHE
3a BHIIE DA3JIMINTAX AJICOpUTAMa. ¥ HACTABKY leMO MX HAaBECTH, Ka0 U IIpUMepe
Mpexxa padyHapa.

Buran mapamerap Mmpexe je aujamerap oxarosapajyher rpada, tj. Hajsehe pacrojame
Heka 11Ba 4yBopa. mjamerap ompebyje makcumasrm 6poj rpaHa Ha MMyTy MOPYKa JI0
onpenuniTa. JIBOAMMEH3MOHAIHA MpeXa N X N uUMa Aujamerap 2n, a KOMILIETHO
GunapHO cTabsio ca n uBopoBa mma gujamerap 2log,(n + 1) — 2. mpema Tome MoxKe
Jla UCIIOPYYH HOPYKY MHOr0 Opike Hero aBoauMensuoHanHa Mpexa. C apyre crpase,
cTabJ10 mMa yCKO I'pJio, jep cas caodpahaj us jemme y apyry moJsioBuHy ctabsia mpoJia3n



8.4. Auaropurmu 3a Mperke padyHapa 102

KPO3 KopeH. /IBoanMeH3nOHAIHA MPeKa HeMa YCKO I'PJIO U BPJIO jé CHMETPUYHA, [IITO
je BayKHO 32 aJrOpPUTMe y KOjUMa je KOMYHUKAIINja CUMETPHIHA.

Xuneproyra je momyJapHAa CTPYKTypa KOja KOMOWHYje MPEIHOCTH BHCOKE CH-
MeTpuje, MaJIOT [HjaMeTPa, MHOIITBA AJITEPHATUBHUX mmyTeBa m3Mmely nBa usopa m
OJICYCTBA YCKUIX IPJIA. d-IUMEH3MOHAIHA XUIIEPKOIIKA CACTOI ce o1 n = 2¢ mpomecopa.
Anpece mpouecopa cy d-topke Opojesa u3 ckyma {0,1} (xoje ce mory kommparu
6pojesuma oz 0 o 2¢ — 1). IIpema Tome, cBaka aapeca ce cacroju ox d 6ura. [Iponecop
P; je moBe3am ca mporecopoM P; ako m caMO aKo ce OMHapHU 3amuC { Pa3INKyje
ox OMHAPHOT 3ammca j Ha Ta4HO jenHoM Oumry. Pacrtojame m3mely mpomssospHa gBA
[pOIecopa je yBeK Mambe Wi jeaHako of d, jep ce ox P; mo P; moxke mohu mpomenom
Hajpume d 6uTa, jeHor no jexnor. Ha crmmm (8.5 mprkasana je 9eTBOpoImMeH3noHAHA
XUTMEPKOITKA. XUMIEPKOIKa 00e30ehyje 60raTcTBO Be3a, jep MOCTOjU MHOTO PA3TUIUTHX
nyresa m3melhy caka apa npomecopa (oarosapajyhn 6utn MOTy ce MEmbaTH IPOU3BO/BHAM
penocienom). XumepKonka ce Mo¥Ke Takolje KOMOMHOBATH Ca HEKOM IPYTOM MPEKOM,
Ha npumep ymehyhu mperke ymecto Temena xumepkornke. Y IPUMEHHU Ce HOjaBIbY]y U
IpyTe CTPYKType MpezKa.

Ciuka 8.5: YerBOpOMMEH3UOHAIHA XUIIEPKOIKA.

8.4.1 Coprupare Ha HuU3y

Pasmorprhemo najmpe jemmoctaBan mpobsieM COpTHpalba Ha HU3Y Imporecopa. Ha
pacmnosraramy je n mporecopa Pi, Ps, ..., P, u 3amato je n 6pojeBa x1,x2,...,Tn.
Cpakwu mporiecop YyBa jeaH yia3uu nogarak. [lusk je mpepacnomeautu 6pojee mehy
MIPOIECOPUMa TAKO Ja HajMamu of mux Oyme y Pi, cienehu y Po, ura. Y ommrem
ciy4ajy moryhe je moiespbuBarbe BUILE YIA3HUX ITOIATAKA jeJHOM mporiecopy. Bumehemo
Ja Ce aJaropuraM MOXKe TIPUJIAroauTh U TaKBUM YCJIOBUMaA. Hpouecopﬂ Cy TIOB€3aHU
y JmHeapHM Hu3: mporecop P; je moBesam ca mporecopoMm Pjiq, i = 1,2,...,n — 1.
TTomro cBakm mporecop MoxKe Jla KOMyHHUIUpa CaMO Ca CyceauMa, ynopehusame u
pa3meny momaraka moryhe je BpmuTm camo m3mely eremeHara Koju Cy CyCemHU y
HHU3y. Y HajropeM CJIydajy ajJlOpHTaM 3aXTeBa H3BpIIaBame 1 — 1 Kopaka, KOJIUKO je
noTpebHO /13 ce MmojaTak MPEeMEeCTU Ca JeJIHOr Ha APYru Kpaj Hu3a. Ajropuram ce y
OCHOBM M3BpIIaBa Ha cienehn naunu. CBaku mpomecop ynopehyje ¢Boj 6poj ca Gpojem
jeIHOT OJT CBOjUX Cycesia, pa3Mermbyje OpojeBe aKO je IHXOB PEeIOCJIe] MOTPENIaH, a
3aTUM UCTH 1OCA0 006aB/ba Ca APYruM cycemoMm (Cycemm ce MOpajy CMEmHBATH, jep
6w ce y mpoTMBHOM ynopehuBaym yBek uctu 6pojesn). VlcTh mpormec HaCcTaB/ba Ce CBE
I0K OpojeBu He Oymy mopehanu Ha kesbeHu HaumH. Koparm ce menme Ha HenapHe U
napre. Y HEIAPHUM KOPAIMMa IIPOIECOPHU €A HEMAPHUM HHIEKCOM ymopeDhyjy cBoje
ca OpojeBMMa CBOJUX MECHUX CyCela; y TMapHUM KODAIMMa IIPOIECOPU Ca MApHUM
maaekcoMm ynopehyjy cBoje ca 6pojeBuma CBOjuX mecHUX cycema (Cmmka . Ha Taj
HAYMH Cy CBU IIPOIECOPY CUHXPOHU30BAHU U yIIOpehuBame yBEK BPIIlE IPOIIECOPH KOjI
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To m Tpeba ma pame. Axo mpomecop Hema oarosapajylier cycema (ma mpumep mpsu
TTPOIIECOP Yy APYTOM KOPaKy), OH y TOKY TOT KOpaka mupyje. OBaj aaropuram ce 30B€
copTHpamke NapHO-HENAPHUM TPAaHCIO3UIUjaMa, BAIETH CIUKY @ IIpumep
pPaja aJaropmTMa MPUKA3AH je Ha CJIAIH @ IIpumeruimo 72 ce y oBOM mpuMepy
COpTHpae 3aBPIIaBa TOCJIEe CaMO MeCT Kopaka. VImak, paHuju 3aBpIIETaK TEIIKO
je orkpurn y mpexu. [Ipema Tome, 60sb€ je OCTABUTH AJITOPUTAM [1a Ce M3BPIIABA J0
CBOT 3aBPIINETKA y HAJTOPEM CIIydajy.

L1 T2 T3 T4 Ts L6 T rs

Ciuka 8.6: Coprupame HapHO-HEIAPHUM TPAHCIO3HUIM]AMA.

Aunropuram Sortiranje_na_nizu(z,n);
VYaas: x (Hu3 ca n eseMeHaTa, IpU YeMy je ; y uporecopy Pj).
WNsnas: z (coprupanm HA3, TAKO 4 je i-TH HAJMAbH ejgeMeHar y b;).
begin
do in parallel [n/2] myra
Ps;_1 u Py; ynopebyjy cBoje esiemente u 1o norpebu ux pasdMemy]jy;
{3a cBe i, TakBe ga je 1 < 2 < n}
Po; m Po;+1 ynopebyjy cBoje eneMeHTe U IO HOTPeOU UX pa3Memy]y;
{3a cBe i, TakBe ga je 1 < 2i < n}
{ako je n HemapHO, OBaj KOpaK ce W3BpIIasa camo |n/2] myra}

end

Ciouka 8.7: Anropuram 3a coprupame HA HA3Y POIECOPA.

Ausropuram Sortiranje-na-nizu u3riena NIPUPOIHO U JACHO, AJIU I0KA3 UCIIPABHOCTH
FHeTOBOT paja Huje TpuBHjajaan. Ha mpumMep, erleMeHAT ce y HEKUM KOPAIMMa MOYXKe
ydapsasamy O CBOT KOHATHOT MOJIoxkaja. Y npumepy Ha coumnu [B.8] 6poj 5 ce xpehie
y/IeBO ZIBa KOPAKa IIPe Hero IITO IMOYHE Ca KPETAameM YIECHO, a 3 e JI0 JIEBOT KPaja
¥ OCTaje TaMO TPHW KOPaKa Tpe HEro IITO KpeHe Ha3al yaecHo. /loka3 MCIpaBHOCTH
paga IapaJjielHAX AJIroOpuTaMa HEje jeqHocTaBaH, 30or MelysasmcHocTH mesoBarba
pazaumunTux mporecopa. [lonamame jeHOT IpOIIecopa yTrude Ha CBE OCTAJIE IIPOIECODE,
mMa, je OOMYHO TENIKO YCPEACPEINTH Ce Ha je/laH MPOIECOp W JOKA3ATH Ja jé TO IITO
OH paJiy MCIIPABHO; MOPAjy C€ MOCMATPATH CBU IIPOIECOPH 3ajeTHO.

Teopema 21. Ha kpajy uszepwasarsa aszopumma Sortiranje_na_nizu damu 6pojesu
CY COPMUPAHU.

Joxas. Joka3 ce m3BOaM WMHIYKIMjOM 0 Opojy ememenara. [Ipm Tome ce TBpheme
MaJIO TOjadaBa: COPTHUPAIbE Ce 3aBPIIABA IIOCIEe N KOpaka, 6e3 003upa [a Ji je IpBU
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Cnuxka 8.8: Ilpumep copTupara TapHO-HEMTAPHUM TPAHCITO3UIINjaMa.

KOpaK TMapaH WM HemapaH. 3a n = 2 COPTHUpAhe Ce 3aBPINaBa IOCJIe HAJBUIIE IBA
KOpakKa; COpTHpame Tpaje JBa KOpakKa aKO je IpBM KOpak HemapaH. IIpermocrasumo
[a je TeopeMa TadHA 33 7 IMPOIECOPA, W MOCMATPajMO Ciaydaj n + 1 mpormecopa.
CKOHIIEHTPUTITUMO MKy Ha MAKCUMAJIHU €JIEMEHAT, U TIPETIIOCTABUMO 1a j& TO X,
(y mpumepy Ha ciunm TO je x5). Y NPBOM KODPAKy Tm C€ ymopebyje ca Tm—_1
WA Tpm1, 3ABUCHO OJI TOTA A JIK je m [MapHO WU HemapHo. AKO je m mapHo, HeMa
3amene jep je T, Behe om x,,—1. Ucxom je mctm xKao y caydajy ma je Opoj x,, Ha
noderky 6mo y mporecopy Pr,—1, u ga je 3amena 6wsia m3spirexa. IIpema Ttome, Ge3
rybuTKa ONIITOCTH MOJKE Ce IPETIIOCTABUTH Ja je M HemapHo. Y TOM ciydajy 6poj
Tm ce ymopebyje ca x,11, 3aMemyje, n Kao HajBelin ce mpemernTa KOpak Mo KOpPakK
YIECHO (IMjaroHaHO Ha CJIAITA , CBe JIOK He J0Dhe Ha MeCTO Tn.41, & OHJA OCTaje
Tamo. To je mo3umnumja KOjy Z,, u Tpeba fa 3ay3Me, [1a COPTUPAIHE UCIPABHO TPETUPA
MaKCUMAJIHU €JIEMEHT.

TTokazahemo cata MHIYKITUjOM 113, je ¥ COPTUPAEbE OCTAJIUX 1 €JIEMEHATa, KOPEKTHO.
IlocmaTpajmo mujaroHay HACTAILy KPETAmheM MAKCUMAJTHOT e/leMeHaTa (BUIeTH CJ'II/IKy.
Yuopehusama y kojuma ydecTByje MaKCHMAJIHU eJIEMEHAT ce uruHopuiny. ¥ nopehusama
JeJIMMO Ha JB€ TpyIie, OHa WCIIOM, W OHA W3HAJ JWjaroHaJie. 3aTUM ’ TPaHCIUPAMO”
TPOyrao M3HAJ [WjarOHaJe 33 jeJHO TOJ/be HAHWKE W Je/IHO TMoJhe yaeBo. Jpyrmm
pednmMa, 3a ynopehusama y TOpmeM TPOYIJIy KOPak ¢ ce cama 30Be ¢+ 1. Ha npumep,
nocmarpajMo ynopehusama 1 ca 8 m 4 ca 2 y npBom kKopaky Ha cimim [8.8] IIpso
yrnopehuBarse je Ha AMjaroHasHM, TA Ce WUTHOPHUINE; APYTrO je W3HAJ JWjaroHase, Ia
ce cMarTpa JeoM Kopaka 2, ymecro kopaka 1. IIpema Tome, kopak 2 cacrtoju ce of
yropehusarma 7 ca 5, 6 ca 1, u 4 ca 2. MeljyTum, 0BO je perynapHu mapHU KOpPak ca
camo n ememenara. Kopak 1 m cBa ymopehmBama y kKojuMa y4ecTByje MaKCHMAJTHU
ejleMeHaT Ce Ca/la MOI'y IIPOCTO MIHOPUCATH, LIOCJIE Yera Cy IpeocTalia yropehusama
WIEHTUYHA Ca HH30M ymopehuBama KOja ce M3BOJE IPH M3BPIIABAILY AJITOPUTMA Ca
n enemenara (opwm YeMy je mpBE KOPaK HemapaH). IIpema WHIYKTUBHO] XUIIOTE3N
COPTUDPAE N eJIEMEHATA Ce U3BO/AU KOPEKTHO; IIPEMa TOME, U COpTupambe cBux n + 1
eJleMeHaTa je KOPeKTHO, a 3aBpIIaBa ce nocjae n + 1 Kkopaka.

Ilo caga cMo0 pa3MaTpasu CIydaj jeqHOr eeMeHTa mo mporecopy. IIpermocraBu-
MO CaJa [1a CBAKH IIPOIECOP MaMTH k eJeMeHaTa, M PA3MOTPHMO 33 MTOYETAK CJIydaj
camo aBa mporecopa. IlpermnocraBuMo fa je musb Ja mporecopu MehycoOHO pasmene
ejleMeHTe, TaKOo fa k HajMmamux ejemenara nohy y Pi, a k majsehux y P». Jacuo je na
y HajrOPeM CJIyYajy CBU €JIeMEHTH MOpajy OUTH pa3MermeHH, 11a je Taaa Opoj pa3MeHa
enemenara 2k. Coprupame ce MOXKe U3BECTH MOHABJ/bambeM ciiefielier Kopaka CBe JI0K
je morpebuo: P maspe cBoj HajBehu estemenar y Ps, a P» cBoj HajMmarmu estemenar y Pi.
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Cmuka 8.9: Kopak wHAyKIHje y I0Ka3y WCIPABHOCTH COPTHPAHA, TAPHO-
HenmapHUM TpaHcnosunujama, Teopema [21]

IIpomec ce 3aBpmasa y TpeHyTKy Kas je HajBehu enemenar y P Mamu WK jeJHAK O
HajMamer eqementa y P>. OBaj Kopak 30Be ce ofjedurasame-paddsajare. Kopucrehin
0Baj KOPAaK Ka0 OCHOBHH y COPTHUPAIbY MAaPHO-HEIAPHUM TPAHCIIO3UIHjaMa, J00uja ce
YOIILTEhEe COPTUPAha Ha CJIy4a] BUILE e/IEMEeHATa 110 IIPOLECopy.

Mako je oBakaB ajropuTaM COPTHparha ONTHMAJAH 33 HU3 IMPOIECOPa, FHEeroBa
eduxacHocr je masa. ViMamo n mporecopa Koju M3BPIIABajy N KOPAaKa; IIpeMa TOMe,
yKyman 6poj xopaka je n?. Mama ebukacnocr O(logn/n) muje msmemalyjyha, jep
edukacan ajaropuraM 3a COpPTHpame Mopa mMartum MoryhiHoCT ma 3amemyje mecra
mehycobno ymamenum emementuma. Hus mpomecopa me omoryhyje takse 3amene. Y
caenehem omespky npukazahemo cnemujamm3oBame Mpexke 32 eUKACHO COPTUPAIHE.

8.4.2 Mpexe 3a copTupare

Kas xorcTpyumniemo edrkacaH CEKBEHIMjaJIHA aJTOPUTAM, HHTEPECYje HAC CaMO
yKymnaH Opoj Kopaka. ¥ CiIy4ajy KOHCTDYKIHje IlapajeHuX aJIOpUTaMa, LH/b je
VUIMHUTH KOpakKe mTo He3aBucHUjuUM. Ilocmarpajmo coptuparme objeaumaBameM. JIBa
PEKypP3UBHA [MO3UBA Cy MOTIIYHO HE3ABUCHA U MOTY Ce U3BPIIuTH HapaJientno. Melyruwm,
objequbaBarbe Kao /1e0 aJrOPUTMa U3BPIIABA C€ HA CEKBEHIV)ATHI HAYUH. Y U3JIa3HI
HU3 Ce {-TH eJIeMEHAT CTaB/ha TEK KAl je TaMO Bell CTaB/heHO TpBUX i — 1 ejleMeHara.
Axko mam nolje 3a pykom napasienuzanuja o0jequbaBamba, oH1a hemo Mohu 1a napaJienmsyjemo
¥ COPTHPAHE 00jeTNIbABAIHEM.

Ommcahemo caga apyravmju ajropuram o0jeanEbaBarba, 3aCHOBAH HA TEXHUIA
pasnarama. lIpermoctaBuMo 300r jeHOCTABHOCTH [1a je M CTemeH ABojke. Heka cy
a1,a2,...,0n; b1,ba,..., b, oBa coprmpama Hu3a Koje Tpeba 00jeIUHUTH, U HEKA je
T1,%2,...,T2, PE3YATAT HUXOBOT o0jeaumbaBama. CrenujaHo je, Ha TPUMEp, T =
min{ai,b1} u x2, = max{an, by }. IloTpeGHO je 06jeMANTN PA3IUIATE JETOBE OBHX
HU30Ba IIAPAJIEJIHO, TAKO [a IHbUXOBO KOMILIETHO O0jennmaBaibe Oylie jeJHOCTABHO.
ITusp ce moxke mocTuhiv mozme/IOM qBa HU3a, HA TIO JBA JieJla — Ca HEMapHUM, OJHOCHO
napaum naaekcuMa. CBaku J1eo ce 00jeaumbaBa ca oroBapajyhuM geiom apyror Husa,

a oHZa ce KOMIuTeTHpa o0jenumbaBarmbe. Heka je 01,02,...,0, o0jenumenu pemocier,
HEMAPHUX HU30BA A1, A3, - - . , An—1; b1, b3, ..., by_1, W HEKA j€ €1, €2, . . . , €, 00jeITUmHEHN
pesocsie] TApHUX HU30BA G2, 04, . .. ,dn; b2, ba, ..., b,. Ouurnenso je x1 = 01 u

ZTon = en. Hapemma Teopema mokasyje mga ce u OCTaTakK 00jeanibaBarba TaKOhe JIaKO
U3BOM.

Teopema 22. VYV ckaady ca ysedenum odnakama, 3a i = 1,2,...,n — 1 eastcu x2; =
min{oH.l, ei} U T2i+1 — max{oH_l, 62'}.

Hoxa3. 360r jeIHOCTABHOCTH Ce IO/ TAPHNUM, OJHOCHO HEITAPHUM eJIEMEHTHMA, [T0IPA3y MeBajy
€JIeMeHTH HU30BA d;, b; Ca MapHUM, OJTHOCHO HETIAPHUM UHIeKCOM. Pa3Morpumo enemenar
ei. Ilomro je e; i-Tu eleMeHAT y COPTUPAHOM DemOCiesy IIAPHUX HU30Ba, €; je Behe
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WIN jeTHAKO O 6ap ¢ mapHUX egeMeHara y oba mHmsa. Mehyrtmm, cBakom mapHOM
€JIEMEHTY KOjU je MAambHU WM jeTHAK O €; OArOoBapa jOIl jeJaH HEMapHH eJeMeHAT
koju je takohe mamm wim jegHax om e; (jep CMO TONMLIM Of] IBA COPTUPAHA HU3A).
IIpema Tome, e; je Behe mim jemmako om 6ap 2¢ ememenara m3 006a Hm3a. Ipyrum
peurMa, YyCTaHOBUJIN CMO A je e; > Xa;. Ha cIuyaH HadwH, 0,41 je Behie mim jeaHako
orm b6ap ¢ + 1 HemapHuX ejeMeHaTa, W3 dYera CJeau ja je Behe miam jeaHako ox Oap
2{ eneMeHaTra yKymHO (32 CBAKM HEIAPAH €JIEMEHAT CeM NP602, KOjU je MAbU HJIN
jemmak of 0i41, TTOCTOjU JOII je/IaH TMApHU eJIeMeHAT KOjU je Marbh WJIW jeJHAK Of
0i+1). IIpema TOMe, BaK¥ W HEJETHAKOCT 0;4+1 > T2;. Cenmjanuo, 3a ¢ = n— 1 gobuja
ce én—1 > Tap—2 U Op > T2n—2, A HOIITO j€ €, = T2,, TBPHeme Teopeme je TadHO 33
i = n — 1. CraBmajyhn mame y ropme HejelHAKOCTH peaoM ¢ = n — 2,n — 3,..., 1,
nobujamMo ma je TBpheme TeopemMe Ta9HO U 3a OCTaJje BPEIHOCTHU i, YNMeE je 3aBPIIeH
JI0Ka3 TeopeMe.

Baxkna nocsiequiia Teopeme je ITa ce KOMILIETHO 00jeInibaBame HU30Ba 01, 02, . . . , On,
uei, e, ...,en MOXKE U3BPILUTH Y jeJHOM LapaJieHoM Kopaky. Ocrarak 110c/ia u3spuiaBajy

PEKyDP3WBHU IIO3WBH ONMCAHOT AJropurTMa. KOHCTpYKIMja MapasieHOT aJrOpUTMa

cnem mupextHO 13 Teopeme. CrmxalS.10|umycTpyje pekyp3uBHYy KOHCTPYKIW]y 06je/mmaBama,
a wa canw [8.17] ce Buam TprMep KOMIUIETHOT COPTHpParha, KOje Ce 30Be COPTHUPAHhe
napHo-HenapHuM o6 jeumasameM. [1paBoyraoHUIM Ha J1eB0j cTpanu ciuke [§-11]
o3HaveHu ca "n/2 coprupame” , IPeNCTaBbajy PEKyP3UBHE KOMHUjE KOMILIETHE MPEKE

3a COpPTHUpae, Koje coprupajy mo n/2 6pojesa.
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Cnuka 8.10: Koo 3a mapHo—HenapHo o6jeIurbaBarbe ABa HU3a O 10 n = 8
eJeMeHaTa.

Caoorcenocm. Iudepennna jennaunna 3a ykynan 6poj kopaka Tar(n) 3a o6jenumasame
je Tu(2n) = 2Ty(n) + n — 1, Ty(1) = 1. U3 tora cuaemm ga je ykymaa 6poj
ynopehusama O(nlogn), y mopelemy ca CeKBEeHIMjATHIM AJTOPATMOM KOjU 3aXTEBa
camo O(n) xopaka. dybuna pekypsumje, KOja oarosapa 6pojy napaJsesHux KODPakxa,
je O(logn). Oudepennna jeqnaumnna 3a ykymnae 6poj kopaka Ts(n) 3a coprupare
napHo-HenapHuM objequmasameM je Ts(2n) = 2Ts(n)+0(nlogn), Ts(2) = 1. Hbeno
pemesse je Ts(n) = O(nlog?n). Mpexa caapKu o n mporecopa y ¢Baxoj ” komomn”
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Cmuka 8.11: IIpumep coprupama 16 GpojeBa momohy Koia 3a coprupame
MapHO-HEMAPHUM O0jeIbABABEM.

a mema my6uma (1j. 6poj xosona) je O(log® n), ma je ykyman Gpoj npomecopa y Mpexun
O(nlog®n). Tlpumernmo ma 6M Ce MCTHX 7 HPOIECOPA MOLIM KOPHUCTHUTH y CBHM
KOJIOHAMa, aJI OHM OM Tajla MOPAJA OWTH CKOPO IOTIIYHO HCIOBE3WBAHU. JeNuHI
THTT W3pavdyHaBarha y Mpexn je yrnopehusame n eBeHTya Ha 3aMeHa, Ta Cy TOTPeOHN
jeIHOCTaBHU IIPOIECOPH KOjU CE€ CACTOje 01 KOMIIapaTopa Ca /IBA y/Ia3a U JIBA MU3J1a3a.

8.4.3 Hanaxeme k-Tor Hajmarser enemeHTa Ha cTabny

IIpermocTaBumo casma f1a je Mpeka padyHapa KOMILIETHO OMHAPHO CTabJ/I0 BUCHHE
h—1can=2"1 JIMCTOBA, OAHOCHO 2" — 1 1pouecopa, LUPUAPYKEHUX YBOPOBUMA
crabna. Yias je HU3 T1,X2,...,Tn, IPA UE€My C€ y IIOYETHOM TDPEHYTKY T; UyBa Yy
mucty i. Pagynapm y obsmky crtabja KOPHUCTE Ce HIIP. y Be3W €a 00PaJOM CIIMKA,
pU YeMy JIMCTOBU OArOBapajy €JIEMEHTUMa Y/Ia3HOI HU3a a ajlOPUTMU KOJU UX
obpabyjy cy xujepapxujcku. OBae hiemo pasmorpuTn mpobsieM HajlaxKema k-TOT Haj-
Mamber eJeMeHTa.

TlomceTnMo ce HajIpe CEKBEHITMjAHOT AJITOPUTMA 33 HaJIaXKerme k-TOr HajMarber
€eJIEMEeHTa. 360I‘ jeﬂHOCTaBHOCTI/I HIPETIIOCTAaBUMO [a Cy €JIEMEHTHU HU3a Pa3/JIUYUTHU.
Asropuram je mpoGabunuctTuyku. Y CBAKOM KOpaky OuWpa ce CIydajHd eJIeMEHAT T
kao nuBoT. Panr ememenTta x m3padyHasa ce ymnopeljuBamem x ca cBuM ocTasmM
€JIEMEHTHMa, a OH/a C€ eJIMMUHUILY €JIEMEHTHU KOjI/I Cy Mamu UiIn BehI/I oI T, 3aBUCHO
OJ1 TOTa Ja JIU je panr Mawmu nin sehu o k. VI3BpiraBame ajaropurma 00ycTaBba ce y
TPEHyTKY Ka1 je panr tmBoTa k. OuexkuBanu 6poj ureparmja je O(logn), a ouekuBann
6poj ynopehusama je O(n). [Tocroje Tpu paszmmaure da3e y CBAKO] HTEPAIAJU AJITOPATMA!
(1) m360p cmyuajHoT eremMenTa, (2) M3padyHaBabE HETOBOT PaHTa, U (3) eTMMUHALI]A.
Ommcahamo edukacHy mapaJesHy peajau3arujy cBake om ¢a3a.

1360p ciywajHOTr eeMeHTa MOYKe Ce TOCTHNY OPraHn30BaheM TYPHIpA Ha CTalIIy.
CBaku jmcT maske cBoj 6poj oy, rae ce on ”takmuan” ca 6pojem 6para. [TobesHuk y
mapruju oapehyje ce 6bamamem nHosunha. Bpoj koju je mobenuo mpesa3u y Apyro KoJio
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TaKMHUYerha — u/jie yBUC 10 cTabiy. IIporec ce nactasspa cBe J0T/Ie HOK KOpeH crabiia
me m3abepe TavHO jemaH 6poj Kao yKymHOT moGeanuka (0Baj MOCTYTMAK je peryiapaH
caMO y TIPBOj WTEpAIHju; pa3sMOTpuheMo KacHHje KaKO ra Tpeba MOmpaBuTH, 113 Ou
PAJMo WCIPABHO W KaJ| Cy HEKW €JIeMEHTH eJIMMHHUCAHU). Bpoj—mobemauk ce 3aTmm
maJbe Hr3 ¢TabJIo0 0 CBUX JIMCTOBA, HUBO TI0 HUBO; Y MPOIECY CJIAFha YIECTBYje CBAKM
4BOp cTabsa, maspyhn qobujenn 6pPoj m JIeBOM W JecHOM cuHy. llomTo cBu JimicTOBH
ca3Hajy Koju je 6p0j mUBOT, OHU CBOje OpOjeBe MOry 1a YIOpe/ie Ca IIMBOTOM Y jeIHOM
mapaJsie;THOM KOpaky. JIMCTOBM 3aTmMm masby HaBHINE, CBOM OIly, JeAWHUILYy, aKO je
BUX0B OPOj MamU MUK jeJHAK O IMBOTA, OJHOCHO HYJIy Yy IPOTHBHOM. PaHr mmsoTa
je 6poj jenuuuna nocrarux zHasuire. Cabupame 6pojeBa KOjU ce miajby HABHILE JIAKO
Cce M3BOJM TAKO IITO CBAaKW YBOp cabuwpa OpojeBe mobujeme ox cuHOBa. Ilocie Tora
KOpEH Ia/be HAHIKe PAHI NWBOTA, M CBAKW JIMCT MOXKEe HE3aBMCHO [1a YCTAHOBU J1a
sz Tpeba equMHUHHIIE CBOj O6p0j. YKYIIHO IIOCTOje ueTupu ~Tajgaca’ KOMYHUKAIUje y
cBakoj mrepammju: (1) y3 crabmo ma 6u ce mzabpao mmsor, (2) ¥m3 crabao, ga 6m ce
TIUBOT TIOCJIA0 [0 JIMCTOBA, (3) y3 cTabso, 1a 6u ce n3padyHao paHT TMBOTA, u (4) HU3
cTabJjio ce maJjbe PaHr [MUBOTA.

Tlocte pBe mTeparmje mojaBJbyje Cce jeIaH MPOoOJIeM; TOMTO Cy HEKHW €JIEMEHTH
€JIMMHUHUCAHH, TAKMIYa Py BUIIE HUCY paBHOIPaBHH. IlocMaTpajMo, Ha IpUMep, eKCTPEMHE
CJIydaj KaJ Cy y jeHO] HOJIOBUHH CTA0/Ia eJIMMUHUCAHU CBU JIMCTOBUA CEM j€IHOT.
IIpeoctamu enemenar y toj mosnoBuuHm crabia ’mposByhm” he ce mo ”dunana” 6Ges
WMKAKBOT TAKMHUYEHa, a OHa hie burn m3abpan ca Beposaraohowm 1/2, nox je BeposaTHoha
n300pa OCTAIUX €jleMeHaTa MHOrO Mama. Bosenu 6mcmo ga ogyBamMo yHHMOPMHOCT
pacnosesie BepoBaTHOhA IPUIMKOM n300pa MMBOTA Y CBAKO] UTE€PANMjH. YHU(DOPMHOCT
ce moxe ouyBatu Ha ciaenehu magwma. [Ipomecopu, umju cy 6pojeBu emmMMUHUCAHA y
IIPETXOJHUM KOJIMMA, IIa/by HABHIIE CHENUjaIHy BpeaHOCT nil) Kojy cBaku enemeHar
nobehyje. CBakoM esleMeHTY KOju ydUecTByje y TaKMUUEIY IPUAPYXKYyje ce O6pojad,
grja je mouerHa BpemHocT 1. Bpojau mokasyje KommkO je cTBApHUX ’MPOTHBHUKA
YYECTBOBAJIO y JeJLy TyPHUPA, U3 KOra je eJleMeHAT M3amao Kao 1nobeauuk (OJHOCHO
6p0j HECIMMUHUCAHX EJIEMEHATA Yy TOACTA0Iy IBOpa, y KOME Ce HAJA3W €JIEMEHAT).
Kang enemenar mobemu y mapTuju y HEKOM d9BODPY crTabia, OH ce ymyliyje HaBwuiie,
a BpegHOCT merosor 6pojaua mosehasa ce 3a BpeguocT Opojada HEroBOI OPAZKEHOT
nporusaEKa (ka0 y dbuamy " Topmrak” ). [Taptuje ce omurpasajy ca” HecumeTpmwaHIM”
HOBUYHIieM, KO KOTa je OJHOC BePOBATHONA HyJIe U jeIMHUIIE jeHAK OTHOCY BPETHOCTH
6pojavya gBa TakMm4apa. Ao cy Opojaun wrpada p, OTHOCHO ¢, OHJIA TPBU Wrpad
nmoGelyje ca Beposaruohiom p/(p+q), a apyru ca sepoBaraohom q/(p+¢q). Ha mpuwmep,
aKo je y MpBOj mapTuju x 1mobeamo mrpada y, a z Ipomao masbe 0e3 6opbe, oHIa
6pojaun eeMeHaTa T, OJHOCHO Z MMAajy BPEIHOCTHU 2, OJHOCHO 1. Y WIpW T TPOTHUB Z
KODHCTH Ce HOBYHN KOjU je HAKJIOIEH eJIEMEHTY &, OJHOCHO [0/e/byje My IIPEIHOCT
y omuocy 2 : 1. Pesynrar je na z mma Beposarnohy 1/3 mobene y oBoj maprujm, a x
u y ca BepoBatHohoMm (1/2)-(2/3) = 1/3 mobehyjy y obe croje mapruje. Uugykumjom
ce TIOKa3yje /Ja OBaKaB IIporec u3bopa 00e30ehyje ma y CBAaKOM KOJIy CBHU €JIEMEHTH CE
jemHakoM BepoBaTHONOM MOTY OWTH M3aOpaHU 33 MHUBOT.

Caoocenocm. Bpoj mapasenHunx KOpaka y CBaKO] WTEPAlUjU jeTHAK je IeTBOPO-
cTpykoj Bucuam crtabsa. Ilomrro oBaj aaropmraM eJIMMUHMAINE €IeMEHTe HA IOTILYHO
WCTH HAYWMH K0 W CEKBEHIMjAJIHU aIropuraM, odekusann 6poj urepammja je O(logn).
TIpema Tome, ogeknBano Bpeme msppmasama je O(log? n).

8.4.4 MHoxere MaTpuua Ha ABOAUMEH3NOHASTHOj MpPEXn

Mpexa padyHapa kojy hemo caga pa3MOTDPUTH je JBOAMMEH3UOHAIHA MPeXKa N X
n. IIponecop P[i,j] Hama3mu ce y Impeceky i-Te BPCTe U j-Te KOJIOHE, W TIOBE3aH je
ca mponecopuma P[i,j + 1], P[i + 1,j], Pli,j — 1] m P[i — 1, j]. IIpernocrasma ce
Ja Cy CyIPOTHH KDPajeBU Mpexke MehyCOOHO ITOBE3aHH, OJHOCHO Ja MPEXKa JIUYIN Ha
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topyc. Tako, na npumep, P[0, 0] je mosesan ca P[0,n — 1] u P[n — 1,0], mopex P[0, 1]
P[1,0], Bumetn cymKky Jpyrum peumMa, cBa cabupara M OZy3WMarha MHAEKCA
BpIIIE e TO MOyy 1 (OTICEr BpeIHOCTH 3a mHAEKCe 4, j je 0,1,...,n—1). Agropuram
KOjU TPUKA3yjeMO je CHMETPUYHHUjU W €JIETAHTHHUjU y3 OBY IIPETIIOCTABKY; HHErOBO
BpeMe M3BPIIABAFa JeIHAKO je (70 Ha KOHCTAaHTHH (haKTOp) BPEMEHY M3BPUIABAIHA,
Ha 06MYHO] Mpexu (OHOj KOja HHje ITpEeCaBUjaAeM TOBe3aHa Kao TOPYC).
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Cruxka 8.12: /IBoanMeH3MOHAIHA TPECABUjEHA, MPEXKA.
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IIpo6aem. dare cy ase n X n marpune A m B, Tako ma cy muxosu enementn Ali, j]
u Bli, j| y uponecopy P[i,j]. Uspaaynaru C = AB, taxko na enemenar C|[i, j] 6yzne y
nporiecopy Pli, j].

Kopucrtuhiemo obraan aaropuraM 3a MHOXKeHe MaTpuna. IIpobsieM je mpemecTuTn
IOJIATKE TAKO Ja Cce IpaBu OpojeBw Haly Ha NMpPaBOM MECTY y I[IPABOM TPEHYTKY.
ITocmarpajmo enemenar C[0,0] = Z:;é A[0, k] - B[k, 0], xoju je jenHak IpOU3BOLY
pBe BpCcTe MaTpuile A v mpBe KOJIOHe MaTpuIle B; peann 6pojeBu BpCTa U KOJIOHA, Cy
Ipy OBAKBOM O3HAYaBamy 32 jemad Behwu ox muxoBux nanexca. Bosesn 6ucmo ma 6poj
C0, 0] 6yne mzpagaynar y nponecopy P[0, 0]. OBo ce moxke nocrulin HuKIMIKIM TIOMe-
pameM TpBe BpcTe A yeBo, M HICTOBPEMEHUM IUKJINYKAM TIOMEpParmheM TIpBe KOJIoHe B
YBHC, KOpak 1o Kopak. Y mpoM kopaky P[0, 0] caapxu A0, 0] u B[0, 0] mw m3pauyHnasa
IbUXOB LIpou3BoL; y apyrom kopaky P[0, 0] no6uja A[0, 1] (ox mecnor cycena) u B[1, 0]
(om cycema ncnon cebe) m HUXOB MPOW3BOJ, I0/Iaj€ TTAPIUjaIHo] cymMu, uta. BpeamocT
C[0, 0] ce Tako m3padyHaBa TOCJIE 1 KOPAKA.

IIpobaem je obe3bemutu ma cBu mpomecopu 00aBJ/bajy HCTU OBAKaB II0CA0, a CBU
Mopajy ma mese momatke Meljycobuo. IloTpebHo je ma momaTke MpeypeanMo Tako J1a
me camo P[0, 0], mero m cBum ocranm mporecopu n06mujy cBe morpebHe momaTke. Mmeja
je da ce mojany y MaTpuUilaMa UCIIPEMENITA]y HAa TaKaB HAYMH, Ja CBaKU I[IPOLIECOD
y CBaKOM KOpaky Jo0mje nBa Opoja uujum mpom3Bom Tpeba jga m3padyHa. burtan je
JaKJe IOYeTHU pacropes mogartaka. [Ipobslem perraBa mowueTHH pacropes TaKaB Ja
uponecop P[i, j] uma enemenre Ali,i + j] u B[i + 7,j], ogHOCHO na Apyru mHIEKC
eneventa A Oyne jeaHak TIPBOM WHIAEKCY ejeMenta B (mpm wemy ce, Kao mTO je
PEYEHO, MHAEKCH padyHajy mo Momymy n). llomTo ce dopmmpa oBakas pacmope,
CBaKu KOPaK Ce CacTOju O MCTOBPEMEHOI LMKJIMYKOr IIoMepama Bpcra A u Kosona
B, anme Pli, j] nobuja enemente Ali, i+j+k] u Bli+j+k, j],0 < k < n—1, ynpaso oe
ejleMeHTe Koju cy My morpebru. /o modeTHOr pacmopesa MoxKe ce JIONU MUKINIKAM
nomepamem Bpcre A ca MHIEKCOM i 3a § MecTa yJeBO, a KOjoHe B ca MHIEKCOM 1
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ago | aor | ao2 | @o3 ap1 | aop2 | Go3 | Goo
boo | bo1 | bo2 | bos big | ba1 | b32 | bos
@10 | G11 | G12 | A13 a12 | @13 | @10 | @11
bio | b11 | b12 | b13 bao | b31 | bo2 | b13
a0 | G21 | a2z | as3 as3 | azo | G21 | G22
bag | ba1 | b2 | a3 b3o | bor | bia | b2s
azp | az1 | azz | ass asg | as1 | a3z | ass
bso | b31 | b3z | b33 boo | b11 | baa | b33
Tabena 8.1: IlowerHo pa3mernTar-e ejieMEeHATA MATPHUIIA — IPUIPEMA 3a

TTapaJieJTHO MHOXKEHhE.

3a ¢ Mecra Hapuwe, ¢ = 0,1,...,n — 1. Ayropuram je npuxaszan na cmuu [8.13] Ha
cymnu [8.1] npukaszano je dbopMupame MOYETHOT PACIOPENa eJeMeHATa MATPHIA 32
n = 4. JleBa cTpaHa moka3yje IIOYETHO CTalbe II0JATAKA, & JeCHA HUXOB Pa3MEIITaj
[I0C/Ie U3BPLIABAGA [IOYE€THUX LUK/INIKUX [IOMEPAbHA.

Auropuram MnoZenje_matrica(A, B);
VYanaz: Awu B (n X n marpune).
Wsnaz: C (upoussog AB).
begin
for i := 0 to n — 1 do in parallel
IUKJWYKU TOMEPHU YJIEBO BPCTY ¢ mMarpure A 3a i MecTa;
{opnocno, usspmu Afi, j| := Ali, (j + 1) mod n] ¢ myra}
for j := 0 to n — 1 do in parallel
LMKJMYKY [IOMEPU HABHUILE KOJIOHY j Marpuue B 3a j mecra;
{onsocHo, wsspmu Bli, j] := B[(i + 1) modn, j] j myTa}
{nomanu cy caja Ha >KeJb€HUM IIOYETHHM IO3UIHjaMa }
for cee mapose i,j do in parallel
Cli ] := Ali, 4] - Bli, l;
for k:=1ton—1do
for cse mapose ¢,j do in parallel
Ali, j] := Ali, (j + 1) mod n];
Bli, j] := B[(i + 1) mod n, j];
Cli, ] := Cli, ] + Ali» 1 - B, ]

end

Cimmka 8.13: Ajropuram 3a mapajiejIHO MHOXKEHE€ MaTPUIA Ha MPEXKHU.

Cuaoorcenocm. Ilouerna mukIm9IKa moMepama BpCTa A Tpajy n/2 mapaseHux KOpaka
(xaz 6poj momepamwa nocrane Belim o /2, moMepama ce u3BoJe y CyIPOTHOM CMEPY

— YZIECHO YMECTO yJI€BO); MCTO BayKH U 33 TIOYETHA TIOMEparha KOJoHa B. Y Hapemanx

N KOpakKa M3BOJE Ce y CBAKOM IIPOIECODY M3padyHaBamba M IIOMepama. 1u kKopanu
MOr'y Ce M3BPUIMTH IIaPaJIeHO. YKyImHO Bpeme m3ppmasama je O(n). Eduxacnocr
amropurMa je O(1), ako ynmopehyjemo mapasiesiHu aaropuTaM ¢a OGMIHIM CEKBEHTH] A THAM
MHOKemeM Marpuia cioxenoctn O(n®). EduKACHOCT je ACHMIOTOTCKE Mama, ako
mapaJiesaHu ajaropuraMm ymopehyjemo ca mmp. lIrpacenoBum aaropurmom.
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8.5 Cwucronuuku anroputmn

CucTosirmyiKa apXUTEKTypa JINIH HA IOKpeTHY Tpaky y ¢dadpuru. IIpomecopu cy obuamo
pacnopeljern Ha BpJsI0 mpaBwiaH HauwH (Hajuemhe y O6IMKY j€HOIMMEH3NOHAHOT
WM IBOIMMEH3NOHATHOT TI0Jba), & TIOJAIM Ce KPO3 WX PUTMIIKM momepajy. Cakm
IIPOIIECOp M3BPINABA jETHOCTABHE OTIEPATINje Ca MOJAIMMa KOje je T00MO0 Y TTPETXOIHOM
KOpaKy, a cBoje pesyarare aorypa cienehoj ”cranunm”. CBaku mponecop Moxke Jia
CaapIKU MaJIy JIOKAJIHY MEMOPH]jy. YJia3u ce Hajuenthe ” yTuckyjy” y cucrem jemaH 1o
jemaH, yMecTo Ja Ce CBH OJjeJHOM VIHIIY y HeKe MeMopujcke jokanuje. IIpemmoct
CUCTOJIMYKE aPXUTEKTypPe je ePUKACHOCT, U y XapABEPCKOM HOTrsexy (mpomecopu cy
CTIEIUjaTM30BAHY U jeTHOCTABHU ) U y TIOTJIe Y Op3uHe (MUHUMU3UPAH je Opoj mpucTyTa
memopmjn). Kao m Ha moKpeTHO] Tpamu, KIbyTHO je Ja ce m3berne morpeba 3a J0BIaIeHheM
aslaTa u Marepujasa 3a BpeMe pasa. Cse miTo je morpebHO 3a U3BpLIABAHE OllEPaLje,
J071a37 TIOKpeTHOM TpakoM. O30m/baH HeIOCTATAK OBAKBUX PATyHADA je HEIOBOJHHA
daekcubmarocT. CHCTONIMYKE apXUTEKTYpe Cy edprKacHe CaMo 3a ofpehenHe aJropurme.
Pazmorpuliemo aBa npumepa CHCTOMYKUX aropurama.

8.5.1 MmHoxer,e maTpuue 1 BeKTOopa

3amoYnmHeMo €a jeJHOCTABHUM aJITOPUTMOM, KOju ieMo 3aTiM KOPUCTHUTH 32 Pa3BOj
KOMIIJIMKOBAHUJET aJITOPUTMA.

ITpo6sem. NM3pauaymaru npowsson z = Ab marpurne A numvensuje m X n U BEKTOPA
b myxwuse n.

CucreM ce cacToju O 1 TPOIECOPa, TaKO Ja Mmporecop P; moiaje mapiiwjaJiHoj
CyMHU WIaH y KOMe je “uumHuiall b;, i-Ta KOMIOHeHTa BekTopa b. Kperame nmomaraka
¥ omepariyje Koje M3BPIINaBa CBAKHU OJ IIPOIECOPa MPHUKA3aHU Cy 3a n = m = 4 Ha
crmm [8:14] TIpernocTaB/baMo a ce BEKTOP b HATA3M y OATOBapajylinM mpomecopuma
(mmu je y mux ybauen KOpak mo Kopak). Pesynraru ce akyMymupajy TOKOM KpeTama
cJIeBa yIeCHO Kpo3 mporecope. V3na3ue npomemuBe ; Ha I0YETKY UMA]y BPEIHOCT
0. ¥ mpsom kopaky ce x1 (= 0) 3ajemno ca a1 ybamyje y Pi, a cBu ocTaiam yma3u
HAIIpeIyjy je/laH KOPaK Ha IyTy Ka mporecopuma. IIporecop P, m3padyHnaBa 1 +ai1 -
b1, u pesyrrar npociehyje yaecuo. Y apyrom xkopaky FP» mpuma ciaeBa ri1 = aii - by
¥ O03r0 @12, MA M3pAUYyHABA T1 + a12 - ba, pedyarar mpocaehyje ymecHo, nta. Y
1-TOM KOpPaKy W3padyHaBama &1 Mporecop P; mpuMma cJjeBa MapluujaaTHd Pe3ysiTar
T = 22;11 a1xbr, omosro oxrosapajyhm ememenar marpuie ai;, a OAroBapajyhy
KoopamHATY b; Omyio w3 jlokaaHe Memopuje (Kao Ha cymim), 6umo omo3mo. Ipomecop
P; m3paaynasa BpegHOCT m3pas3a 1 + a1;b; u mpenaje je masbe, yaecHO. Y TPEHYTKY
HAILyIITakba HU3a [IPOLECOPa, [I0CJIE L KOPAKA, T OUUIJIEHO CAJIPIKU KEJbEHY BPEIHOCT.
WspauynaBame z2 mpatn ” y cromy” m3padyHaBame T1 W 3apmasa ce y (n + 1)-
oM Kopaky. pyrum pedmma, m3padyHaBarmba T1 U T2 Cy BPEMEHCKHU CKOPO IMOTIIYHO
[PEeKJIOIUbEHA. YOIIIITe, U3PadyHATH €JIEeMEHAT T; LI0jaBjbyje Ce Ha H3JIa3y IOCie
n+j — 1 xopaka, 7 = 1,2,...,m, a KOMIUIETAaH MPOU3BOJ] U3pAUyHABA CE€ TIOCJIE
m + n — 1 xkopaka.

OcuoBHE TIPO6GJIEM [IPU KOHCTPYKIUjU CUCTOJIMYKHAX AJIPOPUTAMA jeé OPraHUu3aIuja
Kperama nomaraka. CBaku mogatak Mopa ce Hali Ha TPaBOM MeCTY y IPABOM TPEHYTKY.
Y oBOM IIpuMepy TO je IIOCTUTHYTO yBODEmeM KalIberha, TAKO 1A I0YeTaK ¢-Te KOJIOHEe
marpune A cruxke y nponecop P; y kopaky i. OBaj npumep je jemHocraBaH, jep ce
cBakm ejemenar marpure A kopuctu camo jemuom. Kas ce mcTa BpeaHOCT KOPHUCTH
BUIIIE ITyTa, MHOTO jeé KOMIINKOBAHUj€ OPraHN30BATH FH€HO KPeTarhe, MTo ieMo BuaeTn
y cnenehem mpumepy.
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Q44
Q43 a34
) as33 24
a 41 az2 a23 a14
asi @22 a3
Ty T; = T, + ab a1 a2
a1

I e e
O = S (DL

Cruka 8.14: Muoxkeme BEKTOPa MATPHUIIOM.

8.5.2 WN3pauyHaBarbe KoHBONyumMje

Heka cy z = (z1,%2,...,Zn) 1 w = (w1, w2, ..., W) ABa peaJHa BEKTOpA, TIPA
aemy je k < n. KoHBoaymuja Bektopa & m w je BEKTOP ¥ = (Y1,Y2, - - s Yn+1—k), Ca
KOODIMHATAMA,

Yi = W1Ti + Wakit1 + - WrLitk—1, t=1,2,...,n+1 — k.

ITpobsiem. 3padyHnartu KOHBOIYIH]Y Yy BEKTOPA T U W.

IIpobsrem n3paayHaBama KOHBOIYIIMje MOYKE Ce CBECTH HA IIPOOJIeM N3paiyHaBamba
IPOM3BOJa MATPHUIlE W BEKTOpA Ha cienelin HaUmMH:

x1 €2 €3 Tk w1 Y1

T2 xs3 T4 o Tkl w2 Y2

T3 T4 Is5 s Th+2 ws = Y3
In+1—k ITn+2—k In+3—k et In Wk Yn+1—k

Cucro/myky aJropuTaM KOju peniasa 0Baj 1ipobJieM MOKe ce J00UTH K0 CIelnja Hu
CJIy9aj OMITHjeT aJIFOPATMA 32 M3pavyHABaFhe TPON3BO/Ia MATPHUIIE U BEKTOPA (BUIETH
MIPEeTXOMHU TPOOIeM, CIUKA . OBo je nmpuKa3aHo HA CJUIU IIpumermmo ma
Ce T; MCTOBPEMEHO KOPUCTH Jly2K LeJIor Hu3a npouecopa (cem npsux k — 1 BpeanocTu
T, KOj€ C& KOPHCTE CaMO y TTOYETHOM eIy Hu3a). 360T Tora je MoTpebHa JMHMja 38
mpoctupame. [Ipukazahiemo cama pemreme mpobiemMa KOHBOMyIHje 6€3 TPOCTUPATHA.

Ts Ts Ts Ts

T4 Ty T4 T4

T3 T3 T3

T2 o)

z1

Lo b s
Y2 U1 w1 W2 w3 Wy —»

Cruka 8.15: KonBonynmja ca mpoctuparmem.

ITponecopn Ha caumwm [B.15] mpumajy nBa yaas3a, a Jajy caMo jefaH m3ma3. YIo-
TpebulieMo cajia mpoIecope KOju MPUMAjy yia3e W3 JIBa CMEpa, W IMajby W3/1a3 y
aBa cMmepa. Uneja je moMmeparu BEKTOP T CJIEBA YIAECHO, & BEKTOD W 3IE€CHA YJIEBO.
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Pesynrar y akymysmpa ce y nporecopuma. Kperame momaraka Tpeda TakO MOIECUTH
Ia ce oaroapajyhe KoopawHaTe w W & CPETHY TaMo Tae Tpeba ma Oyay MOMHOYKEHE.
IIpobsiem je y Tome mrTo, kKaj ce gBa BekTOopa Kpehy jeman mpema apyrom, oHZa je
Op3uHAa je/IHOT BEKTOPa Y OJIHOCY Ha Apyru aBocTpyko Beha. [lociaequita ose unmenunie
je ma 6u jemam eeMeHaAT BEKTOpPA & MPOIYCTHO MOJIOBUHY €leMeHATa BEKTODA W, U
obpuyTO. Pemieme je momepartu BEKTOpe J60CMPYKo Marwom Op3urom. Yia3 CIeBa
” %1, HANITA, T2, HANTA, ... , a 3[eCHA MCTO TO 3a BeKTOp w. Pememe je
8.16| (ipre Tawke oaroBapajy OACYTHWM MOIAIIAMA).

je makme
TIPUKA3aHO Ha CJIUIN

Wi —— Wu wi e W
— y I T3 e | Ys | T2 | Y3 | e | Y2 |1 | Y1

'/1;1], :L‘z T T T T

= \ \ \ |
Y=Yty 4. 4. & & W3JIA3
% u T O S PR S P S
Wi = Wy, Lol [ [ Ll

Crnuxka 8.16: KonBomynuja moMmohy mBocMepHOr HI3a.

IIpenymramo unTaoy ga ce yBepm Ja CBaKW mporecop P; Ha kpajy m3padyHasa
BpemuocT y;. Kag wy mamyctn P;, m3padyHaTa je KOHaAYHA BPEIHOCT Y;, TIa Ce IO IaIn
MOry ”m3py<unTn’ u3 HE3A MPOIECOPa IIyTeM HA3HAYEHUM KCIIOJ HU3a IIPOIEecopa Ha
crmm [816] HemocraTak KpeTama MOJATAKA JBOCTPYKO MAFOM GP3MHOM je y TOMe
LITO M3PATyHABAE TPaje ABOCTPYKO IyIKe.

8.6 Pe3ume

ITomTo je mapasesnne asiropuTMe KOMIUIMKOBAHMje KOHCTPYHUCATH OJf CEKBEHIIN]aIHUX,
KODHCHO je mrTo Bumie yrnorpebsbaBaru rorose Os0koBe. JemaH 0 TaKBUX MONHUX
6JI0KOBA je aJIropuTaM 3a IMapaJsesTHo n3padyHaBamse npedukca, KOju je 9ak mpesjaras

3a IPIMHUTHUBHY MAIIMHCKY HHCTPYKIH)y. Temko je y 0BOM TPEHYTKY IIPDOIEHUTH KOje

he om pasmarpammx mapasesHux apxurekTypa (omHOCHO na s lie HeKa Of HUX)
nomuaupaTn y 6yayhmroctn. 360r Tora je BaykHO MAEHTN()UKOBATH TEXHUKE ITPOJEKTOBATHA
JITOpPUTaMa 3ajeHIYKE 3a BUIIE MOJIE/a. AHAIN3UPAIN CMO Y€TUPY TAKBE TEXHUKE:
ydeocmpyuasarve (onpehuBarme paHroBa eleMeHATa JIMCTE U APYTE ONIEPALU)E CA IIOBE3AHIM
JIACTAMA), NAPAAEAHY 6APUJAHMY pasiazarba (cabUparbe, TAPAJIETHO M3PAUyHABAE
npedukca, coprupame), npexianatve (KOI CACTOMMIKAX AJITOPUTAMA), U MELHUKY
Ojneposoz obunacka (Koja je KOPICHA KOZ MHOIITBA aJIropuTama 3a pag ca crabauma,
oHOCHO TpadoBuMa).
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