IToTryna moamHOMMjaIHA

AIIPOKCUMAIINOHA IIIeMa
3a IpobJIeM 30Up MOJICKYIIA

Pasmatpa ce npob/ieM 30up MOJCKYIA, OJTHOCHO:

IIpoGaem. 3azar je ckyn npupomuux 6pojeBa S = {x1,Z9,...,2,} U
npupoaan 6poj t. OxpennTu MOACKy cKyma S ca Hajpehmm s6upom MamuMm
WM jeJJTHaKuUM O/ T.

[Tosnaro je ja je BapujaHTa OBOI Mpod/eMa Kaja ce IMuTa Ja JIM HOCTOjH
mojkyna ckyma S ca soupowm jeqnakum ¢t — NP kommieran mpob.iem.

Onrumusanuona Bep3uja OBOI HpoOJeMa IojaBbyje ce Y MPAKTUIHUM
npuMmeHama. Ha mpumep, y KaMHOH HOCHBOCTH { TOHa Tpeba yTOBAPUTH
HOJICKYII 1pejiMeTa ca HajsehoMm moryhom TexKuHOM, a Jla ce UpU TOME He
MPEKOpPadu HOCUBOCT KaMUOHA.

Y nacraBky hemo Hajupe ga pa3MOTPHUMO TavdaH aJaropuTaM eKCITOHEHIIU-
jaJiHe CJI0ZKEeHOCTH 3a pelllaBaibe OBOT MpobhJjeMa, a OHJa heMo BHJIETH KaKo
ce Taj aJropuTaM MOzKe M3MEHHTH TaKO Ja IMOCTaHe MPUOJTUKHEA aJrOPHTaM
ca yHampej 3a/[aTOM I'PDAHHUIOM | + € 0JHOCA JOOUjEHOr M TAYHOI Pelleba.
CJI02KEHOCT TOT AJIFOPUTMA je MOJIMHOM 10 BeJIMuuHu npobaeMa u mo 1/e, na
jé Taj ajaropuTam mpuMep nomnyHe NOAUHOMUJAAHE ANPOKCUMAUUOHE ULEME.

1 Tauan ajropuTaM eKCIOHEHIIHjaJdHE CJI0XKEHOCTHU

Onrumu3anuona BapujaHTa npodIeMa MOYKe Ce PeITUTH jeTHOCTABHUM aJIr0-
PUTMOM €KCIOHEHIHjaJIHe CJI0YKEHOCTH: JOBOJBHO je 3a cBaku moackyt S’ C S
u3padyHaTu 30Up, U OJ THX 30MpOBa M3/IBOjUTH HajBehwm Koju je Mamu WUIH

jeTHaK of t.
[MojckynoBu ckyia S Mory ce npohu urepaTuBHO TAKO IITO ¢ 0J1 30UpOBa
opojesa {x1,Ts,...,x; 1} dopmupajy 36uposu Gpojea {x1, T, ..., x;}, npn

gemy ce u3baiyjy (HermorpeGHu) 30upoBu Koju cy Behim ox t (ako 30up y
HEKOM TpEeHyTKy IIocTane Belin ox ¢, onga ie TuM npe mocse mogaBarmba HOBOT
cabupka Ooutn Behu o t).

Ako je L ckym, a x upupoaau Opoj, HEKa je

L+z={l+x]|leL}

ITpumep 1.1 Ako je L ={1,2,3,5,9}, onda je L +2 ={3,4,5,7,11}.



Heka Merge(L, L") o3mauaBa pe3ynrar objeumaBama JBa cKyma (cop-
tupane jmcre) L u L'. OBo obje/iumbaBambe MOKe ce U3BPIINTH AJIrOPHTMOM
cnoxenoctu O(|L|+|L'|). tepaTuBan agropuram €KCIOHEHIUJATHE CIOKE-
HOCTH 3a pellfaBarhe mpobjema 30up MOJACKYya MOXKe ce OmucaTu cjegehnm
JEeTHOCTABHUM KOJIOM.

tacanZbir Podskupa(S,t)

1 n<+ |5

3 for i+ 1 to n do

4  L; < Merge(L;i—1,Li—1 + x;)

5 wm3baunuru u3 L; cBe 6pojese Behe o t
6 return najsehu enement L,

Jla 6ucmo pasymesnm KakKo OBaj aJropuTaM pajid, HeKa je P; cKyIl CBHX
36upoBa GpojeBa M3 MOJICKYTA {T1,Ta, ..., T;}.

ITpumep 1.2 Axo je S = {1,4,5}, onda je P, = {0,1}, P, = {0,1,4,5},
Py = {0,1,4,5,6,9,10}.

[TomToO je
P, =P 1U(P_1 + 1),

UHIYKIAjOM ce TOKa3yje ja Jucta L; caapkKu cBe eneMente P, mMame win
jennaxe o t. C ob63upom ja je nyzxkuna L; y Hajropem ciydajy 2°, CJIOZKEHOCT
aJITOPUTMA Je Y ONIITEM CJIyda]y eKCIOHEeHIHjaTHA.

2 IloTnmyHa MOJAMHOMIjaJIHA AITPOKCUMAIIMOHA TTIeMa

Jlo anropuTMa MOJTUHOMHUjATHE CJIOXKEHOCTH J01a31 ce “mpopehuBamemM”’ cBa-
Ke Jjiucte L; nociie mwenor popmupama. Maeja npubianzkKHOr ajropurma je jaa
aKo ce y y jiuctu L Hajase jiBe OJIMCKe BPEIHOCTH, OH/Ia KO HaM je TOTPEeOHO
caMo HIpHUOJIMZKHO pellehe, MOKEMO O/ Te JIBe BPEIHOCTH Ja 33 IPXKUMO CaMO
jemmy. llpemusuuje, npopeljuBamem sucre L ca mapamerpom o, 0 < § < 1,
nobuja ce nucra L' Tako mro ce u3 L yKaama CBAKH €JeMEHT ¥y 3a KOJU Y
L’ nocroju eemMeHT z KOju HOKpHBA (APOKCHMEDA) Y, Tj. 3a KOjH Baze
HejeTHaAKOCTH
z <y < z(149).

CBakn yKJIOWEHH eJIEMEHT Y je MOKPUBEH HEKUM HEOOPHCAHUM €JIEMEHTOM 2
KOjU 33J0BO/baBa TOPIbY ABOCTPYKY HejeTHAKOCT.



ITpumep 2.1 Axo je 6 =0.1 u
L ={10,11,12, 15,20, 21, 22, 23, 24, 29},

onda je

L' = {10, 12,15, 20, 23, 29}.

Osde je 6poj 11 noxpusen 6pojem 10, 6pojesu 21 u 22 nokpusenu cy 6pojem
20, a 6poj 24 nokpusen je bpojem 23.

[TomTo je cBaku ejgeMeHT HpopeheHe JIUCTe UCTOBPEMEHO U eJIEeMEeHT II0-
Jla3He JICTe, IpopehuBame MoxKe jJa 3HAUajHO CMalbu OpOj eleMeHTaTa KOju
ce 4yBajy, uyBajyhu nupu Tome ejiemenTe 6JiMcKe CBUM OOPUCAHUM €/IeMEHTUMA.
Hapean ko1 onucyje ajgropuram npopehupaba.

Proredjivanje(L, )

// L=Ay1,y2,...,Ym} — cKyn GpojeBa, cOpTHpaHa JTHCTA

1 m<« |L]

2 L'+ {y:}

3 poslednji <

4 for i< 2 to m do

5 if y; > poslednjix (14 6) then

6 L'+ L'U{y;} // nonasame na kpaj HoBOr HajBelier Gpoja
7 poslednji <— y;

8 return [/

Anroputam mposiasu esemente jucte L pemom mpema Beqnunnun. Hosu
Opoj ce nomaje y m3nasHy JucTy L' caMoO ako je NpBU y JIMCTH WJIH AKO HHjE
HOKPUBEH MOCaeImbuM OpojeM gogarum y L.

Yumeramwem npopehuBama y 1ner/by Ta4HOD aJIIOPUTMA JI0JIa3U Ce JI0 [IPHU-
GuzkHOr ajropur™a. Aprymentu cy ckyn S = {x1,Z,...,T,} ca n upu-
poHuX 6pojeBa (MPOU3BOJLHIM PEIOCIIeIOM), 3a1aTa IpaHua cyme ¢ u ra-
pamerap anpokcumarmje” €, 0 < € < 1. Pesyarar koju ajnropuram Bpaha
je, Kao mro hemMo BUIeTH, BpeIHOCT 2 KOja je HajBuime 1 + € ImyTa Mamba O/1
ONITUMAJTHOT Pelerha.



priblizniZbir Podskupa(S,t, €)

1 n<+|S]

3 for 11 to n do

4  L; < Merge(L;i—1,Li—1 + x;)

5 L; < proredjivanje (Li, i)

6 wuzbamutu u3 L; cee Opojese Behe o t
7 neka je z* najsehu ejmement y L,

8 return z*

ITpumep 2.2 Hexa je S = {104,102,201, 101}, t = 308 uwe = 0.4. ITapamemap
npopehusarva je § = €/8 = 0.05. HUszepwasarem anrzopumma dobuja ce

aunuja 2: Ly = {0},

aunuga 4: Ly = {0,104},
aunuga 5: Ly = {0,104},
aunuga 6: Ly = {0,104},

aunuja 4: Loy = {0,102,104,206},
aunuja 5: Lo = {0,102,206},
aunuja 6: Ly = {0,102,206},

aunga 4: Ly = {0,102, 201, 206, 303, 407},
aunuja 5: Ly = {0,102, 201, 303,407},
aunuja 6: Ly = {0,102,201, 303},

aunuga 4: Ly = {0,101, 102,201,203, 302, 303, 404},
aunuga 5: Ly ={0,101,201, 302,404},
aunuja 6: Ly = {0,101, 201, 302}.

Anzopumam epaha xao odeosop z* = 302, wmo je camo 3a 2% (ymecmo
3a saxmesanur € = 40% ) aowuje 00 onmumaaroz pewersa 307 = 104+ 102+
101.

Teopema Anropuram priblizni Zbir Podskupa je moTiyHa HOJHHOMAjaTHA
alpOKCHMAIIOHA IIeMa 3a mpodJeM 30Up MOJICKYIIA.

[Ipe mero mro mpehemo mHa m0Ka3 Teopeme, nokazahemo werupu Jgeme
— ejieMeHTapHa 1nmoMmohna tephemwa. Ilpenopyuyje ce sa ce Jieme JJOKaxky
CaMOCTAJIHO, KA0 3a/alli 33 Be¥kKOy.



Jlema 1. Heka je ¢ = 1+ ¢/(2n). Bai=1,2,...,n, 3a CBaKU eJIeMEHT
y € P; xoju je Mmamwu wim jegHak oj t, nocroju ejemenTt z € L;, TakaB ja je

z<y<zq.

Hoxka3z. /loka3 ce u3Boju wHyKnujoM 1o i. 3a ¢ = 1 je P = Ly, ma je
TBpheme ounrjieno Tadno. [IpernocraBumo ja je TBpherme jieMe TavHo 3a
esgemente P

Heka je y' mpomsBosbam enement ckyna Pjii. C 063upoM Ha HaddH
dopmupama ckyna Py, mocToje JiBe MOryhHOCTH:

Cayuaj y' =y € P,. Ilpema uHJAYKTUBHO] XUIIOTE3H HOCTOjU 2z € L;, TakBO
na je z <y’ < zq¢'. Y Be3u ca eJleMeHTOM Z MOCTOoje JBe MoryhHocTH:

e AKo je ememMeHT z m3ocTaB/beH u3 L; 1 300r npopehuBama, oHIa je
OH IOKPHUBEH HEeKUM ejeMenToM 2’ € L; 1 u tajga je 2’ < z < Z/q.

e AKo ejleMeHT z HEje m30CcTaB/beH U3 L; 1 300r mpopehuBama, on1a
je oH "mokpusBer” caMuM cOOOM, jep 3a 2’ = z TPUBUjAIHO BarKU
7 <z2<7q.

Haxkse, y oba ciaydaja 3a eeMeHar z € L; mocroju enemenar 2z’ € L;yq
takaB 1a je 2’ < z < 2/q. KomOunoBameM ca HejennakocTuma z < y <
zq' , nobuja ce ja je

Cay4aj vy =y + x;41, roe je y € P;. IlpeMa uHIyKTHBHO] XUIIOTE3U TOCTO]H

z € L;, takso ga je z <y < z¢'. Y Besu ca 36UpOM 2 + T;41 HOCTOje
nBe MoryhHocTu:

e Axo je 30up z + x;y1 m3octaBmed u3 L;,, 300or mpopehuBama,
OH/IA je OH NMOKPUBEH HeKuM ejieMenToMm 2’ € L;i 1 n Taga je 2/ <
2+ x4 < g

e Axko 30up z + x;,1 HEje W30cTaB/beH u3 L; 1 300r npopehuBama,
onJa je on "mokpuBer” caMuM coOoM, jep 3a 2 = z+x;, 1 TPUBHjAIHO
Baxkn 2’ < z+ x4 < 2'q.

Haxue, y oba ciayuaja 3a 30up z + x;41 nocroju eaemenar z' € L;q
rakaB na je 2’ < z 4z < 2'q.

JlomaBameM Ty, ABOCTPYKOj HejeqnaxocTn z < y < zq', mobuja ce

242 <Y =y +aia < 2¢° + Tiga



[Tomro je 2’ < z + x;41, nobuja ce ma je 2/ < z+ x4 <y,

Ca apyre ctpane, 3001 z + 2,41 < 2'q mobuja ce

Y =yt < 2¢' + i < 2¢' F2iq = (2+1i40)q < Zq-q' = 2
Twuwme je u 'y oBoMm ciaydajy a0Ka3aHOo j1a je

Z <y =y+ai < u

Jlema 2. Axo je 0 < x <1, oH/Ia BaxK# HEjeTHAKOCT

x
In(1 > .
n(l+z) 2 1+2
Jlokaz. OyHKIHja
1
= In(1 —1 0<z<1
CMeHOM t = 1%@, ocTaje
1
gt)=—Int —1+t, §§t§1.

sBox ose dynknuje je ma marepsany [1/2,1] mamu wau jennax omx myJe:

Jg(t) = —% +1< —% + 1 = 0. [akie, dyukuuja g(t) je onamajyha, na

Baku Hejeanakoct g(t) > g(1) = 0. Cxymosu {g(¢) | 1 <t <1} u {f(2) |

0 <z <1} cy jennaku, na na uarepsaiy [0, 1] Baxu mejennakoct f(x) > 0,

eKBHUBaJIEeHTHA HEjeHAKOCTH KOjy Tpeba J0Ka3aTH. |
Jlema 3. Hus (1 + i)n, n=1,2,... je pacryhn.

oxkaz. 13 rBphema jeme 2 ciean ja je 3a 0 < x < 1 HeraTuBaH U3BO/I

Gln(ux)),: é (1ix —1n(1+x)> <0.

Haxkie, pyHKIHja % In(1+x) je omamajyha, dbysknuja x In(1+ %) je pacryha,
Kao u (PyHKIHja

exln(lJr%) — (1 + 1/x)x
aMeH)ng U T ca <=, 3aK/bydyJeMo Jia je Hu3 3 , & TUMe U HU3
(1 + i) ,n=172 ... pacryhu, mro je TpebaJio joKa3aru. |
Jlema 4. 3a cBako z, 0 < x < 1, BaxKu HejeHAKOCT

<1+



okaz. IlocmarpajMo pa3nuKy JieBe U JIeCHe CTpaHe OBe HejeTHAKOCTH,

bynrrjy
flay=e?-1-2, 0<z<1.

Ha wnrepBainy [0, 1] u3Box dynkuuje je

1 1 1
f/($):§€x/2—1§§€1/2—1<§2—120

[Ipema Tome, dbyuxkmmja f(z) je onamajyha m Baxkm mejennakoct f(x) <

f(0) = 0, exBuBajieHTHA HejeHAKOCTH KO]y Tpeba J0Ka3aTH. |

Joxka3 Teopeme. CBu ejieMeHTH KOju IPEOCTany y jmmctu L; y nunuju 6
ko/a (nocsie npopehuBama u usbaruBama 6pojeBa Behux oj t) cy ejgeMenTH
onrosapajyher ckymna P; (koju ce nobuja Tadaum aaroputmom). [Ipema Tome,
BpPeJIHOCT z* Koja ce jobuja y auHuju 8 KOJa je 30Mp HEKOT MOJCKyTa OpojeBa
u3 S. Heka je y* € P, onTuMaHO peleme mpobema 30up moacKyma. 300r
quHnje 6 Koma BaxKkKm HejeaqHakocT z* < y*. Ilpema Tome, ma ce mokazxke
Teopema, OTpPeOHO je J0Ka3aTu

e j1a Baxku HejenHakocT ¥ < z*(1+¢€), n

e Jla je BpeMe HU3BpIIaBaiba aJTOPUTMa IIOJUHOMHjaTHA (DYHKIHja O]
BeJINUUHE y/a3a U BPeJIHOCTH 1/€.

Hexka je

€

2n’

[Tomro je y* € P,, na ocHOBY JieMe 1 3aK/bydyjeMo J1a HEjeIHAKOCT

qg=1+

z2 <y" < zq"

Baku 3a Heku ejement 2 € L,. Ilomro je 2* > z majsehu ejnement ckyna
L, nobuja ce aa je

2n

Ha ocnosy steme 3 je nu3 (1 4 5-)" pacryhn. 'panuuma BpeaHoCT TOr HI32
je
€ n € 6/2
lim (14 2)" = (lim (14 5)20) 7 = 2
im (145 im (1 + 5 ) e

n—o0 n—00 n

KombunoBameM ca jieMoM 4 j1001ja ce HejeHaAKOCT

(1+i) <e?<1te
2n



[Ipema ToMe, TOKa3aHa je HejeTHAKOCT
z <y <z(1+e).

Ja ce qokazke apyru meo TBphema TeopeMe, Tpeba OAPeIuTH TOPY IPAHUILY
nyxune L;. Tlocie npopehusama ysacronnu enementn z < 2’y nuzy L
3a10B0/baBajy ycaos 2’ > z(14 5=). Jlucra L; moxe na cajpzxu 6pojese 0, 1
u majsume jont [log; (s, t] APyrUx mpupoanux Gpojesa, ma je

Int

Bl S 1081/t 2 = Ty

Ha ocuHoBy j1eme 2 MoxKe ce ca JI0mb€ CTpaHe OIPAHUYUTH HMEHHJIAIl OBOT
pa3IoMKa, Ta je

Int 2n(1 2n)) Int Int

L < g +2= nd+e/@n)nt o 3nhnt
€ n € €
1+€/(2n)

(jepje 1+¢/(2n) < 1+1/(2-1) = 3/2). Osaj uspas je nonurom 1o n, Int
u mo 1/e. Tlomro je seqmunna yiaaza O(n + logt), Tume je 3aBpiieH 1oka3
TeopeMme. |



