
Ïîòïóíà ïîëèíîìèjàëíà

àïðîêñèìàöèîíà øåìà
çà ïðîáëåì çáèð ïîäñêóïà

Ðàçìàòðà ñå ïðîáëåì çáèð ïîäñêóïà, îäíîñíî:
Ïðîáëåì. Çàäàò jå ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà S = {x1, x2, . . . , xn} è

ïðèðîäíè áðîj t. Îäðåäèòè ïîäñêóï ñêóïà S ñà íàjâå£èì ¯áèðîì ìà»èì
èëè jåäíàêèì îä t.

Ïîçíàòî jå äà jå âàðèjàíòà îâîã ïðîáëåìà êàäà ñå ïèòà äà ëè ïîñòîjè
ïîäêóïà ñêóïà S ñà ¯áèðîì jåäíàêèì t � NP êîìïëåòàí ïðîáëåì.

Îïòèìèçàöèîíà âåðçèjà îâîã ïðîáëåìà ïîjàâ§ójå ñå ó ïðàêòè÷íèì
ïðèìåíàìà. Íà ïðèìåð, ó êàìèîí íîñèâîñòè t òîíà òðåáà óòîâàðèòè
ïîäñêóï ïðåäìåòà ñà íàjâå£îì ìîãó£îì òåæèíîì, à äà ñå ïðè òîìå íå
ïðåêîðà÷è íîñèâîñò êàìèîíà.

Ó íàñòàâêó £åìî íàjïðå äà ðàçìîòðèìî òà÷àí àëãîðèòàì åêñïîíåíöè-
jàëíå ñëîæåíîñòè çà ðåøàâà»å îâîã ïðîáëåìà, à îíäà £åìî âèäåòè êàêî
ñå òàj àëãîðèòàì ìîæå èçìåíèòè òàêî äà ïîñòàíå ïðèáëèæíè àëãîðèòàì
ñà óíàïðåä çàäàòîì ãðàíèöîì 1 + ϵ îäíîñà äîáèjåíîã è òà÷íîã ðåøå»à.
Ñëîæåíîñò òîã àëãîðèòìà jå ïîëèíîì ïî âåëè÷èíè ïðîáëåìà è ïî 1/ϵ, ïà
jå òàj àëãîðèòàì ïðèìåð ïîòïóíå ïîëèíîìèjàëíå àïðîêñèìàöèîíå øåìå.

1 Òà÷àí àëãîðèòàì åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæåíîñòè

Îïòèìèçàöèîíà âàðèjàíòà ïðîáëåìà ìîæå ñå ðåøèòè jåäíîñòàâíèì àëãî-
ðèòìîì åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæåíîñòè: äîâî§íî jå çà ñâàêè ïîäñêóï S ′ ⊆ S
èçðà÷óíàòè çáèð, è îä òèõ çáèðîâà èçäâîjèòè íàjâå£è êîjè jå ìà»è èëè
jåäíàê îä t.

Ïîäñêóïîâè ñêóïà S ìîãó ñå ïðî£è èòåðàòèâíî òàêî øòî ñå îä çáèðîâà
áðîjåâà {x1, x2, . . . , xi−1} ôîðìèðàjó çáèðîâè áðîjåâà {x1, x2, . . . , xi}, ïðè
÷åìó ñå èçáàöójó (íåïîòðåáíè) çáèðîâè êîjè ñó âå£è îä t (àêî çáèð ó
íåêîì òðåíóòêó ïîñòàíå âå£è îä t, îíäà £å òèì ïðå ïîñëå äîäàâà»à íîâîã
ñàáèðêà áèòè âå£è îä t).

Àêî jå L ñêóï, à x ïðèðîäíè áðîj, íåêà jå

L+ x = {l + x | l ∈ L}.

Ïðèìåð 1.1 Ako je L = {1, 2, 3, 5, 9}, îíäà jå L+ 2 = {3, 4, 5, 7, 11}.
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Íåêà Merge(L,L′) îçíà÷àâà ðåçóëòàò îájåäè»àâà»à äâà ñêóïà (ñîð-
òèðàíå ëèñòå) L è L′. Îâî îájåäè»àâà»å ìîæå ñå èçâðøèòè àëãîðèòìîì
ñëîæåíîñòè O(|L|+ |L′|). Èòåðàòèâíè àëãîðèòàì åêñïîíåíöèjàëíå ñëîæå-
íîñòè çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà çáèð ïîäñêóïà ìîæå ñå îïèñàòè ñëåäå£èì
jåäíîñòàâíèì êîäîì.

tacanZbirPodskupa(S, t)
1 n← |S|
2 L0 ← {0}
3 for i← 1 to n do
4 Li ≤Merge(Li−1, Li−1 + xi)
5 èçáàöèòè èç Li ñâå áðîjåâå âå£å îä t
6 return íàjâå£è åëåìåíò Ln

Äà áèñìî ðàçóìåëè êàêî îâàj àëãîðèòàì ðàäè, íåêà jå Pi ñêóï ñâèõ
çáèðîâà áðîjåâà èç ïîäñêóïà {x1, x2, . . . , xi}.

Ïðèìåð 1.2 Àêî jå S = {1, 4, 5}, îíäà jå P1 = {0, 1}, P2 = {0, 1, 4, 5},
P3 = {0, 1, 4, 5, 6, 9, 10}.

Ïîøòî jå
Pi = Pi−1 ∪ (Pi−1 + xi),

èíäóêöèjîì ñå ïîêàçójå äà ëèñòà Li ñàäðæè ñâå åëåìåíòå Pi ìà»å èëè
jåäíàêå îä t. Ñ îáçèðîì äà jå äóæèíà Li ó íàjãîðåì ñëó÷àjó 2i, ñëîæåíîñò
àëãîðèòìà jå ó îïøòåì ñëó÷àjó åêñïîíåíöèjàëíà.

2 Ïîòïóíà ïîëèíîìèjàëíà àïðîêñèìàöèîíà øåìà

Äî àëãîðèòìà ïîëèíîìèjàëíå ñëîæåíîñòè äîëàçè ñå �ïðîðå¢èâà»åì� ñâà-
êå ëèñòå Li ïîñëå »åíîã ôîðìèðà»à. Èäåjà ïðèáëèæíîã àëãîðèòìà jå äà
àêî ñå ó ó ëèñòè L íàëàçå äâå áëèñêå âðåäíîñòè, îíäà àêî íàì jå ïîòðåáíî
ñàìî ïðèáëèæíî ðåøå»å, ìîæåìî îä òå äâå âðåäíîñòè äà çàäðæèìî ñàìî
jåäíó. Ïðåöèçíèjå, ïðîðå¢èâà»åì ëèñòå L ñà ïàðàìåòðîì δ, 0 < δ < 1,
äîáèjà ñå ëèñòà L′ òàêî øòî ñå èç L óêëà»à ñâàêè åëåìåíò y çà êîjè ó
L′ ïîñòîjè åëåìåíò z êîjè ïîêðèâà (àïðîêñèìèðà) y, òj. çà êîjè âàæå
íåjåäíàêîñòè

z ≤ y ≤ z(1 + δ).

Ñâàêè óêëî»åíè åëåìåíò y jå ïîêðèâåí íåêèì íåîáðèñàíèì åëåìåíòîì z
êîjè çàäîâî§àâà ãîð»ó äâîñòðóêó íåjåäíàêîñò.
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Ïðèìåð 2.1 Àêî jå δ = 0.1 è

L = {10, 11, 12, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 29},

îíäà jå
L′ = {10, 12, 15, 20, 23, 29}.

Îâäå jå áðîj 11 ïîêðèâåí áðîjåì 10, áðîjåâè 21 è 22 ïîêðèâåíè ñó áðîjåì
20, à áðîj 24 ïîêðèâåí je áðîjåì 23.

Ïîøòî jå ñâàêè åëåìåíò ïðîðå¢åíå ëèñòå èñòîâðåìåíî è åëåìåíò ïî-
ëàçíå ëèñòå, ïðîðå¢èâà»å ìîæå äà çíà÷àjíî ñìà»è áðîj åëåìåíòàòà êîjè
ñå ÷óâàjó, ÷óâàjó£è ïðè òîìå åëåìåíòå áëèñêå ñâèì îáðèñàíèì åëåìåíòèìà.
Íàðåäíè êîä îïèñójå àëãîðèòàì ïðîðå¢èâà»à.

Proredjivanje(L, δ)
// L = {y1, y2, . . . , ym} � ñêóï áðîjåâà, ñîðòèðàíà ëèñòà
1 m← |L|
2 L′ ← {y1}
3 poslednji← y1
4 for i← 2 to m do
5 if yi > poslednji ∗ (1 + δ) then
6 L′ ← L′ ∪ {yi} // äîäàâà»å íà êðàj íîâîã íàjâå£åã áðîjà
7 poslednji← yi
8 return L′

Àëãîðèòàì ïðîëàçè åëåìåíòå ëèñòå L ðåäîì ïðåìà âåëè÷èíè. Íîâè
áðîj ñå äîäàjå ó èçëàçíó ëèñòó L′ ñàìî àêî jå ïðâè ó ëèñòè èëè àêî íèjå
ïîêðèâåí ïîñëåä»èì áðîjåì äîäàòèì ó L′.

Óìåòà»åì ïðîðå¢èâà»à ó ïåò§ó òà÷íîã àëãîðèòìà äîëàçè ñå äî ïðè-
áëèæíîã àëãîðèòìà. Àðãóìåíòè ñó ñêóï S = {x1, x2, . . . , xn} ñà n ïðè-
ðîäíèõ áðîjåâà (ïðîèçâî§íèì ðåäîñëåäîì), çàäàòà ãðàíèöà ñóìe t è �ïà-
ðàìåòàð àïðîêñèìàöèjå� ϵ, 0 < ϵ < 1. Ðåçóëòàò êîjè àëãîðèòàì âðà£à
jå, êàî øòî £åìî âèäåòè, âðåäíîñò z êîjà jå íàjâèøå 1 + ϵ ïóòà ìà»à îä
îïòèìàëíîã ðåøå»à.
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priblizniZbirPodskupa(S, t, ϵ)
1 n← |S|
2 L0 ← {0}
3 for i← 1 to n do
4 Li ≤Merge(Li−1, Li−1 + xi)
5 Li ≤ proredjivanje

(
Li,

ϵ
2n

)
6 èçáàöèòè èç Li ñâå áðîjåâå âå£å îä t
7 íåêà jå z∗ íàjâå£è åëåìåíò ó Ln

8 return z∗

Ïðèìåð 2.2 Íåêà jå S = {104, 102, 201, 101}, t = 308 è ϵ = 0.4. Ïàðàìåòàð
ïðîðå¢èâà»à jå δ = ϵ/8 = 0.05. Èçâðøàâà»åì àëãîðèòìà äîáèjà ñå

ëèíèjà 2: L0 = {0},

ëèíèjà 4: L1 = {0, 104},
ëèíèjà 5: L1 = {0, 104},
ëèíèjà 6: L1 = {0, 104},

ëèíèjà 4: L2 = {0, 102, 104, 206},
ëèíèjà 5: L2 = {0, 102, 206},
ëèíèjà 6: L2 = {0, 102, 206},

ëèíèjà 4: L3 = {0, 102, 201, 206, 303, 407},
ëèíèjà 5: L3 = {0, 102, 201, 303, 407},
ëèíèjà 6: L3 = {0, 102, 201, 303},

ëèíèjà 4: L4 = {0, 101, 102, 201, 203, 302, 303, 404},
ëèíèjà 5: L4 = {0, 101, 201, 302, 404},
ëèíèjà 6: L4 = {0, 101, 201, 302}.

Àëãîðèòàì âðà£à êàî îäãîâîð z∗ = 302, øòî jå ñàìî çà 2% (óìåñòî
çà çàõòåâàíèõ ϵ = 40%) ëîøèjå îä îïòèìàëíîã ðåøå»à 307 = 104+102+
101.

ÒåîðåìàÀëãîðèòàì priblizniZbirPodskupa jå ïîòïóíà ïîëèíîìèjàëíà
àïðîêñèìàöèîíà øåìà çà ïðîáëåì çáèð ïîäñêóïà.

Ïðå íåãî øòî ïðå¢åìî íà äîêàç òåîðåìå, äîêàçà£åìî ÷åòèðè ëåìå
� åëåìåíòàðíà ïîìî£íà òâð¢å»à. Ïðåïîðó÷ójå ñå äà ñå ëåìå äîêàæó
ñàìîñòàëíî, êàî çàäàöè çà âåæáó.
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Ëåìà 1. Íåêà jå q = 1 + ϵ/(2n). Çà i = 1, 2, . . . , n, çà ñâàêè åëåìåíò
y ∈ Pi êîjè jå ìà»è èëè jåäíàê îä t, ïîñòîjè åëåìåíò z ∈ Li, òàêàâ äà jå

z ≤ y ≤ zqi.

Äîêàç. Äîêàç ñå èçâîäè èíäóêöèjîì ïî i. Çà i = 1 je P1 = L1, ïà jå
òâð¢å»å î÷èãëåäíî òà÷íî. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå òâð¢å»å ëåìå òà÷íî çà
åëåìåíòå Pi.

Íåêà jå y′ ïðîèçâî§íè åëåìåíò ñêóïà Pi+1. Ñ îáçèðîì íà íà÷èí
ôîðìèðà»à ñêóïà Pi+1, ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè:

Ñëó÷àj y′ = y ∈ Pi. Ïðåìà èíäóêòèâíîj õèïîòåçè ïîñòîjè z ∈ Li, òàêâî
äà jå z ≤ y′ ≤ zqi. Ó âåçè ñà åëåìåíòîì z ïîñòîjå äâå ìîãó£íîñòè:

• Àêî jå åëåìåíò z èçîñòàâ§åí èç Li+1 çáîã ïðîðå¢èâà»à, îíäà jå
îí ïîêðèâåí íåêèì åëåìåíòîì z′ ∈ Li+1 è òàäà jå z′ ≤ z ≤ z′q.

• Àêî åëåìåíò z íèjå èçîñòàâ§åí èç Li+1 çáîã ïðîðå¢èâà»à, îíäà
jå îí �ïîêðèâåí� ñàìèì ñîáîì, jåð çà z′ = z òðèâèjàëíî âàæè
z′ ≤ z ≤ z′q.

Äàêëå, ó îáà ñëó÷àjà çà åëåìåíàò z ∈ Li ïîñòîjè åëåìåíàò z′ ∈ Li+1

òàêàâ äà jå z′ ≤ z ≤ z′q. Êîìáèíîâà»åì ñà íåjåäíàêîñòèìà z ≤ y′ ≤
zqi , äîáèjà ñå äà jå

z′ ≤ z ≤ y′ ≤ zqi ≤ z′q · qi = z′qi+1.

Ñëó÷àj y′ = y + xi+1, ãäå jå y ∈ Pi. Ïðåìà èíäóêòèâíîj õèïîòåçè ïîñòîjè
z ∈ Li, òàêâî äà jå z ≤ y ≤ zqi. Ó âåçè ñà çáèðîì z + xi+1 ïîñòîjå
äâå ìîãó£íîñòè:

• Àêî jå çáèð z + xi+1 èçîñòàâ§åí èç Li+1 çáîã ïðîðå¢èâà»à,
îíäà jå îí ïîêðèâåí íåêèì åëåìåíòîì z′ ∈ Li+1 è òàäà jå z′ ≤
z + xi+1 ≤ z′q.

• Àêî çáèð z + xi+1 íèjå èçîñòàâ§åí èç Li+1 çáîã ïðîðå¢èâà»à,
îíäà jå îí �ïîêðèâåí� ñàìèì ñîáîì, jåð çà z′ = z+xi+1 òðèâèjàëíî
âàæè z′ ≤ z + xi+1 ≤ z′q.

Äàêëå, ó îáà ñëó÷àjà çà çáèð z + xi+1 ïîñòîjè åëåìåíàò z′ ∈ Li+1

òàêàâ äà jå z′ ≤ z + xi+1 ≤ z′q.

Äîäàâà»åì xi+1 äâîñòðóêîj íåjåäíàêîñòè z ≤ y ≤ zqi, äîáèjà ñå

z + xi+1 ≤ y′ = y + xi+1 ≤ zqi + xi+1.
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Ïîøòî jå z′ ≤ z + xi+1, äîáèjà ñå äà jå z
′ ≤ z + xi+1 ≤ y′.

Ñà äðóãå ñòðàíå, çáîã z + xi+1 ≤ z′q äîáèjà ñå

y′ = y+xi+1 ≤ zqi+xi+1 < zqi+xi+1q
i = (z+xi+1)q

i ≤ z′q ·qi = z′qi+1.

Òèìå jå è ó îâîì ñëó÷àjó äîêàçàíî äà jå

z′ ≤ y′ = y + xi+1 ≤ z′qi+1. �

Ëåìà 2. Àêî jå 0 ≤ x ≤ 1, îíäà âàæè íåjåäíàêîñò

ln(1 + x) ≥ x

1 + x
.

Äîêàç. Ôóíêöèjà

f(x) = ln(1 + x)− 1 +
1

1 + x
, 0 ≤ x ≤ 1,

ñìåíîì t = 1
1+x

ïîñòàjå

g(t) = − ln t− 1 + t,
1

2
≤ t ≤ 1.

Èçâîä îâå ôóíêöèjå jå íà èíòåðâàëó [1/2, 1] ìà»è èëè jåäíàê îä íóëå:
g′(t) = −1

t
+ 1 ≤ −1

1
+ 1 = 0. Äàêëå, ôóíêöèjà g(t) jå îïàäàjó£à, ïà

âàæè íåjåäíàêîñò g(t) ≥ g(1) = 0. Ñêóïîâè {g(t) | 1
2
≤ t ≤ 1} è {f(x) |

0 ≤ x ≤ 1} ñó jåäíàêè, ïà íà èíòåðâàëó [0, 1] âàæè íåjåäíàêîñò f(x) ≥ 0,
åêâèâàëåíòíà íåjåäíàêîñòè êîjó òðåáà äîêàçàòè. �

Ëåìà 3. Íèç
(
1 + ϵ

2n

)n
, n = 1, 2, . . . jå ðàñòó£è.

Äîêàç. Èç òâð¢å»à ëåìå 2 ñëåäè äà jå çà 0 < x ≤ 1 íåãàòèâàí èçâîä(
1

x
ln(1 + x)

)′

=
1

x2

(
x

1 + x
− ln(1 + x)

)
< 0.

Äàêëå, ôóíêöèjà 1
x
ln(1+x) jå îïàäàjó£à, ôóíêöèjà x ln(1+ 1

x
) jå ðàñòó£à,

êàî è ôóíêöèjà
ex ln(1+ 1

x
) = (1 + 1/x)x.

Çàìå»ójó£è x ñà 2n
ϵ
, çàê§ó÷ójåìî äà jå íèç

(
1 + ϵ

2n

)2n/ϵ
, à òèìå è íèç(

1 + ϵ
2n

)n
, n = 1, 2, . . ., ðàñòó£è, øòî jå òðåáàëî äîêàçàòè. �

Ëåìà 4. Çà ñâàêî x, 0 ≤ x ≤ 1, âàæè íåjåäíàêîñò

ex/2 ≤ 1 + x.
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Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ðàçëèêó ëåâå è äåñíå ñòðàíå îâå íåjåäíàêîñòè,
ôóíêöèjó

f(x) = ex/2 − 1− x, 0 ≤ x ≤ 1.

Íà èíòåðâàëó [0, 1] èçâîä ôóíêöèjå jå

f ′(x) =
1

2
ex/2 − 1 ≤ 1

2
e1/2 − 1 <

1

2
· 2− 1 = 0.

Ïðåìà òîìå, ôóíêöèjà f(x) jå îïàäàjó£à è âàæè íåjåäíàêîñò f(x) ≤
f(0) = 0, åêâèâàëåíòíà íåjåäíàêîñòè êîjó òðåáà äîêàçàòè. �

Äîêàç òåîðåìå. Ñâè åëåìåíòè êîjè ïðåîñòàíó ó ëèñòè Li ó ëèíèjè 6
êîäà (ïîñëå ïðîðå¢èâà»à è èçáàöèâà»à áðîjåâà âå£èõ îä t) ñó åëåìåíòè
îäãîâàðàjó£åã ñêóïà Pi (êîjè ñå äîáèjà òà÷íèì àëãîðèòìîì). Ïðåìà òîìå,
âðåäíîñò z∗ êîjà ñå äîáèjà ó ëèíèjè 8 êîäà jå çáèð íåêîã ïîäñêóïà áðîjåâà
èç S. Íåêà jå y∗ ∈ Pn îïòèìàëíî ðåøå»å ïðîáëåìà çáèð ïîäñêóïà. Çáîã
ëèíèjå 6 êîäà âàæè íåjåäíàêîñò z∗ ≤ y∗. Ïðåìà òîìå, äà ñå äîêàæå
òåîðåìà, ïîòðåáíî jå äîêàçàòè

• äà âàæè íåjåäíàêîñò y∗ ≤ z∗(1 + ϵ), è

• äà jå âðåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà ïîëèíîìèjàëíà ôóíêöèjà îä
âåëè÷èíå óëàçà è âðåäíîñòè 1/ϵ.

Íåêà jå

q = 1 +
ϵ

2n
.

Ïîøòî jå y∗ ∈ Pn, nà îñíîâó ëåìå 1 çàê§ó÷ójåìî äà íåjåäíàêîñò

z ≤ y∗ ≤ zqn

âàæè çà íåêè åëåìåíò z ∈ Ln. Ïîøòî jå z∗ ≥ z íàjâå£è åëåìåíò ñêóïà
Ln, äîáèjà ñå äà jå

y∗ ≤ z∗qn = z∗
(
1 +

ϵ

2n

)n

.

Íà îñíîâó ëåìå 3 jå íèç (1 + ϵ
2n
)n ðàñòó£è. Ãðàíè÷íà âðåäíîñò òîã íèçà

jå

lim
n→∞

(
1 +

ϵ

2n

)n

=
(
lim
n→∞

(1 +
ϵ

2n
)2n/ϵ

)ϵ/2

= eϵ/2.

Êîìáèíîâà»åì ñà ëåìîì 4 äîáèjà ñå íåjåäíàêîñò(
1 +

ϵ

2n

)n

≤ eϵ/2 ≤ 1 + ϵ.
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Ïðåìà òîìå, äîêàçàíà jå íåjåäíàêîñò

z ≤ y∗ ≤ z(1 + ϵ).

Äà ñå äîêàæå äðóãè äåî òâð¢å»à òåîðåìå, òðåáà îäðåäèòè ãîð»ó ãðàíèöó
äóæèíå Li. Ïîñëå ïðîðå¢èâà»à óçàñòîïíè åëåìåíòè z < z′ ó íèçó Li

çàäîâî§àâàjó óñëîâ z′ > z(1+ ϵ
2n
). Ëèñòà Li ìîæå äà ñàäðæè áðîjåâå 0, 1

è íàjâèøå jîø ⌊log1+ϵ/(2n) t⌋ äðóãèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà, ïà jå

|Li| ≤ log1+ϵ/(2n) t+ 2 =
ln t

ln(1 + ϵ/(2n))
+ 2

Íà îñíîâó ëåìå 2 ìîæå ñå ñà äî»å ñòðàíå îãðàíè÷èòè èìåíèëàö îâîã
ðàçëîìêà, ïà jå

|Li| ≤
ln t
ϵ/(2n)

1+ϵ/(2n)

+ 2 =
2n(1 + ϵ/(2n)) ln t

ϵ
+ 2 ≤ 3n ln t

ϵ
+ 2

(jåð jå 1 + ϵ/(2n) ≤ 1 + 1/(2 · 1) = 3/2). Îâàj èçðàç jå ïîëèíîì ïî n, ln t
è ïî 1/ϵ. Ïîøòî jå âåëè÷èíà óëàçà O(n + log t), òèìå jå çàâðøåí äîêàç
òåîðåìå. �
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