1 VBoxa

Hywmepuuka maremaTuka je 00JaCT MaTeMaTHKe KOja ce OaBU Pa3BOjeM METO/Ia 3a IMPHUOJIMXKHO perra-
Bambe MaTeMaTUIKUX IIpodJeMa Kajla TadHa Pelleha HUCY JIAKO JOCTYyIHA (IITO je y IPAKCH CKOPO YBEK
ciyuaj). JJok ce KiacuuHa MaTeMaTuka (hOKycupa Ha HCIUTHBAHE YCJIOBA MOJ KOJUMa Delllemha [MOCToje
U Ha aHAJM3y EBUXOBUX OCOOMHA, HyMEPUYKa MATEMATHKA Ce OABU HMPAKTUIHUM ACIEKTHMA HUXOBOT
[IPOHAJIAXKEEHbA CA 33J[ATOM TAYHOIINY. JeIaH Ol KJ/bYUHUX M3a30Ba HYMEPUUIKE MATEMATHKE JIaKje HUje
caMo J10J1a3aK JI0 pelera, Bel U MPOIeHa HeroBe TAYHOCTH U Hoy3manocTu. Bbyayhu na ce mymepudke
MeTOJIe YBEK KOPUCTE allPOKCHMAIIjaMa, BayKHO je pa3yMeTH KOJUKO Ce JIOOMjEeHO PEIeibe PA3IHKYje O
CTBApPHOTI' U KOjU CBe (DAKTOPU YyTUYY Ha MPEIU3HOCT KOHAYHOI Pe3yJITaTa.

Koimmko je HeKo pernieme KBAJINTETHO TOBOPHU T'PEIKa KOja MTPEJICTaB/ba HETOBO OJICTYIIAIE OJ] TATHOT
pesysraTa. Y3pOIu I'PeIike MOy OUTH Pa3JIMIUTH, 114 C€ Y OJIHOCY Ha MOPEKJIO PA3JIUKY]Y:

® HEOTKJIOIUBA I'PEIKa,
® I'pelrka MeToje U

® DaYyHCKa I'peIIKa.

IIpumep 1 Hausmenuuna (AC) crpyja Mema CBOj CMep U AMIUIUTYIY Yy IIPABUJIHUM HHTEPBAJIUMA.
Hanon y AC kosnuma decto ce mogenupa ca V() = Viaq sin(mvt), tae je Vipae MakcuMaJjaH HAILOH Y
Koy, a v (pekBeHmnuja anreprarmje. [IpermocTaBuMo ma KeJInMO Jla OAPEANMO KOJUYNHY HAIIOHA Yy
HEKOM CTPYJHOM KOy y TpeHyTKy t. Tpeda ma mmamo Ha yMy:

e /larn mozen He omnucyje DU3MYKM NPONEC MIEAJTHO, jep y NPAKCH YBEK NOCTOju ozxpehenn mmym
(HEOTKJIOMBA T'PEIIIKA)

e sin(-) ce Ha KOMIjyTepy /AUIUTPOHY padyHa [IPUOJIIZKHO, HA IPUMED KOopHIIlielheM KOHAYHOr Opoja
cabupaka Tejioposor pena (rpemika MeToze)

e Kowmjyrep/muruTpon pacnosiaxe ca KOHAYHOM KOJMIMHOM MEMOpHje 3a 3aIKC apryMeHara u Mehy-
pesyJsirara, KOju e 9eCTO He MOTY IIPEICTABUTU TAYHO YHYTap OBUX OrpaHUYCHa (PEeIlKa PadyHa)

Ha mapeanum crpanunama Oumhe pednm o padyHCKUM rpemikama. Y Ja/beM TOKY Kypca, MpH Ipeji-
CTaB/bakby Pa3IMYUTUX HYMEPUUYKUX METOJa, OCBpHyheMo ce m Ha rpellke Koje OHE MOI'Y IIPOM3BECTH.
Bynyhu 1a je HeoTK/IOBUBa I'peIIKa IIpe CBera MoBe3aHa ca MATEMATHIKIM MOJIE/INPAkeM, O o] HelieMo
JaJbe ITUCKYTOBAaTH.

1.1 IIpudiaumkHe BpeJHOCTH

Kako pauynap pacmnosnake ca TadHo opeheHOM, KOHAYHOM KOJTUINHOM MEMOPH]je 38 PEIPE3eHTAIIN]Y
CBaKOT Opoja, MHOTH OpPOjeBHU ce He MOTY TadHO cadyBaTu. VI3 oBor pazjora mpuHyheHn cMoO 18 TyBaMo
Uy padyHy KOPHUCTHMO CaMO FbHUXOBE ITHUOJN2KHE BPETHOCTH.

Hedunurmja 1 Heka je x Tadna BpeIHOCT Opoja, & &* merosa MpudJIMKHA BPEIHCT. AICOIyTHA
T'DEIIKa IPUOJIMKHE BpeaHOCTH =¥ neduHUIIE Ce ca

Az* = |z —z*|.

Kako HaMm je z, na u camum tuM Ax* y IIpakcu 9eCTO HEMO3HATO, YBOAUMO KOPUCHU]H MIOjaM IPAHUIE
arcosryTHe rpemke Ax* > Az*, omakie je

¥ — Az <z < z*+ Ax*.
PenatuBna rpemika npudankue BpegHocTn £ neduHUCAHA je ca

Az*

ox* = ——.
|z




Kao un y ciy4ajy amcosiyTHe I'DEIIKe, 9eCTO je CMUCJCHUje IPUYaTU O TPAHUIM pejaTHBHE I'DEIIKe.
Naxo ce ona Teopujcku nedunume ca Rx* > dz* = Ax*/|z|, momto je x najuenthe HemosHato, y
npakcu fiemo Tpaxkutu Rx* > Ax*/|z*|. Ba oBako meduHECAHY TDaHUILy BaXKK

(1-—Rx")z* <z < (1+ Rx™)z™

IIpumep 2 Ilosuaro je na je 22/7 nobpa u jegnocraBua anpokcumuanj dpoja 7. Kako je
22
| — 7\ = |3.1415... — 3.1428...| < 0.0014,

MOZKEMO OJIPEJINTH T'DAHUIIE AllCOIyTHE U PeJaTUBHE I'DEIIKe OBe allPOKCHMAIFje ca

0.0014
22/7

Az* =1.4-1073 Rz* =45-107%>

3uayajae 1udpe Opoja cy cBe mudpe HETOBOT 3amuca, moaazehn oj mpBe HeHysaa Mudpe ca JieBe
crpane. To 3HaYM, ako je y JIeKaTHOM 3amucy opoja ™,

o =x(a1 + -+ apl0tF 4 @, 1007 107,

nudpa o pasjMunTa O HyJle, OHIA Cy CBe mudpe «i,...,Q,, 3HadajHe. 3a 3Ha4YajHy Iudpy Opoja
ce Kaxke Jia je curypHa mudpa ako amcojyTHa Ipelnka Opoja Huje Beha o JeKaIHOr YUHUOIA KOju
oATOBapa TOj MUGPH, Tj. () je CUTypHA IudpPa aKo je

Az* =w - 10" 1w e (0,1].

Axo je w < 1/2, nudpa je curypHa y yKeM CMUCIY, & ako je w > 1/2, curypHa je y mupeMm cmuciy. Ako
je mudpa o curypHa, OHIA Cy CUTI'YPHE U (', ..., Qlj—1.

I[TosceTnMo ce TpaBuiia 3a0Kpy:Kubama. Heka je z* = £(B; + -+ + (3,,1017™) - 10" Spoj xoju ce
nobuja 3a0KpyKIBameM opoja = £ (ay + -+ + o101 7% + ... ) - 10" Ha m s3Hauajunx mudapa. Tama je
Bk = ag, 3a k < m, mok ce mudpa [, oapehyje rako na:

e AKO je apy1 < B, oHZA je By = Q.

e AKO je Qupi1 > 5, WIN Qupp1 = D 1 nocToju nudpa pas3induTa oJf Hyjle y JlajbeM 3allucy opoja ,
oHMIA je By = Qy + 1.

e AKO je (upy1 = 5, u HeMa nmdapa pa3InauTUX O HyJle Y TaJbeM 3aIuCcy 0poja &, ouja je By = Qg
YKOJIUKO je (i, TapHa mudpa, a o, + 1 y cynpoTHOM.

Ha ocroBy matux mpaBmiia HHUje TENIKO MOKa3aTH Ja hie cBe mudpe Opoja ¥, T00MjeHOT 3a0KPY KUBAHEM
Opoja x, OUTH CUTypHE Y YKEM CMUCITY.

Hatiomena: HHndpe npudimkHe BpeTHOCTH KOje HUCY CUTypHE HEMa MHOI'O CBPXE YYBATH, jep HHXOBUM
ojicTpambuBameM (3a0KpyKuBameM Opoja) nehe golin 1o 3mauajuor ysehasarba alcoJlyTHE IPEIIKA.

Obparumo naxkby Ha Be3y Koja mocroju uzmely dpoja curpyrunx nudapa IpudInzKHe BPEJHOCTH ¥ 1
rpamnure penatusHe rpemike. Heka je x* mpudimkua BpeaHocT ca m curypHux mudapa. V3 medunnmuje
sHamo Ja je Az* = w - 10"~ e je w € (0, 1]. Ha ocnoy oBora je

R . w - 10n—m+1 Ww - lon—m—i-l w
¥ = — = .
‘QJ*| (0414*04210714"") - 107 (a1+a210*1+...)10m71

Nmajyhu y Buay 12 je ag + apl07! 4 -+ > 1 u Haunn Ha KOjU je OPPAHHYEHO W, MOYKEMO 3aK/bYIUTH JIa
je
1

Ro* < ——.
z 10m—1

IIpumep 3 Heka je z = @. Axo je x] = 428.55, a x5 u x} cy nodujenn 3a0KpyKuBameM Opoja T Ha
JIBe, OMHOCHO IEeCT 3HaYajHUX udapa, OIPeIUTH IPAHNIE ATICOIYTHE W PEJIATUBHE I'DEIKe, Kao U OpOj
CUTYDHUX Iudapa OBUX MPUOJIMAKHAX BPETHOCTH.



Pewerve. Kako je x = 428.571428, npuMeHOM MPaBUIa 3a0KPYKUBAHA JIOJIA3UMO JI0
rh =4.3-10% u 23 = 428.571.

Kako je
|z — 27| ~ 0.0214, |z — 23| ~ 1.4285, |z — x3| =~ 0.0004,

MOkeMO m3adparu cienehe BpeIHOCTH 38 I'PAHUIE AICOJYTHAX U PEJIATUBHUX T'PEIAKa.

i 1 2 3
Az; [ 03-1071]0.2-101 [ 0.5-1073
Rxy| 7-107° [ 5-1073 | 2-1076

Ha ocuoBy medununuje, jacHo je ma 2] nMa 9eTUPH, x5 IBe, & T; IMIECT CUIYPHUX nudapa.

1.2 TI'pemika npudJm>kKHUX BpeJTHOCTH (PYHKIIHja

YV mpeTxomHOM ety OWIIO je pedun O HPUOJIMKHUM BPETHOCTHMA M TPENIKaMa KOje OIHUCY]y HBHXOBO
ofcTymame off TadHuxX BpenHoctu. lIpuponno nurame Koje ce cienehe namehe jecre mra ce jemasa ca
I'PEIKOM KaJjla ce IPpUOdJINKHE BPEIHOCTH KOPUCTE KAa0 apryMeHTH (DYHKIIH]a.

Hedununuja 2 Heka je 3amara dyuknuja f : R™ — R. Heka je x = (21, ..., &, ) BEKTOpP TAYHUX, &
x* = (z7,...2}) BeKTOp NpUOIMKHUX BPEIHOCTU. AIICOJMYyTHA M peJaTUBHA Ipemka dyHkuuje f 3a

MIPUOJIMKHY BPEIHOCT X JedUHUCAHE Cy Ca

I'panune ancosyrHe u pesiaruBHe rpeiike, y o3nay Af(x*) u Rf(z*) nedunumty ce kao y ciaydajy
IIPUOIV2KHIX BPETHOCTH.

Vkomuko ce r* mojpasymesa, IpeTxoHe BpegHocTu hiemo kpahe ozuagasatu ca Af* df* Af* u Rf*.
Axo cy HaM 3a ysia3He apryMenTe IIO3HaTe IPAHUIE allCoIyTHUX rpemraka Az}, jacHO je Ja ce 3a IPaHuILy
AIICOJIyTHE I'PEIIKE MOXKE Y3eTU

Af* = sup |f(2) = f(a*)], G ={a:|a; —a}| < Aa}

Syi=1,..,n}
zeG

ITox npernocTaBkoM Ja je f HenpekuHo qudpepeHnujabuana, Ha OCHOBY TEOPEME O CPEJIEb0] BPEHOCTH
3HAMO Jia 3a cBaku nap (z,z*) nocroju 6 € (0,1) Takso ga 3a & = = + 0(x* — ) Baxku

n
of
Af*=|f(z) — f(z¥)| = —(&)Ax]
P =1 = 16 = (3 g @),
Ia ce 3a TPAHMUILY AICOJIYyTHE TPEIIKe MOXKE Y3€TH U

n

ATT=D

i=17T

@)

Az?.

(2

. of (A
Kako je wecro He3rogHo TauHo OAPEAUTU SUDjc ‘a—xl(az) , Y Ipakcu hemo ce 3a[0BOJbUTH TAKO3BAHOM
JIMTHEAPHOM OLIEHOM I'DaHMWIlE allCOJIyTHe I'PDeHIKe, JaTOM Ca

of
8(Ei

n

Afr=>"

i=1

(x)| Az}

Hatomena: Nako 3a oBako jepuHUCAHY I'PDAHUILY HE MOpa Hy:KHO ja Baxku Af* > Af*, moxe ce moka-
3aTH Jla je HaBeJ/IeHa OIeHa 3a/10BOJbaBajylia 3a MaJie alcoJIyTHE IDEIlKe apryMeHaTa.



OpiaBze ce JUPEKTHO U3BO/M U JIMHEAPHA OILl€eHA TPAHUIlE PeJIaTUBHE TPeIlKe, KOoja je /aTa ca

)| Rz}

l

")

Az} = x*|z

|f(z*)] j‘ 8x2 g &rz

X

=1

VckopucTumo mpeTxoaHo HABEIEHE OleHe U MCIUTAjMO KAKBY I'DEIIKY MOYKEMO OYeKHUBATH KO IIPH-

MeHe CraHjapAHux onepanuja (+,—,-, <) Ha npubimmkae BpegHoctu. Kako ducMo IponeHmIn rpemky
KOja HacTaje IIpH caduparby /o/ly3uMary NPUOIMKHUX BpeaHoCTH, neduanimmmMo dbyHkugjy s : R™ — R

ca

s(x1, ey n) = a121 + ... + apxn, a; € {—1,1}.

Jlako ce m3padyHaBa Ja Cy JUHEApHE OlleHe IPAHUIIA AIICOJyTHE U PeJIATUBHE I'pelike 3a MYHKIN]Y S

= zn: lai| Az} = zn:Ax;* u Rs* = Zy:l :4%;‘ _ Z?:l |xE\Rx;"
i=1 i=1 |s(z*)] |s(x*)]

Huje Temko nokasatu ga je 3a dbyHKuujy s uciymeno y . Ax} = sup,cq |s(z) — s(z*)|, ma cy osako
nepunncane As* u Rs* 3amcra rpaHuiie rpemkn, OMHOCHO BaxXu As* > As* u Rs* > ds*, nupu uemy ce
jeanakocTu Mory mocruhu. V3 oBux m3paza MOXKeMO 3aKJbydnuTH ciiejielie:

e ['panuia arco/yTHe Ipeinke 30upa/pa3/iuke jeJHaKa je 30upy IPAHUI AIlCOJYTHUX TDElIaKa ap-

rymenara. OmaBme je jacHo na he HOMUHAHTAH yTHIA] HA KPajiby I'PEIIKYy WUMaTH OPOjeBU 3aaTh
ca HajJsomujoM npenusHomhiy (Manum dpojem menumasia). VI3 oBor pasiora y peajusaliju pady-
Ha OpojeBu 3asaTu ca BehoMm mperusHOIIy MOy Ce 3a0KPYKHUTH HAa jeJHy JelnMaJjy BUIIE O
HajMamer opoja JleruMasia O0e3 BeJIMKOT I'YOUTKA IPEIU3HOCTH KPajiber pe3ysITaTa.

PejlatuBHa rpemika MoxKe OUTH BHCOKa aKO je KPajibl PE3Y/ITAaT MaJjii II0 AIICOJIyTHO] BPEIHOCTH
- Ha IpHUMep KaJa ce OJy3uMajy JBa Opoja Osimckux BpesgHocTu. OBaj 1podseM ce HEKaJ| MOXKe
n30ehn anredapcKuM MaHUITyJIAIIjaMa T3pa3a.

Kako OucMO IPOIEHUIN IPEIIKY KOja HAcTaje IIPU MHOXKEHbY /Ie/berby NPUOJINKHUX BPEIHOCTH, jedu-
anmmmo QyHKHjy p : R™ — R ca

a

(T, .y xn) =2 oxer, a; € {—1,1}.

Nmajyhu y Buny 1a je

()2 it o 20

JINHeapHe OlleHe T'PAHUIA AlICOJIYTHE U PeJIATUBHE Ipelnke 3a OYHKIU]Y p Cy

Ap* :Z — | Az} |Z |x | (a:*)|;Rxf u

Rp* = ﬂ = inf
i=1

Buaumo ja je omHoc koju je mocTojao uzmehy arcoyTHUX MPENIKU Y CIy4ajy caduparba,/ oLy3uMarha, KOl
MHOKEHA / JIE/beiba, TIPEIIA0 HA PEJIATUBHY TPEIIKY.

e ['panuia pejaTvBHE IPEINIKe MPOM3BOJIA,/KOJIMIHUKA jeJHAKA je 30Upy PeJIATUBHUX TIPEIIaKa ap-

rymMeHara. ¥ OBOM CJIydYajy, JOMUHAHTAH YyTHUIQ] HA PEJIATUBHY TPEIIKy Ne MMaTh YMHUOIU Ca
BEJINKOM PEJIATHBHOM T'DEIKOM, OJHOCHO MaJiuM OpojeM curypHux mudapa. 3a cpoBoheme pady-
Ha hie Jakie 4ecTo dUTH JIOBOJPHO 3aJIprKaBaTh jeJHy Bulle curypHy nudpy (Kox dpojeBa Koju ux
uMajy BHIIE) OJ] HajMamber Opoja CUIypHUX Iudapa.

3a pasuky 071 cIydaja cadupama,/oy3uMarba, Y OBOM CIydajy je alco/lyTHa IPEIIKa Ta KOja MOKe
nperpreru BeJiMKo yBehame 1 TO KaJia je Kpajibu Pe3yJsiTaT BeJIUK 0 MOJLYJIY.

ITpumep 4 OxpeauTn NMOBPINUHY BajbKa KAO U IPAHUIIE AIICOJYTHE U PEJATHBHE T'PEIKe, aKo je

r=374+05-10"1, H=82+03-10"%, 7=3.142+0.5-10"3.



TlonpasymeBan HAYMH 3a YUTamke rope HaBeleHuX jeaHadnna je x = ¥ + Ax*. IloppmuHa BajbKa 3ajaTa
je dopmysiom P = 2127 + 2rmH = 2rw(r + H), na je ounr/e/Ha mpolieHa TauHe MOBPITHHe

P =2r"7"(r*+ H*) =2-3.7-3.142 - (3.7 + 8.2) = 276.68452.
Ha ocHOBY JinHEapHUX OIleHA I'PAHUIA IPEIIKH J0JIA3UMO JI0

RP* — 0.05 N 0.0005 N 0.05+ 0.03
37 3.142 3.7 +8.2

=0.0204 u AP*=|P*|RP* =5.6431.

o anrepHaruBHe mpolleHe MOXKEMO J0lin 3a0Kpy:KUBambeM 7 Ha 3 3Hadajue nudpe y upoussomy (jep
nocroje YMHUOIM ca caMo 2 3HaudajHe nudpe). Ha oBaj HAYMH ce 107a3U O NPUOJIMIKHOT DPE3ysTaTa
P** = 276.5084, yuje cy rpaHulie rpeniku

0.05  0.0005+ 0.0002  0.05 4 0.03

P = ~0.02 AP™ = |P**|RP** = 56571
R 57 T 314 3rysz 0o [PTIRP™ = 5.651

JonaTHo, Kpajibu pe3y/IiTaT MOXKEMO 3a0KPYKUTH TaKo Jia cy My cBe 1udpe curypue. Ob3upom ja je
1 < AP** < 10, mocnenma curypHa je mudpa geceruna, ma je P*** = 28-10' = 280, g0k cy HoBe
rpaHuIle TPerrKe

APF¥*

= 0.0323.

IIpumehyjemo sa ce y oBoM citydajy I'paHHIla peJIaTHBHE T'DeIlKe Huje 3Ha4dajHo yBehasa u mopes mpu-
MEHEHUX 3a0KPY KUABaba.

1.3 OOGpaTtHu mpodjeM rperike

ObparHu podJieM Tperike moapasyMeBa oJpehuBame IPAHAIA IPEIIAKa apTyMeHATa KOje TapaHTy]y
nma he rpemka dyHKIMje ocTaTH TPUXBAT/HUBE BeanduHe €. [IpodieMm ce jeTHOKHAYTHO MOXKE PEITUTH
camMo y caydajy dyHKImje jeaHor aprymenta. Ha ocHOBY JinHeapHe OlleHe IDAHUIIE AllCOJIyTHE I'PEIKe

n

Af*:z

VY cay4ajy kaja GyHKIMja MMa BUIIEe apryMeHaTa, 3a ojpehuBambe TpayKeHHX I'DAHHIA HEOIIXOIHO je
HAMETHYTH JOJATHE YCJIOBE KOje TDAHUIE AIICOMYTHUX TPEIKN apryMeHara Tpeda ma 3amoBosbe. OBm
YCJIOBH IIO3HATH Cy M Kao IIPUHIININ, & Hajdelille KopuniheHu cy:

1. IlpumHnun jegHakMx yTUnaja

OBaj npuHIAI TOIpa3yMeBa JIa je UCIYHEHO

of . aof
—(z")| Az} = ... = )| Azt
8371 ( ) 1 833n ( ) n
Ha ocHOBY oBe mpermnocraBke 3aKJ/bydyjeMo
0 €
Af*:n—f(x*) Az e <= Az} < : , k=1,..,n
Oy, n | 2L (z%)
Oz

2. IIpuHIUN jeITHAKUX aIlCOJyTHUX I'perraka
Axo npermocTaBuMo 51a Cy CBe IDAHUIE allCOJNYTHUX TPEIIKH jeJlHAaKe, OMHOCHO Ax} = ... = Az} =
Ax*, 3aK/bydyjeMo

<e < Az} <

2t

of
* =1,..,n.
T (LL' ) ) k yeeey 1

0

Af* = Az* i
i=1

¢




3. IlpuHnun jegHaKNX peJATUBHUX I'pemraka AKo IPeTIoCTaBUMO Ja Cy CBE IPAHUIE PeIaTUB-
HUX I'DENIKH jeJiHaKe, ofHocHO Rz} = ... = Rz} = Rx™, 3ak/bydyjeMo

n

a *
Af* = Ra* g x; f‘ (") € e < Az} = |z}|Rz™ < [2ile , k=1,..,n.
: O no | OF (g
i=1 i1 |75 gy (2%)

IIpumep 5 Jlarta je bynxuuja f(x1, T2, 23) = o3 /T — T3 U NPUOMMZKHE BpeHOCTH T) = 4.5227, x5 =
13.37 n 23 = 2.391. Kopucrehn npuHnun jemHakuxX alCoIyTHUX BPEJHOCTH, OIPEIUTH KOJIUKE Tpedajy
OWTH IpaHUIle AICOIYTHUX TPEIIKA HABEJEHUX MPUOJIMKHUX BPETHOCTH Kako ou Baxkmio Af* < 0.04.

Pewerve. )
of 2z of 1 of
_— = — _— = — _ _— = —1
E)xl (l‘) To ’ 8x2 (l‘) T2 ’ 3%3 (-13)
.04
Azt < ° ~ 000223
RS g o1 )2 1.791
s (d) 4 b
2 2

ITa je nosossHo 3axteBaTu Az, = 0.02, k =1,2,3.
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