
0. UVOD

U uvodnoj glavi definisa�emo elementarne operatore, i da�emo kratak pregled onoga xto
�e u daǉem tekstu biti izlo�eno.

Neka je H separabilan Hilbertov prostor, i B(H) algebra svih ograniqenih linearnih
operatora na H. Elementaran operator je preslikavaǌe Λ : B(H) → B(H) definisano sa
Λ(X) =

∑n
j=1 AjXBj, gde su Aj i Bj fiksirani operatori i n ∈ N ∪ {∞}. Ukoliko su Aj i

Bj komutiraju�e familije normalnih operatora, onda �emo takav elementaran operator zvati
normalno reprezentovan elementaran operator. Broj n zovemo du�ina elementarnog operato-
ra. Iako to, mo�da, nije uvek naglaxeno, u ovom radu bi�e posmatrani iskǉuqivo elementarni
operatori konaqne du�ine. Ovakve operatore uveli su Lumer (Lumer G.) i Rozenblum (Rosen-
blum M.) u radu [18], i daǉe su prouqavani tokom sedamdesetih i osamdesetih godina proxlog
veka. Najpoznatiji specijalni sluqajevi elementarnih operatora su elementarni mno�iteǉ
MA,B(X) = AXB, derivacija ∆A(X) = AX −XA, i uopxtena derivacija ∆A,B(X) = AX −XB.

U stvari, elementarni operatori qine podskup skupa B(B(H)). Xta vixe, nije texko pro-
veriti da, u sluqaju konaqnodimenzionalnog prostora H, elementarni operatori iscrpǉuju
sve ograniqene operatore na B(H). Skup B(H), me�utim nije Hilbertov, ve� samo Banahov
prostor, tako da pri izuqavaǌu elementarnih operatora ne mo�emo primeǌivati uobaqijene
tehnike rada sa operatorima na Hilbertovim prostorima.

Slede�e qetiri teme bi�e predmet naxeg interesovaǌa.
1. Ortogonalnost slike i jezgra. Algebra B(H) ili neki simetriqno normirani ideal J

(izuzev S2) nisu Hilbertovi, ve� samo Banahovi prostori, u kojima ne va�i relacija parale-
lograma. Ipak mogu�e je na odre�eni naqin definisati ortogonalnost dva vektora.

Definicija 0.1. Neka su x i y vektori nekog Banahovog prostora. Re�i �emo da je x ortogo-
nalan na y, ukoliko za sve skalare λ, µ ∈ C va�i

(1) ||λx + µy|| ≥ ||µy||

Dele�i relaciju (1) sa |λ| (|µ|) vidimo da se definicija ne�e promeniti ukoliko se jedan
od skalara λ ili µ izostavi. Tako�e lako se proverava da je u sluqaju Hilbertovog prostora
relacija (1) ekvivalentna sa

|λ|2 ||x||2 + 2Re λµ 〈x, y〉 ≥ 0,

xto onda za λ = 〈x, y〉, i µ = − ||x||2 postaje

| 〈x, y〉 |2 ||x||2 − 2 ||x||2 | 〈x, y〉 | ≥ 0,
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a to povlaqi da je 〈x, y〉 = 0, to jest ortogonalnost u uobiqajenom smislu. Napomenimo da u
Banahovim prostorima ova relacija ne mora biti simetriqna, xto pokazuje slede�i primer.

Primer 0.1. Posmatrajmo vektore x = (−1, 0) i y = (1, 1) u Banahovom prostoru C2, sa
max-normom. Tada je x ortogonalno na y, jer je

||λx + µy|| = ||(µ− λ, µ)|| = max{|µ− λ|, |µ|} ≥ |µ| = ||µy|| ,

ali y nije ortogonalno na x, jer za na primer λ = 2µ imamo

||λx + µy|| = max{|µ− 2µ|, |µ|} = |µ| < 2|µ| = |λ| = ||λx|| .

Napomena 0.1. Ovakvu ortogonalnost, uveo je �ejms (James R.C.) u radu [8], pa se zbog toga
najqex�e govori o ortogonalnosti u smislu �ejmsa.

Napomena 0.2. Definicija 0.1. poseduje prirodnu geometrijsku interpretaciju. Naime, y
je ortogonalno na x ako i samo ako kompleksna prava {x + λy |λ ∈ C} ne seqe otvorenu loptu
K(0, ||x||), to jest ako i samo ako je ta kompleksan prava tangentna.

Normalno reprezentovani elementarni operatori su ”zakoniti” naslednici normalnih ope-
ratora na Hilbertovom prostoru. Zaista, posmatrajmo skup svih elementarnih operatora. On
je zatvoren u odnosu na sabiraǌe i kompoziciju operatora, i mo�e se pokazati da qini jednu
Banahovu algebru. Ova algebra se mo�e na prirodan naqin snabdeti involucijom. Naime,
za operator Λ(X) =

∑n
j=1 AjXBj definixemo ǌegov uopxteni adjungovani operator sa Λ∗(X) =∑n

j=1 A∗jXB∗
j . Ka�emo uopxteni, zato xto ovakva involucija ne zadovoǉava uslov ||Λ∗Λ|| = ||Λ||2,

pa prema tome Banahova algebra elementarnih operatora sa ovakvom involucijom nije C∗-
algebra. Normalno reprezentovani elementarni operatori, imaju osobinu da komutiraju sa
svojim uopxtenim adjungovanim operatorom. Na�alost to nije normalan operator u pravom
smislu te reqi, jer elementarni operatori ne qine C∗-algebru, pa nemaju sve osobine na koje
smo navikli.

Pokaza�emo da normalno reprezentovani elementarni operatori, pod nekim uslovima pose-
duju osobinu normalnih operatora da su jezgro i slika me�usobno ortogonalni, u ovom uop-
xtenom smislu. Ove qiǌenice bi�e iskorix�ene u qetvrtom delu ovog rada, pri izvo�eǌu
nekih interesantnih posledica.

2. Potpunost zbira slike i jezgra. Normalan operator na Hilbertovom prostoru, pored
osobine da su mu slika i jezgro me�usobno ortogonalni, ima i osobinu da oni (slika i jezgro)
u zbiru razapiǌu qitav prostor. Logiqno pitaǌe je, da li se direktan zbir zatvoreǌa slike,
i jezgra normalno reprezentovanog elementarnog operatora poklapa sa domenom na kome on
dejstvuje. To mo�e biti B(H), ali i neki od ideala kompaktnih operatora. Ovo je va�no i
zbog toga xto je taj problem tesno povezan sa problemom komplementarnosti jezgra.

Jox poqetkom sedamdesetih godina Anderson (Anderson J.) je pokazao da i u najjednostavnijem
sluqaju, to jest sluqaju normalne derivacije, ∆A : B(H) → B(H), to ne mora uvek biti tako.
Naime tada su uvek slika i jezgro me�usobno ortogonalni, ali ǌihov zbir popuǌava qitav
prostor B(H) samo onda kada je spektar operatora A konaqan.

Hipoteza da je takav, u opxtem sluqaju negativan, rezultat posledica neseparabilnosti
prostora B(H), bi�e oborena u ovom radu. Naime pokaza�emo da je odgovor pozitivan u sluqaju
kada je domen normalne derivacije ideal Sp, za 1 < p ≤ ∞, dok va�i negativan rezultat za
p = 1.

3. Uspon elementarnog operatora. Uspon je numeriqka karakteristika operatora, i defin-
ixe se za proizvoǉan linearan operator na bilo kakvom vektorskom prostoru.

Definicija 3.1. Uspon operatora Λ, u oznaci ascΛ, je najmaǌi prirodan broj n takav da je
kerΛn = kerΛn+1. Ukoliko takvog prirodnog broja nema onda je ascΛ = +∞.
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Jasno, ako je ascΛ = 0, onda je kerΛ = ker I = {0}, pa je takav operator 1− 1. Ako je ascΛ = 1
onda slika i jezgro takvog operatora imaju trivijalan presek. Zaista, iz Y ∈ ran Λ ∩ kerΛ
sledi Y = Λ(X), za neko X i Λ(Y ) = 0, to jest Λ(Λ(X)) = 0. Odavde je X ∈ kerΛ2 = kerΛ, pa je
Y = Λ(X) = 0. Va�i i obratno. Ako je Λ 1-1, tada je ascΛ = 0, a ako slika i jezgro operatora
Λ imaju netrivijalan presek, tada je asc Λ ≤ 1.

Pokaza�emo, izme�u ostalog, da je uspon svakog normalno reprezentovanog elementarnog op-
eratora (na B(H)) konaqne du�ine konaqan. Tim pre, na u�im domenima od B(H) on mo�e samo
da se smaǌi.

4. Teoreme tipa Faglida-Patnema. (Fuglede B., Putnam R.C.) Osnovni rezultat u ovom
pravcu je poznata teorema Faglida-Patnema [5], [21]:

Teorema 0.1. Ako su A i B normalni operatori i AX = XB, tada je A∗X = XB∗.
Dokaz. Iz pretpostavke da je AX = XB lako pomo�u indukcije dobijamo da za svaki prirodan

broj n va�i AnX = XBn. Mno�e�i zatim ove jednakosti sa λ
n
/n! i sumiraju�i ih, poqev od

nule, po svim prirodnim brojevima, imamo eλAX = XeλB, za sve kompleksne brojeve λ. Dakle
va�i eλAXe−λB = X. Pomno�imo ovu jednakost sa leva sa e−λA∗ , i sa desna sa eλB∗ . Naravno,
u opxtem sluqaju jednakost eλAe−λA∗ = eλA−λA∗ ne mora biti taqna, ali to ovde obezbe�uje
komutativnost operatora λA i λA∗. Tako je

e2i Im λAXe−2i Im λB = e−λA∗XeλB∗ .

Funkcija ϕ(λ) = e−λA∗XeλB∗ je analitiqka, i kako su operatori e2i Im λA i e−2i Im λB unitarni, to

va�i ||ϕ(λ)|| ≤
∣∣∣
∣∣∣e2i Im λA

∣∣∣
∣∣∣ ||X||

∣∣∣
∣∣∣e−2i Im λB

∣∣∣
∣∣∣ = ||X||, pa je ϕ i ograniqena. Prema teoremi Liuvila

onda sledi da je to konstantna funkcija. Dakle e−λA∗XeλB∗ = ϕ(0) = X, tj. XeλB∗ = eλA∗X.
Diferenciraǌem i zamenom λ = 0 dobijamo tra�enu jednakost. ¤

Dokaz koji je ovde izlo�en potiqe od Rozenbluma [23], pa se ova teorema qesto naziva i
teorema Faglid-Patnem-Rozenbluma.

Ova teorema se mo�e sagledati i na slede�i naqin. Ako su A i B normalni operatori, tada
∆A,B(X) = 0 povlaqi (∆A,B)∗(X) = 0, to jest jezgro normalne derivacije ∆A,B i ǌene uopxtene
adjungovane derivacije (∆A,B)∗ = ∆A∗,B∗ se poklapaju. Pitaǌe koje �emo razmotriti jeste uop-
xteǌe ove teoreme sa normalne derivacije na bilo koji normalno reprezentovan elementarni
operator. Naime, da li iz

∑n
j=1 AjXBj = 0 proizilazi

∑n
j=1 A∗jXB∗

j = 0, pod uslovom da su Aj i
Bj komutiraju�e familije normalnih operatora. Ispostavi�e se da takav rezultat u opxtem
sluqaju nije taqan, ali da ipak va�i pod nekim dodatnim uslovima.
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1. DEFINICIJE I OSNOVNI STAVOVI

Singularni brojevi i unitarno invarijantne norme

Pre nego xto pre�emo na izlagaǌe rezultata, zadr�a�emo se kratko, na nekim va�nijim
definicijama i tvr�eǌima.

Me�u osnovnim je pojam singularnog broja kompaktnog operatora. Za kompaktan operator A,
neka je A = UH ǌegovo polarno razlagaǌe, to jest H = (A∗A)1/2 ≥ 0, i U parcijalna izometrija
sa ran A∗, kao poqetnim i ranA, kao svojim dolaznim potprostorom. Kako je H pozitivan i kom-
paktan to postoji ortonormiran sistem vektora ϕj takav da je Hϕj = λj(H)ϕj, i va�i razlagaǌe
H =

∑+∞
j=1 λj 〈 , ϕj〉ϕj, gde je λj = λj(H) niz sopstvenih vrednosti ure�en u opadaju�i poredak,

a svaka vrednost je ponovǉena onoliko puta kolika je ǌena vixestrukost. (Gde god u daǉem
tekstu bude pisalo opadaju�i niz, misli se na niz sa osobinom λn ≥ λn+1. Naime, autor smatra
da je daleko prikladnije koristiti termine opadaju�i i strogo opadaju�i, umesto nerastu�i
i opadaju�i, respektivno.) Pomno�imo gorǌu jednakost sa leva sa U i imamo

A = UH =
+∞∑

j=1

λj 〈 , ϕj〉Uϕj .

Kako je U parcijalna izometrija, to je ψj = Uϕj tako�e ortonormiran sistem. Brojeve λj(H) =
λj

(
(A∗A)1/2

)
zovemo singularni brojevi operatora A, i oznaqavamo sa sj(A). Tako za A imamo

takozvani Xmitov razvoj

A =
+∞∑

j=1

sj(A) 〈 , ϕj〉ψj .

Singularni brojevi se mogu definisati i za proizvoǉan ograniqen operator. Taqku λ
spektra samoadjungovanog operatora A zovemo taqka esencijalnog spektra, ako je za sve ε > 0
EA(λ−ε, λ+ε)H beskonaqno dimenzionalan podprostor od H. To �e se, jasno, dogoditi ako i samo
ako je λ taqka neprekidnog spektra ili karakteristiqna vrednost beskonaqne vixestrukosti.
Za dati A ∈ B(H) broj s∞(A) definisa�emo kao supremum esencijalnog spektra operatora
|A| = (A∗A)1/2. Napomenimo, jox, da se mo�e pokazati da je s∞(A) jednak normi klase oper-
atora A u Kalkinovoj algebri B(H)/S∞.

U intervalu (s∞(A), +∞) operator |A|, dakle, ima samo izolovane karakteristiqne vrednosti
konaqne vixestrukosti. Od tih taqaka raqunaju�i ǌihovu vixestrukost formira�emo opada-
ju�i niz. Ako je taj niz beskonaqan, onda �emo po definiciji uzeti taj niz za niz {sj(A)}.
Ukoliko je pak konaqan, recimo du�ine N , onda �emo taj niz uzeti za sj(A), kad je 1 ≤ j ≤ N ,
a za j > N stavi�emo sj(A) = s∞(A). U oba sluqaja je to opadaju�i niz koji konvergira ka
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s∞(A). U stvari operator B = A − s∞(A)I − AP , gde je P = E|A|([0, s∞(A)]), je kompaktan i
sj(A) = s∞(A) + sj(B).

Navodimo neke osobine singularnih brojeva.

Teorema 1.1. Za singularne brojeve va�i
(i) sj(A) = sj(A∗)

(ii) sj(AB) ≤ ||A|| sj(B)
(iii) sj(AB) ≤ sj(A) ||B|| .

Dokaz prve teoreme je izostavǉen i mo�e se na�i u [6] stranice 26–28.

Teorema 1.2. Neka je A ∈ B(H) i ε > 0. Tada postoje B ∈ B(H) i ortonormiran sistem {ej} sa
osobinama

(i) ||B −A|| < ε
(ii) B∗B je dijagonalan

(iii) sj(B) = sj(A) za j = 1, 2, . . .
(iv) B∗Bej = sj(A)2ej.
Dokaz. Ako je A kompaktan mo�emo uzeti B = A. Zato pretpostavimo da A nije kompaktan.

Konstrukciju operatora B izvodimo na slede�i naqin. Uzmimo podelu 0 = α0 < α1 < · · · <
αn = s∞(A) intervala [0, s∞(A)] takvu da je maxi(αi+1 − αi) < ε, i oznaqimo Hj = E|A|([αi, αi+1))H
za 0 ≤ j ≤ n − 2, Hn−1 = E|A|([αn−1, αn])H, H∞ = E|A|((αn,+∞))H. Definixemo operator P sa
P |H0 = 0, P |Hj = αj+1IHj za 1 ≤ j ≤ n− 1, P |H∞ = |A|

∣∣
H∞

, i stavimo B = UP , gde je U parcijalna
izometrija iz polarnog razlagaǌa operatora A. Ako je sj(A) > s∞(A), onda je ej odgovaraju�i
sopstveni vektor operatora (A∗A)1/2, a ako je sj(A) = s∞(A) za j > N onda uzmimo da je {ej}+∞j=N+1

neki ortonormiran sistem iz prostora Hn−1. (Ovaj posledǌi sluqaj nastupa jedino kada je H∞
konaqnodimenzionalan). Osobine (i)-(iv) se, sada, direktno proveravaju. ¤

Lema 3.1. [Bine-Koxi] a) Neka je A kvadratna matrica tipa n×n, i neka su B i C pravougaone
matrice tipa n×m, odnosno m× n, takve da je A = BC, pri qemu je n < m < +∞. Tada je

detA =
∑

1≤l1≤l2≤···≤ln≤m

B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
l1 l2 . . . ln
1 2 . . . n

)
,

gde su B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
i C

(
l1 l2 . . . ln
1 2 . . . n

)
, oznake za odgovaraju�e minore.

b) Neka je A kvadratna matrica tipa n×n, i neka su B i C beskonaqne matrice tipa n×+∞,
odnosno +∞× n, takve da je A = BC, pri qemu redovi

∑+∞
l=1 bjlclk konvergiraju za sve j, k. Tada je

detA =
∑

1≤l1≤l2≤···≤ln

B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
l1 l2 . . . ln
1 2 . . . n

)
.

Dokaz. a) Prvi deo Leme je, u stvari, Teorema 33 c) iz kǌige [17].
b) Drugi deo Leme se dokazuje na osnovu prvog graniqnim prelazom. Naime, neka je Bm =

[bjl]nj=1,
m
l=1 i Cm = [clk]ml=1,

n
k=1, i neka je Am = BmCm = [

∑m
l=1 bjlclk]nj,k=1. Zbog konvergencije

redova svaki qlan matrice Am konvergira ka odgovaraju�em qlanu matrice A. Determinanta
je polinomska funkcija od svojih qlanova, i time neprekidna, pa imamo

detA = lim
m→+∞

detAm = lim
m→+∞

∑

1≤l1≤l2≤···≤ln≤m

B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
l1 l2 . . . ln
1 2 . . . n

)
=

=
∑

1≤l1≤l2≤···≤ln<+∞
B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
l1 l2 . . . ln
1 2 . . . n

)
. ¤
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Teorema 1.3. Za bilo koji sistem vektora x1, x2, . . . , xk va�i nejednakost

det [〈Axj , Axk〉]nj,k=1 ≤ s1(A)2s2(A)2 . . . sn(A)2 det [〈xj , xk〉]nj,k=1 .

Dokaz. Uzmimo operator B i ortonormiran sistem {ej} iz Teoreme 1.2. i imamo

〈Bxj , Bxk〉 = 〈B∗Bxj , xk〉 =
+∞∑

l=1

〈B∗Bxj , el〉 〈el, xk〉

=
+∞∑

l=1

s2
l 〈xj , el〉 〈el, xk〉 ,

to jest [〈Bxj , Bxk〉]nj,k=1 = BB∗, gde je B = [sj 〈xk, ej〉]nk=1,
+∞
j=1. Sada, prema Lemi 3.1, imamo

det [〈Bxj , Bxk〉]nj,k=1 =
∑

1≤l1≤···≤ln<+∞
B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)∗

≤s2
1s

2
2 . . . s2

n

∑

1≤l1≤···≤ln<+∞
C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)∗

=s2
1s

2
2 . . . s2

n det[〈xj , xk〉],

gde smo sa B
(

1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
, odnosno C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
oznaqili one minore, koji su do-

bijeni od l1, l2, . . . , ln-te kolone matrice B, odnosno C = [〈xk, ej〉]nk=1,
+∞
j=1.

Rezultat sada sledi na osnovu neprekidnosti determinante jer razlika ||B −A|| mo�e biti
proizvoǉno mala. ¤

Teorema 1.4. (Nejednakost Horna)
∏k

j=1 sj(AB) ≤ ∏k
j=1 sj(A)sj(B) za k = 1, 2, . . .

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo, za svaki ortonormiran sistem {xj}:

det [〈ABxi, ABxj〉]ki,j=1 ≤s2
1(A) . . . s2

k(A) det [〈Bxi, Bxj〉]ki,j=1

≤s2
1(A) . . . s2

k(A)s2
1(B) . . . s2

k(B) det [〈xi, xj〉]ki,j=1

=s2
1(A) . . . s2

k(A)s2
1(B) . . . s2

k(B).

Sada �emo na osnovu Teoreme 1.2, odabrati ortonormiran niz {xj}, tako da bude ispuǌe-
na nejednakost

∣∣∣∣(AB)∗ABxi − s2
i (AB)xi

∣∣∣∣ ≤ δ/n2. U tom sluqaju �e norma razlike matrica
[〈ABxi, ABxj〉]ki,j=1 i diag(si(AB)) biti maǌa od δ. A δ �emo odabrati tako da razlika deter-
minanti bude maǌa ili jednaka od nekog unapred zadatog broja ε. To je mogu�e uraditi zbog
neprekidnosti determinante. Tako �e leva strana gorǌe nejednakosti biti ve�a ili jednaka
od s2

1(AB) . . . s2
k(AB)− ε. Teorema je ovime dokazana jer ε mo�e biti proizvoǉno malo. ¤

Sada �emo pre�i na pojam unitarno invarijantne norme. Neka je J neki dvostrani ideal
u B(H). Norma ||| ||| na J je unitarno invarijantna ako jednakost |||UAV ||| = |||A||| va�i za sve
unitarne operatore U i V iz B(H), i ako je |||A||| = ||A|| = s1(A) za svaki operator A ranga jedan.
Ispostavǉa se da svaka unitarno invarijantna norma zavisi iskǉuqivo od niza sj(A), i da
ima svoj prirodan domen u vidu nekog dvostranog ideala. (Podrazumeva se da je poznato da
nema netrivijalnih dvostranih ideala ve�ih od S∞, niti maǌih od ideala operatora konaqnog
ranga). U stvari, svaka unitarno invarijantna norma generisana je nekom funkcijom Φ na skupu
nizova, sa |||A||| = Φ(s1(A), s2(A), . . . ), koja zadovoǉava osobine

(i) Φ(s) > 0, za s 6= 0
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(ii) Φ(αs) = |α|Φ(s)
(iii) Φ(s + t) ≤ Φ(s) + Φ(t)
(iv) Φ(ξ1, ξ2, . . . ) = Φ(|ξj1 |, |ξj2 |, . . . ) za svaku permutaciju k → jk prirodnih brojeva
(v) Φ(1, 0, 0, . . . ) = 1.
I obratno, svaka takva funkcija generixe neku unitarno invarijantnu normu. Ovakve funk-

cije zovemo simetriqne normiraju�e funkcije, a odgovaraju�e ideale simetriqno normirani
ideali.

Drugi uslov u definiciji unitarno invarijantne norme, koji je u stvari neki uslov nor-
malizacije, izjednaquje na operatorima ranga jedan dve osnovne norme, uniformnu i nuklear-
nu. Uniformna norma definisana na celom B(H) je u stvari uobiqajena operatorska norma
||A|| = sup||x||=1 ||Ax|| = s1(A) = maxj≥1 sj(A). Nuklearna norma je ||A||1 =

∑+∞
j=1 sj(A). ǋen priro-

dan domen je skup onih kompaktnih operatora za koje red
∑+∞

j=1 sj(A) konvergira. Taj skup
oznaqavamo sa S1 i zovemo ideal nuklearnih operatora. Me�u svim unitarno invarijantnim
normama nuklearna je najve�a, a uniformna najmaǌa, to jest za proizvoǉnu unitarno inva-
rijantnu normu va�i nejednakost ||X|| ≤ |||X||| ≤ ||X||1. Samim tim, uniformna norma generixe
najslabiju, a nuklearna najjaqu topologiju.

Skup S1 je va�an i iz drugih razloga. Naime, to je maksimalan skup operatora na kojem je
mogu�e definisati trag. Trag operatora A mo�e biti matriqni, to jest

∑+∞
j=1 〈Aϕj , ϕj〉, za neki

ortonormiran sistem {ϕj}, ili spektralni, zbir svih sopstvenih vrednosti. Osnovni rezultat
o tragovima qini teorema Lidskog, koja tvrdi da je za bilo koji nuklearan operator matriqni
trag konaqan, ne zavisi od izbora ortonormiranog sistema i da je jednak spektralnom tragu.
Na osnovu toga nije texko izvesti da je trag ograniqen linearan funkcional na prostoru S1,
i da mu je norma jednaka jedinici.

Izme�u nuklearne i uniformne norme mogu se interpolirati Xatenove (Schatten R.) p-norme

||A||p =
(∑+∞

j=1 sj(A)p
)1/p

qiji je prirodni domen Sp = {A ∈ S∞| ||A||p < +∞}. Me�u Sp idealima
posebno je interesantan S2 ideal Hilbert-Xmitovih operatora, jer se on mo�e na prirodan
naqin snabdeti skalarnim proizvodom. Naime za A, B ∈ S2 operator AB∗ pripada S1, pa
definicija 〈A,B〉 = tr(AB∗) ima smisla. Norma koja izvire iz ovako definisanog skalarnog
proizvoda je upravo Xatenova 2-norma. Sasvim oqekivan rezultat jeste dualnost izme�u Sp i
Sq (1/p+1/q = 1). Svaki funkcional ϕ ∈ S∗

p jednoznaqno je generisan nekim operatorom Y ∈ Sq

na slede�i naqin, ϕ(X) = tr(XY ). Pri tome va�i ||ϕ||S∗p = ||Y ||Sq
. Pomo�u iste jednakosti

ostvaruje se izomorfizam izme�u S∗
1 i B(H).

Drugi vid interpolacije izme�u nuklearne i uniformne norme qine takozvane Ki Fanove
(Fan Ky) norme ||A||(k) =

∑k
j=1 sj(A). Za ǌihov domen mo�e se uzeti bilo S∞, bilo B(H). Znaqaj

ovih normi ogleda se u slede�em pravilu, koje je poznato pod imenom dominaciono svojstvo Ki
Fana.

Teorema 1.5. Da bi nejednakost |||A||| ≤ |||B||| va�ila za svaku unitarno invarijantnu normu
neophodno je i dovoǉno da je ||A||(k) ≤ ||B||(k) za k = 1, 2, . . .

Dokaz ove teoreme nalazi se u [6], stranica 82.

Spektralno razlagaǌe komutiraju�e familije normalnih operatora

U ovom pododeǉku podseti�emo se nekih qiǌenica vezanih za spektralno razlagaǌe komuti-
raju�e familije normalnih operatora i funkcionalni model. Zbog obiǉa tehniqkih detaǉa
dokazi �e biti izostavǉeni.

Postoje razni oblici spektralne teoreme, u zavisnosti od toga xta se razla�e. To mo�e biti
unitaran operator, neograniqen samoadjungovan, zatim normalan, ali i odre�ene familije. Mi
�emo formulisati spektralnu teoremu za komutiraju�u familiju normalnih operatora, nakon
xto definixemo pojam spektralne mere.

Definicija 1.1. Spektralnom merom nazivamo preslikavaǌe E : M → B(H), gde je M neka
σ-algebra na skupu X, i H neki Hilbertov prostor, ako va�e slede�i uslovi. E(δ)2 = E(δ)∗ = E(δ)
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za svaki skup δ ∈ M (vrednosti su ortoprojektori); E(∅) = 0; E(X) = I (jediniqni operator)
i za svaku prebrojivu familiju disjunktnih skupova va�i E(tδj) =

∑
E(δj), pri qemu red jako

konvergira.

Spektralnu meru, dakle, mo�emo posmatrati kao meru qije vrednosti nisu brojevi, ve�
pozitivni projektori.

Teorema 1.6. (Spektralna teorema) Neka su T1, T2, . . . , Tn ∈ B(H) normalni operatori, koji
dva po dva komutiraju. Tada postoji jedinstvena spektralna mera E na skupu Cn tako da za sve
1 ≤ j ≤ n va�i Tj =

∫
Cn zjdE.

U suxtini spektralna teorema je dijagonalizacija normalnog operatora.
Postoje razliqiti dokazi spektralne teoreme. Jedan naqin, zastupǉen u [34] je zasnovan na

upotrebi Geǉfandove transformacije. Naime, posmatrajmo minimalnu C∗-algebru A (sa je-
dinicom) koja sadr�i sve operatore Tj (a to �e re�i algebru generisanu sa I, Tj i T ∗j ). Prema
prvoj teoremi Geǉfanda-Najmarka, ta je algebra izomorfna algebri neprekidnih funkcija na
prostoru ǌenih maksimalnih ideala. Pokazuje se da je to neki podskup skupa Cn. Tako je
svaka neprekidna funkcija na tom skupu Geǉfandova transformacija Ŝ nekog operatora S ∈ A.
Spektralna teorema tvrdi da je S =

∫
Cn ŜdE za svaki S ∈ A i za pogodno odabranu spek-

tralnu meru E, xto �e re�i da je 〈Sx, y〉 =
∫
Cn Ŝdµx,y, gde je µx,y skalarna mera definisana sa

µx,y(δ) = 〈E(δ)x, y〉. Dokaz se zasniva na teoremi Risa o reprezentaciji pozitivnih funkcionala,
jer zaista, preslikavaǌe Ŝ 7→ 〈Sx, x〉 jeste pozitivan funkcional na skupu neprekidnih funkci-
ja. Prema teoremi Risa postoji jedinstvena Borelova mera µx,x. Pomo�u ǌe polarizacionim
identitetom mogu�e je dobiti mere µx,y i daǉe spektralnu meru E.

Postoji i direktna konstrukcija spektralne mere, bez upotrebe Geǉfandove transformacije
i bez teoreme Risa, i taj pristup je zastupǉen u [31].

Definicija 1.2. Nosaq spektralne mere E iz prethodne Teoreme, naziva se zdru�eni (ili
zajedniqki) spektar n-torke operatora T1, T2, . . . , Tn, i oznaqava sa σ(T1, T2, . . . , Tn) ili σ(T ).

Tako�e va�i i ova teorema.

Teorema 1.7. Svaki operator koji komutira sa svim onim operatorima koji komutiraju sa
svim Tj, mo�e se predstaviti kao integral neke esencijalno ograniqene (u smislu mere E) u
odnosu na spektralnu meru familije operatora Tj.

Relativno neprirodan uslov ”komutira sa svim xto komutira sa svim Tj” mo�e se zameniti
slabijim uslovom komutira sa svim Tj, jedino u sluqaju kada je spektralna mera familije {Tj}
prosta. Ovaj pojam bi�e obrazlo�en nexto kasnije. Me�utim uslov pod navodnicima postaje
mnogo maǌe neprirodan ako uzmemo u obzir Teoremu Nojmana (Neumann J.) o bikomutantu ([33],
Teorema 4.1.5).

Teorema 1.8. (fon Nojmana o bikomutantu) Neka je A neka C∗ podalgebra algebre B(H), Γ(A)
ǌen komutant Γ(A) = {X ∈ B(H) | ∀A ∈ A AX = XA} i Γ(Γ(A)) ǌen bikomutant. Tada se Γ(Γ(A))
podudara sa zatvoreǌem algebre A u jakoj operatornoj topologiji.

Napomena 1.1. Na taj naqin je (komutativna) C∗-algebra izomorfna sa C(K) za neki kompakt
K, dok je fon Nojmanova algebra izomorfna sa L∞(K). Tako se ponegde ka�e da je teorija
C∗-algebri nekomutativna topologija, dok je teorija fon Nojmanovih algebri nekomutativna
teorija mere.

Sada �emo pristupiti opisu konstrukcije funkcionalnog modela. Poznato je da Furijeova
transformacija prevodi operator diferenciraǌa u operator mno�eǌa nezvisnom promenǉivom,
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odnosno da ∂/∂xj Furijeovom transformacijom prelazi u mno�eǌe sa xj (∂/∂xj = F−1Mxj
F ).

Tako�e, poznato je da je Furijeova transformacija unitarno preslikavaǌe prostora L2, tako
da je, u stvari ∂/∂xj unitarno ekvivalentan operatoru Mxj . Uopxteǌe ove proste konstatacije
je konstrukcija funkcionalnog modela, xto, u sluqaju jednog operatora, qini glavu broj 7 u
[31]. Mi �emo dati samo skicu ove konstrukcije.

Teorema 1.9. Neka je spektralna mera E komutiraju�e familije normalnih operatora T1, T2,
. . . , Tn prosta. Tada postoji unitaran operator Φ na prostoru L2(σ(T ), µ) takav da je za svako j
operator Φ−1TjΦ, operator mno�eǌa sa zj. Mera µ je, pri tome, ekvivalentna sa E (definixe
iste skupove mere nula).

Prostota spektralne mere se lako definixe u konaqnodimenzionalnom sluqaju. Naime, tada
je E prosta ako i samo ako operatori Tj nemaju vixestrukih karakteristiqnih vrednosti, sa
zajedniqkim karakteristiqnim vektorom. Tako�e va�i jednostavna karakterizacija: familija
Tj ima prostu spektralnu meru ako i samo ako postoji cikliqni vektor, to jest vektor x, takav
da je L{x, Tjx, T 2

j x, . . . } = H. Zaista, kako Tj qine komutiraju�u familiju normalnih operatora,
mo�e se odabrati takva baza da Tj imaju matrice

Tj =




λ
(j)
1 0 0 . . . 0
0 λ

(j)
2 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ

(j)
n


 .

Ako su svi nizovi {λ(j)
i }m

j=1 me�u sobom razliqiti tada je vektor x = (1, 1, . . . , 1) cikliqni. S

druge strane, ako je, na primer, λ
(j)
1 = λ

(j)
2 , za sve j i x = (x1, x2, . . . , xn), tada se lako vidi da je

vektor (−x2, x1, 0, . . . , 0) ortogonalan na T k
j x za svako k, j.

U beskonaqno dimenzionalnom sluqaju prostota spektralne mere se dosta te�e definixe, ali
va�i ista karakterizacija: Familija Tj ima prostu spektralnu meru ako i samo ako postoji
cikliqni vektor, to jest takav vektor x da je L{x, Tjx, T 2

j x, . . . } = H, i tada va�i gorǌa teorema.
U sluqaju kada familija Tj nema prostu spektralnu meru, tada su tako�e svi Tj unitarno
ekvivalentni operatoru mno�eǌa sa zj, ali ne na L2(σ(T ), µ) ve� na direktnom integralu

(2)
∫ ⊕

σ(T )

G(y)dµ,

gde su prostori G(y) prostori dimenzije strogo ve�e od jedan (kada je dim G(y) = 1 za skoro
svako y tada je integral (2) izomorfan sa L2(σ(T ))). Me�utim, i kada je vixestrukost ve�a,
pokazuje se da je integral (2) izomorfan nekom prostoru L2(Y, µ). Da bi se ovo dokazalo dovoǉno
je znati da je L2(X1, µ1) ⊕ L2(X2, µ2) ∼= L2(X1

⊔
X2, µ1 + µ2), kao i da je L2(X1, µ1, L

2(X2, µ2)) ∼=
L2(X1 × X2, µ1 ⊗ µ2), gde je sa L2(X1, µ1, L

2(X2, µ2)) oznaqen Hilbertov prostor svih funkcija
f : X1 → L2(X2, µ2) takvih da je ||f ||2 =

∫
X1
||f(x)||2L2(X2,µ2)

dµ1(x) < +∞. (Posledǌi izomorfizam
je dat sa f(x)(y) ↔ f(x, y).)

Ovakvim rasu�ivaǌem mo�emo da izvedemo slede�u Teoremu.

Teorema 1.10. Neka je A1, . . . An komutiraju�a familija normalnih operatora. Tada je, do na
unitarnu ekvivalentnost, Aj = Mϕj operator mno�eǌa sa ϕj, na nekom prostoru L2(Y, µ). Mera
µ se mo�e odabrati da bude verovatnosna, to jest µ(Y ) = 1, a skup Y je najvixe prebrojiva
disjunktna unija skupa σ({Aj}) i ǌegovih delova.

Napomena 1.2. Zajedno sa deformacijom prostora od σ(T ) ka Y deformixu se i funkcije zj

u neke koje nemaju lepe osobine.

Kako bismo pojasnili pojam prostote spektralne mere, razmotri�emo i jedan primer.
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Primer 1.1. Neka je A : L2(0, 1) → L2(0, 1) dat sa Af(t) = tf(t), i neka je T : L2(0, 1) ⊕
L2(0, 1) → L2(0, 1) ⊕ L2(0, 1) dat sa T =

[
A 0
0 A

]
. Mo�e se pokazati da je σ(T ) = [0, 1] i da je

vixestrukost spektralne mere operatora T u svakoj taqki jednaka 2, bez obzira xto T nema
nijednu karakteristiqnu vrednost. T je unitarno ekvivalentan (prema gorǌoj konstrukciji)
sa operatorom T̃ : L2([0, 1] ∪ [2, 3]) → T : L2([0, 1] ∪ [2, 3]) datim sa T̃ f(t) = ϕ(t)f(t), gde je ϕ(t) ={

t, 0 ≤ t ≤ 1
t− 2 2 ≤ t ≤ 3 .

Ovo poglavǉe zavrxi�emo slede�om va�nom teoremom.
Teorema 1.11. Neka je A1, A2, . . . , An neka familija normalnih operatora koji dva po dva

komutiraju. Tada postoji normalan operator A, i ograniqene Borelove funkcije f1, f2, . . . , fn,
takve da za sve 1 ≤ j ≤ n va�i fj(A) = Aj.

Dokaz ove teoreme, ali i detaǉi drugog dela ove glave, mogu se prona�i u [30], odeǉak 92
ili [22], odeǉak 130.

Napomena 1.3. Teoremu 1.11 mo�emo i drugaqije dokazati. Naime Teorema 8 iz [24], Glava
14, odeǉak 3, tvrdi da za svaku verovatnosnu Borelovu meru µ na separabilnom metriqkom
prostoru X, postoji Borelov skup X0, µ mere 0, i Y0 ⊆ [0, 1] Lebegove mere 0 i preslikavaǌe
ψ : X → [0, 1], koje je bijekcija, do na skupove X0 i Y0. Ako tu Teoremu primenimo na skup
σ({Aj}) dobi�emo funkciju ψ : σ({Aj}) → R, koja je bijekcija (do na skupove mere nula). Kako
je prostor Y iz Teoreme 1.10 multipliciran skup σ({Aj}), to zakǉuqujemo da postoje funkcija
ϕ : Y → R, i funkcije fj : R → R takve da je ϕj = fj ◦ϕ. Ako stavimo A = Mϕ operator mno�eǌa
sa ϕ na Y , onda smo dokazali Teoremu 1.11, drugaqijim putem nego xto je to ura�eno u [30] i
[22]. Ovo �e biti od naroqite koristi pri dokazu Leme 3.2.

11



12



2. ORTOGONALNOST SLIKE I JEZGRA

Naslov ove glave je unekoliko skra�en. Naime, pored ortogonalnosti slike i jezgra posma-
tra�emo jox i potpunost ǌihovog zbira.

Ortogonalnost

Prvi rezultat u ovom pravcu pripada Andersonu [2], i odnosi se na normalne derivacije.

Teorema 2.1. Neka su T , S ∈ B(H). Ako je operator T izometrija ili normalan, onda iz
TS = ST proizilazi ||TX −XT + S|| ≥ ||S||.

Dokaz ove teoreme izvex�emo u nekoliko koraka, a bi�e nam potrebna i jedna lema.

Lema 2.1. Neka su P1, P2, . . . , Pn me�usobno ortogonalni ortoprojektori (u stvari bitno je
jedino da va�i PiPj = δijPi), i neka su λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn n-torke razliqitih, ne nula,
kompleksnih brojeva, Q1 =

∑n
i=1 λiPi i Q2 =

∑n
i=1 µiPi. Tada se slike preslikavaǌa ∆Q1(X) =

Q1X −XQ1 i ∆Q2(X) = Q2X −XQ2 poklapaju.
Dokaz. Stavimo P0 = I −∑n

j=1 Pj. Lako proveravamo da va�i P 2
0 = P0, i P0Pj = PjP0 = 0 za

j > 0. Ako uzmemo λ0 = µ0 = 0, tada imamo Q1 =
∑n

j=0 λjPj i Q2 =
∑n

j=0 µjPj i onda va�i

∆Q1(X) = Q1XI − IXQ1 =

(
n∑

i=0

λiPi

)
X




n∑

j=0

Pj


−

(
n∑

i=0

Pi

)
X




n∑

j=0

λjPj




=
n∑

i,j=0

(λi − λj)PiXPj ,

i sliqno

∆Q2(X) =
n∑

i,j=0

(µi − µj)PiXPj

Odavde sledi tvr�eǌe, jer je λi − λj 6= 0, µi − µj 6= 0 za i 6= j. ¤

Dokaz Teoreme 2.1. Neka je najpre T izometrija. Ako je ST = TS lako se proverava da va�i

−nTn−1S = TnX −XTn −
n−1∑

i=0

Tn−1−i(TX −XT + S)T i.
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Ako uzmemo normu leve i desne strane dobijamo

n ||S|| = n
∣∣∣∣Tn−1S

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣T
nX −XTn −

n−1∑

i=0

Tn−1−i(TX −XT + S)T i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

≤ ||TnX||+ ||XTn||+
n−1∑

i=0

∣∣∣∣Tn−1(TX −XT + S)T i
∣∣∣∣

≤2 ||X||+ n ||TX −XT + S|| ,
to jest

||S|| ≤ 2
n
||X||+ ||TX −XT + S|| .

Prelaskom na limes kada n te�i ka beskonaqno, dobijamo tra�enu nejednakost.
Neka je sada T samoadjungovan operator i U = (T − iI)(T + iI)−1 ǌegova Kejlijeva transfor-

macija. Poznato je ([31] strana 101) da je U unitaran operator, qiji spektar ne sadr�i taqku 1
(i prema tome izometriqan), i da je T = i(I +U)(I−U)−1, kao i da operatori T i U komutiraju.
Raqunamo:

∆T (X) =(T − iI)X −X(T − iI) = U(T + iI)X −X(T + iI)U

=U(T + iI)X − (T + iI)XU + (T + iI)XU −X(T + iI)U

=∆U ((T + iI)X) + ∆T (XU),

to jest
∆T (X(I − U)) = ∆U ((T + iI)X).

Kako su oba operatora I −U , i T + iI invertibilna, zakǉuqujemo da operatori ∆T i ∆U imaju
istu sliku. Me�utim imaju i isto jezgro, jer kako se mogu napisati jedan kao funkcija od
drugog, to iz TS = ST sledi US = SU i obratno. Sada rezultat sledi na osnovu prethodnog
sluqaja.

Neka je sada T normalan operator. Prema spektralnoj teoremi T se mo�e predstaviti kao
uniformni limes operatora oblika

∑n
i=1 λiE(δi), gde su svi λi razliqiti i δi disjunktni pod-

skupovi spektra operatora T . Zbog toga je dovoǉno dokazati nejednakost
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

(
n∑

i=1

λiE(δi)

)
X −X

(
n∑

i=1

λiE(δi)

)
+ S

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≥ ||S|| .

Me�utim zbog Leme 2.1, skalare λi mogu�e je zameniti nekim razliqitim realnim brojevima
µi, a ST = TS povlaqi da S komutira sa svim spektralnim projektorima, to jest sa svim E(δi).
Rezultat sada sledi jer je operator

∑n
i=1 µiE(δi) samoadjungovan. ¤

Prethodna teorema Andersona oznaqava da je slika operatora ∆T : B(H) → B(H) datog sa
∆T (X) = TX − XT , ortogonalna na ǌegovo jezgro, u smislu Definicije 0.1. Ovu teoremu je
uopxtio Kitaneh [14] (Kittaneh F.), posmatraju�i operatore ∆T : J → J. Drugim reqima Ki-
taneh je uniformnu normu u teoremi Andersona zamenio proizvoǉnom unitarno invarijantnom
normom.

Teorema 2.2. Neka je T normalan operator i TS = ST . Tada TX − XT + S ∈ J povlaqi
|||TX −XT + S||| ≥ |||S||| u svakoj unitarno invarijantnoj normi. Drugim reqima, ran∆T je ortogo-
nalan na ker∆T u svakom simetriqno normiranom idealu J.

Dokaz. Razmotrimo najpre sluqaj, kada je operator T dijagonalan. Tada va�i razlagaǌe
H = ⊕+∞

i=1 ker (T − λiI). U takvoj dekompoziciji predstavimo operatore T , S i X matricama:

T =




λ1I 0 . . .
0 λ2I . . .
...

...
. . .


 ; S =




S11 S12 . . .
S21 S22 . . .
...

...
. . .


 ; X =




X11 X12 . . .
X21 X22 . . .
...

...
. . .



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Iz pretpostavke da je TS = ST proizilazi da sopstveni podprostori operatora T razla�u S,
a to �e re�i da je Sij = 0 za i 6= j. Daǉe prostim raqunom dobijamo

TX −XT + S =




S11 ∗
S22

∗ . . .


 .

Sada koriste�i Teoremu III4.2. iz [6] o ”pinqing” operatoru imamo:

|||TX −XT + S||| =
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣




S11 ∗
S22

∗ . . .




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣




S11 0
S22

0
. . .




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
= |||S||| .

Razmotrimo sada opxti sluqaj. Neka je H1 = ⊕+∞
j=1 ker (T − λjI), gde su λj razliqite sopstvene

vrednosti operatora T i H2 = HªH1. U odnosu na razlagaǌe H = H1⊕H2, predstavimo operatore
T , S i X operatornim dva puta dva matricama:

T =
[

T1 0
0 T2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]
.

S obzirom da je TS = ST , potprostor H1 je invarijantan za S, a po teoremi Faglida-Patnema
je i TS∗ = S∗T , pa je H1 invarijantan i za S∗, to jest H1 razla�e S. Tako je S12 = 0 i S21 = 0.
Dokaza�emo da je S22 tako�e jednako nuli. Da bismo to uradili osloni�emo se na poznatu
drugu Teoremu Geǉfanda-Najmarka, koja tvrdi da je svaka C∗-algebra izometriqki izomorfna
nekoj podalgebri algebre ograniqenih linearnih operatora na nekom Hilbertovom prostoru
([34], Teorema 12.41.)

Iz pretpostavke da je ∆T (X) + S ∈ S∞ izlazi da je ∆T (X) + S = 0 u Kalkinovoj C∗-algebri
B(H)/S∞. Kada primenimo Teoremu 2.1 na B(H)/S∞, kao podalgebru algebre svih ograniqenih
operatora na nekom Hilbertovom prostoru Ĥ (Geǉfand-Najmarkova Teorema) dobijamo S = 0 u
B(H)/S∞, to jest S ∈ S∞, pa je time i S22 = (PH2SPH2)

∣∣
H2
∈ S∞. Kako je T2S

∗
22S22 = S∗22S22T2 i T2

nema ne nula sopstvenih vrednosti, nema ih ni S∗22S22. Znaqi S∗22S22 je kompaktan samoadjungovan
operator koji nema ne nula sopstvenih vrednosti, a jedini takav je 0. Dakle S∗22S22 = 0, to jest
S22 = 0.

Sada se dokaz jednostavno zavrxava, jer koriste�i dokazan specijalan sluqaj imamo:

|||TX −XT + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

T1X11 −X11T1 + S11 ∗
∗ ∗

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≥ |||T1X11 −X11T1 + S11||| ≥ |||S11||| = |||S||| ,

qime je teorema u potpunosti dokazana. ¤

Ova teorema, dakle, uopxtava teoremu Andersona, tako xto proxiruje klasu normi. Slede-
�ih nekoliko teorema (Keqki�) [10]) proxiruje klasu operatora.

Teorema 2.3. Neka su A i B komutiraju�i normalni operatori, takvi da je A∗A+B∗B > 0 (to
jest kerA ∩ kerB = {0}). Tada, ukoliko je ASB = BSA, onda je

|||AXB −BXA + S||| ≥ |||S||| ,

u svakoj unitarno invarijantnoj normi. Drugim reqima slika operatora E(X) = AXB − BXA
ortogonalna je na ǌegovo jezgro.

Dokaz. Dokaz �emo sprovesti u tri koraka.
(i) Neka je, za poqetak, B invertibilan operator. Tada jednakosti ASB = BSA i AB = BA

povlaqe AB−1S = SAB−1, pa prema Teoremi 2.2, primeǌenoj na operatore AB−1, S i BXB
imamo

|||AXB −BXA + S||| =
∣∣∣∣∣∣AB−1(BXB)− (BXB)AB−1 + S

∣∣∣∣∣∣ ≥ |||S||| .
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(ii) Neka je sada B ”1− 1” operator. Neka je ∆n = {z ∈ C | |z| ≤ 1/n} i Pn = I −EB(∆n), gde je
EB(∆n) odgovaraju�i spektralni projektor. Niz Pn je, jasno, rastu�i niz projektora, i on jako
konvergira ka projektoru na minimalni podprostor, koji sadr�i slike svih projektora Pn, a
to �e re�i ka I − EB({0}), xto je u stvari I, zbog toga xto je B ”1 − 1”. Time niz operatora
PnSPn jako (a dovoǉno je i slabo) konvergira ka S. Kako A i B komutiraju i pri tome su
normalni, to PnH razla�e A. Tako, u odnosu na razlagaǌe H = PnH⊕ (I − Pn)H imamo

B =
[

B
(n)
1 0
0 B

(n)
2

]
; A =

[
A

(n)
1 0
0 A

(n)
2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]
,

pri qemu je B
(n)
1 invertibilan, xto se lako vidi, jer mu spektar ne sadr�i disk ∆n. Sada je

prema prethodnom sluqaju

|||AXB −BXA + S||| ≥ |||Pn(AXB −BXA + S)Pn||| =∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣A(n)

1 X11B
(n)
1 −B

(n)
1 X11A

(n)
1 + S11

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≥ |||S11||| = |||PnSPn||| .

Uzimaju�i supremum imamo supn |||PnSPn||| < +∞, i PnSPn → S, slabo, pa se prema Lemi
III5.1. iz [6] zakǉuquje da S ∈ J, i |||S||| ≤ supn |||PnSPn||| ≤ |||AXB −BXA + S|||.

(iii) Najzad, neka je kerB ∩ kerA = {0}. Razlo�imo prostor H na ortogonalnu sumu kerB ⊕
(kerB)⊥. Normalnost operatora A i B i AB = BA obezbe�uju da oni imaju slede�e blok-
matrice u odnosu na ovo razlagaǌe

B =
[

0 0
0 B1

]
; A =

[
A0 0
0 A1

]
,

pri qemu su operatori B1 i A0 1 − 1, a s obzirom na normalnost i slike su im guste. Ako
stavimo

X =
[

X11 X12

X21 X22

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
,

onda raqun pokazuje da je

AXB −BXA =
[

0 A0X12B1

−B1X21A0 A1X22B1 −B1X22A1

]
,

a ista struktura va�i i za ASB−BSA, pa ako je ASB = BSA, tada je A0S12B1 = 0, −B1S21A0 = 0,
odakle je S12 = 0, S21 = 0, i A1S22B1 = B1S22A1. Sada na osnovu teoreme o ”pinqing” operatoru

|||AXB −BXA + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 A0X12B1

−B1X21A0 A1X22B1 −B1X22A1 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 0
0 A1X22B1 −B1X22A1 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ .

Da bismo sada zavrxili dokaz na osnovu prethodnog sluqaja, dovoǉno je dokazati da iz |||X||| ≤
|||Y ||| za svaku unitarno invarijantnu normu proizilazi |||X ⊕ Z||| ≤ |||Y ⊕ Z||| za svaku unitarno
invarijantnu normu, a to je taqno, jer za Ki Fanove norme imamo

||X ⊕ Z||(n) = ||X||(k) + ||Z||(n−k) ≤ ||Y ||(k) + ||Z||(n−k) ≤ ||Y ⊕ Z||(n) .

Ovime je dokaz zavrxen. ¤

Uslov kerA ∩ kerB = {0} je od esencijalnog znaqaja, xto pokazuje slede�i primer.
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Primer 2.1. Neka su α, β, γ realni brojevi, α > 0, i operatori A, B, X, S definisani na
Hilbertovom prostoru C4 matricama

B∗ = A =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1/2
0 0 1/2 1


 ; X =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 β 0
0 0 0 0


 ; S =




1 1 γ −γ
1 1 −γ γ
0 0 α 0
0 0 0 α


 .

Lako se izraqunava da je ASB −BSA = ASA∗ −A∗SA = 0, i da je

Q = AXB −BXA + S =




1 1 γ −γ
1 1 −γ γ
0 0 α β
0 0 β α


 ;

S∗S =
[

2 2
2 2

]
⊕

[
2γ2 + α2 −2γ2

−2γ2 2γ2 + α2

]
; Q∗Q =

[
2 2
2 2

]
⊕

[
2γ2 + α2 + β2 2αβ − 2γ2

2αβ − 2γ2 2γ2 + α2 + β2

]
.

Tako su karakteristiqne vrednosti λj(S∗S) nule polinoma((λ − 2)2 − 4)((λ − 2γ2 − α2)2 − 4γ4) =
λ(λ−4)(λ−α2−4γ2)(λ−α2), dok su karakteristiqne vrednosti λj(Q∗Q) nule polinoma ((λ−2)2−
4)((λ− 2γ2 − α2 − β2)− (2αβ − 2γ2)2) = λ(λ− 4)(λ− α2 − 2αβ − β2)(λ− 4γ2 − α2 − β2 + 2αβ). Kako za
svaki operator T vredi sj(T ) = λj(T ∗T )1/2 to zakǉuqujemo da se niz sj(S) sastoji od brojeva 0,
2, α,

√
α2 + 4γ2, a niz sj(AXB −BXA + S) od brojeva 0, 2, |α + β|,

√
4γ2 + (α− β)2.

Sada za β = 1/2 α, γ =
√

αβ, α ≥ 4/3 nalazimo

||AXB −BXA + S||
||S|| =

3α/2
α
√

3
=
√

3
2

< 1,

a za β = −α, γ = α
√

2

||AXB −BXA + S||1
||S||1

=
2 + α2

√
3

2 + 4α
→
√

3
2

< 1 (kad α →∞).

Dakle, nejednakost ||AXB −BXA + S|| ≥ ||S|| u opxtem sluqaju, ne mo�e se posti�i, ni u uni-
formnoj, ni u nuklearnoj normi.

Me�utim, mogu�e je dobiti sliqnu, ali nexto slabiju nejednakost, koja tako�e mo�e da se
iskoristi.

Teorema 2.4. Neka su A i B normalni operatori, takvi da je AB = BA, i S ∈ B(H) takav da
je ASB = BSA. Tada je

(i) |||AXB −BXA + S||| ≥ (1/3) |||S||| u svakoj unitarno invarijantnoj normi;
(ii) ||AXB −BXA + S||p ≥ 2−|1−2/p| ||S||p;

(iii) U Hilbert-Xmitovoj normi je ||AXB −BXA + S||22 = ||AXB −BXA||22 + ||S||22 .

Za dokaz ove teoreme bi�e nam potrebne dve jednostavne leme. Druga od ǌih je preuzeta iz
rada [15].

Lema 2.2.
a) Ako za potprostore X, Y nekog Banahovog prostora va�i ||x + y|| ≥ ||y||, za sve x ∈ X, y ∈ Y ,

onda za sve x ∈ X, y ∈ Y va�i ||x + y|| ≥ (1/2) ||x||;
b) Ako za potprostore X, Y nekog Banahovog prostora va�i ||x + y|| ≥ (1/2) ||x||, za sve x ∈ X,

y ∈ Y , onda za sve x ∈ X, y ∈ Y va�i ||x + y|| ≥ (1/3) ||y||.
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Dokaz. Imamo ||x|| = ||x + y − y|| ≤ ||x + y|| + ||y|| ≤ 2 ||x + y||, i sliqno ||y|| = ||y + x− x|| ≤
||y + x||+ ||x|| ≤ 3 ||y + x||. ¤

Lema 2.3. Ako neki kompaktan operator T ima matriqno predstavǉaǌe T = [Tij ]2i,j=1 u odnosu
na neko ortogonalno razlagaǌe Hilbertovog prostora H, onda va�e nejednakosti:
a) 2p−2

∑2
i,j=1 ||Ti,j ||pp ≤ ||T ||pp ≤

∑2
i,j=1 ||Ti,j ||pp, za 1 ≤ p ≤ 2;

b)
∑2

i,j=1 ||Ti,j ||pp ≤ ||T ||pp ≤ 2p−2
∑2

i,j=1 ||Ti,j ||pp, za 2 ≤ p.

Dokaz. Poznate Klarkson-MekKartijeve nejednakosti glase

2p−1(||R||pp + ||S||pp) ≤ ||R + S||pp + ||R− S||pp ≤ ||R||pp + ||S||pp , za 1 ≤ p ≤ 2,

odnosno
||R||pp + ||S||pp ≤ ||R + S||pp + ||R− S||pp ≤ 2p−1(||R||pp + ||S||pp), za 2 ≤ p.

Neka je sada unitaran operator U zadat sa U =
[

I 0
0 −I

]
. U tom sluqaju je UTU∗ =

[
T11 −T12

−T21 T22

]
, pa se lako proverava da je ||T ||pp = ||UTU∗||pp, ||T + UTU∗||pp = 2p(||T11||pp + ||T22||pp),

||T − UTU∗||pp = 2p(||T12||pp + ||T21||pp), i sada rezultat lako sledi, ako u Klarkson-MekKartijeve
nejednakosti stavimo R = T , S = UTU∗. ¤

Dokaz Teoreme 2.4. Neka je H = H1 ⊕ H2; H1 = kerA ∩ kerB; H2 = H⊥1 , i neka su

A =
[

0 0
0 A2

]
; B =

[
0 0
0 B2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]

odgovaraju�e matriqne reprezentacije. U prostoru H2 je kerA2 ∩ kerB2 = {0}. Primeǌuju�i
Lemu 2.2 i Teoremu 2.3 imamo

|||AXB −BXA + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≥

≥ |||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||| ≥
≥(1/2) |||A2X22B2 −B2X22A2||| = (1/2) |||AXB −BXA||| .

Jox jedna primena Leme 2.2 dokazuje taqku (i).
Da bismo dokazali taqku (ii) poqiǌemo istim nizom nejednakosti i primeǌujemo Lemu 2.3

dva puta i Teoremu 2.3. Za 1 ≤ p ≤ 2 je:

||AXB −BXA + S||pp =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

p

≥

≥2p−2
(
||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||pp

)
≥

≥2p−2
(
||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||S22||pp

)
≥ 2p−2 ||S||pp ,

a za 2 ≤ p < +∞ je

||AXB −BXA + S||pp =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

p

≥

≥ ||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||pp ≥
≥ ||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||S22||pp ≥ 22−p ||S||pp .
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Prema tome ||AXB −BXA + S||pp ≥ 2−|2−p| ||S||pp, xto je ekvivalentno sa (ii). Ako je p = 2, onda
(ii) postaje ||E(X) + S||2 ≥ ||S||2, xto povlaqi (iii) (videti komentar posle Definicije 0.1.) ¤

Teorema koja sledi, i koja je laka posledica prethodne dve, uopxtava teoremu Andersona na
normalno reprezentovane elementarne operatore du�ine dva, to jest na preslikavaǌa oblika
Λ(X) = AXB + CXD, gde su A, B, C, D normalni operatori takvi da je AC = CA i BD = DB.
Daǉe uopxteǌe ovakvih teorema na operatore ve�e du�ine, kako �e se videti kasnije, nije
mogu�e.

Teorema 2.5. Ako su A, B, C, D normalni operatori takvi da je AC = CA, BD = DB, Λ(X) =
AXB + CXD, i Λ(S) = 0, tada je
(a) |||Λ(X) + S||| ≥ (1/3) |||S|||
(b) ||Λ(X) + S||p ≥ 2−|1−2/p| ||S||p
(c) ||Λ(X) + S||22 = ||Λ(X)||22 + ||S||22
(d) Nejednakost |||Λ(X) + S||| ≥ |||S||| va�i pod dodatnom pretpostavkom da je A∗A + C∗C > 0 i

B∗B + D∗D > 0, to jest kerA ∩ kerC = kerB ∩ kerD = {0}
Dokaz. Posmatrajmo operatore

Ã =
[

A 0
0 D

]
; B̃ =

[−C 0
0 B

]
; S̃ =

[
0 S
0 0

]
; X̃ =

[
0 X
0 0

]

na Hilbertovom prostoru H⊕ H. Lako vidimo da je

ÃX̃B̃ − B̃X̃Ã =
[

0 AXB + CXD
0 0

]
; ÃB̃ − B̃Ã =

[
CA−AC 0

0 DB −BD

]
,

pa uslovi AC = CA, BD = DB povlaqe ÃB̃ = B̃Ã, a Λ(S) = 0 povlaqi ÃS̃B̃ − B̃S̃Ã = 0. Sada
je dovoǉno primeniti Teoremu 2.4 da bi dobili tvr�eǌa (a), (b) i (c), i Teoremu 2.3 da bismo
dobili tvr�eǌe (d). ¤

Potpunost zbira slike i jezgra

Pomo�u prethodnih pet teorema pokazali smo da u odre�enom smislu normalno reprezento-
vani elementarni operatori du�ine dva, zadr�avaju osobinu normalnih operatora da je slika
ortogonalna na jezgro. Druga osobina normalnih operatora, koja upotpuǌuje prethodnu jeste
qiǌenica da slika i jezgro uvek razapiǌu qitav prostor. Postavǉa se pitaǌe da li se i
ta osobina mo�e preneti na normalno reprezentovane elementarne operatore. Me�utim, is-
postavǉa se, kako je pokazao Anderson [2], da ve� u najjednostavnijem sluqaju, to jest u sluqaju
normalne derivacije, tako nexto va�i samo pod veoma specijalnim okolnostima, taqnije ako je
spektar operatora T konaqan.

Teorema 2.6. Neka je T normalan operator i ∆T (X) = TX −XT . Va�i B(H) = ran∆T ⊕ ker∆T

ako i samo ako T ima konaqan spektar.
Dokaz. Neka su λ1, . . . , λn razliqite ne nula sopstvene vrednosti operatora T . Tada je

T =
∑n

i=1 λiPi, gde su Pi uzajamno ortogonalni ortoprojektori. U odnosu na razlagaǌe H =
⊕n

i=1(PiH)⊕ H0 (H0 = (⊕n
i=1PiH)⊥) imamo

T =




λ0 0
λ1

. . .
0 λn


 ,
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pri qemu je λ0 = 0. Neka je, u odnosu na isto razlagaǌe prostora H, X = [ Xij ]ni,j=0. Imamo

TX = XT = diag(λj) [Xij ]
n
ij=0 − [Xij ]

n
ij=0 diag(λj) =




0 −λ1X01 . . . −λnX0n

λ1X10 0 . . . (λ1 − λn)X1n

. . . . . . . . . . . .
λnXn0 (λn − λ1)Xn1 . . . 0


 ,

i jasno ker∆T =








X00 0 . . . 0
0 X11 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Xnn




∣∣∣∣Xii ∈ B(Hi)




, pa je jasno da va�i qak i vixe B(H) =

ran∆T ⊕ ker∆T .
Doka�imo drugi deo tvr�eǌa, to jest pretpostavimo da T ima beskonaqan spektar. Konstrui-

sa�emo izometriqan operator V koji �e biti ortogonalan i na sliku i na jezgro operatora
∆T . U tom ciǉu razlikujemo dva sluqaja.

1. T ima samo konaqno mnogo sopstvenih vrednosti. Neka je P0 ortoprojektor na (zatvaraǌe)
linearnog omotaqa svih sopstvenih vektora, i neka je T ′ = (I−P0)T (I−P0). Spektar σ(T ′) je, kako
lako vidimo, beskonaqan i ne sadr�i sopstvene vrednosti, pa mo�emo odabrati Koxijev niz
λn ∈ σ(T ′)\σp(T ) razliqitih brojeva. Neka je daǉe rn = infm 6=n |λn − λm| > 0, i δn = D(λn; rn/3).
Diskovi δn su me�usobno disjunktni, pa su prema tome odgovaraju�i spektralni projektori
En = ET (δn) me�usobno ortogonalni. Jasno dim EnH = +∞. Neka je Un : EnH → En+1H neki
unitaran operator (H je separabilan). Definixemo sada izometriju V na slede�i naqin. Za
x ∈ EnH stavimo V x = Unx, i produ�imo po linearnosti na ⊕nEnH, a za x ∈ (⊕nEnH)⊥ stavimo
V x = x.

2. Neka T ima beskonaqno mnogo sopstvenih vrednosti. Niz svih sopstvenih vrednosti je
naravno ograniqen i ima konvergentan podniz, oznaqimo ga sa {λn}, a sa {xn} oznaqimo niz
odgovaraju�ih jediniqnih sopstvenih vektora, to jest vektora takvih da je Txn = λnxn. Neka
je Hn = Lxn, En = PHn , H0 = (⊕Hn)⊥. Definixemo izometriju V sa V xn = xn+1, i V x = x za
x ∈ H0. Brojevi rn zadr�avaju isto znaqeǌe kao i u prethodnom sluqaju.

Kada smo konstruisali izometriju V prelazimo na raqun, koji je u oba sluqaja isti. Uzmimo
α = ||V −∆T (X)− S||, gde S komutira sa T , a samim tim i sa svim spektralnim projektorima.
Specijalno En+1SEn = SEn+1En = 0, odakle imamo

α = ||En+1|| ||V −∆T (X)− S|| ||En|| ≥ ||En+1V En − En+1∆T (X)En|| ,

to jest

1− α ≤ 1− ||TEn+1XEn − En+1XEnT − En+1V En|| ≤
≤ 1− |1− ||TEn+1XEn − En+1XEnT || | =

= ||TEn+1XEn − En+1XEnT || ≤
≤ ||TEn+1XEn − λn+1En+1XEn||+

||λn+1En+1XEn − λnEn+1XEn||+ ||λnEn+1XEn − En+1XEnT || ≤
≤ rn+1

3
||En+1XEn||+ |λn+1 − λn| ||En+1XEn||+ rn

3
||En+1XEn|| ≤

(
rn+1 + rn

3
+ |λn+1 − λn|

)
||X|| → 0 kad n →∞

pa je α ≥ 1, to jest ||V −∆T (X)− S|| ≥ 1 = ||V ||. Tako je za bilo koje S i X, operator ∆T (X) + S
ortogonalan na V . Ovo je kraj dokaza. ¤

U [10] i [13] postavǉeno je slede�e pitaǌe: Da li se mo�e dobiti rezultat ran∆T ∩S∞ ⊕
(ker∆T ∩S∞) = S∞, to jest da li operator ∆T posmatran na prostoru S∞ ima navedenu oso-
binu da se domen derivacije, odnosno S∞ mo�e razlo�iti na ortogonalnu sumu jezgra i slike.
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I vixe od toga, da li je J = ran∆T ∩ J⊕ (ker∆T ∩ J), gde je J separabilan simetriqno normiran
ideal, i gde je zatvoreǌe uzeto u smislu norme u J, to jest ukoliko je J takav da je skup
operatora konaqnog ranga svuda gust u J, kao i da li takve osobine ima i operator Λ(X) =
AXB + CXD.

Kako �emo upravo videti, odgovor na to pitaǌe je pozitivan, ali uz ve�a ograniqeǌa. Naime
neophodno je da ideal J pored toga xto je separabilan, bude jox i refleksivan i da ima strogo
konveksan dual. Specijalno, odgovor je pozitivan za Sp, gde je 1 < p ≤ +∞, dok je u sluqaju
ideala S1 dat negativan rezultat.

Pre nego xto izvedemo ova tvr�eǌa neophodno je da se upoznamo sa tehnikom Gatoovog izvoda
u Banahovim prostorima. Naime, ortogonalnost u smislu �ejmsa tesno je povezana sa tangent-
nim prostorima jediniqne lopte i sa Gatoovim izvodom

Definicija 2.1. Vektor x je glatka taqka sfere S(0, ||x||) ako postoji jedinstven funkcional
oslonca, to jest funkcional Fx ∈ X∗, takav da je Fx(x) = ||x|| i ||Fx|| = 1.

Navodimo osnovni Stav koji povezuje ove pojmove. ǋegov dokaz naveden je u radu [8].

Stav 2.1. Ako postoji Gatoov izvod norme u taqki x, to jest ako postoji graniqna vred-
nost lim

R3t→0

||x+ty||−||x||
t , tada je ona jednaka Re Fx(y), gde je Fx funkcional iz prethodne definicije.

Xtavixe, u tom sluqaju je y ortogonalno na x ako i samo ako je Fx(y) = 0.

Poznato je, da je u Banahovom prostoru X, qiji je dualni prostor X∗ strogo konveksan, svaka
ne nulta taqka, glatka taqka odgovaraju�e sfere. Za detaǉe videti [1] i reference tamo.

Tehnika Gatoovog izvoda korix�ena je izme�u ostalog u [16] i [19], da bi se okarakterisali
operatori na koje je slika derivacije ortogonalna. U tim radovima pa�ǌa je bila usmerena
ka Sp idealima za p > 1, i ka glatkim taqkama u S1 i S∞, kao u slede�em stavu, preuzetom iz
[16].

Stav 2.2. Neka je A ograniqen operator na Hilbertovom prostoru. Slika derivacije δA orto-
gonalna je na operator S = U |S| u Sp ako i samo ako je AS̃ = S̃A, gde je S̃ = U |S|p−1.

Glatke taqke u prostorima S1 i S∞, okarakterisao je Holub (Holub J.R.) [7].

Stav 2.3. Operator X je glatka taqka odgovaraju�e sfere u prostoru S1 ako i samo ako je X
injektivan ili je X∗ injektivan. Operator X je glatka taqka odgovaraju�e sfere u prostoru S∞
ako i samo ako dosti�e normu na jedinstvenom vektoru (do na kompleksni skalar).

Tehnika uobiqejnog Gatoovog izvoda pokazala se, me�utim, nemo�na kada je u pitaǌu neka
”�oxkasta” taqka. U radovima [11] i [12] razvijana je tehnika delimiqnog Gatoovog izvoda ili
kra�e ϕ-Gatoovog izvoda. Pomo�u ǌe dati su neophodni i dovoǉni uslovi za ortogonalnost
vektora y, iz proizvoǉnog Banahovog prostora X, na vektor x (u smislu �ejmsa), u terminima
ϕ-Gatoovog izvoda. Kada se ti uslovi primene na konkretne prostore S1 i S∞ dobijaju se
jednostavne karakterizacije. Pomo�u ǌih, izvodimo posledice vezane za potpunost zbira slike
i jezgra normalne derivacije. Ovim temama posve�en je ostatak ove glave, a ve�ina materijala
preuzeta je iz [11] i [12].

Stav 2.4. Neka su x i y vektori nekog Banahovog prostora, i neka je ϕ ∈ [0, 2π).
a) Funkcija αϕ,x,y : R → R, data sa αϕ,x,y(t) = ||x + teiϕy|| je konveksna;

b) Graniqna vrednost lim
t→0+

||x+teiϕy||−||x||
t jednaka je desnom izvodu funkcije αϕ,x,y u taqki nula, i

uvek postoji.
Dokaz. a) Imamo αϕ,x,y(θt + (1− θ)s) = ||θx + (1− θ)x + θteiϕy + (1− θ)seiϕy|| ≤ θ||x + teiϕy||+ (1−

θ)||x + seiϕy|| = θαϕ,x,y(t) + (1− θ)αϕ,x,y(s);
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b) Oqigledno. ¤

Definicija 2.2. Neka je (X, || ||) proizvoǉan Banahov prostor. ϕ-Gatoov izvod norme u taqki
x, i u pravcu vektora y je Dϕ,x(y) = lim

t→0+

||x+teiϕy||−||x||
t .

Stav 2.5. a) Dϕ,x je subaditivan, pozitivno homogen funkcional na X;
b) Dϕ,x(eiθy) = Dϕ+θ,x(y);
v) |Dϕ,x(y)| ≤ ||y||.
Dokaz. a) Imamo ||x+teiϕ(y1 +y2)|| ≤ ||x/2+teiϕy1||+ ||x/2+teiϕy2||, i uzimaju�i limes dobijamo

Dϕ,x(y1 + y2) = lim
t→0+

||x+teiϕ(y1+y2)||−||x||
t ≤ lim

t→0+

||x+2teiϕy1||+||x+2teiϕy2||−2||x||
2t = Dϕ,x(y1) + Dϕ,x(y2), xto

dokazuje subaditivnost. Pozitivna homogenost je oqigledna;
b) Oqigledno;
v) Dovoǉno je uoqiti da je

∣∣ ||x + teiϕy|| − ||x||
∣∣ ≤ ||x + teiϕy − x|| = t||y||. ¤

Jednostavna, prethodna konstrukcija omogu�uje nam da okarakterixemo ortogonalnost u
smislu �ejmsa, u svim Banahovim prostorima (bez obzira na glatkost) preko ϕ-Gatoovog izvo-
da.

Teorema 2.7. Vektor y ortogonalan je na x u smislu �ejmsa ako i samo ako je inf
ϕ

Dϕ,x(y) ≥ 0.

Dokaz. Doka�imo najpre ”samo ako” deo tvr�eǌa. Zaista, neka je y ortogonalno na x u smislu
�ejmsa, to jest neka za sve λ ∈ C va�i ||x + λy|| ≥ ||x||. Tada je ||x+teiϕy||−||x||

t ≥ 0 za sve t > 0, i
prelaze�i na limes dobijamo Dϕ,x(y) ≥ 0 za proizvoǉno ϕ.

Doka�imo sada drugi, ”ako”, deo tvr�eǌa. Realan broj ||x+teiϕy||−||x||
t , predstavǉa nagib

prave koja seqe funkciju αϕ,x,y u taqkama 0 i t, i on je, zbog konveksnosti funkcije αϕ,x,y uvek
ve�i ili jednak od desnog izvoda te funkcije u nuli, to jest od Dϕ,x(y), xto je po pretpostavci
uvek ve�e ili jednako od nule. Odatle lako dobijamo da je za sve ϕ i sve t, ||x+teiϕy|| ≥ ||x||. ¤

Napomena 2.1. Mo�emo razumeti smisao prethodne Teoreme, ako je posmatramo iz drugog
ugla. Naime, y je ortogonalno na x ako i samo ako konveksna funkcija αx,y(t) dosti�e minimum
u koordinatnom poqetku.

Pogledajmo, sada, primere dva klasiqna Banahova prostora, koji oba imaju ve�i broj taqaka
koje nisu glatke.

Primer 2.2. U prostoru L1(X, µ) funkcija g je ortogonalna na f , u smislu �ejmsa ako i

samo ako je
∣∣∣
∫
{f 6=0} e−iθ(t)g(t)dµ(t)

∣∣∣ ≤
∫
{f=0} |g(t)|dµ(t), gde je f(t) = |f(t)|eiθ(t).

Zaista, u prostoru L1 va�i Dϕ,f (g) = Re
{∫

{f 6=0} eiϕe−iθ(t)g(t)dµ(t)
}

+
∫
{f=0} |g(t)|dµ(t), jer je

lim
ρ→0+

|f(t) + ρeiϕg(t)| − |f(t)|
ρ

=
{

cos(ϕ− θ(t) + ψ(t))|g(t)|, f(t) 6= 0
|g(t)|, f(t) = 0

(pri qemu je g(t) = |g(t)|eiψ(t)), a tako�e i
∣∣∣ |f(t)+ρeiϕg(t)|−|f(t)|

ρ

∣∣∣ ≤ |g(t)|. Tako, dobijamo g⊥f ako i

samo ako je inf
ϕ

Re
{∫

{f 6=0} eiϕe−iθ(t)g(t)dµ(t)
}

+
∫
{f=0} |g(t)|dµ(t) ≥ 0. Me�utim, infimum �e biti

dostignut za ono ϕ, za koje je eiϕ
∫
{f 6=0} e−iθ(t)g(t)dµ(t) = −

∣∣∣
∫
{f 6=0} e−iθ(t)g(t)dµ(t)

∣∣∣, i rezultat sledi.

Primer 2.3. U prostoru c0, y = (ην) je ortogonalno na x = (ξν) ako i samo ako ne postoji
otvoren ugao D = {z |α < arg z < β}, uz β − α < π, takav da je ξνην ∈ D za sve one ν za koje va�i
|ξν | = ||x||.
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Neka su k1, k2, . . . , kn svi oni indeksi, za koje je |ξkj
| = ||x||, i neka je δ > 0 realan broj

takav da je sup
ν 6=kj

|ξν | = ||x|| − δ. Sada, za t < δ
2||y|| imamo: za ν = kj |ξν + teiϕην | ≥ ||x|| − δ/2,

i za ν 6= kj |ξν + teiϕην | ≤ ||x|| − δ/2. Tako je ||x + teiϕy|| = max
1≤j≤n

|ξkj
+ teiϕηkj

|, xto povlaqi

Dϕ,x(y) = lim
t→0+

||x+teiϕ||−||x||
t = ||x|| lim

t→0+

max
1≤j≤n

|1+teiϕηkj
/ξkj

|−1

t = max
1≤j≤n

Re{eiϕe−iθkj ηkj
}, uzimaju�i u

obzir da za sve n-torke kopleksnih brojeva va�i

lim
t→0+

max{|1 + tz1|, |1 + tz2|, . . . , |1 + tzn|} − 1
t

=

= max
{

lim
t→0+

|1 + tz1| − 1
t

, lim
t→0+

|1 + tz2| − 1
t

, . . . , lim
t→0+

|1 + tzn| − 1
t

}
= max{Re z1, Re z2, . . . , Re zn}.

Dakle imamo: y je ortogonalno na x ako i samo ako je inf
ϕ

max
ν=kj

Re eiϕe−iθν ην ≥ 0. To daǉe, znaqi

da skup {ξ̄kj
ηkj

| 1 ≤ j ≤ n} pri svakoj rotaciji, za ugao ϕ, seqe zatvorenu desnu poluravan, a to
je ekvivalentno tome da ne postoji otvoren ugao D = {z |α < arg z < β}, uz β − α < π, takav da je
ξνην ∈ D za sve one ν za koje va�i |ξν | = ||x||.

Sada �emo izvesti karakterizaciju ortogonalnosti u smislu �ejmsa u prostorima S1, B(H)
i S∞, ali �e nam za to biti potrebno nekoliko tehniqkih Lema. Kako bi izbegli dvosmisle-
nost, usvoji�emo dogovor, da je pri svakom polarnom razlagaǌu S = U |S|, nekog ograniqenog
operatora S, operator U parcijalna izometrija iz ranS∗ u ran S, odnosno da je U |ker S = 0.

Lema 2.4. Neka su X i Y nuklearni operatori, i neka su X = U |X| i X +tY = Vt|X +tY | polarna
razlagaǌa operatora X i X + tY , neka je Q projektor na jezgro operatora X∗, i neka je {χj} neki
ortonormiran sistem, potpun u kerX. Tada je:

a) Vtnx → Ux, jako, za sve x ∈ ranX∗, i za neki niz tn → 0+. Tako�e, V ∗
tn

x → U∗x, jako, za sve
x ∈ ranX, i za isti niz tn → 0+.

b) lim
n→+∞

∑
j

〈
V ∗

tn
(I −Q)Y χj , χj

〉
= 0.

Dokaz. a) Neka je {ej} neki potpun ortonormiran sistem u H. Za svako j, familija {Vtej | t > 0}
je ograniqena, pa postoji niz t

(j)
n → 0, takav da V

t
(j)
n

ej konvergira slabo. I vixe od toga, putem
dijagonalizacije, zakǉuqujemo da postoji niz tn → 0 takav da Vtnej konvergira slabo za sve j, i
prema tome Vtn slabo konvergira. Neka V0 oznaqava slabi limes niza Vtn . Sada, za sve y, z ∈ H
imamo 〈Vtn |X + tnY |z, y〉 = 〈(X + tnY )z, y〉. Kako X + tnY jako konvergira (qak i uniformno) ka
X, a |X + tnY | jako konvergira ka |X|, to prelaze�i na limes dobijamo 〈V0|X|z, y〉 = 〈Xz, y〉 =
〈U |X|z, y〉 za sve z, y ∈ H. Na taj naqin je V0x = Ux za sve x ∈ ran |X|. Kako je ran |X| svuda
gust u ran X∗, zakǉuqujemo da Vtn slabo konvergira ka Ux za sve x ∈ ran X∗. Xtavixe, ta
konvergencija je i jaka. Zaista, neka je x proizvoǉan vektor iz ranX∗. Tada postoji z ∈ H
takav da je x = |X|z. Znamo da Vtn |X + tnY |z slabo te�i ka Ux. Ali, Vtn |X + tnY |z = (X + tnY )z
xto jako te�i ka Xz = Ux. Tako Vtn |X + tnY |z jako te�i ka Ux. Sada imamo ||Vtnx − Ux|| ≤
||Vtn(|X|z − |X + tnY |z)||+ ||Vtn |X + tnY |z −Xz||, xto te�i ka nuli kad n te�i ka beskonaqno.

Kako Vtn slabo te�i ka V0, to i V ∗
tn
, slabo te�i ka V ∗

0 . Prelaze�i na limes, u jednakosti
〈|X + tnY |z, y〉 =

〈
V ∗

tn
(X + tnY )z, y

〉
, zakǉuqujemo da je V ∗

0 = U∗ na skupu ranX. Dakle V ∗
tn

slabo
te�i ka U∗ na potprostoru ran X. Da je ta konvergencija i jaka uveri�e nas, sliqno kao i
malopre nejednakost ||V ∗

tn
x−U∗x|| ≤ ||V ∗

tn
(Xz−(X + tnY )z)||+ ||V ∗

tn
(X + tnY )z−|X|z||, gde je Xz = x.

b) Neka je P ortoprojektor na jezgro operatora X. Na osnovu a) imamo da PV ∗
tn

(I−Q)Y P jako
konvergira ka PU∗(I−Q)Y P , pa prema Teoremi III.6.3 iz [6], PV ∗

tn
(I−Q)Y P te�i ka PU∗(I−Q)Y P

u nuklearnoj normi, jer je Y nuklearan operator. Me�utim,
∑
j

〈
V ∗

tn
(I −Q)Y χj , χj

〉
je upravo trag

nuklearnog operatora PV ∗
tn

(I−Q)Y P i prema tome te�i ka tragu operatora PU∗(I−Q)Y P . Ali
PU∗ = 0, pa je dokaz zavrxen. ¤
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Kra�i dokaz dela a) prethodne Leme, i ujedno i jaqi rezultat sugerisao je prof. Joci�.

Lema 2.4’. Neka su X i Y nuklearni operatori, i neka su X = U |X| i X + tY = Vt|X + tY |
polarna razlagaǌa operatora X i X + tY . Tada ||(V ∗

t − U∗)X|| i ||(Vt − U)X|| te�e ka nuli kada
t → 0+.

Dokaz. Poznato je da za pozitivne operatore A i B va�i nejednakost ||A1/2 − B1/2|| ≤ || |A −
B|1/2||, ([9] ili [3]). Ako u tu nejednakost umesto A i B uvrstimo |A|2, odnosno |B|2 imamo || |A|−
|B| ||2 ≤ || |A|2−|B|2|| = ||A∗A−B∗B|| = || 12 ((A∗−B∗)(A+B)+(A∗+B∗)(A−B))|| ≤ ||A−B|| ||A+B||.
Iz ove nejednakosti sledi da || |X + tY | − |X| || → 0, kad t → 0.

Sada imamo ||(V ∗
t −U∗)X|| = ||V ∗

t (X + tY )−U∗X− tV ∗
t Y || ≤ || |X + tY |− |X| ||+ t||Y || → 0, a tako�e

i ||(Vt − U)X|| = ||Vt|X + tY | − U |X| + Vt|X| − Vt|X + tY | || = ||X + tY − X + Vt(|X| − |X + tY |)|| ≤
t||Y ||+ || |X| − |X + tY | || → 0, to jest lim

t→0
||(V ∗

t − U∗)X|| = 0 i lim
t→0

||(Vt − U)X|| = 0. ¤

Napomena 2.2. Jasno je da je Lema 2.4’ uopxteǌe Leme 2.4 a), jer za sve x = Xz ∈ ran X,
va�i ||V ∗

t x − U∗x|| ≤ ||(V ∗
t − U∗)X|| ||z||. Tako�e, za sve x = X∗z ∈ ran X∗ va�i ||Vtx − Ux|| ≤

||(Vt − U)X∗|| ||z||. Jednostavan argument neprekidnosti uveri�e nas da se rezultat sa ran X,
odnosno ran X∗ produ�uje na zatvoreǌa ran X i ranX∗.

Lema 2.5. Neka je A ograniqen operator, qija (uobiqajena) norma ne prevazilazi jedinicu, i

neka je {ϕj} proizvoǉan ortonormiran sistem. Tada, imamo ||X||1 ≥
∣∣∣∣
∑
j

〈AXϕj , ϕj〉
∣∣∣∣.

Dokaz. Zaista |∑
j

〈AXϕj , ϕj〉 | ≤ | tr(AX)| ≤ ||A||∞||X||1 ≤ ||X||1. ¤

Lema 2.6. Neka je {ϕj} neki ortonormiran sistem (ne obavezno potpun) u H.
a) Za proizvoǉan vektor f ∈ H, i za svako ε > 0, postoji vektor f ′, takav da je ||f − f ′|| < ε i∑
j | 〈f ′, ϕj〉 | < +∞.
b) Skup F = {A ∈ S1 |

∑
j ||Aϕj || < +∞} je gust u S1.

Dokaz. a) Neka je f = f1 + f2, f1 ∈ L{ϕj}, f2⊥L{ϕj}. Kako je ||f1||2 =
∑

j | 〈f1, ϕj〉 |2, to postoji
n0, sa osobinom

∑
j>n0

| 〈f1, ϕj〉 |2 < ε2. Stavimo f ′ =
∑

j≤n0
〈f1, ϕj〉ϕj + f2. Imamo

∑
j | 〈f ′, ϕj〉 | =∑

j≤n0
| 〈f1, ϕj〉 | < +∞, a tako�e i ||f − f ′||2 = ||∑j>n0

〈f1, ϕj〉ϕj ||2 =
∑

j>n0
| 〈f1, ϕj〉 |2 < ε2.

b) Neka je Y ∈ S1, i neka je Z =
N∑

k=1

σk 〈 , fk〉 gk (0 < σk+1 ≤ σk, fk, gk ortonormirani sistemi)

operator konaqnog ranga, za koji va�i ||Y −Z||1 < ε/2. Prema prethodnom delu tvr�eǌa, postoje

vektori f ′k, takvi da je
∑

j | 〈f ′k, ϕj〉 | < +∞, i ||fk − f ′k|| < ε/(2kσk). Neka je A =
N∑

k=1

σk 〈 , f ′k〉 gk.

Imamo ||A− Z||1 = ||∑N
k=1 σk 〈 , fk − f ′k〉 gk|| ≤

∑N
k=1 σk||fk − f ′k|| ≤ ε/2, i prema tome ||A− Y || < ε.

Sa druge strane
∑

j ||Aϕj || ≤
N∑

k=1

∑
j ||σk 〈ϕj , f

′
k〉 gk|| =

N∑
k=1

σk

∑
j | 〈ϕj , f

′
k〉 | < +∞. ¤

Lema 2.7. Neka su X i Y samoadjungovani operatori, X ≥ 0 i 0 < ε < ||X||, 0 < δ < 1/4
fiksirani brojevi i ||Y || ≤ εδ. Neka je daǉe Hε = EX(||X|| − ε, ||X||)H, gde je EX spektralna mera
operatora X, i Hε,γ = {f ∈ H | f = f1 + f2, f1 ∈ Hε, f2 ∈ H⊥ε , ||f2|| ≤ γ||f1||}. Tada je ||X + Y || =

sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈(X + Y )ϕ,ϕ〉, gde je γ =
√

2δ/(1− 4δ).

Dokaz. Kako je X + Y samoadjungovan to je ||X + Y || = sup
||ϕ||=1

〈(X + Y )ϕ,ϕ〉. Neka je β > 0

proizvoǉno, i neka je ϕ takav jediniqni vektor da je 〈(X + Y )ϕ,ϕ〉 ≥ ||X + Y || − β. Dovoǉno je
dokazati da ϕ pripada skupu Hε,γ, za dovoǉno malo β.

Zaista, neka je ϕ = ϕ1 + ϕ2, ϕ1 ∈ Hε, ϕ2 ∈ H⊥ε . Tada je 〈(X + Y )ϕ,ϕ〉 = 〈(X + Y )ϕ1, ϕ2〉 +
〈(X + Y )ϕ2, ϕ2〉+ 2 Re 〈(X + Y )ϕ1, ϕ2〉. Uzimaju�i u obzir da je 〈Xϕ1, ϕ2〉 = 0 i ||ϕ1||2 + ||ϕ2||2 = 1
imamo i

〈(X + Y )ϕ1, ϕ1〉 ≤ ||X + Y || ||ϕ1||2
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〈(X + Y )ϕ2, ϕ2〉 ≤ (||X|| − ε + εδ)||ϕ2||2 = (||X|| − (1− δ)ε)||ϕ2||2

2 Re 〈(X + Y )ϕ1, ϕ2〉 ≤ 2εδ||ϕ1|| ||ϕ2||,
pa odatle dobijamo

||X + Y || − β ≤ 〈(X + Y )ϕ, ϕ〉 ≤ ||X + Y || ||ϕ1||2 + (||X|| − (1− δ)ε)||ϕ2||2 + 2εδ||ϕ1|| ||ϕ2||,

to jest
||X + Y || ||ϕ2||2 ≤ β(||ϕ1||2 + ||ϕ2||2) + (||X|| − (1− δ)ε)||ϕ2||2 + 2εδ||ϕ1|| ||ϕ2||

odnosno
(||X + Y || − ||X||+ (1− δ)ε)||ϕ2||2 ≤ (β + εδ)(||ϕ1||2 + ||ϕ2||2),

a kako je ||X + Y || ≥ ||X|| − εδ, to je ((1− 3δ)ε− β)||ϕ2||2 ≤ (β + εδ)||ϕ1||2, to je

||ϕ2||2
||ϕ1||2 ≤

β + εδ

(1− 3δ)ε− β
≤ 2εδ

(1− 4δ)ε
=

2δ

1− 4δ
= γ2,

za β < εδ, xto je i trebalo dokazati. ¤

Lema 2.8. Neka su A, B i C samoadjungovani operatori i neka su A i C pozitivni. Neka je jox
Hε = EA(||A|| − ε, ||A||)H, gde je EA spektralna mera operatora A. Tada je

lim sup
t→0+

||A + tB + t2C|| − ||A||
t

≤ sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε

〈Bϕ,ϕ〉 .

Dokaz. Prema Lemi 2.7, je

||A + tB + t2C|| = sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈
(A + tB + t2C)ϕ,ϕ

〉 ≤

||A||+ t sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Bϕ, ϕ〉+ t2 sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Cϕ, ϕ〉 ,

za dovoǉno malo t, pri qemu Hε,γ oznaqava isti skup, kao i u Lemi 2.7. Odatle je

lim sup
t→0+

||A + tB + t2C|| − ||A||
t

≤ lim sup
t→0+

(
sup

||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Bϕ, ϕ〉+ t sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Cϕ, ϕ〉
)

=

= sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Bϕ,ϕ〉 .

Kako je γ proizvoǉno, to je i

lim sup
t→0+

||A + tB + t2C|| − ||A||
t

≤ inf
γ

sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Bϕ, ϕ〉 .

Sada se jox treba osloboditi broja γ. Za jediniqni vektor ϕ ∈ Hε,γ postoji jediniqni vektor
ψ ∈ Hε takav da je ||ϕ−ψ||2 ≤ 2(1−1/

√
1 + γ2). (Dovoǉno je uzeti ψ = ϕ1/||ϕ1||, gde je ϕ = ϕ1 +ϕ2,

ϕ1 ∈ Hε, ϕ2 ∈ H⊥ε .) Tada je 〈Bϕ,ϕ〉 = 〈B(ϕ− ψ), ϕ〉 + 〈Bψ,ϕ− ψ〉 + 〈Bψ,ψ〉 ≤ 2||B|| ||ϕ − ψ|| +
sup

||ψ||=1,ψ∈Hε

〈Bψ,ψ〉 ≤ sup
||ψ||=1,ψ∈Hε

〈Bψ, ψ〉 + 2
√

2||B||
√

1− 1/
√

1 + γ2. Odnosno sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε,γ

〈Bϕ, ϕ〉 ≤

sup
||ψ||=1,ψ∈Hε

〈Bψ,ψ〉+ 2
√

2||B||
√

1− 1/
√

1 + γ2, odakle rezultat sledi uzimaju�i infimum po svim

pozitivnim γ. ¤
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Lema 2.9. Neka su X i Y ograniqeni operatori. Tada je

lim
t→0+

||X + tY || − ||X||
t

≤ 1
||X|| sup

||ϕ||=1,ϕ∈Hε

Re 〈Y ϕ, Xϕ〉 ,

gde je Hε = EX∗X((||X|| − ε)2, ||X||2)H.
Dokaz. Zaista primeǌuju�i Lemu 2.8, imamo:

lim
t→0+

||X + tY || − ||X||
t

= lim
t→0+

||X + tY ||2 − ||X||2
t(||X + tY ||+ ||X||) =

=
1

2||X|| lim
t→0+

||X∗X + t(Y ∗X + X∗Y ) + t2Y ∗Y || − ||X∗X||
t

≤

≤ 1
2||X|| sup

ϕ∈Hε,||ϕ||=1

〈(Y ∗X + X∗Y )ϕ,ϕ〉 =

=
1

||X|| sup
ϕ∈Hε,||ϕ||=1

Re 〈Y ϕ, Xϕ〉 . ¤

Sada smo u poziciji da okarakterixemo ortogonalnost u smislu �ejmsa u prostorima S1,
B(H) i S∞.

Teorema 2.8. Neka su X, Y ∈ S1. Tada va�i lim
t→0+

||X+tY ||1−||X||1
t = Re{tr(U∗Y )} + ||QY P ||1, gde

je X = U |X| polarno razlagaǌe operatora X, P = Pker X , Q = Pker X∗ .
Dokaz. Neka je X =

∑
j

sj 〈 , ϕj〉ψj Xmitov razvoj operatora X, i neka je χj neki potpun

ortonormiran sistem u kerX. Neka je, daǉe, V |QY P | polarno razlagaǌe operatora QY P . Ope-
ratori V i U su skoncentrisani na me�usobno ortogonalnim prostorima, pa je ||U + V || = 1.
Osim toga, va�i V ϕj = 0 i Uχj = 0, pa primeǌuju�i Lemu 2.5 na operator U + V imamo:

1
t
{||X + tY ||1 − ||X||1} =

1
t



||X + tY ||1 −

∑

j

sj



 ≥

≥ 1
t




∣∣∣∣∣∣
∑

j

〈U∗(X + tY )ϕj , ϕj〉+
∑

j

〈V ∗(X + tY )χj , χj〉
∣∣∣∣∣∣
−

∑

j

sj


 ,

Daǉe
1
t
{||X + tY ||1 − ||X||1} ≥

≥ 1
t

{∣∣∣∣∣
∑

j

〈|X|ϕj , ϕj〉+ t
∑

j

〈U∗Y ϕj , ϕj〉+
∑

j

〈V ∗(X + tY )χj , χj〉
∣∣∣∣∣

−
∑

j

sj

}
=

=
1
t





∣∣∣∣∣∣
∑

j

sj + t


∑

j

〈U∗Y ϕj , ϕj〉+
∑

j

〈V ∗Y χj , χj〉



∣∣∣∣∣∣
−

∑

j

sj



 .

Ali, kako je V ∗Q = V ∗ i Pχj = χj posledǌi izraz jednak je

1
t





∣∣∣∣∣∣
∑

j

sj + t


∑

j

〈U∗Y ϕj , ϕj〉+
∑

j

〈V ∗QY Pχj , χj〉



∣∣∣∣∣∣
−

∑

j

sj





=

∣∣∣∑j sj + t (tr(U∗Y ) + ||QY P ||1)
∣∣∣−∑

j sj

t
−→ Re (tr(U∗Y ) + ||QY P ||1) ,

26



i prema tome lim
t→0+

||X+tY ||1−||X||1
t ≥ Re (tr(U∗Y )) + ||QY P ||1.

Obratnu nejednakost izvex�emo za Y ∈ F = {A ∈ S1 |
∑

j ||Aϕj || < +∞}. To je dovoǉno

jer �emo time dobiti dva subaditivna neprekidna funkcionala Y 7→ lim
t→0+

||X+tY ||1−||X||1
t i Y 7→

Re tr(U∗Y ) + ||QY P ||1, koji se poklapaju na skupu F , koji je, prema Lemi 2.6, svuda gust u S1.
Tako�e, u daǉem tekstu, gde god stoji Vt kad t → 0+, misli se na Vtn kad n → +∞, gde je tn
niz iz Leme 2.4. (Prelazak na podniz je korektan, jer zbog Stava 2.4 b) limes koji razmatramo
uvek postoji.) Kao prvo imamo

1
t
{||X + tY ||1 − ||X||1} =

=
1
t





∑

j

〈|X + tY |ϕj , ϕj〉+
∑

j

〈|X + tY |χj , χj〉 −
∑

j

sj



 .(3)

Me�utim

1
t

∑

j

〈|X + tY |χj , χj〉 =
1
t

∑

j

〈V ∗
t (X + tQY )χj , χj〉+

∑

j

〈V ∗
t (I −Q)Y χj , χj〉 ,

a tako�e i

||QY P ||1 ≥
∣∣∣∣∣∣
∑

j

〈V ∗
t QY Pχj , χj〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

j

〈V ∗
t QY χj , χj〉

∣∣∣∣∣∣
=

=
1
t

∣∣∣∣∣∣
∑

j

〈V ∗
t (X + tQY )χj , χj〉

∣∣∣∣∣∣
,

tako da je realan broj 1
t

∑
j

〈|X + tY |χj , χj〉 jednak zbiru jednog kompleksnog broja modula maǌeg

ili jednakog od ||QY P ||1, i drugog kompleksnog broja, qiji je moduo, za t dovoǉno malo, maǌi ili
jednak od ε (Lema 2.4 b)). Tako, za t dovoǉno malo, dobijamo 1

t

∑
j

〈|X + tY |χj , χj〉 ≤ ||QY P ||1+ε. S

druge strane, prema Jensenovoj nejednakosti primeǌenoj na integraciju u odnosu na spektralnu
meru imamo:

∑

j

〈|X + tY |ϕj , ϕj〉 ≤
∑

j

√
〈|X + tY |2ϕj , ϕj〉 =

=
∑

j

√
s2

j + 2t Re 〈Y ϕj , sjψj〉+ t2||Y ϕj ||2
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i primeǌuju�i (3)

1
t
{||X + tY ||1 − ||X||1} ≤

≤
∑

j

√
s2

j + 2t Re 〈Y ϕj , sjψj〉+ t2||Y ϕj ||2 −
∑

j sj

t
+ ||QY P ||1 + ε =

=
∑

j

√
s2

j + 2tRe 〈Y ϕj , sjψj〉+ t2||Y ϕj ||2 − sj

t
+ ||QY P ||1 + ε =

=
∑

j

t2 Re 〈Y ϕj , sjψj〉+ t2||Y ϕj ||2
t
(√

s2
j + 2t Re 〈Y ϕj , sjψj〉+ t2||Y ϕj ||2 + sj

) + ||QY P ||1 + ε −→

−→
∑

j

Re 〈Y ϕj , ψj〉+ ||QY P ||1 + ε =

=
∑

j

Re 〈Y ϕj , Uϕj〉+ ||QY P ||1 + ε =

= Re (tr U∗Y ) + ||QY P ||1 + ε.

Graniqni prelaz pod znakom sume, opravdan je nejednakox�u
∣∣∣∣

t2 Re〈Y ϕj ,sjψj〉+t2||Y ϕj ||2
t(
√

s2
j
+2t Re〈Y ϕj ,sjψj〉+t2||Y ϕj ||2+sj)

∣∣∣∣ ≤
|2Re 〈Y ϕj , ψj〉 |+ ||Y ϕj ||. Rezultat sada sledi, jer ε mo�e biti proizvoǉno malo. ¤

Napomena 2.3. Prof. Joci� sugerisao je kra�i dokaz prvog dela ove Teoreme. Pokazujemo
prvo, da je operator U∗ + PV ∗Q norme maǌe ili jednake od jedan. Naime, kako je U∗Q = 0 i
PU∗ = 0, to je ||(U∗ + PV ∗Q)f ||2 = ||((I − P )U∗(I − Q) + PV ∗Q)f ||2 ≤ ||U∗(I − Q)f ||2 + ||V ∗Qf ||2 ≤
||(I−Q)f ||2 + ||Qf ||2 = ||f ||2. Tako, prema Lemi 2.5, imamo ||X +tY ||1 ≥ | tr((U∗+PV ∗Q)(X +tY ))| =
| tr(U∗X + tU∗Y + PV ∗QX + tPV ∗QY )| = | ||X||1 + t(tr(U∗Y ) + ||QY P ||1| ≥ ||X||1 + t(Re tr(U∗Y ) +
||QY P ||1), odakle jednostavno izlazi lim

t→0+

||X+tY ||1−||X||1
t ≥ Re tr(U∗Y ) + ||QY P ||1.

Posledica 2.1. Operator Y je ortogonalan na operator X u prostoru S1 ako i samo ako je
| tr(U∗Y )| ≤ ||QY P ||1.

Dokaz. Prema Teoremi 2.7, Y je ortogonalno na X ako i samo ako je inf
ϕ

Dϕ,X(Y ) ≥ 0. Me�utim,

po Teoremi 2.8, va�i inf
ϕ

Dϕ,X(Y ) = inf
ϕ

Re
(
eiϕ tr(U∗Y )

)
+||QY P ||1, pa rezultat dobijamo, biraju�i

najpodesnije ϕ. ¤

Sada prelazimo na prostor B(H).

Teorema 2.9. Operator Y ortogonalan je na operator X u prostoru B(H) u smislu �ejmsa ako i
samo ako postoji niz jediniqnih vektora ϕn takav da ||Xϕn|| → ||X|| i 〈Y ϕn, Xϕn〉 → 0 kad n →∞.

Dokaz. Neka postoji niz sa naznaqenim osobinama i neka je λ ∈ C proizvoǉan. Tada je ||X +
λY ||2 ≥ ||(X + λY )ϕn||2 = ||Xϕn||2 + 2Re λ 〈Y ϕn, Xϕn〉+ |λ|2||Y ϕn||2 ≥ ||Xϕn||2 + 2Re λ 〈Y ϕn, Xϕn〉 →
||X||2 kada n → +∞.

Doka�imo drugi smer. Neka je Y ortogonalno na X u smislu �ejmsa. Tada za svako θ ∈ [0, 2π)
va�i lim

t→0+

||X+teiθY ||−||X||
t ≥ 0, pa je prema Lemi 2.9, za svako θ ∈ [0, 2π)

(4) sup
||ϕ||=1,ϕ∈Hε

Re eiθ 〈Y ϕ, Xϕ〉 ≥ 0.

No kako je {〈Y ϕ,Xϕ〉 | ||ϕ|| = 1, ϕ ∈ Hε} u stvari numeriqki rang operatora X∗Y na potprostoru
Hε, to je on, po teoremi Teplica-Hausdorfa konveksan. To onda znaqi da je uslov (4) ekviva-
lentan tome da zatvoreǌe tog numeriqkog ranga sadr�i nulu, to jest da postoji ϕ ∈ Hε takav
da je | 〈Y ϕ, Xϕ〉 | < ε. Uzimaju�i da ε prolazi skup 1/N dobijamo tra�eni niz. ¤
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Prostor S∞ je potprostor prostora B(H), sa nasle�enom normom, pa u ǌemu va�i ista karak-
terizacija ortogonalnosti, kao i u B(H). Me�utim, ako se posmatraju kompaktni operatori X
i Y , tada se mo�e izraqunati ϕ-Gatoov izvod.

Teorema 2.10. Neka su X, Y ∈ S∞. Tada imamo lim
t→0+

||X+tY ||∞−||X||∞
t = max

f∈Φ,||f ||=1
Re 〈U∗Y f, f〉,

gde je X = U |X|, i Φ karakteristiqni potprostor operatora |X| u odnosu na sopstvenu vrednost
s1.

Dokaz. Kao prvo, prema Lemi 2.9, imamo

lim
t→0+

||X + tY ||∞ − ||X||∞
t

≤ 1
||X|| sup

f∈Hε,||f ||=1

Re 〈Y f,Xf〉 .

Ako je X kompaktan operator, tada je Hε = Φ, za ε dovoǉno malo. S druge strane

1
2||X|| lim

t→0+

||X∗X + t(X∗Y + Y ∗X) + t2Y ∗Y || − s2
1

t
≥

≥ 1
2||X|| lim

t→0+

max
f∈Φ,||f ||=1

〈
(X∗X + t(X∗Y + Y ∗X) + t2Y ∗Y )f, f

〉− s2
1

t
=

=
1

2||X|| lim
t→0+

max
f∈Φ,||f ||=1

[〈(X∗Y + Y ∗X)f, f〉+ t 〈Y ∗Y f, f〉] =

=
1

||X|| max
f∈Φ,||f ||=1

Re 〈Y f,Xf〉 = max
f∈Φ,||f ||=1

Re 〈U∗Y f, f〉 ,

odakle sledi rezultat. ¤

Posledica 2.2. U prostoru S∞ slede�a tri uslova su me�usobno ekvivalentna:
(i) Y je ortogonalno na X u smislu �ejmsa;

(ii) inf
0≤ϕ<2π

max
f∈Φ,||f ||=1

Re eiϕ 〈U∗Y f, f〉 ≥ 0, gde je X = U |X| i Φ potprostor gde |X| dosti�e normu;

(iii) Postoji vektor f ∈ Φ takav da je Y f⊥Xf .
Dokaz. Ekvivalencija izme�u (i) i (ii) sledi iz Teorema 2.7 i 2.10. Me�utim, uslov (ii) nam

govori da je numeriqki rang operatora U∗Y |Φ ima takav polo�aj u kopleksnoj ravni da sadr�i
najmaǌe jednu vrednost sa pozitivnim realnim delom pri svakoj rotaciji oko nule, to jest
da nije sadr�an ni u kakvoj otvorenoj poluravni, qija granica sadr�i koordinatni poqetak.
Ali prema Teoremi Teplica-Hausdorfa numeriqki rang je konveksan skup, a kako je Φ konaqno
dimenzionalan prostor, to je on i zatvoren. Posledǌi uslov je, dakle, ekvivalentan uslovu da
numeriqki rang operatora U∗Y sadr�i nulu. Kako vektori Uf i Xf imaju uvek isti pravac,
zakǉuqujemo da je (iii) ekvivalentno sa (ii). ¤

Primeni�emo sada dobijene karakterizacije ortogonalnosti da bismo dobili neke pozitivne
i neke negativne rezultate, vezane za elementarne operatore du�ine dva.

U uvodnom poglavǉu upoznali smo se sa uopxtenim adjungovanim elementarnim operatorom.
Ma�utim, da bismo pokazali rezultate koji slede potrebno je da se upoznamo i sa konjugovanim
operatorom na dualnom prostoru datog ideala J. Podsetimo se da je dualni prostor proizvoǉ-
nog separabilnog simetriqno normiranog ideala J, izometriqki izomorfan nekom drugom si-
metriqno normiranom idealu J∗, pri qemu operatoru Y odgovara funkcional ϕY (X) = tr(XY ).
Mogu�e je i eksplicitno odrediti ideal J∗. (Detaǉi se mogu na�i u [6], glava III, odeǉak 11.)
Zbog toga �emo u daǉem tekstu poistovetiti dualni prostor i ideal J∗, premda su elementi
prvog prostora funkcionali, a drugog operatori.

Stav 2.6. Neka je J neki separabilan ideal kompaktnih operatora, i neka je Λ : J → J elemen-
taran operator dat sa Λ(X) =

∑n
j=1 AjXBj. Tada ǌegov konjugovan operator Λ∗ : J∗ → J∗ ima

oblik Λ∗(Y ) =
∑n

j=1 BjY Aj.
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Dokaz. Imamo ϕY (Λ(X)) = tr(Λ(X)Y ) = tr(
∑n

j=1 AjXBjY ) = tr(X
∑n

j=1 BjY Aj) = tr(XΛ∗(Y )) =
ϕΛ∗(Y )(X). ¤

Posmatrajmo proizvoǉan separabilan ideal kompaktnih operatora J, takav da je J∗ strogo
konveksan. Iz stroge konveksnosti duala sledi da za sve X ∈ J postoji jedinstven operator
X̃ ∈ J∗ takav da je X̃(X) = ||X|| i ||X̃|| = 1. Ako je, jox, J refleksivan tada je preslikavaǌe
X 7→ X̃, X̃ = ω(X) bijekcija (i tako�e involucija) jediniqnih sfera prostora J i J∗. Xtavixe,
Y je ortogonalno na X u prostoru J ako i samo ako je X̃(Y ) = 0.

Teorema 2.11. Neka je J refleksivan ideal u B(H) takav da je J∗ strogo konveksan, i neka je
Λ : J → J elementaran operator dat sa Λ(X) =

∑n
j=1 AjXBj. Tada je ranΛ ortogonalno (u smislu

�ejmsa) na operator S ako i samo ako va�i ω(S) = S̃ ∈ kerΛ∗, pri qemu Λ∗ oznaqava konjugovan
operator.

Dokaz. Uzimaju�i u obzir Stavove 2.1 i 2.6, imamo da je ranΛ⊥S, xto povlaqi da za sve
X ∈ J va�i S̃(Λ(X)) = 0, odnosno (Λ∗(S̃))(X) = 0, za sve X, i prema tome Λ∗(S̃) = 0. ¤

Napomena 2.4. Teorema 2.11 je opxti rezultat i va�i u proizvoǉnom Banahovom prostoru.

Teorema 2.12. Neka J zadovoǉava pretpostavke prethodne Teoreme, i neka je Λ : J → J elemen-
taran operator dat sa Λ(X) = AXB + CXD, gde su A, B, C i D normalni operatori takvi da
va�i AC = CA, BD = DB i A∗A + C∗C > 0, B∗B + D∗D > 0. Tada je ranΛ ortogonalno na S ako i
samo ako je S ∈ kerΛ.

Dokaz. U Teoremi 2.5, dokazali smo da je slika takvog elementarnog operatora ortogonalna
na ǌegovo jezgro, pa prema tome i prema prethodnoj Teoremi imamo slede�i niz implikacija:

Λ(S) = 0 ⇒ ∀X ∈ J |||Λ(X) + S||| ≥ |||S||| ⇒ Λ∗(S̃) = 0 ⇒
⇒ ∀X ∈ J∗ |||Λ∗(X) + S̃||| ≥ |||S̃||| ⇒ Λ∗∗(˜̃S) = 0 ⇔ Λ(S) = 0,

koji zavrxava dokaz. ¤

Slede�a Lema i Stav, preuzeti iz [28], omogu�i �e nam da konstatujemo da zatvoreǌe slike
i jezgro elementarnog operatora Λ u direktnom zbiru qine ideal J.

Lema 2.11. Neka je X refleksivan Banahov prostor i V ǌegov zatvoren potprostor. Ako je
V⊥ := {x ∈ X | ∀v ∈ V ||v + x|| ≥ ||x||} = {0}, tada je V = X.

Dokaz. Pretpostavimo da je V pravi potprostor od X. Tada je V ⊆ kerϕ za neki ne nulti
funkcional ϕ ∈ X∗. Kako je X refleksivan, to postoji jediniqni vektor x sa osobinom ϕ(x) =
||ϕ||. Tada za v ∈ V imamo ||ϕ|| ||x|| = ϕ(x) = ϕ(x + v) ≤ ||ϕ|| ||x + v||, odakle je x ∈ V⊥. Ovde je
kontradikcija. ¤

Stav 2.7. Neka je X refleksivan Banahov prostor, V ǌegov zatvoren potprostor. Neka je jox
V ⊥ = {x ∈ X | ∀v ∈ V ||v + x|| ≥ ||v||} linearan potprostor (xto u opxtem sluqaju nije tako!) i
neka je (V ⊥)⊥ = V . Tada je X = V + V ⊥.

Dokaz. Doka�imo, najpre, da je V +V ⊥ zatvoren potprostor. Zaista, neka V +V ⊥ 3 xn+yn → z.
Tada je niz xn +yn Koxijev, a zbog ||xn−xm +(yn−ym)|| ≥ ||xn−xm|| i niz xn je tako�e Koxijev,
pa xn → x ∈ V , a odatle i yn = xn + yn−xn → z−x =: y. Ako, sada, na nejednakost ||v + yn|| ≥ ||v||
delujemo limesom. zakǉuqi�emo da je y ∈ V ⊥. Time smo dokazali da je V + V ⊥ zatvoren.

Odredimo sada skup (V + V ⊥)⊥. Neka je ||x + y + z|| ≥ ||z||, za sve x ∈ V i sve y ∈ V ⊥. Ako
stavimo da je x = 0, tada zakǉuqujemo da z ∈ (V ⊥)⊥ xto je jednako V po pretpostavci. Stavimo
sada x = −z, i y = 0, pa �emo imati z = 0. Dokaz, sada, zavrxavamo primenom Leme 2.11. ¤

Posledica 2.3. a) Neka je J neki separabilan ideal u B(H), sa strogo konveksnim dualom, i neka
je Λ : J → J, Λ(X) = AXB + CXD, gde su A, B, C i D kao u Teoremi 2.12. Tada je J = kerΛ + ranΛ.
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b) Ako je J = Sp (1 < p < +∞), tada pored prethodnog zakǉuqka va�i i vixe. Za svaki
elementarni operator na Sp va�i da je ranΛ ortogonalno na S ako i samo ako je Λ∗(|S|p−1U∗) = 0,
i time Sp = kerΛ + ranΛ.

Dokaz. a) Prema Teoremi 2.12, va�i ran Λ = (kerΛ)⊥, pa zakǉuqak sledi na osnovu Stava 2.7,
jer su ranΛ i kerΛ zatvoreni potprostori.

b) Dobro je poznato da va�i S∗
p
∼= Sq (q > 1), i da je prostor Sq strogo konveksan (Klarkson

MekıKartijeve nejednakosti [26]). Osim toga, lako se proverava da je u sluqaju prostora Sp,
S̃ = 1

||S||p/q
p

|S|p−1U∗, xto zavrxava dokaz. ¤

Napomena 2.5. Pored jednakosti J = kerΛ + ranΛ, dokazali smo jox i da je kerΛ komplemen-
taran prostor u J, i da postoji projekcija sa J na kerΛ norme jedan!

Napomena 2.6. Specijalan sluqaj ove Teoreme je Stav 3 iz rada [16].

Ovakvi rezultati ne mogu se pokazati samo na osnovu separabilnosti, bez pretpostavki o
refleksivnosti i strogoj konveksnosti duala. Naime, ve� za normalne derivacije takav rezulat
nije taqan u prostoru S1 koji je separabilan.

Teorema 2.13. Postoji normalna derivacija ∆A : S1 → S1, ∆A(X) = AX −XA, (AA∗ = A∗A)
takva da je S1 6= ran∆A ⊕ ker∆A.

Dokaz. Neka je H = l2(Z), i neka je A operator dvostranog pomaka, to jest za sve n ∈ Z je
Aen = en−1. Dobro je poznato da je A∗en = en+1, za sve n ∈ Z, kao i da je A normalan operator
(qak unitaran).

Poka�imo, prvo, da je jezgro derivacije ∆A trivijalno. Zaista, neka je X ∈ ker∆A. Tada
AX = XA, povlaqi 〈Xei, ej〉 = 〈Xei, A

∗ej−1〉 = 〈AXei, ej−1〉 = 〈XAei, ej−1〉 = 〈Xei−1, ej−1〉. Me�u-
tim, uzimaju�i u obzir kompaktnost operatora X dobijamo 0 = lim

n→+∞
〈Xei+n, ej+n〉 = 〈Xei, ej〉,

za sve i, j ∈ Z, i prema tome X = 0. Tako ran ∆A ⊕ ker∆A = ran ∆A.
Konstruiximo, sada, operator S ∈ S1 na slede�i naqin. Sej = 0 za j ≤ 0, i Sej = 1

2j ej−1

za j > 0. Ako je S = U |S| tada je jasno da je U∗ej = 0 za j < 0, i U∗ej = ej+1 za j ≥ 0.
Pokaza�emo da je ran∆A ortogonalno na S. Zaista, ta ortogonalnost je, prema Posledici 2.1,
ekvivalentna sa |tr(U∗(AX −XA))| ≤ ||Q(AX −XA)P ||1, gde je P = Pker S i Q = Pker S∗ . Me�utim
| tr(U∗(AX−XA))| = | tr((AU∗−U∗A)X)|, dok je AU∗−U∗A = 〈 , e0〉 e0, odnosno | tr(U∗(AX−XA))| =
| 〈Xe0, e0〉 |. S druge strane lako se proverava da je P = PL(...,e−2,e−1,e0)

, Q = PL(...,e−2,e−1)
, pa

dobijamo (uzimaju�i u Lemi 2.8 ograniqen operator A∗)

||Q(AX −XB)P ||S1 ≥
∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=−∞
〈Q(AX −XA)Pej+1, ej〉

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=−∞
〈(AX −XA)Pej+1, Qej〉

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

−1∑

j=−∞
(〈AXej+1, ej〉 − 〈XAej+1, ej〉)

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

−1∑

j=−∞
(〈Xej+1, ej+1〉 − 〈Xej , ej〉)

∣∣∣∣∣∣
= | 〈Xe0, e0〉 |,

qime je dokaz zavrxen. ¤

Napomena 2.7. Trivijalnost jezgra derivacije iz prethodne Teoreme je potpuno neva�an
detaǉ. Zaista, posmatraju�i Hilbertov prostor H ⊕ H i operator A ⊕ I na ǌemu, mo�emo
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konstruisati normalnu derivaciju sa istim osobinama kao ona u Teoremi 2.13, i qije �e jezgro
biti netrivijalno.

Teorema 2.14. Postoji normalna derivacija ∆B : S∞ → S∞, ∆B(X) = BX−XB, (BB∗ = B∗B),
i operator S ∈ S∞ takvi da je ran ∆B ortogonalno na S, i S /∈ ker∆B.

Dokaz. Neka je A operator iz dokaza prethodne Teoreme, i neka je B = A ⊕ I operator na
prostoru H = l2(Z) ⊕ C. Daǉe, neka je S = S1 ⊕ 2I, pri qemu je S1 : l2(Z) → l2(Z) proizvoǉan
operator norme ne ve�e od jedan. Operator S dosti�e normu na jedinstvenom (do na skalar)
vektoru ϕ = 0⊕ 1 ∈ l2(Z)⊕C. Oqigledno je Sϕ = 2ϕ, Bϕ = B∗ϕ = ϕ, i prema tome

〈(BX −XB)ϕ, Sϕ〉 = 2 〈Xϕ, B∗ϕ〉 − 2 〈XBϕ, ϕ〉 = 2 〈Xϕ,ϕ〉 − 2 〈Xϕ,ϕ〉 = 0.

Tako je ran∆B⊥S. Sa druge strane BS = SB povlaqi AS1 = S1A, odnosno S1 = 0. Pa uzimaju�i
S1 6= 0 zavrxavamo dokaz. ¤

Napomena 2.8. Nije mogu�e dokazati S∞ 6= ran∆B ⊕ ker∆B. Naprotiv, suma ran ∆B ⊕ ker∆B

je uvek jednaka S∞. Naime, neka je fY ∈ S∗
∞ funkcional oblika fY (X) = tr(XY ) za neko Y ∈

S1
∼= S∗

∞ koji anulira ran∆B. Neposredno dobijamo BY ∗ − Y ∗B = 0, to jest Y ∗ ∈ ker∆B. Kako
je fY (Y ∗) 6= 0, fY ne mo�e da anulira ker∆B. Na taj naqin je ran∆B + ker∆B uvek svuda gust u
S∞.

Napomena 2.9. Mo�e se uqiniti da je Napomena 2.8 u koliziji sa Teoremom 2.14. Me�utim,
to je posledica toga xto oba skupa V ⊥ = {X ∈ S∞ | ∀U ∈ V ||X + U || ≥ ||U ||} i V⊥ = {X ∈
S∞ | ∀U ∈ V ||X + U || ≥ ||X||}, u opxtem sluqaju ne qine potprostor, ve� konus!

32



3. USPON ELEMENTARNOG OPERATORA I
SPEKTRALNA ANALIZA

Teoreme o ortogonalnosti slike i jezgra, lako se primeǌuju na izraqunavaǌe uspona oper-
atora Λ.

Stav 3.1. Neka je Λ(X) = AXB + CXD normalno reprezentovan operator, to jest AC = CA,
BD = DB, i A, B, C, D su normalni. Tada je asc Λ ≤ 1.

Dokaz. Neka je Λ2(X) = 0. Tada je −Λ(X) ∈ kerΛ pa zbog Teoreme 2.5 a) va�i nejednakost
|||Λ(X)− Λ(X)||| ≥ (1/3) |||Λ(X)|||, to jest Λ(X) = 0. Tako je kerΛ2 = kerΛ.

U radovima [35] i [37] Xuǉman (Xul~man V.S.) je dokazao da je uspon proizvoǉnog elemen-
tarnog operatora konaqne du�ine, konaqan. Dokazi tih rezultata do sada nisu objavǉivani, a
ovde �e biti izlo�eni ǉubaznox�u profesora Xuǉmana, koji mi je u nekoliko pisama predo-
qio pomenute dokaze. Da bi se ti rezultati izveli neophodno je uvesti nekoliko novih pojmova,
i razviti tehnike rada sa ǌima. Ti pojmovi su: kvazidijagonalnost, skoro inverzna ukrxtaǌa
i spektralni nosaq.

Kvazidijagonalnost

Ove tehnike su prvi put (koliko je autoru poznato) izlo�ene u radu [36], gde su primeǌene
na neka pitaǌa traga komutatora. Ve�ina rezultata koje �emo upoznati u ovoj glavi izlo�eni
su u [37] i [38], dok su ǌihovi dokazi preuzeti iz [25] i [39]. U [37] i [39] je ta tehnika primeǌena
i na rezultate koji se tiqu traga sume nekoliko komutatora, xto ovde ne�e biti izlagano.

Definicija 3.1. Neka je J nekakav ideal u B(H). Ka�emo da je operator A J-kvazidijagonalan
ako postoji rastu�i niz projektora konaqnog ranga Pm, takav da Pm → I, jako, i lim

m→+∞
||APm −

PmA||J = 0. Sliqno, ka�emo da je A J-poludijagonalan ako postoji rastu�i niz projektora
konaqnog ranga Pm koji jako konvergira jediniqnom operatoru, takav da je sup

m
||APm−PmA||J < +∞.

Napomena 3.1. Kako je navedeno u [36], ovakvu definiciju uveo je Halmox, a kasnije se time
bavio i Vojkulesku. On je naime uveo modul nekvazidijagonalnosti qdJ(A) = inf lim inf

m→+∞
||APm −

PmA||J, gde se inf uzima po svim rastu�im nizovima projektora konaqnog ranga takvih da Pm

jako te�i ka I. Tada je A J-kvazidijagonalan ako i samo ako je qdJ(A) = 0, a J-poludijagonalan
ako i samo ako je qdJ(A) < +∞. Umesto glomazne oznake qdSp

, pisa�emo kra�e qdp.
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Napomena 3.2. Klase J-kvazidijagonalnih (poludijagonalnih) operatora, u oznakama QD(J)
i SD(J) zatvorene su u odnosu na perturbaciju operatorom iz J, xto nije texko uoqiti. Tako-
�e lako se proverava nejednakost qdJ(⊕Aj) ≤

∑
qdJ(Aj), odakle sledi da je konaqna suma J-

poludijagonalnih, tako�e J-poludijagonalan, kao i da je prebrojiva suma J-kvazidijagonalnih
tako�e J-kvazidijagonalan.

Da bismo opravdali termin doka�imo slede�i stav.

Stav 3.2. Neka je A operator qije matriqno predstavǉaǌe u odnosu na neku bazu ima konaqno
mnogo ne-nultih dijagonala. Tada je A S1-poludijagonalan.

Dokaz. Neka je ej takva baza da je 〈Aei, ej〉 = 0 za |i−j| > n, i neka je Pm projektor na linearni
omotaq vektora e1, e2, . . . em. Nije texko ustanoviti da je rang operatora APm − PmA maǌi ili
jednak od 2n + 1, pa je ||APm − PmA||1 ≤ (2n + 1)||APm − PmA|| ≤ 2(2n + 1)||A||. ¤

Definicija 3.2. Neka je {Ak} neka familija ograniqenih operatora. Ka�emo da je ta familija
Sp-kvazidijagonalna (poludijagonalna) ako niz

(∑
k ||AkPm − PmAk||pp

)1/p
te�i nuli (ograniqen je),

za neki rastu�i niz Pm projektora konaqnog ranga koji jako te�i jediniqnom operatoru.

Napomena 3.3. Ako je familija koju posmatramo konaqna tada se prethodna definicija
svodi na to da ||AkPm − PmAk||p te�i ka nuli za svako k. Na taj naqin mo�e se uvesti i
J-kvazidijagonalnost (poludijagonalnost) konaqne familije {Ak}, za proizvoǉno J. Ako ta
familija nije konaqna, ve� samo prebrojiva, tada se J-kvazidijagonalnost (poludijagonalnost)
definixe pomo�u relacije Φ

({||AkPm − PmAk||}+∞k=1

) → 0 kad m → +∞, pri qemu je Φ simetriqna
normiraju�a funkcija koja definixe ideal J.

Slede�ih nekoliko tvr�eǌa pokazuju kako Hausdorfova dimenzija zdru�enog spektra utiqe
na kvazidijagonalnost (poludijagonalnost) u odnosu na prostore Sp.

Definicija 3.3. a) Hausdorfova p-mera metriqkog prostora (M,d) (u oznaci mp(M)) je najmaǌi
realan broj, takav da za svako δ > 0, postoji konaqno razlagaǌe M =

⊔
k βk, prostora M , takvo da

je za sve k, diam βk < δ, i takvo da je zbir
n∑

k=1

(diamβk)p maǌi ili jednak od tog broja.

b) Hausdorfova dimenzija metriqkog prostora M je inf
mp(M)<+∞

p.

Drugi deo definicije je korektan jer za p < q, va�i mp(M) > mq(M), xto vidimo, ako uoqimo
δ < 1.

Lema 3.1. Neka je A = {Ak}n
k=1 familija normalnih operatora sa prostom zajedniqkom spek-

tralnom merom, i neka je 1 ≤ p ≤ 2. Tada je qdp(A) ≤ 2n1/pmp(σ(A1, A2, . . . An))1/p.
Dokaz. Zbog uslova prostote spektralne mere mo�emo smatrati da su svi operattori Ak

operatori mno�eǌa sa zk na ǌihovom zajedniqkom spektru.
Neka je B = {βj}N

1 neka familija disjunktnih podskupova skupa σ({Aj}), i neka je PB pro-
jektor na linearni omotaq karakteristiqnih funkcija skupova βj. Dokaza�emo prvo da va�i
nejednakost

(6) ||AkPB − PBAk||p ≤ 2
(∑

j

(diamβj)p

)1/p

.

Zaista neka je ej = χβj /||χβj ||, i neka je λ = (λ1, . . . , λn) ∈ βj. Tada va�i ||(I − PB)AkPBej || =
||(I−PB)(Ak−λkI)PBej || ≤ ||(Ak−λkI)ej || ≤ ||(Ak−λk)EAk

(βj)|| ≤ sup
µ∈βj

|λk−µk| ≤ diam βj. Odatle je

||(I − PB)AkPB|| ≤
(∑

j ||(I − PB)AkPBej ||p
)1/p

≤
(∑

j(diamβj)p
)1/p

. Primeǌuju�i isti postupak
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na operator A∗k dobi�emo ||PBAk(I − PB)|| = ||(I − PB)A∗kPB|| ≤
(∑

j(diamβj)p
)1/p

, pa odatle va�i

(6).
Neka je sada B(i) familija razlagaǌa skupa σ({Ak}) sa osobinama |B(i)| = supdiam β

(i)
j →

0 i |B(i)|p =
(∑

j(diamβ
(i)
j )p

)1/p

→ mp(σ({Ak})1/p. Tada oqito PB(i) te�i jako ka jediniqnom

operatoru, i va�i lim inf
i→+∞

(∑
k ||[PB(i) , Ak]||pp

)1/p ≤ lim inf
i→+∞

(∑
k 2p

∑
j(diamβj)p

)1/p

, a posledǌi izraz

te�i ka 2n1/pmp(σ({Ak})1/p, kad i te�i ka +∞. ¤

Stav 3.3. Neka je {Ak} komutiraju�a familija normalnih operatora, α = σ({Ak}), i p ≤ 2.
a) Ako je mp(α) = 0, onda je familija {Ak} Sp-kvazidijagonalna;
b) Ako je mp(α) < +∞ i spektralna mera familije {Ak} ima konaqnu vixestrukost, tada je ta

familija Sp-poludijagonalna.
Dokaz. Dovoǉno je predstaviti operatore Ak kao direktnu sumu operatora qija je zajedniqka

spektralna mera prosta, i zatim primeniti prethodnu lemu. ¤

Skoro inverzna ukrxtaǌa

Naredne definicije i stavovi odnose se na pojam skoro inverznog ukrxtaǌa. Oni su iskazani
na nivou topoloxkih vektorskih prostora sa proizvoǉnom topologijom. Dokazi su rutinski,
ali mo�da previxe ”daleki”. Kako bi se, odmah pri prvom qitaǌu mogao ste�i utisak kako
�e se ti stavovi primeniti na pitaǌa elementarnih operatora treba da imamo u vidu slede�i
primer X = S2 i Y = B(H), i Φ : X → Y prirodno utapaǌe, pri qemu je B(H) snabdeven slabom-∗

topologijom (koliko da ǌegov dual bude S1), dok je S2 snabdeven slabom topologijom (i naravno
dualan je sam sebi, do na antilinearnost). Ova slaba topologija proistiqe iz strukture
Banahovog prostora na S2, a ne iz strukture polaznog Hilbertovog prostora. Taqnije, ove
tehnike su razvijane da bi se sve lepe osobine koje imaju elementarni operatori na S2 preneli
na B(H).

Elementarni operator oznaqava�emo, kao i do sada sa Λ, dok �emo ǌegov uopxteni adjungo-
vani oznaqavati sa Λ̃. ǋegovu restrikciju na skup S2 oznaqava�emo sa Λ1, dok �e oznaka Λ∗1
ostati rezervisana za uobiqajen adjungovani operator ove restrikcije.

Definicija 3.4. Neka su X i Y topoloxki vektorski prostori. Neka su Φ : X → Y, S :
X → X i T : Y → Y neprekidna linearna preslikavaǌa. Trojka (Φ, S, T ) je ukrxtaǌe ako va�i
TΦ = ΦS. Ka�emo da trojka (Φ, S, T ) ima skoro inverzno ukrxtaǌe (skra�eno AOS) ako postoji
niz neprekidnih linearnih preslikvaǌa Fn : Y → X takvih da va�i FnΦ → I, ΦFn → I, i FnT −
SFn → 0. Sliqno ka�emo da trojka (Φ, S, T ) ima skoro inverzno poluukrxtaǌe (skra�eno AOP)
ako postoji niz Fn sa istim osobinama kao i malopre, osim xto tra�imo da niz FnT −SFn bude
ograniqen, umesto da te�i nuli.

Napomena 3.4. Konvergencije navedene u prethodnoj definiciji su ”taqka po taqka” i u
odnosu na topologiju datog prostora. Isto va�i i za ograniqenost.

Napomena 3.5. Oznaka AOS je skra�enica od aproksimativnoe obratnoe spletenie, a AOP
od aproksimativnoe obratnoe poluspletenie.

Stav 3.4. Neka trojka (Φ, S, T ) ima AOS. Tada je Φ−1(ran T ) ⊆ ranS.
Dokaz. Neka je x ∈ Φ−1(ran T ), to jest Φx = Ty za neko y. Tada je x = lim FnΦx = lim FnTy =

lim((FnT − SFn)y + SFny) = lim SFny ∈ ran S. ¤

Posledica 3.1. Neka je X = H - Hilbertov prostor i (Φ, S, T ) ima AOS. Tada je Φ(kerS∗) ∩
ranT = {0}.
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Dokaz. Prema prethodnom stavu je Φ(kerS∗)∩ ran T ⊆ Φ(kerS∗ ∩Φ−1(ran T )) ⊆ Φ(kerS∗ ∩ ranS) =
{0}. ¤

Stav 3.5. Neka je X Banahov, a Y topoloxki vektorski prostor, i neka je Φ : X → Y.
Pretpostavimo da trojke (Φ, Si, Ti) (i = 1, 2) imaju zajedniqko AOS, i da za svako x ∈ X va�i
||S2x|| ≤ ||S1x||. Tada je:

a) T−1
1 (ranΦ) ⊆ T−1

2 (ranΦ);
b) za sve y ∈ T−1

1 (ranΦ) va�i ||Φ−1T2y|| ≤ ||Φ−1T1y||.
Dokaz. Pod pretpostavkom o skoro inverznom ukrxtaǌu, preslikavaǌe Φ je uvek injektivno.

Zaista, iz Φx1 = Φx2, sledi x1 = lim FnΦx1 = lim FnΦx2 = x2. Tako je oznaka Φ−1 u iskazu drugog
dela stava korektna.

Neka je y ∈ T−1
1 (ranΦ), tada je T1y = Φx1, za neko x1 ∈ X . Imamo x1 = lim FnΦx1 = lim((FnT1 −

S1Fn)y + S1Fny) = lim S1Fny, to jest x1 ∈ ranS1.
Na skupu S1X definixemo operator K pomo�u KS1x = S2x (produ�en po neprekidnosti).

Jasno je da na domenu tog operatora va�i ||Kx|| ≤ ||x||. Imamo Kx1 = lim KS1Fny = lim S2Fny =
limFnT2y, odnosno ΦKx1 = lim ΦFnT2y = T2y, to jest T2y ∈ ranΦ. Time smo dokazali tvr�eǌe pod
a).

Za y ∈ T−1
1 (ranΦ) je ||Φ−1T2y|| = ||Kx1|| ≤ ||x1|| = ||Φ−1T1y||, qime je zavrxen i dokaz drugog

dela. ¤

Posledica 3.2. Neka je, uz oznake i pretpostavke prethodnog stava, jox i X = H - Hilbertov
prostor, S1 = S, S2 = S∗. Tada je ||Φ−1T2y|| = ||Φ−1T1y|| za sve y ∈ Y i posebno kerT1 = ker T2.

Dokaz. Dovoǉna je prosta primena Stava 3.5. ¤

Oznaqimo sa X ∗ prostor neprekidnih antilinearnih funkcionala na X , sa slabom-∗ topolo-
gijom. (Odatle je H∗ ∼= H u sluqaju da je X = H - Hilbertov prostor.) Zadr�imo prethodne
oznake. Ako trojke (Φ, S, T1) i (Φ, S∗, T2) imaju AOS, i ako konjugovane trojke (Φ∗, T ∗1 , S∗) i
(Φ∗, T ∗2 , S) tako�e imaju AOS, putem niza F ∗n (xto nije nu�no jer operacija konjugovaǌa nije
jako neprekidna), gde je Φ∗ : Y∗ → H itd. Tada i trojka (ΦΦ∗, T ∗1 , T2) ima AOS (i to je niz
F ∗nFn), gde je ΦΦ∗ : Y∗ → Y. Ovakvo razmixǉaǌe motivixe slede�u definiciju.

Definicija 3.5. Neka je H Hilbertov, a Y topoloxki vektorski prostor. Neka su daǉe
Φ : H → Y, S : H → H, T1/2 : Y → Y, neprekidna linearna preslikavaǌa, i neka su Φ∗, S∗, i
T ∗1/2 ǌihova konjugovana preslikavaǌa, gde smo za dualni prostor uzeli prostor antilinearnih
neprekidnih funkcionala. Ako je niz F ∗nFn AOS za trojku (ΦΦ∗, T ∗1 , T2) tada ka�emo da je Fn

zvezda skoro inverzno ukrxtaǌe (skra�eno ∗-AOS) qetvorke (Φ, T1, T2, S). Analogno se definixe i
∗-AOP.

Stav 3.6. Neka je Fn
∗-AOP neke qetvorke (Φ, T1, T2, S). Tada je

ranT1 ∩ T−1
2 (ΦΦ∗(Y∗)) ⊆ Φ(H).

Dokaz. Neka je y ∈ ranT1 ∩ T−1
2 (ΦΦ∗(Y∗)), to jest y = T1y1 i T2y = ΦΦ∗z za neke z ∈ Y∗, y1 ∈ Y.

Tada je prema pretpostavci o ∗-AOP niz operatora F ∗nFnT2 − T ∗1 F ∗nFn ograniqen. Me�utim
kako je F ∗nFnT2y = F ∗nFnΦΦ∗z −→ z, to je ograniqen i niz T ∗1 F ∗nFny. Odatle i iz jednakosti
||Fny||2 = 〈F ∗nFny, T1y1〉 = 〈T ∗1 F ∗nFny, y1〉 dobijamo da je niz vektora Fny ograniqen. (U posledǌoj
jednakost, uglaste zagrade su iskorixtene, kako za oznaqavaǌe skalarnog proizvoda u H, tako i
za uparivaǌe vektora i funkcionala na Y, odnosno Y∗.) To znaqi da postoji ǌegov podniz koji
slabo konvergira, na primer Fnk

y → h. Odatle je y = limΦFnk
y = Φh ∈ Φ(H), qime je zavrxen

dokaz. ¤

Posledica 3.3. Zadr�imo pretpostavke prethodnog stava. Tada va�i ranT1 ∩ kerT2 = 0.
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Dokaz. Oqigledno va�i kerT2 ⊆ T−1
2 (ΦΦ∗(Y∗)), pa odatle i prema prethodnom stavu imamo

ranT1∩kerT2 ⊆ Φ(H). Sada ukǉuquju�i Posledicu 3.1 imamo ran T1∩ker T2 = ran T1∩kerT2∩Φ(H) =
ranT1 ∩ Φ(kerS∗) = {0}. ¤

Naredna tvr�eǌa posve�ena su vezi izme�u poludijagonalnosti i AOS.
Neka je J neki ideal u B(H). Neka je J′ = {X |XY ∈ S2 za ∀Y ∈ J}, J∗ = {X |XY ∈ S1 za ∀Y ∈

J} i J̃ = {X |XY ∈ J∗ za ∀Y ∈ J}.
Neposredno se proverava da je S∗

p = Sp/(p−1) za p > 1, S′
p =

{
S2p/(p−2), p > 2

B(H), p ≤ 2 , S̃p = Sp/(p−2)

za p > 2, zatim S∗
1 = B(H) i B(H)∗ = S1, B(H)′ = S2, B̃(H) = S1.

Stav 3.7. Neka je J ⊇ S2 neki ideal u B(H).
a) Ako je familija Ak J′-poludijagonalna i Φ : S2 → J prirodno utapaǌe, tada (Φ, Λ|S2 , Λ|J) ima

AOS;
b) Ako je familija {Ak} J̃-poludijagonalna tada qetvorka (Φ,Λ, Λ̃, Λ1) ima ∗-AOS.
(Naravno Λ(X) =

∑n
k=1 AkXBk, i Λ1 = Λ|S2)

Dokaz. Dokaz �emo izvesti u sluqaju kada je J′ neki od ideala Sp, odnosno ako je J neki od
ideala Sp′ za p′ = 2p/(p− 2) ili B(H). Ovaj posledǌi sluqaj je i najinteresantniji.

a) Neka je Pm niz projektora koji obezbe�uje J′ poludijagonalnost, i neka su brojevi r i q
definisani relacijama 1/p + 1/q = 1, 1/p + 1/r = 1/2. Stavimo Fm(X) = PmX (Fm : J → S2).
Oqito va�i FmΦ → I i ΦFm → I. Raqunamo (Λ1Fm − FmΛ)(X) =

∑
k AkPmXBk −

∑
k PmAkXBk =∑

k(AkPm−PmAk)XBk, pa odatle dobijamo niz nejednakosti ||(Λ1Fm−FmΛ)(X)||2 ≤
∑

k ||AkPm−
PmAk||p||XBk||r ≤ (

∑ ||XBk||qr)1/q(
∑ ||AkPm−PmAk||pp)1/p ≤ ||X||r(

∑ ||Bk||q)1/q qdp(Ak) ≤ const.||X||r,
to jest Fm je AOP.

Oznaqimo sa Xm niz (Λ1Fm − FmΛ)(X). Dokazali smo da je niz Xm ograniqen. Me�utim,
nije texko proveriti da va�i ΦXm = Φ(Λ1Fm − FmΛ)(X) = (ΛΦFm − ΦFmΛ)(X) → 0, u slaboj
topologiji prostora J, koja je slabija od norma topologije prostora S2. Kako je u toj topologi-
ji S2 dualan sam sebi to po Alaogluovoj teoremi niz Xm ima konvergentan podniz Xmk

. Ali
taj podniz u slabijoj topologiji te�i ka nuli. Dakle niz Xm ima podniz koji konvergira ka
nuli. Kako je u norma topologiji, prostor S2 separabilan, to procesom dijagonalizacije, sada,
mo�emo dobiti podniz Fmk

koji onda predstavǉa AOS;
b) Kao i malopre stavimo Fm(X) = PmX, gde je Pm niz projektora koji obezbe�uje J̃-poludi-

jagonalnost. Daǉi tok dokaza je isti kao i pod a), s tim xto koristimo nejednakost ||(Λ∗F ∗mFm−
F ∗mFmΛ̃)(X)||J∗ ≤

∑
k ||A∗kPm − PmA∗k||J̃||XBk||J. ¤

Napomena 3.6. Interesantno je da zakǉuqak pre�axǌeg Stava, ne zavisi od familije {Bk}!

Posledica 3.4. Ako je familija {Ak} 1-poludijagonalna, tada je ker Λ̃Λ = kerΛ.
Dokaz. Familija {Ak} je S1 poludijagonalna, odnosno B̃(H) poludijagonalna. Prema Stavu

3.7 b), to znaqi da qetvorka (Φ, Λ, Λ̃,Λ1) ima ∗-AOS. Sada primeǌuju�i Posledicu 3.3, za H =
S2, Y = B(H), T1 = Λ i T2 = Λ̃, S = Λ1, imamo ker Λ̃∩ran Λ = {0}. Odatle izlazi ker Λ̃Λ = kerΛ. ¤

Spektralna Analiza

Ako su {Ak} i {Bk} dve komutiraju�e familije normalnih operatora, tada se svi Ak mogu
predstaviti kao ograniqene merǉive funkcije od nekog normalnog operatora A, i sliqno, svi
Bk se mogu predstaviti kao ograniqene merǉive funkcije od nekog normalnog operatora B
- Teorema 1.11. Na osnovu toga elementarni operator mo�emo posmatrati u obliku Λ(X) =
n∑

j=1

fj(A)Xgj(B), gde su fj i gj ograniqene merǉive funkcije, a A i B normalni operatori.

Definicija 3.6. Neka je Λ : J → J′ elementaran operator, a J i J′ ideali (ne obavezno
pravi) u B(H).
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a) Spektralni nosaq operatora Λ je skup Γ = ΓΛ = {(s, t) | ∑n
j=1 fj(s)gj(t) = 0}.

b) 0-spektralni potprostor (ili korenski potprostor) operatora Λ je skup EΛ(0) = {X ∈
B(H) | lim

m→+∞
||Λm(X)||1/m = 0}.

v) M(Γ) = {X ∈ J |EA(α)XEB(β) = 0, za sve α ⊂ σ(A), β ⊂ σ(B), α× β ∩ Γ = ∅}.

Stav 3.8. Va�e inkluzije
a) kerΛ ⊆ EΛ(0);
b) kerΛ ⊆ M(Γ);
v) Ako X ∈ M(Γ), tada i Λ(X) ∈ M(Γ).
Dokaz. Neposredna provera. ¤

Stav 3.9. EΛ(0) ⊆ M(Γ)
Dokaz. Dokaz �emo izvesti u tri koraka. U sva tri koraka kǉuqna je qiǌenica da je op-

erator Λα,β : Bα,β → Bα,β, dat sa Λα,β(X) =
∑m

k=1 EA(α)AkEA(α)XEB(β)BkEB(β) invertibilan,
ako je α × β ∩ Γ = ∅. (Uveli smo oznaku Bα,β = {X ∈ B(H) |EA(α)XEB(β) = X}.) Zaista, to sle-
di iz geǉfandovske teorije. Naime va�i σ(Λα,β) ⊆ ∑m

k=1 σ(EA(α)AkEA(α))σ(EB(β)BkEB(β)) ⊆∑m
k=1 fk(α)gk(β), a ovaj posledǌi skup ne sadr�i nulu. Realan broj ||Λ−1

α,β ||−1 oznaqi�emo sa K.
1. korak. Ako je ||EA(α)Λ(X)EB(β)|| ≤ C, tada je ||EA(α)XEB(β)|| ≤ C/K. Zaista, imamo

||EA(α)XEB(β)|| ≤ K−1||Λα,β(EA(α)XEB(β))|| = K−1||EA(α)Λ(X)EB(β)|| ≤ C/K.
2. korak. Ako je ||Λn(X)|| ≤ εn, tada je ||EA(α)XEB(β)|| ≤ (ε/K)n. Zaista, iz gorǌe nejed-

nakosti izlazi i ||EA(α)Λn(X)EB(β)|| ≤ εn, a odatle, zbog prvog koraka ||EA(α)Λn−1(X)EB(β)|| ≤
εn/K, pa ako prvi korak primenimo jox n− 1 puta dobi�emo ||EA(α)XEB(β)|| ≤ (ε/K)n.

3. Neka je X ∈ EΛ(0), i neka je ε < K. Tada postoji prirodan broj n0, takav da za n ≥ n0 va�i
||Λn(X)|| ≤ εn. Odatle prema drugom koraku va�i ||EA(α)XEB(β)|| ≤ (ε/K)n, odakle, puxtaju�i
da n → +∞ dobijamo ||EA(α)XEB(β)|| = 0, odnosno X ∈ M(Γ). ¤

Obratnu inkluziju M(Γ) ⊆ EΛ(0), za sada nismo u mogu�nosti da doka�emo. Me�utim, ako
se domen elementarnog operatora Λ, suzi na Hilbert-Xmitove operatore onda va�i M(ΓΛ1) ⊆
kerΛ1, i time naravno M(ΓΛ1) ⊆ EΛ1(0). Taqnije, va�i tvr�eǌe.

Stav 3.10. Ako je X ∈ S2 ∩M(ΓΛ), tada je Λ(X) = 0.
Dokaz. Predstavimo polazni Hilbertov prostor H na dva naqina, kao L2(Ω1, µ1), odnosno kao

L2(Ω2, µ2), tako da operatori A i B budu predstavǉeni kao operatori mno�eǌa funkcijom s(ω1)
na L2(Ω1, µ1), odnosno funkcijom t(ω2) na L2(Ω2, µ2). Tada se operatori Aj predstavǉaju kao
operatori mno�eǌa funkcijama fj(s(ω1)), a Bj kao operatori mno�eǌa funkcijama gj(t(ω2)).

Poznato je da je prostor S2, u ovom sluqaju, izometriqki izomorfan prostoru L2(Ω1 × Ω2),
pri qemu se Hilbert-Xmitov operator X predstavǉa kao integralni operator sa jezgrom
K(ω1, ω2) ∈ L2(Ω1 × Ω2). Nije texko proveriti da je M(Γ) ∩S2

∼= {K ∈ L2(Ω1 × Ω2) |K(ω1, ω2) =
0, za (s(ω1), t(ω2)) /∈ Γ}. Ako operatoru X odgovara jezgro K, onda operatoru

∑n
j=1 AjXBj odgo-

vara jezgro
∑n

j=1 fj(s(ω1))K(ω1, ω2)gj(t(ω2)) ≡ 0. (Sve iskazane jednakosti su ”skoro svuda” u
odnosu na proizvod mera µ1 i µ2.) ¤

Imamo posle Stava 3.10 sve razloge da se oslonimo na S2-sluqaj. Da bismo to izveli,
pomo�i �e nam slede�i Stav, ili taqnije, kriterijum za pripadnost prostoru S2.

Stav 3.11. Neka je (Ω, µ) prostor konaqne mere, i neka na Ω postoji metrika sa osobinom
mp(Ω) < +∞ za neko p (mp - mera Hausdorfa). Tada, ako T : L2(Ω, µ) → H zadovoǉava uslov

||TPα||2 ≤ C(diam α)p,

za svako α ⊂ Ω, (u pitaǌu je B(H)-norma), gde je Pα projektor Pαf = χαf , onda T ∈ S2(L2, H) i jox
va�i

||T ||2S2
≤ Cmp(Ω)p.
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Dokaz. Za proizvoǉno razlagaǌe B = (β1, β2, . . . , βn) prostora Ω, stavimo |B| = ∑n
k=1(diam βk)p.

Neka je ek = χβk
/||χβk

||, normirana karakteristiqna funkcija skupa βk, i neka je QB projektor
na linearni omotaq skupa {ek}n

k=1. Imamo

||TQB||22 =
n∑

k=1

||Tek||2 =
n∑

k=1

||TPβk
ek||2 ≤

≤
n∑

k=1

||TPβk
||2 ≤

n∑

k=1

C(diamβk)p = C|B|.

Izaberimo niz razlagaǌa Bj, takav da QBj rastu�e jako te�i jedinici, i da je lim sup |Bj | ≤
mp(Ω), pa �emo imati prema Lemi III5.1 iz [6] da va�i T ∈ S2 i TQBj

→ T u normi prostora
S2, kao i odgovaraju�u nejednakost. Ovime je dokaz zavrxen. ¤

Lema 3.2. Neka je Hausdorfova dimenzija zdru�enog spektra σ({Ak}) maǌa ili jednaka od 2n i
neka familija {Ak} ima cikliqni vektor (to jest prostu zajedniqku spektralnu meru). Tada je
za sve X ∈ M(Γ), operator Λn(X) Hilbert-Xmitov.

Dokaz. Dokaz �e biti gotov, ako izvedemo nejednakost ||E{Ak}(α)Λ(X)||2 ≤ K(diamα)2||X||2,
gde je α proizvoǉan podskup skupa σ({Ak}). Zaista, tada indukcijom lako dobijamo ocenu
||(Λn(X))∗E{Ak}(α)|| = ||E{Ak}(α)Λn(X)||2 ≤ C(diam α)2n, pa je prema Stavu 3.11, operator (Λn(X))∗

Hilbert-Xmitov, a sa ǌim i Λn(X).
Vratimo se na naxu nejednakost. Kako familija {Ak} ima cikliqni vektor, to se svi opera-

tori Ak mogu predstaviti kao mno�eǌe sa zk, na prostoru L2(Ω1) = L2(σ({Ak})). Operator A
�emo na prostoru L2(Ω1) predstaviti kao operator mno�eǌa esencijalno ograniqenom funkci-
jom s(ω1). Zbog prostote spektralne mere mo�emo uzeti da je s bijekcija, do na skup mere nula,
sa Ω1 na σ(A) (videti Napomenu 1.3), kao i da je fk ◦ s = πk - k-ta projekcija. Sliqno �emo
uraditi i za familiju B, samo �e prostor biti oznaqen sa Ω2 umesto Ω1, a funkcija sa t(ω2),
umesto s(ω1). Pored skupa Γ uoqi�emo i skup Γ′ = {(ω1, ω2) ∈ Ω1×Ω2 |

∑n
k=1 fk(s(ω1))gk(t(ω2)) = 0}.

Kako je E{Ak}(α) = EA(s(α)), to nije texko uoqiti da je M(Γ) = M(Γ′).
Neka je α̂ = π2(π−1

1 (α)), to jest, neka je α̂C (komplement skupa α̂) najve�i podskup skupa
σ({Bk}), takav da α × α̂C ne seqe Γ′. Kako je X ∈ M(Γ) = M(Γ′) to je onda E{Ak}(α)Λ(X) =∑n

k=1 AkE{Ak}(α)X(E{Bk}(α̂) + E{Bk}(α̂
C))Bk =

∑n
k=1 AkE{Ak}(α)XE{Bk}(α̂)Bk.

Neka je λ = (λ1, . . . , λn) proizvoǉna taqka iz α. Tada imamo E{Ak}(α)Λ(X) =
∑n

k=1 E{Ak}(α)(Ak−
λkI)XBkE{Bk}(α̂)+

∑n
k=1 E{Ak}(α)λkXBkE{Bk}(α̂). Svaki sabirak �emo sada oceniti posebno. Za

prvi sabirak imamo

||
n∑

k=1

E{Ak}(α)(Ak − λkI)XBkE{Bk}(α̂)|| ≤ diam(α)
n∑

k=1

||XBk|| ≤
(

n∑

k=1

||Bk||
)

diam(α)||X||.

Da bismo ocenili drugi sabirak primetimo da za svako ω2 ∈ α̂ postoji ω1 = ω1(ω2) ∈ α takvo
da (ω1, ω2) ∈ Γ′, a time i (s(ω1), t(ω2)) ∈ Γ. To onda znaqi da je

∑n
k=1 fk(s(ω1(ω2)))gk(t(ω2)) = 0,

odnosno
∑n

k=1 πk(ω1(ω2))gk(t(ω2)) = 0. Tako je |∑n
k=1 λkgk(t(ω2))| = |∑n

k=1(λk − πk(ω1(ω2)))gk(t(ω2))|
≤ (diam α)

∑n
k=1 ||gk||∞, a time i ||∑n

k=1 λkgk(B)|| ≤ (diam α)
∑n

k=1 ||gk||∞, jer je u pitaǌu operator
mno�eǌa funkcijom

∑n
k=1 λkgk(t(ω2)). Tako je i drugi sabirak oceǌen. Ovo predstavǉa kraj

dokaza. ¤

Napomena 3.7. Umesto pretpostavke da familija {Ak} poseduje cikliqni vektor, mo�e se
pretpostaviti da su sve funkcije fk Lipxic-neprekidne, i tvr�eǌe ostaje na snazi uz isti
dokaz.

Stav 3.12. Ako je dim σ({Ak}) ≤ 2, tada je M(Γ) ⊆ kerΛ i time EΛ(0) = kerΛ.
Dokaz. Neka je X ∈ M(Γ). Tada je prema Lemi 3.2 Λ(X) ∈ S2, ili preciznije Λ(X) ∈ Φ(S2),

gde je Φ : S2 → B(H) prirodno utapaǌe. Neka je daǉe Λ̃ : B(H) → B(H), uopxteni adjungovani
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operator operatora Λ, i neka su Λ1, osnosno Λ∗1, operatori koji slikaju S2 u S2, i imaju isti
oblik kao i Λ, odnosno Λ̃. Jasno je da je Λ1 normalan operator (na Hilbertovom prostoru S2) i
da su Λ1 i Λ∗1 jedan drugom adjungovani. Daǉe imamo Λ(X) ∈ M(Γ) ∩S2. Me�utim prema Stavu
3.10 posledǌi skup je upravo kerΛ1 = kerΛ∗1 (jer je Λ1 normalan operator). Odnosno precizno
Λ(X) ∈ Φ(kerΛ∗1) ∩ ranΛ.

Pretpostavimo za poqetak da familija {Ak} ima prostu spektralnu meru. Kako je dimenzija
zajedniqkog spektra maǌa ili jednaka od 2, to je onda ta familija, prema Stavu 3.3, S2 poludi-
jagonalna. Na osnovu toga i Stava 3.7 a) trojka (Φ, Λ1, Λ) ima AOS, pa je prema Posledici 3.2
Φ(Λ∗1) ∩ ranΛ = {0}. Time smo dokazali tvr�eǌe u sluqaju kada familija {Ak} ima cikliqni
vektor.

Ako to nije sluqaj, tada �emo Hilbertov prostor H razlo�iti na sumu cikliqnih pros-
tora H = ⊕+∞

j=1Hj. Potprostori Hj su invarijantni u odnosu na familiju {Ak} i familije
restrikcija {Ak|Hj

} imaju cikliqni vektor (videti [30], odeǉak 86, ili [31], Glava 7). Tada je
B(H) = ⊕+∞

j=1B(H, Hj) i za svako X = ⊕jXj va�i Λ(X) = ⊕jΛ(j)(Xj). Ako sada X ∈ M(Γ), tada je
Xj ∈ MΛ(j)(Γ) = kerΛ(j), i otuda X ∈ kerΛ. ¤

Sliqno tvr�eǌe mo�e se izvesti i kada se nejednakost dim σ({Ak}) ≤ 2 zameni slabijom, ali
tada nismo u mogu�nosti da koristimo Stav 3.3. Zbog toga moramo prvo da poka�emo narednu
Lemu, koja �e nam jednakost kerΛ1 ∩ ranΛ = {0} obezbediti i bez upotrebe Stava 3.3.

Lema 3.3. Neka je Λ : B(H) → B(H) elementaran operator, i neka je Λ1ǌegova restrikcija na
skup S2. Tada va�i kerΛ1 ∩ ran Λ = {0}.

Dokaz. U radu [27] dokazano je da, ako Λ(X) ∈ S2, tada postoji niz Xn Hilbert-Xmitovih
operatora takav da je lim

n→+∞
Λ(Xn) = Λ(X), u S2 normi. Odatle sledi, da ako Y ∈ ranΛ ∩

kerΛ1 (zatvoreǌe je u smislu S2-topologije), tada postoji niz Xn ∈ S2, takav da Λ1(Xn) → Y .
Me�utim Λ1(Xn) ∈ ranΛ1, Y ∈ kerΛ1, a Λ1 je normalan operator pa je tr(Λ1(Xn)Y ∗) = 0, xto
prelaskom na limes postaje tr(Y Y ∗) = 0, odnosno Y = 0. ¤

Stav 3.13. Ako je dim σ({Ak}) ≤ 2n, tada je M(Γ) ⊆ kerΛn.
Dokaz. Kao i u Stavu 3.11, mo�emo pretpostaviti da familija {Ak} ima cikliqni vektor.

Prema Lemi 3.2 va�i Λn(X) ∈ S2 za svako X ∈ M(Γ). Ako stvari postavimo precizno tada je
u stvari Λn(X) ∈ ranΛn ∩ Φ(S2) ⊆ MΛ(Γ) ∩ Φ(S2) = kerΛ1. Taqnije Λn(X) ∈ ranΛn ∩ kerΛ1 ⊆
ranΛ ∩ kerΛ1. Me�utim, posledǌi skup je, prema Lemi 3.3, trivijalan. Dakle, Λn(X) = 0. ¤

Kao posledicu ovog stava mo�emo na jednostavan naqin oceniti uspon operatora Λ.

Posledica 3.5. Ako je Hausdorfova dimenzija zdru�enog spektra familije {Ak} maǌa ili
jednaka od 2n, tada je M(Γ) = EΛ(0) = kerΛn i va�i ascΛ ≤ n.

Dokaz. Zaista, prema Stavu 3.12 va�i M(Γ) ⊆ kerΛn, dok sa druge strane, prema Stavu 3.8,
imamo kerΛn ⊆ EΛ(0) ⊆ M(Γ), qime smo dokazali prvi deo tvr�eǌa. Drugi deo je oqigledan. ¤

Na osnovu Posledice 3.5, jednostavno dobijamo ocenu asc(Λ) ≤ n, gde je n du�ina elementarnog
operatora Λ. Me�utim, ta ocena se mo�e poboǉxati za jedan, xto �emo videti u naredne tri
Leme i Stavu. Time �emo i zavrxiti ovu glavu.

Definicija 3.7. Neka je X Banahov prostor. Ka�emo da je familija projektora Q potpuna,
ako za svako x ∈ X, va�i x ∈ L{Px |P ∈ Q}.

Lema 3.4. Neka je T linearan operator na Banahovom prostoru X, i neka je Q potpuna familija
projektora na X, koji svi komutiraju sa T . Tada je asc(T ) = sup

P∈Q
asc(TP ).

Dokaz. Zaista, kako je (TP )n = TnP , to je ker(TP )n = P−1(kerTn), pa ako je ascT = m, onda je
kerTm = kerTm+1, xto povlaqi ker(TP )m = ker(TP )m+1. Tako za sve P ∈ Q va�i asc(TP ) ≤ asc(T ).
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Da bismo dokazali suprotnu nejednakost, uoqimo vektor x ∈ kerTm \ kerTm−1, to jest vektor x,
sa osobinom Tmx = 0 i Tm−1 6= 0. Dovoǉno je pokazati da postoji P ∈ Q, takav da je PTm−1x 6= 0
(zaista, tada je TmPx = PTmx = 0 i Tm−1Px = PTm−1x 6= 0). Me�utim to je trivijalno jer bi
u suprotnom, na osnovu potpunosti familije Q, bilo Tm−1x ∈ L{PTm−1x |P ∈ Q} = {0}, xto je
u suprotnosti sa Tm−1x 6= 0. ¤

Lema 3.5. Neka je T linearan operator na Banahovom prostoru X. Za svaki projektor P , ili
va�i jednakost asc(TP ) = asc(TP |PX) ili je asc(TP ) = 1 i asc(TP |PX) = 0.

Dokaz. Jasno je da je asc(TP |PX) ≤ asc(TP ), pa je dovoǉno dokazati nejednakost asc(TP ) ≤
asc(TP |PX) pod pretpostavkom asc(TP ) = m ≥ 2. Neka je x ∈ X takav da va�i (TP )mx = 0 i
(TP )m−1x 6= 0. Tada za Px ∈ PX va�i (TP )mPx = (TP )mx = 0 i (TP )m−1Px = (TP )m−1x 6= 0.
(Pretpostavka m ≥ 2 bila je va�na zbog (TP )0 6= T 0P !) Ovime je dokaz zavrxen. ¤

Lema 3.6. Neka je S = {(z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn | z1 = 0}. Neka je E spektralna mera famili-
je {Ak}, i F spektralna mera familije {Bk}. Preslikavaǌa LE(K1)RF (K2) : B(H) → B(H) data
sa LE(K1)RF (K2)(X) = E(K1)XF (K2), gde su K1 i K2 zatvoreni podskupovi od Cn, koji su, ili
sadr�ani u S, ili disjunktni sa S, qine potpunu familiju projektora.

Dokaz. Predstavimo skup Cn kao uniju skupa S i familije zatvorenih skupova K(j) =
{(z1, z2, . . . , zn) | |z1| ≥ 1/j}. Tada za svako X ∈ B(H) va�i X = lim

j→+∞
LE(S)RF (S)X+LE(S)RE(K(j))X+

LE(K(j))RE(S)X + LE(K(j))RF (K(j))X. ¤

Stav 3.14. Neka je Λ normalno reprezentovan elementaran operator du�ine n > 1. Tada je
ascΛ ≤ n− 1.

Dokaz. Ako je n = 2 tada je tvr�eǌe od ranije poznato (Stav 3.1). Zato pretpostavimo da je
n ≥ 3. Dokaz �emo izvesti u dva koraka.

Pretpostavimo, najpre, da su operatori A1 i B1 invertibilni. Tada je Λ = LA1RB1(X +
Λ′(X)), gde je Λ′ tako�e normalno reprezentovan elementaran operator, ali du�ine n−1, Λ′(X) =∑n

k=2(A
−1
1 Ak)X(BkB−1

1 ). I preslikavaǌe X 7→ X + Λ′(X) je elementaran operator. Me�utim
dimenzija zajedniqkog spektra familije {I, A−1

1 A2, . . . , A
−1
1 An} je maǌa ili jednaka od n− 2, jer

je dodavaǌe jediniqnog operatora ne meǌa. Tako je uspon tog preslikavaǌa, prema Posledici
3.5, maǌi ili jednak od n−1. Time je i asc(Λ) ≤ n−1, jer su operatori LA1 i RB1 invertibilni.

Oslobodimo se, sada, pretpostavke o invertibilnosti operatora A1 i B1. U tom ciǉu,
uoqimo potpunu familiju projektora iz Leme 3.6, i oznaqimo je sa Q. Kako operatori Ak, i Bk

komutiraju sa svojim spektralnim projektorima, to projektori iz Q komutiraju sa Λ. Ako je K1

ili K2 podskup skupa S, tada se u kompoziciji LE(K1)RF (K2)Λ prvi sabirak anulira, pa je ǌegov
uspon maǌi ili jednak od n−1. Ako su, pak, oba skupa K1 i K2 disjunktna sa S, tada su operatori
E(K1)A1 i F (K2)B1 invertibilni (na odgovaraju�em potprostoru), pa mo�emo primeniti ve�
dokazani specijalni sluqaj i Lemu 3.5, da bismo zakǉuqili da je asc(LE(K1)RF (K2)Λ) ≤ n − 1.
Primena Leme 3.4 zavrxava dokaz. ¤

Napomena 3.8. Primetimo da tvr�eǌe Stava 3.14, nije taqno za elementarne operatore
du�ine 1. Zaista, ako su A i B normalni operatori i ako A ima netrivijalno jezgro, tada i
preslikavaǌe X 7→ AXB tako�e ima netrivijalno jezgro. Naime dovoǉno je uoqiti operator
X, koji sliku operatora B preslikava (na bilo koji naqin) u jezgro operatora A. To onda
znaqi da preslikavaǌe X 7→ AXB nije 1− 1, pa je ǌegov uspon ve�i ili jednak od jedinice!
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4. TEOREME TIPA FAGLIDA-PATNEMA

Kako je S2 Hilbertov prostor, u mogu�nosti smo da za elementaran operator E : S2 → S2,
odredimo ǌegov adjungovan operator.

Teorema 4.1. Ako je Λ : S2 → S2, elementaran operator Λ(X) =
∑n

j=1 AjXBj tada je Λ∗(X) =∑n
j=1 A∗jXB∗

j .
Dokaz. Za X, Y ∈ S2 imamo

〈Λ(X), Y 〉 =tr(Λ(X)Y ∗) = tr




n∑

j=1

AjXBjY
∗


 =

=
n∑

j=1

tr(AjXBjY
∗) =

n∑

j=1

tr(XBjY
∗Aj) =

= tr


X




n∑

j=1

A∗jY B∗
j



∗
 . ¤

Dakle, ispostavilo se da se u sluqaju elementarnog operatora, qiji je domen S2 ǌegov
uopxteni adjungovani operator poklapa sa uobiqajenom definicijom adjungovanog operatora.
Qak i kada je domen operatora Λ qitav B(H) mi �emo i tada, radi kratko�e u izra�avaǌu,
operator Λ∗ zvati ǌegovim adjungovanim. Lako se proverava da je uslov da je Λ normalno
reprezentovan dovoǉan da va�i ΛΛ∗ = Λ∗Λ. Neizvesno je da li je taj uslov i potreban.

U ovom poglavǉu, bavi�emo se pitaǌem uopxteǌa Teoreme Faglida Patnema. Ako se ta
Teorema protumaqi kao ker∆A,B = ker∆A∗,B∗ , onda je logiqno postaviti pitaǌe da li je taqna
jednakost kerΛ = kerΛ∗. Pokuxaji da se dobije takav rezultat trajali su sve dok u radu [38] nije
objavǉen kontraprimer, koji pokazuje da u opxtem sluqaju tako nexto nije taqno. Ipak, i pored
tog negativnog rezultata, postoji obiǉe pozitivnih, koji jednakost kerΛ = kerΛ∗ ustanovǉavaju
pod nekim dodatnim pretpostavkama koje su neki put jaqe, a neki put priliqno slabe. Mi �emo
prvo upoznati pozitivne rezultate i na kraju kontraprimer.

Prvi interesantan rezultat laka je posledica razmatraǌa iz prethodnog poglavǉa.

Teorema 4.2. Korenski potprostor normalno reprezentovanog elementarnog operatora Λ koji
odgovara sopstvenoj vrednosti λ jednak je korenskom potprostoru operatora Λ∗ koji odgovara
sopstvenoj vrednosti λ. Drugim reqima, ako za neko k i X va�i (Λ− λI)kX = 0, onda za neko l i
za isto X va�i (Λ∗ − λI)lX = 0.
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Dokaz. Zaista, zajedno sa Λ i operator Λ−λI je tako�e elementaran operator (doduxe du�ine
za jedan ve�e). Ako sada za neko prirodno k va�i (Λ−λI)kX = 0, to znaqi da X ∈ ker(Λ−λI)k ⊆
M(ΓΛ−λI). Me�utim, posledǌi skup se ne meǌa prelaskom na adjungovaǌe, pa je X ∈ M(ΓΛ∗−λI).
Sada, prema Stavu 3.12, imamo da je X ∈ ker(Λ∗ − λI)l za neko prirodno l. ¤

Slede�a posledica je prvo uopxteǌe Teoreme Faglida-Patnema

Posledica 4.1. Neka je Λ(X) = AXB +CXD normalno reprezentovan operator. Tada Λ(X) = 0
povlaqi Λ∗(X) = 0.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 4.2, uzimaju�i λ = 0 imamo da ako za neko k va�i Λk(X) = 0 tada za
neko l va�i Λ∗l(X) = 0. Me�utim i Λ i Λ∗ su normalno reprezentovani elementarni operatori
du�ine dva, pa je prema Stavu 3.1, ascΛ ≤ 1, ascΛ∗ ≤ 1, a to znaqi da je Λk(X) = 0 ekvivalentno
sa Λ(X) = 0, i Λ∗l(X) = 0 ekvivalentno sa Λ∗(X) = 0. Ovime je posledica dokazana. ¤

U stvari teorema Xuǉmana omogu�uje da se teorema Faglida-Patnema uopxti za klasu
normalno reprezentovanih elementarnih operatora, qiji je uspon maǌi ili jednak od jedan.
Tako da imamo i opxtije tvr�eǌe.

Teorema 4.3. Ako je Hausdorfova dimenzija zdru�enog spektra familije {Ak} maǌa ili jednaka
od dva, tada su jednaqine Λ(X) = 0 i Λ∗(X) = 0 ekvivalentne.

Dokaz. Zaista, prema Posledici 3.5 je ascΛ ≤ 1, pa je kerΛ = M(ΓΛ), ali i kerΛ∗ = M(ΓΛ∗).
Me�utim, skupovi ΓΛ i ΓΛ∗ se poklapaju, xto zavrxava dokaz. ¤

Pristupi�emo sada uopxteǌu Teoreme Faglida-Patnema iz drugog pravca. Neka je X ∈ S2.
U tom sluqaju je normalno reprezentovan operator normalan (u smislu Hilbertovog prostora

S2), i onda lako vidimo da je
∣∣∣
∣∣∣∑n

j=1 AjXBj

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣∑n

j=1 A∗jXB∗
j

∣∣∣
∣∣∣
2
, odakle lako sledi implikacija

∑n
j=1 AjXBj = 0 =⇒ ∑n

j=1 A∗jXB∗
j = 0. Uopxteǌe ovakvog tvr�eǌa dao je Vajs (Weiss G.) [29].

Teorema 4.4. Neka je Λ(X) =
∑n

j=1 AjXBj normalno reprezentovan elementaran operator. Ako
su Λ(X) i Λ∗(X) Hilbert-Xmitovi, tada je ||Λ(X)||2 = ||Λ∗(X)||2.

Dokaz. Dokaz �emo izvesti u sluqaju kada je X ∈ B(L2(Y ;µ)), a Aj = Bj = Mϕj , operatori
mno�eǌa esencijalno ograniqenom funkcijom ϕj(x) na prostoru L2(Y ;µ), gde je Y kompaktan
Hausdorfov topoloxki prostor, a µ regularna Borelova, verovatnosna mera (Teorema 1.10).
Da je mogu�e uzeti bez gubitka na opxtosti Aj = Bj, uveri�e nas, ve� uobiqajeni ”Bereberi-
anov” 2× 2 matriqni trik

Ãj =
[

Aj 0
0 Bj

]
; X̃ =

[
0 X
0 0

]
.

Naime, lako se vidi da su normalnost operatora Aj, Bj, kao i odgovaraju�i uslovi komuta-
tivnosti ekvivalentni sa ÃiÃ

∗
j = Ã∗j Ãi. Daǉe, koriste�i Teoremu 1.10, operatore Aj pred-

stavimo na opisani naqin.
Pretpostavimo najpre da operatori Mϕj imaju osobinu da su linearno nezavisni na svakom

podprostoru L2(E) ⊆ L2(Y ) takvom da je µE > 0. (Naravno L2(E) razla�e sve operatore Mϕj).
To u stvari znaqi da je za sve n-torke kompleksnih brojeva (c1, c2, . . . , cn) 6= (0, 0, . . . , 0)

(7) µ{x ∈ Y |c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x)} = 0.

Neka su Λ(X), Λ∗(X) ∈ S2. Tada, sa obzirom da je S2
∼= L2(Y × Y ) postoje funkcije G(x, y) i

H(x, y) ∈ L2(Y × Y ) takve da se operatori Λ(X) i Λ∗(X) reprezentuju na slede�i naqin

(Λ(X)ϕ)(s) =
∫

Y

G(s, t)ϕ(t) dµ(t),

(Λ∗(X)ϕ)(s) =
∫

Y

H(s, t)ϕ(t) dµ(t).
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Pri tome je naravno ||Λ(X)||2 = ||G||L2(Y×Y ) i ||Λ∗(X)||2 = ||H||L2(Y×Y )

Ako sa ∆(x, y) oznaqimo sumu
∑n

j=1 ϕj(x)ϕj(y) tada je funkcija ∆(x, y)G(x, y) jezgro operatora∑n
j=1 A∗jΛ(X)A∗j . Me�utim

n∑

j=1

A∗jΛ(X)A∗j =
n∑

j=1

n∑

I=1

A∗jAiXAiA
∗
j =

n∑

i=1

Ai




n∑

j=1

A∗jXA∗j


 Ai =

n∑

i=1

AiΛ∗(X)Ai,

a jezgro ovog posledǌeg operatora je ∆(x, y)H(x, y). Pod gorǌom pretpostavkom (o linearnoj
nezavisnosti) je onda ∆(x, y) 6= 0 µ×µ-skoro svuda. Zaista iz teoreme Tonelija bi u suprotnom
sledilo da je za bar jedno x ∈ Y mera skupa {y ∈ Y |∑n

j=1 ϕj(x)ϕj(y)} strogo ve�a od nule. Tako
je |G(x, y)| = |H(x, y)| µ×µ-skoro svuda, pa je ||G||L2(Y×Y ) = ||H||L2(Y×Y ), qime je dokaz zavrxen u
ovom sluqaju.

U opxtem sluqaju dokaz �emo izvrxiti indukcijom po n. Za n = 1 stvar se lako prebacuje
sa L2(Y ;µ) na L2(suppϕ1; µ), a na supp ϕ1 va�i uslov (7), xto qini bazu indukcije. Neka je sada
n ∈ N. Formiramo niz brojeva αk i niz skupova Ek induktivno. Neka je

α1 = sup
(c1,c2,...,cn)∈Cn

µ{x ∈ Y |c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0} ≤ µY < +∞,

i neka je E1 proizvoǉan podskup skupa Y takav da va�i µE1 ≥ α1/2, i da postoje c1, c2, . . . , cn

takvi da je
∑n

j=1 cjϕj(x) = 0 na E1. Daǉe, za date αk, Ek stavimo da je

αk+1 = sup
(c1,c2,...,cn)∈Cn

µ{x ∈ Y \ (∪k
i=1Ei

) |c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0},

i da je Ek+1 neki podskup skupa Y \ (∪k
i=1Ei

)
takav da je µEk+1 ≥ αk+1/2, i da postoje c1, c2, . . . , cn

takvi da je
∑n

j=1 cjϕj(x) = 0 na Ek+1. Jasno je da su Ek disjunktni skupovi pa va�i
∑+∞

k=1 αk ≤
2

∑+∞
k=1 µEk ≤ 2µY < +∞, odakle posebno αk → 0 kada k →∞.
Ustanovi�emo da na skupu E0 = Y \ (∪+∞

k=1Ek

)
funkcije ϕj imaju osobinu da su linearno neza-

visne na svakom podskupu skupa E0 strogo pozitivne mere. Zaista, u suprotnom iz pretpostavke
da je

∑n
j=1 cjϕj(x) = 0 na skupu F ⊂ E0, koji je strogo pozitivne mere, proizilazi da postoji

αk < µF , xto je u suprotnosti sa definicijom skupova Ek.
Neka je Pk ortoprojektor sa prostora L2(Y ) na ǌegov podprostor L2(Ek) za 0 ≤ k < +∞. Tada

je
∑+∞

k=0 Pk = I, Pk su me�usobno ortogonalni, i PkAj = AjPk. Prema tome jasno je da va�i

||Λ(X)||22 =
+∞∑

k,l=0

||PkΛ(X)Pl||22 ; ||Λ∗(X)||22 =
+∞∑

k,l=0

||PkΛ∗(X)Pl||22 .

Na prostoru L2(Ek) (za k > 0) operatori Aj su linearno zavisni, pa se jedan od ǌih mo�e
izraziti kao linearna kombinacija ostalih, recimo An. Tada je PkAn =

∑n−1
i=1 biPkAi, pa je

PkΛ(X)Pl = Pk

n∑

j=1

AjXAjPl =
n−1∑

j=1

PkAjXAjPl + Pk

n−1∑

j=1

bjAjXAnPl = Pk




n−1∑

j=1

AjX(Aj + bjAn)


 Pl,

i sliqno

PkΛ∗(X)Pl = Pk




n−1∑

j=1

A∗jX(A∗j + bjA
∗
n)


 Pl,

pa za k 6= 0 jednakost ||PkΛ(X)Pl||22 = ||PkΛ∗(X)Pl||22 va�i prema indukcijskoj pretpostavci. Sliq-
nu proceduru mo�emo da ponovimo i za l > 0. Tako, da bismo zavrxili dokaz treba jox pokazati
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da je ||P0Λ(X)P0||22 = ||P0Λ∗(X)P0||22. Me�utim ovo posledǌe je taqno jer je to upravo prethodni
specijalni sluqaj. ¤

Vajs je u istom radu, uz dosta slo�enu tehniku dokazao da ako operator Λ ima osobinu
kerΛ ⊆ kerΛ∗, tada Λ(X) ∈ S2 povlaqi Λ∗2(X) ∈ S2 i

∣∣∣∣Λ2(X)
∣∣∣∣

2
=

∣∣∣∣Λ∗2(X)
∣∣∣∣

2
. Me�utim ovime

nije dokazano da iz Λ(X) ∈ S2 izlazi Λ∗(X) ∈ S2. Naime u tom bi sluqaju Λ(X) = 0 povlaqilo
Λ∗(X) = 0. Kako je ve� napomenuto, tako nexto nije mogu�e dobiti. Naime, postoji primer
normalno reprezentovanog operatora Λ, gde je Λ(X) = 0, i Λ∗(X) 6= 0, i samim tim Λ∗(X) /∈ S2

([38], Xuǉman). Sada �emo upoznati taj primer.

Primer 4.1. Neka je FL1(Rn) Furijeova algebra, to jest slika algebre L1 Furijeovom trans-
formacijom sa nasle�enom normom i sa obiqnim mno�eǌem umesto konvolucije. Takva algebra
u sebi sadr�i sve probne funkcije FL1 ⊇ D, i pri tome se D neprekidno ula�e u FL1, pa je
dualni prostor prostora FL1 podskup prostora distribucija D′. Taj prostor oznaqi�emo sa
PM(Rn) i zva�emo prostor pseudomera. Ako uzmemo sada inverznu Furijeovu transformaciju,
onda mora biti F−1(PM) = L∞. Tako da su pseudomere u stvari one distribucije qija je Furi-
jeova transformacija ograniqena. (Inverzna i direktna Furijeova transformacija razklikuju
se do na kompoziciju sa refleksijom.)

Prelazimo sada na konstrukciju. Posmatrajmo prostor R6 i u ǌemu polinom p(x) = x2
1 +x2

2 +
x2

3 − 1 + i(x2
4 + x2

5 + x2
6 − 1). Oqigledno je da postoje polinomi sj i rj i prirodan broj m, takvi

da za sve x, y ∈ R6 va�i p(x− y) =
m∑

j=1

sj(x)rj(y). Neka su u, v ∈ D, i neka je aj = usj i bj = vrj.

Posmatrajmo Hilbertov prostor L2(R6) i na ǌemu operatore Aj , Bj zadate pomo�u jednakosti
Ajf = ajf , odnosno Bjf = bjf (operatori mno�eǌa ograniqenom funkcijom).

Sada �emo konstruisati operator X. Najpre tra�imo pseudomeru Φ takvu da je pΦ = 0 i
pΦ 6= 0, gde je p nax polinom. Neka je µ0 povrxinska mera na sferi S2 ⊆ R3, i neka je µ = µ0⊗µ0.
Nije texko pokazati da za Furijeovu transformaciju mere µ va�i

(8) Fµ(λ) =
1

(2π)3

∫

R6
e−iλ·xdµ(x) =

2
πK1K2

∫ K1

0

cos sds

∫ K2

0

cos sds,

gde je K1 =
√

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 i K2 =

√
λ2

4 + λ2
5 + λ2

6. Naime, nax integral jednak je proizvodu
brojeva

∫
S2 e−i(λ1x1+λ2x2+λ3x3)dS i

∫
S2 e−i(λ4x1+λ5x2+λ6x3)dS. Prvi od ǌih jednak je

∫
S2 eiK1x1dS,

zbog invarijantnosti sferne mere u odnosu na rotacije. Kada se u posledǌi integral ubace
sferne smene vide�e se da je on jednak 4π

∫ 1

0
cos(K1t)dt = (4π/K1)

∫ K1

0
cos sds. Sliqnu jednakost

dobijamo i za drugi integral, odakle sledi (8).
Neka je Φ = Lµ, gde je L diferencijalni operator dat sa L = (1 + i)x4

∂
∂x1

− (1− i)x1
∂

∂x4
, gde je

diferenciraǌe uzeto u smislu distribucija. Lako se izraqunava da za Furijeovu transfor-
maciju distribucije Lµ va�i F (Lµ) = (1− i)λ4

∂
∂λ1

Fµ− (1 + i)λ1
∂

∂λ4
Fµ, pa uzimaju�i u obzir (8),

zakǉuqujemo da je F (Lµ) ograniqena funkcija. Time je Φ = Lµ ∈ PM(R6).
Direktno se izraqunava da je Lp = 0, dok je Lp = 4x1x4(1 + i). Sada za proizvoǉnu test

funkciju ϕ imamo pΦ(ϕ) = Lµ(pϕ) = µ(L(pϕ)) = µ(ϕLp) + µ(pLϕ) = 0. (Prvi sabirak se anulira
jer je Lp = 0 dok se drugi anulira jer je p = 0 na nosaqu distribucije µ.) Na sliqan naqin je
pΦ(ϕ) = µ(L(pϕ)) = µ(ϕLp)+µ(pLϕ) = 4(1+ i)x1x4µ(ϕ). Tako je pΦ = 0, dok je pΦ = 4(1+ i)x1x4µ 6= 0

Tek sada smo u poziciji da konstruixemo operator X pomo�u ve� konstruisane pseudomere
Φ. Stavimo da je Xf = F−1((FΦ) · Ff) (konvolucija distribucije Φ i funkcije f). Za ovako

dobijene operatore Aj, Bj i X va�i
m∑

j=1

AjXBj = 0 dok je
m∑

j=1

A∗jXB∗
j 6= 0.

Zaista, ako su ϕ i ψ test funkcije (koje su naravno guste u L2 tada mo�emo direktno izraqu-
nati da va�i:

(9)

〈
m∑

j=1

AjXBjϕ, ψ

〉
= pΦ(vϕ ∗ ũψ) = 0,
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za sve ϕ i ψ, dok je

(10)

〈
m∑

j=1

A∗jXB∗
j ϕ,ψ

〉
= pΦ(vϕ ∗ ũψ) 6= 0,

za neke ϕ i ψ i za pogodno odabrane u i v.
Time je tvr�eǌe dokazano.

Napomena 4.1. U formulama (9) i (10), zvezdica ∗ oznaqava konvoluciju, a ũ funkciju defini-
sanu sa ũ(x) = u(−x). Detaǉi o raqunu sa test funkcijama i distribucijama, mogu se prona�i
u sedmoj glavi kǌige [34].

Napomena 4.2. Ovaj kontraprimer mo�e poslu�iti i za tvr�eǌe da nije uvek asc Λ ≤ 1, i da
nije uvek ranΛ ortogonalan na kerΛ. Naime prema Posledici 3.1, iz ranΛ⊥ kerΛ sledi ascΛ ≤ 1,
a iz ascΛ ≤ 1 prema Napomeni 4.1, proizilazi Λ(X) = 0 =⇒ Λ∗(X) = 0.

Napomena 4.3. Ako je ascΛ > 1, onda slika i jezgro imaju netrivijalan presek, i prema
tome ne mogu biti ortogonalni. Tako Primer 4.1 jasno govori da se Teorema 2.5 ne mo�e daǉe
uopxtavati na elementarne operatore ve�e du�ine. Ipak, mo�e se dogoditi da za elementaran
operator Λ(X) =

∑n
j=1 AjXBj va�i da je ranΛn−1 ortogonalan na kerΛ, xto je jox uvek otvoren

problem.

Zavrximo ovu glavu, varijantom Teoreme Faglida-Patnema za elemente Banahovih algebri
([32]), i asimptotskom varijantom iste teoreme.

Teorema 4.5. Neka su A i B operatori na nekom Banahovom prostoru X, takvi da va�i AB =
BA i

(11) inf
r>0

ω(r)
r

= 0,

gde je ω(r) = max
|λ|=r

||e−(λ̄A−λB)||. Tada je kerA = ker B.

Dokaz. Neka je Ax = 0. Tada je eλ̄Ax =
+∞∑
n=0

λ̄nAnx
n! = x, pa je eλBx = e−(λ̄A−λB)eλ̄Ax = e−(λ̄A−λB)x,

odnosno ||eλBx|| ≤ ω(|λ|)||x||. S druge strane ||Bx|| = || d
dλeλBx

∣∣
λ=0

|| ≤ inf
r>0

1
2π

∫
|λ|=r

||eλBx||
|λ|2 |dλ| ≤

||x|| inf
r>0

ω(r)
r = 0. Tako smo dokazali da je kerA ⊆ kerB. Analogno je i kerB ⊆ kerA. ¤

Posledica 4.2. Neka je A Banahova algebra sa jedincom, i neka su a1, a2, b1, b2 ∈ A, takvi da
va�i ajbj = bjaj i ||eλ̄aj−λbj || = o(|λ|1/2), za j = 1, 2. Tada je a1x = xa2 ekvivalentno sa b1x = xb2.

Dokaz. Uoqimo preslikavaǌa A, B : A → A, data sa Ax = a1x − xa2, odnosno Bx = b1x − xb2.
Oqigledno preslikavaǌa A i B komutiraju, pa va�i

e−(λ̄A−λB)x = e−(λ̄a1−λb1)xeλ̄a2−λb2 .

Odatle jednostavno izvodimo uslov (11), i primeǌujemo prethodnu Teoremu. ¤

Napomena 4.4. Klasiqnu Teoremu Faglida-Patnema dobijamo ako stavimo A = B(H), i bj =
a∗j . U tom sluqaju je ω(r) ∼= 1, pa je jasno da je Teorema 4.5, netrivijalno uopxteǌe Faglid-
Patnemove Teoreme.

Pre�imo na asimptotsku varijantu Teoreme Faglida-Patnema. Ona je prvi put dokazana u
radu [20]. Dokaz koji ovde prenosimo je daleko lakxi (i lepxi) i preuzet je iz rada [32]. Za
takav dokaz, bi�e nam potrebna slede�a konstrukcija.
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Stav 4.1. Neka je X proizvoǉan Banahov prostor, i neka su skupovi l∞(X) i c0(X) definisani
sa l∞(X) = {(xn)∞n=1 |xn ∈ X, sup ||xn|| < +∞}, odnosno c0(X) = {(xn)∞n=1 |xn ∈ X, lim

n→+∞
||xn|| = 0}.

a) Funkcija ||x|| = ||(xn)|| = supn∈N ||xn||, je jedna norma na skupu l∞(X). Skup l∞(X) je Banahov
prostor u odnosu na tako zadatu normu, a c0(X) je ǌegov zatvoren potprostor.

b) Neka je T : X → X proizvoǉan ograniqen linearan operator. Preslikavaǌe T̃ : X̃ → X̃

(X̃ = l∞(X)/c0(X)), dato sa T ((xn) + c0(X)) = (Txn) + c0(X) je korektno zadato. T̃ je linearno
i ograniqeno i va�i ||T̃ || = ||T ||. Tako�e preslikavaǌe Φ : B(X) → B(X̃), dato sa Φ(T ) = T̃ je
homomorfizam algebri B(X) i B(X̃) ograniqenih operatora na Banahovim prostorima X i X̃.

Dokaz. a) Jednostavna provera.
b) Za korektnost definicije operatora T̃ , dovoǉno je dokazati implikaciju (xn) ∈ c0(X) ⇒

(Txn) ∈ c0(X), xto sledi iz ||Txn|| ≤ ||T || ||xn||. Oqigledno je preslikavaǌe Φ homomorfizam.
Treba jox dokazati da je izometrija. Me�utim, imamo ||T̃ ((xn)+c0(X))|| = inf

(yn)∈c0(X)
||(Txn+yn)|| ≤

inf
(yn)∈c0(X)

||(Txn)+(Tyn)||, jer je T (c0(X)) ⊆ c0(X), pa je ||T̃ ((xn)+c0(X))|| ≤ inf
(yn)∈c0(X)

||(T (xn+yn))|| ≤
||T || inf

(yn)∈c0(X)
||(xn + yn)|| = ||T || ||(xn) + c0(X)||. Tako je ||T̃ || ≤ ||T ||.

Da bismo dokazali suprotnu nejednakost uoqimo niz jediniqnih vektora x(k) ∈ X, takvih da
||Tx(k)|| → ||T ||, kad k → +∞. Uoqimo, daǉe, niz konstantnih nizova (x(k)

n )+∞n=1, x
(k)
n = x(k), pa �emo

imati T̃ ((x(k)
n ) + c0(X)) = ||Tx(k)|| i ||(x(k)

n + c0(X))|| = 1. Odatle je ||T̃ || ≥ ||T̃ ((x(k)
n ) + c0(X))|| =

||Tx(k)|| → ||T ||. Time je dokazana i obratna nejednakost. ¤

Teorema 4.6. Neka je A Banahova algebra sa jedincom, i neka su a1, a2, b1, b2 ∈ A, takvi da va�i
ajbj = bjaj i ||eλ̄aj−λbj || = o(|λ|1/2), za j = 1, 2. Tada za svako ε > 0 i za svako K > 0 postoji δ > 0
takvo da iz ||a1x− xa2|| < δ i ||X|| ≤ K sledi ||b1x− xb2|| < ε.

Dokaz. Na Banahovom prostoru A uoqimo preslikavaǌa A(x) = a1x− xa2 i B(x) = b1x− xb2, i
ǌihova indukovana preslikavaǌa Ã, B̃ : Ã → Ã. Kako je pridru�ivaǌe T → T̃ homomorfizam i

izometrija, to je ||e−(λ̄Ã−λB̃)|| = || ˜e−(λ̄A−λB)|| = ||e−(λ̄A−λB)|| = o(|λ|). Tako je ker Ã = ker B̃, odnosno
(Axn) ∈ c0(X) ⇔ (Bxn) ∈ c0(X). Drugim reqima, ako ||a1xn − xna2|| te�i ka nuli (kad n → +∞),
tada i ||b1xn − xnb2|| te�i ka nuli.

Pretpostavimo sada suprotno. Tada postoje ε,K > 0, takvi da za sve n ∈ N imamo xn ∈ A, sa
osobinama ||xn|| < K, ||a1xn − xnb2|| → 0, i ||b1xn − xnb2|| ≥ ε. Ovde je kontradikcija. ¤

48



LITERATURA

1. Abatzoglu T.J. Norm Derivatives on spaces of operators, Math. Ann. 239(1979) 135–140
2. Anderson J. On normal derivations, Proc. Amer. Math. Soc. 38-1(1973) 135–140
3. Ando T. Comparison of Norms |||f(A)− f(B)||| and |||f(|A−B|)|||, Math. Z. 197(1988) 403–409
4. Bhatia R. Matrix analysis Springer New York 1997
5. Fuglede B. A commutavity theorem for normal operators, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 36(1950) 35–40
6. Gohberg I.C. Krein M.G. Introduction to the theory of linear nonselfadjoint operators, Transl. Math.

Monographs, vol. 18, Amer. Math. Soc. Providence R.I. 1969
7. Holub J.R. On the metric geometry of ideals of operators, Math. Ann. 201(1973) 157–163
8. James R.C. Orthogonality and linear functionals in normed linear spaces, Trans. Amer. Math. Soc.

61(1947) 265–292
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SPISAK ISPRAVKI

stranica red stoji treba

1 5+ Aj i Bj {Aj} i {Bj}
1 1− . . . | 〈x, y〉 | ≥ 0 . . . | 〈x, y〉 |2 ≥ 0
9 19− T1, T2, . . . , Tn (T1, T2, . . . , Tn)
9 16− esencijalno ograniqene esencijalno ograniqene funkcije
10 13+, 18−, 20− Tj {Tj}
10 14+ L{x, Tjx, T 2

j x, . . . } L{x, T1x, T 2
1 x, . . . , Tnx, T 2

nx, . . . }
10 19− L{x, Tjx, T 2

j x, . . . } L{x, T1x, T 2
1 x, . . . , Tnx, T 2

nx, . . . }
10 12− ∼= L2(X1 tX2, µ1 + µ2), ∼= L2(X1 tX2, µ1 + µ2), kad su X1 i X2

disjunktni, a µ1 i µ2 uzajamano
singularne (ortogonalne) mere
skoncentrisane na X1 i X2,

10 4− . . .i ǌegovih delova. . . .i ”kopija” ǌegovih delova.
22 15+ inf

ϕ
inf

ϕ∈[0,2π)

22 6− ≤ g(t). ≤ g(t), pa mo�emo primeniti Teoremu
o dominantnoj konvergenciji.

24 7+ · · · = sup
||ϕ||=1

〈(X + Y )ϕ,ϕ〉 . = sup
||ϕ||=1

〈(X + Y )ϕ,ϕ〉 , jer je 〈(X + Y )ϕ,ϕ〉
≥ −||Y || ≥ −(1/4)ε > −||X + Y ||, za ||ϕ|| = 1.

31 6+ Klarkson MekıKartijeve Klarkson Mek-Kartijeve
46 14+ · · · = L∞. Tako da . . . · · · = L∞, tako da . . .

48 12− T̃ ((x(k)
n ) + c0(X)) = ||Tx(k)|| ||T̃ ((x(k)

n ) + c0(X))|| = ||Tx(k)||
48 8− ||X|| ≤ K ||x|| ≤ K
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