0. ¥YBO

Y yBomuoj riasu medurHucahemo ememenrapre omeparope, u malieMo kpaTak mpersiel OHOTa IITO
he y mamem TekcTy OUTH M3IIOKEHO.

Heka je $ cemapabunan XuuaGepros npocrop, u B(f)) anarebpa CBUX OrDAHUYEHUX JIUHEADHUX
omepartopa Ha £). FEaemewmapan onepamop je mpecamkasame A : B(9) — B($) nedpurmcano ca
AX) = 375, AjXBj, rme cy Aj n B; ¢urcupanu oneparopu u n € N U {co}. Yromuro cy A; u
B; xomytupajyhe pamunmje HOpMaJIHUX omepaTopa, OHAa heMmo TakaB eJIeMeHTapaH OIepPaTop 3BaTU
HOPMAAHO PENPEIEHMOBAN eIeMEeHTapaH omeparop. Bpoj n 30BeMO 0yawcuHna eIeMeHTapHOT OmepaTo-
pa. Mako To, MOkna, HUje YBEK HATJIAIIEHO, Y OBOM paly Oulie mocMaTpaHu UCKIBYUYUBO €JIeMEHTAPHYA
oneparopu KoHaude nyskuse. OBakse oneparope yseau cy Jlymep (Lumer G.) u Pozenbaym (Rosen-
blum M.) y pany [18], n name cy mpoyd4aBaHW TOKOM CENAMIECETUX W OCAMIECETUX TOIUHA MPOIIIOT
Beka. HajmosHaTuju cmenujajiHu CIydajeBU e€JEMEeHTAPHUX OIMeparopa Cy eJeMEHTAPHU MHOMKUTENL
Ma p(X)=AXB, nepusamuja Ay(X)=AX — XA, n yonmrena nepuBamuja Ay p(X) = AX — XB.

Y crBapu, eneMeHTApHU onepaTopu umHe noackyn ckyna B(B($))). Ilra Bume, Huje TEMKO Ipo-
BEpUTU [a, y CJIydYajy KOHAUHOAMMEH3MOHAJHOr MPOCTOpPa §), €JIEeMEHTAPHU ONEePATOPU HUCIPILY]Y
cBe orpanudene omeparope #a B(£)). Cryn B($), meDyrum muje Xunbepros, seh camo Damaxos
IPOCTOP, TAKO Ja NMPU M3yUYaBaHy €JIEMEHTAPHUX OlepaTopa He MOKEeMO NMPUMEHUBATH yobadujeHe
TEeXHUKE paja Ca omepaTtopuMa Ha XuUIOEPTOBUM MPOCTOPUMA.

Cnenehe wetupu Teme OGuhe mpemMer HaIEr UHTEPECOBAHA.

1. OproronasHocT cimke u jesrpa. Anrebpa B(f)) Wiy HEKM CUMETPUYHO HOPMUPAHU ULEAI J
(usyzeB 63) nucy Xunbeprosu, Beli camo BanaxoBu npocTopu, y KojuMa He BaKU peJlalnja mapaJiie-
sorpama. Wnakx moryhe je Ha onpeberu HauwH nepuHUCATH OPTONOHAJHOCT JBA BEKTODA.

Hepunuumuja 0.1. Hexa cy x vy sexmopu nexoz Lanarogoz npocmopa. Pehu hemo da je x opmozo-
HAAGH NG Y, YKoAUKO 30 c8e ckanape A\, i € C saxcu

(1) 1Az + pyl] = [[pyl]

Henehn penannjy (1) ca |A| (|u|) Bmoumo ma ce meduuunuja Helie IPOMEHUTH YKOJIMKO Ce jenaH
O CKaJiapa A Wiu i M30CTaBU. Takobhe Jako ce mpoBepaBa ma je y cayyajy XuiabepToBOT IPOCTOPa
penanuja (1) ekBUBaJIEHTHA ca

AP [l2]|* + 2 Re ATt (z,y) = 0,

— 2 .
mTo OHAA 3a A = {(x,y), n = — ||z||” mocraje

2 2
| (@) I l2l]” = 2 J]” [ {z,9) | > 0,
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a To moBiauu ga je (x,y) = 0, TO jecT opTOroHasHOCT y yobuuajeHoMm cmuciy. Hamomenumo ma y
BamaxoBuM mpocTopuma oBa pesjanyja He MOpa OUTH CUMETPUYHA, IITO MOoKa3yje ciaemehu mpumep.

IIpumep 0.1. Tlocmarpajmo Bexrope z = (—1,0) m y = (1,1) y Bamaxosom mpocropy C?, ca
max-HopMmoM. Tama je x opTOroHAJNHO HA ¥y, jep je

Az + pyll = [|( = A p)|| = max{|p — A, |p|} > |l = [[pyl]

ajau y HUje OPTOTOHAJIHO HA ¥, jep 3a Ha HpUMEp A = 2y MMaMOo

1Az + pyl| = max{[p — 2ul, |p]} = |p] < 2|p = Al = [[Az]].

Hanowmena 0.1. Osaksy oproronamaoct, yseo je Ilejuc (James R.C.) y pany [8], ma ce 36or Tora
Hajuemie TOBOPU O OPTOTOHAJHOCTH y cMuciy [lejumca.

Hanowmena 0.2. Iledpununuja 0.1. mocenyje mprpoIHy reoMeTprjcky mHTepuperarujy. Hawmme, y
jé OPTOrOHAJIHO Ha T AKO U CaMoO ako KoMmiulekcHa npasa {x + Ay|A € C} He ceue OTBOpEHY JONTY
K (0, ||z]|), To jecT ako m caMO aKo je Ta KOMILJIEKCAH IIpaBa TAHI€HTHA.

Hopwmammo penpe3eHToOBaHU €I€MEHTAPHU OMEPATOPU Cy ~3aKOHUTU HACJETHUIN HOPMAJHUX OIe-
paropa Ha XuiabepToOBOM MPOCTOPY. 3auCTa, IOCMATPajMO CKYI CBUX ejleMeHTapHux omneparopa. On
je 3aTBOpEH y OMHOCY Ha cabupame M KOMIO3UNUjy OlePaTopa, U MOKE Ce IOKAa3aTU & YWHU jeITHY
BanaxoBy aarebpy. OsBa asrebpa ce MOke Ha IPUPOAAH HAUMH CHaDmeTu mHBOAymujoMm. Hawwme,
3a oneparop A(X) = Z?Zl A; X B; me¢puHUIIEMO HerOB yOIIITEHN aLjyHroBaHu omeparop ca A*(X) =
>0i—1 AsXBy. Ramemo yonmrenu, 3aT0 ITO OBAKBA MHBOIYIMjA HE 3310B0/baBa yciaos [|A*Al] = PN
ma mpema ToMme banaxoBa asrebpa ejieMeHTapHUX OMepaTopa ca OBAKBOM HMHBOJyHUjoM Huje C*-
asrebpa. Hopmasnao pempeseHTOBaHN eJeMEHTAPHU OIEPATOPH, MMajy OCOOUHY ma KOMYyTUDPAjy ca
CBOjUM YOIIITEHUM aJ1jyHIMOBaHUM omnepaTopoM. HakangocT To HHje HOpMaJlaH OIEpPaTOp y IPaBOM
CMUCIy Te peudu, jep eseMeHTapHu omneparopu He umHe C*-anrebpy, ma Hemajy cBe O0COOUMHE Ha KOje
CMO HABUKJIU.

ITokazahemo na HOpMaJIHO PENpPE3EeHTOBAHU €JIEMEHTAPHU OIEePATOPU, IOA HEKUM yCJIOBUMA IIOCE-
yjy OoCOOWHY HOPMAJHHUX OMEeparopa mda Cy je3rpo m ciauka MehycoOHO OpTOTrOHAJIHU, Y OBOM YOII-
mrenoM cmuciay. OBe ummenune 6mhe mcropumhene y 4eTBPTOM Zedy OBOr pajna, npu mu3Bobhemy
HEKVX UHTEPECAHTHUX ITOCJEIUIA.

2. ITorunyHoct 36upa ciauke u jesrpa. Hopmasnan omeparop Ha XuiabepToBOM IPOCTOPY, HOPEL
ocobuHe ma cy My cauka u je3rpo mehycobuo oproronannu, uma u 0cobuny nga oHu (CIUKa U je3rpo)
y 30upy pasanumy ynTaB npocTop. JlormuHo nmurame je, ma M ce AUPEKTaH 30Up 3aTBOpPEHma CIUKE,
U jesrpa HOPMAJIHO PEINpPE3eHTOBAHOI €JEeMEHTAPHOI ollepaTropa IOKJala ca JOMEHOM Ha KOMEe OH
nejecrByje. To moske Gutu B($)), anu m HEKM 01 mMmeasa KOMIAKTHUX omeparopa. OBO je BaKHO u
300r Tora mTo je Taj mpobIIeM TECHO MOBe3aH ca MPOoDJIEeMOM KOMIIJIEMEHTAPHOCTU je3rpa.

Jom mouerkom cenamuecerux roauaa Auxepcon (Anderson J.) je mokazao ma u y Hajje AHOCTABHU]EM
ciyyajy, TO jecT ciydajy HOopMaiaHe mepuBanuje, Ay : B($)) — B($), 1o He MOpa yBeK OUTU TAKO.
Hawume tama cy yBek camka u jearpo mehycoOHO OpTOTOHAJNHU, add HUXOB 30UP MONyH-aBa YUTAB
npocrop B($) camo onna razxa je cmekrap omeparopa A KoHadaH.

Xwumoresa na je TakaB, y OIIITEM CJIydYajy HEraTWBaH, Pe3yJTaT IMOCJeIulla HecenapabuIHOCTHU
upocropa B($), 6ulie oGopena y oBom pany. Haume nmokazahiemo na je 0AroBop mo3uTUBaH y CIydajy
KajJa je mOMeH HopMmanHe nepuBamuje maeast G,, 3a 1 < p < 00, JOK Ba:XM HETATUBAH PE3yJITaT 3a

p=1.

3. Y CcnoH esieMeHTapHOT omepaTopa. Y CIIOH je HyMepUYKa KapAKTEPUCTUKA OlepaTopa, u aehuH-
uIIe ce 3a NpOM3BOJLAH JIMHEApaH OllepaTop Ha OMIIO KAKBOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY.

Hedunaunuja 3.1. Ycenow onepamopa A, y osnauyu asc A, je najmamnu npupodan 6poj n maxas 0a je
ker A” = ker A1, Vikoauxo maxsoz npupodnoe bpoja nema onda je asc A = +00.
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Jacuo, akxo je asc A =0, ounma je ker A = ker I = {0}, na je rakas omeparop 1 —1. Ako je ascA =1
OHZA CIUKA U je3rpo TAKBOT ONMEPAaTOpa UMAjy TPUBUjaJIaH Mpecek. Jaucrta, u3 Y € ran A Nker A
crema Y = A(X), 3a mexko X u A(Y) =0, To ject A(A(X)) =0. Onasne je X € ker A? = ker A, na je
Y = A(X) =0. Basku u o6parno. Ako je A 1-1, rama je asc A = 0, a akO ciauKa U je3rpo omeparopa
A nMvajy HerpuBmjasaH mpecek, tana je asc A < 1.

[Mokazalhiemo, usmeby ocrasor, 1a je yCIOH CBAKOT HOPMAJHO PENPE3EHTOBAHOT €JIeMEHTaPHOT OIl-
epatopa (#Ha B(f))) KOHauHe Iy:kKuUHE KOHAUaH. TUM mpe, Ha yRUM JoMeHHMa ox B($)) oH Moxke camo
1a ce CMambu.

4. Teopeme tuna Parimmma-Ilaraema. (Fuglede B., Putnam R.C.) OcuoBuu pesyarar y oBoMm
npasiy je mosuara teopema Parmmna-Ilarmema [5], [21]:

Teopema 0.1. Axo cy A u B nopmaarnu onepamopu u AX = X B, mada je A*X = X B*.
Joxas. I3 npernocraske na je AX = X B nako nomohy naayknuje qobumjamo na 3a CBAKU MPUPOAAH
Oopoj n Baxku A"X = XB". Muoxkehu 3aTtum oBe jemmakocTu ca )\n/n! u cymupajyhm mx, modeB on

HyJle, IO CBUM IPUPOIHUM GpojeBmMa, mmamo e X = Xe*B | 3a ce kommiekcue 6Gpojese . Jlakie

MXe M = X. TloMHO®MMO OBY jeIHAKOCT ca jeBa ca e A | u ca necma ca e*? . Hapasmo,

NAp—AA* _ NA-XA

BaKU €
Yy OHIITEM CJIyYajy jeTHAKOCT e He Mopa OuTu TavyHa, ajaum TOo oBme obeszbebyje

KOMyTaTUBHOCT omepaTtopa AA u AA*. Taxo je
62zIm)\AXe—2zIm/\B — e—/\A Xe/\B )

dyurnuja o(\) = e M XerB je amanuruuka, u kaxo cy omepaTopu 2 MA y o= 2 IMAB yyyrapay, TO

Baskn ||p(N)|| < Hez“mXAH [|X]] He‘QiImXBH = ||X||, na je ¢ m orpamuuena. IIpema teopemn Jlumysura

OHIa clIedW na je TO KOHCTaHTHa ¢yHKNuja. J[lakxme e M XM = »(0) = X, T1j. XM = AMTX.
Hudepennupamem u 3amerom A = 0 qobujamo TpaskeHy jemHaxoct. [

Ioka3 koju je oBme m3nokeH mormue on Posenbayma [23], ma ce oBa TeopeMa 4UeCcTO HA3UBA U
teopema Parnun-IlaTaem-Pozenbiryma.

OBa Teopema ce Moxke carsnenatu u Ha ciaenehu nauun. Axo cy A u B HOpMaJIHU OmEpaTOPU, TAIA
Aa p(X) =0 nonaun (Ay p)*(X) =0, T0 jecT jearpo HopMmasHe nepuBanuje Ay p U HBEHE YOIIITCHE
anjyarosase nepusanuje (A p)* = Ag- p- ce noknamnajy. Ilurame roje iemo pasmorpuru jecre you-
IITelhe OBE TeOpeMe ca HOpPMAaJHe NeprBalyje Ha OUIIO KOju HOPMAJHO PEIpPEe3eHTOBAH eJIeMeHTapHU
omepatop. Hawmme, na au u3 Z?:l A; X B; = 0 nponsunasu Z;’L:I A;XB]*- =0, moxn ycioBoM na cy A; u
B; xomytupajyhe ¢avmauje HopMmaiHux oneparopa. VcmocraBulie ce ma TakaB pe3yiTaT y ONIITEM
caydajy HHje TavaH, aJu & UIAK BAKU MMOJ HEKUM TONATHUM YCIOBUMA.






1. JEPNHUIINJE 1 OCHOBHUN CTABOBUA

Cunrynapau O0pojeBM U YHUTAPHO WHBAapUjaHTHE HOpME

IIpe mero mro mpebemo Ha m3narame pesyinarara, 3anp:xaheMo ce KpaTKO, Ha HEKUM BarKHU]UM
neduHUIMjaMa 1 TBPp hemuma.

Meby ocuoBHUM je mojaM CUHrYJIapHOT GPOja KOMIIAKTHOL OIepaTopa. 3a KOMIaKTaH omepatop A,
mera je A = UH meroso momapso pasiarame, o ject H = (A*A)Y/? >0, u U napuujaana nzomerpuja
ca ran A*, ka0 moueTHUM U ran A, Ka0 CBOjUM AOJA3HUM MOTIPOCTOPOM. Kako je H mo3uTuBaH U KOM-
HAKTaH TO IOCTOjU OPTOHOPMUPAH CHCTEM BEKTOpa ¢; Takas na je Hy; = \;(H)y;, u Baxku paznarame

H= ;r:l) N (L) pj, rae je A\j = \j(H) Hn3 concrBenux Bpennoctu ypeben y omanajyhu mopenak,
a CBaKa BPENHOCT je MOHOBJLEHA OHOJIMKO IIyTa KOJNUKA je meHa Bumectpykocr. ([me rom y mamem
TekcTy Oyme mmcaJio onanajyiu HU3, MUCIU Ce Ha HU3 ca 0COOMHOM A, > A\,41. Hawmme, ayrop cmarpa
Ia je majieKo MPUKJIAMHU]e KOPUCTUTU TePMUHE omnanajyhu m cTporo omanajyhu, ymecro mepactyhu

u onaznajyhu, pecnekrusno.) [[OMHOKUMO TOP®HY jeIHAKOCT ca Jyesa ca U u umamo

+o0o
A=UH=3 N{ .¢)Up;.

j=1

Kako je U mapumjanna usomerpuja, to je 1); = Uyp; Tarobe opronopmupan cucrem. Bpojese \;(H) =
Aj ((A*A)I/Q) 30BEMO cuneyaapHu bpojesu oneparopa A, u ozHauyaBamo ca sj(A). Tarxo 3a A mmamo
tako3Bauu [IImumoe paszeoj

+oo
A= Zsj(AM LT

Cunrynapau 6pojeBu ce MOry nepuwHMCATM W 34 NPOU3BOJLAH OTPDAHUYEH OmepaTop. Taury A
CIIEKTPa CaMOAaljyHCOBAHOT omeparopa A 30BeMO Tauka €CEHIUjaJIHOT CIEKTPa, ako je 3a cBe € >
Ea(A—e, A\ 4¢)$ Gecronauno muMensnoHasan noanpoctop on §). To he ce, jacHo, moromaury ako u camo
aKo je A Tauka HEIPEKUIHOT CIEeKTPA WU KAPAKTEPUCTUUYHA BPEAHOCT OECKOHAUHE BUIIECTPYKOCTU.
3a matu A € B($) 6poj $x(A) medpunucaliemo ka0 CympeMyM €CEHIMjaJIHOT CHEKTPa OlIepaTopa
|A| = (A*A)Y/?. Hamomenwmmo, jomr, ma ce MOWe TMOKA3aTH 14 je Soo(A) jeaHax HODME Kiace omep-
aropa A y Kankunosoj anre6pu B(9)/6.

Y unTepBaNy (So0(A), +00) omeparop |A|, makie, uMa camMo U30JI0BaHE KAPAKTEPUCTUYHE BPEIHOCTU
kKoHauHe pumecTpykoctu. On Tux Tavaka padyHajyhu BUXOBY BUMECTPYKOCT Ppopmupaliemo omana-
jyhu mu3. Axo je Taj Hu3 Geckomaval, oHza Hemo mo geduHunMjy y3eru Taj Hu3 3a Hu3 {s;(A)}.
YKONUKO je mak KoHauaH, peunmMo mysxuue N, omma Hemo raj Hu3 y3seru 3a s;(A4), kax je 1 < j < N,
a 3a j > N crasuhiemo s;(A) = so(A). Y 0b6a cayuaja je To omamajyliu HZM3 KOju KOHBeprupa Ka
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500(A). Y crBapu onepatop B = A — 5,(A)] — AP, rue je P = Ej4([0,55(A)]), je xommakran u
5j(A) = 500 (A) + 55(B).

HaBomumo meke ocobune cuHTyIapHUX OpojeBa.

Teopema 1.1. 3a cuneysapre bpojese samncu
(1) s;(A) = s;(A7)

(ii) s;(AB) < [[A]|s;(B)

(i) s;(AB) < s;(A)||B]|.

Iloka3 npBe TeopeMe je u3ocrtaBibeH u Moke ce Hahu y [6] crpanune 26—28.

Teopema 1.2. Hexa je A € B(9) ue > 0. Tada nocmoje B € B($)) u opmonopmupar cucmem {e;} ca
ocoburama

(i) 1B — Al <«

(14) B*B je oujazonanan
(117) s;(B) =sj(A) 3aj=1,2,...
(iv) B*Bej = s;(A)?%e;.

Joxas. Axo je A rommarran moskemo y3etu B = A. 3arto mpermoctaBuMo na A HUje KOMIAKTAH.
Koucrpykuujy omeparopa B u3zBomumo Ha cienehim mauwmu. Y3mumo momeny 0 = qp < a1 < -+ <
Qp = S00(A) muTEpBaa [0, 500 (A)] TaKBY Ha je max;(a;y1 — ;) < €, n ozHaumMO $; = Ej4(([ay, 2i41))H
32 0 < j<n—2 O = Ealan—1,00])9, Hoo = Eja((an, +00))$. Ilepunmmemo omeparop P ca
Plg, =0, Plg, = aji1ls, 3a 1 <j<n—1, Plg_ =|A] }ﬁm’ u craBumo B = UP, rue je U napuunjasnza
M30MeTpHrja U3 [MOJIApHOr pasnarama omeparopa A. Ako je s;(A) > s« (A), ouna je e; onrosapajyhn
concrsenn BerTop onepartopa (A*A)'/2, a axo je 5;(A) = so(A) 32 j > N omma yswmmo na je {e; /%,
HEKU OPTOHOPMUPAH CUCTeM u3 npoctopa §,—1. (OBaj nocaenmu ciydaj HACTYNIA jeUHO Kana je Hoo
koHauHOArMeH3roHasan). Ocobune (i)-(iv) ce, cama, IUPEKTHO mpoBepasBajy. U

Jlema 3.1. [Bune-Koum| a) Heka je A xeadpammua mampuyae muna nxn, u nveka cy B u C npagoyzaone
Mmampuye muna n X m, 00nocHo m X n, maxee da je A = BC, npu wemy je n < m < +oo. Tada je

detd= 3 B(zl L. zn>c(1 > n>

1<l <l <---<lp<m

20e cy B 12 ... uC holeoe , 03KaKe 3a 00z208apajyhe MuHope.
ll lg N ln 1 2 e n

6) Hexa je A xeadpammna mampuya munan X n, u weka cy B u C beckonaune mampuye muna n X +00,
00H0CHO +00 X n, makee da je A = BC, npu wemy pedosu Z;;of bjicii wonaepeupajy s3a cee j, k. Tada je

_ 1 2 n ll l2 ln
detd= > B(zl b ... zn>c<1 2 .. n>

1<l <l2 <<y

oxas. a) Ipsu neo Jleme je, y crBapu, Teopema 33 ¢) u3z kmure [17].

6) Ipyru meo Jleme ce mokasyje Ha OCHOBY HPBOI IDaHUYHUM OpesazoMm. Hawume, Heka je B, =
[bjl]?zl,fil u Cy = ey, u mera je A, = B,Cn, = >4, bjlclk];kzl. 360r KOHBEPIEHIM]e
pemoBa cBaku uwiaH maTpure A, KoHBeprupa ka omrosapajyhiem unamy marpune A. JlerepMmunanta
je moNMHOMCKaA (YHKIMja O CBOjUX WJIAHOBA, M TUME HEIPEKMOHA, Ia MMaMO

detA= lim detAn= lm >/ B<11 Lo zn)c<1 2 .. n>_
1<l <l <<l <m
1<l <l <+ <lp<+oo
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Teopema 1.3. 3a 6uaro koju cucmem eKMOPa T1,T2, - .., Tk BAACU HEJEORAKOCT

det [(Az;, Azy)]7 ), < 51(A)?s2(A)? ... s, (A)? det [(z;, T} ey -

Joxas. Y3mumo oneparop B u opronopmupan cucreM {e;} u3 Teopeme 1.2. u mmamo

+oo
(Bzj, Bxy) = (B*Bxj, i) :Z (B*Buxj,e;) (er, Tk)
=1

+oo
= ZSlQ <x_]7 €l> <el71»'k> ’
=1

T0 ject [(Bzj, Bxy)|},—, = BB, rue je B = [s; (mk,ej)]zzl,j:oi’. Cana, npema Jlemu 3.1, umamo

n 1 2 ... n 1 2 ... on\
det [{Baj, Bay)l),_, = Z B (ll lo l ) b <l1 l2 ! )
1<l <<l <400 n n
2.2 2 1 2 ... n 1 2 ... n\
§5152.-~Sn Z C <ll 12 ln C ll 12 ln
1<l <<l <+o0

=553 ... 52 det[(z, x1)],

1 2 ... n 1 2 ... n .

rme cmo ca B , omaocHo C 03HAYUIN OHE MUHOPE, KOjU Cy HO-
i ls ... 1, L U

6ujenu on ly,ls,...,l,-Te Komone maTpune B, omgaocro C = [(xk,ej)]gzl,j;’f.

Pesyarar cana cienu HAa OCHOBY HENPEKUAHOCTHU JeTEPMUHAHTE jep pasnuka ||B — A|| mosxke Gurn
MpOM3BOJLHO Masa. [

Teopema 1.4. (Hejeonarocm Xopha) H?Zl s;(AB) < Hle 5j(A)s;(B) sa k=1,2,...

Joxas. Ha ocHOBY mpeTxonHe TeopeMe MMaMO, 33 CBAKM OPTOHOPMUpPAH cuCTeM {z;}:

det [(ABx;, ABx;)]} | <si(A)...s}(A)det [(Bx;, Bx))]; .,
<s}(A)...s}(A)s3(B). .. sp(B) det [z, 2,)];
=52(A)...s:(A)s?(B)...s:(B).

Cama hemo ma ocmoBy Teopeme 1.2, omabparu oproHOpMEpan Hu3 {z;}, Tako Aa Oylde HCIyHe-
na Hejennakoct |[(AB)*ABux; — s} (AB)x;|| < §/n?. Y Tom cayuajy he HOpMa pasiuke MaTpuua
[(ABxi,ABacjﬂf’j:l u diag(s;(AB)) ouru mama ox §. A ¢ hemo omabparu Tako Ha pa3iIUKa AETEp-
MUHAHTU Oyle Mamba WM jeIHAKa OX HEKOT yHampen 3amaTtor 0poja €. To je moryhe ypammurtu 36or
HeNpeKnaHoCTN nerepMuHanTe. Tako he seBa crpana ropme Hejemnakoctu 6utu Beha wnn jennaka
on s3(AB)...s?(AB) —e. Teopema je oBuMe HOKa3aHa jep € MOke GUTU IPOU3BOBHO Majo. L[

Cana hemo npehu Ha mojam yHurapHO mHBapujanTHe HopMe. Heka je J Heku nBOCTpaHM uueal
y B(9). Hopma | | ma J je ymurapro muBapujantHa ako jemaaroct |[UAV| = ||A| saxu 3a cse
yruTapse onepatope U u V u3 B($)), u aro je | A| = ||A|| = s1(A) 3a cBaku oneparop A pasra jenas.
Ucnocrasma ce ma cBaka YHUTAPHO MHBAPHMjaHTHA HOPMa 3aBUCH HCKLYUMBO o Hu3a s;(A), n ma
¥Ma CBOj NIPUPONAH JOMEH y BUAy HEKOr asBocrpasor mupeana. (Ilompasymesa ce ma je mo3maro na
HeMa HeTPUBUjaJHUX ABOCTpaHuX nneasna Behiux ox G, HUTH MamBUX O] ealia Oleparopa KOHAYHOT
panra). Y cTBapu, CBaKa yHUTAPHO MHBAPUjaHTHA HOPMa T€HEPUCAHA je HEKOM (GyHKIMjoM P Ha CKyILy
Hu3oBa, ca ||A| = ®(s1(A4), s2(A),...), rkoja 3amoBOmaBa ocobuHe

(1) ®(s) >0,3as#0
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(i) ‘P(aS) || D(s)

iii) (s +1) < B(s) + (1)

(tv) @(&1,82,...) = ®(|€,1,1&),], - - ) 3a cBary mepmyTanujy k — j, npuponHux GpojeBa
(v) ®(1,0,0,...)=1.

U obGpatHO, cBaka TakBa (QYHKIMja DeHEPUIIE HEKYy YHUTAPHO WHBApujaHTHY HOpMy. OBakBe (yHK-
IlFije 30BEMO cumempuune nopmupajyhe Pynxyuje, a omrosapajyhe mmeane cumempuyno HOPMUPAHU
uoean.

pyru ycioB y nepUHUNUjX YHUTAPHO MHBApPUjaHTHE HOPME, KOJU je Y CTBAPU HEKU YCJIOB HOP-
Maau3anyje, n3jenHadyje Ha olepaToOpuMa paHra jelaH ABe OCHOBHE HOPMe, YHU(POPMHY U HYKJIeap-
Hy. Ynufopmmna nopma nepuHucaHa Ha uneiaoM B($)) je y crBapu yobruajeHa omepaTopcka HOpMa
|[|A[| = sup) |z =1 [|Az|| = s1(A) = max;>1 5;(A). Hyrxaeapra nopma je ||All; = j:oi’ s;(A). Hben npupo-
DaH OOMEH je CKyIl OHMX KOMIIAKTHIX OIepaTopa 3a KOje Pem ijoi’ s;j(A) xomBeprupa. Taj cryn
o3HauaBaMo ca S u 30BeMO mueain wykaeapnur onepamopa. MeDy cBuM yHUTApHO MHBAPUjAaHTHUM
HOpMaMa HykJIeapHa je HajBeha, a yHumpopMHA HajMama, TO jeCcT 3a MPOM3BOJPHY yHUTAPHO WHBA-
pujanTHy HOpMY Basku Hejenmaroct || X|| < [ X|| < [|X]];. Camum TuMm, yHEDOPMHA HOPMa IeHEPUIIE
Hajcnabujy, a HyKJIeapHa Hajjady TOIOJOTU]Y.

Ckyn 6, je BaskaH u U3 Ipyrux passiora. Hawmme, TO je MaKCHMAaJaH CKYIl OlepaTopa Ha KOjeM je
voryhe nepunucaru Tpar. Tpar oneparopa A Moske OUTU MATPUYHU, TO jeCT Zj:o‘f (Apj, p;), 3a HEKN

—~

OPTOHOPMUPAaH CHACTEM {@;}, MIn CIeKTpasHu, 30Mp CBUX CONCTBEHMX BpeaHocTH. OCHOBHU Pe3yaTaT
O TparoBmMa 4YmHU Teopema JIuackKor, koja TBpAMU 1a je 3a OUI0 KOju HyKJIeapaH OMepaTop MATPUUHU
Tpar KOHa4YaH, He 3aBUCKU O M3bOpa OPTOHOPMUPAHOI CUCTEMa U Oa je jelHAK CHEKTPAJJHOM Tpary.
Ha ocuoBy ToOra Huje Temko um3BecTu Oa je Tpar OrpaHUYEH JUHeapaH (pYyHKIMOHAJ Ha mpoctopy O1,
U Ja My je HOopMa jeTHaKa jequHUIIN.

Wsmeby mykneapre u yaupopmue Hopme mory ce unreprnoavparu [larenose (Schatten R.) p-mopme

1
||All, = ( ]J;OT sj(A)p) v auju je npuponrn nomer &), = {A € S| [|A][, < +oo}. Meby &, nneamma
nocebHO je uaTepecantan Gy mmean Xunbepr-llImuroBux omeparopa, jep ce OH MOKe Ha MPUPOAAH
HauMH cHAOmeTw ckasiapHuM npousBomoM. Hawmme 3a A, B € &3 omeparop AB* mpunana &p, ma
nepuaunuja (A, BY = tr(AB*) nma cmucaa. Hopma koja m3Bupe u3 0OBako NePUHUCAHOL CKAJIAPHOT
npoussoza je yupaso [[Tarenosa 2-mopma. CacBuMm ouekuBaH pesynrar jecre ayanasoct usMeby &, u
&, (1/p+1/q=1). Cparn pynsnmonan ¢ € & jemHO3HAUHO je TeHepucan HekuM omepartopom Y € &,
na caenehn mauun, p(X) = tr(XY). Ilpm Tome Baskm H<p||G; = HYHGQ. ITomohy wmcre jemmaxoctu

ocTBapyje ce uzomoppuzam uzmeby S5 u B(9).

Hpyru Bun uaTepnonanuje n3Mmehy HykmeapHe m yHU(pOpPMHe HOpMe umHe Tako3Bane Ku Panose
(Fan Ky) nopue [[A] ) = Z?Zl s;(A). 3a muxoB momeH Moxe ce yszetu 6uno So., 6uno B($). 3uauaj
OBUX HOpMM oriena ce y cienehiem mpasuiy, Koje je MO3HATO MOA UMEHOM 0OMUKAUUOKO c8ojecmeo Ku
Pana.

Teopema 1.5. Ja 6u nejeonaxocm ||A| < ||B|l eaocuna 3a ceary yHumapno uneapUujanmuy Hopmy
neonzodro je u dosonno da je ||All 4y < [|Blly sa k=1,2,...

Iloraz oBe Teopeme Hana3u ce y [6], crpanuma 82.

CrnekrpaJsHO pa3zjiarame KoMmyTupajyhe daMumianje HopMaJdHUX omeparopa

Y OBOM MOIOME/bKY MOACeTHNEeMO Ce HEKUX UMWLEHWIA BE3aHUX 3 CIEKTPAJHO pa3iiarame KOMYTU-
pajyhe d¢ammnuje HOpMasHUX omepaTopa W (YHKIMOHATIHU MOIEd. 300T oOu/ba TEXHUYKUX NETAJLA
IoKas3u hie OUTU M30CTaBILEHU.

ITocroje pa3uu ob6aunM CrieKTpaJHe TeopeMe, y 3aBUCHOCTH OJ TOTa 1ITa ce pasiaske. To moxke Outu
VHUTApaH OIePaTop, HEOrPAHWUYEH CaMOAajyHIOBaH, 3aTUM HOpMAaJaH, aau u oapebherne pamunuje. Mu
hemo ¢popmynucaTy CneKTpaaHy TEOpeMy 3a KOMYTHpajyhy paMuimjy HOPpMAJIHAX OMEePaTOopa, HAKOH
mTO Ae(UHUIIEMO IIOjaM CIEKTPaJjiHe Mepe.

Hednunmuja 1.1. Cnexmpaarom mepom wasugamo npecaukasane E @ M — B(H), 20e je M nexa
o-anzebpa na cxyny X, u $H nexu Xuabepmos npocmop, axo saxce caedehu yeaosu. E(5)? = E(§)* = E(J)
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30 ceaxu ckyn § € M (spednocmu cy opmonpojexmopu); E(B) = 0; E(X) = I (jedunuunu onepamop)
u 3a ceaxy npebpojusy Pamuaujy ouciynkmmuur ckynosa saxcu E(Ud;) = > E(J;), npu uemy ped jaxo
KOHBEP2UPQ.

CuoekTpajHy Mepy, Oakjie, MOKEMO IOCMaTpaTH Kao Mepy duuje BpeaHocTu HucCy Opojesu, Beh
TMIO3UTUBHU TPOjEKTOPU.

Teopema 1.6. (Cnexmpaana meopema) Hexa cy Ty, Ts,..., T, € B($) nopmaanu onepamopu, xoju
dsa no dsa xomymupajy. Tada nocmoju jeduncmeena cnexmpanra mepa E na cxyny C™ maxo da 3a cee
1<j<neamuT;= [g.2dE.

Y CYWTWHU CIEKTpaJiHA TeopeMa je AujaroHaju3aldja HOPMAaJHOD OIEPATOPA.

ITocToje pa3nuunT HOKA3M CIEKTPAHE TeopeMe. JemaH HAUWH, 3acTyIheH y [34] je 3acHOBam Ha
ynorpebu lemdpannose Tpancpopmammje. Haumme, mocmarpajmo muanmanany C*-anreGpy A (ca je-
IUHUIOM) Koja canpsku cse oneparope T; (a to he pehu anrebpy remepucany ca I, T, u Tj*). IIpema
upBoj Teopemu ['empanna-Hajumapkra, Ta je anrebpa m3omophHa anredpu HEMPEKUIHUX (YHKIU)A Ha,
IpPOCTOPY HEHMX MAKCHMAJHMX uaeaJta. Iloka3syje ce ma je To mekm moackyn ckyma C”. Tako je
CBaka HEOPEKUIHA (YHKIMja HA TOM CKymy lemdanmoBa TpaHchopMmammja S mekor omepatopa S € A.
CuoekrpajsHa TeopemMa TBpIU Oa je S = fc" SdE 3a csaku S € A u 3a morommo omabpaHy CIek-
rpanuy mMepy E, mro he pehu ma je (Sz,y) = [on S’duw,y, rie je g, CKaJapHa Mepa NehUHUCAHA Ca
Hay(0) = (E(0)z,y). Hdoka3 ce 3acHuBa Ha TeopeMu Prca o penpeseHTannju NO3UTUBHAX (yHKIMOHATA,
jep 3amcra, npeciauKaBame S — (Sz,x) jecTe MO3UTMBAH (YHKIMOHAJ HA CKYIYy HENPEKUIHUX ()yHKIU-
ja. Ilpema teopemn Puca mocroju jemurcrBena Bopemoa Mepa i, . Ilomohy me monmapusanuoruM
npeHTuTeTOM Moryhe je mobuTtm mepe [, ¥ Dajbe CIEKTpaaHy Mepy E.

IlocToju u mupexkTHA KOHCTPYKIUja CIEKTpaJiHe Mepe, 6e3 ynorpebe I'esmdannose Tpanchopmanuje
u Ge3 Teopeme Puca, u taj npucryn je 3actymiben y [31].

Hedmuumumja 1.2. Hocauw cnexmpaane mepe E uz npemzoone Teopeme, naszuea ce 30pyxceny (uiu
sajednuury) cnexmap n-mopxe onepamopa T1,Ts, ..., Ty, u osnawasa ca o(Ty,Ta, ..., Ty) uau o(T).

Takobhe Basku u oBa Teopema.

Teopema 1.7. Ceaku onepamop Koju KOMYMUPG CA CEUM OHUM ONEPAMOPUMGE KOJU KOMYMUPAJY Ca
ceum T, moxce ce npedcmasumu Kao UNMeEZPAN HeKe eCenyujoano oepanuvene (y cmucay mepe E) y
oonocy na cnexkmpaany mepy pamunuje onepamopa Tj.

PenarusrO HEmpuponaH yclIoB ’KOMYyTHpa Ca CBUM IITO KOMYyTHpa ca cBuM ;" MOEe ce 3aMEHUTH
cnabujuM ycIoBoM KoMyTupa ca cBuM 1), jeInHO y CiIydajy Kala je ciuekrpasHa Mepa ¢pamuauje {7}
npocrta. OBaj mojam Owulie obpasnosken HemTo kKacHuje. MehyTum ycioB mon HaBoAHUIMMA TOCTA]jE
MHOT'O Maie HeIPUPOAaH ako y3MmeMmo y o63up Teopemy Hojmana (Neumann J.) o 6urkomyranty ([33],
Teopema 4.1.5).

Teopema 1.8. (gon Hojmana o buxomymarnmy) Hexa je A nexa C* nodaszebpa aneebpe B(9), T'(A)
wen komymanm I'(A) ={X € B(H)|VAe A AX = XA} uT(T'(A)) wen buxomymanm. Tada ce T'(T'(A))

nodydapa ca zameopewem anzebpe A Yy jaxoj onepamoproj monoso2uju.

Hamnowmena 1.1. Ha Taj naunn je (komyTtaTtusna) C*-anre6pa uzomopoua ca C(K) 3a HEKM KOMIAKT
K, nok je ¢dom Hojmamosa anrebpa msomopoua ca L*°(K). Tako ce momHerme kaske ma je rteopuja
C*-anrebpu HEKOMYTATUBHA TOIOJOTHja, MOK je Teopuja ¢oH HojmanoBux anredOpu HEKOMYTATUBHA
Teopuja Mepe.

Cana hemo mpuctynutu onucy KOHCTPYEKIHje GyHKIMOHAJIHOr Moneia. llo3uaTto je ma ®ypujeosa
TpaHCc(OopManrja IPEeBOIU ONePaATOp JUPEepPEHIUpPAha Y OIEPATOD MHOKEH & HE3BUCHOM IPOMEHJHUBOM,
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omHoCHO na 0/0x; PypujeoBoM TpaHCHOPMAIMjOM IMpenasu y MHOxkeme ca x; (0/0x; = F‘lejF).
Takobe, mosmaTo je ma je ®ypujeoBa TpaHCchoOpMaIMja YHUTAPHO IpECIuUKaBame mpocTopa L2, Taxo
na je, y creapu 0/0x; yHUTApHO €KBUBAJEHTAH omnepaTopy M,,. YommTeme OBe IPOCTe KOHCTaTaluje
je KOHCTpYKIMja (YyHKIMOHAJIHOI MOJZesa, LITO, y CIyYajy jeQHOr OollepaTopa, UMHU IJIaBy Opoj 7 y
[31]. Mu hemo maTtu camo CKUIy OBe KOHCTDYKIHjeE.

Teopema 1.9. Hexa je cnekmpaana mepa E xwomymupajyhe pamunuje nopmasrnuzr onepamopa 14,15,
..., T, mpoema. Tada nocmoju ynumapar onepamop ® na npocmopy L?(o(T), 1) maxae da je 3a ceaxo j
onepamop <I>_1Tj<I>, onepamop mroxcena ca zj. Mepa p je, npu mome, exgusasenmua ca E (defurnuwe
ucme cKynoee Mmepe Hyaa).

IIpocToTa cmekrpaJsHe Mepe ce JTako nepuHUIIE Yy KOHAYHOIUMEH3MOHAJHOM ciay4dajy. Hawmme, Tana
je E mpocra ako u caMo ako omnepaTopu 1} HeMajy BUIIECTPYKUX KapaKTePUCTUYHUX BPEIHOCTH, Ca
3aje IHIYKUM KapPaKTEePUCTUUYHUM BeKTOpoM. TaroDe Bayku jemHocTaBHA KapakTepu3anuja: (GaMuimja
T; mMa IPOCTY CHEKTPAJIHY MePY aKO M CaMO aKO IOCTOjU IUKIMYHUA BEKTOD, TO jeCT BEKTOD ¥, TAKaB
na je L{z,T;x, TjZm, ...} = $. Bancra, karo T, yuHe KoMyTHpajyhy ¢pamMuinjy HOPMaJIHUX OIEPATODA,
MOke ce onabpaTu Taksa Oa3za ma T; umajy maTpuie

A0 0 .00
10 A o 0
=
0 0 0 A
Axo cy cBu HU30BU {/\Ej)}}”:l meby cobom pasznuuwmTu tana je Bekrop xz = (1,1,...,1) uuknuuru. C
Opyre cTpaHe, aKo je, Ha IIPUMep, )\:(Lj) = )\gj), 3a cBe j u x = (x1,22,...,Tp), TAHA CE& JIAKO BUIM 14 je

BekTOp (—Z3,21,0,...,0) oproronamsan uHa Tf:z 3a cBako k,j.
Y GECKOHAUHO AMMEH3MOHAJHOM CJIydajy IPOCTOTA CHEKTPAJHE Mepe ce HOCTa TEKe NeHUHUIIE, AN
BakM nCTa Kapakrepusanuja: Pammimja T; mMa ODpOCTy CIHEKTPAJHY MepPy aKO U CaMO aKO MOCTOjU

[UKJINYHE BEKTOP, TO jeCT TakaB BekTop x na je L{z, Tz, fo, ...} =9, u Taga BaXKU ropma TeopeMa.
Y cnydajy kana ¢ammiauja 1 Hema HOPOCTy CIEKTPaJIHy Mepy, Taza cy Takobe csu 1} yHUTapHO
eKBUBAJICHTHU OILlepaTOpy MHOMkeHma ca z;, amu He Ha L?(o(T), ) Beh Ha AMPEKTHOM MHTErpaty

53]

(2) G(y)du,
o(T)

rae cy upocropu G(y) mpocropu mumensuje crporo Behie oxn jeman (raza je dimG(y) = 1 3a ckopo
cBako y Tama je marerpaua (2) mzomopdan ca L?(o(T))). MebyTtum, u kama je BumecTpykocT Beha,
nokasyje ce na je uaterpad (2) msomopdan mekom npoctopy L3(Y, u). Ila 6u ce 0BO MOKA3aI0 AOBOJHHO
je smatu ma je L*(X1,p1) & L?(Xa,u2) = L?(X1 | X2, 11 + p2), ka0 u ma je L2(Xq,pu1, L?(Xa, p2)) =
L2(X1 x Xo,pt1 @ p2), vae je ca L?(Xy,p1, L?(Xa, ii2)) o3naden XmiaGepToB mpOCTOP CBUX (YHKIM)a
f: X1 — L?(Xo, up) Tarsux ma je ||f||> = le ||f(x)||2L2(X27#2)du1(x) < 4o00. (ITocnenmu uzomopduzam
je mar ca f(z)(y) < f(z,y).)
OsakBuM pacybuBamem mosxkeMo ma usBememo ciaemehy Teopewmy.

Teopema 1.10. Hexa je Ai,... A, womymupajyha damuauja nopmasruz onepamopa. Tada je, do Ha
ynumapny exeueasenmmuocm, A; = M, onepamop mHoxucena ca ;, Ha HEKOM NPOCMOPY L?(Y, ). Mepa
w ce moxmce odabpamu da byde eseposamnocwa, mo jeem u(Y) = 1, a ckyn Y je najeuwe npebpojusa
Jucjynrmua ynuja cxyna o({A;}) u weeosux denosa.

Hamomena 1.2. 3ajenno ca nepopmarmjom npocropa ox o(T) ka Y mepopmuimy ce m GyHKIUje z;
y HEKe KOje HeMajy Jieme ocoOuHe.

Kako 6ucmo mojacaHuim mojamM mpoCTOTE CHEKTPAJIHE Mepe, Pa3sMOTPUNEMO U jeTaH IPUMED.
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Ipumep 1.1. Hera je A : L*(0,1) — L?*(0,1) nat ca Af(t) = tf(t), m mera je T : L*(0,1) ®
L2(0,1) — L2(0,1) & L2(0,1) mat ca T — [61 °l
BUIIECTPYKOCT CIEKTpaJiHe Mepe omeparopa 1y cBakoj Tauku jemmaka 2, 6e3 oG3upa mrTo T HeMma
HUjeHy KapPaKTEPUCTUYHY BPeIHOCT. T je YHUTAPHO €KBUBaJeHTaH (IpeMa TOPH0j KOHCTDYKIW]H)
ca omepartopom T : L2([0,1] U [2,3]) — T : L?([0,1] U [2,3]) matum ca Tf(t) = p(t)f(t), voe je ¢(t) =
{ t, 0<t<1

Mo:xe ce morazatu xa je o(T) = [0,1] u nma je

t—2 2<t<3°

OsBo mornasspe 3appmhemo cienelioMm BayKHOM TEOPEMOM.

Teopema 1.11. Hera je Ay, As,..., A, Heka paMuiauja HOPMAJHUX ONEPATOpA KOJjU ABA IO IBA
komyTupajy. Tama mocrtoju HopMmasan oneparop A, u orpanmuene Bopenose ¢yuruuje f1, fo, ..., fn,
TakBe na 3a cBe 1 < j < n Bawu f;j(A) = A;.

Iloka3 oBe TeopeMe, ajgu W AETAU APYTroOr meja oBe riase, mory ce mporahwm y [30], omemar 92
niu [22], omemaxr 130.

Hamomena 1.3. Teopemy 1.11 moskemo u mpyrauuje morasatu. Haumme Teopema 8 uz [24], 'nasa
14, omemax 3, TBpau Oa 3a CBaKy BEPOBATHOCHY LOpeIoBy Mepy [ HA CenapabuiIHOM METPUUYKOM
npocropy X, mocroju Bopenos ckyn X, p mepe 0, u Yy C [0,1] JleGerose mepe 0 m mpeciukaBame
¥ : X — [0,1], roje je Omjerumja, mo Ha ckymoBe X m Yy. Aro Ty TeopeMy mprMeHMMO Ha CKyI
0({A;}) mobuhemo ¢pynrnujy ¢ : o({4;}) — R, roja je Gujerumja (mo Ha ckymoBe Mepe Hymna). Kako
je mpocrop Y n3 Teopeme 1.10 mynrunmumupan cxyn o({A;}), To 3armpbydyjeMo Oa HOCTOje (YHKIja
¢:Y — R, u pynrnuje f; : R — R rakxse na je ¢; = fjop. Axo craBumo A = M, onepaTop MHOXKEHA
ca p Ha Y, onma cmo morasaau Teopemy 1.11, mpyraumjum myrtem mero mro je to ypabeno y [30] u
[22]. Oso he 6utn ox HapounTte KopucTu npu mokasy Jleme 3.2.
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2. OPTOT'OHAJIHOCT CJIMKE 1N JE3I'PA

Hacnos oBe raase je yuerkonumko ckpahen. Hawmme, mopen opTOrOHaJIHOCTU CJIMKE U je3rpa MOCMa-
TpaheMo joir m MOTIYyHOCT HBUXOBOT 30Upa.

OproronasiHoCT
IIpBu pesyaraT y oBOM IpaBily npunaia AHIEepPCOHY [2], m 0qHOCH Ce Ha HODMAJHe NePUBAI]eE.

Teopema 2.1. Hexa cy T, S € B($). Axo je onepamop T usomempuja uat HOPMGAGH, OHOG U3
TS = ST npousunasu ||[TX — XT + S|| > ||S]].

Iloka3 oBe Teopeme mM3BemheMO y HEKOJMKO KOpaka, a bmhe HaM moTpeOHA U jemHa JeMma.

Jlema 2.1. Hexa cy Py, Py, ..., P, mehycobrno opmozonaaru opmonpojexmopu (y cmeapu 6ummo je
jedurno da eamcu PP; = 0;;P;), u mexa cy A, A2, ..., An, f1, b2, . . ., b, N-TNOPKE DABAUNUMUT, He HYAQ,
Komnaekcnuz bpojesa, Q1 = Y iy NP u Q2 = > P, Tada ce cauxe npecauxasama Ag, (X) =
Q1 X —XQ1 v Ag,(X) = Q22X — XQ2 noxaanagy.

Jloxas. Crasumo Py = I — 2?21 P;. Jlaxo mpoBepaBaMo 12 Ba:Kd PO2 =Py, u ByP; = PPy =0 3a
J > 0. Aro yamemo \g = po = 0, Tama mmamo Q1 =7 (AP u Qo = > " p1; Pj u omna Ban

AQl(X):QlXI_IXQl:<i/\ipi>X ipj —(iR)X i/\jpj
=0 =0 =0 =0

= (\i—X)PXP;,
i,j=0

n CJINYHO
n

A, (X) =Y (ni— ) PXP
i,5=0

Omnasne cinenu tBpheme, jep je i —A; #0, py —p; #03a ¢ # 4. O

Joxaz Teopeme 2.1. Heka je majupe T mzomerpuja. Axo je ST =TS mako ce mpoBepaBa Ja Basku

n—1

—nI"TNS = TMX — XT™ = Y TTIHTX — XT + )T
=0
13



Axko y3MeMO HOPMY JIeBe M OeCHe cTpaHe nobujamo

n—1
T"X — XT" =Y 1" 'YX - XT + §)T"
=0
n—1 )
<||TPX||+ [|XT| + > ||T" N TX = XT + S)T7|
=0
<2[|X[|+n[|TX - XT + S]],

n| S|l =n|[T""8]| =

TO jecT

2
1511 < ~ XTI+ ITX = XT + S]]

IIpenackoMm Ha auMec Kama 1 TEXRU Ka ODECKOHAUHO, NOOUjaMO TpasKeHy HejeTHAKOCT.

Hexka je cama T camoanjyrrosan omepatop u U = (T —4iI)(T +il)~! merosa Kejmmjesa Tpancdop-
mammja. Iloszmato je ([31] crpana 101) na je U yauTapan oneparop, Yuju CIeKTap He CAXP:KNA TAUKy 1
(u mpema Tome uzomerpuuan), u aa je T = i(I+U)(I —U)~!, kao u ma onepatopu T u U koMyTupajy.
Pauynamo:

Ar(X) =(T —i)X — X(T —il) = U(T +4iI)X — X(T +iI)U
=U(T +il)X — (T +4i)XU + (T + i) XU — X(T +4I)U
=Ay (T +i)X) + Ar(XU),

TO jecT

Ap(X(I=U)) = Ay (T + i) X).

Kaxko cy o6a oneparopa I — U, u T + il uaseptubuinna, 3axmyuyjemMo ga omeparopu Ar u Ay umajy
ucty cauky. MeDyTuMm mMajy m mcTo je3rpo, jep KakO Ce MOry HAaOWCATH jeOaH Kao (YHKOUja O
apyror, To u3 T'S = ST caemu US = SU u o6parno. Canga pesyarar cienn Ha OCHOBY IIPETXOIHOT
caydaja.

Heka je cama T mopmanan omepatop. IIpema cmexkrpasuoj TeopeMu 1 ce MOKe TPEACTABUTU KAO
YHIPOPMHH JmMec omepaTtopa obmura y ., N E(d;), rae cy cBu \; pasamunTu u §; INCjyHKTHU IOL-
CKynoBU cHeKTpa omepartopa 1. 360r Tora je MOBOJLHO HOKA3ATU HEjeTHAKOCT

’ (zn: Aﬂ(@-)) X-X (zn: MJ(@-)) + 58

i=1
Mebyrum 360r Jleme 2.1, cramape A\; moryhe je 3aMEHUTH HEKUM PAa3JIUUYUTUM DPEATHUM OpPOjeBUMA
Wi, a ST =TS nosimauu na S KOMyTUpa Ca CBUM CIEKTPAJIHUM IIPOjEKTOPUMA, TO jecT ca cBuM FE(J;).
Pesynrar cana caemu jep je omeparop y ., p; E(;) camoanjyrrosan. 0O

> [[S1]-

IIperxomua Teopema AHmepcoHa O3HauUaBa Oa je ciuka omeparopa Ar : B(H)) — B(H) maror ca
Ap(X) = TX — XT, oprorosaisa Ha HeroBo jesrpo, y cmuciy Hepununuje 0.1. OBy Teopemy je
yonmrro Kuramex [14] (Kittaneh F.), nocmarpajyhu onmeparope Ap : J — J. Ipyrum peunma Ku-
TaHex je YHU(GOPMHY HOPMY y Teopemu AHIEpCOHA 3aMEHMO TPOU3BOJLHOM YHUTAPHO MHBAPU)jAHTHOM
HOPMOM.

Teopema 2.2. Hexa je T nopmanan onepamop uw TS = ST. Tada TX — XT + S € J nosaauu
ITX — XT + S| > ||S|| v cearoj yrnumapro uneapujanmmnoj nopmu. Apyzum pewuma, ran A je opmozo-
HaAaH Ha Ker Ap Y c8aKOM CUMEMPUYHO HOPMUPAHOM UDCANY J.

Jloxas. Pazmorpumo Hajupe ciayduaj, kKazma je omeparop 1 mujaroHasan. Tama Baku pa3jarame
H= @j:of ker (T — N\;I). Y Taksoj merkoMmnosunuju npencrasumo omneparope T, S u X marpunama:

)\1[ 0 511 512 X11 X12
T e 0 AQI . . S — 521 522 “n ; X — X21 X22

)
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W3 npernocraske ma je T'S = ST mpousunasu na CONCTBEHU MOANPOCTOpU omeparopa 1 paszmaxy S,
a To he pehn na je S;; =0 3a ¢ # j. Ilasme TpocTUM pauyHOM nobujamo
511 *
TX - XT+ 8 = Sao
*

Cana ropucrehn Teopemy I114.2. u3 [6] 0o ”nuHumMHT” OmEpATOPY MMAaMO:

S11 * S11
ITX — XT + 8| = S22
* 0

v

0
S22 ‘H =[IS1-

Pazmorpumo cama ommtu cayuaj. Hera je $; = @j:of ker (T'— \;I), rme cy Aj pa3nimdure COICTBEHE
BpenHocTu omepaTopa T u Hy = HOHN,. Y onHocy Ha pasaaraime ) = H1DH2, IPEACTABUMO OTIEPATOPE
T, S u X onepaTopHUM ABa MyTa ABA MaTpPUIAMAa:

Ty O S11 Si2 X1 X2
T-= . 5= . X = .
[ 0 Tg] ' {521 522} {Xm X22]

C o63upom ma je T'S = ST, morupoctop $1 je maBapujanTan 3a S, a mo reopemu Parmmna-Ilaraema
jemu TS* = S*T, ma je $H uaBapujanTan u 3a S*, To ject H; pasnaxe S. Taro je S;o =0 u So; = 0.
Horazahemo ma je Syp Tarobe jemmako mynu. [la 6ucMo TO ypamauiam OCIOHMNEMO ce Ha TO3HATY
npyry Teopemy Iempanna-Hajmapka, koja TBpaun ma je cBaka C*-amrebpa m30MeTpUUKU M30MODQHA
HEKOj momanreOpu anrebpe OrpaHMYEHUX JIMHEAPHUX OMePAaTOpa Ha HEKOM XMIOEPTOBOM IPOCTODPY
([34], Teopema 12.41.)

N3 mpernocraske ma je Ap(X)+ S € G4 msnazu ga je Arp(X)+ S =0 y Kankurosoj C*-anre6pu
B($)/6. Kana npumenumo Teopemy 2.1 ua B($))/6, ka0 momaarebpy airebpe CBUX OrpaHUYEHUX
omeparopa Ha HEKOM XMJIOEPTOBOM MPOCTOPY 9 (Tempann-Hajmaprosa Teopema) mobujamo S =0y
B(9)/6w, 10 jecT S € G, na je Tume u Sog = (Pg,SPs,) ‘562 € Goo. Karo je T555,520 = 55552275 u T
HeMa He HyJla COICTBEHUX BPEIHOCTH, HEMA UX HU S5,522. 3HAUM 559592 j€ KOMIAKTAH CaMOAjyHIOBAH
OIepaTOp KOju HEMa He HyJla COICTBEHUX BPeTHOCTH, a jemuum Takas je 0. awrme 55,520 = 0, To ject
SQQ =0.

Canma ce moka3 jeIHOCTABHO 3aBpIlIaBa, jep kKopucrteliv moka3zaH clernujaliad ciaydaj MMaMo:

T X1 —XuTh +Sn

*

ITX - XT+ 8] m [ j] m > ITiX0 - XuTi + Sull > 1Sull = 151,

4yMe je TeopeMa y MNOTIYHOCTU HOKa3aHa. Ll

OBa Teopema, makie, yommrasa TeopeMmy AHIEPCOHA, TAKO IITO mpomupyje kiacy nopmu. Ciene-
hux meronuko teopema (Keuruh) [10]) npoumpyje kiacy omeparopa.

Teopema 2.3. Hexa cy A u B xomymupajyhu nopmasnu onepamopu, maxeu da je A*A+ B*B > 0 (mo
jeecm ker ANker B = {0}). Tada, yxoauro je ASB = BSA, onda je

[AXB — BXA+ S| = ||S]|,

Y CEAKOJ YHUMAPHO UHBAPUjaHMHO] Hopmu. Jpyeum pewuma caura onepamopa E(X) = AXB — BXA
0PMOZ0HAANRA J€ Ha HE20B0 je32PO.

Joxas. Ilorka3 hemo cupoBecTu y Tpu KOPaka.

(i) Hera je, 3a nouerak, B unseptubunan oneparop. Tana jemmaroctu ASB = BSA u AB = BA
nosnaue AB™'S = SAB™!, ma mpema Teopemu 2.2, mpumemenoj ma omeparope AB™', S u BXB
UMaMO

|AXB — BXA+ S| = ||[AB~"(BXB) — (BXB)AB™' + 5| > ||S]|-
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(i) Hera je cama B 71 —1” oneparop. Hera je A, ={z€ C||z| <1/n} u P, =1 — Eg(A,), rze je
Ep(A,,) omrosapajyhiu cuekrpanau npojexkrop. Hus P, je, jacHo, pactyhu HU3 npojekTopa, 1 OH jaKo
KOHBEPrupa Ka IPOjeKTOPY Ha MUHUMAJIHU IOAIPOCTOP, KOjU CAIPKU CIWKE CBUX IpojekTopa P, a
to he pehu xa I — Ep({0}), wro je y crBapu I, 36or Tora mro je B "1 —1”7. Tume Hus omeparopa
P,SP, jako (a moBossHO je u cnabo) komsBeprupa ka S. Kako A m B KoMyTupajy “ OpU TOME CY
HopMaustHu, 10 P, pasnaxe A. Taxro, y omHocy Ha pasnarame $) = P9 @ (I — P,)$H umamo

(n) (n)

B 0 A 0 S S X X

B = 1 : A 1 : S 11 12:| : X [ 11 12:| ,
[ 0 Bén) } [ 0 Ag") } [521 S22 Xo1 X

opu JeMmy je B:En) UHBEPTUOMIIAH, IITO CE JIAKO BUIU, jep My CIeKTap He canp:ku muck A,. Canxa je
npeMa IPEeTXOMHOM CIydajy

JAXB — BXA 1 S| > |P(AXB — BXA+ S)P, =
|4 X0 B = B X1 A0 4 S| 2 ISl = 1P 5Pl
Yaumajyhu cympemym mmamo sup,, ||PnSP,| < +oo0, u P,SP, — S, caabo, ma ce npema Jlemn
I115.1. u3 [6] 3akmyuyje na S € J, u |S| < sup, |PnSP.|| < |AXB - BXA+S|.
(7i1) Hajzan, mera je ker BNker A = {0}. Paznosxumo npocrop $) Ha oproronasny cymy ker B @

(ker B):. Hopwmammoct omepatopa A u B u AB = BA o6e36ebyjy na omm mmajy ciaemehe 60k-
MaTpuIle y OAHOCY HA OBO PAa3Jarame

0 0 Ay O
B = N A =
A B
opu yemMy Cy oIlepaTropu Bl n AO 1-— 1, a C O63I/IpOM Ha HOPDMaJHOCT ¥ CJIUKE Cy UM T'yCTe. AKO

CTaBUMO
X = |:X11 X12:| : S = |:S11 512:| ,

X21 X22 S21 522
OHIA pavyH MOKa3yje na je
0 Ao X128 }
AXB - BXA = ,
{—B1X21A0 A1 X22B1 — B1 X224

a ucra crpykrypa Baxku u 3a ASB—BSA, na ako je ASB = BSA, rana je AgS12B1 =0, —B1.521 40 =0,
omakie je Sio =0, So; =0, u A1S99B1 = B1S22A;. Cana ma ocHOBY TeopeMme O ’nuauuHT” OmepaTopy

|IAXB - BXA+ S| = H‘ [ Su Ao X125 ] H‘

—B1X91 Ay A1X22B1 — B1 X202 A1 + Sa

> S11 0
- 0 A1 X99B1 — B1Xoo A1 + Sa2 |||
Ia 6ucMo caza 3aBpWUIM NOKA3 HA OCHOBY IPETXONHOL Ciydaja, HOBOJGHO je mokazaru ga u3 || X| <
IVl 3a cBaky ymurapuo masapujantay HOpMy npomsunasu || X @ Z|| < |V @ Z|| 3a cBaky yHuTapzo
WHBAPUjaHTHY HOPMY, & TO je TadHO, jep 3a Ku ®anoBe HOpMe mmamo
X ® Zll oy = Xl xy + 12 (nery < IV Wiy + 12—y < WY & Z]] (-

Osume je moka3s 3appmen. [l

Ycanos ker ANker B= {0} je on ecennujannor 3navaja, mro nokasyje ciaenehu npumep.
16



ITpumep 2.1. Heka cy «, (8, v peaxnu 6pojesu, « > 0, u oneparopu A, B, X, S nepuuucanu Ha
XunbepToBOM MPOCTOPY c? MaTpUIaMa

00 0 0 00 0 0 1 1 v —5
., oo o o | L o0 0 0 I R
Br=4A=1o 0 1 —12l" *=]o 0 58 0ol" ““|o0 a o

00 1/2 1 00 0 0 00 0

Jlako ce uzpauynaBa na je ASB — BSA = ASA* — A*SA =0, u na je

L1 v =
_ _ N I T e T
Q=AXB-BXA+S=|, o _ 5

0o 0 g «

s |2 2 272 + a? -272 1. w12 2 272 + a? + 32 2003 — 272
55 = [2 2} @[ 2 22 +a?]) QCT2 2|®| 2mp-29 22102482
Tako cy kapakTepuctuuse spemnoctu A;(S*S) myne nomunoma((A — 2)% — 4)(A — 292 — a?)? —4y?) =
AA=4)(A—a? —49?)(A\—a?), nox cy kapakrepuctudre BpenHoctu \;(Q*Q) myie nmonunoma ((A—2)2 —
H((A=292—a% - %) — (208 —292)?) = AA —4) (N — a? — 2a8 — f2)(\ — 492 — a? — 3% + 2a3). Kaxo 3a
cBaku oneparop T Bpemn s;(T) = )\j(T*T)l/2 TO 3akByUyjeMo ma ce Hu3 s;(S) cacroju on Gpojesa 0,

2, o, Ja?+ 442, a un3 s;(AXB — BXA+ S) on 6pojesa 0, 2, |a+ (|, /472 + (a — ()2

Cama 3a f=1/2a, v=+vaf, a > 4/3 nanasnmo

[AXB - BXA+S|| _30/2 V3
151 av3d 2

<1,

azaf=—a,v=av2

[AXB—BXA+ S|, _2+a2V3 V3 _ (kax o — 00)
— L — .
11T, 2hda 2 )

Haxne, vejennarocr ||[AXB — BXA+ S|| > ||S|| y ommrem cayuajy, He Moske ce moctuhu, HU y yHU-
(OPMHO], HI y HYKJEApPHO] HOPMHU.

Mebytum, moryhe je mobuTu cawmdHy, aju HEIITO CJIabujy HejeoHAKOCT, Koja Takohe Moxke ma ce
UCKOPUCTMU.

Teopema 2.4. Hexa cy A u B nopmaanu onepamopu, maxeu da je AB = BA, v S € B($)) makas da
je ASB = BSA. Taoa je
(1) |AXB—-BXA+ S| > (1/3) S| v cearoj ynumapro unsapujarnmmnoj Hopmu;
(i) [|AXB - BXA+ S|, >2-11=2/7l|[g||
(#i1) ¥ Xunabepm-IImumosoj nopmu je ||AXB — BX A + S||§ = ||AXB - BXA||§ + ||SH§

3a mora3 oBe Teopeme buhe HaMm moTpebHEe nBe jemHocTraBHe jeme. llpyra on mUX je mpeys3era u3
pana [15].

Jlema 2.2.
a) Axo sa nomnpocmope X, Y wnexoz Banazosoz npocmopa eamcu ||z +y|| > ||yll, sa ceex € X,y €Y,
onda 3a cee x € X, y €Y eameu ||z +yl| > (1/2)||x|;
6) Axo za nomnpocmope X, Y wexoz Banarosoz npocmopa eaxcu ||z + y|| > (1/2) ||z]|, 3a cee z € X,
y€Y, onda 3a cee x € X, y €Y samcu ||z +y|| > (1/3)||yll.
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Hoxas. Vvano [[z|| = ||z +y —yl| < [l +yll + [yl < 2[lz+yll, n coramo [[y|| = [ly + 2 —z|| <
ly + [l + [le]l < 3{ly +=2[|. O

Jlema 2.3. Axo mexu xwomnaxman onepamop T uma mampuurno npedcmaspanwe T = [Tij]%jzl Yy 00KOCY
;
HG HEKO 0PMOZORAAHO Pasaazatbe Xuabepmosoe npocmopa §), oHoa 8axce HejedRaKrocmu:
p—2 \ 2 1P p 2 P .
a) 2 Zi,j:l ||Tw”p < ||T||p < Ei,j:l ||Tw||p; 301 <p<2;

2 _9 2
6) Zi,j:l ||Ti,j||p < ||T||§ <2r? Zm‘:l ||Ti,j||p; 3062 <p.
P P
Jloxas. Tlosumare Knapkcon-MexkRapTujeBe mejemnaxkocTu riace

2RI+ NISIE) < IR+ S + IR = SI; < IRl + ISl sal1<p<2,

OJHOCHO
BRI, + 1181 < IR+ S|[; + IR = SII; < 22 (IIRI[; + [IS][}), 322 <p.
. I 0 o .
Hexa je canma ymumrapan omeparop U 3amar ca U = 0 -1l Y Tom cayuajy je UTU* =
Tu o T2 o ce maxo nposepasa xa je ||T|° = [[UTU*|P, ||T + UTU*|” = 22(|Tu | + ||Tssl?)
Ty, Ty | poBep Aa ] p = P p— 111l 22|[p )

T —UTU*||) = 2°(||Thal[? + [|T2a|[}), o cama pesynrar mako cremn, ako y Kmaprcon-MexKaprujese
Hejemnakoctu craumo R=T, S =UTU*. O

Joxaz Teopeme 2.4. Heka je = H1 D Ha; H1 = ker ANker B; Hy = Sﬁf, 1 HEKa Cy

0 0 0 0 S11 Si2 X1 X2
A= ; B= ; S= ;o X =
[0 AQ] [0 BJ [521 522} [le Xzz}

omrosapajyhie marpuune penpesernranuje. Y mnpoctopy $2 je ker Ay Nker By = {0}. IIpumemyjyhn
Jlemy 2.2 m Teopemy 2.3 umamo

S1; S12
AXB - BXA+ S| = =
I + 9 ‘H [521 A3 X90By — By X55A5 + 522] ‘H =

> [|A2X22By — Bo X2 As + Saof| >
>(1/2) [|A2 X228y — By X0 Aol = (1/2) |AXB — BXA|l.

Jom jenna mpumena Jleme 2.2 nokasyje taury (i).
Ila 6ucMo mokazanu Tauvky (i4) MOUMHEMO MCTHM HU30M HEjeTHAKOCTU U mpuMemnyjemo Jlemy 2.3
nBa myta n Teopemy 2.3. 3a 1 <p <2 je:

p

||AXB—BXA+S||§:H[S“ 512 }

So1 A XooBy — BaXoo Ao + Sap

P
>or—2 (HSnHz + ||S12||5 + ||521H§ +||A2X22Bs — BaXa2As + SQQHi) >

>2P2 (HSqu + [1S12ll, + [[S21]l} + |\S22||§) =272 1Sl

a3a2<p<+xje

p

||AXB—BXA+S||§:H[S“ 512 }

So1 A XooBy — Ba X9 Ao + Sa .
> ||S11H£ + H512||Z + ||521||§ + [|A2 X929 By — Bo X2 Ao + S22||5 >
> [[Sua|) + (102l + 11921 ][D + [|S22][f = 2272 [|S][7.
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Ipema tome [[AXB — BXA+ S|[F > 27127#1||S||” mro je exsusanentno ca (ii). Axo je p =2, onzxa
(i1) mocraje ||E(X) 4+ S|y > ||S]|y, mro noBraun (iii) (Bumeru komenrap nocie Hedunrunuje 0.1.) O

Teopema Koja ciemm, U KOja je Jaka NOCJIeAnIa IPETXOAHE ABe, YOIIITaBa TeopeMy AHIepCcoHa Ha
HOPMAJIHO PEIPE3EHTOBAHE €JIEMEHTApHE OIePATOPEe HY’KUHE NBA, TO JECT Ha MPECIUKABama OBJIUKA
AX)=AXB+CXD, rue cy A, B, C, D nopmanuu oneparopu taksu na je AC = CA u BD = DB.
Ilasme yommTeme OBAKBUX TeopeMma Ha omeparope Behie my:kmHe, Kako hie ce BUIETH KacHUje, HUje
moryhe.

Teopema 2.5. Axo cy A, B, C, D nopmaanu onepamopu makxeu da je AC = CA, BD = DB, A(X) =
AXB+ CXD, u A(S) =0, mada je
(a) IAX) + 5] = (1/3) S]]
(b) [[A(X) + S||, =272/ is],
(e) [JA(X) + Sll5 = [[ACO]]5 + 1151[5
(d) Hejeonaxocm ||A(X)+ S| > ||S]| eancu nod dodammom npemnocmasrom da je A*A+ C*C > 0 u
B*B+ D*D > 0, mo jecm ker ANker C' = ker BNker D = {0}
Jloxas. TlocmaTpajmo omepaTtope

o I E I (R i B T

Ha XunbepTopoM npocropy 9 & 9. Jlako Bummmo na je

AXB—BXAZ[O AXB+CXD:|’ ~ ~ ~ o~ |:CA—AC 0 :|7

0 0 ; AB-BA= 0 DB — BD

na ycaosu AC = CA, BD = DB nosnaue AB = BA, a A(S) = 0 nosnaun ASB — BSA = 0. Caza
je mososbHO npumenutu Teopemy 2.4 na 6u mobunu tBphema (a), (b) u (¢), u Teopemy 2.3 na Gucmo
nobumu tepbhemwe (d). O

IloTmyHOCT 30Upa ciuke U je3rpa

[Tomohy mperxomHux meT TeopeMa IMOKA3aJu CMO Ia y oapeheHoM cMuCIy HOPMAJIHO PEnpe3eHTO-
BaHU €JIEMEHTAPHU ONEPATOPHU AY:KUHE IBA, 3aAP:KaBajy OCOOMHY HODMAJIHUX OIEPATOPA 1A je CIUKA
opToroHaJsHa Ha je3rpo. Ilpyra ocobmHa HOPMAJHUX OIEPATOPA, KOja YIOTIYHYje IPETXOIHY jecTe
YMIBbEHNIA A CIWKA W je3rpo yBeK pasamumy umraB npoctop. llocraBma ce murame ma aum ce u
Ta OCOOMHA MOKe NMPEHEeTU Ha HOPMAJIHO pPelpe3eHTOBaHE ejieMeHTapHe omeparope. MebyrTum, wmc-
nocTaBiba Ce, KaKo je mokaszao Aumepcon [2], na Beh y HajjemHOCTaBHMjeM ciyuajy, TO jeCT y Ciaydajy
HOPMAJIHE MePUBAIj€e, TAKO HEIITO BAayKKU CaMO IOJ BEOMa CIENNjAJHUM OKOJHOCTUMA, TAUYHUjE aKO je
cmekTap omeparopa 1 KoHadaH.

Teopema 2.6. Hexa je T' nopmanan onepamop u Ap(X) =TX — XT. Bancu B($)) = ran Ap @ ker Ap
axo u camo axo T uma KoHauar cnexmap.

Jokxas. Hera cy Ai,...,\, pasauuure He HyJja COICTBeHe Bpemuoctu omeparopa 1. Tama je
T = Z?:l AiP;, rne cy P; y3ajaMHO OpPTOTOHAJHM OPTONPOjeKTOpU. Y OMHOCY Ha paziarame §) =

S (Pi%) @ Ho (Ho = (@?leifj)L) MMaMO

Ao 0
A1
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npu uyemy je A\g = 0. Hera je, y omrocy Ha mcTo pasnarame npoctopa §, X = [Xij]zjzo. Nnamo

0 —M X0 . A Xon
. . M X 0 v (M= A Xan
TX = XT = diag(\y) [Xijljj—g — [Xiy)fmp diag(h) = | 71710 * Xan |
MXno (An—A)Xn1 ... 0
Xoo 0 0
. 0 X ... 0 .
u jacHo ker Ap = Xii € B(9;) ¢, ma je jacHo na Basku uvak u Bume B(H) =
0 0 ... Xm

ran Ar @ ker Ar.

IoxrasxkuMo npyru meo TBphema, To ject npernocrtaBumo ga T uma 6eckonavan cnekrap. Koncrpyu-
cahemo uzomerpuuan omeparop V koju he OuTum opTOroHANaH M HA CIAUKY W HA je3rPO OIEPATOPA
Ar. Y TOM mMiby Pa3iiMKyjeMo ABa CJIydaja.

1. T mma caMoO KOHAYHO MHOTO COICTBeHUX Bpennoctu. Heka je Py opronpojekrop Ha (3aTBapame)
JIMHEAPHOT OMOTAaYa CBUX CONCTBEHUX BeKTODPAa, u Heka je T = (I—Py)T(I—P,). Cuerrap o(T”) je, kako
JIaKO BUAUMO, OECKOHAUAH U HE CAAPKU COICTBEHE BPEAHOCTH, ma MoskeMo omabparu Komwujes uuz
An € 0(T")\op(T) pasmuuntux 6pojesa. Heka je masmbe 1, = infp,4, [Ny — M| > 0, 1 6, = D(Ap;70/3).
HuckoBu §,, cy mehycoOHO AMCjyHKTHU, Ia Cy IpeMa TOMe OAroBapajynu CmekTpaaHy IpOjeKTOpU
E, = Er(6,) mebhycobuo oproronamaun. Jacuo dim E,$) = +oo. Hera je U, : B, — E,19 Hern
yHuTapaH omepatop (§) je cemapabuuan). ledurmmemo cana msomerpujy V ma ciemehwm maumn. 3a
z € E. 9 craBumo Vr = Upr, u IpOAy:RKUMO TIO JuHEapHOCTU HA B, F, 9, a 3a © € (@nEnﬁ)J‘ CTaBUMO
Ve =z

2. Herka T mva OECKOHAUYHO MHOT'O COICTBEHUX BpemHocTu. Hu3 CBUX CONCTBEHWX BPEAHOCTHU je
HAPABHO OUDAHWYEH U MMA KOHBEPIEHTAH IOAHU3, O3HAUMMO ra ca {A,}, a ca {x,} o3Hauumo HuU3
oarosapajyhmx je IMHMYHUX CONCTBEHUX BEKTOpAa, TO jeCT BeKTopa TakBux na je Tx, = \,x,. Hexra
je 9, = Lz, B, = Py, Ho = (@YJ,«L)L. Hepuuumemo nzomerpujy V ca Va, = z,41, u Vo = x 3a
T € Hy. Bpojesu r, 3anp:xaBajy MCTO 3HAUEHE KAO U Y IPETXOTHOM CIyUajy.

Kana cmo koHCcTpymcanu uzoMerpujy V mpesasmMo Ha padyH, KOju je y 00a ciaydaja UCTU. Y 3MUMO
a=||V-Ar(X)-S5||, roe S komytupa ca T, a caMUM TUM U Ca CBUM CIEKTDAJHUM IPOjEKTOPUMA.
Cuemujanuo E,11SFE, = SE,+1FE, =0, onakie numamo

a = ||Enpa|[[[V = Ap(X) = S|[{|Enl] = [|Eng1V En — Enpi Ap(X) En||,
TO jecT
1—a<1—||TEw1 XEy — Bni1 XEZT — Epy1VE,|| <
<1-1-||TE,+1XE, — E,+XE\T||| =
= HTEnJrlXEn - EnJrlXEnTH <

S ||TEn+1XEn - )\n+1En+1XEn|| +
HAn-‘rlEn-‘rlXEn - Anlan-‘rlj(lann + ||AnEn+1XEn - En—i—lXEnTH <

T'n T'n
< . ||En+1XEnH + |)‘n+1 - )‘n| HEnJrlXEn” + ? ||En+1XEnH <

-3
(rn+1 + Tn

3 +|)\n+1—)\n|)||X|—>0Kaﬂn—>oo

na je > 1, o jecr ||V — Ap(X) — S|| > 1 =||V]|]. Tako je 3a 6uno xoje S u X, oneparop Ar(X)+ S
oproronasan Ha V. OBo je kpaj mokaza. [

Y [10] u [13] mocraBmero je ciuenche murame: Ila au ce mMoke moburu pesyiarar ranAp N Se &
(ker Ar N G) = 6, TO jecT ma au omeparop Arp mocMaTpan Ha TpocTopy S, MMa HaBEAEHY OCO-
OuHy Ioa ce DOMEH AepuBaluje, OMHOCHO So, MOKE PA3JIOKUTH HA OPTOrOHAJHY CYMY je3rpa U CIIUKE.
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W Bume opx tora, na au je J =ran Ar NJ @ (ker Ar N J), roe je J cenapaburar CHUMETPUIHO HOPMUDAH
umeag, U TAe je 3aTBOPEHE Y3eTO y CMUCIY HOPME Yy ij, TO jeCT YKOJUKO je J TakaB Oa je CKyI
omeparopa KOHAUHOI paHra CByJa I'yCT y J, Kao U Oa Ju TakBe ocobune uma u omeparop A(X) =
AXB+ CXD.

Kako hemo ympaBo BumeTu, 0ArOBOP HA TO MUATAE je TO3UTUBAH, ajau y3 Beha orpanuvema. Haumme
HEOIXOHO je na WAeat J MOPen Tora IITo je cemapabuian, Oyne jom 1 pedIeKCUBAH U [a UMa CTPOTO
KOHBekcaH myana. Cmemujaiso, oarosop je mosutusaH 3a &, rae je 1 < p < 400, HOK je y ciaydajy
uneasa &1 JAT HEraTUBAH PE3yJITAT.

IIpe mero mro u3Bememo oBa TBphema HEOMXOIHO je Aa ce YIMO3HAMO Ca TeXHUKOM ['aTooBOT M3BOIA
y BanaxoBuMm nmpoctopuma. Haumme, oproronamunocTt y cmucay [lejMca TecHO je moBe3aHa ca TAHTEHT-
HUM IPOCTOPUMA jeAMHUYHE JIONTE U ca ['aToOBUM M3BOIOM

Hepuannuja 2.1. Bexmop  je zaamra mauka chepe S(0,]|x|]) axo nocmoju jeduncmeen gynryuoran
ocaonya, mo jecm gynkyuonas Fp, € X*, maxae da je Fy(z) = ||z|| v ||Fy|| = 1.

Hasomumo ocunosrn Cras kKoju mosesyje oBe mojmose. Iheros mokas HaBeneH je y pany [8].

CraB 2.1. Axo nocmoju I'amoos u3600 HOpME Y MAUKU T, MO jecm KO NOCMOJU 2PAHUYHA 8Ded-

nocm lim w, maoa je ona jeonaxa Re Fy(y), 2de je Fy fynruyuonan uz npemzoone dedunuyuge.

R>t—0
HImasuwe, Yy mom cayswajy je y opmozoraano wa T ako u camo axo je Fp(y) = 0.

ITozmaTo je, ma je y bamaxosom mpoctopy X, unju je myasau npocTtop X* cTporo KOHBEKCaH, CBaKa
He HyJITa Tauka, TyaTka Tauka omrosapajyhe cdepe. 3a merame sBumertu [1] u pedepenme Tamo.

Texuura ['aroosor mssozma xopumhena je uameby ocranor y [16] un [19], na Gu ce orapakTepucasn
omepaTopu Ha KOje€ je CIWKA NEePUBAIMje OPTOrOHAJHA. Y TUM PAIOBUMA MaKiba je Ouiaa ycMepeHa
ka 6, uneamnMa 3a p > 1, u ka rraTeuM TaukamMa y &1 m G, Kao y ciaemehem cTaBy, Ipey3eTOM U3

[16].

Cras 2.2. Hexa je A oepanuven onepamop na Xuabepmosom npocmopy. Cauka depusayuje 4 opmo-
2onaana je na onepamop S = U|S| y &, axo u camo axo je AS = SA, 20e je S = U|S|P~1.

Inatre Tauke y npocropuma &1 n S, orkaparrepucao je Xoxy6 (Holub J.R.) [7].

CraB 2.3. Onepamop X je enamxa mauka odzoeapajyhe cdepe y npocmopy &1 axo u camo axo je X
unjexmuean usu je X* unjexmusan. Onepamop X je enamxa mavwka odzosapajyhe chepe y npocmopy S
KO U CAMO KO QOCTNUNCE HOPMY HA jeOUHCMEEROM 8eKMODPY (00 Ha KOMNAEKCHY CKAAGD).

Texnuka yobuuejuor I'aTooBor m3Boma mokasatia ce, MehyTum, HeMONHA Kama je y MUTAmY HEKa
"homracra” Taura. Y pamosuma [11] u [12] passBujana je TexHMKa HeAUMUYHOT ['aTOOBOT M3BOJA WU
kpahe p-T'atooBor m3soma. Ilomohy me maTu Cy HEONXONHU U JOBOJHHU yCJIOBU 33 OPTOTOHAJIHOCT
BEKTODA Y, U3 IPOM3BOLHOT Banaxosor mpoctopa X, Ha BekTop 2 (y cmuceay Ilejmca), y TepmunuMa
p-T'aTooBor m3poma. Kama ce Tu ycnoBu mpumene Ha KOHKpeTHe mpoctope &1 m S, mobujajy ce
jemHocTaBHE Kapakrepuzanuje. [lomohy ®mux, M3BOIUMO TOCIEIUIE Be3aHe 3a MOTIYHOCT 30upa CIuKe
u je3rpa HopmaJsHe aepuBanuje. OBum Temama mocsehen je ocrarak oBe riase, a BehimHa Marepujaia
npeysera je u3 [11] u [12].

CraB 2.4. Hexa cy x u y sexkmopu nexoe Lanarosoz npocmopa, u nexa je ¢ € [0,27).
a) Pynryuja o py : R — R, dama ca oy gy (t) = ||z 4 te"?y| je xoneexcra;

Q|
6) Iparuuna epedrnocm lim M

t—0

jeonaxa je decrom 13800y PYHKUUTE Qp gy Y MAYKY HYAG, U

y8ex nocmoju.
Aoxas. a) Umamo aypq, (0t + (1 —0)s) = ||z + (1 — )z + Ote’?y + (1 — 0)se'y|| < 0|z + tet?y|| + (1 —
Ol + se™?yl| = Oap oy (1) + (1 — O)ap e y(s);
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6) Ouurnemuo. O

Hepuuunmja 2.2. Hexa je (X,|| ||) npouseowarn Banazxos npocmop. o-Iamooe u3e00 nopme y mawku

x, u y npasyy eexmopa y je Dy, »(y) = tlir(?+ M

Cras 2.5. a) D, , je cybadumuean, nosumueno tomozen gynryuonan ma X ;

6) Dcp,x(ezey) = D¢+9,z(y);

) [Dy(y)| < |lyl]- _ _ _

Lokas. a) Umamo ||z+te'? (y1 +y2)|| < ||z/2+te*?y1||+]|z/2+te*?ys||, n y3umajyhu aumec nobujamo

. r+tet? + —I|z . z+2te’? +||z+2tet? —2||x
Dy (y1 +y2) = th%l+ I (ylt y2)||=Ilz|] < t11%1+ I il H2t ya|[=2lz]] _ Dyo(y1) + Dy 2 (ya), mro
— —

nokasyje cybamutmuBHOCT. [l03UTUBHA XOMOTEHOCT j€ OUMIJIEHA;
6) OuwurienHo;
B) JloBomHo je yountu na je |||z + te™y|| — ||z]|| < ||z + te™y — 2| =t|]yl|. O

JensocraBHa, NpeTXOnHA KOHCTPYKHMja oMOryhyje HaM ma OKapaKTEPHUIIEMO OPTOTOHAJIHOCT Y
cvucay Ilejmca, y csum Bamaxosum npocropuma (6e3 o63upa Ha IIaTKOCT) Opeko ¢-I'aTooBor m3so-
na.

Teopema 2.7. Bexmop y opmozonanan je na x y cmucay Lejmca axo u camo axo je inf Dy, »(y) > 0.
7]

Joxas. Horaxkumo Hajupe ”camo ako” meo tBpbhema. 3aucra, HEKA je Yy OPTOTOHAJHO HA X Y CMUCILY
. . . tetPy||—
Ilejmca, To ject meka 3a cee A € C Baswu ||z + \y|| > ||z||. Tama je M >03acset>0,u
npenasehu ma mumec nobujamo Dy . (y) > 0 38 TpoW3BOLHO .

Horasknmo canma apyru, ”ako”, meo tBpbema. Peasnan 6poj , TIpeacTaB/ba HATruoO

opaBe Koja ceue GYHKIU]Y Qg ry Y TaukaMa 0 u ¢, 1 OH je, 300r KOHBEKCHOCTU (YHKIUjE Uy 7,y YBEK
Belin nnu jemmak on mecHOr m3BoIa Te (yHKUUje y HyaH, TO jecT on Dy, ,(y), mTo je mo mpeTmocTaBnu
yBek Behie miu jemnako ox mysne. Onpatie nako nobujaMo ma je 3a cse ¢ u cBe t, ||z +te'?y|| > ||z|]. O

[lztte ®y|| ||
t

Hamomena 2.1. MoskeMo pasyMmeru cMmcao OpeTxomHe Teopeme, akO je mocMaTpamMoO W3 APYror
yriaa. Hamme, y je OpTOroHANHO Ha & AKO M CAMO aKO KOHBEKCHA (YHKLIUja (i (t) ZOCTIIKE MUHUMYM
Y KOODJIVHATHOM IIOYETKY.

ITornemnajmo, cama, mpumepe mnBa kiaacuuHa bBanaxoBa mpocTopa, koju 06a umajy Behin 6poj Tauaka
KOje HUCY TJIaTKe.

Ipumep 2.2. Y mpocropy L'(X,u) dysrmaja g je oproromasua ma f, y cMmucay llejmca ako u
caMo ako je ’f{f;éo} eiio(t)g(t)d#(t)’ < f{f:o} lg()|du(t), rre je f(t) =[f()]e?D.
3aucta, y npocropy L' Basu D, f(g) = Re {f{fﬂ)} ewe_w(t)g(t)d,u(t)} + f{f:O} lg(®)|du(t), jep je

i, L0+ 00 1O _ oo =000 0N, 10 £
o p 900, 75 =0

‘ Lf () +pe'?g(t)|~1f (1]
p

camMo akKo je infRe{f{fio} ewe’ie(t)g(t)du(t)} + f{f:o} lg(t)|du(t) > 0. MebyTtum, napumym he Gutn
©

(mpu wemy je g(t) = |g(t)|e¥®), a rakobe u ’ <lg(¢t)|. Taro, mobujamo gl f ako u

MOCTUTHYT 3a OHO (0, 3a Koje je e'? f{f;éo} e 0D g(t)du(t) = — ‘f{f;éo} e~ WM g(t)du(t)|, n pesynrar cremm.

IIpumep 2.3. Y mpoctopy co, ¥ = (n,) je oproronanno Ha = = (§,) aKO M CAMO AKO HE MOCTOjU
orBopen yrao D = {z|a <argz < 8}, y3 8 — a < 7, TakaB na je {1, € D 3a cBe oHE V 3a KOje Basku
&l = llzll.
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Hexa cy ki,k,...,k, cBu onm mmmexcu, 3a xoje je |§x;| = |[z]|, u Hexa je 0 > 0 peaman Gpoj

rakaB ma je sup |§,| = ||z|| — . Cama, 3a t < ﬁ umamo: 3a v = k; |&, + te'n,| > ||z]| — §/2,
v kj
usza v # kj|& +te¥n,| < ||z|| — /2. Taxo je ||z + te'?y|| = [max &k, + te™ny,|, mro noBmaum
<j<n

max \1+tei“’nkj /ﬁkj |—1

lle-+te#]|— o] 1<55n

= 1 — 1 —10k . .
Dyoly) = lim ; gjaSXnRe{e e "Miny,}, ysumajyhm y

003up ma 3a CBE N-TOPKE KOIJIEKCHUX OpOjeBa BaKWU

= ||z|| lim
t—0+

. omaxq{|l+tz|, |1 +t2a],..., |1+ tz,|} — 1
lim =
t—0t t
141tz —1 14t29| — 1 14tz —1
= max 4 lim [L+tz] , lim L+t yo.., lim % = max{Rez;,Rezs,...,Rez,}.
t—0t t t—0t t t—0+ t

Ilakae ©MaMo: Y je OPTOTOHAJHO Ha T aKO M CaMo ako je inf max Reeive?
Y Vv=Kj

na ckyn {&g,Me; |1 < j < n} npu cBakoj poTanmju, 3a yrao ¢, cede 3aTBOPEHY JECHY IOJIypaBaH, a TO

j€é eKBUBAJIGHTHO TOME Ia He mOCTOoju oTBopeH yrao D = {z|a < argz < 8}, y3 f —a < 7, Takas na je

&,m, € D 3a cBe one v 3a Koje Baskm |, | = ||z]].

vn, > 0. To mame, 3HAYN

Cana hieMo usBecTu KapakTepusanujy opTOroHaJHOCTH v cMuciy I[lejmca y npocropuma &1, B(9)
u G, anu he HaM 3a TO OUTU TOTPEOHO HEKOIMKO TexHuUkmx Jlema. Kako 6m m3bernm mBocMmucie-
HOCT, yCcBOjulieMO OTOBOp, [a je mMpW CBAKOM TOJAapHOM pasiarawmy S = U|S|, mHekor orpammdenor
ouneparopa S, oneparop U napumjanna uzomerpuja u3 ranS* y ran.S, oxaocuo na je Ulkers = 0.

Jlema 2.4. Hexa cy X uY nykaeapnu onepamopu, u neka cy X = U|X| u X +tY = V| X +tY| noaapna
pasaazana onepamopa X u X +tY, nexa je QQ npojexmop na jesepo onepamopa X*, u nexa je {x;} nexu
opmoHopmupar, cucmem, nomnyn y ker X. Tada je:

a) Vi, v — Uz, jaxo, 3a cee v € tan X*, u 3a nexu nus t, — 0. Taxobe, Viixw — U*z, jaxo, 3a cee

z €ran X, u 3a ucmu wuz t, — 0.

6) ngrilw; (Ve I = Q)Y x5, x5) = 0.

Joxas. a) Heka je {e;} mexu normyn opronopMupan cucreMm y §). 3a cBako j, bamunnja {Vie; |t > 0}
je orpaHudeHa, ma MOCTOjU HU3 t,(ﬂ) — 0, rakaB na Vi e; kouseprupa cnabo. U sume ox Tora, myTem
IUjaroHAJIU3aIMje, 3aKbYUIYjeMO Ia MOCTOJU HU3 t, -~ 0 Taras na V;, e; KoEBeprupa cnabo 3a cBe j, u
mpeMa ToMe Vi cnabo xkomBeprupa. Heka Vp o3mauasa crnabu mumec musa Vi . Cana, 3a cBe y,z € H
mvamo (Vi | X +t,Y]z,y) = (X +t,Y)z,y). Kako X +t,Y jako komseprupa (4ak u yHU(GOPMHO) Ka
X, a |X 4+ t,Y| jako rouBeprupa ka |X|, o npemnazefiu na aumec mobujamo (Vo|X|z,y) = (Xz,y) =
(U|X|z,y) 3a cBe z,y € H. Ha Taj mauun je Voo = Ux 3a cBe = € ran|X|. Kako je ran|X| csyna
ryct y ran X*, 3armyuyjemo na Vi cunabo romBeprupa ka Uz 3a cBe z € ran X*. Illrasume, Ta
KOHBEpPreHIMja je U jaka. 3aucTa, HEKa je T Ipou3BOoJbaH Bekrop u3 ran X *. Tama mocroju z € H
rakaB na je x = |X|z. Buamo ma Vi, |X +t,Y |z cmabo Teswn xa Uz, Amu, Vi | X +¢,Y]z = (X +t,Y)z
mro jako Texu ka Xz = Uz. Tako V; |X + ¢,Y ]|z jako Tesku ra Uz. Canma mmamo ||V, — Uz|| <
Wi, (1 Xz — | X +t,.Y]2)|| + ||Ve,,| X + .Y |2 — Xz||, mro Tesku ka Hyau Kax n TexXM Ka GECKOHAYHO.

Kaxo Vi, cnabo rexn ra Vo, To u V,*, cnabo reswum ka V. Ilpemasehin ma sumec, y jennaxocTu

(IX +t.Y|z,y) = <Vti (X +tnY)z,y>, sarmyudyjemo ma je Vg' = U™ ma crymy ran X. Ilakme V;* cmabo

tesku Ka U™ ma mormpoctopy ran X. Jla je Ta KOHBepreHmuja ” jaka yBepulie HAC, CIUYHO KaO U
magsonpe mejemnaroct ||Vt x —U*z|| < ||V (X2 — (X +t,Y)2)|[+ ||V (X +1,Y)z— | X|2]], roe je Xz = x.

6) Heka je P opTompojekrop Ha jesrpo omeparopa X. Ha ocroBy a) mmamo ma PV, (I -Q)Y P jako
xomBeprupa ka PU*(I—Q)Y P, na mpema Teopemu 111.6.3 u3 [6], PV;" (I-Q)Y P teswu xa PU*(I-Q)Y P

y HyKJIeapHoj HopMu, jep je Y Hykmeapan oneparop. MebyTum, Y <Vt’i (I-Q)Yxj, Xj> je ympaso Tpar
J

mykaeapuor oneparopa PV (I —Q)Y P u mpema Tome Texu ka Tpary oneparopa PU(I —Q)Y P. Amm
PU* =0, na je moka3 3appmen. [
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Kpahu nokas nena a) nperxonue Jleme, n yjemso u jaum pesyarar cyrepucao je npod. Jomuh.

Jlema 2.4°. Hexa cy X u 'Y wykaeapwu onepamopu, u wexa cy X = U|X| u X +tY = V4| X + Y|
noaapra pasaazawa onepamopa X uw X +tY. Tada ||(VF — U*)X|| v ||V — U)X|| mexce xa nyau xada
t— 0.

Jloxas. Tlosmaro je ma 3a mosurmsee omepaTope A m B Bawum mejemmaxoct ||AY? — BY/2|| < |||A -
B|'/2||, (9] mau [3]). Ako y Ty mejemmakocT ymecto A u B yBperumo |A|?, omrocro |B|? mvamo || |A| —
[BIIP < [[1A12 = |BP|| = |lAA— B*B|| = || L((A* — B*)(A+ B)+ (4 + B*)(A— B)|| < || A— B | A+ B!
W3 oee mejemuaroctu caemu xa ||| X +tY|—|X||| — 0, xang t — 0.

Cana mvano ||(VF=U*)X|| = [|[V;N (X +tY)-U*X =tV Y|| < ||| X +tY|— | X]| || +¢||]Y]|| — 0, a Takobe
 [[(Vi — U)X]| = VX £ Y] = UIX] + Vil X| = VIIX £ V] || = [[X + 1Y — X + Vi([X| — |X + 2v])|| <
Y1l 11X T = X + V]| = 0, 7o jecr Jim (V' = U%)X][ = 0 w limy [|(V; — U)X[| = 0. O

Hamomena 2.2. Jacuo je ma je Jlema 2.4’ yommreme Jleme 2.4 a), jep 3a cBe z = Xz € ran X,
saskn ||Vi'x — U*x|| < ||(V* — U*)X||||z]]. Takrobe, 3a ce z = X*z € ran X* Baxku ||Vix — Uz|| <
[|(V; — U)X*||||z]|. JemmocraBam aprymeHT HempekmaHocTH yBepulie HAC ma ce pesyarar ca ran X,
omnocuo ran X* mpoays;kyje Ha 3aTBOpema ran X u ran X*.

Jlema 2.5. Heka je A oepanuven onepamop, wuja (yobuuajena) HOpMa He NPeSA3UAG3Y JEOUHUYY, U

nexa je {¢;} npouseonar opmonopmupar cucmem. Tada, umamo || X1 > | > (AX@j, ¢;) ‘

J
Hoxas. Samcra |32 (AXpj, ¢5) [ < [tr(AX)] < [[Al|o|[X][[1 < [IX][1. O
J

Jlema 2.6. Hexa je {p;} nexu opmonopmupan cucmem (ne obasesrno nomnyn) y 5.
a) 3a npouseoman sexmop f € 9, u 3a cearo € > 0, nocmoju eexmop f', maxae da je ||f — f'|| < e u

25 1 (s e5) | < +oo.

6) Cryn F'={A € &1 3, [|Apj|| < +oo} je eyem y &1.

Towas. a) Hexa je [ = f1 + o, f1 € Elgs}, folLlps} Kaxo je Al = 55,1 (f1,05) I 0 nocroju
no, ca ocobunom . | (f1, ;) |2 < e2. Crasumo f/ = > i<no (J1,05) 5 + f2. Vimano 320 [ (f' ) | =
D j<ny | {(f1,905) | < 00, a maxobe u ||f — f'[12 = | Xjun, (F105) 05117 = 2 juny | (Fr00) P < 2

N
6) Herka je Y € 61, unera je Z = > o { ,f&) 9k (0 <or+1 <0k, f&, gk ODTOHODMUPAHU CUCTEMMU )
=1

k=
omepaTop KOHAUHOr paHra, 3a koju Baxku ||Y —Z||1 < /2. IIpema nperxonnom neny tBpbhema, mocroje
N
BexTopu fi, Taken ma je 3o [ (fi, ;)| < +oo, u [|fu — frll < e/(2%0y). Hera je A= 3 on( ,fi) gk
k=1
Wnano [|A = 2|l = | p, ox (5 fi = fi) aull < ey owllfe = fill < €/2, m npema Tome [|[A - Y| <e.
N N

Ca mpyre crpase ) || Agsll < 30 32 llow (w5, fid gell = 2 o 2 1 s, fid | < +oo T

Jlema 2.7. Hexa cy X u'Y camoadjyneosaru onepamopu, X > 0 u 0 < e < [|X]], 0 < § < 1/4
durcupanu bpojesu u ||Y]| < 6. Hexa je dawe $H. = Ex(||X]|| — ¢, || X||)9, 20e je Ex cnexmpaana mepa
onepamopa X, u Ny = {f € 9| f = fi + fo. /i € 9e, f2 € 95, |foll < AA}. Tada je || X + Y| =

sup (X +Y)p,p), 20e je v =+/25/(1 — 49).
||¢“=17¢€~65,W

Moxas. Karo je X +Y camoanjyrrosan to je || X + Y| = sup (X +Y)p,¢). Hera je § > 0

llol|=1
OPOM3BOJLHO, U HEKa je ¢ Takas jenuaudnu BekTop na je (X +Y)p,p) > || X +Y|| — 5. Hosomuo je

MOKA3ATHU 1A (p TPUTAAA CKYIy §)c -, 3 JOBOJLHO MAJTo 3.
3aucra, HEKa je ¢ = o1 + Y2, 1 € He, w2 € HE. Tama je (X +Y)p,0) = (X +Y)p1,p2) +
(X +Y)pa,02) +2Re (X + Y)p1, p2). Yaumajyhu y o63up ma je (X1, 09) =0 u ||| + [[ea]]> = 1
(X JFY)‘Pla‘Pl)i IX + Y| [lea]?



(X +Y)p2, 02) < (I1X]| — e +&d) |2l |* = (| X[ = (1 = 8)e)[ |2
2Re (X +Y)p1, p2) < 280]|ea[[|2]l;

IIa omaTiie noOujamMo

X +Y] =8 <X +Y)p,0) <X + Y llnl® + (IX]] = (1 = )e)lpal|* + 22|01 ] |02,
TO jecT
1X + Y Hle2ll* < B(1leal* + l2l?) + (1X]] = (1 = )e)lleall* + 20| 2]

OOHOCHO
(X + Y| = [1X]]+ (1 = 8)e)llal|* < (B + d)([lpa|* + [lep2l*),

a xaxo je ||X + V|| > [|X]| - &4, To je ((1—3d)e — B)ll2|* < (8+ €d)|l¢a|l*, 1o je

2
leol 2 o Bted 26 28 _
le1l|2 = (1=38)e—8 ~ (1—48)c  1—146

3a B < €6, mro je u Tpebaso mokazaru. [

Jlema 2.8. Hexa cy A, B u C camoadjynzosanu onepamopu u neka cy A u C nosumusnu. Hexa je jow
e = Ea(||A]] — &, [|Al))$, 20e je E4 cnexmpaana mepa onepamopa A. Tada je

. A+tB+t2C| -4
hmsup\l | =l HS sup By, ).
t—0t t lloll=1,p€9.

Lloxas. llpema Jlemu 2.7, je

[A+tB+t*Cl[=  sup  ((A+tB+t*C)p,p) <
lllI=1,0€92 4

JA||+t sup  (Bp,p)+t*  sup  (Co,¢),
[lell=1,pE9: 5 [loll=1,0€9e ~

3a JOBOJLHO MAaJIO i, IpU 4UeMy $). -, O3HAUABA UCTU CKyI, kao u y Jlemu 2.7. Opmatie je

A+tB+t2C|| —||A
limsupH + +t il - liAl <limsup< sup (B, @) +t sup (C’go,go)) =

t—0+ t—0+ [lel|=1,0€9e [lel|=1,0€Hc ~

= sup  (By,p).
||@|‘:17¢€55,w

Kako je v mpousBosHO, TO je u

A+tB+t2C|| - ||A
lim sup [A+tB+ =114l <inf sup (B, @) .
t—0+ t T lell=1,0€9

Cana ce jom tpeba ocnobomury O6poja 7y. 3a je IMHUYHU BEKTOD ¢ € §). 4 TOCTOJU je IMHUIHY BEKTOD
¥ € 9. raxas xa je [[o—1[[* <2(1-1/y/1+7?). (Iosomro je ysern v = ¢1/||p1ll, rae je ¢ = 1+ o,
p1 € He, p2 € $7.) Tana je (Bo,p) = (Ble —v),9) + (B,p — ) + (Bv,v) < 2/|B||[l¢ — ¥l +

sup (By,¢) < sup  (By,)) + 2V2|Bl[\/1-1/y/1+9% Omoocno  sup  (Be,g) <
ll1=1p€9. el =1, 5. llelI=Lp€De

sup (B, ) +2v/2||B||y/1 — 1/4/1 + 12, onakne pesynrar ciemu y3uMajyhu UHQUMYM MO CBUM
[|¥]1=1,4€9
mo3uTuBHUM 7y. [
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Jlema 2.9. Hexa cy X uY oepanuuenu onepamopu. Tada je

X +tYl|| — || X
lim 1A+ ] — J1X) sup Re (Y, Xp),
t—0+ 3 HX” llel|=1,p€H,

2de je He = Ex-x((||X|| —¢)?, | X]]*)9
Joxas. 3aucra npuMewnyjyhu Jlemy 2.8, umamo:
X+ eVl = X)) JX YR X2

t—>0+ t t—>0+ t(HX + tY” + HXH)
1 XX (Y X 4+ XFY) + 2V - || XX
= lim <
2[[X]] t—o+ t
1
< sup (Y X + X*Y)p, ) =

2[1X|| per. [lol=1

1
=——— sup ReYp,Xyp). O
X1 e Jigli=1

Cama cMO y MO3UIUjU & OKApaKTEPUIIEMO OPTOrOHAJHOCT y cMmuciay llejmca y mpocropuma &1,

B(9) n 64

Teopema 2.8. Hexa cy X, Y € &;1. Tada saxmcu lim w = Re{tr(U*Y)} + ||QY P||1, e0e

t—0+
je X =U|X| noaapro pazaazawe onepamopa X, P = Pior x, Q = Pier x*-

Joxas. Hera je X = > s;( ,¢;)¢; Imuros pa3soj omeparopa X, u Heka je X; HCKM HOTIYH

J

opronopmupan cucrem y ker X. Heka je, name, V|QY P| nonapao pasnarame oneparopa QY P. One-
patopu V u U cy cronnentpucanu Ha MehycobHO opToromasauM mpocrtopmma, na je ||U 4+ V|| = 1.
Ocum Tora, Basxu Vy; =0 u Uy; = 0, na npumenyjyhu Jlemy 2.5 ma oneparop U + V umamo:

1 1
SUX + V= 1XI = IX + eVl =3 s ¢ 2
J
1 *
22 S UHX +8)gj,05) + D (VX +8Y)x5,x50| = D_si | »
J J J
Hame

V

1
L v 1) =
D X g0y +1D> (U Y00+ > (VX +Y)x;5,x5)
J

1{
Tt , ,
J J

)

J

:% ZSJth ZUY(,DJ,QDJ> Z<V*YXj’Xj> stj
J J J

Ann, kaxo je V*Q =V* u Px; = x; IocIenmu U3pa3 jeIHak je

% Zstrt S U0+ S (V QY Py ) || - s
J J J

B ‘Zj s; 4+t (tr(U*Y) + ||QYP||1)‘ =228
- t
— Re (tr(U*Y) + ||QY P||1) ,
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u npema Tome  lim w > Re (tr(U*Y)) + ||QY P|1.
t—0
Ob6parny mejemmaroct mssemhemo 3a Y € F = {4 € 61| ;[|Ayj|| < +oo}. To je mosommo

X +tY [ =X
t

jep hemo TmMe mobutum nBa cybaIuTUBHA HENpeKuAHA (QyHEKIMOHAJa Y +— lim uY —

t—0+
Retr(U*Y) + ||QY P||1, xoju ce noknanajy ua ckymy F, koju je, upema Jlemu 2.6, cByna rycr y &;.
Takobe, y nameMm TekcTy, rae rox croju Vi kam t — 07, mucau ce ma Vi, kam n — 400, vae je iy
uu3 u3 Jleme 2.4. (IIpenaszak ma momam3 je kopekraH, jep 36or Crasa 2.4 6) auMec KOju pazMaTpamMo
yBek nocroju.) Kao npso mmamo

1
7 X+ eVl = [IX]1} =

(3) = % Z <|X +tY‘<pj,<pj> + Z <‘X +tY|Xj7Xj> - ZS]'

J J J

Mebyrum

1 1
Z X Y IGxg) = 7D (VX Q)X ) + Y (V= QY. x5)
: : :

J J

a Takobe u

QY Py > D> (V7 QY Pxj, x;)| = D (Vi QY x5, x5)| =

J J

1
=2 > V(X + QY )X, x5)]

J

Tako na je peanxan 6poj 1y (| X +tY|x;,x;) jemHar 36upy jeIHOT KOMIIEKCHOT Gpoja MOIysla Mamer

v jenHakor ox ||QY P||1, u apyror koMIiekcHOr Gpoja, Ynju je MOLyO, 3a t JOBOJLHO MAJIO, MAHY WU
jemak ox e (Jlema 2.4 6)). Tako, 3a ¢ foBosbHO MaJ0, Ho6ujamo + 3 (| X + tY|x;, x;) < ||QY P|[1+e. C
J

Ipyre cTpaHe, IpeMa JeHCEeHOBO] Heje THAKOCTHY MPUMEHEHO] Ha MHTETPAIU]Y ¥ OQHOCY Ha CIEKTPaJIHY
Mepy UMaMo:

J

S UX +tY 0 <> \/(\X +tY20;,05) =
J

=3 \J5 2R (Yo, 5705 + 2]V
J
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n npumesnyjyhn (3)
1
7 X+ Y]l = [[X ) <

E.\/32.+2tRe(Y<pj,8jwj>+t2||YS0j||2_Zj5j
t
s+ 2tRe (Yo;, s;15) +t2||Y;]|? —

.
—Z Ve t L QY P e =

+ HQYPHl +e=

¥ t2Re (Y;, 59;) + 2|V |2
Tt <\/55 + 2t Re (Yj, sj905) + t2||Y ;]2 + 33’)
S Re (Vo) + QY Pl +¢ =
J
= Re(Y;,Up;) + |lQYP||s + & =
J
=Re(trU'Y) +||QY P||1 +&.

+ ||QYPH1 +e&—

2 Re(Y ;.5 95) +t2]|Y 0; 1|2
t(y/s2 2t Re(Y p;,559,)+62[ |V o5 |>+55)
I2Re (Yp;,¢;) | + ||[Y¢;||. Pesyarar cana cnemu, jep € Moxke GUTH IPOM3BOLHO MaJso. [

I'panmuny npesnas mo 3HAKOM CyMe, OIPAaBIaH je HejeqHakomny

Hamomena 2.3. IIpo¢d. Jouuh cyrepucao je xpahwm mokas mpeor mena oBe Teopeme. Ilokasyjemo
npBo, ma je omeparop U* + PV*(Q mopMme Mmame uiu jemHake on jeman. Hawmme, kako je U*Q = 0 u
PU* =0, To je [|[(U*+ PV*Q)f|]* = |[((I = P)U*(I = Q) + PV*Q)f|]> < ||lU*(I — Q)fII* + [[V*QfI* <
[(I-Q)fI?P+I|Qf|? = ||f||*. Taro, mpema Jlemu 2.5, umamo || X +tY||; > [tr((U*+PV*Q)(X +tY))| =
[tr(U"X + tUY + PV*QX + tPV*QY)| = ||| X|[1 + t(tx(U"Y) + [|QY P|1] > [IX[|1 + t(Retr(U"Y) +

[|QY P||1), onakue jemrocTaBHO M31a3M th%l M > Retr(U*Y) + ||QY P||1.

Ilocnemumna 2.1. Onepamop Y je opmoeonasan wa onepamop X y npocmopy S1 ako u camo axo je
[ tr(U*Y)| < ||QY Pl|1.
Joxas. IIpema Teopemu 2.7, Y je oproroxanno Ha X axo u camo axo je inf Dy, x (Y) > 0. Mebyrum,
7]

no Teopemu 2.8, Basku inf Dy, x (V) = inf Re (e tr(U*Y))+||QY P||1, na pesynrar nobujamo, 6upajyhn
@ ®

HajmonecHuje . [
Cana mpenasumo Ha npoctop B(H).

Teopema 2.9. Onepamop Y opmozonaaan je na onepamop X y npocmopy B($) y emucay [Iejmca axo u
CaMo aKO NOCMOJu HU3 JeOUHUNHUTL 8eKkMopa ©, makas 0a || X pn|| — || X|] v (Yon, X¢n) — 0 Kad n — oco.

Joxas. Hera nocroju HU3 ca HasHayeHUM ocobrHama u Heka je A € C npomssossan. Taza je || X +
MY > [[(X + AY )2 = [|X ol 2+ 2Re A (Y, Xp) + ARV 0l > [[Xpnl[2 + 2Re A (Y o, Xg) —
|| X]]? xama n — +oo.

Iokaszxumo npyru cmep. Heka je Y oproromanuno ma X y cmucay Ilejmca. Tana 3a csako 6 € [0, 27)

|| X +te

10
Baxku lim w >0, ma je npema Jlemu 2.9, 3a cBako 6 € [0, 27)

t—0+

(4) sup  Ree (Y, X¢) > 0.
llell=1,0€9.

Ho rako je {(Yp,Xp) |||l¢ll =1,¢ € H.} y ctBapu HyMepuukmu panr oneparopa X*Y ma mormpocTtopy
H., to je om, mo treopemu Tennuna-Xaycmnopda xousexcan. To omma 3Hauum na je ycios (4) ekBuBa-
JIEHTAH TOME na 3aTBOPEH:E TOT HYMEPUUKOI PpaHra CaIp:KU HYJIY, TO jecT ma moctoju ¢ € H. TakaB
na je | (Yo, Xp)| <e. ¥Ysumajyhu na € nponasu ckyn 1/N mnobujamo tpaskenu mu3z. [
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IIpoctop G je mormpocrop npocropa B($H), ca Hacnehernom HOpMOM, TIa y HeMy BaAKU UCTA KAPaK-
TepU3anuja OPTOrOHANHOCTH, Kao u'y B($). MebyTum, ako ce mocmaTpajy KOMIakTHU onepaTopu X
u Y, Taga ce MOKe m3padyHaTu @-1'aTooB m3BOI.

Teopema 2.10. Hexa cy X, Y € 6. Tada umamo lim XtV =[IX]le —  1pax  Re ({U*Y f, ),
t—0+ ¢ fee||fll=1

20e je X = U|X|, u ® xapaxmepucmuynu nomnpocmop onepamopa |X| y oonocy na concmeeny epednocm
S1.
Zoxasz. Kao npBo, npema Jlemu 2.9, nmamo

X +tYleo — | X 1
tim X+ oo = [1X]lee sup  Re(Y/,Xf).
t—0t+ t HXHfEf.’svaH:l

Axo je X rommakrau omepatop, tana je H. = ®, 3a ¢ moBomuo maso. C mpyre crpaue

1 XX A XY+ YVRX) + 2V - st
— 111n
2| X[ =0+ t -
penax (XX +H(X*Y +Y*X) + 2Y*V)f, f) — 62
cP, =
>7 =
=201 X]| 0+ t
1
=——— lim max XY +Y*X)f, Y +t{Y*Y, =
SITX] L anax [(( M)+t YY f, )]
1
=—— max Re(Yf,Xf)= max Re(U'Y/f [),
|| X]| rea.|ifll=1 Y1, XJ) fea,l|fll=1 ISR

onakje ciemu pe3yiarar. [

ITocnemuua 2.2. Y npocmopy S caedeha mpu ycaosa cy mehycobno exeusarenmua:
(1) Y je opmozonaaro na X y cmucay [lejmca;

(i)  inf max Ree® (U*Y f, f) >0, 20e je X = U|X| u ® nomnpocmop 20e | X| docmuxce rnopmy;
0<ip<2m fead||f]|=1

(#i1) Hocmoju eexmop f € ® maxas da je Y fLX f.

Jokas. Exsusanenunja usmeby (i) u (i4) cnemm n3 Teopema 2.7 u 2.10. Mebyruwm, ycnos (ii) mam
roBOpM Za je HyMepudk: paur omepartopa U*Y|e mMma Takas MOJIO¥KA] ¥ KOIJIEKCHO] PABHU A CAIPKA
HajMame jeIHy BPEeIHOCT Ca MO3UTUBHUM PEAJHUM IeJIOM HMPU CBAKO] POTANUjU OKO HyJIe, TO jecT
Ia HUje CaIp:KaH HU Y KAKBO] OTBOPEHO] NMOJIYPABHU, YMja IDAHMUIA CALPKUA KOODIUHATHU MOYETAK.
Anu npema Teopemun Tennmuna-Xaycnopda HyMepUUYKM PAHT je KOHBEKCAH CKYI, a Kako je ® KoHauHO
OVMEH3UOHAJIAH IPOCTOP, TO je OH 1 3arBOopeH. [locmentwu yciioB je, nakie, eEKBUBAJIEHTAH YCJIOBY 1A
HyMepuuku panr omeparopa U*Y canpsxu myny. Kako sekropu Uf u X f umajy yBek ucTu mpasaii,
3akpydyjeMo xa je (i) eksusasentso ca (ii). [

IIpumenuhemo cana nobujeHe KapakTepusalyje OPTOTOHAJIHOCTY & OMCMO NOOUIN HEKE TO3UTUBHE
U HEKe HeraTWBHE pe3yJiTaTe, Be3aHe 3a eJieMeHTapHe OollepaTope AyKUHE IBA.

Y YyBOZHOM IOTJIAB/bY YIO3HAJINU CMO CE€ Ca yOIIITEHUM aljyHIOBAHUM €JIE€MEHTAPHUM OIEPATOPOM.
MabyTuMm, ma 6ucMo moraszatum pesyarare KOju ciee MOTPEeOHOo je ma ce yIO3HAMO U Ca KOHjyTOBAHUM
OIepaTopoM Ha AYyaJJHOM MPOCTOPY AaTor maeasa J. llomceTrumo ce ma je myasiHu IpOCTOP IPOU3BOJb-
HOI' cenapabuiHOr CUMETPUYHO HOPMUPAHOT UIEaJIa 4j, N30METPUYKA N30MOP(AH HEKOM APYIOM CU-
METPUYHO HOPMUPAHOM MAEANY J*, IpU ueMy omepartopy Y oxarosapa ¢yrimmonas ¢y (X) = tr(XY).
Moryhe je u ekcnunurao onpenntu nneas §*. (Heramu ce mory nahiu y [6], rmasa I11, omemak 11.)
36or Tora hemo y majbeM TEKCTY MOMCTOBETUTU IYAJHU MPOCTOD WM MAEA] J°, IpemMaa Cy eJIeMEeHTH
OIPBOr IPOCTOPA (DYHKIMOHAJIM, & APYTOT OIEPATOPH.

CraB 2.6. Heka je J Hexu cenapabuaah u0eas KOMNAKMHUL onepamopa, u Heka je A 1 J — J eaemen-
mapan onepamop dam ca A(X) = Z?Zl A;XBj. Tada wezos xonjyeosar onepamop A* : J* — J* uma
obaur A*(Y) = >°1_, BjY A;.
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Aokasz. Vimanvo ¢y (A(X)) = tr(A(X)Y) = tr(3[_; A; X B;Y) = tr(X 307, BjY Aj) = tr(XA*(Y)) =

IMocmaTpajMo IPOU3BOBAH cenapabuiial uaeasl KOMIAKTHUX OMepaTopa J, Takas ma je J* cTporo
KOHBEKCaH. V3 ¢Tpore KOHBEKCHOCTH IyaJia ciaenrd na 3a cBe X € J MOCTOjU jeAMHCTBEH ONEpPaTOP
X € J* raras ma je X(X) = ||X|| u [|X|| = 1. Axko je, jom, J pediekcuBan Tama je HpecIuKaBame
X — X, X = w(X) 6ujexnuja (1 raxobe unsorynuja) jemuumanux chepa npocropa J u J*. [lrasume,

Y je oproronamnno Ha X y mpoctopy J ako u camo ako je X(Y) =0.

Teopema 2.11. Heka je J pefaexcusan udean y B($H) maxas da je J* cmpozo xoneexcan, u nexa je
A3 — J eaemenmapan onepamop dam ca A(X) = 27:1 AjXBj. Tada je ran A opmozonaano (y cmucay
Hejmca) na onepamop S axo u camo axo saxcu w(S) = S € ker A*, npu wemy N* oznavasa xomjyzosan
onepamop.

Jloxas. Y3umajyhu y o63up Crasose 2.1 u 2.6, umamo na je ranA LS, mro moBmaum na 3a cse
X € J Bamu S(A(X)) =0, ommocro (A*(S))(X) =0, 3a cBe X, u mpema Tome A*(S) =0. O

Hamomena 2.4. Teopema 2.11 je ommTy pe3yaTaT U Bajku y IPOM3BOJLHOM LaHAXOBOM IPOCTODPY.

Teopema 2.12. Hexa J 3adosomasa npemnocmaske npemxoone Teopeme, u nexa je A 1 J — J enemen-
mapan onepamop dam ca AN(X) = AXB + CXD, 2de cy A, B, C u D nopmaaru onepamopu maxeu 0a
eancu AC = CA, BD =DB u A*A+C*C >0, B*B+ D*D > 0. Tada je ran A opmozonasno na S axo u
camo axo je S € ker A.

Zoxasz. Y Teopemu 2.5, nokasajau CMO Ia je CIMKA TAKBOI €JIEMEHTAPHOI OIlepaTOpa OPTOTOHAJHA
Ha EErOBO je3rpo, Ia IpeMa TOMe U npeMa nperxonHoj Teopemu mmamo ciaenehu HU3 MMITUKAIAjA:

AS)=0=vXeJ [|AX)+S[=]lSII] = A*(S) =0=
=VX €3 [[IAYX) + Sl = lIS][] = A™(8) =0 & A(S) =0,

KOju 3aBpIIaBa moka3. L[]

Cneneha Jlema u Cras, npeyseru u3 [28], omoryhu he mam na KoHCTATyYjeMO 1a 3aTBOPEHmE CIUKE
U je3rpo esleMeHTapHOr omeparopa A y AUpPEeKTHOM 30Upy YMHE UOEAT .

Jlema 2.11. Hexa je X pefaexcusan Banazos npocmop u V mweeos sameopen nomnpocmop. Axo je
Vi ={zeX|VoeV |jv+z||>|lz||} = {0}, mada je V = X.

Hoxas. IlpernocraBumo na je V mpasu motupoctop ox X. Tanma je V' C kery 3a Hexn He HYITH
¢yurmmonan ¢ € X*. Karo je X peduiekcuBan, TO NOCTOjU je AMHUYHK BEKTOD Z ca ocobuHOM @(T) =
llell. Tama 3a v € V umamo ||¢||||z]] = ¢(z) = ¢(x +v) < ||¢|| ||z + v||, omakne je z € V. Osge je
KOHTpaauknuja. [l

Cras 2.7. Heka je X pedaexcuear Lanaroe npocmop, V mweeoe samaopen nomnpocmop. Hexa je jows
Vi={re X|WweV|v+az| > ||} aureapar nomnpocmop (wmo y onwmem cayuajy nuje maxo!) u
nexa je (V) =V. Tada je X =V + V+.

Jokas. Noxamumo, Hajope, na je V4V, 3arBopen mornpocrop. 3ancta, sexa V+VL 3 x4y, — 2.
Tana je au3 x,, +y, Komujes, a 360r ||z, — Tm + (Yn — Ym)|| > ||2n — || 1 BU3 2, je TakODHe Komujes,
na r, —x €V, aonarie u y, = Tp+Yn —Tn — 22— =: Y. AKO, cana, Ha HejeHAKOCT ||v + y,|| > ||v]|
neayjeMo amMecoM. 3akmydnmhemo ma je y € V4. Tume cmo nokasamm ma je V + V4 zarsopen.

Ompemumo cama ckyn (V +V4) . Heka je ||z +y+ 2|| > ||2]|, 3a cBe 2 € V u cBe y € V1. Axko
craBuMo na je r = 0, Tamga 3akmydyjemo ma z € (V1) mro je jemmaxo V mo mpermocrasmu. CraBumo
cama r = —z, u y = 0, ma hemo umaru z = 0. Ilokas, cana, saBpmasamo npumenom Jleme 2.11. [

IMocnemuua 2.3. a) Heka je J nexu cenapaduaan udean y B(9), ca cmpoeo konsexcrum 0Yarom, u Heka
jeAN:J—3J, A(X)=AXB+CXD, 20e cy A, B, C u D xao y Teopemu 2.12. Tada je J = ker A + ran A.
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6) Axo je J = 6, (1 < p < +00), mada noped NPemMroOH0z 3AKAHYIKG 8GHCU U uwe. 3a COaKu
eaemenmapru onepamop na S, eaxcu da je ran A opmozonaano na S axo u camo axo je A*(|S[P71U*) =0,
u mume S, = ker A + ran A.

Jlokas. a) Ipema Teopemu 2.12, Bazu ran A = (ker A)*, ma 3akmyuak ciaemu ma ocmoBy Crapa 2.7,
jep cy ran A u ker A 3aTBOpEHM IOTIPOCTOPH.

6) llo6po je mosmaro ma saxm &) = &, (¢ > 1), m ma je mpocrop &, crporo kousekcan (Kmaprcon
MexiKaprujese Hejennakoctu [26]). Ocum Tora, mako ce ImpoBepaBa ma je y ciaydajy npocropa &,

— 1 p—1y77*
= W\ﬂ U*, wro 3aBpmasa mnokas. [

Hamomena 2.5. [Topen jemnaxoctu J = ker A + ran A, nokaszanu cmo jom u na je ker A kommiaemen-
TapaH IpPOCTOp y J, U Ja IOCTOju Ipojernuja ca J Ha ker A mopme jemam!

Hamnomena 2.6. Cnenujanan ciayuaj ose Teopeme je Cras 3 u3 pana [16].

OBakBu pesyiTaTu HE MOTY C€ HOKa3aTU CaMO Ha OCHOBY cemapabMiHOCTH, 0e3 IPEeTHOCTABKUA O
PedIIEeKCUBHOCTH U CTPOT0j KOHBEKCHOCTU AyaJsa. Hawnmve, Beh 3a HOpMasHe gepuBalyje TakaB pPe3yiaT
HUje TayaH y npocropy &; koju je cemapabuian.

Teopema 2.13. Iocmoju nopmaara depusayuja Ay 1 61 — &1, Ax(X) = AX — XA, (AA* = A*A)
makea da je G Aran Ay B ker Ay.

Jokas. Hexra je § = [?(Z), n nera je A omepaTop ABOCTPAHOT MOMaKa, TO jeCT 3a cBe n € Z je
Ae,, = e,_1. Hobpo je moznaro na je A*e, = e,11, 3a cBe n € Z, ka0 1 na je A HOpMaJaH omepaTop
(wak yHUTApaH).

ITokaskumo, npBo, na je jesrpo mepuBanuje A4 TpuBujasHo. 3aucrta, Heka je X € ker Ay. Tana
AX = XA, nosnauu (Xe;,e;) = (Xe;, A%ej_1) = (AXe,e51) = (XAej,ej-1) = (Xei—1,ej-1). Meby-

TuM, y3umajyhu y o63up rkomMmnakTHOCT omeparopa X mobujamo 0 = liIJIrl (Xeitn,ejtn) = (Xei,ej),
n—-+oo

3a cBe i, j € Z, u npema Tome X =0. Tako ran Ay @ ker Ay =ranAy.

Koncrpynmmmo, cana, oneparop S € &; nva cirenehm Haumua. Se; = 03a j <0, u Se; = %ej_l
3a j > 0. Aro je S = U|S| rama je jacuo ma je U'e; = 0 3a j < 0, u U*e; = e;41 3a j > 0.
ITorazahemo ma je ran Ay oproronanHo Ha S. 3aucra, Ta OPTOrOHAJHOCT je, npema [locaemunu 2.1,
exsuBasenTHa ca [tr(U*(AX — XA))| < ||Q(AX — X A)P||1, rae je P = Piers 1 Q = Pyer 5+ MebhyTtum
[tr(U*(AX —XA))| = |tr((AU*=U*A)X)|, nok je AU*—U*A = ( ,ep)eq, omaocuo |tr(U*(AX—-XA))| =
| (Xeo,e0) |- C mpyre crpame mako ce mpoBepasa na je P = Pi), Q = Pﬁ( ma

L(...,e_2,e_1,€e0 cne_2,e_1)’

nobujamo (ysumajyhu y Jlemu 2.8 orpanuden oneparop A*)

+oo
IQAX ~ XB)Plls, 2| Y (QIAX — XA)Pejir,e))| =

j=—oc0

“+oo
=| Y ((AX = XA)Peji1,Qe))| =

j=—oc0

= _Z (<AX€j+17€j>_<XAej+17€j>) =

-1
= Y (Xejrr,e501) — (Xejre5)| = [(Xeo,eo) |,

j=—oc0

4ymMe je moka3 3aBpimeH. [

Hanomena 2.7. TpuBujanmHocT je3rpa mepuBamnuje uM3 NpeTxonHe TeopeMe je MOTIYHO HEBAKAH
meratss. 3awcra, nocmarpajyhu Xwunbepros npoctop H & H u omepatop A @ I Ha memy, MOKEMO
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KOHCTPYHUCATHU HOPMAJHY OEPUBAIMI]Y Ca UCTUM ocobmHama Kao oHa y Teopemu 2.13, u yuje he jesrpo
OWUTU HETPUBUjATIHO.

Teopema 2.14. Ilocmoju nopmaana depusayuja Ap : Soy — S, Ap(X)=BX—-XB, (BB* = B*B),
u onepamop S € Gy maksu da je ran Ap opmoeonaano na S, u S ¢ ker Ap.

Jloxas. Hera je A omeparop u3 mokasa mperxomHe Teopeme, u Heka je B = A @ [ omeparop Ha
npoctopy H = [*(Z) ® C. Ilame, mera je S = S; @ 21, npu uemy je Sy : [?(Z) — [2(Z) npoussoman
oneparop mopme He Behie oxn jeman. Omeparop S mocTwske HOPMY Ha jeUHCTBEHOM ([0 Ha CKaJap)
BekrTopy ¢ = 0@ 1 € [?(Z) © C. Ouurnenno je S = 2p, By = B*p = ¢, u mpema Tome

(BX = XB)p,Sp) =2(Xp,B*p) —2(XByp,p) =2(Xp,p) —2(Xp,0) =0.

Tako je ran Ag LS. Ca npyre crpane BS = SB nosanaun AS; = S1 A, omnocuo S; = 0. Ila ysumajyhu
S1 # 0 3aBpmasamMo moka3. [l

Hanowmena 2.8. Huje moryhe morazatu Sy # ran Ag @ ker Ap. Hamporus, cyma ran Ap @ ker Ap
je yBek jemmara .. Hamme, mera je fy € &% ¢yurnumonan obmmka fy(X) = tr(XY) 3a neko Y €
61 = 6%, roju amyunupa ran Ag. Hemocpenno nobujamo BY* —Y*B =0, 1o ject Y* € ker Ag. Kaxo
je fy(Y*) #0, fy ue mosxke na amynupa ker Ag. Ha taj mauun je ran Ap + ker Ag yBek cByma rycr y
G

Hamomena 2.9. Mosxke ce yunautu na je Hanmomena 2.8 y xonusuju ca Teopemom 2.14. Mebyrum,

TO je mociemuna Tora mro oba ckyna Vi = {X € G |VU € V| X +U|| > U]} u VI = {X €
G |YU € V || X +U|| > ||X]|}, y ommTeM ciayuajy He umHe notnpocrop, Beh romyc!
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3. YCIIOH EJIEMEHTAPHOI' OIIEPATOPA "N
CIIEKTPAJIHA AHAJIN3A

Teopeme 0 OPTOrOHAJIHOCTU CJIUKE U je3rpa, JAKO Ce MPUMEnYjy Ha U3PadyHABaHe yCIOHA Olep-
aropa A.

CraB 3.1. Hexa je A(X) = AXB + CXD wnopmaaro penpesenmosan onepamop, mo jecm AC = CA,
BD=DB, u A, B, C, D cy nopmaanu. Tada je asc A < 1.

Jloxas. Heka je A>(X) = 0. Tama je —A(X) € ker A ma 360or Teopeme 2.5 a) BasKU HejeTHAKOCT
IA(X) — AX)|| > (1/3) [AX)]l, To ject A(X) = 0. Taxro je ker A? = ker A.

Y panosnma [35] u [37] lymman (IHyasman B.C.) je mokaszao ma je yCIOH HPOU3BOJLHOT €JIeMEH-
TAPHOT OIEPATOPa KOHAYHE Ny:KuWHe, koHadaH. [lOKa3u TWX pesysiTara OO Cala HUCY O0jaB/bUBAHU, a
oBae he Ourtu m3noskeHnu py0Oasnomhy npodecopa llymmana, kKoju MU je y HEKOJIMKO mucaMa IIpeno-
4no noMeHyTe nokase. Jla Ou ce TH pes3ynTaTé M3BEJM HEOIXOLHO je YBeCTH HEKOJINKO HOBUX IIOjMOBA,
U Pa3BUTHU TEXHUKE Paja ca muMa. TU I0jMOBU Cy: KBA3UAU]ATOHAJIHOCT, CKOPO MHBEP3HA YKPIITAKA
Y CIIEKTPAJIHA HOCAY.

KBa3umujaronasitHoCT

OBe Texuuke cy OpBU IyT (KOJMKO je ayTOpPy MO3HATO) U3JIO:KeHe y panmy [36], rue cy mpumemene
Ha HEeKa IUTama Tpara KomyTaTopa. Behwuna pesynrara koje heMo ymosHaTu y 0BOj IVIaBU M3JI0KCHU
cy y [37] u [38], nok cy muxoBu morasu npeyseru u3 [25] u [39]. Y [37] u [39] je Ta TexHUMEKA mpuUMemeHA
¥ Ha PEe3yJTaTe KOJU Ce TUUy Tpara CyMe HEKOJWKO KOMyTaTopa, mTo oBae Hehie OuTu m3marano.

Hednunmumja 3.1. Hexa je J nexaxas udean y B(9). Kaxcemo da je onepamop A J-keasudujazonanan
axo nocmoju pacmyhu Hu3 npojekmopa Kowaurnoz panza Pp,, maxae da P, — I, jaxo, u lin+1 ||AP,, —
m—-1+0Q

P,Allz = 0. Cauuno, xaxcemo da je A J-noaydujazonasan axo nocmoju pacmyhiu wuz npojexmopa
Konauwnoz panza P, xoju jaxo xoneepzupa jedunuurom onepamopy, maxas 0a je sup ||AP, — PnAll; < +00.
m

Hamnomena 3.1. Kako je maBeneno y [36], oBakBy nepununujy yBeo je XauMoul, a KaCHUje Ce TUME
6aBuo u Bojrysecky. Om je mamme yBeo Momyn HekBasuaujarosamsoctu |dy(A) = inf limi+nf ||AP,, —
m—-+0Q

P, Allz, tme ce inf ysumma mo c¢BuMm pacTyhuM HM30BMMa NPOjEKTOPA KOHAUYHOT DAHTa TAKBUX A& P,
jaro Texu xa I. Tana je A J-kBasumujarosanan ako u camo axo je qdy(A) =0, a J-mosryaujaronasan
axo 1 camo ako je qdy(A) < 400. ¥YMecTo rioMasHe O3HAKE qdg,, mucaliemo kpahe qd,,.
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Hanowmena 3.2. Kaace J-kpasuaujaronasaux (IOJIyAXjarOHAJIHAX) OomepaTopa, y o3Hakama QD(J)
n SD(J) 3aTBOpEHE CYy ¥y OAHOCY HA MepTypOanmjy omepaTopoM U3 J, MITO HUje TEINKO yOUUTH. Takro-
De nmaxo ce mposepasa HejemnaxocT qdy(®A;) < 3 qdy(A;), omakme caems na je KOHAUHA Cyma J-
MOJIy AWjarOHAJHAX, Takohe J-ToyaujaroHajan, Kao 1 1a je mpebpojuBa cyMa J-KBa3UIMjarOHAJJHUIX
Takobe J-KBa3uaujaroHaJiaH.

Ila 6ucMo ompaBma i TEPMUH JOKAKUMO ciemehu cTas.

Cras 3.2. Heka je A onepamop wuje Mampuuro npedcmasname y 00HOCY MG HeKY 0a3Y UM KOHGUHO
MH020 He-Hyamuz Jujazonana. Tada je A &1-noaydujazonanan.

Joxas. Heka je e; TaxBa 6a3a na je (Ae;,e;) = 03a |i—j| > n, u Hera je P, IpojekTop Ha JNHEADHU
OMOTAU BEKTOPA €1,€s,...6Ey. Huje TemKo ycTaHoBUTH Ha je paur oumeparopa AP, — P, A Mamu nuin
jemHak on 2n + 1, ma je ||AP,, — PhA|1 < (2n+ 1)||AP,, — P Al <2(2n+1)||4]|. O

Hedununuja 3.2. Hexa je { Ay} nexa pamuauja ozparusenus onepamopa. Kaxcemo da je ma gamuauja

. . 1/p .
S, -reasudujazonarna (noaydujazonarna) axo wus (3, ||AxPm — PmAgllB) P mexcu Hyau (ozpanuuen je),
3a weku pacmyhu wuz P, npojexmopa Konawnoz panea Koju jaxo mexncu jeOUHUYHOM 0Nnepamopy.

Hanomena 3.3. Ako je damminmja KOjy mocMaTpamMo KOHAUYHA Tana Ce MPETXOTHA NeGUHUIM]a
ceomu Ha 1O gma ||ApP, — PynAgll, Tessn ka mynu 3a csako k. Ha raj Haumm Moxe ce yBecTH U
J-xBasmaujaronasHocT (MOJyIAMjaroHAJHOCT) KoHauHe ¢amunuje {Ay}, 3a mpomssomHO J. AKO Ta
damunuja HUje kKoHauyHa, Behl camo npeGpojusa, Tana ce J-KBA3UIUjarOHAJIHOCT (IIOJLYIUjarOHAJIHOCT )
nedunumre nomohy penanuje O ({||AkPm — PmAkH};;"i) — 0 kax m — 400, npu uemy je ¢ cumerpuuna
HopMupajyha ¢yHEIUja Koja meduHNIIEe NAeAT .

Cnenehux merkonuko TBphema morasyjy kaxko XaycoopdoBa AMMEH3Mja 34PYKEHOD CIEKTPa yTUYe
Ha KBA3WIWjarOHAJHOCT (IIOJIyAMjaroHAIHOCT) y OQHOCY Ha mpocTtope G&p.

Hedununuja 3.3. a) Xaycdopdosa p-mepa mempuukoz npocmopa (M, d) (y osnwayu m,(M)) je najmanu
peasar 6poj, makas da 3a ceaxo 0 > 0, nocmoju konawno pasaazanwe M =| |, B, npocmopa M, makso da

n
je sa cee k, diam By, < 0, u makeo da je sdup Y (diam Si)?P manu uau jednax 00 moz 6poja.
k=1
6) Xaycdopdosa dumensuja mempuukoe npocmopa M je inf p.
mp (M) <400

HOpyru neo meduuunuje je KOpeKTaH jep 3a p < ¢, Baku my(M) > my(M), mro BUANMO, KO yOUUMO
d<1.

Jlema 3.1. Hexka je A = {Ai}}_, famuauja HOPMAARUT ONEPATNOPA CA MPOCTNOM 3GJEOHUNKOM CTLEK-
mpaanom mepom, u nexa je 1 < p < 2. Tada je qd,(A) < 2n1Pm,(0(Ay, Ag, ... Ay))Y/P.

Jlokas. 360r yciaoBa IPOCTOTE CIEKTPAJHE MEpPE MOKEMO CMATpaTH Oa Cy CBH omepaTrtopu Ay
oIepaTopy MHOKEHA Ca 2, HA BUXOBOM 3ajeIHUYKOM CIIEKTPY.

Hera je B = {3;}) mera dpammauja mucjymkTeuX momckynosa ckyma o({A;}), u mera je Pg mpo-
JEKTOp Ha JIMHEAPHM OMOTAY KAPAKTEPUCTUYHUX (yHKuUja ckymosa [3;. IlokasaliemMo mpBo na Basku
HEjeTHAKOCT

1/p
(6) |AxPs — PsAygll, < 2<Z(diamﬂj)p) .

J

Bancra mexa je e¢; = xg,/|[xg,||, m HeRa je X = (A1,...,\,) € B;. Tanma Bawu ||[(I — Pg)ArPpej|| =
[(1 = Pi)(Ar = ArT) Pae;| < [[(Ar = ArD)esl| < [[(Ar = Ak) Ea, (6))]] < sup [ Ak — pk| < diam 3;. Omazre je
s

HEP;

1/p 1/p
[|(I — Pg)ArPsl| < (Z] [|(I — PB)AkPBeij) < (Zj(diamﬁj)p) . Ipumvemyjyhu mctm mocrynak
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1/p
Ha omepatop A} mo6uhiemo ||PgAk(I — Pg)|| = ||(I — Pg)A;Ps|| < (Zj(diamﬁj)p) , Ia OATIIE BAKA

(6).

Hexra je cama B ¢avmmuja pasmarama ckyma o({A}) ca ocobumama |BY| = supdiamﬁ;i) —
) . 1/p
0wu B, = (le(diamﬁle))p) — my(c({Ax})Y/P. Tama ounmto Pgu) Tewu jako Ka jeIuHUYHOM

1/p
ONEPATODY, U BAKNA llernJrlgof (>, ||[PB(1->,A,€]||§)1/P < 1ZjE1+i£1CJf (Zk 2Py (diam ﬁj)l’) , & TIOCJIe U U3pas3

tessu ka 2n'/Pm,(o({AL)YP, kan i Texu ka +oo. O

Cras 3.3. Hexa je {Ar} xomymupajyha gamusuja nopmasnur onepamopa, o = o({Ag}), up < 2.

a) Axo je my(a) = 0, onda je pamuauja {Ag} Sp-keasudujazonanra;

6) Axo je my(a) < 400 u cnekmpanna mepa gamuauje { Ay} uma xKonauny suwecmpykocm, mada je ma
pamunuja Sp-noaydujazonaina.

Joxas. IoBomuO je mpencraButu onepaTope Ap Kao IUPEKTHY CyMy OllepaTopa uuja je 3ajeaHudKa
CHEKTPaJIHA Mepa IPOCTa, W 3aTUM OPUMEHUTHU IPETXOMHy JgeMy. [

Cxopo MHBEp3HA YKPIITaHa

Hapenne nedununmje n cTaBoBU OJHOCE Ce HA MOjaM CKOPO MHBEP3HOT ykpinTama. OHU Cy UCKA3aHU
Ha HUBOY TOIOJIOMIKMX BEKTOPCKUX IPOCTOPA Ca MPOU3BOJLHOM TOHOJOTHjoM. JlOKas3u Cy PyTHHCKH,
asu MOkaa npesBuine ’ manerm”’ . Kako O6u ce, omMax mpu IPBOM UMTamy MOrao crehim yrmcak Kako
he ce Tu cTaBOBM HIPUMEHUTH HA NMUTAKHA €JIEMEHTAPHUX Omeparopa Tpeba ma mmamo y Buay ciaexehn
npumep X = Sou Y = B($), u & : ¥ — ) npuponso yranamwe, upu yemy je B($)) cuabuesen caabom-*
TONONOTUjOM (KOJMKO A HeroB ayat oyne G1), nok je Ga cHabnesen caaboM TOMOIOrujoM (1 HapaBHO
IyasaH je cam cebu, no Ha anTuauHeapuoct). OBa cmaba TONOJIOTHja TPOUCTUYE U3 CTPYKTYPE
Banaxosor nmpocropa ma Gs, a He M3 CTPYKType moJia3HOr XuiabepToBOr mpocTopa. TaunHuje, oBe
TeXHUKe Cy pa3BUjaHe ma Ou ce cBe seme ocOOMHE KOje mMajy esieMeHTapHu omeparopu Ha So mpeHesn
Ha B(9).

Esnementapuu oneparop o3mavasahiemo, kao u 1o cazma ca A, nok hemMo HeroB yoIIITEeHU amjyHIO-
Banu o3Hadasatu ca A. HberoBy pecrpurnumjy Ha ckyn S, osmauasahemo ca Aj, 10k he o3mara A3
OCTaTU pEe3epBUCAHA 34 yOOMYAjeH anjyHrOBAaHU OIEPATOpP OBE PECTPUKI]E.

Hepununuja 3.4. Hexa cy X u Y monosowru eexmopcku npocmopu. Hexa cy ® : X — Y, §:
X =X uT:Y — Y nenpexudna auneapna npecaukasawa. Tpojra (P,S,T) je ykpwmamne axo eaxncu
T® = &S. Kaxmcemo da mpojra (9,5, T) uma cxopo uneepsno ykpuwmawe (cxpahieno AOC) arxo nocmoju
HU3 HENPEKUOHUT AUHEAPHUL npecaukraama Fy, : Y — X maxeur da eamcu F,® — I, ®F, — I, u F,T —
SF, — 0. Cauuno xaxcemo da mpojka (P,5,T) uma cxopo uneepsno noayyxpwmane (cxpaheno AOII)
axo nocmoju nu3 Fy, ca uemum ocobunama xao u manonpe, ocum wmo mpaxcumo da wuz F, T — SF, 6yoe
02ZPAHUMEN, YMECTNO 04 MENCU HYAU.

Hanomena 3.4. KouBeprenmuje HaBeZeHe y NPETXOMHO] AePUHUIM]U CY ~Tadka IO Tadyka’ MU Y
OJHOCY HA TOMOJIOTHUjy AATOr MpocTopa. VICTO BasKu U 3a OrPAHUYEHOCT.

Hanowmena 3.5. Oznaka AOC je ckpahenuna on anpokxcumamusnoe obpamnoe cnaemenue, a AOII
Ol aNPOKCUMAMUBHOE 00PAMHOE NOAYCTAEMERUE.

Cras 3.4. Hexa mpojra (®,5,T) uma AOC. Tada je ®~(ranT) C ran S.
Jlokaz. Hera je v € ® !(ranT), o ject ®x = Ty 3a mexo y. Tana je x = lim F,,®x = lim F,, Ty =
lim((F, T — SF,)y+ SF,y) =lim SF,y €ranS. O

Hocnemuua 3.1. Hexa je X = § - Xuabepmos npocmop u (®,5,T) uma AOC. Tada je ®(ker S*) N
ranT = {0}.
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Jloxas. Npema nperxonsom crasy je ®(ker S*)NranT C ®(ker S*N®~!(ranT)) C ®(ker S*Nran S) =
{0}. O

CraB 3.5. Hexa je X Dawaros, a Y monoaowku eexmopcku npocmop, u weka je ® : X — Y.
IIpemnocmasumo da mpojre (®,S;,T;) (i = 1,2) umajy szajeonuuxo AOC, u da sa ceaxo x € X saxncu
[|S22|| < ||S1z]|. Tada je:

a) Ty H(ran @) C T, ' (ran ®);

6) 3a ceey € Ty ' (ran ®) samcu ||® ' Toy|| < ||® T1y||.

Lloxas. Ilom mpeTnoCTaBKOM O CKOPO MHBEP3HOM YKPIITAWLY, IpeciIukaBame P je yBek MHjeKTUBHO.
Saucra, n3 Pz, = Py, cienn z1 = lim F,, dx; = lim F,$xy = x2. Taxo je ozmara @' y nckasy apyror
[eJa CcTaBa KOPEKTHA.

Heka je y € Tfl(ran ®), rana je Tyy = ®xq, 3a mero 1 € X. Nmamo z; = lim F, P2y = Uim((F,T1 —
S1F,)y+ S1F,y) =lim S1 F,y, To ject 21 € ran 5.

Ha ckyny S1X mepunumemo omeparop K nomohy KSiz = Syz (upomy:KeH 10 HEIPEKUTHOCTH).
Jacno je ma ma nomeny tor omeparopa Baxu ||Kz|| < ||z||. Umamo Kxi =lim KS1F,y = lim SoF,y =
lim F,, Toy, omrocao ®Kx1 = lim ®F,, Thy = Thy, To ject Toy € ran ®. Tume cmo moraszanu tBpheme nmon
a).

Bay € Ty (ran®) je || ' Toy|| = ||Kx1|| < ||z1]] = ||® ' T1y||, umme je 3aBpmen u mokas apyror
nmena. [

Tlocanemuna 3.2. Hexa je, y3 o3naxe u mpemnocmagke npemroonoz cmasa, jouw u X = § - Xuabepmos
npocmop, S; = S, Sy = S*. Tada je || @~ Thy|| = |27 T1y|| 3a cee y € Y u nocebro ker Ty = ker T.
Zoxas. lloBomua je mpocrta npumena Crasa 3.5. [

Osraunmo ca X'™* IPOCTOP HENPEKUTHUX AHTUINHEAPHUX (YHKIMOHAJA Ha X, ca ciaboM-* TOmoso-
rujom. (Omatne je H* = § y cayuajy na je X = 9 - XunbepToB npocTop.) 3aap:EUMO TPETXONHE
osuake. Axo tpojre (P,5,T1) u (®,5* Tr) mvajy AOC, u ako romjyrosane tpojre (P* T, S*) n
(®*,T5,S) rakobe mmajy AOC, nyrem Hmza Ff (mro HMje HYMKHO jep omepanuja KOHjyroBama HUje
jako memperumua), rae je ®* : Y* — § urn. Tama u tpojra (PP*, 77, T5) uma AOC (u To je HuU3
EF*F,), roe je ®@* : Y* — Y. OBakBo pasmunibame MoTusuime ciaenely nedguaunmjy.

Hepununuja 3.5. Heka je $ Xunabepmos, a Y monosowru eexmopcku npocmop. Hexa cy dawe
©:H -V, 5:9— 9 Tip: Y — Y, nenpekuona auneapra npeciuxasama, u nexa cy ®*, S*, u
T{‘/Q BUTOBA KOHJY208AHA NPECAUKABATA, 20€ CMO 3G 0YAAHU NPOCMOP Y3EAU NPOCMOP GHMUAUNEAPHUL
HENPeKuOHUT Pynryuonasa. Axo je wuz FiF, AOC sa mpojry (PP*, Ty, To) mada xamcemo da je F,
38e30a ckopo uneepano ykpwmane (ckpaheno *-AOC) wemeopxre (,T1,T5,5). Ananroeno ce defunuwe u
*-AOIL

Cras 3.6. Hexa je F,, *-AOII nexe wemesopre (®,T1,Ts,S). Tada je

ran Ty N Ty 1 (BD*(V*)) C B(H).

Jlokas. Hexa je y € ranTy N Ty H(dP*(V*)), o ject y = Tyy; u Toy = ®P*2 3a mexe 2z € V*, yy € V.
Tana je mpema mpernmocrasuu o *-AOIIl wus omeparopa F, F, T, — Ty F}F, orpasmmuesr. Mebhyrum
kako je FFF,Toy = FF,®®*2 — z, 10 je orpammuen u uHu3 I7F F,y. Opmatne um u3 jeqHAKOCTHU
||Fnyl|? = (FfFuy, Tiyr) = (I7 F:F,y,y1) nobujamo ma je uu3 Bexktopa F,y orpanuuen. (Y mociaensoj
jeIHAKOCT, yriacTe 3arpaje Cy UCKOPUIITEHE, KAKO 38 03HAUYABAHE CKAJAPHOT MPOU3BOAA ¥ §), TAKO U
3a ymapuBame BeKTopa U (yHKIUOHANa Ha ), ogHocHO V*.) To 3HaUM na NOCTOjU HErOB MOIHU3 KOjU
cnabo xomBeprupa, Ha npumep F,, y — h. Onarme je y = lim ®F,,y = Ph € &(H), unme je 3aBpuien
nokas. [

ITocnemuua 3.3. Jadpacumo npemnocmaske npemzodnoz cmasa. Tada eaxncu ranTy Nker Ty = 0.
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Jloxas. Ouuraenno Baxu kerTy C T;l(q@*(y*)), ma oJaTiie W IIPeMa MIPETXOTHOM CTaBy MMaMO
ranTiNker 7o C ®(9H). Cana yrmyuyjyhn [locaenuny 3.1 nmamo ran T Nker T = ran Ty Nker ToN®(H) =
ranT) N ®(ker S*) = {0}. O

Hapenna tBpbhema nocsehena cy Be3m uameby nonymujaronamnoctu u AOC.
Hexka je J mexu unean y B(9). Heka je ' = {X | XY € G2 3a VY € J}, J*={X | XY € &, 3a VY €
N uI={X|XY €J* 3aVy e}
Henmocpemno ce mposepasa na je 6 =6,,,_1) 3ap>1, &, = {62”/(7’_2)’ p>2 S, =6,/
P p/(p=1) 38 P =1, Oy B(®), p<2’°? p/(p—2)
3a p > 2, satum &% = B(H) u B(H)* = &1, B(H) = Sy, B(H) =6;.

Cras 3.7. Hexa je J 2 G2 nexu udean y B(9).

a) Axo je gamuauja Ay J'-noayoujazonasna u ® : So — J npupodno ymanawe, mada (P, Als,, Alz) uma
AOC;

6) Axo je gamusuja { Ay} J-nosyoujazonanna mada wemeopra (®, A, A, A1) uma *-A0C.

(Hapasno A(X) =>"7_| Ak XBy, u Ay = Als,)

Joxas. Horasz hemo m3Bectn y ciayuajy kama je J' Hexu on nneana S,, OQHOCHO aKO je J HEKH Of
nneana Sy 3a p’ =2p/(p—2) wim B(H). Oaj mocrenmu ciydaj je U HAJUHTEPECAHTHU]U.

a) Heka je P, mu3 mpojerropa koju o6e3bebyje J' momymujaromamnocT, u HeKa Cy OpojeBu r u ¢
nmepunucanu penamujama 1/p+1/¢ =1, 1/p+ 1/r = 1/2. Crasumo F,(X) = P X (Fp 1 J — G2).
Ounro Bawkn Fp,® — I u ®F,, — I. Pauynamo (A1 F,,, — Fp,A)(X) =", Ap P, X By — > P Ay X By, =
> k(AP — Py Ap) X By, ma onarie nobujamo uu3 zejeaHaxoctu |[(A1Fy, — Fp A)(X)|[2 < 30, |[AkPr —
Py Ag|lp||[ X Bl < (X Brl[) (| ArPrn— P Arl[2)P < [1X 1] (11 Brll*)'/9 ad,, (Ax) < const.||X]]|,,
to ject Fy, je AOIL.

Osumaunmo ca X, au3 (A1 F,, — F,,A)(X). Iokazamu cmo ma je mu3 X, orpamumden. MebyTum,
HUje Temko mnposeputu na Baxku X, = O(AF, — F,A)(X) = (ADF,, — ®F,,A)(X) — 0, y caaboj
TONOJIOTHjU IPOCTOPA 4, KOja je ciaabuja ox HopMma Ttomosoruje npocropa Sy, Kako je y Toj Tonmoaoru-
ju 6y myanan cam cebu 1o mo AnaoriyoBoj Teopemu Hu3 X, MMa KOHBEPIeHTAaH HOIHU3 X, . Aun
Taj DomHW3 y cuabujoj Tomosoruju Texu ka mHyau. Jlakme Euz X, nMa IOHU3 KOjU KOHBEPIrUpa Ka
myau. Kaxko je y Hopma Tomosnoruju, npoctop Sy cenapabuia, TO IPONECOM AUjarOHAIU3AINje, Cana,
MoOkeMoO noburu nomuus F,, woju omma mpencrasma AOC;

6) Kao u masonpe crasumo F,,(X) = P, X, rzue je P, Hu3 npojerropa koju o6e3bebhyje J-nouny nu-
jaronasHoctT. Jla/my TOK HOKA3a je UCTH Kao U IOX &), C TUM IITO KOPUCTUMO HejenHakoct ||(A*F F, —

FLEnN) (X))l < 225 AP — P AR5 X Bill;. O
Hanowmena 3.6. VaTepecanTHo je na 3akmyuak npebammer Crasa, He 3aBucu on pamunuje { By }!

Tocnemuua 3.4. Axo je gamuauja {Ar} 1-nosyoujazonanra, mada je ker AA = ker A.

Jokas. Pamunuja {Ai} je &1 nonymmjaronansa, omsocuo B($)) nonymmjaronansa. IIpema Crasy
3.7 6), To 3naun ma wersopra (®,A, A, A1) uma *-AOC. Cana npumewyjyhu Iocnemumy 3.3, 3a $ =
G2, Y=B®H), Ti=AuTy=A,S=A;, umamo ker ANran A = {0}. Onarne usznasu ker AA =kerA. O

Coekrpanaa Ananu3a

Axo cy {Ax} u {By} mBe xomyTtupajyhe pamunuje HOpMadHUX omepaTopa, Taga ce csu Ay Mory
IPEICTABUTHA KAO OTPpAHWYEHE MEpJbUBE (DYHKIMje O HEKOT HOPMAJHOr omepaTropa A, u caudHo, CBU
By ce MOTy IpeICTABUTHA KAaO OTPAHMYEHE MEpJbUBE (YHKIUWje O HEKOT HOPMAaJHOr omepaTtopa B
- Teopema 1.11. Ha ocHOBy Tora eseMeHTApHM ONEPATOD MO:KeMOo mocMarpatu y obmuky A(X) =

n
> fi(A)Xg;(B), rme cy f; u g; orpanndene MepJbuBe GyHEIUje, a A 1 B HOpMaJHN OHepaTOpH.
j=1

Hednunmumja 3.6. Hera je A : J — J enemenrapan omeparop, a J u J' uneanu (He 0BGaBe3HO
upasu) y B(H).
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a) Crexrpammu Hocau omeparopa A je crym I' =Tz = {(s,t) | 2_7_, f;(s)g;(t) = 0}.
6) O-cmexrpasnu morupoctop (wiau kopeHcku mnorupocrtop) omeparopa A je ckym Ex(0) = {X €
B(®)| lm_[IA™(X)|[1" = 0},

B) M) ={X € J| Ea(a)XEB(B) =0, 3a cBe a C o(A),B Co(B),ax pNT =0}.

CraB 3.8. Baxce unxaysuje

a) ker A C E4(0);

6) ker A CM(T);

8) Axo X € M(T), mada u A(X) € M(T).
Jloxas. Hemocpenna nposepa. [

Cras 3.9. £4(0) C M(T)

Hoxas. Iorka3z hemo m3BecTtu y Tpu KOpaka. Y CBa TPU KOPaka KJ/bYyUYHA je YMHEHUIA Oa je OIl-
epatop Ay 3 : Bag — Bag, mar ca Ay g(X) =Y 1", Ea(0)AyEa(a) X Ep(8)BrEp((3) naseprubunan,
ako je a x NI =0. (YBemn cmo osuary B, g = {X € B(9) | Fa(a)XEp(8) = X}.) Baucra, T0 cae-
1 u3 rempannoseke reopuje. Hamme Basku 0(Aag) C Y1y 0(Ea(a)ArEs(a))o(Eg(8)BrEgR(3)) C
Sy fr(@)gr(B), a oBaj mocaemmu ckyn He canpsku Hyity. Peaman 6poj ||A(;15|\*1 ozmaumhemo ca K.

1. xopak. Axo je ||[Ea(a)A(X)Eg(B)|| < C, rana je ||[Ea(a)XEgp(8)|| < C/K. 3aucra, nmamo
1Ea(@)XEp(B)]] < K~ [|Aa p(Ea(@) X E5(8))]| = K| E(@)A(X)En(5)]| < C/K.

2. kopak. Arxo je [|[A"(X)|] < €, rana je ||[Ea(a)XEp(B)|| < (¢/K)". 3aucra, usz ropme Hejen-
maxoctu m3nasu u ||Ea(a)A"(X)Eg(B)|| < ", a omatae, 360r mpsor kopaka ||Ea(a)A" " X)Eg(B)|| <
¢" /K, ma ako IpBU KOpak npuMmeHuMo jom n — 1 myra nobuhiemo ||E4(a)XEp(6)|| < (¢/K)".

3. Hera je X € E4(0), u mera je ¢ < K. Tana nmocroju npuponan O6poj ng, TAKaB A& 3a N > Ng Bayku
[|[A™(X)]] < e™. Opmatne npema apyrom kopaky Baxku ||Ea(a) X Ep(0)|| < (¢/K)™, omakne, nymrajyhn
na n — +oo mobujamo ||Ea(a) X Ep(B)|| =0, ogrocuo X € M(I'). O

O6parny nnraysujy IMM(T) C E4(0), 3a cama mucmo y moryhinoctn ma mokaskemo. MebyrtmMm, ako
ce mOMeH esneMeHTapHOr oneparopa A, cysu ma Xunbepr-IlImurose oneparope ouzna Bazxu M(Ta,) C
ker Ay, u Tume mapasuao M(T'y,) C Ep, (0). Taunuje, Basku tBpheme.

Cras 3.10. Axo je X € o NIM(Ty), mada je A(X) = 0.

Jlokas. Tlpencrasumo monasau XuiaGepTos mpocTop §) Ha aBa HaumHa, kKao L2(Qy, j11), OMHOCHO Kao
L?(Qa, pi2), Tako ma omepatopu A u B 6ymay IpeacTaB/LeHN Kao ONepaTOPu MHOXKEHa (GYHKIIjoM S(wy)
na L*(Q,p1), omrocHO ¢yHEmMjoM t(we) Ha L*(Qa, p2). Tama ce omepatopm A; mpeacTaBibajy Kao
omeparopu MHO:xema ¢yHrmujama f;(s(wi)), a Bj kao omepaTopn MHO%ema QyHEIIjaMa g;(t(ws)).

[Tosraro je ma je mpoctop Gy, y OBOM CIydajy, m3oMeTpudkn m3oMopdan mpoctopy L2 () x Q2),
npu yvemy ce Xuabept-llImutoB omeparop X mpeacraB/hba Kao MHTETPAJHU OIEPATOP Ca je3rpoM
K(wi,ws) € L3(; x Q2). Huje Temxo nposepuru na je M(T) N Sy =2 {K € L2(Q x Q) | K(w1,ws) =
0, 3a (s(w1),t(ws)) ¢ T'}. Aro omeparopy X oarosapa jesrpo K, onma omeparopy Z;;l A;XB; onro-
Bapa je3rpo Z?:l fi(s(w1)) K (w1, w2)g;j(t(w2)) = 0. (Cse ncrazame jemmarocTu cy ’ckopo cByma’ y
OIHOCY HA NMPOU3BOM Mepa f1 U s.) [

Nmamo mocae Crasa 3.10 cBe pasmore ga ce ocnonummo Ha Go-cayuaj. Ila OGucMo TO m3Besw,
nomohu he nam cienehn Crap, mau Tauynuje, KPUTEPHUJYM 3a IPUIATHOCT IPocTOpy So.

Cras 3.11. Hexa je (Q, 1) npocmop Konaune mepe, u wexa Ha  NOCMOju MEMPUKA Ca 0COOUNHOM
m, () < 400 3a neko p (my, - mepa Xaycdopda). Tada, axo T : L*(Q, u) — § sadosonmasa ycros

|ITP,||* < C(diam a)?,
3a ceaxo o C Q, (y numany je B(H)-nopma), 20e je P, npojexmop Pof = Xof, onda T € Go(L2, ) u jow

8axncy
IT1ls, < Cmp(Q)*.
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Joxas. 3a nmpousBosbHO pasnarame B = (B, B2,. .., 3,) mpocropa ), crasumo |B| = >";_, (diam §)?.
Hexa je e = x3,/||x8.|], HopMupana kapakrepucTuuta QyHKIUja CKyna i, U Heka je QB IPOjeKTOp
Ha JIMHeApHU OMOTau CKyma {ex}p_,. VMamo

1TQsll3 =) IITerl® =D ITPsenll® <
k=1 =1

<Y TP, |17 <) C(diam Bi)” = C|B].

k=1 k=1

Nzabepumo wu3 pasnarama Bj, takas na (Qp, pactyhe jako Texu jeIuHUIM, U 1a je limsup |B;| <
my(2), ma hemo umaru npema Jlemu [115.1 u3 [6] na Baxu T' € &y u TQp, — T y HOpMEU mpocTOpa
G9, ka0 u onroBapajyny Hejemnaroct. OBuMe je qokas 3aBpuieH. [

Jlema 3.2. Hexa je Xaycdopdosa dumensuja 30pyacenoz cnexmpa o({Ax}) mamwa uau jedrnara 00 2n u
nexa gamunauja {Ag} uma yukauunu eexmop (mo jecm npocmy sajednuury cnexmpaary mepy). Tada je
3a cee X € M(T'), onepamop A™(X) Xunabepm-Imumos.

Aokas. Iokas hie Gurym roros, ako mssemeMo HejemmarocT ||Epa,y(@)A(X)[? < K(diam «)?||X||?,
rie je « mMpouw3BOJbaH MOACKYN ckyma o({Ax}). 3awmcra, Tama MHAYKOIXjOM JAKO AOOMjaMO OUEHY
[(A™(X))*Egay ()] = [|Ega,y (@)A™(X)|]* < C(diam a)®™, ma je mpema Crasy 3.11, oneparop (A™(X))*
Xunbept-IlImuros, a ca wum n A™(X).

Bpartumo ce ma Hamy HejemnaxocT. Kako dpammnnmja {Ay} MMa IMKIMYHE BEKTOD, TO Cé CBU OIEpa-
Topu Aj MOTY NMpeICTABUTU KAOo MHOMKEHme ca 2k, Ha npoctopy L2(Q;) = L*(o({Ax})). Omneparop A
hemo wa mpocTopy L2(§))) IpencTaBuTH Kao OmepaTop MHOMKEHa eCEHIMjaJIHO OTPAHIMIEHOM (Y HKIM-
jom s(wp). 360r mpocToTe CIEeKTpaiHe Mepe MOKEMO y3eTH [a je s Oujernuja, Do Ha CKYI Mepe HyJa,
ca O Ha o(A) (Bumern Hamomeny 1.3), kao u ma je fr os = m, - k-ta npojexkmmja. Caumuno hemo
ypamntu u 3a ¢pamuanjy B, camo hie mpoctop Gurty o3nauen ca (s ymecto Qp, a dpyHrmmja ca t(ws),
yMecto s(wi). Hopen cryna I' younhiemo u cryn IV = {(wi,w2) € Q1 x Qo | Yo7 fu(s(wi))gr(t(w2)) = 0}.
Kaxo je Epa,y(a) = Ea(s(a)), To Huje Temko yountu ma je (L) = M(T).

Heka je & = mo(n; *(a)), To ject, meka je &€ (kommiemenT ckyma &) HajBehw MOACKYT Cryma
oc({Bk}), TaraB ma a x & me ceue I". Kako je X € MM(T) = M) 1o je omna Epa,3()A(X) =
Y1 Ak Epa ) () X (Ep, (&) + By (69) By = Y4y AkEa, ) (0) X Ep,} () By

Heka je X = (A1, ..., A\n) npomsBosmua Tauka u3 . Tana mmamo Epa, 1 ()A(X) =30 Era,y(a)(Ax—
MI)XBrE(p, (&) + Y7 Ega,y (@) XBrEp,}(&). Caku cabupax hemo cana onenutu moceGHo. 3a
npBu cabupar “MaMoO

1D Epan (@)(Ae = MD) X BrE(5,1()|| < diam(a) Y _ || X Byl < (Z I|Bkl|> diam(a)[|X]].
k=1 k=1 k=1

Ila GucMO OLEHWIM APYTU CabUpak MPUMETUMO 14 34 CBAKO wy € & MOCTOJU wi = wi(wz) € & TAKBO
na (wi,ws) € I', a Tume u (s(wy),t(ws)) € . To omma smaum na je Y p_; fr(s(wi(w2)))gr(t(w2)) = 0,
omt0co 3, m(w1 (w2))g (H(w2)) = 0. Taxo je [0, Megn(tws))] = 13y Ok — T (@1 (w2))) gk (Hw2)|
< (diam ) Y27 _; ||gk|]oo, @ Tave m |31 Megi(B)]] < (diama) >y, ||gkl|oo. jep je y muTamy omepaTop
MHOKema QYHKIIjOM Y p_; Akgk(t(wz)). Tako je m npyrm cabupak omemer. OBO IpeIcTaBiba Kpaj
mokasa. U

Hamomena 3.7. Ywmecrto npermocraske na dpavunuja {Ag} mocenyje IUKINYHE BEKTOD, MOKE Ce
mpernocTaBuTu ma cy cse ¢yukuuje fi Jlunmmn-wenperunne, m tBpheme ocTaje HA CHA3UM y3 UCTU
TOKa3.

Cras 3.12. Axo je dimo({Ax}) < 2, mada je M(T) C ker A u mume Ex(0) = ker A.
Zoxas. Hera je X € M(I'). Tana je npema Jlemn 3.2 A(X) € &g, nnu npemmsuuje A(X) € ®(62),
rae je & : 63 — B($)) npuponuo yraname. Heka je mame A : B($) — B($), yonmrenu anjyHroBaHu
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omeparop omeparopa A, u Hexa cy Aj, ocrocuo A}, oneparopu koju ciaukajy S y Ga, u umajy ucru
061k kao u A, onsocHo A. JacHo je ma je A; mopmasan oneparop (ma Xunbeprosom npocropy Sq) u
na cy Ay u A jeman npyrom axjyurosanu. lame mmamo A(X) € M(T) N Sy, Mebyrum npema Crasy
3.10 nocnenmu ckyn je ynpaso ker A; = ker A7 (jep je Ay Hopmasan omepatop). OQHOCHO NpENU3HO
A(X) € ®(ker A7) NranA.

ITpernocraBuMo 3a nouverak ga pamunuja { A} uma npocry cnexrpanny mepy. Kako je numensuja
3ajeJHUYKOr CIEKTPa Mamha MK jeTHAKA OX 2, TO je oHga Ta Gamuiauja, npema Crasy 3.3, & moryau-
jaromanna. Ha ocumoBy tora m Crasa 3.7 a) tpojka (P, A1, A) mma AOC, ma je npema Iocaequmu 3.2
®(Af)NranA = {0}. Tume cmo nokazanu TBpbheme y caydajy kana Gamunnja {Ag} nMa TUKINIHN
BEKTOP.

Ako To Huje cayuaj, Tama hemo XuabepToB MpPOCTOP §) PA3IOKUTA HA CYMY IUKIAYHAX TPOC-
Topa §) = @jﬁfﬁj. Ilormpocropu §; cy mHBapujaHTHH y onHocy Ha ¢ammnnjy {Ax} m pammanje
peCTpI/IKHI/Ija.{AHyJJ} nmajy mukanaHau Bextop (Bunetu [30], omemak 86, wiau [31], Tnasa 7). Tanma je
B(%) = @;’SB(.@,&J—) u 3a cBako X = @;X; Bamu A(X) = ;A (X;). Aro cama X € M(T), rana je
Xj €My, (') = ker A¢j), moryma X € kerA. O

Cnuuno tepbheme Moxke ce maBectu n kazxa ce Hejennarkoct dimo({Ay}) < 2 3amenn caabujom, aan
Taga HucMo y moryhuoctu ma kopuctumo Cra 3.3. 360r Tora MOpaMmo IPBO [Oa MOKAKEMO HAPEIHY
Jlemy, xoja fie nam jemmaxoct ker Ay Nran A = {0} 06e36eautu u Ge3 ynorpebe Crasa 3.3.

Jlema 3.3. Hexa je A : B(H) — B(H) eaemenmapan onepamop, u Heka je Ajmezosa pecmpuryuja ma
ckyn Ga. Tada eamcu ker Ay Nran A = {0}.

Lokas. Y pany [27] mokasano je ma, ako A(X) € Gy, tana nocroju vuz X, Xunbepr-IIImurosrx
omepaTopa TaKaB na je nhlfoo A(X,) = A(X), vy &, mopmu. Omarae ciremm, ma ako Y € ranA N

ker A; (3arBOopeme je y cmucay So-tomosoruje), tana nocroju Huz X, € Gq, takas na A (X,) — Y.
Mebytum A1(X,) € ranAy, YV € ker Ay, a A; je mopmaman omepatop ma je tr(A;(X,)Y™*) = 0, mro
npenackoM Ha aumec nocraje tr(YY™*) =0, ommocuo Y =0. O

Cras 3.13. Axo je dimo({Ax}) < 2n, mada je M(T') C ker A™.

Zoxas. Kao u y Cray 3.11, moskemo mpernoctasutu na pamunuja {Ax} uMa OUKIAYHU BEKTOD.
ITpema Jlemn 3.2 Baskn A"(X) € G 3a cBako X € M(I'). Aro cTBapy HOCTABUMO IPELU3HO TALA je
y crtBapu A"(X) € ran A" N ®(S2) C My(T') N &(S2) = ker Ay. Taunumje A"(X) € ran A" NkerA; C
ran A Nker A;. MebyTum, mocnenmu ckyn je, mpema Jlemu 3.3, tpusujanan. Hakne, A"(X)=0. O

Kao mocmenuiry oBor craBa MOKeMO Ha jeIHOCTABAH HAUWH OLEHUTU YCIOH omepartopa A.

IMocnemuma 3.5. Axo je Xaycdopdosa dumensuja sdpyacenoe cnexmpa damuauje {Ar} mamwa uau
jeonaka 00 2n, mada je M(T') = Eo(0) = ker A™ u samcu asc A < n.

Joxas. 3awucra, npema Crasy 3.12 Basxu IMM(I") C ker A", nok ca npyre crpane, npema Crasy 3.8,
nmamo ker A C E,(0) C M(T), umme cMo nokasanu npsu aeo tephema. Ipyru neo je ounraenan. [

Ha ocuosy Ilocanenune 3.5, jeanocrasuo qobujamo oneny asc(A) < n, rae je n oyKuHa eJIeMEeHTapHOT
omeparopa A. Mebyrtum, Ta onena ce Moske mobOBIIATY 38 jedaH, MITO NeMO BUAETU y HAPEIHE TPU
Jleme u CraBy. Tume hemo u 3aBpmuTy OBy riaBy.

Iepuuaunuja 3.7. Heka je X Banaxos npocrop. Kaskemo na je pamumnuja npojexkropa Q nomnyxa,
ako 3a cBako ¢ € X, saxu x € L{Pz|P € Q}.

Jlema 3.4. Hexa jeT auneaparn onepamop na Lanazogsom npocmopy X, u nexa je @ nomnyna famusuja
npojexmopa wa X, xoju ceu womymupajy ca T. Tada je asc(T) = sup asc(TP).
PecQ

Jokas. Baucra, xako je (TP)" = T"P, 1o je ker(TP)" = P~!(ker T"), na axo je ascT = m, ouzna je
ker T™ = ker T™*! | mro nosaaun ker(T P)™ = ker(T'P)™ . Taxo 3a cse P € Q Basku asc(TP) < asc(T).
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Ila 6ucMO mOKA3aJU CYNPOTHY HEjeIHAKOCT, younmMo BeKTOop x € ker T \ ker T™1 10 jecT BekTOD Z,
ca ocobunom T™x = 0 u T~ ! # 0. JloBosbHO je mokasaTu xa mocroju P € Q, takas na je PT™ 'z #£ 0
(zamcra, Tama je TPz = PT™x =0 u T" Pz = PT™ 12 #0). Mebytum To je Tpusujasuo jep 6m
y CyIpPOTHOM, Ha OCHOBY moTmyHocT: damuiumje Q, 6uro T™ 1z € L{PT™ 1x|P € Q} = {0}, mTo je
y cymporHOocTH ca T™ 1z #£0. O

Jlema 3.5. Hexa je T auwneaparn onepamop na Banarogom npocmopy X. 3a ceaxu npojexmop P, uasu
saxcu jeonarocm asc(TP) = asc(TP|px) uau je asc(TP) =1 u asc(TP|px) =0.

Loxas. Jacuo je ma je asc(T'Plpx) < asc(TP), na je moBosmHO nokazatu Hejennaroct asc(TP) <
asc(TP|px) moxn npernocraskoMm asc(I'P) = m > 2. Heka je x € X rtakas ma Baxu (TP)™z = 0 u
(TP)™ 'z # 0. Tama 3a Pz € PX Basu (IP)"Pz = (IT'P)"z =0 u (TP)" 'Px = (TP)" 'z # 0.
(Ilpermocraska m > 2 6una je Baskna 360r (TP)Y # T°P!) Osume je mokas zappmen. [

JIema 3.6. Hexa je S = {(z1,22,...,2,) € C"|z1 = 0}. Heka je E cnexmpaana mepa @amuau-
je {Ar}, v F cnexmpaana mepa gamunruje {By}. Ilpecauxasamwa Lpk,\Rrk,) @ B(H) — B(H) dama
ca Lpk)Rrk,)(X) = E(K1)XF(K3), ede cy K1 u Ky 3ameopenu nodckynosu od C", xoju cy, uau
cadpocanu y S, uau ducjynkmuu ca S, wure nomnyny gamuiujy npojexmopa.

Joxas. Tlpencrasumo ckyn C" kao ymmjy ckyma S u ¢amminje 3arBopenumx ckymosa K(U) =
{(#1,22,...,2n) ||71] > 1/j}. Tana 3a csako X € B(9) an X = jEEloo Lgs)yRrs)X+Les)Reko) X+

Lk Res)X + Lpxo)yRpxoyX. O

CraB 3.14. Heka je A HOpMasHO pemnpe3eHTOBAH eseMeHTapaH omeparop ay:kuue n > 1. Tana je
ascA <n—1.

Jokas. Aro je n =2 tana je tBpbheme oxn panuje nozuaro (Cras 3.1). 3aro mpermocrasumo na je
n > 3. Illoka3z hiemo m3BecTu y nBa KOpaka.

IIpernocraBumo, Hajupe, na cy oneparopu A; u By umaseprubuanu. Tana je A = Ly, Rp, (X +
N(X)), rme je A Takobhe HOPMAIHO PENMPE3EHTOBAH €JIEMEHTAPAH ONepaTop, anu ryskuae n—1, A'(X) =
Sy (ATTANX (BB Y). U npecimraame X — X + A/(X) je ememenrapan omepartop. MebyTtum
AUMEH3Uja 3ajeJHUYKOT CIeKTpa (haMUInje {I,Al_lAg, cee Al_lAn} je Mama WM jegHaka om n — 2, jep
je momaBame jeIMHWJHOT OIepaTopa He Mema. TaKo je yCIOH TOr IpeciaukaBama, mpema Ilocienuim
3.5, Mamu nian jenuak on n—1. Tume je u asc(A) < n—1, jep cy oneparopu L4, u Rp, naBepTuduIny.

Ocnobomumo ce, cana, MPeTIOCTaBke O WHBepTUOMIHOCTU omeparopa A; m By. Y ToMm muimby,
YOUYMMO TOTHYHY pamMuianjy npojexropa us Jleme 3.6, u o3naummo je ca Q. Kako omeparopu Ay, u By,
KOMYTUPA]jy Ca CBOJUM CIIEKTPAJIHUM IIPOjEeKTOpUMa, TO mpojekropu u3 Q komytupajy ca A. Axo je K
umm Ky noackyn ckyna S, taga ce y komnosutujn Lk, )Rpk,)A mpBu cabupak anyampa, a je meros
YCIOH Mawmu uin jeqHak ox n—1. Ako cy, nmak, o6a ckyna K1 u Ky mucjyakrHa ca S, Tama cy onepaTropu
E(K1)A; u F(K3)B; naseprubunuan (#a oarosapajylhiem mormpocTopy), na MosxkeMmo npuMenuTu seh
nokaszaHu cuenujasau ciaydaj m Jlemy 3.5, ma 6mcMo 3akpbydman na je asc(LE(Kl)RF(Kz)A) <n-—1.
IIpumena Jleme 3.4 3aBpmaBa mokas. [

Hanomena 3.8. Ilpumermmo na tBpbeme CraBa 3.14, Huje TauHO 3a ejieMeHTapHE OIEpPATOPE
nysxube 1. 3aucra, ako cy A u B HOpMaJHU omeparopu U ako A MMa HeTPUBUJAJIHO je3rpo, Taaa u
npeciaukaBame X — AX B takobhe uma merpusujamuo jesrpo. Hawmme mOBOBHO je youmTu omepaTop
X, xoju caury omeparopa B mpecaurasa (Ha 6uio koju HaumH) y je3arpo omepatopa A. To omma
3Haun na npeciukasame X — AXB muje 1 — 1, na je meros ycmnon sehu nau jenuak on jemunue!
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4. TEOPEME TUIIA ATVINITA-ITATHEMA

Kako je &9 Xunbepror npocrop, y moryhuocTtu cmo ma 3a ememenrapan omeparop F : Gy — Go,
OJIPEUMO EHETOB aJjYHIOBAH ONEPATOP.

Teopema 4.1. Axo je A : Sy — Ga, eaemenmapar onepamop A(X) = 2?21 A;XBj mada je A*(X) =
S AIXB.
loxas. 3a X, Y € G5 umamo

(MX),Y) =tr(A(X)Y*) =tr | > A;XB;Y* | =
j=1

=3 tr(A4;XB;Y*) =Y tr(XB;Y*A;)) =

j=1 j=1

*

=tr | X ZA;YB; . O
j=1

Ilakne, MCIOCTABUIIO C€ Oa Ce y CIAydajy €JIEeMEHTapHOr omeparopa, uuju je moMeH S HEros
VOIIITEHN aajYHIOBAHU ONEPATOP IOKJIalla ca yoOwmdajeHOM Ae(@UHUIUjOM aljyHIMOBaHOI OIEPaTOpa.
Yak u rana je nomen omeparopa A uwmras B($) mm hemo m tanma, pamm kparkohe y mspakasamy,
omepatop A* 3Batm merosBuMm ajgjyHroBanuM. Jlako ce mpoBepaBa na je yciaoB ga je A HOpMaJyHO
penpeseHTOBaH noBOJbaH na Basxku AA* = A*A. Hewussecuo je na nu je taj yciaoB u morpebas.

Y oBoMm morziaBipy, OGaBuhiemMo ce murameMm yommrema Teopeme Parmmma [Tarmema. Ako ce Ta
Teopema nporymaunu xao ker Ay p = ker Ag+ g, OHIA je JIOTWMYHO IOCTABUTH IMUTAME 13 JIHU je TadHa
jemmaroct ker A = ker A*. Tlokymaju na ce nobuje Takas pe3yaTAT Tpajaau Cy CBE IOK y pamy [38] Huje
006jaBJbeH KOHTpAIpPUMeED, KOju TOKa3yje Aa y ONIITEM CIydajy Tako HemTo Huje Tauno. Vmak, m mopen
TOr HETATUBHOT PE3yJTaTra, HOCTOjU 00nsbe MO3UTUBHUX, KOju jenHakocT ker A = ker A* ycranoBmaBajy
IO HEKVM JIOJATHUM IPETIOCTaBKaMa KOje Cy HEKM IIyT jade, a HEKU IIyT nNpuiandHo ciaabe. Mu hemo
IPBO YHO3HATU MO3UTUBHE PE3yJITATE W HA KPajy KOHTPAIPUMED.

IIpBu uHTEpEecaHTAH PE3YyIATAT JaKa je MOCJIequia Pa3MaTpama M3 IPETXOIHOT MOrJIABbA.

Teopema 4.2. Kopencku nomnpocmop HOPMAAHO PENpesermosanoz eaemenmaproz onepamopa A xoju
00zosapa concmeenoj epedrocmu A jednax je kopenckom nomnpocmopy onepamopa AN* xoju odzosapa
concmeenoj epedrnocmu X. Jpyeum pewuma, axo sa nexo k u X eancu (A — N)FX =0, onda 3a nexo | u
3a uemo X eamcu (A* — NI)IX =0.
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Jokas. 3ancra, 3ajenno ca A u oneparop A—AI je takobe esmementapan oneparop (noxyme ny:xute
3a jeman sehie). Axo cama 3a mexo mpupommo k Basku (A — A)¥X = 0, o 3maum na X € ker(A — \I)* C
IM(TCaA—x7). MeDyTum, mociemmu ckyn ce He Mema PeTaCKOM Ha afjyHroBame, ma je X € ML, ;).

l

Cana, npema Crasy 3.12, mmamo ma je X € ker(A* — A\I)! 3a wexo mpupomuo [. [

Cuneneha nmocnemuna je npso yonmreme Teopeme Parmmna-Ilaraema

TMocnemuua 4.1. Hexa je A(X) = AXB+CXD nopmaano penpesenmosar onepamop. Tada A(X) =0
nosaauu A*(X) = 0.

Jloxas. Ha ocuoBy Teopeme 4.2, y3umajyhu A = 0 mmanmo ma axo 3a mexo k Basu A¥(X) = 0 tana 3a
meko | Basu A*'(X) = 0. Mebhytum u A u A* cy HOPMAJHO PENpPE3eHTOBAHN eJeMEHTAPHN ONePATOPU
nysuEe aBa, ma je mpema CraBy 3.1, ascA < 1, ascA* < 1, a To 3maun ma je A¥(X) = 0 exBuBasenTHO
ca A(X) =0, u A*(X) = 0 exsuBasentno ca A*(X) = 0. Osume je mociemumna mokazama. [

Y crBapu teopema Illymmana omoryhyje ma ce teopema Parmmpa-Ilarmema yommru 3a Kiaacy
HOPMAJIHO PENpPE3eHTOBAHUX eJIEMEHTAPHUX OINepaTopa, YMjU je YCIOH MamkU WUIU jeTHAK O jelaH.
Tako ma mMmamo u omnmtuje TBpbheme.

Teopema 4.3. Axo je Xaycdopdosa dumensuja 30pyacenoz cnexmpa pamuauje { Ay} mamwa uau jednara
00 daa, mada cy jeonavune A(X) =0 u A*(X) =0 exsusanrenmne.

Jokas. 3aucra, npema [Mocmemuunm 3.5 je ascA < 1, ma je ker A = IM(Tn), anu u ker A* = DMM(Tp+).
MebyTum, ckynoBu I'y u I'p~ ce moknamajy, mro 3aBpmasa moka3. [

IIpucrynuhemo cana yonmrewmy Teopeme Parmmma-Ilataema m3 npyror npasmna. Heka je X € Gs.
Y ToM ciydajy je HOPMAJHO PeNpe3eHTOBAaH omepaTop HopMmaJaH (y cMuciy XuiabepToBor IpocTopa
= szzl A X B ‘2, OJlaKJIe JAaKO CJIeIV UMIIUKAIIN]a

> AjXBj=0= 3" A5XBj = 0. Yonmreme osaksor t8phema nao je Bajc (Weiss G.) [29].

Ss2), ¥ OHZA JAKO BUAUMO A je szzl AjXBj‘

Teopema 4.4. Hexa je A(X) = Z?Zl A; X Bj HOPMAAHO PENPEICHMOBAH eAeMENMapat, onepamop. Axo
cy A(X) u A*(X) Xuabepm-Imumosu, mada je ||A(X)||, = ||A*(X)]],.

Joxas. Ioxkaz hemo mssectu y ciyuajy xazma je X € B(L*(Y;p)), a A; = B; = M, oneparopu
MHO/KEIba eCEeHIUjalHo orpaHudeHoM (QyHknujom ¢;(x) ma mpoctopy L*(Y;p), rme je Y komnakram
Xaycmop$hoB TOMOIOMEKN IPOCTOP, a (i perynapua Bopenosa, BepoBatHOcHa Mepa (Teopema 1.10).
Ia je moryhe y3eru 6e3 ryburka na ommroctu A; = B;, yBepuhe nac, Beh yobuuajenu ” Gepebepu-

aHOB” 2 X 2 MATPUYHU TPUK
s |4 0] o |0 X
s=[v o) =-[0 0]

Hamme, nako ce BuIM Ia Cy HOPMAaJHOCT omeparopa A;, Bj, kao u oxrosapajyhu ycjioBu KoMyTa-
TUBHOCTY EKBUBAJIEHTHU Ca /Lflj = A;‘/L Hasme, xopucrehn Teopemy 1.10, omeparope A; mpen-
CTABMMO Ha, OIMCAHU HAYWH.

[IpernocTasumo Hajupe na oneparopu M, umajy ocobuHy Aa Cy JMHEAPHO HE3aBUCHU HA CBAKOM
nomnpocropy L*(E) C L*(Y) raksom na je pE > 0. (Hapasro L?(E) pasnaxe ce onepatope M, ).
To y cTBapu 3HAUYM Ia je 3a CBE N-TOPKE KOMIUJIEKCHUX Opojesa (c1,ca,...,¢,) # (0,0,...,0)

(7) p{z € Ylerpi () + capa(e) + -+ + cnpn(2)} = 0.

Heka cy A(X), A*(X) € Gy. Tana, ca o63upom ma je Gy = L2(Y x Y) mocroje dynrrmje G(z,y) n
H(x,y) € L*(Y x Y) Takse ma ce omepatopu A(X) u A*(X) penpesentyjy na cremehu maumm

(AX)p)(s) = /Y G(s, (t) du(t),

(A (X)p)(s) = /Y H{(s, 1)(t) du(t).
44



Ipu rome je mapasuo |[A(X)[ly = |Gl L2y vy w [IA (X))l = [[H]| L2y xv)

Axko ca A(z,y) o3HAUMMO CyMy Z?Zl @;(x)e;(y) Tana je pynrmja A(z,y)G(z,y) jesrpo omeparopa
Z?:1 AZA(X)A;. MebyTum

zn:A;A(X)A;:Zn: , A;fAiXAiA;f:i:Ai i:A;XA;f Ai=zn:Az-A*(X)Ai,
J=1 j=1I=1 i=1 J=1 i=1

a jesrpo osor mocinemmer omepatopa je A(z,y)H(z,y). Hom ropmomM OpeTnocTaBroM (O JIUHEAPHO]
HezaBucHOCTH) je oHma A(x,y) # 0 pu X p-ckopo cByma. 3aucrta u3 Teopeme Tonenuja Ou y CymIpOTHOM
caemuio na je 3a 6ap jemuo x € Y mepa ckyma {y € Y| Z;‘L:1 @j(x)p;(y)} crporo Beha ox mymne. Tako
je |G(z,y)| = [H(z,y)| p x p-cropo csyna, na je ||G|| 2y «y) = [|H||[2(y «y), 1nMe je nokas saspmen y
OBOM CIIy4ajy.

Y ommrem ciydajy noka3d heMmMo M3BPIIUTU MHAYKOUjOM 1O n. 3a n = 1 crBap ce sako npebamyje
ca L?(Y;u) ma L2(supp ¢1; i), a Ha supp ¢ Baxu ycaos (7), mro unam 6a3y maayknuje. Heka je cama
n € N. ®opmupamo U3 OpojeBa «p u HU3 ckynoBa Fj umuaykrtusuo. Hexa je

oy = sup p{z € Ylerp1(z) + - + cnion(a) = 0} < pY < +oo,
(c1,€2,.,cn)EC™

u Heka je Fp mpousBo/maH MOACKYH CKyma Y rTakas ma Baxku uk; > aq/2, u ma mocroje ¢i,Ca,...,Cp
. n .
TakBu Ja je > i, ¢jpj(z) =0 ma Ey. Ilame, 3a nate ay, Ej craBumo za je

Qg1 = ( sup : p{z € Y\ (UL Ei) |err () 4 -+ + cnpn(z) = 0},
C1,C2,...,Cpn )EC™

u na je Fii1 HeKu moackyn ckyma Y\ (UleEi) Takas na je uFry1 > agi1/2, M 1a mOCTOje €1, Ca, ..., Cn
Taxsu ma je > ¢jpj(x) = 0 ma Ejy1. Jacuo je ma cy Ej OUCjyHKTHN CKYTOBU Ta BAKMK S <
22:2 wEr <2uY < +o00, omakie nocebno ap — 0 rama k — oo.

Ycranosuhemo na na cryny Ey =Y\ (U{2E)) QyHEnuje ¢; nmajy ocobuHy ma Cy JMHEAPHO He3a-
BUCHE HA CBAKOM MOJICKYIy CKyTa Fgy CTPOTO MO3UTHUBHE Mepe. 3ancTa, y CyIPOTHOM U3 IPETIOCTABKE
na je Z?Zl cjpj(x) = 0 ma ckymy F' C Ey, Koju je CTPOro HO3UTHBHE Mepe, IPOM3MIA3M Oa IOCTOjU
o < pF', mro je y cymporHOCTH ca mepumHUNUjOM CKymoBa Ej.

Hexka je Pj, oprompojexTop ca mpoctopa L?(Y) ma meros moampocrop L?(Ey) 3a 0 < k < +oo. Tana

je Zi% P, =1, P, cy mebycobuo oproronaunu, n PyA; = A;Py. Ilpema ToMme jacHo je ma Basku

+o0 +oo
A = D0 IIBAX)RS:  [[AX)]5 =D [PA (X))
k,1=0 k,1=0

Ha npocropy L*(Ej) (3a k > 0) omepartopu A; cy IMHeapHO 3aBUCHU, Ia Ce jeaH OJ HUX MOKE
U3PA3UTU Ko JuHeapHa KoMOuHANMja ocTanaux, perumMo A,. Tana je Py A, = Z;:ll b; Py A;, na je

n n—1 n—1 n—1
P.AX)P, = P, ZAjXAjpl = Z PLA;XA;P, + P, Z bjA; XA, P = P, Z A; X (Aj +b;A,) | P,
j=1

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n CJINYHO
n—1

Poh*(X)Pr = Py | Y ATX(A; + ;A | B,

j=1

ma 3a k # 0 jeaqHaxocT ||PkA(X)PlH§ = || P A* (X)Pl||§ BaKU IpeMa MHIYKIUjCKOj npernoctapuu. Cramy-
Hy IpOHeaypy MOsKeMO Ja moHoBuMo u 3a | > 0. Tako, ma Gucmo 3aBpmuan noka3 rpeba jour noka3aTu
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na je HPOA(X)POHg = ||PoA* (X)POHE. MebyTum oBO mocienme je TAYHO jep je TO yIpaBO IPETXOIHU
cuenujajHu ciaydaj. [

Bajc je y uctoMm pamy, y3 mOCTa CJIOMKEHY TEXHUKY MOKa3a0 ma ako omeparop A mma ocobumy
ker A C ker A*, rana A(X) € &3 mopraun A*?(X) € &, u |[A*(X)]|], = |[|[A*3(X)||,- Mebyrmu oBmve
Huje nokazaHo na u3 A(X) € Gp mznaszu A*(X) € S3. Hanme y Tom 6u cayuajy A(X) = 0 nosraunio
A*(X) = 0. Karo je Beh mamomenyTo, Tako memro mHuje moryhe moburm. Hawmme, mocToju mpumep
HOpMaJIHO pempesenToBanor omeparopa A, rxe je A(X) =0, u A*(X) # 0, u camum tum A*(X) ¢ S
([38], lymman). Cana hemo ynosmatu Taj mpumep.

IIpumep 4.1. Heka je FL'(R") ®ypujeosa anre6pa, To ject cauka anrebpe L' ®ypujeosom Tpanc-
dopmarmjom ca HaciaeheHOM HOPMOM U ca OOMYHMM MHOKEHEM YyMecTO KoHBoiaynuje. TakBa anrebpa
y cebu canpxu cBe mpobme ¢ymrmmje FL' O D, u npu Ttome ce D memperumro yiaxke y FL', ma je
myanmu mpocrop mpocropa FL! monckyn mpocropa auctpubymuja D'. Taj mpoctop osmaumhemo ca
PM(R") u 3Bahemo npocrop nceygomepa. Ako y3meMmo cazna uasepsny Pypujeosy tpanchpopmanujy,
ouzma Mopa 6utu F~1(PM) = L*. Tako ma cy mceymomepe y cTBapu oHe macTpubynuje unja je ®ypu-
jeoBa Tpancpopmanuja orpanudena. (Musepsna u nuperkraa ®ypujeoBa TpanchopManuja paskIuKyjy
ce JI0 Ha KOMIIO3ULU]y ca PedIIeKCUjoM. )

[Ipenasumo cana Ha KOHCTpykmmjy. Locmarpajmo npoctop R u y memy mommmom p(r) =22+ 23+

3 —1+i(x] + 2+ 22 —1). Ounraenno je na mocroje NOJIMHOMY S; U T'j U IPUPONAH OPOj ™M, TAKBU
m
na 3a cse z, y € RO Bamu p(z —y) = 3 sj(z)r;(y). Hera cy u, v € D, u Hera je a; = us; u b; = vr;.
j=1
ITocmarpajmo XunbepToB npocTop LZ(R6) u Ha BmeMy oneparope A;, B; 3anare momohiy jeanaxocrn
A;f =a;f, ongocro B;f =b;f (omeparopyn MHO¥eHa OIPAHMUYEHOM (YHKIUjOM).
Cana hemo rouctpyucatu omeparop X. Hajope Tpaxumo nceymomepy ® taksy na je p® = 0 u
p® # 0, rze je p mam mosmuoM. Heka je po moBpmmHCKa Mepa Ha chepu S? C R?, u mexa je W= o Ug-
Huje Temro mokaszatu na 3a ®ypujeoBy TpanchopMaIyjy Mepe [ BaKU

1 N 2 K1 K>
(8) Fu(\) = @) /RG e dp(z) = oV O /0 cos sds/o cos sds,

rae je K1 = A+ M+ u Ko = /A7 + )2+ A\2. Hawmme, Ham uHTErpan jefHAK je IPOU3BOLY
6pojesa [g, e iMimtAarathawa)qg gy [, emiAMamtAseatAera) S TIpsm on mux jemmaxk je [, ef1¥1dS,
300r MHBApUjaHTHOCTU CepHe Mepe y OIHOCY Ha poraimuje. Kana ce y mocienmu umHTerpas ybdare

chepue cmene Bunehe ce ma je om jemmax 4w fol cos(Kyt)dt = (47 /K1) fOKl cos sds. Camuny jemHaxocT
mobujaMo U 3a OPYTU UHTErpaJtl, ofgakie cuaenu (8).

Heka je ® = Ly, roe je L madpepennujanau oneparop mat ca L = (1+ i)u(%l —(1- i)xlaiu, rume je
mipepeHnupame y3eTo y cMuciay auctpubyimja. Jlako ce uzpauynaBa na 3a PypujeoBy Tpanchop-
Mamujy muctpubynuje Ly axu F(Lp) = (1— i)/\4ai)\lF,u —(14i)N\ %F},{,, na ysumajyhu y o63up (8),
zakmydyjemo ga je F(Lp) orpanmuena dymrnuja. Tume je ® = Ly € PM(R®).

HuperrHo ce mspauynasa na je Lp = 0, nok je Lp = 4zqx4(1l + i). Cazma 3a IpoOU3BOJLHY TECT
¢yurunjy ¢ mmamo p®(p) = Lu(pp) = p(L(pp)) = p(eLp) + u(pLy) = 0. (Ilpsu cabupak ce amynmpa
jep je Lp = 0 mok ce mpyru amynupa jep je p = 0 mHa HOcauy muctpubyuuje p.) Ha cauvan mauws je
p2(p) = n(L(py)) = n(eLp) + n(pLp) = 4(1+i)z1zap(p). Taxo je p® =0, nok je pP = 4(1+i)z1z4p # 0

Tekr cama cMmo y mo3unuju ma KOHCTpyumemo omeparop X momohy Beh KOHCTpyucame mceymomepe
®. Crasumo na je Xf = F~Y((F®) - Ff) (komBonymuja mactpubymuje ® m dpymrmuje f). 3a oBako

m m
nobujene oneparope Aj;, B; u X Bawn ‘21 A;XBj =0 nox je Z1 A;XB; #0.
j= j=

Bamncra, ako cy o u 1) Tect pymnEnuje (koje cy Hapasmo rycre y L? Tama MOKEMO MMPEKTHO M3pPady-
HATU Oa BAaKW:

9) <ZAJXBJ'90,1/J> = p®(vp * uy) =0,
j=1
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3a CBe ¢ U Y, IOK je
(10) Z ATXBlp, ) = pd(vp * ah) # 0

3a HEKe ¢ U1 Y U 3a HOTrOAHO omabpaHe u U .
Twume je TBpbheme moraszano.

Hanowmena 4.1. Y ¢popmynama (9) u (10), 3Be3muna * 03HAUABA KOHBOIYLUU]Y, & U (pYHKIU]Y He(pUHI-
cany ca U(x) = u(—=x). Ietamu 0 pauyHy ca TecT QyHKOUjaMa U AUCTpuUbyuujaMa, Mory ce nporalin
y cenMoj ruasu Kmure [34].

Hanomena 4.2. OBaj KOHTpanpuMep MO:Ke IOCIY:KATU U 3a TBpheme na mHuje ysek asc A < 1, u na
Huje yBek ran A oprorounasan ua ker A. Hauvme npema [Mocaenunum 3.1, u3 ran AL ker A cnemm asc A < 1,
a n3 asc A < 1 npema Hamomernu 4.1, npousunasu A(X) =0 = A*(X) =0.

Hamomena 4.3. Axko je ascA > 1, omma cauka u je3arpo mMajy HETPUBUjaJiaH MpPECeK, U MpeMa
ToMme He Mory Owru oproronanuu. Tako [Ipumep 4.1 jacuo rosBopu ma ce Teopema 2.5 He MOke nasme
VONIITABATHA Ha eJeMeHTapHe oneparope Behie mysxuue. Vnak, Moske ce MOTOAUTH Ia 34 €JeMEHTapaH
omepatop A(X) = E;-lzl A; X Bj Baxu na je ran A"~ oproronanan ma ker A, mro je jom yBex oTBOpeH
npobiem.

3aBpmuMo OBy riaBy, BapujaaToMm Teopeme Parmumpa-Ilarnema 3a ememente Banaxosux anrebpu
([32]), n acUMITOTCKOM BapUjaHTOM UCTE TEOPEME.

Teopema 4.5. Hexa cy A u B onepamopu na nexom Lanaxosom npocmopy X, maxeu da eancu AB =

BA u

(11) %ﬁ?

= 07
20e je w(r) = ‘IillaX |le=AA=2AB)||| Tada je ker A = ker B.

_ —+oo Tmoan _ _ _
Jloxas. Hegra je Az = 0. Tana je eMz = AA%E — o pa je eMBr = em(MATAB) Ay — o~ (AA=AB) 5
J J pou ) J )

omocro [[*al| < w(N)llell. C apyre crpane ||Ball = || e Pal, oIl < inf L [, -, Lo <

) — (. Taro cMoO nokazanu na je ker A C ker B. Amasnoruo je u ker B C ker A. [

Ilocnemuna 4.2. Hexa je A DLanazosa anzebpa ca jeduruyom, u Hewa cy ai,az,bi, by € A, marsu da
eamcu ajb; = bja; u ||’ || = o(|A[}/?), 3a j = 1,2. Tada je a;x = way exsuearenmmno ca byx = xbs.

Jokxas. Youumo npeciukaBama A, B : A — A, mara ca Ar = a1x — rag, omHocHo Bx = bjx — xbs.
Ouurnenuo npeciukaBama A u B KoMyTupajy, na BaKu

7(5\A7)\B)Jj — e*(j\alf)\bl)xej\(lQ*)\bg .

Omarie jennoctaBuo uszsoaumo ycios (11), u npumenyjemo nperxonny Teopemy. [

Hanomena 4.4. Kinacuuny Teopemy ®armmna-Ilaraema mnobujamo ako crasumo A = B(9), u b; =
aj. Y Tom cayuajy je w(r) 2 1, na je jacuo ma je Teopema 4.5, merpusujanso yonmreme Parmum-
ITaraemoBe Teopewme.

ITpebumo ma acumnrorcry Bapujauty Teopeme Parmuma-Ilaraema. Oma je mpBu myT HOKa3aHa y
pany [20]. Iloka3 koju OBIE MPEHOCUMO je NAJIEKO JaKmu (U Jienmm) u mpeyser je u3 pana [32]. 3a
TaKaB MOKa3, Ouhe HaMm moTpebHa cieneha KOHCTPYKIUja.
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Cras 4.1. Hexa je X npouseonan Lanaros npocmop, u wexa cy crkynosu 1°(X) u co(X) degurnucanu
cal®(X) = {(xn)52 | zn € X, sup ||zn|| < 400}, 00nocko co(X) = {(2,)52, | 20 € X, HETOO [lzn|| = 0}.

a) Pynxyuja ||z|| = ||(zn)]| = sup,en l2nll, je jedrna wopma na cxyny 1°(X). Cryn I1°°(X) je Lanazos
npocmop y o0nocy na maxo zadamy wopmy, a co(X) je mezos sameopen nomnpocmop.

6) Hexa je T : X — X npouszsoman ozpanusen auneapar onepamop. IIpecauxasamwe T:X - X
(X = 17(X)/co(X)), damo ca T((x,) + co(X)) = (Tzn) + co(X) je KOpERmHOo 3a0amo. T je auneapro
u oeparnuveno u saxcu ||T|| = ||T||. Taxobe npecauxasamwe ® : B(X) — B(X), damo ca ®(T) = T je
zomomopdusam anszebpu B(X) u B(X) ozpanuuenuz onepamopa na Banazosum npocmopuma X u X.

Jokas. a) JenuocrasHa nposepa.

6) 3a KopekTHOCT meduHMmEje omeparopa 1, HOBOJLHO je AOKa3aTy mMILIEKauujy (z,) € co(X) =
(Tzy) € co(X), mro cnemn u3 ||Txy,|| < ||T|| ||zn]|. Ouurnemso je mpecimKaBase <I) XOMOMOD(du3aM.

Tpeba jom gokazaru ga je usomerpuja. Mebyrum, mmamo ||T((2,)+co(X))|| = o (X) [(Txn+yn)|| <
inf |[(T@n)+(Tyn)||, jep je T(co(X)) C co(X), maje ||T((zn)+eo(X))| < inf |[(T(zn+ya))l| <
(yn)€Eco(X ) ) (yn)€co(X)
1Tl (@n + yu)ll = IT1[(zn) + co(X)|]. Taxo je ||| < [|T]].
(yw)e O(X)
Jla GuCMO JOKA3AIM CYIPOTHY HEjeIHAKOCT YOUmMo Hu3 jemuumdunx sBexropa zF) € X, raxsux ma

Tz® || — ||T]|, kax k — +00. Youumo, ,I[a.]'be HU3 KOHCTAHTHUX HU30BA x%) T g (k) =2 na hemo
n=1

k
miarn T((@®) + ¢o(X)) = [T u [ + (X)) = 1. Omarae je [T > [T((®) + eo(X))]| =
|[T2®)|| — ||T||. Tume je moxazana u o6parHa HejeaHakocT. [

Teopema 4.6. Hexa je 2 Danazosa anzebpa ca jedunyom, u nexa cy ay,az, by, by € A, maxeu da eaxcu
ajbj = bja; u ||’ || = o(|A|*/?), 3a j = 1,2. Tada 3a ceaxo ¢ > 0 u 3a ceaxo K > 0 nocmoju § > 0
makeo 0a uz ||la1x — zas|| < § u || X|| < K caedu ||bix — xbs]| < €.

Jloxas. Ha Bamaxosom mpoctopy 2 YOUMMO IPeCIUKaBatha A(z) = a1z —zas n B( )=bix —xby, u
HIXOBA MHIyKOBaHa mpecinkaBama A, B : A — 2. Kaxo je npuapysusame T — T xoMOMOD(U3aM 1

usomerpuja, 10 je ||e-AAAB)|| = ||e=(AA-AB)|| = ||e=(AMA=2B)|| = o(|A|). Taxo je ker A = ker B, omsocno
(Az,) € co(X) & (Bzy,) € co(X). HpyruMm pedmma, axo ||a1z, — Tpaz|| Texu ka mynu (kax n — 400),
raga u ||b1z, — Tpba|| TeEn KA HyNH.

IIpernocraBumo canma cynporao. Tanma mocroje €, K > 0, takBu na 3a cse n € N umamo x, € 2, ca
ocobunaMma ||z, || < K, ||a12n — xpb2|| = 0, 1 ||b12, — 2pb2|| > €. OBae je korrpamurnuja. [0
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CIINCAR NCIIPABEN

CTpaHUIA pexn croju Tpeba

1 1- o {x,y) | >0 oy 2 >0

9 19— Ty, Ts,...,T, (T, Ty, ..., T,)

9 16— €CEeHIIVjaIHO Or'paHNYeHe €CEeHIINjaJTHO OrPaHNYeHe (YHKIN]je

10 13+4,18—,20— T; {T;}

10 14+ L{z,T;x, TJ-Qm, . L{x,Tyx, T x,... ., Tyo, T?z,...}

10 19— L{z,T;x, TjQx, . L{z, Tyx,T?x,... , Tz, T2z,...}

10 12— ng(Xl UXQ,/J/l +M2), %LQ(Xl UXQ,M:[ —|—,u2), Kano Cy X1 I/IXQ
OUCjYHKTHU, & 4] U flo Y3a]jaMaHO
cunrynapue (OPTOrOHAJNHE) Mepe

CKOHIIeHTprCcane Ha X1 U Xo,
10 4— ...” BHEroBUX AejoBa. ...u "Komuja’ HEeroBux MeJI0BA.
22 15+ inf inf

© ©€E[0,27)

22 6— < g(t). < ¢(t), ma mo:xemo npumenutu Teopemy

O NOMUHAHTHO] KOHBEPTEHIIUjU.
24 7+ = sue (X+Y)p, ). = S (X +Y)e,9), jep je (X +Y)p,¢)

Pl= pll=
> —|[Y[| = =(1/4)e > —[[X + Y|, 3a [[o]| = 1.

31 6+ Knapkcon MexiKaprujese Knapkcon Mexk-Kaprujese

46 14+ .- = L. Tako na... ... =L, Tako ma...

48 12— (@) + co(X)) = [[T2®)]| IT((@5) + eo(X))| = |72

48 8— Xl < K ||z]| < K

o1



