
TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

DRAGO�UB J. KEQKI�

1. Namotava�e prave na krug

Definicija 1.1. Jediniqni krug u kompleksnoj ravni je U = {z ∈ C | |z| =
1}.
Teorema 1.1. Postoji i jedinstvena je funkcija h : R → U sa slede�im
osobinama:

(i) h(x + y) = h(x)h(y);
(ii) lim

x→0

h(x)−1
x = i.

Dokaz �e biti izveden kasnije.

Napomena 1.2. Prethodna funkcija h predstav	a izometriqno namotava�e
realne prave na krug. I to tako xto nulu, prislonimo na taqku 1 = 1 + i0,
i pravu zamotamo oko kruga. Prvi uslov obezbe�uje da je to namotava�e isto
u okolini svake taqke. Naime, mno�e�u unimodularnih kompleksnih brojeva
odgovara nadoveziva�e odgovaraju�ih lukova. S druge strane, drugi uslov
obezbe�uje izometriqnost u blizini taqke 0. Naime vektori h(x) − 1 i ix,
su utoliko "jednakiji", ukoliko smo bli�i nuli, no tada vektor h(x) − 1
aproksimira du�inu luka.

Definicija 1.2. Funkciju iz prethodne teoreme oznaqavamo sa cis.

Stav 1.3. (Osnovne osobine funkcije cis)
a) cis 0 = 1.
b) Za sve n ∈ N je cis nx = (cis x)n.
v) cis(−x) = 1/ cis x = cis x.
g) Za sve n ∈ Z va�i cis nx = (cis x)n.

Dokaz. a) Stavimo u (i) x = y = 0, pa imamo cis 0 = cis2 0, odakle cis 0 mo�e
biti ili 0 ili 1. Me�utim cis 0 ∈ U, pa mora biti cis 0 = 1.

b) Naime, stav	aju�i x = y u (i) dobijamo cis 2x = cis2 x. Da	e indukcijom.
Pretpostavimo da va�i cis nx = (cis x)n. Uzimaju�i u (i) y = nx imamo cis(x +
nx) = cis x cis nx = cis x(cis x)n, odnosno cis(n + 1)x = (cis x)n+1.

v) Stav	aju�i y = −x u (i) i koriste�i a), imamo 1 = cis 0 = cis(x+(−x)) =
cis x cis(−x). Otuda je cis(−x) = 1

cis x = cis x
| cis x|2 = cis x.

g) Sledi iz b) i v). Zaista, za n < 0 imamo cis(nx) = cis(−(−n)x) =
1/ cis((−n)x) = 1/(cisx)−n = (cis x)n. ¤
Napomena 1.4. Za razliku od eksponencijalne funkcije, ovde ne mo�emo do-
dati osobinu cis(p

q x) = (cis x)p/q, jer ne znamo da vadimo koren iz kompleksnog
broja.

2. Sinus i kosinus

Teorema 2.1. Postoje i jedinstvene su funkcije f, g : R → R koje zadovo	a-
vaju slede�e osobine:

(i) f(x + y) = f(x)g(y) + f(y)g(x);
1
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(ii) g(x + y) = g(x)g(y)− f(x)f(y);
(iii) f(x)2 + g(x)2 = 1;
(iv) lim

x→0

f(x)
x = 1 i lim

x→0

g(x)−1
x = 0.

Umesto dokaza. Dokaza�emo ekvivalentnost ove Teoreme i Teoreme 1.1. Funkcija
h(x) = g(x)+ if(x), zbog uslova (iii) preslikava R u U. S druge strane uslovi
(i) i (ii) ekvivalentni su (neposredna provera) uslovu h(x+y) = h(x)h(y), dok
je uslov (iv) ekvivaelntan sa lim

x→0

h(x)−1
x = 0. ¤

Definicija 2.1. Funkcija sin je funkcija f , a funkcija cos je funkcija g
iz prethodne Teoreme.

Stav 2.2. (Pravila raquna�a sa sinusom i kosinusom)
a) sin 0 = 0, cos 0 = 1
b) sin(−x) = − sin x, cos(−x) = cosx.
v) sin(x± y) = sin x cos y ± sin y cosx, cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y.
g) sin 2x = 2 sin x cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x.
d) sin2 x = 1−cos 2x

2 , cos2 x = 1+cos 2x
2 .

�) cosx cos y = 1
2 (cos(x+y)+cos(x−y)), sin x sin y = 1

2 (cos(x−y)−cos(x+y)),
sin x cos y = 1

2 (sin(x + y)− sin(x− y)).
e) sinx−sin y = 2 sin x−y

2 cos x+y
2 , sin x+sin y = 2 sin x+y

2 cos x−y
2 , cosx−cos y =

−2 sin x−y
2 sin x+y

2 , cos x + cos y = 2 cos x−y
2 cos x+y

2 .

Dokaz. a) cos 0 + i sin 0 = cis 0 = 1.
b) cos(−x) + i sin(−x) = cis(−x) = cis x = cos x + i sin x = cos x− i sin x.
v) Formule za sinus i kosinus zbira slede iz definicije, a za razliku iz

formula za zbir i prethodne taqke.
g) U formule za zbir stavimo y = x.
d) Jednakosti cos 2x = cos2 x− sin2 x i 1 = cos2 x + sin2 x oduzmemo, odnosno

saberemo.
�) Po�emo od desne strane i upotrebimo adicione formule.
e) Sledi iz prethodne taqke posle smene a = x + y i b = x − y, osim za

zbir sinusa. Zbir sinusa se izvodi iz formule za razliku sinusa ubaciva�em
broja −y umesto y, uz primenu taqke b). ¤
Stav 2.3. (Neprekidnost sinusa i kosinusa)

a) lim
x→0

sin x = 0, lim
x→0

cosx = 1.
b) lim

x→x0
sin x = sin x0, i lim

x→x0
cos x = cos x0.

Dokaz. a) Imamo lim
x→0

sin x = lim
x→0

sin x
x · x = 1 · 0 = 0. Tako�e lim

x→0
(cos x − 1) =

lim
x→0

cos x−1
x · x = 0 · 0 = 0.

b) Imamo lim
x→x0

sinx = lim
x→x0

sin(x−x0+x0) = lim
x→x0

(sin(x−x0) cos x0+sin x0 cos(x−
x0)) = lim

y→0
(sin y cos x0 + sin x0 cos y) = 0 · cosx0 + 1 · sin x0 = sin x0, posle smene

x−x0 = y. Sliqno lim
x→x0

cosx = lim
x→x0

cos(x−x0 +x0) = lim
x→x0

(cos(x−x0) cos x0−
sin x0 sin(x− x0)) = lim

y→0
(cos y cos x0 − sin x0 sin y) = 1 · cosx0 − 0 · sin x0 = cos x0,

posle smene x− x0 = y. ¤

3. Broj π - periodiqnost sinusa i kosinusa

Uoqimo skup
C = {x > 0 | sinx = 0}.

Stav 3.1. Skup C nije prazan
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Dokaz. Zbog lim
x→0

sin x
x = 1, postoji punktirana okolina nule (−β, 0) ∪ (0, β) u

kojoj je koliqnik sin x
x pozitivan, a to znaqi da je za x ∈ (0, β), sin x > 0.

Pretpostavimo suprotno da je C = ∅. Tada je za sve x > 0, sinx > 0. Naime,
u suprotnom (to jest ako postoji y > 0 sa osobinom sin y ≤ 0) bi postojala
taqka ξ gde se sinus anulira, prema Bolcanovoj teoremi. Me�utim, tada je i
cosx = sin 2x

2 sin x > 0, za sve x > 0. Poka�imo da je ovo posled�e nemogu�no.

Uoqimo niz a0 = 0, an+1 =
√

1+an

2 . Pokazuje se da je an strogo rastu�i niz
koji konvergira ka 1. Rexite ovaj zadatak. Indukcijom dokazujemo da je za
sve n ∈ N i sve x > 0, cosx ≥ an. Bazu indukcije qini tvr�e�e cos x ≥ 0 xto
smo ve� pokazali. Korak izgleda ovako. Pretpostavimo da je za sve x > 0,
cosx ≥ an, Tada je zbog Stava 2.2 g) cosx =

√
1+cos 2x

2 ≥
√

1+an

2 = an+1.
Tako je za sve x > 0 i sve n ∈ N, cos x ≥ an. Delujemo na ovu nejednakost

limesom kad n → +∞ i dobijamo cosx ≥ 1. Tada je sin x = 0 za sve x > 0 i tu
je kontradikcija. ¤

Definicija 3.1. π = inf C. (Skup C je prema malopre pokazanom neprazan,
a ograniqen je odozdo brojem β.)

Stav 3.2. (Izraqunava�e broja π) Va�i π = lim
n→+∞

2nsn, gde je sn niz zadat

sa s1 = 1 i sn+1 =
√

1−
√

1−s2
n

2 .

Dokaz. Iz definicije sinusa je lim
x→0

sin x
x = 1. Kako niz π/2n → 0 kad n →

+∞, to na osnovu Hajneove Teoreme imamo lim
n→+∞

sin π
2n

π
2n

= 1, odnosno π =

lim
n→+∞

2n sin π
2n . Ostaje jox da doka�emo da niz sn = sin π

2n zadovo	ava navedene

jednakosti. Imamo s1 = sin π/2 = 1, ali i sn+1 = sin π/2n

2 =
√

1−cos(π/2n)
2 =√

1−
√

1−sin2(π/2n)

2 =
√

1−√1−sn

2 , jer se svi brojevi oblika π/2n nalaze u inter-
valu (0, π/2), pa su im sinusi pozitivni. ¤

Sledi tabela gde je izraqunato prvih 10 qlanova niza sn i pribli�ne vred-
nosti broja π ≈ 2nsn. (U posled�oj iteraciji taqne su samo prve qetiri
decimale.)

n s
n

2
n

s
n

1 1 2

2 0,707106781 2,828427125

3 0,382683432 3,061467459

4 0,195090322 3,121445152

5 0,09801714 3,136548491

6 0,049067674 3,140331157

7 0,024541229 3,141277251

8 0,012271538 3,141513801

9 0,006135885 3,14157294

10 0,003067957 3,141587725

Stav 3.3. (Vrednosti sinusa i kosinusa)
a) sin π = 0, cosπ = −1.
b) Ako je 0 < x < π tada je sin x > 0, a ako je 0 < x < π/2 onda je cos x > 0.
v) sin π/2 = 1, cosπ/2 = 0.
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g) sin π/4 = cos π/4 =
√

2/2.
d) sin π/6 = cos π/3 = 1/2, sin π/3 = cos π/6 =

√
3/2.

�) sin 2π = 0, cos 2π = 1.

Dokaz. a) Postoji niz cn ∈ C koji konvergira ka π. Zbog neprekidnosti
funkcije sin je tada sinπ = sin lim

n→+∞
cn = lim

n→+∞
sin cn = 0. Zbog uslova (iii)

je cos2 π = 1, pa cos π mo�e biti ili 1 ili −1. U sluqaju cos π = 1 bilo bi
sin2 π/2 = 1−cos π

2 = 0, odnosno sin π/2 = 0, xto se protivi qi�enici da je
π = inf C. Tako je cos π = −1.

b) Iz definicije broja π sledi da je sinx 6= 0 za 0 < x < π. Ako bi za neko
0 < x < π bilo sin x < 0, onda bi zbog toga xto je sinus pozitivan u nekoj
okolini nule i Bolcanove Teoreme dobili da postoji ξ ∈ (0, x) takvo da je
sin ξ = 0. Tako je za sve 0 < x < π, sin x > 0.

S druge strane, ako je 0 < x < π/2, tada je 0 < 2x < π, pa je cos x = sin 2x
2 sin x > 0.

v) i g) Sledi iz Stava 2.2 g).
d) Stavimo a = sinπ/6, b = cos π/6. Iz adicionaih formula je, tada,

sin π/3 = 2ab, cos π/3 = b2 − a2, a tako�e i 1 = sin π/2 = sin(π/6 + π/3) =
sin π/6 cos π/3 + sin π/3 cos π/6 = a(b2 − a2) + 2abb = a(3b2 − a2), kao i 0 =
cosπ/2 = cos(π/6 + π/3) = cos π/6 cos π/3− sin π/3 sinπ/6 = b(b2 − a2)− 2aba =
b(b2 − 3a2). Dakle imamo sistem jednaqina 1 = a(3b2 − a2) i 0 = b(b2 − 3a2).
Kako su (zbog taqke b)) a, b > 0, to iz druge jednaqine sledi b = a

√
3, pa kada

to uvrstimo u prvu nalazimo 1 = 9a3 − a3, to jest a3 = 1/8 ili a = 1/2 i time
b =

√
3/2.

�) sin 2π = 2 sin π cosπ = 2 ·0 · (−1) = 0, cos 2π = cos2 π− sin2 π = (−1)2−02 =
1. ¤

Stav 3.4. Skup C jednak je skupu {kπ | k = 1, 2, . . . }.
Dokaz. Iz adicionih formula imamo sin(x + π) = sin x cosπ + cos x sin π =
− sin x, i sin(x − π) = sin x cosπ − cosx sin π = − sin π. Odatle indukcijom za-
k	uqujemo da je sin kπ = 0 za sve k = 1, 2, . . . . Naime, za k = 1 to je definicija
broja π, a ako pretpostavimo da je sin kπ = 0, tada je sin(k+1)π = sin(kπ+π) =
− sin kπ = 0. Time je dokazana inkluzija C ⊇ {kπ | k = 1, 2, . . . }.

Doka�imo i obratnu. Neka je x > 0 takvo da je sin x = 0, i neka je l = [x/π].
Tada je l ≤ x/π < 1 + 1, odnosno 0 ≤ x − lπ < π. Me�utim pokazuje se da je
sin(x − lπ) = − sin(x − (l − 1)π) = sin(x − (l − 2)π) = · · · = (−1)l sin x = 0, pa
x− lπ ∈ C. Kako je π minimum skupa C, to zak	uqujemo da je x− lπ = 0. ¤

Definicija 3.2. Broj T je period funkcije f : R → R ako za sve x ∈ R
va�i f(x + T ) = f(x). Osnovni period funkcije f je �en najama�i strogo
pozitivan period.

Primer 3.1. Svaki racionalan broj je period Dirihleove funkcije D(x) ={
0, x ∈ Q
1, x /∈ Q

. Dirihleova funkcija nema osnovni period.

Stav 3.5. (Periodiqnost trigonometrijskih funkcija) Funkcije sin i cos
su periodiqne funkcije. �ihov osnovni period je 2π.

Dokaz. Na osnovu adicionih formula i Stava 3.3 d) imamo sin(x + 2π) =
sin x cos 2π+cos x sin 2π = 1·sin x+0·cosx = sin x, kao i cos(x+2π) = cos x cos 2π−
sin x sin 2π = 1 · cosx− 0 · sin x = cos x. Tako je 2π jedan period funkcija sin i
cos.

Pretpostavimo, sada da je broj T > 0 period funkcije sin. Na osnovu adi-
cionih formula je tada sin x = sin(x + T ) = sin x cos T + cos x sin T , za svako x.
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Ubacuju�i x = 0, nalazimo da je sin T = 0, a stav	aju�i x = π/2 i cos T = 1.
No tada je sin2 T/2 = (1 − cosT )/2 = 0, to jest T ∈ C. Zbog Stava 3.4 je tada
T/2 = kπ, to jest T = 2kπ, za neko k ≥ 1 i time T > 2π. Tako je 2π osnovni
period funkcije sin. Sliqno se nalazi i za kosinus. ¤

4. Grafici funkcija sinus i kosinus

Definicija 4.1. Ka�emo da je funkcija f : A → R (A ⊆ R) parna ako
za �en domen va�i x ∈ A ⇒ −x ∈ A, i ako je za sve x ∈ A, f(−x) = f(x).
Ka�emo da je neparna, ako domen ima istu osobinu i ako za sve x ∈ A va�i
f(−x) = −f(x).

Stav 4.1. Grafik parne funkcije simetriqan je u odnosu na y-osu, a grafik
neparne funkcije je simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak.

Dokaz. Prvo za parne. Neka taqka (x, y) pripada grafiku funkcije f . To
znaqi da je y = f(x). �oj simetriqna taqka u odnosu na y-osu je (−x, y). Ona
tako�e pripada grafiku funkcije f , jer je f(−x) = f(x) = y.

Sada za neparne. Taqka simetriqna taqki (x, y) u odnosu na koordinatni
poqetak je taqka (−x,−y). Ona tako�e pripada grafiku, jer je f(−x) =
−f(x) = −y. ¤

Na osnovu Stava 2.2 b), funkcija cos je parna, a funkcija sin neparna. Tako
je za skicira�e �ihovog grafika, dovo	no nacrtati deo desno od y-ose, a
kasnije se to simetriqno preslika. Me�utim, one su i 2π-periodiqne, tako
da je dovo	no nacrtati �ihov grafik na nekom intervalu du�ine 2π, jer se
ostatak dobija translira�em ovog dela u levo i u desno za 2π.

Stav 4.2. a) Funkcija sin je strogo rastu�a na intervalu [−π/2, π/2], a
strogo opadaju�a na intervalima [−π,−π/2] i [π/2, π].

b) Funkcija cos je strogo rastu�a na intervalu [−π, 0], a strogo opadaju�a
na intervalu [0, π].

Dokaz. Na osnovu Stava 2.2 e) va�i sin x − sin y = 2 sin x−y
2 cos x+y

2 . Ako je
−π/2 ≤ y < x ≤ π/2, tada je x−y

2 ∈ (0, π/2] i x+y
2 ∈ (−π/2, π/2). Me�utim

sinus na prvom, a kosinus na drugom skupu su pozitivni, pa je sin x− sin y > 0.
Sliqno, ako je−π ≤ y < x ≤ −π/2, tada je x−y

2 ∈ (0, π/4] i x+y
2 ∈ (−π,−π/2).

Na prvom intervalu je sinus pozitivan, ali je na drugom kosinus negativan, jer
je za a ∈ (−π,−π/2), a+π ∈ (0, π/2), pa je cos a = cos(a+π−π) = − cos(a+π) < 0.

I ostalo dobijamo na sliqan naqin. ¤

Grafici funkcija sinus i kosinus prikazani su na narednoj slici.

0 p/2- /2p-p-2p 2pp 3 /2p-3 /2p

1

-1

y x= siny x= cos
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5. Egzistencija i jedinstvenost funkcija sinus i kosinus

Stav 5.1. Niz hn(x) =
(
1 + ix

n

)n je Koxijev u C za svako x ∈ R.

Dokaz. Ocenimo najpre razliku susednih qlanova. Prvi sabirak �emo trans-
formisati i upotrebiti binomnu formulu. Imamo

|hn+1(x)− hn(x)| =
∣∣∣∣∣
(

1 +
ix

n + 1

)n+1

−
(

1 +
ix

n

)n
∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
(

1 +
ix

n
− ix

n(n + 1)

)n+1

−
(

1 +
ix

n

)n
∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣

n−1∑

k=0

(
n + 1

k

)(
1 +

ix

n

)k (
− ix

n(n + 1)

)n−k

+

+ (n + 1)
(

1 +
ix

n

)n

+
(

1 +
ix

n

)n+1

−
(

1 +
ix

n

)n ∣∣∣∣ =

Posled�a dva sabirka u binomnoj formuli smo izdvojili i oni �e se skratiti
sa hn(x).

=

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

(
n + 1

k

) (
1 +

ix

n

)k (
− ix

n(n + 1)

)n−k
∣∣∣∣∣

≤ |x|2
n2(n + 1)2

n−1∑

k=0

(
n + 1

k

)(
1 +

|x|
n

)k ( |x|
n(n + 1)

)n−2−k

=

=
|x|2

n2(n + 1)2

n−1∑

k=0

n(n + 1)
(n + 1− k)(n− k)

(
n− 1

k

)(
1 +

|x|
n

)k ( |x|
n(n + 1)

)n−2−k

≤

≤ |x|2
2n(n + 1)

n−1∑

k=0

(
n + 1

k

)(
1 +

|x|
n

)k ( |x|
n(n + 1)

)n−2−k

=

=
|x|2

2n(n + 1)

(
1 +

|x|
n

+
|x|

n(n + 1)

)n−2

≤

≤ |x|2
2n(n + 1)

(
1 +

(n + 2)|x|
n(n + 1)

)n−2

≤ |x|2
2n(n + 1)

(
1 +

2|x|
n

)n

≤ |x|2e2|x|

2n(n + 1)
,

odnosno |hn+1(x) − hn(x)| ≤ A
n(n+1) = A

(
1
n − 1

n+1

)
, gde je A = |x|2e2|x|/2.

Posled�e nejednakosti prosumiramo po svim n poqevxi od n do m − 1, pa
imamo

|hm(x)−hn(x)| ≤
m−1∑

k=n

|hk+1(x)−hk(x)| ≤ A

m−1∑

k=n

(
1
k
− 1

k + 1

)
= A

(
1
n
− 1

m

)
≤ A

n
,

a ovo posled�e se mo�e uqiniti ma�im od bilo kog ε > 0, za m ≥ n dovo	no
velike. ¤

Definicija 5.1. Definixemo funkciju h(x) = lim
n→+∞

hn(x).

Stav 5.2. Funkcija h iz prethodne definicije zadovo	ava uslove (i) i (ii) u
iskazu Teoreme 1.1.

Dokaz. Doka�imo najpre da uvek h(x) ∈ U. Imamo |hn(x)|2 = hn(x)hn(x) =
(1 + ix/n)n(1 − ix/n)n = (1 + x2/n2)n. Me�utim, posled�i izraz te�i ka 1,
xto smo videli prilikom uvo�e�a eksponencijalne funkcije.
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Doka�imo sada uslov (i). Imamo

|hn(x)hn(y)−hn(x + y)| =
∣∣∣∣
(

1 + i
x + y

n
− xy

n2

)n

−
(

1 + i
x + y

n

)n∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n
k

)(
1 + i

x + y

n

)k (
−xy

n2

)n−k

−
(

1 + i
x + y

n

)n
∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

(
n
k

) (
1 + i

x + y

n

)k (
−xy

n2

)n−k
∣∣∣∣∣ ≤

≤
n−1∑

k=0

(
n
k

) (
1 +

|x|+ |y|
n

)k ( |xy|
n2

)n−k

≤

≤|xy|
n2

n−1∑

k=0

n

n− k

(
n− 1

k

) (
1 +

|x|+ |y|
n

)k ( |xy|
n2

)n−k−1

≤

≤|xy|
n

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)(
1 +

|x|+ |y|
n

)k ( |xy|
n2

)n−k−1

=

=
|xy|
n

(
1 +

|x|+ |y|
n

)n−1

≤ |xy|
n

exp(|x|+ |y|),

odakle, prelaskom na limes kad n → +∞ dobijamo |h(x)h(y) − h(x + y)| ≤ 0,
pa je uslov (i) dokazan.

Doka�imo uslov (ii). Imamo

|hn(x)− 1− ix| =
∣∣∣∣
(

1 +
ix

n

)n

− 1− ix

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n
k

)(
ix

n

)k

− 1− ix

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
n∑

k=2

(
n
k

) (
ix

n

)k
∣∣∣∣∣ ≤

n−2∑

k=0

(
n

k + 2

)( |x|
n

)k+2

≤

≤|x|
2

n2

n−2∑

k=0

(n− k − 1)(n− k − 2)
(k + 2)(k + 1)

(
n
k

)( |x|
n

)k

≤

≤|x|
2(n− 1)(n− 2)

2n2

(
1 +

|x|
n

)n

≤

≤|x|
2

2
exp |x|,

odakle, prelaskom na limes dobijamo nejednakost

|h(x)− 1− ix| ≤ |x|2
2

exp |x|,
odnosno ∣∣∣∣

h(x)− 1− ix

x

∣∣∣∣ ≤
|x|
2

exp |x|,

xto povlaqi lim
x→0

h(x)−1−ix
x = 0, pa je dokazano da va�i i uslov (ii). ¤

Dokaz Teoreme 1.1. Egzistencija sledi iz Stava 5.2. Ostaje da doka�emo jedin-
stevnost. Na osnosu Stava 3.2, broj π je konstanta koja ne zavisi od definicije
sinusa i kosinusa. Na osnovu Stava 3.3, b) u intervalu (0, π/2) su obe funkcije
sin i cos pozitivne, pa su, na osnovu Stava 2.2 d) i Stava 3.3 v), potpuno odre-
�ene �ihove vrednosti u taqkama oblika π/2n. No, tada su potpuno odre�ene
�ihove vrednosti i u taqkama oblika kπ/2n, na osnovu Stava 2.2 g). Kako su
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ove posled�e guste u R, time su potpuno odre�ene vrednosti funkcija sin i
cos u svakoj realnoj taqki, odakle sledi jedinstvenost. ¤

6. Funkcije tangens i kotangens

Stav 6.1. Jednaqina sin x = 0 ekvivalentna je sa x = kπ, k ∈ Z, dok je
jednaqina cos x = 0 ekvivalentna sa x = π/2 + kπ, k ∈ Z.

Dokaz. Za jednaqinu sin x = 0 tvr�e�e sledi iz Stava 3.4 i neparnosti si-
nusne funkcije. Xto se tiqe jednaqine cos x = 0, zbog adicionih formula je
sin(π/2 + x) = − cosx, pa se ona svodi na prethodnu. ¤

Definicija 6.1. Funkcija tangens je tg : R \ {π/2 + kπ | k ∈ Z} → R, tg x =
sin x
cos x . Funkcija kotangens je ctg : R \ {kπ | k ∈ Z} → R, ctg x = cos x

sin x

Stav 6.2. (Pravila raquna�a sa tangensom i kotangensom)
a) tg 0 = 0, tg π/6 =

√
3/3, tg π/4 = 1, tg π/3 =

√
3.

b) ctg π/6 =
√

3, ctg π/4 = 1, ctg π/3 =
√

3/3, ctg π/2 = 0.
v) tg(x± y) = tg x±tg y

1∓tg x tg y .
g) ctg(x± y) = ctg x ctg y∓1

ctg x±ctg y .
d) tg x± tg y = sin(x±y)

cos x cos y .
�) ctg x± ctg y = ± sin(x±y)

sin x sin y .

Dokaz. Dokaz lako sledi iz Stava 2.2. ¤

Stav 6.3. (Osobine funkcija tg i ctg)
a) tg i ctg su neprekidne π-periodiqne funkcije.
b) lim

x→π/2−
tg x = +∞, lim

x→π/2+
tg x = −∞, lim

x→0+
ctg x = +∞, lim

x→0−
tg x = −∞.

v) tg je rastu�a funkcija na intervalu (−π/2, π/2), i tg(−π/2, π/2) = R.
g) ctg je opadaju�a funkcija na intervalu (0, π), i ctg(0, π) = R.

Dokaz. a) Neprekidne su, jer su koliqnik dve neprekidne funkcije. Za peri-
odiqnost imamo tg(x+π) = sin(x+π)

cos(x+π) = − sin x
− cos x = tg x, pa π jeste period funkcije

tg. Doka�imo da je najma�i. Ako bi broj T > 0 bio period funkcije tg, tada
bi imali tg x = tg(x+T ) = tg x+tg T

1−tg x tg T za svako x. Ako uzmemo x = π/4 dobijamo
1 = (1 + tg T )/(1− tg T ), odakle je tg T = 0, a time i sin T = 0. Po definiciji
broja π je, tada, T ≥ π. Sliqno i za kotangens.

b) Sledi direktno iz pravila za limes koliqnika i Stavova 2.2 a, i 3.3 b).
v) Da je rastu�a sledi iz Stava 6.2 d), a da je tg(−π/2, π/2) = R, sledi iz

prethodne taqke i osobina neprekidnih funkcija.
g) Sliqno kao prethodno. ¤

Grafici funkcija tg i ctg nalaze se na sled�oj stranici.

7. Inverzne trigonometrijske funkcije

Kako smo videli, funkcija sin : R → R nije bijekcija, i otuda nema
inverznu funkciju. Me�utim, ako izvrximo restrikciju domena i kodom-
ena mo�e da postane. Naime, prema Stavovu 4.2, sin je strogo rastu�a na
[−π/2, π/2], dok je cos strogo opadaju�a na [0, π]. Kako je, jox sin(±π/2) = ±1,
te je sin bijekcija intervala [−π/2, π/2] na interval [−1, 1]. Sliqno, cos je
bijekcija intervala [0, π] na interval [−1, 1].
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y
x

=
tg

0 p/2 p 3 /2p- /2p-p-3 /2p

y
x

=
ctg

0 p/2 p 3 /2p- /2p-p

Definicija 7.1. Funkcija arcsin : [−1, 1] → [−π/2, π/2] je funkcija inverzna
funkciji sin. Funkcija arccos : [−1, 1] → [0, π] je funkcija inverzna funkciji
cos.

Sliqno, na osnovu Stava 6.3 v) i g), funkcije tg i ctg su bijekcije sa
(−π/2, π/2), odnosno (0, π) na R.

Definicija 7.2. Funkcija arctg : R → [−π/2, π/2] je funkcija inverzna
funkciji tg. Funkcija arcctg : R → [0, π] je funkcija inverzna funkciji ctg.

Osobine ovih funkcija se lako izvodu iz osobina trigonometrijskih funkcija,
na osnovu teoreme o inverznoj funkciji.

Stav 7.1. (Osobine inverznih trigonometrijskih funkcija)
a) arcsin−1 = −π/2, arcsin 0 = 0, arcsin 1 = π/1, arccos−1 = π, arccos 0 =

π/2, arccos 1 = 0, arctg 0 = 0, arcctg0 = π/2, itd.
b) Funkcije arcsin i arctg su rastu�e, a funkcije arccos i arcctg su opadaju�e.
v) Sve inverzne trigonometrijske funkcije su neprekidne.

Slede jox grafici inverznih trigonometrijskih funkcija
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