TPUT'OHOMETPUIJCKE ®YHKIINJE

JOPATOJBYB J. KEHKITH

1. HAMOTABAIGE IIPABE HA KPVYT

Hedbununuja 1.1. Jenuananw xpyr y xommiekcuoj pasan je U = {z € C||z| =
1}.
Teopema 1.1. IHocmoju u jeduncmeena je dynxyuja h : R — U ca caedehum
ocoburama:

(1) h(z +y) = h(z)h(y);

.. . —1 .
(1) lim M@= — 4
x—0 z
Hoka3s he butu n3BeneH KacHUje.

Hanomena 1.2. Ilperxonua dyuknuja h npencraB/ba W30METPUYHO HAMOTABAHE
peasHe mpase Ha Kpyr. M TO Tako mMTO HYJy, IPUCJIOHHMO Ha Tadky 1 = 1 4+ 40,
7 MPaBy 3aMOTaMO OKO Kpyra. IIpBu yciioB 06e3beljyje ma je TO HAMOTaBamE HUCTO
y OKOJIMHU CBaKe Tadyke. HauMe, MHOXKEHY YHUMOILYJIAPHUX KOMILIEKCHUX OPOjeBa
O[IrOBapa HaIOBe3WBare onronapajyhux Jsiykosa. C apyre crpaHe, Ipyru yCJIOB
006es6elyje uzomerpuunoct y Giusunu tauke 0. Haume Bexkropu h(z) — 1 u iz,
cy yronmko ”jemHakuju’, YKOJIWKO CMO OJIMZKM HysH, HO Tama Bextop h(x) — 1
AMPOKCUMUPA TyKUHY JIYKA.

Hedunnmuja 1.2. OyHKIHUjy U3 TPETXOIHE TEOPEME 03HAUABAMO Ca, CiS.

Cras 1.3. (Ocnosne ocobune dynryuge cis)
a) cis0 = 1.
6) 3a cee n € N je cisnx = (cisz)™.
6) cis(—z) = 1/cisx = cisx.
2) 3a cee n € Z saorcu cisnz = (cisx)".

Joxas. a) Crasumo y (i) z = y = 0, ma mmamo cis0 = cis® 0, omaxse cis0 moxe
outn nwim 0 mwnu 1. Mehyrum cis0 € U, ma mopa 6utn cis0 = 1.

6) Hamme, crappajylin © =y y (i) mobujamo cis 2z = cis® z. Jasbe MHIYKIHjOM.
IpernocTaBumo ma Baxku cisne = (cis ). Ysumajylhin y (i) y = na umamo cis(z +

nz) = cisz cisnx = cis z(cis )", onHocwo cis(n + 1)z = (cisz)" L.

B) Crapmajylin y = —x y (i) u kopucrehm a), umamo 1 = cis0 = cis(z + (—z)) =
cisa cis(—z). Oryna je cis(—a) = Z— = ‘fii:aflg = cisz.

r) Caemu u3 6) m B). 3amcra, 3a n < 0 mmamo cis(nz) = cis(—(—n)z) =
1/cis((—n)z) = 1/(cisx) ™™ = (cisx)™. O

Hanomena 1.4. 3a pasjvky on eKCHOHEHIHjasHe (DYHKIMje, OBOE HE MOYKEMO I0-
JaTy 0coOUHY cis(%ac) = (cisz)P/9, jep He 3HAMO 114 BAIMMO KOPEH I3 KOMILIEKCHOT
6poja.

2. CUHYC M KOCUHYC

Teopema 2.1. [locmoje u jeduncmeene cy dpynxuuje f,g : R — R xoje 3adosona-
eajy caedehe ocobune:

(@) f(x+y) = f(x)g(y) + f(y)g(x);
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(iv) lim 12 =1 y lim 92=1 — ¢,
x z—0 T

Ymecmo doxaza. doxazahemo ekBuBasienTHOCT OBe Teopeme u Teopeme 1.1. Oyuknmja

h(z) = g(x) +if(x), 36or ycnosa (iii) mpecinkasa Ry U. C apyre crpare ycmosn

(1) m (i) exBuBanenTHN cy (HEMOCcpemaa mpoBepa) yeaoBy h(z +y) = h(x)h(y), a0k

je yciaoB (iv) eKBUBaeJIHTAH ca lin% % =0. O

r—
Hedbunnnja 2.1. Oyukuuja sin je dyaxkuuja f, a dyskuuja cos je dyHKuUja g
u3 nperxoaue Teopewme.

Cras 2.2. (IIpasuaa pauynama ca CURYCOM U KOCUHYCOM)
a) sin0 =0, cos0 =1
6) sin(—z) = —sinx, cos(—x) = cosx.
6) sin(z £ y) =sinzcosy +sinycosx, cos(x + y) = coszcosy Fsinxsiny.

2) sin 2z = 2sinx cos x, cos 2¢ = cos® x — sin? z.

2 1—cos?2 2, _ ltcos?2
d) sin” x = ~=55=F | cos® x = =L,
D) coszcosy = 3(cos(z+y)+cos(z—y)), sinzsiny = % (cos(z —y) —cos(z+y)),

sinz cosy = 1(sin(z + y) — sin(z — y)).

e)sinz—siny = 2sin 25 cos LY sinz+siny = 2sin Y cos L5¥, cosz—cosy =
*ZSIH?SIH# cos x + cosy = 2cos “5¥ cos 4y,

Jloxas. a) cos0+ isin0 = cis0 = 1.

6) cos(—z) + isin(—x) = cis(—z) = cisz = cosx + isinx = cosz — isin .

B) ®opmyJie 3a cunyc U KocuHyc 30upa ciene u3 aeduHunmje, a 38 PA3IUKY U3
dopmysia 3a 30Up U MPETXOIHE TaUKe.

r) Y dbopmyie 3a 30Up CTABUMO Y = .

n) Jennakocru cos 2z = cos?z —sin?z u 1 =cos?z +sin?z O/1y3MeMO, OJTHOCHO
cabepemo.

§) Iofemo on necHe crpane u ynorpebumo aaunmone GopmyJie.

e) Cuenu u3 nperxoiuHe Tadke 1ocjie cMeHe ¢ = T +y u b = x — y, ocum 3a
30up cuHyca. 30Up CUHYCA ce U3BOAM U3 (DOPMYJIE 33 PA3JIUKY CUHYCA yOAITMBAHEM
6poja —y yMecTo Y, y3 IPUMEHY Tauke 0). O

Cras 2.3. (Henpexudnocm cunyca u kocunyca)
a) lim sinz = 0, hn})cosx =1

T—

6) lim sinz =sinzg, v lim cosz = coszg.
r—xo Tr—T0

Jlokas. a) Umamo lim sinz = lim SnZ . g =1.0 = 0. Takobe lim(cosz — 1) =

z—0 z—0 z—0
lim €52=1. 5 = 0.0 = 0.
z—0
6) I/IMaMo lim sinz = lim sin(z—xo+x0) = hm (Sln(l Zo) €OS Top+sin zg cos(z—
T—xT0 T—x0

x0)) = hm (smycos xo + sinxg cosy) = 0 - cos xg + 1 sinxg = sin g, mocje cMeHe
x—1xp=1y. Comano lim cosz = lim cos(z —xo+x0) = hm (cos(x To) COS To —
T—T( T—To
sin zg sin(z — x9)) = llr%(cos ycos g — sinzgsiny) = 1 - cos CEO —0-sinxzg = cos o,
y—?
IOCJIE CMEHE T — Tg = Y. U
3. BPOJ 7 - IEPUOIUYHOCT CUHYCA U KOCUHYCA

Younmo cKyn
C ={z>0]sinz =0}

Cras 3.1. Cryn C nuje npaszan
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Joxas. 360r 1in%)51% = 1, nocroju myrkrupana okoaura uHyne (—3,0) U (0,0) y
xr—

KOjOj je Kommaamk 2L mosmTmBaH, a TO 3HAuUM Aa je 3a ¢ € (0, 3), sinz > 0.

IIpernocrasumo cynporo aa je C = . Tana je 3a cse x > 0, sinz > 0. Haume,
y cymporhoMm (To ject ako mocroju y > 0 ca ocobunom siny < 0) 6u mocrojasia
Tadyka & T7e ce CMHYC aHy/aumpa, npeMa bosmanooj Teopemu. Mehyruwm, taga je u
cosT = ;‘;3“; > 0, 3a cBe z > (. Ilokaxkumo 1a je oBO mocaense nemoryhno.
1tan
2

Younumo uu3 ag = 0, apy1 = . Iokasyje ce ma je a, crporo pacryhu Huz
Koju KoHBeprupa kKa 1. PemmTe oBaj 3amarak. Mumykmumjom mokaszyjeMo na je 3a
ceen € N ucse x>0, cosz > a,. Basy nnaykuuje unnu tepheme cosz > 0 mro

cvo Bel mokazam. Kopak msrrena oBako. IlpermocraBumo na je 3a cBe x > 0,
cosT > a,, Tana je 36or Crasa 2.2 1) cosz = \/HCSS 2z > \/1"'2‘1" = Gpi1-
Tako je 3a cBe z > 0 u cBe n € N, cosx > a,. esyjeMo Ha OBy HEjeIHAKOCT

JIIMECOM Kaa n — +00 u mobujamo cosz > 1. Tana je sinx =03ace z > 0 u 1y
je KOHTpaOuKIIja. (]

Hedununuja 3.1. 7 =inf C. (Cxyu C je npema MaJionpe NOKa3aHOM HEIIPA3AH,
a orpaHmYeH je 010310 OGpojem [.)

Cras 3.2. (Hspauwynasawe 6poja w) Baocu m =

1—y/1-s2

2

lim 2%s,, 2de je s, Hu3 3adam
n—-+00

ca s1=1u8sp41 =

sinx
x

oxas. N3 nedunuimje cunyca je lin%) = 1. Kako uu3 7/2" — 0 xam n —
xr—

lim 22T
n—-4o00 9.>L77
lirf 2™ sin 21” Octaje jomr 1a 10KaxKeMo [1a HU3 S, = sin 21” 3a8/10BOJbaBa HABEJICHE
n—-—+oo

400, To Ha ocHOBY XajHeoBe Teopeme mmamo = 1, ogHOCHO T =

jemmakoctu. Mmamo s; = sinw/2 = 1, anu u s,41 = sin
\/1—\/1—Sin2(ﬂ'/2") . \/1,m
2 = 2

Bany (0,7/2), ma cy UM CHHYCH TIO3UTHBHU. O

w/2" 1—cos(mw/2™)
2 - 2 -

, jep ce cBu GpojeBn obnmka /2" Hanaze y WHTEP-

Caenu rabesia rae je uspadysaro npsux 10 4wiaHoBa HU3a Sy, U HPUO/IMKHE BPel-
HocTH Opoja 7T & 2"s,. (Y mociaensoj UTEpanuju TauHe Cy CaMO NpPBE 4eTUpU

Jernumaie. )
n S, 2"s,
1 1 2
2 0,707106781 2,828427125
3 0,382683432 3,061467459
4 0,195090322 3,121445152
5 0,09801714 3,136548491
6 0,049067674 3,140331157
7 0,024541229 3,141277251
8 0,012271538 3,141513801
9 0,006135885 3,14157294
10 0,003067957 3,141587725

Cras 3.3. (Bpednocmu cunyce u xocunyca)

a) sinm =0, cosm = —1.

6) Axo je 0 < & < 7 mada je sinz > 0, a axo je 0 < x < 7/2 onda je cosz > 0.

8)sinm/2 =1, cosm/2 = 0.
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2) sinm/4 = cosT/4 = /2/2.
d) sinT/6 = cosm/3 =1/2, sinn/3 = cos /6 = /3/2.
f) sin2m =0, cos2m = 1.

Joxas. a) Ilocroju uuz ¢, € C Koju KOHBeprupa Ka 7. 300I HENPEKHUITHOCTU

dynkumje sin je Tama sint = sin lim ¢, = lim sin¢, = 0. 36or ycaosa, (ii7)
n—-+o0o n—-+oo

je cos?m = 1, ma cosm mowke 6utm mmm 1 wmm —1. Y caydajy cosm = 1 6mno 6u

sin® /2 = H% = 0, ogHocuo sin7/2 = 0, WITO ce NPOTUBM YHUELEHUIU 1A je

m = inf C. Tako je cosm = —1.

6) 3 nedunuuuje 6poja m caequ aa je sinx # 03a 0 < z < m. Ako 6u 3a HEKO
0 < x < 7 6umo sinz < 0, orma 6u 300r TOra IITO je CHHYC MO3UTHBAH y HEKO]
okounu Hyse u Bosmanose Teopeme nobumu na nocroju £ € (0,2) takBo na je
sin§ = 0. Tako je3acBe 0 <z <, sinz > 0.

C mpyre crpane, ako je 0 < © < 7/2, Tama je 0 < 2z < 7, na je cosx = ;g‘lfi > 0.

B) n r) Cnenu u3 Crasa 2.2 1).

n) Crasumo a = sinn/6, b = cosw/6. W3 agunmonaux dopmysa je, Taga,
sinw/3 = 2ab, cosm/3 = b*> — a?, a Takohe u 1 = sin7w/2 = sin(7/6 + 7/3) =
sin/6cosm/3 + sinw/3cosw/6 = a(b® — a®) + 2abb = a(3b* — a?), xao u 0 =
cos/2 = cos(m/6 + 7/3) = cos /6 cos /3 — sinw/3sinmw/6 = b(b? — a?) — 2aba =
b(b? — 3a?). Hakne umamo cucreM jenmaumna 1 = a(3b% — a?) u 0 = b(b? — 3a?).
Kaxo cy (360r Tauxe 6)) a,b > 0, T0 u3 apyre jenmauunne ciaemn b = a/3, ma Kama
TO yBpeTHMO y mpBy Hamasumo 1 = 9a® — a®, 1o ject a® = 1/8 i a = 1/2 u Tume
b=1/3/2.

B) sin 27 = 2sinmcos ™ = 2-0-(—1) = 0, cos 27 = cos® 7 —sin? 7 = (—1)2 — 0% =
1. O

Cras 3.4. Cxyn C jednax je cxyny {km|k=1,2,...}.

Joxas. N3 agunmonux dopmyia uMamo sin(z + 7) = sinxzcosm + coszsinm =
—sinz, u sin(z — 7) = sinzcosm — coszsinm = —sinw. Onarie UHAYKIUOM 3a-
KJbyuyjemo na je sinkm =03acse k =1,2,.... Hanme, 3a k =1 10 je nedunnunuja
6poja 7, a ako mpermocTaBuMo na je sin kr = 0, taga je sin(k+1)m = sin(kr+m) =
—sinkm = 0. Tume je noxkasana makaysuja C D {kn |k =1,2,...}.

Hokazkumo u obparny. Heka je z > 0 takso 1a je sinx = 0, u Heka je | = [z/7].
Tana je I < z/m < 141, omsocuo 0 < z — lr < w. Mehyrum nokasyje ce na je
sin(z — Ir) = —sin(z — (I — I)7) = sin(z — (I —2)7) = --- = (=1)!sinz = 0, na
x —Im € C. Kako je m muanmym ckyna C, To 3akbydyjemo na je x —Ilr =0. [

Hedunnimja 3.2. Bpoj T je nepuon dyukuuje f : R — R ako 3a cee ¢ € R
Bk f(x +T) = f(x). Ocmosun nepuon gpyHkumje f je meH HajaMamH CTPOrO
MO3UTUBAH PO,

Hpumep 3.1. Cpaku panmonasan 6poj je nepuon Jdupuxneose dyuruuje D(z) =

{0, r€Q

. HupuxseoBa QpyHKIIHja HEMA OCHOBHU EPHUO/I.

1, 2¢Q
Cras 3.5. (Ilepuoduunocm mpuzonomempujerux Pynxyuje) Oynrxyuje sin u cos
cy nepuodunne Pynryuje. Fhuxos ocnosnu nepuod je 2.

Joxas. Ha ocuoBy amnmmonmx ¢dopmymna n Craa 3.3 m) mmamo sin(x + 27) =
sin x cos 2m+cos x sin 271 = 1-sin z+0-cos x = sin x, Kao u cos(x+2m) = cos x cos 2 —
sinxsin2m = 1-cosxz — 0 -sinx = cosz. Tako je 27 jenan nepnon dbyuxumja sin u
COS.

[IpernocraBumo, caga ma je 6poj T > 0 nepuox dbyukmuje sin. Ha ocHoBy amm-
mmormx dopmyna je taga sinz = sin(z +T) = sinz cos T 4 cosx sin T, 3a cBako .
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Véauyjyhn x = 0, manasumo ga je sinT = 0, a crappajyhm = 7/2 m cosT = 1.
Ho raza je sin?T/2 = (1 — cosT)/2 = 0, 1o jecr T € C. 36or Crasa 3.4 je rama
T/2 = kr, o ject T = 2kn, 3a veko k > 1 u tume T > 27. Taxko je 27 OCHOBHU
nepuon dyukiyje sin. CudHO ce HAMA3KM U 33 KOCHUHYC. O

4. TPAOUIIN ®YHKIINIA CUHYC U KOCUHYC

Hedununuja 4.1. Kaxemo na je dynkuuja f : A — R (A C R) napua ako
3a meH JIoMeH Bakn © € A = —x € A, n ako je 3a cee © € A, f(—x) = f(z).
Kaxkemo fa je HenmapHa, ako JOMEH MMa HCTY OCODMHY M aKo 3a cBe T € A Baxu

f(=z) = = f(2).

Cras 4.1. I'paduxr napre dynxyuje cumempunuan je y odHocy Ha y-ocy, a epadux
HenapHe Gynryuje je cumempuran y o0HOCY HG KOOPOUHAMHY NOYEMAK.

Jloxas. Tlpso 3a napue. Heka Ttauka (z,y) mpwnama rpaduxy dbyakumje f. To
suaqm ma je y = f(z). Hboj cumerpuyana tavxa y ommocy Ha y-ocy je (—x,y). Ona
rakobhe npunaga rpaduxy dbynaknuje f, jep je f(—z) = f(z) = y.

Cana 3a memapue. Tauka cuverpuuna Tauku (r,y) y OTHOCY HA KOOPIAWHATHH
noverak je tadka (—z,—y). Owna rakolje npunama rpaduky, jep je f(—x)

—f(z) = —y.

ol

Ha ocuosy Crasa 2.2 6), dyukuuja cos je napsa, a dynkipmja sin nenapua. Tako
je 3a cKuuuMpame BUXOBOI rpaduka, JO0BOJHPHO HALPTATH €0 JIECHO O Y-OCe, a
KaCHUje Ce TO CUMETPUYHO mpecynka. Mehyrtum, oHe ¢y u 2m-mepuomudHe, TaKO
13, je JTOBOJHHO HAIPTATU EBUXOB rpadUK HA HEKOM WHTEPBALY OyKuHE 27, jep ce
ocTarak go0Omja TPAHCIUPAILEM OBOT [eJa y JEeBO W y JECHO 33 27.

Cras 4.2. a) Qynxyujae sin je cmpozo pacmyha na uwmepeasy [—7/2,7/2], a
cmpoeo onadajyha e unmepsaauma [—m, —7 /2] u [7/2, 7).

6) Oynxyuja cos je cmpoezo pacmyha Ha unwmepeaay [—m, 0], a cmpozo onadajyha
na unmepsany [0, ).

Hoxas. Ha ocnosy Crasa 2.2 e) Baxku sinz — siny = 2sin *5¥ cos % Axo je

—1/2 <y <z < w/2, rana je 55Y € (0,7/2) u T5¥ € (—n/2,7/2). Mehyrum
CUHYC Ha MTPBOM, & KOCHHYC Ha IPYTOM CKYIy CY MO3WUTHUBHM, 1Ta je sinx —siny > 0.
Cmraro, axo je —m < y < x < —7/2, ramaje ¥ € (0,7/4| u ZHL € (—m, —7/2).
Ha mpBoM mHTEpBamy je CHHYC TO3UTUBAH, aJId je Ha APYTOM KOCHHYC HETaTUBAH, jep
jesaa € (—m,—m/2), a+n € (0,7/2), na je cosa = cos(a+m—m) = — cos(a+m) < 0.
U ocraio mobujamMo Ha CAMYAH HAYNH. O

I'padumu byHKIMja CUHYC U KOCUHYC TTPUKA3AHUA Cy HA HAPEIHO] CJIUIIA.

A

/

Y =cosx y = sinx /,

TN N 0 n/i\ f?&/ w2 o
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5. EFBI/ICTEHHI/IJA N JEJVMHCTBEHOCT ®YHKIINJA CUHYC 1 KOCUHYC
Cras 5.1. Hus hy(z) = (1 + %)n je Kowuges y C 3a cearo x € R.

Joxas. OueHnMo Hajupe pasyvky cycemaux wianoBa. IlpBu cabupak hemo Tpanc-
dopvucaru u ynorpeburu Gunomuy dopmyay. Mmamo

|hnt1(2) = ha(2)] =

SO0 Ctn)

. n . n+1 . n
1T 1T 1T

+(n+1)<1+> +(1+> (1+>
n n n

Tlocnenmwa nBa cabupka y OMHOMHO] (OPMYJIN CMO U3IBOJUJIN U OHU e ce CKPATUTH

ca hn(z).
()08 )

e (0 008 Gan) -

_ lz]2 = n(n+1) (n — 1)
n?(n + 1)2 = m+1-k)(n—-k\ k

BRSS! E
< 1
“2n(n+1) Z k + n

k=0
|z ] e\
S LA R ([P 1 I - <
2n(n+1) + n +n(n+1) -
2 n—2 2 n 22|
C P (@D () 2\ lePel
2n(n+1) n(n+1) 2n(n+1) n 2n(n+1)

OmHOCHO [hyt1(2) — hn(z)] < n(%&-l) = A(%— ﬁ), rme je A = |x\2@2\w\/2_

Ilocnenme HejemHaKOCTU MPOCYMUPAMO TIO CBUM 7 MOYEBIIM OX 1 10 m — 1, ma
UMaMO

m—1

(s 1 11 A
)= < 3 o) ()] < 4 5 (G-r)-4(3-2) <4,

a 0BO TOCJIENIHE Ce MOYXKE YIMHUTH MAamuM off, 6uito kor € > 0, 3a m > n JOBOJLHO
BeJINKE. ]
Hedbununuja 5.1. Jedbunumemo Gyukuujy h(z) = lir+n ho ().

n—-—+oo
Cras 5.2. Qynryuja h us npemxodne dedpunuyuje sadosomasa ycaose (i) u (ii) y
uckasy Teopeme 1.1.

Joxas. JMoxazxkumo majupe na yeex h(z) € U. Umamo |h,(7)]? = hy(2)h,(z) =
(1 +iz/n)"(1 —iz/n)" = (1 + 2?/n?)". Mebyrum, mocnenmu u3pas Texxu Ka 1,
WTO CMO BHAEIN NMPUAMKOM yBohema exkcnonennmjanne GyHxumje.
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Jokaxumo cama yeaos (i). Mmamo

T+ zy\" z+y\"
) = (1+zy—§/> —<1+z y)
n n n
k n—k n
) T )|
n n n
w—ky)lC xy\ "k
=) ()
n n

[on (@) o (y) = Pon (2

n
n (
k=0
—1
0

n

) (1
y (H

+y
n
k
(n

k

n—1 n—k
5 (7 (1 BN (2l <
k=0
n—1 n—k—1
|zy| n (n-1 |z + 1y \" [ =yl
<— 1 <
~ n? Z n—k k T n nZ -
k=0
2 n—1
< Y

() 2 ()
k n n2
k=0

-1
x x|+ |y " xy
_ ool <1+| [+ |) < ol ‘exp(\x|+lyl)7
n n n

*|

OIaKJIe, IPeIacKoM Ha JIIMeC Kam n — +oo gobujamo |h(z)h(y) — h(z +y)| < 0,

na je yciaos (i) nokasaH.
Tokaxumo ycaos (i1). Mvamo
|hn(x)—1—ia:|:‘<1+zs> 1z ()( ) 11—z
k=
n n — | k+2
B2 ()
k=2 k=0

)
S e @ (5) s

n—2

k=0
2(n _ _
=D -2 () )"
2n2 n
||
§7exp|x|,

OITaKJjIe, MPEeIaCKOM Ha JIMMEeC 100UjaMO HEJeTHAKOCT
2
|h(z) — 1 —iz| < |7|exp |z,

OIIHOCHO
h(x) —1—1
(@) =1—io| el
x 2
mrro nosmaun lim M =12 — 0 114 je nokasaHo na BaxKM U yCIIOB (13). O

z—0 z

Hoxas Teopeme 1.1. Ersucrennmja caenn n3 Crapa 5.2. Ocraje m1a 10KaXKeMo jeqiH-
cresuoct. Ha ocrocy Crasa 3.2, 6poj 7 je KoHCTaHTa KOja HE 3aBUCH 01 1eDUHULII]E
cunyca u kocunyca. Ha ocaoBy Crasa 3.3, 6) y uarepsany (0, 7/2) cy obe dbyukimje
sin u cos mosuTuBHe, na cy, €Ha ocuoBy Crasa 2.2 n) u Crasa 3.3 B), NOTOYHO ofpe-
bene muxoBe BpemHOCTH y Taukama obsmka 7/2". Ho, Tana cy notmyno onpehene
BIXO0BE BPETHOCTH W y Tadkama obamka k7 /2", ma ocroBy Crasa 2.2 r). Kako cy
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oBe mocienme rycre y R, tume cy mornyHo ompebhemre BpemHocTu (PyHKIHja Sin u
COS y CBAKO] pPeaJTHOj TauKH, OIAKJIE CJedN JeIMHCTBEHOCT. U

6. OVHKIIMIJE TAHTEHC U KOTAHI'EHC

CraB 6.1. Jednawuna sinx = 0 exsusasenmua je ca x = km, k € Z, dox je
jednawuna cosx = 0 exeusanrenmua ca x = w/2 + kn, k € Z.

Joxas. 3a jennauwny sinz = 0 tepheme cienu u3 Crasa 3.4 u HemapHOCTH CU-
aycue ¢pyuakmmje. Illto ce tnue jemaaunne cosx = 0, 360r agunmonux Gopmyaa je
sin(m/2 + ©) = — cosz, ma ce OHA CBOM HA MTPETXOMHY. d

Hedununuja 6.1. Oynxmuja ranrenc je tg: R\ {r/2+kr |k € Z} — R, tgx =
SnZ - @ypkuumja koranrenc je ctg : R\ {k7m |k € Z} — R, ctgay = <32

coszx” sin &

CraB 6.2. (IIpasuaa pauynana ca MaH2EHCOM U KOTMGHZEHCOM)
a) tg0 =0, tgm/6 =/3/3, tgn/4 =1, tgw/3 = /3.
6) ctgm/6 =3, ctgm/4d =1, ctgw/3 =/3/3, ctgm/2 = 0.
o) tg(v  y) — {EIEEL

e) ctg(x ty) = %'

0) tgxitgy _ sin(z+ty)

cosxcosy ’

D) ctgx +ctgy = 4 sin(zty)

sinxsiny *

Hoxas. Hoka3z nako caenn u3 Crasa 2.2. O

Cras 6.3. (Ocobune gynrxyuja tg u ctg)
a) tg u ctg cy nenpexudne m-nepuoduune Gynryuje.

6) lim tgax=+4oc0, lim tgax=—oo0, lim ctgx =+oo, lim tgax = —co.
r—7/2— r—7/2+ x—0+ z—0—

8) tg je pacmyha dynxuuje na unmepsany (—m/2,7/2), u tg(—n/2,7/2) = R.
2) ctg je onadajyha dynxyuje na unmepsary (0,7), u ctg(0,7) = R.

Jloxas. a) Henpekuaue cy, jep Cy KOJUYHUK JIBe Henpekuade hyHKOuje. 3a mepu-

ommaHOCT IMaMo tg(z+m) = 22((213 = =SIMT _ to 7 ma 7 jecre mepuon dyHKIHje
tg. Jlokaxkumo fa je najmamu. Axo 6u 6poj T > 0 6uo nepuon dpyukuuje tg, Tama
6u mmamm tgx = tg(x+T) = % 3a cBako . Ako ysmemo x = /4 mobujamo

1=(01+tgT)/(1—tgT), onakse je tgT =0, a Tume u sinT = 0. o nebuaunuju
6poja 7 je, raga, T > w. CAMYHO U 33 KOTAHIEHC.

6) Culenn aupeKkTHO U3 npaBuia 3a Jumec Koanunuka u Crasosa 2.2 a, u 3.3 6).

B) Ha je pactyha ciemn n3 Crasa 6.2 n), a ma je tg(—n/2,7/2) = R, caenm us
MPETXOIHE TAYKe W OCOOUHA, HEMPEKUAHUX (DYHKIIN]A.

r) CIM4HO Kao TPEeTXOIHO. O

I'padwmm byuxuuja tg u ctg Hamase ce Ha cieqhoj crpaHuUIm.

7. IHBEP3HE TPUT'OHOMETPUJCKE ®YHKIINJE

Kako cmo Bumenm, ¢yskmuja sin : R — R Hmje 6ujexumja, m oryma Hema
nHBep3Hy GyHKIH)y. MelhyTuM, ako M3BPIIIMO PECTPHUKIM]Y JOMEHA U KOIOM-
eHa Moxke ma mocrame. Hanme, npema CraBoy 4.2, sin je ctporo pacryha nHa
[—7/2,7/2], nok je cos crporo onanajyha ua [0, 7]. Kako je, jom sin(+n/2) = +1,
Te je sin Gujexknmja maTepBana [—m/2,7/2] wa marepsan [—1,1]. Cawano, cos je
Gujekumja naTepBana [0, 7] Ha waTepBan [—1,1].
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Hedbununuja 7.1. Oyukuwmja arcsin : [—1, 1] — [—7/2, 7/2] je byukuuja unsepsaa
dyukuuju sin. Pyuxuuja arccos : [—1, 1] — [0, 7] je dbyuxkuuja unsepsua GhyHKOMjU
COS.

Cumuno, wa ocHoBy CraBa 6.3 B) u r), dyukuuje tg u ctg cy Oujeknuje ca
(—m/2,m/2), onrocuo (0,7) Ha R.

Hedbununuja 7.2. @yaxkuuja arctg : R — [—7/2,7/2] je dyukuuja unsepsna
dyuxmuju tg. Pynkmmja arcctg : R — [0, 7] je dbynximja nnsepsna pyukuuju ctg.

Ocobure oBuX (hyHKIH]a Ce JTAKO M3BOLY 13 OCOOMHA TPUTOHOMETPHjCKUX (DYHKITH]A,
HA OCHOBY TeOpeMe O MHBEp3HOj (byHKIujn.

Cras 7.1. (Ocobure UHEEPIHUT MPUZOHOMEMPUJCKUT PYHKUUIa)

a) arcsin —1 = —x/2, arcsin0 = 0, arcsinl = 7/1, arccos —1 = m, arccos0 =
/2, arccos 1 = 0, arctg0 = 0, arcctgld = 7/2, umd.

6) QPynryuge arcsin u arctg cy pacmyhie, a gynryuje arccos u arcctg cy onadajyhe.
8) Cse uneepane mpuzonomempujere Pynryuje cy nenpexudne.

Crnene jom rpaduiin MHBEP3HUX TPUTOHOMETPUCKUX (DYHKIIH]a

0 1 n\ n
-
-1/ - -
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A

y= arcctg)r%%m"

/2

/4

-1t/2
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