
0. UVOD

U uvodnoj glavi definisa�emo elementarne operatore, i da�emo kratak pregled onoga xto
�e u daǉem tekstu biti izlo�eno.

Neka je H separabilan Hilbertov prostor, i B(H) algebra svih ograniqenih linearnih
operatora na H. Elementaran operator je preslikavaǌe E : B(H) → B(H) definisano sa
E(X) =

∑n
j=1 AjXBj, gde su Aj i Bj fiksirani operatori i n ∈ N ∪ {∞}. Ukoliko su Aj i

Bj komutiraju�e familije normalnih operatora, onda �emo takav elementaran operator zvati
normalno reprezentovan elementaran operator. Broj n zovemo du�ina elementarnog operatora.
Ovakve operatore uveli su Lumer (Lumer G.) i Rozenblum (Rosenblum M.) u radu [10], i daǉe
su se prouqavali tokom sedamdesetih i osamdesetih godina ovoga veka. Najpoznatiji specijal-
ni sluqajevi elementarnih operatora su elementarni mno�iteǉ MA,B(X) = AXB, derivacija
δA(X) = AX −XA, i uopxtena derivacija δA,B(X) = AX −XB.

U stvari, elementarni operatori qine podskup skupa B(B(H)). Qak nije texko proveriti da,
u sluqaju konaqnodimenzionalnog prostora H, elementarni operatori iscrpǉuju sve ograniq-
ene operatore na B(H). Skup B(H), me�utim nije Hilbertov, ve� samo Banahov prostor, tako
da pri izuqavaǌu elementarnih operatora ne mo�emo primeǌivati uobaqijene tehnike rada sa
operatorima na Hilbertovim prostorima.

Slede�e tri teme bi�e predmet naxeg interesovaǌa.
1. Ocena norme. Uobiqajena operatorska norma je samo jedna od mnogih normi, koje mo�e-

mo definisati na skupu svih ograniqenih operatora, ili na nekom ǌegovom podskupu. Takav
podskup sa normom, koja zadovoǉava odre�ene uslove, zva�emo simetriqno normirani ideal. O
ovome �e biti vixe reqi u prvoj glavi. Tako elementaran operator ne moramo posmatrati uvek
kao operator koji preslikava B(H) u B(H). Elementaran operator E, takav da za sve X ∈ B(H)
E(X) pripada J, gde je J neki simetriqno normirani ideal kompaktnih operatora, mo�emo
dakle posmatrati i kao operator koji preslikava Banahov prostor B(H) u Banahov prostor J.
Mo�e se veoma jednostavno, koriste�i teoremu o zatvorenom grafiku, pokazati da je ovakav
operator ograniqen, i nas �e zanimati ocena norme takvog operatora. Tako�e zanima�e nas i
ocena norme operatora E posmatranog kao operatora koji preslikava J u J.

2. Geometrijska svojstva. Prouqava�emo geometrijska svojstva samo normalno reprezento-
vanih elementarnih operatora. Ali, najpre poka�imo opravdanost naziva normalno reprezen-
tovan elementaran operator. Skup svih elementarnih operatora zatvoren je u odnosu na sabi-
raǌe i kompoziciju operatora, pa prema tome qini jednu Banahovu algebru. Ova algebra se
mo�e na prirodan naqin snabdeti involucijom. Naime, za operator E(X) =

∑n
j=1 AjXBj defin-

ixemo ǌegov uopxteni adjungovani operator sa E∗(X) =
∑n

j=1 A∗jXB∗
j . Ka�emo uopxteni, zato

xto ovakva involucija ne zadovoǉava uslov ||E∗E|| = ||E||2, pa prema tome Banahova algebra
elementarnih operatora sa ovakvom involucijom nije C∗-algebra. Normalno reprezentovani
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elementarni operatori, imaju osobinu da komutiraju sa svojim uopxtenim adjungovanim op-
eratorom. Na�alost to nije normalan operator u pravom smislu te reqi, jer elementarni
operatori ne qine C∗-algebru, pa nemaju sve osobine na koje smo navikli. Najva�nije od ge-
ometrijskih svojstava koje nas interesuje je ortogonalnost slike i jezgra. Naravno algebra
B(H) ili neki simetriqno normirani ideal J (izuzev S2) nisu Hilbertovi, ve� samo Bana-
hovi prostori, u kojima ne va�i relacija paralelograma. Ipak mogu�e je na odre�eni naqin
definisati ortogonalnost dva vektora.

Definicija 0.1. Neka su x i y vektori nekog Banahovog prostora. Re�i �emo da je x ortogo-
nalan na y, ukoliko za sve skalare λ, µ ∈ C va�i

(1) ||λx + µy|| ≥ ||µy||

Dele�i relaciju (1) sa |λ| (|µ|) vidimo da se definicija ne�e promeniti ukoliko se jedan
od skalara λ ili µ izostavi. Tako�e lako se proverava da je u sluqaju Hilbertovog prostora
relacija (1) ekvivalentna sa

|λ|2 ||x||2 + 2Re λµ 〈x, y〉 ≥ 0,

xto onda za λ = 〈x, y〉, i µ = − ||x||2 postaje

| 〈x, y〉 |2 ||x||2 − 2 ||x||2 | 〈x, y〉 | ≥ 0,

a to povlaqi da je 〈x, y〉 = 0, to jest ortogonalnost u uobiqajenom smislu. Interesantno je,
me�utim, da u Banahovim prostorima ova relacija ne mora biti simetriqna, xto pokazuje
slede�i primer.

Primer 0.1. Posmatrajmo vektore x = (−1, 0) i y = (1, 1) u Banahovom prostoru C2, sa
max-normom. Tada je x ortogonalno na y, jer je

||λx + µy|| = ||(µ− λ, µ)|| = max{|µ− λ|, |µ|} ≥ |µ| = ||µy|| ,
ali y nije ortogonalan na x, jer za na primer λ = 2µ imamo

||λx + µy|| = max{|µ− 2µ|, |µ|} = |µ| < 2|µ| = |λ| = ||λx|| .

Pokaza�emo da normalno reprezentovani elementarni operatori, pod nekim uslovima posedu-
ju osobinu normalnih operatora da su jezgro i slika me�usobno ortogonalni, u ovom uopxtenom
smislu. Ova qiǌenica omogu�i�e nam da dobijemo neke interesantne posledice u idu�em
poglavǉu.

3. Teoreme tipa Faglida-Patnema. (Fuglede B., Putnam R.C.) Osnovni rezultat ovog tipa
je poznata teorema Faglida-Patnema:

Teorema 0.1. Ako su A i B normalni operatori i AX = XB, tada je A∗X = XB∗.
Dokaz. Iz pretpostavke da je AX = XB lako pomo�u indukcije dobijamo da za svaki prirodan

broj n va�i AnX = XBn. Mno�e�i zatim ovu jednakost sa λ
n
/n! i sumiraju�i od nule do

beskonaqno imamo eλAX = XeλB, za sve kompleksne brojeve λ. Dakle va�i eλAXe−λB = X.
Pomno�imo ovu jednakost sa leva sa e−λA∗ , i sa desna sa eλB∗ . Naravno u opxtem sluqaju nije
istina da je eλAe−λA∗ = eλA−λA∗ , ali to obezbe�uje komutativnost operatora λA i λA∗. Tako je

e2i Im λAXe−2i Im λB = e−λA∗XeλB∗ .
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Funkcija ϕ(λ) = e−λA∗XeλB∗ je analitiqka, i kako su operatori e2i Im λA i e−2i Im λB unitarni, to

va�i ||ϕ(λ)|| ≤
∣∣∣
∣∣∣e2i Im λA

∣∣∣
∣∣∣ ||X||

∣∣∣
∣∣∣e−2i Im λB

∣∣∣
∣∣∣ = ||X||, pa je ϕ i ograniqena. Prema teoremi Liuvila

onda sledi da je to konstantna funkcija. Dakle e−λA∗XeλB∗ = ϕ(0) = X, tj. XeλB∗ = eλA∗X.
Diferenciraǌem i zamenom λ = 0 dobijamo tra�enu jednakost. ¤

Dokaz koji je ovde izlo�en predlo�io je Rozenblum, pa se ova teorema qesto naziva i teorema
Faglid-Patnem-Rozenbluma.

Ova teorema se mo�e shvatiti i na slede�i naqin. Ako su A i B normalni operatori, tada
δA,B(X) = 0 povlaqi (δA,B)∗(X) = 0, to jest jezgro normalne derivacije δA,B i ǌene uopxtene
adjungovane derivacije (δA,B)∗ = δA∗,B∗ se poklapaju. Pitaǌe koje �emo razmotriti jeste uop-
xteǌe ove teoreme sa normalne derivacije na bilo koji normalno reprezentovan elementarni
operator. Naime, da li iz

∑n
j=1 AjXBj = 0 proizilazi

∑n
j=1 A∗jXB∗

j = 0, pod uslovom da su Aj i
Bj komutiraju�e familije normalnih operatora. Ispostavi�e se da takav rezultat u opxtem
sluqaju nije taqan, ali da se pod nekim dodatnim uslovima ipak mo�e dokazati.
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1. DEFINICIJE I OSNOVNI STAVOVI

Pre nego xto pre�emo na izlagaǌe rezultata, podseti�emo se nekih va�nijih definicija i
tvr�eǌa.

Najpre �emo definisati singularne brojeve kompaktnog operatora. Neka je A kompaktan
operator i A = UH ǌegovo polarno razlagaǌe, to jest H = (A∗A)1/2 ≥ 0, i U parcijalna
izometrija iz ran A∗ u ranA. Kako je H pozitivan i kompaktan to postoji ortonormiran sistem
vektora ϕj takav da je Hϕj = λj(H)ϕj, i va�i razlagaǌe H =

∑+∞
j=1 λj 〈 , ϕj〉ϕj. Naravno

pretpostavǉamo da je niz {λj} opadaju�i. Pomno�imo gorǌu jednakost sa leva sa U i imamo

A = UH =
+∞∑

j=1

λj 〈 , ϕj〉Uϕj .

Kako je U parcijalna izometrija, to je ψj = Uϕj tako�e ortonormiran sistem. Brojeve λj(H) =
λj

(
(A∗A)1/2

)
zovemo singularni brojevi operatora A, i oznaqavamo sa sj(A). Tako se A mo�e

razviti u takozvani Xmitov razvoj

A =
+∞∑

j=1

sj(A) 〈 , ϕj〉ψj .

Sada �emo definisati singularne brojeve proizvoǉnog ograniqenog operatora. Taqku λ
spektra samoadjungovanog operatora zovemo taqka esencijalnog spektra, ako je za sve ε > 0
EA(λ−ε, λ+ε)H beskonaqnodimenzionalan podprostor od H. To �e se, jasno, dogoditi ako i samo
ako je λ taqka neprekidnog spektra ili karakteristiqna vrednost beskonaqne vixestrukosti.
Za dati A ∈ B(H) definixemo broj s∞(A) kao supremum esencijalnog spektra operatora (A∗A)1/2.
Uzgred napomenimo da se mo�e pokazati da je s∞(A) u stvari jednak normi klase operatora A
u Kalkinovoj algebri B(H)/S∞.

U intervalu (s∞(A), +∞) dakle, imamo samo izolovane karakteristiqne vrednosti konaqne
vixestrukosti. Od tih taqaka raqunaju�i ǌihovu vixestrukost formira�emo opadaju�i niz.
Ako je taj niz beskonaqan, onda �emo po definiciji uzeti taj niz za niz {sj(A)}. Ukoliko je
pak konaqan, recimo du�ine N , onda �emo taj niz uzeti za sj(A), kad je 1 ≤ j ≤ N , a za j > N
stavi�emo sj(A) = s∞(A). U oba sluqaja je to opadaju�i niz koji konvergira ka s∞(A). U stvari
operator B = A− s∞(A)I −AP , gde je P = EA([0, s∞(A)]), je kompaktan i sj(A) = s∞(A) + sj(B).

Navodimo osobine singularnih brojeva. Dokaz prve teoreme je izostavǉen i mo�e se na�i u
[4] stranice 26–28.

Teorema 1.1. Za singularne brojeve va�i
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(i) sj(A) = sj(A∗)
(ii) sj(AB) ≤ ||A|| sj(B)

(iii) sj(AB) ≤ sj(A) ||B|| .

Teorema 1.2. Neka je A ∈ B(H) i ε > 0. Tada postoje B ∈ B(H) i ortonormiran sistem {ej} sa
osobinama

(i) ||B −A|| < ε
(ii) B∗B je dijagonalan

(iii) sj(B) = sj(A) za j = 1, 2, . . .
(iv) B∗Bej = sj(A)2ej.
Dokaz. Ako je A kompaktan mo�emo uzeti B = A. Zato pretpostavimo da A nije kompaktan.

Konstrukciju operatora B izvodimo na slede�i naqin. Uzmimo podelu 0 = α0 < α1 < · · · <
αn = s∞(A) intervala [0, s∞(A)] takvu da je maxi(αi+1−αi) < ε, i oznaqimo Hj = EA([αi, αi+1)H za
0 ≤ j ≤ n− 2, Hn−1 = EA([αn−1, αn])H, H∞ = EA((αn, +∞))H. Definixemo operator P sa P |H0 = 0,
P |Hj = αj+1IHj za 1 ≤ j ≤ n−1, P |H∞ = |A||H∞ , i stavimo B = UP , gde je U parcijalna izometrija
iz polarnog razlagaǌa operatora A. Ako je sj(A) > s∞(A), onda je ej odgovaraju�i sopstveni
vektor operatora (A∗A)1/2, a ako je sj(A) = s∞(A) za j > N onda uzmimo da je {ej}+∞j=N+1 neki
ortonormiran sistem iz prostora Hn−1. (Ovaj posledǌi sluqaj nastupa jedino kada je H∞
konaqnodimenzionalan). Dokazivaǌe osobina (i)-(iv) sada je stvar rutine.

Teorema 1.3. Za bilo koji sistem vektora x1, x2, . . . , xk va�i nejednakost

det [〈Axj , Axk〉]nj,k=1 ≤ s1(A)2s2(A)2 . . . sn(A)2 det [〈xj , xk〉]nj,k=1 .

Dokaz. Uzmimo operator B i ortonormiran sistem {ej} iz Teoreme 1.2. i imamo

〈Bxj , Bxk〉 = 〈B∗Bxj , xk〉 =
+∞∑

l=1

〈B∗Bxj , el〉 〈el, xk〉

=
+∞∑

l=1

s2
l 〈xj , el〉 〈el, xk〉 ,

to jest [〈Bxj , Bxk〉]nj,k=1 = BB∗, gde je B = [sj 〈xk, ej〉]nk=1
+∞
j=1. Sada je po Bine-Koxijevoj teoremi

linearne algebre

det [〈Bxj , Bxk〉]nj,k=1 =
∑

1≤l1≤···≤ln<+∞
B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
B

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)∗

≤s2
1s

2
2 . . . s2

n

∑

1≤l1≤···≤ln<+∞
C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)∗

=s2
1s

2
2 . . . s2

n det [〈xj , xk〉] ,

gde smo sa B
(

1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
, odnosno C

(
1 2 . . . n
l1 l2 . . . ln

)
oznaqili one minore, koji su do-

bijeni od l1, l2, . . . , ln-te kolone matrice B odnosno C = [〈xk, ej〉]nk=1
+∞
j=1.

Rezultat sada sledi na osnovu neprekidnosti determinante jer razlika ||B −A|| mo�e biti
proizvoǉno mala. ¤

Teorema 1.4. (Nejednakost Horna)
∏k

j=1 sj(AB) ≤ ∏k
j=1 sj(A)sj(B) za k = 1, 2, . . .

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme imamo, za svaki ortonormiran sistem {xj}:
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det [〈ABxi, ABxj〉]ki,j=1 ≤s2
1(A) . . . s2

k(A) det [〈Bxi, Bxj〉]ki,j=1

≤s2
1(A) . . . s2

k(A)s2
1(B) . . . s2

k(B) det [〈xi, xj〉]ki,j=1

=s2
1(A) . . . s2

k(A)s2
1(B) . . . s2

k(B).

Sada �emo na osnovu Teoreme 1.2. odabrati ortonormiran niz {xj}, tako da bude ispuǌe-
na nejednakost

∣∣∣∣(AB)∗ABxi − s2
i (AB)xi

∣∣∣∣ ≤ d/n2. U tom sluqaju �e norma razlike matrica
[〈ABxi, ABxj〉]ki,j=1 i diag(si(AB)) biti maǌa od d. A d �emo odabrati tako da razlika deter-
minanti bude maǌa ili jednaka od nekog unapred zadatog broja ε. To je mogu�e uraditi zbog
neprekidnosti determinante. Tako �e leva strana gorǌe nejednakosti biti ve�a ili jednaka
od s2

1(AB) . . . s2
k(AB)− ε. Teorema je ovime dokazana jer ε mo�e biti proizvoǉno malo. ¤

Sada �emo pre�i na pojam unitarno invarijantne norme. Neka je J neki dvostrani ideal
u B(H). Norma ||| ||| na J je unitarno invarijantna ako jednakost |||UAV ||| = |||A||| va�i za sve
unitarne operatore U i V iz B(H), i ako je |||A||| = ||A|| = s1(A) za svaki operator A ranga jedan.
Ispostavǉa se da svaka unitarno invarijantna norma zavisi iskǉuqivo od niza sj(A), i da
ima svoj prirodan domen u vidu nekog dvostranog ideala. (Podrazumeva se da je poznato da
nema netrivijalnih dvostranih ideala ve�ih od S∞, niti maǌih od ideala operatora konaqnog
ranga). U stvari, svaka unitarno invarijantna norma generisana je nekom funkcijom Φ na skupu
nizova, sa |||A||| = Φ(s1(A), s2(A), . . . ), koja zadovoǉava osobine

(i) Φ(s) > 0, za s 6= 0
(ii) Φ(αs) = |α|Φ(s)

(iii) Φ(s + t) ≤ Φ(s) + Φ(t)
(iv) Φ(ξ1, ξ2, . . . ) = Φ(|ξj1 |, |ξj2 |, . . . ) za svaku permutaciju k → jk prirodnih brojeva
(v) Φ(1, 0, 0, . . . ) = 1.
I obratno, svaka takva funkcija generixe neku unitarno invarijantnu normu. Ovakve funkci-

je zovemo simetriqne normiraju�e funkcije, a odgovaraju�e ideale simetriqno normirani ide-
ali.

Drugi uslov u definiciji unitarno invarijantne norme, koji je u stvari neki uslov nor-
malizacije, izjednaquje na operatorima ranga jedan dve osnovne norme, uniformnu i nuklear-
nu. Uniformna norma definisana na celom B(H) je u stvari uobiqajena operatorska norma
||A|| = sup||x||=1 ||Ax|| = s1(A) = maxj≥1 sj(A). Nuklearna norma je ||A||1 =

∑+∞
j=1 sj(A). ǋen priro-

dan domen je skup onih kompaktnih operatora za koje red
∑+∞

j=1 sj(A) konvergira. Taj skup
oznaqavamo sa S1 i zovemo ideal nuklearnih operatora. Me�u svim unitarno invarijantnim
normama nuklearna je najve�a, a uniformna najmaǌa, to jest za proizvoǉnu unitarno invar-
ijantnu normu va�i nejednakost ||X|| ≤ |||X||| ≤ ||X||1. Samim tim, uniformna norma generixe
najslabiju, a nuklearna najjaqu topologiju.

Skup S1 je va�an i iz drugih razloga. Naime, to je maksimalan skup operatora na kojem je
mogu�e definisati trag. Trag operatora A mo�e biti matriqni, to jest

∑+∞
j=1 〈Aϕj , ϕj〉, za neki

ortonormiran sistem {ϕj}, ili spektralni, zbir svih sopstvenih vrednosti. Osnovni rezultat
o tragovima qini teorema Lidskog, koja tvrdi da je za bilo koji nuklearan operator matriqni
trag konaqan, ne zavisi od izbora ortonormiranog sistema i da je jednak spektralnom tragu.
Na osnovu toga nije texko izvesti da je trag ograniqen linearan funkcional na prostoru S1,
i da mu je norma jednaka jedinici.

Izme�u nuklearne i uniformne norme mogu se interpolirati Xatenove (Schatten R.) p-norme

||A||p =
(∑+∞

j=1 sj(A)p
)1/p

qiji je prirodni domen Sp = {A ∈ S∞| ||A||p < +∞}. Me�u Sp idealima
posebno je interesantan S2 ideal Hilbert-Xmitovih operatora, jer se on mo�e na prirodan
naqin snabdeti skalarnim proizvodom. Naime za A, B ∈ S2 operator AB∗ pripada S1, pa
definicija 〈A,B〉 = tr(AB∗) ima smisla. Norma koja izvire iz ovako definisanog skalarnog
proizvoda je upravo Xatenova 2-norma. Sasvim oqekivan rezultat jeste dualnost izme�u Sp i
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Sq (1/p+1/q = 1). Svaki funkcional ϕ ∈ S∗
p jednoznaqno je generisan nekim operatorom Y ∈ Sq

na slede�i naqin, ϕ(X) = tr(XY ). Pri tome va�i ||ϕ||S∗p = ||Y ||Sq
. Pomo�u iste jednakosti

ostvaruje se izomorfizam izme�u S∗
1 i B(H).

Drugi vid interpolacije izme�u nuklearne i uniformne norme qine takozvane Ki Fanove
(Fan Ky) norme ||A||(k) =

∑k
j=1 sj(A). Za ǌihov domen mo�e se uzeti bilo S∞, bilo B(H). Znaqaj

ovih normi ogleda se u slede�em pravilu, koje je poznato pod imenom dominaciono svojstvo Ki
Fana.

Teorema 1.5. Da bi nejednakost |||A||| ≤ |||B||| va�ila za svaku unitarno invarijantnu normu
neophodno je i dovoǉno da je ||A||(k) ≤ ||B||(k) za k = 1, 2, . . .

Dokaz ove teoreme mogu�e je prona�i u [4], stranica 82.
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2. OCENE NORME

Neka su Aj, Bj ∈ B(H). Posmatrajmo operator E(X) =
∑n

j=1 AjXBj. U sluqaju E : B(H) →
B(H) imamo ||E(X)|| ≤

(∑n
j=1 ||Aj || ||Bj ||

)
||X||, to jest, kao operator na algebri B(H) E je uvek

ograniqen. Ukoliko je slika operatora E sadr�ana u nekom simetriqnom normiraju�em ide-
alu J tada je operator E posmatran kao operator qiji je domen B(H), a kodomen J, tako�e
uvek ograniqen. Ovo se mo�e pokazati pomo�u teoreme o zatvorenom grafiku. Naime, ako
(Xn, E(Xn)) → (X, Y ) u B(H) × J, tada ||Xn −X|| → 0, ali i ||E(Xn)− Y || ≤ |||E(Xn)− Y |||J → 0,
odakle sledi da E(Xn) te�i ka Y u prostoru B(H). Me�utim zbog ograniqenosti operatora E
(kao operatora koji preslikava B(H) u B(H)) E(Xn) te�i, u istom prostoru, i ka E(X). Zato
je Y = E(X). Tako operator E ima zatvoren grafik, i kako mu je domen Banahov prostor, to je
on ograniqen.

Dakle, ukoliko doka�emo da operator E ima sliku koja je sadr�ana u nekom idealu J, tada
je on automatski ograniqen (posmatran kao operator iz B(H) u J). Naravno pitaǌe ocene
norme takvog operatora nije time rexeno. Poqe�emo od jednog specijalnog sluqaja, taqnije
od takozvanog elementarnog mno�iteǉa MA,B(X) = AXB. Rezultat koji navodimo dokazali su
Fialkov (Fialkow L.) i Lebl (Loebl R.) u radu [3].

Teorema 2.1. Neka je J neki simetriqno normirani ideal, i neka je Φ odgovaraju�a simetriqna
normiraju�a funkcija. Tada je ran MA,B ⊂ J ako i samo ako je Φ(s(A) ◦ s(B)) < ∞, i jox je Φ(s(A) ◦
s(B)) = ||MA,B ||B(H)→J.

Dokaz. Doka�imo prvo smer ”ako”. Poznata Hornova nejednakost (Teorema 1.4.)
∏n

j=1 sj(AB) ≤∏n
j=1 sj(A)sj(B) posle logaritmovaǌa postaje

∑n
j=1 log sj(AB) ≤∑n

j=1 log sj(A)sj(B). Odavde se onda, kako je exp konveksna funkcija koja te�i nuli kada x te�i ka
minus beskonaqno dobija

∑n
j=1 sj(AB) ≤ ∑n

j=1 sj(A)sj(B) (videti Lemu II3.4. u [4]). Na taj naqin,
koriste�i Teoremu 1.1. imamo

∑n
j=1 sj(AXB) ≤ ∑n

j=1 sj(A)sj(XB) ≤ ∑n
j=1 sj(A)sj(B) ||X||. Pro-

laskom kroz ovu nejednakost funkcijom Φ dobi�emo |||AXB|||J = Φ(sj(AXB)) ≤ Φ(sj(A)◦sj(B)) ||X||.
Tako AXB ∈ J i ||MA,B ||B(H)→J ≤ Φ(sj(A) ◦ sj(B)).

Doka�imo sada suprotnu nejednakost. Time �emo u stvari dokazati drugi ”samo ako” deo
tvr�eǌa, jer ako je ran MA,B ⊂ J, tada je, kako smo pokazali ||MA,B ||B(H)→J < ∞. Razdvojimo dva
sluqaja.

(i) Pretpostavimo da mo�emo odabrati ortonormirane sisteme {ej} i {fj} takve da je |A|ej =
sj(A)ej i |B|fj = sj(B)fj, gde su A = U |A| i B = V |B| polarne dekompozicije operatora A
i B. (To se sigurno mo�e uraditi ukoliko su oba operatora A i B kompaktna.) Neka je
W parcijalna izometrija takva da je Wfj = ej (i time odmah W ∗ej = fj). Operator T =
W ∗U∗MA,B(WV ∗)P ∈ J, gde je P = Pspan(fj) ortoprojektor na prostor razapet vektorima fj. Me-
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�utim Tfj = W ∗U∗AWV ∗BPfj = W ∗|A|W |B|fj = sj(A)sj(B)fj, a to znaqi da je operator T poziti-
van, da su mu vektori fj sopstveni vektori, i najzad da je sj(T ) = sj(A)sj(B). Odavde proizilazi
da je Φ(sj(A) ◦ sj(B)) < ∞ i da je Φ(sj(A) ◦ sj(B)) = |||T |||J ≤ |||AWV ∗B|||J ≤ ||MA,B ||B(H)→J ||WV ∗|| =
||MA,B ||B(H)→J. Time je dokaz u ovom sluqaju zavrxen.

(ii) Pretpostavimo sada da ne mo�emo, kao u (i), odabrati pogodne ortonormirane sisteme.
Tada bar jedan od operatora A, B, na primer B nije kompaktan. Doka�imo najpre da postoji
beskonaqnodimenzionalan podprostor M i konstanta γ > 0 takva da je ||Bx|| ≥ γ ||x||, za sve
x ∈ M. U tom ciǉu pretpostavimo suprotno, da je za sve m ∈ N, skup vektora x ∈ H takvih da
je ||Bx|| ≥ (1/m) ||x||, oznaqimo ga sa Km, konaqnog ranga. Uzmimo sada proizvoǉan niz {xn} koji
slabo konvergira ka nuli, i koji nema jako konvergentan podniz. Dokaza�emo da {Bxn} jako te�i
ka nuli. Zaista u Kn nalazi se samo konaqno mnogo qlanova niza {xn}, jer bi u protivnom, zbog
lokalne kompaktnosti konaqnodimenzionalnih prostora, i ograniqenosti slabo konvergentnog
niza, sledilo da {xn} ima jako konvergentan podniz. Zato je za skoro sve qlanove niza {xn},
||Bxn|| < (1/m) ||xn|| ≤ (1/m)M , odakle jednostavno izlazi da ||Bxn|| → 0, pa je B kompaktan
suprotno pretpostavci.

B(M) je oqigledno zatvoren, pa postoji parcijalna izometrija V koja slika B(M) na H.
Operator VB je onda surjektivan, i time invertibilan sa desna, to jest postoji operator C,
koji je na osnovu teoreme o otvorenom preslikavaǌu ograniqen, takav da je VBC = I. Odavde
je A = AVBC ∈ J. Jasno, sada Φ(sj(A) ◦ sj(B)) ≤ ||B||Φ (sj(A)) < +∞. Na osnovu Teoreme
1.2. uoqimo niz operatora {Bk} i niz ortonormiranih sistema {e(k)

n }+∞1 tako da ||Bk −B|| → 0,
B∗

kBke
(k)
n = sn(B)2e(k)

n , sn(Bk) = sn(B) i |Bk| je dijagonalan. Operator |A| je ve� dijagonalan jer
je A ∈ J ⊂ S∞. Na osnovu prethodnog sluqaja je sada slika operatora MA,Bk

sadr�ana u J, i
va�i nejednakost

||MA,Bk
||B(H)→J ≥ Φ(sj(A) ◦ sj(Bk)) = Φ (sj(A) ◦ sj(B)) .

Rezultat sada sledi ako pustimo da k te�i ka beskonaqno jer je

||MA,Bk
−MA,B || = sup

||X||=1

|||AX(Bk −B)|||J ≤ |||A|||J ||Bk −B|| .

Dokaz je zavrxen. ¤

U nekim situacijama, xto �emo videti kasnije, opxti sluqaj se mo�e preneti na ovaj poseban,
koji je do kraja rexen. Me�utim generalno to nije mogu�e, xto pokazuje slede�i kontraprimer,
koji su naveli Fialkov i Lebl [3].

Primer 2.1. Neka su M = diag(1/
√

n)+∞n=1 i N = diag(1/n)+∞n=1 kompaktni pozitivni operatori,
i neka je daǉe

A1 =
[

M 0
0 N

]
; B1 =

[
N 0
0 M

]
; A2 =

[−M 0
0 0

]
; B2 =

[−N 0
0 M

]
.

Ako stavimo

X =
[

X11 X12

X21 X22

]
,

tada kratak raqun pokazuje da je

A1XB1 =
[

MX11N MX12M
NX21N NX22M

]
; A2XB2 =

[
MX11N −MX12M

0 0

]
;

E(X) = A1XB1 + A2XB2 =
[

2MX11N 0
NX21N NX22M

]
.

Sada se nije texko uveriti da E(X) ∈ S1 za svako X (svi blokovi u matriqnom predstavǉaǌu
jesu nuklearni prema prethodnoj teoremi), dok sabirci A1XB1 i A2XB2 ne pripadaju idealu
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S1 za pojedine X-ove, na primer za X =
[

0 I
0 0

]
. Tako se problem inkluzije E(X) ⊂ J ne mo�e

svesti sa zbira
∑n

j=1 AjXBj na sabirke AjXBj ∈ J za svako j. ¤

Interesantno je da operator E iz ovog primera mo�e biti realizovan i na drugi naqin:
E(X) = A′1XB′

1 + A′2XB′
2, gde su

A′1 =
[

0 0
0 N

]
B′

1 =
[

N 0
0 M

]
A′2 =

[
2M 0
0 0

]
B′

2 =
[

N 0
0 0

]

pri qemu su oba sabirka A′1XB′
1, A′2XB′

2 ∈ S1. Pitaǌe koje su postavili Fialkov i Lebl
glasi: da li za svaki elementarni operator E : B(H) → J postoje operatori A′j i B′

j takvi da je
E(X) =

∑n
j=1 A′jXB′

j, i da A′jXB′
j ∈ J za sve j izme�u 1 i n? Autoru nije poznato da li je ovaj

problem rexen.
Direktna posledica Teoreme 2.1. jeste slede�a ocena.

Posledica 2.1. Neka su {Aj}∞j=1 i {Bj}∞j=1 nizovi ograniqenih operatori takvi da red
∑∞

j=1 Φ(sk(Aj)◦
sk(Bj)) konvergira. Tada je operator E(X) =

∑∞
j=1 AjXBj ograniqen, posmatran kao operator koji

preslikava B(H) u J, i pri tome je ||E|| ≤ ∑∞
j=1 Φ(sk(Aj) ◦ sk(Bj))

Dokaz. Konvergencija reda
∑+∞

j=1 Φ(sk(Aj) ◦ sk(Bj)) oznaqava u stvari apsolutnu konvergenciju
reda

∑+∞
j=1 MAj ,Bj u Banahovom prostoru B(B(H), J), koji onda konvergira i obiqno to jest po

normi prostora B(B(H), J). Tim pre on konvergira u taqki X ∈ B(H). Posledǌa nejednakost je
onda nejednakost trougla u prostoru B(B(H), J). ¤

Sada �emo pre�i sa elementarnog mno�iteǉa na opxti sluqaj elementarnog operatora, iz
jednog drugog pravca. U tom ciǉu za familiju operatora {Aj} uvex�emo slede�e oznake,

(1) A =




∞∑

j=1

A∗jAj




1/2

; A∗ =




∞∑

j=1

A∗jAj




1/2

,

pod uslovom da redovi slabo konvergiraju, ili jako xto je ekvivalentno sa obzirom na to
da su mu qlanovi pozitivni. Poqe�emo sa jednom relativno jednostavnom lemom o ”deǉeǌu”
operatora.

Lema 2.1. Ukoliko redovi (1) konvergiraju onda postoje (jednoznaqno odre�eni) operatori A′j,
A′′j takvi da je Aj = A∗A′′j = A′jA, i da va�i

∑∞
j=1 A′∗j A′j = Pran A;

∑∞
j=1 A′′j A′′∗j = Pran A∗

Dokaz. Kako va�i nejednakost ||Ax||2 = 〈Ax, Ax〉 =
〈∑∞

j=1 A∗jAjx, x
〉

=
∑∞

j=1 ||Ajx||2, to za-

kǉuqujemo da za sve j va�i ||Ajx|| ≤ ||Ax||. Neka je h vektor iz ran A. Tada postoji niz vek-
tora {xn} takav da {Axn} te�i ka h. Niz {Axn} je onda Koxijev, a na osnovu nejednakosti
||Ajxn −Ajxm|| ≤ ||Axn −Axm|| zakǉuqujemo da je i niz {Ajxn} tako�e Koxijev, za svako j.
Stavimo A′jh = limn→+∞Ajxn, i poka�imo da ta vrednost ne zavisi od izbora niza {xn}. Zaista,
ako su nizovi {xn} i {yn} takvi da Axn → h i Ayn → h, tada je ||Ajxn −Ajyn|| ≤ ||Axn −Ayn|| → 0.
Na

(
ranA

)⊥
definixemo operator A′j nulom.

Poka�imo sada jednakost A′jA = Aj. Ako je x ∈ kerA, tada je A′jAx = 0 i Ajx = 0 (zbog ||Ajx|| ≤
||Ax||). Ako je, pak x ∈ ranA tada je Ax ∈ ranA, i jasno mo�emo uzeti konstantan niz xn = x u
definiciji operatora A′j, pa je A′jAx = Ajx, qime smo pokazali da je A′jA = Aj. Ostalo je jox da

doka�emo da je
∑∞

j=1 A′∗j A′j = Pran A. Prost raqun pokazuje da je A
(∑+∞

j=1 A′∗j A′j
)

A =
∑+∞

j=1 A∗jAj =

A2, odakle sledi da je
∑+∞

j=1 A′∗j A′jx = x za x ∈ ranA, a daǉe na osnovu neprekidnosti i za
x ∈ ranA. Za x ∈ kerA = (ranA)⊥ je po definiciji

∑+∞
j=1 A′∗j A′jx = 0. Tako je

∑+∞
j=1 A′∗j A′j = Pran A.
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Operatore A′′j zajedno sa navedenim osobinama dobijamo primeǌuju�i prethodno dokazani deo
tvr�eǌa na operatore A∗j umesto Aj. ¤

Pomo�u ove Leme (Joci� [5]) mogu�e je dokazati slede�e interesantno tvr�eǌe, odakle �emo
izvesti jednu drugu ocenu norme elementarnih operatora.

Teorema 2.2. Ako redovi

A∗ =




+∞∑

j=1

AjA
∗
j




1/2

; B =




+∞∑

j=1

B∗
j Bj




1/2

konvergiraju, onda za sve X ∈ B(H) postoji W ∈ B(H) takav da je
∑∞

j=1 AjXBj = A∗WB, pri qemu
je ||W || ≤ ||X||.

Dokaz. Imamo
∑∞

j=1 AjXBj =
∑∞

j=1 A∗A′′j XB′
jB = A∗

(∑∞
j=1 A′′j XB′

j

)
B. Za W �emo uzeti oper-

ator
∑∞

j=1 A′′j XB′
j i dokaza�emo da je ||W || ≤ ||X||. Za jediniqne vektore f i g va�i

|〈Wf, g〉| =
∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

〈
A′′j XB′

jf, g
〉
∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

〈
XB′

jf, A′′∗j g
〉
∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑

j=1

||X||
∣∣∣∣B′

jf
∣∣∣∣ ∣∣∣∣A′′∗j g

∣∣∣∣

≤ ||X||



∞∑

j=1

∣∣∣∣B′
jf

∣∣∣∣2



1/2 


∞∑

j=1

∣∣∣∣A′′∗j g
∣∣∣∣2




1/2

= ||X||



∞∑

j=1

〈
B′∗

j B′
jf, f

〉



1/2 


∞∑

j=1

〈
A′′j A′′∗j g, g

〉



1/2

= ||X|| 〈Pran Bf, f
〉1/2

〈
Pran A∗

g, g
〉1/2

≤ ||X|| .

Kroz ovu nejednakost pro�emo supremumom po svim f i g qija je norma jednaka 1, i zavrxili
smo dokaz. ¤

Kombinuju�i Teoremu 2.1. i Teoremu 2.2. dobijamo slede�u posledicu.
Posledica 2.2. Ukoliko je Φ(sj(A∗) ◦ sj(B)) < +∞ tada je

∑+∞
j=1 AjXBj ∈ JΦ za sve X ∈ B(H),

a za normu takvog preslikavaǌa va�i ocena

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
J

≤ Φ(sj(A∗) ◦ sj(B)) ||X|| ,

to jest

||E||B(H)→J ≤ Φ


sj




∞∑

j=1

AjA
∗
j




1/2

◦ sj




∞∑

j=1

B∗
j Bj




1/2

 .

U sluqaju da je Aj = B∗
j jednakost se mo�e dosti�i.
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Dokaz.
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣∑∞

j=1 AjXBj

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
J

= |||A∗WB||| ≤ Φ(sj(A∗) ◦ sj(B)) ||W || ≤ Φ(sj(A∗) ◦ sj(B)) ||X|| < ∞.

U sluqaju da je Bj = A∗j bi�e, najpre B = A∗, i tada uzimaju�i X = I imamo |||E(I)||| =∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣∑∞

j=1 AjA
∗
j

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ = Φ

(
sj(A2

∗)
)

= Φ (sj(A∗) ◦ sj(B)) . ¤

Napomena 2.1. Rezultat Posledice 2.2. mo�e se, u specijalnom sluqaju kada je X = I na�i
i u [2], Teorema IX5.11. Doduxe dokaz je tu izveden samo u konaqnodimenzionalnom sluqaju.
Jox jedan alternativni dokaz Posledice 2.2. mo�e se izvesti na slede�i naqin. Posmatramo
operatore A, B i X na prostoru H⊕ H⊕ · · · ⊕ H definisane sa

A =




A1 A2 . . . An

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


 ; B =




B1 0 . . . 0
B2 0 . . . 0
...

...
. . .

...
Bn 0 . . . 0


 ; X =




X 0 . . . 0
0 X . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . X


 .

Lako se proverava da va�i sk(A) = sk(A∗), sk(B) = sk(B), ||X|| = ||X||, kao i da je

AXB =




∑n
j=1 AjXBj 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


 .

Odatle lako izvodimo niz nejednakosti

N∑

k=1

sk




n∑

j=1

AjXBj


 =

N∑

k=1

sk(AXB) ≤
N∑

k=1

sk(A)sk(X)sk(B) ≤
N∑

k=1

sk(A∗)sk(B) ||X|| ,

na osnovu kojih mo�emo da izvedemo zakǉuqak Posledice 2.2. koriste�i Ki Fanovo dominaciono
svojstvo.

Napomena 2.2. Mada je ocena norme iz Posledice 2.2. u pojedinim situacijama taqna (to jest
va�i jednakost), u drugim je opet grubo neprecizna. Naime posmatraju�i samoadjungovane op-

eratore A′1, A′2, B′
1, B′

2 iz Primera 2.1. konstatujemo da je Φ
(
sj

(√
A′21 + A′22

)
◦ sj

(√
B′2

1 + B′2
2

))
=

∞, dok je Φ(sj(A′1) ◦ sj(B′
1))+Φ (sj(A′2) ◦ sj(B′

2)) < ∞, gde je za Φ uzeta funkcija koja definixe S1,
to jest Φ(sj(A)) =

∑+∞
j=1 sj(A). Tako u ovom sluqaju smisleniju ocenu daje Posledica 2.1. nego

Posledica 2.2. Razlog za ovako nexto sastoji se u tome xto sume oblika
∑∞

j=1 AjA
∗
j , odnosno∑∞

j=1 B∗
j Bj ”ne vide” skra�ivaǌa.

Izvex�emo i jednu ocenu norme elementarnog operatora, qiji je domen Sp, a kodomen proizvol-
jan simetriqno normiran ideal J. Pre nego xto je formulixemo navex�emo, bez dokaza, dve
leme. Prva od ǌih je, u stvari, Teorema IV 1.6. iz [2], a druga je Teorema 2.1. iz [5].

Lema 2.2. (Uopxtena Helderova nejednakost) Neka je Φ proizvoǉna simetriqna normiraju�a
funkcija, i {xj} i {yj} proizvoǉni pozitivni opadaju�i nizovi. Tada je

Φ(xj ◦ yj) ≤ Φ(xp
j )

1/pΦ(yq
j )1/q,

pri qemu je 1/p + 1/q = 1.

Lema 2.3. Za proizvoǉne ograniqene operatore X, An, Bn (n = 1, 2, . . . ) va�i nejednakost

(2)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

≤
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∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




+∞∑
n=1

A∗n

(
+∞∑
n=1

AnA∗n

)p−1

An




1/2p

X




+∞∑
n=1

Bn

(
+∞∑
n=1

B∗
nBn

)p−1

B∗
n




1/2p
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
p

.

Na osnovu ove dve leme mogu�e je dokazati slede�u teoremu.

Teorema 2.3. Za normu operatora E : Sp → J datog sa E(X) =
∑+∞

n=1 AnXBn, gde su An i Bn

fiksirani operatori iz B(H), va�i ocena

||E||Sp→J ≤
∣∣∣
∣∣∣A1/p

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣B1/p
∗

∣∣∣
∣∣∣ Φ(sk(A∗) ◦ sk(B))1/q,

gde Φ oznaqava simetriqnu normiraju�u funkciju koja generixe normu || ||J, i gde brojevi p i q
zadovoǉavaju relaciju 1/p + 1/q = 1.

Dokaz. U dokazu koristimo oznake iz Leme 2.1. Imamo

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
J

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣A
1−1/p
∗

(
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

)
B1−1/p

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
J

=Φ

(
sk

(
A

1/q
∗

(
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

)
B1/q

))

≤Φ

(
sk

(
A

1/q
∗

)
◦ sk

(
B1/q

)
◦ sk

(
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

))

≤Φ
(
sk

(
A

1/q
∗

)q

◦ sk

(
B1/q

)q)1/q

Φ

(
sk

(
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

)p)1/p

≤Φ(sk(A∗) ◦ sk(B))1/q

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

.

Pri izvo�eǌu ovih nejednakosti koristili smo redom, nejednakost Horna kombinovanu sa Ki
Fanovim dominacionim svojstvom, zatim uopxtenu Helderovu nejednakost, i najzad qiǌenicu
da je uvek Φ(xj) ≤

∑+∞
j=1 xj. Me�utim imaju�i u vidu (2) va�i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nXB′

nB1/p

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
p

≤
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≤

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




+∞∑
n=1

A′′∗n A
1/p
∗

(
+∞∑
n=1

A
1/p
∗ A′′nA′′∗n A

1/p
∗

)p−1

A
1/p
∗ A′′n




1/2p

X




+∞∑
n=1

B′
nB1/p

(
+∞∑
n=1

B1/pB′∗
n B′

nB1/p

)p−1

B1/pB′∗
n




1/2p
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

(
+∞∑
n=1

A′′∗n A
1/p
∗

(
A

2/p
∗

)p−1

A
1/p
∗ A′′n

)1/2p

X

(
+∞∑
n=1

B′
nB1/p

(
B2/p

)p−1

B1/pB′∗
n

)1/2p
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

(
+∞∑
n=1

A′′∗n A∗A∗A′′n

)1/2p

X

(
+∞∑
n=1

B′
nBBB′∗

n

)1/2p
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

(
+∞∑
n=1

A∗nAn

)1/2p

X

(
+∞∑
n=1

BnB∗
n

)1/2p
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
p

=
∣∣∣
∣∣∣A1/pXB

1/p
∗

∣∣∣
∣∣∣
p
≤

∣∣∣
∣∣∣A1/p

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣B1/p
∗

∣∣∣
∣∣∣ ||X||p .

Odatle imamo
∣∣∣
∣∣∣∑+∞

n=1 AnXBn

∣∣∣
∣∣∣
J
≤ Φ(sk(A∗) ◦ sk(B))1/q

∣∣∣∣A1/p
∣∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣B1/p
∗

∣∣∣
∣∣∣ ||X||p, to jest ||E||Sp→J ≤

Φ(sk(A∗) ◦ sk(B))1/q
∣∣∣∣A1/p

∣∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣B1/p
∗

∣∣∣
∣∣∣. Teorema je dokazana. ¤

Sada �emo se baviti operatorom E(X) =
∑

AjXBj posmatranim kao E : J → J. Ukoliko je
suma konaqna, onda uvek iz pretpostavke da X ∈ J sledi E(X) ∈ J, i takav operator je uvek

ograniqen. Naime va�i
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣∑N

j=1 AjXBj

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≤

(∑N
j=1 ||Aj || ||Bj ||

)
|||X|||. Naravno, isti zakǉuqak va�i

i u sluqaju beskonaqne sume pod uslovom da red
∑ ||Aj || ||Bj || konvergira. Mi �emo pokuxati

da dobijemo boǉu ocenu izra�enu pomo�u operatora

(3) A =




+∞∑

j=1

A∗jAj




1/2

B∗ =




+∞∑

j=1

BjB
∗
j




1/2

.

Konvergencija redova koji definixu operatore A i B∗ je u neku ruku prirodna. To mo�emo
videti na slede�i naqin. Najmaǌe xto mo�emo da tra�imo jeste da red

∑+∞
j=1 AjXBj konvergira

po normi ideala J (a to �e re�i da E jako konvergira) za najjednostavnije operatore, to jest
za operatore ranga jedan. Me�utim za X = 〈 , f〉 g imamo

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

M∑

j=N+1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

M∑

j=N+1

Aj 〈 , f〉 gBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

M∑

j=N+1

〈
, B∗

j f
〉
Ajg

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
(4)

≤
M∑

j=N+1

∣∣∣∣B∗
j f

∣∣∣∣ ||Ajg|| ≤



M∑

j=N+1

∣∣∣∣B∗
j f

∣∣∣∣2



1/2 


M∑

j=N+1

||Ajg||2



1/2

=




M∑

j=N+1

〈
BjB

∗
j f, f

〉



1/2 


M∑

j=N+1

〈
A∗jAjg, g

〉



1/2

,
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pa �e niz parcijalnih suma reda
∑+∞

j=1 Aj 〈 , f〉 gBj biti Koxijev pod pretpostavkom da redovi
(3) slabo konvergiraju.

Ali pre toga poka�imo par interpolacionih rezultata. Poznato je da se sve unitarno
invarijantne norme nalaze izme�u uniformne (najmaǌe) i nuklearne (najve�e). Ovu qiǌenicu,
primeni�emo u slede�oj interpolacionoj teoremi, qiji dokaz prenosimo iz Joci�evog rada [6].

Teorema 2.4. Ako za neku konstantu K i sve X ∈ B(H) va�i

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1

≤ K ||X||1 ,i

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≤ K ||X|| ,

onda i za svaku unitarno invarijantnu normu, i sve X ∈ B(H) va�i

(5)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≤ K |||X||| .

Dokaz. Zbog Ki Fanovog dominacionog svojstva, dovoǉno je nejednakost (5) dokazati samo u
sluqaju Ki Fanovih normi. Neka je X proizvoǉan kompaktan operator i X =

∑+∞
j=1 sj(X) 〈 , ej〉 fj

ǌegov Xmitov razvoj. Za k ≥ 2 uvedimo operatore Z i V sa Z =
∑k−1

j=1 (sj(X)− sj+1(X))
(∑j

i=1 〈 , ei〉 fi

)
,

V = sk(X)
∑k

j=1 〈 , ej〉 fj +
∑+∞

j=k+1 sj(X) 〈 , ej〉 fj, i ima�emo

Z + V =
k−1∑

j=1

j∑

i=1

(sj(X)− sj+1(X)) 〈 , ei〉 fi + sk(X)
k∑

j=1

〈 , ej〉 fj +
+∞∑

j=k+1

sj(X) 〈 , ej〉 fj

=
k−1∑

i=1




k−1∑

j=i

sj(X)− sj+1(X)


 〈 , ei〉 fi + sk(X)

k∑

j=1

〈 , ej〉 fj +
+∞∑

j=k+1

sj(X) 〈 , ej〉 fj

=
k−1∑

i=1

(si(X)− sk(X)) 〈 , ei〉 fi + sk(X)
k∑

j=1

〈 , ej〉 fj +
+∞∑

j=k+1

sj(X) 〈 , ej〉 fj

=
k∑

j=1

(sj(X)− sk(X) + sk(X)) 〈 , ej〉 fj +
+∞∑

j=k+1

sj(X) 〈 , ej〉 fj

=X.

Po definiciji operatora Z i V je s1(V ) = s2(V ) = . . . sk(V ) = sk(X) i sj(V ) = sj(X) za j ≥ k i
si(Z) =

∑k−1
i=j (sj(X)− sj+1(X)), pa imamo
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∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

AnXBn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(k)

≤
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

AnZBn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(k)

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

AnV Bn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(k)

≤K ||Z||(k) + k

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

AnV Bn

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞

≤K ||Z||1 + kK ||V ||∞

≤K




k−1∑

j=1

(sj(X)− sj+1(X))
j∑

i=1

||〈 , ei〉 fi||1 + ksk(X)




≤K




k−1∑

j=1

j (sj(X)− sj+1(X)) + ksk(X)




=K

k∑

j=1

sj(X) = K ||X||(k) ,

xto je i trebalo dokazati. ¤

Koriste�i dualnost izme�u S1 i B(H) u stvari mo�emo sve ocene izvesti iz ocene za uni-
formnu normu.

Lema 2.4. Ako za neku konstantu K i sve X ∈ B(H) va�i
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ K ||X||∞ ,

tada za sve X ∈ B(H), i za isto K va�i
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

BjXAj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1

≤ K ||X||1 .

Dokaz. Ako X /∈ S1 nemamo xta da dokazujemo, pa zato pretpostavimo X ∈ S1. U tom sluqaju
je

∑N
j=1 BjXAj ∈ S1. Za Y ∈ B(H) oznaqimo sa ϕY odgovaraju�i funkcional iz S∗

1, i bi�e

∣∣∣∣∣∣
ϕY




N∑

j=1

BjXAj




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
tr




N∑

j=1

BjXAjY
∗




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

tr(BjXAjY
∗)

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

tr(XAjY
∗Bj)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
tr


X

N∑

j=1

AjY
∗Bj




∣∣∣∣∣∣

≤ ||X||1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjY
∗Bj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ ||X||1 K ||Y ∗||

= ||X||1 K ||ϕY || .

Uzmimo sada u gorǌoj nejednakosti supremum po svim ϕY ∈ S∗
1 qija je norma maǌa ili jednaka

od jedan i dobijamo tvr�eǌe leme. ¤
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Koriste�i poznati rezultat za uniformnu normu, sada smo u mogu�nosti da doka�emo slede�u
ocenu za bilo koju unitarno invarijantnu normu.

Teorema 2.5. Pretpostavimo da redovi

A =




+∞∑

j=1

A∗jAj




1/2

; A∗ =




+∞∑

j=1

AjA
∗
j




1/2

;

(6) B =




+∞∑

j=1

B∗
j Bj




1/2

; B∗ =




+∞∑

j=1

BjB
∗
j




1/2

slabo konvergiraju. Tada X ∈ J povlaqi
∑+∞

j=1 AjXBj ∈ J, i va�i nejednakost

(7)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≤ max{||A∗|| ||B|| , ||A|| ||B∗||} |||X||| .

Dokaz. Stavimo M = max{||A∗|| ||B|| , ||A|| ||B∗||}. Ako u Posledici 2.2. uzmemo da je Φ = max,
funkcija koja generixe uniformnu normu, dobijamo nejednakost

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

j=1

AjA
∗
j




1/2
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

j=1

B∗
j Bj




1/2
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
||X|| ≤ ||A∗|| ||B|| ||X|| ≤ M ||X|| ,

a odavde prema Lemi 2.4.

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
1

≤

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

j=1

BjB
∗
j




1/2
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

j=1

A∗jAj




1/2
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
1

||X||1 ≤ ||A|| ||B∗|| ||X||1 ≤ M ||X||1 .

Prema Teoremi 2.4. onda i u svakoj unitarno invarijantnoj normi va�i nejednakost

(8)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≤ M |||X||| .

Pre�imo sada na beskonaqne sume. Slaba konvergencija redova (6) u stvari znaqi da za
sve f ∈ H redovi

∑+∞
j=1 ||Ajf ||2;

∑+∞
j=1

∣∣∣∣A∗jf
∣∣∣∣2; ∑+∞

j=1 ||Bjf ||2;
∑+∞

j=1

∣∣∣∣B∗
j f

∣∣∣∣2 konvergiraju. Niz

operatora EN : J → J, dat sa EN (X) =
∑N

j=1 AjXBj ima ograniqen niz normi jer je zbog (8)
||EN ||J→J ≤ M za sve N . Daǉe za X = 〈 , f〉 g (proizvoǉan operator ranga jedan), niz EN (X) je
Koxijev na osnovu nejednakosti (4). Sada mo�emo prema principu konvergencije zakǉuqiti da
niz EN jako konvergira ka operatoru E (tj. da red

∑+∞
j=1 AjXBj konvergira po normi ideala J),

doduxe samo ukoliko je skup operatora konaqnog ranga svuda gust u J. Me�utim to je dovoǉno,
jer su bax takvi ideali S

(k)
∞ , kompaktnih operatora snabdeveni Ki Fanovom normom. Tako je

nejednakost (7) taqna na osnovu Ki Fanovog dominacionog svojstva. ¤

Napomena 2.3. Ukoliko su svi operatori Aj, Bj normalni, u tom sluqaju je A = A∗, B = B∗,

pa nejednakost (7) poprima jednostavniji oblik
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣∑+∞

j=1 AjXBj

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≤ ||A|| ||B|| |||X||| za svaku unitarno

invarijantnu normu. Po�eǉno bi bilo da poboǉxamo ocenu (7) dokazuju�i nejednakost
17



(9)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=1

AjXBj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ ||A|| ||B∗|| ||X|| ,

xto bi onda koriste�i Lemu 2.4. i Teoremu 2.4. zamenilo max sa min u oceni (7). Na�alost, tako
nexto nije mogu�e, to jest nekomutativnost operatora Aj, A∗j odnosno Bj, B∗

j je esencijalna.
Da je zaista tako uveri�e nas slede�i primer.

Primer 2.2. Neka je e0, e1, e2, . . . proizvoǉan ortonormiran sistem u H, i neka je Aj =
ξj 〈 , ej〉 e0, Bj = ξj 〈 , e0〉 ej, X = I, Y = 〈 , e0〉 e0. Niz ξj �emo odabrati tako da broj c =(∑+∞

j=1 ξ2
j

)1/2

bude konaqan.

U tom sluqaju je A∗j = ξj 〈 , e0〉 ej, i B∗
j = ξj 〈 , ej〉 e0, xto se lako da proveriti, i prema

tome

A =




+∞∑

j=1

A∗jAj




1/2

=




+∞∑

j=1

ξj 〈 , e0〉 ejξj 〈 , ej〉 e0




1/2

=




+∞∑

j=1

ξ2
j 〈 , ej〉 ej




1/2

= B∗

B =




+∞∑

j=1

B∗
j Bj




1/2

=




+∞∑

j=1

ξj 〈 , ej〉 e0ξj 〈 , e0〉 ej




1/2

=




+∞∑

j=1

ξ2
j 〈 , e0〉 e0




1/2

= c 〈 , e0〉 e0 = A∗

+∞∑

j=1

AjXBj =
+∞∑

j=1

ξj 〈 , ej〉 e0ξj 〈 , e0〉 ej =
+∞∑

j=1

ξ2
j 〈 , e0〉 e0 = c2 〈 , e0〉 e0.

Tako bi nejednakost (9) u ovom sluqaju postala c2 ≤ ξ2
1 , xto je netaqno. Sliqnim putem

mo�emo dobiti da je
∣∣∣
∣∣∣∑+∞

j=1 BjY Aj

∣∣∣
∣∣∣
1

=
∣∣∣
∣∣∣∑+∞

j=1 ξ2
j 〈 , ei〉 ei

∣∣∣
∣∣∣
1

= c2, dok je ||B∗|| ||A|| ||Y ||1 = ξ2
1 . I

vixe od toga, nikakva konstanta ve�a od jedinice ne mo�e da ”izvadi stvar” u nejednakosti
(9), jer odnos brojeva c2 i ξ2

1 mo�e biti proizvoǉno veliki.
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3. GEOMETRIJSKA SVOJSTVA

Zadr�a�emo se na dva geometrijska svojstva elementarnih operatora. Prvo je ortogonalnost
slike i jezgra, koju pojedini normalno reprezentovani elementarni operatori nasle�uju od
normalnih operatora. Drugo svojstvo je, u stvari, numeriqka karakteristika, takozvani uspon
operatora E u oznaci ascE. Uspon jeste najmaǌi prirodan broj n takav da je kerEn = ker En+1.
Ukoliko takvog prirodnog broja nema ka�emo da je uspon operatora E beskonaqan. Jasno, ako
je ascE = 0, onda je kerE = ker I = {0}, pa je takav operator 1-1. Ako je asc E = 1 onda slika i
jezgro takvog operatora imaju trivijalan presek. Zaista, iz Y ∈ ran E ∩ kerE sledi Y = E(X),
za neko X i E(Y ) = 0, to jest E(E(X)) = 0. Odavde je X ∈ kerE2 = ker E, pa je Y = E(X) = 0.

Prvi rezultat u ovom pravcu pripada Andersonu (Anderson J.) [1], i odnosi se na normalne
derivacije.

Teorema 3.1. Ako je operator T izometrija ili normalan, onda iz TS = ST proizilazi
||TX −XT + S|| ≥ ||S||.

Dokaz ove teoreme izvex�emo u nekoliko koraka, a bi�e nam potrebna i jedna lema.

Lema 3.1. Neka su P1, P2, . . . , Pn me�usobno ortogonalni ortoprojektori (u stvari bitno je
jedino da va�i PiPj = dijPi), i neka su λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn n-torke razliqitih, ne nula,
kompleksnih brojeva, Q1 =

∑n
i=1 λiPi i Q2 =

∑n
i=1 µiPi. Tada se slike preslikavaǌa ∆Q1(X) =

Q1X −XQ1 i ∆Q2(X) = Q2X −XQ2 poklapaju.
Dokaz. Stavimo P0 = I −∑n

j=1 Pj. Lako proveravamo da va�i P 2
0 = P0, i P0Pj = PjP0 = 0 za

j > 0. Ako uzmemo λ0 = µ0 = 0, tada imamo Q1 =
∑n

j=0 λjPj i Q2 =
∑n

j=0 µjPj i onda va�i

∆Q1(X) = Q1XI − IXQ1 =

(
n∑

i=0

λiPi

)
X




n∑

j=0

Pj


−

(
n∑

i=0

Pi

)
X




n∑

j=0

λjPj




=
n∑

i,j=0

(λi − λj)PiXPj ,

i sliqno

∆Q2(X) =
n∑

i,j=0

(µi − µj)PiXPj

Odavde sledi tvr�eǌe, jer je λi − λj 6= 0, µi − µj 6= 0 za i 6= j. ¤
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Dokaz Teoreme 3.1. Neka je najpre T izometrija. Ako je ST = TS lako se proverava da va�i

−nTn−1S = TnX −XTn −
n−1∑

i=0

Tn−1−i(TX −XT + S)T i.

Ako uzmemo normu leve i desne strane dobijamo

n ||S|| = n
∣∣∣∣Tn−1S

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣T
nX −XTn −

n−1∑

i=0

Tn−1−i(TX −XT + S)T i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

≤ ||TnX||+ ||XTn||+
n−1∑

i=0

∣∣∣∣Tn−1(TX −XT + S)T i
∣∣∣∣

≤2 ||X||+ n ||TX −XT + S|| ,

to jest

||S|| ≤ 2
n
||X||+ ||TX −XT + S|| .

Prelaskom na limes kada n te�i ka beskonaqno, dobijamo tra�enu nejednakost.
Neka je sada T samoadjungovan operator i U = (T − iI)(T + iI)−1 ǌegova Kejlijeva transfor-

macija. Poznato je ([12] strana 101) da je U unitaran operator, qiji spektar ne sadr�i taqku 1
(i prema tome izometriqan), i da je T = i(I +U)(I−U)−1, kao i da operatori T i U komutiraju.
Raqunamo:

∆T (X) =(T − iI)X −X(T − iI) = U(T + iI)X −X(T + iI)U

=U(T + iI)X − (T + iI)XU + (T + iI)XU −X(T + iI)U

=∆U ((T + iI)X) + ∆T (XU),

to jest
∆T (X(I − U)) = ∆U ((T + iI)X).

Kako su oba operatora I − U , i T + iI invertibilna, zakǉuqujemo da operatori ∆T i ∆U

imaju istu sliku. Me�utim imaju i isto jezgro, jer kako se mogu napisati jedan kao funkcija
od drugog, to iz TS = ST sledi US = SU i obrnuto. Sada rezultat sledi na osnovu prethodnog
sluqaja.

Neka je sada T normalan operator. Prema spektralnoj teoremi T se mo�e predstaviti kao
uniformni limes operatora oblika

∑n
i=1 λiE(di), gde su svi λi razliqiti i di disjunktni pod-

skupovi spektra operatora T . Zbog toga je dovoǉno dokazati nejednakost
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

(
n∑

i=1

λiE(di)

)
X −X

(
n∑

i=1

λiE(di)

)
+ S

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≥ ||S|| .

Me�utim zbog Leme 3.1. skalare λi mogu�e je zameniti nekim razliqitim realnim brojevima
µi, a ST = TS povlaqi da S komutira sa svim spektralnim projektorima, to jest sa svim E(di).
Rezultat sada sledi jer je operator

∑n
i=1 µiE(di) samoadjungovan. ¤

Prethodna teorema Andersona oznaqava da je slika operatora ∆T : B(H) → B(H) datog sa
∆T (X) = TX −XT , ortogonalna na ǌegovo jezgro, u smislu definicije date u uvodu. Ovu teo-
remu je uopxtio Kitaneh [8] (Kittaneh F.), posmatraju�i operatore ∆T : J → J. Drugim reqima
Kitaneh je uniformnu normu u teoremi Andersona zamenio proizvoǉnom unitarno invarijant-
nom normom.
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Teorema 3.2. Neka je T normalan operator i TS = ST . Tada TX − XT + S ∈ J povlaqi
|||TX −XT + S||| ≥ |||S||| u svakoj unitarno invarijantnoj normi. Drugim reqima, ran∆T je ortogo-
nalan na ker∆T u svakom simetriqnom normiraju�em idealu J.

Dokaz. Razmotrimo najpre sluqaj, kada se spektar operatora T sastoji samo od sopstvenih
vrednosti. Sopstveni podprostori normalnog operatora su me�usobno ortogonalni i razapiǌu
qitav prostor, pa je prema tome H = ⊕+∞

i=1 ker (T − λiI). U takvoj dekompoziciji predstavimo
operatore T , S i X matricama:

T =




λ1I 0 . . .
0 λ2I . . .
...

...
. . .


 ; S =




S11 S12 . . .
S21 S22 . . .
...

...
. . .


 ; X =




X11 X12 . . .
X21 X22 . . .
...

...
. . .




Iz pretpostavke da je TS = ST proizilazi da sopstveni podprostori operatora T razla�u
S, a to �e re�i da je Sij = 0 za i 6= j. Daǉe prostim raqunom dobijamo

TX −XT + S =




S11 ∗
S22

∗ . . .


 .

Sada koriste�i Teoremu III4.2. iz [4] o ”pinqing” operatoru imamo:

|||TX −XT + S||| =
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣




S11 ∗
S22

∗ . . .




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣




S11 0
S22

0
. . .




∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
= |||S||| .

Razmotrimo sada opxti sluqaj. Neka je H1 = ⊕+∞
j=1 ker (T − λjI), gde su λj razliqite sopstvene

vrednosti operatora T i H2 = HªH1. U odnosu na razlagaǌe H = H1⊕H2, predstavimo operatore
T , S i X operatornim dva puta dva matricama:

T =
[

T1 0
0 T2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]
.

S obzirom da je TS = ST , potprostor H1 je invarijantan za S, a po teoremi Faglida-Patnema
je i TS∗ = S∗T , pa je H1 invarijantan i za S∗, to jest H1 razla�e S. Tako je S12 = 0 i S21 = 0.
Dokaza�emo da je S22 tako�e jednako nuli. U tu svrhu poslu�i�e nam rezultat koji ka�e da
je svaka C∗-algebra izomorfna nekoj podalgebri algebre ograniqenih linearnih operatora na
nekom Hilbertovom prostoru.

Iz pretpostavke da je ∆T (X) + S ∈ S∞ proizilazi da je u stvari ∆T (X) + S = 0 u poznatoj
Kalkinovoj C∗-algebri B(H)/S∞. Kada primenimo Teoremu 3.1. na B(H)/S∞, kao podalgebru
od B(Ĥ) dobijamo S = 0 u B(H)/S∞, to jest S ∈ S∞, pa je time i S22 = PH2SPH2 ∈ S∞. Kako je
T2S

∗
22S22 = S∗22S22T2 i T2 nema ne nula sopstvenih vrednosti, nema ih ni S∗22S22. Znaqi S∗22S22 je

kompaktan samoadjungovan operator koji nema ne nula sopstvenih vrednosti, a jedini takav je
0. Dakle S∗22S22 = 0, to jest S22 = 0.

Sada se dokaz jednostavno zavrxava, jer koriste�i dokazan specijalan sluqaj imamo:

|||TX −XT + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

T1X11 −X11T1 + S11 ∗
∗ ∗

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≥ |||T1X11 −X11T1 + S11||| ≥ |||S11||| = |||S||| ,

qime je teorema u potpunosti dokazana. ¤

Ova teorema, dakle, uopxtava teoremu Andersona, tako xto proxiruje klasu normi. Slede-
�ih nekoliko teorema (Keqki� [7]) proxiruje klasu operatora.

Teorema 3.3. Neka su A i B komutiraju�i normalni operatori, takvi da je A∗A+B∗B > 0 (to
jest kerA ∩ kerB = {0}). Tada ukoliko je ASB = BSA, onda je
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|||AXB −BXA + S||| ≥ |||S||| ,
u svakoj unitarno invarijantnoj normi. Drugim reqima slika operatora E(X) = AXB − BXA
ortogonalna je na ǌegovo jezgro.

Dokaz. Dokaz �emo sprovesti u tri koraka.
(i) Neka je prvo B invertibilan, to jest B ∈ B(H). Tada ASB = BSA i AB = BA povlaqe

AB−1S = SAB−1, i imamo prema Teoremi 3.2., primeǌenoj na operatore AB−1, S, BXB

|||AXB −BXA + S||| = ∣∣∣∣∣∣AB−1(BXB)− (BXB)AB−1 + S
∣∣∣∣∣∣ ≥ |||S||| .

(ii) Neka je sada B ”1− 1” operator. Neka je ∆n = {z ∈ C | |z| ≤ 1/n} i Pn = I −EB(∆n), gde je
EB(∆n) odgovaraju�i spektralni projektor. Niz Pn je, jasno, rastu�i niz projektora, i on jako
konvergira ka projektoru na minimalni podprostor, koji sadr�i slike svih projektora Pn, a
to �e re�i ka I − EB({0}), xto je u stvari I, zbog toga xto je B ”1 − 1”. Time niz operatora
PnSPn jako (a dovoǉno je i slabo) konvergira ka S. Kako A i B komutiraju i pri tome su
normalni, to PnH razla�e A. Tako, u odnosu na razlagaǌe H = PnH⊕ (I − Pn)H imamo

B =
[

B
(n)
1 0
0 B

(n)
2

]
; A =

[
A

(n)
1 0
0 A

(n)
2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]
,

pri qemu je B
(n)
1 invertibilan, xto se lako vidi, jer mu spektar ne sadr�i disk ∆n. Sada je

prema prethodnom sluqaju

|||AXB −BXA + S||| ≥ |||Pn(AXB −BXA + S)Pn||| =∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣A(n)

1 X11B
(n)
1 −B

(n)
1 X11A

(n)
1 + S11

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ ≥ |||S11||| = |||PnSPn||| .

Uzimaju�i supremum imamo supn |||PnSPn||| < +∞, i PnSPn → S, slabo, pa se prema Lemi
III5.1. iz [4] zakǉuquje da S ∈ J, i |||S||| ≤ supn |||PnSPn||| ≤ |||AXB −BXA + S|||.

(iii) Najzad, neka je kerB ∩ kerA = {0}. Razlo�imo prostor H na ortogonalnu sumu kerB ⊕
(kerB)⊥. Normalnost operatora A i B i AB = BA obezbe�uju da oni imaju slede�e blok-
matrice u odnosu na ovo razlagaǌe

B =
[

0 0
0 B1

]
; A =

[
A0 0
0 A1

]
,

pri qemu su operatori B1 i A0 1 − 1, a sa obzirom na normalnost i slike su im guste. Ako
stavimo

X =
[

X11 X12

X21 X22

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
,

onda raqun pokazuje da je

AXB −BXA =
[

0 A0X12B1

−B1X21A0 A1X22B1 −B1X22A1

]
,

a ista struktura va�i i za ASB−BSA, pa ako je ASB = BSA, tada je A0S12B1 = 0, −B1S21A0 = 0,
odakle je S12 = 0, S21 = 0, i A1S22B1 = B1S22A1. Sada na osnovu teoreme o ”pinqing” operatoru

|||AXB −BXA + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 A0X12B1

−B1X21A0 A1X22B1 −B1X22A1 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣

≥
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 0
0 A1X22B1 −B1X22A1

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ .
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Da bismo sada zavrxili dokaz na osnovu prethodnog sluqaja, dovoǉno je dokazati da iz
|||X||| ≤ |||Y ||| za svaku unitarno invarijantnu normu proizilazi |||X ⊕ Z||| ≤ |||Y ⊕ Z||| za svaku
unitarno invarijantnu normu, a to je taqno, jer za Ki Fanove norme imamo

||X ⊕ Z||(n) = ||X||(k) + ||Z||(n−k) ≤ ||Y ||(k) + ||Z||(n−k) ≤ ||Y ⊕ Z||(n) .

Ovime je dokaz zavrxen. ¤

Uslov kerA ∩ kerB = {0} je od esencijalnog znaqaja, xto pokazuje slede�i primer.

Primer 3.1. Neka su α, β, γ realni brojevi, α > 0, i operatori A, B, X, S definisani na
Hilbertovom prostoru C4 matricama

B∗ = A =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 −1/2
0 0 1/2 1


 ; X =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 β 0
0 0 0 0


 ; S =




1 1 γ −γ
1 1 −γ γ
0 0 α 0
0 0 0 α


 .

Lako se izraqunava da je ASB −BSA = ASA∗ −A∗SA = 0, i da je

Q = AXB −BXA + S =




1 1 γ −γ
1 1 −γ γ
0 0 α β
0 0 β α


 ;

S∗S =
[

2 2
2 2

]
⊕

[
2γ2 + α2 −2γ2

−2γ2 2γ2 + α2

]
; Q∗Q =

[
2 2
2 2

]
⊕

[
2γ2 + α2 + β2 2αβ − 2γ2

2αβ − 2γ2 2γ2 + α2 + β2

]
.

Tako su karakteristiqne vrednosti λj(S∗S) nule polinoma((λ− 2)2− 4)((λ− 2γ2−α2)2− 4γ4) =
λ(λ−4)(λ−α2−4γ2)(λ−α2), dok su karakteristiqne vrednosti λj(Q∗Q) nule polinoma ((λ−2)2−
4)((λ− 2γ2 − α2 − β2)− (2αβ − 2γ2)2) = λ(λ− 4)(λ− α2 − 2αβ − β2)(λ− 4γ2 − α2 − β2 + 2αβ). Kako za
svaki operator T vredi sj(T ) = λj(T ∗T )1/2 to zakǉuqujemo da se niz sj(S) sastoji od brojeva 0,
2, α,

√
α2 + 4γ2, a niz sj(AXB −BXA + S) od brojeva 0, 2, |α + β|,

√
4γ2 + (α− β)2.

Sada za β = 1/2 α, γ =
√

αβ, α ≥ 4/3 nalazimo

||AXB −BXA + S||
||S|| =

3α/2
α
√

3
=
√

3
2

< 1,

a za β = −α, γ = α
√

2

||AXB −BXA + S||1
||S||1

=
2 + α2

√
3

2 + 4α
→
√

3
2

< 1 (kad α →∞).

Dakle, nejednakost ||AXB −BXA + S|| ≥ ||S|| u opxtem sluqaju, ne mo�e se posti�i, ni u
uniformnoj, ni u nuklearnoj normi.

Me�utim, mogu�e je dobiti sliqnu, ali nexto slabiju nejednakost, koja tako�e mo�e da se
iskoristi.

Teorema 3.4. Neka su A i B normalni operatori, takvi da je AB = BA, i S ∈ B(H) takav da
je ASB = BSA. Tada je

(i) |||AXB −BXA + S||| ≥ (1/3) |||S||| u svakoj unitarno invarijantnoj normi;
(ii) ||AXB −BXA + S||p ≥ 2−|1−2/p| ||S||p;

(iii) U Hilbert-Xmitovoj normi je ||AXB −BXA + S||22 = ||AXB −BXA||22 + ||S||22 .

Za dokaz ove teoreme bi�e nam potrebne dve jednostavne leme. Druga od ǌih je preuzeta iz
rada [9].
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Lema 3.2.
a) Ako za potprostore X, Y nekog Banahovog prostora va�i ||x + y|| ≥ ||y||, za sve x ∈ X, y ∈ Y ,

onda za sve x ∈ X, y ∈ Y va�i ||x + y|| ≥ (1/2) ||x||;
b) Ako za potprostore X, Y nekog Banahovog prostora va�i ||x + y|| ≥ (1/2) ||x||, za sve x ∈ X,

y ∈ Y , onda za sve x ∈ X, y ∈ Y va�i ||x + y|| ≥ (1/3) ||y||.

Dokaz. Imamo ||x|| = ||x + y − y|| ≤ ||x + y|| + ||y|| ≤ 2 ||x + y||, i isto tako ||y|| = ||y + x− x|| ≤
||y + x||+ ||x|| ≤ 3 ||y + x||. ¤

Lema 3.3. Ako neki kompaktan operator ima matriqno predstavǉaǌe T = [Tij ]2i,j=1 u odnosu
na neko ortogonalno razlagaǌe Hilbertovog prostora H, onda va�e nejednakosti:
a) 2p−2

∑2
i,j=1 ||Ti,j ||pp ≤ ||T ||pp ≤

∑2
i,j=1 ||Ti,j ||pp, za 1 ≤ p ≤ 2;

b)
∑2

i,j=1 ||Ti,j ||pp ≤ ||T ||pp ≤ 2p−2
∑2

i,j=1 ||Ti,j ||pp, za 2 ≤ p.

Dokaz. Poznate Klarkson-MekKartijeve nejednakosti glase

2p−1(||R||pp + ||S||pp) ≤ ||R + S||pp + ||R− S||pp ≤ ||R||pp + ||S||pp , za 1 ≤ p ≤ 2,

odnosno
||R||pp + ||S||pp ≤ ||R + S||pp + ||R− S||pp ≤ 2p−1(||R||pp + ||S||pp), za 2 ≤ p.

Neka je sada unitaran operator U zadat sa U =
[

I 0
0 −I

]
. U tom sluqaju je UTU∗ =

[
T11 −T12

−T21 T22

]
, pa se lako proverava da je ||T ||pp = ||UTU∗||pp, ||T + UTU∗||pp = 2p(||T11||pp + ||T22||pp),

||T − UTU∗||pp = 2p(||T12||pp + ||T21||pp), i sada rezultat lako sledi, ako u Klarkson-MekKartijeve
nejednakosti stavimo R = T , S = UTU∗. ¤

Dokaz Teoreme 3.4. Neka je H = H1 ⊕ H2; H1 = kerA ∩ kerB; H2 = H⊥1 , i neka su

A =
[

0 0
0 A2

]
; B =

[
0 0
0 B2

]
; S =

[
S11 S12

S21 S22

]
; X =

[
X11 X12

X21 X22

]

odgovaraju�e matriqne reprezentacije. U prostoru H2 je kerA2 ∩ kerB2 = {0}. Primeǌuju�i
Lemu 3.2. i Teoremu 3.3. imamo

|||AXB −BXA + S||| =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≥

≥ |||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||| ≥
≥(1/2) |||A2X22B2 −B2X22A2||| = (1/2) |||AXB −BXA||| .

Jox jedna primena Leme 3.2. dokazuje taqku (i).
Da bismo dokazali taqku (ii) poqiǌemo istim nizom nejednakosti i primeǌujemo Lemu 3.3. dva

puta i Teoremu 3.3. Za 1 ≤ p ≤ 2 je:

||AXB −BXA + S||pp =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

p

≥

≥2p−2
(
||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||pp

)
≥

≥2p−2
(
||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||S22||pp

)
≥ 2p−2 ||S||pp ,

a za 2 ≤ p < +∞ je
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||AXB −BXA + S||pp =
∣∣∣∣
∣∣∣∣
[

S11 S12

S21 A2X22B2 −B2X22A2 + S22

]∣∣∣∣
∣∣∣∣
p

p

≥

≥ ||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||A2X22B2 −B2X22A2 + S22||pp ≥
≥ ||S11||pp + ||S12||pp + ||S21||pp + ||S22||pp ≥ 22−p ||S||pp .

Prema tome ||AXB −BXA + S||pp ≥ 2−|2−p| ||S||pp, xto je ekvivalentno sa (ii). Ako je p = 2, onda
(ii) postaje ||E(X) + S||2 ≥ ||S||2, xto povlaqi (iii) (videti komentar posle Definicije 0.1.) ¤

Teorema koja sledi, i koja je laka posledica prethodne dve, uopxtava teoremu Andersona na
normalno reprezentovane elementarne operatore du�ine dva, to jest na preslikavaǌa oblika
E(X) = AXB + CXD, gde su A, B, C, D normalni operatori takvi da je AC = CA i BD = DB.
Daǉe uopxteǌe ovakvih teorema na operatore ve�e du�ine, kako �e se videti kasnije, nije
mogu�e.

Teorema 3.5. Ako su A, B, C, D normalni operatori takvi da je AC = CA, BD = DB, E(X) =
AXB + CXD, i E(S) = 0, tada je
(a) |||E(X) + S||| ≥ (1/3) |||S|||
(b) ||E(X) + S||p ≥ 2−|1−2/p| ||S||p
(c) ||E(X) + S||22 = ||E(X)||22 + ||S||22
(d) Nejednakost |||E(X) + S||| ≥ |||S||| va�i pod dodatnom pretpostavkom da je A∗A + C∗C > 0 i

B∗B + D∗D > 0, to jest kerA ∩ kerC = kerB ∩ kerD = {0}
Dokaz. Posmatrajmo operatore

Ã =
[

A 0
0 D

]
; B̃ =

[−C 0
0 B

]
; S̃ =

[
0 S
0 0

]
; X̃ =

[
0 X
0 0

]

na Hilbertovom prostoru H⊕ H. Lako vidimo da je

ÃX̃B̃ − B̃X̃Ã =
[

0 AXB + CXD
0 0

]
; ÃB̃ − B̃Ã =

[
CA−AC 0

0 DB −BD

]
,

pa uslovi AC = CA, BD = DB povlaqe ÃB̃ = B̃Ã, a E(S) = 0 povlaqi ÃS̃B̃ − B̃S̃Ã = 0. Sada je
dovoǉno primeniti Teoremu 3.4. da bi dobili tvr�eǌa (a), (b) i (c), i Teoremu 3.3. da bismo
dobili tvr�eǌe (d). ¤

Sa prethodnih pet teorema pokazali smo da u odre�enom smislu normalno reprezentovani
elementarni operatori du�ine dva, zadr�avaju osobinu normalnih operatora da je slika or-
togonalna na jezgro. Druga osobina normalnih operatora, koja upotpuǌuje prethodnu jeste
qiǌenica da slika i jezgro uvek razapiǌu qitav prostor. Postavǉa se pitaǌe da li se i
ta osobina mo�e preneti na normalno reprezentovane elementarne operatore. Me�utim, is-
postavǉa se, kako je pokazao Anderson [1], da ve� u najjednostavnijem sluqaju, to jest u sluqaju
normalne derivacije, tako nexto va�i samo pod veoma specijalnim okolnostima, taqnije ako je
spektar operatora T konaqan.

Teorema 3.6. Neka je T normalan operator i ∆T (X) = TX −XT . Va�i B(H) = ran∆T ⊕ ker∆T

ako i samo ako T ima konaqan spektar.

Dokaz. Neka je najpre T ortoprojektor, to jest T =
[

I 0
0 0

]
u odnosu na neku ortogonalnu

dekompoziciju prostora H. Tada je
[

I 0
0 0

] [
X Y
Z W

]
−

[
X Y
Z W

] [
I 0
0 0

]
=

[
X Y
0 0

]
−

[
X 0
Z 0

]
=

[
0 Y
−Z 0

]
,
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i jasno ker∆T = {
[

X 0
0 W

]
|X ∈ B(H1), W ∈ B(H2)}, pa je jasno da je B(H) = ran∆T ⊕ ker∆T .

Ako je T normalan operator, qiji je spektar konaqan tada je T =
∑n

i=1 λiPi, gde su Pi uzajamno
ortogonalni ortoprojektori. U tom sluqaju je u odnosu na razlagaǌe H = ⊕n

i=1(PiH)⊕H0 (H0 =
(⊕n

i=1PiH)⊥)

T =




λ1 0
λ2

. . .
λn

0 0




.

Daǉi tok dokaza se odvija isto kao i malopre, uz neznatno slo�eniji raqun.
Doka�imo drugi deo tvr�eǌa, to jest pretpostavimo da T ima beskonaqan spektar. Konstru-

isa�emo izometriqan operator V koji �e biti ortogonalan i na sliku i na jezgro operatora
∆T . U tom ciǉu razlikujemo dva sluqaja.

1. T ima samo konaqno mnogo sopstvenih vrednosti. Neka je P0 ortoprojektor na zatvaraǌe
linearnog omotaqa svih sopstvenih vektora, i neka je T ′ = (I−P0)T (I−P0). Spektar σ(T ′) je, kako
lako vidimo, beskonaqan i ne sadr�i sopstvene vrednosti, pa mo�emo odabrati Koxijev niz
λn ∈ σ(T ′)\σp(T ) razliqitih brojeva. Neka je daǉe rn = infn 6=m |λn − λm| > 0, i δn = D(λn; rn/3).
Diskovi δn su me�usobno disjunktni, pa su prema tome odgovaraju�i spektralni projektori
En = ET (δn) me�usobno ortogonalni. Jasno dim EnH = +∞. Neka je Un : EnH → En+1H neki
unitaran operator (H je separabilan). Definixemo sada izometriju V na slede�i naqin. Za
x ∈ EnH stavimo V x = Unx, i produ�imo po linearnosti na ⊕nEnH, a za x ∈ (⊕nEnH)⊥ stavimo
V x = x.

2. Neka T ima beskonaqno mnogo sopstvenih vrednosti. Niz svih sopstvenih vrednosti
je naravno ograniqen i ima konvergentan podniz, oznaqimo ga sa λn, a sa xn oznaqimo niz
odgovaraju�ih jediniqnih sopstvenih vektora, to jest vektora takvih da je Txn = λnxn. Neka
je Hn = span xn, En = PHn , H0 = (⊕Hn)⊥. Definixemo izometriju V sa V xn = xn+1, i V x = x za
x ∈ H0. Brojevi rn zadr�avaju isto znaqeǌe kao i u prethodnom sluqaju.

Kada smo konstruisali izometriju V prelazimo na raqun, koji je u oba sluqaja isti. Uzmimo
α = ||V −∆T (X)− S||, gde S komutira sa T , a samim tim i sa svim spektralnim projektorima.
Specijalno En+1SEn = SEn+1En = 0, odakle imamo

α = ||En+1|| ||V −∆T (X)− S|| ||En|| ≥ ||En+1V En − En+1∆T (X)En|| ,
to jest

1− α ≤ 1− ||TEn+1XEn − En+1XEnT − En+1V En|| ≤
≤ 1− |1− ||TEn+1XEn − En+1XEnT || | =

= ||TEn+1XEn − En+1XEnT || ≤
≤ ||TEn+1XEn − λn+1En+1XEn||+

||λn+1En+1XEn − λnEn+1XEn||+ ||λnEn+1XEn − En+1XEnT || ≤
≤ rn+1

3
||En+1XEn||+ |λn+1 − λn| ||En+1XEn||+ rn

3
||En+1XEn|| ≤

(
rn+1 + rn

3
+ |λn+1 − λn|

)
||X|| → 0 kad n →∞

pa je α ≥ 1, to jest ||V −∆T (X)− S|| ≥ 1 = ||V ||. Tako je za bilo koje S i X, operator ∆T (X) + S
ortogonalan na V . Ovo je kraj dokaza. ¤

Napomena 3.1. Bilo bi zanimǉivo proveriti da li se mo�e dobiti rezultat ran∆T ∩S∞ ⊕
(ker∆T ∩S∞) = S∞, to jest da li operator ∆T posmatran na prostoru S∞ ima navedenu os-
obinu da se domen S∞ mo�e razlo�iti na ortogonalnu sumu jezgra i slike. Tako�e bi bilo
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interesantno videti i da li je J = ran∆T ∩ J ⊕ (ker∆T ∩ J), gde je J separabilan simetriqno
normiran ideal, i gde je zatvoreǌe uzeto u smislu norme u J, to jest ukoliko je J takav da
je skup operatora konaqnog ranga svuda gust u J. Ako tako nexto va�i onda bi bilo dobro
ispitati da li navedene osobine ima i operator E(X) = AXB + CXD.

Teoreme o ortogonalnosti slike i jezgra, lako se primeǌuju na izraqunavaǌe uspona oper-
atora E.

Posledica 3.1. Neka je E(X) = AXB + CXD normalno reprezentovan operator, to jest
AC = CA, BD = DB, i A, B, C, D su normalni. Tada je asc E ≤ 1.

Dokaz. Neka je E2(X) = 0. Tada je −E(X) ∈ kerE pa zbog Teoreme 3.5. a) va�i nejednakost
|||E(X)− E(X)||| ≥ (1/3) |||E(X)|||, to jest E(X) = 0. Tako je kerE2 = ker E.

Slede�i opxtiji rezultat, koji navodimo bez dokaza pripada Xuǉmanu [14], [15]. (Xul~man
V.S.)

Teorema 3.7. Ako je E(X) =
∑n

j=1 AjXBj normalno reprezentovan elementaran operator,
tada je asc E ≤ n− 1, a za n ≥ 3 postoji primer normalno reprezentovanog operatora takvog da je
asc E > 1.

Napomena 3.2. Ako je asc E > 1, onda slika i jezgro imaju netrivijalan presek (kontrapozi-
cija Posledice 3.1.), i prema tome ne mogu biti ortogonalni. Tako Teorema 3.7. jasno govori da
se Teorema 3.5. ne mo�e daǉe uopxtavati na elementarne operatore ve�e du�ine. Ipak, mo�e
se dogoditi da za elementaran operator E(X) =

∑n
j=1 AjXBj va�i da je ran En−1 ortogonalan

na kerE, xto je jox jedan zanimǉiv otvoren problem.
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4. TEOREME TIPA FAGLIDA-PATNEMA

Kako je S2 Hilbertov prostor, u mogu�nosti smo da za elementaran operator E : S2 → S2,
odredimo ǌegov adjungovan operator.

Teorema 4.1. Ako je E : S2 → S2, elementaran operator E(X) =
∑n

j=1 AjXBj tada je E∗(X) =∑n
j=1 A∗jXB∗

j .
Dokaz. Za X, Y ∈ S2 imamo

〈E(X), Y 〉 = tr(E(X)Y ∗) = tr




n∑

j=1

AjXBjY
∗


 =

=
n∑

j=1

tr(AjXBjY
∗) =

n∑

j=1

tr(XBjY
∗Aj) =

= tr


X




n∑

j=1

A∗jY B∗
j



∗
 . ¤

Dakle, ispostavilo se da se u sluqaju elementarnog operatora, qiji je domen S2 ǌegov
uopxteni adjungovani operator poklapa sa uobiqajenom definicijom adjungovanog operatora.
Qak i kada je domen operatora E qitav B(H) mi �emo i tada, radi kratko�e u izra�avaǌu,
operator E∗ zvati ǌegovim adjungovanim. Lako se proverava da je uslov da je E normalno
reprezentovan dovoǉan da va�i EE∗ = E∗E. Neizvesno je da li je taj uslov i potreban.

Prvi interesantan rezultat (Xuǉman [13]) navodimo bez dokaza.

Teorema 4.2. Korenski potprostor normalno reprezentovanog elementarnog operatora E koji
odgovara sopstvenoj vrednosti λ jednak je korenskom potprostoru operatora E∗ koji odgovara
sopstvenoj vrednosti λ. Drugim reqima, ako za neko k i X va�i (E − λI)kX = 0, onda za neko l i
za isto X va�i (E∗ − λI)lX = 0.

Slede�a posledica je prvo uopxteǌe Teoreme Faglida-Patnema

Posledica 4.1. Neka je E(X) = AXB+CXD normalno reprezentovan operator. Tada E(X) = 0
povlaqi E∗(X) = 0.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 4.2. uzimaju�i λ = 0 imamo da ako za neko k va�i Ek(X) = 0
tada za neko l va�i E∗l(X) = 0. Me�utim i E i E∗ su normalno reprezentovani elementarni
operatori du�ine dva, pa je prema Posledici 3.1. asc E ≤ 1, asc E∗ ≤ 1, a to znaqi da je
Ek(X) = 0 ekvivalentno sa E(X) = 0, i E∗l(X) = 0 ekvivalentno sa E∗(X) = 0. Ovime je
posledica dokazana. ¤

Napomena 4.1. U stvari teorema Xuǉmana omogu�uje da se teorema Faglida-Patnema uop-
xti za klasu normalno reprezentovanih elementarnih operatora, qiji je uspon maǌi ili jednak
od jedan. Zato je bilo od posebne va�nosti ispitati pod kojim je uslovima asc E ≤ 1. Ipak u
ovom radu se ne�emo daǉe time baviti.

Napomena 4.2. Ovde izlo�eni dokaz Posledice 4.1. je kada se uzmu u obzir prethodni rezul-
tati, verovatno du�i od dokaza izlo�enog u [11], ali je, kako nam se qini, mnogo prirodniji.
U stvari svi prethodni dokazi ovog tvr�eǌa su se, po pravilu, ili oslaǌali na teoriju kom-
pleksnih funkcija, ili su imali neugodne tehniqke detaǉe, kao onaj u [11].

Ispostavǉa se da u opxtem sluqaju ne va�i teorema Faglida-Patnema za normalno reprezen-
tovane elementarne operatore proizvoǉne du�ine. Ipak, pod nekim dodatnim uslovima mogu�e
je dokazati takvo tvr�eǌe. Najjednostavniji takav dodatni uslov je da X ∈ S2. Naime u tom
sluqaju je normalno reprezentovan operator normalan (u smislu Hilbertovog prostora S2),

i onda lako vidimo da je
∣∣∣
∣∣∣∑n

j=1 AjXBj

∣∣∣
∣∣∣
2

=
∣∣∣
∣∣∣∑n

j=1 A∗jXB∗
j

∣∣∣
∣∣∣
2
, odakle lako sledi implikacija

∑n
j=1 AjXBj = 0 =⇒ ∑n

j=1 A∗jXB∗
j = 0. Uopxteǌe ovakvog tvr�eǌa dao je Vajs (Weiss G.) [11].

Teorema 4.3. Neka je E(X) =
∑n

j=1 AjXBj normalno reprezentovan elementaran operator.
Ako su E(X) i E∗(X) Hilbert-Xmitovi, tada je ||E(X)||2 = ||E∗(X)||2.

Dokaz. Dokaz �emo izvrxiti u sluqaju da je Aj = Bj = Mϕj , operator mno�eǌa esencijalno
ograniqenom funkcijom ϕj(x) na prostoru L2(Y ; µ), gde je Y kompaktan Hausdorfov topoloxki
prostor, a µ regularna Borelova, verovatnosna mera. Da je mogu�e uzeti bez gubitka na
opxtosti Aj = Bj, uveri�e nas, ve� uobiqajeni 2× 2 matriqni trik

Ãj =
[

Aj 0
0 Bj

]
; X̃ =

[
0 X
0 0

]
.

Naime, lako se vidi da su normalnost operatora Aj, Bj, kao i odgovaraju�i uslovi komuta-
tivnosti ekvivalentni sa ÃiÃ

∗
j = Ã∗j Ãi. Daǉe, koriste�i spektralnu teoremu za komutiraju�u

familiju normalnih operatora, operatore Aj predstavimo na opisani naqin.
Pretpostavimo najpre da operatori Mϕj imaju osobinu da su linearno nezavisni na svakom

podprostoru L2(E) < L2(Y ) takvom da je µE > 0. (Naravno L2(E) razla�e sve operatore Mϕj).
To u stvari znaqi da je za sve n-torke kompleksnih brojeva (c1, c2, . . . , cn) 6= (0, 0, . . . , 0)

(1) µ{x ∈ Y |c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x)} = 0.

Neka su E(X), E∗(X) ∈ S2. Tada, sa obzirom da je S2
∼= L2(Y × Y ) postoje funkcije G(x, y) i

H(x, y) ∈ L2(Y × Y ) takve da se operatori E(X) i E∗(X) reprezentuju na slede�i naqin

(E(X)ϕ)(s) =
∫

Y

G(s, t)ϕ(t) dµ(t),

(E∗(X)ϕ)(s) =
∫

Y

H(s, t)ϕ(t) dµ(t).

Pri tome je naravno ||E||2 = ||G||L2(Y×Y ) i ||E∗||2 = ||H||L2(Y×Y )
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Ako sa ∆(x, y) oznaqimo sumu
∑n

j=1 ϕj(x)ϕj(y) tada je funkcija ∆(x, y)G(x, y) jezgro operatora∑n
j=1 A∗jE(X)A∗j . Me�utim

n∑

j=1

A∗jE(X)A∗j =
n∑

j=1

n∑

I=1

A∗jAiXAiA
∗
j =

n∑

i=1

Ai




n∑

j=1

A∗jXA∗j


 Ai =

n∑

i=1

AiE
∗(X)Ai,

a jezgro ovog posledǌeg operatora je ∆(x, y)H(x, y). Pod gorǌom pretpostavkom (o linearnoj
nezavisnosti) je onda ∆(x, y) 6= 0 µ×µ-skoro svuda. Zaista iz teoreme Tonelija bi u suprotnom
sledilo da je za bar jedno x ∈ Y mera skupa {y ∈ Y |∑n

j=1 ϕj(x)ϕj(y)} strogo ve�a od nule. Tako
je |G(x, y)| = |H(x, y)| µ×µ-skoro svuda, pa je ||G||L2(Y×Y ) = ||H||L2(Y×Y ), qime je dokaz zavrxen u
ovom sluqaju.

U opxtem sluqaju dokaz �emo izvrxiti indukcijom po n. Za n = 1 stvar se lako prebacuje
sa L2(Y ;µ) na L2(suppϕ1; µ), a na supp ϕ1 va�i uslov (1), xto qini bazu indukcije. Neka je sada
n ∈ N. Formiramo niz brojeva αk i niz skupova Ek induktivno. Neka je

α1 = sup
(c1,c2,...,cn)∈Cn

µ{x ∈ Y |c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0} ≤ µY < +∞,

i neka je E1 proizvoǉan podskup skupa Y takav da va�i µE1 ≥ α1/2, i da postoje c1, c2, . . . , cn

takvi da je
∑n

j=1 cjϕj(x) = 0 na E1. Daǉe, za date αk, Ek stavimo da je

αk+1 = sup
(c1,c2,...,cn)∈Cn

µ{x ∈ Y \ (∪k
i=1Ei

) |c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x) = 0},

i da je Ek+1 neki podskup skupa Y \ (∪k
i=1Ei

)
takav da je µEk+1 ≥ αk+1/2, i da postoje c1, c2, . . . , cn

takvi da je
∑n

j=1 cjϕj(x) = 0 na Ek+1. Jasno je da su Ek disjunktni skupovi pa va�i
∑+∞

k=1 αk ≤
2

∑+∞
k=1 µEk ≤ 2µY < +∞, odakle posebno αk → 0 kada k →∞.
Ustanovi�emo da na skupu E0 = Y \ (∪+∞

k=1Ek

)
funkcije ϕj imaju osobinu da su linearno nezav-

isne na svakom podskupu skupa E0 strogo pozitivne mere. Zaista, u suprotnom iz
∑n

j=1 cjϕj(x) =
0 na skupu F ⊂ E0, koji je strogo pozitivne mere, proizilazi da postoji αk < µF , xto je u
suprotnosti sa definicijom skupova Ek.

Neka je Pk ortoprojektor sa prostora L2(Y ) na ǌegov podprostor L2(Ek) za 0 ≤ k < +∞. Tada
je

∑+∞
k=0 Pk = I, Pk su me�usobno ortogonalni, i PkAj = AjPk. Prema tome jasno je da va�i

||E(X)||22 =
+∞∑

k,l=0

||PkE(X)Pl||22 ; ||E∗(X)||22 =
+∞∑

k,l=0

||PkE∗(X)Pl||22 .

Na prostoru L2(Ek) (za k > 0) operatori Aj su linearno zavisni, pa se jedan od ǌih mo�e
izraziti kao linearna kombinacija ostalih, recimo An. Tada je PkAn =

∑n−1
i=1 biPkAi, pa je

PkE(X)Pl = Pk

n∑

j=1

AjXAjPl =
n−1∑

j=1

PkAjXAjPl + Pk

n−1∑

j=1

bjAjXAnPl

= Pk




n−1∑

j=1

AjX(Aj + bjAn)


 Pl,

i sliqno

PkE∗(X)Pl = Pk




n−1∑

j=1

A∗JX(A∗J + bjA
∗
n)


 Pl,
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pa za k 6= 0 jednakost ||PkE(X)Pl||22 = ||PkE∗(X)Pl||22 va�i prema indukcijskoj pretpostavci.
Sliqnu proceduru mo�emo da ponovimo i za l > 0. Tako, da bismo zavrxili dokaz treba jox
pokazati da je ||P0E(X)P0||22 = ||P0E

∗(X)P0||22. Me�utim ovo posledǌe je taqno jer je to upravo
prethodni specijalni sluqaj. ¤

Napomena 4.3. Vajs je u istom radu, uz dosta slo�enu tehniku dokazao da ako operator E
ima osobinu da iz E(X) = 0 proizilazi E∗(X) = 0, da tada E(X) ∈ S2 povlaqi E∗2(X) ∈ S2

i
∣∣∣∣E2(X)

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣E∗2(X)

∣∣∣∣
2
. Me�utim ovime nije dokazano da iz E(X) ∈ S2 izlazi E∗(X) ∈ S2.

Naime u tom bi sluqaju E(X) = 0 povlaqilo E∗(X) = 0. Tako nexto nije mogu�e dobiti, i to je
pokazao Xuǉman u radu [15], gde je konstruisao primer normalno reprezentovanog operatora
E, gde je E(X) = 0, i E∗(X) 6= 0, i samim tim E∗(X) /∈ S2.

Napomena 4.4. Isti kontraprimer mo�e poslu�iti i za tvr�eǌe da nije uvek asc E ≤ 1,
i da nije uvek ranE ortogonalan na kerE. Naime prema Posledici 3.1. iz ranE⊥ kerE sledi
asc E ≤ 1, a iz ascE ≤ 1 prema Napomeni 4.1. proizilazi E(X) = 0 =⇒ E∗(X) = 0.
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