
1. ЛЕБЕГОВЕ ТАЧКЕ

1.1. Теорема. Нека је f ∈ L1(a, b),−∞ ≤ a < b ≤ +∞. Таа је ску Лееових ачака функције
f уне Лееове мере. Оносно

m

{
x | ¬ lim

δ→0+

1

2δ

∫ x+δ

x−δ
|f(t)− f(x)|dm(t) = 0

}
= 0.

Доказ. Увеимо функцију ωf са

ωf (x) = lim
δ→0+

1

2δ

∫ x+δ

x−δ
|f(t)− f(x)|dm(t).

Треа оказаиm{x | ωf (x) > 0} = 0. (Показаћемо а је ску {x | ωf (x) > η} мере нула за свако
η > 0, шо је санарни осуак.) Пре оа извеимо елеменарна својсва функције ωf .

Јеносавна својсва функције ωf су:

(1) f нерекина ⇒ ωf (x) = 0,

(2) ωf+g(x) ≤ ωf (x) + ωg(x),

и

(3) ωf (x) ≤ lim
δ→0+

1

2δ

∫ x+δ

x−δ
|f(t)|dm(t) + |f(x)| ≤Mf (x) + |f(x)|,

е јеMf (x) = sup
δ>0

1
2δ

∫ x+δ
x−δ |f(t)|dm(t) максимална функција.

Како су нерекине функције свуа усе у L1, о за свако ε > 0 осоји нерекина функција g
аква а је ||f − g||1 < ε. Означимо h = f − g. Тако на основу (2) и (1) имамо

(4) ωf (x) ≤ ωg(x) + ωh(x) = ωh(x).

Из (3) налазимо аMh(x) ≤ η/2 и |h(x)| ≤ η/2 овлачи ωh(x) ≤ η, а зо (4), о аље овлачи и
ωf (x) ≤ η, ј.

ωf (x) > η ⇒Mh(x) > η/2 ∨ |h(x)| > η/2,

оносно

(5) Aη = {x | ωf (x) > η} ⊆ {x |Mh(x) > η/2} ∪ {x | |h(x)| > η/2}.

Међуим, из основне нејенакоси за максималну функцију имамо m{x | Mh(x) > η/2} ≤
4

η
||h||1, ок из Чеишевљеве нејенакоси имамо m{x | |h(x)| > η/2} ≤ 2

η
||h||1, а на основу (5)

1



2

оијамо
m(Aη) ≤

6

η
||h||1 <

6ε

η
,

јер је h ирано ако а уе ||h||1 < ε. Како је ε > 0 ило роизвољно о јеm(Aη) = 0 за свако η > 0.
Најза, како је

{x | ωf (x) > 0} =
+∞⋃
k=1

A1/k,

о је иm{x | ωf (x) > 0} = 0 јер је реч о реројивој унији скуова мере нула. �


