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~~Retrograde motion
occurs here
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Earth Equant

Deferent

Hiparh (Il vek p.n.e): uvodi epicikle, po
kojima se kreéu planete

Cauxa 1.1: Apucrtoremose cdepe.
Coepe omnucyjy kperawme Cynna,
Mecena, Taga mO3HATUX IET MJIAHETA
1 3Be3.1a, HEKPETHUIIA.

Cauxa 4.1: PerporpaiHo KpeTame
miaHere Mapc oO0jammeHo y  OKBUDPY
Koneprukosor monmena (Buau ciuky 1.2).

Popovic, Simic, 2016



Keplerovi Zakoni

.Ovi zakoni su, u sustini jako prosti!

Kepler’s 3 Laws of Planetary Motion

« , Planet
» A
‘b
(| B =a'(1 =%
‘ 6 months - ¢ 2 = -
Sun < 6 months Sun ' <
@ «
N
(1) (2) ,(3) g T = time to complete orbit
The orbits are ellipses Equal areas in equal time T a” a= semimopr oxss

.Kao i uvek glavna stvar je da shvatimo zasto se ovo desava!



Keplerovi Zakoni

1. Sve planete se krecu po elipticnim putanjama

f . a(l — €%
€= 1 + e cos(6)
b* = a*(1—¢) (0<e<1)

2. Sektorska brzina planeta je konstantna

- Radijus vektor ili vektor polozaja planete u odnosu na Sunce, opisuje jednake
povrsine za jednake vremenske intervale

3. Za proizvoljne dve planete ili satelita, odnos kvadrata T2 3
njihovih sideri¢kih perioda (T) jednak je odnosu kubova -1 ﬁ
njihovih velikih poluosa (a) T22 ag

1571-1630



Dinamika — kratak podsetnik

. Njutnovi zakoni — postulati klasicne mehanike.
. Ukoliko nema sile, tela se kre¢u ravnomerno pravolinijski

. Sila koja deluje na telo jednaka je proizvodu mase i ubrzanja tela:

- . d*r
F = ma = m——
dt

. Ukoliko jedno telo deluje na drugo nekom silom, onda i drugo telo deluje na
prvom istom tom silom, samo u suprotnom smeru.

. Sta moZemo da zaklju¢imo o naim planetama na osnovu ovoga?



Sta moZemo da zaklju¢imo?

. Planete se ne kreéu ravhomerno pravolinijski

. Znaci da na planete deluje neka sila!

. Kako objasnjavate to da neko telo ostaje u “stabilnoj” orbiti iako na njega
konstantno deluje neka sila?

. Zasto planete ne padnu na Sunce?



Cega treba da se setimo iz srednje $kole:

. U kom god koordinatnom sistemu radimo, ovo su bazi¢ne definicije i
relacije koje ¢e nam biti korisne da razumemo Sta se deSava:

r=uxi+yj+ zk

Vektor polozaja

Lo dr

Brzina v = —

] dt
-‘) —

| L dor
Ubrzanje a — ——

la :
| dt?
- Impuls p=mp

~L./“'/' 2} Sila ﬁ — @
/3 dt



Rad i Energija

. Konceptualno ose¢amo da tela koja se krecu imaju neku energiju. Ta energija
ne zavisi od pravca i smera kretanja tela. Ta, tzv. kineticka energija jednaka
je: 9

muv
T — b
2

—

.'l}

v =

. Thomas Young je prvi uveo pojam energije
kakvim ga mi danas znamo.

— Coriolis, Rankine, Joule... doprineli definiciji
raznih oblika energije.

- Ovo sve desavalo tek pre oko 200 god!

(Young 1773 — 1829)



Rad i Energija

. Energija je sposobnost tela da izvrsi neki rad! T mu?
Rad se uvek vrsi pod uticajem ili nasuprot nekoj sili.

rO

—

. Formalno, rad je integral sile po putanji:

A= /F-§
J O

. Ako je rad negativan, telo vrsi rad. Ako je je rad pozitivan, nad telom se vrsi
rad.

. Npr: Tela koja padaju, se krecu u pravcu gravitacione sile, pa se nad njima vrsi
rad.



Zakoni odrzanja

. Sila kojom ¢emo se mi baviti, gravitaciona sila, je primer potencijalne sile. To
znaci da se moze izraziti kao gradijent neke funkcije U, koju zovemo
potencijalna energija:

—

F=-VU

. Npr. u slucaju gravitacione interakcije, potencijalna energija je jednaka:

) MM
U=-G——

r
= mlm) .
F=-G———=r

r2
. Ispostavlja se (vezbe), da je ukupna mehanicka energija odrzana

E =U + T = const



Gravitaciona sila

. Deluje izmedju tela koja imaju neku masu. Masa je mera inercije nekog
tela.

. Ekstremno slaba sila, ali jedina koja deluje bukvalno svuda, tako da je
presudna za kretanje nebeskih tela kao i za celokupnu strukturu materije.

. Nemamo fundamentalno razumevanje gravitacije (nije otkrivena Cestica
koja je kvant gravitacione interakcije).

MM

M,
-y
|

= -G
r
mimsg

./\

F=-G

7—




Zakoni odrzanja

.Fiksirajmo polozaj Sunca i napisimo:

5
) MeMa MaUS
EFE=U+1T=—-G——— + ——= = const
r 2
.Kad se onda Zemlja krece najbrze? A najsporije?
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Zakon odrzanja impulsa

Promena impulsa u
vremenu je posledica sila

Treci Njutnov Zakon

B

ji

>

F”’Spolj

1

- dy; o
Z m; % = Z F;

Y- S‘ b —spolj Sile izmedju Cestica +
Y 4 F‘J + Fl- spoljasnje sile
J

Promena impulsa celog sistema je
posledica samo delovanja spoljasnjih sila!

Ako nema delovanja spoljasnjih sila,
impuls je konstantan, jer je dp/dt=0



Sta to znadi za nas?

. Teziste Suncevog sistema (prakti¢no Sunce) miruje!

. ReSava¢emo problem kretanja planeta u polju centralne sile gravitacije
Sunca.

. Pogledajmo par videa o Suncevom sistemu:

https://www.youtube.com/watch?v=gvSUPFZp7Yo&ab_channel=Michal
4767

https://www.youtube.com/watch?v=UzbnPX8Stnc&ab_channel=AfterEff
ectsTips%26Treats-bylulienSchickel



https://www.youtube.com/watch?v=gvSUPFZp7Yo&ab_channel=Michal4767
https://www.youtube.com/watch?v=gvSUPFZp7Yo&ab_channel=Michal4767
https://www.youtube.com/watch?v=UzbnPX8Stnc&ab_channel=AfterEffectsTips%26Treats-byJulienSchickel
https://www.youtube.com/watch?v=UzbnPX8Stnc&ab_channel=AfterEffectsTips%26Treats-byJulienSchickel

Zakon odrzanja momenta impulsa

. Sta je moment impulsa?

. Veli¢ina zgodna za opis sistema koji imaju neku ugaonu brzinu (npr. nas
Suncev Sistem).

. Definise se u odnosu na neku dogovorenu tacku, koja se zove pol

axis of A I =rx
rotation p _
A @ A Moment impulsa
L=rxp
p -~ 5 -
o Moment sile




Zakon odrzanja momenta impulsa

L:E ri X D
1

dL dr; . dp;
— = ; r; X
dt Z dt pit Z dt

% = WX F
— ZF x Y F,
J
REEDILETI ML ED I
_ _Z 7 X Z F— Z 7 Z Fi; « Treci Niutnov
L



Zakon odrzanja momenta impulsa

. U odsustvu spoljasnjih sila, u sistemu koji interaguje gravitaciono, ukupan
impuls (koji je inace, vektor), je odrzan.

. Znaci da Zemlja rotira u

jednoj ravni oko Sunca .
axis of
. Svaka planeta ima svoju rotation

ravan (“ekliptiku”) i
one se skoro podudaraju

L=rxp

. Pogledajmo video josS jednom




Resavanje problema dva tela:

STANDS STILL

J

(CM

INTERACTING CENTER OF MASS-
TWO-BODY SYSTEM REDUCED MASS SYSTEM

\\ (STANDS STILL)
m2



Podsetnik:

.Gravitaciona sila izmedju dva tela ima oblik:

MM

Fig = —G———r

r
.7’7

— — s A

7
.

.Ovo je sila kojom telo 1 deluje na telo 2. Gravitaciona sila je:

.Potencijalna (moZe se napisati kao gradijent potencijalne gravitacione energije)

.Konzervativna (rad ne zavisi od putanje, samo od pocetne i krajnje tacke)

.Gravitacije je “najslabija” sila, ali je, zbog dometa i Cinjenice da sva tela imaju masu,
najvaznija za kretanje nebeskih tela.



Kretanje planeta u suncevom sistemu:

Kepler’s laws of planetary motion

Second law
A radius vector joining any
planet to the Sun sweeps

out equal areas in equal
lengths of time.

1 month 1 month

© Encyclopeaedia Britannica, Inc.




lli dvojnih zvezda (umetnicki prikaz)




Galaksije:

THE MILKY WAY'S WARP




| celokupnog svemira

X-RAY / OPTICAL EVOLUTION OF THE UNIVERSE (ILLUSTRATION)




Simulacije N-tela celokupnog svemira

https://www.youtube.com/watch?v=kndzioHG8Uc
https://www.youtube.com/watch?v=JAyrpJCC dw
https://www.youtube.com/watch?v=741sySs3RGU



https://www.youtube.com/watch?v=kndzioHG8Uc
https://www.youtube.com/watch?v=JAyrpJCC_dw

Nazad na Keplerove zakone

.Eksperimentalno (posmatracki) utvrdjeni, mi pokusavamo da ih izvedemo iz prvih
principa (Njutnovog zakona gravitacije).

Kepler’s 3 Laws of Planetary Motion

-« Planet T
) e 2D
2 -
'‘Ib
b 1
6 months n A ’ .
Sun \ 6 months Sun "
@ o«
»
(1) (2) (3) _ T = time to complete orbit

; 2 . ! 2 ting
The orbits are ellipses Equal areas in equal time T? x a® a = semi-major oxis



Za to cemo se osloniti na nekoliko “zakona odrzanja”

.Veliine koje su odrzane u odsustvu tzv. spoljasnjih sila:

2

m;v:
(Mehanicka) _ Lt J.
Energija Z T T U Z( ) T Ll)

2
- E my; l‘
Impuls

m;r; X U;

M

Moment impulsa
(mora biti definisan
u odnosu na neku
tacku)



Postavka:

.Dva tela koja gravitaciono interagiju: Sunce i planeta

.Posto centar mase sistema miruje (zakon odrzanja impulsa), stavimo centar mase u

koordinatni pocetak.

.Evolucija ovog sistema (kretanje planete) sledi iz:

. Resavanja jednacina kretanja pod uticajem gravitacione sile za date granicne uslove -

(Pocetni polozaj i brzina planete).

.Trebalo bi da na kraju dobijemo Keplerove zakone!

.To kretanje je kretanje u jednoj ravni, tako da ima dva stepena
slobode i najpogodnije koordinate za reSavanje ovog problema
su polarne koordinate

.trajektorija Cestice je zavisnost udaljenosti r od
polarnog ugla phi

e - e o e e e e e

v



Drugi keplerov zakon

.Direktno sledi iz zakona odrzanja momenta impulsa.

Planet

Equal areas /
in equal times

gl
|

const

mr X U = const

dr -
—rk = const
dt
Ar A ‘
—_— —r = ——— — CONnst
| At At

SUN



Ravni rotacije manje-vise svih planeta se poklapaju

Realisti¢na ilustracija orbita planeta u Sun¢evom sistemu.
Tu je i Pluton (sada ne vise velika planeta)

Uranus

Pluto

Jupiter

Mercury

Saturn

Neptune




Resavanje problema 2 tela

.Posto smo fiksirali Sunce, reSavamo problem kretanja jednog tela u polju tzv.
centralne sile koja je u ovom slucaju iskljucivo privlacna

.Drugi njutnov zakon, ubrzanje cestice je proporcionalno sili koja deluje na nju.

Dakle:
2 — —
d=r r
m—s = —Mmpl—
dt? rs

w=G(m+ M)

r=xi+ yj

. Znamo da se planeta krece u ravni, pa: d°x Z
5 — — M
dt? r3
72
d=y Y

.JTreba nam x(t), y(t)! —_— = — =
(), y(t) T H3



Transformisemo u polarne koordinate:

x
x + ,u; =0
Y+ ”ﬁ =0
x=rcosf; y=rsinf
& = 7 cos O — rsin 66
i cos @ — 27 sin 00 — r cos 80 — rsin 00

7 sin @ + 27 cos 00 — r sin 06* + r cos 00

~:
|

Na g
|

D

SP je udaljenost planete od Sunca (S)

\ SA je perihel

Q!}-w-——‘--—r-

Teta je polarna koordinata, astronomi je zovu prava
/ anomalija planete

Putanja je zavisnost radijusa r (theta)

Fig. 45.



DefinisSemo dve komponente ubrzanja

.Komponente ubrzanja u pravcu SP i normalno na pravac SP:

Zasto?

Y S [

Fig. 45.



DefinisSemo dve komponente ubrzanja

.Komponente ubrzanja u pravcu SP i normalno na pravac SP:

.Zato sto sila deluje samo duz pravca SP!

a, = xcost + ysinb

—xsinf + ycos 6

¢

.Mozemo se uveriti u ovo ako projektujemo ubrzanje. Prva komponenta ubrzanja se
mora slagati sa silom gravitacije:

D Ovo je gravitaciona sila (drugi Njutnov zakon)

i

I * l.

' ‘O. 2 l

j , C 1.7, = r — -7‘6 e —2

{ \ r

B! i 44
0 v v
Prvi ¢lan je ubrzanje duz r, drugi je nesto
/ poput centripetalne sile

Fig. 45.



DefinisSemo dve komponente ubrzanja

Prva komponenta ubrzanja se mora slagati sa silom gravitacije:
i

a, =1 — r? = 5
r

A druga mora biti nula, jer gravitaciona sila deluje radijalno!

a; = 270 + r = 0

.U svakoj od ove dve relacije,

prvi znak jednakosti dolazi

iz “matematike”, tj iz transformacije
koordinata a drugi iz fizike, tj. iz
postavke naseg problema.

Fig. 48.



Drugi Keplerov zakon ponovo isplivava

. 1d ..
a; = 270 + 1 = =—(r20) = 0
rdt"

r?0 = const
rv; = const
L

.Ovo smo dobili samo transformacijom
koordinata i pretpostavkom da je
gravitacija centralna sila.

7" X U] = const

v

.Zakon odrzanja impulsa mora da vazi!

.Da pogledamo:
https://www.youtube.com/watch?v=sbE
AmtveGMo&ab channel=Physicsexperi

ments N
Fig. 45.



https://www.youtube.com/watch?v=sbEAmtvgGMo&ab_channel=Physicsexperiments
https://www.youtube.com/watch?v=sbEAmtvgGMo&ab_channel=Physicsexperiments
https://www.youtube.com/watch?v=sbEAmtvgGMo&ab_channel=Physicsexperiments

Sta sa radijalnom komponentom?

. . 1L
a, =7 —rf* = -1

r2
.Kada bi drugi izvod po r bio nula, imali bismo kruzno kretanje?
CIRCULAR MOTION
_—--‘) e //
PR

’

ro? =

shutterstock.com + 2162927609



Sta sa radijalnom komponentom?

., [L
a, r? = -
r

JAli hajde da vidimo Sta se desava u opstijem slucaju i zasto putanja nije kruzna!

Videli smo da je

9 ; U = — (uvedimo smenu)
r° = L = const r
0 = Lu?
.Pa hajde da iskoristimo to da , dr —1 du —1 du d6
eliminidemo vreme iz jednacine r=—="5 - T3
za radijalno ubrzanje: dt u= dt u< do dt
, du
r=—L
a
.Eliminisali smo vreme iz 15 d0 ; ]
prvog Clana gravitacione interakcije! o z(_ _ —LuQL Lﬂ
do dt 6 d6

2
6 od°U
—L s
db



Sta sa radijalnom komponentom?

. "9 9’ R
a, =r —rf° = 2 r’0 = [, = const
.lz zakona odrzanja impulsa imamo:
* L2 § ¢
re* = — = L*u®
.7/‘-!
2
5 od°U o5 .-
.Pa smo time eliminisali vreme —L‘Z'Z .2—‘ — Lzus — —;w.z
.. v v. dQZ
u potpunosti i mozemo da reSimo |
diferencijalnu jednacinu i da d%u 1L
dobijemo: — + U = —
dH? L?
7
'+ f=0
| 7/ |
u(f) = — [1 + cos(0 — w)]

.Ovo je nasa putanja, u polarnim L LQ/
kopordinatama v

1+ ecos(f —w




Putanja Cestica u polju centralne sile
.Tj. putanja planeta (i kometa, i asteroida) oko Sunca je:

L?/u
(0) = Tt —
1 4+ ecos(f — w)

.Gde e (ekscentricitet) i omega (longituda perihela, najcesé¢e ¢emo uzeti da je nula)
zavise od pocetnih uslova.

.Takodje u zavisnosti od pocetnih uslova, ekscentricitet moze biti:
=0, Krug
. <1, Elipsa
.e =1 Parabola

.e > 1 Hiperbola




Orbite tela oko Sunca

Conic Sections

¢ Compare Eq. (2.29) with the equations for conic sections:

Closed orbits
a (1 - ez)
f fe—
1 +ecosf |
Circle Ellipse
/) Parabola Hyperbola
) ol — p (e — 1) Just e=10 e=14
1 + cosé open a=10 a=25
where p is the distance of closest orbit
approach to the parabola’s one focus.
Ellipse Circle
e=0.6 e=0.0
a=25 a=1.0

Open
orbit




LY
14 ecos(f —w)

Elipticne orbite: r(6)

Sunce

Perhiel (periastron)

Afel (apoastron)
Mala poluosa a (1 _ 62)
!
\ |l +ecosd
O<e<1)

Velika poluosa

|
|
|
|
I
I .
| Prava anomalija
I

I

|

Videli smo kako se izvodi Prvi Keplerov Zakon!



2017 Jan 1 04:45:07 UT
Location: Hovering over Sun (2419.1 au)
Field: 58.7d x 32.1d

Planet nine,

/2014 FET2

Elliptical orbits of some outer Trans Neptunian Objects, with the hypothetical planet nine




Komete imaju jako ekscentricne putanje!

Pane of Solar System

1910, 1586
and 2001

Orbita Halejeve komete. Ekscentricnost je 0.97 (planeta je ispod 0.1)



Ostaje nam treci Keplerov zakon

Kepler’s 3 Laws of Planetary Motion

-« Planet
) > 3
A3
b
b =a'(1=e)

6 months a A e .

Sun N 6 months Sun e
@ «

B
(1) (2) ’(3) 4 T = time to complete orbit

The orbits are ellipses Equal areas in equal time TT 0.7 @ = S6Mopr oXi

.Da bismo izveli treci Keplerov zakon, moramo definisani srednju ugaonu brzinu
planete. To je previSe za ovaj €as, ali mozemo pretpostaviti kruznu orbitu:



Ostaje nam treci Keplerov zakon

Kepler’s 3 Laws of Planetary Motion

-« Planet
) > i
'|b
b: = a:it -0%)

6 months - g e .

Sun N 6 months Sun -
@ «

B
(1) (2) ,(3) 4 T = time to complete orbit

The orbits are ellipses Equal areas in equal time T® x a” &= semimojor oxis

.Da bismo izveli treci Keplerov zakon, moramo definisani srednju ugaonu brzinu
planete. To je previSe za ovaj €as, ali mozemo pretpostaviti kruznu orbitu:

erZ:GI —!2—771

r
Am?
T_‘Z.-rﬁ = G(M + m) = const



Sta smo upravo uradili

-Analizirali smo kretanje tela u polu centralne sile

.Predstavili smo kretanje tog tela duz radijus vektora i normalno na radijus vektor
(matematika)

.Ubrzanje duz ta dva pravca smo povezali sa gravitacionom interakcijom (fizika)

.Eliminisali smo zavisnost od vremena da dobijemo putanju kao zavisnost udaljenosti
od prave anomalije.

.Dobili smo elipsu (i druge konusne preseke).

.Na vezbama sledece nedelje Conic sections
¢emo povezati
putanje sa energijamal




Na Sta jos utiCe gravitacija u Suncevom sistemu?

Plimske sile

.Da li bi plima i oseka bile vise ili manje izrazene da je Zemlja veca?



Na Sta jos utiCe gravitacija u Suncevom sistemu?

Plimske sile

.Da li bi plima i oseka bile vise ili manje izrazene da je Zemlja veca? Vise!

On near side, Moon
pulls water more than
Low tide Earth, creating a high tide

/

. High L)
 tide 6}

/ e Moon
Low tide (not to scale)

On far side, Moon
pulls Earth more than
water, creating a high tide

Forcesrelative to the Forcesrelative to the
Sun (or primary body) center of the Earth



| ne samo u Suncevom sistemu!

-Plimske sile mogu da budu ekstremno jake u takozvanim tesnim dvojnim sistemima!
Toliko jake da zvezde postanu plimski zakljucane.




Plimske sile
-Mesec je npr. plimski zakljucan. Njegov period rotacije oko svoje ose je jednak
periodu revolucije oko Zemlje.

.Zbog toga mi uvek limias
vidimo istu stranu Meseca! S LA




Lagranzeve tacke

.TaCke u kojima se gravitaciona sila dva masivna tela na trece telo, zanemarljive mase,
tako superponira, da omogucava stabilnu orbitu.

.LagranZeve tacke su zgodne za Y
satelite (npr. teleskope) 7
zato $to zahtevaju malo
orbitalnih popravki /
.- \60°
—--®-SynmTte - Q """"""" +0e--
L3 \./60° L1l2

An object at Earth’s L2 point ' AY Zemljd
will always stay in line : o
with the Sun and Earth.

X JwsT | R AL
atl2
Earth MOO"

93,000,000 miles 940,000 miles

(150,000,000 km}

(1,500,000 km)

diagram not to scale



Mnogo vece skale — Galaksija!

.Kao Sto se Zemlja krece pod uticajem Sunceve gravitacije, Sunce se krece oko centra
galaksije, pod uticajem sve materije izmedju nas i centra galaksije!

.Na ovu relaciju smo vec
naleteli tokom izvodjenja
Keplerovih zakona

v’ GM( r)

r r2

Solar'System ™

.Ako pogledamo zvezde

na razlicitim udaljenostima

od centra galaksije(a) i izmerimo
njihove brzine, mozemo
mapirati M(r)!

Galactic Rotation




Rotacione krive galaksija
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.Veca brzina implicira viSe materijala. Merenja pokazuju da u
galaksijama treba da ima vise materijala nego sto mi vidimo. Ovo
je dovelo do pretpostavke postojanja tamne materije!




Tamna materija = Nevidljiva materija

.Po nasim trenutnim idejama, tamna materija ne interaguje sa svetlos¢u, samim tim
jedino mozemo da je detektujemo indirektno, kroz njen gravitacioni uticaj na druge
objekte, ili Cak na svetlost...
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Ali o tome, na sledecem casu!

-Ovime smo zavrsili (za sada) sa pri¢ama o gravitaciji!
Sledeci Cas prelazimo na elektromagnetno zracenje, tj. Svetlost!

Vide¢emo da je EM zraCenje u stvari talas, i opet cemo resiti neke diferencijalne
jednacine da pokazemo da je to u skladu sa osnovnim zakonima fizike.

JIspricacemo Sta su fotoni

.l nakon toga pricati o astronomskim i astrofizickim instrumentimal



