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Silovǉeve teoreme

1.1 Teorijski uvod

Lagran�ova teorema nam ka�e da ako je H podgrupa neke konaqne
grupe G, onda red |H| deli red |G|. Odmah se postavǉa pitaǌe da
li va�i i obrnuto tvr�eǌe: ako h||G|, za neki prirodan broj h, da
li u G mora postojati i podgrupa H reda |H| = h?

Odgovor je negativan. Na primer, alterniraju�a grupa A4 je
reda 12, ali A4 nema nijednu podgrupu reda 6. Me�utim, ovo tvrd-
jeǌe u suprotnom smeru ipak va�i ako se ograniqimo na delioce
h koji su stepeni prostih brojeva. Slede�e teoreme je otkrio i
dokazao norvexki matematiqar Peter Ludwig Sylow 1872. godine.

Definicija Neka je G grupa reda |G| = pkm, gde je k ≥ 1, p prost
broj i p - m. Podgrupa H ≤ G reda |H| = pk se naziva Silovǉeva p–
podgrupa ili Sp–podgrupa. Sa sG

p (ili samo sp, ako je jasno o kojoj
grupi je req) oznaqavamo broj Sp–podgrupa u grupi G.

Teorema (Prva Silovǉeva teorema) Neka je G grupa i p prost
broj takav da p | |G|. Tada postoji Sp–podgrupa grupe G, tj. sG

p ≥ 1.

Teorema (Druga Silovǉeva teorema) Neka je G grupa i p prost
broj takav da p | |G|.

1. Svaka p–podgrupa grupe G je sadr�ana u nekoj Sp–podgrupi
grupe G.

2. Sve Sp–podgrupe grupe G su me�usobno koǌugovane. Speci-
jalno, sve su me�usobno izomorfne.
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2 1. SILOVǈEVE TEOREME

Teorema (Tre�a Silovǉeva teorema) Neka je G grupa reda |G| =
pkm, gde je k ≥ 1, p prost broj i p - m. Neka je H proizvoǉna
Sp–podgrupa grupe G. Tada:

1. sG
p =p 1;

2. sG
p | m;

3. |G : NG(H)| = sG
p .

Posledica Sp–podgrupa grupe G je normalna ako i samo ako je
sG
p = 1.

Definicija Za grupu G ka�emo da je prosta ako nema pravu,
netrivijalnu i normalnu podgrupu.

Silovǉeve teoreme su osnovni alat u pokuxaju da razumemo
strukturu neke grupe i od velike su pomo�i pri klasifikaciji
svih konaqnih grupa nekog reda n. Tre�a Silovǉeva teorema
nam daje aritmetiqke uslove koji odre�uju i ograniqavaju struk-
turu grupe reda n (dakle struktura delioca reda grupe n utiqe
na algebarsku strukturu!). Ovi uslovi ne odre�uju strukturu
grupe u potpunosti i uvek, ali qesto su dovoǉni da se dobije neka
kǉuqna informacija (npr. o postojaǌu neke normalne podgrupe)
od koje se polazi u daǉoj strukturnoj analizi. Primeri ovakvog
zakǉuqivaǌa su ilustrovani u zadacima koji slede.

1.2 Rexeni zadaci

1. Izraqunati brojeve sp u Dn, gde je n ≥ 3 i p | n prost broj.

Rexeǌe. Neka je Dn = 〈σρ | ρn = σ2 = ε, ρσ = σρ−1〉. Znamo |Dn| =
2n.

Ako je n = 2k, tada je 2 jedini prost broj koji deli n, pa je Dn

S2–podgrupa od Dn i s2 = 1.
Pretpostavimo da je n = 2kl, gde je k ≥ 0 i l ≥ 3 neparan broj.

Neka je p neparan prost broj koji deli n, i pretpostavimo da pu ‖ n.
Neka je H proizvoǉna Sp–podgrupa, tj. |H| = pu. (Primetite da H
postoji po prvoj Silovǉevoj teoremi.) Primetimo da H ne sadr�i
nijednu simetriju, jer bi u suprotnom po Lagran�ovoj teoremi
|H| bio deǉiv sa 2. Prema tome H ≤ 〈ρ〉. Dakle, proizvoǉna Sp–
podgrupa je podgrupa od 〈ρ〉 i reda je pu. Me�utim, kako je 〈ρ〉 cik-
liqna, ona sadr�i taqno jednu podgrupu reda pu, pa je Sp–podgrupa
u Dn jedinstvena, tj. sp = 1 i uoqena podgrupa H je normalna u Dn.
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Ostaje nam da izraqunamo s2 u sluqaju kada je n = 2kl, k ≥
0, l ≥ 3 neparan broj. Neka je K proizvoǉna S2–podgrupa u Dn.
Primetimo da je |K| = 2k+1. Tada po Lagran�ovoj teoremi K � 〈ρ〉,
pa K sadr�i simetriju. Kako je 〈ρ〉 / Dn, to je K〈ρ〉 = Dn, pa po
drugoj teoremi o izomorfizmu imamo Z/2Z ∼= Dn/〈ρ〉 = K〈ρ〉/〈ρ〉 ∼=
K/K∩〈ρ〉, odakle zakǉuqujemo da |K∩〈ρ〉| = 2k. Kako je 〈ρ〉 cikliqna,
ona ima jedinstvenu podgrupu reda 2k, zovimo je L, pa smo dokazali
da za proizvoǉu S2–podgrupu K va�i K ∩ 〈ρ〉 = L.

Tako�e, ako je σρv ∈ K proizvoǉna simetrija, kako je L �
〈L, σρv〉 ≤ K, |L| = 2k i |K| = 2k+1, to je K = 〈L, σρv〉. Jox primetite
da K ima 2k rotacija (to su rotacije iz L), pa su preostalih 2k

elemenata u K simetrije. Dakle svaka S2–podgrupa je odre�ena
sa jednom proizvoǉnom svojom simetrijom i sadr�i 2k simetrija.
Kako imamo n = 2kl simetrija u Dn, to imamo 2kl naqina da naprav-
imo s2–podgrupu, i u grupama od po 2k te popdgrupe su me�usobno
jednake. Prema tome imamo l razliqitih S2–podgrupa, tj. s2 = l.

2. Opisati S2–podgrupe od S4 i izraqunati s2.

Rexeǌe. Kako je |S4| = 24 = 23·3, to su s2–podgrupe reda 8. Tako�e,
prema tre�oj Silovǉevoj teoremi s2 ∈ {1, 3}. Podeli�emo opis u
nekoliko koraka.

1. Kako 4–cikl generixe podgrupu reda 4, a transpozicija
generixe podgrupu reda 2, to prema drugoj Silovǉevoj teoremi te
podgrupe su sadr�ane u nekoj (mo�da ne istoj) S2–podgrupi. Ali
kako su sve S2–podgrupe koǌugovane, to svaka S2–podgrupa sadr�i
i 4–cikl i transpoziciju. (Setite se da koǌugovaǌe quva ciklove.)
Do kraja opisa �emo dokazati da je S2– podgrupa generisana jed-
nim 4–ciklom i jednom transpozicijom. Pre nego xto nastavimo
primetite da S4 ima 6 4–ciklova, i to su: b1, 2, 3, 4e, b1, 4, 3, 2e,
b1, 2, 4, 3e, b1, 3, 4, 2e, b1, 3, 2, 4e i b1, 4, 2, 3e. Tako�e S4 sadr�i 6 trans-
pozicija, i to su: b1, 2e, b1, 3e, b1, 4e, b2, 3e, b2, 4e i b3, 4e.

2. Neka je H S2–podgrupa koja sadr�i 4–cikl ρ = b1, 2, 3, 4e.
Prmetite da tada H sadr�i i ρ−1 = b1, 4, 3, 2e. Doka�imo sada da
pored ova dva 4–cikla, H ne sadr�i nijedan drugi 4–cikl. Ako H
sadr�i b1, 2, 4, 3e, tada H sadr�i i ρ2b1, 2, 4, 3e = b1, 3eb2, 4eb1, 2, 4, 3e =
b1, 4e. No, tada H sadr�i b1, 4, 3, 2e i b1, 4e, a setite se da ove
dve generixu S4, xto je kontradikcija. Ako H sadr�i b1, 3, 4, 2e,
tada H sadr�i i b1, 3, 4, 2e−1 = b1, 2, 4, 3e, pa se ovaj sluqaj svodi na
prethodni. Ako H sadr�i b1, 3, 2, 4e, tada H sadr�i i ρ2b1, 3, 2, 4e =
b1, 3eb2, 4eb1, 3, 2, 4e = b3, 4e. Ali tada H sadr�i b1, 2, 3, 4e i b3, 4e, a
ove dve generixu S4, xto je kontradikcija. Konaqno ako H sadr�i
b1, 4, 2, 3e, tada H sadr�i i b1, 4, 2, 3e−1 = b1, 3, 2, 4e, pa se ovaj sluqaj
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svodi na prethodni. Dakle, H sadr�i samo dva 4–cikla: ρ i ρ−1.
Primetite da ve� sada mo�emo zakǉuqiti da postoji vixe od jedne
S2–podgrupe u S4.

3. Zakǉuqili smo da H mora da sadr�i transpoziciju. Kako
H sadr�i b1, 2, 3, 4e, to H ne mo�e da sadr�i b1, 2e, b2, 3e, b3, 4e i
b4, 1e = b1, 4e, jer bi u kombinaciji sa bilo kojom od ovih b1, 2, 3, 4e
generisao celu S4. Doka�imo da H sadr�i b1, 3e i b2, 4e. Znamo da
sar�i bar jednu od ǌih, a kako sadr�i i ρ2 = b1, 3eb2, 4e, to qim
sadr�i jednu od ǌih, odmah sadr�i i drugu. Dakle, b1, 3e, b2, 4e ∈
H. Oznaqimo σ = b1, 3e.

4. Uoqimo da je σρσρ = b1, 3eb1, 2, 3, 4eb1, 3eb1, 2, 3, 4e = be, odakle
je σρ = ρ−1σ. Dakle, ρ4 = σ2 = be i σρ = ρ−1σ, odakle je 〈σ, ρ〉 ∼= D4.
Kako 〈σ, ρ〉 ≤ H i obe grupe imaju po 8 elemenata, to H = 〈σ, ρ〉 =
〈b1, 3eb1, 2, 3, 4e〉. Dakle, opisali smo grupu H i zakǉuqili smo da
je ona izomorfna D4.

5. Ve� smo zakǉuqili da je s2 = 3, i lako iz prethodnog vidimo
da su S2–podgrupe: 〈b1, 3eb1, 2, 3, 4e〉, 〈b1, 4eb1, 2, 4, 3e〉 i 〈b1, 2eb1, 3, 2, 4e〉.

NAPOMENA. U zadatku smo koristili poznatu qiǌenicu da je
Sn generisana n–ciklom ba1, a2, . . . , ane i transpozicijom bai, ai+1e.

3. Neka je p prost broj. Odrediti broj sp p-Silovǉevih pod-
grupa za grupu invertibilnih matrica GL2(Z/pZ) nad poǉem Z/pZ.
Odrediti ukupan broj elemenata reda p u toj grupi.

Rexeǌe. Da bismo odredili red |GL2(Z/pZ)|, primetimo (radosno
se prise�aju�i naxeg razumevaǌa Linearne algebre) da je broj
svih invertibilnih 2 × 2 matrica nad poǉem Z/pZ jednak broju
svih razliqitih baza Z/pZ-vektorskog prostora (Z/pZ)2. Kako prvi
vektor takve baze mo�emo izabrati na p2 − 1 naqina (bilo koji
vektor osim (0, 0)), a drugi na p2 − p naqina (kad smo izabrali
prvi vektor baze v1, drugi je bilo koji vektor koji se ne nalazi u
potprostoru (Z/pZ)v1), dobijamo da je |GL2(Z/pZ)| = (p2−1)(p2−p) =
p(p− 1)(p2 − 1).

Kako je (p−1)(p2−1) uzajamno prosto sa p, p-Silovǉeve podgrupe

su reda p. Kako je matrica
[

1 1
0 1

]
reda p, imamo dakle da je P =

〈[
1 1
0 1

]〉
=

{[
1 x
0 1

]
: x ∈ Z/pZ

}
jedna p-Silovǉeva podgrupa.

Da bismo odredili sp koristi�emo tre�u Silovǉevu teoremu,

odnosno da je sp = [GL2(Z/pZ) : N(P )]. Ako je matrica
[

a b
c d

]
∈
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N(P ) i ako oznaqimo δ := ad− bc 6= 0, dobijamo da je

[
a b
c d

] [
1 1
0 1

] [
a b
c d

]−1

=

[
1− ac

δ
a2

δ

− c2

δ 1 + ac
δ

]
∈ P,

odakle zakǉuqujemo da mora biti c = 0. I obrnuto, lako se prover-

ava da je svaka matrica iz GL2(Z/pZ) oblika
[ ∗ ∗

0 ∗
]
, u normal-

izatoru podgrupe P . Ovakvih matrica ima (p − 1)2p (dijagonalne
elemente mo�emo izabrati na po p−1 naqina, a vandijagonalni el-
ement je proizvoǉan), pa je dakle N(P ) = (p−1)2p. Dakle dobijamo
da je sp = p(p−1)(p2−1)

(p−1)2p
= p + 1.

Na kraju primetimo da se razliqite p-Silovǉeve podgrupe prese-
caju trivijalno, pa je ukupan broj elemenata reda p u grupi GL2(Z/pZ)
jednak (p− 1)sp = p2− 1 (jer se svaki element reda p mora nalaziti
u nekoj p-Silovǉevoj podgrupi).

4. Neka je p prost broj i neka je U3 podgrupa gorǌe-trougaonih
matrica u grupi GL3(Z/pZ). Odrediti red grupe U3 i sve ǌene
p-Silovǉeve podgrupe.

Rexeǌe. Ako je 


d1 x z
0 d2 y
0 0 d3


 ∈ U3,

proizvoǉni element, ǌegove dijagonalne elemente mo�emo izabrati
na po p− 1 naqina, a vandijagonalne elemente na po p naqina, pa je
ukupno |U3| = (p − 1)3p3. Dakle, p-Silovǉeve podgrupe grupe U3 su
reda p3. Primetimo da je

P =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 : x, y, z ∈ Z/pZ



 ≤ U3

i da je |P | = p3, pa je P jedna takva podgrupa.
Daǉe, prema tre�oj Silovǉevoj teoremi imamo da je sp =p 1

i da sp|(p − 1)3. Me�utim ovi uslovi nam nisu dovoǉni da bismo
odredili sp. Npr. i broj 1 i broj (p− 1)2 ih zadovoǉavaju.

Uoqimo zato preslikavaǌe φ : U3 −→ (Z/pZ)××(Z/pZ)××(Z/pZ)×

zadato sa 


d1 x z
0 d2 y
0 0 d3


 7→ (d1, d2, d3).
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Lako se proverava da je ovo jedan homomorfizam grupa i da je
ker(φ) = P . Dakle, P je kao jezgro homomorfizma jedna normalna
podgrupa grupe U3, pa je prema posledici druge Silovǉeve teoreme
sp = 1, odnosno P je i jedina p-Silovǉeva podgrupa u U3.

5. Grupa prostog reda je prosta.

Rexeǌe. Grupa prostog reda p je cikliqna izomorfna sa Z/pZ,
koja nema prave, netrivijalne podgrupe, pa nema ni prave, netriv-
ijalne normalne podgrupe.

6. Grupa G reda pn, n ≥ 2, nije prosta. Dokazati.

Rexeǌe. Ako G nije Abelova, tada Z(G), kako nije trivijalan, je
jedna netrivijalna, prava, normalna podgrupa, pa G nije prosta.

Ako je G Abelova, tada su sve ǌene podgrupe normalne, a po
Koxijevoj lemi postoji podgrupa reda p.

7. Grupa G reda pq, p < q prosti brojevi, nije prosta.

Rexeǌe. Neka je a ∈ G element reda q, koji postoji po Koxijevoj
lemi. Neka je H = 〈a〉, |G : H| = p. |G : Core(H)| | p!, pa kako je p < q,
to q - p!, pa q - |G : Core(H)|, odakle sledi da q | |Core(H)|. Kako je
jox Core(H) ≤ H, odatle sledi da Core(H) = H, pa je H / G.

8. Grupa G reda pqn, gde su p < q prosti brojevi, nije prosta.

Rexeǌe. Koristimo Silovǉeve teoreme. Imamo da sq | p i sq =q 1.
Tada, kako je p < q, sledi da sq = 1, pa je Sq–podgrupa prava,
netrivijalna, normalna podgrupa u G.

9. Grupa G reda p2q, gde su p 6= q prosti brojevi, nije prosta.

Rexeǌe. Ako je p > q, tvr�eǌe sledi prema prethodnom zadatku.
Neka je p < q. Koristimo Silovǉeve teoreme. Imamo da sq | p2,

pa sq ∈ {1, p, p2}. Kako je sq =q 1 i p < q, to sq 6= p. Ako je sq = 1,
tada je Sq–podgrupa prava, netrivijalna, normalna podgrupa od G.

Pretpostavimo da je sq = p2. Tada je p2 =q 1, pa q | p2 − 1 =
(p − 1)(p + 1). Kako je p < q, to q | p + 1. No tada q | p + 1 ≤ q, xto
je jedino mogu�e ako je p + 1 = q. Dakle, p i q su uzastopni prosti
brojevi, tj. p = 2, q = 3, i mi govorimo o grupi G reda 12.

Neka je H S2–podgrupa grupe G. Tada je |G : H| = 3, pa prema
n!–teoremi |G : Core(H)| | 3! = 6. To znaqi da |G : Core(H)| 6= 12, tj.
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Core(H) je netrivijalna. Kako je Core(H) ≤ H � G, ona je i prava
podgrupa, a uvek je normalna. Dakle, grupa G reda 12 nije prosta.

Mo�emo postupiti i drugaqije. Primetite da u grupi reda 12,
ako bi bila prosta, va�i s2 = 3 i s3 = 4. Neka su H1,H2,H3, H4

razliqite S3–podgrupe, sve su cikliqne reda 3, pa se prema tome u
parovima trivijalno seku (u suprotnom se seku po generatoru, pa
su jednake). Dakle, u H1∪H2∪H3∪H4 imamo 4 ·2+1 = 9 elemenata.
Neka su K1,K2 razliqite S2–podgrupe, one su reda 4, pa kako je
presek ǌihova prava podgrupa, to je prema Lagran�ovoj teoremi
|K1∩K2| ≤ 2. Tada K1∪K2 ima bar 4+4−2 = 6 elmenata. Primetite
jox da se Hi i Kj trivijalno seku (u Hi redovi elemenata dele 3,
a u Kj dele 4). Odatle se i H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4 i K1 ∪K2 trivijalno
seku, pa ǌihova unija ima bar 9 + 6 − 1 = 14 elemenata, xto je
kontradikcija, jer G ima samo 12 elemenata. Ovo nam pokazuje
da grupa reda 12 nije prosta, ali i da ima normalnu Silovǉevu
podgrupu.

10. Dokazati da grupa G reda pqr, gde su p < q < r prosti
brojevi, nije prosta.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da je G prosta. Specijalno
tada sp, sq, sr 6= 1. Koristimo Silovǉeve teoreme. Kako sp | qr,
to znaqi da je sp ≥ q. Kako sq | pr, sq =q 1 i p < q, to znaqi da je
sq ≥ r. Kako sr | pq, sr =r 1 i p, q < r, to znaqi da je sr = pq.

Neka su Hi, 1 ≤ i ≤ q, razliqite Sp–podgrupe; kako su one reda
p, izomorfne su sa Z/pZ. Neka su Ki, 1 ≤ i ≤ r, razliqite Sq–
podgrupe; kako su one reda q, izomorfne su sa Z/qZ. Neka su Li,
1 ≤ i ≤ pq, razliqite Sr–podgrupe; kako su one reda r, izomorfne
su sa Z/rZ.

Doka�imo najpre Hi ∩ Hj = 〈e〉, za i 6= j. Hi ∩ Hj ≤ Hi
∼= Z/pZ,

pa je Hi ∩ Hj = 〈e〉 ili Hi ∩ Hj = Hi, odakle Hi ≤ Hj, pa Hi = Hj

jer imaju jednak broj elemenata, xto je kontradikcija. Sliqno se
dokazuje da je Ki ∩Kj = 〈e〉 i Li ∩ Lj = 〈e〉, za i 6= j.

Doka�imo daǉe da je Hi ∩Kj = 〈e〉. Hi ∩Kj ≤ Hi,Kj, pa prema
Lagran�ovoj teoremi |Hi ∩Kj | deli i p i q, odakle je |Hi ∩Kj | = 1,
tj. Hi∩Kj = 〈e〉. Sliqno se dokazuje da je Ki∩Lj = 〈e〉 i Li∩Hj = 〈e〉.

Neka su H =
q⋃

i=1

Hi, K =
r⋃

i=1

Ki i L =
pq⋃

i=1

Li. Prema prethodno

dokazanom |H| = q(p − 1) + 1, |K| = r(q − 1) + 1 i |L| = pq(r − 1) + 1.
Prema prethodnom je tako�e |H ∩K| = |H ∩ L| = |K ∩ L| = 1, pa je
|H ∪K ∪L| = q(p−1)+r(q−1)+pq(r−1)+1 = pqr+(q−1)(r−1) > pqr.
Kako je H ∪K ∪ L ⊆ G, to je kontradikcija.
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11. Dokazati da je grupa G reda 32 · 11 Abelova.

Rexeǌe. Neka je |G| = 32 · 11. Kako s3 =3 1 i s3 | 11, to je s3 = 1,
odakle je S3–podgrupa, H, normalna u G. |H| = 9, pa je H Abelova
(jer je reda p2). Sliqno, s11 =11 1 i s11 | 9, odakle je s11 = 1, pa je
S11–podgrupa K, normalna u G. Kako je |K| = 11, to je K ∼= Z/11Z.

Imamo H ∩K ≤ H, K, odakle, po Lagran�ovoj teoremi, |H ∩K| |
9, 11, pa je |H ∩K| = 1, tj. H ∩K = 〈e〉.

Kako su H,K / G, to je i HK / G, i |HK| = |H||K|
|H ∩K| =

9 · 11
1

= 99,

odakle je G = HK.
Dakle, G = HK, H, K / G i H ∩K = 〈e〉, pa po teoremi o razla-

gaǌu grupe sledi da je G ∼= H × K. Kako je G direktan proizvod
dve Abelove grupe, i G je Abelova.

12. Neka je |G| = p · m, m > 1, i p je najmaǌi prost broj koji
deli red grupe G. Neka je H ≤ G takva da je |G : H| = p. Dokazati
da je H / G.

Rexeǌe. Dokaza�emo H = Core(H), xto �e znaqiti da je H / G.
Prema n!–teoremi imamo da |G : Core(H)| | p!, odakle p ·m = |G| |

p! · |Core(H)|, pa m | (p− 1)! · |Core(H)|. Kako je p najmaǌi prost broj
koji deli |G| i m > 1, to je (m, (p−1)!) = 1, pa va�i da m | |Core(H)|.
Kako je jox Core(H) ≤ H i |H| = m, to je H = Core(H).

13. Dokazati da je grupa G reda 5 · 7 · 17 cikliqna.

Rexeǌe. Izraqunajmo najpre s5, s7 i s17. Imamo s5 =5 1 i s5 | 7·17,
odakle se lako vidi da je s5 = 1. Neka je H S5–podgrupa. Za ǌu
tada va�i H / G, |H| = 5 i H ∼= Z/5Z.

Tako�e, s7 =7 1 i s7 | 5 · 17, odakle zakǉuqujemo s7 ∈ {1, 85}.
s17 =17 1 i s17 | 5 · 7, odakle zakǉuqujemo s17 ∈ {1, 35}.

Doka�imo najpre da je s7 = 1 ili s17 = 1. Pretpostavimo
suprotno, tada je s7 = 85 i s17 = 35. Neka su Ki, 1 ≤ i ≤ 85,
razliqite S7–podgrupe grupe G. |Ki| = 7, pa je Ki

∼= Z/7Z. Neka su
Li, 1 ≤ i ≤ 35, razliqite S17–podgrupe grupe G. |Li| = 17, pa je Li

∼=
Z/17Z. Kako su svi elementi, sem neutrala, u Ki ǌeni generatori,

to je Ki ∩Kj = 〈e〉, kada je i 6= j. Odatle je

∣∣∣∣∣
85⋃

i=1

Ki

∣∣∣∣∣ = 85 · 6 + 1 = 511.

Sliqno, Li ∩ Lj = 〈e〉, za i 6= j, pa je

∣∣∣∣∣
35⋃

i=1

Li

∣∣∣∣∣ = 35 · 16 + 1 = 561. Kako

red elementa u Ki ∩ Lj mora da deli i red grupe |Ki| = 7 i red
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grupe |Lj | = 17, to je Ki ∩Lj = 〈e〉, pa je i
85⋃

i=1

Ki ∩
35⋃

i=1

Li = 〈e〉, odakle

je

∣∣∣∣∣
85⋃

i=1

Ki ∪
35⋃

i=1

Li

∣∣∣∣∣ = 511 + 561− 1 > 595 = |G|, xto je kontradikcija.

Dakle, s7 = 1 ili s17 = 1. Neka je K neka S7–podgrupa i L
neka S17–podgrupa. Tada je K / G ili L / G. U svakom sluqaju
M = KL ≤ G. Kako je K ∩ L = 〈e〉, to je |KL| = |K||L| = 7 · 17.
Raqunajmo po Silovǉevim teoremama u grupi M .

Daǉe, sM
7 =7 1 i sM

7 | 17, odakle s7 = 1, i sM
17 =17 1 i sM

17 | 7,
odakle s17 = 1. Kako je K S7–podgrupa u M i L S17–podgrupa u M ,
to su K, L / M . Kako je M = KL i K ∩ L = 〈e〉, to je po teoremi o
razlagaǌu grupa M ∼= K × L ∼= Z/7Z× Z/17Z ∼= Z/119Z.

Primetite da je |G : M | = 5 i da je 5 najmaǌi prost broj koji
deli red grupe G. Odatle je M / G. Tada je HM / G. Kako je
H ∩M = 〈e〉 (Zaxto?), to je |HM | = |H||M | = 5 · 7 · 17 = |G|, odakle je
G = HM . Dakle, H, M / G, G = HM i H ∩M = 〈e〉, pa po teoremi
o razlagaǌu grupe je G ∼= H ×M ∼= Z/5Z× Z/119Z ∼= Z/595Z.

14. Dokazati da grupa G reda 22 · 19 ·37 ima normalnu cikliqnu
podgrupu reda 19 · 37 i normalnu podgrupu indeksa 2.

Rexeǌe. Kako s19 =19 1 i s19 | 22 · 37, to je s19 = 1, pa je S19–
podgrupa, H, normalna u G. Neka je K neka S37–podgrupa od G.
Kako je H / G, tada je L = HK ≤ G. H ∩K = 〈e〉, pa je |L| = |HK| =
|H||K| = 19 · 37.

Raqunajmo po Silovǉevim teoremama u L. Imamo sL
19 =19 1 i

sL
19 | 37, odakle je sL

19 = 1, i sL
37 =37 1 i sL

37 | 19, odakle je sL
37 = 1.

Kako su H S19–podgrupa i K S37–podgrupa od L, to su H, K / L.
Kako je jox L = HK i H ∩K = 〈e〉, to je po teoremi o razlagaǌu
grupe L ∼= H ×K ∼= Z/19Z× Z/37Z ∼= Z/(19× 37)Z.

Doka�imo da je L = Core(L), xto �e znaqiti da je L/ G. Prema
n!–teoremi je |G : Core(L)| | |G : L|! = 4! = 24, odakle 4 · 19 · 37 = |G| |
24 · |Core(L)|, tj. 19 · 37 | 6 · |Core(L)|, pa 19 · 37 | |Core(L)|. Kako je jox
Core(L) ≤ L i |L| = 19 · 37, to je L = Core(L).

Konaqno, prema Koxijevoj lemi, postoji element a ∈ G reda 2.
Podgrupa 〈a〉 je reda 2. Kako je L / G, to je 〈a〉L ≤ G, i iz a /∈ L
(Zaxto?) sledi 〈a〉 ∩ L = 〈e〉, pa |〈a〉L| = |〈a〉| · |L| = 2 · 19 · 37 i 〈a〉L
je podgrupa indeksa 2, koja je zato i normalna.

15. Pretpostavimo da je G prosta grupa, H ≤ G takva da je
|G : H| = k > 1. Tada je G ≤ Sk. (Zapravo Sk sadr�i izomorfnu
kopiju grupe G, pa mo�emo da smatramo G ≤ Sk.)
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Rexeǌe. Posmatrajmo preslikavaǌe φ : G −→ Sym(G/H), gde je
G/H skup levih koseta podgrupe H, dato sa φ(g) : aH 7→ gaH. Pres-
likavaǌe φ je homomorfizam grupa i ker(φ) = Core(H) / H. Kako
je Core(H) ≤ H � G, to je Core(H) prava podgrupa, pa kako je G
prosta to Core(H) = 〈e〉. Iz ker(φ) = 〈e〉 sledi da je φ 1-1, odakle
sledi tvr�eǌe zadatka.

16. Neka je H ≤ G ≤ G1. Tada je NG(H) ≤ NG1(H), pa prema
Lagran�ovoj teoremi |NG(H)| | |NG1(H)|. Tako�e, ako je H / K ≤ G,
tada je K ≤ NG(H).

Rexeǌe. Ovo je oqigledno.

17. Dokazati slede�a tvr�eǌa:

1. Ako G ≤ Sk i G nema podgrupu indeksa 2, tada G ≤ Ak.

2. Neka je p neparan prost broj, takav da p | k!. Tada je sAk
p = sSk

p .

Ako je H neka SSk
p –podgrupa, tada je |NAk

(H)| = 1
2
|NSk

(H)|.

Rexeǌe.

1. Pretpostavimo suprotno da G � Ak. Kako je Ak / Sk to je
AkG ≤ Sk, i kako je Ak � AkG, to je AkG = Sk. Prema drugoj
teoremi o izomorfizmu je Z2

∼= Sk/Ak
∼= AkG/Ak

∼= G/(G ∩
Ak), odakle sledi da je G ∩ Ak podgrupa indeksa 2 u grupi G.
Kontradikcija.

2. Kako je p neparan prost broj, |Sk| = k! i |Ak| =
k!
2
, to pl ‖ |Sk|

ako i samo ako pl ‖ |Ak|. Odatle su SAk
p –podgrupe i SSk

p –
podgrupe istog reda. Kako SSk

p –podgrupa nema podgrupu in-
deksa 2, jer je neparnog reda, to su prema prethodnom delu
sve SSk

p –podgrupe ujedno i SAk
p –podgrupe. Dakle, sAk

p = sSk
p .

Neka je H neka SSk
p –podgrupa. Ona je i SAk

p –podgrupa. Prema
tre�oj Silovǉevoj teoremi imamo:

k!
|NSk

(H)| = |Sk : NSk
(H)| = sSk

p = sAk
p = |Ak : NAk

(H)| = k!
2|NAk

(H)| ,

odakle je |NAk
(H)| = 1

2
|NSk

(H)|.
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18. Neka je p prost broj takav da p ‖ k!. Neka je H bilo koja
Sp–podgrupa od Sk; primetite da je |H| = p, tj. H ∼= Zp. Tada je
|NSk

(H)| = p(p − 1)(k − p)!. Specijalno, ako je k ∈ {p, p + 1}, tada je
|NSk

(H)| = p(p− 1).

Rexeǌe. Pod datim pretpostavkama element reda p u Sk je p–
cikl. Ure�enih p–torki, qije su koordinate razliqite, elemenata
iz {1, 2, . . . , k} ima k!/(k− p)!. Takve dve p–torke predstavǉaju isti
p–cikl ako i samo ako se cikliqnim pomeraǌem jedne dobija druga,
xto �e re�i da p razliqitih p–torki predstavǉa isti p–cikl, pa
je broj p–ciklova u Sk jednak k!/p(k − p)!.

Cikliqna grupa reda p u ovom sluqaju, pored neutralne per-
mutacije, sadr�i p − 1 p–ciklova, i svaki od ǌih je generator za
tu grupu. Dakle, u grupama od p− 1 p–ciklovi generixu istu pod-

grupu. Odatle je broj Sp–podgrupa jednak sp =
k!

p(p− 1)(k − p)!
.

Kako je
k!

p(p− 1)(k − p)!
= sp = |Sk : NSk

(H)| =
k!

|NSk
(H)| , gde je H

proizvoǉna Sp–podgrupa, to je |NSk
(H)| = p(p− 1)(k − p)!.

19. Dokazati da grupa G reda 22 · 32 · 11 nije prosta.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da je G prosta. Imamo da s11 =11

1 i s11 | 22 · 32, pa s11 ∈ {1, 12}. Kako je G prosta, to je s11 = 12.
Uoqimo H, proizvoǉnu S11–podgrupu i NG(H). Tada |G : NG(H)| =
12 prema tre�oj Silovǉevoj teoremi, pa kako je G prosta, prema za-
datku 15. mo�emo pretpostaviti da je G ≤ S12. Tako�e je |NG(H)| =
22 · 32 · 11

12
= 33.

Kako H ≤ G ≤ S12 i 11 ‖ 12!, to je H i SS1211 –podgrupa, i prema
zadatku 18. |NS12(H)| = 11(11 − 1) = 110. Tako�e, kako je H ≤
G ≤ S12, to je prema zadatku 16. |NG(H)| | |NS12(H)|, tj. 33 | 110.
Kontradikcija.

20. Dokazati da grupa G reda 23 · 3 · 11 nije prosta.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da je G prosta. Imamo da s11 =11

1 i s11 | 23·3, pa s11 ∈ {1, 12}. Kako je G prosta, to je s11 = 12. Uoqimo
H, proizvoǉnu S11–podgrupu i NG(H). Tada |G : NG(H)| = 12, pa
kako je G prosta, mo�emo pretpostaviti da je G ≤ S12. Tako�e je

|NG(H)| = 23 · 3 · 11
12

= 22.

Kako H ≤ G ≤ S12 i 11 ‖ 12!, to je H i SS1211 –podgrupa, a kako
G nema podgrupu indeksa 2 (jer je G prosta), to je H ≤ G ≤ A12,
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pa je H i SA12
11 –podgrupa. |NS12(H)| = 11(11 − 1) = 110 i |NA12(H)| =

110/2 = 55. Konaqno, kako je H ≤ G ≤ A12, sledi |NG(H)| | |NA12(H)|,
tj. 33 | 55. Kontradikcija.

21. Dokazati da grupa G reda 3 · 5 · 7 · 17 nije prosta.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da je G prosta. Imamo da s17 =17

1 i s17 | 3 · 5 · 7, pa s17 ∈ {1, 35}. Kako je G prosta, to je s17 = 35.
Neka je H proizvoǉna S17–podgrupa. Tada |G : NG(H)| = 35 i

|NG(H)| = 3 · 5 · 7 · 17
35

= 3 · 17.

Daǉe, imamo s
NG(H)
3 =3 1 i s

NG(H)
3 | 17, odakle je s

NG(H)
3 = 1. Neka

je K jedina S
NG(H)
3 –podgrupa. Tada je K / NG(H), pa je NG(H) ≤

NG(K), odakle po Lagran�ovoj teoremi sledi |NG(H)| | |NG(K)|, tj.
3 · 17 | |NG(K)|.

Primetimo da je K tako�e i S3–podgrupa, pa je s3 = |G : NG(K)| =
3 · 5 · 7 · 17
|NG(K)| . Kako 3 · 17 | |NG(K)|, to s3 | 5 · 7. Kako je jox s3 =3 1 i G

prosta, to je s3 = 7.
Dakle, |G : NG(K)| = 7, pa prema n!–teoremi |G : Core(NG(K))| |

7!. Core(NG(K)) je netrivijalna, jer 17 - 7!, pa 17 - |G : Core(NG(K))|
i 17 | |Core(NG(K))|, a tako�e je prava i normalna podgrupa od G.
To je kontradikcija sa pretpostavkom da je G prosta.

22. Neka je G grupa i H ≤ G ǌena podgrupa. Ka�emo da je H
karakteristiqna podgrupa grupe G, u oznaci H // G, ako za svaki
automorfizam f ∈ Aut(G) va�i f(H) = H (dakle, ako je H invari-
jantna u odnosu na sve automorfizme grupe G).

1. Dokazati da je H // G ako i samo ako za sve automorfizme
grupe G va�i f(H) ⊆ H. Tako�e, H // G ako i samo ako za sve
automorfizme grupe G va�i f(H) ⊇ H.

2. Ako je H // G, dokazati da je H / G. Primerom pokazati da
ne va�i obratna implikacija

3. Ako je H jedinstvena podgrupa nekog konaqnog reda ili in-
deksa u grupi G (koja je mo�da i beskonaqna), dokazati da je
H // G.

4. Ako je H // K / G, dokazati da je H / G.

5. Ako je H // K // G, dokazati da je H // G.

6. Dati primer takav da va�i H / K // G, ali H 6 G.
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Rexeǌe.

1. Doka�imo prvo tvr�eǌe, drugo se dokazuje potpuno analogno.
Smer (⇒) je trivijalan. Pretpostavimo da va�i f(H) ⊆ H,
za sve automorfizme f grupe G. Neka je f proizvoǉan au-
tomorfizam. Tada je f(H) ⊆ H, ali i f−1(H) ⊆ H (jer ta
nejednakost va�i za sve automorfizme grupe G). Kada na
drugu nejednakost primenimo f , dobijamo f(f−1(H)) ⊆ f(H),
tj. H ⊆ f(H). Dakle, f(H) = H. Kako je f bio proizvoǉan
automorfizam, to je H // G.

Napomenimo ovde da za fiksirani automorfizam f grupe G iz
f(H) ⊆ H ne sledi obavezno f(H) = H. Iako to jeste taqno
u sluqaju kada je H konaqnog reda ili indeksa, u sluqaju
kada je G beskonaqna grupa i H podgrupa beskonaqnog reda
i indeksa, to ne mora biti taqno. Primera radi, neka je
G aditivni deo beskonaqno dimenzionog vektorskog prostora
nad nekim poǉem F , sa prebrojivom bazom {ei | i ∈ N}. Adi-
tivni deo potprostora generisanim sa {e2i | i ∈ N} je podgrupa
H grupe G. Svaka permutacija baze vektorskog prostora se
di�e do automorfizma vektorskog prostora, pa i do automor-
fizma ǌegovog adidtivnog dela, tj. grupe G. Ako uoqimo per-
mutaciju f datu sa f(e2i) = e2i+2, f(e1) = e0 i f(e2i+3) = e2i+1,
za i ∈ N, tada je f(H) ( H (jer e0 ∈ H, ali e0 /∈ f(H)), iako f
jeste automorfizam grupe G.

2. Ako je H // G, dakle ako je H invarijantna u odnosu na sve
automorfizme grupe G, tada je specijalno H invarijantna i
u odnosu na sve unutraxǌe automorfizme grupe G, xto znaqi
da je H / G.

Da bismo videli da obratno ne va�i, posmatrajmo neku netriv-
ijalnu Abelovu grupu A i grupu G = A×A. Tada su H = A×{0}
i K = {0} × A podgrupe grupe G; kako je i G Abelova, to su
H, K / G. Me�utim, ako posmatramo automorfizam f : G −→ G
dat sa f(x, y) = (y, x), dobijamo da je f(H) = K, xto dokazuje
da H nije invarijantna u odnosu na f , pa H nije karakteris-
tiqna podgrupa grupe G.

Drugi prirodan primer su diedarske grupe pravilnog 2n–
tougla, D2n. Kako je D2n = 〈σ, ρ | σ2 = ε, ρ2n = ε, ρσ = σρ−1〉,
ako uzmemo H = 〈σ, ρ2〉 i K = 〈σρ, ρ2〉, tada su H i K razliqite
podgrupe indeksa 2 u D2n, pa su zbog toga normalne. Med-
jutim, ako posmatramo automorfizam f : D2n −→ D2n dat sa
f(ρ) = ρ, f(σ) = σρ, dobijamo da je f(H) = K, xto dokazuje da
H nije karakteristiqna podgrupa grupe D2n. Primetite da
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nam ovo daje i primer da podgrupa indeksa 2 ne mora biti
karakteristiqna (iako je uvek normalna).

Ostavǉamo qitaocu da doka�e i da su podgrupe 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉
grupe kvaterniona normalne, ali nisu karakteristiqne.

3. Ako je f proizvoǉan automorfizam grupe G i H jedina pod-
grupa od G nekog konaqnog reda, tada je i f(H) podgrupa istog
reda, jer je f bijekcija. Kako je H jedina takva, to je f(H) =
H. Dakle, H// G. Sliqno, ako je H jedina podgrupa indeksa n
u G, tada je G =

⊔n
i=1 aiH za neki izbor a1, . . . , an ∈ G, pa kako

je f bijekcija, to je G = f(G) =
⊔n

i=1 f(ai)f(H), xto dokazuje
da je i f(H) podgrupa indeksa n u G. Kako je H jedina takva,
to je f(H) = H, tj. H // G.

4. Pretpostavimo da je H // K / G. Neka je g ∈ G proizvoǉan
element. Potrebno je dokazati da je σg(H) = H (σg je un-
utraxǌi automorfizam). Kako je K / G, to je σg(K) = K, pa
je σg |K : K −→ K automorfizam grupe K (primetite da on
ne mora biti unutraxi automorfizam grupe K, jer g ne mora
pripadati K). Me�utim, kako je σg |K∈ Aut(K) i H // K, to je
σg |K (H) = H. Kako je jox H ⊆ K, to je σG(H) = σG |K (H) =
H, xto zavrxava dokaz.

5. Pretpostavimo da je H// K// G. Neka je f ∈ Aut(G) proizvoǉan
automorfizam. Potrebno je dokazati da je f(H) = H. Kako je
K// G, to je f(K) = K, pa je f |K : K −→ K automorfizam grupe
K. Me�utim, kako je f |K∈ Aut(K) i H// K, to je f |K (H) = H.
Kako je jox H ⊆ K, to je f(H) = f |K (H) = H, xto zavrxava
dokaz.

6. Posmatrajmo grupu A4. U A4 skup K = {be, b1, 2eb3, 4e, b1, 3eb2, 4e,
b1, 4eb2, 3e} je jedina podgrupa reda 4 (inaqe izomorfna Z/2Z×
Z/2Z), xto nije texko proveriti, pa je K // A4. Podgrupa
H = {be, b1, 2eb3, 4e} je indeksa 2 u K, pa je H / K. Konaqno,
kako imamo da je σb1,2,3e(b1, 2eb3, 4e) = b1, 2, 3eb1, 2eb3, 4eb1, 3, 2e =
b1, 4eb2, 3e, to σb1,2,3e(H) 6= H, pa H 6 A4.

23. Dokazati da je Silovǉeva podgrupa u grupi G normalna
ako i samo ako je karakteristiqna.

Rexeǌe. Neka je H neka Sp–podgrupa. Ako je H karakteristiqna,
jasno je da je i normalna. Ako je H normalna, tada je ona prema
Silovǉevim teoremama jedina podgrupa od G reda |H|. Kako je
f(H) podgrupa reda |H|, za proizvoǉan automorfizam f grupe G,
to je f(H) = H, xto dokazuje da je H karakteristiqna.
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24. Neka je G = HK, gde H, K // G i H ∩ K = 〈e〉. Dokazati
da je Aut(G) ∼= Aut(H) × Aut(K). Ako je G konaqna Abelova grupa,
dokazati da je Aut(G) direktan proizvod grupa automorfizama ǌenih
Silovǉevih podgrupa.

Rexeǌe. Posmatrajmo preslikavaǌe φ : Aut(G) −→ Aut(H)×Aut(K)
dato sa φ(f) = (f |H , f |K). Primetimo da φ jeste dobro definisano
preslikavaǌe, jer iz H // G sledi da je f(H) = H, tj. f |H∈ Aut(H),
i sliqno f |K∈ Aut(K). Lako je proveriti da φ jeste homomorfizam
grupa.

Doka�imo sada da je φ 1-1. Neka je φ(f) = φ(g), tj. f |H= g |H
i f |K= g |K . Neka je x ∈ G proizvoǉno. Kako je G = HK, to
je x = yz, gde y ∈ H i z ∈ K. Me�utim, tada je f(x) = f(yz) =
f(y)f(z) = f |H (y)f |K (z) = g |H (y)g |K (z) = g(y)g(z) = g(yz) = g(x),
pa je f = g. (U prethodnom raqunu smo koristili qiǌenice da su
f i g homomorfizmi, i da y ∈ H i z ∈ K.)

Preostaje nam da doka�emo da je φ na. Neka je h ∈ Aut(H) i
k ∈ Aut(K). Primetimo da iz uslova zadatka G = HK i H ∩ K =
〈e〉 sledi da se svaki element x ∈ G na jedinstvena naqin mo�e
zapisati kao x = yz, gde y ∈ H i z ∈ K. Zbog toga je preslikavaǌe
f : G −→ G dato sa f(x) = h(y)k(z), za x = yz, y ∈ H i z ∈ K, dobro
definisano. Zbog pomenute jedinstvenosti zapisa, kao i �iǌenica
da su h i k automorfizmi na H, odnosno K, lako se vidi da je f
bijekcija.

Kako H / G i K / G i H ∩ K = 〈e〉, to mo�emo zakǉuqiti da
elementi iz H i elementi iz K me�usobno komutiraju. Zato, ako
je x1 = y1z1 i x2 = y2z2, tada je f(x1x2) = f(y1z1y2z2) = f(y1y2z1z2) =
h(y1y2)k(z1z2) = h(y1)h(y2)k(z1)k(z2) = h(y1)k(z1)h(y2)k(z2) = f(y1z1)f(y2z2) =
f(x1)f(x2), tj. f je homomorfizam grupe G.

Dakle, f ∈ Aut(G) i oqigledno f |H= h i f |K= k, pa je φ(f) =
(h, k), xto zavrxava dokaz da je φ na.

Primetite da se prethodno mo�e uopxtiti na oqigledan naqin:
ako je G = H1H2 . . .Hn, gde su Hi // G, za 1 ≤ i ≤ n, i Hi ∩Hj = 〈e〉,
za i 6= j, tada je Aut(G) ∼= Aut(H1) × Aut(H2) × . . . × Aut(Hn). U
dokazu ovakvog uopxteǌa se koristi qiǌenica da je proizvod dve
karakteristiqne podgrupe tako�e karakteristiqna podgrupa, xto
je vrlo lako videti.

Neka je G konaqna Abelova grupa. Prema teoremi o konaqno
generisanim Abelovim grupama i teoremi o elementarnoj formi
Abelove grupe, mo�emo pretpostaviti da je:

G = (Z/pα11
1 Z)× . . .× (Z/p

α1k1
1 Z)× (Z/pα21

2 Z)× . . .× (Z/p
α2k2
2 Z)×

× . . .× (Z/pαn1
n Z)× . . .× (Z/p

αnkn
n Z),
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gde su pi, 1 ≤ i ≤ n, razliqiti prosti brojevi. Oznaqimo sa:

Hi = 〈0〉 × . . .× 〈0〉 × (Z/pαi1
i Z)× . . .× (Z/p

αiki
i Z)× 〈0〉 × . . .× 〈0〉.

Tada su Hi, 1 ≤ i ≤ n, Spi–podgrupe grupe G, koje su normalne
(jer je G Ableova), pa su zbog toga i karakteristiqne. Primetite i
da su to sve Silovǉeve podgrupe od G. Tako�e, jasno je da Hi∩Hj =
〈0〉, za i 6= j, kao i da je G = H1 + H2 + . . . + Hn. Prema prvom delu
zadatka tada je Aut(G) ∼= Aut(H1)×Aut(H2)× . . .×Aut(Hn).

25. Neka je G grupa reda 60 u kojoj je s5 > 1. Dokazati da je G
prosta. Dokazati da je A5 prosta.

Rexeǌe. Pre rexeǌa ovog zadatka, setimo se da ako je H // K / G,
tada je H / G.

Pretpostavimo da je s5 > 1. Pretpostavimo suprotno da je H /
G, H 6= 〈e〉, G. Ako 5 | |H|, tada prema Lagran�ovoj teoremi |H| ∈
{5, 10, 15, 20, 30}. U svakom sluqaju ovde mo�emo zakǉuqiti da H
sadr�i normalnu S5–podgrupu K. (U sluqaju |H| = 30, pogledajte
zadatak 42.) Tada je K // H, a kako je H / G, to je K / G. Kako je
K Silovǉeva i u G, to je kontradikcija sa s5 > 1.

Dakle, |H| ∈ {2, 3, 4, 6, 12}. Prema zadatku 9. ako je |H| = 12, H
ima normalnu (dakle karakteristiqnu) Silovǉevu podgrupu, pa je
ona zato normalna u G. Sliqno ako je |H| = 6, lako se vidi da H
ima normalnu (dakle karakteristiqnu) S3–podgrupu, pa je ona zato
normalna u G. Dakle, ako je |H| ∈ {6, 12}, tada G ima i normalnu
podgrupu reda 3 ili 4.

Neka je sada |H| ∈ {2, 3, 4}. (Prethodni pasus nam ka�e da je to
jox ostalo da razmotrimo, jer smo sluqajeve 6 i 12 sveli na 3 i 4.)
Kako je H / G, posmatrajmo G/H. Tada je |G/H| ∈ {30, 20, 15}. Sada
mo�emo da zakǉuqimo da G/H ima normalnu podgrupu H ′ reda 5.
Neka je H1 inverzna slika od H ′ u G. Tada je H1 / G i 5 | H1, pa
po prvom sluqaju dobijamo kontradikciju.

Dakle, G je prosta. Primetite da je |A5| = 60, kao i da su
〈b1, 2, 3, 4, 5e〉, 〈b1, 2, 3, 5, 4e〉 dve razliqite podgrupe reda 5. Prema
tome A5 je prosta.

26. Neka je G konaqna grupa i p neki prost delilac reda |G|.
Ako je P ≤ G Silovǉeva p-podgrupa od G i H = NG(P ) ǌen nor-
malizator, dokazati da je onda NG(H) = H.

Rexeǌe. Neka je g proizvoǉan element u normalizatoru NG(H).
Kako je P ≤ H (svaka podgrupa je sadr�ana u svom normalizatoru),
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imamo specijalno da je gPg−1 ≤ gHg−1 = H. Kako je P jedna Sp-
podgrupa od G, gPg−1 mora biti Sp-podgrupa od H. Ali, kako je
H normalizator od P imamo da je P / H. Prema Posledici, P
je jedina Sp-podgrupa od H, pa dobijamo da je gPg−1 = P . Dakle,
element g pripada normalizatoru od P i dakle NG(H) ⊆ H.

Obrnuta inkluzija H ⊆ NG(H) je trivijalna, pa dakle NG(H) =
H.

27. Neka je H ≤ G proizvoǉna podgrupa i P neka Sp-podgrupa
grupe G. Dokazati da onda postoji neka konjugovana grupa gPg−1

takva da je gPg−1 ∩H jedna Sp-podgrupa grupe H.

Rexeǌe. Kako je P Silovǉeva p-podgrupa u G, to je P ∩H jedna
p-podgrupa grupe H. Na osnovu druge Silovǉeve teoreme, postoji
neka Silovǉeva p-podgrupa Q ≤ H koja sadr�i P ∩ H. Me�utim,
sada je ova Q jedna p-podgrupa grupe G, pa je sadr�ana u nekoj
Silovǉevoj p-podgrupi grupe G. Kako su sve takve koǌugovane sa
P , postoji neko g ∈ G takvo da je Q ≤ gPg−1.

Dakle, dokazali smo da je Q ≤ gPg−1 ∩ H. Ovde je gPg−1 ∩ H
jedna p-podgrupa od H, koja sadr�i Silovǉevu p-podgrupu Q, pa
mora biti Q = gPg−1 ∩H, xto je i trebalo dokazati.

28. Neka je N / G. Dokazati da je sp(N) ≤ sp(G).

Rexeǌe. Neka je P bilo koja Sp-podgrupa grupe G. Prema prethod-
nom zadatku, postoji neko g ∈ G tako da je gPg−1 ∩ N jedna Sp-
podgrupa u N . Me�utim, kako je N normalna u G imamo da je

gPg−1 ∩N = gPg−1 ∩ gNg−1 = g(P ∩N)g−1,

pa dakle i P ∩N mora biti jedna Sp-podgrupa grupe N .
Sada, neka je Q proizvoǉna Sp-podgrupa od N . Onda prema

drugoj Silovǉevoj teoremi postoji neka Sp-podgrupa P grupe G
koja sadr�i Q: Q ≤ P ≤ G. Prema prethodnom, onda je i P ∩ N
jedna Sp-podgrupa u N , koja sadr�i Q, pa mora biti Q = P ∩ N .
Odavde se vidi da je ovakvo pridru�ivaǌe (po jedne Sp-podgrupe
P svakoj Sp-podgrupi Q) injektivno, pa je sp(N) ≤ sp(G).

29. Neka je N / G. Dokazati da je za svaku Sp-podgrupu P grupe
G, PN/N jedna Sp-podgrupa koliqniqke grupe G/N i da sve Sp-
podgrupe od G/N nastaju na ovaj naqin. Dokazati da je sp(G/N) ≤
sp(G).
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Rexeǌe. Zbog PN/N ∼= P/(P ∩N), vidimo da je PN/N zaista jedna
p-podgrupa grupe G/N . Kako je N ≤ PN ≤ G, na osnovu tre�e
teoreme o izomorfizmu grupa imamo da je [G/N : PN/N ] = [G : PN ].
Sa druge strane, iz P ≤ PN ≤ G vidimo da p ne deli [G : PN ], jer
je P jedna Sp-podgrupa. Dakle, p - [G/N : PN/N ], odakle sledi da
je PN/N jedna Sp-podgrupa u G/N .

Neka je sada Q proizvoǉna Sp-podgrupa koliqniqke grupe G/N .
Ona se mo�e napisati kao Q = H/N za neku podgrupu H ≤ G koja
sadr�i N . Neka je P neka Sp-podgrupa u H. Kako p - [G/N : Q] =
[G/N : H/N ] = [G : H], sledi da je P i jedna Sp-podgrupa grupe
G. Prema prethodno pokazanom, PN/N je jedna Sp-podgrupa u G/N ,
a istovremeno je i sadr�ana u Sp-podgrupi Q, pa mora biti Q =
PN/N . Ovakvo pridru�ivaǌe Sp-podgrupa je injektivno, pa sledi
da je sp(G/N) ≤ sp(G).

1.3 Zadaci za samostalan rad

30. Opisati S2–podgrupe u D3 × D3 i izraqunati s2.

31. Opisati S3–podgrupe u D3 × D3 i izraqunati s3.

32. Opisati S3–podgrupe od A4 i S4 i izraqunati s3.

33. Opisati S2–podgrupe od S5 i izraqunati s2.

34. Dokazati da je podgrupa grupe SL2(Z/3Z) generisana matri-

cama
[

0 2
1 0

]
i

[
1 1
1 2

]
jedinstvena Silovǉeva 2-podgrupa

grupe SL2(Z/3Z).

35. Neka je G konaqna nekomutativna prosta grupa. Ako prost
broj p| |G|, onda je sp > 1.

36. Neka je G grupa reda pq, gde su p i q razliqiti prosti brojevi
takvi da p 6=q 1 i q 6=p 1. Doka�ite da je G cikliqna grupa.

37. Dokazati da grupa reda 200 sadr�i normalnu S5 podgrupu.

38. Dokazati da grupa reda 23·3·13 sadr�i neku normalnu Silovl-
jevu podgrupu.

39. Dokazati da grupa G reda 3k · 7, k ≥ 1, nije prosta.

40. Dokazati da grupa G reda 3 · 53 · 11 nije prosta.

41. Dokazati da grupa G reda 30 sadr�i normalnu, cikliqnu pod-
grupu reda 15.
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42. Dokazati da u grupi G reda 30 va�i s3 = s5 = 1.

43. Dokazati da grupa G reda 56 ima neku normalnu Silovǉevu
podgrupu.

44. Dokazati da grupa G reda 33 ·13 ima neku normalnu Silovǉevu
podgrupu.

45. Dokazati da grupa G reda 22·3·7 ima neku normalnu Silovǉevu
podgrupu.

46. Dokazati da grupa G reda 22 ·3 ·11 ima neku normalnu Silovl-
jevu podgrupu.

47. Dokazati da grupa G reda 32 ·17·19 ima neku normalnu Silovl-
jevu podgrupu.

48. Dokazati da grupa G reda 3·5·7·13 ima neku normalnu Silovl-
jevu podgrupu.

49. Dokazati da grupa G reda 5·7·11·17 ima neku normalnu Silovl-
jevu podgrupu.

50. Neka je G grupa reda 231 = 3 · 7 · 11. Neka je P neka ǌena S3-
podgrupa i neka je K neka ǌena S7-podgrupa. Dokazati da je
onda PK jedna podgrupa reda 21 u G, a zatim i da je normalna
u G.

51. Neka je G grupa reda 924. Dokazati da G ima element reda
77.

52. Dokazati da grupa G reda 105 ima jedinstvenu S5 i jedin-
stvenu S7–podgrupu.

53. Dokazati da je grupa G reda 105 koja ima normalnu podgrupu
reda 3 cikliqna.

54. Neka je G grupa reda 3 · 7 · 11. Dokazati da Z(G) sadr�i S11–
podgrupu od G.

55. Neka je G grupa reda 5 · 7 · 11. Dokazati da Z(G) sadr�i S7–
podgrupu od G.

56. Neka je G grupa reda 32 · 5 · 7, takva da je s3 = 1. Dokazati da
je G Abelova.

57. Neka je G grupa reda 32 · 52 · 7, takva da je s3 = 1. Dokazati da
je G Abelova.
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58. Neka je G grupa takva da 1 < |G| < 60 i |G| nije prost broj.
Dokazati da G nije prosta.

59. Dokazati da grupa G reda 250 000 nije prosta.

60. Dokazati da grupa G reda 2 · 33 · 17 nije prosta.

61. Dokazati da grupa G reda 33 · 5 · 13 nije prosta.

62. Dokazati da grupa G reda 24 · 3 · 7 nije prosta.

63. Dokazati da grupa G reda 3 · 7 · 11 · 13 nije prosta.

64. Dokazati da grupa G reda 32 · 5 · 7 · 13 nije prosta.

65. Dokazati da grupa G reda 3 · 5 · 73 nije prosta.

66. Dokazati da grupa G reda 3 · 5 · 72 · 13 nije prosta.

67. Dokazati da je u grupi G reda pqr, p < q < r prosti brojevi,
Sr–podgrupa normalna.

68. Dokazati da je svaka grupa reda 45 Abelova.

69. Dokazati da je svaka grupa reda 175 Abelova.

1.4 Uputstva

30. Primetite da je S2–podgrupa u D3×D3 reda 4. Doka�ite da su takve
podgrupe izomorfne Z2×Z2, i opixite kako one izgledaju. Iz opisa
zakǉuqite da ih ima 9.

31. Primetite da je S3–podgrupa u D3 × D3 reda 9. Opixite kako te
podgrupe izgledaju i zakǉuqite da postoji jedna takva podgrupa.

32. Primetite da u oba sluqaja S3–podgrupa ima 3 elementa. Prema
tome ona je cikliqna. Qime je ona generisana? Zakǉuqite da je
sA4
3 = sS43 = 4.

33. Najpre primetite da je S4 ≤ S5 i da S2–podgrupe od S4 su ujedno i
S2–podgrupe od S5. Ovo nam ka�e da su S2–podgrupe od S5 izomorfne
D4. (Pogledajte zadatak 2.) Sada uradite analizu sliqnu kao u
zadatku 2.

34. Za proizvoǉno p koriste�i dokaz zadatka 3, poka�ite da je |SL2(Z/pZ)| =
|GL2(Z/pZ)|/(p−1) = p(p2−1). Specijalno, |SL2(Z/3Z)| = 24. Poka�ite
direktno da date matrice generixu podgrupu reda 8. Na�ite ek-
splicitno redove svih elemenata i uverite se da su svi elementi
qiji su redovi stepeni 2 u datoj podgrupi.

35. Ako |G| ima bar dva razliqita prosta delioca, primenite Posledicu.
Ako bi p bio jedini prost delioc od |G|, doka�ite da bi G morala
biti komutativna (xto je u suprotnosti sa pretpostavkom).
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36. Primenite tre�u Silovǉevu teoremu, pa zatim i teoremu o razla-
gaǌu grupe na unutraxni direktni proizvod. Ako npr. x gener-
ixe Sp-podgrupu, a y generixe Sq-podgrupu, doka�ite da element
xy generixe G.

37. Direktno po tre�oj Silovǉevoj teoremi.

38. Direktno po tre�oj Silovǉevoj teoremi.

39. U sluqaju k ≤ 3 direktno primenite tre�u Silovǉevu teoremu. U
sluqaju k ≥ 4 primenite n! teoremu na S3–podgrupu.

40. Ako G jeste prosta, primenite n! teoremu na normalizator S5–
podgrupe.

41. Doka�ite prebrojavaǌem elemenata da postoji jedinstvena S3 ili
S5–podgrupa. Napravite podgrupu reda 15. Zaxto je ona normalna?
Sada primenite Silovǉeve teoreme na uoqenu podgrupu reda 15,
kako biste dokazali da je cikliqna.

42. Prema prethodnom zadatku je s3 = 1 ili s5 = 1. Neka je H S3–
podgrupa, K S5–podgrupa, i L = HK noprmalna, cikliqna podgrupa
reda 15 iz prethodnog zadatka. Doka�ite L ≤ NG(H), NG(K), pa
primenite tre�u Silovǉevu teoremu.

43. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

44. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

45. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

46. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

47. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

48. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

49. Primenite tehniku prebrojavaǌa elemenata.

50. Kako s7 =7 1 i s7|33 imamo da je s7 = 1, tj. K / G, odakle sledi
da je N = PK zaista podgrupa. Sliqno, G ima jedinstvenu S11-
podgrupu, koja je dakle normalna u G. Oznaqimo je sa H i neka
je h jedan ǌen generator. Ako je g bilo koji element iz G reda 3
(zaxto takav postoji?) imamo da je gHg−1 = H, odnosno ghg−1 = hl

za neko 0 ≤ l < 11. Odatle je h = g3hg−3 = g2(ghg−1)g−2 = g2hlg−2 =
. . . = hl3 . Uverite se da l3 =11 1 ima jedino rexeǌe l = 1, xto znaqi
da g i h komutiraju. Odavde doka�ite da h ∈ Z(G). Specijalno,
h mora pripadati normalizatoru podgrupe N , a kako je h reda 11,
oqigledno h /∈ N . Dakle NG(N) sadr�i N i bar jox h, pa sadr�i
bar 22 elementa. Ali iz |NG(N)| ≥ 22 i |NG(N)| |231 sledi da je
NG(N) = G.

51. Primenite tre�u Silovǉevu teoremu da biste pokazali da je s7 ∈
{1, 22} i da je s11 ∈ {1, 12}. Neka je H jedna S7-podgrupa i K jedna
S11-podgrupa. Ako je s7 = 1 ili s11 = 1, doka�ite da je HK cikliqna
podgrupa reda 77. Ako je s7 = 22 i s11 = 12, onda je npr. [G :
NG(K)] = s11 = 12, pa je |NG(K)| = 924/12 = 77. Sada primenite
Silovǉeve teoreme na podgrupu NG(K) da biste zakǉuqili da je
cikliqna.
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52. Najpre iskoristite prebrojavaǌe da doka�ete da je S5 ili S7–
podgrupa jedinstvena. Doka�ite da postoji normalna, cikliqna
podgrupa reda 35, koja je sadr�ana u normalizatorima od S5 i S7–
podgrupa, pa iskoristite tre�u Silovǉevu teoremu.

53. Iskoristite prethodni zadatak.

54. Ako je G Abelova, stvar je trivijalna. Pretpostavite da G nije
Abelova. Direktno doka�ite da postoje jedinstvene S7 i S11–podgrupe,
i da postoji 7 S3–podgrupa. Na�ite normalnu, cikliqnu podgrupu
H reda 77. Doka�ite da je G = 〈a,H〉, gde je a proizvoǉan ele-
ment reda 3. Posmatrajte normalizator od 〈a〉, doka�ite da je on
cikliqan i sadr�i S11-podgrupu, pa zakluqite da a komutira sa el-
ementima S11–podgrupe. Zakǉuqite da je S11–podgrupa sadr�ana u
centru Z(G).

55. Postupite kao u prethodnom zadatku.

56. Neka je H normalna S3–podgrupa, i neka su K i L redom S5 i S7–
podgrupe. Doka�ite da su HK i HL Abelove. Zakǉuqite da H ≤
NG(K), NG(L), pa doka�ite da je s5 = s7 = 1. Konaqno doka�ite da
je G Abelova.

57. Postupite kao u prethodnom zadatku.

58. Primeniti neki od ve� dokazanih kriterijuma. Sluqajeve kada je
|G| jednako 24, 36, 40, 48, 56 posebno razmotriti.

59. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da je G prosta, koriste�i jednu S5-
podgrupu, utopiti G u S16 kao u zadatku 15. Primeniti Lagran�ovu
teoremu na ovo utapaǌe.

60. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Koriste�i S17–podgrupu,
doka�ite da se G mo�e utopiti u S18. Daǉe posmatrajte red nor-
malizatora S17–podgrupe u G i u S18.

61. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Koriste�i S3–podgrupu,
doka�ite da se G mo�e utopiti u S13. Daǉe posmatrajte red nor-
malizatora S13–podgrupe u G i u S13.

62. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Koriste�i S7-podgrupu,
doka�ite da se G mo�e utopiti u A8. Daǉe posmatrajte red nor-
malizatora S7–podgrupe u G i u A8.

63. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Doka�ite da normalizator
S7–podgrupe sadr�i u sebi normalnu S11–podgrupu. Zakǉuqite da
normalizator S11–podgrupe sadr�i normalizator S7–podgrupe, i
izvedite kontradikciju.

64. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Doka�ite da je normal-
izator S7–podgrupe sadr�an u normalizatoru neke S13–podgrupe, i
izvedite kontradikciju.

65. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Zakǉuqite da je s5 = 21 i
s7 = 15. Posmatrajte normalizator neke S5–podgrupe, i doka�ite
da on sadr�i normalnu podgrupu H reda 72. Zakǉuqite da NG(H)
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sadr�i normalizator S5–podgrupe. Posmatrajte daǉe S7–podgrupu
koja sadr�i H, i doka�ite da je H normalna u ǌoj, tj. da je neka S7–
podgrupa sadr�ana u NG(H). Xta su kandidati za indeks podgrupe
NG(H)? U jednom sluqaju koriste�i n! teoremu, a u drugom sluqaju
direktno, izvedite kontradikciju.

66. Pretpostavite suprotno da je G prosta. Zakǉuqite da je s7 = 15 i
s13 = 105. Posmatrajte normalizator neke S13–podgrupe, i doka�ite
da on sadr�i normalnu podgrupu H reda 7. Zakǉuqite da NG(H)
sadr�i normalizator S13–podgrupe. Posmatrajte daǉe S7–podgrupu
koja sadr�i H, i doka�ite da je H normalna u ǌoj, tj. da je neka S7–
podgrupa sadr�ana u NG(H). Xta su kandidati za indeks podgrupe
NG(H)? Koriste�i n! teoremu izraqunajte red od NG(H). Zakǉu-
qite NG(H) sadr�i normalnu S13–podgrupu, tj. NG(H) je sadr�an
u normalizatoru neke S13–podgrupe, i izvedite kontradikciju.

67. U zadatku 10. smo dokazali da je sp = 1 ili sq = 1 ili sr = 1.
Pretpostavite suprotno da sr 6= 1, i izraqunajte sr. Posmatrajte
dva sluqaja: sp = 1 i sq = 1. U prvom sluqaju doka�ite da je Sr–
podgrupa u proizvodu Sp i Sr–podgrupe normalna, tj. da normaliza-
tor Sr podgrupe sadr�i podgrupu reda pr, i izvedite kontradikciju.
Drugi sluqaj analogno analizirajte.

68. Iskoristite tre�u Silovǉevu teoremu da doka�ete da ovakva grupa
ima normalne podgrupe reda 9 i reda 5. Zatim primenite teoremu
o razlagaǌu grupe na unutraxǌi direktni proizvod.

69. Potpuno analogno kao prethodni zadatak.


