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Diksonov metod sluqajnih kvadrata

Primer: Rastaviti n = 89893, koriste�i granicu glatkosti

B = 20



Veri�ni razlomci

▶ Svaki racionalan broj se mo�e zapisati u obliku

veri�nog razlomka
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▶ Preth. postupak liqi na Euklidov algoritam (107 : 19 = 5
i ostatak 12, itd.)
▶ izvrxava se podjednako brzo kao i Euklidov algoritam

▶ Svaki iracionalan broj se mo�e videti limes veri�nog

razlomka
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i Pn i Qn se mogu

izraziti preko a0, a1, . . . , an

▶ Pixemo a = [a0, a1, a2, . . . ] (konaqan niz za a ∈ Q i

beskonaqan za a ∈ R \Q)
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Primer: Veri�ni razvoj π



▶ Veri�ni razlomci mogu pomo�i kod Diksonovog metoda

▶ Umesto poga�a�a x-eva koristiti veri�ni razvoj broja√
n = lim

m→∞
Pm
Qm

(oznake iz Diksonovog metoda)

▶ tada je P 2
m ≈ nQ2

m, pa je rn
(
P 2
m

)
malo i treba pokuxati

sa x = Pm
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Algoritam za izraqunava�e indeksa

▶ Indeks je stari naziv za diskretni logaritam
’
algoritam

se koristi za raquna�e logg a u F∗
q

▶ Naroqito je popularan kod po	a F2d
∼= Z2[x] /(fZ2[x])

(ili kad je q stepen malog prostog broja)

▶ Faza pripreme:
▶ Izabere se B ≪ d i prona�u se svi nerastav	ivi

polinomi h1, h2, . . . , hr iz Z2[x] stepena najvixe B
▶ Izraqunaju se svi logg hi na slede�i naqin:

▶ za nasumiqno izabrano t proverava se da li je gt oblika
hα1
1 hα2

2 . . . hαr
r

▶ quvaju se samo oni gt koji su proxli test (i odgovaraju�i
stepeni α1, . . . , αr) i pomo�u �ih se pravi sistem
jednaqina oblika
t ≡q−1 α1 logg h1 + α2 logg h2 . . . αr logg hr (po nepoznatim
logg h1, logg h2, . . . , logg hr)

▶ postupak se ponav	a sve dok ne dobijemo dovo	no
jednaqina da sistem ima jedinstveno rexe�e
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▶ Faza raquna�a logg a:
▶ Pokuxa se da se a napixe u obliku hα1

1 hα2
2 . . . hαr

r

▶ Ako ne mo�e, pokuxa se isto sa agt, za razne t-ove sve dok
se ne na�e odgovaraju�i

▶ Tada se logg a raquna kao
−t+ α1 logg h1 + α2 logg h2 . . . αr logg hr mod q − 1

▶ U fazi pripreme se praktiqno imitira baza qinilaca iz
preth. algoritama
▶ ali sada radimo sa polinomima iz Z2[x]

▶ Rastav	a�e polinoma je jox te�e od rastav	a�a brojeva,
ali ovde je dovo	an i neki elementaran (spor) algoritam
kada je B malo

▶ ,,veliqina\ f ∈ Z2[x] se meri pomo�u deg f

▶ Posebno primen	ivo za raquna�e vixe diskretnih

logaritama sa istom osnovom - tada se faza pripreme

radi samo jednom
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Primer: logx y =? u F∗
211 , gde je

y(x) = x9 + x8 + x6 + x5 + x3 + x2 + 1
(g(x) = x je generator F211

∼= Z2[x] /(fZ2[x]) , gde je
f(x) = x11 + x4 + x2 + x+ 1)

▶ Priprema: ima 8 nerastav	ivih polinoma stepena

najvixe 4, neka su �ihovi logaritmi (u osnovi g(x)):



Eliptiqke krive

▶ Mnogi kriptosistemi sa javnim k	uqem (Difi-Helman,

Mesi-Omura, ElGamal, . . . ) imaju unapre�enu verziju koja
se zasniva na eliptiqkim krivama

▶ Prednost: Mogu�e je posti�i istu zaxtitu sa ma�im
k	uqem koji koristi EK
▶ Primer: 256-bitni k	uq zasnovan na eliptiqkim krivama

me�a 3072-bitni k	uq

▶ EK se koriste u kriptoanalizi, posebno za napad na RSA.
Qak i ako kriptosistem ne koristi EK, mo�e biti
napadnut algoritmom koji koristi EK
▶ Videli smo: Polardov (p− 1)-metod faktorizacije je spor

ako n nema prost qinilac p td. p− 1 je B-gladak. Sa EK
bi�e dovo	no da neki od p+ s (za malo s) bude B-gladak
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▶ Eliptiqka kriva nad R je kriva definisana jednaqinom

E : y2 = x3 + ax+ b,

gde su a, b ∈ R td. ∆ = −16
(
4a3 + 27b2

)
̸= 0

▶ Na skup rexe�a se dodaje jox jedna ,,beskonaqno daleka\

taqka O, pa je

Definicija

E(R) =
{
(x, y) ∈ R× R

∣∣ y2 = x3 + ax+ b
}
∪ {O}
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Sage ima implementirane funkcije za rad sa EK
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Taqka O se ne vidi



Nisu eliptiqke krive jer je ∆ = 0



▶ E(R) se mo�e videti kao kriva u projektivnoj ravni

RP2 =
(
R3 \ {(0, 0, 0)}

)/
∼, gde je (X,Y, Z) ∼ (X ′, Y ′, Z ′)

ako λ(X,Y, Z) = (X ′, Y ′, Z ′), za neko λ ∈ R \ {0}

▶ Ako je Z ̸= 0 imamo (X,Y, Z) ∼
(
X
Z , YZ , 1

)
xto je realna

ravan

▶ i imamo neki ,,dodatak\ kada je Z = 0

▶ Tada je kriva E(R) zadata sa Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3

pri qemu (x, y) =
(
X
Z , YZ

)
↔

(
X
Z , YZ , 1

)
i (0, 1, 0) ↔ O

Sage raquna u projektivnim koordinatama
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RP2 =
(
R3 \ {(0, 0, 0)}

)/
∼, gde je (X,Y, Z) ∼ (X ′, Y ′, Z ′)

ako λ(X,Y, Z) = (X ′, Y ′, Z ′), za neko λ ∈ R \ {0}
▶ Ako je Z ̸= 0 imamo (X,Y, Z) ∼

(
X
Z , YZ , 1

)
xto je realna

ravan

▶ i imamo neki ,,dodatak\ kada je Z = 0
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▶ Oko = koordinatni poqetak

▶ Sve taqke sa prave kroz oko (u 3D) se na slici (2D) vide

kao jedna ista taqka



Operacije na eliptiqkoj krivoj E(R)

▶ Za P = (x, y) ∈ E(R) definixemo ⊖P = (x,−y) i
⊖O = O

▶ Za P,Q ∈ E(R) definixemo sabira�e P ⊕Q:

1. ako je P = O: O ⊕Q = Q
2. ako je Q = O: P ⊕O = P
3. ako je Q = ⊖P ̸= O: P ⊕Q = O
4. ako je P,Q ̸= O, Q ̸= P,⊖P : povuqemo pravu l kroz P i Q

4.1 ili l seqe EK u jox taqno jednoj taqki R ( ̸= P,Q)
4.2 ili je l tangentna na EK u jednoj od taqaka P i Q,

oznaqimo je sa R

tada je P ⊕Q = ⊖R
5. ako je P = Q ̸= O,⊖P : povuqemo tangentu l na EK u taqki

P , ona �e prese�i EK u jox taqno jednoj taqki R
(razliqitoj od P ). Tada je 2P = P ⊕ P = ⊖R

▶ Sluqaj 4.1 je najva�niji, sve ostalo su neki graniqni

sluqajevi toga
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Teorema (Grupni zakon na EK)

(E(R),⊕,⊖,O) je Abelova grupa.

Gledano u projektivnom prostoru RP2:

▶ EK E(R) je dopu�ena taqkom O = (0, 1, 0)

▶ prava l je isto dopu�ena beskonaqno dalekom taqkom

(x, y, 0) koja ne mora biti O
▶ Tada se E(R) i l seku u taqno 3 (ne obavezno razliqite)

taqke P,Q,R ∈ RP2 td. P ⊕Q⊕R = O
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U 4. i 5. sluqaju definicije ⊕ mo�emo da izvedemo jednaqinu

prave l i zatim na�emo �en presek (zajedniqko rexe�e) sa

eliptiqkom krivom. Ako su P = (x1, y1) i Q = (x2, y2)
dobijamo P ⊕Q = (x3, y3) gde je

(x1 ̸= x2 u 4. sluqaju i y1 ̸= 0 u 5.)



Eliptiqke krive nad konaqnim po	ima Fq

Nada	e: q je stepen prostog broja p ̸= 2, 3

Definicija

E (Fq) =
{
(x, y) ∈ Fq × Fq

∣∣ y2 = x3 + ax+ b
}
∪ {O},

gde su a, b ∈ Fq td. ∆ = −16
(
4a3 + 27b2

)
̸= 0.

▶ Sad je te�e videti geometrijski, ali ⊕ i ⊖ se mogu

raqunati algebarski (pomo�u formula sa preth. slajda)

▶ (E (Fq) ,⊕,⊖,O) je Abelova grupa

▶ Uobiqajeno je da se pixe E (Fq), ali je mo�da ispravnije

E (Fq; a, b) jer zavisi od 3 parametra q, a i b
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Eliptiqka kriva y2 = x3 + 7x+ 36 nad po	em Z83, taqka O se

ne vidi



(5, 7)⊕ (8, 10) = (10, 1) na EK y2 = x3 − 2x nad po	em Z11


