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Karmajklovi brojevi

Definicija

Za slo�en broj n ka�emo da je Karmajklov ako va�i

an−1 ≡ 1 (mod n), za sve a ∈ Z td. NZD(a, n) = 1.

▶ Verovatno�a da broj n koji nije ni prost ni Karmajklov
pro�e test an−1 ≡ 1 (mod n)
▶ u jednom testira�u (za jedno konkretno a) je najvixe 1

2
▶ u k testira�a sa sluqajno (za k nezavisno izabranih

a-ova) je najvixe 1
2k

▶ Ho�emo test koji odvaja proste od Karmajklovih brojeva
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Posledica Male Fermaove teoreme

p - neparan prost i a ∈ Z td. NZD(a, p) = 1. Tada je

(∗) a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p)

Dokaz:

ap−1 ≡ 1 (mod p) =⇒ p
∣∣ap−1 − 1 =

(
a

p−1
2 − 1

)(
a

p−1
2 + 1

)
,

pa p deli bar jednu zagradu jer jer prost.

▶ Broj na desnoj strani (∗) zovemo Le�androv simbol i

oznaqavamo sa
(
a
p

)
▶ Deta	nije o Le�androvim simbolima: Mi�i�, Kadelburg,

�uki�: Uvod u teoriju brojeva, DMS, 2021. - Glava 5
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(Oqigledne) osobine:

▶
(
1
p

)
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▶
(
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Veza sa kvadratnim kongruencijama

p - neparan prost i a ∈ Z td. NZD(a, p) = 1. Tada
kongruencijska jednaqina

x2 ≡ a (mod p)

ima rexe�a akko je
(
a
p

)
= 1.

Dokaz: (=⇒) ako ima rexe�a onda je(
a
p

)
≡p a

p−1
2 ≡p

(
x2

) p−1
2 = xp−1 ≡p 1

(⇐=) a = gk, g generator Z∗
p i k ∈ N,

1 =
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 ≡ g

k(p−1)
2 , tada p− 1

∣∣∣k(p−1)
2 , tj. 2|k i x = g

k
2 je

rexe�e kongruencije.
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▶ Broj rexe�a jednaqine x2 ≡ a (mod p) je 1 +
(
a
p

)
∈ {0, 2}

jer po preth. teoremi

▶ ako je
(

a
p

)
= −1: jednaqina nema rexe�a

▶ ako je
(

a
p

)
= 1: jednaqina ima jedno rexe�e x0, ali onda

�e imati i drugo rexe�e p− x0

▶ Ima p−1
2 a-ova za koje je

(
a
p

)
= 1 i p−1

2 a-ova za koje je(
a
p

)
= −1 jer ako i a gledamo kao nepoznatu

x2 ≡ a (mod p) ima p− 1 rexe�e po (x, a)

▶ Zanim	ivost: Za razliqite neparne proste p i q va�i(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 (Gausov zakon kvadratnog

reciprociteta)

▶ Povezuje rexava�e x2 ≡ p (mod q) i x2 ≡ q (mod p)
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Primer: Da li kongruencija x2 ≡ 2013 (mod 2311) ima
rexe�a?



Kako se uopxtava
( ·
n

)
na neparan slo�en prirodan broj n?

▶ Zapixemo n kao n = p1p2 . . . pk, gde su pi prosti, ne
obavezno razliqiti brojevi

▶ Za NZD(a, n) = 1 definixemo Jakobijev simbol
(
a
n

)
kao(

a
p1

)(
a
p2

)
. . .

(
a
pk

)
▶ Veza sa kvadratnim kongruencijama

▶ Ako x2 ≡ a (mod n) ima rexe�e onda je
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n
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= 1

▶ Obrnuto ne va�i:
(
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=
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3
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5

)
= (−1)(−1) = 1, ali

x2 ≡ 2 (mod 15) nema rexe�e

▶ Da li i da	e va�i

(⋆) a
n−1
2 ≡

(a
n

)
(mod n)

▶ ! leva strana ne mora biti ≡n ±1
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Definicija

Ako za prorodan broj a i slo�en broj n td. NZD(a, n) = 1
va�i (⋆) ka�emo da je n Ojlerov pseudoprost broj u bazi a.

Primer: Videli smo da je 91 pseudoprost u bazi 3, ali ne�e

biti Ojlerov pseudoprost u istoj bazi jer je 345 ≡91 27. Ali,
91 je Ojlerov pseudoprost u bazi 10 jer je 1045 ≡91 −1 =

(
10
91

)
▶ Nemamo analog Karmajklovih brojeva - Ne postoji slo�en

broj n koji je Ojlerov pseudoprost u svakoj bazi! (videti

Koblic, Glava V.1)

Ojlerov pseudoprost u bazi a =⇒ pseudoprost

u bazi a

Dokaz: an−1 =
(
a

n−1
2

)2
≡n (±1)2 = 1

▶ Sve zajedno: dobi�emo test koji ima istu ili bo	u

efikasnost od Karmajklovog, a filtrira samo proste

brojeve.
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Solovej-Xtrasenov test

Neka je n ∈ N neparan broj i a ∈ Z td. NZD(a, n) = 1. Broj n
prolazi test u bazi a ako je

(⋆) a
n−1
2 ≡

(a
n

)
(mod n)

▶ Ako broj n pro�e test za k nezavisno izabranih baza,

verovatno�a da je n prost je 1− 1
2k

▶ Kako se raquna desna strana (⋆)?
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2k
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Implementacija Jakobijevog simbola u python-u:

▶ ulaz: m i n - uzajamno prosti neparni pozitivni

▶ koristi osobine
▶

(
1
n

)
= 1

▶
(
2
n

)
=

{
1, za n ≡ ±1 (mod 8),
−1, za n ≡ ±3 (mod 8),

▶
(
ab
n

)
=

(
a
n

) (
b
n

)
▶ a ≡ b (mod p) =⇒

(
a
n

)
=

(
b
n

)
▶ (reciprocitet)

(
m
n

) (
n
m

)
= (−1)

m−1
2

n−1
2

za a, b ∈ N

▶ Ista strategija kao u primeru x2 ≡ 2013 (mod 2311)
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Rekurzivna funkcija raquna vrednost
(
m
n

)
, za m,n ∈ N, 2 ∤ n:



Miler-Rabinov test primalnosti

▶ Pokazali smo

ap−1 ≡ 1 (mod p) =⇒ a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p)

▶ Ali ako je a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) i p−1

2 parno ovo mo�emo

ponoviti i dobiti a
p−1
4 ≡ ±1 (mod p)

▶ Postupak ponav	amo sve dok je a
p−1

2i ≡ 1 (mod p) i p−1
2i

parno i dobijamo a
p−1

2i+1 ≡ ±1 (mod p)

▶ Niz a
p−1
2 , a

p−1

22 , a
p−1

23 , . . . je kongruentan
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k puta

,−1, . . .︸︷︷︸
bilo xta

, za k ⩾ 0
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Miler-Rabinov test primalnosti

Neka je n neparan i a ∈ Z td. NZD(a, n) = 1. Zapixemo
n− 1 = 2rd, gde je d neparan.

aj = a2
jd mod p, za j = 0, 1, . . . , r − 1

Broj n prolazi Miler-Rabinov test u bazi a ako je ispu�en

jedan od uslova

1. a0 = 1

2. postoji 0 ⩽ s ⩽ r − 1 td. as = −1

▶ Primetimo da je aj+1 ≡ a2j (mod p) i

1. =⇒ svi aj = 1
2. =⇒ aj = 1 za j > s

▶ Za slo�en n broj koji prolazi Miler-Rabinov test u bazi

a ka�emo da je jako pseudoprost u bazi a
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jako pseudoprost u bazi a =⇒ pseudoprost u

bazi a

Dokaz: an−1 ≡ a2r−1 (mod n)

▶ Posledica: Efikasnost Miler-Rabinovog testa ⩾
efikasnost Karmajklovog testa

▶ ali imamo i vixe

Teorema

1. Ne postoji slo�en broj n koji je jako pseudoprost u svakoj

bazi a ∈ Z td. NZD(a, n) = 1

2. Ako je n neparan slo�en, onda on mo�e biti jako

pseudoprost za najvixe qetvrtinu baza a ∈ Z∗
n.

Kompletan dokaz u Koblic, glava V.1

▶ Efikasnost Miler-Rabinovog testa je najma�e 1− 1
4k
, gde

je k broj testira�a
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probably prime = prost sa verovatno�om najma�e 3
4







Funkcija koja koristi Miler-Rabinov test da generixe

sluqajan broj koji je prost sa verovatno�om barem 1− 1
4k



RSA kriptosistem (Rivest-Xamir-Ejdlman)

Alisa �eli da poxa	e poruku ili k	uq Bobanu

▶ Boban tajno bira dva velika prosta broja p i q, mno�i ih

n = pq i raquna φ(n) = (p− 1)(q − 1)

▶ Zatim Boban bira broj 1 ⩽ e ⩽ φ(n) td. NZD(e, φ(n)) = 1
i raquna d = e−1 mod φ(n)

▶ Boban xa	e Alisi javni k	uq (n, e), a d quva kao svoj

tajni k	uq. U ovom trenutku Boban mo�e da zaboravi p i

q, ali je bitno da ih ne objav	uje

▶ Ako je M < n kodirana poruka, Alisa raquna

N = M e mod n i xa	e Bobanu

▶ Boban ima tajni k	uq d pomo�u koga lako raquna

Nd ≡ M ed ≡ M (mod n). Ovde se koristi
ed ≡ 1 (mod φ(n)) i Ojlerova teorema

▶ Cica vidi n, e i N , ali ne mo�e da do�e do poruke M sve

dok ne odredi d tj. φ(n)
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▶ f(M) = M e mod n je primer prividno jednosmerne
funkcije, to znaqi da
▶ f je jednosmerna za Alisu i Cicu: one ne mogu da odrede

f−1 u realnom vremenu
▶ f nije jednosmerna za Bobana: on je mogao da odredi f−1

jer je imao podatak vixe (faktorizaciju n)

▶ Osnovna pretpostavka RSA kriptosistema: Ne mo�e se

efikasno izraqunati Ojlerova funkcija!

Neka je n = pq i neka je n poznato. Tada je φ(n)
poznato akko su poznati p i q

Dokaz: (⇐=) φ(n) = (p− 1)(q − 1)
(=⇒) Tada je poznato i pq = n i p+ q = n− φ(n) + 1.
Vijetova pravila: p i q mogu odrediti kao koreni kvadratne

jednaqine x2 − (n− φ(n) + 1)x+ n
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